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9. Mitmekanalilise aparaadi poordilesanne

L dpmatumodtmeline Ulesanne

Kunategelik [ahendamine on paratamatult |16plikumootmeline, siis
vaatleme probleemi lihtsustatult, moGtmisvigu hindamata.

Aparaadivorrand

V

Y= [g(wy)xw)dv

Vimin
on formaalselt Fredholmi esimest liiki vorrand ja selle lahendamine
Hadamard’ i mottes matemaatiliselt ebakorrektselt plstitatud Ulesanne.

60-ndatel aastatel loodi regulariseerimise teooria, mis moGtmisandmete
t60tlemise Ulesannete puhul e ole rahuldav.

Probleemi olemus on hasti |abi nahtav sidumaparaadi puhul
y(w) = [g(w=v)x(v)dv Fy =FHat F{x

Formaalne lahend on F{x} = F{y} / F{qg}. Tudpolukord:
tF{a}

V=

Analoogia helisal vesti se restaureerimise Ulesandega.

Olgugi, et [dpmatumodtmelises teoorias el ol e teada korrektset
mA6tmi svigade hindamise meetodit, on |6pmatumodtmeline mudel

matemaatikute hulgas paraku ikka veel Uldtunnustatud ja matemaatikute
autoriteedile tuginedes ka futisikute hulgas levinud.
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M atemaatiline sissgjuhatus 1: ruutvormid

[l
RW =S Auu =S uE) Aju H=(u,Au)=u"Au
> A =3 @z =

Stimmetriseerimine A := (A+A") / 2
Mittenegatiivne ja positiivne méaratus ning A~ olemasolu tingimus.

Matemaatiline sissgl uhatus 2: mitmemaootmeline normaaljaotus
Juhuslik vektor v={v}, <v>={<v>}, u=v-<v>
Dispersiooni- ehk kovariatsioonimaatriks C = {c;} = { <uiu;>}
Normaal ne tihedusfunktsioon

f (u) = const x exp%% R(u)%

R(U)=u"Au=(v-<v3)TA(v-<v 3,  const= o
(2m)”
A
f(V)_(2 )n/2 p% (v—<v>)"A(v-<v %%
C=A"

Kontrolliks: ithemddtmeline erijuhtum.

Vektormootmise statistiline mudel
n
y=Gx+§ ehk y; =% Gjx +&;
i=1

Hipotees. & tdendosus aotus on mitmemao6tmeline normaaljaotus.
§=Cx-y
Eeldus: G, yjaD = {<¢;;>} on tuntud suurused

Ulesanne; leida tundmatu paramestri x jaoks parim hinnang X.
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Gauss-Markovi algoritm
X on tundmatu, kuid kindel suurus, X on esialgu vabalt varieeritav.

Gaussl vahimruutude meetodi lihtsustatud variandi puhul on Ulesandeks
valida X niiviisi, et hdlvete ruutude summa ¥ (Gx —y)? oleks vahim
voimalik. Taiustatud variandi korral korrutatakse summeeritavad
kaaludega, mis on poordvordelised méotmisvea ruuduga. Selle tlesande
lahendas Gaussise. Veel enam taiustatud tlesanne votab arvesse ka
mA6tmisvea koordinaatide vahelisi korrelatsioone. Selle tlesande
|ahendas Markowv.

Veel Uldisem ja otsesemalt pohjendatud on suurima tGepéra lesanne.
Teatavasti taandub see normaaljaotuse korral Gauss-Markovi
vahimruutude Ulesandeks.

Toepdarafunktsiooni vorrand on vormilt sama, kui téendosus aotuse
tihedusfunktsioon, siin aga on varieeritavaks parameetri hinnangu
testvaartus X:

L(R) =cn x exp%%&T D'légz cn x exp%% (y—GR)' D}y —GX)%

Toepara maksimiseerimiseks tuleb minimiseerida eksponendi argumendi
moodul
R=(y-Gr)"'D}(y-GR).
Ekstreemumilesande lahendamise eeskiri: |ahendada vOrrandististeem
oR

— =0, k=1..n.
0%,
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Lahenduskaik:

R=(y-Gx)'D7(y-Gx)

R=y D ly-y'D?GR - (GR)"Dy +(GR) " DGR
R=const+X"(G'D'G)x -2(y'D'G)x

Tshistame A=G'D'G ja b=G'D 'y

Saame minimiseeritava: S= R—-const =X'AX —2b'X

Arvutame:
0S = 0 1 A X R +ZAk-X-X + Ay %2 —-2b, X D: ZZAK-X- -2b, =0
0%, axk@k k Ak jikJJk k Ak k% j i X
Minimiseerimisiilesanne sai kuju AX-b=0
Markovi lahend: X = A™b=(G'D'G)'G'D 'y
Algoritm:

H:= GD!

C:=(HG™

X = CHy

M 60tmisvigade teisenemine.

Juhuslikku viga sisaldava x tdendosustiheduse ja selle mittgjuhusliku
testvaartuse toeparafunktsiooni avaldis on Uhine. Normaalselt jaotatud f(x)
avaldist voib kirjutada kahel vordvéaarsel viisil

cny X exp%%(x— <x 3)TC7H(x - <x %%z cn, xexp%%xTA X +bTx§
Ruutliikmete kordajad vasakus ja paremas astmenditajas peavad olema

vordsed. Seetahendab, et C = A

Jareldus; hinnangu X m&dtmisvigu kirjeldab C = (G'D*G) ™, mison
sama C, kui eespool toodud algoritmi vahetulemus.
Ulesanne: Kirjutada algoritm vélja ihemdétmelise erijuhu jaoks!
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P60r dulesanne tsirkulatsioonapar aadi puhul

Fourier teisendusel on [6plikumadtmeline anal oog. n-mAGtmeline vektor x
jatema Fourier kujutis X on seotud jargnevalt:

X = FXx
x=1p'g,
n

telsendusmaatriksi F elemendid on:

Fo = exp%%m ki %

Praktilisel arvutamisel kasutatakse FFT algoritmi.
Olgu x jay vektorid, G tsirkulatsioonmaatriks ja g selle esimene veerg,
ning
y = Gx

Siison rangelt algebraliselt

Vi =0i% -
Kui g Fourier kujutise elementide hulgas pole nulle, taandub vorrandi
|ahendamine sageduste ruumis n jagamistehtele.

Selleks, et poordulesande lahendamiseal saaks |0plikumodtmelist Fourier
telsendust rangelt kasutada, peavad G ja D olema mdlemad tsirkulatsioon-
maatriksid. Ainult sel juhul voib réékida tsirkul atsioonaparaadist.

Kusimus: millised flusikalis-tehnilised kitsendused
tulenevad sellest ndudest?

Ulesanne: kirjutage valja varasema Ul dise algoritmi analoog
tsirkul atsioonaparaadi jaoks.
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10. Gauss-M arkovi algoritmi programmeerimine
Kovariatsioonide arvutamine

Moddetavad suurused: X y

n
Tahistus: 2z= Z Z,

i=1
Parameetrid: Hinnangud:
K eskvaartused X Yy
Dispersioonide hinnangud Dy Dy
Kovariatsiooni hinnang Cy

MOootmise gjal kogutakse 6 summat vaartustest:
1, X, Y, XX, Yy, Xy

Parast mootmis arvutatakse:

n=21
X=2x/n NB: Kui keskmised on apriori nullid,
y=2y/n siis neid summasid pole tarvis!

Kovariatsioonimaatriks voib gas muutuda. Pikaajalise mootmise korral
kasutatakse tavaliselt Uiht kahest strateegiast:

1. Maatriksit uuendatakse mingi kindla arvu Uksikmootmiste jarel.

2. Maatriksit uuendatakse iga iksikmodtmise jarel “unustades’ vananenud
informatsiooni samm-sammult ja sujuvalt.

Viimasel juhul sobib eksponentkaal ude algoritm:
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keskmine := p x keskmine+ q X X, p+q=1
Program Mr a,;
Const n = §;

Type vector
mat ri x

array [1..n] of double;
array [1..n] of vector;

Var protokoll : text;
D: matrix; {nyra dispersiooni maatriks}

Procedure wD (silt : string);

Var i, j : integer;

Begi n

witeln (protokoll, silt);

for i := 1 to n do begin
for j :=1tondo wite (protokoll, 1000 * D [i, j] : 6 : 0);
witeln (protokoll);

end;

witeln (protokoll); witeln (protokoll);

End;

Procedure nootmne (reg : integer; var kirje : vector);

{reg = 0 seab aparaadi nullikontrolli rezhiim,

reg = 1 seab nootm srezhiim}

Var i : integer;

Begi n
{ MYRA}
for i :=1tondo kirje [i] := random- random

{korreleeritud nyraga kanal i d}

kirje [3] :=kirje [3] + kirje [2];
kirje [4] := kirje [4] - kirje [2];
{ SI GNAAL}
if reg =1 then
for i :=1tondo kirje [i] :=kirje [i] +1 * (n - 1);
End;
VAR y : vector;
S : matrix;
i, J, kord, kordi : integer;

p, g : doubl e;
valms : bool ean;

BEG N

random ze;

valms := true; {tegelikus programm s kontrollib seda aparatuur}
assign (protokoll, "D test.txt'); rewite (protokoll);
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{ MEETOD 1}
kordi := 1000; {D uuendam se tsykli pikkus}
r epeat
for i :=1tondoforj :=1tondos i, j] :=0;

for kord := 1 to kordi do begin
nmoot m ne (0, y);
for i :=1tondofor j :=1ton do
s [i, jl :=s[i, jl +ylil =y Iil;

nmootm ne (1, y);

{...
programm | oi k, m s kasutab signaali sisal davat nootm stul enmust
ja voi b kasutada di spersiooni maatriksit
v. a. esineses "kordi" tsyklis

o}
end;
{di spersi ooni maatri ksi uuendam ne}

for i :=1tondofor j :=1tondoDJi, j] :=s i, j] !/ kordi;

wD (' 1000- kordne di spersiooni maatri ks: esinmene neetod');
until valms;

{ MEETCD 2}

kordi := 1000; {katse pikkus}

p:=0.99 q:=1- p;

for i :=1tondoforj :=1tondod/[i, j] :=0;
r epeat

nmoot m ne (0, y);
{di spersi ooni maatri ksi uuendam ne}
for i :=1tondofor j :=1ton do

d[i, jl :=p*df[i, jl +a*y[i]l *ylIlil;
nmootm ne (1, y);
{...
programm | oi k, m s kasutab signaali sisal davat nopotm stul enmust
ja voi b kasutada di spersiooni maatriksit
v. a. tsyklites mlle nunber on vai ksemkui 3/ (q

o}
kordi := kordi - 1;
until kordi = O0;
wD (' 1000- kordne di spersi ooni maatri ks: teine neetod');

cl ose (protokoll);
wite ("K' ); readln;
END.

Kysi nused:
1. kui das saaks arvutuste mahtu kaks korda vahendada?
2. Kuidas | yhendada tei se neetodi siirdeaega?

44



TULEMUSED:

1000- kordne di spersi ooni naatri ks: esinene neetod

161 -6 -7 9 -2 3 -9 -1
-6 163 167 -171 1 -0 6 -8
-7 167 335 -177 -2 8 7 -18

9 -171 -177 341 2 0 -13 9
-2 1 -2 2 165 -4 -7 -1
3 -0 8 0 -4 154 -6 11
-9 6 7 -13 -7 -6 168 5
-1 -8 -18 9 -1 11 5 160
1000- kor dne di sper si ooni naatri ks: tei ne neetod
165 2 15 -2 2 12 9 -9
2 181 174 -186 -6 9 -2 16
15 174 334 -187 -12 26 18 12
-2 -186 -187 358 -0 -4 3 -21
2 -6 -12 -0 159 1 -21 -5
12 9 26 -4 1 160 3 2
9 -2 18 3 -21 3 187 -13

-9 16 12 -21 -5 2 -13 178

Modtmistulemuste tootlemine 1 (1999):

45
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Gauss-Markovi algoritmi demonstreeriv programm

- spekter,

- spektromeetri kirje,

- aparaadimaatri ks, y = &,

- aparaadi nura di spersiooni - ehk kovari at si ooni maatri ks,

- nmdot m st ul enuse di spersiooni - ehk kovari at si ooni maatri ks,
tehniline abimaatriks,

- ilrmutava tei senduse x = Qy nmatriks.
= GDY C:=(H 'Y Q:=CH x := Q

Pr ogram GaUSS_l\/B.I’ kov; {denonst r at si ooni progr anm Mar kov. pas}

T O ITO0O< X

Const nmax = 25;
nspekter = 8;
nkirje = 16;
veat egur = 0.01;

Type vector array [1..nmax] of doubl e;

mat ri x array [1..nmax] of vector;
Var protokoll : text;
Procedure wector (silt : string; v : vector; n : integer);
Var i : integer;
Begi n
witeln (protokoll, silt);
for i :=1ton do
if n <10 then wite (protokoll, v [i] : 7 : 2)

else wite (protokoll, v [i] : 5 : 2);
witeln (protokoll);
witeln (protokoll);

End;
Procedure wsigma (silt : string; m: matrix; n : integer);
Var i : integer;
vV . vector;
Begi n
for i :=1tondov [i] :=sqgrt (m[i, i]);
wector (silt, v, n);
End;
Procedure wmatrix (silt : string; m: matrix; r, v : integer);
Var i, J : integer;
Begi n
witeln (protokoll, silt);
for i := 1 tor do begin
for j :=1tov do wite (protokoll, mf[i, j] : 7 : 2);
witeln (protokoll);
end;

witeln (protokoll);
End;
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Function InvDet (var a : matrix; n : integer) : doubl e;
{InvDet := det (a). Matrix a will be inverted using
t he Gauss-Jordan net hod CACMb8b. If failure, then InvDet = 0}
Var i, ], k : integer;

d, vy, w, eps : double;
z : array [1..nmax] of integer;
b, ¢ : vector;

Begi n
eps : = 0;
for i :=1tondofor j :=1tondo eps :=eps + abs (a [i, j]);
eps := 1E-6 * eps / (n * n);
d := 1;
for j :=1tondoz |[j] :=];
for i := 1 to n do begin
k :=i; y:=ali, i];
for j ;=1 +1ton do beginw:=afli, j];
if abs (w) > abs (y) then begin k :=j; y := w end;
end;
if abs (y) < eps then begin InvDet := 0; exit end;
d:=y *d; if k<>i thend :=- d;
y :=117Yy;
for j :=1 to n do begin
c[jil :=alj, kI; alj, kIl :=alj, il;
alj, i] :=-c[jil * v
b [j]l :=ali, jl =y, ali, jI :=bl[jl;
end;

o=z [i]y z [i] 1=z [k]; z [K] :=]j;
alfi, i] :=vy;

for k :=1tondoif k <>1i then
for j :=1tondoif j <>i then
a [k, j] :=aflk, jl - bI[j] * c [K];
end;
for j :=1 to n do begin
k :=2z [j];
while k <> j do begin
for i := 1 to n do begin
w:=al/lj, i]; al[j, 1] :=alk, i]; al[k, i] :=w
end;
=z [K]; z [k] :=2z [j]; k:i=1i; z[j] =1;
end;
end;
| nvDet := d;
End;

Function Gauss (sigma : double) : double;
Var x : doubl e;

i : integer;
Begi n
X =0
for i :=1to 6 do x := x + random - random
gauss := sigm * X;

End;
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VAR x0, vy, x : vector,
d, di, g, h, ¢, g : matrix;
i, ], k : integer;
sum det : doubl e;

BEG N
randomni ze;

{Kahekyyrulise "toelise" spektri nopodustani ne}
for j := 1 to nspekter do
x0 [j] =2/ (0.2 +sqgr (j - 3)) +2/ (1 +sqgr (j - 6));

{ Apar aadi maat ri ksi G npodust am ne}
for i :=1 to nkirje do

for j := 1 to nspekter do

g [i, j]l :=exp (-sar (j - i/2) [ 3);

{ Moot m svea di spersiooni maatri ksi D noodustam ne}

for i :=1 to nkirje do
for kK := 1 to nkirje do
if i =kthend i, K] := veategur * (1 + i/8)
else d[i, k] :=0;
{Spektroneetri kirje y arvutam ne}
for i := 1 to nkirje do begin
sum : = gauss (sqrt (d [i, 1]));
for j :=1 to nspekter do sum:=sum+ g [i, j] * xO [j];
y [i] = sum
end;

{Di agonaal se di spersi ooni maatri ksi D poor am ne}

for i :=1 to nkirje do

for kK := 1 to nkirje do

if i =k thendl [i, k] :=21/ d i, i]
else dil [i, K] := O;

{Kysi mus: kuidas arvutada kui D ei ol e diagonaal ne?}

{Vahemaatriksi H= GI D-1 arvutam ne, yldine algoritnt
for j := 1 to nspekter do
for i 1 to nkirje do begin

sum : = 0;
for kK :=1tonkirje do sum:=sum+ g [k, j] * d1 [k, i];
{NB: g indeksite jarjekord tahendab transponeeri m st}
h [j, i] := sum
end;

{Kysi mus: kuidas arvutada kui D on ette teada di agonaal ne?}
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{Spektri kovari atsiooninmaatriksi C = (H Q-1 arvutam ne}

for i := 1 to nspekter do

for j := 1 to nspekter do begin
sum : = 0;
for kK :=1tonkirje do sum:=sum+ h [i, K] * g [k, j];
c [i, j] := sum

end;

det := invdet (c, nspekter);

{I'lmutava maatriksi Q = C H arvut an ne}

for j := 1 to nspekter do

for i := 1 to nkirje do begin
sum : = 0;
for kK :=1tonkirje do sum:=sum+ c¢ [}, kK] * h [k, i];
q[j, i] := sum

end;

{Spektri hinnangu x = Qy arvutani ne}

for j := 1 to nspekter do begin
sum : = 0;
for i :=1tonkirje do sum:=sum+ q [j, i] *vy/[i];
x [j] 1= sum

end;

{Kui ilmutav maatri ks Q pole ise vajalik, siis saab

arvut ada ot starbekamal t. kui das?}

{Tul emust e protokollimnm ne}

assign (protokoll, '"markovl.txt'); rewite (protokoll);
wector ("Kirje', y, nkirje);

wsigma ("Kirje viga', d, nkirje);

wector (' Moodetud spekter', X, nspekter);

wsi gma (' Spektri veahinnang', c, nspekter);

wector (' Toeline spekter', x0, nspekter);

wratri x (' Aparaadi maatriks', g, nkirje, nspekter);
wratri x (' Vea kovari at si ooni maatri ks', c, nspekter, nspekter);
cl ose (protokoll);

witeln ("K' ); readln;

END.
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Kirje
1.22 2.53 3.97 5.41 6.50 7.36 7.36 6.81 5.95 5.26 4.79 4.72 3.95 3.45 2.73 1.94
Kirje viga
0.11 0.11 0.12 0.12 0.13 0.13 0.14 0.14 0.15 0.15 0.15 0.16 0.16 0.17 0.17 0.17

Moodet ud spekt er
-1.11 4.70 -0.61 8.36 -5.93 7.91 -2.53 1.98

Spektri veahi nnang
0. 58 1.54 2.55 3.33 3.68 3.45 2.58 1.22

Toel i ne spekter
0.32 0.95

ol

. 20 1.23 1.24 2.11 1.06 0. 44

Apar aadi maat ri ks

0.92 0. 47 0.12 0. 02 0. 00 0. 00 0. 00 0. 00
1.00 0.72 0. 26 0. 05 0. 00 0. 00 0. 00 0. 00
0.92 0.92 0. 47 0.12 0. 02 0. 00 0. 00 0. 00
0.72 1.00 0.72 0. 26 0. 05 0. 00 0. 00 0. 00
0. 47 0.92 0.92 0. 47 0.12 0. 02 0. 00 0. 00
0. 26 0.72 1.00 0.72 0. 26 0. 05 0. 00 0. 00
0.12 0. 47 0.92 0.92 0. 47 0.12 0. 02 0. 00
0. 05 0. 26 0.72 1.00 0.72 0. 26 0. 05 0. 00
0. 02 0.12 0. 47 0.92 0.92 0. 47 0.12 0. 02
0. 00 0. 05 0. 26 0.72 1.00 0.72 0. 26 0. 05
0. 00 0. 02 0.12 0. 47 0.92 0.92 0. 47 0.12
0. 00 0. 00 0. 05 0. 26 0.72 1.00 0.72 0. 26
0. 00 0. 00 0. 02 0.12 0. 47 0.92 0.92 0. 47
0. 00 0. 00 0. 00 0. 05 0. 26 0.72 1.00 0.72
0. 00 0. 00 0. 00 0. 02 0.12 0. 47 0.92 0.92
0. 00 0. 00 0. 00 0. 00 0. 05 0. 26 0.72 1.00

Vea kovari at si ooni naatri ks
.34 -0.87 1.36 -1.62 1.59 -1.32 0
-0. 87 2.38 -3.85 4.73 -4.77 4,00 -2
1.36 -3.85 6.51 -8.32 8.65 -7.42 4,98 -2.09
-1.62 4,73 -8.32 11.09 -12.00 10.62 -7.30 3.11
1.59 -4.77 8.65 -12.00 13.54 -12.44 8.81 -3.84
8
6
3

o

.86 -0.35
. 64 1.10

-1.32 4.00 -7.42 10.62 -12.44 11.92 -8.75 3.92
0.86 -2.64 4.98 -7.30 8.81 -8.75 .68 -3.09
-0.35 1.10 -2.09 3.11 -3.84 3.92 -3.09 1.49

Lisa: operatsioonid kolmnurkmaatriksitega, vaata MATRIX.PAS



