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Eessona

XX sajandi alguseks 0li mitmetes matemaatika harudes
kogunenud palju sarnaseid tulemusi, mis kirjeldasid erine-
vaid objekte. Nendest koige olulisema valjaeraldamisel ku-
Juneski kaasaegse matemaatika Uks keskseid harusid - funkt-
eionaalanaliiis, Tema pohiliste ideede ja meetodite allika-
teks voib lugeda matemaatilist analliusi, geomeetriat ja 1li-
neaaralgebrat. Esimeste fundamentaalsete funktsionaalana-
luusi-alaste toode autorid on M. Frechet, D. Hilbert,

F. Riesz. Iseseisev teadusharu kujunes temast valja S. Ba-
nachi toodega. Suurt méju funktsionaalanalilsi arengule
avaldas gseejuures asjaolu, et tema moisted ja meetodid osu-
tusid efektiivseks teoreetilise fuusika probleemide lahen-

damisel.

Kui matemaatilises analuusis uuritakse naiteks  jada-
8id, funktsioone ja nende mitmesuguseid omadusi, siia
funktsionaalanaluusis Uhendatakse kindlate omadustega

funktsioonid, jadad voi muud abstraktsed objektid  uhtse-
teks kogumiteks — ruumideks — ning seatakse omaette ees-
margiks ruumide struktuuri uurimine. Erilise tahelepanu all
on funktsionaalanalluusis funktsiooni moiste uldistus —
operaator., Uuritakse mitmesugustes ruumides tegutsevaid
operaatoreid ning operaatorite klasse. Funktsionaalanaluu-
si moistete uUldisuse tottu on ta paljudele teistele mate-
maatika valdkondadele "keeleks", Naiteks on funktsionaal-
analuusi kasutamine moodapassmatu vahegi tosisemate prob-
leemide kasitlemisel matemaatilise fuusika vorrandite voi
arvutusmeetodite teoorias.

Kaesoleva opiku naol on tegemist funktsionaalanaluusi
traditsioonilise pohikursusega nagu teda loetakse ulikoo-
lides teisel voi kolmandal aastal. Me vaatleme funktsio-
naalanaliiisi pohilisi moisteid ja tulemusi ning nendevahe-
lisi vahekordi. Me ei seadnud eesmargiks anda tilevaadet
teooria kasutusalade mitmekesisusest, kuid puudsime siiski
tuua naiteid Uksikutest olulistest rakendustest.

Opik on moeldud voimalikult laiale lugejaskonnale -~ te-
ma sisu moistmiseks on vaja uksnes moningaid eelteadmisi
matemaatilisest analiiisist ja lineaaralgebrast. Erinevalt
paljudest funktsionaalanaluusi opikutest ei eelda antud



opik mitte mingisuguseid teadmisi uldisest topoloogiast. Me

oleme puudnud opiku materjali organiseerida nii, et 1lugeja
t0od tema moistmisel vdimalikult hdlbustada. Seda eesmarki

teenivad ka uksikasjalikud selgitused, mida me toestustes

ja arutlustes jagame. Nii on kaesolev opik oma esituse poo-
lest elementaarsem kui enamik olemasolevaid funktsionaal-
analuusi Opikuid ning on seega sobiv aine iseseisvaks oman-
damiseks.

Osale paragrahvidest, Ulesannetest, markustest ja toes-
tustest on 1isatud simbol X. Esialgsel funktsionaalenaluu-
gi oppimisel vOib need vahele jatta, see el sega pohiteksti
méistmist. Selle materjali sees on mondagi, mida pole tava-
liselt ulikooli pohikursuste programmides. Autorite arvates
on aga kogu tarniga mergistatud materjal oluline funktsio-
naalanaluusist tervikliku pildi saamisel.

5piku lopus on ara toodud tekstis esinenud matemaati-
kute elusastad ja paritolu. Seejuures on lisatud viited le-
hekulgedele, kus asuvad nende nimedega seotud moisted  voi
tulemused. Raamatu 1l0puosa sisaldab veel kolme nimestikku
kirjanduse kohta. Esimeses on eesti keeles ilmunud funkt-
sionaalanalulsi-alane materjal, teises lugejale kattesaada-
vamad funktsionaalanaluusi opikud, kolmandasse on koondatud
rida monograafiaid, mis voimaldavad lugejal tutvuda monede
Uldisema iseloomuga teemadega pohjalikumalt, kui seda luba-
vad traditsioonilised Gpikud. Viimase nimestiku juurde 1i-
satud kommentaar aitab lugejal temas orienteeruda.

Avaldame sudamlikku tanu prof. G. Vainikkole, kes tut=-
vus kasikirjaga ning abistas autoreid vaartuslike markuste
ja taiendusettepanekutega, ning K. Kolgile ja H, Terale
hoolika t00 eest kasikirja vormistamisel.

Tartus 1991. a.
Autorid



I Meetrilised ruumid
§ 1. Meetrilise ruumi méiste

Matemaatilise analuusi Gks olulisemaid moisteid on jada
koonduvus. Arvjadade, aga ka naiteks tasandi voi ruumi punk-
tidest moodustatud jadade koonduvuse moiste tugineb asjaclu-
le, et arvsirgel, tasandil voi ruumis on olemas punktide va-
heline kaugus. Idee defineerida elementidevaheline kaugus
suvaliste hulkade jaoks viib meetrilise ruumi mdisteni.

Definitsioon, Hulka )( nimetatakse meetriliseks ruu-
miks, kul igale tema elementide paarile on vasta-

vusse seatud reaalarv ?Cxla) nii, on taidetud tingimu-

ged:

1° g =o0& x=y,

20
Arvu 3 nimetatakse elementide XX ja vaheliseks
kauguseks.,

Tingimusi 1°-3° nimetatakse meetrika aksioomideks, 1° on
identsuse ehk samasuse aksioom, 2° summee trig aksioom, 30
kolmnurga vorratus. Meetrilise ruumi aksiomaatika vottis ka-

sutusele M, Prechet 1906.a.

Naide. Olgu X=R {X' : x=(§‘“ E Definee-
rime elementide x =(3%y,..., ‘g.,) ja Y=\ vahelise
kauguse

Aksioomide 1° ja 2° kehtivus on vahetult naha, kolmnurga vor-
ratuse toestame hiljem uldisemal juhul.
Jargnevalt esitame moned jareldused aksioomidest.
Jareldus 1. Kaugus on mittenegatiivne, s.t. g 0.

Toestuseks margime, et



0= 9(x,=)< (=, 4)+3(y,=) =

Jareldus 2 (nelinurga vorratus). Kehtib

‘ 9(1) 5) -
T8estus, Vlrratusest
Seowr  grs@dr
gaame vordust Q - arvestades

Analoogiliselt saame, et
()~
mis koos eelmise vorratusega annab nelinurga vorratuse,
Jareldus 3 (tagurpidi kolmnurga vorratus). Kehtib
3G 9)- 9CGe 2| < 94,2

Toestuseks piisab votta nelinurga vorratuses w = ja
AF= &,

Jareldus 4, Meetrilise ruumi )( mistahes osahulk on
meetriline ruum, kui osahulgas elementide vaheliseks kaugu-
seks lugeda nendevahelist kaugust ruumis )(_

Meetrilise ruumi osahulka nimetatakse ka alamruumiks.

Hulka X nimetatakse poolmeetriliseks ruumiks, kui te-
mas korvuti aksioomidega 2° ja 3° kehtib aksioomi 1° norgen-
datud variant: g(x,x)= O,xeX. Jareldused 1-3 ning jarel-

duse 4 analoog kehtivad ka poolmeetrilises ruumis,

§ 2. Koonduvus meetrilises ruumis

Kauguse olemasolu lubab meetrilise ruumi juhule uldista-
da arvjada koonduvuse moiste. Koonduvad jadad moodustavad
meetriliste ruumide probleemide uurimisel piisavalt uldise
vahendi.

Olgu X meetriline ruum.

Definitsioon, Oeldakse, et jada koondub elemen-

diks x € X, kui >0 protsessis . — oo.



Jada <, koondumine elemendiks =c tahendab, et iga ar-
vu €>0O korral leidub natursalarv N nii, et kui n>N ,
siis Q (%n,x)<E.

Jada x, koondumist elemendiks > tahistatakse y ¢,
Lo >, =3 —5 x G =x x ——  yoi Lim

Jada nimetatakse statsionaarseks, kui leidub FJ
nii, et ~ ... (mingist kohast alates on koik jada

elemendid vordsed). Statsionaarne jada koondub alati, gest

kui n>N giis (=, Statsionaarne on naiteks

mistahes konstantne jada, s.t. selline jada, mille koik ele-

mendid on vordsed. Seega on koik konstantsed jadad koonduvad.
Kui jada ei koondu, siis nimetatakse teda hajuvaks,

Lause 1. Koonduva jada mistahes osajada koondub samaks

piirelemendiks.

Toestuseks margime, et kui s.t. > O,
siis @me, >0 (sest koonduva arvjada osajada koondub
samaks piirvaartuseks); seega — X,

Lause 2, Koonduva jada piirelement on ainus.

Toestus. Kui ja , 8.t (g(x“ —0 Ja
?(x,\)\a)ﬁo, giis

9(x,9)¢ »Q,
seega Jarelikult g(x)3)=0 ehk x =y

Lause 3. Kaugus on pidev jargmises mottes: kui - x
Jja siis

TOestus on ilmne, kui kasutada nelinurga vorratust

| < g;(xh)x)-f 9.

Erijuhuna saame lausest 3 kauguse pidevuse the argumendi

jargi: kui siis Pohjenduseks
tarvitseb vaadelda lauses 3 konstantset jada, kus iga

n korral.



§ 3. Meetriliste ruumide naiteid

(konkreetsed meetrilised ruumid)

Me asume vaatlema meetriliste ruumide naiteid, mis oma
mitmekesisusega illustreerivad meetrilise ruumi moiste
suurt uldisust ja mille tundmine aitab paremini moista
jargnevas esitamisele tulevat teooriat. Samal ajal on need
konkreetsed meetrilised ruumid tahtsad uurimisobjektid ja
vahendid mitmesuguste teoreetiliste probleemide lahendami-
sel. Naidete esitamisel iseloomustame ka jada koonduvust

vaadeldavas meetrilises ruumis.

1. Reaalarvude hulk fR ja kompleksarvude hulk C on
meetrilised ruumid kaugusega | <~ (absoluutvaar-
tus voil moodul arvude X ja vahest). Xeetrika aksioomid
on absoluutvaartuse voi mooduli tuntud omadused.

Koondumine >x (g.t. | =3|—>0)tahendab tava-
list arvjada koondumist.

Kuna meetrilise ruumi iga osahulk on meetriline ruum,
kui temas sailitada elementide vaheline kaugus, siis on
naiteks loik [o., v0i ratsionaalarvude hulk Q, varus-
tatult ruumi R kaugusega, meetrilised ruumid.

Edaspidi tahistagu K ruumi R v31 ruumi C.

»-

2. Olgu X suvaline hulk. Defineerime kauguse
kui

Q(x,4) =

SV {

O, kui x = 4

Meetrika aksioomide 1° ja 2° kehtivus on ilmne. Uurime

kolmnurga vorratust < Kui <-4,
giis vorratus kehtib. Kui aga > # ‘6’ siis vorratuse vasa-
kul poolel on Q 4. Samal ajal Vol 4 £ 32

(gest kul > = ja Y=z, slis == , Bete S(x/1)=4



voi 9(&, 4. Seega ka sellel juhul vorratus kehtib.

Vaadeldavat ruumi nimetatakse diskreetseks meetriliseks
ruumiks,

Lause. Diskreetses meetrilises ruumis koonduvad ainult
statsionaarsed jadad.

Toestus., Olgu >X, 8.t. Q O. Votame £€=4
(véib vitta O0<€<4). siis leidub N nii, et kui w>N,
siis g(xwx)< 4. See on vOimalik ainult siis, kui

S.te X =3, kui n >N,

Diskreetne meetrika antud hulgas X on aarmuslik sel-
les mattes, et ta on tugevaim voimalike meetrikate seas: ta
geab jadade koonduvuseks koige tugevama tingimuse — jadade
gstatsionaarsuse; meenutame, et statsionaarsed jadad koondu-
vad igas meetrikas., Seega on ruumi X elementidest moodus-
tatud koonduvate jadade hulk minimaalne just diskreetse
meetrika korral.Taolist diskreetse meetrika aarmuslikkust
on kasulik meeles pidada naiteks kontranaidete konstrueeri-
sel,

Alljargnevas vaatleme kolme olulist naidete rihma —
n~komponendiliste vektorite ruume, jadaruume ja funktsio-

naalruume,

3. o1gu X ={. $n): koigi w -komponendi-
liste vektorite hulk, Tahistame hulga X elemente > =
= ‘3 = 2= Meenutame,

et vordus o =y tahendab seda, et & « ,<=A4, .
Vaadeldavas hulgas X on olemas mitu uldkasutatavat voima-
lust kauguse defineerimiseks, vastavalt erinevad ks ruumide
tahised.

1) Ruumis w  defineeritakse kaugus

g(xl\i)= A x l -‘1“\~

L <weEn



Aksioomide 1° ja 2° kehtivuse kontroll on vahetu. Peatume

kolmnurga vorratusel. Iga indeksi k korral

Leides vasakul maksimumi K jargi, saame

9 (x, 3(3‘)2)+

2) Olgu Ruumis lF defineeritakse kaugus
Oluliste erijuhtudena margime ruume kus 3 =
w

___Z‘” \&-'M: ja f,,_) kus
Viimast ruumi tahistatakse ka R véi € (uldiselt K ).
Ruumi fR"™ nimetatakse w -m33tmeliseks eukleidiliseks ruu-
miks,

Kauguse aksioomide 1° ja 2° kehtivuse kontrollimine ei
valmista raskusi. Ruumis l: jareldub kolmnurga vorratus
3° vahetult absoluutvaartuse vol mooduli omadustest, Uld-
juhul on aga aksioomi 3° kehtivuse tOestamine keerulisem.
Selle juurde jargnevalt asumegi.

Lemma (Holderi virratus). Kui a, elK} w = w
ja A< p<o® ning arv q o°n maaratud vordusega =4

giis kehtib vorratus
" w |/ w A/
S law bl € (2 e PYP(216Y)Y
w= A w= =
Toestus. Vaatleme funktsiooni ‘~?(+)=‘t ,t>0
site ()= —(+724) ning Y(4) >0, kut O<+< A,
ja W) <O, kui t>4. Seeparast “P@)<¢ Y1) t>0

mis annab vorratuse

’\‘A/P=A/1,

10



ehk

Kui nddd o,% >0, sils t= korral saame vorratuse

P
ol g 4 B (1)
Pt
mis kehtib ka siis, kui a=0O voi b =0,
Margime, et Holderi vorratus on ilmne kui o, =0, «~
=A,...,n, VO1 O w«=4,..,w~. Seeparast vaatleme

vastupidist olukorda ning votame vorratuses (1)

Indeksi w vaartustel 4,... w saadud vorratused summeeri-

me, mille tulemusena

S e b

w4

+

A LA 4
R ’
wK=A € -A 4

Lemma on toestatud.
Lemma (Minkowski vorratus). RKui o, 'o.,élK)\<=4) n
ja A< p<oo, siis kehtib vorratus
w 4/ [ A
(3 lowr 8lP) (3 fa 1Nk
w=

w=A €=

TOestus. Kui p - siis on Minkowski vorratus vahetu
jaereldus absoluutvaartuse voli mooduli tuntud omadustest.

Seeparast olgu F>4. Lahtudes vorratustest
|°'<+ IPz‘Qr*’!’mHQ‘f"'v"m‘F <
TR ST

gaame nende liitmisel ja Holderi vorratuse abil

S L | PV LI Sl S PR L

, k=

1
2*



PYP(S 1 e V9)5,
A [
H(Z ey
Kui O |a.+ \E:o, giis Minkowski vOorratus muidugi keh-
tib. Kui aga o + L<\ >0, sgiis arvestame seost
4):=P n;;E peale viimase vorratuse jagamist avaldi-

gega

(F, 1o el

jouame Minkowski vorratuseni.
Lemma on toestatud.
Poordume nuud tagasi kolmnurga vorratuse juurde ruumis
L;, lema toestamiseks tarvitseb votta Minkowski vorratuses
= ja Ne, sest siis a‘+!a‘=§‘~*1w_,

(lesanne. Naidata, et

Ulesandes esitatud tulemuse pohjal on kaugus ruumis wi,
ruumide i kauguste piirjuht, geeparast on oigustatud mo-
nikord kesutatav tahistus w, = (. .

Antud punktis vaadeldud ruumides elementide jada x, =
- (g:‘, w~ ~A,2, ., koondumine elemendiks x =
=(84,.. , 8 (s g(><m,*)=>0) on samavaarne sellega,
et T §.,<=4, . ,n Ueldakse ka, et koondumine on sama-

vaarne komponentide ehk koordinaatide koondumisega. See vai

de on lihtsalt jareldatav vorratustest

4. Kaesolevas punktis vaatleme nn. jadaruume, kus meet-

rilise ruumi )( elementideks on arvjadad ( § "
£ ek . 7Tahistame ruumi X elemente sc — Y (,1>

12



'2=(C.<§. Vordus 4 tdhendab seda, et & .=n, iga
w=4,2,... korral,
1) IOkestatud jedade ruum v on hulgana kirjeldatav

jargmiselt:
~ Teek,  )¥o)<ed,

s.t, xX = (En)ehn parajagsti siis, kui leidub arv M ,mis
voib séltuda elemendist > nii, et <M x=42,... .

Ruumis v defineeritakse kaugus vordusega

o () = 18— ..

3ellise definitsiooniga geatakse elemendipaarile vag-

tavusse reaalarv, gest kui a € siis leiduvad arvud

M ja N nii, et |[§.|<M ja |9 N, w=4,2,..., ning
+ seega M+N.

Kauguse aksioomide kehtivuse kontroll ruumis w on pB-
himotteliselt samasugune nagu ruumis

Kui 2, x giis koon-
dumine ™, -—X on samavaarne sellega, et | &

mis omskorda on valjendatav jargmiselt:

Ye >0 3!\})\ € wn N w=A4,2,....
Niisiis, koondumine ruumis w tahendab koordinaatide uht-
last koondumist.

vargime, et kasutatakse ka tahistust w =

2) Koonduvate jadade ruum € on hulk

c={(3): %.eK, 3
Koonduv jada on tokestatud, s.t. ¢ € v . Kaugus ruumis <
defineeritakse nagu ruumis w.. 3eega on ruum C ruumi m

alamruum,

3) Nulliks koonduvete jadade ruum C_, on hulk

¢o ={(8.): K =0l

13



Kaugus ruumis ¢, defineeritakse nagu ruumis ., On selge
et CoC C Cwm, kusjuures on tegemist Uksteise alamruumide=
ga.

4) Olgu F<°0. Ruum on hulk

L ={(8): 57 13 T<eeld,

milles kaugus defineeritakse vordusega
o 4/
gt ) =( 2 15-1.7)"

Kauguse definitsioonis esineva rea koonduvuse pohjendame

Minkowski vorratuse abil. Kuna

(= (S8 PYF+ (2 I PYFs
(S (S

giis osasummade jada \ vl,“P) w=4,2,. 0n tokesta-

tud ning rida koondub.
Kauguse aksioomide 1° ja 2° kehtivus on naha vahetult.

Kolmnurga vorratuse pohjendamiseks saame, kasutades kolm-

-~ n
nurga vorratust ruumis £

P

misjarel votame vasakul piirvaartuse protsessis w —s oo

Margime tdestuseta, et kui x“—( 12

Jja x=(§.<)) siis koondumine ruumis L on sa-

mavéarne jargmiste tingimuste samaaegse taidetusega:

1) <= (koordinaatide koondumine),

2) Ve>0 3K, | $21F<e w 12 (read

w=K+4

koonduvad Uhtlaselt v suhtes).

w=A
Kehtivad hulgateoreetilised sisalduvused 11C QPr {
1

14



C C,, kus i< P51’<w) seejuures siin ei ole tegemist
alamruumidega meetriliste ruumide mottes. Samutl nagu ees-

pool ruumide l._ Ja kauguste vahekorra kohta, saab ka

- v

siin tdestada, et fim e
P

seeparast on Oigustatud monikord kasutatav tahistus c =

= Lw. Ruumide hulgas margime tahtsate erijuhtudena ruu-
me Ja .
5) Koigi arvjadade ruumis S = {(f‘): defineeri-

takse kaugus

8(;‘_\:\\—-5’2—4- —‘E_“:—L—

4. +'§K‘rlzl
Kuna ——— < 4, 8iis kauguse definitsioonis esinev
4.""?‘"1&‘
rida koondub, Paneme tahele, et iga elemendipaari kor-
ral ruumis S,

Identsuse ja summeetria aksioomide kehtivuses veendumi-

ne el valmista raskusi. Peatume kolmnurga vorratusel., Vaat-
A

leme funktsiooni Q(+)- ,£20. siis a0

mistdttu funktsioon P on kasvav. Seeparast mistahes a,%el(

korral
ja + % < la|+18] _ la| | 6|
A+ o+ bl A+lal+16]  A+lal 18]
lal 18]
S oA+lal A+1e)
mistottu

A"\"Ek—"l‘\ A IEK +\qr<— Vlk‘
‘EK— C\:\

< +

Saadud vorratusi korrutame teguriga ja summeerime « =
=A,2,... jargi ning tulemuaeka saamegi kolmnurga vorratuse

ruumia s,

15



Lause, Koondumine >, -—> X ruumis s on samavaarne
koordinaatide koondumisega, s.t. ¥ T ,x=4,2,....

Toestus. Kui >x,sgiis —_— — 0,
wsa  A+)§ - S«

millest jareldub, et | O)\(: ehk
Eeldame vastupidi, et & ¥ ,<=4,2,....01gu €>0

. o € See-

guvaline arv, Valime ¥vw nii suure, et E —_— 5 ee

jarel valime N nii, et kui n>N, siis |§ §K\< >

w=A (iga w jaoks leidub oma N vOtame neist suu-

5 -
rima), Kui naad w >N, siis

e N B £

Lause on tdoestatud.

5. Selles punktis vaatleme funktsioonide ruume ehk nn,

funktsionaalruume.
1) Ruum M on koigi 1o0igus [Q) tokestatud
funktsioonide hulk kaugusega
°Cx, \ 4@ .

Nii nagu ruumi wm» juures saab ka siin naidata, et sel-
lise definitsiooniga seatakse funktsioonipaarile x, vas-
tavusse reaalarv. Kauguse sksioomide kontroll on pohimotte-
liselt sama, mis ruumis .

Koondumine ruumis Mfa, on funktsioonide
jada x, Uhtlane koondumine funktsiooniks x 10igul [q)%

s.t. igale arvule € >0 1leidub N nii, et kui n >N, siis
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P ()- x@)i<e [ be 5],

) 2
2} Ruum C on koigi 13igus | e, t| pidevate funkt-
siconide hulk, kus kaugus defineeritakse nagu ruumis M 5}

Selline kauguse Jefinitsioon on korrektne, sest teatavasti
on 1ldigus pidev funktsioon %a seal tokegtatud. Jarelikult
Cie, | Mle,b) kusjuures ruuz € &] on ruumi Mfa,
glamruum, Kuna lSigus pidev funktsioon saavutab supreemumi,
2iis voib xirjutsda =, ,ue C|=, korral
- I ()~ ()|

Marginme, et ruum C #] on Uks tantsamzid rakendustes ka-
sutatavaid ruume.

3) Ruum C on koigi 13igus f{a,k) korda pi-
devalt diferentseeruvate funktsioonide hulk, s.t. C [Q, -
- s oM C@/(?]E) kaugusega

Gy = >0 4 Wl

kus loeme > /(1) = >(t). Ruum C {«,&] on kill osahulk
ruunis C.f&,%]) aga mitte alamruum, sest tema meetrika eri-
neb ruumi @} neetrikast.,

4) Jlgu < p<eo. Ruum L‘,(Q,b) on kdigi funktsiooni-
de x ==x(@) hulk, mille korral eksisteerib lcplik Lebes-

gue'i integraal

§1 0 Pax,
(-9
kaugusega ©
- )= y(+ P
§ - ({12 g
Vordus x=y tahendab ruumis seda, et x(t)=

peaaegu koikjal 13igus e, B

Identsuse aksioom on siin taidetud just seetottu, et me
samastame peaaegu koikjal uhtivad funktsioonid (seega
Lr(gjb elementideks on pezaegu kaikjal Ghtivate funktsioo-

nide klassid). Kolmnurga vorratuse toestamiseks ruumis
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LP(Q.)L) lahtume vorratusest (1) ja ruumi £, juhuga ana-

P
loogiliste ideede abil jouame Holderi vorratuse integraal-

kujuni

millest omakorda saame Minkowski vorratuse integraalkuju
(§1x®+y®| S P+ (§

Sellest jareldub aga vahetult kolmnurga vorratus ruumi
LP(a.,la) kauguse jaoks. Samuti tuleneb viimasest vorratusest
kauguse definitsiooni korrektsus, s.t. g(x) iga
x)taeLF(q)to) korral.

Tahtsate erijuhtudena margime integreeruvate funktsioo-

nide ruumi L, (a, mida tahistatakse ka L (=,%), ja
integreeruva ruuduga funktsioonide ruumi Lz . Koondu-
mist ruumis L,‘ nimetatakse keskmiseks koondumiseks

(sete §1 ()= x®)|* —0), koondumist ruumis L1 6)

aga ruutkeskmiseks koondumiseks ( S l’cn(*)‘ x(t)l —> O)
Jargmise naite tarvis meenutame, et 13igul {a,b| maa-
ratud funktsiooni X nimetatakse absoluutselt pidevaks, kui

iga arvu &€ > O korral leidub & >O nii, et mistahes oma-

vahel mittelOikuvate vahemike susteemi (o cia, ,
{=4,...,n ,nelN puhul tingimusest > ( ~o.;><g
jareldub, et | x < €. Absoluutselt pidev

funktsioon =< on diferentseeruv peaaegu kdikjal 1digus [o.)
ning tema tuletis x’e L(Q,

5) Olgu A$F<ao ja ne N. Ruum WP(Q‘ on koigi
funktsioonide x hulk, mille korral >“"*)  on absoluut-

selt pidev 13igus [cu, G] ja x"e ) kaugusega

18



Ruumi VJ;(aulb nimetatakse Sobolevi ruumiks,

Identsuse aksioomi kontrollimiseks paneme tahele, et kui

$)=0, siis vordus jareldub funktsiooni x -
pidevuse t3ttu juba sellest, et § | 4 = Q
Kolmnurga vorratuse pohjendamiseks ruumis kasuta-

me kolmnurga vorratust ruumis L.P(alb) ning Minkowski vor-

ratust, saades
n b = 4/
=(2Z {1=<"Y)- )P

L

S(Z((S1=“w- (3)

¢

Mz

€Ero o (&)

5
f
0
P
Y

Lipetuseks margime, et vaadeldud kolme naidete  ruhma
ruumide puhul kasutatakse moisteid "reaalne ruum" ja "komp-
leksne ruum". Naiteks raagitakse reaalsest ruumist Cfa, k],
kui vasdeldakse reszlarvuliste vaartustega funktsioone,
ning komplekssest ruumist C-L&, > kui vasdeldakse komp-

leksarvuliste vaartustega funktsioone.

§ 4. Hulgad meetrilistes ruumides

1. Kerad. Lahtised ja kinnised hulgad. Olgu X meetri-

line ruum.
vefinitsioon. Olgu ae X Jja n>O. Hulka
B(a,n)={xeX: g(x,a)<n}
nimetatakse lahtiseks keraks ning hulka
B(a,n)={xeX: g(x,o.)s"t,S
kinniseks keraks. Elementi o. nimetstakse kera xeskpunktiks

ja ervu N, rasdiusexs.
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Naited. 1. Kui X-R=w,={ (viimased kaks rvuws re-

aalsed), siis B((x,&):i:x:\x—a\«ﬂ:(o.—m,q«-n)ja B
=la-n,a+n].

2, Kui X=¢ - = b (viimased %aks ruumi kompleks-
V‘ sed), siis B (o ,n) -
_— :: ={x(.(: Jja Blo,n, -

| :{xeﬁ::

3. Reaalses ruumis w, , kul Cx=(°h,°z).eiis

£
"

---eq

: g = {EGE) B s

oy

lesanne, Kirjeldada kerasid (teha jooniszed) recaalsetes

ruumides L P P> 2.

4, Ruumis CL°~,'01 koosneb kera B(u.) ’1.):

alé) =(116 Cle,5]: max| a@®) <

- loigul [e,%] maaratud pi-

I a 2 — devatest funktsioonidest,

mille graafikud paiknevad viirutatud ribas,

Ulesanne. Kirjeldada kerasid B (a,4) ja digk-
reetses meetrilises ruumis.

Vahetult definitsioonist jareldub

Lause. Rui giis

Ulesanne. Leids naide meetrilisest ruumist, milles lei-

duvad kerad %(‘11,14) Ja nii, et E)(Lkh'\q)c

CB(:LI”L;L)’ aga .,

Definitsioon. Punkti aeX umbruseks rimetatakse suva-

list hulka W C X, mille puhul leidub lzhtine kera B(a

(teisiti oeldes, leidub " >C) nii, et B(a,n)c U,



Punkti < Umbrusieks on nasiteks koik lahtised kerad
B(ajm)an>c)) aga ka kinnised kerad gest BG&El

Definitsioon. Hulka G& X nimetatakse lahtiseks,  kui
hulga G igale punktile leidub teda umbritsev lahtine ke-
ra, mig siwaldub hulgas Q.

Vahetult dcfinitsioconist tuleneb

Lause. Hulk i on lahtine pasrajasti siis, kui hulga G
igal punktil leidub umbrus, mis sisaldub hulgas Q.

Tiause. Lahtine kers on lahtine hulk.

loestus. Vsatleme kera B gsuvalist punkti
siis g Olgu =n-g Kui x e B(b.
s.t. g(x,—%)< , siis
9 g(xlk)+?(&)q)<

seega x € B(OU’L)) millega oleme naidanud, et

Definitsioon. Hulga A  punkti a  nimetatakse hulga A
sigepunktiks, “ui punktil o leidub ﬁmbrus, misg sisaldub
nulgas A.

Jareldus. Hulk on lahtine perajssti siis, kui koik tema
nunktid on sisepunkiid.

.3itame jArnevas lahtiste hulkade pohilisi omadusi.

Lause 1. Hulgad ja X on lahtised.

Pohjenduseks margime, et kui mingi punkt nendes hulka-
des sigsaldub, siis ta on sisepunkt.

Lause 2., “istahes hulga lshtiste hulkade Uhend on lah-
tine.

Toestus. Olgu hulgad Cid lahtised. Velime vabalt xe
e UG,. 3iis leidub sclline indeks et X € . Hulk
G on lehtine, nistdottu leidub B(x,n) Gu, . 3iis aga
B(x,2)cUG,, iillega olere naidanud, et x on hulga

U G. sisepunkt. 3Seega U G _ on lzhtine.
P
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Lause 3. Lopliku hulga lahtiste hulkade uhisosa on lah-

tine.

Toestus. Olgu hulgad G;, v=A,. lahtised. Valime
vabalt > e\ Gy, siis >e€G ,i=4, w. Hulkade G:
lahtisuse tottu leiduvad kerad B(X Olgu h =
= viin on selge, et L >0 . Seejuures B(-X,"L>C
c mistdttu NG, . Hulga

N G; lshtisus on naidatud.

Uildiselt ei saa vaita, et 18pmatu hulga lahtiste hulka-
de Uhisosa oleks lahtine. Naiteks ruumis ‘R , kus vahemikud
on lahtised hulgad, ) (—'&,—;): {o}) aga hulk {O} ei ole
lahtine, sest B(O)rl_)gé{O} mitte Uhegi arvu O korral.

Ullesanne. TOestada lauset 2 kasutades, et diskreetses
mectrilises ruumis on k6ik hulgad lahtised,

Definitsioon, Ruumi X punkti nimetatakse hulga Ac X
rajapunktiks, kuil tema iga umbrus sisaldab nii hulga A
punkte kui ka tema taiendhulga X\A punkte,

Jareldus 1. Hulkade A ja X\A rajapunktid uhtivad.

Jareldus 2. Kui o€ A siis o on kas hulga A sise-
punkt voi tema rajapunkt.

TOestuseks margime, et kui €A ei ole hulga A  si-

sepunkt, siis punkti o iga umbrus sisaldab X \ A

punkte,
Naide. Kui X =R , siis kera B rajapunktid on
selligsed punktid x € kus Q(>,a)-n. Igas sellisele

punktile > valitud Umbruses on kera
B(x,€), mis sisaldab hulkade B(ck,n.)
ja R \B(a,n) punkte.
Ulesanne. Leida naide meetrilisest ruumist, tema kerast
Ja punktist x nii, et Q a)=n, kuid >x ei

ole kera B(e,n) rsjapunkt,
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Definitsioon. Hulka nimetatakse kinniseks, kui ta sgisal-
dab koik oma rajapunktid.

Teoreem, Hulk on xinnine parajasti siis, kui tema taiend
on lshtine.

Toestus. 1) Olgu hulk A kinnine. Vaatleme suvalist
punkti > € X\A . See punkt seab olla hulgale X\A sise-
vol rajapunkt. Oletame, et ta on rajespunkt. Siis on ta raja-
punkt ka hulgale A ja A kinnisuse tottu > € A. Vastu-
olu sigalduvusega x € X\A theb, et > on hulgale X\A
sisepunkt. Seega X\NA on 1lshtine.

2) 0lgu hulk X \ A lahtine. Vaatleme hulga A rajapunk-
ti . Kui oletada, et >xx# A, siis xe X\A ja X\A 1lan-
tisuse tdttu leidub B(x,n)c X\A, s.t. x ei ole raja-
punkt hulgele A . Ssadud vastuolu tdttu >c e A, millega on
naidatud hulga A kinnisus.

Teoreem on toestatud.

dinniste hulkade pohiomadusi valjendavad jargmised lau-
sed.

Lause 4, fulgsd 95 ja X on kinnised.

Lause 5., Mistahes hulga kinniste hulkade Uhisosa on kin-
nine,

Lause 6, Lopliku hulga kinniste hulkade uGhend on kinni-
ne,

Laused 4-6 jarelduvad lausetest 1-3, asjatOestatud teo-

reemist ja hulgateoreetilistest vordustest
XN(UA ) =N(X\ALY,
XN(NA)=UXNAL).

Leidub hulki, mis ei ole ei lshtised ega kinnised, nai-
teks poolldik (0,4] ruumis R .
Enamasti kasutatakse jargmist jadade keeles valjendata-

vat hulga kinnisuse tunnust.
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Teoreem. Hulk meetrilises ruumis on «innine parajasti
giis, kui iga tema elementidest moocdustztiud lLoo..duva iz2d2
piirelement kuulub sellesse hulka.

Toestus. 1) 0lgu hulk A kinnine. Olgu
Kui oletada, et > € X\ A, siis hulga X\ A 1ahtisuse tct-
tu leidub kera X\A . Teiselt poolt, koondumise
9 (>cn,x)—0 tottu leidub N nii, et kui n>-N | siis
9(xn,x)<n ehk x, € B(=,n)c X\A, mis on vastuolus =isal-
duvusega x, € A . Seeparast x ¢ A,

2) Olgu > hulga A rajspunkt. 3iis iga neN korral

B(x)—> sissldab A punkte. Valime € B~ N
Sellega oleme saanud, et g(x,\,)'t)<— O, 2.t > ¢
Kuna samal ajal giis oc € A Jarelikuli on nalca-

tud, et A on kinnine.
Teoreem on toestatud.

Jareldus 1. Kinnine kera on kinnine hulk.

TBestus. Olgu kus juures .t
o(x, a)<¢n. Kauguse pidevuse tottu Q(xn,a)— sea-
ga Q(x,a)¢ mis utleb , et > e

Analoogiliselt tOestatakse

Jareldus 2, Sfaar S(a,r)- {xex:g n, on kin-
nine hulk.

Ulesanne., TSestada, et Uhepunktiline hulk on zinnine

ning jeareldada sellest, et mistahes loplik hulk on kinnine.

2. Hulga sisemus, raja ja sulund. Olgu A meetrilise

ruumi X osahulk.
Definitgioon. Hulga A sisemuseks nimetatakse hulga A
sisepunktide hulka, sisemust tshistatakse A  (ka it A)
Definitsioon. Hulga A rajsks nimetatakse hulga A ra-

japunktide hulka, raja tahistatakse A
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Definitsioon. Hulga A sulundiks nimetatakse hulga A
ja tema raja DA Uhendit, sulundit tdhistatakse A,

Kuna hulga punktid on kas sisepunktid voi rajapunktid,
giis hulga sulund on ka hulga sisemuse ja raja thend.

Ulesanne. Toestada, et kui Ac X, siis A’= X\ X\A.

Ulesanne, Leida naide meetrilisest ruumist ja tema ke-
rast B(a,n) nii, et

Teoreem. Hulk on kinnine parajasti siis, kui ta uhtib
oma sulundiga.

Toestuseks margime, et hulga A kinnisus on samavaarne
sisalduvusega OA C A, mis aga vorduse A= AUDA tottu on
samavaarne sellega, et A = A .

Hulga sulundit meetrilises ruumis kirjeldab jargmine

Teoreem. Kui A CX ja xex, siis jargmised tingimu-
sed on samavaarsed:

1) x<e A,

2) dy.eA, Yn —>x;

3) Ye>o 3 A, g(x,y)<e.

Toestus. 1) =2). Olgu xe A= AU3A. Kui xe A, siis

voib votta Kui aga x A, siis iga ne N
korral leidub Y, € NA. Kuna g ,x)<—, siis

2) =% 3). Kuna > x)%.\eA, giis suvalisele arvule
£€>0 leidub N nii, et N»>X)< €. Ning elemendiks
sobib %

3) 1). Kui oletada, et x¢gA , siis x e X\A ja
xX¢JA ning seeparast leidub £%0O nii, et kera £) ei
gisalda hulga A elemente, mis on aga vsstuolus tingimuse-
ga 3).

Teoreem on toestatud.

Jareldus 1. Hulga sulund on kinnine hulk.
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Toestus. Kasutame hulga kinnisuse tunnust jsdsde keele®,
Olgu x, €A ja x,— Naitame, et >xe A. Tingimuse 3)
kohaselt leiduvad elemendid %“GA nii, et g
Kuns

S S +Q(xn,x)—> 0,

giis »x ning implikatsiooni 2) 1) tottu =€ A.

Kuna hulga sulund on kinnine Ja kinnine hulk uhtib oma
sulundigs, siis kehtib

Jareldus 2. A =A.

Samavaarsusele 1) 2) toetudes on ilmne

Jareldus 3 (sulundi monotoonsus). Olgu A B< X. EKui
A giis A B.

Jareldus 4 (sulundi aditiivsus). Olgu A ,B< X, siis
AUB=AUB.

Toestus. Kuna A Bc AUB, siis T T c AUB. Jireli-
kult

AUBcAUR,

Teiselt poolt, AUBCAUR, mistottu AUB< AUB . Kuid
AUBR = AUB, sest kinniste hulkade A Ja B @hend  on
kinnine, Seega ka
AUB c AUB.
Ulesanne. Tdestada vordust A°=X\ X\A kasutades, et
1) A° on lahtine;

2) (A°)°= Ao_)
3) kui ACRB,site A°c B°;
4) (ANB) = A°NR®

§ 5. Separaablid meetrilised ruumid

0lgu X meetriline ruum.

Definitsioon. Ueldekse, et hulk A <X on kéikjal
(ehk k6ikjal tihe ruumis X ), kui A - X.

tihe
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Eelmises paragrahvis toestatud teoreemist, mis kirjel-
dab hulga sulundit, jareldub vshetult

Lause. Kui A C X, siis jargmised tingimused on sama-
vaarsed:

1) A on kéikjal tihe;

2) VxeX H\aueA R

3) VxeX, Ye>0

Definitsioon. Meetrilist ruumi nimetatakse separagb-
1iks, kui temas leidub koikjal tihe ulimalt loenduv hulk.

Separaablid ruumid on olulised matemaatika rakendus-
likes harudes.

Jargnevas peatume konkreetsete ruumide separaablusel.

Ruumid ja on separaablid, kusjuures koikjal
tihedaks loenduvaks hulgaks A voib votta kdigi ratsio-
naalsete komponentidega vektorite hulga. Tapsemalt, kui on
tegemist reaalsete ruumidega, siis A= 5 'l“): N« € Q},
komplekssel juhul aga A =
Nende hulkade A kdikjal tihedus ruumides w, ja ﬂ; ul-
distab matemaatilise analuusi kursusest tuntud vordust
Q=R.

Jadaruumidest, mida vaatlesime, pole separaabel uksnes
tokestatud jadade ruum w .

Naitame, et ruum { on separaabel. Koigepealt margi-
me, et hulgad A _= ,0,..)¢: (voi

+1 on loenduvad. Seega ka hulk

A= UA, on loenduv. Valime vabalt = (%, )e R'P ja
£>0. 0lgu arv n selline, et 2 \EK‘F < (=)

L=+ A
histame e ). stte g (x, x,)=
=(=_ | _i_ . Seejarel valime ‘a=(14,..

e AcAnit, ot gGuy)=(= | - P)F<E
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Kuna =)+ §(xn,4)<%, 8i1s A on kéikjal ti-
he ruumis

Sama mdttekaiguga saab tdestada, et ka ruumid ¢,,C Ja
S on 3eparaablid.

Toestame, et ruum m ei ole separaabel. Oletame vastu-
vaiteliselt, et w on separaabel. Olgu A =§ temas
koikjal tihe hulk. Valime arvu €>0O nii, et Siis iga
element gatub vahemalt uhte kerasse B s.t.
m = U <). Vaatleme puud ruumi ™ elemente x=(
kus =0 voi E.gz A. Niisuguseid omavahel erinevaid ele-
mente on mitteloenduv hulk. Seeparast satub vahemalt uhte
kerasse B(«a%)i) kaks elementi x,, sellest hulgast.Uhelt
poolt g teiselt poolt 9(1“11)5 +

2€<4, millegs oleme joudnud vastuoluni.

Margime toestuseta, et funktsionaalruumidest, mida vast-

lesime, pole separaabel ainult ruum M L]. Ulejaanud ruu-
mid C[a.,l])ch[a)t])]_r(qll) ja \«I;(q} p<o°, on se-

paraablid. Naiteks saab Welerstrassi lahendusteoreemile toe-
tudes usna lihtsalt tOestada, et ruumis Cf[a, on kdikjal
tihedaks loenduvaks hulgaks ratsionaalsete kordajategs polu-
noomide hulk {E,-!- T, t+ oY w= O,A,...,‘g,e@}_
Ulesanne. Naidata, et diskreetne meetriline ruum on se-
paraabel parajasti sils, kui tema elementide hulk on ulimmlt

loenduv,

{lesanne. Taestada, et separaabli ruumi alamruum on sge-

paraabel.

§ 6. Taielikud meetrilised ruumid

Taielikkus on meetrilise ruumi uks olulisemaid omadusi.

Paljud funktsionaalanaluusi fundamentaalsed tulemused kehti-
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vad just taielikes ruumides.

Definitsioon. Meetrilise ruumi elementide jada ni-
metatakse Cauchy jadaks ehk fundamentaaljadaks, kui
(<., xw)—>0 protsessis s.t. iga arvu £€>0O
korral leidub N nii, et kui w,m >N, siis 9 £,
Jada fundamentaalsust saab valjendada ke jargmiselt: igale
arvule £>0O 1leidub N nii, et kui siis
9(xh,x“*\°)<£ iga p=4,2,... korral.

Arvjada puhul tahendab fundamentaalsus seda, et
| > kui w,m—>o0, Seega arvjadade korral Cauchy
jada on just niisugune jada, mis rahuldab Cauchy kriteeriu-
mi, s.t. koonduv jada. Uldisel juhul kehtibd

Lause. Iga koonduv jada on Cauchy jada.

Tdestus. Olgu »>x, s.t. 9(x,,x)—>0. Kuna
< g(xu)x)+g(X,1.\)—)O, kui w wm — giis ka

protsessis wvn,m —» oo,

Definitsioon. Meetrilist ruumi nimetatakse taielikuks,
kui temas iga Cauchy jada koondub.

Kuna reaslarvude ruumis R iga Cauchy jada koondub,siis
on R taielik.

Vaatleme ratsionasalarvude ruumi (} tavalise kaugusega
(s.t., veatleme ruumi @ kui ruumi R alamruumi). Valime

nii, et — 7 (s.t. | | —>0). siis on
Cauchy jada (ta koondub ruumis R.), aga ta ei koondu ruumis
Q,sest W& . Seega ei ole ruum @ taielik.
Voib celda, et jada fundamentaalsus on jada sisemine

omadus, jada koonduvus on aga seotud tingimata mingi kindla

ruumiga.,
Ulesanne. Naidata, et kui fundamentaaljada mingi
osajada koondub elemendiks giis ka jada = koondub

Lo

gsamaeks elemendiks .
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Teoreem. Meetrilise ruumi taielik alamruum on kinnine.
Taieliku meetrilise ruumi kinnine alamruum on taielik.

Toestus. 1) Olgu A meetrilise ruumi taielik alamruum.
Vaatleme jada A x. Kuna on Cauchy jada ruumis
A, siis ta koondub ruumis A. Seega x e A.

2) O1gu X taielik meetriline ruum ja A tema kinnine

alamruum. Vaatleme Cauchy Jjada >x, € A. Jada koondub

w
ruumis X. Kuna A on kinnine, siis jada . piirelement
kuulub alamruumi A\ . Seega koondub >¢, _ ruumis A . Niisiis,
ruum A on taielik.

Teoreem on toestatud.

Eespool (§ 3) vaadeldud konkreetsed ruumid on kOik taie-

likud. TOestame jargnevas nendest monede taielikkuse,

Vaatleme ruume v, Jja . Olgu ;Ew),
w=4,2,... , Cauchy jada. Nendes ruumides |%¥; -3 | <
< kui w,«x—>0O. Seega koordinaatide jadad
( )W\=4 on Cauchy arvjadad, mis koonduvad, s.t.
g §;. Ruumides w_ Ja Q’F on aga koondumine samavaar-

ne koordinaatide koondumisega, mistdttu

PohimOtteliselt samuti saab kontrollida ruumi S taielik

kust, sest ka seal on koondumine samavaarne koordinaatide

koondumisega.

Asume tdestama ruumi w taielikkust. Olgu ¢, =
=(§:’) §:’) Cauchy jada, s.t.
Kuna iga fikseeritud « korral ‘ < ‘§K— |

8iis on jadad (§‘)““u=4,2,..., Cauchy ervjadad, mis koon-

duvad, s.t. E: =4,2 ... Vaatleme jsda x =

_ ). Naitame, et Xew ja
Jada

x ruumis v |
fundamentaalsuse tottu voime ocelda, et vabalt
litud £>O korral leidub N

va-
nii, et g(xw)oc_m)=
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= Aup kui w,m >N . Siit jareldame, et

l E: - E':l <¢, kui Ja w=4,2,.... Nendest vorra-
tustest gsaame protsessis w —» oo (lugedes n Jja x fikseeri-

tuks)
kui w3 N w=4,2, .

millest omakorda

W | - €, kul w3 N . (1)
Vorratusest |E.< ' < | saame tingimust (1)
kasutades

18, < T S B B

sest ), €w, millega on naidatud, et >x€wm. Untlasi voi-
me (1) pohjal vaita, et X, —>X ruumis wm .

Ruumi ¢ taielikkuse toestame sel teel, et naitame te-

ma kinnisust ruumis wm . Eeldame, et >
— x -(§, ) ruumis wm , kusjuures
x,.€c,n=42,... Naitame jargnevas, et g.t. (E‘)

on koonduv arvjada, Valime vabalt &€ > Q. Koondumise

X% t0ttu leidub w, nii, et

Kuna <, 6, olles koonduv arvjada, on Ghtlasi fundamentaal-

ne, siis leidub N nii, et | -3 ‘<

Seega kul siis

e R L A N L A R I A
mis tahendab arvjada =(§K) fundamentaalsust,jarelikult
ka koonduvust.

Ruumi €, taielikkuse pohjendab

Ulesanne. Naidata, et ruum ¢, on kinnine ruumis wwm,

Ruumi M [a, talelikkust sasb kontrollida sama tdes~-
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tusskeemi ,jiirgi nagu ruumi wv puhul,

Ruumi C taielikkuse tdestamiseks piisab veenduda
selles, et ta on kinnine ruumis M t]. viimane asjaolu
tuleneb aga matemaatilise analliusi kursusest tuntud vai-

test, et loigus pidevate funktsioonide thtlaselt koonduva
jada piirfunktsioon on pidev (meenutame, et koondumine ruu-
mis on just uhtlane koondumine 13igul [Q,EJ).

Jargnevalt tOestame kaks taielikke meetrilisi ruume
iseloomustavat uldist tulemust, mis on aluseks paljudele
fundamentaalsetele vaidetele, Esimese tulemuse ajalooliseks
lahtekohaks on ruumis fR kehtiv Cantori teoreem Uksteises-
se sisestatud ldikudest.

Teoreem (teoreem Uksteisesse sisestatud keradest).Meet-
riline ruum on taielik parajasti siis, kui temas Uksteises-
ge gigestatud kinniste kerade jadas kerade raadiuste nulli-
le lahenemisest jareldub, et neil keradel on uhine punkt.,

Ulesanne. Naidata, et kerade uhine punkt, millest raa-
gib teoreem, on ainus,

Teoreemi tdestus. 1) Eeldame, et taielikus meetrilises

ruumis on antud kinniste kerade jada B, =B (a, ) nii,

et B,>B,>... ja »0. Naitame kdigepealt, et  kesk-
punktide jada on fundamentaalne. Olgu € »O suvaline

ja N selline, et w>N korral n, <. Kui niud

ja naiteks w 2w, siis € B.= n_h)) migtOttu
n.< kui w,m>N., Ruumi ta@ielikkuse tdttu

voime oelda, et Naitame, et o € iga A2
korral. Valime vabalt Kuna € R
Ja BN on kinnine, siis ae

2) Vaatleme suvalist fundamentaaljada Meie eeg-
margiks on tdestada tema koonduvus. Selleks tarvitseb ja-
dast eraldada mingi koonduv osajada. Jada funds-
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mentaalsuse tottu leidub selline liige , et
<z, korral. Kui on valitud liikmed =,

kus juures <...< , 8iis leiame >

“’K
nii, et w,>w., ja D<o kBikide w o kor-
ral, Vaatleme kinniste kerade jada =B (x.“,ﬁ),

P I Need kerad on Uksteisesse sisestatud, sest kui
st (=, >xn, )% , 2, 8iis
sg(x,x \+n(x“‘ﬂ)x"‘)<?+i¢=;) mistottu xe B_<
Et kerade B. raadiused stj lahenevad nullile, siis on
neil kersdel uhine punkt >, Seejuures >, _—» , sest
A

§'<>c” )>c>:s S - 0.

Teoreem on toestatud.

Teoreeml tingimus, et kerade raediused lzhenevad nulli-
le, on oluline nagu naitab

Ulesanne. Leida naide taielikust meetrilisest  ruumist
ja tema Uksteisesse sisestatud kinniste kerade jadast nii,
et nendel keradel puuduks uhine punkt.,

Napunaide. Vaadelda ruumis N ksugusega
A .
o(m,n) = (A+ Zm kut ot
LO, Xkui m=wn,

kerasid B (w~, A+

Teoreem (Baire'i teoreem), nui taielik meetriline ruum
avaldub loenduva hulga kinniste hulkade uhendina, siis va-
hemalt uks neist hulkadest sisaldab mingit kera.

Toestus. Avaldagu taielik meetriline ruum X Uhendina

X - F,., kus hulead F _ on kinnised. Oletame vzitevas-

tagelt, et ukski hulkadest ei sisalda Uhtegi kera.
'‘nname ette positiivse arvjada w 20O, Kuna )( 3igel-

dab kerasid, siis F,# X, s.t. X\ CHulk X\ on

lahtine, jgrelikult sissldab ta mingit kinnist Lere BM =
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=B (x4,m,)  (kui € X\ | siis leidub kera
< X\ F, - votame naiteks B
C B(x“r(.,)), kusjuures me voime eeldada, et N, <

Hulk F:. ei sisalda kerasid, ta ei sisalda ka kera
seega (X\F,)N B (=, SRS (kut-(X\F )N

N B ()= @, siis 8(11)'14)CX\(X\F1)= F-z.)- Kuna
(X\F )0 B(x‘)r“) on lahtine, siis sisaldab ta mingit kin-
nist kera B, = B(x,_)n.,_)) . Analoogiliselt  jatkates
saame, et (X\F.)N sisaldab mingit kera

(xw,n.), <€, ning niiviisi moodustub  uksteisesse
gisestatud kinniste kerade jada 343...3 ., kusjuures
B, < X\F, Ja kerade raadiused lahenevad nullile. Eelmise
teoreemi pohjal on xeradel B,\, uhine punkt a . Seega
aeB, cX\F | , millest jareldub, et a¢F, Uhe-

gi ~ korral. See aga tahendab, et o.éhu F. mis on
=1

=4
vastuolus vordusega X=VU FW .

n=q

Teore»m on tdestatud.

§ 7%, teetrilise ruumi taielikw Stamine

llatemaatilise analuusi Xursuses laiendatakse ratsionaal-

arvude hulk reaalarvude hulgani. Selle tulemusena gsadakse

arvuhulk, mis on meetrilise ruumina taielik. Me naeme kaes-
olevas paragrahvis, et iga meetrilise ruumi korral on voi-
malik analoogiline laiendus taieliku meetrilise ruumini,

kusjuures laiendamise tulemusena sasdav taielik ruum on

oma struktuuri poolest uheselt masratud.

Definitsioon. .eetrilisi ruume X, ja X‘ vastavalt
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kaugustega @, Ja nimetatakse isomeetrilisteks, kui
leidub sirjektsioon (s.t. pealekujutus) ‘P : X, mis

Pl

sailitab elementidevahelise kauguse, s.t.

(x,%) Vx,aexu.
Elementidevahelist kaugust s&ilitavat sirjektsiooni™)\ ni-
metatakse isomeetriaks.

Definitsioon. Meetrilise ruumi )(o taieldiks nimetatak-
gse niisugust taielikku meetrilist ruumi ><) mille puhul X;
on isomeetriline ruumi X mingi koikjal tiheda alamruumiga.

Naiteks @ taieldiks on R, mis on ka selge alljargne-
vast lihtsast tulemusest.

Lause. Taieliku meetrilise ruumi alamruumi taieldiks on
tema sulund,

Toestus, Olgu X, taieliku meetrilise ruumi alamruum.Te-
ma sulund )(c, olles taieliku meetrilise ruumi kinnine osa-
hulk, on taielik meetriline ruum, milles X, on koikjal ti-
he. Isomeetriaks on agas uhikteisendus ] :Xo—?X%Ix =
x< e X,.

Teoreem. Igal meetrilisel ruumil leidub taield, mis on
isomeetria tapsuseni Uheselt maaratud.

Toestus. Olgu X° meetriline ruum kaugusega ¢.. Konst-
rueerime ruumile X, taieldi.

Vaatleme ruumi ><° elementidest moodustatud Cauchy jada-
de hulka. Cauchy jadad (oc,\) ja loeme ekvivalentseteks,
kui 90(3:n éw)eo.Tegemist on toepoolest ekvivalentsiseosega,
sest Cauchy jada on iseendaga ekvivalentne (reflek-
giivsus); kui ja (3“) on ekvivelentsed, siis kaugu-
ge Qo atmmeetrilisuse tottu on ka (34) Jja ( ekvi-

*)Kuna isomeetria sailitab kauguse, siis on ta injektsioon
Seega on igomeetria bijektsioon. "argime, et lugeja, kes ei

tunne injektsiooni, surjektsiooni ja bijektsiooni moisteid,
voib nendega tutvuda jargmises peatukis.
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valentsed (sUmmeetrilisus); lopuks, kui ja (\1")’ sa-

muti Ja (%..) on ekvivalentsed, siis kolmnurga vor-
ratusest jareldub, et
go(x,,e,)——rol s.t. Ja on ekvivalentsed(tran-

gitiivsus). Seega tekib koigi ruumi X,, elementidest moo-
dustatud Cauchy jadade hulgas klassijaotus, s.t. iga Cauchy
jada kuulub parajasti uhte omavahel mitteloikuvatest klassi-
dest, Loeme hulga )< elementideks omavahel ekvivalentsete
Cauchy jadade klassid (s.t. X on kdigi Cauchy jadade hul-
ga faktorhulk vaadeldava ekvivalentsiseose jargi).

Jargnevalt muudame hulga X meetriliseks ruumiks. Kui
x,uan)Siis valime suvalised Cauchy Jjadad (x.\)e x Ja

ning defineerime
(=, 4)= Ln 9 (=n,gn).

Veendume koigepealt sellise definitsiooni korrektsuses., Ne-

linurga vorratusest

jareldub, et jada on Cauchy arvjada, jarelikult
ta koondub ning Liwm eksisteerib, Kui me valiksime
klassidest x ja 4 teised Cauchy jadad (xl)ex 3a &

siis nelinurga vorratusest

saaksime, et ‘LC,M 9,(*—..,%()= Seega on defi-

nitsioon korrektne: igale elemendipaarile seatakse

vastavusse kindel arv

Naitame, et Q rahuldab meetrika aksioome. Kui x=y,
siis arvutamiseks vajaminevad Cauchy jadad on ekvi-
valentsed, s.t. 9("/'3)= O. Vastupidi, kui

siis Cauchy jadad (x,.)e > ja (‘3“)6\3 on ekvivalentsed,
mistottu nad peavad kuuluma samasse klassi, seega x:a. Kau-

guse Q summeetrilisuse pdhjendzme vordusega
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Lopuks, kui ja (.) € 2, siis vorratus
9°(x")'a“) € Qo> 2)+ 3,(1.,)«3“)

annab piiril, kui w-$oo, kolmnurga vorratuse kauguse Q

Jaoks,

Vaatleme ruumi X osahulka Xb mis koosneb niisugus-
test ekvivalentsiklassidest, mis sisaldavad mingit ruumi X.,
elementide konstantset jada. Defineerime kujutuse \?-X.—PXU
seades elemendile x.oexo vastavusse konstantset jada
(xo,Xo,...) sisaldava ekvivalentsiklassi. Ruumi X, ja ku-
Jutuse \-P definitsioonidest on selge, et on sﬁrjektsi-
oon. Olgu X,,4.€ Xo, sils (xo,%,...)€ P(x ja
(\a,) Yo, - e \.P(‘a,)) mistottu

9 (p (=), P (ye)) = 9o(xe,ge) =
Sellega oleme niiidanud, et : Xo— on isomeetria.

Tdestame slamruumi X, k8ikjal tiheduse ruumis X. Va-
lime vabalt x€ X ja € >0. 0Olgu Siis  leidud
N nii, et 2 N. 0Olgu Y ekviva=-
lentsiklass, mis sisaldab konstsntset jada (>‘N,=L51)---).
Siis e X, ja

9o<x'~)xN)s‘zT <T.

Oleme toestanud, et =X,

Veendume ruumi X ‘taielikkuses. Olgu X Cauchy
jada. Auumi X, kBikjal tiheduse t3ttu ssame leida elemen-
did X, nii, et ¢ — Iga klass
\.A("‘) gisaldadb mingi konstantse jada ,) kus

Xo.Seejuures jada (.an,) ise on Cauchy jada ruumis xg,

sest

~)

< 9(3 N ?(x\n’) x(--)) + ‘3 \akv-\)) <
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®)
é?(x 5 L—\-i_)o) kui w,w

Niisiis leidub xex) kuhu kuulub jada Seejuures

¢  =)ssS 47) +3 (g™ =)<

& =+ Q»_;-; S, ( Ym).
Jada (‘A“) fundamentaalsuse tottu leidub antud € >O kor-
ral N nii, et kui w,m >N, siis Q. < §£. Seega,

kui w >N siis Qo S utleb, et

— 0. Jarelikult

Ruumi X t#ielikkus on naidatud.

Praeguseks oleme toestanud ruumi Xo taieldi olemasolu.

Lopuks veendume taieldi uhesuses isomeetria tapauseni.
Olgu X ja Y  ruumi Xo taieldid vastavalt kaugustega Q
ja 9, kusjuures X, =X)y,=>’ ning X, > X, ja y: XY,
on isomeetriad. Meil tuleb tdestada, et X ja Y on iso-
meetrilised. Kohe voib celda, et W\ :X,—)Y, on isomcet-
ria. Leiendame Y \9' isomeetriani X X- Olgu xe X,

Leiame x,e X, nii, et Et W\ on isomeetria,

siis “*(>w) on Cauchy jeda ruumis Y, mis ruumi Y

4

taielikkuse t0ttu koondub. Defineerimegi

K(x)= Lim -4 )
Seejuures, kui veel > (kus x\:éx,)) siis ,
-0, samuti 9?0/?"(1:)) '4(1,\))—%O, s.t.
Low YY) = Lim ning X (=) ei sdltu jada

valikust. Kujutuse A XY sﬁrjektiivsuse toestamiseks

-4 % )
W (%,\)e)(,| on Cauchy jada, mis koondub min-
giks elexendiks xe€X. seejuures X(x)= Lim

valime vabalt Y ja leiame '«A“e y,‘ nii, et

Siis
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= . Jaab veel naidata, et X sailitab kauguse,
Kui x,xeX ja ,x.€X, nii, et Ja
8iis tuginedes kauguse pidevusele, saame

3 (X, X)) = Lem 9 (v VTG )) =

- Q(xun,xl)=9C=,x"),

Sellega on ldpetatud X ja Y isomeetrilisuse tdestus.

Teoreem on toestatud.

Tihti samastatakse (loetakse vordseks) taielikustatav
ruum X, ja temaga isomeetriline taieldi X alamruum
Seda vEljendatakse luhidalt sisalduvusega X,C X Nii tu-

leb mdista ka naiteks ratsionaal- ja reaslarvude vahekorda

QcR.

§ 8. Kompaktsus meetrilises ruumis

Matemaatilisest analuusist on teada Bolzano-Weierstras-
8i teoreem: igast tokestatud arvjadast saab eraldada koon-
duva osajada., Koonduva osajada eraldamise idee oligi alu-
seks kompaktsuse moiste valjakujunemisel.

Definitsioon. Hulka K meetrilises ruumis nimetatakse
suhteliselt kompaktseks, kul igast K elementidest moodus-
tatud jadast saab eraldada koonduva osajada.

Definitsioon. Hulka nimetatakse kompaktseks, kui ta on
suhteliselt kompaktne ja kinnine.

Margime, et kui hulk K on kompaktne, siis tema ele-
mentidest moodustatud jada osajada piirelement kuulub hulka
K.

Meetriline ruum ise on alati kinnine hulk, seeparast
tema korral suhtelise kompaktsuse ja kompaktsuse moisted
uhtivad. Kompsktset mertrilist ruumi nimetatakse ka kompak=-

tiks.

Naide 1. Bolzano-Jcierstrassi teoreemi pdhjal iga  t0-
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kestatud hulk reaalarvude ruumis R on suhteliselt kom-
paktne ning tokestatud kinnine hulk on kompaktne.

Naide 2. Ka kompleksarvude ruumis C on iga tokesta-
tud hulk suhteliselt kompaktne, sest tokestatud hulga ele-
mentidest moodustatud jadast saab algul eraldada osajada,
mille liikmete reaalosad koonduvad, ning saadud osajadast
omakorda osajada, kus koonduvad ka liikmete imaginaarosad.
(See arutelu on erijuht allpool ioodava lause toestusest,
kus naidatakse tokestatud hulga suhtelist kompaktsust ruu-
mides l?’ gest € ja reaalne ruum on sama meetri-
lise struktuuriga). Jarelikult on iga tokestatud kinnine
hulk ruumis € kompaktne.

Naide 3. Naturaalarvude hulk N = {4,2,... ei ole
suhteliselt kompaktne ruumis R.

Naide 4. Laplik hulk on kompaktne, sest tema elementi-
dest moodustatud jadas vahemalt Uks element esineb 1opmatu
arv kordi, mis lubab sellest jadast eraldada konstantse
osajada,

Definitsioon, Hulka meetrilises ruumis nimetatakse to-
kestatuks, kui ta sisaldub mingis keras.

See definitsioon on kooskdlas matemaatilise analliusi
kursusest tuntud arvuhulga tokestatuse maistega nagu nai-
tab

Ulesanne. T8estada, et arvuhulk ACIK on tdkestatud
(s.t. leidub M >0 nii, et M xeA) parajasti siis,
kui A on tokestatud hulk meetrilises ruumis K.

Lause. Suhteliselt kompaktne hulk on tdkestatud.

Toestus., Oletame vastquiteliselt, et suhteliselt kom-
paktne hulk K ruunis X ei ole tokestatud. Valime mingi
elemendi o€ X. Kuna K & B siis leidub K

nii, et g 4. Kuna K B giis leidub
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nii, et 22. Wiiviisi jatkates leiame x, €K

nii, et Q(xn,a) 2w nheN, mistdttu g(x.,a) Hulga
K suhteline kompaktsus lubab eraldada jadast >c, koonduva
osajada xeX. Kauguse pidevuse tdttu 9(1.\‘ -
— S)(x/o.)) mis on vastuolus tingimusega ») oo,

Lause on toestatud.

Ulesanne. Toestada, et iga Cauchy jada meetrilises ruu-
mis on tokestatud.

Lause. Suhteliselt kompaktse hulga sulund on kompaktne,

Toestus. Et hulga sulund on alati kinnine, siis piisab
toestada, et suhteliselt kompaktse hulga K sulund K on

suhteliselt kompaktne. Vaatleme suvalist jada K. Va-

lime K,n~eN, nii, et 0. Hulga K suhte-

lise kompaktsuse tottu voime leida jada osajada, s9.t.

voime leida 10pmatu osahulga N < N nii, et F Lspr it

Kuid siis saame vorratuse abil,et
—_ .

Lause on toestatud.

Lause., Kompaktne meetriline ruum on taielik.

Toestus. Eelduse kohaselt saab igast Cauchy jadast eral-
dada koonduva osajada. Kui aga Cauchy jada mingi osajada
koondub, siis koondub ka jada ise.

Definitsioon. Olgu X meetriline ruum ja €>0. Hulga
A X g-vbrguks nimetatakse hulka B< X mille puhul
iga xe€ A korral leidub B nii, et @

Geomeetriliselt voib asjaolu, et hulk B on €-viorguks

hulgale A , 1iseloomustada sisalduvusega A s:).

Naiteks, kui € > —, siis taisarvude hulk Z on
€ -vorguks ruumile R (ka igsle osshulgale AC R gest
vahemikud katavad ruumi [ .

Teoreem (Hausdorffi teoreem). Meetrilise ruumi X osa-
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hulga K suhteliseks kompaktsuseks on tarvilik ning ruumi
X taielikkuse korral ka piisav, et iga €>O korral lei-
duks hulgale K 18plik €-vdrk.

Tdestus. Tarvilikkus. Olgu hulk K suhteliselt kompakt-

ne. Oletame vastuvaiteliselt, et leidub &£ >0, mille kor-
ral 18plikku & -viorku ei eksiteeri. Valime vabalt x.€ K,

Siis leidub .nii, et sest vagtasel
juhul ,14)<$: iga > € K korral ja hulk oleks
uheelemendiline € -vork. Edasi leidub K nii, et
9(15,14) < ja (vagtasel juhul oleks suva-
lise elemendi x& K korral 9(1) £ voi

mis tehendaks, et hulk oleks 10plik & -vork).Nii
jatkates leiame nii, et

g(xn,*n-)2 N. Saadud jada rahuldad  tingi-
must 2 kui n#wm. Selle jada Ukski osajada ei

ole fundamentaalne, mistottu temast ei saa eraldada koondu-
vat osajada. See on aga vastuolus hulga K suhtelise kom-
paktsusega,

Piisavus. Olgu ruum X taielik. keldame, et iga £> O
korral leidub hulgale K 10plik € -vork. Vslime jada
€,.>0,€.»0. Vastavalt igale arvule €, moodustame lopliku

£. -vorgu & seega K U p L= AL,

Vaatleme jada K. Et x,e U B(y,e)kui we N,

giis vahemalt ks kera 24)) g€ B,, gisaldab jada

mingit osajada x, we N, (kus < N). Et
U B(y,S2)kui «x€N,, siis leiduvad u ja N c

C N, nii, et jada X, ke sisaldub keras
Niiviisi jatkates leiame 13pmatud hulged N.\ ja elexmendid
%Neﬁn nii, Ny>... > N> ja

kui weN. Moodustame nitd jada

kus > ¢
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€ {x, ke on suvaline, e € on valitud

nii, et w, > w,* uldiselt, {x,, ke N.,} on valitud
nii, et v, >« . Jada on esialgse jada osajada,
Seejuures (kui naiteks m »w) @ » T, )< >4t
- 1C O, kui w,m-»22. Ruumi X  taielikkuse
tottu jada koondub, Niisiis on K suhteliselt kom=
paktne,

Teoreem on toestatud.

Hausdorffi teoreemi abil lahendub lihtsalt jargmine

Ulesanne. Naidata, et kompaktne meetriline ruum on sepa-
raabel,

Jargmine lause vdimaldab Hausdorffi teoreemi kasutada
kujul, kus piisavuse osas on 10plik € -vork asendatud suh-
teliselt kompaktse £ -vorguga.

Lause. Hulgal meetrilises ruumis on iga € »> O korral
16plik € -vork parajasti siis, kui tal on iga ¢ »Q korral
suhteliselt kompaktne & -vork.

TOestus. Kuna iga 10plik hulk on kompaktne, siis jaab
toestada, et suhteliselt kompaktse & -vorgu olemasolust mis-
tahes €>O korral jareldub ka 10pliku & -vorgu olemasolu.

Valime vabalt € > O. Leiame vaadeldavale hulgale A suhte-

liselt kompaktse — -virgu B , s.t. iga xeA korral leidub
B nii, et 9(:’.,&3)( . Et B on suhteliselt kompaktne,
siis tal on 13plik — -vork C, s.t. iga '363 korral leidub
€C nii, et Q Seega iga > €A korral leidub
nii, et < £. Seega on C hulgale

A 15plik &-vork.

Jargnevalt leiame hulga suhtelise kompaktsuse kriteeriume
moningates konkreetsetes meetrilistes ruumides, Hausdorffi
teoreem on ka kriteerium hulga suhteliseks kompaktsuseks,kuid

ta on liige uldine ja ei ole seetottu praktilisel kasutamisel
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killaldaselt efektiivne,

Eespool pohjendasime juba, et hulk ruumis |K on suhtes.i-
selt kompaktne psrajasti siis, kui ta on tOkestatud. FPrae-
gu laiendame selle kriteeriumi ruumidele Jja QP’ edas-
pidi ndeme, et ta Uldistub ka kdikidele 13plikumddtmeliste-
le normeeritud ruumidele.

Lause. Ruumides ja on hulk suhteliselt kom-
paktne parajasti siis, kui ta on tOkestatud.

Tdestus. Suhteliselt kompaktne hulk on alati tGkestatud,
seeparast tdestame, et antud juhul kehtib ka vastupidine

vaide. Oletame, et hulk K on tdkestatud, s.t. leidub kera

B(a,n), milles sisaldub K. Veatleme jada = K
we N . Arvjada g: e N, on tdkestatud, sest kui
a siis | &, = =,\< n . Eraldame

jadast ¥°,«e N, koonduva osajada, s.t. leiame 1dpmatu

hulga N,c N nii, et §, o . Jargnevalt vaatleme ja-
da . Kuna ka arvjada weN,, on tdkestatud,
siis leidub N. < N. nii, et ——5 ¥ samuti toimub
koondumine —:;» Niiviisi jatkates leiame lapuks

ni1, et §, §-——&,. Seega

::N—: > ~ (g»i;- En)
Lause on tdestatud.

Vsatleme veel hulga suhtelise kompsktsuse kriteeriumi
ruumis C[q)’ol, zelnevalt tutvume paari selleks vejamineva

moistega., Koosnegu hulk A 181gu1 [Q}L] maaratud funkt-

sioonidest.

Definitsioon. Ueldakse, et funktsioonide hulk A on

Uhtlaselt tOkestatud (funktsioonid hulgest A on Ghtlaselt

tokestatud), kui leidub arv M nii, et M iga

xeA ja iga korral,
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Definitsioon, Ueldakse, et funktsioonide hulk A on
vordpidev (funktsioonid hulgast A on vordpidevad), kul iga

£ >0 korral leidub &>O nii, et |x(4,)- £, kui
ja xe A .
Kui hulk A koosneb Uhest funktsioonist, siis hulga A
vordpidevus tahendab selle funktsiooni uUhtlast pidevust
16igus [

Teoreem (Arzeli-Ascoli teoreem). Hulk ruumis Cr[
on suhteliselt kompaktne parajasti siis, kui ta on Uhtla-
selt tokestatud ja vordpidev.

TSestus. Tarvilikkus. Olgu hulk A< C[a,%] suhteli-

gselt kompaktne, Pidades silmas, et iga ©>0 korral on hul-
gal A olemas 13plik €& —vork, veatleme tema A4 —vdrku
{ =, x.}. Kui nidd xe A, siis leidub nii, et
o(x,x;)= max |x(®#)-x;()|<4, millest saame, et
f=@l <] =@ -x:®]+]|x @) 4+ max max |

A¢veswn <k
iga korrsl, s.t. hulga A funktsioonid on
Uhtlaselt tdokestatud.

Naitame hulga A virdpidevust. Anname vabalt ette £>0,

Hoodustame hulgale A 13pliku  -vBrgu { x .
Funktsioonid on Uhtlsselt pidevad 10igus L], see-
pﬁrast leiduvad S'>O nii, et kui | \ < S;, giis
b= (k) - £ . olgu 3iis

korral ‘ +)- 1;(+1)\<?, -4 n. Olgu xeA suva-
line funktsioon. Valime . nii, et 9(::, Kui nuud
| siis
(@)= < ()] € | x ()~ = (&) +
+ 1> (4)- xc())+]xc ()~ =) < €.

Piigsavus., Toestame piisavuse juhul, kui ko003~
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neb loigus f{=, L] pidevatest reaslsete vaartustega funkt-
gsioonidest. Komplekssete vaartustega funktsioonide korral
voib kasutada alljargnevat tOestust samaaegselt reaal- Ja
imaginaarosa Jjaoks.

01gu hulk A < C[a,A] ihtlsselt tdkestatud ja vordpi-
dev. Naitame, et iga £>O korral leidub talle 10plik
© —vérk. Anname vabalt ette € >O. Hulga A oGhtlase to-
kestatuse tottu leidub M nii, et kui A, siis
|<@®){< M iga tef{a %] korral, s.t. funktsioonide
xeA grasfikud paiknevad ristkilikus L]x[-M, M].

Kui vaja, siis suurendame arvu M nii, et mahuks loi-

ku [O,M] tdisarv kordi. Hulga A vdrdpidevus vdimaldab

leida & nii, et kui [£-4 |< siis |x(#)- =

<z k6ikide x€ A korral. Olgu L= selline, et
L< =Q+LL):=O)...)W. Sellega on jaotatud
osaldikudeks . mille pikkused on vaiksemad

kui & . Jaotame 138igu

M [=M,M] vertikealtel-
jel osaldikudeks pikku-

<
sega 3 Tommates labi

13ikude ja M M]

jaotuspunktide telgede-

S ga paralleelsed sirged,

2 jaotame ristkaliku

0 la=t, tt L ty x vaikes-

teks ristkulikuteks..
Ol1gu B cCfa ] kBik-
reA vOimelike pidevate

uv€B  funktsioonide hulk,mis
labivad vaikeste rist-

M¢ kulikute tippe ning
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mia on lineaarsed igas osaloigus [+ \.H] . selge, et

hulk B on 18plik. Naitame, et B on hulgale A ¢ -vork.

Vaatleme suvalist funktsiooni > €A ning valime teda la-

hendava funktsiooni laéB nii, et iga v=0, korral
oleks punktile (4- x(4;)) v8imalikult lahe-
dal. Sellega saavutame, et |x(t;)- Lot =0,,
Ja Kui nuud
te t]ja % on talle lahim 1oigu jaotuspunkt,
siis  Ix(@)-x(@)|< sest |+ <d. Kuna
| siis | < 4. Jarelikult
\x(’:)—%(f)\ <l x) = <G+ | =G)- +
= T o=
mistottu = max |x@®)- <.

Teoreem on toestatud.

§ 9. Topoloogilised ruumid

1. Topoloogilise ruumi mdiste. Paljudes matemaatika ha-

rudes tekivad probleemid, mis on seotud piirprotsessiga,kuid
mida ei Onnestu rahuldavalt lshendada meetriliste ruumide
teooria raames. Tihti on siis kasutatav meetrilistest ruumi-
dest palju uldisemate topoloogiliste ruumide teooria,

Definitsioon. Hulka X nimetatakse topoloogiliseks ruu-
miks, kui temas on velja eraldatud osahulkade sugteem T ,
mis rahuldab tingimusi:

(G1) Xe~ (tuhi hulk ja terve ruum kuuluvad sus-

teemi T );
(G2)  kui giis U (susteemi ¥ kuulu-

vate hulkade nistshes uhend kuulub sinna);
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(63) kui ..., €7,8iis | G- ev (susteemi’V

kuuluvate hulkade 16plik uhisosa kuulub ginna).
Osahulkade susteemi < nimetatakse topoloogiaks ja  temasse
kuuluvaid hulki lahtisteks,

Naited. 1) Meetrilise ruumi lahtised hulgad moodustavad
topoloogia.

2) Tapselt samuti, nagu meetrilises ruumis, saab defi-
neerida lahtised kerad ja lahtised hulgad poolmeetrilises
ruumis. Ka poolmeetritise ruumi lahtised hulgad moodustavad
topoloogia.

3) Olgu T:{;ZS)X}) gee on topoloogia hulgas X mil-
les on kdige vahem lahtisi hulki; oceldakse, et see on norgim
topoloogia hulgas )(_

4) Olgu ’r:{A :ACX} hulga X k6igi osahulkade gus-
teem. Ka hulga X diskreetne meetrika annab sama topoloogia,
gest diskreetses meetrilises ruumis on koik hulgad lahtised.
Selle nn, diskreetse topoloogia korral on ruumis )( lahtisi
hulki koige rohkem, seeparast nimetatakse teda  tugevaimaks
topoloogiaks hulgas )(.

Me nagime, et iga meetriline ruum on uhtlasi ka topoloo-
giline ruum. Vastupidine vaide aga ei kehti, nagu naitab

llesanne. Olgu antud kaheelemendiline hulk X = {a) 0:.}
Tdestada, et )( on topoloogiline ruum topoloogiaga = —
= X }_ TBestada, et see topoloogiline ruum ei ole
meetriline ruum (s.t. ruumi )( ei saa muuta meetriliseks
ruumiks nii, et & osutuks tema lahtiste osahulkade sustee-

miks).

2., Hulgad topoloogilistes ruumides. Paljud meetrilise

ruumi pohimoisted on uldistatavad topoloogilisse ruumi,.To-

poloogilises ruumis defineeritakse need mdisted reeglina
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nii, et nad meetrilises ruumis kui topoloogilises ruumis
langeksid kokku meetrilises ruumis juba olemasolevate mois-
tetega,
Definitsioon. Hulka topoloogilises ruumis nimetatakse
kinniseks, kui tema taiend on lahtine,
Kinnistel hulkadel topoloogilises ruumis )( on jargmi-
sed pohiomadused:
(FA) @ X on kinnised;
(F2)  kui hulgad on kinnised, siis on kin-
nine;
(F3)  kui hulgad F,,...,F_ on kinnised, siis U F.
on kinnine.
Need omadused jarelduvad lahtiste hulkade pohiomadustest
(G4) — (G3) ja hulgateoreetilistest vordustest

XAV A = NOAAL), X\(NAL)=U(X\A,

NGud on naha, et topoloogilise ruumi mdiste voib  anda
ka kinniste hulkade kaudu: hulka X nimetatakse topoloogi-
liseks ruumiks, kui temas on valja eraldatud nn. kinniste
osshulkade susteem, mis rahuldab tingimusi (F4) — (F3).

Definitsioon. Olgu X topoloogiline ruum. Punkti x.€ X
Umbruseks nimetatakse suvalist hulka W <X mille  puhul
leidub lahtine hulk G nii, et xeGc U.

Margime, et kui U, ja WU, on punkti x Umbrused,siis

ka uz on punkti X umbrus. Toepoolest, leiduvad lah-
tised hulgad ja G, nii, et xe < Ja xe¢ G,c
C millest jsreldub, et x€ G, NG, C U,, kusjuures

GJ\GZ on lshtine.

Definitsioon. Topoloogilise ruumi X elementi x nime-
tatakse hulga AcX puutepunktiks, kui elemendi x igas
Umbruses leidub hulga A elemente. Hulga A koigi puute-
punktide hulka nimetatakse hulga A sulundiks ja tahista-
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takse A,

Ulesanne., Toestada, et meetrilise ruumi osahulga sulund
Uhtib tema sulundiga meetrilises ruumis kui topoloogilises
ruumis.

Sulundil on jargmised pohilised omadused:

c1) @P=9,

(c2) AcCA,

(03 A=A,

(c)y AUB=AUB.

{ilesanne. Toestada sulundi pohiomadused (C4) — (C4).

3aab toestada, et hulk on kinnine parajasti siis, kui
ta Uhtib oma sulundiga. Ka sulundi moiste xaudu on voimalik
defineerida topoloogiat: kui hulga )( igale osahulgale A
on seatud vastavusse hulk A X (utleme, et on antud su-
lundamise operaator ehk sulundamine) nii, et on rahuldatud
tingimused (C4) — (C4), siis hulgad F < X, mille korral
F=F rshuldavad tingimusi (F4) — (F3), s.t. raaravad
topoloogia kinniste hulkade kaudu. Seejuures niiviisi defi-
neeritud topoloogilises ruumis X kulge sulundi votmine
thtib algselt olemasoleva sulundsmisega.

Definitsioon. Topoloogilise ruumi osahulga A elementi
a nimetatakse hulga A glsepunktiks, kui @ siszaldub hul-
gas A xoos mingi oma umbrusega. Hulga A sisemuseks ni-
metatakse tema koigi sisepunktide hulka.

Definitsioon. Topoloogilise ruumi )( elementl nimeta-
takse hulga A <X rajapunxtiks, kui tema ige umbrus sisal-
dab nii A kxui ka X\A punkte. Hulga A rzjsks nimeta-
tekse tema koigi rajapunktide hulka.

Enamik hulkade sulundi, sisemuse ja raja kohta ksivaid
vaiteid, mida esitasime meetrilistes ruurides (tepsenalsi,
koik vaited, mida saab sonastada ilme kaugust, jadade koon-

duvust voi kerasid kasutamata), on vahetult toestatavad ka
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topoloogilistes ruumides.
Topoloogilist ruumi on voimalik defineerida ka elementi-
de umbruste susteemi, elemendi hulgale puutepunktiks olemi-

se ja hulga sisemuse votmise kaudu.

3. Koonduvus topoloogilises ruumis. Koonduvusteooriat

topoloogilistes ruumides ehitatakse ules enamasti kas suuna-
tud pere voi filtri moistele toetudes.

Definitsioon. Hulka (O{ nimetatakse suunatud hulgaks,
kui temas on antud seos > (s.t. on antud osahulk ) <
Cc OUx0Ot, kus («,(>)<I korral kirjutatakse 2(’3 ), mis
rahuldab tingimusi:

1) kui siis ,
2) kui X2 Ja B siis T
3) iga korral leidub E-E@L nii, et p ja

Suunatud hulkade hﬁitgd_. 1) Naturaalarvude hulk N 1loo-

muliku jarjestuse mottes.

2) Ruum R” jarjestusega ( N pa-
rajasti siis, kui iga i1=4,... n korral.

3) Suvalise hulga osahulkade hulk, kusjuures A > B pa-
rajasti siis, kui A D

4) Suvelise hulga 1oplike osahulkade hulk, kusjuures

parajasti siis, kui A R

5) Topoloogilise ruumi punkti Umbruste hulk, kusjuures

U =V perajasti siis, kui WU < V.

Definitsioon. Suunatud pereks ehk pereks hulgas X ni-

metatakse kujutust ,* €0l (luhemalt, ) ehk ),
mille maaramispiirkond Ol on suunatud hulk ja vaartused

kuuluvad hulka X.
Kui suunatud hulgaks OOl on naturaalarvude hulk [\ ,

siis suunatud pereks on jada.
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Meetriliste ruumide korral me nagime, et hulk on kinni-
ne parajasti siis, kui ta sisaldab koik temasse kuuluvate
koonduvate jadade piirelemendid. Topoloogilistes ruumides
see vaide tldiselt ei kehti, mistdttu topoloogiliste ruumi-
de uurimisel jadadel erilist tahtsust ei ole.

Definitsioon. Ueldakse, et pere x, ~xeQOlL topoloogili-
aes ruumis X koondnb elemendiks xeX) ehk on pere

piirelement, kui elemendi X iga umbruse W korral

leidub o« _e (Ol nii, et kui <, , siis e U.
Pere « €O, piirelementide hulka tahistatakse
Lina 5. v81 Lim . Kul Lowe e siis kirjutatakse
<&t
Lo Xy T x.

Lause, Element x kuulub hulga A sulundisse parajas-
ti siis, kui leidub pere, mille 1iikmed on hulgas A ja mis
koondub elemendiks o .

Toestus, Kui taoline pere leidub, siis x on hulga A
puutepunkt ja seega xe/&. Kui aga xeA) siis vaatleme
punkti X Umbruste susteemi suunatud hulgana, kus Umb-
ruste UL ja V korral WU >V tahendab, et U c V. Pere
x,,UeU, kus x, on hulga Al Ul suvaline punkt, koon-
dub elemendiks x.

Jareldus., Hulk topoloogilises ruumis on kinnine para-
Jasti siis, kui ta sisaldab koos iga temasse kuuluva perega
(s.t. pere 1iikmed kuuluvad sellesse hulka) ka koik selle
pere piirelemendid.

Margime, et igat topoloogiat on voimalik maarata koon-
duvate perede abil, s.t. saab anda perede klassi, mida loe-
takse koonduvateks, nende abil (tuginedes ulsltoodud lause-

le) defineerida hulga sulundamise, millega tekibki esialg-
sega uhtiv topoloogia.
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Definitsioon. Filtriks hulgas X nimetatakse hulga X
osahulkade sisteemi ¥ mis rahuldsb tingimusi:

1)

2) kui A BeF a11s ANBeT,

3) kui Ae¥F ja AcBcX, siis Be 7,

Saited. 1) Kai X #0, siis filtriks on {X}.

2) Valime hulgas X osahulga A # . Filtrike on
{BcX:Ac B} — koik hulka A sisaldavad oeashulgad.

3) Kui X on lopmatu hulk, siis filtrika on koigi tema
16plike osahulkade taienditest koosnev susteem. Juhul X =N
nimetatakse taolist filtrit Prechet' filtriks.

4) Kui X on topoloogiline ruum, siis filtriks on fik-
seeritud elemendi kdigi umbruste susteem.

Definitsioon. Oeldakse, et filter ¥ topoloogilisea
ruumis X koondub elemendiks xe X (< on filtri ?j piir-
element), kui punkti > iga umbrus kuulub filtrisse .

ER
Jargnevalt selgitame filtrite ja perede vahekorda tcpo-

Filtri ¥ piirelementide hulka tahistatakse

loogilises ruumis koonduvuse seisukohalt.
Olgu pere topoloogilises ruumis X . Definee-
rime sisteemi ¥, kuhu kuuluvad koik hulgad AcX jargmi-

2

se omadusega: hulgale A 1leidub o/, O nii, et kui o

giis A (s.t. iga A €T korral leidub o, nii, et
U{ 1< A). st1s T on filter ning Lim FT= Lim
o 3o ~xen

Olgu F  filter topoloogilises ruumis X . Delineerime

Ol kui koigi selliste paaride A) hulga, kus xe A€
€F Jarjestuse (x,,A)) ,AL), kui A C A, suhtes
on O suunatud hulk. Vaatleme peret kud =, kui

=(x,A)eOl. si1s L.
(x,A) 8 ue'& X
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4. Eralduvuse aksioomid. Piirprotseesi omadusi topol0°~

gilises ruumis on voimalik tapsemalt kirjeldada, kui  ruu-
milt noutakse nn. eralduvuse aksioomide taidetust.
Topoloogilist ruumi X nimetatakse -ruumiks,kui iga
kahe erineva elemendi x}aex korral vahemalt uhel neist
leidub umbrus, mis teist elementi ei sisalda.
Topoloogilist ruumi X nimetatakse ~ruumiks, kui
iga kahe erineva elemendi AGX korral molemal neist

leidub umbrus, mis teist elementi ei sisalda.

Naide, Kui X - on kaheelemendiline hulk, siis to-
poloogia T_g X} puhul on tegemist I, =ruumiga, aga
mitte | -ruumiga.

Topoloogilist ruumi X nimetatakse ,, -ruumiks ehk

eralduvaks ruumiks ehk Hausdorffi ruumiks ehk separaatseks
ruumiks, kui igal kahel erineval elemendil x,xaex leidu-~
vad mitteloikuvad umbrused.

Naide. Olgu X 18pmatu hulk. Loeme temas lahtisteks
k6ik 156plike hulkade taiendid ( X kaasa arvatud) ja  tuhja
hulga ¢ Saadud topoloogiline ruum on —ruum, kuid mit-
te -ruum, sest ﬁhelgi erinevate elementide paaril ei

leidu mitteldoikuvaid umbrusi.

Naiteks -ruumist sobib iga meetriline ruum,sest kui
> siis n = korral B(x,n)N B(B)m)zgj_

Margime, et poolmeetriline ruum ei tarvitse olla igegi
T.-ruum, sest kui X 4 ja siis k6ik  kerad
B(x,n) Ja sisaldavad molemat elementi >

ja \3
Topoloogilist ruumi X nimetatakse regulaarseks, kui
iga >xeX ja iga kinnise hulga F< X korral, kus F
)

leiduvad mitteldikuvad lahtised hulgad G ja G . nii, et

xe G, Ja Fc< G, . Regulaarset -ruumi nimetatakse

54



T3 -ruumika.

Topoloogilist ruumi X nimetatakse normaalseks,kui iga

kahe mitteloikuva kinnise hulga X 3a < X korral
leiduvad mitteloikuvad lahtised hulgad Ch ja nii, et
F,c G, Ja F,CG,. Normaalset -ruumi nimetatakse

T, -ruumiks,

Margime toestuseta, et iga meetriline ruum on —T;-ruum.
Pole raske naidata, et -ruumis koik uheelemendilised
hulgad on kinnised. Seetottu on selge, et iga -rq -ruum on
Ts -ruum ning Ts -ruum on Tq_ -ruum, (On taiesti ilmne, et
[,=ruum on -ruum ja -ruum on |, -ruum). Saab
konstrueerida I,_-ruume, mis el ole T@. -ruumid, samuti
Ts-ruume, mig ei ole |, -ruumid.

Topoloogilises ruumis ei tarvitse pere (sealhulgas ja-
da) voi filtri piirelement olla uhene. Naiteks norgima to-
poloogiaga ruumis X, kus T = X}) on mistahes pere voi
f11tri piirelementideks koik ruumi X elemendid.

Lause. Topoloogiline ruum on Hausdorffi ruum parajasti
siis, kuil iga pere voi filter saab koonduda ulimalt uheks
elemendiks,

Toestus. 1) Olgu X Hausdorffi ruum. Oletame, et pere

koondub elementideks x. Ja a) kus juures ::c;ﬁ\a_ Leia-

me elementide x Ja &a tmbrused Jja U.z nii, et

W, N U, 9. s11s leiduvad ja nii, et kui > ,
giis e U, Ja kui siis x e U, Vaiime o
nii, et «,% o, ja > o, . Siis e U,n mis on
voimatu.

2) Oletame, et X el ole Hausdorffi ruum. Olgu x,4 €
eX sellised, et x \5 ning elemendi Xx iga Umbrus (J
16ikub elemendi u iga umbrusega V. Siis filter T =
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Ac X : leiduvad elementide > ja \y umbrused U J¢
V nii, et U ﬂVCA} sisaldab kdik elementide ja ¢
Umbrused, s.t. kopndub elementideks > ja g -

Lause on toestatud.

5. Kompaktsus topoloogilises ruumis. Matemaatilise ana-

lousi kursusest on tuntud Heine—Boreli-——Lebesgue'i lemma:
16igu igast lahtisest kattest saab eraldada 1opliku osa-
katte. See asjaolu on aluseks kompaktsuse moistele topo-
loogilises ruumis.

Topoloogilise ruumi X osahulga A katteks nime-
tatakse osshulkade A_C X sisteemi, mille punul A UA,.
Katet nimetatakse lahtiseks, kui koik kattesse kuuluvad
hulgad /\d on lahtised.

Definitsioon. Topoloogilist ruumi nimetatakse kompakt-
seks, kui tema igast lahtisest kattest saab eraldada 1op-
liku osakatte,

Margime toestuseta, et meetriline ruum on kompaktne
(s.t. igast tema elementidest moodustatud jadast saadb eral-
dada koonduva osajada) parajasti siis, kui ta on kompaktne
topoloogilise ruumina.

Definitsioon. Antud hulga osahulkade susteemi nimeta-
takse tsentreerituks, kui tema mistahes 10plikku osasis-
teemi kuuluvate hulkade thisosa ei ole tuhi.

Teoreem, Topoloogiline ruum on kompaktne parajasti
8iis, kui tema mistahes kinniste osahulkade tsentreeritud
susteemi kuuluvate hulkade ihisosa ei ole tihi.

Téestus. 1) Olgu X kompaktne., Eeldame, et kinniged
hulgad moodustavad tsentreeritud susteemi. Kui oleta-
da, et -9, si1ts X\(N F)= UX\E)=X. Seega moo-
dustavad hulgad X‘\F* ruumile )( lahtise katte. Eralda-
me temast 10pliku osakatte X\ F. \F, , s.t.
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UX\F)=X. stts aga () F= X\ (U (X\F ) =¢,

mis on vastuolue susteemi tsentreeritusega.
2) Oleteme, et X ei ole kompaktne., Valime ruumile X
lahtise katte (site U X)), mille iikeki loplik osa
ei kata ruumi X) s.t. X\(U‘A“.B;&
# @ . Kuna ﬁ <X\Aa¢;)?ﬁ @, eiis hulgad X\ A, moodusta-
vad kinniste hulkade tsentreeritud susteemi. Seeparast
N(X\A)# @ bping sareltkurt U A, = X\(QG\AY)# X,

mis on vastuolus vordusega U A_ = X.

Teoreem on tdestatud.



I1 Pidevad operaatorid meetrilistea ruumides
§ I. Operaatoritega seotud pohimoisted

Matemaatiliseet analiiisist tuntud funktsiooni moistest
on valja kasvanud temast palju Gldisem moiste — operaator.
Mitmesugustes ruumides tegutsevad operaatorid ja nende oma-
dused on ks olulisemaid funktsionaalanaliiisi uurimisvald-
kondi.

Definitsioon. Kui on antud eeskiri ,ﬂ) mis seabdb hulgaX
igale elemendile =< vastavusse hulga Y kindla elemendi
siis Oeldakse, et on defineeritud operaator g , Ja kirjuta-
takse gx—))’ vai ta ¥(’<),x6>(,v61 &a:%x)xe)().
voi ,?: x-—ea,xex.

Operaatori asemel rasgitakse ka kujutusest voil teisendu-
sest, samutl funktsioonist-

Hulka X nimetatakse operaatori :? maaramispifrkonnaks.
Yeldakse, et operaatori >Q vaartuste piirkond asub hulgas
Elementi La nimetatakse elemendi X kujutiseks,
elementi X nimetatakse elemendi \a originaaliks. Kuil ACX)
siis hulka {(A) = { 4 4 %(x),xe/\k nimetatakse
hulga A kujutiseks. Kul aga B <Y, siis hulka =
= {xex: nimetatakse hulga ® originaaliks. V8ib
juntuda, et § (B)= @, xuigt B#  nitteks an:R R
puhul Avw ! ([2)3:0 — QS

Hulkade kujutistel on jargmised pShilised omadused:

D A@) =9, §0)< Y,
2) kui si1s §(A,)c
3) L(AL),
D ANAN =N R(AL).
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Ulesanne. T8estada omadused 2)-4) ja leida naide ope-
raatorist, kus omaduses 4) el ole v8rdust.

Hulkade originaalidel on jargmised pShilised omadused:
D £9)=xX,
2) kut CB,, siis §° £7'(e,),
» 3 (UB) = Ug'(B),
4) gﬂ(o Bo() =D
5) §7(Y\B) = X\
Ulesanne. TOestada originaalide omadused 2)=5).

Kujutise ja originaali jarjestikust v8tmist iseloomus-

tavad jargmised omadused:
1) kui AcCX sits A C

2) xui BCY, siis < B

Nendest omadustest jareldub kohe, et
1)< '®
Ulesanne. Tdestada omadused 1) ja 2) ning leida niited

operaatoritest nii, et nendes omadustes ei oleks vlrduseid.

Definitsioon. Operaatorit -@:X—ﬁ nimetatakse in-

jektiivseks (uksuheseks), kui # korral { ¥(xl)
(ehk, teisiti Geldes, tingimusest —-?(xz) jareldub,
et = X, ), set. lihelgi elemendil hulgast D ei ole iile

tihe originaali.

Definitsioon. Operaatorit § X —Y nimetatakse siir-
jektiivseks (pealekujutuseks), kui {?(X y, set. igal
elemendil hulgast Y 1leidub originaal.

Definitsioon. Operaatorit S{: X =Y nimetatakse bi-
jektiivseks (iiksllheseks vastavuseks), kul ta on injektiivne
ja strjektiivne, s.t. igal elemendil hulgast Y 1leidubd pa-

rajasti liks originaal.



Kul operaator 2:)(—»51 on bijektiivne, siis saab de-

fineerida podrdoperaatori y_,x . see on operaator,
mis igale elemendile 4e€) seab vastavusse tema originaal
xe X, s-t.

= x & \a =
Seetdttu, kui oeldakse, et operaatoril )?» on olemas pdord-
operaator voi )@ on pdoratav, mdeldakse selle all, et 4 on
bijektiivne.

Operaatorite s X= )Y Jja a y—az korrutiseks ehk
kompositsiooniks nimetatakse operaatorit, mis igale elemendi-
le x& X seab vastavusse elemendi % (%(x)) Korrutist
tshistatakse voi 3o , seega

(49)6) =g B)(=) = 3(§(=) VxeX.
Operzatorite korrutise mdiste tildistab matemaatilisest ana-
liiisist tuntud 1liitfunktsiooni mBistet.

Operaatorit 1: XA)X) mis on defineeritud vordusega
Ix=x x e X, nimetatakse iihikoperaatoriks. Podrdope-
raatori definitsioonist on selge, et »g %= T ja
4= 1.

Lause. Kui %:)(— ja N -)X ning 3 _I ja

9~ 1, siis on olemas -¥_1 ning 3
Toestus. Operaator ¥ on injektiivne, sest kui -g =

’g(xi)) sils x, = Q %)(x,‘) =3 (’?("1)) =3 (’? ("“-z»:

- %)(xz) = .. Operaator * on slirjektiivne, sest iga
korral g(g(a)) = ({3)(3) =Y. Kuna ;? on bi-
jektiivne, siis on olemas Y — X . Seejuures

= 0D =(0"Pg =3

Lause on toestatud. .

Jareldus. Kui operaator 2 on pooratav, siis on podratav

ka tema pddrdoperaator 1? ning ’ %Z
T8estuseks rakendame lauset eeldustel QR Y1 ja -1
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§ 2. Pidevad operaatorid meetrilistes ruumides

Meenutame, et matemaatilises analiilisis nimetatakse funkt-
siooni ’? pidevaks punktis o, kui iga € > O korral leidud
§>0 nii, et kui |x-a|<d, siis | |<=.

01gu X ja Y meetrilised ruumid.

Definitsioon. Operaatorit @:X—s)’ nimetatakse pide-
vaks punktis o€ X, kul iga £ >O korral leidudb & >0
nii, et kuil (x,a) J, siis 9 (x),?(q))( €. Ope-
raatorit g: X — Y  nimetatakse pidevaks, kul ta on pidev
ruumi X igas punktis.

On selge, et operaatori * pidevus punktis o tahendad
jirgmist: iga ¢ >O korral leidub & >O nii, et
2(% (e, c B(g(q),s) ehk, mis on selle sisalduvusega sa-
mavaarne, - ’? '( B(X(2), ).

Teoreem. Operaator gr X =Y on pidev punktis o e X
parajasti siis, kul mistahes koonduva jada >a  kor-
ral — ’?(Q)

Toestus. 1) 0lgu operaator % pidev punktis a . Siis
iga £ >O korral leidub > O nii, et vorratusest
S (x,q)< §  jareldud vorratus Q (*(x), %(a))< $ . Vaat-

leme koonduvat jada ., —a. Koonduvuse tottu leidub N nii,

et kui n >N, sils (x.,a)<o. Kuid siis
9 (g(x_))g(a)yi. Seega
2) Eeldame, et X, —a korral %(x“)-a . Oletame

vastuvaiteliselt, et operaator * el ole pidev punktis o,

Siis leidud € >O nii, et iga 0 >Q korral leidub =,

mille puul g ,a)<d, kutd 9(f(xg), f(=) = <.

Valime jada -5 O (naiteks = A) ning vastavad
elemendid » mille korral g (= <o, , aga
9(*(1‘«), 2 €. Siis aga %(x)-—)L, ,g;(q)_

Teoreem on toestatud.
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Teoreem- Operaator on pidev parajasti siis, kui lahtis-
te hulkade originaalid on lahtised.

T8estus. 1) Olgu X : pidev. Olgu hulk G C
lahtine. Vaatleme suvalist elementi o. € % (G). siis

€ G ning hulga G 1lahtisuse tottu leidub kera
R’ (%@\)) i) < G. Operaatori ’? pidevuse t8ttu leidub kera
B (a nii, et B (a)g)C % Seeparast
B c % , s*t. element o sisaldub hulgas % (G)
koos teda Umbritseva keraga. Seega % (G) on lahtine.

2) Eeldame, et g (G) on lahtine alati, kui G on
lahtine. Valime vabalt o€ X ja £>O.Kuna B L)t_y
on lahtine, siis »g 4(8(%(@)) i)) on lahtine. Jarelikult
leidub punktil o € -? imbrus B(Q)S) nii,
et B(q/é‘)C% £)), mis tahendab operaatori )q
pidevust punktis a . Kuna le 0li suvaline punkt, 51181?‘
on pidev.

Teoreem on tBestatud.

Teoreem. Operaator on pidev parajastl siis, kul kin-
niste hulkade originaalid on kinnised.

Toestus. Vaadeldes kB6iki kinniseid hulki F < y) pane-
me tahele, et hulgad Y \F esindavad parajasti k8iki lahti-
seid hulki ruumis Y. Hulk X on kinnine parajas-
t1 sits, kui hulk X\ (F)= -g (Y\F) on lahtine. Eelmise
teoreemi pohjal aga on g pidev parajasti siis, kui hulga
Y\F 1lahtisusest jareldub )? \F) 1lahtisus.

Teoreem on tdestatud.

Teoreem. Jargmised tingimused on samavaarsed:
1) operaator ;{ s X— on pidev,
2) iga A<X korral g(A) c ﬂA_\))
3) 1ga B<Y xorral m C
4) iga B <Y xorral g (B") c (
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T8estus. 1) 2). Eeldame, et on pidev. Sisalduvu-
sest £(A)c f@) sirelau, et <{'BMm)
ning A < 4(’%(/\)) tottu A C Et aga @
kinnisuse ja -? pidevuse tottu % on kinnine, siis
AcH'(R®), millest sirelaw, et §(R)c{({ Huw)c (a).

2) =3). Valime vabalt B Y ning rakendame hulgale

A - tingimust 2). Siis

mille abil saame < = %-4(8)_
3)=4). EKui B siis tingimuse 3) pohjal

m c _TB) Arvestades vBrdust B =Y\ Y\BR

(mille esitasime sulundi ja sisemuse moistega tutvudes),
saame niiud
Fe)= 4N\ TIR) = X\§TONB) <
e X\ §T(ey = X\ X

4) 1). Eui G <Y on lahtine, siis G = G° Tingi-
muse 4) pohjal ‘(o) <} (@), mistettu § (G) on
lahtine. Seega on toestatud, et S{ on pidev.

Teoreem on toestatud.

Markus . 01gu X ja Y topoloogilised ruumid. Operaato-
rit %: X > nimetatakse pidevaks punktis a e X kui
punkti iga limbruse ’U korral leidub punkti « ilimbrus
WU nii, et ;?.(‘M,)L V. Bui X 3ja Y on meetrilised ruu-
mid, siis see definitsioon on samavaarne paragrahvi algul
toodud operaatoril ¥ pldevuse definitsiooniga punktis o : iga
£>0 korral leidub d »>O nit, et {

Operaatorl pidevus topoloogilises ruumis defineeritakse samu-
t1 nagu pildevus meetrilises ruumis — pidevusena ruumi igas

punktis. Mirgime, et topoloogilistes ruumides jdzvad kehtima
koik selle paragrahvi teoreemid ja nende toestused, kusjuures

koikjal, kus esineb jadasld, tuleb need asendada peredega.
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§ 3. Banaohi plisipunkti printsiip

0lgu X meetriline ruum.

Definitsioon. Operaatori -g: X —> X pilisipunktiks nime

tatakse sellist elementi X, et (x*)=x*
Teisiti valjendudes voime Selda, et operaatori X=X
plisipunktid on parajasti vorrandl = = lahendid.

K¥esolevas paragrahvis toestame pisipunkti olemasolu ja
lihesuse nn. ahendava operaatori korral.

Definitsioon. UBeldakse, et operaator %: X—=>X on
ahendav (ehk lahenemisoperaator ehk suruv operaator), kui
leidub 9<4 nii, et

9 (4G, ¥(y) < Vx,yeX.

Ahendavatest operaatoritest laiem klass on Lipschitzi

tingimust rahuldavad operaatorid: leidub arv L nii, et

Lipschitzi tingimust rahuldav ning seega ka ahendav ope
raator on pidev, sest kui X, -—>a s-t. g(x,\ a)— O,

siis tingimuse ¢ (x.\),g(a))é L 9 O tottu

Teoreem (Banaohi piisipunkti printsiip). Kui X on
talelik meetriline ruum, siis ahendaval operaatoril %:X—*
on parajasti iiks plsipunkt.

Toestus. Valime vabalt x.€ X . Olgu = %(x,))
$(xa 3= f(xn-y),... . NEitame, et jada on
Gauchy jada. Kuna
xn+4)= 8 %(1~\))$ W?
siis
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?( n+|=)$ 1 wyXwm Q(xHP-q » X

< g(xo,,xvl)ﬁ-...‘i- 4?

€ Z ‘?/N“(g("e)xq)= g("o;x4)7? 0.
Siit on naha, et iga € >O korral leidub N nii, et kui
w >N, siis iga P=4,2,... korral. Ruumi
X taielikkuse tottu w —>x*. Ning operaatori { pidevusest
jareldub niilid, et
T

Set. on operaatori ,? pisipunkt.

TSestame veel plisipunkti ainsuse. Kui lisaks plsipunkti-
le x¥= -g(x"') leidub x**= siis

G, =) = 9 (&™), M)« g9 Ge =),
mis tingimuse Ci’< 4 tottu kehtib parajasti siis, kui
g (x*,>**)=0. Kuid sel juhul >x*=x**

Teoreem on toestatud.

Margime, et lilaltoodud teoreemis pisipunkti olemasolu
tdestus on konstruktiivne — temas naidatakse ara konkreetne
tee piusipunkti leidmiseks. Nimelt toestatakse, et kui >, on
suvaline punkt ruumis X , siis eeskirja =, = X(

n=A2,... jargi moodustatud jada >, koondub plisipunk-

>

tiks =< *.

Kui X ——rX, siis tahistame -g ° Og .

Teoreem. Kui X on tilelik meetriline ruum jaleidub w
nii, et operaator xgwon ahendav, siis operaatoril )? on pa-
rajasti iiks plsipunkt.

Toestus. Banaohi plisipunkti printsiibi pdhjal leidubd

~ o o * “, 4
operaatoril ’q parajastl uks pusipunkt < )g (x*). Kuna

?(x*)‘ ,?(g "”(,_*))= (3:"'))) siis ka %(x") on operaato-

ri -@“ plisipunkt. Seepirast g(x")—x"‘. Kui veel
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= siis > *"= seega

§ 4. Banachi piisipunkti printsiibi rakendusi

1. Tdeastame piusipunkti printsiibi abil diferentsiaalvé'r—
randite kursusest tuntud Cauchy teoreemi, mis valdab, et kui
funktsioon % D—->R, kus 9 R* on piirkond (s-t. lah-
tine sidus hulk), on pidev ja rahuldad muutuja Y Jargi
Lipschitzi tingimust (leidub L niil, et
- L]y siis algtingimu-

sega lleasandel

‘A ("-5') = ‘ao

on iga (xo;a,)es) korral parajasti iiks lahend.
Vaadeldav algtingimusega iilesanne on samavaarne inte-
graalvorrandiga -
)
Vitame punkti (Xo,Y4.) iimber kinnise ristkiiliku R<I
nii, et (Xxo,y4.) oleks talle
keskpunkt. Funktsioon % on

I pidevuse t5ttu tokestatud kin-

nisel ristkiilikul R, s-t.

M | kui
Valime A >O nii, et
1) kui |x-3,|gd ja Md | siis
2) LA <.
Vaatleme hulka B = { Clxo-d, = &7
[\ (=) - kui xe{xo-d, %o+ 1}, Hulk B koosneb

161gul [x.-d, mddratud pidevatest funktsioonidest,
mille graafik palknedb ribas {imber funktsiooni u — u
q q°-
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Kuna B = B(‘ao,Hd)z :q(y¢, <™ (siin Y. on
konstantne funktsioon) on kinnine

hulk (kinnine kera) taielikus

meetrilises ruumis C[’co—dl, Xo +°L],

e - siis B on ka ise taielik meetri-

line ruum.

Vaatleme operastorit mis maaratakse vordusega
+ Ye B .
Néitame, et q: B>B ja on ahendav. Kui ye B,
si1s x € [xo-k,>.+A&] korral

1(gCaN=) - o) = 1§

<19
sest (ls)\a(a)) € R ning l < M. Seega
Kui aga e B, siis

I = X |l€an

= | ¢ ()?(6) (4))_ ’g(A’ ‘a"(i)))o,”," \)

| = xo|$Ad o

millest hinnangu

\x-xq\ gk
abil saame, et

S <3(‘3\)) 9 (42)) < L& g(4a,492).
Tingimuse L A <41 tottu on 9 ahendav.
Pisipunkti printsiibi pohjal on vorrandil 3
parajasti ks lahend, see ongi vaadeldava integraalvorrandi

ja ka algtingimusega lilesande ainus lahend.

2. Vaatleme Predholmi integraalvorrandit
=< (¥)=§ K (t,4) +¥(+)) te (-‘])

kus antud on ruudul LIx[a,b] mi&ratud funktsioon
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(integraalvorrandi tuum) ja 15igul maara-
tud funktsioon »‘(k) (vdrrandi vabaliige), otsitavaks on
funktsioan Naitame, et kui Jja »@ on pidevad ning
ceien $13¢(+ )] <A, siis Prednolmi integraalvorrandil
on parajasti iiks 18igus [o,b] pidev lahend.

Defineerime integraaloperaatori K:C 'o]—>C[°, '°] vor-
dusega -

(KGN® =K x@da+{(), xeCigt], te €,
(funktsiooni t—> (K(x)Xt) pidevus jéreldub integraali omadus-
test). Naitame, et tehtud eeldustel on operaator K ahendav.

Kui >, x,eC[<,4], siis .
)
Q (K(:H)} K(X;)) = max \ Su(’cis)xq(a)ol/s - SM(&,A)xz(é)CKQF

e | § () (x0)- % (W)

o<t b
¢ wmax §| | dag
| da
<
TN S

Plisipunkti printsiibi pdhjal on operaatoril K parajasti
liks plisipunkt, mis on lhtlasi Predholmi integraalvorrandi
ainsaks pidevaks lahendiks.

3. Vaatleme veel Volterra integraalvdrrandit
x(i—):é G+, = + 4y, tela o],
kus tuum Ja vabaliige g on antud ning otsitavaks on
funktsioon x ., TSestame, et kui M. ja on pidevad, siis
Volberra integraalvorrandil on parajasti liks 1Jigus ‘o]
pidev lahend.
Siin defineerime integraaloperaatori K :Cf{a,t] Cflat]

vordusega
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(KC®=§

- 2(*); eC,[a.,B])-\:e[a-,
unktsiooni +—»(K(x))(¥)

pidevus jareldub jallegi inte-

graali omadustest). Nzitame, et kiillalt suure naturaalarvu
n korral on ahendav. Valides vabalt , €Cle,
saame

< M(%-a) EROEEACIN
kus M= max | |. Jirelikult
X
(K RACRSIGCH O (ICH)') =P
t
<M § - max | x,(T)~ |dag
a a<T <A

IN

l’a@O—

Analoogiliselt j&tkates jouame vorratuseni

[ (K" Ced® = (K Ce)(®)] € ————

a<A<t
mille tdttu

S (KN(x), KNGra)) = meae KT -(KTCy) <

M (b-a
< ——'\—2— S (a3,
Kiillalt suure arvu korral — < A, mis t3hendab
Kh—

ahendavust ning lubab vaita Volterra integraalvorrandi
llhest lahenduvust,

§ 5. Kompaktsel hulgal masratud funktsionaalid
Matemaatilisest analliisist on tuntud Weierstrassi teo-

reem, mis viidab, et 1digus Lai,kl pidev funktsioon on
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tokestatud jJa saavutab oma ekstremaaleed viartused (iilemise
ja alumise raja). Jérgnevas naeme, et 15igm [, bl wiib
asendada suvalise kompaktse huzlgaga.

Defindtsioon. Operaatorit, mille vZartused on arvud
(8.t. X >R wii @:x-—» C ) nimetatakse funktsio-
naaliks (vastavalt reaalseks v3i kompleksseks).

Teoreem. Kompaktsel hulgal pidev funktsionaal on tdkes~
tatud.

Tdestus. Vaatleme pidevat funktsionaali )Q K —IK,
xus K on kompaktne hulk meetrilises ruumis. Naitame
funktsionaali £ tSkestatust, s.t. niitame, et
iga xxe K ja mingi M korral. Oletame vastuviiteliselt,
et l? ei ole tdkestatud. Siis leidudb jada K nii, et
W(Xn)\ —s o0, Hulga K kompaktsus véimaldab leida osajada
>, s» x e K Funktsionaali ¥ pidevuse tdttu -?

— {(x)e K, mis on vastuolus tingimusega W(xh‘)\*)w.

Teoreem on idestatud.

Teoreem. Kompaktsel hulgal pidev reaalne funktsionaal
saavutab oma lilemise jfa alumise raja.

Tdestus. Olgu funktsionaal l? K—= R pidev kompakt-
sel hulgal K . Eelmise teoreemi pohjal on hulk % =

:{g(x): x¢ K} tokestatud, seega M = 2K) e ja
™= g(K) €[R . Teoreem viidab, et leiduvad =* K
nii, et Ja

To'estame, et % saavutab oma tilemise raja. Supreemumi

definitsiooni kohaselt leidub Jada K nii, et

¥(x.\)— Hulga K kompaktsus vSimaldab leida osajada

—> x*e K. Kuna funktsionaali a? pidevuse tdttu

ning samal ajal siis

é(x*): M.

Analoogiliselt tdestatakse, et { saavutab oma alumise
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raja.

Teoreem on tdestatud.

§ 6% Uldistatud Arsela-dscoli teoreem

Argzeld~Asooli teoreem andis tarviliku ja piisava tingi-
muse hulga suhteliseks kompaktsuseks 13igus pidevate funkt-—
sioonide ruumis. Kdesolevas paragrahvis t{l1distame selle teo-
reemi meetrilistes ruumides tegutsevatele pidevatele operaa-
toritele. Alwstame aga vajaminevatest mdistetest Ja abitule-
mustest.

0lgu X ja Y meetrilised ruumid. Operaatorit
%: X — nimetatakse iihtlaselt pidevaks, kuil iga € >0
korral leidut & >O nii, et kui x,,x,€ X ja

, stts o (), e

0lge K kompaktnme meetriline ruum ja Y meetriline
ruum. Vaatleme kdigi pidevate operaatorite hulka
C(K;Y).

Lause. Hulka (K 5 Y) kuuluvad operaatorid om uhtla-
selt pidevad.

Toestus. Oletame vastuvaiteliselt, et leidubd

,? mis el ole fhtlaselt pidev. Siis leiduvad
€ >0 ja elemendid € K,nelN, nii, et
—>0, kuid g > £. Halga K
kompaktsuse tdttu saame eraldada koonduva osajada
w,ne N <N. o1gu x, —>x¢c siis ra
w /
>/ —— x. Kuna operaatori )g pidevuse tdttu
— a E— siis

S (fC=-), 3@ {&)+s —

millega oleme jJSudnud vastuoluni.
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Lause. Hulka C kuuluvad operaatorid on tokes=
tatud, s.t. iga xge C(K ;YY) xorral leidub arv M Ja
element o €Y nii, et g ({(x), a)<M, xui x€
(operaatori % € C(K;Y) vaartused paiknevad mingis Xke-
ras B (“‘; M) - Y),

T6estus. Oletame, et mingi operaator 2 € C(K‘,)‘J ei
ole tdkestatud, s.t. leiduvad 3>¢,e KX ja a€d nii, et

e Hulga K kompaktsuse t6ttu saame eral-
deda N©IN nii, et , —> x €K, Kuna ,—= A&\
neN \ N/
s.t. —— O, s&iis g q)s
vagtuolus tingimusega )? ), Q) — oo,

Defineerime kauguse

s ($,9)= mex C(K;Y)

>xe X
(margime, et funktsionaal x —>» 9 a(x))) olles pidev
kompaktsel hulgal K , saavutab ulemise raja); vahetu kont-
roll naitab, et C(K ;) on meetriline ruum.
Operaatorite hulka A C nimetatakse uhtla-
selt tbkestatuks, kui leidub arv ™ ja element acV¥ nii,et,

o)< M iga A ja iga xe K  korral (kéiki-
de operaatorite ’? A vadrtused paiknevad ihes keras
B (a} M) < ).

Operaatorite hulka A < C(K, y) nimetatakse vérd—
pidevaks, kui iga € > O korrel leidub 5>0 nii, et
:?(xl))( kui >, %, e ja
g eA.
Alljargnevas teoreemis on meetriline ruum Y gelline,
et tema iga tdkestatud hulk on suhteliselt kompaktne. Mar-

gime, et niisugune ruum on tédielik, sest iga tema elementi-



dest moodustatud Cauchy jada, olles tdkestatud, sisaldab
koonduva osajada ning koondub seetdttu ke ise. Taolisteks
ruwrnideks on kdik 18plikumbéétmelised normeeritud ruumid
(vt. jargmine peatukk), aga ka kdik kompaktsed meetrilised
ruumid.

Teoreem (uldistatud Arzela-Ascoli teoreem). Olgu Y
niisugune meetriline ruum, kus iga tdkestatud hulk on suh-
teliselt kompaktne. Hulk ruumis C(K;Y) on suhteliselt
kompaktne parajasti siis, kui ta on Uhtlaselt tdékestatud ja
vérdpidev.

Téestus. Tingimuste tarvilikkus hulga suhteliseks kom-
paktsuseks tbéestatakse samuti nagu Arzela-Ascoli teoreemi
puhul (toetudes asjatdestatud lausetele). Asume tdestama
piisavust.

Vaatleme kdigi tdkestatud operaatorite g: K—=Y hulka

M (K5 Y). mis on keuguse

xe K
suhtes meetriline ruum. Samuti nagu ruumi M korral,
saab tdestada ruumi ] taielikkuse (meenutame, et Y

on tiielik teoreemi eelduse pohjal). Ruum C(K Y) on kin-

nine ruumis P4(K; mis Jjareldub asjaolust, et uhtlaselt

/
koonduvate pidevate operaatorite piiroperaator on samuti pi-
dev (tOestus on pdhimotteliselt sama, mis matemaatilises
analiiisis funktsioonide juhul). Seeparast piisab tdestada
vaadeldava hulga A C ) suhtelist kompaktsust ruumis
M (K ;Y), siin aga turineme Hausdorffi teoreemile.

Anname ette € >0 ning kasutades hulke A kuuluvate

operaatorite vdérdpidevust, leiame > 0O nii, et kui
xy, %€ K, 9 (x,,%,)<3, siis g(§(=), f(=, )< &.
Hulga K kompaktsuse tS6ttu saame talle leide 16pliku
vérgu, seega K - B; , kus B- on kered raadiusega <
73
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Moodustame hulgad E4=B,.E-=B;_\U B,,i=2,..., "

i:A -] -
Siis E-ﬁE‘l , lui ;#3, ning K= U E . Dldisust
kitsendamata voime eeldada, et E g = A, n, vasta-

sel korral jatame tuhjad hulgad vaatluse alt valja. Valime

veel vabalt elemendid ¢:e€ E; i1=4,...,n, ning margi-
me, et kui x € E-  siis Q( 2-)<d.

Hulka A kuuluvad operaatorid on uhtlaselt tdkestatud,
s.t. nende vaartused paiknevad mingis keras B (G,M) —

Eelduse kohaselt on B(a., !‘1) kompaktne, mistéttu saame tal-

le leida 15pliku — - vérgu {3“_.) . Olgu B «xéigi
selliste operaatorite : K— Y hulk, mis hulkadel E-
omandavad konstantselt vaartusi 4y, o-te kui B,
siis iga LE{A,_..)\-\} korral leidub 4 ée{A,...
et i, ki x€ E;:. On selge, et hulk B on 16p-
lik. Naitame, et ® on £ - vork hulgale A ruumis
Vaatleme suvalist operaatorit 26 A Siis B(ﬂ, H),
L=4,...,n. S3ltuvalt indeksist . leiame punktid nii,
et S (%(1;)) 36 ) < — ning moodustame operaatori 36 B
nii, et %(L;): ,v=4,..., n. Vaatleme elementi xeK,
ta satub Uhte hulkadest E - . Vérratusest
saame
(£,5) ¢ A
s({s e

Teoreem on tdestatud.
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III Normeeritud ruumid

Tavaliselt kasutavad funktsionaalsnsluus ja tema raken-
dused ruume, mille e¢lemente on vdimalik liita ja arvudega
korrutada ehk, teisiti oceldes, lineaarse struktuuriga ruume.
Brinevalt lineaaralgebrast, kus taolised ruumid on iseseis-
vaks uurimisobjektiks, ndutakse funktsionaalanaluusis, et
ruumides oleks veel algebraliste tehetega kooskdlas olev
topoloogiline struktuur, naiteks meetrika. Normeeritud ruu-
mid on nende hulgas kullalt uldine, kuid samal ajal raken-

justes laialdaselt esinev ruumide klass.

§ 1. Vektorruumid

1. Vektorruumi mdiste. Olgu KK -R véi K- C,

Definitsioon. Hulka X nimetatakse vektorruumiks ule
korpuse K , kui

a) igale elemendipaarile on vastavusse seatud
kindel element x+\aex (summa) nii, et

1° =+ \a ta + X (kommutatiivsus),

20 (X+'~a)+ T =X+ 1) (assotsiatiivsus),

3° leidub nn. nullelement O X  nii, et x+Q0=x
iga xe€X korral,

4° iga >x € X korral leidub nn. vastandelement
-xe€ X nii, et +(-x)=0,

B) igale arvule A € IK ja elemendile xe X on vas-
tavusse seatud kindel element X x ¢ X (korrutis) nii,

et

(-]

5 A x

6 X (m X) (Ap)
.

8

(distributiivsus)
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Aksioomid 1°-4° {tlevad, et tegemist on liitmise suhtes
kommutatiivse ruhmaga (Abeli rihmaga). Lisaks liitmisele on
vektorruumis defineeritud arvuga korrutamise tehe, mis rahul-
dab tingimusi 5°-8°.

Kui |\ = R, siis raagitakse reaalsest vektorruumist,

kui K = siis komplekssest vektorruumist.

J
Margime, et O tahistab nii arvu "null" kui ka vektor-

ruumi nullelementi. Vektorruumi X elemente nimetatakse md-

nikord vektoriteks, korpuse IK elemente aga skalaarideks.

Vektorruumi nimetatakse ka lineaarseks ruumiks.

2. Jareldusi aksioomidest. Esitame aksimomidest mdned

jareldused, mida edaspidistes arutlustes sageli kasutame.

1) Nullelement O €X on ainus.

2) Iga xe€ X korral on vastandelement - x ainus.

Jareldused 1) ja 2) kehtivad mistahes rihmas.

3) Vastandelemendi uhesus lubab defineerida lahutamis-
tehte vordusega

x-y=x+(-9).

4) > =y parajasti siis, kui x y4=0.

5) O =0 iga ><e X korral, AO=O iga A€
korral.

6) (4)>x = x.

7) Kui Ax =0, siis A =0 i > =0,

Lahtudes vektorruumi aksioomidest on iilaltoodud jarel-
dusi Usna lihtne tdestada., Naiteks viimase jarelduse pdhjen-
damiseks margime, et kui A #O, siis x=Ax = =)~
= —0=0; agakui > #Q, siis A =0, sgest A #0O
toob endaga kaasa vorduse x = Q,

Definitsioon. Vektorruumi alamruumiks nimetatakse sel-
list mittetihja alamhulka, mis on kinnine liitmise ja ska-

laariga korrutamise suhtes, s.t. Y < X on alamruum, kui
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Y#D a

1) iga Y korral X+ Y e Y,

2) iga AelK |, xeV korral Axe V.

Vektorruumi alamruum on ise vektorruum, sest aksioomide
10, 2°, 5°-8° kehtivus on vahetult selge, aksioomi 3° kehti-
vus jareldub sellest, et kuli xe Y, giis Qe K t3ttu
Ox - Qe VY Ja aksioomi 4° kehtivus sellest, et kui

xeVd , siis -x =(-1)x e M,

Vektorruumi alamruumi asemel raagitakse ka vektoralamruu-
mist v0i lineaarsest hulgast. Selline terminoloogia on vaja-
1lik nditeks juhul, kui vektorruum kujutab endast samal ajal
ka meetrilist ruumi, kuid tema alamruumis on antud mingi

teine meetrika, s.t. tegemist on alamruumiga vektorruumis,

kuid mitte meetrilises ruumis.

3. Vektorruumide naiteid. K8ik eespool vaadeldud kon-

kreetsed meetrilised ruumid, valja arvatud diskreetne ruum,

on tegelikult vektorruumid.

Naide 1. mulk X = { (3., §.):§.eK] on vektor-
ruum (Gle IK ), kui defineerida

s.t. vektorite liitmine ja skalaariga korrutamine toimub

koordinaatide kaupa. Nullelemendiks selles ruumis on
o= (0,...,0).

Naide 2. Ruum S = { 1§ e ‘ on vektorruum
(Gle K ), kui defineerida
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Nullelemendiks ruumis s on O =(0,0,...).

Teised jadaruumid QF cc,Cc CcmcC S, mida eespool
vaatlesime, on samuti vektorruumid, sest nad on ruumis S
vektoralamruumid. Selle niitamiseks tuleks veenduda, et
liitmine ja skalaariga korrutamine ei vii nendest ruumidest
v3lja. Niiteks, kui m , siis sest kahe
tokestatud jada summa on ka tokestatud. Analoogiliselt, kui
xem Ja Aelk si1s A xe wm.

Niide 3. N6igi funktsioonide > : (o, b]~—>K hulk
= en vektorruum, kui defineerida

(x.+ \-é)(-l:) = x(t)+ '3(&) ,
(Ax)(®) = A x(#) , tela L],
s.t. liitmine ja arvuga korrutamine toimub punktiviisi. Null-

elemendiks ruumis © ['-‘L, ¢, on nullfunktsioon

tela,

Ka ruumi alamruumia C <
c C [Q, <M [cx/ L]C on vektorruumid. Toestuse
juures on naiteks puhul vaja silmas pidada, et ka-

he pideva funktsiooni summa on pidev funktsioon ning pideva
funktsiooni korrutis arvuga on samuti pidev funktsioon.

Ka LP(Q, 'a) on vektorruum, kui temas tehted defineerida
nagu ruumis Nullelemendiks ruumis LF L) on
nende funktsioonide klass, mis itthtivad nullfurktsioonigz pea-
aegu koikjal 1digus

¥eetrilise r~uumi iga osahulk on ise ka meetriline ruum
(meetrilise ruumi alamruum). Vektorruumi osahulk aga ei tar-
vitse vektorruum olla, n3iteks vektorruumis K osahulk
{0,4] e1 ole vektoralamruum, sest ef{o 1] xuid

L
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A. Hulga lineaarne katm. Olgu X vektorruum ule [ 4

Blementide ) € X 1lineaarseks kombinatsiooniks
nimetatakse igat elementi, mida saab esitada kujul >, +
+... + kus - e K .

Definitsioon. Hulga A C X 1lfneaarseks katteks ¥ (A)
nimetatakse hulga A elementide kdikvdimalike 1lineaarsete
kombinatsioonide hulka, s-t.

2(A)={ 2 Aia;:aieA hiek, neN},
Naide. 0Olgu X:R’) A={q‘§)¢¢o_ Siis i({a}):

_{Xq . XGRE on sirge, mis
labib punkte O ja a

$1

Lause. Hulga A 1lineaarne kate on vahim alamruum, mis

p—

sisaldab hulka A

Tdestus. 1) Faitame, et (A) on alamruus. Kui

w
x=3 Xia:,a;eA, Ja y= Z mihi, €A,
.= A4

siis 4 S xa 4> M: on ka hulga A elementide
lineaarne kombinatsioon, seega (A) element. King kui
rMelK, sits A >x - AX;ae

2) FNaitame, et kui A <Y ja Y on alamruum, siis

(A)< Y. 01gu x~> X;a;,a;:6A. Kuna a:e ) ja
Y on alamruum, siis x Seega

Lause on tdestatud.

5. Kumerad hulgad, hulga kumer kate. Olgu X vektorruum,

Definitsioon. Hulka A < X nimetatakse kumeraks, kui
iga x, €A ja Ae(0,4) korral A +(A-A)x, €A,

Geomeetriliselt tolgendatuna moodustavad punktid
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X x, Ae (0,47, punkte ja >, {henda-
va sirgloigu. Seega tahendad hulga
kumerus, et hulk sisaldab koos iga
kahe oma punktiga ka nendevahelise
sirgldigu.

EKumeruse moiste on kooskdlas meie geomeetrilise kujutlu-
sega: naiteks tasandi R niisugused punktihulgad nagu
ringid, ristkilikud, sirged, pooltasandid on kumerad. Ka
koik lahtised ja kinnised kerad meie poolt vaadeldud kon-
kreetsetes ruumides, erijuhul vahemikud ja loigud ruumis R
on kumerad hulgad.

Lause. EKumerate hulkade uhisosa on kumer hulk.

Tdestus. 0Olgu A = [1A_ ning hulgad A _ kumerad.
Kui A siis iga « korral ning iga
hulk A _, sisaldab punkte >, ja ihendava sirgldigu.
Jarelikult sisaldub see sirgléik hulgas A . Sellega on A
kumerus tdestatud.

Margime, et kumerate hulkade ihend ja vahe ei tarvitse
olla kumerad.

Elementide S € X kxumeraks kombinatsiooniks
nimetatakse igat elementi, mida saab esitada kujul A, x, +
+. 4+ A kus A- 20 Ja X, ,+.. .+ X, =4,

Lause. Kumer hulk sisaldab oma elementide koikvdimali-
kud kumerad kombinatsioonid.

T3estus. O0lgu hulk A kumer. Vaatleme kumeraid kombi-

natsioone Z)\;a.;) kus a;eA, X 20, 3T X =4,

neMN. Eui n=4, siis kumer kombinatsioon Aa,- <€A,
Kui aga siis +(A-2)a, e A,
sest A, + -4 ning X,efo. A). Oletame induktsiooni-

eeldusena, et (n—4)-1iikmelised kumerad kombinatsioonid

kuuluvad hulka A . Kumeras kombinatsioonis X-a: voime
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eeldada, et A, # A (vastasel korral oleks

A Qs —
=
— eA). Seega
“ w oA
2 xia; = an +UA-20) 2 = €A,
=4
A
sest Z_A 752 €A kuna ﬁ o ning
— 2L A& A, SL) A
A-ran A - T-a A=-ha ~o

Lause on toestatud.

Definitsioon. Hulga A kumeraks katteks I~ (A) nime-

tatakse hulga A koikviimalike kumerate kombinatsioonide
hulka, s-t.

3.[(A)={_ Aa; c;eA/)_;zo_i)\;:/\)v\eN}.
I=1q <=

Lause. Hulga A kumer kate on vZhim kumer hulk, mis

sisaldab hulka A .

Toestus. 1) NZitame, et 3-{(/\) on kumer. Kui
o “wo
- - ‘QCGA"):ZO’?=4>"=4‘ ia
e ko ; €A,

= pmi=4, sils Ae(0,1)
korral X >, +(4-2X)

= >

Z AN Ql + Z(4~>»)f'\:

kus~
juures AX: 20, (A —X),MC >0 ning

AN+ <A~)v)/4: -

— X Z 2+ (A=) = 4. sellega on I (A) xu-

merus toestatud.
2) Niitame, et kui A< Y ja Y on kumer hulk, siis

K (A) < Y. Viimane sisalduvus jareldub aga sellest, et Y

kui kumer hulk sisaldab oma osahulga A elementide kumerad
kombinatsioonid.

Lause on tdestatud-

§ 2. Normeeritud ruumi ja Banachi ruumi mdiste

Definitsioon. Vektorruumi X nimetatakse normeeritud
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ruumiks, kui igale tema elemendile < & X on vastavusse
seatud kindel reaalarv | > |, mida nimetatakse elemendl >
normiks, nii, et on taidetud tingimused:

1° f=xf=0 x=0,

20 A = Ix}p =,

30 = agls e+ gl

Tingimusi 1°-3° nimetatakse normi aksioomideks, 1° on
samasuse aksioom, 2° homogeensuse aksioom ning 3° on kolm-
nurga vorratus.

Lause. Normeeritud ruum on meetriline ruum kaugusega

$(=,9)= I = -4,

Toestus. Lause pohjendavad jargmised vorduste ja sama-

vaarsuste ahelad:

1° ?(I)ta>:o “z—é“:o@ x =
2° " = =

— ||\a—x“=
30 N =gl = 0= -2)+G@-)l

shx-2f+lz-ygll =

Lause jareldusena margime (see jareldub ka vahetult nor-
mi aksioomidest), et || |l =0, sest | x| = 8(110) ja ka-
he elemendi vaheline kaugus on alati mittenegatiivne.

Et normeeritud ruum on meetriline ruum, siis on temas
olemas ka kdik meetrilises ruumis vaadeldavad mSisted. Nai-
teks lahtine kera B(e,n)= ?x: lx —al< kinnine kera
B(a,n) = {3 I-af< kinnised ja lahtised hulgad,
sisemus, raja, sulund, separaablus, taielikkus.

Definitsioon. Taielikku normeeritud ruumi nimetatakse
Banachi ruumiks.

Paneme normide abil kirja méned moisted ja omadused, mis
osaliselt esinesid juba meetriliste ruumide kisitlemisel.

1) Koondumine >x tghendab, et || x,.—>x||—0O
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2) Jada on fundamentaalne parajasti siis, kui

3) Tagurpidi kolmnurga vorratus omandab kuju \ sl -

-\ ,a“\ < || > - ka“. Poh jenduseks tarvitseb vorratuses
vitta 2 = 0.

4) Normi pidevus tahendab, et kui x sglis
[ il — I >xli. Pohjenduseks kasutame kauguse pidevust
Ghe argumendi jirgl: kui x,—> > , siis Q(x.,0) § >,0).

5) Algebralised tehted - liitmine ja arvuga korrutamine-
on pidevad, s.t. kui 94 da g >\, siis

— 4 Ja A —» A\ x . Toestuseks margime, e

L = (el = H(x=u=x)+ (g==g)l =
S >0

ning
Ix, =, = Xx =1 x, = Aux)+ (e =X )<

SIxuxn—- <[+ IX=Xlx|— MO+ O]x)=0O.

Tehete pidevuse (omadus 5)) kohta oeldakse ka, et nor-
meeritud ruumis on topoloogiline struktuur (meetrika) ja
algebraline struktuur omavahel kooskdlas.

Eespool vaadeldud konkreetsetest ruumidest on normeeri-
tud ruumid:

m normiga

"x"= x=(§4)---)§w)é"“n3

normiga

A

m,C,Co normiga

llx—“=4< IE“, x=(§<>6m-

 ,A<p<eo, normiga

(e =(§IEJP)‘/P, 3‘:(;‘)6 QP)
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M t] normiga

=<l = At ‘x(-t)‘) x = x(t)e M >
et b

Cfa,¢] normiga

“X“ = lx(t)l x = x(t)e
asts A
normiga
W~ 2_ e ) )(f)\) == x()e C 6]

L_P(Q,%) normiga

hol= (S I=WPE)P, x==@e  (2,4):
W;(Q/ t) normiga . )

ol = (S 1= lPar )P

Normi aksioomide kontrell koigi nende naidete puhul
tugineb samadele ideedele, mida kasutasime meetrika aksi-
oomide pdhjendamisel. Seejuures vaarib markimist, et Min-
kowski verratus ongil kolmnurga verratus ruumi LI‘ nermi
jaoks.

On selge, et kdigi {ilaltoodud naidete puhul normi poolt
defineeritud kaugus (s.t. elementide vahe norm) ihtib antud
ruumis juba olemasoleva kaugusega. Kuna koik vaadeldud ruu-
mid on t&ielikud, siis nad on kdik Banachi ruumid.

Kdigi jadade ruum S on samaaegselt vektorruum Ja
meetriline ruum. Kuld ruumis S el eksisteeri sellist normi,
mis ma3raks ruumis S olemasoleva kauguse. Selle kohta oel-
dakse, et ruum S ei ole normeeruv. PShjus on siin jSrgmine.
Niipea, kui normeeritud ruumis 1leidub x_,# Q. on seal
olemas ka element, mille norm vordub mistahes etteantud po-

sitiivse arvrga ). (selliseks elemendiks on n&aiteks

=i x,) Seetottu voib normeeritud ruumis kaugus

9("'/ o)= <) olla kuitahes suur. Aga ruumis S on
?(x,\a)u kS3ikide elementide x ja korral.
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0lgu X samaaegselt vektorruum ja meetriline ruum. Ku-~
sime, millal saad ruumi X muuta normeeritud ruumiks (s.%-.
temas defineerida normi) nii, et norm miZiraks ruumis X ju-
ba olemasoleva kauguse?

Me teame, et kui X on normeeritud ruum, siis tema kau-
gus %)::"x-—%" rahuldab meetrika aksioome 1°-3°. Li-
saks kehtivad veel tingimused

4° ‘a-\»Z):

5° g()»x))ua)=|)\|
mida pohjendame jargmiselt:

9 (x.+2} \é+2)= | x+2 —(\6+2)“= “x—ua“ = g(x,.a))

Qoo xgd == =2 I=12=-ygl=Ix

Lause. Kui vektorruum on meetriline ruum, kus peale
kauguse aksioomide 1°-3° kehtivad ka tingimused 4° ja 5°,
siis seosega || x|\ = g(x)O) defineeritakse norm, mis mazrad
olemasoleva kauguse.

Toestus. Normi aksioomide kehtivuse pohjendavad jarg-

mised samavaiarsuste ja vorduste ahelad:
1o |xI1=0& 9(x,0)-0& <=0,
20 A= = (%, %0) = || g (x,0)=
= |7\\U>"—“,
30| I=9(x+y4.0)s9(x+y,4)+ 9(y,9)=
+9(y,0) =l=l~+lyl

Normi poolt maaratud kaugus ?(xﬁ =||x-u8n uhtidb
olemasolevaga, sest
Q(x,y) = lx -yl = g(x-¢,0)=9(x-4+3.0+y)=
Lause on toestatud.
Margime, et asjatoodud lause toestuses kasutasime kau-

guse omadusi 1° ja 3°=5°, kuid mitte kauguse stimmeetria
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akgioomi 2°.
Ulesanne. NZidata, et kauguse summeetria aksioom jarel-

dub tingimustest 4° ja 5°.

Meenutame, et hulka A meetrilises ruumis nimetatakse

tokestatuks, kui leidud kera A

Lause. Hulk A normeeritud ruumis on tokestatud para-
jasti siis, kui leidub arv ™M nii, et iga x<e A
korral.

Toestus. 1) Kui AC B(a,n), siis iga x e A korral

mistSttu || | = lx-a +a i< | W+
e < ~ + o ning tokkeks sobib M - n-+o.

2) Leidugu M >0 nii, et x| <M iga x €A korral.
sits A< B(O,M).

Lause on toestatud.

On selge, et normeeritud ruumi vektoralamruum on ise ka
normeeritud ruum. Teda nimetatakse normeeritud ruumi alam-
ruumiks.

Normeeritud ruumi tehete pidevusest jareldub, et normee-
ritud ruumi vektoralamruumi sulund on (kinnine) alamruum.

Meetriliste ruumide kdsitlemisel nagime, et tZielikus
meetrilises ruumis osahulk on meetrilise ruumina tzielik pa-
rajastt siis, kui ta on kinnine. Sellega on pdhjendatud jirg-
mine

lause. Banachi ruumi vektoralamruum on tZielik parajas-
ti siis, kui ta on kinnine.

Sellele lausele tuginedes toome nzZite mittetZielikust
normeeritud ruumist. Vaatleme ruumi C {-4,47 vektoralam-
ruumi Ja varustame ta ruumi

normiga.

0lgu see normeeritud ruum Nzitame, et A1

pole kinnine Banachi ruumis CS}-4,4]. Vaatleme funktsiooni-
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de jada
(1t), kui 1t]>
®)= ’I

£o<—.
(2%
Siis
"4, kui t>
wt, kui |tj< —,
kui t<-—.
Vahetu kontroll nditab, et funktsioonid Ja on pide-
vad 1digus [— A, A7 mistottu e C 4[—4} 47. o0lgu
xo(f)z‘k‘)f€[‘4)"]_ bt “:x'v\_x°" |x“‘(‘t)-
- x, ()] = ,— —>0, siis on Cauohy jada ruumis

Aga ta ei koondu ruumis C‘[—'\,A] , sest

Paljud autorid, raakides Banachi ruumi alamruumist, mot-
levad selle all kinnist vektoralamruumi (seega taielikku
alamruumi).

Uhes ja samas vektorruumis voib olla rohkem kui uks
norm. Ruumis X = voib vaadel-
da nditeks norme

X g™~ =

hl
= ()t

v =a

Definitsioon. Ueldakse, et vektorruumis X antud norm
- | on tugevam samas ruumis antud normist {- ||, (norm .|,
on normist || - ||, nérgem), kui leidudb < >O nii, et
||,‘||:L5c.||=~:ll4 iga xe X korral.

Definitsioon. Norme |-, ja I -)l, vektorruumis X nime-
tatakse ekvivalentseteks, kui leiduvad positiivsed konstan-

dia jJa ¢, nii, et c Uxf<cl=xN,<c, =)
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iga =«eX korral.

Lause., Kui jada koondub tugevamas normis, siis koondub

ta ka norgemas normis.

Testus. Kui | >=.-xl,—>0 ja I -l,<<l-I,, siis
i - > e ll=xn- o, millest | ~ —30.

Jareldus. Ekvivalentsetes normides jadad koonduvad voi

hajuvad samaaegselt.
Niide. Vaatleme ruumis Cfle, lisaks tavalisele nor-

&
| <(+)| veel normi |l >\, =3 Jx®)| At

i

mile x| ¢

£4¢
Siis
I 5
el = Si=@dt < St M =(t-a)lxll.,
4 a
s.t. norm [l on normist ||-|l, tugevam. Need normid ei

ole aga ekvivalentsed, sest funktsioonide =<, (t):

(=2), bela, e, womma d=alg =t mee -

- S(s-é) - — O, kui n—

§ 3. ILoplikumootmelised normeeritud ruumid

Loplikumdotmeliseks nimetatakse niisugust normeeritud
ruumi, mis vektorruumina on 1dplikumodtmeline. Jirgnevas tu-
letame meelde, mis on vektorruumi 1dplikumdotmelisus.

Definitsioon 1. Ueldakse, et vektorruum X file JK on

n-modtmeline, ja kirjutatakse Rima X = kui leiduvad
elemendid e X nii, et iga xe X avaldub
theselt kujul
>x = Z >t\< LS )>\-<elk_
w=A

Meenutame, et vektorruumi elemente x,,... x, nimeta-
takse lineaarselt soltumatuteks, kui vdrdus x,+., +
+ X, x, -0 leiab aset ainult juhul A, =...=Au =0
Kui ,~--» X, el ole lineaarselt sdltumatud, siis nimeta-
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takse neid lineaarselt sdltuvateks. Elementide < >

4500, w
lineaarne sdltuvus tahendab seda, et leiduvad skalaarid
» M nii, et X, |+... +|X.l#0 ning X, +
+ M., = O. Vektorruumi osahulka A nimetatakse line-
aarselt soltumatuks, kui mistahes 1Jplik hulk elemente hul-
gast A on lineaarselt sdltumatu.
Lineaaralgebra kursuses toestatakse, et definitsiooniga

1 on samavaarne

Definitsioon 2. Vektorruumi nimetatakse w-mdotmeli-

seks, kul temas leidub n lineaarselt sdltumatut elementi,
kuid mistahes n+4 elementi on lineaarselt sdltuvad.

Definitsioonis 1 esinevaid elemente w nime-
tatakse ruumi X baasiks. Baasiks vdivad olla ruumi X
mistahes n lineaarselt sdltumatut elementi.

Ueldakse, et vektorruum X on 1dplikumdStmeline, ja

kirjutatakse X<eo, xut X ={o} v3i leidub neN
nii, et KAim X =mwn.

Naide. Vektorruumis X ={ 3 6“(} moodus—
tavad baasi elemendid e, -
Iga =x =(§“ t ) esitud iiheselt kujul x = K—4E 2.

Selline vektorruumi struktuur on normeeritud ruumides
Q,: , sealhulgas ruumides R"™ Ja C"

Teoreem. Olgu X w-moStmeline normeeritud ruum baasi-

ga L,,..., w . Siis leiduvad positiivsed konstandid c,
ja nii, et iga x = > D e X korral
A€wgn

Toestus. 1) Vahetu hindamisega saame, et

=01 2 1< I 2=

S I hedl € A= )
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seega tarvitseb vetta ¢, = 2. || ||
wEA
2) Vaatleme funktsionaali ’?(A“.,_)lh)z 3 aa i

maaratuna ruumi w., uhiksfaaril S =1} XAn):

masx |A.|=4}. Punktsionaal { on pidev, sest tagurpidi

ASKEin
kolmnurga vérratuse pShjal

| £ x)- PSS a ell- 1 A el
s"ﬁ £c v aa \)‘—A\:\
w=4 2 pgtcgn

set. 4 rahuldab Lipsohitzi tingimust. Sfaar S on kom-
paktne kui tokestatud kinnine hulk ruumis ™, . Seeparast

saavutab funktsionaal x? oma alumise raja mingis punktis
(X, AL) €S, st

8Cr e,

i ).

On selge, et ac > Q. Kui kehtiks M0, siis

g3, 2= 1= a2e =0 e 3 Ale.=o0,

millest jarelduks, et A°= . = X" =0O. See aga nii ei ole,
sest raa>x {A°|=A4. Seega m >0,

Naitame niiid, et teoreemis vaidetud vasakpoolne vorra-

tus kehtib, kui votta c, =x. Vérratus kehtib, kul eelda-

a et =Q. K
a, oex | A ui aga max Ael= X >0,
siis max t L 4, mistdttu
w
x| == =2 | = "l..-ll

D X
_14 o, T A p= = pr omase | X,
ALw L
Teoreem on tdestatud.
Jireldus 1. 0lgu X w -modtmeline normeeritud ruum

baasiga Z,,..., .. Ruumis X leiab aset koondumine

=Z‘~>\:‘Q’n_—x= il‘ﬂ.‘



parajasti sifs, kui

L)
p G SR

(s«t. koondumine on samavédrne koordinaatide koondumisega).

Toestus seisneb jargmises samavaarsuste ahelas:
X xSl - =lZ0-2)2l—oe

l —lm‘ M§O® ‘——9>\,‘)¢=4)

- J

Acegn
Jareldus 2. ILoplikumddtmelises ruumis on kdik normid
paarikaupa ekvivalentsed.

Tdestus. 0lgu mn-mootmelises ruumis X antud kaks

normi |f -, ja ll - I ,. Teoreemile tuginedes voime viita, et
leiduvad a,,a, , >0 nii, et
ay max A ) glixl < a max A
Afuegw a A< €£w
Ja
max [A )€ hxll < &y wmasx | 2|
Afwdn A€t
iga x =3 Xx_e.€X korral. Kuid siis
L ¥
boell, € @y wmax [Aoysg= x|,
Ja

el < max s =,

set. normid on ekvivalentsed.

Jareldus 3. ZLoplikumddtmelises normeeritud ruumis on
hulk suhteliselt kompaktne parajasti siis, kui ta on tokes-
tatud.

Tdestus. Meenutame, et suhteliselt kompaktne hulk meet-
rilises ruumis on alati tdkestatud. Eeldame niiid, et K on

n-mdotmelise normeeritud ruumi tokestatud osahulk. Vaatleme
Jada x, e K ,meN. siis P ning teoree-
w =4

mist jareldub, et jada wa> |AL|.m e N, on tdkestatud,

mis tahendab jada tokdstatust ruumis

m.,.. Kuna ruumis tokestatud hulgad on suhteliselt kom-
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paktsed, siis saame eraldada osajada N N nii, et

(X“ - >‘- )“—" ()\4;-“, L) ruumis ww,. Kuna
meN
" -
X s A e=4,... 0w, siis xh=‘z’_4 s
— = Sellega on hulga K suhteline kompaktsus
toestatud.

Jareldus 4. IdplikumSotmeline normeeritud ruum on

taielik.

ha ve
Taestus. Olgu <, = 2_ k: 2, Cauohy jada n - moGtme-
Ww=A

lises normeeritud ruumis. Siis

1
X=X ll=l (=2 e | o,
mis on teoreemi péhjal samavaarne sellega, et
R
::‘::Chllk lz';" @] ehk ( 1,__))~.~))meN)

on Cauohy jada ruumis ww, . Buumi w,_ t@ielikkuse téttu
(O, Xn )= (Mo, X)), Eutd sits =

- ™ .
=> A Lo > > , millega on ruumi taielikkus
=4

<=4
toestatud.
Kuna t@ielik alamruum on kinnine, siis kehtib

Jareldus 5. Normeeritud ruumi 1dplikuméotmeline alam-

ruum on kinnine.

§ 4. Rieszi lemma peaaegu perpendikulaarist ja

{ihiksfasri mittekompaktsus lopmatumoctmelises ruumis

1. 01gu X normeeritud ruum. Elemendi > € X kaugu-
seks osahulgast Y < X nimetatakse arvu
O(=,Y) - vl Ix~ul.
On selge, ot kui xe Y siis 9(x,Y)=0. Niitame,
et 9(x)y)>o juhul, kui Y on kinnine ja Y. Ole-
tame, et (>, O. Infiimumi moiste kohaselt leiduvad
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elemendid nii, et | x< - 8 t.
Hulga Y kinnisuse tottu =x €Y, mis on vastuolus eeldu-
sega.

Lemma (F.Riesz, lemma peaaegu perpendikulaarist). 0lgu
X normeeritud ruum ja Y tema kinnine alamruum, kusjuu-
res Y# X. Siis iga £€>0O korral leidub x, € X nii,
et llxgli=4 Ja g )z A-s,

Margime, et alati, kui Y on alamruum ja | x| =14

sits g (<,¥) = V.\g I=-yl<=<-ol=A4.

2

X = Ruumis [R saab nditeks leida ele-
mendi x nii, et | x<|I=41 Ja
)= A. Selleks tulet ju-
hul, kui diwm Y=4, tommata 1&-
bi nullpunkti sirgele Y rist-
sirge ehk perpendikulaar.

Lemma toestus. O0lgu € >O. Valime elemendi xe X
nii, et < Y. Olgu © Y)= ind || x-u|=d me tea-
me, et X >O. Infiimumi miiste kohaselt leidub de e
nii, et dsllx-ail|s(4+ A& . Néitame, et lemma videt ra-

huldab element

’as:“
On selge, et

ER “yel=1

Valime vabalt € Y. Kuna siis

i _\3“= o > =< llydl

[
A& . __ & A
“x-gel “Geed 3 7 AT

11lest ©(x¢,Y) = I o-gl= <

Lemma on tdestatud.
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2. Vektorruumi nimetatakse 15pmatum50tmeliseks, kui a

ei ole leplikumodtmeline. Vekterruum on lépmatumeotmeline
parajasti siils, kui temas leidub 1dpmatu lineaarselt soltu-
matu osahulk. Niiteks on 1Spmatumoctmelised koik konkreetsed
Jadaruumid ja funktsionaalruumid, mida me eespool vaatlesi-
me. Vaadeldud jadaruumides on hulk {  =(9,-.,9,4,

ne IN§ lineaarselt soltumatu, funktsionaalruumides on 1i-
neaarselt soltumatu aga hulk A t,... %, } .

fhiksfaariks nermeeritud ruumis X nimetatakse hulka
S(0,)={=eX:lx)=4}. Uniksfdar on kinnine hulk.

Teoreem. Uhiksfaar 1lépmatumootmelises normeeritud ruumis
el ole kompaktne-

Téestus. Olgu X 16pmatumootmeline normeeritud ruum.
Konstrueerime jada € S(0,1) ni1, et || -,
n#¥m. Kuna jada ukski osajada ei ole Cauchy jada, siis
el saa tema iikski osajada ka koonduda.

Valime vabalt € 55(0)4). Oletame, et on leitud

nii, et |x,. . -x,0l> kui L < ja
naitame, kuidas leida . Kuna X4, 00,
siis on kinnine ja X
Rieszi lemma (kus votame <€ = s.t. A-¢ = ) 1lubab
leida +« S(o0,1) nii1, et 8(
mistottu || -3 0> 5 ) - x>z -

Teoreem on toestatud-

Jdreldus. Olgu X normeeritud ruum. Jargmised tingimu-
sed on samavaarsed:

1) dim X <09,

2) ruumi X 1iga tékestatud osahulk on suhteliselt kom-
paktne,

3) ruumi X iihiksf3sr S(O, on kompaktne.
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Toestamiseks kasutame skeemi 1) => 2) 3) 1), mee-
nutades seejuures, et leplikumeetmelises ruumis tokestatud

hulgad en suhteliselt kompaktsed.

§ 5. Read normeeritud ruumides

Read normeeritud ruumides tuuakse sisse kul arvridade
vahetu uldistus.

01gu X normeeritud ruum. Reaks ruumis X nimetatakse

formaalset avaldist 2 > , kus < _eX . Elemente x,

nimetatakse rea liikmeteks, summasid 2= _ =4 2,.. rea
osasummadeks.
Ueldakse, et rida 2 koondub ruumis X , kui ruu-
mis X koondub tema osasummade Jada ,nelN, Oga-
wxA

summade jada piirvaartust sceX nimetatakse selle rea

summaks ja kirjutatakse = = >_ Niigiis, koonduva rea
> puhul
= > .
\cZ T nwao =4
Kui rida 2>_ koondub (elemendiks x ), siis
1) tema uldliige laheneb nullile (xw sest

bl = (2 e =)~ ===l <

<h s I+ N-— o0,
w =4 =1 "~
2) kehtib tildistatud kolmnurga vorratus
o0 g
> <ol s X
KA w<=A
sest
oo “
= 8m = = = | = = llig
w w=A



Ulesanne. Toestada rea summa lineaarsuse omadus: kul

read 2 ja. 2 de koonduvad, siis CEE Y §=)=
<=4 K=4 =4
V= £
= X' EEfléu , MopeK.
Rida >~ x_ nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui
=4

o0
koondub arvrida = [>.]|l.
=4

Teoreem. KNormeeritud ruum on Banaohi ruum parajasti
siis, kuil temas iga absoluutselt koonduv rida koondub.

Toestus. 1) Olgu X Banaohi ruum ja koondugu

" > |f , X € X . 0lgu S, = 2_ > .. Kuna
=1

L3 2
L \
ISe=s  I=lZ = - = =135 =.ls
w =4 WA W =N,
< aiad 4 o0
s2_ | s > O,
siis S, on Cauohy jada. Ruumi taielikkuse tottu koon-

dub.

2) Olgu X niisugune nermeeritud ruum, kus rea abso-
luutsest koonduvusest jareldub tema koonduvus. Vaatleme
Cauohy Jada x,eX. Toestamaks, et Jada koondub,
eraldame temast koonduwa esajada . Kuna o< on Cauohy
Jada, siis saame leida indeksi w, nii, et

- e <A Ve,

seejarel indeksi >w, nii, et
A

= - w22 VpelN,
Analoogiliselt Jatkates leiame indeksite jada
nii, et

f>n,—> ¢l YpeN.

Kuna
I >w |<34‘)\<6|N/
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sits 2 fx. M< 3T 52 <0, mistdttu rida

W mq
(= - Y  koondub. Seega koondub osasummade jada
w =4
ST (. — >, ) w € N, jarelikult ka jada
=x,, ,me€ N.

Sellega oleme toestanud, et ruum )( on taielik.

Teoreem on toestatud.

Pole raske tuua naidet koonduva rea kohta, mis ei koondu
absoluutselt. Selleks sobib mistahes tingimisi koonduv arv-
rida.

Matemaatilisest analiliisist teame, et arvrea absoluutne
koonduvus on samavairne selle rea koigi Umber jar jestuste
koondumisega (samaks summaks), Allj3rgnevatest iilesannetest
selgub, et normeeritud ruumides see samavazrsus enam kehti-
ma el jaa.

llesanne 1. Toestada, et normeeritud ruumis absoluut-
selt koonduva rea iga Umber jar jestus koondub samaks summaks-

Ulesanne 2. Niidata, et ruumides C_ Ja SP> 4,

o0

rida >_ A 2. kus 2= (o) o,4,0,...), ei koon-

du absoluutselt, kuid iga tema lmber j3rjestus koondub ele-

mendiks (/\) )

§ 6. Faktorruum

1. Defineerime ké'igepealt faktorhulga moiste. 0lgu X
hulk. Ekvivalentsiseoseks hulgas X nimetatakse niisugust
seost RC X xX (kut (x,4)eR, siis kirjutame xRy),

mis on refleksiivne (xRx iga xe X korral), siimmeetri-

line (kui x R 4, siis ) ja transitiivne (kui

xR% ja \a?z , sils x Rz ). Elemendiga a e X ekvi-

valentsete elementide hulka = {X e X: x Qag nime-
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tatakse elemendi a poolt mi3ratud ekvivalentsiklassiks.
Hulga X fakterhulgaks X /R nimetatakse koigi ekviva-
lentsiklasside X,  €X, hulka. Eujutust = X —>X
x2(a)= Xm ae X, nimetatakse kanooniliseks kujutuseks.

Faktorhulga definitsioonist on nZha, et kanooniline ku-
jutus = : X > X/R on siirjektiivne. On selge, et XQ=XL
parajasti siis, kui . Seeparast =)= 3’-@’) para-
jasti siis, kui a R&, mistdttu kanooniline kujutus el
tarvitse o0lla injektiivne. Kuna ::ce)(‘1 parajasti siis, kui
x siis

®(x)= Xo X .

Paktorhulga X/R k3sitlemisel on kasulik silmas pida-

da, et R tekitabd hulgas X klassijaotuse: X = U Xq

ja Xa # (sest mistahes acX puhul ac Xa) ning
kui # X(,) si1s X, N XL =@ (sest kui leidud

x € Xq_ﬂ X% sils x Ra ja xR&: jirelikult a R £
ehk XQ - X(:,)

2. 01lgu niiud X  vektorruum iile K ja 7 tema alam-
ruum. Defineerime ruumis X ekvivalentsiseose R samaviir-
susega

=~ R 4 x - Z.

Dlesanne. Niidata, et R on ekvivalentsiseos.

Faktorhulka X /R nimetatakse ruumi X faktorruumiks
alamruumi Z jargi ja tihistatakse X/Z )

Vaatleme alamruumi Z nihkeid +Z={a+z2:2c¢ Z})
ae X. Kuna

<e X, x x-ae? x<ea+Z,
siis X, = @+ Z. Seega faktorruum X/Z on alamruumi Z
Reigi nihete q+2) aeX, hulk, kusjuures a + 2-L+2

parajasti siis, kui a - Le . Ning kanoonilist kujutust
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»:X— X/Z kirjeldab vordus
x(a)=a+Z ae X,

Lause. Faktorruum X /Z on vektorruum file K tehete
=Gc+y)+2, <,4eX,
)\4(3(."?—2)2 X x +2 > xeX,)\,elK,

suhtes, tema nullelement on Z
et liitmistehe on kerrektselt defi-

Ja \6+Z= ~a+2. Siis

€ Z2. Ana-

Tdestus. Naitame,
neeritud. 0lgu >~ +2Z = x + 2

-~ Z :(x’+ z/) + Z , sest
:(x—x/)~l- kuna >~ ,
loogiliselt saab kontrollida, et arvuga korrutamise tehe on

korrektselt defineeritud. Vektorruumi aksioomid kanduvad

aga ruumist X vahetult file ruumi X /Z .

3. lopuks olgu X normeeritud ruum ja Z tema kinni-

ne alamruum.
Teoreem. Faktorruum )(/GZ on normeeritud ruum normi-

£ga

[>+2Z| = . I<+zl=d fy)= m:é\%x&\lqn.

Tdestus. Kuna ruumi X/Z nullelement on ~ ja

x+2=7 parajasti siis, kui > € Z | siis samasuse ak-

sioom vaidab, et

Zl=o& xeZ.
Kui ||x~+ Z|= 2 4l =0, siis leidud jada
x +2Z nii, et — O. Kuna e 2  ja

gn—x > O-x=-x siis alamruumi Z kinnisuse tdttu

~x e 2, Ning jérelikult ka x e Z . Vastupidi, kui

celdada, et xe 7, siis —x€Z, nistdttu
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O=x+(-x)e x+2_ Jareltkurt | x+ Zl= «§& _ I
x+ L

=|ol=0.
Homogeensuse aksioom kehtib, sest

G+ =l Ax+Z| = »W% I xse +z2l=
- R "Xx_q-)\'a“:lk\ "x42"

Kolmnurga vorratuse tdestamiseks vaatleme ekvivalentsi-

klasse + 2 Ja 0lgu £ > O suvaline etteantud
arv. Paktorruumi normi definitsiooni kohaselt leiduvad ele-
mend1d nit, et |yl €lixo+Z |+ £ ,<=4,2,
Kuna see juures € + siis

“(14‘*2)+(3"L"‘ 2l = t")? I N dyr ézns

Sl + gl < x, +Z [ +Ux,+Z -+
millest piiril, kui € O +tekibki kolmnurga vdrratus.
Teoreem on tdestatud.
Teoreem. Kui X on Banachi ruum ja f tema kinnine
alamruum, siis X/Z on Banachi ruum.
Toestus. Ruumi X/Z talelikkuse tdestamiseks nZitame,

et temas iga absoluutselt koonduv rida koondub. Eeldame, et

2| Z|| <oo. vValime nit, et |yl

<l <o+ Z h+ ,<€IN. Xuna Z n\-&k_" <oco ja ruum X o
w=A

talelik, siis eksisteerib summa y = > Y - TSestuse 15pe-

OO

22 . ~
tamiseks veendume, et 2 Kuna Z M~
K =4

w4

- (ZW x<-3\)+2) siis

Teoreem on toestatud.

Margime, et kui r3Zgitakse normeeritud ruumi X faktor-
ruumist X /2, siis eeldatakse alati, et Z on ruumi X
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kinnine alamruum.

§ 7% Topoloogilised wektorruumid

1. Topoloogilised vektorruumid ja nende nulli@mbrused.

Topoloogiliste vektorruumide teooria uurib kusimusi, mis
tulenevad algebralise ja topoloogilise struktuuri kooskolast.

Definitsioon. Topolooglliseks vektorruumiks nimetatakse
niisugust vekterruumf, mis on Ghtlasi topoleogiline ruum
ning milles elementide 1iitmine ja arvuga korrutamine on pi-
devad tehted.

01gu X topoloogiline vektorruum ule K . Liitmise Ja
arvuga korrutamise pidevus temas tahendab jargmist:

1) kui ja on summa x+¢y suvaline
fimbrus, siis leidub punkti > umbrus (Ll _ ja punkti 4
imbrus U.a nii, et *)

U +Uys U

Dkui AeK,xeX 3a on korrutise Ax su-
valine iumbrus, siis leidub € > O ja punkti >x {imbrus LLx
nii, et

MU Ui
niipea, kui | -X[< €.

Liitmise ja arvuga korrutamise pldevusest jareldub nende
tehete pidevus kummagl argumendi jargi eraldi, sest tilaltoo-
dud tahistustes = + uj < R 4< AU <
ning x € , kul |/u->~.|<

Iga normeeritud ruum on topoloogiline vektorruum, sest

*) Meenutame, et A,BcX , A€k ja >xe X korral
A+ B -{Q-Q- qu/%eBlj AA= {)\qzqu}) kus juu-
res ~A=(G-41)AJa x+A=A+x - +q:a~eAk.
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olles meetriline ruum, on ta topoloogiline ruum, kusJjuures
liitmine ja arvuga kerrutamine temas on pidevad tehted. Ka
ruum S on topoloegiline vektorruum. Norgima topoloogiaga
v ={g, X} varustatud vektorruum X on topoloogiline
vektorruum, sest X on mistahes oma punkti ainus timbrus.
Tugevaima topoloogiaga, s.o. diskreetse topoloogiaga varus-
tatud vektorruum X # {‘O.g aga el ole topoloogiline vek-
torruum, sest temas on rikutud arvuga korrutamise pidevus:
kui # O, siis qu {01 ja /u#O korral

px &

Topoloogilises vektorruumie on erilise tahtsusega null-
elemendi limbrused ehk nullitimbrused, sest nende nihetena
saab katte mistahes punkti limbrused. Seda naitab

Lause. Kui U on nullifimbrus, siis >+ L on punkti x
timbrus. Kui ULx on punkti > Umbrus, siis ux==c-*-u min-
g1 nulliumbruse WL korral.

Tdestus. Kuna ->x-+ X = siis nullifimbrusele L 1lei-
dub punkti x Umbrus ux nii, et ->+WU, < W enx

x + U, mistdttu L on punkti x {imbrus. Kuna
x+0O=x, siis flimbrusele L, 1leidud nullifimbrus V nii,
et x+VclU_enk V< - +U_ . seegaon Wl — —x+ LL
nullifimbrus, kusjuures W = W,

Lause on tdestatud.

Lause n3itab, et iseloomustades nullifimbrusi, iseloomus-
tame me lihtlasi mistahes punkti limbrusi. Vaatleme jirgnevalt
nullilimbruste lihtsamaid omadusi.

Lause. 0lgu A nullifimbrus. Siis AU on nullifimbrus
1ga A€ K \{01 korral ning leidub nullifimbrus V nii, et
V+Vc .

Toestus. EKuna A O =0, siis leidud nullifimbrus \/
nii, et Vol enk VC )\'u) mistdttu AW on kg
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nullitimbrus. Kuna Q+0=0, siis leiduvad nulliiimbrused v’
ja V' ni1, et V+V < WU, vittes V=V'N \/”) gsaame
ndutava nullitimbruse V

Lause on tdestatud.

Et Iga nulliiimbruse L korral -W on samuti nulliiimbrus,
siis x- A on punkti x f{imbrus. Ning punk*i mistahes
iimbrust vdib esitada ka kujul x— Lk) kus u on min-
g1 nullilimbrus.

Definitsioon. Nulliilimbruste siisteemi B nimetataxse
nullilimbruste baasiks, kui iga nulliiimbruse U kerral lei-
dub Ve nii, et Ve .

Niide. Olgu X normeeritud ruum ja BR=R (O/ tema

iinikkera. Si1s {— B: on ruumi X nulliiimbruste
baas.

Péhjendus. Iga nullilimbrus Wl sisaldadb mingit kera
B(o,n). Valides weN nii, et — <", saame A p—
=B(o,—)c Blon)c U,

Definitsioon. Oeldakse, et vektorruumi osahulk A on
tasakaalus, kui tingimusest (M| <4  jareldub, et NACA.

Lause. Iga nulliiimbrus sisaldab tasakaalus nulliiimbrust
ehk, teisiti Seldes, tasakaalus nulliiimbrused moodustavad
nullimbruste baasi.

Toestus. 0Olgu L suvaline nullilimbrus. Kuna Q-.-Q= O)
siis leidub € > O 3ja nullilimbrus V nii, et o V&
niipea, kui }/U-I €. Tshistades W = U{/«\/ i/‘k\ < R
naeme, et W C L. Et naiteks £ \/ on nulliiimbrus ja
eV c W, siis W en ka nulliiimbrus. Jiab kentrollida,
et W on tasakaalus. Eeldame, et |A|< 4 ja vaatleme
~<W. Euna xe/uv mingi j korral, kus siis

Xx € )g,lu\/c W, sest |>v/-\\$ Seega AW < W,

Lause on tdestatud.
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2. Hulgad topeloogilistes vektorruumides. 0lgu topo-

loogiline vektorruum.

Lause. Kuil A, B X ja on ruumi X alamruum,
siis

1) A=sN{A U:Ue mistahes nulliiimbruste
baasi korral,

2) A+B CA+8B,
3) XA =XA ,X#0,
4) Y on alamruum,

5) kui A on lahtine hulk, siis A+ B on lahtine
hulk.

Toestus. 1) Olgu 3 e A . Siis mistahes W € kor-
ral (x- u)ﬂA sest x~L on punkti x {imbrus.
Seega = -uwu=a ehk x - a w mingi we u Ja ae A
korral. Jarelikult x € A+ u.

01gu x< € [] iA+ W : ueil. Oletame, et x & A .
Siis leidud punktile x niisugune iumbrus W et

x5
W NA=g. olga WU x~ W, kus UL on mingi nullifimb-
rus. Valime V€ nii, et V< L. Sel juhul

U, nistdttu (=x-V)NA= @ ehk = + mis
on voimatu.

2) 0lgu xe A ja e B. sSisalduvuse x+ye A+R
nSitamiseks kasutame tingimust 1). Olgu |l suvaline nulli-
imbrus ja \V niisugune nullitimbrus, et V+\/ < L. Euna
tingimuse 1) kohaselt <& A+V ja g€ B+V, siis

x+\3eA+B+V+VC A+B + W, nistdttu

x+rye A+B,
3) 0lgu S koigi nulliiimbruste siisteem. Siis X #*0

korral

104



XA

A(nfA+U:UeBD=N{xA+ U UeR]=
ﬂ{XA+u:ue =A-K

4) Mittetiihi hulk Y on alamruum parajasti siis, kui
Y+Y <V Ja AYcVY iga el korral. Et sel juhul
Y+Y < ja AY¥=X2Y¥<  kui X #0O, fJa

oy ={oleYcy, sits Y en alanruum.

5) Kumna A+B=UJA+0:0e® siis tarvitsed
niidata, et A+  on lahtine hulk. Iga a+%e A+  kor-
ral leidub nulliiéimbrus W nii, et aa+ WL A (sest A
on lahtine), seega o+ b + LL < A + mistottu viimane
hulk on lahtine.

Lause on toestatud.

Jéreldus. Iga nullilimbrus sisaldab kinnist nulliiimbrust
ehk, teisiti Geldes, kinnised nullilimbrused moodustavad nul-
lilimbruste baasi.

TSestus. Mistahes nulliiimbruse |l korral leidub nulli-
fimbrus V nii, et V+ V< U, Kuid siis V =
=n{\/1.\,\/: W on nullfiimrusjc V+Vc U .

3. Topoloogilise vektorruumi eralduvus.Viimasele jarel-

dusele tuginedes pole raske toestada, et iga topoloogiline
vektorruum on topoloogilise ruumina regulaarne.

Teoreem. Topoloogiline vektorruum on eralduv parajasti
siis, kui [ f U -UWUe mingi nullilimbruste baasi b
korral.

Tdestus. 0lgu eralduvas topoloogilises vektorruumis

x#0O. Siis leidub U €B nii, et x & (L. Seega
¢ N{U: Ue mistéttu N{W . Ue -{ol.

Eeldame niiid, et N} W : U€ ja vaatleme
punkte #4. Bt x-4+#0, siis leidub UeH niy,
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et U. Valime nulliéimbruse V ni1, et V+ V< U,
Jasb kontrollide, et Gmbrused =-\/ ja g+ V ei loiku.
Kui nad loikuksid, siis leiduksid ~, ,~,e V nii, et

x-an, Y+ ehk x- = +,eV+V< W, mison
véimatu.

Teoreem an tdestatud.

Jareldus 1. Topoloogiline vektorruum on eralduv para-
jasti siis, kui o} ~{ok.

TSestuseks meenutame, et | = ﬂ{{oh- UW:Ue =
= { W:We t&‘g A

Jareldus 2. Topoloogiline vektorruum on eralduv ehk
Tz.‘ ruum parajasti siis, kul ta on To- ruum.

TSestus. Me teame, et 1ga |, - ruum on |, - ruum. Belde-
me, et topoloogiline vektorruum on | - ruum. Siis iga
korral leidud nullifimbrus L nii, et <& L vo1i
O¢ x- W, mis on ka samavaarne sellega, et x ¢ \L . See-
ga <& { WU: W on nullitimdbrus i, mistottu viimane uhis-
osa on [0 ning tegemist on ruumiga.

Margime, et kui vektorruumis X Ot vaadelda topo-
loogiat | SZf,Xg . 8lis saame naite topoloogilisest vektor-

ruumist, mis el ole T.o- ruum.

4. Neelavad ja tokestatud hulgad. Olgu X vektorruum

ja A,B<X. Ueldakse, et hulk B neelab hulga A , kui
leidub M >O nii, et \)\‘i/vt korral XA B . Tasakae-
lus hulk B neelad hulga A parajasti siis, kui leidud

>0 nii, et A C B, sest |A| < korral |—|s4
ning AMA = /-LAC BB,

Kui hulk B neelab iga fihepunktilige hulga, siis del-
dakse, et B on neelav hulk.

Ndide. Topoloogilise vektorruumi mistahes nullifimbrus

@m neelav hulk,
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Pohjendus. O0lgu lL nulliiimbrus. Vaatleme suvalist ele-
menti < € X ja nditame, et (A neelab hulga { . Kuns
Ox =0, siis leidub  >O nii, et |A| <AL korral
Axell ek X{xlc U,

Olgu x vektorruum ja hulk ACX neelav. Siis iga
x € X kxorral leidudb >0 nii, et pux € A) ehk, tei-
siti Seldes, leidub X\ > O nii, et xe A\ A . See asja-

olu veimaldab hulgale A vastavusse seada vordusega

PA(X)= {)\>O:xex xe X,
defineeritud funktsionaali : X [O/ oo) Funktsionaa-
11 nimetatakse hulga A Minkowski funktsionaaliks.

On selge, et neelav hulk sisaldab nullelementi. Jareli-
kult
PA(°)= Cvo? S{>\>O:O€>\,/A}= Cv\)?{>\> = 0.

Bdaspidi laheb meil veel $arvis Jargmist Minkowski funktsio-
naali omadust,

Lause. Kui neelav hulk A vektorruumis X on kumer
Ja tasakaalus, siis on poolnerm ruumil X) set. mista-

hes <, € X Ja /L~e||< korral

1° pa Pa(=) + Pa(y),
22 pa(mxd)=Ipl pa ().
Toestus. Valime jadad > O nii, et
pa(>), €< A Ja PaCd), G AL
Kuna A on kumer Ja -+ - A siis
Avp A= AT A kepA
Seetottu

millest piiril protsessis w — oo tekibki vorratus 1°.
Kui mM =0, siis vordus 2° kehtib. Eeldame, et

Kuna A on tasakaalus, siis mistahes v e K korral ilm-



selt
vxeA lvix<e A,

Seda arvestades saame
Pa(mx) = R {A>0: mxerAl-
= i {r>0: L xeAl=
= wf{x>0: -'I;T"-xe -
= {Imxv>0:
= Ipl g fv>on A= |l pat),

s*t. 2° kehtib.

Lause on toestatud.

Definitsieon. Ueldakse, et hulk A on tokestatud, kui
teda neelab iga nulliimbrus.

Hulga tekestatuseks piisab nouda, et teda neelab iga nul
litimbrus mingist nulliimbruste baasist ég" Toepoolest, igale
nullifimbrusele . leidub V < s nii, et V< WL, Eul
leidub fx>Q ni4, et ix korral A A V , siis
ka M A C L. Seega (L neelad A .

Arvestades, et tasakaalus nullilimbrused moodustavad nul-
lilimbruste baasi, saame

Lause. Hulk /\ on tokestatud parajasti siis, kui iga
nulliiimbruse W korral leidub >0 nii, et AcCUWU,

Niaide. Nermeeritud ruumi osshulk on tokestatud parajas-
t1i siis, kui ta on tekestatud selles normeeritud ruumis kul
topoloogilises vektorruumis.

Pohjendus. Olgu B - B(0,4) normeeritud ruumi fihik-
kera. Sils | — B: w€ DJ& on selle normeeritud
ruumi kui topoloogilise vektorruumi nulliiimbruste baas. Hul-
ga A tokestatus normi jirgi tdhendadb, et A < B (o, n)
mingi " >O korral. Naitame, et B neelab hulga A .
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Selleks valime o —;‘. Kui |>\l$/‘~, sils AMA< AnBc
< mNMB = B. Teiselt poolt, oletades, et A on to-
kestatud kui topoleogilise vektorruumi esahulk, saame, et

teda neelab iihikkera B . Jarelikult leidub 4> O nii, et
P ACH ek Ac - B(o, —

Jargmiseat tulemusest selgub, et iiks tokestatud nulli-

limbrus mé&rab taielikult &ra topoloogilise vektorruumi topo-
loogia (nii en see niiteks normeeritud ruumis).

Lause. Kuil topoloegilises vektorruumis leidub tokestatud
nulliiumbrus Lk,. siis mistahes Jada dl >0, _,.—» O, korral
on siisteem {}5; L :h,GIN} selles ruumig nulliiimbruste
baas.

Teestus. Bt U. on nulliiimbrus, siis O L on samuti
nullilimbrus. O0lgu V suvaline nulliiimbrus. Kuna UL on té-
kestatud, siis leidub /-k)O nii, et AU <V kui
IN|€ M. Valides niiiid w €N nii, et S, < J+ . saame si-
salduvuse W< V.

5. Kolmogorovl teoreem. Iga normeeritud ruum on topo-

loogiline vektorruum, kusjuures tema nullilimbruste baasiks
v3ib vétta siisteemt { — B(0, welN Ueldakse, et to-
poloogiline vektorruum osutub normeeritud ruumiks ehk on nor-
meeruv, kui tema topoloogiat saab anda normi abil; tapsemalt,
kui temal leidub norm nii, et i.—— B(o,4) 1 ne WJK moodus-—
tab selle topoloogilise vektorruumi nullilimbrust> baasi.

Teoreem (Kolmogorovi teoreem). Eralduv topoloogiline
vektorruum on normeeruv parajasti siis, kuil temas leidub
kumer tokestatud nulliiimbrus.

Pdestus. Tarvilikkus. Normeeritud ruumis kujutab thikke-

ra endast kumerat ja tokestatud nullilimbrust.
Piisavus. Olgu X vaadeldav eralduv topoloogiline vek-

torruum. Valime tema kumeras tokestatud nulliiimbruses sisal-
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duva tasakaalus nulliiimbruse ja tahistame selle kumera katte
t3hega (L. Pole raske vahetult kontrollida, et tasakaalus
hulga kumer kate on ka ise tasakaalus. Niisiis on L tekes-
tatud kumer tasakaalus nullitimbrus. Jarelikult kujutab tema
Minkewski funktsionaal endast poolnermi ruumil ,X,
Nditame, et on tegelikult norm. Kuna Pu(o): O, siis
J58b kontrollfda, et x = O, kui (x)=0O. Olgu
Pu(>)=0. Siis saame valida jada 3. >0 nii, et é;—»o
ja x € ﬂ{ W we IN}. Edasi kasutame seda, et nulli-
Gmbruse L tokestatuse tottu on 41, W : ne N{ nulli-
dmbruste baas ning ruumi eralduvuse tottu [) {éw U:ne N}=
= {o}. sdrelakuit x=o.

Niisiis oleme naidanud, et F‘L on norm topoloogilisel
vektorruumil X. 0lgu B = 8(o, A)= {xe X : .
Jaab tdestada, et {—‘- B:wne INS kujutab endast ruumi X
nulliiimbruste baasi. Seejuures kasutame ara asjaolu, et
{L W:ne N} on ruumi X nullifimbruste baas. Pole
raske vahetult kontrollida, et WcBac L. Kuna B
sisaldab nulliiimbrust LL, siis on B 1ige ning seega ka
kdik hulgad B nulliiimbrused. Need hulgad moodustavad
nullifimbruste baasi, sest mistahes nullifimbruse \ korral
leidub weWN nii, et W <V ning seetettu — Rc
c wucV.

Teoreem on tdestatud.

6. Vekterruumi topologiseerimisest. Olgu X vektorruum

ning olgu antud tema alamhulkade siisteem . Meid huvitab,
missuguseid tingimusi peaks rahuldama, et teda voiks
votta nulliimbruste baasiks mingile topoloogilise wekterrud-~
mi topoloogiale ruumis X. Vastuse sellele kiisimusele annab
jirgmine tulemus, mille toome &ra toestuseta.

Teoreem (vektorruumi topologiseerimisest). 01gu X
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vektorruum ja 5 ruumi X esahulkade stisteem. Kui

t3idab tingimusi

1) iga korral leidub We nii, et
wWec UNvV;

2) iga e xorral leidub nii, et V+Vc WU,

3) iga on neelav ja tasakaalus;

siis ruumis X on olemas parajasti iiks topoloogia, milles
X on topoloogiline vektorruum ja mille Jaoks on nulli-

Umbruste baas.

§ 8 . Iokaalselt kumerad ruumid

1. Lokaalselt kumer topoloogia ja poolnermid. Lokaal-

selt kumerad ruumid paistavad lldiste topoloogiliste vektor-
ruumide seas vilja eelkoige selle poolest, et nende topeloo-
gla on kirjeldatav analiuiitiliselt, nimelt poolnermide abil.
See asjaolu teeb lokaalselt kumerate ruumide kasutamise ra-
kendustes eriti kZeparaseks.

Definitsioon. Iokaalselt kumeraks ruumiks nimetatakse
niisugust topoloogilist vektorruumi, mille iga nullilimbrus
sisaldab kumerat nullitimbrust ehk, teisiti Celdes, milles
leidub kumeratest hulkadest koosnev nullilumbruste baas. Lo~
kaalselt kumera ruumi topoloogiat nimetatakse lokaalselt
kumeraks topeloegiaks.

Kuna topoleogilise vektorruumi iga nulliilimbrus sisaldab
tasakaalus nulliilimbrust, siis moodustades kumera nullilimbru-
se sees asuvale tasakaalus nullilimbrusele kumera katte, saa-
me, et mistahes kumer nullilimbrus sisaldab kumerat tasakaa-
lus nullilimbrust. Jarelikult voib lokaalselt kumerat ruumi
defineerida kui niisugust topoloogilist vektorruumi, milles

leidub kumeratest tasakaalus hulkadest koosnev nullilimbruste

baas.



Olgu X lokaalselt kumer ruum Ja tema nullitimbruste

baas, mis koosneb kumeratest tasakaalus hulkadest. Tahistame

pu: Ue
kus en hulga U Minkewski funktsienaal. Kuna iga
u € on kumer ja tasakaalus, slis iga p kujutab
endast peolnermi ruumil X ning naol on meil tegemist

poolnormide susteemiga ruumil X . Vastupidist olukorda kir-
Jeldab

Teoreem X. 0lgu vektorruumil >( antud poolnormide siis-
teem P. Koosnegu siisteem hulkade u(lo ;,)»):
={xe X: p(=)<)],pe?, 1 >0, kétkviimalikest 15plikest iinis-
osadest. Siis on ruumis X olemas parajasti iks lokaalselt
kumer topolooglia, mille jaoks Y5 on nulliiimbruste baas.

Tdestus. Kuna P on poolnorm, siis pole raske vahetult
kontrollida, et hulgad L(p ;) on kumerad ja tasakaa-
lus. Iga hulk U (‘o;)\,) on ka neelav, sest ta on tasakaa-
lus ja F<r(x>)v+4 x):P(x>)”+4‘>(z)<), tottu
Et nimetatud omadused sZilivad 16plike itihisosade moodusta-

misel, siis koosnebd kumeratest neelavatest tasakaalus

hulkadest, tiites seega vektorruumi topologiseerimise teo-

reemi tingimust 3). On selge, et rahuldab nimetatud teo-
reemi tingimust 1). Kuna U,(F)X) = U.(F)%‘_—'), siis
1ga W ¢ punul U € Ja L kumeruse tottu

— U 42U c U. Seega on tiidetud ka topologiseerimise
teoreemi tingimus 2).

Tdestuse 1dpetamiseks rakendame vektorruumi topologisee-
rimise teoreemi ja arvestame, et B koosneb kumeratest hul-
kadest.

Teoreem on toestatud.

Definitsiecon. Topolooglat, mille olemasolu vaidab teo-

reem 1, nimetatakse poolnormide susteemi ¥y Poolt mazratud
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v3: tekitatud topoloogiaks.

Teoreemi 1 kohaselt on poolnormide sisteemi poolt teki-
tatud topoloogia lekaalselt kumer. Alljargnevas naitame, et
kehtib ka vastupidine vaide - mistahes lokaalselt kumer to-
poloogia tekitatakse teatud poolnormide siisteemi poolt.

Eespool sidusime lokaalselt kumera ruumi X <tasakaalus
kumeratest hulkadest koosneva nullilimbruste baasiga pool-
normide slisteemi }Eg,. Tema tekitabki ruumi X topoloogia
nagu vaidab

Teoreem 2. Lokaalselt kumera ruumi topoloogia on masra-
tud tema poolnormide siisteemi poolt.

Téestus. VOib vahetult kontrollida, et iga (L €
ja A>0O korral

— U< UW(p M) U, (1)
Arvestades teoreemi 1, tarvitseb meil nzidata, et hulgad

W € 6. , A >Q, moodustavad vaadeldavas lokaalselt

kumeras ruumis nulliumbruste baasi. Vasakpoolsest sisaldu-

vusest (1) on selge, et iga ;AJ on nullitumbrus. Kuna
suvalisele nullifimbrusele V  leidub WU € nii, et

<V, siis parempoolse sisalduvuse (1) tottu LL(bu;4)C\[

Teoreem on toestatud.

2. Poolnormide keel. 0Olgu lokaalselt kumera ruumi >(

topoloogia mairatud poolnormide siisteemi P poolt. Ruumi X
topoloogiaga seotud mdisteid on véimalik valjendada ka pool-
normide abil n.8. poolnormide keeles. Peatume alljargnevas
topoloogia eralduvusel, hulga tokestatusel ja pere (véi ja-
da) koonduvusel.
Lause 1. Ruum )( on eralduv parajastil siis, kui
peO-0 VYpe = x -0, 2
Toestus+ Olgu A = ﬂ{LL(p)l):ye?,)&>og. Me tea-
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me, et X on eralduv parajasti siis, kuil A—{Olg. Kui
xe A, siis P(x)<)\, iga A\ >O Ja korral ning
seega F(X)=o iga Fe? korral. Teiselt poolt on ilmne,
et kui P(x)=0»|”e?) siis x € A . Niisiis

A - {xe X : =0 VY e ,
mistottu ruumi X eralduvus (s.o. A - ) on samavaarne
tingimusega (2)--

Lause 2. Hulk A <X on tdékestatud parajasti siis,

kui hulgal A on tokestatud iga poolnorm Set.
D
Ao < oo Vpe ¥
xe A
TSestus. 0lgu A tdkestatud ja pe Siis leidud
>0 nil, et mMAC U(p; 1) enk pe)< —  iga

x e A korral.
Eeldame niitid, et mistahes Fe? on huigal A tdkesta-
tud. Hulga A tokestatuse niitamiseks veendume, et suvaline

baastiimbrus U = (1 W (p,;N.) neelab hulga A . Olgu

_ by
el Pe(=) € kus «w >0, M= _H—:)“'M:S
Ja |>x\$/\4.. Kui xe A, siis FK(X)S
S M. X . Seega A u.

Lause on tdestatud.
Samasugune vahetu arutlus nagu lause 2 toestuses toestab
ka
Lause 3. Suunatud pere x_ koondub ruumis X ele-
mendiks x parajasti siis, kui Lowa P (:’(a( - :x):O iga

ey korral.
P

3. Lokaalselt kumerate ruumide nziteid. Selles punktis

aelgub muuhulgas, et lokaalselt kumera ruumi mdiste on olu-
liselt tildisem, kui normeeritud ruumi mdiste.

Naide 1. Normeeritud ruum normiga | -| on lokaalselt
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kumer ruum. Tema topoloogia on mi&ratud siisteemi Y =1 -
poolt, sest W (I-1l,X)=B(o,X) ja {BoX): A > 01
on normeeritud ruumi nulliliimbruste baas.

Naide 2. Kdigi arvjadade ruum S on lokaalselt kumer

ruum. Tema topoloogia on mazaratud poolnormide siisteemi

{ i ne NS poolt, kus

See, et P tekitab sama topoloogia, mille ruumi S kauguski,
selgub jargmises punktis tdestatavast teoreemist.

Niidet 2 tildistab

Niide 3. Olgu | suvaline mittetiihi hulk ja +(T)
hulgal | md&ratud arvuliste viirtustega funktsioonide vek-

torruum. Poolnormide siisteemi P = i Pa :{GTL kus
'3_‘:(1) = I::c(-t)| , xXe€& F(T))

poolt m3iratud lokaalselt kumcrat *orsloogiat ruumis F(T_)
nimetatakse punktiviisi koonduvuse topoloogiaks.

N&ide 4. 0lgu ] loigus %] 1dpmatult dife-
rentseeruvate funktsioonide vektorruum. Defineerime iga

w— 0,4,... korral

SRS o SN P
kus X = (+). Pole raske veenduda, et iga on
norm. Osutub, et slsteemi Y= {-F“ n-0,4,...% poolt
misratud lokaalselt kumerat topoloogiat ruumis C la}
ei ole voimalik tekitada tiheainsa mormiga.

Naide 5. Pohifunktsioonide ruum D (e, koosneb vahe-

mikus 'o) lopmatult diferentseeruvatest funktsioonidest

x, mille korral on kompakt-
ne. Vaatleme (2, %) alamruume {xe®(a, ).
Aupp x C K 15 , kus K< (a, fc) on kompaktne hulk. On sel-

ge, et 0 Ruumis
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midratakse lokaalgelt kumer topoloogia normide

P (=)= EE Ly =" W] n=01,...,
poolt. Ruumi nulliiimbruste baas moodustatakse ta-
sakaalus kumeratest hulkadest L < puhul
wnNg on ruumis &K &) nulliiimbrus iga K

korral. Kirjeldatud nulliiimbruste baas mdzrab lokaalselt
kumera topoloogia ruumis Margime, et ruum &(Q/

el ole metriseeruv.

4, Metriseeruvad lokaalselt kumerad ruumid ja Fréshet'

ruumid. V3ib juhtuda, et topoloogiline vektorruum kujutab
endast iihtlasi ka meetrilist ruumi (nagu niiteks kdikide
jadade ruum S ). Kud topoloogilise vektorruumi topeloegia
fihtib mingi meetrilise ruumi topoloogilaga, siis Geldakse, et
see topoloogiline vektorruum on metriseeruv. Kuna meetrilise
ruumi topoloogia on alati eralduv, siis metriseeruv topoloo-
giline vektorruum peab olema eralduv.

Teoreem. Kui eralduva lokaalselt kumera ruumi X topo-
loogia on m3dratud iilimalt loenduva poolnormide siisteemi
P iF e 1Tt )IC N, poolt, siis X en metriseeruv,
kus juures kaugust temas voib defineerida vdrdusega

S 3 SyeX.

2 AT P
Tdestus. Kauguse aksioomide kontroll on pohimdtteliselt
sama, mis ruumis S , kusjuures 1ldentsuse aksioomi juures
tuleb arvestada, et lokaalselt kumera topoloogia eralduvuse
tottu tingimusest p: (x- 94)=0,teT, jéreldud, et
x - O ehk = 3
Meil jaab veel tdestada, et lokaalselt kumera topoloogia
mSttes lahtised hulgad on tipselt need samad, mis meetrilise
ruumi topoloogiaski. Selleks piisab ndidata, et iga lahtine
kera B(a,n) sisaldab punkti o mingit ifimbrust kujul
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a+W, xus W=0N W (F’i ning iga niisugune
imbrus a+ L sisaldab mingit lahtist kera B (a n).

Vaatleme kera B(q}m)_ Valime n nii, et > —<—

Tzntd 2

ja moodustame W =) LL(\P;;%)_ Kui xea+ W enx
€ W, st1s p(x-a)<l,iel,ign, Ja jérelikult
Q(=,a)< 3T T <N enk > B(a,n). See-
ga a+ W < B(a,n),
Vaatleme nullifimbrust W = N L{,(F;.J )t‘),kus

La< <L 0lgu A= owdw §4, 0,0 ML Kut
py
9l <, < e p

p .
< 5, millest jireldudb, et p: (x-a)<X w=4, wn,

On selge, et sel juhul x~ e WL ehk xe a WU

Seega BB — < a+ W,

Teoreem on tdestatud.

Osutub, et teoreemi vaide on péoratav: kul lokaalselt
kumer ruum on metriseeruv, siis leidub {ilimalt loenduv
poolnormide stisteem, mis mdarab selle lokaalselt kumera to-
poloogia-

Definitsioon. Iokaalselt kumerat metriseeruvat ruumi,
mis on taielik, nimetatakse Fréchet' ruumiks.

Naiteks iga Banachi ruum on Fréchet' ruum. Ka s on

Fréchet' ruum.
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IV Lineaarsed operaatorid normeeritud ja

Banachi ruumides

Olgu X ja Y vektorruumid iile ihe ja sama korpuse K.
Definitsioon. Operaatorit A :X—  nimetatakse line-
aargeks, kui

n A("‘«*xz)=Ax,+sz,x4,'xleX (aditiivsus),

2) A(Ax)=XAx,xeX X eK (homogeensus).

Margime, et kui A on lineaarne operaator, siis A0=0

ning
A(Z xo=)= XA XK xeX nel
Naide 1. Olgu X =(g, i e } ja olgu

(Q:d)’ kus u.;erK) nxw maatriks. Siis maatriksoperaa-

tor A : ><~>y,

\ \ Ss o,
on lineaarne,
Naide 2. Olgu funktsioon s) pidev ruudus [a %] x
xla 7] Siis vordusega
(K § 3L, , tela,t],
maaratud integraaloperaator K : C[«, —C on lineaar-
ne.
Naide 3. Olgu X = C [a, =Cfa,t). sits  diferent-
seerimisoperaator [ = X~ ,(Dx)t) = on linesar-
ne.
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§ 1. Pidevad lineaarsed operaatorid

olgu X ja Y normeeritud ruumid. Siis, nagu meetri-
listes ruumides ikka, tahendab operaatori A-X—>Y pidevus
seda, et koondumisest jareldub koondumine A x —Ax

Kul operaator A on pidev ja lineaarne, siis

A(Z x\=2_:)x.<AxK

iga koonduva rea f puhul ruumist X gsest
(% W4 4 w =1

S IV VR

S

Lause 1. Lineaarne operaator A X on pidev punktis
x e X parajasti siis, kui ta on pidev punktis O,
Toestus. 1) Olgu A pidev punktis O. Kui x,—>x,

giis -0 ning A(xh— 0, s.t. Ax,_ - Ax-0 ehk
A —Ax.
2) Olgu A pidev punktis Kui siis

x  x ning AGa+x)9Ax, 8ete A x, +Ax — Ax
mis annab koondumise A . —> O.

Jareldus 1. Lineaarne operaator on pidev parajasti siis,
kui ta on pidev punktis O,

Jareldus 2. Lineaarne operaator on kas pidev voi ei ole
pidev mitte uheski punktis.

Definitsioon. Lineaarset operaatorit A-X-Y nimetatak-
se tokestatuks, kui leidub arv M nii, et NAxx|l< Mix|| 1ga
xeX korral.

On selge, et lineaarse operaatori A:X-Y tokestatus
tahendab arvuhulga “%"_“ s xe X\ tokestatust.

Lause 2. Lineaarne operaator on tokestatud parajasti
siis, kui ta teisendab iga tokestatud hulga tokestatud hul-

gaks.
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Toestus. Eeldame algul, et lineaarne operaator A

on tokestatud, s.t. leidub arv M nii, et ES R
xeX. Kui hulk E on t3kestatud, siis leidub n >O nii,
et |Ix|< . Seeparast, kui xe€E  siis A It <

<Mll=)sMr s.t. hulk AE on tokestatud.

Eeldame niiiid, et operaator A teisendab iga tokestatud
hulga tokestatud hulgaks. Siis hulk A B(0,4) on t3kestatud,
8.t. leidub arv M nii, et || A x| <M ,6xeB(0,4). Sellest

A
aga jareldub, et mistahes xeX\{cﬂs corrar A=W _

=||A — M, mistdttu A on tokestatud.

Lause on toestatud.

Teoreem. Lineaarne operaator on pidev parajasti siis,
kui ta on tokestatud.

Tdestus. 1) Olgu A:X Y tdkestatud, s.t. A=< M|x|

iga xeX korral. Olgu siis | A <M=, l-

mistdottu A Lause 1 pohjal on A pidev.

2) Olgu A: XY pidev. Oletame vastuvaitelimelt, et A

ei ole tokestatud. Siis leiduvad elemendid nii,
Xn " o A

et =7 —> 00, seega TA —> O (me voime eeldads,

et A mistahes welN korral) ehk m—?O. Kuna

siis - — on vasa-

tuolus A pidevusega.

Teoreem on toestatud.

{llesanne., Naidata, et reaalsetes normeeritud ruumides
tegutsev pidev aditiivne operaator on homogeenne, jareli-
kult lineaarne. Napunaide: toestada, et kui operaator A on
aditiivne, siis A(Ax)=AAx iga A€Q korral.

Teoreem. Loplikumootmelistes normeeritud ruunides te-

gutsev lineasrne operaator on pidev.

Téeatus. Olgu X Jja Y loplikumbStmelised normeeritud
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ruumid ning A: X—=Y 1lineaarne operaator. Naitame, et A on

tokestatud. Olgu ruumi X baas yiie, Jja ruumi hY

7/ 7/
baas = 2 Vaatleme suvalist elementi x =
Siis A x :A(Z ‘gilﬂ=i T Ac; Aval-

dades elemendid Ag.e) ruumi Y baasi kaudu, saame

3
= 2 S a:'\,-.., (1
CT4
mistottu
(a3 Mg / ™ w
Ax:(_‘:ZAE(ZQ;al;)=>_(Z A e’
Me teame eelnevast, et leiduvad C,>0 nii, et
c.omax | §{< \l% L il s ey eren 15,15

samuti leiduvad <, , >0 nii, et

4 d
e, Ah:l?;x_h‘ IPL:_)S "E VL-R- “S C, max 1vlzl )

LS
Jarelikult
<< ( = e )) (3.1
< ALe& 8% v s ‘Es"‘A“:M"xH)

kus ™M ei soltu elemendist x .
Teoreem on toestatud.
Markus, Teoreemi tOestusest selgub, et igat 10plikumodt-

melistes vektorruumidee tegutsevat lineaarset operaatorit

A X- voib vaadelda mastriksoperaatorina. Selleks tuleb
valida ruumides X ja Y mingid baasid b, R ja
e, . Siis elementide As?.a egitused (1) annavad

v xw maatriksi (CL;A kus juures suvalise elemendi x =

J

=3 ¥,2,eX kujutise A= =2 9:¢” koordinaadid

T =4
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Mo saadakse jargmiselt:

Jareldus. Loplikumddtmelisel normeeritud ruumil maaratud
lineaarne operaator on pidev.

Toestus, Olgu normeeritud ruumidest X ja Y ruum X
18plikumodtmeline ning olgu A:X-Y 1limeaarne operaator.
Voib vahetult kontrollida, et AX om vektorslamruum ruu-
mis Y. FNaitame, et Aiw AXsAimX. 0lgu Al X = .
Oletame vastuvaiteliselt, e$ Aiw AX >n. Siis leiduvad

linesarselt sdltumatud elemendid \, e AX. Va-
lime neile originaalid P e X, s.t. Ax;=uyg,
=4 4. EKuna diwm X=h,sils x,,..., on
lineaarselt sdltuvad, mistottu leiduvad ), X na

nii, et |2 f+. . +|Xni|#0 Ja X x 4. Siis aga

A<, +...+ )‘,\ﬂx”,):)‘,«aﬁ...+1M4~&M4=O, mis on vastu-
olus 4 lineaarse soltumatusega.

Lopuks jaab iile operaatorile A:X— AX 6 mis tegutsed
16plikumodtmelistes ruumides, rakendada teoreemi.

Jareldus on tdestatud.

Vaatleme veel paari pidevate ja mittepidevate 1lineaar-
sete operaatorite naidet ldpmatumdotmelistes ruumides. Pea-

tume eespool defineeritud integraal- ja diferentseerimis-

operaatoril.
Integraaloperaator K . C[a, t]— on tokestatud,
gseega ka pidev, sest
Z 5
K=l < 1§ € max S[3L(4, )| ()| dag
S| I, xe C ]
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Ka diferentseerimisoperaator D . C'f«,6]— Cfla, on

tokestatud, sest

o=lee o= gz 1= 0l

< + e a = .
S eten | =) oot | ho=llgagq o
Kuid diferentseerimisoperaastor D.C'fa t1- —

kus C [=2,¢] onruumi C &] normiga varustatud vek-
torruum C*'fa,t] — et ole tokestatud, sest valides
wt -
= saame = mistottu

J

1D ull=n I xull,nelN, ja 1P=all

§ 2. Pidevate lineaarsete operaatorite ruum

0lgu X Ja Y normeeritud ruumid ule korpuse K.
Vaatleme hulka (X,)’):{A: A on pidev lineaarne operaator
ruunist X ruumi y[. Kui AIB e¥d ja XelK, siis
defineerime

(A+B)x =Ax +B=x , xce X,
(M)x =X Ax, xe X.
Pole raske kontrollida, et A+Be £L(X, ja AA e
Veelgi enam, ef(x) Y) on vektorruum ile WK, kusjuures
nullelemendiks temas on nulloperaator O, mis on maaratud
tingimusega
Ox =0 V=xeX,

Osutub, et vektorruumi saab loomulikul vii-

8il muuta normeeritud ruumiks,

olgu A€ ¥(X,Y siis letdub M nii, et [|A |

¢ Mllx| iga xeX korral. Seega {\]Ax“;u A M].
Jarelikult {“Axll xi< €lR. Defineerime
NAY = TA =1,
<

Normi aksioomide kehtivust pohjendavad jargmised sama-

vaarsuste, vorduste ja vorratuste ahelad:
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1° Al-0oe lAx| =0
Wy €

S lAxli=0, e X, x4

S Ax=0,xeX  Iixl<4A&

<> Ax =0 V¥=xe X,
gsest kui || =<1 > giis eelviimagest tingimusest jareldub,
et Ax :lel\A(—)=O} kuns \\r:—“ W-1,

20 XAl = PAA x| =] WA= W = IXx|1tA)
i< 4 >
3° NA+RY = H(A+B) =g
EJEY
< (A=) + B>l <
Avp TA =i+ Aen Bl = AL+ IR
W ES R
Olgu A e Margime, et
MAxl<sMlixll VxeX 2 \\A“$M) (1)

sest ||All= supllAx|iefo,M]. Kehtib ka virratus

KA=N<HAN =N ¥xeX | (2)
seat kui <=0, siis Ax'-:O; kui aga # O, siis
\|Ax“=\|==||||A(‘,§“)“$Mx\|\|A“. Tingimustest (1) ja (2) jareldud

kohe, et
AN = fMeR: |AxIs Mlixll VxeX}.
Ulessnne. Toestads, et A..ut WA=l = sup A==
- LES L h>xi-A

= Aun NA| = da=h
N=0<A =40 W U

Teoreem., Kui X on normeeritud ruum ja Y Banachi
ruum, siis S£(X,Y) on Banachi ruum.

Toestus. Olgu A, € Cauchy jada, s.t.
JA.-All—>0. Naitame, et A, koondub, s.t. leidub
Aed(x)Y) nii, et [ A~ Al Q.

Yalime vabalt x & X ja vastleme jada A xeY.  see
jada on fundamentsalme, sest A =-A_ xkg KA AL )=,

kui n,w —oo. Ruumi Y taielikkuse tottu A _ > koondub.
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Defineerime operaatori A -X—Y geosega

A > = Q\:M , < & X .
Operaator A on lineaarne, sest A (x+x,)=
=l A“ +Qv‘ XZ‘A A Ja A()\ = Lo A“(kx)_

—>t Lo A > = XA,

Naitame operaatori A tdkeatatust. Jada A _ olles
Cauchy jada, on_tokestatud, s.t, leidub arv M nii, et
NA <M. Et aga NA.x|<IA JIx)\<Miixll iga xeX korral
ning normi pidevuse tottu l\A..x"T) WA= | siis WA > Il <
<M=\ iga >ceX korral.

Lopuks naitame, et |A.-Al O. Jada A, fundamen-
taalsust voime valjendada jargmiselt: iga € > O korral
leidub N nii, et A —A. <€ kui > N. Seega

I ~AL=lis A=Al < € >l
iga <eX korral, kui > N. Minnes selles vorratuses
piirile protsessis w.— gaame normi pidevuse tottu

NA, —Axlssl=l VxeX,
kui n > N. Seega
NAL-Al<
kai n > N, mis tahendab, et || A, - Al 0.

Teoreem on toestatud.

Markus., Teoreemi vaide on pooratav: kui normeeritud ruu-
mide X #{01 ja korral ¥ y) on Banachi ruum, siis
Y on Banachi ruum.

Lause. Kui X, Z on normeeritud ruumid, A ¢
ja BeX(Y,2), stis RAc ning {| BAN<URIHAY,

Toestus. Operaatori BA 1linesarsuse pdhjendavad vordu-
se

d
(BAXX1+ xz) - B('A\("«*xz)) -

= B(Ax,‘)ﬂ- B(A =<EA) x,\+(%/\\)xl)

(BAY(Ax) = B(A( =)= BAA=)=X B(A=)= X (RA) = .
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Kuna
NBA) >l =UB(A=IN < IBHHAx< UBIIAN =Y,
siis operaator BA on tdkestatud ja |BAN<SIBINAL.

Lause on toestatud.

Jareldus. Kut A —~ A ruumis £(X,Y) ja B,—B ruu-
mis L(Y,Z), siis B A, —SBA ruumis (x,2).

Toestuseks paneme tahele, et

I A.-BAl= (B -B)A.+B(A-A)|<
< | BINALI+HBY WA -Al—
—> OlIlAN+4BI O =0.

Ksjataeatatud lausest nahtub, et ruumis bf(x))() on
liitmise ja arvuga korrutamise tehte korval olemas veel ope-
raatorite korrutamise tehe: kui A B (x, siis
ABe¥(X,X), kusjuures kehtib vorratus | AR|< Al lIB). Lau-
ge jareldus vaidab aga korrutamistehte pidevust, Niisiis on
kdik kolm algebralist tehet ruumis of (X, X) pidevad.

Margime, et korrutamistehe ruumis £(X,X) ei ole uldi-
selt kommutatiivne, selle kohta pakuvad naiteid juba maat-
riksoperaatorid.

Kuna korrutamistehe ei vii valja ruumist Y (X X) siis
operaatori A e J(X,X) astmed

AT=AA" A= T | w=

)

kuuluvad ruumi (X,X), xusjuures
NASN < AT,
sest AN NANIAT 1< WAIT A" ) < WA

§ 3. Operaatorite normi arvutamise naiteid

Enamasti on operaatori A € af(X/‘j) normi [|A| arvutami-

ne definitsiooni

Al = A > || (1)
x4



pohjal kullalt tulikae, Seeparast tehakse tavaliselt nii,
et koigepealt tuletatakse (vdimalikult tapne) hinnang
NA x|l € M= (2)
millest jareldub, et
TAN < M,

Kuna

AL~ win {M: lA=I <€ M| VxeX],
siis voib oodata, et tapse hindamise (2) korral Al = M.
Viimase vorduse pdhjendamiseks jaab tdestada, et [|All M,
mida tehakse tavaliselt definitsioonile (1) tuginedes. Sage-
11 aitab siin jargmine lihtne

Lause. Kui leiduvad elemendid ja arvud M, nii,
et [Ax. |> iga w korral ja siia
A > M.

TOoestuseks margime, et iga n korral

AN > i
O e T

millest protsessis n —» oo saamegi vorratuse M< | Al
Monikord onnestub leida element > _#0O nii, et

HA <.l 2 Mll <, (uldiselt ei tarvitse niisugust elementi

X, olemas olla), ning siis kehtib lause pdhjal (kus =

- X, Ja M iga n korral) vorratus Al = M.

Naide 1. Eespool nagime, et maatriksoperaator A:

M

o=
"
Y

Ax =

M

on linessrne, Ta on ka pidev nagu mistahes lineaarne operaa-
tor loplikumddotmelises normeeritud ruumis. Leiame |All. Ku-

na [>x|= ISCI, siis
A

€iv€wn
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Axn= . Q¥°§6‘<

A< w a=4

< max Zla\angk(m“ Sl D=\,

Aci€wn =A

seega Al < feiem 2 |a; ' Maksimum saavutatakse mingi

indeksi ¢, korral, seega
>
rna (= Bt = Q N
4‘;.:»» 1=A l a‘ ‘ ""d\
Olgu >c Aloa ‘o"')) kus
kui <« %O
AQwn o — J',l P #9,
4 kui a =0

siis | < k=41 ja

A x|l ?1;§i Ay Ay @ | =
=2 langl= o e,

mistdttu ||A] = max (Q:a‘ |. Kokkuvottes oleme nai-
ys4

danud, et

Aci&w l:ﬂ

Naide 2, Ullesanne. Toestada, et sama maatrikeoperaatori

norm ruumis on
A - a
A 1:\—9 mas E ‘ l .
Naide 3. Eespool tuletatud hinnangu pohjal vdoime oelda,

et vordusega

(KX)G)=S 4) ‘e

J

maaratud integraaloperaatori K : C J—>Clakt] norm on
hinnatav jargmiselt:
[S
hK < ST )lda,
pidev funktsioon + — 2 [ K (t,a)|bs saavutab loigu Y|

mingis punktis T, makgimumi , s.t.
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[ 5
ST G, 1 = mas SIX )

agt<c L a
Vaatleme funktsiooni }((ic,a>) Ae (kus
on sama tahendusega nagu naites 1), UJldjuhul ei ole 7 ruu-
mi C(a &7 element, kill aga on 2 mootuv ning EICOIES
<A iga Ae t] korral. Luzini teoreemi pohjal voib
vaita, et iga £ >0 korral leiduvad x,e C[a,t] ja
Ecfe,%] nii, et m(E)< g , | <A, kui
se(a,el, Ja xo(a)= 2(4), kui sefa,&J\NE . Bt
| x. <4, 8iis

&
WKEZ TK xoll = max [§ 0 (b)) x(aydnls
¢
Z Hjé({‘-o,ﬁ) Ia(s)o(.'sl:‘ S
B, 63\E €
%
= u z(a)J;A—é 34&9,5)2(1)0‘61»éy&.p)xn(g)ol&lZ

> 013 (+.,9)]dn- 2 C 2,

kue €= wm |X(+)]. Kuna £ on suvaline, siis | K| =

>0l (. 5)|¢9\4 ning kokkuvottes oleme saanud, et

a x

K "C[Q,G]—a(:[a/bj Tact<h
Naide 4. Eespool saadud hinnangu pohjal voime ocelda, et

diferentseerimisoperaatori D :C ! [ca, L]— (,]) Dx = <
puhul |'D| 4. (Paneme tahele, et siin ei leidu funktsioo-
ni x,£0 nii, et kehtiks virratus ||Do.| = Il x|, sest
sel juhul O > "wax |x.(+)| ehk x_,=0_ ) Vittes

x,(t)- 2 saame D, =x,=">.. 0lgu - max =, (4)
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Kuna §Dx,ll~w X, Ja ix.l|= || Dsx, [+ .=(rt1)Nn, 8ll8

Do, = i |, millest jareldub, et D >
> Lo nevdi 4. Seega
"D"C‘rq L] -4

& 4. Zabreiko teoreem

1. Poolnormid ja nendega seotud hulgad. Olgu X vek-

torruum. Poolnormiks ruumil X nimetatakse kujutust
Pt X—»[R . mis rahuldab tingimusi

1° p(Ax)=1Xlp() Yielk,

2° P(:c,‘ + < P(x4)+ P(xl) Vx,ux,_é X.

Kuna P(o) = O (tingimuse 1° pohjal), siis poolnormil
jaab normi omadustest puudu vaid jargmime: kui F(x)= o,
8iis x =0,

Poolnormi definitsioonist jareldub, et iga
x e X korral, sest

0=p(@)=p(x+(-x)< pe)+ p(-x)= 2 p(x).

Naited. 1) Kui X on normeeritud ruum, siis
F(x)_.l\xll,xe)() on poolnorm.

2) Kui X on vektorruunm, y normeeritud ruum ja
A:X—>)Y 1lineaarne operaator, siis F(x):\le,", x<e X .
on poolnorm.

Olgu vektorruumil X antud poolnorm p- Defineerime
A>QO korral hulga

W, ={xeX : p(=) <
( U,,\ on kinnise kera analoog). Meil laheb vaja hulkade
W jargmisi omadusi.
Omadus 1. Kui xe lk,s) sils - x<e W, .

Toestus. Kui p(x) <4, siis P(“)= F(X)sa
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Omadus 2. Kui U, sits =—— e WU,.

Toestus. Kui F(x‘)a\:d ja p(x,)< A, siis F(x,wn,_\_

- %(F(=‘~) + P(n)) € ple)+  p(xy) €

Omadus 3. Kui x & Uw)siis £x € ui‘s iga € >Q kor-

ral,

Toestus. Kul p(x)<4, sils p(zx)=<¢ <TA.

0lgu nuud ja jargnevas X normeeritud ruum, Olgu p

ruumil X antud poolnorm ning lk,s) A>0, temaga seotud
hulgad. Normeeritud ruumi tehete pidevuse tottu jaavad oma-
dused 1-3 kehtima, kul nendes u,,! ja asendada vasta-
valt sulunditega LLQ ja Wgq,. PGhjendame seda naiteks
omaduse 1 korral, Olgu xX € u_,). Siis leidub € Uus)
x,5x. Kupa -x, €U, ja sils — x e W.
Lemma. Kui
B(an)cu,

siis iga T >O korral

B(o,sn)c U, .

Toestus, 1) Naitame, et _B-(-q/m)c U,. 01gu
xeB(~a,n). Sils - x€ B(a,n),
gsest

l=x-all=| Ol <
migtottu —x € U,,S.Jﬁrelikult ka
x - - e U, .
2) Naitame, et B(on)cW,. kut xe B(o,n), sits

x4 € B(q/n_) ning x-a ¢ mistottu x +ae W,

ja x-a €W, Jarelikult x = — *(x=ed¢

3) Lopuks naitame, et B(O}im)c Wge,. Kut
xe B(o,2n), siis — € B(o,n), mistdttu —e UL, . Jareli-
kult x — — e W cA -

Lemma on toestatud.



2. Zabreiko teoreem. Olgu P poolnorm normeeritud ruu-
mil X,

Definitsioom.. Ueldakse, et p on tokestatud, kui lei-
dub arv M nii, et
p(x) < M=l Vxe X.
Definitsioon. Ueldakee, et p on loenduvalt  pooladi-

tiivne, kui mistahes koonduva rea == >_ korral

K =A
Teoreem (Zabreiko teoreem)., Loenduvalt pooladitiivne

poolnorm Banachi ruumil on tokestatud.
Toestus, Olgu P loenduvalt pooladitiivne poolnorm Ba-
nachi ruumil X. Vaatleme hulki u,n X

site X = U U,N) sest iga xeX korral P(x)elR)

mistdttu leidub nwelN nii, et p(x)<w ning jarelikult
W Kuna kehtib ka vordus X — U siis Baire'i

teoreemi pohjal vahemalt tks (kinnistest) hulkadest U.w y

~ne N, sisaldab mingit kera, kusjuures voib eeldada, et

gsee kera on kinnine (sest iga lahtine kera sisaldab kinnist

kera). Niisiis voime celda, et mingi N€IN korral

uNDB(%N). Olgu M= Alljargnevas tdestame, et

<M=l iga xeX korral. Seejuures tugineme sisalduvusele

B(o,tn) < Ves>o,
mis kehtib lemma pohjal.

Olgu € >O suvaline arv. Valime £, > O nii, et

N> <. € (vittes naiteks = ——). Olgu xe X.
w=
susA B (o, =)= E(O) um\) mistdttu
x el Valime e W=t nii, et
bo=xhs .
Tahistades = x -3, , saame = kusjuures
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B(c, £4n). Kuna qi€ Wy, siis leidud U‘:,N nii,
et

Tahistsdes - §am>a, 8m8mE Y, = 3, kusjuures
Yo € B(o,2,0). Niiviisi jatkstes konstrueerime jadad
ja nii, et

\é“ = D(-h_‘_ A “+ 4>
B (o,
Kehtib vordus > — > x,  sgest

x = 3, = >, + -+ L= X+ 0+ +

mistottu
o
= -2 > | =||‘3w||$ LN — O,

Poolnormi P loenduva poolsditiivsuse pohjsl

p(=) < 5T p(n) <

N+, N+ +<. N+ =

= Mllxll+§ €N = Mll=<ll+<.
Et £>O on suvaline, siis p{(x) < Mix|.
Teoreem on toestatud.
Ulesanne, TOestads, et normeeritud ruumil maaratud pool-

normi tokestatusest jﬁreldub tema loenduv pooladitiivsus.

§ 5. Untlase tOkestatuse printsiip

Vaatleme pidevate lineasrsete operaatorite jada
A eg?(x)yn)) kus X ja Y  on normeeritud ruumid.
Definitsioon. Oeldakse, et jada A.,L on punktiviisi to-
kestatud kdoikjal ruumis X} kui iga xeX korral arvjada
fA x|l on tokestatud (s.t. leidub arv M (mis sdltub uldi-
gselt elemendist > ) nii, et |JA, x||[¢M iga ne&WN korrsl).
Margime, et kui ||A, || on tdkestatud, siis jada

on tokestatud punktiviisi, sest NA_xU<IA I IxNg

133



< W) sl
Teoreem (uhtlase tokeatatuse printsiip). Olgu X Banac-
hi ruum ja Y _ welN normeeritud ruumid. Kui jada
on punktiviisi tokestatud, siis normide jada
A, ll on tokestatud,

Toestus. Olgu jada punktiviisi tokestatud. Siis
saame defineerida funktsionaali p(x)= AL x|l,xe X, mis

on poolnorm, sest
1 p (A=)~ Aup LA (Al -

I aep TAL=N = IXp (),

2° p (e )

{

w\"’ "Ah.()‘\*xl)” <
n

A

(WAL=, I+ AL 1)<

N

Aup WA s+ aup Il x, )=

p(xa) + p(=a).

Naitame, et see poolnorm p on loenduvalt pooladitiivne.Ol-
o0

gu X = > Arvestades, et A on pidev ja lineaarne,
saame
pGe) = hAL(CE =) - = I <
=4 h, w =A
< Aup 2 AL § € NA, > =2 p(=.).
" w-A = n w4
Zabreiko teoreemi pohjal on p tikestatud, s.t. leidub arv
M nii, et
Anp o lls M x| Uxe X,

millest jareldub, et

NAL, NEMixl Vxe X, VuelN,
ehk WA, IsM 1iga we N korral.

Teoreem on toestatud.



§6. Banach-Steinhauei teoreem

Olgu X ja Y normeeritud ruumid.
Definitsioon. Ueldakse, et operaatorite jada Aw?X—)y
koondub punktiviisi ehk koikjal ruumis X-) kui iga > e X

korral jada A,v koondub ruumis Y_
KG6ikjal koonduva operaatorite jada Ah: korral
saab defineerida piiroperaatori A . vordusega
Ax = A. , xeX.
Lause, Kui koondub koikjal Banachi ruumis

X ja A on jada A, piiroperaator, siis Ae (x)y)
Toestus. Piiroperaatori aditiivsuse saame jargmiste vor-
dustega:

A(x,"f xl): Aw()(“-ﬁ- xz)z A“xl):

-~ L x, + Lo x, “’szx

homogeensus pohjendatakse analcogiliselt.
Naitame piiroperastori tokestatust. Et iga xeX korral
koondub, siis jada |[A. x| on tOkestatud ning uhtlase
tokestatuse printsiibi pohjal leidub arv M nii, et A, l<
iga we& N korral. Kasutades normi pidevust, saame nﬁﬁd)
et

BA>x = 8m A x| = Mil<t ¥YxeX,

Leuse on toestatud.

Definitsioon. Hulka E < X nimetatakse pohikulgaks nor-
meeritud ruumis X) kui FE) =X (s.t. hulga E 1lineaar-
ne kate on koikjal tihe).

Teoreem (Benach-Steinhausi teoreem). Olgu X ja y  Ba-
nachi ruumid ning E pohihulk ruumis X . Jada Awe gi’(x}y)
koondub koikjal ruumis X parajasti siis, kui on  taidetud

jargmised tingimused:
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N IMeR, A€M VYueN,
2) 3 Lw A x Vxe E

Toestus., Tarvilikkus. Tingimus 1) jEreldub uhtlase to-

kestatuse printsiibist, sest kuna jada x ,w €N, koondub,
siis on ta ka tokestatud. Tingimus 2) on triviaalselt tai-
detud.

Piisavus, Naitame koigepealt, et
3 [-CW\. VX € g(E).
Olgu x e f(E). sits x= XA:;x-, kus >;efE Ja X ek,

Kuna iga t=4,...,m korral jada A, x- koondub, siis

koondub ka jada A _>x — 5 x; A, x:.

0Olgu nund e X, Toestame, et jada A koondub. Ruumi
Y taielikkuse tottu piisab naidata, et A on Cauchy ja-
da, Olgn €>O suvaline arv, Et (€)= X, siis leidud

£(E) nii, et fx-2|< H£+ . Seda arvestades saame, et
TA,x -~ A xI=lA G-2)+(A 2- A 2)+A, (2-x)| <

S HALI =20+ llA 2~ Az i+ A ] 2=l <

< tlAz- AL 2.

Kuna =z € ¥ (E), siis A_ 2 koondub, olles seetdttu Cauchy
jada. Jarelikult leidub N nii, et kui wn,wm >  siis

\lAhz—Am2H<§_.SEEGS kui >N, siis
“wa-Amx"< +—§— = €.

Teoreem on toestatud.
Eespool tOestatud lauset arvestades saab Banach-Stein-
hausi teoreemi esitada jargmiselt.

Teoreem., Olgu X Banachi ruum, Y normeeritud ruum Ja



£ pbhihulk ruumis X Jada :B(x.y) koondub punkti-

viisi operaatoriks of A,x—-Ax iga sce X
korral) parajasti siis, kui on taidetud jargmised tingimu-~
sed:

N 3IMeR A NI M N

2

2) A.x—> Ax VxeE,

Toestus, Tingimuste tarvilikkuse pahjendamisel ei muutu
midagi vorreldes eelmise teoreemiga, gseeparast vaatleme
piisavust.

Analoogiliselt eelmise teoreemi piisavuse osa toestu-~
sega saab naidata, et kuna A“x — Ax iga xebE korral,

siis A ,x— Ax 1ga xe¥(E) korral. Olgu antud  suvaline

xeX ja < > O. Valime ae&’(e) nii, et |jx- | <
_— —_— . ni a t
< T lM+4’nA||+4g’n ng seejarel arvu N nii, e

-Az|< —, kui n>N. Kui niiid n > N, siis

fA, > ~Ax)<llAnx-Azi+1A =2 - Aal|+

+1A2~Ax|I< Mlix-2ll+ +|lAllz-=)<

Seega iga xeX korral.

Teoreem on toestatud.

Markus, Kummagi teoreemi piisavuse osa toestamisel ei
kasutatud ruumi X taielikkust.

Naide, millest selgub, et Uhtlase tokestatuse printsii-
bis ja Banach-Steinhausi teoreemis on ruumi X taielikkus
oluline,.

Vaatleme ruumi alamruumi X = {( I )EK'O,Q‘___):
r\e\Nl)mis koosneb nn, finiitsetest jadadest (s.t. Jada-
dest, milles voib olla ainult laplik arv nullist erinevaid
liikmeid). Ruum X ei ole ruumis Ql kinnine, sest
X#  kuid X = mistdttu X # X . Seega el ole ruum X
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teielik. Defineerime operastorite jada

Siis F(X,L,), kusjuures A, |l=w. Kuid iga xe X
korral A, x—0, sest A, x=0, kui n on killalt suur.
Bsnach-Steinhausi teoreemi rakendamisel on kasulik tun-
da pohihulkasid konkreetsetes Banachi ruumides. On  selge,
et 10plikumddtmelistes ruumides X =m,_ ja X:Qr, on pohi-
hulgaks naiteks hulk E = ,0),(0)4,0)...)0)).

[N ] ..y,
)

(o)._,)O}A)E , sest siin isegi (E):X, Hulk fl_‘ Cve N

kue 2. =(0,...,0, , on pohihulk jadaruumides ¢, Jja

gest iga element x:(EO nendes ruumides avaldub ku-

jul x =3 &_¢_ (mida voib vahetult kontrollida, vt. ka

§2 jargmisest peatukist), Olgu veel 2= Siie

! K‘.Kéh\” on pohihulk jadaruumis <, sest (nagu jallegi

vahetult kontrollida voib) iga mille puhul

Lo avaldub kujul <= §2 + > (Z.- . Ruumis
on pohihulgaks E:{@-{;) +75...1, sest koigi po-

lunoomide hulk ;P(E) on kdikjal tihe ruumis ¢]. Lu-

zini teoreemile toetudes ssab nEidata, et sama hulk moo-

dustab pohihulga ka ruumides | _(a, ), P oAl

§ 7. Banachi teoreemid poordoperaatorist

Meenutame, et kuil operaator A:X—))J on bijektiivne
(s.t., injektiivne ja surjektiivne), siis on voimalik defi-
neerida poordoperaator A :Y — X vordusega A~ 'y = =,
kus Ax=w,

Lause. Olgu X Ja Y vektorruumid ja operaator A:X-)Y
bijektiivne, Kui A on linesarne, siis A Y- X on
ka lineaarne.

Toestus., Kui ja A A x, , 8.8,

J
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A7*1v3l= A siis tuginedes operaatori A aditiivsu-

sele, saame

Ad(‘an“ ‘6:.) = Ad(A x,+ Asy)= ATA (ca+ x,)=
= K, = A -+ A \az
Analoogiliselt, kui Y€ Yy ja A Y= 8. t. \6=Ax, giis

operaatori A homogeensust kasutades saame
A'Ov = AT(AAx) = ATAG) =X x = NA 4
Teoreem, Olgu X Ja Y Banachi ruumid ning operaator
Aed(X,Y) bijektiivne. Stis A e £ (Y, X).
Toestus, Me teame juba, et A™': Y—X on 1lineaarne.

Seega tarvitseb naidata tema tokestatust. Defineerime ruu-

mil Y poolnormi vordusega
-4
On selge, et operaatori A~  tokestatus om samavaarne

poolnormi P tokestatusega, mis omakorda jareldub, nagu
vaidab Zabreiko teoreem, P loenduvast pooladitiivsusest,

Naitame niisiis, et p on loenduvalt pooladitiivne. Olgu

Y= > koonduv rida ruumis Y. Kui Ig( —_
— oo siis loenduva pooladitiivsuse vorratus

< ;_’ p(4<) kehtid triviaalselt. Kui - s.t.
§2 giis rida >_ koondudes ab-

-4

soluutselt, koondub ruumis X . Olgu =x = pas A_“*a'.. Ku-

oo

na A x = A(EAA-‘BK):Z“AA—“B‘ = KZ \3" :3) giis

=A

PCa) = pA=)= 1A A=l = I=li= 1 Z Ay 1<

S AT = = plya).
Teoreem on toestatud.
Toestatud teoreemi sisu valjendatakse ka jargmiselt:Ba-
nachi ruumide korral algebraline isomorfism (s.o. bijek-

tiivme lineaarne operaator (ka tema poordoperaator on 1line
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aarne)), mis on pidev, on uhtlasi ka topoloogiline isomor-
fism (s.0. bijektiivme pidev operaator, mille poordoperaa=-
tor on pidev).

Margime, et normeeritud ruumides tegutseva pideva 1li-
neaarse operaatori poordoperaator ei tarvitse pidev olla.

Naide. Olgu X = Cf0,A] ja C*(o,4] : y4(o)= 0}
varustatud ruumi C{0,A] normiga. Vaatleme integreerimis-
operaatorit Aec , (A =S ,tefo, 2], s
diferentseerimisoperaatorit D: V- ¥ , (™ 4 ) = + €{0,4]
Voib vahetult kontrollida, et DA=T ja AD=1. Jareli-
kult on A bijektiivme ning A D. Seejuures D ei
ole pidev, sest jada wt pubul | LA“ \—>O, kuid

“Dka.\“— wmax | ecosnt| - 4 Q.

0s1%4

Kuna normeeritud ruumide korral ulaltoodud teoreemi
poordoperaatori pidevusest uldiselt rakendada ei saa, siis
osutub kasulikuks

Lause. Kui X Jja Y on normeeritud ruumid ning linme-
aarge surjektsiooni A. X-Y puhul leiduvad arvud M>o
nii, et

il S HA=|l € Milxll VxeX,
sits A on bijektsioon, A€ L(X, ja ATe 2 (Y, X).

Toestus. Kuna B giis tingimusest Ax -O
jareldub, et —~©O . Seega operaator A on bijektiivne
ning A" 1lineaarme. Et A x=|< M=l siis Ac ;E(x)y)
Kuna | A7 (As)l=l=lis— NAx), sits AT'e Y (V, X).

Lause on toestatud.

Lause eeldusi rahuldab naiteks isomeetriline isomorfism
(ehk lineaarne isomeetria), s.o. niisugune lineaarnme sur-
jektsioon A: mis sailitab normi, s.t,

HAN =i Vxe X,
Veatleme Banachi ruumi X thikoperaatorit Ie:f(x,x)_
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On selge, et | on pooratav ja | ‘= ]. Alljargnevast teo-
reemist ja tema jareldustest selgub, et kui operaatorit I

pisut muuta, vaadeldes tema asemel operaatorit I—A » kus

AUl on piisavalt vaike, siis | on samuti pooratav,kug-
Jjuures on olemas ka poordoperaatori (I '.tA) arvutamise
valem.

Teoreem (teoreem ﬁhikoperaatorile lahedase operaatori
pooratavusest). Olgu X Banachi ruum ja operaator
Aef(X X) selline, et A< 4. Siis operaatoril I - A
on olemas poordoperaator (I-A) '€ £(X,X); seejuures

(1-AY'= = A< (1)
kus rida (1) koondub ruumis (X, X).
Toestus. Kuna [Af< 4, seiis <= A<

mistottu rida (1) koondub absoluutselt. Et Q(X,X) on Ba-
nachi ruum, siis rida (1) koondub ruumis (X, X). Olgu

B - >_ A . Jsab toestada, et on olemas poordoperaator

(I-A) ja (I-A) '~ B. Selleks tarvitseb kontrollida
vorduseid B(T-A)=1 ja (T-A)B=T. Piirdume neist
egimesega, teist kontrollitakse analoogiliselt. Operaatori-

te korrutamise pidevust kasutades saame, et

BI-A)=(tim T ANT-A)=  _ A- 5= A"
= Lin (T A"- 5 A%)= Lem (T- A2
=T-Lwm 1-0=T,

sest A~ ) <A™ — 0,

Teoreem on toestatud.
fl1esanne. Toestada operaatori 1 ~-A pooratavus asja-
toestatud teoreemi eeldustel, rakendades vorrandile sc =

=Ax+3 Banachi pusipunkti printsiipi.
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Jareldus 1. Teoreemis opersatori A kohta tehtud eel-

dustel on olemas (T+A) ‘e L(x,x) ja
(T+AY =

Toestuseks rakendame teoreemi operaatorile -A.
Teoreemi ja jareldust 1 uldistab
Jareldus 2 (teoreem pooratavalo operaatorile lahedase

operaatori pooratavuseet). Olgu X Jja Y Banachi ruumid.

Kui A, Be \\’p(x)y),A-éé‘f(.Y,X) ja IBll< —— eiila on
olemas (A+B) X) ning
(A+8)"= = (-0 (A"B)A™ )

kusjuures rida (2) koondub ruumis (Y,
Toestus. Paneme tahele, et A+B =A(T+A R). Kuna
NAT'BI<IA™ | IRy < A, siis eksisteerid (T+ A'RY =
= > () (A'B)“. Jarelikult on olemas ka (A+B)’=
~ (T~ A"B)- A’ ning kehtib vordus (2).
Markus., Avaldistest (1) ja (2) jarelduvad vastavalt
A -
hinnangud (T *A) li< ToTAl ja I](A +R) I <

AT
A=A TERI

§8. Lineaarsed operaatorvorrandid

Selles paragrahvis puudutame ainult koige uldisemaid
vorranditega seotud moisteid ja omadusi ilma vorrandite
teooriat sugavamalt kasitlemats.

olgu X ja Y vektorruumid ning A .X—>Y 1lineaarne
operaator.

Definitsioon. Operaatori A tuumaks ehk nullruumiks

nimetatakse hulka A ( :Asx=0t , A tuuma
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tahistatakse simboliga Ker A voi N(A). Operaatori A
vaartuste hulgaks nimetatakse hulka A X ={A x: te-
da tahistatakse ka sumboliga Im A vdi R(A).

Operaator A on injektiivne parajasti siis, kui
Ker A ={0}. Tema siirjektiivsus tahendab aga virdust
Im A=Y,

Vaatleme vorrandit

= (1)

kus 36)’ on antud ja xeX on otsitav element. Elementi
Y4 nimetatakse vorrandi (1) vabaliikmeks, Vorrandil (1
eksisteerib lahend parajasti siis, kui %eIm A . Lghend on
olemas iga korral parajasti siis, kui Im A=) ehk
/\ on sﬁrjektiivne. Lahendeid ei saa mitte ﬁhegi vabaliik-
me korral olla rohkem kui uks parajasti siis, kui }\
on injektiivne enk Ker A—{OS. Vorrand (1) on iga
korral lheselt lahenduv parajasti siis, kui Ker A={o} Ja
Im A=Y, s.t. A on bijektiivne, mis tahendab veel seda,
et eksisteerib A™': Y — X . Sel juhul on vdrrandi (1)
(ainsaks) lahendiks antud Y4 korral x = A

Vorrandile (1) vastavaks homogeenseks vorrandiks nime-
tatakse vOrrandit

Ax = .

Tema lahenditeks on parajasti Ker A elemendid.

llesanne, Naidata, et Ker A on vektoralamruum ruumis
X Jja Iwm A on vektoralamruum ruumis Y.

Lause. Kui X ja Y on normeeritud ruumid ning
Ae&p(X,)'), siis Ker A on kinnine alamruum ruumis X

TOestuseks margime, et kui Ker A (s.t. A, =0)
ja . , siis A pidevuse tottu Ax_ =0 — Ax.
Seega A x -0 ehk > < Ker A,

fllesanne. Leida naide pidevast lineaarsest operaatorist
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A, mille vaartuste hulk Im A ei ole kinnine.

Kui X Ja Y on normeeritud ruumid, siis operaatori
A~ Y= X pidevus tahendab vorrandi (1) lahendi >c¢ pi-
devat soltuvust vabaliikmest ; e.t., kul vabaliikmete ja-
da M, koondub vabaliikmeks u , aiis vastavate lahendite
Jada o<, koondub lahendiks . Eelmise paragrahvi tule-
mused annavad piisavaid tingimusi vOorrandi (1) uheseks la-
henduvuseks iga vabaliikme korral ning lahendi pidevaks

soltuvuseks vabaliikmest,

§ 9. Lahtise kujutuse printsiip

Pidevat operaatorit iseloomustab teatavasti asjaolu,et
lahtiste hulkade originaalid on 1lahtised. Seevastu lahti-
se hulga kujutis pideva operaatori rakendamisel ei tarvit-
ge uldiselt lahtine olla. Operaatorit, mis kujutab koik
lahtised hulgad lahtisteks, nimetatakse lahtiseks.

Lause. Bijektiivne operaator on lahtine parajasti siis,
kui tema poordoperaator on pidev,

Toestus. Olgu A:X—-Y bijektiivne., Kuna A(G) -
= (A (G))G c X, siis A(G) on lahtine iga lahtise
hulga G < X korral parajasti siis, kui operaator A on
pidev,

Lauae. Olgu X Jja Y normeeritud ruumid. Lineaarne
operaator A :X-Y on lahtine parajasti siis, kui iga
n»0 korral leidub n'>0Q nti, et B(o.n")c A B(o,n)

Toestua. 1) Kui A on lahtine, siis lahtine hulk
AB(O,"') peab siaaldama mingit kera B(-O)"L/), sest

oe ABR(o,n).

2) 01gu G< X 1ahtine hulk. Naitame, et hulk A G
on lahtine. Vaatleme suvalist elementi Y c AG. Siis lek
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dub <€ G nii, et ‘S—Ax. Hulga G 1lshtisuse tottu on
olemss B(x,n)c G, ~Naitame, et Vaatleme
suvalist elementi xé'e B(xa,n.'). Siis y-ye B(o,n)c
c AB(o,n), mistdttu leiduv = B(o,n) nii, et Az=
=y A x ehk ua'= Az +Ax-A(2+x). Kuna

x| =fzli<n, 8ii8 2+ x e B(x,n) G, mistdttu

Lause on toestatud.

Jareldus. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning
A X-Y lineaarne operaator. Kui A on lahtine, siis ta on
eurjektiivne.

Toestus. Lause pohjal leidub n>O nii, et B(0O,n)c
c AB(o,4)c Tm A. Kui Y\{o},siis 4 € B(o,n)
c Im A, mistdttu leidub xe€ X nii, et 5 8= Ax ehk

A N\

Naide. Olgu X /Z normeeritud ruumi X faktorruum ja
% : X—> X/Z kanooniline kujutus. Siis iga n >O korral
» B(o,n)= ning seega on ® lahtine kujutus.

POhjendus. Vorratuse || ®(=)ll= ¥ Ball < =il poh-
x x.)

jal voime oelda, et kui || <n, siis || (x)i<n,
mstdttu % B(o,n) < B(O). Kui aga x=(x) e B(0, siis

= ()] = lu < ning seeparast leidub ue X nii,
® C

P=2cx)
et *(‘3)’ »(x) ja ||\3\|< L. See aga tahendab, et
3 » B(on) millega on ndidatud ka sisalduvus
B(o,n)< = B(o,n).

Teoreem (lahtise kujutuse printsiip). Olgu X ja Y
Banachi ruumid ning L(X,Y). Kui A on siirjektiivne,
siis ta on lahtine, kusjuures on olemas niisugune arv M>O/

et iga korral leidub xe X nii, et 4 =A ja
h=l< Myl
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Toestus. Olgu A €¥(X,V) siirjektiivne. Olgu Z = KerA.

Siis 2 on ruumi X kinnine alamruum., Vaatleme kanoonilist

kujutust : X— X/Z. Kuna % on surjektiivne, siis saa-
me defineerida operaatori

X — Y A,:X/2-)Y vordusega Ao(x(x))-AxJ

x\ /}‘Ao x e X. Operaator A, on kor

rektselt defineeritud, sest kui
= (x)= sits x-x"e Z,

mistdttu A  -x")=0 ehk Ax Ax.Operaatorite A jam
lineaarsusest ning R surjektiivsusest jareldudb operaatori
A, lineaersue. Kuna J A, (x+Z)|<IA |<IAN ', 20k
=x+ sits A (=+2)| < |IA||:(1)=X*.|£"‘-'“ = LAl lx+2||’
mistottu A, on ka tokestatud. Et A on surjektiivne, eiie
A, on samuti surjektiivne. Kuna A 0 puhul Ax=0o
ehk siis = Etaga Z on ruumi X/Z null-
element, siis Ao on ka injektiivne, Niisiis on A, Banac-
hi ruumide pidev lineaarne bijektsioon. Rakendades Banachi
teoreemi poordoperaatorist, saame, et A;1 on pidev operaa-
tor, mistottu A_ ise on lahtine operaator. Kana ja A on
lahtised, siis ka A=A°R on lahtine operaator.

Naitame, et teoreemi teine vaide kehtib mistahes
M> A}l korral. Vaatleme suvalist elementi Kui
4=0, siis vottes x =0, naeme, et | x || < M| 4ll. Olgu
4 #0. Tahistades z = A.' saame [z < AT gl < Milyll.
Kuna 2 € B(O)M I\‘all)= = B(o, M\I\aH))Biis leidub

B(o, ja seega Hx\\(M)I‘aI nii, et 2 =R x ehk
4= Ax,

Teoreem on toestatud.

Ulesanne. Jareldada lahtise kujutuse printsiibist Ba-

nachi teoreem poordoperaatorist, mis vaidab, et Banaohi ruu-
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midee teguteeva bijektiivee pideva linesaree opersatori

poosrdoperaator on pidev.

§ 10, Teoreem kinnieeet graafikuat

Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Meenutame, et ruumi-
de X Jja Y  oteekorrutiseke nimetatakae hulka X =
= {(x,%): X Otsekorrutis XxY on vektorruum,

kusjuuree tehted temae on defineeritud verduetegs

ning nullelemendike on (O)O). Oteekorrutieee véib normi

mitmeti defineerida. Varustame otaekorrutise X x normi-

N, )l = Ul + gl

Koondumine ruumia X*Y on samavaarne koordinaatide koon-
dumisega: ) tahendab seda, et x Ja
Kui X 3ja Y on Banachi ruumid, siis ka X x Y
on Banachi ruum.

Definitsioon. Operaatori A .X->Y graafikuks nimeta-
takse otsekorrutise XY  osahulka {(x,Ax)eXx):

Operaatori graafiku moiste uldistab vahetult matemaati-
lisest analliisist tuntud funktsiooni graafiku moistet.

Lause. Lineaarse operaatori A .X=) graafik on vektor-
alamruun ruumis X x Y,

Toestus. Vaadeldes operaatori A graafiku elemente
(x,,Ax,) 3a (x,,Ax,), ndeme, et (x4 A%, )+ (A =
= (xq4 3y, Ax+ Ax,)= (x4 x, ,A(x,+x,)) kuulub graafikusse,
samuti kuulub graafikusse A (> ,Ax)=(X>, AAx)=
= A=),

Lause. Pideva operaatori A:X-=Y graafik on kinnine
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ruumis X x

Toestus. Vaatleme koonduvat jada ( A » (<,
Siia > ja A 4. Operaatori A pidevuse tdttu
Ax,— Ax, nistdttu ta=Ax ning piirelement =
=(>:)Ax) kuulub A graafikusae. Seega operaatori A graa-
fik on kinnine,

Teoreem (teoreem kinniseat graafikust). Olgu X 38
Banachi ruumid ning A:X-) lineaarne operaator. Kui ope=
raatori A graafik on kinnine ruumis X"y) siis A on
pidev.

Tdeatuseks naitame, et operaator A on tokestatud. On
selge, et A tdokestatus on samavaarne poolnormi F:X—HR ,
\o(x):lleN)xeX) tokeatatuaega, mia omakorda jareldub,na-
gu vaidab Zabreiko teoreem loenduvaat pooladitiivausest,

Naitame niisiis viimast. Olgu x = > koonduv  rida
ruumia X. EKui Z p(><.)~ <0, siis loenduva pooladitiiv-
suse vorratus < 2 pGc.) kehtib trivisalselt.  Kui

p(=.) = HA=<.ll< eo, siis rida = A koondub.
L} w=A

Wy

Olgu %—ZAx.‘. Kuna 2 Ja A(Z

w =g w=a

- 7_‘: > 4, siis operaatori A graafiku kinnisuse

tottu y= Ax_ Jarelikult

o

(1)‘”Ax“— "‘a"‘“ZAx < - A< Y= f F(x )

<

Teoreem on toestatud.

Ulesanne, Vaatleme operaatorit T- G(A)—-) X, kus G(A)
on operaatori A:x-;y graafik Jja T on defineeritud vor-
dusega T(x A xeX. Toeatada teoreem kinnisest graa-
fikust, rakendades operaatorile T Banachi teoreemi poord-

operaatorist,
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€ 11. Operaatorite laiendamisest

olgu X ja Y normeeritud ruumid ja X. ruumi X
alamruum. Vaatleme operaatoreid A :X—Y ja A, :X,—~
Kui Ax=A_,x iga xeX korral, siis oeldakse, et A on
operaatori A, laiend ehk jatk (ruumile X ). Sel juhul
oeldakse ka, et Ao on operaatori A  ahend alamruumile X,,
ja kirjutatakse A!x =A,.

Pideva lineaarse operadtori laiendamisel tema norm ei
gaa vaheneda, sest kui A €¥(X,Y) on operaatori
A.e¥(X, Y) laiend, siis

(A] = A =<I> A x|l = RA =l = ALY,

Nxi< 4 HxisA ]
Alamruumil antud pidevat lineaarset operaatorit ei ole

uldiselt voimalik laiendada kogu ruumil maaratud pidevaks
linesarseks operaatoriks, Naiteks saab toestada, et uhikope-
rastorit I :e.— pole voimalik jatkata ruumil wm  maa-
ratud pidevaks lineaarseks operaatoriks, mille vaartused
kuuluksid ruumi Isegi kui slamruumil maaratud pideva
lineaarse operaatori laiendamine on voimalik, voib juhtuda,
et seejuures operaatori norm ei saili - laiendi norm tuleb
rangelt suurem. Naiteks Ghikoperaatori | :C¢ <, jatkamisel
ruumile € tuleb laiendi norm alati vahemalt 2  (seejuures
leidub laiend, mille norm on 2 ).

Jérgnev teoreem naitab, et pidevat lineaarset operaato-
rit saab jiitkata pidevaks lineaarseks operaatoriks (isegi
uheselt)) kui ta on maaratud koikjal tihedal alamruumil.

Teoreem, Olgu X normeeritud ruum, Y Banachi ruum ja
X,c X ruumi X alamruum. Kui X, on kdikjal tihe  ruumis
X siis igal operaatoril A € (X.,Y) on olemas uhene

H

jatk Aed(X,Y) seejuures NAN=NAI.
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Toestus. Olgu e X sguvaline element. Kuns X°=X)aiia
leidub jeda >, e X_ nii, et >>. Jada A,x, on fun-
damentaalne, seat

"Agx”- )I"’ "Ae(xn‘xu)ns “Auv " —O.
Ruumi Y taielikkuse tottu eksisteerib Liwa A, >..Naitame,

et Low A =<, el 80ltu elemendiks > koonduva jads

valikust. Kui veel x/e Xf,, siis
l:w\ Agx: - q-\v"* on\. - A°<3‘“‘I,\)=O)
LY
seat *x,=>0 ja A,€ Jarelikult ssame  defi-

neerids operaatori A.X-Y vordusega

Ax: 1\.0\-\ AD )x= V\-\xh)xv\exa.

Operaator A on opersatori A, lsiend, seat kui x e X,,

siis voime votta ~-x igs w korral, mistottu A x =
- A, Agx = A, x.

Naitame, et operastor A on lineaarne Jja pidev. Kui
x,x € X ning X, on sellised, et > >x’,
aiis

ACx+x)= A, (xat =)=

- Lin Ao +9~:‘\M Aux,(:A:r.-f—Axl.

Analoogiliselt kontrollitaskse operaatori A homogeensust.

Operaatori A definitsioonist 1ahtudes saame
NA= = | Lom A, V- Lowd A, <

¢ Led HAGIN>all= AN >N, xeX
mistdttu A on tokestatud ja I Al <) A.)l. Viimene vorra-
tus koos uldiselt kehtiva vastupidise vorrstusega annab ks
ndutud vorduse Al - IA].

Lopuks naitame laiendi uhesust. Oletame, et leidub veel

Be ¥(X,Y) nii, et B = A,x Valides suvalisele
elemendile xe€X jada >x,.eX, nii, et »>x gaame
Bx = > A,x,~Ax,
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mistottu B=A.

Teoreem on toestatud.

Kul operaatorit laiendatakse teoreemis kirjeldatud vii-
sil, siis raagitakse operaatori pidevast jatkamisest ehk
laiendamisest voi ka sulundamisest; uhest jatku kutsutakse
aga operaatori pidevaks jEtkuks ehk laiendiks voi sulundiks.

Rakendustes kasutatakse teoreemi pidevast laiendamisest
nii, et vajaliku pideva lineaarse operaatori saamiseks de-
fineeritakse see esialgu ainult ruumi koikjal tihedal alam-
ruumil ja seejarel jatkatakse pidevalt tervele ruumile. Nii
jatkatakse naiteks mittetaielikul normeeritud ruumil defi-
neeritud pidevat linesarset operaatorit selle ruumi taiel-
dile.

Naitame, et teoreemi eeldustel on ruumide Y) ja

vahel olemas loomulik isomeetriline isomorfism.

Rehuldagu X,y ja X X teoreemi eeldusi. Voib va-

hetult kontrollida, et kujutus | ¥(X.V)— iga
le operaatorile Aoe gseab vastavusse tema pideva
jatku Aed on lineaarne. Operaator | on surjek-
tiivne, sest kul A€ V), stis T(A] ) ja A on ope

rastori /\lx pidevad lineaarsed jatkud, mis uhtivad teo-
reemi pohjal,os.t. T(Alx )-A. Kuna T sailitab ka nor-
mi, siis | on isomeetriline isomorfism. Seda isomeetri-
list isomorfismi silmas pidades samastatakse sageli operaa-
tor tema pideva jatkuga ning ruum (X, V) ruumigza sf(x)y)
Sel juhul kirjutatakse 3 (X,,¥)= (X, ¥).

§ 12*. Kinnised operaatorid

o1gu X ja Y Banachi ruumid. Siis normiga }|(x W=
— gl \|3||)xex)éey) varugtatud otsekorrutis X x) on

Banachi ruum. Vaatleme lineaarset operaatorit
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A:D—Y , D= X,

kus D on ruumi X vektoralamruum. Operaatori A  maare-
mispiirkonna D jaoks kaautatakse ka tahistust D(A) voi

, vaartuste piirkonna Im A jaoka tahistust R,R(MA)
voi RA' Operaatori A graafikuks G(A) nimetatakse ruu-
mi XY osahulka i(x,Ax): xe D}. Operaatori A linessr-
ause tottu on tema graafik (G (A) vektoralamruum ruumis
X =Y,

Definitsioon. Operaatorit A nimetatakse kinniseks, kui
tema graafik G(A) on kinnine ruumis X x .

Definitsioonist on selge, et operaator A on kinnine
parajasti siis, kui koondumistest y ja
jereldub, et xe D ja y=Ax (ruunis X xY koonduva
jada (x.,A € GA) piirelement kuulub graafikusse
G (A)).

Ulesanne. Naidata, et kinnise operaatori A tuum KerA
= {x€D:Ax=0} on kinnine ruumis X,

Naited. 1) Operastor A < ¥(X,Y) on kinnine, sest,
nagu nagime eespool, tema gresfik on kinnine ruumis X xY,

2) 01gu X -Y _Cfa,¢] Naitame, et diferentseerimisope-
rastor A=—:D X, (Ax)(®)=x() tefa, ] xeD =C'a 0],
on kinnine, On selge, et A on lineasrne operaator. Olgu
jeda =,eD sgelline, et x,—x ja Ax,_= ruumis

Cfa, . siis
+

[ (®= (e (2)+ § -
+
= |xh(+)—xw(cx)—33 -+ x(o\)‘s
+ , +
< I S Xh(’-‘)o{-‘i _i la(d)o(.ﬁ’-}— l XW(CL)— x(q)"’\

<(9o-a) max ‘ | —> O
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mistottu x ()= )ta(a) d.s. Sellest jareldub aga,

4

et x (V)= Seega Ja y=x=
=Ax, millega on A kinnisus tdestatud.

Kinniste operaatorite summa ei tarvitse olla kinnine
operaator. Nimelt saab tuua naite kinnistest operaatoritest
A:D-Y, Ja A,:D,> D,cX, mille korral ope-
raator A,+A,  mis maaratakse vordusega

(A,‘-O-Az)x = A,x+A,x,xec D, N
el ole kinnine ega ole isegi laiendatav kinniseks operaato-
rika.

Lause. Kui operaator A,: D,» D,cX, on kinnine ja
operaator A,_ € D,cX, kusjuures D, c 0., siis
operaator A + A,:D, - on kinnine.

Tdestus. Olgu x, € D,,x.»xeX ja (A,+A,) 9. Ku-
na operaatori A, tdkestatuse tdttu A,x, on Cauchy jada,
siis Seega A, x_=(A,+A)x —A,x, —> Ope-
raatori A, kinnisus lubab niud vaita, et xeD, ja =
=A,x. Bt xe ja x,.-ox sils A, >, —A,x mistdttu

ning 4= A;=x+2=(A,+A,)>. Sellega on A, +
kinnisus toestatud.

Vaatleme nuud lisaks operaatorile A .D DcX ope-
raatorit A,: D,—Y,D,<X. On selge, et A, on operaatori
A laiend parajasti siis, kui G(A) < G(A).

Teoreem. Operaatoril A 1leidub kinnine laiend parajas-
ti siis, kui tema graafiku sulund GTA) el sisalda mitte
uhtegl elementi kujul (O, kus Kui see tingimus
on taidetud, siis operaatoril A 1leidub vahim kinnine
laiend, kusjuures a(_A)— kujutab endast selle laiendi graa-
fikut,

Toestus. 1) Eeldame, et operaatoril A leidub kinnine

laiend A, . Siis sisalduvuse G(A)< G(A,) tdttu

153
20



G(A)< G(A,)=G(A,). Kuna A, 0=0, siis hulgas G(A.) el
ole mitte uhtegi elementi kujul Y#O. Seega pole
niiauguseid elemente ka hulgas G—(A_)

2) Eeldame, et G(A) ei sisalda mitte uhtegl elementi

kujul (o, Et G(A) on ruumi X xY vektoralam-

)
ruum, 8iis ka tema sulund m on vektoralamruum ruumis
X xY. Paneme tahele, et G(A) korral tin-
gimata = (sest sisalduvuse ( - (=, =
= (o, tottu ehk = ‘az). Jare.i-
kult saame defineerida operaatori A:{xex:(x,%)eG(A)g—)y
tingimusega

Ax = ) = (X;‘a)=<T(T).
Definitsiooni pohjal on selge, et G(A)= GTA) Kuna
G(A)<G(A)=G(A),siis A on operaatori A laiend. Hulga
G(A) lineaarsus ja kinnisus tagavad vastavalt operaatori
A 1lineaarsuse Ja kinnisuse.

3) Osade 1) ja 2) pohjal vdéime Gelda, et kui A, on
operaatori A mingi kinnine laiend, siis G(/K): GQA) <
< G(A,). Seega A on operaatort A vahim kinnine laiend.

Teoreem on toestatud.

Operaatori vahimat kinnist laiendit nimetatakse gelle
operaatori sulundiks. Kui operaatoril leidub kinnine laiend,
siis Oeldakse, et operaator on sulundatav (sel juhul, nagu
nagime, operaatoril eksisteerib sulund).

Naide operaatorist, millel ei leidu kinnist laiendit.

o1gu X iiks ruumidest voi ZP ja 2=

=(o,...,0,4 Siis iga element x =(%.)e X avaldub
= -~

kujul == % (seda voib vahetult kontrollida, vt.

ka § 2 jargmisest peatiikist).Olgu L - ja

x¢) (elemendiks > sobib iga selline element, mille esi-
o0

tuses == [ on lopmatu arv nullist erinevaid
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koordinaate §._.). Hulk D= {()\x +~3)ex :)ek,aeL on
vektoralamruum ruumis X . Defineerime lineaarse operaatori
A:D—> X vordusega

A()\,x+\a)=)\ ))\ell{) el .

Pidades silmas esitust = = >> , aaame

<«
=4

Yoel)) =
=(Z — (0: x),

K Enea

mistdttu (O, qA_) Sellega oleme naidanud, et operaa-
toril A ei leidu kinnist laiendit, s.t. A ei ole su-
lundatav.

Teoreem kinnisest graafikust vaidab, et kinnine operaa-
tor A.X-Y on pidev ja seega Ac f(X,

Lause. Operaator A (D,Y),DCX, on kinnine parajas-

t1 siis, kui tema maaramispiirkond D on kinnine,

Tdestua. Kui D on kinnine, siis ta on Banachi ruum
ning operaator on kinnine. Eeldame nuud, et
operaator A on kinnine ning vaatleme jada >x.—x.

Operaatori A tdkestatuse tdttu on Ax_ Cauchy jada Ba-
nachi ruumis Y. Seega A ning operaatori A  kin-
nisust arvestades saame, et > & D Hulga D kinnisus on
toestatud.

U1diselt ei tarvitse kinnise operaatori maaramispiir-
kond kinnine olla. Selles veenab meid eespool vaadeldud nai-
de diferentseerimisoperaatorist,

{lesanne. Leida naide kinnisest operaatorist,mille maa-
ramispiirkond ja vaartuste hulk ei ole kinnised.

Olgu A ei(D,y))DcX_ Teoreem operaatori pidevast laien-
damisest vaidab, et A on Uheselt laiendatav operaatoriks
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Ae kusjuures A on kinnine viimati toestatud lau-
se pohjal. Seega igal pideval lineaarsel operaatoril leidud
kinnine laiend. Kuna G(A) xeblcm):—
=G(A)) siis operaatori A pidev laiend A on tema vahim
kinnine laiend.

Kui operaator A- D<X, on injektiivne, siis A.D-R
on bijektiivne ning seetdttu voime vaadelda poordoperaato-
rit A R X,

Teoreem, Olgu operaator A injektiivne. Paardoperaator
A" on kinnine parajasti siis, kui A on kinnine.

Toestus. Kuna

Y= Ax & x=A-‘~a)
siis
eGA)e (‘3)‘)& G(A™).
Arvestades, et — (x, parajasti siis, kui
voime oelda, et G(A)c X x)Y jJa
G(A')cYxX saavad olla kinnised vdi mitte ainult Uheaeg-
selt,

Teoreem on toestatud.

Jareldus 1. Kui kinnine operaator A on bijektiivne,
sits A''e (Y, X).

Toestuseks margime, et tehtud eeldustel on operaator
A':Y-5 X kinnine ning seega ka pidev.

Jareldus 1 uldistab Banachi teoreemi poordoperaatorist,
kus eeldati operaatori A  kinnisuse asemel, et A€ ef(X))V).
Jareldust 1 saab tolgendada jargmiselt: kui kinnise operaa-
toriga vorrand A on igs ye korral uheselt lahen-
duv, siis lahend x 80ltub pidevalt vabaliikmest Y.

Jareldus 2. Kui operaatori A vaartuste hulk on kinni-
ne ja leidub w > O nii, et

HA x| 2w Il VxeD,
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siis A on kinnine,

Toestus. Kuna A on injektiivne, siis eksisteerib
A":R-> X, mis on tokestatud (sest “A—‘_alls—\!

Et A'¢¥(R,X) ja R on kinnine, siis A "' on kinnine,
Jarelikult ka A on kinnine.

Naide. Olgu X =YY= Cfa, 6], D=C'at] ja A diferent
geerimisoperaator, s.t, Ax= x’,xeD_ Vaatleme operaatori
A ehendeid A. v=0,4,2, kus

Ag:D,— X, D.={xeD: x(cx)=x(l-)=0})

A, :D,— X, D, ={xeD:

A, : X, D, ={xeD:
Operaatorid A-,i=0,4,2 on injektiivsed, sest kui
A-x:O)siis x on konstantne funktsioon, kuid sisalduvu-
se xeD- tdttu x=O, Operaatorid A, ja A, on sur-

jektiivsed, sest kui eCla,t] ja <) = siis
Aixz&a,ning kui x(£)=—g siis A,_x:\&. Esja-

toodud vordused tahendavad uhtlasi, et (A:| a)(’c)-

-4 -

= a(,,)olg ja (Az a)(&): 3(5)0\« JaeC[o)t], mistot-
a,

tu A Ja A: on pidevad lineaarsed operaatorid. Ka
A: on pidev lineaarne operaator kui operaatori A:‘

(véi A, ) ehend. Pole raske kontrollida, et 'aeC
Sj(ﬁ)dg:og on operaatori A, vaiartuste piirkond ning

ta on kinnine. Kuna operaatorite A . mearamispiirkonnad
on kinnised, siis need operastorid ning Jjarelikult ka ope-
raatorid A;) «=0,4,2, on kinnised.

Definitsioon. Olgu A.D—Y Dc X, lineaarne operaator,
kusjuures D = X. Oigu D(A™)= 3 Ae D*}_ Operaatori
A kaasoperaatoriks A* nimetatakse operaastorit
A*.D(A*)—> X" mis igale funktsionaalile ge D(A*) seab vas-
tavugsse funktsionaali gAE:D pideva jatku.
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Pideva jatku ihesuse pdohjal véib oelda, et operaatori A

kaasoperaatoriks nimetatakee operaatorit A" D(A‘)—) X
mie on defineeritud tingimusega

Ag=t e § =34

¥Yxe D,

Pole raske vahetult kontrollida, et A" on 1lineaarne

ehk

operaator,
Lause. Kaasoperaator A on kinnine.
Toestus. Olgu jada € D(A™) sgelline, et ja
Kuna iga x €D korral (A‘%.\)(x) —
12 (A*9.)C) = (gnA)(x)= 4 (A=)=3AX=), sits
(ZA)(x) - -?(x) ,xe€ D, Seega q A= ngeD* mistdttu
%eDCA’) ja v?: A‘cl .

Lauge on toestatud.

Markus. Vaatleme kinnist operaatorit A:D-Y Dc X,
Varustame vektorruumi [ normiga (normi aksioome on giin
kerge kontrollida)

llx"A = llx\|+\le“) < D,

Nﬁitame, et D on Banachi ruum. Kui “ ||A-)O) giis
..~ ja NA>, -Ax,. -0, mistdttu jada Ax,)
on fundamentaalne Banachi ruumi X x) kinnises alamruunis
G (A). Seega leidub xeD nii, et (Dc,‘)Ax_“)__)(xJAx) ehk
| >n=xl,— 0. On selge, et Aec ®(D,V), sest JAx|)<hx)+hAxi
= hxliy, x€ D. Niisiis v8ib iga kinnist operaatorit
vaadelda Banachi ruumides tegutseva pideva lineaarse ope-
raatorina. Seda vOimalust kasutatakse siigki harva, sgest
Banachi ruum D 88ltub operaatorist A ning tema struk-

tuuri uurimine tahendab sisuliselt operaatori A uurimist.
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¥V Pidevad lineaarsed funktsienaalid

normeeritud ruumidel
$1. Normeeritud ruami kaasruum

Olgu X normeeritud ruum iile K. Lineaarseks funktsie-
naaliks ruumil X nimetatakse lineaarset operaaterit
g; X — K . Eelmises peatukis toodud lineaarseid operaato-
reid puudutavad tulemused kehtivad muidugi ka vaadeldaval
erijuhul. Naiteks lineaarne funktsionaal on pidev parajasti
siis, kui ta on tekestatud (leidub arv M nii, et
¢ Mlx<ll 1ga xe X korral)-

Pidevate lineaarsete funktsienaalide ruumi QE(X,“()
nimetatakse ruumi X kaasruumiks ja tahistatakse X‘
Eelmisele peatukile toetudes voime ocelda, et X*=
on Banachi ruum (sest IK on Banaohi ruum) normiga

*
= e, X

0lgu X normeeritud ruum ja X, X tema alamruum,
kus juures Xo = X . Nagu nagime peale operaatorite pideva
laiendamise teoreemi, kehtidb siis vordus =
= L(X, IK) enk X, - X™ Oma sisult tihendab see verdus
isomeetrilist isomorfismi, mis samastadb omavahel funktsie-
naali ¥°e X* ja tema pideva Jjatku

Kui X a kompleksne vektorruum, siis me voime teda
vaadelda ka vektorruumina ule R. See juures muntub ménin-
gal maaral ruumi struktuur. Naiteks € ™= .

t eC E on kompleksse ruumina w-dimensionaalne, tema
baas on «x=4,...,n, Ja 1ga xeC
on esitatav kujul x = > ¥ eC, Reaalse
ruumina on  aga 2n-dimensionaalne, tema baas on

ja iga x€C"™ on esitatav kujul
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> - = (e, R.

w=Ea

Olgu X normeeritud ruum tle C Vaadeldes ruumi X
reaalse normeeritud- ruumina, saame raakida tema kaasruumist
L(X ,R), mida tdhistame siimboliga X g - Uurime jargne-
vas, milline on vahekord kaasruumide X* Ja XR vahel-

Vaatleme koigepealt suvalist funktsionsali £e X™
ning seagme talle vastavusse funktsionaali X > IR,
defineerides

§r=) = §Go, =eX.

On selge, et ‘?R on aditiivne Ja homogeenne iile R . Euna

GO =R ) < 184G < 1811 U= et1s fp€ X,

kus Juures " Il < I ’? " Vastupidise vorratuse saamiseks
paneme tshele, et kui (kus R >0 ja ©€R),
siis

-8

<Hfell e THi=l= gl =),

Seega l|)?k\|~||¥l‘.
Vaatleme niilid suvalist funktsionaali 3 e XR ning sea—
me talle vastavusse funktsionaali 'Q X—> C defineerides

.@(x) = 9(x)-¢ 3(\‘,1)
(jubhime tahelepanu sellele, et vx € X, sest X on komp -

leksne ruum). Kuna % on aditiivne ja homogeenne iile fR,

siis ka { on samade omadustega. Arvestades, et

=9(ix)- ¢ 3C0= i(-2)gEx)+ g0 = « f(),
voime delda, et x@ on homogeenne ka iile € sest
L(x+2 ) >) = cP ) =@+ip)RG), 4, pe . Kuna
1RGO T 3G+ 1@l lgln=h+tghix=
~ 203l hxl, sits §e X Punktsionaali § definitsi-
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oonist en selge, et “Ra ,xeX . Seega =9
Jja_ 1=\ gkll =1 gN. Iisaks oleme saanud funktsionaa-
le g ja gR siduva vdorduse
= SFR(::)— N QR(;X))xeX,

vVordusega T% = '?R , on meil defineeritud ner-
mi s3ilitav silirjektiivne operaater | : X *— XE . Ar-
vestades, et | on ka aditiivne ja homogeenne iile R mida
voib vahetult kontrollida, saame oelda, et T on injek-
tiivne, seega bijektiivne operaator. Jarelikult, vaadeldes
ruumi X* reaalse normeeritud ruumina, on T isomeetriline

isomorfism ruumide X ja XR vahel.

§ 2. Kaasruumide kirjeldusi

Osutub, et enamkasutatavate konkreetsete Banachi ruumide
kaasruumid on kir jeldatavad mingil konkreetse Banachi ruumina.

Kirjeldame kdigepealt ruumi 24 kaasruumi

Teoreem 1. EKujutus [ : m —> kus
o0
(TENE =2 &, - (1)
on isomeetriline isomorfism ruumide v Ja vahel.
Teoreemist 1 on selge, et kui 4 siis leidudb para-

jasti tks (¢, )e ™ nii, et g= T(=%), s.t.

] < =A : (2)
Ning teiselt poolt, iga (oz‘)e v puhul defineeribd vdrdus
(2) funktsionaali £ , . Seejuures {1 = |

Teoreemi 1 tJestus. Veendume koigepealt kujutuse | de-

finitsiooni korrektsuses. Olgu Yewm Ja x=(§.‘)e B
Kuna

oo _ ac A o(‘ Z

S leedal =2 2P Il 2
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siis rida 2 koendub. Jarelilult on verdueega (1)
w=A

iga a = («<)€ » korral defineeritud funktsienaal

Ta:,— K. Definitsioonist (1) en selge, et funktsienaal Ta

on lineaarne, ning asjatdestatud vorratusest jareldub, et

|(Ta)(=)] < . ol =i,
mistettu lae ning
ITa | € hall VYaew, (3)

Niigiis voilme oelda, et (1) defineerib kujutuse | :w —>

Kujutuse T 1ineaarsus on vahetult kontrollitav. Naita-
me, et | on sirjektiivne. Olgu %e L. vValime vabalt
x=(%.)el,. Néitame, et = = s ¥ ., |lkus
2 = A,0,... ). See vordus kehtib, kuna

l=~-> e l=0(s)",-= -
2“(01 ;O) gh-ﬁ—a, EV\*Z;- )"_T ]E.‘\—O)

O
sest ]E,‘l<°<7. Tahistades ;?(L‘)— oL, k=
saame funktsionaalil ¥ pidevust ja lineaarsust kasutades

R(=) = §(= 8oel) S kL
Kuna seejuures
fec | = IJ?(}LK)\ < HRI Nzal = II’Q“)
mistdttu a =(«< e wm siis Va = l? ning
bali= ~ep bt < BN = N Tal, (4)
Sellega on kujutuse | surjektiivsus tdestatud. Lisaks saa-
me vorratustest (3) ja (4), et
ITak=lal ¥V ewm,
set. | siilitab normi.
Teoreem on tdestatud.
Teoreemi 1 sisu margitakse lihidalt v5rdusega 1* -

. X v
(v81 w =" ). See virdus tahendab isomeetrilist isomorfismi,
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mis samastab emavahel tingimusega (1) seotud funktsionaali
f=T(x)e ¥ ja jada (4 )€ m . Viimast samastamist
silmas pidades kirjutatakse, et *:(a&.‘)) mistettu verdus
(1) saab kuju

(d\c)(") = ‘g‘ B x:(?,‘)e

Teereemiga 1 analeogiliselt saab kirjeldada kaasruume

c* ja Q;)p>4 (kus juures QP puhul tuleb summa

> ety | hindamiseks kasutada Helderi vorratust).

wxa

Teoreem 2. Kehtib verdus c™ = £, mis tahendab, et

kujutus | : > C‘, kus
OO
(TN =) = = (=)et,,
on isomeetriline isomorfism ruumide Jja ™ vahel.
Teoreem 3. Olgu A<p<oo ja é»«%_ A. Siis Rehtib vor-
I F
b 3
lus mis tahendab, et kujutus | : > , kus
(T(O(KX:L) = (.,(‘)e > x:( (= Q. .
mn isomeetriline isomorfism ruumide Ja QF vahel.

Buumid w | P.F en leplikumoctmelised, mistdttw iga
nendel maaratud lineaarne funktsienaal en pidev. Lineaarsete
funktsienaalide kir jeldamine on lineaaralgebraline prebleem,
ta on seetud ruumiga kui vektorruumiga. Vektorruumil X =
= =(3 T e saab kdik lineaarsed funkt-
sionaalid esitada kujul

GO =
w =4
Buumi nermi peab aga silmas pidama siis, kui leitakse funkt-
sionaali normi. Naiteks vdib teoreemi 1 toestuse péhjal
delda, et
g \'(2:‘)* = |

Analoogiliselt saab kontrollida, et
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= M=)l =(=
1
Jérelikult kehtivad vordused (1 = w, wm¥ =20 ning
(2 21,kus A< p < ja —+ ~ A,
Lopuks esitame toestuseta moned funktsicnaalruumide
kaasruumide kirjeldused.
Ueldakse, et funktsioen 9: l:l-—)lR on tokestatud

muudugs, kui leidub arv M nii, et loigu {<,%¢] mistahes

jaotuse a =xo< =, <...<xu -4k weWN, korral
- <
2 3G0- 3Gl M.
Tokestatud muuduga funktsiooni taisvariatsioon on

V% 3(*1-‘)\: A =XK< X, <. <X =

Ruumi Cfa,%] Kkaasruumi saab Rdrjeldada jirgmiselt.

Teoreem 4 (F.Riesai teoreem). Funktsionaal LD"
parajasti siis, kui %(x):éx(%)d 3 (+) (Stieltjesi in-
tegraal), kus q on mingi 18igul [, tokestatud muudu-

ga funktsioon, mis en funktsionaaliga g theselt maaratud.
N
Seejuures I Il - Vv ‘3 .
Teoreem 5 (F.Rieszi teoreem). Olgu 4 <p< oo Ja

- %_ = A. Siis kehtib virdus (LP(Q) )= L (a,),
mis tihendab, et kujutus | : L v) p (e 6))™
kus

(T)(x) = §a@® =Mt ,  Lg(a,0), xelp(s0),
on isomeetriline isomorfism.

Lopuks vajame me veel Banachi ruumi L oo (2 ,%), mis
koosneb kdigist niisugustest 1digul 4] modtuvatest
funktsioonidest X, mille puhul

! = A x(-&) < o
= M(E)=0 teiaﬁ]\E \ \

(viimast arvu tahistatakse ZMMAE f<(+)} wvoi
a<t<
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[>(+)}), Nagu ruumides L, ) defineeri-

takse ka ruumis L w(‘l, t) vordus > = 9 tingimusega, et

<) = a(4;) Peaaegu koikjal 15igus LY.

Teoreem 6 (Steinhausi teoreem). Kehtib vordus (L4 (s, l»*:
nis tahendab, et kujutus T L (= kus

(T § W=®M, elol(ny, ’

on isomeetriline isomorfism.

§ 3. Hahn-Banachi teoreem

Olgu X normeeritud ruum Ja Xo ruumi X alamruum.

* e
Kui X* on funktsionaali ,eX Jatk, siis, nagu
me teame , | g =\ %e I. Lineaarse funktsionaalanaliiiisi

ks pohiprintsiipe on

Teoreem (Hahn-Banachi teoreem). 0lgu X normeeritud

o

ruumi X alamruum- Kui ’?o X,-—>K on pidev lineaarne
funktsionaal, siis leidub talle pidev lineaarne jatk
{: XK nig, et 144 = 14.1.

Kahes allj3rgnevas punktis teeme teoreemi tdestusele eel-
tdod.

1. Lemma elementaarsest jatkust. Olgu X reaalne nor-

meeritud ruum ja Xo tema alamruum. Eeldame, et XD # X
ja valime e X\ X,. 0lgu
X4={ +)\x4 xee)(‘,/)\e
On kerge vahetult kontrollida, et X4 on ruumi X alamruum
ja Xo < X,.
Lemma. 0lgu pidev lineaarne funktsionaal. Sils
leidub talle pidev lineaarne jatk X, 7R nii, et 2 =1l
Poestus. Veendume koigepealt selles, et iga element
ruumist X, on esitatav kujul o + A , Xe€Xo  NE
uhesel viisil. Olgu <, + A = Xo + N
NeR . Sifs < -xi=(NM=N)>4. Kui X -\ #0O,

(xo-xo)€ Xo, mis on aga viimatu.

slis X4
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Seéga X =~ - O ehk A —X ja jarelikult ka
0lgu ¢ < fR. Toetydes elemendi X, nuhesele esi-

tusele kujul = = Xxo+ A x,e Xs, Ae R, defineeri-

»
me funktsionaali ’?1 — R vdrdusega

+Xc , X =
Naitame, et funktsionaal on lineaarne Ja kujutab endast
funktsionaali ‘¥o Jatku. Kui =x,+Ax,Ja x'= -i-}\/x“
co xle Xo, N R, stls x4x'= xo4x o4
+(x+X)x, ning

N go(xu+1'>+(>\+>\)c=

= gg(xo) + Mo+ ¥°(x.') +Ne =
millega on naidatud ¥4 aditiivsus: Analoogiliselt kontrol-
litakse ’Qa homogeensust. Eui x € Xa) sils x=2x+0x,,
kus x € Xo. Seeparast (x) = , xeX,, ning )g,
on funktsionaali jatk.

Lemma toestamiseks piisab naidata, et leidub selline
arv C, mille abil defineeritud funktsionaal {, rahuldab
tingimust

ieol< M= VxeX,, (1)
sest (1) koos jatku puhul alati kehtiva viorratusega
||%,“$ il %\I annab ‘vorduse || >¥4 Yy =1 ga“ .

Tingimus (1) on esitatav kujul

| (x)+xclcifalll + I Vx.eX,, VAeR
ehk

M, (o ) < dar 1+ x>0 Ve X, Vie R\

(sest A =0 korral vorratus kehtib). Viimane tingimus on

samavaarne sellega, et

|¥°(;—)+c\$ T >l VoeX,,VaeR
ehk
[ €o(x)+efs el Vx,e X (2)
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Paneme tihele, et (2) on samavaarne tingimusega

- IANEN e <~ +h Ll e+l VixoeXoo (3D
Kuid mistahes elementide > ,,x. € X, korral kehtib vorra-
tus

= §elx) = Mol o sl €= fo )40 QM Waee 4y

sest

ACHE “Qe(ramxy < ML =

= W lxe+  —xJ=x o b o Wl @t h fall Ux el

leides vorratuses (4) supreemumi ule elementide <, e X,
ning seejidrel infiimumi ule X:&Xo) naeme, et saadud
supreemum ei lleta Infiimumit. Seeparast leidub arv <
nii, et

Aup + "%u“

Xo€ Xo Xe€& Xo
mistottu kehtib tingimus (3) ning seega ka (1)

Lemma on toestatud.

2. Kuratowski-Zorni lemma. Hahn-Banachi teoreemi toes-

tus tugineb Kuratowski-Zorni lemmale, mis on parit hulga-
teooriast. Tema sonastamiseks vajame alljargnevaid méisteid.
Deldakse, et hulk A on osaliselt jarjestatud, kui te-
mas on antud jirjestusseos < , s.t. on antud seos S<AxA,
kusjuures (a,%)€ S puhul kirjutatakse a < ¢, nii, et
1° a £ o 1ga a eA korral (refleksiivsus),
2° xui a<b ja L <,siis a < ¢ (transitiivsus),
30 xui a<5% ja a,siis a = (antisiimmeetria).
01gu A osaliselt jirjestatud hulk. Osahulka B < A
nimetatakse tiielikult jarjestatuks, kui iga
korral o véi & Ueldakse, et osahulgal B <A on
olemas iilemine tdoke, kuni leidub a € A nii, et iga

Le B korral. Elementi a € A nimetatakse maksimaalseks
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hulgas A, kui a < ¢, ke A, korral a=% (ei ole ole-
mas elemendile o jargnevaid ja seejuures temast erinevaid
elemente).

EKuratowski-Zorni lemma. EKui osaliselt Jarjestatud hulga

A igal t3ielikult j3rjestatud osahulgal on olemas ulemine
toke, siis hulgas A 1leidub maksimaalne element-

3. Hahn-Banachi teoreemi t8estus. 1) Toestame teoreemi

juhul, kui siis vdime kasutada lemmat elementaarsest
Jjatkust.

0lgu X, normeeritud ruumi X alamruum ja ’Q-’ X.— R
pidev lineaarne funktsionaal. Moodustame funktsionaali

kdigi pidevate lineaarsete normi s3ilitavate jatkude hulga
F

€ X{ : X{ on ruumi X alamruum, Xo‘:x,g)
G = A=) VxeXo, =1
Margime, et F# , sest Pole raske vahetult kont-
rollida, et F on osaliselt jirjestatud hulk, kui definee-
rida § 9 , 8 f, parajasti siis, kui X;‘ < -g(x):
- xe Xg (s.t. kui q on funktsionaali { s5t).
Kontrollime Euratowski-Zorni lemma eelduste taidetust.
01gu G € F +t3ielikult jsrjestatud osahulk. Defineerime
funktsionaali £ : X — R, xus X = L{‘i X o, vdrdusega
€

-gl(-x) = g(f*) , €X 3- Funhtsionajli ‘@/ vaidrtused on the-
selt miiratud, sest kui =c€X ning juhtudb, et = ¢ ><3 ja
xe Xy , kus 3 € G, siis G t3ileliku jHirjestatuse titw
tu (n3iteks) ‘3( ning seepirast )(3 - )(1\ ja =
= { (>). Jirgnevalt nditame, et g € F  ning on hulgaQ
filemine toke. Hulk X on alamruum, sest kui votta <4 X’
siis kus q he , ning G t3ieliku jir-
jestatuse tdttu (n3iteks) 4 X3 < Xy , millest saame,
et x+y € X%CX; samuti X\ x € )(3CX sest
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/
Funktsionaal ° on lineaarne, sest kui =, Sx’, siis

> € Xeé S kus 9 heGg , ning (naiteks)
Xy, mistSttu *’(x+ =19 = a(=)+
+9 fer+§(y), samti '(Ax)= (Ax)=
= M. ruma [£)1 =190 1< gl h=l=
=8 NNk, xeX’ siis on ka pidev ning U’Y" = | .Y.,]L

Et %/ on mistahes funktsionaali geG jatk ja q on
funktsionaali jatk, siis | ¥’|1 > K. Seega on
funktsionaali *0 normi sailitav jatk. Niisiis oleme naida-
nud, et Ve F ja * on hulga G ulemin» toke.

Futd voime Kuratowski-Zorni lemma’ pohjal celda, et lml-
gas F 1leidub maksimaalne element See juures * on mas-
ratud kogu ruumil X , sest vastasel Jjuhul Tu-
baks lemma elementaarsest Jatkust laiendada funktsionaali %
temast erinevaks normi sailitavaks jfatkuks, mis on aga vas-
tuolus ¥ maksimaalsusega.

2) Toestame teoreemi juhul, kui K =C  Selleks kasuta
me vastavust ruumide X* 3ja X"é ning X ¥ 3a XOR vahel.

Vaatleme ruume X, Ja X reaalsete normeeritud ruami-

dena. Olgu (=)= Rq_g,(x), xe X, siis
X 32 1l {.rll=I4). Kasutades Hahn-Banachi teoree-
mi reaalsete ruumide juhul, leiame funktsionaalile
normi sailitava jatku ¥R = X*}_
Siis talle vastava funktsionaali §e X punul |4l =
=\|¥R\\= "‘%ok”: ning kui xeXo) siis ka

txe X, Ja
*?DE (")‘
Seega ¥ on funktsionaali ¥° normi sailitav jatk.

Teoreem on tdestatud.
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4, Jareldusi Hahn-Banachil teoreemist. Olgm X normeeri-

tud ruam ttle K ja X* tema kaasruum.

Jareldus 1 (teoreem piisavast arvust funkt¥sionaalidest).
o1gu X # {0}. Siis 1ga xeX korrad letaub R eX™ nii,
et Ifh=4 32 $C=)=h=l.

Toestus., Eeldame esialguw, et =x . Moodustame alamruu-
m X,= ({=})= Ax:Xe ning defineerime temal
funktsionaali ,?o vordusega )go()\.x)z)\ =l , AxeX,,
On selge, et on lineaarne. Kuna
e )] =Xl =
siis on tdkestatud ja || |} -4. Hahn—Banachi teoreemi

phjal leidudb funktsionaalile §, itk fe X* nis, et
Ben=nfch=4. Bt xeX,, sits £(x) - ﬂo(x)-h

Eeldame niitid, et > =Q . 0Olgu ¥e X* suvaline funktsio-
naal, mille korral II%“ =4 (eelnevas tdestasime, et sellis
seid funktsionaale leidub). Siis g(X) = %(o)= O=u=l,

Jareldus 1 on toestatud.

Jireldus 2 (teoreem normeeritud ruumi punktide eraldami-
sest). 0lgu x,ae)(. Kui < 4, siis leidud %ex"‘ nii,
et %(‘a).

Tdestus. Kul x# 9, sils > -4+ o0, ning valides
funktsionaali ge X* 3jBreldusest 1, saame
=\ Jirelikult £ (=) # §y).

Jareldust 2 on sageli mugav kasutada jirgmisel kujul.

Jareldus 3. Kui \%(x): iga X*  xorral, siis

> = \a .

Tdestus. Kui kehtiks x # 4 , siis eelmise jirelduse poh-
jal leiduks %e X* nii, et X .

Jareldus 4. Iga sce X korral || = PR (<))

Toestus. Kui > = O, siis vdrdus ilmselt kehtib. Kui aga
> #0, siis {ihelt poolt
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g | < A=< b W,

NRV<A
Teiselt poolt, valides jarelduse I pdhjal funktsionaali
nii, et |\¥.“=4 ja — saame
N | = = | .G .

Jareldus 5. Kui Y <X on kinnine alamruum ja x ¢V,

siis leidud %e X* nit, et {(x)=4 ja ¥(3)= O iga
korral.

Toestus. Vaatleme alamruumi X °o = {~a +Ax Yye

Xe \K.g. Defineerime ,?,: X ,~»¥K vdrdusega
)?,, (\6+X>r.)= X, \a-ﬁ-)\,xe)(c,.

See definitsioon sarnaneb funktsionaalil ’?4 definitsiooni-
le lemmas elementaarsest jatkust. Ning nii nagu selle lemma
tdestuses, saab ka siin kontrollida, et on lineaarne
funktsionaal. Lisaks paneme tahele, et ‘gc'(‘é):o’ kui
ye Yy, la ¥°(x) = Naitame, et g, on tdkestatud.
Vaatleme suvalist elementi = = y+ A €Xo. Kui A =0,
siis go(z) = )= 0, ja tokestatuse wvirratus kehtid
triviaalselt. Kui aga A#O, siis ning jarelikult

4 (=)
“%‘-Q-x“ s( )

sest

* .o .o
Sellega oleme tJestanud, et goe X . J8ab vaid lile jatka=
ta §, funktsionaaliks feX

Jareldus 5 on %destatud.
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§ Normeeritud ruumi teine kaasruumm

Ja refleksiivsus

0lga X normeeritud ruum ule K 3ja X™ tema kaasruum.
Kuna X" om Banachi ruum, siis saab ka temale moodustada
kaasruumi (X™)* = £ (X K). Buumt (X tzhista-
takse X** ja nimetatakse ruumi X teiseks kaasruumiks.

Naitame, et X ™7 T xe X}, kus + X » K on de-
fineeritud vordusega

Fe() =G0,

Definitsioonist lahtudes saab vahetult kontrollida, et Fx
on lineaarne. Kuna |F_ (%)\ = < W<l %“ B % e X
siis F_x e X™** 1isaks voimaldab Hahn-Banachi teoreemi ja-

reldus 4 arvutada

“F = “ Fx = = \’1 .
o “;“L\ ) | ==\

Naitame, et ruum X em loomulikul viisil samastatav
ruumi X** alamruumiga. Selleks defineerime kujutuse
w: X — X*" vordusega rx = , xeX . Eujutust W
nimetatakse ruumi X Ioomulikuks (kanooniliseks) kujutu-
seks (sisestuseks) teise kaasruumi X T

On selge, et [l 5wl =lNxll,x<eX. Kujutwus % on ka

lineaarne, sest

qu(g) Fxl(%)z WX, Xy >
TOx)(]) = B B)=fO=)= 2 RG) =2 ().

Jarelikult on "\ isomeetriline isomorfism ruumide X Jja

T(X)={F,:xe vahel. Seda silmas pidades kirjuta-
takse sageli, et X =’)‘E(X) ja Xc X

Naited. 1) Me teame, et <™ =4, ja w . Seega
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¢**=w., Eusjuures viimase vorduse sisu on antud kahe eel-

nise vordusega. Samastamise ¢ = tattu :c,—»wm, Kir-
Jeldame seda kujutust ®. 0lgu > = Kuna
xem — Ja = C*) siis iga ;Q:(o(v_)e korral
()= _ B« Ze=f%0o.
Jarelikult =3, mistdttu W>->x iga xec, korral.
2) Analoogiliselt v3ib veenduda, et =2 PP > A,
kusjuures Wx =x iga xe€ korral.

Lause. Alamruum ‘TL(X) on kinnine ruumis X** para-
jasti siis, kuil X  on Banachi ruum.

Toestuseks margime, et taieliku ruumi X** alamruum
7w(X) on kinnine parajasti siis, kui ta on talelik. Kuid
(X)) §a X kas on v3i ei ole tdielikud samaaegselt,
sest T Ja W ': w(X)-X sHilitavad jadade fundamentaale
suse Jja koonduvuse.

Definitsioon. Kui U on siirjektiivne, s.t. 'T('(X)—X,“
enk X ¥¥- {Fx : xeX}) siis Beldakse, et ruum X on reflek-
siivne.

Refleksiivse ruumi X korral kir jutatakse sageli
X = X** vOrduse sisu on aga ikka selles, et TL(X):X*"'

Ulaltdestatud lausest on selge, et iga refleksiivne ruum
on Banachi ruum. Seetdttu mittetdielik normeeritud ruum ref-
leksiivne olla ei saa. Banachi ruumide seas on nii reflek-

siivseid kui ka mitterefleksiivseid ruume. Kuna =

_ s P)A ST(QQ):cc#m—c siis

Q,P ,p>4, on refleksiivne, <, aga mitte. Kasutades kaas-
ruumide kir jeldusi, saab nagu >A, ning ¢, puhul nai-
data, et , p>A4, Ja k3ik 18plikumdStmelised nor-
meeritud ruumid on refleksiivsed ning < w , M L] ,

C™[a,t) L %) ei ole refleksiivsed.
Toome 15puks tthe lihtsalt s5nastatava, kuid suhteliselt
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raskesti toestatava refleksiivsuse kriteeriumi, kus kasu-
tatakse ndrga koonduvuse mdistet, mida me vaatleme jargmises
paragrahvis.

Teoreem. Banachl ruum on refleksiivme parajasti siis,
kui igast tema tdkestatud jadast saab eraldada norgalt koon-

duva osajada.

§ Nork ja % -ndrk koonduvus

1. Norga koonduvuse moiste. Olgu X normeeritud ruum

ja )("r tema kaasruum.
Definitsioon. Ueldakse, et jada koondub nor-
galt (w -koondub) elemendiks xe X, kui
€D)
ja kirjutatakse x x voL Aar— Ll =,
Eelmises paragrahvis vaatlesime funktsionaale F,_e X™*

mis defineeriti vordusega &, (%)= %(x) , %eX Neid kasu-

tades voime ndrga koondumise kir jutada kujul
¥
Fe. ()= (B) ¥geX™, @
Seega tanhendab nork koondumine x funktsionaalide ja-

da F,( punktiviisilist koondumist funktsionaaliks
Banach-Steinhausi teoreeml pohjal on punktiviisiline koondu-
mine (2) samava3rne tingimustega

1) leidub arv M nii, et || F <M

p
2) wa(ﬁ) - iga % e E<cX™ korral, kus

L(E) = X ™.
Arvestades, et {|F, ) ~\x.l, jOuame jargmise tulemuseni-
Teoreem (norga koondumise kriteerium). Normeeritud

ruumi X elementide ;jada >, koondub nsrgalt elemendiks
parajasti siis, kui

1) leidub arv ™M nii, et <M (jada on td-
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kestatud),

2) "(*w)‘-*?(x) iga ge E < X* korral, kus
L(E)= X*,

Dlesanne. Toestada, et kui X on kompleksne normeeritud

ruum, siis

"’%(") Yie X*s V%GXR.

2. NOrga ja normi jargi koonduvuse vahekord. Meenutame,

et normi jargi koonduvus ehk lihtsalt koonduvus oc,—> ta-
hendab, et || x,.->< | — 0.

Lause. Jada koondumisest jareldub tema nork koondumine
samaks piirelemendiks.

Tdestus. Olgu »x. Bt iga § X™ on pidev, siis

set. x x,

Vastupidine vaide tildiselt ei kehti. Seda pohjendab jarg-
mine

Naide. Vaatleme jada 2, = (0,...,0,4,0, Kui

m <w, siis

I 2m=2al=0(0,...;0,4,0,...,0,-4,0,..)|=

Seega &, el ole Camchy Jada, mistdttu ta ei saa koonduda.

.

Naitame niilid, et » 0. 0Olgu =(t)el, - :) s.t.

=§ oL, > X=(§‘)€:

w=

>

Siis %(z_.\) = — »0= g(o)) sest eelduse
S« |'< #Sttu | |*—>O enx ,.—>O.
w -2
Jada nimetatakse jada kumerate kombinatsioonide

Jadaks, kui leiduvad indeksid = O<wm, < m, <

M“
Ja arvud > O nii, et Zi XNe = A ja
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we IN. Jargmine vaide, mida me
P

siinkohal ei toesta, iseloomustab samuti jadade ndorga ja
normi Jargi koonduvuse vahekorda.

Teoreem. Kui jada koondub ndrgalt, siis leidub niisugu-
ne tema kumerate kombinatsioonide jada, mis koondudb normi
Jargi samaks piirelemendiks.

Ulesanne. T8estada, et 18plikumdStmelises normeeritud
ruumis nS}kja normi jargi koonduvus ithtivad. Napunaide: ka-
sutada lineaarse funktsionaali Gldkuju 15p11kum55tmelises
ruumis ja asjaolu, et 15p11kum50tmelises normeeritud ruamis
on koondumine samavaarne koordinaatide koondumisega.

Margime toestuseta, et jadade ndrk ja normi jargi koon-

duvus thtivad ka ruumis .

3. NOrgalt koonduvate jadade omadusi valjendavad all-

jergnevad laused.
Lause 1. NOrgalt koonduva jada piirelement on ihene.
TSestus. Eeldame, et x, > > ja Kuna
L) sits (=)= g(‘a) iga
X* korral. Jarelikult x = q-
Norga koondumise kriteeriumist jareldubd
Lause 2. NOrgalt koonduv jada on tokestatud.
Lause 3. Pidev lineaarne operaator teisendab norgalt
koonduva jada norgalt koonduvaks jadaks.
Toestus- Olgu X ja Y normeeritud ruumid file |K,
A e ning x ruumis X , Naitame, et
Ax ruumis Y. Valime vabalt q€ N K). Ru-
na 9 A e (X, K)=X*sits

q(Ax.) = (3AX(xn) — (3A)() = g (A=),
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ndrk koonduvus. Seda koonduvusliiki vaadeldakse

uksnes kaasruumides. Olgu X ™ normeeritud ruumi X kaas-
ruum, Beldakse, et jada %.‘e X™* ¥oondub -ndrgalt
koondub) funktsionaaliks ug X* xui
— :Y(x) V¥xeX,
ja kirjutatakse . R SR

Kuna > -nork koondumine ’? pole midagi muud,
kui funktsionaalide jada )?h punktiviisiline koondumine
funktsionaaliks ug, siis Banach-Steinhausi teoreem annab
meile otsekohe % —ndrga koondumise kriteeriunmi.

Teoreem (% -ndrga koondumise kriteerium). Olgu X
Banachi ruum. Punktsionaalide jada e X™ xoondub % -ndr-
galt funktsionaaliks ;?e X* parajasti siis, kui

1) lejdub arv M nii, et rgwu <M,

2) (x)—> g(x) iga xe BE < X korral, kus
2(E) = X.

Ndrga ja X-—norga koonduvuse vordlemiseks paneme tahele,
et ndrk koondumine %N g normeeritud ruumi X kaasruu-
mis X ™ tahendab, et

F(§.) — F() VYReX™™
aga % —ndrk koondumine r—;)? tahendab, et

Y x e X .

Kuna X *% { F,: xe X-S , siis jada ndrgast koondu-
misest j8reldub ¥ema * —nork koondumine samaks piirelemen-—
diks. Uhtlasi on selge, et kui X on refleksiivne (s.t. kui
x**_g F,:xec X'§ ), siis nork ja x —ndrk koonduvus
Uhtivad. Vahem3rkusena olgu lisatud, et jadade nork ja
¥-ndrk koonduvus vdivad Uhtida ka mitterefleksiivsetes ruu-

mides, nZiteks on see nii ruumis w
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Topetuseks toome naite X -norgalt koonduvast jadast, mis

norgalt ei koondu. Vaatleme jada ec* = ¢, Runa
siis —— 0. EKuid valides F= e wm =™

Saame F(l.‘)= A, F(e)=-14, F(23)= A, E (2,)=-4,
mistottu F(Lh) ei koondw. Jarelikult jada 2, ei koondu

norgalt ruumis c*,

§ 6. Pideva lineaarse operaatori kaasoperaator

olgas X ja Y normeeritud ruumid ule K ning X ja
V* nende kaasruumid.

Definitsioon. Operaatori :Z(x,y) kaasoperaatoriks
nimetatakse operaatorit A™¥: Y* — X mis on maaratud
vordusega

ATy =34, 3

Selgituseks m3argime, et 3A e X Q(X)IK ), sest
Ae (X, Y) ja qe€ ¥ (Y, K.

Teoreem. Kui A € (X,)’), siis ATe (y*xvja
NA* I =1 AN,

Toestus. Operaatori A* lineaarsuse pohjendavad vordu-
sed

A*(qa+92) = (1 +32)A = 1A+ A= A*g, +A"‘31)

A*(xg)= (rg)A = XgA)= X ATg.
Kuna

WA g =NgAN<IgnIAN=TANIYN,
siis A%e ® ¥ X™) ja kentib vorratus | ATI<NAN .
Vastupidine vdérratus kehtib, kui , sest siis A=0,
0lgu #{o} ja xeX suvaline element. Valime funkt-
sionaali e ¥Y* nii, et | gl =4 3a g (A=)=VA

(seda voimaldab teha teoreem piisavast arvust funktsionaali-
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deat). Seega

NA =i = NATHG N == KA U=,
millest saame | Al < || A¥Y

Teoreem on tSestatud.

Lause. Kehtivad vordused (A+B) = A™4 A"
= XAY ) (AR)* = r*A*.

Tdestus. Lahtudes kaasoperaatort definitsioonist, on

vordusedd kerge kontrollida. Tdestame naiteks viimase vordu-
se. 0Olgu Be (X,V) ja Ac £(Y,2), siis saadb moodustada
operastori AR € ¥(X,Z). Et R™e X*) ja

2 (2% )"")) siis B*A*e ¥ (2% X*). Muidugi ka
(AB)*e X (2% X*) ning suvalise € 2% ¥xorral

(AB)*L = L(AB)=(RA)B =(A*L)BR =

Lause on toestatud.

Lause. Eui ja on olemas A ‘e :f(y) X)
siis on olemas ka (A*) e ¥(X* Y*) ning A*) o
-

Toestus. EKui -?e X*, siis A"(A“)*-Q—A*g A=
= ,?AP(4= ; kui aga € siis (A Q)*A*% =
= (A")*é A=9 AT A= 3. Seeparast A¥(A™)*=T ja
(A" A* =1, millest jarelduvadki lause vaited.

Definitsioon. Olgu X normeeritud ruum Ja X"‘r tema
kaasruum. Alamruumi Z X annulaatoriks nimetatakse hulka

i_ e X*: .?(z):o iga ze 2 korral}- Alamruumi

c X* annulaatoriks (ruumis X ) nimetatakse hulka
\,\j_L={xe X : g(x)=0 iga e W korral}.

Pole raske kontrollida, et annulaator on kinnine alam-
Tuum.

Lemma. Olgu Z normeeritud ruumi X alamruum. Siis
(ZH)L= Z.

rdestus. Vaatleme suvalist elementi z e Z . Kuna
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@(3)= O iga 1?6 Zz+ korral, siis =z e ) . Seega
Z C(Z‘L)_L bihg ka Z < = (Z‘L)_L anmxlaatori
kinnisuse tSttu. Kui nuud oletaksime, et Z # (Z1), s

siis leiduks nii, et > Z . Hahn-Banaohi
teoreemi jareldus lubaks valida X* nii, et ¥|=l—0,
kuid Kuna fe 21 ja xe(2Y), , sils

g(x)z O, mis oleks voimatw. Seega Z =

Markus. Kaasruumi X* alamruumi W puhul #ldiselt
(W)t w.

Teoreem. @Igu X ja Y normeeritud ruumid Ja
A Siis kehtivad jargmised vordused:

1) Ker A= (Im A*).L s

2) Ker A= (Im A)Y

3 Im A =(Ker A, ,

3) xut X ja In A on tatelikud, siis Iw A*=
= (Ker A)L,

Toestus. Vordus 1) kehtib, sest

xeKer A Ax=0 & %(A1)=o
& (A‘%)(x)=0 %(z)=0 V*GTN AY
Vordus 2) pohjendatakse analoogilise samavaarsuste zhelagm
ning 3) jareldub lemma pohjal vordusest 2).

Toestame vorduse 4). Vaatleme suvalist funktsionawli
hulgast Iw A¥. Ta avaldab kujul A*%) kus ge V*  EXuna
=< eKerA korral (A =19 (Ax)= Q, siis
A*ze(l(-.r- A): Seega Iw, AYL. Faitame, et
(Ker A)L c In, A*. vVaatleme suvalist funktsionaall
e (Ker A) 1. Defineerime * abil alamruumil Tw. A
funktsionaali q, vordusega ‘3°(A x)= )g(x),xex, Funk+t-
sionaal on korrektselt defineeritud, sest kui A =
=A x, ehk A(x,- sils >, e Kep A,
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nistottu ehk On selge, et
39 on lineaarne. Lahtise kujutuse printsiibi kohaselt on
olemas niisugune arv M >0, et iga %eI»JA korral lei-

dudb xeX nii, et y-Ax Ja Il < Myl Seetdttu
fgo()i=| Jarelikult 9.e(ImA)*
Tahistame tzhega funktsionaali sama normiga jatku

tervele ruumile X. Kuna 9 (Ax)= 3°(Ax) =¥(x)- ehk
(A*%)(x) = %(X) iga xe X korral, siis A*?-.— , mis-
tottu %GIM A*

Teoreem on tdestatud.

0lgu X, X jJa Yo Banachi ruumide X 3ja
vektoralamruumid, kusjuures X, =X ja V, =Y, Tea-
me, et operaator A, € (XO)VO)) olles vaadeldav operaa-
torina A, € y) on pldevalt lalendatav operaato-
riks A€ QE(X)S’)_

Lause. Kul arvestame, et X,=X"ja Y*=Y* siis ope-
raatorid A, € Xt) 3a Ave X*) tntivad.

Toestus. Lause vaidab, et A‘a e X% on funktsionaali
A* e X~* laiend misttahes ja tema pideva
j3tku g€ Y* korral. See vaide kehtib, sest

(AT g.)(x) = 3. (Ao =) = A=) = (A3 X(x) VxeX..

Lause on tdestatud.

Operaatori A e kaasoperaatorile
A*e £ (Y* X*) vSime omakorda moodustada kaasoperaatori

A** = (AM)* e i(x**)y**). 0lgu T, X = X™** ja

e e

Wy N - ruumide loomulikud sisestused oma teise
kaasruumi.
Lause. Kehtib vordus
> N
AT, =, AL
Tdestus. Kui >xeX ja 9 Y siis
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(A**-yr, x)(%):(’i’(’,x)(A*%)= (A*3)=
=P = g (A=) = B (3) = (T Ax)(),

mis tahendabki lauses vaidetud vordust.

XsjatSestatud lauset voib tdlgendada nii, et kui samas-

tada X ja (X) (s.t. vaadelda ruumi X ruumi X ™%
alamruumina), samuti Y ja siis A™*x =Ax, xeX
s+t. operaator A** on operaatori A laiend.

182



VI Operaatorite diferentsiaalarvutus

§ 1. Operaatori diferentseeruvus Gateaux'

mottes ehk nork diferentseeruvus

o1gu X ja Y normeeritud ruumid @le K ning U< X
lahtine mittetiithi hulk. Vaatleme operaatorit L=,

Definitsioon. Ueldakse, et operaator x? on G&teaumx'
mottes diferentseeruv (voi norgalt diferentseeruv) punktis

~<e W, kul iga A X korral eksisteeribd piirvaartus

'?(*) (1)

+-0

ruumis Y. Piirviartust (1) tihistatakse é-)? (x; ja ni-
metatakse operaatori 1? Gateaux' diferentsiaaliks (vdi nor-
gaks diferentsiaaliks) punktis > suunas

Margime, et UL lahtisuse tottu kiillzlt viikese t kor-
ral x++t & W, mistottu saadb pistitada kiisimuse piir-
vaartuse (1) olemasolust.

Definitsioonist on nzha, et Q)= Q.

Ulesanne. Niidata, et Gateaux' mottes diferentseeruvuse
definitsioonis viib piirduda elementidega Q\e)() H& =4,

Niide 1. 0Olgu X=Y-R, K= s+t. olgu ¥ matemaa—
tilise analiiisi kursusest tuntud uhe muutuja funktsioon. Siis

£+0 xorral

+-50 t Q ’
s.t. funktsiooni diferentseeruvus G&teaux' mottes tzhendab
tema tavalist diferentseeruvust, kusjuures 5;?(:;; L)—&%(x)

ning (> 5 4) =
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Naide 2. 0lgu X=R" ¥y=R K-

matemaatilise analiilisi kursusest tuntud w muutuja funktsi-

) set. olgu %
oon. Definitsioonfst on naha, et kui | |=4, siis Gateaux'
diferentsiaal %) on n muutuja funktsiooni )?. tuletis
suunas & . Seega tahendab w muutuja funktsioonl diferentsee-
ruvus Gateaux' mottea, et funktsioomfl on olemas tuletised
mistahes suunas. Matemaatilise analiiisi kursusest on teada,

et tuletist suumas % v3ib esitada kujul

$9(x30)= D=2 4 ,
kus W R R,
Margime, et ku# 4,0,...,0), siis

(x). Niisiis tagab n muutuja funktsiooni

nork diferentseeruvus punktis 3 osatuletiste

L= olemasolu. Mitme muutuja funktsiooni osatuletis-
te olemasolu aga ei kindlusta tuletise olemasolu mistahes
suunas ehk norka diferentseeruvust. Seda pohjendab alljzrg-
nev

Naide 3. Vaatleme kahe muutuja funktsiooni

O, kui = 5 -0,
- kui
Siis
89;{;1 (0,0 = t-0 t =9
analoogiliselt (0,0)- 0. Aga 4 el ole norgalt dife-
rentseeruv punktis sest kui & — siis

Y ES - ’
millel ei ole ruumis R piirviirtust, kui +—0
Operaatori diferentseeruvusest Gateaux' mdttes ei jareldu
fildiselt tema pidevus. See on nii juba kahe muutuja funktsi-

oonide juures.
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Naide 4. Olgw kshe muutuja funktsioon § R — antud
Jargmiselt:

A, kui o, , X4 FO0,

O  mujal.

On selge, et g ei ole pidev punktis (0,0). Aga %(010)‘0
ning vabalt valitud korral €,)=0 kui
4 on kiillalt viike. Seega 3 f(0;&)=o0.

§ 2. Operaatori diferentseeruvus ehk diferentseeruvus

Frechet! mottes ehk tugev diferentseeruvus

01gu X Ja Y normeeritud ruumid, LLC X 1lahtine hulk
Jja 0 —-Y.

Definitsioon. Ueldakse, et operaator g on diferentsee-
ruv (Frechet' mottes) punktis xe Ul , kui leidub pidev
lineaarne operaator Ae (X,Y) nii, et

Lin »fe-AL e
[ENEe) el
Tahistades o(>;%)= AL, voime tingimu-
se (1) kirjutada kujul “%;%L%’;j_“) -0. Tingimust (1) val-
jendatakse ka vordusega Jg(x+9~)-%(x) — AL+ o(hy)
ehk o L) - o(HQ\H)) mis tshendab, et iga £ >O kor-
ral leidub © >0 nii, et kui W&l < siis || 5 Wl
< < &,
Teoreem. Kui operaator %: U - on diferentseeruv

punktis o>ce L siis on ta punktis x ka nérgalt diferent-
seeruv ning é’g(x;‘l\)=A2\.
Tdestus+ Vaatleme avaldist

- AL+ (=, ¢8)
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Teoreemi toestamiseks piisab naidata, et Liws
30

dga Le X  korral. Vérduse '« (> ;0)=0 tottu piisab vae~

-0

delda juhtu, kus & #0. Siis aga — — -

_lk

T — sest ————  on tokestatud ja

Mt&l =3 O, mistdttu —

Teoreem on toestatud.

Jireldus. Kui operaator :L—Y on diferentseeruv
punktis xe W, siis tingimust (1) rahuldav pidev lineaar-
ne operaator A on iliheselt maaratud.

Toestus. Kui leidub veel BeL(X,Y) nia, et %(x-ﬂ\)—
- g(x)= B +o(&l), siis teoreemi pohjal
Seega AL  iga f.eX korral, s.t. B _ A,

Operaatorit A nimetatakse operaatori g (Préchet’ )
tuletiseks punktis > ja teda t3histatakse :?(x) Elemen-
t1 gl(x) = cﬂ.x?(x.-) L) nimetatakse operaatori x?
(Préchet’) diferentsiaaliks punktis x  tapsemalt (Préchet’)
diferentsiaaliks punktis mis vastab argumendi juurdekas-
vule e X.

Vahetu jareldusena asjatdestatud teoreemist ja viima-
sest definitsioonist voib Belda, et kul operaator % on di-
ferentseeruv, siis tema diferentsiaal Jja nork di-
ferentsiaal thtivad.

Teoreem. Kui operaator g u-y on diferentseeruv

punktis x e L siis on ta punktis = pidev.

Toestus. Olgu W . Tahistame x,
siis Operaatori :Y diferentseeruvuse tottu saame
g(x)=g +8,)-§C)= «(x 4%, )»0,

sest Ja ot(x;,h.)—>0. Seega J‘(x).

Teoreem on tdestatud.
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Me nagime, et operaatori diferentseeruvusest jareldub
tema nork diferentseeruvus. XsjatSestatud teoreemi abil voim
me valta, et diferentseeruvus on rangelt tugevam ndue kui
nork diferentseeruvus,” sest eelmise paragrahvi naites & too-
dud funktsioon on ndrgalt diferentseeruv, kuid ei ole pidev,

seega el ole ka diferentseeruv.

§ 3. Faiteid operaatori tuletise leidmisest

0lgu kahes esimeses naites X Ja normeeritud ruumid-

Naide 1. (Ronstantse operaateri tuletis). Olgu Q:X—))’

( )?. on kongtamtne

operaator), Siis ¥(x+&)— =0

-g/Cx)z 0 e ¥(x, igas punktis =xe X,
Raide 2 (pideva lineaarse operaatori tuletis). Olgu

defineeritud vordusega -g(x) =

P

, seega

g{(x}y) ()? on pidev lineaarne operaator). Siis
ja  (x3t)-o0, see-
ga ’?/(=)=>? igas punktis x e X,

Faide 3. Olgm §: U—>R, U< s.t. olgu § n
muutuja funktsioon. Operaatori ‘g tuletis -g(x) kuulub ruw—
mi R)=(R")* ning arvestades selle ruumi kirjeldust,
voime % diferentseeruvust Préchet’ mdttes punktis >« e UL
v3ljendada jirgmiselt: leidub (a.,.. 3 nii, et

JQEA
xus L=(&,,.. Ja 5>0. See on aga w muutuja
funktsiooni diferentseeruvust defineeriv tingimus. Niisiis
tahendab n muutuja funktsiooni diferentseeruvus Fréchet’
mottes tema tavalist diferentseeruvust, kusjuures PFréchet’

diferentsiaal jJa t3isdiferentsiaal ihtivad. Kui % on dife-

-
< v~
rentseeruv, siis o= ﬁ'--:(x;’t = seega =

_ = (R, R). Erijuhul
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n 4 ehk tavalise tthe muutuja funktsiooni 1? korral saame
siit kus vasakul ’(x)e L(R,R) on
Préchet” tuletis ja paremal funktsiooni kui the muutuja
funktsiooni tuletis-

Naide 4. Olgu ’?: W—-R W< R"™ oOperaatorit
saab esitada kujul = W, kus
fi:UoR, c=4, ., m. Bt tuletts {G)eX(RTR™)
siis saab teda vaadelda maatriksoperaatorina, mistottu g

diferentseeruvuse tingimus punktis =€ Ll omandab jargmise

kuju: leidub w Xw maatriks A - ) nii, et
f(=+2)- = AL +ot(x LY,
kus —— > kui & >0, ke R™. Koordinaatide

kaupa voib seda valjendada vordustega
~a,, + +oti(x ,8) S=4,.

kus (x,4)= w(x s Kuna koondumi-

) > -
mine ruumis R ™ on samavaarne koordinaatide koondumise-

.

ga, siis —— parajasti siis, kui

L= protsessis hL—o. Seega on operaatori g di-
ferentseeruvus samavaarne tema komponentide %; diferentsee-

ruvusega ning et naite 3 pdhjal £-(x) =

=<§§‘;<")r~-)§£—i(x))=(Q:«,.-.,Q:.\), siis

Naide 5. 0lgu operaator g:(‘.[q.) t1— Cfa,s] defineeri-

tud v5rdusega
(FEH@® = § (D)ds , tela,

on pidevad

kus funktsioonid ja
hulgal LI1x R (mirgime, et (x)eC sest
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§ K(t, s, x<())da on muutuja + pidev funktsioon)
Valime vabalt > Cfa %]. RKasutades Lagrange'i keskvaar-

tusteoreemi, saame iga LeCfa ] korral -

(g (=+ -4 (+,5, xW+0E)- K+, =)=
- égjf B ) by dn = 5 x(2)) & (s)ds +
.S 3(40)- B (4,5, %)) s,

kus x(3)+h(s) v x(3)+ L)< E(4,8) € x(a).

Kuna funktsioon 337 4, (4)) on pidev ruudus
D w 4

t,2) e tlxfa, siis vordusega

(KLL)(Q = 2;7({,4, x(s))

on antud integraaloperaator e¥(C i,

° o o
Funktsioon 3 on lihtlaselt pidev (naiteks) kinnisel
tokestatud hulgal xfa, 6] x[~nxi-4,u=xi+4], mistottu

iga £>0 korral leidub < (O, nii, et kui |&l<S,

slis
=)
D w (f) (‘b; S, x(a))l <
Seega, kui | siis
[
2 2
é (5 (3,5, 8- 5= (4,
rahuldab tingimust || <(x, gl st It(= ;Q\)“:Q(“ M)
rrotsessis L - Q. Jarelikult on % diferentseeruv ja

)= K, ehk

RGyR)E) = § — (4, <Y U, tela],
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§ 4. Tuletise omadusi

Operaatori tuletisele laienevad mitmed olulised reaale
muutufa funktsiooni tuletise omadused-

Lauge 1 (difqrentseerimise lineaarsus). Kul operaato-

rid § W- ja 3:\1—»5} on diferentseeruvad punktis xe U,
siis
K.
Tdestus. Kuil %(x-f %) - = +t (x> ja
q(x+&k) -g() = + P(>x<3L), kus

V) da ety B)=oQnal), i BGes )= o kI,
sits (J+9)(=+0)- G+ PE)=F  geo)h +
+ (5(:; 5 L), kusjuures -?’(x)-o- 3’(:) ed(X,Y) ja
L)+ (B(x*}l.) l=o(l 1). Analoogiliselt veendutakse
ka diferentseerimise homogeensuses.

Lause on toestatud-.

Lause 2 (operaatorite korrutise diferentseerimine).
Kui :W— Y on diferentseeruv punktis x< W -g(LL)CV
Ja 3 :V—>Z on diferentseeruv punktis g(x)) siis

« \L—>7 on diferentseeruv punktis = ning

(380 = 3 (8= $1).

Téestus- Eelduse kohaselt g(x+ Ly~ 4(=) =

4ot &) Ja Glys L),
kus ,@fx)e&’(x,y)) et (< ;L)“:o(“p,\“) ja -
%/(3) e ¥ , WB(y V= o(WLY). mihistades
q,— L+°-((X_; , Saame

- ()=

]

5(g+1)- 3(%)=‘3’(3)L + (g 0=
= %/(%)(%,(X)k+ e((x;l\))+ (’,(\é, L):
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S I O R TD)
Olg y &)= (gl )+ Jadb toestada, et
Iy (<3 &)= o & }). Kuna
PNECSIN B UG, N+ Gy, L)) =
=l o(h 1)+ o(Nen) = o(n L)+ o(E8 nan),

ne
siis pidisab naidata, et - 0(4) protsessis & — O,

L}
Kuid

Lause on toestatud.
Margime, et operaatorite korrutise diferentseerimise ees-
kiri tldistab matemaatilisest analitsist tuntud 1iitfunktsi-

oani diferentseerfimise valemit.

§ 5. Lagrange'il keskvaartushinnang

Matemaatilisest analiilisist on teada Lagrange'i keskvaar-
tusteoreem: kui % t]—-> R on pidev ja vahemikus (s &)
diferentseeruv, siis leidud T e(a,%) nii, et

ge)- = ).
Operaatorite korral kehtib alljargnev Lagrange'l keskvaartus-
hinnang.

0l1gu X ja Y normeeritud ruumid dile K ning UL<=X
lahtine hulk.

Teoreem (Lagrange®i keskvasrtushinnang). Eul operaator

on pidev loigus {=,>+ Ae{o)A]}CU.
ja diferentseeruv vahemikus (x, {x+xt:xe(o,

siis kehtib hinnang
! Ly~ IFNCESUSIRING

Toestus. Kdigepealt mirgime, et juhul K =€ vaatleme

ruume X Jja Y reaalgete normeeritud ruumidena. Teoreem
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piisavast arvust funktsionaalidest lubad valida e L(Y,R)
ni, et Ja. (BGx+) =46 = (= &) -G,
Vaatleme funktsiooni kP(t)=-1 (x+tL)), + A1, mis on
kolme pideva operaatori, £ .[o4]—s X , kus Q(+)=x+i:1\}%
ja 9 korrutis. Operaatori { tuletis on 9,/(1-)=Q\, te(,4),
tipsemalt, € R . (Seda tuletist on kerge lei-
da nii vahetult definitsioonist lahtudes kui ka silmas pida-
des, et { on konstantse ja lineaarse operaatori summa, mil-
le tuletisi me aga teame.) Arvestades, et %'(3): 9 lea
Y korral, voime oelda, et funktsioon \P on 1digus
[0)4] pidev ja vahemilkus (O)A) diferentseeruv. Seejuures
operaatorite korrutise diferentseerimise reegli kohaselt
WO =89 0= (3B Te) VM= 3(§7C=+£LIR).
Lagrange'i keskvaartusteoreemi pdhjal leidub nii,
et P(4)~- \.P(o)=k{'/(x) ehk
4 (f(=x+2)~ 3¢=) = 3 (FG+r0)n).
Seega
[FYESS &= 3 (%(x‘.c;)-— ~9 3 (§=))<
YR EYCESNATINE 1l <
EYCTINSITNENN

Teoreem on toestatud-:
Kui Lagrange'i keskvairtushinnangu toestuses votta -R

ja %:I :R—> R, siis tdestuse kaigus jouame jirgmise tule-

museni.
Lause. Kuil funktsionaal W—R on pidev 1digus
(x,x+LJc WL ja diferentseeruv vahemikus + L), siis

leidub X e(0,4) nii, et
§(x+)~H(x) = +Ab) b
Lagrange'i keskviirtusteoreeml el saa iildistada operaa-

toritele, mille vaartuste ruumi dimensioon on suurem kui 4.
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(Teda ei saa iildistada isegi reaalmuutuja kompleksviartus-
tega funktsioonidele, sest nZiteks funktsiooni =
= % punu $Co)= , kuid -@’(x):lf,rc
iga < €(0,4) korral. Juhime t3helepanu sellele, et kui
siin ruumi € vaadelda kahedimensionaalse vektorruumina iile
R, siis % :R— IRZ.)

Lagrange'il keskvafirtushinnangut lildistab formaalselt

Jareldus 1. Kul on tZidetud teoreemi eeldused ning
Ae siis kehtib hinnang

‘ ’

IGer 8- §GO-AR N < 2p, IENCEONSEY NN TN

Tdestuseks rakendame keskviaartushinnangut operaatorile
x— §x)-A +AL, mille tuletis on A.

Mirgime, et jdrelduses 1 voime votta niiteks A = %—(x))
kul operaator g on diferentseeruv punktis o<,

Jareldus 2. 0lgu W< X 1lahtine kumer hulk. Kui ope-
raator g: L= Y on pidev ja hulgal LL diferentseeruv ning

L = ) || <o, siis ,Y rahuldab hulgal || Lip-
xell

schitzi tingimust kordajaga !
Toestus. 0Olgu antud oc,, WL . Valime jadad

T rre U nii, et B, Keskvairtushin-

nangut kasutades saame iga w korral

I £EH-$CGDI R n(sa-82)Iugi-32)-

< LVED 31,

millest piiril protsessis tekib ndutav vorratus
) < L W=x,-

Jireldus on tdestatud.
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§ 6. Kahe muutuja operaatorid

0lgu X,y ja Z mnormeeritud ruumid ile K ning ot-
sekorrutis X varustatud normiga. |I(x,~a)|l =1l l+j
Operaatorit F: nimetatakse kahe muutuja operaa-
toriks. Nii lildistatakse matemaatilisest analiilisist tuntud
kahe muutuja funktsiooni mdistet. Punktsioonidelt tildistubd

kahe muutuja operaatoritele ka osatuletise moiste.

Definitsioom. Ueldakse, et J?(x)z) on operaatori
F- > Z osatuletis muutuja x jargi punktis
kui
FGest, “a)‘ F(")‘é) = + o(“ (N “)
protsessis ||L||—O. Samuti oeldakse, et on ope-
raatori F osatuletis 4 Jargli punktis kui

protsessis | L | — 0.
Operaatori F osatuletisi tZhistatakse

3F
Ja ey =,9)-
0lgu operaator F_ X<y~ diferentseeruv pumktis
Siis leidud nii, et

F(x+b,g+0) = F(x, g)= C(&, 0+l +1ey),
Vottes sitn 1 =0, saame
o(\l“l).

0lgu AL = Siis, nagu vahetult kontrollida viib,
A e¥(X,2). Seega C(&,0)= — 4 & .  inaloogili-
selt naeme, et C (O, L) = gs- 2. EKuna =

= C(L,0)+C(C,0), siis

+o(Nnh+nen).

194



Kaha muutuja funktsioonide Juhul on see vordus matemaa-
tilisest analiiusist teada. Matemaatilisest analiifisist tuntud

tulemust Uldistab ka jargmine

Teoreem. Kui operaatoril F: XxY — eksisteerivad

osatuletised Ja mingis punkti timbritse-
o

ves keras B =B((x, ning kujutused :B—
Ja g;- . B—acf(y,z) on pidevad punktis siis operaator
F on diferentseeruv punktis

Toestus*: Vaatleme vordusega C (&,)= Y+
+9F , X =Y = m33ratud operaatorit. Voib va-

hetult kontrollida, et C on lineaarne. Kuna

IC(e, 0l IEs  wllnel+ na—cx,%)u N2l <

< max{IE ol 1B5 G (R4 ven),

stts C e L(XxY,2). 0lgu y= F(=~+ +
- C(&,L). Niitame, et )~~0<|| +1en) protsessis
N&l+1l )= O. Vordusest

= l:(x*-e\/\a-a-ﬂ.)- =

+ F(x) +Q;)~

saame Lagrange'i keskvaartushinnangut (t3psemalt, tema ja-

reldust 1) kasutades, et
Iyl s Avp a E (= +AL ,a+‘l)~--(=<)a)“ e+

O A< A 5
OF (s, u+n)=2E5Go,u)l 1R
o< Azl °% (> d 23 ¥
Kui nudd RN WL O, siis Ja pidevuse tottu

Wyl o(AIah+oC)Nal=o(a)(heau+nan),

mi1lest nihtubki, et »= o(I &N NQW),
Teoreem on toestatud.
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Margime, et k3esolevas paragrahvis esitatut saab vahe-

tult laiendada mitme muutuja operaatoritele.

§ 7. Teoreem ilmutamata operaatorist

Vaatleme vorrandit
-0,

kus F: X —=72 on kahe muutuja operaator. Kui (ilhe muu-
tuja) operaator U—Y, U< X, on selline, et paarid
(<, ¥(x)), »ce L, rahuldavad vorrandit (1), siis Geldakse,
et vorrand (1) m33rab (Ghe muutuja) operaatori ¥

Teoreem (teoreem ilmutamata operaatnrist). 0lgu X ja
Z normeeritud ruumid, Y Banaehi ruum ning (x°)3°)e Xx).
Rahuldagu operaator F : XxY—> 2  jirgmisi tingimusi:

1) F(x=. =0,

2) F on pidev punktis (=,

3) 1leidub kera B = nii, et iga
(=, € B korral eksisteerid , kusjuures kuju-
9F
tus z— 1B — ¥(Y,Z2) on pidev punktis (xa,'a.,) ja ek-
sisteerid ‘e L(Z,Y).

Siis leiduvad "7 > O Ja 4>0 nii, et iga x €
korral on vorrandil -0

parajasti iiks lahend B(\ae,fs),

___________ ) Seejuures lahendipaaride (
"""" N 3% poolt defineeritud operaator
]
el B B(xen) = B(4on),
x

on pidev punktis x, ning kehtid

Toestus. 1) Tdestame vorrandi F(><,~a)=0 tihese lahen-

duvuse kohta kaiva vaite.
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Tahistame [ = % ' Fikseerime suvalise
elemendi xe X ja defineerime operaatori . : Y-
vordusega 9. (¢)=y- Kasutades [T bijek-

tiivsust, saame samaviirsused

S y= TF(X,3)®3=31(%)-
Seega (x,3) on vdrrandi F(=,4)=0 (ainus) lahend para-
Jasti siis, kui 4 on operaatori 3x (ainus) piisipunkt. Nii-
siis, tuginedes Banachi piisipunkti printsiibile, voime del-
da, et mell tarvitseb leida n >0 ja A >0 nii, et kuil
x e B(x,,n), siis 9t B(‘ao,‘s) ja on
ahendav keras B(‘AO)

Operaatori ahendavuse tdestamise juures kavatseme me

kasutada keskvidrtushinnangu seda jareldust, mis voimaldab

kontrollida Lipschitzi tingimuse taidetust. Seetdttu huvi-
tab meid %;(\3)= 1-r Margime, et =
=T-T (x5,90) ~ I -T=0. Tuginedes kujutuse

B —¥(Y,2) pidevusele, leiame Ae(0 R 1 nii, et

kui | x->.l<A Ja fiy-gells4 (sel juhul (o, y)~

=(xog )l (e =xo, g =god N = N ==+ <24 <R),
siis
= 2
Seega, kui lIx-x. <4 Ja \l\a N<A, siis
[EPCIR %4l -

= (>o,y)lls

A

3
IRl ||a—§(><,~a)-
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Nimetatud keskvaartushinnangu jarelduse kohaselt saame nuud,

et kui xe ja B(y.,»), siis

g€ B(yg.,4)

millega oleks naidatud operaatori 3,‘ ahendavus keras

s), ¥ui me teaksime, et . :
Olgu ye B(40,4). Kui xe B(x.,4), siis
Hg=<(g)-g-ll< =
=1g=C)= J=Cadh WP
< ly-gen+ury - (@

Tuginedes operaatori F pidevusele, leiame ~>0O nii, et

ngA Ja | kui l=<-xo\<mn. Seega, kui

™’
x e B(x,n) Ja B(na,)‘s)) siis tingimuse (2) kohaselt
“CA"('Q)_ f< A, millega on n3idatud, et

2) Naitame, et lahendipaaride poolt defineeritud operaa-
tor -g-. B(x.,n)— B(4c,5) on pidev punktis x, ja f(x,)=
Bt F(x,)‘a,)=o, siis . Olgu x e B(x,,n)
ja 4 (x). Siis F(x)a)-o ehk 4 on operaatori 9=
plisipunkt. Seetottu saame vorratusest (2), et
Hg-gen<2 T i \:(‘A,*aa)\l
ehk
0 S2UTHIFC=, 0.
Eui nfiid *=. ., siis F pidevuse kohaselt
H>xs4)=0,millest viimase vorratuse tottu jireldub,
et % )

Teoreem on tdestatud.
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Teoreem (teoreem ilmutamata operaatori diferentseeruvu~

sest). Kui operaator F X xY 2 rahuldab eelmise teoree-

mi eeldusi ja iga (x,a)eB korral eksisteerib (x, ‘3)>
kus juures kujutus B on pidev punktis
(°‘°"3°)’ eelmise teoreemi operaator ¥ on diferentsee-

ruv punktis =, ning ?(x, =

Tdestus. On selge, et

Tahistades nagu eelmises teoreemis [ = , too-

me sisse

d(:xajﬁ.)ng(x,-v&)- %(X.)—H- L.

Teoreemi toestamiseks piisab naidata, et [ (.- |

=o (L),

0lgn { = + -%(xo) Siis
50) = T (F=(xe )&

[}

nistottw
lGeas O < T §2E-Ga )0

Teoreemi eeldustel on operaator F diferentseeruv punk-—

tis (o, mistéttu
F(D(."- e\/‘a°+1)_ F(a‘o,a.)= +
+o(NRE+uey).
Arvestades, et F(DCD-Q- +Q,)= F(In+ =0 Ja

F(x0,9.)=0, saame |l (o3 &)= o(UR)+HLY),

Paneme tahele, et kui & —0 , siis >0 (sestx? on
pidev punktis x.). 0lgu niiud € €(0,4) suvaline arv. Pida-
des silmas, et || &{j-+YL|j—> O protsessis valime
J>0 nii, et kui | &I<S, siis =Gy W)l (bl + nak).

Kasutades seejuures hinnangut
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hel= {1 f (o +r§E(x,)3‘,)qv_r§£

a5 N+ 1 ZE Grayg) I IR
saame J|&]|< korral vorratuse
et Gros O € £ (RN HxCroy O+ 11T SECoee g IR L)
millest jareldub, et

I W« 751+ 3L IR,
Sellega on ndidatud, et fe(x,,&)) = ol all).

Teoreem on toestatud.

§ 8. EKorgemat jarku tuletised ja Taylori valem

0olgu X ja Y normeeritud ruumid iile |K) WL X 1lah-
tine hulk ning 1?: u Eeldame, et ‘? on diferentseeruv
igas punktis =xe L . Siis voib vaadelda operaatorit
*’: w mis igale elemendile x e L seab vas-
tavusse x?(x)

Kui operaator ¥ on pidev, siis nimetatakse operaatorit

pidevalt diferentseeruvaks.

Eui g on diferentseeruv punktis >c &€ LL) siis Geldak-
se, et % on kaks korda diferentseeruv punktis . Tuletist

(x) nimetatakse operaatori >? teiseks tuletiseks ja
tahistatakse )? (x) Niisiis tahendab operaatori x? kahe-
kordne diferentseeruvus punktis x seda, et leidub

(X, 2(X,Y)) nii, et
+ [B(X;L), (1)

kus ——mmm— kui )& 0.
Vordus (1) t&hendab, et

+)L-RGOL = R+ PG VReX
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Teoreem 1. Xui operaator ¥7 W —Y on kaks korda di-
ferentseeruv pumktis =~ < W . giis g”' )L on summeetri-
line L. ja £ suntes, s.t.

V&, Le X,

Toestus. Eeldame, et ja £+#0. sest vastasel
korral on summeetrilisuse vordus triviaalselt taidetud. Hul-
ga L lahtisuse tottu leidud n > O nii, et B(s,n)c WU
Seejuures x -+t x+tQ ) x + 9.) e B kui

Pl J

O< < yxy+yey - Olau

= $(Ge+(0+0))- —

¥e tdestame, et

Lo & (2)

Kuna on siimmeetriline & ja £ suhtes, siis on £ ja
{ suhtes siimmeetriline ka piirvaartus »? '8
mida vaidabki teoreem.
Vaadeldes parameetrist t sdoltuvat operaatorit
+ n3eme,
et
s(®= g(%)~g(o).
Operaator a on diferentseeruv Jja tema tuletis avaldub kujul
3=+
Rakendades operaatorile 3 Lagrangefi keskvaartushinnangu
jareldust 1, kus A = {L)F%x)ﬂ) saame
Is@-Atli< rap lig G- AlNkY=
—t R Aep + + +
gelol) !

Kuna § " on diferentseeruv punktis x, siis

¥/<X,+‘t<§+ "?(")"""F (x) + +k3(x) "
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kus ((x;+(E+L)) = o (Ntl).

Neld vordusi arvestades saame hinnangu

NSE)-AL] <ty

R CHN ’
< +he (1 o
| 1;&) * T

O0lgw € >0 suvaline arv. Valime 8>0 nii, et kut

Fe(E+0)0, <3, sits || BCx;t(B+tYIc e N(E+L) Ja

&)

——-;Il—l korral

fe(=;tn)lse Seetdttu kehtib t<
hinnang

ISE) = ARt IR awp (EflB+LI+S 0TI <
se(o’fu( 1 )

< Inn IR+ L),

millest jareldubki vérdus (2).

Teoreem on tdestatud.

Vittes teoreemi 1 eeldustes X =R™ ja Y=R ning
£ =(o,...,0,4,0, ... o) ja £=(o,...,0, '\,OJ,.,)0>) saame
matemaatilisest analliisist tuntud tulemuse, et punktis =

kahekordselt giferentseeruva n muutuja funktsiooni ¥ puhul

4 a
Analoogiliselt teist jarku tuletisega defineeritakse

operaatori g: U , WL € X, xorgemat jirku tuletised
(

g x) € Ja raagitakse operaatori ¥ n

kordsest diferentseeruvusest. Kuil vastavus x?c (<) on

pidev, siis nimetatakse operaatorit :? n korda pidevalt
diferentseeruvaks.

Teoreem 2. Kui operaator Ll-’y on n korda dife-
rentseeruv punktis >xe WL, sils % )(x) on summeetriline
oma argumentide suhtes, s.t. kul ¢, ... ¢ on indeksite

A v~ suvaline Umber jar jestus, slis

J
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% - Ve, h.eX.
Toestus. Teoreem on toestatud teist jarku tuletise
Jaoks. Olgu n 3, Eeldame, et teoreem kehtib w-4 jirku
tuletiste korral. Niitame, et ta kehtib ka n Jarku tuletis-
te korrale.
Vaatleme koigepealt olukorda, kus ..=4 , se.t. esimene

argument jaab paigale. Siis

iga E korral punkti x mingist Umbrusest. Tuginedes vordu-

sele

= 'L'% l,‘...L,‘-f(’:(x)'{:L*)Q\,_._.
kus f|B(x = o(H Lll), ja analoogilisele vordusele,
kus h, ... L, asemel on . saame kiillalt vaikese

++#+0 korral, et
N (;(X;%:Q«‘) =

mis piiril + - O annab vorduse
L, =

"
Seejarel paneme tihele, et tinu teoreemi 1 tottu kehti-
vale vordusele
G ke b= (F7Y ()
saame
It b, 0 k= 0, ..
s.t. kahte esimest argumenti voib omavahel ;ahetada-

Eeldame lopuks, et #+ 4. J3ttes indeksi 4 (s.t. esi-

mese argumendi ) paigale, jarjestame indeksid Z,...  w
nii, et asetuks teisele kohale. Seejarel vahetame kaks
203
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;;1mest4;rgumenti, mille tulemusena indeks asetub esi-
mesele kohale. Jattes lopuks indeksi paigale, viime ile-
Jaanud indeksid vajalikku Jarjestusse

Teoreem on toestatud.

. ( .

Tahistame elementi )? L sumboliga
nn) . "
Kasutades (=) slimmeetrilisust oma argumentide suhtes,

pole raske kontrollida, et %Q e
Teoreem 3 (Taylori valem jaakliikmega Peano kujul). Kui

JESRN on w korda diferentseeruv punktis xel, siis

kus & (x; &)= o (ll ﬂ\"“) protsessis & —0.

Tdestus. Kui siis teoreem kehtib tuletise de~
finitsiooni pohjal. Olgw w > 2. Eeldame, et teoreem kehtib
n -4 korda diferentseeruvate operaaterite korral jJa naita-
me, et siis o(ll ’A”vj.

Vaatleme operaatorit
3= B-fe-FEh =), be
kus >O on valitud nii viike, et x+L e W, kui
P e B(o/n,)_ Pansme t3hele, et %(O) =¢©. Naitame, et on
diferentseeruv. Selleks leiame operaatorite &—e%q L
f. € 8(o,n) tuletise. Kuna

< - ¢ -
= Z Cé - )g ‘)(x)ﬂ‘, =
- +o(nel?) =
= + o (L)
protsessis L O, siis w« ) A ongi otsitav

tuletis. KNiiid on selge, et 4 on diferentseeruv ja
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Et % on w-~4 korda diferentseeruv punktis x, siis

It L") protsessis & — O. Lagrange'l kesk-

vaartusteoreemi abil saame

e, G D= g (Rl = 13 (B) =3l € Axp W)=
p

=s:5ﬁ~> Ty < gggj@j‘%ﬁ%‘f ey

Seejuures Awp m ~> Q protsessis L —>O  sest
teloty 1SV ’

antud £©» O korral leidub o >O nii, et kui [|§|<d
ei1s — <t mistSttu ||&ll<S korral aw, N3O
<g.

Teoreem on tdestatud.
Teoreem 4 (Taylori valem jazkliikme Lagrange'i hinnangu-

ga). Kui operaator %: WA= on n korda pidevalt dife-

rentseeruv 15igus (= ,x+Lj<c U ja korda diferent-
seeruv vahemikus x + L)} siis
n 2
Q(xr )= ERCLY
w4
kus | =, (= BN +

TSestus. Mirgime, et juhul K=C vaatleme ruume X
ja Y reaalsete normeeritud ruumidena. Tdestada tuleb jadk-
liikme hinnang. Valime vabalt 3e€ R) ja vaatleme
funktsiooni (¢) = 3(’?@: +1 ,teflo,4]. Funktsioon P
on w korda pidevalt diferentseeruv ja vahemikus (O/ 4)
n+A korda diferentseeruv, kusjuures p“’(4)=
_ . (Viimase valemi pchjendamisel 1zh-

tume vordusest P(t)= (>x+t L) ehk
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FRx+tt) e 2(R,R), kus FeR(¥(X,Y),Y)
on defineeritud tingimusega F(A)= A | Ae y),
Kuna F’(A): F 1ga A€ $(X,Y) korral, siis
= (@ PGt (0= g FR (xrt0)0) = 3¢ (=20)87).
Analoogiliselt jdtkates leitakse ka ‘P korgemat jarku tule-
tised. Punktsiooni k? korral kehtib Taylori valem

kus >‘3 € (0,4) s0ltub {ildiselt funktsionaalist 9. Arves-

tades, et &?(‘)(O)= 3(* &) L ) ja ("~ 3 ¢)), saam
L)L““)

—_——

Valime niid funktsionaali 9 nii, et \lgﬂ =4 Ja 3 W=
= ¢ (0N, s11s

Teoreem on toestatud.

Jareldus. Kui funktsionaal {:WU — R on korda pide-

valt diferentseeruv 1digus iJcll ja w+4 kore
da diferentseeruv vahemikus + siis leidub
nii, et
LB L
(CEWY
Tdestus. Votame teoreemi 4 toestuses ja <3=I:\R—’(R

Siis funktsioon u?(t):,?(x+tk) on h korda pidevalt diferent-
seeruv 16igus [0,4] ja n+4 korda diferentseeruv vahemikus

(0,4), Teoreemi 4 tdestuses olev Taylori valem funktsiooni \f
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Jaoks ongi just see valem, mille kehtivust valdab jareldus.

§ 9. Punktsionaalide ekstreemumiilesanded

0lgu X normeeritud ruum iile I ning L <X 1lahtine
hulk. Vaatleme funktsionaali :U->R.

Punkti L nimetatakse funktsionaalig ekstree-
mumpunktiks, kui leidub kera ,o)c W nit, et

korral véi £(x.) 1ga
x € korral. Esimesel jJuhul rasgitakse funktsionaa-—
11 § niinimumpunktist x,, teisel juhul maksimumpunktist.

Teoreem. Kui funktsionaal )? on punktigs x, Gfteaux'
mdttes diferentseeruv ja x, on funktsionaali% ekstreemum-
punkt, siis 5)?(:%;1}0 iga feX korral.

Tdestus. 0Glgw >, naiteks miinimumpunkt (maksimumpunkti
puhul on arutelu analoogiline), kusjuures > %(x.) iga
x€ B(x,,5). korral. Vaatleme suvalist elementi e X. Kui
]  on kiillalt viike, siis >x,+t €B(x.,2) mistdttu

g%(x,; l) = Row

-l:—)0+ t

! +-50-
Seega - L) -0.

Teoreem on toestatud-

Kui X =R, siis :? diferentseeruvus GAteaux' mottes
tahendab teatavasti tema tavalist diferentseeruvust. Ning
asjatdestatud teoreem on sellel erijuhul tuntud Fermat' teo-
reemina.

Jireldus. Kui funktsionaal )g on punktis x, diferent-
seeruv Jja X, on tema ekstreemumpunkt, siis =

Toestus. Kuil g on diferentseeruv, siis on ta diferent-

seeruv O3teaux! mottes. Teoreemi pohjal J,Y,(xo . Q\)=O whk
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g(xu)PA:o iga €X korral, mis t3hendabki, et
(=) =o0.

Teoreem. Olgu funktsionaal % punktis x, kaks korda
diferentseeruv. Xui X, on selline, et ,?/(xc)=o ja lei-
dub > O nii, et g’fxg) )«}l!\llz iga %eX korral
(% nup* iga LeX korral), siis x, on funkt-
sionaali ,? miinimumpunkt (maksimumpunkt).

Tdestus. Toestame viite miinimumpunkti kohta (maksimum-

punkti korral on tdestus analoogiline). Oletame vastuvaite-

liselt, et punktis el ole miinimumi. Siis leidub Jada
x, nii, et g(x“)< %(x,), olgu &, = x,-x,. Ar-
vestades, et » O Ja kasutades Taylori valemit

L= o)+ Gl 3R eyhi+ o ()
ning tingimusi %(Iu)zo ja %(xa+ @\.\><5{-(xo)) sasme, et
0> — § Cxo) bl + o (&> Whl+o(h L))
ehk
o> bﬁ -+ 0(4)

protsessis Seega O > mis on voimatu.

>

Teoreem on tdestatud.
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VII Kompaktsed operaatorid

§ 1. Kompaktse lineaarse operaatori mdiste

Ja omadused

Meenutame, et hulka normeeritud ruumis nimetatakse suh-
teliselt kompaktseks, kui igast tema elementidest moodusta-
tud jadast saab eraldada koonduva osajada.

Definissioon. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Line-
serset operaatorit A : X >Y nimetatakse kompaktseks, kui
ta teisendab iga ruumis X  tokestatud hulga suhteliselt
kompaktseks hulgaks ruumis Y (s.t. kui EcX on tokes ta~
tud, siis AE<Y on suhteliselt kompaktne).

Lause. Lineaarse operaatori A kompaktsusega on sama-
vaarsed jargmised tingimused:

1) kui jada on tokestatud, siis jadast A saab
eraldada koonduva osajada,

2) AB(0,1) on suhteliselt kompaktne,

3) AB(0,4) on suhteliselt kompaktne.

Toestus. On selge, et operaatori A kompaktsusest ja-
reldub tingimus 1).

Naitame, et tingimusest 1) jareldub tingimus 2). Oletame
vastuvaiteliselt, et 2) ei kehti, s.t. hulgas A B (0,1)

leidub jada millel ei ole uhtegi koonduvat osajada.
Elementide originaalid moodustavad tokes-
tatud jada. Seetottu peab jada tingimuse 1) koha-

gelt sisaldama koonduvat osajada, mis on voimatu.,
Tingimusest 2) jareldub kohe 3), sest A B(0,1)c

< AB(o,1).
L3puks tdestame, et tingimusest 3) Jareldub operaatori

A kompaktsus. Olgu hulk E tOkestatud. Siis leidub n > O
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nii, et E < B (o,n). Faitame, et hulk AE on suhteliselt
kompaktne, Vaatleme suvalist jada \éheAE. Olgu x, € E

elementide originaalid. Kuna EEF € giis jadast
A saab eraldada koonduva osajada 4%‘ . Kuid siis

koondub ka

Lause on toestatud.

Lause, Kompaktne lineaarne operaator on pidev,

Toestus., Me teame, et iga suhteliselt kompaktne hulk on
tokestatud., Niisiis teisendab kompaktne lineaarne operaator
iga tokestatud hulga tOkestatud hulgaks. Kompaktne lineaar-
ne operaator on seega tokestatud ning jarelikult ka pidev.

Kompaktset lineaarset operaatorit nimetatakse ka taie-
likult pidevaks operaatoriks.

Teoreem. Kompaktne lineaarne operaator teisendab nor-
galt koonduva jada koonduvaks,

Toestus. Olgu lineasrne operaator A kompaktne ning

Me teame, et operaatori A pidevuse tottu A >
2 Ax.0Oletame vastuvaiteliselt, et jada A ei  koondu
elemendiks A x . Siis leidub £ >O ja osajada N W
nii, et

A ~Axlz>< VYneN’ (1)

Jada , he N/, koondub norgalt, jarelikult on ta t0-
kestatud. Seetottu, toetudes operaatori A kompaktsusele,
saeme eraldada osajada N’c N’ nii, et A, oo - Arves-
tades koondumist A s>, “>Ax naeme, et \6=Ax_ Seega

Axn——-ﬁ)”Axlmis on aga vastuolus tingimusega (1).
ne

Teoreem on toestatud.

Lineaarne operasator, mis teisendab iga norgalt koonduva
jada koonduvaks jadaks, ei tarvitse Uldiselt kompaktne olla.
Naiteks ruumi uhikoperaator teisendab norgalt koonduvad

jedad koonduvateks, sest ruumis 14 jada nork koonduvus on
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samavaarne tema normi jargi koonduvusega. Kuid ruumi
uhikoperaator ei ole kompaktne (vt, jargmise paragrahvi
naidet 3).

Teoreem, Teisendagu lineaarne operaator A - X-Y iga
norgalt koonduva jada koonduvaks. Kui X on refleksiivne,

giis A on kompaktne,

Tdestuseks naitame, et tOkestatud jada X korral
gaab jadast eraldada koonduva osajada. Ruumi X ref-
leksiivsus lubab jadast eraldada ndorgalt koonduva osa-
jada . Jarelikult jada A koondub.

Teoreem on tdestatud.

Teoreem (Schauderi teoreem). Olgu X Jja Y  normeeri-
tud ruumid. Kui lineaarne operaator A : X—= Y on kompaktne,
8iis tema kaasoperaator A‘ on kompaktne. Kui A* on kom-
paktne ja Y talelik, siis A on kompaktne.

Toestus.* 1) Olgu lineaarne operaator A: X Y kom-
paktne. Naitame, et A™: Y*— X™* teisendab kinnise ahik-
kera B = { Y eV™*: gsuhteliselt kompaktseks.

Hulk K -AB(olq)cy on kompaktne kui suhteliselt kom-
paktse hulga A B(0,4) sulund. Olgu = 1qe B}
kerasse B kuuluvate funktsionaalide ahendite hulk. Siis

$ c (K ;K). Bulk on Uhtlaselt tdkestatud, sest mis-
tahes aeB ja K korral
9l (ol __ [ = I3 Ca)| =
aeAB(o,q 3EAB(°'4)
= |«3(Ax)|s g hAN K=<l < I AN,
8(0,4) W= <A

Ta on ka vordpidev, sest mistahes aeB korral

g“%“ ="‘aq“31")
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Uldistatud Arzela-Ascoli teoreemi pohjal on suhteliselt
kompaktne ruumis C(K K),
Konstrueerime nuud isomeetria F: @ —>A"B_ Defineerime

F(g\K)=A‘g,3eB_ Kui %\K--%"K mingite %,a‘eg korral,

siis = sest

(A*9)(x) = g (A=) = |, (A=) = 37| (A=) =

I}

%/(Ax)= (A*éf)(x) Yxe B(o,4),

Niisiis on F hulgal ¢ maaratud kujutus. Tema vaartuste
hulk on definitsiooni pohjal A*B, seega F on aurjektiiv-

ne, Kuna iga a’zleB puhul

9Cal 3 Ik) = 1 9]~ 37 () =

= ma. x I —3’)(a)l = —a’ =
Y eAB(o) : YeAEB(o, «)Ka 30

= [(§=9)Ax)| = axp 1A*(g3-9)=)\=
3-9 ) xl-e,‘(o,‘) (3-3GO

x € B(9,4)
- X —a’ - ¥ _ ¥ 7
”A(g 3)" “Ag AT,
siis F sailitab kauguse, Niisiis on = isomeetria.
Lopuks naitame, et A¥R on suhteliselt kompaktne hulk

ruumis X ¥ Vaatleme jada %.\GA*B. Siis F
kus Kuna @ on suhteliselt kompaktne, siis
sisaldab fundamentaalse osajada Et F on isomeetris,
sils ka F ¢, = on fundamentaalne. Jada Q“K koondub

ruumi X7 taielikkuse tottu.

2) Eeldame, et AY on kompaktne ja Y taielik, Toes-
tatu thjal on operaatori A* kaasoperaator A“’:
kompaktne. Vaatleme ruume X ja Y  alamruumidena
vastavalt ruumides X ** ja Y** siis A= A**'x, Operaa-
tori A kompaktsuse toestamiseks vaatleme suvalist tokes-

tatud jada X . Operaatori A¥Y kompaktsuse tdttu si-
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saldab A A*x_ruumis Y** koonduva osajada. Et aga VY,

olles taielik, on kinnine ruumis M ** siis see osajada

Pl
koondub tegelikult ruumis VY.

Teoreem on toestatud.
Margime, et Schauderi teoreemi teises osas on ruumi Y

taielikkuse eeldus oluline. Seda pdhjendab jargmise para-
grahvi naide 5.

§ 2. Kompaktsete lineaarsete operaatorite naiteid

Lineaarset operaatorit A . X Y, kus X ja VY on vek-
torruumid, nimetatakse 10plikumootmeliseks, kui alamruum
Tw A ={Ax: xeX] on 18plikumddtmeline.

Naide 1. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Kui operaa-
tor Ae¥(X,Y) on 18plikumddtmeline, siis ta on  kompakt-
ne.

Pohjenduseks margime, et kui hulk E<X on tdkestatud,
siis on tokestatud ka AE<IwA, Ruumi Tw A 16plikumootme-
lisuse tottu on aga AE subteliselt kompaktne.

Mergime, et juhul, kui dAiw X <e¢ on iga lineasrne ope-
raator A :X o> Y pidev ja loplikumootmeline ning seega
kompaktne.

Naitest 1 tuleneb vahetult

Naide 2. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Kui N on
16plikumdotmeline, siis iga operaator Ae Y) on kom-
paktne.

Naite 2 pohjal on koik pidevad lineaarsed funktsionaa-
114 kompaktsed.

Naide 3. Lopmatumddtmelise normeeritud ruumi Uhikoperaa-
tor ei ole kompaktne.

Pdhjendus. Lopmatumbotmelise ruumi uUhikoperaator teisen-

dab Uniksfasri, mis on tokestatud hulk, uhiksfaariks, aga
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psee pole suhteliselt kompaktne,

Naide 4. Vaatleme integraaloperaatorit mis definee-
ritakse vordusega
L
(Kx)®) = § (1)
Alljargnevas teorsemis ja tema jareldustes esitatakse piisa-
vaid tingimusi selleks, et K : Cf(a&]- oleks kompakt-
ne.

Teoreem, Rahuldagu operaatori K tuum ]-[:
tingimusi

1) leidub M nit, et § [I(44)] <M iga te
korral,

2) iga €>O korral leidub & >O nii, et kui |4+,-
L
st1s 5| XK | Lo < e
a

Ssiis K :C t]-Cla,8] on kompaktne lineaarne ope-

raator,

Toestus. Olgu > Cla,t]. Kuna

| K@) =)l ITKG, =]l

Ja eksisteerid € | , siis on olemas K x =

L
= ( 3¢(+,2)x(s)&s . Tingimuse 2) kohaselt

[ (K )(#,)= (K )(4,)) < S

%
R §|1£(Je, Y] da Nxlig s lixl, (2)

kui |4,-+,)<3. UJarelikult KxeCfa,t] ja K on niisiis
ruumis t] tegutsev operaator, Tema lineaarsus on vahe-
tult kontrollitav. TOestamaks, et K on kompaktne, vaatleme
suvalist tokestatud hulka E < C{<,t] ning naitame Arzela-
Asooli teoreemi abil, et KE< C[=,] on sunhteliselt kom-
paktne hulk.

Et E on tokestatud, siis leidub >0 nii, et
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| = . \x(&)\s'\. Vxe &,

astg
Kuna

(K> (] < S <
<SIHRE)ds Ixle Mn VxeE, Ytela ],

siia KE on Uhtlaselt tokestatud. Tingimuse 2) kohaselt
saame vorratust (2) kasutades, et mistahes =< c E korral
|(Kx)(¥1)-(‘(x)(’t1))<i’1, kui Jarelikult on
KE ka vordpidev.

Teoreem on toestatud.

Jareldus 1, Pideva tuumaga integraaloperaator on kom-
paktne,

Toestuseks veendume, et teoreemi tingimused 1) ja 2) on
taidetud. Et pidev funktsioon on kinnisel hulgal [q) k]x
x &] tokestatud, siis leidub M, nii, et | <M,

kui t,sela,b]. Seetdttu
. /s
ECIYEVRS M,écb; =M, (b-a)= M,

Kuna on uhtlaselt pidev, siis antud € > O korral leidub
§>0 nii, et kui |4, - <J jJa L3, siis
|3<({1)a)— —— . Seega, kui |+, - |<A‘, aiis

S M (+,,4)lHa < =<.

Jereldus 1 on toestatud.

Tuuma 3 kujul

kus Q<< 4 jJa Jéc on pidev, nimetatakse norgalt singu-
lasrseks tuumaks ja temale vastavat integraaloperaatorit (1)
nargalt singulaarseks integraaloperaatoriks.

Jareldus 2. Norgalt singulasrne integraaloperaator on

kompaktne.
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llesanne, ™ Toestada jareldus 2.
0lgu funktsioon 3-[(%,5) maaratud hulgal A =
Vordusega
(K =)&) = é}(.(gs) L ast
maaratud integraaloperaatorit K nimetatakse Volterra in-
tegraaloperaatoriks,
Jareldus 3, Pideva tuumaga Volterra integraaloperaator
on kompaktne,
Toestus, Vaatleme operaatorit K kui integraaloperaato-
rit (1) tuumaga
1—[(4:,4) = kui
L o, kui A >+,
Puum X rahuldab teoreemi tingimust 1), sest funktsioon 'J-(,
olles pidev kinnisel tOkestatud hulgal A , on seal tokes-
tatud. Funktsiooni I iihtlase pidevuse tdttu hulgal A
leidub antud £ > O korral 5)0 nii, et kui |£4—£1|<J
ja t, %, , 8iis

'
2(k-a) ’
Seejuures valime nii vaikese, et J< o kus
°
13 (+,4) <M, Ja M,>0. Kui niid | |<d (olgu nai-
teks <t,), siis
L — —
S 13‘[ (+’4)A5- =
4 +2
- <

Jareldus 3 on toestatud.

Markus. Jareldust 3 saab pohjendada ka jarelduse 2 abil,
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gest tuuma I Jarelduse 3 toestusest saab esitada naiteks
kujul
3Lk AN = 3o,

kus 3[5(*,‘5)= [+-4]23{(t,x) on pidev ruudus fa |x
x[a,t].

Naide 5. Olgu C Al ruumi C1-4,41 (teatavasti
mittetaielik) alamruum, mis koosneb loigus [-4,4] pidevalt
diferentseeruvatest funktsioonidest. Vaatleme integreerimis-

operaatorit
(T )(#) = § x(a)ha, —Act<A.
-4

Jarelduse 3 pohjal on [ : »>C(-4,41 kompaktnme line-
aarne operaator, Lisaks paneme tahele, et
c -4 A1), sest eksisteerib (Tx)#)= x() iga
e CL-4, korral, Naitame, et T:CE4,A]— AT ei
ole kompaktne, kuid tema kaasoperaator T* on kompaktne,
Vaatleme jada
O, kui -4A<+tx
nt, kui o< t< M.,

A, kui <txA4,
Siis € Cl~4, ja | ><.ll=4. Veendume, et T>, ei gi-
salda ruumis 4] koonduvat osajada. Kuna

kui -4 t<0O
(T )® = J ,  kui O<t< Y%,
kui Y <t <4,

siis jada T ¢, koondub ruumis C[- 4] funktsiooniks

“) =

O, kul -4<+<0

2

kui O< £ <14

2 2

gest wax |[(Tx \(+)-x(ﬂ|=—‘—_;o_ Seetdottu koonduved ruu-
—A <A

BS

mis C[—4,4] funktsiooniks > koik osajadad. Funkt-
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gioon x ei kuulu aga ruumi C‘[—4)4]) miatottu T >,
ukski osajada ei koondu ruumis C"[—A}A] i

Operaatori T : C[—A)A]-a(‘,‘[—&,‘\] kassoperaator on kom-
paktne, sest ta uhtib kompaktse lineaarse operaatori
T:Cf{-4,A13C{-44] kaasoperaatoriga (kuna m = Cf-4,4]).
Margime lopuka, et T C{-4,4]—C{-4,4] on naide kompakt-
sest lineaarsest operaatorist, mille korral kinnise uhik-
kera kujutia T(B(O/ﬁ) ei ole kompaktne, seat ta ei ole
kinnine (eespool veadeldud jada piirelement x ei kuu-

lu T vaartuste hulka),

§3. Kompaktsete lineaesraete operaatorite ruum

Olgu 3{()(/3) koigi normeeritud ruumiat X normeeritud
ruumi tegutsevate kompaktsete lineaarsete operaatorite
hulk.

Lause, Hulk XK (X,Y) on vektoralamruum ruumis

Toestus. Olgu A B e V) ja >x,eX tokestatud jada.
Naitame, et jadast saab eraldada koonduva osaja-
da. Selleks eraldame esmalt koonduva osajada A x,, Nc N
Seejarel eraldame jadeat B koonduva osajada
~n e N’. Siis osajada (A+B) =A koon-~
dub,

Samasugune arutlus naitab, et kui AGR(X,V) Ja Xek
siis NAe _}Z(X,Y)_

Lause on toestatud.

Teoreem. Kui Y on Banachi ruum ja jada A,_e K(X,V)
koondub normi jargi operaatoriks A € s.t. A, ~Alo,
sils A € (teisiti celdes, kui Y on Ba-
nachi ruum, siis K(X,Y) on ruum £(X,Y) kinnine alam-
ruum).

Tdestuseks veendume, et A B(O, on suhteliselt kom-
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paktne. Selleks leiame hulgale AB(o,4) suhteliselt  kom-
paktse € —vorgu, millest Hausdorffi teoreemile tuginedes
Jareldubki tema suhteline kompaktsus.

0lgu ¢ > O suvaline arv. Valime talle nii, et
VA-A,. ll<=.Operaatori A,  kompaktsuse tdttu on
AMB(OM) suhteliselt kompaktne. Ta on (suhteliselt kom-
paktne) & -vork hulgale AB(o, gest kui !éeAB(o)
siis leidub xe B(o,1) nii, et Ax:ka; seejuures
A, <€ A, ning

“ ‘3‘ Au,x—“ = “(A‘Au,)x" <
s TA-A. Exl<<=.

Teoreem on toestatud.

Teoreem. Kui A€ BeX(Y, ja Ced(Z,X),
giis BAe ja ACe (kui pidevate lineaarse-
te operaatorite korrutises vahemalt uks teguritest on kom-
paktne, siis on kompaktne ka korrutis).

Toestus. Naitame, et BA on kompaktne. Olgu jada >x,eX
tokestatud. Siis jadal A leidub koonduv osajada Ax, .
Jarelikult koondub ka BA x=, .

Naitame, et AC on kompaktne. Olgu jada =z, € Z $0-

kestatud. Siis on tokestatud ka jada C . Jarelikult 1lei-

dub jadal AC = _ koonduv osajada AC

Teoreem on toestatud.

Jareldus. Kui vahemalt iiks normeeritud ruumidest X ja
Y on 13pmatumddtmeline, siis operaatoril A € X(X,Y)ei saa
olla pidevat poordoperaatorit.

Toestus. Kui eksisteeriks A ‘e X), giis T =
=A'Ae X) Ja T=AA'eX(Y,Y), aga 13pmatumddtmelise ruumi

uhikoperaator ei ole mitte kunagi kompaktne.
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§ 4. Predholmi teoreemid kompaktse lineaarse

operaatoriga teist 1iiki vorrandite jaoks

Selles paragrahvis arendatavat operaatorvorrandite la-
henduvuse teooriat kutsutakse ka Riesz-Schauderi teooriaks.
0lgu X Banachi ruum ja TeJ{(X,X), Vaatleme nn,teist
1iiki operaatorvorrandit
> = | x + (1)
kus kae)( on vabaliige ning xeX otsitav. Tahistades
A= ]‘_-T) voime vorrandi (1) esitada ka nn. esimest 1iiki
vorrandina
A x=y.
Vorrandi (1) kaassvorrandiks nimetatakse vorrandit
(2)
ehk

kus T ¥ ja A™= T-T* on operaatorite T ja A kaasope-
raatorid. Jargneva teooria seisukohalt on oluline, et, nagu
vaidab Schauderi teoreem, T *e 34:()(‘,)(*).

Vaatleme ka vastavaid homogeeonseid vorrandeid >x =1 =
ehk Ax=0 ja enk A*R=0.

Enne Fredholmi teoreemide juurde asumist toestame moned
abitulemused.

Lemma, Operaatori I-T tuum Ker-(I-T) on 1lopliku-
mootmeline.

Toestus tugineb asjaolule, et ruum on 1oplikumdotmeline
parajasti siis, kui iga tema tokestatud osahulk on suhteli-
selt kompaktne. Olgu E tdkestatud hulk ruumis Ker(I-T)=
:{xeX +x=Tx}. 8118 E=TE on operaatori T kompaktsu-
ge tottu suhteliselt kompaktne. Seega Ker (I—T)(oo_
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Jareldus. Iga w=4,2 ... korral on Ker ((IT-T)") 10p-

likumootmeline,

Toestuseks paneme tahele, et (z - = -0)<c T“=
w=0

=I—T(Zn TK-4>=I_S) kus S e ning

rakendame lemmat,

Lemma. Opéraatori I —T vaartuste hulk Lw (T—T) on
kinnine,

Toestus, 1) Tahistame nagu varemgi A - I-T. Naitame
koigepealt, et mistahes elemendi A originaalide hul-
gas leidub selline, mille norm on minimaalne, Olgu A x =
= . Paneme tahele, et siis iga zeKer A korral ka

, siis x'= >+ 2, kus

A(x+2)- . Teiselt poolt, kui A’ 9
2-x-xe€ Ker A. Niisiis on {x+z: zeKerA} elemendi \3

k0igi originaalide hulk. Tahistame = lx+2\ ning
zeKerA

valime 2, e Ker A nii, et |2 +2,.\—>d. Kuna jada x+ =z
on tokestatud, siis on tOkestatud ka jada =z, , mis Ker A
16plikumdotmelisuse tottu sisaldab koonduva osajada
2, -2 eKerA Jarelikult |x+2, ||— lx+=2|, nistottu
|x+z2l=d, 8s.t. x+2 on elemendi Y minimaalse normiga
originaal.

2) Naitame, et leidub arv M nii, et iga ‘.éeIw\ A j
tema minimeeslse normiga originaali X korral kehtib vorra-

tus || g M"‘d"- Oletame vastuvaiteliselt, et see vorratus

ei kehti., S5iis leiduvad elemendid A)\a,\#o} nii, et
nende minimaalse normiga originaalide korral "l“a

(kuna Y , siis x,#0 ). Me vOoime eeldada, et

il < gest vastasel korral vdoiksime elementide ase

e¢lm A ja nende originaale

mel vaadelda elemente

, kusjuures pole raske kontrollida, et originaalide
au
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normi minimaalsus sailib. Et jada on tokestatud ja T
kompaktne, siis leidub osajada nii, et ¥ =, —— x,
Kuna Yn giis saame vordust =T 4~ arvestades
koondumise o>c,_ .Operaatori | pidevuse tottu 1, —Tx,
Jarelikult = ehk > € Ker A. Kuna ka -x e Ker A,
siis —x)= iga w korral., Et aga x  oli ele-
mendi (‘5"” minimaalse normiga originaal, siis ||

2 ll><nll=41, mis on vastuolus koondumisega = K ——

3) Hulga Iw A kinnisuse tdestamiseks naitame, et mis-
tahes koonduva jada \&,\el'wA piirelement 4 3‘,‘ kuu-
lub hulka [w A. Olgu =Ax,, kus 3, on elemendi Y,
minimaalse normiga originaal. Kuna %u on tokestatud jada,
siis osa 2) pohjal on selge, et ka jada >x, on tokestatud.
Operaatori 1 kompaktsuse tottu sisaldab 1 >,  koonduva
osajada 1, wneN'CN. Et x,,:Ax,‘+Txn=\ah+Tx“ ja
u giis ka ,~e€N  koondub mingiks elemendiks x. See-
juures A pidevuse tottu

Ax= B Tl T
Seega A

Lemma on toestatud.

Eespool toestasime, et m=(Ker A*)_L ja taieliku
I A puhul Iw. A*= (Ker A) . Seega kehtivad viimase lemma
tottu kaks alljargnevat teoreemi.

Teoreem 1, (Fredholmi I teoreem). Vorrand ><-=Tx+\3 on
antud vabaliikme Lae)( korral lahenduv parsjasti siis,kuvi
4(\3)=O homogeense kaasvorrandi €=T*¥ iga lahendi 4
korral. Teisiti Beldea,

yelnm (I-T) & Ve Ker (I-T%)
ehk
I (T-T) = (Ker (T-T*), -

Jareldus. Vorrand x-Tx+-} on iga \aex korral la~
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henduv parajasti siis, kui vorrandil g on ainult
triviaalne lahend. Teisiti oeldes,
In (1 -T)=X& Ker (I—T*):{o} i

Toestuseks mérgime, et mistahes alamruumi W< X™* kor-

ral
W.L = x & W - {0} .
Teoreem 2. (Fredholmi I teoreem kaasvorrandi jaoks).
Vorrand g: +3 on antud vabaliikme e X™* korral la-

henduv parajasti siis, kui 3(1)=O homogeense vorrandi
x.=Tx iga lahendi x korral. Teisiti oceldes,
3€Im (I-TH & 3()=0 Vxe Ker (I-T)
ehk
Twm (I*T*) =(Ke|.

Jareldus. Vorrand § on iga e X* korral
lahenduv parajasti siia, kui vorrandil >x =1x on ainult
triviaalne lahend. Teisiti Seldes,

T (I-T*)=X"® Ker (I-T)={0}.

Toestuseks margime, et mistahes alamruumi Z <X korral

X*e Z={ol.

Siiani seostasime vorrandi lahenduvuse vastava homogeen-
se vorrandi kaasvorrandi lahendite omadustega, jargnevalt
uurime vorrandi ja vastave homogeense vorrandi lahenduvuse
vahekorda,

Teoreem 3 (Fredholmi II teoreem ehk Fredholmi alterna-
tiiv). Vorrand szx+\3 on iga ye X  korral lahenduv
parajasti siis, kui homogeensel vorrandil > =TV1x on ai-
pult triviaalne lahend. Teisiti oeldes,

Twm (I-—T)= X& Ker (I—T):{O}
(ehk operaator I—T on gurjektiivne parajasti siis, kui
ta on 1njektiivne). Sel juhul on vorrand = + iga

taex korral uheselt lahenduv.
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Markus. Monikord sonastatakse Fredholmi alternatiiv ka
jargmisel teoreemi vaitega samavaarsel kujul. Esineb  kaks
teineteist valistavat voimalust:

1) vorrand x ‘on lahenduv iga vabaliikme 3eX
korral, sel juhul on lahend ka Uhene;

2) homogeensel vorrandil > on olemas mittetrivi-
aalne lahend.

Fredholmi alternatiivi tdestamisel kasutame alljargne-
vat abitulemust.

Lemma. Leidub weMN nii, et Ker((T-T)")-
= Ker ((T-T)™),

Toestus. Kasutame jallegi tahistust A= I-T. Olgu
K. = Ker A™, n=4,2,.... Me teame, et Kun<eo iga n
korral. On selge, et C Koy, 8e8t kui A siis ka
A = A(A"x)=0. Oletame vastuvaiteliselt, et K, #

+a,n=4,2,.... Siis lemma peaaegu perpendikulaarist

voimaldab iga w korral leida niisuguse elemendi eK i
et || -4 ja (=, 4 Operaatori T kompaktsuse
tottu saab jadast eraldada koonduva osajada. Vastuolu

saamiseks veendume, et jada | x, ukski osajada ei saa olla
fundamentaalne ning seega ei gaa ka koonduda. Anname ette

suvaliselt indeksid wm >w ja vaatleme avaldist

BT, = Txoll =l xnm - -A M.
Kuna +4 Ja , aiis
A"(A =, *Xo—Ax.)= +A™, ~A™L ~o
ehk A + mistottu || Tx, — Tx.|l>

)9 )Kw\ 24-.
Lemma on toestatud.

Teoreemi 3 toestus. 1) Eeldame, et Iw (I-T)=X. Ka-

sutades eelmise lemma tahistusi, oletame vastuvaiteliselt,

et K,#{o}. siis letdub >,€K, #0O. Kuna ImA =X,
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giis leidub nii, et ,=Ax,. Seejuures x,eK B

sest A x,=A aga A>,—- #0. Kuna 1w A = X,
siis leidub >, nii, et x,=Ax,, kusjuures =,e K, \K,.
Nii jatkates saab leida jada nii, et Kiaa VK.
Jarelikult K,\#K,\H iga n korral, mis lemma tottu on
voimatu.

2) Kui Ker (1 ~T)= , s8iis teoreemi 2  jarelduse
pohjal Twm (I-T™)=X™ sellest jareldub kidesoleva teoree-
mi juba toestatud osa 1) alusel, et Ker (I-—T*):{o‘g,
millest omakorda saame teoreemi 1 jarelduse abil, et
Im(I-T)= X.

3) Eeldame, et vorrand (1) on lahenduv iga Ye X  kor-
ral, s.t. LM(I—T)—X. Siis, nagu juba on toestatud,
Ker (I—T)={0k- Seega on operaator T -T bijektiivne,
mistottu eksisteerib poordoperaator (I—T)"e QP(XJX) ning

vorrandil > = | on iga X  korral ainus lahend

Teoreem on toestatud.

Enne jargmise teoreemi juurde asumist toestame paar ul-
disema iseloomuga abitulemust.

Oeldakse, et vektorruumi X elemendid ja
ruumil X maaratud lineaarsed funktsionaalid gh
moodus tavad biortogonaalse susteemi, kui

(=) = 5. _{4) kui =
fal=i) = 94 = O, kul T#j.

Biortogonaalsesse susteemi kuuluvad elemendid X, . x

samuti funktsionaalid g«;---,gv» on linesarselt soltuma-

tud, sest kui naiteks A\, x,+... +X,.>,=0, siis funktsionaa-

11 - rakendamine annab vorduse A;=O, mis tahendab

elementide >, x ., lineaarset soltumatust. Analoogili-

selt naidatakse funktsionaalide lineaarset s0l-
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tumatust.

Lemma. Kui vektorruumil X maaratud lineasarsed fumkt-
sionaalid 24,._.)¥“ on lineaarselt soltumatud, siis lei-
duvad elemendid ,Xw nii, et moodustuks biortogonaal-
ne susteem.

Tdestus. Kui n=4, siis :?4 #0 ning leidubd LAeX

nii, et Nuud tarvitseb votta — Ja
saamegi Jatkates induktsiooniga, eeldame, et
iga wn-4 kus n > 2, lineaarselt soltumatu funktsio-

naali korral saab leida w-4 elementi nii, et moodustuks

biortogonaalne susteem. Olgu antud lineaarselt goltumatud

funktsionaalid ,.._,2,\, Fikseerime suvaliselt Ke{l,...)»\l
ja konstrueerime elemendi nii, et %A ("'&) -
- 58" ;3= Leiame koigepealt N

nii, et ‘?:(x')z =4, +
Vaatleme suvalise >ceX korral elementi Lé = > -
-2 " Siis iga korral ¥:(z)=
— %J(X)- gé(X)¥(xa)=¥;(X)-< O. Samal ajal pole

3=
voimalik, et =0 iga xeX korral, sest siis oleks
g‘(,g)_i 0 iga xeX korral, s.t.
- > -  mis raagiks vastu funktsionaalide

lineaarsele soltumatusele. Jarelikult leidub xeX

nii, et 4= korral

§F<

/
Vottes nuud x_= D—i—— , Saame ’?chm)~ A. Uhtlasi on
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meil eespool naidatud, et seega ka 0

kul v=4,. .. WA, k+4, . n.
Lemma on toestatud.
Lemma. Kui normeeritud ruumi X elemendid x,, “ey
on lineaarselt soltumatud, siis leiduvad funktsionaalid

e X* nii, et moodustuks biortogonaalne susteem.

Toestus. Kasutades loomulikku sisestust X < X * vaat-
leme elemente x,, lineaarsete funktsionaalidena
ruumil X ™. Eelmise lemma pohjal leiduvad ruumi X* ele-
mendid ‘?4, w nii, et nad koos elementidega
moodustavad biortogonaalse susteemi.

Jatkame kompaktise lineaarse operaatoriga vorrandite la-
hendite omaduste uurimist. Me oleme juba toestanud, et
dom Ker (I-T)(va. Et T* on kompaktne lineaarne operaator,
sile ka dim Ker (I-T*) < oo.

Teoreem 4 (Fredholmi III teoreem). Vorranditel s>c=T1x
ja §= T*] on virdne arv lineasrselt sSltumatuid lahen-
deid, teisiti oeldes

dim Ker (T=T)=dem Ker (T-T¥),
Toestus. Tahistame w = dim Ker (1-T) J8 n*=

= &in Ker (IT-T*).0lgu x,, baas ruumis Ker(I—T)
ja )%n* baas ruumis Ker(l'—T"‘). Valime asjatoes~
tatud lemmadele toetudes . ja e X”
nii, et ja

1) Toestame, et n* <wn, Oletame vastuvaiteliselt, et

n<n”* Vaatleme operaatorit S :X —>X

Sx =T=x+S , xeX,

Operaator S on lineaarne ja kompaktne, sest esimene 1lii-
detav | on kompaktne lineaarne operaator ning teine 1ii-

detav on 10plikumodtmeline pidev lineaarne operaator, kuna

tema vaartused kuuluvad ruumi ),,_)?;VCD Ja
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by N CZ Neiizeh) =l VxeX.
Naitame, et Ker (I-S)={ol. 01gu xe Ker(T-3), s.t.
(1-S)=<=0. siis y=4,---,n korral

0=4; (1-9)=) = £, (T-T)x)- = £, (=)=
=(T-THE)E - Pi) = 0= i ().

Kuna @ (=)=0, = siis Sx=Tx ja seega ka
(p-r)x—o ehk x e Ker('I—T). Jarelikult esitub = kujul

x = i E.x;. Seejuures = i =0,
&=A).,.)v\) tottu >=0.
Kuna Ker (I-S)=1{0}, siis teoreemi 3 pdhjal
Tw(1-5)=X. Seega leidub zeX nii, et =(T-S)=z. Ja-
relikult

41 = ?‘h* (2'\,): %“*<2—Sz)=
= @u (1-M= - = \P;(z)z;)=
= 2 $: ()4~ (2:)=0-0= 0,

mis on voimatu.
2) Tahistame veel w**= dim Ker(I-T**) (ka

sest | ' * on kompaktne). TOestuse esimese osa pdohjal voi-
me oelda, et n* w*<w. Teiselt poolt, vaadeldes ruumi
X oma teise kaasruumi X ** alamruumina ja arvestades, et
@-7>* x=(I-T)1 iga >eX korral, naeme, et Ker("[-—'T)c
< Ker mistottu Jarelikult n=n**
ja "=,

Teoreem on toestatud.
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§ 5. Schauderi plisipunkti printsiip ja tema

kasutamine Peano teoreemi toestamisel

Olgu X Jja Y normeeritud ruumid ning K< X mitteti-
hi hulk.

Definitsioon. Operaatorit /\: N— nimetatakse kom-
paktseks, kui ta hulga |< iga tokestatud osahulga teisen-
dab suhteliselt kompaktseks hulgaks ruumis }ﬁ

Mﬁrgime, et operaator A ei tarvitse olla lineaarne.

Definitgsioon., Kompaktset operaatorit, mis om pidev, ni-
metatakse taielikult pidevaks operaatoriks,

Me teame, et kompaktne lineaarne operaator on pidev,
mittelineaarsete operaatorite korral see nii ei tarvitse
olla,

Teoreem (Schauderi pusipunkti printsiip). Kui K on to-
kestatud kinnine kumer hulk Banachi ruumis ja operaator
A:K-K on taielikult pidev, siis operaatoril A leidub pi-
sipunkt hulgas K

Teoreemi me ei toesta, sest tema toestamiseks vajamine-
vad ideed valjuvad funktsionaalanaliiusi traditsioonilise po-
hikursuse raamidest,

Schauderi pusipunkti printsiip uldistab temast marksa
varem tdestatud Bohl-Brouweri pusipunkti printsiipi: kui K

on tOkestatud kinnine kumer hulk ruumis R"™ ja operaator
A.K-K on pidev, siis operaatoril A leidub pusipunkt
hulgas K .

Schauderi pﬁsipunkti printgiibi rakendusena tOestame di-
ferentsiasalvorrandite teooria kursusest tuntud Peano teoree-
mi: kui piirkonnas (s.t. lahtises gidusas hulgas) D cR?
maaratud funktsioon ¥1[>—’R on pidev, siis algtingimusega

ulesandel
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/

la:

on iga (x.,4.)eD korral vahemalt iks lahend.

Vaadeldav algtingimusega Ulesanne on samavaarne inte-

graalvorrandiga,

+§ 8 . (1)
3

Olgu RcD niisugune kinnine ristkulik, mille keskpunkt on
ja olgu Valime & > O nii,
et kui |x -~ 4 ja siis Ba-
nachi ruumi Y=C x,+d] kinnine kera B= Md)=
=§ <V Mdg on tokestatud kinnine kumer

|x~xojed

hulk. Vaatleme vordusega

maaratud operaatorit . Cauchy teoreemi toestamisel (vt.
Banachi pusipunkti printsiibi rakendusi) nagime, et
Peano teoreemi toestamiseks piisab naidata, et on
taielikult pidev, sest pusipunkt Yy on vorrandi (1)
ning seega ka algtingimusega Ulesande lahend.

Operaatori % kompaktsuse naitamiseks veendume Arzela-

Ascoli teoreemile tuginedes, et hulk ‘a(B) on suhteliselt

kompaktne. Kui weB ja |=- x|< siis

lgel+ 1S | < lyel Md,
sest integraalialuses avaldises »a'(g))e R . Hulk ﬂ(&)
on seega uhtlaselt tokestatud. Kui B ja x

x g+ ol]) giis

millest jareldub vordpidevus.

Toestame, et operaator f} on pidev. Eeldame, et )

dn,4ye B. Kuns e Iy ~4G3l > O, siis funkt-
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stooni § uhtlace pidevuse tottu ristkiilikus R saame
mistahes €>O korral leida N nii, et kui w>N, siis
Ig ‘a - € Vxeix,—&.))(,-kcl,]-

Seega

3(al - N | So(’g(é,*a..(d))—{(&,3(«)}:&] <td

kui w >N. Jarelikult 3 (‘3“) — 3

x-Xq|<
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VIII Hilberti ruumid

Hilberti ruumid moodustavad Banachi ruumide #the kullalt
olulise spetsiifiliste moistete ja meetoditega alamklassi.
Hilberti ruume eraldab Banachi ruumide seast valja as Jaolu,

et seal on defineeritud elementide skalaarkorrutis.

§ 1. Skalaarkorrutisega ruumid

Definitsioon. Vektorruumi H ile korpuse K nimeta-

takse skalaarkorrutisega ruumiks, kul igale elemendipaarile
H on vastavusse seatud kindel arv (x,%)GJKJ mida

nimetatakse elementide X< Ja skalaarkorrutiseks, nii, et
on taidetud jargmised tingimused:

1e (x;)::)2>C)) (x,x)=0= x=0,

20 (=, =(4,>),
3° (x4 =

ri suhtes),

(aditiivsus 1. tegu-

4o (vx,q)= )»(x)k(}) (homogeensus 1.teguri suhtes).
Kui H on vektorruum {ile [R , siis definitsiooni pohjal
IR ning tingimus 2° omandab seetottu kuju =

= Reaalne skalaarkorrutis on niisiis kommutatiivne.

Kui tilaltoodud definitsioonis aksioom 1° on kujul
(>,x)2> O, siils rasgitakse poolskalaarkorrutisest (x,ué) ja
poolskalaarkorrutisega ruumist H.

On selge, et (pool-)skalaarkorrutisega ruumi vektoralam—
ruum on samuti (pool-)skalaarkorrutisega ruum.

Selle paragrahvi iilejaanud osas tuletame aksioomidest
1° - 4° lzhtudes rea skalaarkorrutise omadwsi. Margime, et

kSik need omadused on olemas ka poolskalaarkorrutisel.
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Lause 1.

1)

2)

3)
4)

Skalaarkorrutisel on jargmised omadused:

kL ‘31)=(x,‘3‘)+(x“ ) (aditiivsus
2. teguri suhtes),
(,A )= (=, (xaashomogeensus
2. tegurt syhtes),
(x,0)=(0, =o0

A=, ny) = \)\,lz(x)\a).

Toestuseks on jargmised vorduste ahelad:

1)

2)
3)

4)

(X,)\AA):(X'a)x): =)‘('a)x)=.)-
(x;o) = (x)Ox)= O(X,):)=O)

(o)\a)= (“3)0)=O=03

O, )= A(x, h )= AN (e, g) = I (L 9).

Lause 2 (Cauchy-Bunjakovski-Schwar 2} vorratus). Kehtib

v
vorratus

\/x,tae}—L

PSestus tugineb tuntud tosiasjale, et kui o X'+ 2bi+

+¢c 20

(kus o,%,ceR) iga A eR korral, siis

b-ac <0,

Olgu

=Schwar

x,yeH. Kui (>,4)=0, siis Cauchy-Bunjakovski-

vorratus kehtib poolskalaarkorrutise omaduse 1°

t3ttu. Eeldame, et (<, # O, ja vaatleme ruutfunktsiooni

W) = (4 A(x,y) g, + A (2,90 g), AeR.
Poolskalaarkorrutise omaduse 1° tottu pP(x) iga

XeR
Y x)

30

korral. Et

=(x/x)+>"<xfé)<%/ x)+)\,(x‘~é)(><)~é) hy

+ N K"/‘é)\l(‘él 4) =

— )&2 \(xlg)\z(\a)a)—fQ‘A,\(X,\E])\Z—f-(x/))>/Q)
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siis

(o, 0.

Euna {(», 1>O) siis viimane vorratus on samavaarne

vorratusega

mis aga omakorda on samavaarne Cauchy-Bunjakovski-Sohwartzi

vorratusega.

Lause om toestatud.

llesanne. Toestada, et skalaarkorrutisega ruumis
Cauchy-Bun jakovski~Schwarz] vorratuses leiab aset vordus

parajasti siis, kuil skalaarkorrutises esinevad elemendid on

lineaarselt soltuvad.

§ 2. Skalaarkorrutisega ruum kuil normeeritud ruum,

Hilberti ruumi moiste

0lgw H skalaarkorrutisega ruum.

Teoreem. Skalaarkorrutisega ruum H on normeeritud
ruum normiga | >\ = Q(x, ,xe H.

Toestus. Normi aksioomide taidetust pohjendavad j&rgmi-

sed samavaarsused, vordused Ja vorratused:

1e “x.“:o@ o0& x):O@ >x =
20 IAx)l = VO, A=y = _

l

VG
30 "x-va)]:w}x_

—_—

=V hxy+2Re (=, +hyh <
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A
+
A

- [ES R Y

Teoreem on toestatud.

Toestusest on naha, et poolskalaarkorrutisega ruumis ku-
Jutab V(x, endast poolnormi.

MErgime, et teoreemi toestamise kalgus tuletasime me
mauhulgas vorduse

baetyh?=No*+2Re +lg W Vo, ye H.

Teoreemi arvestades voib Cauchy-Bunjakovski-Sehwar 71

vérratuse kirjutada kujul
A< Wiyl

Lause. Kehtib rdédpkiliku vordus

e+ g+ Ux—gl*~2QUat®*+ Ugl®) Vx,yeH.
Toestuseks on vorduste ahel

| I < I*+2Re(, y)+

4 = 2(CN=1+lyl*).

R&Spkiiliku vordus dldistab tasandi geomeetriast tuntud
fakti, mille kohaselt rddpkiliku diagonaalide pikkuste ruu-
tude summa vordub selle rédpkiiliku koigi kiilgede pikkuste

ruutude summaga*

Ulesanne . Niidata, et kui normeeritud ruumis X  keh-

t1b rédpkiiliku vordus, sils saab selles ruumis defineerida
skalaarkorrutise vordusega
A 2 2
CGoog)= 7 (e+ gl == -4 1), < ,yeX,

v
kui X on reaalne ruum, vol vordusega

235
30*



kui X om kompleksne ruum. Veenduda, et ruumi X esialgne

norm ja tema abll saadud skalaarkorrutis on seotud vorduse-

ga ll>x\|= xe X.

Lause ja lilesande viidete kokkuvottena voib Selda, et
normeeritud ruum osutub skalaarkorrutisega ruumiks parajasti
siis, kui temas kehtib roopkiiliku wordus.

Lause (skalaarkorrutise pidevus). Kui >x Ja

siis (=9)-

Toestus. Kuna

<l Nega~g i+l >~ | Wy ll—>
I=f-0 + 0yl =0,
siis

Et skalaarkorrutisega ruum on normeeritud ruum, siis
saab raakida tema taielikkusest.

Definitsioon. Taielikku skalaarkorrutisega ruumi nime-
tatakse Hilberti ruumiks.

Niisiis moodustavad Hilberti ruumid Banachi ruumide alam-
klassi. Eespool nagime, et Banaohi ruumi vektoralamruum on
talelik parajasti siis, kui ta on kinnine. Seega kehtib

Lause. Hilberti ruumi vektoralamruum on taielik pa-
rajastl siis, kui ta on kinnine.

Margime, et paljud autorid, raskides Hilberti ruumi
alamruumist, motlevad selle all kinnist vektoralamruumi.

Eespool vaadeldud konkreetsetest ruumidest on Hilberti
ruumid lksnes alljargnevad:

W(”: skalaarkorrutisega

opmF, = 4=
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skalaarkorrutisega

]

E&_VLK) > = (gm),

skalaarkorrutisega

3
(x)xa) =é B = x(t-))azka(t)e

\,\/:L (a,%) skalaarkorrutisega

o S <) “
(g =22 S=") At W7 (a,6),
Reaalsetes ruumides omandavad need skalaarkorrutised vasta-

valt kuju , (x,4)=

281(4:)3({:)&1: ja (x=,9)= i Juhime lu-

w=0o a d

geja tahelepanu asjaolule, et RSigis nels ruumides skalaar-
korrutise poolt defineeritud norm \/(- ) Uhtib ruumi esi-
algse normiga-

Alates jargmisest paragrahvist arendame Hilberti ruumide
teooriat, pooramata seejuures tahelepanu asjaolule, et nii
monigi selle teooria vaide kehtib ka ilma ruumi taielikkuse
eelduseta, s.t. skalaarkorrutisega ruumis. Mis puutud aga
teooria tahtsamatesse vaidetesse, siis nende tSestamisel on

ruumi tzilelikkus juba oluline.

§ 3. Ortogonaalsus ja ortogonaalne taiend. Paarikaupa

ortogonaalsete liikmetega rida

0Olgu H Hilberti ruum, x,yeH Jja H .

Ueldakse, et elemendid = Jja « on ortogonaalsed, ning
kirjutatakse =Ll , kui (x,4)=0. Ueldakse, et ele-
ment = on ortogonaalne hulgaga A | ja kirjutatakse 1A,
kui x< 1y iga yeA korral. Ueldakse, et hulgad A ja
B  on ortogonaalsed, ning kirjutatakse A_\_B) kui x_an
iga >xe A ja Y B  korral.

237



Skalaarkorrutise aksioomidest on selge, et

1) <.l =< x =0,
2) S >
3) +
4) x_Lsé-.a,’x_L Yh ek,

Skalaarkorrutise pidevusest jareldub lihtsalt, et

5) =4 4. > xly.

Lause 1. EKut x L A, siis = L 2 (A).

Toestus. Kui > L A, siis oc L (A)) sest tingimus
test 3) ja 4) jEreldub, et x on ortogonaalne hulga A ele
mentide mistahes lineaarse kombinatsiooniga. Vaatleme suva-

list elementi ye 2L (A) ja valime Y € ¥ (A) nii, et

Y . Arvestades ortogonaalsusi = _L saame tingi-
muse 5) kohaselt, et L . Seega > L (A).

Jireldus. Kul x on ortogonaalne ruumi { pohihulgaga
siis > =0.

Toestus. Olgu A ruumi H pohihulk, s.t. m: H.
Kui x LA sits x L H, Et aga xeH, siis = 1 x,
s.t. x =0,

Definitsioon. Hulga A ortogonaalseks tziendiks A"L
nimetatakse koigi hulgaga A ortogonaalsete elementide hul
ka, s.t.

x € A_L & x 1 A .

Jireldus. Kehtib vordus A~ = “(—A)

Tdestuseks mirgime, et ilmselt kehtib lause 1 viitele
vastupidine vaide. Seega

=1A& L (A)

\
Lause 2. Ortogonaalne taiend A on kinnine alam-

ruum,

Tdestus. Kuna Q L A, siis Oe A ja At ¢,
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Tingimustest 3) ja 4) jareldub, et on kinnine 1iitmi-

se Ja arvuga korrutamise suhtes, ning tingimusest 5), et
A

sisaldab oma koonduvate jadade piirelemendid, set.
on kinnine.

Olgu paarikaupa ortogonaalsed elemendid,
s.t. A x, kui &;énc. Siis
kehtib Pythagorase teoreemi iildistav
vordus

ol A
=2 == =
=lle 1+ e ) “ =1
Toepoolest,
Z 1.9-:( o
w=4q 3;‘4:1 (Xé) 1“) =

Jargmine tulemus kujutab endast samuti Pythagorase teoreemi

tildistust.

Teoreem. Paarikaupa ortogonaalsete liikmetega rida

> koondub Hilberti ruumis H parajasti siis, kui
w=4q
Seejuures kehtid vordus
o = o= N
== =Z =\ €))
Toestus. Eeldame, et rida =_ koondub. Siis
———— w x4
00 2 . s a S
= 1= hlm = (R 1= =< )=
=4 (2% oy n~ =4
=l I s 1= Qom0 xa®= =
v W= 4 [ [’ "
Rnd 2 v
Seega 2_ |l >l < ning vordus (1) kehtib.
=1

[=
Beldame, et = ll>x«|’<©°. 0lgu €>0O suvaline
w -4

arv. Valime arvu N nii, et kui n>N ja p=4,2,...,

siis
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‘if <<

LA )

Seega mistahes w >N ja p= A,2,... korral

CELN VY
ehk
V\.'FP
22— <e,
= n4A
millest ruumi H taielikkuse tottm tuleneb rea £
=4
koonduvus.

Teoreem on toestatud.

§ 4. Parima lahendi olemasolu kinnises alamruumis

Meenutame, et elemendi x e H kaugus alamruumist

[ cH defineeritakse vordusega
QG, LY=o Iy,
get
Teoreem. Olgu L_ Hilberti ruumi H kinnine alamruum
ja xeH. Siis leidub %6L. nit, et |lx-yl=
Definitsioon. Elementi nimetatakse elemendi > pa-

rimaks lahendiks alamruumis L.,
Teoreemi tdestus. Tihistame & = 9(>,L). Infiimumi

moiste kohaselt leidub jada el nii, et = —
N3itame, et on Cauchy jada. R88pkiiliku vorduse pohjal
N L IO B WS The

=20 ygn=xl Hgm = =)= R+ (o= I,
Arvestades, et

N =)+ (g = = Y | ——— == P2 44,
sest —9 el , saame

I 2 g = W Ny m=xI) = 4T —

—> 2 (d*+2)-4d*=0.
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Buumi H taielikkuse t3ttu jada koondub. 0lgu
Y - Kuna |  on kinnine, siis g€ L. Seejuures

= gl=1ll= g il = I Ih=d.

Teoreem on tdestatud.

Dlesanne. Niidata, et parim lahend on tiheselt maaratud.
Soovitus: kasutada rodpkiiliku vordust.

Markus. Teoreem parima lahendi olemasolust ja lilesandes
toodud vaide tema iihesusest j3avad kehtima, kusjuures ei

muutu ka tdestused, kui kinnine alamruum asendada suvalise

kinnise kumera hulgaga.

§ 5. Teoreem projektsioonidest

Teoreem projektsioonidest on Hilberti ruumide teooria
uks pohitulemusi.

Teoreem (projektsioonide teoreem). Kui | on Hilberti
ruumi H kinnine alamruum, siis iga element >xe H esitub
tihesel viisil summana

gyel , ze L+ G))
H= R Tdestus. Valime vabalt xe H.
Naitame kdigepealt esituse (1)
olemasolu. Olgu L elemen-—
di > parim lahend. Tahistame

7= . Siis ~3+2 ning

piisab naidata, et =z e

s.t. (a)uu,)=0 iga w el
korral. Kuna (2)0)=O, siis eeldame, et we L\{Og. Et
wurida skalaarkorrutist (2,w) , vaatleme suvalise AelK
korral avaldist

fz-xuwl = Nhzl*=2Re (2, A+ \ X ¥ jul*=

l21%- 2 Re I wn®
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Paneme tahele, et

== dwl= Nx-y-2ul*=

> lx-yl*= =13,
sest y+Au € L. Jarelikult
IMPH W 2 2 Re A (2,u),

Puiiame valida X nif, et X (2,u)=IMlwl® Meile sobib
x=(2,w)/Iul* sest siis (z,u)=Aluwl* ja A(z,u)=
=AXx v = [A)*Iwl* Nii valitud X\ korral

MF L w ™2 2 102 Tw)?
ehk A=0, mistdttu (=,u) =X llu|*<0

Naitame 10puks esituse (1) tihesust. Oletame, et vorduse-

le (1) lisaks kehtib vordus x = kus Y e L ja
EIGLL_ Kuna

O~ x-x = -+
siis u—~3’= 2’—2 = . Et aga ”=3‘3’6L ja ar=
=2-zeLJ; siis Ay, S.t. =0 Seega 3 09 ja 2'=2

Teoreem on toestatud.

Jireldus. Kui | on Hilberti ruumi H kinnine alam-
ruum, siis elemendi xe H parim lahend alamruumis L on
theselt mazratud.

Pdhjenduseks margime, et kui elemendil x H oleks

lisaks parimale lahendile el olemas veel parim lahend
ﬂ/e L, siis x=y , kus g e . ja teoreemi
toestuse pohjal = L+ ning elemendi x esitus (1)

ei oleks enam ilhene.

Definitsioon. ZElementi k& esituses (1) nimetatakse ele-
mendi x ortogonaalseks projektsiooniks alamruumile | , ele-
menti =z aga elemendi x ortogonaalseks projektsiooniks

alamruumi | ortogonaalsele taiendile L‘L_
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Definftsioon. Olgu X vektorruum ning Y Ja Z tema
alanruumid. Kui iga element oc e X esitub uhesel viisil
summana

=,
sils Seldakse, et ruum X on alamruumide Y ja Z otse-
summa,

Definitsioom. Olgu H Hilberti ruum ning L ja M te-
ma kinnised alamruumid. Kui figa element >ce H esitub kujul

> = 4+ L (2

)
ning L1 M siis Seldakse, et ruum H on alamruumide |
ja M ortogonaalsumma, ning kirjutatakse H= | & M.

Lause. Hilberti ruumi alamruumide ortogonaalsumma on
fihtlasi nende otsesumma.

Toestuseks tuleb naidata esituse (2) lihesust. Seda tehakw
se aga tdpselt nii nagu esituse (1) puhul (vt- teoreemi
toestuse lapuoma).

Ortogonaalsumma moistet kasutades vdib projektsioonide
teoreemi sonastada ka jargmiselt: kui . on Hilberti ruumi
H ¥innine alamruum, siis H =L @ L .

Ulesanne (ortogonaalsumma tihesus). Naidata, et kui
H=L®eM Ja H-LeM sits M'=M,

Lause. Mistahes osahulga A <H korral (A-L)-L _
- T,

Toestus. Xui L on ruumi H kinnine alamruum, siis
1iitmise kommutatiivsuse tottu H =L @ = |lY e L.
Kuna samal ajal H = L+ e (L‘L)J-) siis ortogonaalsumma

tihesuse tottu = Eespool me toestasime, et
AL = ¥(A) L Seeparast (A'L)-L_—_ 2 (A).
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§ 6. Pideva lineaarse funktsionaali
Uldkuwju Hilberti ruumis

Kaesolevas paragrahvis toestame P. Rieszi teoreeml pide-
va lineaarse funktsionaali lildkujust. See teoreem on pro-
jektsioonide teoreemi korval Hilberti ruumide teooria teine
péhitulemus.

O0lgu H Hilberti ruum. Valime vabalt elemendi H
ja vaatleme funktsionaali %: H- K ) mis defineeritakse
seosega

’g(x) = (=, N,
Skalaarkorrutise lineaarsusest esimese tegurl jargi jareldub
funktsionaali { 1lineaarsus. Punktsionaal { on ka tSkesta-

tud, sest

NGOl <=l lgl=gli=t VxeW,
seega e H* Ja [fI<iyl. Euma |lyl*= =

- g(%) < | g“ I ‘21" , siia Jarelikult || ,g il=
zlla".

Teoreem (P. Rieszi teoreem). Iga pideva lineaarse
funktsionaali H* korral leidub parajasti liks element
xaeH nii, et
*(x)=( VxeH.
See juures |I¥ﬂ - H%\L
Toestus. Teoreemi viimane viide on meil juba toestatud.

Niitame elemendi Y olemasolu. Olgu N =Ker * {x eH:

: %(x)::o'g. Eelnevast teame, et N on ruumi H kinnine
alamruum. Kui N = H siis =0 1iga xe H korral
ning tarvitseb votta 3 =0O. 0lgu N#H. EKuna H =
- N® sits N+ #{o}. Valime vabalt y.c NL\{oi.
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Paneme tEhele, et sest vastasel korral saaksime

tottu Y, Ly, enk =0, Jarelikult  (4.)#0.
Mistahes elemendi > & H korral

fo- 40 83 - $(§82 00

ehk

Seega

A=)
{(1)(3 e N

ning sisalduvuse 4o € N4 t5ttu

Ee RN DRLS

Sellest saame

millest omakorda

1§32 )= (o, At

Siit on nzaha, et elemendiks %- sobib

d o ®
Nditame elemendi Y thesust. Kui veel

iga xeW korral, siis (>, =(><)~a) ehk (x)xé’_a)=o

iga > e H korral. Kuid viimane on voimalik vaid siis, kui

Teoreem on toestatud.
Rieszi teoreemist saab Hilberti ruumide juhul 1lihtsalt

jireldada Hahn-Banachi teoreemi. NZitame seda.
0lgu L. ruumi H alamruum ja L™  Me viime eel-

dada, et L on kinnine, sest kui | ei ole kinnine, siis
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saab funktsionaali % ilheselt jatkata kinnisele alamruumile
L. nii, et tema norm el muutu. Kinnise (ja seetottu talelis
ku) alamruumi |.  korral leidub Rieszi teoreemi pah jal

I nii, et ?("0:()(,\3), xel, kusjuures “xa“_
= | %" Defineerime funktsionaali FeH™ seosega F(x)=
= Funktsionaal F on funktsionaali ¥ jatk
ja IFI=Nyl=y8.

Margime, et Hilberti ruumide juhul el ole Hahn-Banachi
teoreem kaugeltki nii oluline tulemus kuil normeeritud ruumi-
de korral.

Paragrahvi alguses nagime, et iga gerk| korral maarab

seos x&H , pildeva lineaarse funktsio-
naali H™*. Vaatleme operaatorit }: H— H mis
defineeritakse vordusega 3 % ehk

e H.
Operaator on nn. kaaslineaarne, sest

Fo 42 ) () =y, +(*:3z)=(}a«)(><)+(}gz =)

ehk
(aditiivsus)

ning
ehk

(xaashomogeensus ).
Reaalse ruumi M juhul on lineaarne- Rieszi teoreem
vaidab, et operaator on bijektiivne (igal funktsionaalil
¥ * leidub parajasti iiks originaal ) ja iso -

meetriline Qf}?\\.-\\3\1>, Operaatorit '} nimetatakse ka-
nooniliseks isomorfismiks Hilberti ruumi ja tema kaasruumi
vahel. Operaator - H H on samuti kaaslineaarne

(juhul (K=K 1lineaarne) ja isomeetriline.
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Jareldus 1. Elemendi xeH norm avaldub kujul
el - ((x, w))

Toestus. Hahm—Banaohi teoreemi {ihe jirelduse pohjal saa-

4Gl = )l = e 1G9,

QUH=<A
Jareldus 2. Operaatori A€ (H,,H,) (kus H, jJa
H, on Hilberti ruumid) norm avaldub kujul

NA = [CA=, P,
Toestus. Arvestades jareldust 1, saame
A= HA=Il = KA{%N,
Bacfi<4 1<, igll<4

§ 7. Hilberti ruumi kaasruum ja refleksiivsus

Kuna Hilberti ruum on normeeritud ruum, siis tema kaas-
ruum on Banachi ruum.

Teoreem. Hilberti ruumi kaasruum on Hilberti ruum.

Toestus. 0lgu H Hilberti ruum. Naitame, et ruumi H™
norm on maaratud mingi skalaarkorrutise poolt. Olgu a:H—aH*
kanooniline isomorfism. Defineerime ruumis H™ skalaarkorru-
tise vordusega

$D=(1"0,3"D, f.3eH~

Voib vahetult kontrollida, et skalaarkorrutise aksioomid

kehtivad; naiteks

(.3 =T, 3= (T3> TH)=

Seejuures

T NG TP s

get. skalaarkorrutis miirab ruumi H esialgse normi.
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Teoreem om t8estatud-
Teoreem- Hilberti ruum on refleksiivne.
Toestuseks tuleb nzidata, et loomulik sisestus
w:H-— H**on siirjektiivne, s.t* iga FeH™* korral lei-
dub nii, et ™x=F ehk FX=F) kus F,_eH"on de-
fineeritud vordusegsa
Fe(B) =1, fem>

Valime vabalt F H™*= (H™)* Rieszi teoreemi pohjal

leidud H* nii, et
Tahistades Saame

B=( D= ID=-Ga == 1.
Seega

Fi)=4G) v en
Set. F:Fx.

Teoreem on toestatud.

§ 8. Ortonormeeritud susteemid

Hilberti ruumi elementide sisteemi nimetatakse
ortogonaalseks, kui tema elemendid on paarikaupa ortogonaal-
sed, s-t. »*@) =0, kul «# . Sisteeni
nimetatakse ortonormeerituks kui ta on ortogonaalne ning
W i iga « korral.

Arvestades, et A parajasti siis, kui
(< | = voime Gelda, et sisteemi nime-
tatakse ortonormeerituks, kui

kui

L0, kui E3

Vaatleme ortonormeeritud siisteemide naiteid-
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FNaide 1. Ruumis K" on = =
= (0, .. , ortonormeeritud siisteem.
Naide 2. Ruumis on 2, -(0,4,0,..),

ortonormeeritud siisteem.

Naide 3. Ruumis (~7,t) on trigonomestriline siis-
teem
4, t,adnt, con2t Anw 24, ...
ortogonaalne, sest
T
(4, conmt)=§ nt dt=0,
-7
™
(4, aum rt)- § 4wt At =0,
-7
™
(Cos Coxm-\:): S olt=0)kui r~E ™
i
(AW\, h.t) \khr\‘{:)—- SA\-V\.V\.& Alw f&f‘ kui n,#:w\,,
-%
i T
( hf,Mnlruwk): S wtdt =0
-

See juures

4= § ot = 27w %4

bl
S l At =T,
v
I w’tlll=8 contnt St =T,
=

mistottu vaadeldav susteem ei ole ortonormeeritud. Ortonor-

meeritud on aga ruumis L, (-, %) silisteem

A Ccoat Ava t cos 2t Aow 2t
Var TNy Vw0
Niide 4. Kompleksses ruumis [ ,(0,4) on

LAWY

, n=0,%4,+2 .

ortonormeeritud susteem, sest kui siis

2

AT~ ) b

A B — A
2Tt 20wt
gﬂ. " 2. ~ ol'f:g e At ~
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- E ( T (n- v 2T (n-w)t) ot =

= 9#—\'\) l')T(\n—h-.)'\:—~C<ao& 27 (w~v...)-\:)[:-°= o
ning
Slplwmftczwh¢&*= Sbo&k=4
o )
fllesanne. Naidata, et slisteem 4 ei ole
ortogonaalne ruumis L).

lLause. Ortogonaalne siisteem, mis ei sisalda nullelemen
ti, on lineaarselt sdltumatu-
Toestus. Valime ortogonaalsest siisteemist vabalt lopli

ku hulga elemente x, . Kuil

"o

2 X = =0,
v =4

siis

(_Z A x;,xd‘)zxd (XJ)XJ')z O, j=4,--

millest tdttu X =0, j=A, ..,

Lause on tdestatud:

Jireldus. Ortonormeeritud slisteem on lineaarselt soltu
matu-

Teoreem (ortogonaliseerimisteoreem). Olgu Te
kus L= véi T —-IN  1lineaarselt sdltumatu siis

teem Hilberti ruumis. Siis leidub selline ortonormeeritud

sisteem 2-,.e et
= ¥4 YeeT,
Tlestus. 0Olgu 2, — YA EAE Siis ({ =
= Teeme induktsioonieelduse, et on leitud orto-
normeeritud sisteem 2 .., nii, et
- , X Pliiame leida elementi 3; kujul

=Xy et X R Xy
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2 M 4

nii, et Yi A,...,i~1. Ortogenaalsuse nouded
('3:1 2&)= O on samavaarsed vordustega =-(x.‘.)9- N

i= A,.. v-4. Seega

- (1)
Element 4 # O, sest vaetasel juhul >: ¢
= £ ({ mie on véimatu. Olgu 2; =y /gl Siis
2y ..., &: on ortonormeeritud susteem-

Kuna siis virdue
se (1) pohjal on 2. elementide x,,...,x; lineaarne kombi-
natsioon. Seega ({2, Ve ({x4,--,x . vérdu-
se (1) péhjal on elementide lineaarne kombi-
natsioon, seega  ({ >, c ¥ 5o, 2:1). Jareli-

kult  (§2,,...,2:%)=

Teoreem on toestatud-

Teoreemi tdestuses esitatud uleminekut Ilineaarselt sol-
tumatult susteemilt ortonormeeritud susteemile nimetatakse

Graa=Sohmidti ortogonaliseerimisprotseseiks.

§ 9. Taielikud ortonormeeritud susteemid

0lgu H Hilberti ruum ja (x.)= A > (kue A eon
indeksite hulk) tema elementide susteem. Selle susteemi kdi-
gl elementide hulka f T Xe A-S tahistame luhidalt §

Definitsioon. Susteemi (>x.) nimetatakse taielikuks,

kul tema elemendid moodustavad pohihulga ruumis H) s.t.

x.3) =H.
Lause. Susteem on talelik parajasti siis, kui
sellest, et iga « korral, jareldub virdus x=0O,
roestus. Kui (>«) on taielik jJa 1ga o

korral, siis x on ortogonaalne ruumi H pohihulgaga. Ja-

relikult > =0.
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Eeldmme nuniid, et kui >x Ll x iga « korral, siis
x=Q. 0lgw [ = . Projektsioonide teoreemi
ponjal H=L@®L" Xui oletada, et L #H,6 siis L

Seega leiduks > # O nii, et x 1 | . Kuid sel juhul
< iga korral, mistottu > =O. Saadud vastuolu
toestab, et L= 6 s-t. susteem (x. ) on taielik.

Lause on toestatud.

Saab toestada, et koik eelmise paragrahvi naidetes vaa-
deldud ortonormeeritud sisteemid on taielikud. Nendes nai-
detes kogetut uldistab

Teoreem. Igas separaablis Hilberti ruumis on olemams
ilimalt loenduv taielik ortonormeeritud slisteem.

Toestus. Olgu H separaabel Hilberti ruum ja
fx :xeN} ruumi H kSikjal tihe osahulk (s.t.

{x( Tvwe IN} - H ) . Viskame hulgast { x, ke val-
ja nullelemendi ning koik elemendid It)lis avalduvad talle
eelnevate elementide <, 5 lineamrse kombinatsi-
oonina. Jarelejaanud sisteem >, ,«ecl, kus I <IN, on
lineaarselt sSltumatu ning § ixeWNY e L({=.:
Jarelikult £ ({x.: T})=H. Rakendades sisteemile

ortogonaliseerimisteoreemi, leiame ortonorameeri-
,vel, nii, et )=

= :‘ceﬂ;)) mistdttu ka :meI}): H)
s.t. (2.) on taielik.

tud ststeemi

Teoreem on toestatud.

§ 10. Fourier' read

O0lgu H Hilberti ruum ja loenduv or-
tonormeeritud sisteem ruumis H .

Definitsioon. Elemendi >c e H Pourier' kordajateks
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(siisteemi (><.) j&rgi) nimetatakse arve = =),
k=4,2,..., ning elemendi x Fourier' reaks (slisteemi

jargi) nimetatakse rida

<=4
Alljargnevas veendume, et Fourier' rida koondub alati.
Uurime ka, millal elemendi > Fourier' rida koondub selleks
elemendiks >. Tulemuste sonastamisel kasutame definitsioow
nis toodud tahistusi.
Lemma. Olgu w (Fourier 'rea osasumma).

w4

si1s (x~-S,.)L S, ja
= =Sai*+ = jea= =™
Toestus. Et 5,» on elementide ,k=4 ... h, line-

aarne kombinatsioon, siis ortogonaalsuseks (3:—-SV~)J_

piisab nzidata, et

— A ke, k=4, oW
Kuid
(x )x“')“ > x‘() (Sm) \r_)_
:C‘—(gﬂc;xg,x‘c): =0.
Kuna == = (x— S,\)—i- S Ja on paa-

rikaupa ortogonaalsete liikmetega summa, siis
s li* =l =~ + = |
w =4

==~ y*

=+

Lemma on toestatud.

Jireldus 1 (Besseli vorratus). Kehtidb vorratus

Pohjenduseks margime, et lemma p5hjal Z | “><“l
T -1

iga n korral, millest jareldudb rea |<«|* koonduvus ja

Besseli vorratus.
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Jéreldus 2. Ortonormeeritud siisteemi (><,) puhul
Q.
Toestus. Nork koondumine >.>T> O tghendab, et
»O iga korral. See on aga Rieszl teoreemi
pohjal samavaarne koondumimega (x.,x)3 O iga xeH kor-

ral. Kuid koondumine c,.~—> O jareldub rea

koondumisest-

Teoreem 1. Iga elemendi x eH Pourier' rida koondub

ja -

kus L& on elemendi x ortogonaalne projektsioon alamruumile

oL (§ .
Toestus. EKuna on paarikaupa ortogonaalsete
w=1
liikmetega rida ja > || =, \*= le. siis see ri-
da koondub. Tghistame tema summa g = > ning naitame,
et on elemendi x ortogonaalne projektsioon alamruumile
L = . Kuna Ja x=yq+ siis pro-

jektsioonide teoreemi arvestades piisab niidata ortogonaal-
sust (2c—y)Ll L. Selleks piisab veenduda, et (x-y)l x,_
iga « korral. Kuid kasutades skalaarkorrutise pildevust, saa-

B —a§ oj Oxyo Ce =0.

Teoreem on toestatud.
Teoreem 2. Elemendi > Pourier' rida koondub elemendiks
x parajasti siis, kui selle elemendl korral kehtib nn.

Parsevali vordus

>

w=4
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ehk teisiti viljendades, parajasti siis, kui selle elemendi
korral Besseli vorratuses leiah aset vordus.

Tdestuseks paneme tihele, et

Z Cp X, =3

kuid lemma pshjal
Il >-s. & = lecP=I=I%
=4

Teoreem on tdestatud.
Mistahes elemendi > e H Fourier' rida or-

Teoreem 3.
tonormeeritud susteemi (><.) Jirgi koondub elemendiks > pa-
on taielik,

rajasti siis, kui siisteemt (
Tdestus, MNe nagime, et S~ c,_‘x‘gué,kus Y on elemendi

x ortogonaalne projektsioon alamruumile L =

=x ehk x uhtidb oma projektsiooniga
mis

w=q

SeetSttu =>_
1ga >ceH korral parajasti siis, kui | =H,

gel
tahendabd siisteemi taielikkust.

Teoreem on toestatud-

o t
Trigonomeetriline susteem v c\;m_. )

Naide.
A\ch:r‘t ’ QTJ”FQ'{- ) 4;\?’_‘3‘% > --. on ortonormeeritud ruumis
L,(~5%, ). Elemendi xel, Fourier'Xordajad
selle sisteemi jargi an
N S Ar —

tema Fourier' rida on
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> > - A
‘ E_?C(*)o\% +%( cost +
,;(?_x&) £t) +. -
-1
a2 s o + L, M“Kf)l
by il
kus =4 0x(@)  etar L =A§x@)at ettt
-7 R

Vaadeldava trigonomeetrilise slisteemi tZlelikkus toestatakse
trigonomeetriliste ridade teoorlas. Seega iga elemendi
< e Ll(—"lr‘/‘n-) Fourler' rida koondub ruumis L , (~7,7r)

selleks elemendiks o,

§ 11. Separaablite Hilberti ruumide

samastamine ruumiga

Me nagime, et kuil on ortonormeeritud
sisteem Hilberti rummis H siis iga elemendi xe H

Fourier' kordajad =(x,x\‘) rahuldavad Besseli vorratust
= et h=1?, mistSttu (cc)e . Olukorda tipsustab
w A -

Teoreem (Riesz-Fischeriteoreem). Olgu (3:“) ortonormee-

rited stisteem ruumis H ja arvud a. ,e=4,2,..., selli-
sed, et > [a | <eo (s.t., ). Siis leidub para-
jasti ﬁks‘;iement oce H nil, et o~ ,x.c) ja
. {*==W* (ning seega kZ x),
=1

TSestus. Xuna >_ on paarikaupa ortogonaalsete
liikmetega rida ja S |a. | = ; siis see rida
koondub. Olgu >_ = x. Et seejuures ( x.)=
- Qd S.’x“) = o, siis eelmise paragrahvi teoreemi 2

)
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pPohjal kehtidb Parsevali vordus = - =t

=4

Veendume elemendf x uhesuses. Kui leidub veel element

\ae H nig, et iga w=4,2,... korral ning
oD 2 2 L 4

>3- | |'=Uyll”, siis sama teoreemi 2 pohjal u =_,
w=A q [N

mistdttn k& ES

Teoreem on tdestatud.

Definitsioon. Olgu H ja H’ Hilberti ruumid dle IK
Lineaarset siirjektsiooni :H— H’, mis s8ilitab skalaar-
korrutise, s.t. (¥=x,¥y) =(")é) iga korral,
nimetatakse (Hilberti ruumide) isomorfismiks. Ruume H ja H’
nimetatakse isomorfseteks, kui leidub isomorfism H-H’

Margime, et isomorfism on tegelikult bijektsioon,
kuna sellest, et x - QO ehk = =)= o,
Jareldudb, et x = O

Teoreem. Iga separaabel lopmatumdotmeline Hilberti ruum
tdle K on isomorfne ruumiga dle I,

Tdestus. Olgu | separaabel lopmatumddtmeline Hilbersi
ruum @le K ¢ TEnu ruumi H separaablusele leidub temas
filimalt loenduv taielik ortonormeeritud susteem, mis aga ei

saa olla 1loplik, sest H on lopmatum&;tmeline. Olgu see

siisteem (> . Seega iga xe M korral | =|}*=
= > e, |z<oo) kus <. ning me voime defi-
neerida operaatori cH- vordusega Y= = (<.). On

kerge vahetult kontrollida, et \P on lineaarne. Riesz-
Pischeri teoreemi kohaselt on ‘f ka bijektiivne. Lipuks,

kui x,4e€ H a8 <. - =), &y siis
oo oo
(x,\a)=( x‘)‘=1ikxk)=§"¢‘ :(\?11\‘73)’
mistttu \p sd@ilitab skalaarkorrutise-

Teoreem on tdestatud-
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Jareldus. Koik separaablid lopmatumootmelised reaalsed
Hilberti ruumid on omavahel isomorfsed ning koik separaablid

lopmatumcotmelised komplekssed Hilberti ruumid on omavahel

isomorfsed.
Niisiis on reaalne ruum [, %) isomorfne reaalse
ruumiga ja kompleksne ruum Ll a, isomorfne kom-

pleksse ruumiga -
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IX Lineaarsed operaatorid Hilberti ruumides

Banachi ruumides tegutsevate lineaarsete operaatorite
kohta kaivad tulemused on olulised ka Hilberti ruumide Ju-
hul. Kaesolevas peatiikis kasitleme aga moningaid kusimusi,
mis on iseloomulikud just Hilberti ruumides tegutsevatele

operaatoritele.

§ 1. Ortoprojektor kinnisele alamruumile

Koigepealt olgu X vektorruum.

Definitsioon. Lineaarset operaatorit F’:)(-—*)( nime-
tatakse projektoriks, kui P2 =P,

olgu P X - projektor. Eelnevast teame, et Im P
on ruumi X alamruum. Naitame, et

Ive P = {u:e—X :F’x;::)c}_ (M
helt poolt on selge, et kui Px=x siis xelmbP Tei-
selt poolt, kui xelm P) 8iis leidub éeX nii, et an>.
=x. Kuid site Px = PPy = Py =

Lause 1, Olgu Y ruumi X alamruum. Lineaarne operaa-
tor P: X~X on projektor ja Im P=Y parajasti siis,kui
T P ja P\é:\é iga yeVN korral.

Toestus. Vorduse (1) tottu on tarvilikkus ilmne. Pii-
savuge neitamiseks vaatleme suvalist elementi o< € X . Kuna
I siis Px:éey. Seega P*x = Pua =y = Px, mis-
tottu P =P. Vordusest (1) saame niud, et Y < lm P, mis-
tottu lw P =Y,

Lause 2. Kui X on normeeritud ruum ja projektor
P:X->X on pidev, siis Im P on kinnine ja P#O korral
P24

Tdestus. Vaatleme jada P, kus > x . Operaa-
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tori P pidevuse tdttu Px,—»Px_. Kuna P=x, ails ka
x,.-»Px, mistottu Px=x_ Seega >€&ImP ning sellega on
Im P kinnisus toestatud.

Kuna WP [=WP*)<IPP? eits 1Pl ¢(0,4), sest vas-
tasel juhul oleks || P H*< | P|l .

Lause on tdestatud.

Olgu H Hilberti ruum ja L. tema kinnine alamruum. Tu-

ginedes teoreemile projektsioonidest, saame iga elemendi

xel avaldada uheselt kujul kus ja ze Lt
Defineerime operaatori geosega PLx —'é. Tule-~
tame meelde, et elementi nimetatakse elemendi > orteo-

gonaalseks projektsiooniks alamruumile L.

Definitsioon, Operaatorit P, , mis Hilberti raumi H
igale elemendile seab vastavusse tema ortogonaslae projekt-
siooni kinnisele alamruumile L nimetatakse ortoprojekto-
riks (alamruumile | ).

Teoreem. Ortoprojektoril P, :H-3H on jargmised omedw-
ged:

1) P_ on projektor ja Iw PL=L;

2) kui L#{o}, st1s WP H=4,

3) P_ on simmeetriline, s.t.

(PLx) %):(x) PL"&) széeH.
Toestus. 1) Naitame, et PL on lineaarne operaator. Kui
+ = + 2, , kus
siis + + (=2, + kus
ja + LY, mistdttu Rx,+R
Analoogilisgelt nﬁidatakse, et PL on homogeenne,

Veendume nuud, kasutades lauset 1, et P, on projektor
ja Im P =L, Operaatorsi P, definitsiooni pohjal Im Pel.
Vaatleme suvalist elementi %&L Kuna b g +0,
kusjuures e L ja Oelt site P 4 9
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siis
feh®=y N=24*, millest Nxl  enk 0P x¥< Wl
seega P e Y(H,H) ja §P <A, Rut L#{0] a.t.

Im PL#{OL sile P, #0 enhk WP I#O ning lause 2 péhjal
AP Il > 4. Jarelikult || PLh=4.

2) Et mistahes =eH korral == L;

3) Kul 3 =344%3, 4=y, +4,, kus L s
L'L) siis
= (=1,94)
ning samuti
(x) PL3)= (x, 11,34)=(°<1)

Teoreem on toestatud.

llesanne 1. Toestada, et kui P’= P ja HPll=4, siis
P on ortoprojektor (ruumi H kinnisele alamruumile Iw P).

f'lesanne 2, Toestada, et kui lineaarse operaatori P:H-H
puhul P*= P  34a (Px, = Pa) iga korral,
gits P on ortoprojektor,

Kinnise alamruumi | ortogonaaslne taiend Lt on samuti
kinnine alamruum, mistottu saame raakida ka ortoprojekto-
rist Pt (alamruumile ). On selge, et P + P 1=T Ope-
raatorit PLJ. nimetatakse projektori PL taiendpro:jekto-
riks,

§ 2. Kaagsoperaator Hilberti ruumis

0lgu H Hilberti ruum ja Ae i(H) H). Valime vabalt
ning vaatleme funktsionaali X*?(Ax’xa)) xeH. Ope-
raatori A lineaarsus ja skalaarkorrutise lineaarsus esimese
teguri suhtes tagavad selle funktsionaali lineasrsuse; ta on
ka tokestatud, sest |(A SHA=) "*3I|$(||A|Hl3||)||=!l|. Niisiis
on meil tegemist pideva lineaarse funkisionaaliga. Me teame,
et Rieszi teoreemi pohjal voib selle funktsionaali realisee-

rida parajasti Uhe elemendi H abil kujul (x,2),xeH,
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Seega leidub parajasti uks element zeH nii, et
(Ax,‘g)=(=<,2) VxeH.
Operaatorit A*: H->H mis elemendile \éeH geab vaadeldud
viisil vastavusse elemendi Fl, nimetatakse operaatori
A kaasoperaatoriks (Hilberti ruumide mottes).
Niisiis on kaasoperaator /\* defineeritud mistahes
Ae korral, kusjuures
(Ax,4)= A'q) Vx,gyeH.
Antud operaatorile kaasoperaatori leidmine tugineb ena-
masti jargmisele lihtsale tulemusele.
Lause 1. Kui operaatorid ja B.H-H rahul-

davad tingimust

(Ax)‘-a):-(x/ quaeH)
siis B = A*
Toestus. Kuna (AX; :(x, siis (X,A"a—
-By4)=0 iga H korral, s.t. (A"a-Ba)LH iga

yeH korral. Seega A‘a— By=9°, H, enk A*-B.
Meenutame, et normeeritud ruumide mottes oli kaasope-
raator A'e L(H* H*) (téhistust A’ kasutame ainult kaes-

olevas paragrahvis) defineeritud seosega
§(Ax) = (A)(x),
Selgitame, kuidas on omavahel seotud operaatorid A ja
A . Kasutame seejuures kanoonilist isomorfismi '} tH—oH*
mis teatavasti defineeritakse vordusega

(3 4)0() = (),

Kuna
(A79)(=) = (33) (A=) =(Ax, 4y =(x, A™y)-

= (3A™Y)(x) Vx,geh

giis

262



3§ ‘v’\a eH
ehk A BA*) mida voib kirjutada ka kujul

A= 1 A"‘}“

A*=T"ATY. (1)
Lause 2. Kui A & ¥(H,H), sits A'e ja 1 A*)=

= AlN.
Toestus. Operaator A“:q ‘A &, olles aditiivsete ope-

voi

raatorite korrutis, on ise ka aditiivme. Ta on ka homogeen-

ne, gest
A*(A x) = 8-1/\,3 ()\x)= 3“/\/()\} x) = Alg x) =
=X "A x=XA%x,
Kuna

Asp 13 'A<l = TAg <l = »ep NARI =

Hoell<A W=li<4q Ieng4
=IA"N =1All,
sits A*e ¥(H,H) 3a HA* | ~UAN.
Markus. Vorduse || A™|l - | A} voib toestada ka naiteks
jargmiselt:
WAT) = Aup (A%, y)| = 1= AW =
\|><\|,|I~3II$4 =i, ghgA

awp Ay, =) - A,

gl i< <4
Lause 3. Kui A,Be£(HH) ja el siis
1) A** = A,
2) (A+B) =AY+ B*;
3) (KA)*= X A*
4) (AB) - B¥AY,
5) kui eksisteeridb A:H-H,sits (A )¥=(A%) e (W, H);
&) LAA*I=1AN"
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Toestus. Kui =, H, siis

(A*x,\a)= = =
ning lause 1 pohjal kehtib vdrdus 1), Vorduaed 2) - 4) saa-

dakse vahetult seose (1) ja operaatorite A’, B’ vaatavate
omaduste abil. Omaduse 5) toeatamiaeka eeldame, et eksia-
teerib A ': HoH. Siis Banachi teoreemi pshjal
A'c£(H,H) ning lause 2 tdttu (A*)*e¢ (H,H). Seejuures

(A-.)*z }'4(A.-‘)’} = 3-‘(A’)-4(3-‘)-1= q“A,})~‘= (A*)-‘\.
Lopuks, kui xe H, siis

hA%S 12 = (A<, A% )= (AA*x, < AA*] || =|?
mistottu

a_ »p2 o
YA = A% .

= IAA*I < | ARAYY = KARY
Seega kehtib ka vordus 6).

b A% |3 Avi NAA*| 1 i2=
4 I > <A

Lause on toestatud.

Haide 1, Meenutame, et Nilberti ruumis iK™ on skalaar-

korrutis defineeritud vordusega (x, kus
=x=(%,,...,5.) Ja y= Nw). Vaatleme operaato-
rit A L(K" Me teame, et A on maatrikeoperaator,

s.t. A—(“c&‘) ehk, tapsemalt,
(Ax).: = i @2 >

kus o..,;~e|b<);)5:4)___)w_ Kuna
=2 5(Z a ) = 2 g, (S A =(eaty),

» -_—
kua a:: - siis
] & w ¥

8.t. A*:(q;‘i): . Seega tuleb mastrikei A™ sasmi-

seks transponeerida maatriks A , minnes seejuures Ule ele-
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mentide kaamekompleksidele.
Néide 2. Vaatleme Hilberti ruumis L integraal-
operaatorit K tuumaga 3{(*’;‘5); 8.t.

(Kx)(—k):i}{(%:,s)x(s)o\é, tele, J.

Eeldame, et Ke S\P(Lz(q,g))}_l(a/'e)) (see on nii naiteks,
kut I on pidev funktsioon voi, uldisemalt, tokestatud

mootuv funktsioon). Siis

. & .
K= g (K =) (+) \é(’c) Ik =

=3 (6 (9) x(s)da) -

‘ . o
= f x(«)(m)& -
= 5 () (M) s = (=,

kus I = 3{(+,4). Seega K” on integraaloperaator

tuumaga M *(%, )= (4.

Ulesanne. Olgu H, ja H, Hilberti ruumid ja
Ae¥®(H, H,). Analoogiliselt juhuga Ae (H,H) defineerida
kaasoperaator A”e H,) ning naidata, et tema korral

jaavad kehtima selle paragrahvi tulemused.

§ 3. Enesekaassed operaatorid

Olgu H Hilberti ruum.

Definitsioon. Operaatorit Ae:f(H}H) nimetatakse ene-
sekaasseks, kui AY_A.

Eelneva pdhjal voime delda, et operaator A& (HH) on
enesekaasne parajasti siis, kui

(A A



Viimast tingimust rahuldavat lineaarset operaatorit A H-oH
nimetatakse summeetriliseks operaatoriks,

Operaatori enesekaassuse kindlakstegemisel tuginetakse
enamasti jargmisele olulisele tulemusele,

Teoreem (Hellinger-Toeplitzi teoreem). Kui A: on
summeetriline operaator, siis Ae ning seega on A
enesekaasne operaator.

Toestuseks piisab nﬁidata, et operaator A on tokes-
tatud. Oletame vastuvaiteliselt, et ta seda ei ole. Siis
leidub jada =x,#+ QO nii, et

~—>»co, Vottes u =
il a

B |

=
x]F:nT,samw ”%“"=4 ning “Aa“l—_Tiff Olgu
H™ funktsionaal, mis mearatakse elemendi A poolt

seosega
Au&w)‘, xe H

Kuna |\%.\)|=MA\6“IJ siis l)%“\)—)w. Teiselt poolt, iga
xeH korral

‘¥m(x)\='<x,A~6“)\= SAA=NIgnlt= TA >,
8.t%. funktsionaalide jada on punktiviisi tokestatud.
Uhtlase tokestatuse printsiibi pohjal on siis ka jada ﬂgw“
tokestatud, mis on vastuolus sellega, et il%hll—

Teoreem on toestatud.

Hellinger-Toeplitzi teoreemi abil pohjendatakse

Naide 1. Olgu operaator A : (a,t)— defineeri-
tud vordusega (AX)G): Ex(t),tefe, . On selge, et A

on lineaarne. Kuna ka

k ——
(sz )= é (A")(+) T Sk = ‘ x (+) 3(_-(.—)&‘1:—
L —_
S0 THE Ay,

giis A on enesekaasne operastor.

Pidades silmas eelmises paragrahvis vaadeldud kaasope-
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raatorite naiteid, saame kohe kaks alljargnevat naidet ene-
sekaassete operaatorite kohta.

Naide 2. Operaator A=(e-;a ;P(IK"JIK“) on enesekaasne

parajasti siis, kui a );A =4, ,n. Reaalsete ele-

mentidega maatriksi koiral tahendab see tingimus maatriksi
summeetrilisust.

Naide 3. Tuuma poolt maaratud integraaloperaator
K on enesekaasne parajasti siis, kui

Tt): 3L (#, »,tef(a ¢]. Reaalsete vaartustega tuuma pu-
hul tahendab see tingimus tuuma summeetrilisust.

Tuginedes ortoprojektorite kohta kaivatele teadmistele,
voime delda, et on pohjendatud

Naide 4. Hilberti ruumis tegutsev projektor on enese-
kaasne parajasti siis, kui ta on ortoprojektor.

Kompleksse Hilberti ruumi puhul kasutatakse operaatori
enesekaassuse kindlakstegemiseks Hellinger-Toeplitzi teo-
reemi asemel JErgmist sellele teoreemile pohinevat tulemust

Teoreem. Olgu H kompleksne Hilberti ruum ja AHoH
lineaarne operaator. Siis jargmised tingimused on sama-
vaarsed:

1) A on enesekaasne,

2) (Ax)x):(xle) VxeH,

3) (A VxeH,

Toestus. Tingimused 2) ja 3) on samavaarsed, sest

(Ax x)=(=,Ax)® (Ax,x)-(A & e
Implikatsioon 1) = 2) on ilmne. Naitame 1lGpuks, et 2) = 1).
Paneme tahele, et iga :c,3644 korral (nagu vahetult kont-
rollida voib)

(Ax,3)= (A(=-9), *-9)+
+ (A(mray),xriy)- v (AGe-ty), > -0y)),

Seega eelduse 2) kohaselt
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= qi((xﬁ-\é)A(x-“ -(x—\&,A(x—\a))-.;.
+o(x+ A("‘C‘a)))=

=(xJA‘6) Vx,\aeH_

Hellinger-Toeplitzi teoreemi pohjal on operaator A enese-
kaasne.
Teoreem on toestatud.

Teoreem. Enesekaasse operaatori A norm avaldub kujul
FAN= awp, (A= <)].
Toestus. Kui | =| =4, siis
I(A <, =) < hA= 1|l <l < WA,

mistottu
(A M<hAl,

Tahistame p = I(Ax,x)| ja naitame, et Al < M,
Kui A‘O) giis see vorratus kehtib triviaalselt. Kui
A+#Q, eiis

AN = WA= | .
BN P
Ax#0O

Seeparast eeldame slljargnevas, et Ixll< ja Ax 0.

0lgu ua= . Arvestades, et tanu operaatori A enese-
KAx N

kaassusele (A YeR iga zeH korral, saame vordust

(1) kasutades, et

- 7 Ax _
IA=l= A=y N A = (A Lo
= Re (A = %((A(x«ra)) ca)-(A(x-‘a),x—a)),
Paneme tahele, et kui siis
I(A=,2)|=|(A =17, (2)

kusjuures see vorratus kehtib triviaalselt ka =2-O kor-

ral. Vorratust (2) ning roopkiliku vordust kasutades saame,
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et
A1 |(A(x-9), x-9)|) <
CE gl e —g i) = =i ugi?) € pm,
mistdttu [ A | g u.
Teoreem on toestatud.
Jareldus 1, Olgu operaatorid A}B.H—-;H lineaarsed. Kui
on taidetud Uks tingimustest: 1) H on kompleksne ruum, 2)
H on reaalne ruum ning A ja R summeetrilised operaato-
rid, siis vordusest
(Ax,x)=(Bx,x) VxeN
jareldub, et A= B,
Toestus. Vaatleme lineaarset operaatorit A-B. Kuna
((A-B)x,x)=(A>,=)-(Bx,x)=0eR VxeH,
siis juhul 1) on operaator A-B enesekaasne. Ta on seda
ka juhul 2) kui enesekaassete operaatorite A ja B vahe.
Seega

TA-Rll = s [((A-R)x,x)| =0,

| >l =
mistottu A - R.
Jareldus 2. Enesekaasse operaatori A norm avaldub ku-

jul

NAL - MQX{ )
kus M =4\,«P(A ja m= ud (Ax)x)_
0 x h=1 W =4
Toestus., Kuna = wm = ~ (Ax)x): A p {-(Ax)x)k) giis
N li=4 Wx =4
M, -~y = Asx =) —(A>x,x =
L R LGE S Al
= [(A=,x)] = IAl
N h=1

sest l(A"IX)lz (A’(;X') Vai ‘(Ax)‘x)lt—(AX/x)'
Definitsioon. Lineaarset operaatorit A: H>H nimeta-

takse mittenegatiivseks, kui (AX,X)ZO iga xe H korral,
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Kompleksse ruumi H juhul jareldub operaatori A mit-
tenegatiivsusest tema enesekaassus, sest siis (A x)X)ER
iga xeH korral.

Naide 5. Ortoprojektor on mittenegatiivne enesekaasne
operaator.

Jareldus 3. Mittenegatiivse enesekaasse operaatori A

norm avaldub kujul

- A
"A“ lell=4(

Pohjenduseks margime, et tehtud eeldustel

- (Ax,x)20, mistdttu —w <0 ja max{M wj- M,
[ESER

§ 4. Kompaktsete enesekaassete operaatorite

omavaartused ja omavektorid

olgu X vektorruum iile W ja A:X =X lineaarne operaa-
tor. Arvu X €l nimetatakse operaatori A omavaartuseks,
kui leidub eX,x O, nii, et Ax =Ax. Elementi > ni-
metatakse sel juhul operaatori A omavaartusele X\ vasta-
vaks omavektoriks ehk omaelemendiks.

{lldiselt on omavaartuste olemasolu tdestamine ja nende
leidmine raske ulesanne. Vahemalt teoreetiliselt on see la-
hendatud naiteks maatriksite korral. Nimelt on lineasaral-
gebrast teada, et w xw meatriksil /\) vaadelduna line-
sarge operaatorina ruumis C'ﬁ on kordsusi arvestades
tapselt W omavaartust: need on karskteristliku vorrandi
Aet (A-A1)=0 Juured. Suhteliselt tervikliku pildi oma-
vaartustest saab anda Hilberti ruumis tegutseva kompaktse
enesekaasse operaatori korral.

Tahistagu alljargnevas A Hilberti ruumis H tegutse-
vat operaatorit. Kui Ae H), siis {x Ax =\ _

-~ Ker (A-2I) on iga MelK korrel kinnine slamruum ruumis
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H. Iahistame seda alamruumi sumboliga Hy . Kui X on
operaatori A omavaartus, siis nimetatakse alamruumi
omavaartusele X vastavaks omaalamruumiks, On selge, et
omaalamruum koosneb nullelemendist ning koigist oma-
vaartusele A vastavatest omavektoritest. Muuhulgas voib
tahele panna, et iga omavektori e puhul

kusjuures || Il =4. Seega voiks A omavaartuse X\ defi-
neerida ka tingimusega: leidub xeMH  ll=xl=4, nii, et Ax=
= Ax,

Kui A on kompaktne lineaarne operaator ja A\ # o,

giis on ka kompaktne lineaarne operaator ja =
= Ker (A-AI)= Ker(1- mistottu, nagu nagime Fredhol-
mi teoreemide juures, dim Jarelikult saab ruumis

olla ainult 10plik arv lineaarselt soltumatuid elemen-
te, seega gaab seal olla ka uksnes 10plik arv ortonormeeri-
tud elemente. Sellega oleme toestamud

Lause 1. Kompaktse lineaarse operaatori nullist erine-
vale omavaartusele vastab ainult 10plik arv ortonormee-
ritud omavektoreid.

Lause 2. Enesekaasse operaatori koik omavaasrtused on
reaalsed,

Toeatus., Olgu Ax=Ax,kus [l>ll=A. Kuna enesekaasse
operaatori A korral sils A= A(x,x)=
—(Xx)x)=(A x)eR.

Lause 2 jareldusena margime, et reaalsete elementide-
ga summeetrilise maatriksi omaveartused on reaalsed.

Lause 3. Enesekaasse operaatori omavektorid, mis vas-
tavad erinevatele omavaartustele, on ortogonaalsed.

Toestus. Olgu Ax =Ax ja A\é:/»ué, kus Kuna

enegekaasse operastori A korral

Ov-p) (<o) =2 Gerg) = MOog) = (A=, 9) = G peg) =
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= A%):O
ja A #0, 8118 (x,4)=0.

Jlesanne. Olgu X vektorruum ja A:X-X lineaarne ope-
raator. Naidata, et kui_X\,,.. M. on operaatori A paari-
kaupa erinevad omavaartused (s.t. A-# X  kui v#¥Fy ) Js

neile vastavad omavektorid, siis x,,...,>x, on
lineaarselt soltumatud.

Lause 4. Kompaktsel enesekaaesel operaatoril saab iga
d>0 korral olla vaid 18plik hulk niisuguseid omavaartusi
X, mis rahuldavad tingimust || >d.

Toestus. Oletame vastuvaiteliselt, et kompaktsel enese-

kaassel operaatoril A leiduvad mingi 5>O korral oma-

vaartused X\, n=4,2, kus M. # X, kul W#n nii, et
Ihwl >d. Olgu Ax, —Iux, kus W><u|l=4. Lause 3 £3ttu
kui w . Kuna jada on tokestatud ja operaa-

tor A kompaktne, siis saab jadast A x, eraldada koonduva
osajada. Teiselt poolt aga ei saa jada A:x“ ukski osajada
koonduda, sest iga n#w korral
A, —Axu P~ fIXn >, -2, N=
- L+ f=Xx.+ >23

Saadud vastuolu lopetab lause toestuse.
Lause 5. Kompaktse enesekaasse operaatori koigi oma-
vaartuste hulk on ulimalt loenduv.

Toestus. Olgu /\o vaadeldava kompakise enesekaasse ope-
raatori koigi nullist erinevate omavaartuste hulk. Lause 4
pohjal cn hulgad A, ={reA, : (x| >~] n= 15plikud
(nende seas voib olla ka tihjasid hulkasid). Kuna ilmselt

A =U , 8iis A, on lilimalt loenduv hulk. Seega  koigi
n=4
omavaartuste hulk, mis voib lisaks hulgale Ao sisaldada

veel arvu O, on samuti ulimalt loenduv.
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Jargmisest tulemusest selgub, et kompaktse enesekaas-
se operaatori koigi omavaartuste hulk, mis on Ulimalt loen-
duv, ei ole tihi,

Teoreem. Kompaktsel enesekaassel operaatoril A 1leidub
niisugune omavaartus A, et IXM=WAl.

Toestus. Me voime eeldada, et sest kui A = O,
sils A=0O on selle operaatori omavaartus ning |X\|=lAll=

=0.

Eespool nagime, et f[A)= max{M kus M= (A=
U= =4
ja m= tux(A . Tahistame
Naxll=A

_ (M , kui M> ,
Lm, kui M<-m,
sits Al =1 >0, Jaab naidata, et A on operaatori A

N

omavaartus, s.t. leida # Q0 nii, et Ax —-XA =0,
Supreemumi voi infiimumi moiste kohaselt leidub jada
nii, et [I><.l=4 ja (A Naitame koigepealt, et
A -2 — 0. (1)
Kuna X\, (A siis
A === A F-2x (A=, )+ 0 <
SPAN I cnlP=2 0 (A, )4 N (%=
=X -2x (A + A7

A= 22427 -0,
mistottu tingimus (1) kehtib., Jada oc,. tokestatus ja ope-
raatori A kompaktsus lubavad ersldada koonduva osajada

Ax, heN’, N‘’c N. Tingimuse (1) kohaselt koondub aga siis ka

jada A x. neN’, seega ka jada A N/ Olgu x-—

= Liw .. Paneme® tahele, et tapsemalt, || x| = 4
ne N’

sest |x.|l=4 iga n korral. Seejuures koondumise (1) tottu

x )—), x =

’ Aol
neN

Ax—)\«x:A( .

NI
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= Lo A S AN

neN’ we N
= L\'.vv\ (Axw—kx“)zo‘
weN/

Teoreem on toestatud.

Jareldus 1. Kompaktsel enesekaassel nullist erineval
operaatoril leidub vahemalt uks nullist erinev omavaartus.

Margime, et kui X\ on operaatori A€ ¥(X,X) (kus X
on normeeritud ruum) omavaartus ja Ax= giis
Il = M xac I =NAxI<HANl>=) enk M <HAN,

Jarelikult saame teoreemist, et || A| on kompaktse ene-
gekaasse operaatori A omavaartuste absoluutvaartuste seas
koige suurem arv, s.t. kehtib

Jareldus 2. Olgu /A kompaktse enesekaamsse operaatori

A kdigi omavaartuste hulk. Siis IIA| wasxjix]:' AeAf,

§5. Hilbert-Schmidti teoreem

Uheks olulisemaks tulemuseks Hilberti ruumides tegutse-
vate operamatorite teoorias on alljargnev

Teoreem (Hilbert-Schmidti teoreem). Kompaktsel enege-
kaagsel operaatoril A #Q Hilberti ruumis H 1leidub uli-
malt loenduv ortonormeeritud omavektorite susteem

x, L KerA, nii, et iga el esitub kujul

o= Ker A (N
Kui seejuures iga « korral X\ _ on omavaartus, millele

vagtab omavektor > siis

Ax =
kusjuures loenduva susteemi puhul A,—O .
Toestus. Olgu /\c operaatori A koigi nullist erine-
vate omavasrtuste hulk., Me teame, et A ja /\, on

ilimalt loenduv, s.t. A, voi A, = }
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Me teame ka, et thchm iga w korral. Olgu
ruumi H/u ortonormeeritud baas (tema saamiseks
piisab rakendada Gram-Schmidti ortogonaliseerimisprotses-

sl suvalisele bassile). Tehistame b, ",

ruumi H,.,L1 ortonormeeritud baasi. Nii jatkates jouame oma-
vektorite susteemini mis on 10plik voi loenduv ole-
nevalt sellest, kas A, on 10plik voi loenduv hulk. Kuna
erinevatele omavaartustele vastavad omavektorid on ortogo-
naalsed, siis A ,kui Jarelikult on
ortonormeeritud susteem. Seejuures KerA)sest kui
weKerAuto,8ils Au=0u s.t. w on omavaartusele
Q vastav omavektor, ning ja W on ortogonaalsed kui
erinevatele omavaartustele vastavad omavektorid.

Vaatleme ruumi L = Kuna |- on Hilberti ruumi
H kinnine alamruum, siis on ta ka ise Hilberti ruum, kus-
Juures (x.‘) on ruumis | taielik ortonormeeritud sus-

teem. Olgu x&H suvaline element. Teoreem projektsiooni-

dest vaidab, et leidub uhene lahutus

9+ L,zelt,
Element \aeL on esitatav 10pliku summana voi Fourier' rea-
na kujul
4=2(y,
Seejuures
(4 .
gest >, )=0 sisalduvuste | Bl P x_ el tottu.vor-

duse (1) tdestamiseks jaab naideta veel, et zeKerA s.t.
A2=9O. Kuna 2 e L‘L) giis piisab toestada, et All_*—:o'
Veendume koigepealt, et A(L‘L)C L1, Selleks paneme ta-
hele, et A(L)c L, kuna mistahes %=Z&KX<€L korral Ay=
-5 L Ax == (kus on omavaartus, millele
vastab > ). Kui miid we b, eiis (Aw,y)=(4,Ay)=0
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iga el korral, a.t. Aue L‘L_

Vaatleme operaatorit l\lL+ tegutsevana Hilberti ruumis
L:L_ On selge, et operaatori A  enesekaassuse ja kompakt-
suse tottu ka operaator ;Al on samade omadustega. Kui
A| , €1 oleks nulloperaator, siis leiduksid X #O ja
w#0,uel nii, et u=Au ehk Au=Aiu, mistdttu
2eA,. Jarelikult X:/—k‘ mingl w korral ning ue H/‘KCL.
Seega o lu ehk - O, Saadud vastuolu tdestab, et
A lu =0,

Olgu M\, omavaartus, millele vastab omavektor x,_, 8.t.
As.=X.x. iga « korral. (Omavaartuste susteemi (\.)
tapne kirjeldus on jargmine: A, =... - =&y, dp 4y=... =
=_Xhﬁ+“1=/Az see kirjeldus pole teoreemi toeatuse
jaoks oluline.) Rakendades vorduse (1) molemale poolele ope-
raatorit A) saame kohe vorduse (2).

Kui susteem (x.‘) on loenduv, siis tema ortonormeeritu-

ge tottu O. Operaatori A kompaktsus annab seega
koondumise Kuid siis |hg)= | Ao xl=hA= 0,8, ¢,
Ae >0,

Teoreem on toestatud,

Rakendame Hilbert-Schmidti teoreemi operaatorvorrandi
lahendi valemi tuletamisel, Vaatleme teist 1iiki operaator-
vorrandit

== pAx+y, (3)
kus O on arvuline parameeter ja A#O on kompaktine
enesekaasne operaator Hilberti ruumis H. Alljargnevas teo-
reemis tahistab (ﬁtﬁ) Hilbert-Schmidti teoreemiga antud
omavektorite ortonormeeritud susteemi, X\, omavaartust,mil-

lele vastab omavektor ning /\o operaatori A kaigi

)
nullist erinevate omavaartuste hulka.

Teoreem. Vorrand (3) on lahenduv iga vabaliikme u e H
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korral parajasti siis, kui :XeA,}. Kui vorrand (3)
on lahenduv iga vabaliikme \je\ﬁ korral, siis tema lahend

on uhene ja avaldub kujul

>x = e+ Y. (4)
T8estus. Fredholmi alternatiivi kohaselt esineb kaks
teineteist valistavat voimalust:
1) vorrand (3) on lahenduv iga vabaliikme H korral,
kusjuures sel juhul on lahend ka uhene;
2) vorrandil 5c=fLAx,on olemas mittetriviaalne lahend.
Kuna voimalus 2) on samavasarne sellega, et leidub
x#0 nii, et Ax-= s.t. e, enk pe W
siis teoreemi esimene vaide on pohjendatud. On pohjendatud
ka lahendi uhesus eeldusel, et vorrand (3) on lahenduv iga
korral. Vaatleme sel juhul vorrandi (3) lahendit
Tingimuse (2) tottu kehtib vordus

mille Skalaarsel korrutamisel omavektoriga nseme, et
iga 8 korral
Cé = M )\a‘ Ca- +
ehk
- = C8=))
] #Ak .

Asetades leitud kordajad vordusesse (5), sasmegi valemi (4).

Teoreem on toestatud.

{l1esanne 1, Olgu T A€ /\0} ning T= .=
Toestada, et vorrand (3) on lahenduv parajasti siis, kui

o iga korral. Naidata, et kul see tingimus

on taidetud, siis vorrandi (3) koik lahendid avalduvad ku-

jul
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kus o el on suvalised arvud.
Kui Hilbert-Schmidti teoreemis loobuda operaatori A
enesekaassusest, siis kehtib selle teoreemiga analoogiline
Teoreem (Schmidti lahutus)®. Olgu H, ja H Hilberti
ruumid ning lineaarne operaator, kusjuures

A+#0. Kui operaator A on kompaktne, giis leiduvad ortonor-

meeritud susteemid ja arvud
nii, et
Veel, (6)
iga esitub kujul (1) ning iga >xe H1 korral
Asx=2_ A, , ce=0>xc). (7
wel g9

Kui seejuures hulk 1 on loenduv, siis 4_—> O,

Arvusid nimetatakse operaatori A singulaarseteks
arvudeks ehk A -arvudeks.

Ulesanne 2* Toestada llalsdnastatud teoreem jargmise
skeemi alusel.

1) Naidata, et A*A on kompaktne enesekaasne operaator
ja Ker A*A=XKer A, ning esituse (1) ssemiseks rakendada
operaatorile A*A Hilbert-Schmidti teoreemi.

2) Naidata, et operastori A*A omavasrtused A, (mil-

lele vastavad omavektorid °<_) on positiivsed.

3) Olgu Naidata, et (\3<)
on ortonormeeritud susteem, ning kehtib 1lahu-
tus (7).

ilesanne 3*. Jareldada tingimusest (6), et
x, 1 Ker A 4 Ker A 1

2

jareldada lahutusest (7), et iga “&eHl korral

¥
A \3=Z &13(1) &'K:(\a)‘a“)}
viimasele lahutusele tuginedes toestada, et iga Lae egi-

tub kujul
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3 in=(‘3)‘a&))uekerﬁx*,

§6 . Kaasoperaator, siimmeetrilised ja enesekaas-

sed operaatorid

Eespool (IV ptk., § 12) tutvusime Banachi ruumides tegut-
sevate tokestamata lineaarsete operaatoritega, Erilisel ko-
hal nende hulgas o0lid kinnised operaatorid, millele laiene-
8id mitmed tokestatud operaatorite puhul kehtivad olulised
tulemused. Jargnevas vaatleme tokestamata operaatoreid, mis
tegutsevad Hilberti ruumis.

Kuna Hilberti ruum on loomulikul viisil isomorfne oma
kaasruumiga, siis Hilberti ruumis tegutseva lineaarse ope-
raatori kaasoperaator on defineeritav samas ruumis tegutse-
va operaatorina.

Olgu kaesolevas paragrahvis H Hilberti ruum ja A:D-H,

D <« H, 1lineaarne operaator, kusjuures D=H,

Definitsioon. Olgu

D(A¥)={yeH: 3zeH, (Ax,4)=(x,2) VxeD].
Operaatori /\ kaasoperaatoriks nimetatakse operaatorit
A*:DA*)=H, mis elemendile %GD(A*) seab vastavusse nii-
suguse elemendi zeH mille korral
D.

Kaasoperaatori /\* definitsioon on korrektne, sest kuil
(Ax)\a)=(x,z)=(x,2’) iga >xeD korral, siis (z-z’)_LD_
Kuna D= H,6 siis a-2=0 ehk z==2',

Definitsioonist on selge, et operaatorid A Jja /\* on
gseotud vordusega

VxeD, Yye D(AY). €))

Pole raske vahetult kontrollida, et /\* on lineaarne

operaator.
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Ulesanne. Naidata, et kui defineerida operaatori A.D-H,
DcH, kaasoperaator A’ D(A’)_. H* D(A’) H™* nagu
Banachi ruumides tegutseva tokestamata operaatori kaasope-
raator, siis A¥*= ]"'A kue on kanooniline iso-
morfism.

Vaatleme otsekorrutist

HxH ={<x,
Voib vahetult kontrollida, et H xH on Hilberti ruum ska-

laarkorrutisega

Kasutame korvuti operaatori A graafikuga G(A)=
={<°‘/A x> xe D}C HxH ka tema poordgraafikut G“(A):
= {< A HxH.

Lemma. Kehtivad vordused G (A*)=(G ‘(-A)) ja GY(AY=
= (G(-A)*.

Toestus., Olgu e HxH . Siis

(pDe(@'CA ©<y,2> La'-A)e
®<—Ax,x>_l_<3,z> VxeD &
& (-Ax,4)+(x,2)=0 VxeD&

& (Ax,4)=(x,2) VxeD,
mis on samavaarne sellega, et ye D(A‘) ja A“é: , 8.t
e (A*). Esimene vordus on toestatud. Teise vor-
duse naitamiseks paneme tahele, et kdik ulaltoodud ekviva-
lentsed tingimused on samavaarsed ka tingimustega
e G'(A*) s {x,~Ax) 1<z,y) xed ehk &, L G (-A),
Lemma on toestatud.
Kuna ortogonaalne taiend on kinnine hulk, siis kehtib
Jareldus. Kaasoperaator A™ on kinnine.

{l1esanne. Toestada kaasoperaatori A* kinnisus, kasu-
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tades kaasoperaatori A’ D(A)>H™ DA )<HY kinnisust.

Jareldus lubab tuletada Hellinger-Toeplitzi teoreemi
kinnise graafiku teoreemist, sest kui lineaarne operaator
A H rahuldab vdrdust

(Ax,4)=(=,Ay),
siis A = A mistdttu A on kinnine ning jarelikult
H).

Kui D(T"}:HJ giis saab defineerida teise kaasoperaa-
tori A™*= (A*)*

Teoreem, Vordus D“(A_"')=H kehtib parajasti siis,  kui
operaatoril A  leidub kinnine laiend. Kui see tingimus on
taidetud, siis AH kujutab endast operaatori A vahimat
kinnist laiendit.

Toestus. Eeldame algul, et m: H. Siis saab defi-

neerida operaatori A™* maaramispiirkonnaga

Et tingimuse (1) tottu

)=  Ax) V4eD(A™) vxeD
sits D D(A™™), kusjuures iga xeD korral A" =Ax.
Seega on A" operaatori A kinnine laiend.

Eeldame nuud, et operaatoril A 1leidub kinnine laiend.
Oletame vastuvaiteliselt, et S(A—"’)#H, Siis leidub z £ Q
nii, et =z L D(A™). Vastuolu ssamiseks naitame, et {0, 2>e¢
€ G(A). Kuna GTAS =«G(Z))'L)'L= Gyt ja lemma poh-
ja1 (G (AN =G'(-AY), sits G(a) = A™))*. Kuid
£0,2% L G'(-A*), sest <0,2) 1<~ ATy, iga 4 e D(A%)=
= D(—A*) korral.

Veendume 15puks, et A”Y ihtib operaatori A  vahima
kinnise laiendiga. Kuna G(K)=@— A"'))1 ja lemma
tottu ka GA**)-G'(-A*) L, siis G(A™*)=(G(A) ehk
A= AL
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Teoreem on toestatud.

Jareldus. Kui A on kinnine, siis D(A")=H jJa
=A,

llesanne. Toestada, et Ker A*=(Im A)‘L) ning kui A
on kinnine, siis Ker A = A‘)'L.

Kui operaatoril A on poordoperaator A ': R — H, kus
R-Iwm A, siis

G(A"Y)- A RE={<Ax,=x>:xeD}= G "(A).
Seega vOrduse (A")“: Attty GTY(ATY) =G(A).

Teoreem. Kui operaatoril A on olemas pﬁardoperaator
A':R—-H ning R=H, siis eksisteerib ka (,A"')_4 ning
(A= (A)™

Toestus. Margime koigepealt, et kuna R = H, siis on
olemas (A_a)*_ Naitame, et A™ on injektiivne. Kui
A*TG’ giis vordusest (1) jareldub, et (Ax)3)=0 iga D
korral ehk 3.1_‘2. Kuna aga R =H, siis 4=0. Operaatori
A" injektiivsuse t3ttu eksisteerib (A*) ',  Operaatorid
(A™)* ja (A’“)"1 on vordsed, sest lemma tottu

GUAY) =(G"CA YL < (GAY)L=
=G'(AM) =G CA™™).

Teoreem on toestatud.

Kul lineasrne operaator on operaatori
A laiend, s.t. D’ ja Ax=Rx ehk, teisiti val-
jendudes, G(A) c G(R), siis kirjutame ka A< B.

lause. Kui ACB siis BYc A*

Toestus. Kaasoperaatori maaramispiirkonna definitsioo-
nist on selge, et D(B*)< D(A*). 0lgu Ye< D(B"’) ja
Kuna

¥xe D’ =(x,2) ¥xeD&
@P(Ax,é):(x)z> Vxeb =z

2

282



giia =

Lause on toestatud.

Definitsioon. Operaatorit A nimetatakse summeetrili-
seks, kui

(=, Ay) D.

Kaasoperaatori definitsiooni arvestades saame jargmise

Lause, Operaator A on siummeetriline parajasti siis,
kui AcCA®,

Lause. Kui operastor A on simmeetriline, siis m=
=H ja operaator A** on stummeetriline.

Tdestus. Kuna D< D(A*) ja D=H, sits D(A*)=H.
Seega operaator A™* eksisteerib. Eespool nagime, et
ACA™ mistdttu D(A®*)=H. Jarelikult eksisteerib  ka
A*** = (A**)>*. Et ACAY, giis A**c A* ja seega
cA*™* mis tahendabki operaatori A™* slmmeetrilisust.

Jareldus. Igal summeetrilisel operaatoril A on olemas
vahim kinnine slmmeetriline laiend A™™

Lause. Kui summeetrilise operaatori A puhul R =H,
siis on olemas poordoperaator A™':R—H ning A~"' on sim-
meetriline.

Toestus. Naitame, et A on injektiivne. Kui Ax.:o)
giis (Ax)\a)=(3=,A‘3)=O iga D korrel, mistottu 1R
Et R=H, aiia >x=0. Operaatori A injektiivsuse tottu
eksisteerib A ':R-H. Kuna

GA) < G(A%) & GT(A) € G (AN &

& G (A GAYY™)
ja (A*)'=(A")7, site G(AT)CG{AT)*) enk
A'c(A')*, mis tahendabki A™" summeetrilisust.

Teoreem. Summeetriline operaator A on tdokestatud pa-

rejasti siis, kui D(A¥)=H.
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Toestus. Olgu summeetriline operaator A tokestatud.
Naitame, et D(A*)=H. Vaatleme suvalist elementi Yy H.
Kuna D=H siis leidub jada DcD{R)nii, et Tanu
operaatori A tokestatusele on jada A\&,\ fundamentaalne,
mistottu eksisteerib fcna A Yn=2. Kuna iga >xe D  korral
(Ax)%)= (A -,)\a,\)=l.;v~.(x/\~a..)=(x)z.), sils ye D(A™)
ning vordus D(A*)~H on sellega toestatud.

Ol1gu D(A*)=H, Kuna A™ on kinnine, siis kinnise
graafiku teoreemi pohjal Seega ka

Y(HH).Et A< A* siis A on tdkestatud.

Teoreem on toestatud.

Definitsioon. Operaatorit A nimetatakse enesekaasseks,
kui A*= A

Niisiis voib Selda, et /\ on enesekaasne parajasti
siis, kui A on simmeetriline (s.o. AcA™) ja D(A*)= D,
Muuhulgas on siit selge, et tervel ruumil maaratud operaa-
tori puhul on summee trilisus ja enesekaassus samavaarsed
moisted.

Kuna iga kaasoperaator on kinnine, siis kehtib

Lause. Enesekaasne operaator on kinnine.

Eelmisest teoreemist tuleneb vahetu

Jareldus. Enesekaasne operaator on tokestatud parajasti
siis, kui ta on maaratud tervel ruumil.

Teoreem, Olgu operaatoril A olemas paardoperaator
A"-_ R——)H) kusjuures R=H. Operaator A on enesekaasne
parajasti siis, kui A ' on enesekeasne.

Toestuseks on jargmine samavaarsuste ahel

GA) = G(AME G'(A) =G (AN e

=G((AY) e 6 (A = GAD™).
Jéreldus. Kui simmeetrilise operaatori A puhul R=

= , slis A on enesekaassne ja tal on olemas tokestatud
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podrdoperaator A",

Toestus, Eespool nagime, et tehtud eeldustel eksisteerib
poordoperaator A ‘: H H, mis on ka summeetriline. Operaa-
tor A olles summeetriline ja tervel ruumil maaratud, on
enesekaasne ning ka tokestatud. Operaatori A ! enegekaassus
toob endaga kaasa operaatori A enesekaassuse.

Alljargnevate naidete tarvis meenutame, et funktsioon >
on absoluutselt pidev loigus %1 parajasti siis, kui ta

on esitatav maaramata integraalina, s.t. leidub zel , (a )

nii, et x ()= x(cx)—t-st tela, t], Absoluutselt pi-
dev funktsioon o on diferentseeruv peasegu kSik,jal 10igus
(+,6] ning tema tuletis >x’e L ,(a,%) ja Uhtib funktsioo-
niga ® peaaegu kdikjal 106igus [a, Ll s.t.

Naide 1, kus uhele diferentsiaaloperaatorile A leitak-
se kaagoperaator A™ Vaatleme kompleksset ruumi
H=L ). Olgu D  kbigi 16igul {a, t] absoluutselt pide-
vate funktsioonide hulk, mille puhul x’e L)_ Kuna po-
lunoomid on absoluutselt pidevad ja moodustavad kSikjal ti-
heda hulga ruumis H , 9iis D =H. Vaatleme diferentsiaal-

operaatorit A:D H.Ax=ix’ xeD. On selge, et ImA=H)
/ +

sest iga z€H punul 2 = ) kus x(%)=§
Kui x we ) s9iis ogiti integreerimise abil saame
L3 R
(A -5 Lx(t)\é(f)obt =
= [x((»)xa(l,)— =x(4) ¢
Vordusest (2) on selge, et D, D:y()= A((,)‘Okc D(A™)
ja :Ca 4¢ Naitame, et tegelikult D(A™)=D,.
Olgu D(A*) ning A Siis
(A x,4)= 2() . Ve D (3)
o 5 g»\)
millest x(1)—4 korral jareldub, et § J4 =C ehk



t

L
S =0. Olgu u-(-b): Sz(«) giis we D K u(a)=

3
- u(t)=0, s.t. ueD,, ning W=z, Integreerides osi-~

ti vorduse (3) paremat poolt, saame
8 _— L —_—
(A 4 Sx@a@) dt = x@Wu®rt=

L _
--Sx@® ® =(Ax u) ¥xeD,

millest vorduse 1w A=H t5ttu jareldub, et y+iw=0,
Et ueDo, giis ka 4 -=-iuebD,.

Niisiis oleme tdestanud, et D(A*)= Do. Vordus (2) lu-

bab keasoperaatorit A™ kirjeldada jargmiselt:
A* D, > H B A*\a = “"311 ‘aeba.

Jargmise naite tarvis tahistame A,=A"

Naide 2, millest selgub, et A =A ehk A "=A. Vaat-
leme lineaarset operaatorit A ,: Do—H, Acx=cx’ xeD,=
= D:x(a)— x(L):ol. Funktsionaalruumide teoorias toes-
tatakse, et pohifunktsioonide hulk &) ¢) on kdikjal  tihe
ruumis Kuna aga )< siis D, =H. Mar-
gime, et iga ze M korral leiduvad xeD, ja <eC nii,

-~ ~ h
et 2=x’+c (vBib vdtta naiteks ¢ = § 2(a)da Ja x<(#)=

=‘§ -C ). Seega leiduvad iga ze<H korral ka

xeD, ja ¢ceC nii, et 2—A_x+c. Jarelikult voib oel-
da, et H=Im A+C
Kui xeD, ja ueD, siis vorduse (2) pohjal

& S

(A, 9) = Sx Lyly At (=
Siit on selge, et D < D(A™) ja A*E = Ay, 4eD.

<

Naitame, et D(A*)CD. Olgu 4 D(A*) ja A*3 =z
Siis

% -
(Aqx)sa - Sx('&:)a(-b)ol‘t VxeD.. (3")
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. +
Tahistades w(t) = § ja pannes tahele, et weD,

saame vorduse (3') paremat poolt ositi integreerides  ning

tingimusi x(a)=x(L)=0 kasutades, et

( )*a)zglcx(f)u,*(f)o\k-(Aax)-Cu) Vxe D, .
Valime >eD, ja ceC nii, et Y+ =A,x+c . Arvestades,
et vorduse (2') tottu (A,x}c)zo) saame 0=(A,x,ta+c
= (A,x,A,,x)+(A,x)<:)=(A.,1,A,.X) ehk A, x=0 ning seega
y=c-<w. Kuna weD, siis ka

Niisiis oleme t3estanud, et D(AY)=D ja A*=A.

Naidete 1 ja 2 pohjal voime oelda, et operaatorid A,
Jja A on kinnised, sest nad on teineteise kaasoperaatorid.
Kuna A,C A=A, ja A¢A, —A* siis A, on simmeetriline
A aga mitte, kusjuures kumbki neist pole enesekaasne.Ope-
raatorid A, ja A on tokestamata, sest nende tokestatuse
korral peaksid A, ja A maasramispiirkonnad olema kinni-
sed (kuna need operaatorid on kinnised) ja seega uhtima
ruumiga H , mis on voimatu.

Pohjus, miks A, ja A pole enesekaassed, seisneb sel-
les, et operaatori Aq maaramispiirkond on liiga kitsas,
operaatori A maaramispiirkond aga liiga lai. Operaatori
A° laiendamiseks (v6i A ahendamiseks) enesekaassuseni on
vaja leida rajatingimused, mis tagaksid operaatori ja tema

kaasoperaatori maaramispiirkondade kokkulangevuse.

Naide 3 enesekaassete operaatorite susteemist 5
fec]~ 4, mille puhul A,c AucA . 0lgu  ={xeD: x (k)=
= x(‘l)h kus <€ C on selline, et Defineerime

operaatori A -Do=H vordusega A >=ix  xe Dy .-
On selge, et D, D <D, mistottu A cAcA Ja
DL(:H_ Kui siis Im A =H, sest iga 2eH korral

leidub <€D, nii, et = =3’ (v3ib votta naiteks > (+)=
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= 4+ —9 Kui «=4, siis A ,c A, Ja

a HX-4 a
Tm Ag+C —H tdttu Tw = H. (Margime, et Tm A, #H,
geat vottes naiteks 2(&): {(t ~a), pole raske veenduda, et
2¢ I\M A4).

Paneme tahele, et
—g(x§~4)x(a)a(q)=o VxgeDy, (4)
gest O(a<=]°<|z‘4. Seeparast saame vordusest (2)
(A,‘x)é): A,ua) Vx,ée D, (5)
mis tahendab, et operaator on summeetriline. Tema ene-
sekaassuse naitamiseks veendume, et D(A:) < D -

0lgu xaeD(A:) ja AZy==. Sits

L
(Aux,4) = S<@)a@at VxeD,. 3"

Vaatleme algul juhtu, kus o # 4. Tahistades w(t)=

- Caadn + A (2(a)&4 Ja pannea tahele, et wue D,, saa-

me vorduse (3") paremat poolt ositi integreerides ning tin-
gimust (4) arvestades, et

(Aw  4)= s"’x&)m&-(&x,-co Vxe |
millest vorduse Lwm Ay -H t3ttu jareldub, et Y+iuw=0.Et
weD,, siis ka Y--tue

Olgu 10puks =4 . Valides w nii nagu naites 1, saa-
me sealset arutlust korrates, et w e D, ja

(A, )‘(A'\ -iu) VxeD,.

Valime e ja ce@ nii, et \a-ﬂ‘.u: Arvesta-
des, et vorduse (5) pohjal (A‘ x,c)=0, naeme nagu naites
2, et y=c-iu. Kuna ueD,, siis 36D.,.

Operaatorite A_ enesekamssus on tdestatud.

Operaatorid Ad kujutavad endast summeetrilise operaa-
tori A, enesekaasseid laiendeid. Vastukassluks sellele msr-

gime, et on olemas naiteid mitteenesekaassetest kinnistest
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Summeetvrilistvest operaatoritest, mida ei saa laiendada ene-

sekaasseks,
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puutepunkt 49

pohihulk 135

pooratav operaator 60
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poordgraafik 280
poordoperaator 60
pusipunkt 64

Raja 24,50
rajapunkt 22,50
rea summa lineaarsus 96
reaalne funktsionaal 70
- ruum 19
- vektorruum 76
refleksiivne ruum 173
- geos 97
refleksiivsuse kriteerium 174
regulaarne ruum 54
Riesz-Fischeri teoreem 256
Riesz-Schauderi teocoria 220
Rieszi teoreem 164,244
rida normeeritud ruumis 95
ruum
R s
C 8
K 8
9,83
L, 10,83
R™ 10
10
L 12
w 13,83
L. 13
c 13,83
¢, 13,83
14,83
g, 14,15
£, 15
S 15n77’84
M=, %} 16,84
e 17,84
17,84
L (a,t)17,84
18
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L,(a,k) 18
w;(a,g) 18,84
Fla, & 78
FCT) 115
115
&K(%‘) 115
D (2,6 115
164
T, -ruum 54
-ruum 54
To -ruum 54
-ruum 55
-ruum 55
ruutkeskmine koondumine 18
roopkiliku vordus 235

Samasuse e, identsuse aksioom
- - - meetrilises ruumis 5
- - - normeeritud ruumis 82
Schauderi pusipunkti printsiip 229
- teoreem 211
Schmidti lshutus 278
separaabel ruum 27
separaatne ruum 54
sfaar 24
gingulaarsed arvud e, s-arvud 278
sisemus 24, 50
sisepunkt 21, 50
gkalaar 76
skalagsrkorrutis 232
skalaarkorrutise pidevus 236
skalaarkorrutisega ruum 232
3obolevi ruum 19
statsionaarne jada 7
Steinhausi teoreem 165
tieltjesi integraal 164
suhteliselt kompaktne hulk 39
suhtelise kompaktsuse kriteeriumid 43
sulund 25, 49
sulundamine 50
guruv operaator 64
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suunatud hulk 51
- pere 51
summeetria aksioom meetrilises ruumis 5
summeetriline operaator 266,283
- geos 97
surjektiivne operaator e. surjektsioon 59

Tagurpidi kolmnurga vorratus
- - - meetrilises ruumis 6
= = = normeeritud ruumis 83
tasakaalus hulk 103
Taylori valem jaakliikme Lagrange'i hinnanguga 205
- - jaskliikmega Peano kujul 204
teine kaasoperaator 281
- kaasruum 172
teisendus 58
teist liiki operaatorvorrand 220
teoreem ilmutamata operaatori diferentseeruvusest 199
- - operaatorist 196
- kinnisest graafikust 148
- normeeritud ruumi punktide eraldamisest 170
- plisavast arvust funktsionaalidest 170
- projektsioonidest 241
- pooratavale operaatorile lahedase operaatori poorata-
vusest 142
- vektorruumi topologiseerimisest 110
- Uhikoperaatorile lahedase operaatori pooratavusest 141
- Uksteisesse sisestatud keradest 32
topoloogia 48
topoloogiline ruum 47
- vektorruum 101
trangitiivne seos 97
trigonomeetriline susteem 249
tgentreeritud osahulkade susteem 56
tugevaim topoloogia 48
tugevam norm 87
tuletis e, Frechet' tuletis 186
tuum e, nullruum 142
tokestatud hulk
- - meetrilises ruumis 40
- - normeeritud ruumis 86
- - topoloogilises vektorruumis 108
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- lineaarne operaator 119

- muuduga funktsioon 164

= poolnorm 132
taield 35
taielik jarjestus 167

- meetriline ruum 29

- ortonormeeritud susteem 251
taielikult pidev operaator 210,229
taiendprojektor 261
taisvariatsioon 164

Vabaliige 68, 143

vaatandelement 75

vektor 76

vektorruum 75

Volterra integraaloperaator 69,216
- integraalvorrand 68

vordpidevad funktsioonid 45
- operaatorid 72

e - vork 41

vaartuste piirkond 58

Weierstrassi teoreem 69

Uhiksfaar 94
uhtlase tokestatuse printsiip 134
uhtlaselt pidev operaator 71
- tokestatud funktsioonid 44
- = operaatorid 72
uksuhene opersator e. injektsioon 59
- vastavus e. bijektsioon 59
uldistatud Arzela-Agsooli teoreem 73
- kolmnurga vorratus 95
ulemine toke 167
umbrus 20,49

Zabreiko teoreem 132
Zorni lemma e. Kuratowski-Zorni lemma 168
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I Meetrilised ruumid

Eessona . . . . . .

Sisukord

§ 1. Meetrilise ruumi moiste . . . . . .
§ 2. Koonduvus meetrilises ruumis . o « « o« o o &

§ 3. Meetriliste ruumide naiteid (konkreetsed meetri-
lised ruumid) ., .

¢ 4. Hulgad meetrilistes ruumides . . .
1. Kerad. Lahtised ja kinnised hulgad . . . .

2,

Hulga sisemus, raja ja sulund .

§ 5. Separaablid meetrilised ruumid . .
§ 6. Talelikud meetrilised ruumid . . .
§ 7% Meetrilise ruumi taielikqustamine .
§ 8. Kompaktsus meetrilises ruumis . . .
§ 9% Topoloogilised ruumid o o « o « « .

1.
2,
3.
4.
5.

II

Topoloogilise ruumi moiste . . .
Hulgad topoloogilistes ruumides
Koonduvus topoloogilises ruumis
Eralduvuse aksioomid . . . . . .
Kompaktsus topoloogilises ruumis

Pidevad operaatorid meetrilistes

e e o & o

ruumides

§ 1. Operaatoritega seotud pohimdisted « o o o o .
§ 2. Pidevad operaatorid meetrilistes ruumides . .
§ 3. Banachi pusipunkti printsiip . . .
§ 4. Banachi pusipunkti printsiibi rakendusi . . .
§ 5. Kompaktsel hulgal maaratud funktsionaalid . .

§6* U1distatud Arzela-Ascoli teoreem

III Normeeritud ruumid . . « « «

§1. Vektorruumid « « o ¢ o o o o o o

1.
2,
3.
4,
5.

Vektorruumi moiste . . . . . .
Jareldusi aksioomidest . . . .
Vektorruumide naiteid . . . . .
Hulga lineaarne kate . « . . .
Kumerad hulgad, hulga kumer kate

§ 2. Normeeritud ruumi ja Banachi ruumi moiste .
§3. L3plikumddtmelised normeeritud ruumid . . .
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19
19
24
26
28
34
39
47
47
48
51
54
56

58

58
61
64
66
69
7

75

75
75
76
17
79
79
81
88



§ 4. Rieszi lemma peasegu perpendikulaarist ja uhik-
sfadri mittekompaktsus lopmatumootmelises ruu-

mis , . ., .

§ 5. Read normeeritud ruumides . . « o « o o o o o o
§ 6, FAKLOTTUUM & o o o o o o o o o o o o o o o o a
§ 7* Topoloogilised vektorruumid . . o+ « o o o o o« &

1.

2.
3.
4.
5
6.

Topoloogilised vektorruumid ja nende nulli-
UDBTUSEd & o o o o o o o « o o o o o o o o o
Hulgad topoloogilistes vektorruumides . . .
Topoloogilise vektorruumi eralduvus . . . .
Neelavad ja tokestatud hulgad .« « « « « o &
Kolmogorovi teoreem . . . o o ¢ ¢ « o ¢ o &
Vektorruumi topologiseerimisest . . . . . &

§ 8% Lokaalselt kumerad Tuumid « « « o o « o o o o »

1.
2,
3.
4.

Iv

Lokaalselt kumer topoloogia ja poolnormid. .
Poolnormide keel . « o & ¢ ¢ ¢ ¢« o o o o o o
Lokaalselt kumerate ruumide naiteid . . . .
Metriseeruvad lokaalselt kumerad ruumid ja
Frechet' ruumid . . . . . . . « ¢« ¢ ¢ + & «

Lineaarsed operastorid normeeritud ja Banac-
hi ruumides . . . . . ¢« . ¢ . . 0 o 4 e W

§ 1., Pidevad lineaarsed operaatorid . . . . . « . .
§ 2. Pidevate lineaarsete operaatorite ruum . . . .
§ 3. Operaatorite normi arvutamise naiteid . . . . .
§ 4. Zabreiko teoreem . . . . . . 4 4 4 4 e o s . .

1.
2.

Poolnormid ja nendega seotud hulgad . . . .
Zabreiko teoreem . . . . . . ¢ ¢ e e 4 0 e

§ 5. Uhtlase tokestatuse printsiip . . . . . . . . .

§ 6. Banach-Steinhausi teoreem . . . . . . . . . &

§ 7. Banachi teoreemid poordoperaatorist . . . . . .
¢ 8, Lineaarsed operaatorvorrandid . . . . . . . . .
§ 9. Lahtise kujutuse printsiip . . . . .« . . . . .
§ 10, Teoreem kinnisest graafikust . . . . . . . . .
§ 11. Operaatorite laiendamisest . . . . « . « « & &
§ 12* Kinnised operaatorid . « « o« « o « ¢ o o o o o

V Pidevad lineaarsed funktsionaalid normeeritud

raumidel . . . . 4 e e 4 4 e 6 e e e e e o

§ 1. Normeeritud ruumi kaasruum . . « « ¢ o o » o
§ 2. Kaasruumide kirjeldusi . . . . . . « & .« + .
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92
95
97
101

101
104
105
106
109
110
111
111
113
114

116

118

119
123
126
130
130
132
133
135
138
142
144
147
149
151

159

159
161



§ 3.

§ 4.
§ 5.

§ 6.

§ 1.
§ 2.,

§ 3.
§ 4.
§ 5.
§ 6.
§ 7.
§ 8.
§9.

§ 1.
§ 2.
§ 3.

§ 4.

§ 5.

Hahn-Banachi teoreem . . o« « o o o o o« o o o o o
1., Lemma elementaarsest jatkust . « « o o o o
2, Kuratowski-Zorni lemma . ¢« o« ¢« o o o o o o o«
3. Hahn-Banachl teoreemi toestus . . « « « ¢ o &
4, Jareldusi Hahn-Banachi teoreemist . . . . . .
Normeeritud ruumi teine kaasruum ja refleksiive
BUS o o o o o o o o o o o o s s o o s o o s o o
NOork ja % -nork koonduvus . « o o o o o o o o o
1, Norga koonduvuse moiste . + v v « & o & & o &
2. Norga ja normi jargi koonduvuse vahekord . .
3. Norgalt koonduvate jadade omadusi . . . . o
4, ®-nOrk koonduvus .« « & o 4 o 4 0 o 0 4 0o . .
Pideva lineaarse operaatori kaasoperaator . . .

VI Operaatorite diferentsiaalarvutus . . . . . .

Operaatori diferentseeruvus GBteaux' mottes ehk
nork diferentseeruvus . . . o « 4 . 4 o 4 . o o
Operaatori diferentseeruvus ehk diferentseeruvus
Frechet' mottes ehk tugev diferentseeruvus . . .
Naiteid operaatori tuletise leidmisest . . . . .
Tuletise omadusi . . o . ¢ &« ¢« ¢« 4 ¢ ¢ o o o o o
Lagrange'i keskvaartushinnang . . « « « « « o &
Kahe muutuja operaatorid . . . . . . « « ¢« ¢ o &
Teoreem ilmutamata operaatorist . . . . . « «
Korgemat jarku tuletised ja Taylori valem . . .
Funktsionaslide ekstreemumilesanded . o o o «

VII Kompaktsed operaatorid . . « « ¢ o o o o o &

Kompaktse lineaarse operaatori moiste ja omadu-
Sed . o 4 4 o s e s 6 s e e e o s s 8 o s o o o
Kompaktsete lineaarsete operaatorite naiteid . .
Kompaktsete lineaarsete operaatorite ruum . . .
Fredholmi teoreemid kompaktse lineaarse operaa-
toriga teist liiki vorrandite jaoks . . . . . .
Schauderi pusipunkti printsiip ja tema kasutami-
ne Peano teoreemi tdestamisel . . + « ¢ & o« o .

VIII Hilberti ruumid « « ¢ o ¢ o o ¢ ¢ o o o o @

Skalaarkorrutisega ruumid . ¢ ¢ & ¢ o ¢ o o o .
Skalaarkorrutisega ruum kui normeeritud ruum,
Hilberti ruumi moiste .+ « o o « « « « o « « o &
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165
165
167
168
170

172
174
174
175
176
177
178

183

183

185
187
190
191
194
196
200
207

209

209
213
218

220

229

232
232

234



§ 3. Ortogonaalsus ja ortogonaalne taiend. Paarikaupa

ortogonaalsete liikmetega rida . . « + o « o o o
§ 4. Parima lahendi olemasolu kinnises alamruumis . .
§ 5. Teoreem projektsioonidest . « o o o o o o o o o
§ 6. Pideva lineaarse funktsionaali uldkuju Hilberti

TUUMIB o o ¢ o o o o o o o o o o o o s s o o o &
§ 7. Hilberti ruumi keasruum ja refleksiivsus . . . .
§ 8. Ortonormeeritud susteemid . o o o o o o o o o
§ 9. Taielikud ortonormeeritud susteemid . . . o o .
§10, Fourier' read « « o o o o o ¢ s o o o s s o o o
§ 11, Separaablite Hilberti ruumide samastamine ruu-

miga 11 e o o o o o o o o ¢ o o o o o o e o

IX Lineaarsed operaatorid Hilberti ruumides . .

§ 1. Ortoprojektor kinnisele alamruumile . o . « - »
§ 2. Kaagoperaator Hilberti ruumis . . o+ ¢« ¢ o o o »
§ 3. Enesekaassed operaatorid . . « ¢ o o o ¢ o o o o
§ 4. Kompaktsete enesekaassete operaatorite omavaar-

tused Ja omavektorid . . . s . ¢ ¢ ¢ o e 6 s o o
$§ 5. Hilbert-Schmidti teoreem . « « o o o o o o o o
§ 6* Kaasoperaator, summeetrilised ja enesekaassed

operaatorid . . . ¢ ¢ 4 ¢ o ¢ e ¢ s e 0 0 o o @

Eestikeelset funktsionaalanaluusi-alast kirjandust. .
Funktsionaalanaluusi opikud « « o o o o o o o o o o o
Monograafiad . o« o o o o o o o o o o o o o o o o o o
Nimede register . « ¢« ¢ o o o o o o o o o ¢ ¢ o o o o
Alneregilater . . ¢ ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ o o 0 0 0 6 o o o o

237
240
241

244
247
248
251
252

256

259

259
261
265

270
274

279

289
289
290
292
294
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