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Lipschitzi kujutused ja M-ideaalid
Magistritoo
Heiki Niglas

Liihikokkuvote. Kéesolevas magistritoos ndidatakse tiksikasjalikult, kuidas Nigel J. Kaltoni
artiklis [K2, Theorem 6.6] toestatud teoreemist jareldub positiivne lahendus Dirk Werneri and
Heiko Berningeri poolt artiklis [BW| uuritud probleemile: kas véike Holderi ruum lip([0, 1]%),
kus 0 < o < 1, on M-ideaal suures Holderi ruumis Lip([0, 1]*)? Magistritoos toestatakse samuti
kaks uut tulemust véikese Lipschitzi ruumi lip(M) kohta. Esiteks toestatakse, et kui M on kom-
paktne meetriline ruum, siis ruumil lip(M) on omadus (M™). Teiseks néidatakse, et kui M on
kompaktne meetriline ruum ja ruumil lip(A/) on meetriline aproksimatsiooniomadus, siis ruumil
lip(M) on omadus (M,,). Kasutades neid tulemusi toestatakse mitu olulist jareldust. Esimese
teoreemi abil nididatakse muu hulgas, et kui M on kompaktne meetriline ruum ja X on selline
Banachi ruum, mille korral ruum IC(X) on M-ideaal ruumis £(X), siis ruum K(lip(M), X)
on M-ideaal ruumis L(lip(M), X ). Teise teoreemi abil saadakse, et kui M kompaktne meet-
riline ruum ja ruumil lip(M) on meetriline aproksimatsiooniomadus, siis ruum K(lip(M),Y)
M-ideaal ruumis L(lip(M),Y") iga Banachi ruumi Y korral.

Marksonad. Funktsionaalanaliiiis, Banachi ruum, Lipschitzi kujutus, M-ideaal, omadus (M),
omadus (My,).

Lipschitz functions and M -ideals
Master’s Thesis
Heiki Niglas

Abstract. In this master’s thesis we show rigorously how the proof presented by Nigel J. Kalton
|[K2, Theorem 6.6] solved the following problem investigated by Dirk Werner and Heiko Bernin-
ger in [BW]: is the little Holder space lip([0, 1]%) an M-ideal in the Holder space Lip(]0, 1]*) for
every a € (0,1)? We also prove two new results concerning the little Lipschitz space. Firstly,
we prove that if M is a compact metric space then lip(M) has property (M*). Secondly, we
show that if M is a compact metric space and the space lip(M) has the metric approximation
property then lip(M) has property (My,). Using these Theorems several corollaries are derived.
From the first result we obtain, amongst others, that if M is a compact metric space and X
is a Banach space such that (X)) is an M-ideal in £(X), then IC(lip(M), X) is an M-ideal in
L(lip(M), X). From the second result we derive that if M is a compact metric space and lip(M)
has the metric approximation property then K(lip(M),Y) is an M-ideal in L(lip(M),Y") for
every Banach space Y.

Key words. Functional analysis, Banach space, Lipschitz function, M-ideal, property (M™),
property (My).
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Sissejuhatus

Kéesoleva magistritoo lahtekohaks on Briti-Ameerika matemaatiku Nigel J. Kaltoni 2004. aasta
artiklis [K2| toestatud teoreem. See teoreem véidab, et vdike Lipschitzi ruum lip(M) on iga
arvu € > 0 korral (1+4¢)-isomorfne ruumi ¢y mingi kinnise alamruumiga, kui M on kompaktne
meetriline ruum (vt teoreemi 3.6 ja [K2, lk 193, teoreem 6.6]). Pérast toestust mérkis Kalton,
et sellest teoreemist jéreldub, et kui lip(M)* = F(M), kus F(M) on Lipschitzi vabaruum, siis
ruum lip(M) on M-ideaal suures Lipschitzi ruumis Lip(M). Teoreemile jargnenud mérkuses
viitas ta samuti saksa matemaatikute Heiko Berningeri ja Dirk Werneri 2003. aasta artiklile
[BW], kus uuriti jargmist probleemi.

Berningeri—Werneri probleem. Kas viike Hélderi ruum lip([0,1]%), kus 0 < o < 1, on M-
ideaal suures Holderi ruumis Lip([0, 1]%)?

Berninger ja Werner néitasid, et ruum lip([0,1]%) on M-ideaal ruumi Lip([0, 1]*) mingis
kinnises alamruumis, mis ei ole separaabel, kuid nad arvasid, et nende probleemi vastus voib
olla eitav. Nad konstrueerisid funktsiooni (nn mandelfunktsiooni), mis sisendas neile usku, et
ruum lip([0, 1]%) ei ole M-ideaal ruumis Lip([0, 1]%), jattes siiski antud kiisimuse lahtiseks.

Teoreemile [K2, lk 193, teoreem 6.6] jargnenud mérkusega andis Kalton iihtlasi jaatava
vastuse Berningeri-Werneri probleemile.

Antud magistritéo tiheks eesmérgiks on Berningeri—-Werneri probleemi positiivne lahendus
tiksikasjalikult lahti kirjutada (vt jareldust 5.15). Me anname detailse toestuse Kaltoni poolt
toestatud iildisemale véitele, mille kohaselt vdike Holderi ruum lip(M®) on M-ideaal suures
Holderi ruumis Lip(M*), kui M on kompaktne meetriline ruum ja 0 < a <1 (vt teoreemi
5.14). Selleks kasutame Kaltoni artiklis [K2, lk 193, teoreem 6.6] toestatud tulemust ning teisi
abitulemusi (vt néiteks teoreemi 4.12).

Kaesoleva magistritoo esimese pohitulemusena naitame, et kompaktse meetrilise ruumi M
korral on ruumil lip(M) omadus (M*) (vt teoreemi 6.12). Kasutades seda ning kompaktse-
te operaatorite M-ideaalide hésti tuntud kirjeldust (vt teoreemi 6.15) jareldame, et kui M
on kompaktne meetriline ruum ja ruumil lip(M) on meetriline kompaktne aproksimatsiooni-
omadus, siis kompaktsete operaatorite alamruum /C(lip(M)) on M-ideaal koigi pidevate lineaar-
sete operaatorite ruumis L(lip(M)) (vt teoreemi 6.17). Teise pohitulemusena néitame, et kui
M on kompaktne meetriline ruum ja ruumil lip(M) on meetriline aproksimatsiooniomadus, siis
ruumil lip(M) on omadus (M) (vt. teoreemi 7.10). Selle teoreemi eeldustel saame, et ruum
K(lip(M),Y) M-ideaal ruumis L(lip(M),Y’) iga Banachi ruumi Y korral (vt. jareldust 7.12).

Kaéesolev magistritod koosneb seitsmest peatiikist.

Esimeses peatiikis toome lugejani suure Lipschitzi ruumi Lip(M) ja véikese Lipschitzi ruumi
lip(M) moisted ning néitame, et tegemist on Banachi ruumidega. Tdpsemalt voib mainitud
ruumide kohta lugeda néiteks Ameerika matemaatiku Nik Weaveri monograafiast [W|.

Teises peatiikis tutvume Arensi—Eellsi ruumiga AE(M ), mida tihti kutsutakse ka Lipschitzi
vabaruumiks ja téhistatakse sel juhul F(M). Me néaitame iiksikasjalikult, et ruum AE(M) on



ruumi Lip(M) eelruum (see tdhendab, et ruumi AE(M) kaasruum on isomeetriliselt isomorfne
ruumiga Lip(M)). Siin tugineme monograafiale [W].

Kolmandas peatiikis toome sisse normeeritud ruumide (1+¢)-isomorfsuse moiste ja esitame
tiksikasjaliku toestuse Kaltoni 2004. aasta artiklis [K2, lk 193, teoreem 6.6] skemaatiliselt toes-
tatud tulemusele, mille kohaselt on ruum lip(M) iga arvu € > 0 korral (1+4-¢)-isomorfne ruumi
¢o mingi kinnise alamruumiga, kui M on kompaktne meetriline ruum (vt teoreemi 3.6).

Neljandas peatiikis toome sisse M-ideaalidega seotud moisted ja tulemused. Siin tugine-
me pohiliselt monograafiale [HWW]. Olulise abitulemusena toestame, et Banachi ruumi M-
ideaaliks olemine oma teises kaasruumis on (14¢)-isomorfselt médratud (see téhendab, et kui
Banachi ruum X on iga arvu € > 0 korral (1+4¢)-isomorfne mingi Banachi ruumiga Yz, mis
on M-ideaal oma teises kaasruumis Y., siis X on M-ideaal oma teises kaasruumis X**) (vt
teoreemi 4.11). Sellest jareldame, et kui M on kompaktne meetriline ruum, siis ruum lip(M)
on M-ideaal ruumis lip(M )™ (vt teoreemi 4.12).

Viiendas peatiikis toestame, et kui M on kompaktne meetriline ruum, siis véiike Holderi
ruum lip(M?), kus 0 < o < 1, on M-ideaal suures Holderi ruumis Lip(M®*) (vt teoreemi 5.14).
Uhtlasi jireldame sellest, et Berningeri-Werneri probleemi vastus on jaatav (vt jireldust 5.15).

Kuuendas peatiikis toestame kdesoleva magistritoo esimese pohitulemusena, et kui M on
kompaktne meetriline ruum, siis ruumil lip(M) on omadus (M*) (vt teoreemi 6.12). Selleks
toestame olulise abitulemusena, et omadus (M™*) on (1+4¢)-isomorfselt médratud (vt teoreemi
6.8 ja vrd teoreemiga 4.11). Esimest pohitulemust kasutades niitame, et kui M on kompaktne
meetriline ruum ja ruumil lip(M) on meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus, siis ruum
K(lip(M)) on M-ideaal ruumis L(lip(M)) (vt. teoreemi 6.17).

Seitsmendas peatiikis toestame selle magistritoo teise pohitulemusena, et kui M on kom-
paktne meetriline ruum ja ruumil lip(M) on meetriline aproksimatsiooniomadus, siis ruumil
lip(M) on omadus (M) (vt. teoreemi 7.10). Sellest jareldame, et kui M on kompaktne meet-
riline ruum ja ruumil lip(M) on meetriline aproksimatsiooniomadus, siis ruum K(lip(M),Y)
M-ideaal ruumis L(lip(M),Y") iga Banachi ruumi Y korral (vt jareldust 7.12).

Siinkohal soovin ténada dotsent Mért Poldveret mitmete kasulike soovituste ja mérkuste
eest.

Kaesolevas magistritoos vaatleme normeeritud ruume ja Banachi ruume iile korpuse K, kus
K on reaalarvude korpus R voi kompleksarvude korpus C.

To66s kasutame jargmisi tahistusi.

Normeeritud ruumist X normeeritud ruumi Y tegutsevate pidevate lineaarsete operaatori-
te ruumi tahistatakse £(X,Y’) ning kompaktsete lineaarsete operaatorite ruumi téhistatakse
K(X,Y). Kui X =Y, siis kirjutame vastavalt £(X) ja (X). Ruumi X kaasruumiks nime-
tatakse pidevate lineaarsete funktsionaalide ruumi £(X,K), mida tdhistatakse X*. Ruumi X
teist kaasruumi (X™)* tdhistatakse X ™.

Operaatori T' € L(X,Y) kaasoperaatoriks nimetatakse operaatorit 7%: Y* — X", mis on
méératud seosega (T7y*)(z) = y*(Tz), y* € Y™, z € X.

Normeeritud ruume X ja Y nimetatakse isomeetriliselt isomorfseteks, kui leidub lineaarne
strjektsioon T: X — Y nii, et iga € X korral ||Tz| = ||z|]. Kui normeeritud ruumid X ja
Y on isomeetriliselt isomorfsed, siis seda téhistame X = Y. Normeeritud ruumi Y eelruumiks
nimetame normeeritud ruumi X, mille korral X* =2 Y.

Normeeritud ruumi X iihiksfaéri tdhistame S ja kinnist ihikkera téhistame Byx. Alamhulga
Y C X sulundit téhistame Y.



Normeeritud ruumi X alamhulga Z kumeraks katteks nimetatakse hulka
CODVZ:{Z)\Z'ZZ'Z €4, >0, 1<i<n, Z/\Z-zl, nGN}.
i=1 =1
Operaatori T' € £(X,Y) tuuma ja kujutist téhistatakse vastavalt
kerT={r e X: Tx=0}
ja
ranT = {Tz: z € X}.
Kui X on mingi hulk, siis funktsiooni f: X — K kandjaks nimetatakse hulka

supp f = {z € X: f(z) # 0}

Kui hulk Y on hulga X alamhulk, siis hulga Y karakteristlikuks funktsiooniks nimetatakse
funktsiooni yy: X — {0,1}, kus

(2) 1, kuix €Y,
.’L‘:
Y 0, kuiz e X\ Y.

Uheelemendilise hulga {7} C X karakteristlikku funktsiooni tihistame y,.



PEATUKK 1
Lipschitzi ruumid Lip(M) ja lip(M)

To66 esimeses peatiikis toome lugejani Lipschitzi kujutustega seotud tulemused. Defineeri-
me normeeritud ruumid Lip(M) ja lip(M) ning néitame, et tegemist on Banachi ruumide-
ga. Peatiiki 1opus néitame, et meetrilise ruumi alamhulgal defineeritud reaalsete vaértustega
Lipschitzi funktsioon on normi siilitavalt jatkatav kogu ruumile. Siin tugineme Nik Weaveri
monograafiale [W].

Definitsioon 1.1. Olgu X = (X,dx) ja Y = (Y, dy) meetrilised ruumid. Kujutust f: X — Y
nimetatakse Lipschitzi kujutuseks, kui leidub arv L > 0 nii, et koikide elementide x,y € X
korral dy (f(z), f(y)) < Ldx(z,y). Kui Y = K, siis nimetatakse Lipschitzi kujutust f: X — Y
Lipschitzi funktsiooniks.

Olgu edaspidi koikjal selles peatiikis M = (M, d) meetriline ruum. Kui vaatleme reaalarvude
hulga mingit alamhulka meetrilise ruumina, siis loeme kahe arvu vaheliseks kauguseks nende
vahe absoluutvaartuse.

Definitsioon 1.2. Meetrilist ruumi, kus on fikseeritud iiks kindel punkt, nimetatakse nullpunk-
tiga meetriliseks ruumaiks. Fikseeritud punkti nimetatakse nullpunktiks ja tédhistatakse siimbo-
liga 0.

Kaesolevas t60s peame edaspidi meetrilise ruumi all silmas nullpunktiga meetrilist ruu-
mi. Edaspidi eeldame koikjal, et meetriline ruum sisaldab vahemalt kaks erinevat punkti. Kui
vaatleme vektorruumi, mis on iihtlasi meetriline ruum, siis valime nullpunktiks vektorruumi
nullelemendi.

Suvalise funktsiooni f: M — K korral defineerime

T :sup{W: x#y}

ja tahistame
Lip(M) ={f: M = K = [|fllip < oo, f(0)=0}.

Seega koosneb hulk Lip(M) nendest Lipschitzi funktsioonidest f: M — K, mille korral
£(0) = 0.

Selleks, et paremini moista Lipschitzi funktsioonide geomeetriat, vaatleme Lipschitzi funkt-
siooni f: R — R. Paneme téhele, et suvaliste arvude a,b € R, a # b, korral on suurus

|f(a) — f(b)|
| — bl

vordne funktsiooni f graafiku punkte (a, f(a)) ja (b, f(b)) lébiva sirge tousu absoluutvéir-
tusega. Seega, kui 1dbi funktsiooni f graafiku mis tahes punkti (a, f(a)) tommata sirged

7



f(@) = | fllup(x —a)+ f(a) ja f(x) = —||fllLip(z — a) + f(a), siis molemast sirgest iilespoole
ega molemast sirgest allapoole funktsiooni f graafiku punkte ei jaa (vt joonist 1.1). Toepoolest,
kui joonise 1.1 halliks varvitud osas leiduks mingi punkt (b, f(b)), siis kehtiks vorratus

|f(a) = f(b)]

> .
|CL—b| ||fHL1p7

mis oleks vastuolus suuruse || f||Lip, definitsiooniga.

Joonis 1.1

Néitame niitid, et koik Lipschitzi funktsioonid f: M — K, kus f(0) = 0, moodustavad
loomulikul viisil normeeritud ruumi.

Teoreem 1.3. Hulk Lip(M) on normeeritud ruum normi || - ||Lip suhtes.

Toestus. Teatavasti on funktsioonide hulk f: M — K vektorruum iile korpuse K, kus liitmine ja
skalaariga korrutamine on defineeritud punktiviisi ning nullelemendiks on nullfunktsioon. Seega
peame niitama, et hulk Lip(M) on alamruum, st kinnine liitmise ja skalaariga korrutamise
suhtes, ning kujutus || - ||Lip: Lip(M) — K rahuldab normi aksioome.

Selleks paneme koigepealt téhele, et kui || f||Lip, = 0, siis f(z) = f(0) iga € M korral, ja
kuna f(0) = 0, siis f on nullfunktsioon. Seega

Iflp =0 < f(z)=0 Voe M.

Kui A € K ja f € Lip(M), siis

1Ml = sup{




mis néitab thtlasi, et hulk Lip(M) on kinnine skalaariga korrutamise suhtes.
Olgu f,g € Lip(M). Naitame, et || f + g||lLip < || fllLip + ||9]|Lip- TOepoolest:

(S +9)@) = (f+9)W)I y y}

|u+gmm=am{

d(z,y)
@) = ) +9() — 9l
- p{ i(,9) ‘ %y}
|f(@) = f)] | lg(x) —g(y)|
S“m{ i@y T d@wy) 'w*y}'

Kuna viimasel real olev hulk on hulga

{If(z)(;zj‘;(y)lz x¢y}+{!g($)—g(y)|: x%y}

alamhulk, siis

1+ glluip < sup <{|f(ft)—f(y)|: x%y}jL{lg(:r)—g(y)I: x%yD

d(z,y) d(z,y)
_ o J @ =Sl a4 19@) =gl
- p{ iy %y}+ p{ i@y #y}
= || fllLip + |9/l Lip-

Seega on hulk Lip(M) kinnine liitmise suhtes ja kujutus
|+ llip: Lip(M) — K
rahuldab normi aksioome. O

Definitsioon 1.4. Funktsiooni f € Lip(M) nimetatakse vdikeseks Lipschitzi funktsiooniks, kui
iga arvu € > 0 korral leidub arv § > 0 nii, et kui d(z,y) < 0, siis | f(z) — f(y)| < ed(z,y).

Téhistame stimboliga lip(M) ruumi Lip(M) alamhulka, mis koosneb viikestest Lipschitzi
funktsioonidest.
Iga funktsiooni f € Lip(M) ja arvu § > 0 korral defineerime

Ns(0) = SHP{W: r#£y, dz,y) < (5},

kui leiduvad elemendid =,y € M, x # y, nii, et d(z,y) < 6, ja Nf(d) = 0, kui selliseid elemente
ei leidu.

Suuruse N;(0) definitsioonist néeme, et kui d; > o > 0, siis iga funktsiooni f € Lip(M)
korral N;(d1) > Nf(d2) > 0 ja seega leidub loplik piirvédrtus

=1 > 0.

Ny 513(% N;(9) 20

Naide 1.5. Teatavasti nimetatakse meetrilist ruumi M diskreetseks, kui leidub arv ¢ > 0 nii,
et suvaliste elementide x,y € M, x # y, korral d(z,y) > §. Ruumi lip(M) definitsioonist ja-
reldub vahetult, et kui M on diskreetne meetriline ruum, siis lip(M) = Lip(M). Seega, kui
lip(M) # Lip(M), siis iga arvu 6 > 0 korral

{(z,y): x#y, dlx,y) <o} #0.



Hulga lip(M) definitsioonist jareldub vahetult jargmine lause.
Lause 1.6. Funktsiooni f € Lip(M) korral
felip(M) <& Np=0.
Naitame niiiid, et lip(M) on normeeritud ruum.
Teoreem 1.7. Hulk lip(M) on normeeritud ruumi Lip(M) alamruum.

Téestus. Vaja on néidata, et alamhulk lip(M) C Lip(M) on mittetiihi ning kinnine liitmise
ja skalaariga korrutamise suhtes. Kui M on diskreetne meetriline ruum, siis néite 1.5 pohjal
lip(M) = Lip(M). Seega voime iildisust kitsendamata ecldada, et M ei ole diskreetne meetriline
ruum.

On selge, et nullfunktsioon kuulub hulka lip(M).

Kui f, g € lip(M), siis saame, et iga arvu § > 0 korral

I(f +9)(x) = (f +9)(¥)]
d(z,y)

Nf+g(5)zsup{ DX Fy, d(l’,y)<5}

ap (VS0 oD =90, 4y <5)
<wppﬂ2;£wugm2;$wtx#y,ﬂuw<a}
(@) = )]
< sup{ Az.y) Cx#Fy, dzy) < 5}
. { Ig(:;)(x— g)(y)l oy, dzy) < 5} = Ny (8) + Ny (6).

Jéarelikult Ny, = 0 ja seega lause 1.6 pohjal f + g € lip(M).
Olgu 16puks f € lip(M) ja A € K. Kuna mis tahes arvu ¢ > 0 korral

|(AN) (@) = AN W)

M) =sup { ot doy) <o

d(z,y)
(Allf () = f(y)] }
= sup cxFy, dlz,y) <o
{ d(z,y) 7o )
/() = f(y)]

= sup{—: xF#y, dlxz,y) <o = |AN(),

Ao { HE L (2,9) <5} = WINS(0)

siis Nay = |A|Ny = 0 ja jérelikult lause 1.6 kohaselt \f € lip(M).
Kokkuvottes saame, et hulk lip(M) on normeeritud ruumi Lip(M) alamruum. O

Definitsioon 1.8. Normeeritud ruumi Lip(M) nimetatakse suureks Lipschitzi ruumiks ja nor-
meeritud ruumi lip(M) vdikeseks Lipschitzi ruumiks.

Naide 1.9. Kui M on reaalarvude hulga lahtine alamhulk, siis iga funktsiooni f € lip(M) ja
arvude a,x € M, a # x, ning arvu ¢ > 0 korral

lt—al<d = W<Nf(5).
Kuna

Ny = 51—1>I(§l+ N1(9) =0,

10



Ssiis

o @ = F@]
zoa  |x—al

kust saame, et
o S =),
Tr—a Tr—a

Seega on funktsioon f diferentseeruv igas punktis a € M, kusjuures f'(a) = 0. Jérelikult on
f konstantne, mis tidhendab, et f(a) = 0 iga a € M korral, sest f(0) = 0. Uhtlasi saame,
et antud juhul koosneb ruum lip(M) ainult nullfunktsioonist. Kuna néiteks samasusteisendus
I: M — M, I(z) =z, x € M, kaulub ruumi Lip(M), siis lip(M) # Lip(M).

Lause 1.10. Kui funktsioonid f,: M — K, n € N, koonduvad punktiviisi funktsiooniks f, siis
1 llLip < sup || follLip-
neN

Toestus. Mooduli pidevuse tottu
F(@) ~ F&)| = lim |fu(@) = fu(y)]. 2.y € M.

Seega suvaliste elementide x,y € M, x # y, korral

[f(2) = @l _ o, Ma(@) = faly)l

= lim
d(z,y) nood(x, y)
!fn( ) — [l
< su < sup fulli
nEN d(l’,y) || || "
Vottes supreemumi iile koigi elementide x,y € M, x # y, saame soovitud vorratuse. O]

Lause 1.11. Olgu f,: M — K, n € N, Lipschitzi funktsioonid. Kui rida an koondub
n=1
punktiviist, sits

>

o0
Z L f -
=1

Lip
Toestus. Kui tahistada ¢, = Z fi,m € N, ja f = Z fi, siis funktsioonid ¢, koondu-
j= i=1

vad punktiviisi funktsiooniks f. Kuna ||g,|lLp < Z | fillLip, siis lause 1.10 pohjal saame, et
i=1

o
1 llLip < sup lgnlluip < Il filluip- O
ne .

Jargmisena néitame, et ruumid Lip(M) ja lip(M) on Banachi ruumid.
Teoreem 1.12. Ruum Lip(M) on Banachi ruum.
Toestus. Piisab naidata, et ruumis Lip(M) iga absoluutselt koonduv rida koondub.

Olgu rida Z fn, kus f,, € Lip(M), n € N, absoluutselt koonduv, st Z || follLip < co. Nor-

mi definitsiooni pohJal saame, et kui @ € M, siis |f,.(2)] < || fullLipd(z, 0) n € N. Seega iga
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elemendi x € M korral Z |fu(z)| < o0 ja jarelikult rida Z fn koondub punktiviisi mingiks
n=1

n=1
funktsiooniks f: M — K. Lause 1.11 pohjal
1A llip <D [ falluip < o0
n=1

ja seega f € Lip(M), sest ilmselt f(0) = 0. Lausest 1.11 saame samuti, et

Hf—Zfi >k
=1

i=n-+1

00
S Z HfiHLipn—>—o>oo’

i=n-+1

Lip Lip

mis annab, et rida Z fn koondub funktsiooniks f ruumis Lip(M). O
n=1
Lause 1.13. Ruum lip(M) on ruumi Lip(M) kinnine alamruum.
Téestus. Olgu g, € lip(M), n € N, lim g, = g € Lip(M). Lause 1.6 kohaselt on vaja néidata,
n—oo
et N, = 0. Oletame viitevastaselt, et N, > 0.

N,
Olgu n € N selline, et ||g, — g||Lip < 79 ehk

sup { (90 — 9) (@) = (90 — 9) ()]

Ny
i) DX # y} <5 (1.1)

N,
jaolgud > 0 selline, et Ny, (6) < Ig' Vastavalt suuruse N, (§) definitsioonile leiduvad elemendid
xr,y € M, x # y, nii, et d(x,y) <0 ja

d(z,y) d(z,y)
2 19(@) = 9] 1ga(2) = 9n(y)]
- dxy) d(z,y)
3N, N, N,
T4 T 1T 2

mis on vastuolus vorratusega (1.1). Jarelikult on lip(M) kinnine alamruum ruumis Lip(M). O
Teoreemist 1.12 ja lausest 1.13 jareldub vahetult jargmine teoreem.
Teoreem 1.14. Ruum lip(M) on Banachi ruum.

Néitame niiiid, et meetrilise ruumi alamhulgal defineeritud reaalsete viartustega Lipschitzi
funktsioon on normi siilitavalt jatkatav kogu ruumile.

Teoreem 1.15. Kui My C M, siis iga funktsiooni fo: Mg — R korral leidub funktsioon
f:M = R nii, et fla, = fo ja |l fllie = lfolluip-
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Toestus. Kui || fol|lLip = 00 voi My = M, siis on viite kehtivus ilmne. Seega voime eeldada, et
[ follLip < 00 ja Mo # M.

Olgu fikseeritud element p e M\ M,. Leiame kdoigepealt funktsiooni fy jéitku
f: MoU{p} = R, mille korral | f|lLip = |/follLip- Selleks peame defineerima védrtuse f(p)
nii, et iga elemendi ¢ € M, korral

|f(p) = fo@)| < |l follLipd(p, )
ehk
fol@) = I folluipd(p, @) < f(p) < fola) + || follLipd(p; @)- (1.2)
Paneme tihele, et kui ¢, ¢ € My, siis

fola) = fo(d) < [l follind (. 4") < [ follLip (d(p, ) +d (p,q)),
millest saame, et
fol@) =l follLipd(p, @) < fo (¢") + I follLipd (0, ¢) -
Seega on hulk
{fo(q) = [ folluipd(p, @) q € Mo}
iilalt tokestatud ja hulk
{fo(d) + 1l follipd (p.q'): ¢ € Mo}

alt tokestatud, kusjuures

sup (fo(¢) — I follLipd(p, @) < inf
q€Mp q’'€Mp

(fo (d) + [l follLipd (p,q")) -

Saadud vorratus garanteerib tingimuse (1.2) tdidetuse, kui defineerida
f(p) = sup (folq) = [l follLipd(p, 0)) -
q€Mp

Vaatleme niitid hulka

F={f:X=>R: MyCcXCM, flm = fo, [|fllLip=Ilfollrip}-

Paneme tihele, et F' # (), sest fy € F. Defineerime hulgas F osalise jirjestuse seose < jargmiselt:

=<f & XiCcXe AN folx, = fi.

Olgu Fi ={fi: X;, > R : f, € F, i € I} ahel hulgas F, kus I on mingi indeksite hulk. Paneme
tahele, et kui x € X; N X, siis fi(x) = f;(x), kus 4,7 € I. Seega voime defineerida funktsiooni
Ve iLEJI X; — R seosega
f(z) = fi(z), z€X,
Kui z1, 29 € iLGJ] X, siis leiduvad indeksid 41,75 € I nii, et 1 € X;, ja 22 € X;,. Kuna F} on ahel,
siis kehtib tiks sisalduvustest X;, C X, voi X;, C X,,; olgu tldisust kitsendamata X;, C X,,.
Saame, et
|f(z1) = f(a2)] = | fis(21) = fio(@2)] < || follLipd(z1, 22).

Seega H? Lip = | follLip ja jérelikult on f € F hulga F; iilemine toke. Kuratowski-Zorni lem-
ma pohjal leidub hulgas F' maksimaalne element f:Y — R. Kui Y # M, siis leidub ele-
ment p € M \Y. Vottes funktsiooni fy rolli funktsiooni f ja hulga M, rolli hulga Y,
saame toestuse algul ndidatud elementaarsammu pohjal leida funktsiooni f jatku g € F,
g: Y U{p} = R, ||9llip = | fllLip = || follLip, mis on vastuolus funktsiooni f maksimaalsusega.
Jarelikult Y = M, fa, = fo Ja || flluip = [[follLip- 0

Markus 1.16. Teoreemi 1.15 toestus on sarnane Hahni—Banachi teoreemi klassikalise toestu-
sega, mille voib leida 6pikust [OO, lk-d 168-169|.
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PEATUKK 2
Arensi—FEellsi ruum AE(M)

Kéesolevas peatiikis defineerime normeeritud ruumi AE(M ), mille kaasruum on isomeetriliselt
isomorfne ruumiga Lip(M). Ruumi AE(M) vottis kasutusele vene matemaatik Leonid Kanto-
rovit§ 1942. aasta artiklis [K] (vt lisaks [KA, ptk 4]). Hiljem uurisid ruumi AE(M) Ameerika
matemaatikud Richard F. Arens ja James Eells (vt [AE]), kelle jargi nimetatakse seda Arensi—
Eellsi ruumiks. Ruumi AE(M) kutsutakse ka Lipschitzi vabaruumiks ja téhistatakse siimboliga
F(M) (vt naditeks [BW] voi [K2]). Jargnevas tugineme monograafiale [W].

Olgu M meetriline ruum.

Definitsioon 2.1. Molekuliks nimetatakse funktsiooni m: M — K, mille kandja supp(m) on
16plik ja Y m(p) = 0.

peEM
Mairkus 2.2. Kuna iga hulk sisaldub oma sulundis, siis seega omab molekul nullist eri-
nevat vaartust iilimalt 1oplikus arvus punktides. Naiteks joonisel 2.1 on kujutatud molekul
m: M — R, mis omab nullist erinevat vaartust punktides py, ps, p3, ps ja ps.

R
1 L (pasm(ps))
Y] SR L (p2m(p2)) i
P1 l p3 l ps ~
—0,5¢--------- J,,,,EZ ,,,,,,,,,,,,, e Pa__________ ; M
; | “(ps,m(ps))
Y SR ‘ |
*(prm(p) !
e * (pa,m(p3))
Joonis 2.1

Toestame niud iihe lihtsa folkloorse fakti.
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Lause 2.3. Olgu X wvektorruum ja P: X — R poolnorm ning olgu hulgal X defineeritud seos
~ jargmaiselt:
Ty~ Ty <= P(xl—xg):O

Siis ~ on ekvivalentsusseos ja faktorhulk X/~ on normeeritud ruum normi
P:X/~—R, P@) =P), T€X/~,
suhtes, kus T on elemendi x € X poolt moodustatud ekvivalentsiklass.

Toestus. Veendume, et tegemist on toepoolest ekvivalentsusseosega. Selleks paneme téhe-
le, et iga v € X korral x ~ =z, sest P(x — x) = P(0) = 0. Samuti kui z; ~ x5, siis
P(zy — 1) = P(x1 — x2) = 0 ja seega xo ~ x1. Kui &1 ~ x3 ja xo ~ x3, siis kolmnurga
vorratuse pohjal
P(xy —x3) < P(xy —x9) + P(xa —23) =0

ja jarelikult x; ~ z3.

Saadud ekvivalentsiklassid moodustavad loomulikul viisil vektorruumi iile korpuse K, kus
liitmine ja skalaariga korrutamine on defineeritud seostega

T1+22 =21 +22, X1,T9 € X,

aT =axr, x¢€ X.

Veendume antud definitsiooni korrektsuses.
Olgu z; ~ x|, 19 ~ 15, x ~ 2’ ja a € R. Paneme téhele, et

P(xy+ o — () + 25)) < P(xy —2) + P(za — 25) =0
ja
P(axr — az') = |a|P(z — 2") = 0.

Seega 11 + Ty ~ | + 24 ja ax ~ az’, mis annab, et 7, + x5 = 7} + ), ja ax = ax’.

Vektorruumi definitsiooni pohjal voib vahetult veenduda, et tegemist on toepoolest vektor-
ruumiga.

Niitame, et kujutus P: X/~ — R, P(Z) = P(z), x € X, on norm. Definitsiooni korrekt-
suses veendumiseks paneme tahele, et kui z; ~ x5, siis

P(z1) < P(xq — x2) + P(x2)

< P(z)
< P(xg — 1) + P(x1)

P(x1)

ja jarelikult P(x1) = P(x9).
Suvaliste elementide x, z1, xo2 € X ning skalaari a € K korral

P@)=0&Pr)=0Px—-0=072=0

ja
P(az) = P(az) = P(ax) = |a| P(z) = |a|P(7)
ning
F(Qfl + 1'2) = F(Qfl + 1'2) = P(Ilfl -+ [EQ)
< P(x1) + P(xs) = P(71) + P(732).
Seega on X/~ normeeritud ruum. O
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Vahetu kontrolli abil saab veenduda, et molekulide hulk on vektoralamruum koigi funkt-
sioonide f: M — K poolt moodustatud vektorruumis.
Defineerime iga molekuli m: M — K korral suuruse

[m|lag = inf { Z |a;|d(pi, gi): m = Zaimmqia a; € K,

=1 i=1

pin¢i € M, 1 <i<n, neN},

kus suvaliste elementide p,q € M korral tédhistame m,, = X, — X4 Molekuli definitsioonist
jareldub vahetult, et mis tahes elementide p,q¢ € M korral on m,, molekul.

Kuna iga molekul m esitub kujul m = Z m(p)myo, siis iga molekuli m korral on suurus
peEM
||m|| ar reaalarv. Poolnormi definitsiooni pdhjal on niiiid lihtne veenduda, et |- ||ag on poolnorm

molekulide vektorruumil.
Defineerime molekulide hulgal ekvivalentsusseose ~ jargmiselt:

mi ~ Moy ~ ||m1 — m2||AE = 0.

Téhistame siimboliga [m]| molekuli m poolt médratud ekvivalentsiklassi. Lause 2.3 pohjal tekib
normeeritud ruum, kui ekvivalentsiklassi [m| normiks lugeda ||m||sg. Saadud normeeritud ruumi
nimetatakse Arensi—Eellsi ruumiks ja tahistatakse siimboliga AE(M) = (AE(M), ||-||ag)- Hiljem
veendume, et vaadeldavad ekvivalentsiklassid koosnevad koik iihest elemendist, mis tdhendab
tihtlasi, et molekulide vektorruumil méadratud poolnorm || - ||ag osutub koguni normiks.
Néitame niilid, et Arensi-Eellsi ruum AE(M) on suure Lipschitzi ruumi Lip(M) eelruum.

Teoreem 2.4. Kui M on meetriline ruum, siis AE(M)* = Lip(M).

Téestus. Defineerime operaatori 77: AE(M)* — Lip(M) seosega

(T19)(p) = d([mp)), ¢ € AE(M)*, pe M.

Sellest definitsioonist on vahetult néha, et operaator 77 on lineaarne. Kuna ||[m,,]||ax < d(p, ),
siis suvaliste elementide p,q € M korral

(T19)(p) — (T10)(a)] = [o([mpo]) — d([mgo])| = |d([mpo] — [mgo])]
= [p([mpg])] < [|#ld(p; 9)-
Seega ||T1¢||Lip < ||¢]] ja jérelikult T1¢ € Lip(M), sest

(T29)(0) = ([0]) = 0.

Uhtlasi ndeme, et operaator T on pidev, kusjuures ||T}]| < 1.
Defineerime niitid operaatori T5: Lip(M) — AE(M)* seosega

(Tof)([m]) = ) m(p)f(p).

peEM

kus m on molekul ja f € Lip(M).
Veendume koigepealt definitsiooni korrektsuses. Olgu m; ja mo molekulid, mille korral
[m1] = [me] ning f € Lip(M). Vaja on niidata, et

Y m)fp) =Y map)f(p)

peEM peEM
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ehk
> (mi—ms)(p)f(p) = 0.

peEM
n
Selleks paneme tahele, et iga molekuli m = Z a;My,q, korral
i=1

5 (zm) )

pEM

< Z il - — fla)] < HfHLlpZ |aild(pi, ¢;).

n

> ailf(pi) = fla))

=1

> m(p)f(

pEM

n
Vottes infiimumi iile koigi esituste m = E a;Myp,q, Saame, et
i=1

> mp)f

peEM

< 1/ lwipllTm] [ ag- (2.1)

Kuna ||[m1—ma]||ag = ||mi—mz||ag = 0, siis Z(ml—mg)(p)f(p) = 0 ja jérelikult on operaator
peEM
T5 korrektselt defineeritud. Operaatori T5 definitsiooni pohjal on operaatorid T3 ja T f lineaar-

sed. Vorratuse (2.1) pohjal saame, et iga molekuli m korral [(Tof)([m])] < || fllLipll[m]||aE. Seega
Thf € AE(M)" ja ||Tof || < || fllLip, mis annab, et ||T3| < 1.
Paneme téhele, et suvalise kujutuse f € Lip(M) ja elemendi p € M korral

(TU(T2))(p) = (Tof)(Imp]) = Y mp0 (p = f(p)-

p'eEM

Kuna iga molekul m esitub kujul m = Z m(p)myo, siis suvalise kujutuse ¢ € AE(M)* korral

(Ta(Tig))([m]) = > m(p)(Ti9)(p) = Y m(p)([myo))
=¢ ([Z m(p)mpoD = ¢([m]).

Seega on T ja Ty teineteise poordkujutused. Kuna || 77| < 1 ja || T3] < 1, siis

ITwoll < ol = [T2Thell < [ Thell,

millest saame, et ||T1¢|| = ||¢||. Jarelikult on operaator 77 normi séilitav lineaarne siirjektsioon,
mis annab, et AE(M)* = Lip(M). O

Maérkus 2.5. Kiisimus, kas ruumi Lip(M) eelruum on isomeetrilise isomorfismi tdpsusega iihe-
selt médratud, on lahtine (vt néiteks [W, 1k 40]).

Meenutame Hahni—-Banachi teoreemi ja tema olulist jareldust, teoreemi piisavast arvust
funktsionaalidest, mille koos toestustega voib leida néiteks opikust [OO, 1k-d 168-170].
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Teoreem 2.6 (Hahn-Banach). Olgu Xo normeeritud ruumi X alamruum. Kui xj: Xo — K
on pidev lineaarne funktsionaal, siis leidub talle pidev lineaarne jatk x*: X — K nii, et
"]} = [l

Jareldus 2.7. Olgu X normeeritud ruum, X # {0}. Siis iga elemendi x € X korral leidub
funktsionaal x* € X* nii, et ||z*|| =1 ja 2" (z) = ||z

Olgu kujutus Ty: Lip(M) — AE(M)* defineeritud nagu teoreemi 2.4 toestuses. Tahistame
iga molekuli m ja funktsiooni f € Lip(M) korral

(f,m) = (Tof)([m]) = Y m(p)f(p)-

peEM

Niiiid toestame vaited, millest jéreldub iihtlasi, et molekulide hulgal méaratud poolnorm on
tegelikult norm.

Lause 2.8. Iga molekuli m korral |m||ag = sup |(f,m)| ja leidub funktsioon f € Stip)
FESLip(ar)

n“; et <f7 m> = ||m||AE

Toestus. Arvestades, et kujutus 75 on isomeetriline isomorfism, siis jarelduse 2.7 pohjal

[ml[ag = [[[m][lag = sup [¢([m])]
PESAE(M)*
= sup |[(Lof)(Im])] = sup [(f,m)|
SESLip(M) FE€SLip(ar)

ja leidub funktsionaal ¢ € Sagn- nii, et ||[m]||ag = ¢([m]). Kui f € Spipar) on selline funkt-
sioon, et Ty f = ¢, siis saamegi vorduse |m||ag = (f, m). ]

Teoreem 2.9. Kuim on nullist erinev molekul, siis ||m|/ag # 0.

Téestus. Olgu m nullist erinev molekul ja olgu fikseeritud iiks element p € supp(m). Vaatleme
funktsiooni gq: supp(m) — R, kus go(p) = 1 jaiga elemendi g € supp(m) \ {p} korral go(q) = 0.

Paneme téhele, et gy on Lipschitzi funktsioon ja ||go||Lip 7 0. Teoreemi 1.15 pohjal leidub funkt-
g

9llLip

koreal [(f,m)| = O 2 0 ia firelikult lause 2.8 pohial [[m|ax 0. O

||9||Lip

siooni gy jitk g: M — R, mille korral ||g||Lip = ||go||Lip- Seega funktsiooni f := € Stip(M)

Mirkus 2.10. Teoreem 2.9 iitleb iihtlasi, et koik molekulide ekvivalentsiklassid [m] koosnevad
iihest elemendist. Seda silmas pidades samastame molekulid vastavate ekvivalentsiklassidega.
Seega moistame edaspidi Arensi—Eellsi ruumi AE(M) all kdigi molekulide m, kus m: M — K,
normeeritud ruumi.
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PEATUKK 3
(14¢)-Isomorfsus

Selles peatiikis toome sisse normeeritud ruumide (1+¢)-isomorfsuse moiste ning anname tiksik-
asjaliku toestuse Kaltoni artiklis [K2, teoreem 6.6] skemaatiliselt toestatud tulemusele (vt
teoreemi 3.6), millele artiklis [K2] toodud lithike tGestus périneb lisraeli matemaatikult Yoav
Benyaminilt.

Meenutame, et normeeritud ruume X ja Y nimetatakse isomorfseteks, kui leiduvad kons-
tandid «, 8 > 0 ja lineaarne siirjektsioon 7': X — Y nii, et

af Tz|| < [lz]| < Bl Tz], =e€X.

Definitsioon 3.1. Olgu £ > 0. Normeeritud ruume X ja Y nimetatakse (1+¢)-isomorfseteks,
kui leidub lineaarne siirjektsioon 7': X — Y nii, et

ITz]] < llzf] < (L+ )| T]], =€ X
Kujutust 7" nimetatakse (1+¢)-isomorfismiks.

Mirkus 3.2. Kui normeeritud ruumid X ja Y on (1+4¢)-isomorfsed, siis ka normeeritud ruumid
Y ja X on (1+4¢)-isomorfsed. Toepoolest, (1+¢)-isomorfismi definitsioonist jareldub vahetult, et
kujutuse S: X — Y, kus S = (14+¢)7T, poérdkujutus S~ = (1+¢)" 77" on (1+¢)-isomorfism
ruumide Y ja X vahel.

Mairkus 3.3. Kui normeeritud ruumid X ja Y on (14€;)-isomorfsed, siis nad on (1+e2)-
isomorfsed iga arvu €9 > €7 korral.

Olgu ¢y koigi nulliks koonduvate korpuse K elementidest moodustatud jadade hulk. Teata-
vasti (vt nditeks [OO, lk 31 ja lk-d 83-84]) on ¢y Banachi ruum normi

[(an)l| = max{lan|: n €N}, (an) € c,

suhtes.

Meetrilise ruumi definitsiooni pohjal saab lihtsalt veenduda, et kui (M, d) on meetriline
ruum, siis hulk M x M on meetriline ruum kaugusega dy..: M x M — R, kus elementide
(x1,22), (Y1,y2) € M x M korral

Amax (71, 72), (1, y2)) = max(d(x1, y1), d(z2, y2)).

Esitame siinkohal paar lihtsasti kontrollitavat abitulemust, mis aitavad meid selle peatiiki
pohiteoreemi (vt teoreemi 3.6) toestamisel.

Lemma 3.4. Kui meetriline ruum (M, d) on kompaktne, siis ka meetriline ruum (M x M, dyay)
on kompaktne.
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Lemma 3.5. Olgu o, 8 > 0, o > 5. Kui meetriline ruum (M, d) on kompaktne, siis hulk

{(z,y): z,ye M, a>d(z,y)> 6}
on meetrilise ruumi (M X M, dy.x) kompaktne alamhulk.

Esitame niitid Kaltoni artiklis [K2, 1k 193, teoreem 6.6] skemaatiliselt toestatud teoreemile
iiksikasjaliku toestuse.

Teoreem 3.6. Kui (M,d) on kompaktne meetriline ruum, siis iga arvu € > 0 korral on ruum
lip(M) (14¢)-isomorfne ruumi ¢y mingi kinnise alamruumiga.

Toestus. Olgu (M, d) kompaktne meetriline ruum ja ¢ > 0 fikseeritud reaalarv. Vaatleme koige-
pealt juhtu, kui M on loplik. Siis ka hulk

E={(r,y): v,ye M, s £y} CMxM

on loplik. Jarjestame hulga E elemendid (zy,yx), 1 < k < N, kus N € N on hulga E elemen-
tide arv. Defineerime kujutuse T': lip(M) — ¢y jargmiselt. Suvalise f € lip(M) korral olgu

T e — )
Tr= ( n)’ K " d(xnvyn)

ITf|l = max{|a,|: n € N}

e { |f(xn) = fyn)l
d(Tn, Yn)

Seega on ruum lip(M) isomeetriliselt isomorfne, jdrelikult ka (1+¢)-isomorfne, ruumiga
ranl’ C ¢y. Kuna isomorfism viib Banachi ruumi Banachi ruumiks, siis ran 7" on kinnine.

Vaatleme niitid juhtu, kui M on lopmatu. Vastavalt mérkusele 3.3 voime eeldada, et ¢ < 2.
Lemma 3.4 pohjal on (M X M, dy,.x) kompaktne meetriline ruum. Téhistame iga arvu k € Z
korral (vt joonist 3.1, kui M = [0, 1])

,kuin < N,jaa, =0, kuin > N. Siis on T lineaarne ja

;ngN}—wmmm.

E,={(z,y): z,ye M, 2" <d(z,y) <2"'}.

Kuna M on kompaktne, aga ei ole loplik, siis leidub lopmata palju téisarve k € Z, mille korral
Ey, # 0.

Vastavalt lemmale 3.5 on Ej iga arvu k € Z korral kompaktne hulk meetrilises ruumis
M x M ja seega Hausdorfli teoreemi kohaselt leidub iga arvu k € Z korral hulgas Ej loplik
k=3¢ vork Fy.

Kuna kompaktse meetrilise ruumi diameeter on Iloplik, siis on ruumi M diameeter
Dy = sup{d(x,y): x,y € M} loplik. Seega leidub arv N nii, et 2V > Dy, Seetdttu on
E} ja Fj tithjad hulgad, kui £ > N.

Hulk F = U F} on loenduv kui loplike hulkade loenduv iihend. Jérjestame hulga F' ele-

keZ
mendid jadana ((,, Yn))nen-

Paneme tédhele, et iga arvu 6 > 0 korral leidub 16plik hulk tdisarve k, mille korral £ < N
ja 281 > 5. Seega leidub 16plik hulk tdisarve k, mille korral Fj, # () ja 2¥"! > §. Kuna lplike
hulkade 16plik iithend on 16plik, siis on hulk {(z,,y,): n € N, d(x,,y,) > d} 1oplik ja seetottu

d(zp,yn) — 0, kui n — oo. (3.1)

Defineerime kujutuse 7': lip(M) — ¢ jargmiselt. Suvalise funktsiooni f € lip(M) korral

olgu Tf = (ay), kus a, = M

, n € N. Siis on T lineaarne ning vastavalt hulga
(T3, Yn)
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Joonis 3.1

lip(M) elementide definitsioonile ja seosele (3.1) saame, et a,, — 0, kui n — co. Seega (a,,) € ¢
ja jarelikult on kujutus T korrektselt defineeritud.

Pidades silmas ruumide Lip(M) ja ¢y normide definitsioone ndeme, et ||Tf|| < ||f|lLip iga
f € lip(M) korral.

Kui z # y, siis leiduvad arv k € Z nii, et 2¥ < d(z,y) < 2" ja element (2/,%) € Fj, mille
korral d (z/,),d (y/,y) < 2" 3. Seega

d(a',2),d(yy) < Zd(a.y) (3.2
ja nelinurga vorratuse pohjal
d(a'y) = d(@,y) < d(2) +d(y.y) < Jd(x,y)
ning jarelikult

d(z',y') < (1 + Z) d(z,y). (3.3)

Juhul, kui 2’ # x ja 3/ # y, siis seose (3.2) pohjal saame, et
[f(@) = f)l _ [f@) = f@)+FE)—F@)+ @) - fW)l

d(az, y) d(il), y)
F@ = f @) @) — @) 1) — F©)
=T iy d@y) T dw)
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elf(@) = f ] @) = F@II, elf ) = f ()l
8d () d(z,y) 8d(y,y)

mis normi || f||Lip, definitsiooni ja seose (3.3) pohjal annab, et

/() = ()I_If() FOl

TR
<(1+ g)f 21
<(1 fwwm+ wmm

S
—~
ﬁ
<
~—
A

Kui 2’ = z ja y' # y, siis saame sarnaselt, et

(=) = Fy)l _ If(w’) fy )|+!f(y’)—f(y)\
d(z,y) d(x,y) d(z,y)
@) = Fly )IJr elf (v) = fy)l
- d(w,y) 8d (y',y)
e\ If (@) = f(y)]
<(1+3) ey sl

< (1) 171+ <0l

Sama vorratus kehtib, kui 2’ # x ja ' = y. Kui aga 2’ = z ja ' = y, siis koguni

|f(z) = f)l
V) =JW < .
(z,9)
Jarelikult
1l < (14 5) TS+ 01 s
ehk
£ €
(1=2) Wl < (1 +3) IS, (3.4)
4 4
Kuna ¢ < 2, siis
5 5 g2 £
1 (1—-):1—— _E 148
(1+¢) 1 i te 7 +7
Seega kehtib vorratus
1+¢
- <1l+e¢
1—-3

ning vorratuse (3.4) pohjal saame, et

1+¢
Il < 7= TSIl < A+ )T
4

Sellega oleme néidanud, et ruum lip(M) on (1+¢)-isomorfne ruumiga ran7" C ¢y. Kuna isomor-
fism viib kinnise alamruumi kinniseks alamruumiks, siis ran7" on kinnine. O
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PEATUKK 4
M-Ideaalid

Selles peatiikis toome sisse Banachi ruumi M-ideaali ja sellega seotud moisted. Peatiiki pohi-
tulemusena néitame, et teises kaasruumis M-ideaaliks olemine on (1+¢)-isomorfselt méératud
(vt teoreemi 4.11). Sellest tulemusest ja teoreemist 3.6 jareldub vahetult, et ruum lip(M) on
M-ideaal ruumis lip(M )™ (vt teoreemi 4.12). See tulemus on motiveeritud Kaltoni mérkusest,
mis jargnes viite [K2, teoreem 6.6] toestusele (vt teoreemi 4.13). Tépsemalt voib M-ideaalide
kohta lugeda monograafiast [HWW].

Definitsioon 4.1. Normeeritud ruumi X loomulikuks sisestuseks oma teise kaasruumi X**
nimetatakse kujutust jx: X — X™ jxx = F,,x € X, kus F,: X* — K on defineeritud
seosega

F.(z%)=2"(z), z"e€X.

Jarelduse 2.7 abil ndeme, et kui x € X, siis
lixl| = | Foll = sup{|Fa(a")|: 2" € Bx-}
— sup{le*(2)]: o* € Bx-} = |all.

Kujutuse jx definitsiooni pohjal saab vahetult veenduda, et tegemist on lineaarse kujutuse-
ga. Seega on jx isomeetriline isomorfism ruumide X ja ran jx vahel. Sellest tulenevalt ruumid
X ja ran jy tihtipeale samastatakse ning kirjutatakse X = ran jx ja X C X™.

Definitsioon 4.2. Olgu X vektorruum. Lineaarset kujutust P: X — X nimetatakse projek-
toriks, kui P* = P.

Definitsioon 4.3. Normeeritud ruumi X alamruumi Z annullaatoriks nimetatakse hulka
Zt={r" € X*: 2*(2)=0Vze€ Z}.

Definitsioon 4.4. Oeldakse, et Banachi ruumi X kinnine alamruum Z on M -ideaal, kui leidub
projektor P: X* — X* nii, et ran P = Z~ ja iga funktsionaali * € X* korral

[} = [Pz + [l — Pa”].

Mairkus 4.5. Definitsioonis 4.4 vaadeldav projektor on pidev, sest iga funktsionaali z* € X*
korral ||Pz*|| < ||z*]|.

Mairkus 4.6. Paneme tahele, et iihtepidi vorratus kehtib tdnu kolmnurga vorratusele alati:
|z*|| = ||Pz* + =™ — Px*|| < ||Pz"|| + ||z* — Pz"||.

Esitame jargnevalt kaks folkloorset fakti, mille toestused voib leida monograafiast [HWW,
Ik 105 ja 1k 111].
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Lause 4.7. Ruum cy on M-ideaal oma teises kaasruumis cj*.

Lause 4.8. Kui ruum X on M-ideaal oma teises kaasruumis X™* ja Y C X on kinnine
alamruum, siis ruum Y on M-ideaal oma teises kaasruumis Y.

Lausetest 4.7 ja 4.8 saame jargmise folkloorse fakti.

Lause 4.9. Kui Y on ruumi cy kinnine alamruum, siis Y on M-ideaal oma teises kaasruumais
Y.

Sénastame jargnevalt teoreemi, mille koos toestusega voib leida Asvald Lima, Eve Oja,
Taduri S. S. R. K. Rao ja Dirk Werneri 1994. aasta artiklist [LORW, lk 478, lause 2.8| ning
monograafiast [HWW, lk 113, lause 1.9].

Teoreem 4.10. Olgu X Banachi ruum. Jdargmised tingimused on samavddrsed:

(a) X on M-ideaal oma teises kaasruumis X,

(b) mis tahes arvu e > 0, elemendi x € Sx ja jada (x,) C Sx korral leiduvad arvn € N ning
elemendid u € conv{xy,...,x,} jat € conv{z,i1,Tpia,...} nii, et ||+t —ul| <1+e.

Kasutades &sja toodud teoreemi toestame selle peatiiki pohitulemuse, mis iitleb, et teises
kaasruumis M-ideaaliks olemine on (1+¢)-isomorfselt médratud.

Teoreem 4.11. Olgu X Banachi ruum. Kui iga arvu e > 0 korral on ruum X (1+¢)-isomorfne
mingi Banachi ruumiga Yz, kus Y. on M-ideaal oma teises kaasruumis Y™, siis X on M -ideaal
oma teises kaasruumis X**.

Téestus. Naitame, et ruumi X korral kehtib teoreemi 4.10 tingimus (b).
€
Fikseerime arvu € > 0, elemendi z € Sx jajada (z,) C Sx. Olgue; € Rnii, et 0 < g1 < R ja

olgu ruum X (14-¢1)-isomorfne Banachi ruumiga Yz, , kus Y, on M-ideaal oma teises kaasruumis
Y. Seega leidub lineaarne siirjektsioon 7": X — Y, nii, et

[Tz]] < llzf] < (L + e[| T]], (4.1)

kui x € X. Téahistame iga arvu n € N korral y, =Tz, ja y = Tx. Arvestades, et x € Sx

jo () C Sy, sname, et )l <1< (el €N, ja ] <1< (1l Secgs

1<—<1+4+¢,neNjal<— <1+4¢;. Deﬁneeridesazw, anzﬂ,
) Yn

STl = °° Tl
me, et layl| = 1 ja lanyall = 1, n € N

Vaatleme funktsiooni g: R — R, mis on defineeritud seosega

n € N, saa-

gt)=1+t)(1+e)+31—1—¢, teR

€
Tegemist on pideva rangelt kasvava funktsiooniga, kusjuures g(0) < 0, sest g1 < £ Seega leidub

arv €5 > 0 nii, et g(e2) < 0 ehk
(I4+e)(1+e1)+3e1 <1+e. (4.2)

Kuna ruum Y;, on M-ideaal oma teises kaasruumis Y, siis teoreemi 4.10 pohjal leiduvad
arv n € N ning elemendid

uy € conv{a1yr,...,a,yn} ja ty € conv{@ni1Yni1, GnioYni2, - -}
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nii, et
llay +ty —uy|| <1+ es. (4.3)

Kuna wuy € conv{aiyi,...,anyn} ja ty € conv{a,+1Yn+1, Gni2Yni2,- .-}, siis leidub arv
m € N,m > n, ja sellised arvud )\1,.. )\n,)\n+1,.. Am € [0,1] nii, et Ay +--- 4+ X, = 1 ja

A1+ -+ Ay = 1 ning uy = Z Aia;y; jaty = Z Aia;y;. Operaatori T lineaarsuse tottu

=1 i=n+1
(ax—l— Z i@ T; — Z)\aa;l>
i=n-+1

=ay + Z Ai@iYi — Z Aiaiy; = ay +ty — uy.

Kasutades seoseid (4.1), (4.2) ja (4.3) saame, et

ar —+ Z Yy ATy — Z Ai i T

i=n+1

1 +51) ||ay +ty — UyH

<(I4+e)(l+e) <1l4e—3e.

Niiiid paneme téhele, et

T+ 2’”: AiZ; i AiZi
i=n+1 =1
= |lax + i i QT i NG T
i=n+1 =1
— ((a — 1z + zm: Aia; — )y — Zn: Ai(a; — 1)1’1) H
i=n+1 i=1
< |lax + Z i@ T; — Z)\axz
i=n—+1
+ a—1x+2)\i(ai i)\( - 1)
i=n+1 =1

<lte=3e+(a—Dlz|+ D Nla;—1) H:cZHJrZ)\ A

i=n+1
—1+e—3e+(a—1) ZA —1)—1—2)\1»(@—
i=n+1 =1

Seega, kuna 1 <a<1l+4e jal<a; <14eq,1€N,siis

x4+ Z ANiT; — Z)\xl

<l+e—3e1+¢e+ Z )\51+Z)\51

t=n+1 i=n+1
:1+€—381—|—381 =1+e¢.
Tahistades t = Z AT jau = Z A;z;, oleme naidanud, et suvalise reaalarvu € > 0, elemendi
i=n+1 =1
r € Sx ja jada (z,) C Sx korral leiduvad arv n € N ning elemendid u € conv{zy,...,z,} ja
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t € conv{Zpi1, Tnto, ...} nil, et ||x +t —ul| <14 e. Seega teoreemi 4.10 pohjal on ruum X
M-ideaal oma teises kaasruumis X **. O

Teoreemidest 3.6 ja 4.11 ning lausest 4.9 saame jargmise tulemuse.

Teoreem 4.12 (Kalton). Kui M on kompaktne meetriline ruum, siis ruum lip(M) on M -ideaal
ruumas lip(M)**.

Toome siinkohal Kaltoni poolt parast tulemuse [K2, 1k 193, teoreem 6.6 toestust méarkuses
sonastatud véite.

Teoreem 4.13 (Kalton). Kui M on kompaktne meetriline ruum ning lip(M)* = AE(M), siis
lip(M) on M-ideaal ruumis Lip(M).
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PEATUKK 5
Holder: ruumid

Kaesolevas peatiikis néitame iiksikasjalikult, kuidas jareldub teoreemist 4.12 Berningeri—
Werneri probleemi positiivne lahendus (vt jareldust 5.15). Selleks toestame iildisema véite,
mille kohaselt ruum lip(M®) on M-ideaal ruumis Lip(M®), kui M on kompaktne meetriline
ruum ja « € (0,1) (vt teoreemi 5.14). Siin tugineme monograafiale [W].

Olgu koikjal selles peatiikis o € (0, 1). Toestame koigepealt moned abitulemused.

Lause 5.1. Kui (M,d) on meetriline ruum, siis (M,d*) on meetriline ruum, kus kaugus d* on
defineeritud seosega
d(x,y) =d(z,y)*, z,y € M.

Toestus. Samasuse ja siimmeetria aksioomide kehtivus jareldub vahetult sellest, et kujutus
d rahuldab neid aksioome. Kolmnurga vorratuse pohjendamiseks piisab ndidata, et suvaliste
elementide x,y, 2z € M korral kehtib vorratus

(d(z,2) +d(z,9)* <d(z,2z)*+d(z,y)". (5.1)

Selleks vaatleme fikseeritud arvude a,b € R, 0 < a < b, korral funktsiooni f: [0,1] — R, kus
fA) = (Aa+0b)%, X €[0,1]. Lagrange’i keskvaartusteoreemi pohjal leidub arv £ € (0, 1) nii, et
f(1) = £(0) = f(£). Seega

b a—1
(a+b)* =0 =a(a+b)*ta< (Ca+b)*ta< (5 + —) a® < a”
a
ja jarelikult, kui x # y ja y # z, siis vorratus (5.1) kehtib. Kui z = y voi y = z, siis kehtib
vorratus (5.1) triviaalselt. O

Definitsioon 5.2. Meetrilist ruumi (M, d*) nimetatakse Holderi meetriliseks ruumiks ja té-
histatakse siimboliga M“. Meetrikat d* nimetatakse Hélderi meetrikaks.

Definitsioon 5.3. Ruumi lip(M“) nimetatakse vdikeseks Hélder: ruumiks ja ruumi Lip(M*®)
suureks Holderi ruumiks.

Mairkus 5.4. Olgu M on reaalarvude hulga lahtine tokestatud alamhulk. Naite 1.9 pohjal
lip(M) = {0}. Samas kehtib sisalduvus Lip(M) C lip(M®). Toéepoolest, olgu f € Lip(M) ja
tahistame N = sup{|z|: = € M}. Siis

o { L1, )

|z — y|*

:Sup{ym_yylalf(T;:§|(y)|: x #y}
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S (2N)1asup{|f(x) - f(y)| i 7& y} < 00
|z —y|
ja seega f € Lip(M®). Niitid saame, et
Ny = EE}gﬁSllp{Wi r#y, l[v—y|* < 5}
= tig sup f o~y LTI ey oy <
e—0+ |z — y

. 11—« . [e] _
< lim sup {|z =y |f s @ #y, [ —yl* <e} =0

ning lause 1.6 pohjal f € lip(M*®).
Samas, kui M C R on tokestamata, siis I € Lip(M), kus I(x) = z, x € M, kuid ruumi
Lip(M*®) normi definitsiooni pohjal saab lihtsalt veenduda, et I ¢ Lip(M*?).

Markus 5.5. Sarnaselt méarkusega 5.4 saab naidata, et iga lahtise tokestatud alamhulga
M C R", kus n € N, korral Lip(M) C lip(M*®).

Lause 5.6. Kui meetriline ruum M on kompaktne, siis meetriline ruum M* on kompaktne.

Toestus. Olgu (z,) jada meetrilises ruumis M = (M,d"*). Ruumi (M, d) kompaktsuse tot-

tu leidub jada (x,) osajada (z,,) ja element a € M nii, et lim d(x,,,a) = 0. Seega ka
11— 00

lim d(z,,,a)* =0, st jada (x,,) koondub ruumis M®. O

1—00

Kasutades kahte jargmist lauset (vt nditeks OO, lk 178 ja lk 179]) toestame, et kui kuju-
tus T: X — Y on (1+¢)-isomorfism, kus € > 0, siis kaasoperaator 77: Y* — X* on ka (1+¢)-
isomorfism (vt lemmat 5.9).

Olgu X ja Y normeeritud ruumid.
Lause 5.7. Kui A € L(X,Y), siis A* € LY, X7) ja ||A*| = ||A]

Lause 5.8. Kui A € L(X,Y) ja leidub A™" € L(Y, X)), siis on olemas ka (A*)™' € L(X*,Y™)
ning (A*)~' = (A71)".
Lemma 5.9. Olgu € > 0. Kui operaator T: X — Y on (1+¢)-isomorfism, siis kaasoperaator

T*:Y* — X" on (14¢)-isomorfism.

Téestus. Kuna ||Tz|| < ||z| iga x € X korral, siis ||T']| < 1. Seega lause 5.7 pohjal || 77| <
mis annab, et iga y* € Y* korral | T"y"|| < ||y*||. Kuna T on isomorfism, siis leidub 7"~
kusjuures iga y € Y korral

L,

1
)

1T Yy|| < @ +o)||T (T2 || = (1 +2)yll.

Seega HT‘lH < 1+ £ ning lausete 5.7 ja 5.8 pohjal saame, et

)= =)

<1l+e.
Jarelikult iga y* € Y™ korral
ly* [l = [[(T) 7 T[] < L+ )Ty |- O
Analoogiliselt saab toestada jargmise lemma.
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Lemma 5.10. Kui operaator T: X —Y on isomeetriline isomorfism, siis kaasoperaator
T :Y* — X* on isomeetriline isomorfism.

Naiitame, et Banachi ruumide vaheline isomeetriline isomorfism viib M-ideaali M-ideaaliks.

Lause 5.11. Olgu T: X — Y on isomeetriline isomorfism Banachi ruumide X ja Y wvahel.
Kui kinnine alamruum Z on M-ideaal ruumis X, siis T(Z) on M -ideaal ruumis Y .

Toestus. Lemma 5.10 pohjal on kaasoperaator T*: Y* — X™ isomeetriline isomorfism ruumide
Y™ ja X* vahel. Kuna alamruum Z on M-ideaal ruumis X, siis leidub projektor Py: X* — X~
nii, et ran Py = Z* ja iga 2* € X* korral
[2*[] = [|1Pxz*|| + [|l=* — Pxa™]].
Defineerime operaatori Py : Y* — Y™ seosega
Py(y") = (T"){(Px(T"y")., y €Y

Operaatorite T* ja (T*)"! ning projektori Px lineaarsusest jireldub vahetult operaatori Py
lineaarsus. Samuti

Pi(y") = Py ((T7) 1 (Px(T"y")))
= (T")7 (Px (T ((T7) " (Px(T"y")))))
= (T)"(Px(T"y") = Pr(y"), y €Y
Seega on Py projektor.
Niitame, et ran Py = T(Z)*. Olgu y* € Y* ja y € T(Z). Siis lause 5.8 pohjal saame, et
(Pry*)(y) = (T) " (Px(T"y"))(y) = Px(T*y") (T"'y) =0,

sest Px(T*y*) € Z* ja T™'y € Z. Seega ran Py C T(Z)*. Olgu niiiid z* € T(Z)*. Siis iga
z € Z korral
(T*2")(2) = 2" (Tz) = 0.

Seega T*z* € Z*, millest saame, et Px(T*z*) = T*2* ja jirelikult
2= (T") " N(Px(T"2%)) = Py(2").

Kokkuvdttes oleme saanud, et ran Py = T'(Z)™.
Toestuse 16petuseks paneme téhele, et iga y* € Y™ korral

1Pyl + Iy — Pry*ll = |(T) " Px(T"y")||
+ |7 (y* = (1) (Px(Ty")) |
= ||Px(T"y")| + Ty — Px(T"y")||

= [Ty |l = [ly"|-

Kuna isomorfism viib kinnise alamruumi kinniseks alamruumiks, siis jarelikult on ruum
T(Z) M-ideaal ruumis Y. O

Monograafias [W, lause 3.2.2(b) ja teoreem 3.3.3] on néidatud, et kui M on kompaktne
meetriline ruum, siis lip(M“)* = AE(M®), kusjuures isomeetrilise isomorfismi realiseerib ku-
jutus T: AE(M®) — lip(M®)*, kus (Tm)(f) = (f,m) = > m(p)f(p) iga f € lip(M*) ja

peEM
m € AE(M®) korral.
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Lemma 5.10 pohjal on operaator (7%)™': AE(M®)* — lip(M*)**, kus
(T 'm*) () =m* (T f*), m* e AE(M®)*, f* €lip(M®)",

isomeetriline isomorfism ruumide AE(M®)* ja lip(M®)*™ vahel.
Teoreemi 2.4 toestuse pohjal on operaator Ty: Lip(M®) —  AE(M®)*, kus
(Taf)(m) = Zm(p)f(p), m € AE(M®), f € Lip(M®), isomeetriline isomorfism ruumide

peEM
Lip(M*?) ja AE(M®*)* vahel.

Markus 5.12. Kui M on reaalarvude hulga lahtine alamhulk, siis naite 1.9 pohjal
lip(M) = {0}. Seega lip(M)* = {0} ja jarelikult tildjuhul ruum lip(M) ei ole ruumi AE(M)
eelruum.

Niitame niiiid, et operaator (7)™ 'T} viib ruumi Lip(M®) alamruumi lip(M®) alamruumiks
ran fip(pey ruumis lip(M®)™ (vt joonist 5.1).

Joonis 5.1

Lause 5.13. Kui M on kompaktne meetriline ruum, siis kehtib vordus
((T*)~'T3) (lip(M®)) = ran jip(are)-

Toestus. Paneme téhele, et iga funktsiooni f € lip(M“) ja funktsionaali ¢* € lip(M“)* korral

(1) HT2N) (67) = () (T7'") = Y (T7'97) (0)f (p)

peEM
=(f.T7g") = (T(T™q")) (f) = g"(f).
Seega iga f € lip(M?) korral ((T*)_ITQ) (f) = Jup(re) [, millest saame, et
((T™)'T3) (lip(M®)) = ran jip(are). O
Toestame niitid selle peatiiki pohiteoreemi.

Teoreem 5.14 (Kalton). Kui meetriline ruum M on kompaktne, siis ruum lip(M®) on M-
ideaal ruumis Lip(M*®).
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Toestus. Teoreemi 4.12 pohjal on lip(M®) M-ideaal oma teises kaasruumis lip(M*)**, mis téa-
hendab, et ran jip(rey on M-ideaal ruumis lip(M®)*™. Kuna operaator ((T"‘)’ng)_1 on iso-
meetriline isomorfism ruumide lip(M*)** ja Lip(M®) vahel ning lause 5.13 pohjal

((T*)_ng)_1 (ran fip(are)) = lip(M®),
siis lause 5.11 annab, et lip(M®) on M-ideaal ruumis Lip(M*). O
Siit jareldub ka positiivne lahendus Berningeri-Werneri probleemile.
Jareldus 5.15 (Kalton). Vdike Hélderi ruum lip([0, 1]%) on M-ideaal suures Holderi ruumis
Lip([0, 1]%).

Peatiiki lopetuseks toome néite Banachi ruumist ja tema kahest isomeetriliselt isomorf-
sest alamruumist, millest tiks on M-ideaal selles ruumis ja teine ei ole (vt néiteks |[O5,
Ik 13]). See niitab {iihtlasi, miks oli teoreemi 5.14 toestamisel oluline kasutada vordust

((T*)_1T2)71 (l“anjlip(Ma)) = lip(M*®) ning lauset 5.11.

Naide 5.16. Vaatleme reaalset Banachi ruumi

Co={(&,&): &.&eRY,

kus norm on defineeritud seosega

1(€15 €2)[lo0 = max{|&4], [€a}-

Teada on (vt niiteks [OO, lk-d 163-164]), et ruumi ¢ kaasruum on isomeetriliselt isomorfne
ruumiga
ﬁ% = {(Oél,OéQ)Z a1, € R},

kus norm on defineeritud seosega
[(a1, a2)[li = |oa| + |zl

Seejuures isomeetrilise isomorfismi realiseerib kujutus 7: 7 — (¢2))", kus (Ta)(z) = a1&1+a26,
a=(a,as) € 3 jax=(&,&) € 2.

Niitame kdigepealt, et alamruum X = {(£,0): ¢ € R} on M-ideaal ruumis ¢2 . Antud
juhul X+ = {(0,a): a € R}.

Defineerime projektori P: (7 — (3 seosega

Py, az) = (0,a2), (a1, 00) € 7.
Siis ran P = X' ja iga (a1, as) € £2 korral

[(o; @v2) = Pla, aa)ly + [|P(en, )i = [[(e, 0)][1 + [0, )11

= |o| + |ao| = |[(1, a2) |1

Kuna koik 16plikumodtmelised alamruumid on kinnised, siis X on M-ideaal ruumis ¢2.

Niitame niiiid, et alamruum Y = {(£,€): € € R} ei ole M-ideaal ruumis ¢% . Selleks
oletame viiitevastaselt, et Y on M-ideaal ruumis ¢2_. Siis leidub projektor P: {3 — (2 nii, et
ran P =Y+ = {(a,—a): a € R} jaiga (a1, ay) € £3 korral

[(a1, ) = Plan, az)ly + || Plar, as)ll1 = [[(cu, ca)]]1 (5.2)
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Antud juhul on ker P iihem&6tmeline alamruum ja seega leidub element (a,b) € ¢% nii, et
ker P = {A(a,b): A € R}. Kuna ker P Nran P = {(0,0)}, siis a + b # 0 ja iga element
(a1, ap) € €7 esitub kujul

a1 + Qo

M(17_1)+ b (&ab)a

a+b a—+

(a17 a?) =
mis annab, et

loa| + |aa| = [[(a1, a2) 1 = [[(@1, a2) — P, az)lly + || Plag, az)|y
_ |Oél +062‘
la + b|

lanb — aaal
pl) + 9. L2 22
(ol o +2- 1250
lanb — azal

> g + aol +2-
2 Jos + o la+ bl

Seetottu suvaliste arvude aq, g > 0 korral a1b — asa = 0 ja jarelikult a = b = 0, mis on vastu-
olus sellega, et ker P on iihemodtmeline. Seega oli meie vastuvéiteline oletus vaér ja alamruum
Y ei ole M-ideaal ruumis ¢2 .

Samas on koik {ihemootmelised alamruumid omavahel isomeetriliselt isomorfsed. Naiteks
antud juhul on iiheks isomeetriliseks isomorfismiks kujutus 7: X — Y, mis on defineeritud
seosega

T(£0)=(&¢), (50)eX.
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PEATUKK 6
x-Nork topoloogia ja omadus (M™)

Kéesolevas peatiikis toome sisse *-norga topoloogia ja omaduse (M*) mdisted. Siin tugineme
vastavalt raamatule [HHZ| ja monograafiale [HWW]|. Peatiiki pohitulemusena néitame, et kui
M on kompaktne meetriline ruum, siis ruumil lip(M) on omadus (M™). Sellest tulemusest
jareldame muu hulgas, et kui kompaktse meetrilise ruumi M korral on ruumil lip(M) meetriline
kompaktne aproksimatsiooniomadus, siis ruum K(lip(M)) on M-ideaal ruumis L(lip(M)).

Olgu X normeeritud ruum.

Definitsioon 6.1. Ruumi X* x-norgaks topoloogiaks nimetatakse topoloogiat, mille korral mis
tahes punkti z; € X timbruste baasi moodustavad hulgad

Ops (21, apie) ={a" € X7t [(2" —ap) ()| <&, i=1,...,n},
kusn eN, zq,...,x, € X jae > 0.

Meenutame, et topoloogilist ruumi nimetatakse eralduvaks ehk Hausdorffi ruumiks, kui tema
iga kahe erineva punkti korral leiduvad neid punkte sisaldavad 16ikumatud imbrused. Naitame,
et ruumi X* *-nork topoloogia on eralduv. Selleks leiame vabalt valitud punktide =7, x5 € X,
x] # x3, loikumatud imbrused. Kuna x] # z3, siis leidub element z € X nii, et z](x) # x3(x).
(2] — x3) ()]

Tahistame € = 5

. Oletades, et 2 € Oy (z;¢) N Oy (x;€), saaksime vastuolu kujul
2e = [(z] — 23) ()] < |(¢" — 27) (@) + [ (2" — 23) (2)] < 2e.

Seega on timbrused O.(;¢) ja Oy (x;¢) loikumatud.

Uldise topoloogia kursusest on teada, et eralduvas topoloogias on igal koonduval perel téip-
selt liks piirpunkt.

Kui funktsionaalide pere (z)) C X* koondub #-norgalt (ehk w*-koondub) funktsionaaliks
x* € X7, siis kirjutatakse x;, 0 2 voi w*-lim x;, = o*. Raamatus [HHZ, lk 42| on toestatud
jargmine *x-norka koondumist kirjeldav lause.

Lause 6.2. Funktsionaalide pere () C X™ koondub *-norgalt funktsionaaliks z* € X* parajasti
sus, kui iga x € X korral

Raamatus [HHZ, 1k 45] on samuti tdestatud jéargmine teoreem.

Teoreem 6.3 (Banach—Alaoglu). Olgu X Banachi ruum. Siis kaasruumi X* kinnine thikkera
Bx« on x-norgas topoloogias kompaktne.

Banachi—Alaoglu teoreemist jéreldub vahetult jargmine lause.

33



Jareldus 6.4. Kui X on Banachi ruum, siis mis tahes tokestatud funktsionaalide perel
(x}) C X* leidub osapere (), mis koondub x-norgalt mingiks funktsionaaliks x* € X*.

Definitsioon 6.5. Olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et ruumil X on omadus (M*), kui

limsup ||z* + 23| < limsup ||y* + z}||
veNn veNn
mis tahes funktsionaalide z*,y* € X*, ||2*| < ||y*||, ning iga *-norgalt nulliks koonduva tokes-
tatud pere (z;), oo korral.

Kalton t6i 1993. aasta artiklis [K1] omaduse (M™*) moiste sisse jadade keeles (nn jadaline
omadus (M™)). Eve Oja iildistas selle moiste peredele 1993. aasta artiklis [O1] ja kutsus seda
omaduseks (sM™). Jargmisest tuntud tulemusest (vt [K1, lemma 2.1] voi néiteks [HWW, 1k 296,
lemma 4.13]) selgub, et omaduse (M*) mdiste saab ka defineerida vorratuste asemel vordusi
kasutades.

Teoreem 6.6. Banachi ruumil X on omadus (M) parajasti siis, kui

limsup ||z + x| = limsup ||y* + x|

veN veN
mis tahes funktsionaalide x*,y* € X*, ||2*|| = ||y*||, ning iga x-norgalt nulliks koonduva tokes-
tatud pere (x),),cq korral.
Téestus. Olgu Banachi ruumil X omadus (M™) ning olgu z*,y* € X*, ||z*] = ||v*||, ja olgu

(2}),eq *-norgalt nulliks koonduv tokestatud pere. Kuna ||z*|| < ||y*||, siis

limsup ||z* + || < limsup||y* + x| .
veNn ven

Analoogiliselt, kuna ||z*|| > ||y*||, siis

limsup ||z* + x| > limsup ||y* + =] .
veNn veNn
Seega kokkuvottes

limsup ||z* + || = limsup ||y* + = .
veN veN

Eeldame niiiid, et

limsup ||z* + z}|| = limsup ||y* + z}||
veN veN

mis tahes funktsionaalide 2%, y* € X, [|2*|| = [|y”||, ning iga *ndrgalt nulliks koonduva tokesta-
tud pere (z}), o korral. Olgu 2%, y* € X, ||y*|| < [|z”[|, ning (2}), o *-norgalt nulliks koonduv
tokestatud pere.

veNn

Vaatleme koigepealt juhtu, kus y* # 0. Tdhistame A = Hx H Siis A > 1 ja
y*
A1 A—1

ning kolmnurga vorratuse abil saame, et

ly™ + = || STHM +%H+T|\—)\y + ;|

A+1 A=1
< | ——+—— " oA =2y y
_( 1 A )max{wy + )l 1Ay + 2l
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= max{[[Ay" + 2y ||, | =Ay" + ][}

Kasutades eeldust elementide \y* ja z*, ||A\y*|| = ||z*||, ning *-norgalt nulliks koonduva tokes-
tatud pere (x}), . korral, saame vorduse

limsup || Ay* + 2| = limsup ||z* + z} || .
veN veN

Analoogiliselt saame, et

limsup ||—Ay* + x| = limsup ||z* + 27| .
ve veNn

Seega iilemise piirvadrtuse monotoonsuse tottu

limsup ||y* + 2} || < max {limsup IAy™ + 2|, limsup | —A\y™ + xi”}
ven ven ven

= limsup ||z* + 7} | .
veNn

Olgu niitid y* = 0. Kui z* = 0, siis ilmselt

limsup [|y* + 2| < limsup ||2* + 2] .
veN ven

Kui x* # 0, siis suvalise arvu € € (0, 1] korral ez* # 0 ning
lea™|| = ell™]| < [l=7]].
Ulaltoestatu pohjal

limsup ||ex” + 2 || < limsup ||z* + = || .
ven veN

Kasutades vorratust
|z |l < [lex” + x| + € [|lz7|

saame, et
limsup ||z} || < limsup ||ex” + 23| + ¢ ||=*||
veNn vem

<limsup ||z* + z}|| + € ||z"] .
veN
Minnes siin piirile £ — 04, saamegi, et
limsup ||y* + 2| = limsup ||} || < limsup ||z* + 2] . O
veNn veNn veNn

Jargmise véite voib leida artiklist [O3] (vt lisaks [O4, 1k 2804]).

Lause 6.7. Olgu X Banachi ruum, millel on omadus (M™). Kui'Y on ruumi X kinnine alam-
ruum, sis on ruumil Y omadus (M™).

Toestus. Oletame viitevastaselt, et ruumi X kinnisel alamruumil Y ei ole omadust (M™). Siis
teoreemi 6.6 pohjal leiduvad funktsionaalid y7,y5 € Y™, ||y7]| = ||v5||, ning ruumis Y™ *-norgalt
nulliks koonduv tokestatud pere (y;), .o Dii, et

limsup ||y; + v3|| > limsup ||y + v -
veNn ven
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Minnes vajadusel iile osaperedele voime eeldada, et
li Tty li >+l - 1
tim gy + gyl > lim [|y; + 5 (6.1)

Olgu iga indeksi v € N korral ), € X* funktsionaali y; + ¥, normi siilitav jatk. Jérelduse

6.4 pohjal leidub pere (x},), .y 0sapere (23),.q ning funktsionaal z* € X* selliselt, et a7} 0
Paneme téahele, et iga y € Y korral

2™(y) = limax(y) = Im(y; +y3)(y) = 42(y)-

Seega, kui 27 € X* on funktsionaali y] normi sailitav jétk, siis
23l = llyrll = llyall < ll=7[]-
Vorratuse (6.1) pohjal saame niitid, et
limsup ||z} + z} — z*|| > limsup ||(z] + 2} — z7) |v||
Aesg reg
= lim [ly7 + 45 +y3 — vall
> lm 33 + 93] = lim 15

= limsup [|z* + 2} — 27| .
Aee

Saadud tulemus on vastuolus sellega, et ruumil X on omadus (M*), sest pere (z} — z%), ., koon-

dub *-norgalt nulliks ja [|z]]] < [|2*||. Seega oli meie vastuvéiteline oletus véér ja alamruumil
Y on omadus (M™). O

Toestame niitid antud peatiiki ithe pohitulemuse.

Teoreem 6.8. Olgu X Banachi ruum. Kui iga arvu e > 0 korral X on (14+¢)-isomorfne mingi
Banachi ruumiga Yz, millel on omadus (M™), siis on ruumil X omadus (M™).

Toestus. Normi pidevuse pohjal piisab néidata, et iga arvu ¢ > 0, suvaliste elementide
", 2" € X*, ||lo%|| < ||2"|], ja *ndrgalt nulli koonduva tokestatud pere (x},),. korral keh-
tib vorratus

limsup ||z* + z}|| < (1+¢)limsup||(1+¢)z" + 2} .

veNn veNn

Fikseerime arvu € > 0 ja olgu X (1+¢)-isomorfne Banachi ruumiga Y ning olgu 7: X — Y.
vastav (14¢)-isomorfism. Lemma 5.9 pohjal on 7": Y — X* (1+4¢)-isomorfism ruumide Y.* ja
X* vahel.
Téhistame y; = (T*)7' ("), y; = (T")7'(2") ja y, = (T)7" (a7). Siis [ly; ]| < (1 +e)yZ]l ja
eelduste kohaselt
limsup [ly; + ;|| < limsup [|(1 +e)y> +y; |-
veNn vem

Toestuse lopetuseks piisab téhele panna, et
12"+ 2 [ = 1Tz + )l < llvz + w2l

ja
[T+, +yll <A +e)[[(1+e)z” +ay . O

Artiklis [O1, lause 1] on tdestatud jérgmine tulemus.
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Lause 6.9. Olgu X separaabel Banachi ruum. Siis on ruumil X omadus (M) parajasti siis,
kui tal on jadaline omadus (M™).

Toestame niitid ithe folkloorse fakti.
Lause 6.10. Ruumil ¢y on omadus (M™).

Téestus. Oletame viitevastaselt, et ruumil ¢q ei ole omadust (M*). Kuna ruum ¢y on separaabel,
siis teoreemi 6.6 ja lause 6.9 pohjal leiduvad funktsionaalid z*,y* € ¢, ||z*]| = ||y*||, ja ruumis
¢y *-norgalt nulliks koonduv jada (y)) nii, et

fim sup [ + g7, | > lim sup [ly” + gy |

n—oo

Minnes vajadusel iile osajadadele voime eeldada, et
lim [z* 4+ gyl > Tim [y + ]
n—oo n—oo

—A

B
Tahistame A = lim ||y* +y;| ja B = lim ||2* + y;|| ning olgu ¢ = > 0. Teada on (vt
n—o0 n—oo

néiteks |00, lk 163|), et kujutus 7": £; — ¢, kus

o0

(T(E)) (@) =Y arbe, (&) €1,z = (ax) € o,

k=1

on isomeetriline isomorfism. Sellest tulenevalt vaatleme ruumi ¢ elemente ruumi ¢; elementi-

dena ja tdhistame 1: = (&), v = (mk) jay, = (np), kus n € N. Siis leidub arv N € N nii, et
Y lal<eia Z k| < e.
k=N+1 k=N-+1

Olgu ey € ¢o, k € N, kus e, = (), n € N, ning

1, k=
5kn — Y n’
0, k#n.
Kuna iga arvu k € N korral y(ex) = np, siis jada (y;) *-norga nulliks koondumise tottu

N, — 0 ja jarelikult leidub arv M € N, M > N, nii, et iga arvu n > M korral
n—0o0

£
max |ni| < -

Kasutades tagurpidi kolmnurga vorratust saame, et iga jada (ax) € co, ||(ax)]] < 1, ja arvu
n > M korral

(" + ) (an)| = Z Mkay + Z?ﬁiak

> anak+ Z g Z || — kaaﬂ
k=N+1 k=N+1

> anak—i— Z Npai| — 2¢.
k=N+1
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Véttes supreemumi iile koigi elementide (ay) € ¢, |[(ar)|| < 1, saame, et

N 00
anak+ Z Mk k| -

[(ar)l] < 1} — 2

ly" + y,ll > sup {

k=1 k=N+1
00 N
- sup{ > Imrarl: (@) < 1} + > Inel —2¢
k=N-+1 k=1
> sup{ > Imrarl: (@) < 1} + [ly*ll = 3¢,
k=N-+1

kus vordus kehtib, sest me voime supreemumi votta iile selliste jadade (a,) € ¢, mille korral
mear = ||, kui k=1,..., N, jantar > 0, kui k > N. Sarnasel viisil saab veenduda, et

[e.9]

2" +yall < Sup{ Y Inparl: (el < 1} + |27 + 2¢

k=N+1
ja seega vorduse ||z*|| = ||y*|| pohjal
2" +ynll < lly" + ypll + 5e.
Oleme saanud vastuolu:

e =B —A= lim ([o" +y, [ = [ly" +wl)) < 5.

Seega oli meie vastuvéiteline oletus véar ja ruumil ¢q on omadus (M™). O
Lausete 6.7 ja 6.10 pohjal saame olulise jarelduse.

Jareldus 6.11. Kui Y on ruumi ¢y kinnine alamruum, siis ruumil Y on omadus (M™).
Jargmine teoreem on kdesoleva magistritco iiks pohitulemus.

Teoreem 6.12. Kui M on kompakine meetriline ruum, siis vdikesel Lipschitzi ruumil lip(M)
on omadus (M™).

Téestus. Teoreemi 3.6 pohjal on ruum lip(M) iga arvu € > 0 korral (1+¢)-isomorfne ruumi ¢
mingi kinnise alamruumiga. Teoreemi 6.8 ja jérelduse 6.11 pohjal on ruumil lip(M) omadus

(M™). 0

Kuna sellest, et Banachi ruumil on omadus (M¥), jareldub, et ruum X on M-ideaal oma
teises kaasruumis X ™ (vt [K1, lause 2.3] ja [O1, lause 2| voi néiteks [HWW, 1k 297, lause 4.15]),
oleme uuesti toestanud teoreemi 4.12. Teoreemist 6.12 saame samuti jargmise jarelduse.

Jareldus 6.13. Kui M on kompaktne meetriline ruum, siis vaikesel Hélderi ruumil lip(M*®)
on omadus (M™).

Kasutades tulemusi artiklitest [O1] ja [O2], teeme peatiiki 1opetuseks teoreemist 6.12 moned
olulised jareldused. Selleks defineerime koigepealt meetrilise kompaktse aproksimatsioonioma-
duse moiste.

Definitsioon 6.14. Oecldakse, et Banachi ruumil X on meetriline kompaktne aproksimatsiooni-
omadus, kui suvalise kompaktse hulga K C X ja mis tahes arvu ¢ > 0 korral leidub pidev
kompaktne operaator T nii, et ||T]| <1 ja |z — Tz| <e, kui z € K.
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Aproksimatsiooniomaduste kohta vo6ib tdpsemalt lugeda iilevaateartiklist [C]|.

Artiklites |02, teoreem 3] ja [O1, teoreem 8| on vastavalt toestatud jargmised kaks tulemust.

Teoreem 6.15. Olgu X Banachi ruum. Ruum K(X) on M-ideaal ruumis L(X) parajasti siis,
kui ruumil X on meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus ja omadus (M™).

Teoreem 6.16. Kui X on selline Banachi ruum, mille korral on ruum K(X) M-ideaal ruumis
L(X), siis ruum K(Y, X) on M-ideaal ruumis L(Y, X) iga Banachi ruumi'Y korral, millel on
omadus (M™).

Teoreemidest 6.12 ja 6.15 saame vahetult jargmise tulemuse.

Teoreem 6.17. Olgu M kompaktne meetriline ruum. Kui ruumil lip(M) on meetriline kom-
paktne aproksimatsiooniomadus, siis ruum K(lip(M)) on M-ideaal ruumis L(lip(M)).

Vastavalt teoreemidest 6.12 ja 6.16 ning 6.16 ja 6.17 saame jargmised jareldused.

Jareldus 6.18. Olgu M kompaktne meetriline ruum ja X Banachi ruum. Kui ruum K(X) on
M -ideaal ruumis L(X), siis ruum K(lip(M), X) on M-ideaal ruumis L(lip(M), X).

Jareldus 6.19. Olgu M kompaktne meetriline ruum ja Y Banachi ruum. Kui ruumil lip(M)
on meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus ja ruumil Y on omadus (M™), siis ruum
K(Y,lip(M)) on M-ideaal ruumis L(Y,lip(M)).
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PEATUKK 7
Omadus (Mxo)

Kéesolevas peatiikis toome sisse omaduse (M,,) moiste ja toestame magistritoo iihe pohitule-
muse, teoreemi 7.10.

Alustuseks esitame moned vajalikud definitsioonid ja abitulemused.

Definitsioon 7.1. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Ruumide X ja Y vaheliseks Banachi—Mazuri
kauguseks nimetatakse suurust

inf {||T||{|T7"]|: T: X — Y on isomorfism},

dpm(X,Y) =
2 ) {oo, kui X ja Y ei ole isomorfsed.

Vahetult (14-¢)-isomorfsuse ja Banachi-Mazuri kauguse definitsioonist saame jargmise lause.

Lause 7.2. Olgu X jaY Banachi ruumid ning e > 0. Kui ruumid X ja'Y on (14¢)-isomorfsed,
8118 dBM(X, Y) S 1+e¢.

Definitsioon 7.3. Ocldakse, et Banachi ruumil X on meetriline aproksimatsiooniomadus, kui
suvalise kompaktse hulga K C X ja mis tahes arvu € > 0 korral leidub pidev 16plikumootmeline
operaator T nii, et ||T|| < 1ja ||lxr — Tz| < e, kui z € K.

Kuna koik loplikumootmelised operaatorid on kompaktsed, siis nédeme, et meetrilisest
aproksimatsiooniomadusest jareldub meetriline kompaktne aproksimatsiooniomadus.

Artiklis |G, jareldus VI.2| on toestatud jargmise tulemuse iildisem versioon.

Lause 7.4. Olgu X separaabel Banachi ruum, millel on omadus (M™*). Kui leidub Banachi
ruum Y, millel on meetriline aproksimatsiooniomadus nii, et dgy(X,Y) < 2, siis ruumil X on
meetriline aproksimatsiooniomadus.

Olgu X mingi Banachi ruum. Vaatleme hulka X x X vektorruumina, kus tehted on definee-
ritud loomulikul viisil komponentide kaupa. Kui sellel vektorruumil defineerida norm seosega

[(z1; 2o) || = max{llzy |, [lz=[l}, 21,22 € X,

siis saame Banachi ruumi, mida téhistatakse X @, X.

Esitame niitid selle peatiiki pohimoéiste definitsiooni.

Definitsioon 7.5. Oecldakse, et Banachi ruumil X on omadus (My,), kui ruum K(X @ X)
on M-ideaal ruumis L£(X @y X).

Monograafias [HWW, teoreem VI.5.7] on toestatud jargmine tulemus.
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Teoreem 7.6. Olgu X Banachi ruum. Jargmised vaited on samavdadrsed.

(a) Iga e > 0 korral leidub ruumi co alamruum Y., millel on meetriline kompaktne aproksi-
matsiooniomadus nii, et dpv(X,Y:) <1+ ¢,

(b) Iga e > 0 korral leidub Banachi ruum Y; nii, et dgm(X,Y:) < 1+ ¢, ja mille jaoks leidub
selline kompaktsete operaatorite jada (K,) C K(Yz) nii, et K,y — y iga y € Y. korral ja
nulliks koonduv mittenegatiivsete arvude jada (9,) nii, et

1 Kn(yr — y2) + 92/l <1+ 6nllyr — w2,
kus Y1, Y2 € BYE-

Mairkus 7.7. Teoreemi 7.6 viite “(a) jareldub (b)” tdestuse pohjal saab osas (b) iga ¢ > 0
korral valida ¢y sama alamruumi Y;, mis on antud osas (a).

Monograafiast [HWW, teoreem VI.5.3| péarineb ka jargmise teoreemi tildisem versioon.

Teoreem 7.8. Olgu X Banachi ruum. Ruumil X on omadus (M) parajasti siis, kui leidub
kompaktsete operaatorite pere (K, ),em C Bix) nit, et K,o — x ja K" — 2% iga v € X ja
iga x* € X* korral ning iga € > 0 korral leidub p € N nii, et

Ky (z —y) +yll < (1T+e) max{[|«], [[y[l}, =yeX, (7.1)
kuwi v > p.
Artiklis [O4, jareldus 1.7] on toestatud jargmise tulemuse tildisem versioon.

Lause 7.9. Kui Banachi ruumil X omadus (M™) ja K,: X — X, [|K,|| < 1, on selline
kompaktsete operaatorite jada nii, et K,x — x iga x € X korral, siis K;x* — z* iga 2" € X~
korral.

Toestame niitid selle magistritoo viimase pohitulemuse.

Teoreem 7.10. Olgu M kompaktne meetriline ruum. Kui vdikesel Lipschitzi ruumil lip(M) on
meetriline aproksimatsiooniomadus, siis ruumil lip(M) on omadus (M).

Téestus. Téhistame X = lip(M). Teoreemi 7.8 pohjal piisab néidata, et leidub kompaktsete
operaatorite pere (K, ),em C Bi(x) nii, et Ko — x ja Kjz© — 2" iga x € X jaiga 2" € X*
korral ning iga ¢ > 0 korral leidub indeks p € 91 nii, et

155 (2 = y) + yll < (1 + ) max{lz], lyll}, 2,y € X,

kui v > p.

Teoreemi 3.6 pohjal on ruum lip(M) iga e > 0 korral (1+¢)-isomorfne ruumi ¢y mingi kinnise
alamruumiga Y.. Uldisust kitsendamata eeldame edaspidi, et ¢ € (0,0.1). Lause 7.4 pohjal on
ruumil Y, meetriline aproksimatsiooniomadus. Seega teoreemi 7.6 ja méarkuse 7.7 pohjal leidub
leidub selline kompaktsete operaatorite jada (K,) C K(Y:) nii, et K,y — y iga y € Y. korral
ja mittenegatiivsete arvude jada (6,), mis koondub nulliks nii, et kehtib vorratus

| Kn(yr — y2) + vl < 1+ 6ullyr — v2ll,  v1,92 € By, (7.2)

€
kusjuures voime valida jada (9,,) nii, et 6,, < 3 iga n € N korral. Valides y, = 0 ndeme, et

+ 3e
K| <146,
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Kui leidub jada (K,) osajada (K,,) nii, et || K,,|| > 1 iga indeksii € N korral, siis defineerime

i

T, = i — 1 € N, ja paneme tahele, et suvaliste elementide y;,y2 € By, korral
Ky, Ko (y1 = y2) + y2 + ([ Kl = Dy
HTi(yl_yZ)‘Fyﬂl = HK—(Q1—Z/2)+QQ = H ( ! 2> KQ_ <H ) 2”
< 1B (1 = 9o) + ol + (1] = Dllgell

N e

O,
<146, |ly1 — o + —= <1+ 30,,.
> Ay — va| 1+ 6, [yall < i

Seega, kui y;,y, € By, siis
€

T,(y, — <1 .
| Ti(y1 — y2) + yaf| < +1+€

(7.3)

Kui sellist osajada ei leidu, siis leidub jada (K,) osajada (K,,) nii, et ||K,,| < ligai € N
korral. Siis defineerime T; = K;, i € N, ja vorratuse (7.2) pohjal saame samuti, et iga i € N
korral kehtib vorratus (7.3). Mugavama téhistuse huvides voime iildisust kitsendamata eeldada,
et (K,,) ihtib jadaga (K,).

Paneme tahele, et || K,|| — 1. Toepoolest, kuna limsup || K, || < 1, siis vastasel korral leiduks

0 > 0 ja osajada (K,,) nii, et |[K,,| <1—9,i€ N, ja seega iga elemendi y € Yz, y # 0, korral

ly — Kyl = iyl = 1Kyl = lyll = [ Kyl >yl = (1 =)yl = ollyll,

mis on vastuolus operaatorite jada (K,) (ja seega ka osajada (K,,)) punktiviisi koondumisega.
Seega || K, || — 1 ja jarelikult T,,y — v iga elemendi y € Y. korral. Lause 7.9 pohjal samuti
Try* — y* iga elemendi y* € Y. korral. Minnes vajadusel iile jada (7)) osajadale, voime
eeldada, et iga n € N korral ||T,,|| > 1 —«¢.

Olgu T: X — Y. (14+¢)-isomorfism. Defineerime iga n € N jaoks operaatori L,: X — X
seosega L,z = T T, Tx. Siis L, on kompaktne operaator, kusjuures L,z — = ja Lix* — x*
iga © € X ja 2* € X* korral. Samas kehtib ka hinnang ||L,|| < |77 |TW|[IT]] < 1 + € ja

suvaliste elementide z1, x5 € By korral

| Lo (21 — @2) + 2a|| = ||T "1, T (21 — 22) + T Tas|
< |7 M| N To(Tzy — Taz) + Tas||

S(l—l—e)(l—l—%):l—i—%,
g

kus viimane vorratus kehtib vorratuste (7.3) ning ||77"|| < 1+ ¢ ja ||| < 1 pohjal. Paneme
samuti tihele, et || L,|| > 1 — 2¢ iga n € N korral. Toepoolest, kuna T, = T'L, T, siis

1—e < ||Tal| = | TLTH| S ITILall | T7H] < (14 )| Ll

mis annab, et

1—¢
L, > >(1—¢)?2>1-—2e.
Ll 2 e > (1= > 1 -2
Paneme niitid tdhele, et kui meil on antud suvalised elemendid z,...,x, € X ja

xy,...,xr € X* kus m,n € N, siis leidub N € N nii, et kui k& > N, siis ||Lyz; — 2] < €
<eigat=1,...,njaj=1,...,m korral. Vaatleme hulka

ja HLZI‘; — ]
N={(,F,G): €€(0,0.1),F C X,GCX"|F|<o0,|G| <o}
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osaliselt jarjestatud hulgana, kus (e1, F}, G1), (€2, Fy, G3) € M korral (g1, F1, G1) < (€2, Fs, Gs)
parajasti siis, kui 1 > g9, F1 C F5 ja GG1 C (. Selle jérjestuse suhtes on 91 suunatud hulk.
Eelneva pohjal saame igale elemendile v = (g, F, G) € N vastavusse seada kompaktse operaatori
U,: X — X, mille korral ||U,|| <1+¢, ||U|| >1—-2¢cja||Ux—z| <e, |Uz"—z"| <ciga
r € F jax* € G korral ning ||U,(x; — x2) + 22| < 1+ 2¢, kui 21,29 € By. Seega U,x — x
jaUrx"® — x* iga x € X ja x* € X* korral ning ||U, || — 1. Defineerime uue operaatorite pere

v

U
iga x € X jax* € X korral kehtima. Niitid paneme tédhele, et suvaliste elementide x1, x5 € By

jav = (g, F,G) € M korral

(V.,)vem seosega V,, = Kuna [|U,| — 1, siis jadvad koondumised V,x — x ja V) z* — z*

U, U, (21 — 23) + 22 + (|| U] = D)z
||Vy(a?1_l‘2)+$2|| = H—($1_$2)+$2 _ H ( 1 2) 2 (H H ) 2”
U 101
[U (21 — 22) + 22 + (U] = 1) |2
- Ul
1+ 2¢ €
< <145 —14+6
1_2€+ 1+€||ZL'2|| +oe+¢€ + bg,

kus viimane vorratus kehtib, sest ¢ < 0.1.
Olgu j1 = (% F, G), kus F C X ja G C X* on mingid 15plikud hulgad. Siis iga v >  korral
\Vo(xy — o) +xo]| < 1+¢, x1,29 € Bx. (7.4)

Niiiid jaab veel vaid téhele panna, et normi lineaarsuse tottu piisab teoreemis 7.8 antud vorra-
tust (7.1) kontrollida ainult selliste elementide z,y € X jaoks, mille korral max{||z|, ||y||} = 1,
aga see jareldub vahetult seosest (7.4). ]

Monograafias [HWW, lause VI.5.6] on toestatud jargmise tulemuse veidi iildisem versioon.
Lause 7.11. Olgu X Banachi ruum. Jargmised vaited on samavadrsed.

(a) Ruumil X on omadus (M),
(b) Iga Banachi ruumiY korral on ruum K(X,Y) M-ideaal ruumis L(X,Y).

Teoreemist 7.10 ja lausest 7.11 jareldub vahetult jargmine tulemus.

Jareldus 7.12. Olgu M kompaktne meetriline ruum. Kui vdikesel Lipschitzi ruumil lip(M) on
meetriline aproksimatsiooniomadus, siis ruum KC(Lip(M),Y") M -ideaal ruumis L(lip(M),Y) iga
Banachi ruumi Y korral.
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