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Liihikokkuvote

Kaesolevas magistritoos uuritakse osalisi mooduleid iile ringide ja nende tensorkorrutist
ning selle omadusi. T60s defineeritakse nii vasak- ja parempoolsed osalised moodulid
kui ka osalised bimoodulid ning nende homomorfismid. Jargmiseks defineeritakse osalis-
te moodulite osalised faktormoodulid ning sonastatakse ja toestatakse homomorfismi-
teoreem osaliste moodulite jaoks. Edasi defineeritakse osaliste moodulite tensorkorru-
tis ja osaliste moodulite homomorfismide tensorkorrutis. Toestatakse tensorkorrutisega
seotud omadused, osaliste moodulite hom-funktori ja tensorfunktori olemasolu ning 16-
puks viimaste adjunktsioon. Tulemused on iildistused tulemustele K. Viljako raamatus
,ldempotentsete ringide Morita ekvivalentsus“ ning analoogid tulemustele H. Saarse ja

K. Viljako artiklis ,, Tensor product of partial acts"“.
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TENSOR PRODUCT OF PARTIAL MODULES
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Abstract

In this Master’s thesis partial modules over rings and tensor product of partial modules
and its properties are studied. Left and right partial modules, partial bimodules and
their homomorphisms are defined. Next, partial quotient modules are defined and the
fundamental homomorphism theorem for partial modules is proven. Also, the tensor
product of partial modules and the tensor product of homomorphisms of partial mo-
dules is defined. Some properties of the tensor product, the existence of hom-functors
and tensor functors are proven. Finally it is shown that the hom-functor and the tensor
functor are adjoint functors. The results are generalizations of the results from K. Val-
jako’s book ,Idempotentsete ringide Morita ekvivalentsus and analogues of the results

from H. Saarse’s and K. Viljako’s article ,,Tensor product of partial acts".
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Sissejuhatus

Kaesolev magistrito6 uurib osalisi mooduleid iile assotsiatiivsete ringide. Me ei eelda, et ringi

korrutamine oleks kommutatiivne voi et selle tehte suhtes leiduks tihikelement.

Osaline n-kohaline algebraline tehe hulgal A on osaline kujutus hulgast A™ hulka A. See
tdhendab, et mingite argumentide viartuste korral on tehte tulemus defineeritud, aga mingite
teiste korral ei pruugi olla. Naiteks lahutamist voib vaadelda osalise kahekohalise tehtena
naturaalarvude hulgal. Nii voib réakida osalistest algebralistest struktuuridest, kus mingid
tehted on koikjal defineeritud, aga mingid tehted on osalised. Osalisi algebralisi struktuure on
kisitletud néiteks raamatus [5]. Naturaalarvude lahutamise néite pohjal kirjeldavad osalised
algebralised struktuurid tihti loomulikke olukordi. Osalised rithmade toimed vottis aastal 1998
kasutusele Ruy Excel artiklis [4], mis andis osaliste toimete uurimisele hoogu juurde. Kuigi
osalisi struktuure on uuritud palju, vaata niiteks iilevaateartikleid |2, 1, 3|, siis tundub, et
konkreetselt osalistele moodulitele pithendatud t6id pohimotteliselt avaldatud ei ole, kuigi
moodulid on iihed algebra pohistruktuuridest. Ainus, mille kiiesoleva t66 autor leida suutis,
on artikkel [9], kus késitletakse osalisi toimeid kategoorselt. Mérgime aga &ra, et kéesolevas

t60s defineerime osalised moodulid iildisemalt kui artiklis [9].

Kéesoleva magistritoo eesmérk on kirja panna artikli [8] definitsioonide ja tulemusete analoo-
gid osaliste moodulite jaoks. Seejuures on suur osa tulemustest raamatu [10] vastavate osade
tildistused moodulite juhult osalise moodulite juhule. Kuna aga raamat [10] pole magistri-
t60 esitamise ajal veel ilmunud, siis voib sealne lausete nummerdus muutuda, seega tasub ka
vastavatesse viidetesse siin t66s suhtuda leebelt. Lisaks on artikkel [8] kiesoleva magistritoo
autori bakalaureuset66 ,,Osaliste poliigoonide tensorkorrutis“ pohjal kirjutatud ja niisiis on

magistrit6é suuresti bakalaureuset6o loogiline edasiarendus.
Jargnevalt anname iilevaate kilesoleva magistrit6o sisust ja struktuurist.

Esimene peatiikk annab vajalikud taustateadmised moistmaks edasist magistrito6d. Raama-
tust [10] tuuakse vilja ringide ja moodulitega seotud pohiméisted. Samuti tutvustatakse raa-

matu |7] pohjal hom-funktori ning kaasfunktorite moisteid.

Teine peatiikk tutvustab osalise mooduli moistet. Esimeses alapeatiikis defineeritakse osalised
moodulid ning osalised bimoodulid. Lisaks defineeritakse osaliste moodulite homomorfismid
ning ndidatakse, et osalised moodulid koos vastavate homomorfismidega moodustavad kate-
gooria. Selle alapeatiiki definitsioonid on raamatu [10| vastavate definitsioonide iildistused
voi raamatu [5] vastavate definitsioonide erijuhud. Seejuures on definitsioonid ja tulemused

artikli [8] definitsioonide ja tulemuste analoogid osaliste moodulite juhule. Teises alapeatiikis
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tuuakse moned naited osalistest moodulitest.

Kolmas peatiikk vaatleb osaliste moodulite faktoriseerimist. Defineeritakse osaline faktormoo-
dul ja toestatakse homomorfismiteoreem osaliste moodulite jaoks. Peatiiki definitsioonid ja
tulemused on raamatu [10] vastavate definitsioonide ja tulemuste iildistused, mis pohinevad

raamatu [5] vastavatel osadel.

Neljas peatiikk késitleb osaliste moodulite tensorkorrutist ning selle omadusi. Esimeses ala-
peatiikis antakse osaliste moodulite tensorkorrutise definitsioon ja konstruktsioon, toestatakse
moned selle tensorkorrutise omadused ning uuritakse, millistel tingimustel saab tensorkorrutist
end vaadelda (globaalse) moodulina. Teises alapeatiikis defineeritakse osaliste moodulite ho-
momorfismide tensorkorrutis ning toestatakse moningad selle omadused. Kolmas alapeatiikk
tutvustab tensorfunktoreid ja uurib, kuidas need kdituvad liihikeste tdpsete jadade korral.
Peatiiki definitsioonid ja tulemused on raamatu [10] vastavate definitsioonide ja tulemuste

tildistused ning iildiselt artikli [8] vastavate definitsioonide ja tulemuste analoogid.

Viies peatiikk késitleb osaliste moodulite tensorfunktoreid ja hom-funktoreid. Néiidatakse,
kuidas saab osaliste moodulite korral vaadelda tensorfunktoreid ja hom-funktoreid. Peatiiki
16pus toestatakse, et teatud tingimustel on osaliste moodulite tensorfunktor osaliste moodulite
hom-funktori vasakpoolne kaasfunktor. Peatiiki tulemused on artikli [8] vastavate tulemuste

analoogid osaliste moodulite jaoks.



1 Taustateadmised

Esimeses peatiikis tutvustame erinevaid algebralisi ja kategooriateoreetilisi moisteid ja tule-

musi, mis edasises t60s ette tulevad ning vajalikuks osutuvad.

1.1 Ringidest ja moodulitest

Koigepealt defineerime ringid ja globaalsed moodulid ning viimastega seotud homomorfismid.

See alapeatiikk pohineb raamatul [10]. Alustame ringi defineerimisega.

Definitsioon 1.1. Kolmikut (R;+, -) nimetatakse ringiks, kui R on hulk ja binaarsed tehted

+:R X R — Rning - : R x R — R rahuldavad jargnevaid tingimusi:

(R1) Vr,s,t e R: (r+s)+t=r+(s+1);
(R2) 30 e RVre R: O0+r=r=r+0;

(R3) Vi,.e R3—r€e R: r+(—r)=0=(-r)+7;
(R4) Vr,se R: r+s=s+r;

(R5) Vr,s,t € R: (r-s)-t=r-(s-t);

(R6) Vr,s,te R: (r+s)-t=r-t+s-t ANr-(s+t)=r-s+r-t.
Edaspidi téhistame ringi (R;+, ) lihemalt R ja korrutise r - s asemel kirjutame lihtsalt rs.

Jargmiseks defineerime globaalsed moodulid.

Definitsioon 1.2. Olgu R ring. (Globaalseks) parempoolseks R-mooduliks (M;+, ")
nimetatakse hulka M koos kahe kujutusega +: M x M — M ja - : M x R — M, mille korral

on taidetud jargnevad tingimused:

(GM1) paar (M;+) on Abeli rithm;

(GM2) Vm,m' e MVre R: (m+m')-r=m-r+m’-r
(GM3) Vm e MVr,”" e R: m-(r+r)=m-r+m-1/;

(GM4) Ym € MYr,7' € R: (m-7) - =m- ().

Parempoolset R-moodulit (M;+,-) téhistame lithemalt Mpg. Duaalselt saame defineerida ka

(globaalsed) vasakpoolsed R-moodulid.



Definitsioon 1.3. Olgu R ja S ringid. Nelikut (M; +, x, -) nimetatakse (globaalseks) (.S, R)-
bimooduliks, kui (M;+,+) on parempoolne R-moodul, (M;+,*) on vasakpoolne S-moodul

jaigame M, s € S, r € R korral kehtib vordus
(s*xm)-r=sx(m-r).
Liihidalt tdhistame (R, S)-bimoodulit (M;+,*, ) ka sMp.

Viimaks defineerime globaalsete moodulite homomorfismid.

Definitsioon 1.4. Olgu R ring ja Mp, N parempoolsed R-moodulid. Kujutust f : M — N
nimetatakse parempoolsete moodulite homomorfismiks, kui iga m,m’ € M jaigar € R

korral kehtivad vordused

flm+m') = f(m) + f(m'),

Duaalselt saame defineerida ka vasakpoolsete R-moodulite homomorfismid.

Definitsioon 1.5. Olgu R ning S ringid ja sMp ning N globaalsed (S, R)-bimoodulid.
Kujutust f : M — N nimetatakse bimoodulite homomorfismiks, kui f : ¢M — gN on
vasakpoolsete S-moodulite homomorfism ja f : Mrp — Npg on parempoolsete R-moodulite

homomorfism.

Parempoolsed (vasakpoolsed) R-moodulid ((.S, R)-bimoodulid) moodustavad koos vastavate

homomorfismidega kategooria, mida tahistame Modp (vastavalt RMod, sModRg).

Moodulite nullkujutust M — N, m — 0, tdhistame O.

1.2 Kategooriateooriast

Olgu C kategooria. Siis tema objektide hulka t&histame Ob(C). Kui A, B € Ob(C), siis mor-
fismide A — B hulka tahistame Hom¢ (A, B) voi kui kategooria C on kontekstist selge, siis ka

Hom(A, B). Jargmised definitsioonid périnevad raamatust [7].

Definitsioon 1.6. Olgu C kategooria ja A € Ob(C). Siis diagramm



B ——— Home(A, B) 5S¢ A—2 B
f fo ooy
B’ —— Hom¢(A, B') > fog B’

kus B, B’ € Ob(C), defineerib kovariantse funktori
Hom(A, ): C — Set,

mida nimetatakse kovariantseks hom-funktoriks (teise muutuja jargi). Seega kovariant-
ne hom-funktor tegutseb objektidel vordusega Home (A, )(B) = Home(A, B) ja morfismidel
vordusega Home (A, _)(f) = f o __. Analoogiliselt saab defineerda ka kontravariantse hom-

funktori esimese argumendi jirgi.

Definitsioon 1.7. Olgu C ja D kategooriad, F': C — D ja G: D — C kovariantsed funktorid
ning Homp(F(_),_) ja Home(_,G(_)) sellised bifunktorid, mille esimeseks argumendiks
on kategooria C ja teiseks argumendiks kategooria D objektid. Vaatleme nende bifunktorite

loomulikku isomorfismi
w: Homp(F(_), ) — Home(_,G(_))
ehk iga A € Ob(C) ja B € Ob(D) korral isomorfismide
wa,p: Homp(F(A), B) = Home (A, G(B))

peret, mis on esimese argumendi jargi kontravariantsete ja teise argumendi jargi kovariantse-
te funktorite loomulik isomorfism. Kui selline loomulik teisendus w leidub, siis nimetatakse
funktorit F' funktori G vasakpoolseks kaasfunktoriks ja funktorit G funktori F' parem-
poolseks kaasfunktoriks ning téhistatakse F' 4 G. Kolmikut (F,G;w) nimetatakse ad-

junktsiooniks.



2 Osalise mooduli definitsioon

Selle ja jargmiste peatiikkide eesmérk on laiendada artikli [8] moisted ning tulemused osaliste
moodulite juhule. Seejuures on uute maistete ja tulemuste puhul tegu raamatu [10] definit-
sioonide ja tulemuste iildistustega. Tuletame meelde, et kui A ja B on hulgad, siis osalise
kujutuse f : A — B all peame silmas kujutust f, mis on méaratud hulga A mingil alamhul-

gal. Alustame osaliste moodulite ning nendevaheliste homomorfismide defineerimisega.

2.1 Osalise mooduli definitsioon ja sellega seotud moisted

Definitsioon 2.1. Olgu R ring. Osaliseks parempoolseks R-mooduliks nimetatakse kol-
mikut (M;+,-), kus M on hulk, +: M x M — M on kujutus, -: M x R — M on osaline

kujutus ning kehtivad jargmised tingimused:

(M1) paar (M;+) on Abeli rihm tihikelemendiga 0;

(M2) Vre R: 307 AO-r=0;

(M3) Vme M: dm-0r A m-0r =0, kus Og on ringi R nullelement;

(M4) Vm,m' e M¥r € R:  Im-r AIm'-r AI(m+m')-r= (m+m')-r=m-r+m’-r,
(M5) Vme MVr,r" €e R: Im-r A3dm-r Adm-(r+7)=m-(r+r)=m-r+m-r';

(M6) Vm € M¥r,»’ € R:  3m-r A3I(m-r)-r' =3Im-(rr') A (m-r)-r" =m- (r).

Osalist kujutust - nimetame osaliseks parempoolseks R-toimeks. Osalist parempoolset R-
moodulit (M;+,-) tdhistame lithemalt Mp. Analoogiliselt defineerime ka osalise vasakpoolse
R-toime ning osalise vasakpoolse R-mooduli pM. Edaspidi tdhistame ka ringi R nullelementi

0p siimboliga 0.

Voib juhtuda, et osaline moodul Mg rahuldab tingimuse (M4) asemel tugevamat tingimust

(M4') voi (M5) asemel tugevamat tingimust (M5'):

(M4") Ym,m' e MVre R:  Im-r AIm'-r=3I(m+m')-r A (m+m)-r=m-r+m’-r,

(M5") Yme MVr," € R: dAm-r AIm-r' =Im-(r+r') Am-(r+r)=m-r+m-r.

Margime veel éra, et iga m, m’ € M korral téhistame



Niimoodi saame (koikjal defineeritud) kujutuse — : M x M — M.

Definitsioon 2.2. Olgu R ja S ringid. Osaliseks (S, R)-bimooduliks nimetatakse nelikut
(M;+,%,-), kus M = (M;+, ) on osaline vasakpoolne S-moodul, Mr = (M;+, -) on osaline

parempoolne R-moodul ning iga m € M, iga r € R ja iga s € S korral kehtib

dsxm Adm-r=3(sxm)-r AJsx(m-r) A (sxm)-r=sx(m-r).

Osalist (.S, R)-bimoodulit (M;+,x, ) tdhistame gMpg.
Maérgime ara, et kui kontekstist on selge, millise osalise toimega on tegu, siis jaitame vastava
tehtemaérgi kirjutamata.

Definitsioon 2.3. Olgu R ring ja Mg ning Ng osalised parempoolsed R-moodulid. Kujutust
f: M — N nimetatakse osaliste parempoolsete R-moodulite homomorfismiks, kui iga

m,m’ € M jar € R korral kehtivad tingimused

fm+m) = f(m) + f(m')

ja

dmr =3 f(m)r A f(mr) = f(m)r.
Osaliste vaskapoolsete moodulite homomorfismi defineerime analoogiliselt.

On lihtne néha, et kui f : M — N on osaliste parempoolsete R-moodulite Mg ja Nr homo-

morfism, siis iga m € M korral

Definitsioon 2.4. Olgu R ja S ringid ning s Mg ja g Ny osalised (.S, R)-bimoodulid. Kujutust
f: M — N nimetatakse osaliste (S, R)-bimoodulite homomorfismiks, kui f: M — gN
on osaliste vasakpoolsete S-moodulite homomorfism ja f: Mgr — Ng on osaliste parempool-

sete R-moodulite homomorfism.

Toome sisse ka osaliste moodulite tdishomomorfismi ning tugeva homomorfismi maoiste. Need

voimaldavad meil edaspidi vajadusel kasutada tugevamate omadustega homomorfisme.

Definitsioon 2.5. [5, 1k 81] Olgu My ja Ng osalised parempoolsed R-moodulid ning kuju-
tus f : Mr — Ng osaliste parempoolsete moodulite homomorfism. Kujutust f nimetatakse

taishomomorfismiks, kui iga m € M ja iga r € R korral kehtib tingimus

Jf(m)r = (3m' € M : f(m) = f(m') A Im'r).
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Definitsioon 2.6. [5, Ik 81] Olgu Mg ja Ny osalised parempoolsed R-moodulid ning kujutus
f : Mr — Npg osaliste parempoolsete moodulite homomorfism. Homomorfismi f nimetatakse

tugevaks, kui iga m € M ja r € R korral kehtib tingimus

I f(m)r = Imr.

Paneme téhele, et iga tugev homomorfism on tdishomomorfism ja iga tédishomomorfism on
homomorfism. Naitame, et osalised parempoolsed (vasakpoolsed) moodulid (bimoodulid) koos

vastavate homomorfismidega moodustavad loomulikul viisil kategooria.

Lause 2.7. Osalised parempoolsed (vasakpoolsed) R-moodulid ((S, R)-bimoodulid) koos vasta-

vate (tugevate) homomorfismidega moodustavad kategooria.

Toestus. Olgu kategooria C objektideks koik osalised parempoolsed R-moodulid ning mor-

fismideks nendevahelised homomorfismid.

1. Olgu Lg, Mr, Nr € Ob(C). Vaatleme homomorfisme f: Mp — Lg ja g: Lr — Ng.
Olgu m € M ja r € R sellised, et leidub korrutis mr. Siis saame vaadelda kujutust

go f: Mp — Ng, mille korral

(g0 f)(mr) = g(f(mr)) = g(f(m)r) = g(f(m))r = (go f)(m)r

ja

(g o f)(m1 +ma) = g(f(m1 +m2)) = g(f(m1) + f(m2))
= g(f(m1)) +g(f(ma)) = (g o f)(m1) + (g o f)(ma2),

kus m1, mo € M. Paneme téhele, et vastavalt osaliste moodulite homomorfismi definit-
sioonile korrutis f(m)r leidub ja seetottu leidub ka korrutis g(f(m))r. Jérelikult on ka
g o f osaliste R-moodulite homomorfism. Kui f ja g on tugevad homomorfismid ja kui

leidub korrutis

(g0 f)(m)r = g(f(m))r,

kus m € M, r € R, siis g tugevuse tottu leidub korrutis f(m)r ja jarelikult f tugevuse
tottu leidub korrutis mr. Seega kui f ja g on tugevad homomorfismid, siis ka g o f on

tugev homomorfism.
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2. Kuna kujutuste komponeerimine on assotsiatiivne, siis on assotsiatiivne ka osaliste moo-

dulite (tugevate) homomorfismide komponeerimine.

3. Iga Mg korral on idy;: M — M, m — m, homomorfism. Kui mingite m € M, r € R

korral leidub korrutis mr, siis

idps(mr) = mr = idps(m)r.

Veel enam, kui mingite m € M, r € R korral leidub korrutis idy;(m)r, siis leidub ka

korrutis mr = idps(m)r. Seega idys on tugev homomorfism.

Lisaks, iga mq, mo € M korral

idM(m1 + mz) =mq+mg = idM(ml) + idM(mg).

Olgu niiiid f: Mr — Npg osaliste moodulite homomorfism. Siis

(f eidar)(m) = f(idy(m)) = f(m)

ja
(idy of)(m) = idn(f(m)) = f(m).

Jérelikult foidy =idyof = f.

Niisiis moodustavad osalised parempoolsed R-moodulid koos vastavate (tugevate) homomor-
fismidega kategooria. Samamoodi saab néidata, et ka osalised vasakpoolsed moodulid koos
vastavate (tugevate) homomorfismidega ning osalised bimoodulid koos vastavate homomor-

fismidega moodustavad kategooria. O

Analoogiliselt globaalste moodulite kategooriatega téhistame osaliste parempoolsete (vasak-
poolsete) R-moodulite ((S, R)-bimoodulite) kategooriat PModr (rPMod, sPModpg). Tingi-
must (M5’) rahuldavate osaliste parempoolsete (vasakpoolsete) R-moodulite kategooriat ta-
histame PMod%, (grPMod’). Tugevate homomorfismidega osaliste parempoolsete (vasakpool-
sete) R-moodulite kategooriat tihistame PModY, (RPMod"). Paneme tihele, et iga kategooria
PMod; (rPMod’, PModY;, RPMod") objekt voi morfism on ka vastavalt kategooria PModpg
(rRPMod) objekt voi morfism. Nendes kategooriates saab morfismihulki vaadelda Abeli riih-

madena punktiviisilise liitmise suhtes. Téapsemalt, kui f,g : M — N on kaks morfismi, siis
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defineerime summa f + g vordusega

(f +9)(m) = f(m)+g(m), me M.

Peatiiki 1opetuseks tutvustame osalise bimooduli viisakuse moistet.

Definitsioon 2.8. Olgu R ja S ringid. Me nimetame osalist (S, R)-bimoodulit (M;+,x*, )

vasakult viisakaks, kui iga m € M, r € R ja s € S korral

dm-r Adsx(m-r)=3Isxm A I(sxm)-r.

Kui kehtib vastupidine implikatsioon, siis iitleme, et osaline bimoodul ¢Mp on paremalt

viisakas. Kui ¢ Mg on nii vasakult kui paremalt viisakas, iitleme, et ¢Mpg on viisakas.

2.2 Osaliste moodulite naited

Jargmiseks toome moned naited osalistest moodulitest.

Naide 2.9. Vaatleme ringi (Q; +, -) osalist toimet, st osalist korrutamist, Abeli rithmal (Z; +).
Teisisonu, iitleme, et z - g, kus z € Z ja g € Q, on defineeritud parajasti siis, kui korrutis zq
on taisarv ning sel juhul loeme, et 2z - ¢ = zq. Iga g € Q korral 0g = 0 € Z ja iga z € Z korral
20 = 0 € Z, seega Zg jaoks kehtivad osalise mooduli tingimused (M2) ja (M3). Korpuses Q
kehtivad distributiivsuse seadused ning ratsionaalarvude korrutamine on assotsiatiivne. Seega

kuna Z C Q, siis kehtivad Zg jaoks ka osalise mooduli tingimused (M4)-(M6).

Niide 2.10. Saame vaadata ka eelmise néite iildistust. Olgu R ring ja M rithma (R;+)
alamrithm. Siis My on osaline parempoolne R-moodul, kui iga m € M ja r € R korral on
m-r defineeritud parajasti siis, kui m-r € M ning sellisel juhul loeme m -r = mr. Toepoolest,
igam € M jar € R korral m0 = 0 € M ja Or = 0 € M, seega korrutised m -0 ja 0 -r
on defineeritud iga m € M ning r € R korral ehk kehtivad tingimused (M2), (M3). Lisaks
kehtivad ringis R distributiivsuse seadused ning korrutamine ringis R on assotsiatiivne, seega

kehtivad tingimused (M4)-(M6).

Niide 2.11. Olgu S ring, R = Mat,(S) ja M Abeli rithma (Mat,, (S5);+) alamriithm.
Saame vaadelda osalist parempoolset R-moodulit Mg, kui A € M ja B € R korral A- B
on defineeritud parajasti siis, kui tavalise maatriksite korrutamise suhtes AB € M. Sellisel

juhul loeme A - B = AB. Paneme téhele, et maatriksite A ja B mootmed on korrutamiseks

sobivad. Iga B € R korral 0B = 0 € M ja kui 0 € R, siis iga A € M korral A0 =0 € M,
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seega osalise mooduli definitsioonis on taidetud tingimused (M2), (M3). Sobivate mootmete
korral kehtivad maatriksite vahel distributiivsuse seadused ning maatriksite korrutamine on

assotsiatiivne. Seega kehtivad ka tingimused (M4)—(M6).

Paneme téhele, et sobivaid alamrithmi M on palju erinevaid. Néiteks moodustavad aditiivse
alamriihma samamdotmelised maatriksid, kus fikseeritud indeksitega kohtadel on kindlasti

element 0 ning iilejaddnud kohtadel koéikvoimalikud ringi S elemendid.

Naiide 2.12. Olgu V vektorruum iile korpuse K ja U selle alamruum. Vaatleme V' lineaartei-
senduste ringi R = End(V') punktiviisilise liitmise ja teisenduste jirjest rakendamise suhtes.
Saame vaadelda osalist vasakpoolset R-moodulit gU, kui f € R ja u € U korral defineerime
f - u parajasti siis, kui f(u) € U. Sellisel juhul loeme, et f-u = f(u). Kehtib 0 € R ning
O(u) =0 € U igau € U korral jaiga f € R korral f(0) =0 € U. Seega kehtivad osalise moo-
duli definitsioonis tingimused (M2) ja (M3). Néitame, et kehtivad ka teised osalise mooduli

tingimused.

(M4) Kui u,u' € U ja f € R on sellised, et f(u) € U ja f(u') € U, siis

flutu') = flu)+ f(u) €U.

(M5) Kui f, f' € Rjaue U korral f(u) € U ja f'(u) € U, siis ka

(f + () = f(u) + f'(u) € U.

(M6) Kui f(u) € U ja g(f(u)) € U, siis (¢f)(u) = g(f(u)) € U ehk kehtib tingimus (M6).

Naiide 2.13. Eelnev néide laheb 14bi ka juhul kui K on ring, V' mingi (globaalne) K-moodul

ja U mooduli V' mingi alammoodul.

Paneme téhele, et koigi nende néidete puhul kehtivad osalise mooduli definitsioonis 2.1 tingi-

muste (M4) ja (M5) asemel ka tegelikult tingimused (M4') ja (M5).
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3 Osaliste moodulite faktoriseerimine ja homomorfis-

miteoreem

Selles peatiikis vaatleme osaliste moodulite faktoriseerimist ning sonastame ja toestame homo-
morfismiteoreemi osaliste moodulite jaoks. Raamatu [10] definitsioonide ja tulemuste laienda-
misel on abiks raamat [5|. Niisiis, alustame osaliste moodulite osalise faktormooduli defineeri-
misega. Paneme téhele, et definitsioon on raamatu |5, lk 82| osalise faktoralgebra definitsiooni

erijuht.

Definitsioon 3.1. Olgu R ring, Mg osaline parempoolne R-moodul, mis rahuldab tingimusi
(M4') ja (M5), ja N C M selline alamhulk, mis moodustab Mp tehete suhtes globaalse
R-mooduli. Osalise R-mooduli My osaliseks faktormooduliks globaalse mooduli N jargi

nimetatakse osalist moodulit M/N = {[m] | m € M}, kus
[m]=m+N={m-+n|necN},

iga m, m’ € M korral

[m] + [m'] = [m +m/]

ja iga m € M ning r € R korral korrutis [m|r eksisteerib parajasti siis, kui leidub m’ € M

nii, et [m] = [m/] ja korrutis m/r leidub. Sel juhul

[m]r == [m/r].

Maérgime, et igal osalisel moodulil leidub vahemalt iiks globaalne alammoodul — hulk {0}.

Jargmise tulemuse toestuse voib leida raamatust [10, lemma 2.25|, kus lemma on kiill sonas-
tatud globaalsete moodulite jaoks, kuid osaliste moodulite puhul laheb toestus 1abi tapselt

sama moodi.

Lemma 3.2. Olgu Mg osaline R-moodul, mis rahuldab tingimusi (M4') ja (M5'), N C M
globaalne R-moodul osalise mooduli Mg tehete suhtes ja m,m’ € M. Osalise faktormooduli

M/N elementide [m], [m'] korral kehtib vordus [m] = [m'] parajasti siis, kui m —m' € N.

Néiitame, et osaline faktormoodul M /N téepoolest on osaline R-moodul.

Lemma 3.3. Kui osaline parempoolne R-moodul Mg rahuldab tingimusi (M4") ja (M5') ning
N C M on globaalne R-moodul osalise mooduli Mp tehete suhtes, siis M/N on osaline pa-

rempoolne R-moodul, mis rahuldab tingimusi (M4') ja (M5').
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Toestus. Esiteks nditame, et osalise faktormooduli tehted on korrektselt defineeritud. Olgu
m,m’, 1,I' € M sellised, et [m] = [m/] ja [[] = [I]. Siis lemma 3.2 pohjal m —m' € N ja
I -1 € N, jarelikult ka

(m+0)—m +U)=m-m')+({-1)eN,

mistottu

[m] + (] = [m + 1] = [m" + 1] = [m/] + [I].

Seega liitmine osalisel faktormoodulil on korrektselt defineeritud. Olgu niiiid ka r € R. Siis

Im|r & @Am” € M : [m'] = [m] = [m"] AIm"r) & I[m/]r.

Seega korrutis [m]r eksisteerib parajasti siis, kui eksisteerib korrutis [m/]r ja sel juhul [m]r =
[m”r] = [m/]r. See téhendab, et ka osaline R-toime osalisel faktormoodulil on korrektselt

defineeritud.

On kerge néha, et osaline faktormoodul M /N rahuldab osalise mooduli tingimusi (M1)—(M3).
Néitame, et ka tingimused (M4'), (M5') ja (M6) kehtivad. Olgu [m],[m’] € M/N jar € R
sellised, et leiduvad korrutised [m]r ja [m/]r. Seega leiduvad I,1’ € M nii, et leiduvad korrutised
Ir, U'r ja[l] = [m], [I'] = [m/]. Et osaline moodul Mg rahuldab tingimust (M4'), siis leidub ka
korrutis (14 1')r = Ir +'r. Seetottu leidub korrutis [I +']r = ([I] 4 [I'])r = ([m] + [m/])r ning

kehtivad vordused

[m]r + [m/]r = [Ir] + [I'r] = [lr + U] = [0+ U)r] = [L+ V] = ([ + [[])r = ([m] + [m])r

Seega kehtib tingimus (M4).

Olgu niitid [m] € M/N ja r,r’" € R sellised, et leiduvad korrutised [m]r ja [m]r’. Siis leiduvad
I, ¢ M nii, et eksisteerivad korrutised Ir, I'r’ ja [I] = [m] = [I']. Siis lemma 3.2 pohjal
n:=1—1"€ N. Kuna N on globaalne moodul, siis leidub korrutis nr’. Et osaline moodul Mg

rahuldab tingimust (M4'), siis leidub korrutis (n +')r’ ja

n' +Ur =+ =11+ =1,

mistottu leidub korrutis {7/, Kuna osaline moodul Mg rahuldab tingimust (M5'), siis leidub

korrutis I(r + ") = lr 4+ Ir’. Seetottu leidub korrutis [I](r + ') = [m](r + ') ja kehtivad
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vordused

m](r +7") = [l](r +7") = [I(r + 7] = [lr + 17" = [Ir] + [I0] = []r + [I]r" = [m]r + [m]r".

Seega kehtib tingimus (M5').

Viimaks, olgu [m] € M, r,r’" € R sellised, et leiduvad korrutised [m]r ja ([m]r)r’. Siis leiduvad
I[,I" € M nii, et leiduvad korrutised Ir, Ir’ ning [I] = [m], [I']| = [m]r = [lr] = [l]r. Lemma
3.2 pohjal n :=1' —Ir € N. Kuna N on globaalne R-moodul, siis leiduvad korrutised nr’ ja
(—n)r’ ning (—n)r’ = —nr’ € N. Et osaline moodul Mg rahuldab tingimust (M4'), siis leidub

korrutis (I" — n)r’ ja

U+ (=n)r' =" —=n)r' = (1" =1 +1r)r’ = (Ir)",

mistottu leidub korrutis (Ir)r’. Osalise mooduli tingimuse (M6) jargi leidub niitid korrutis

I(rr). Jarelikult leidub ka korrutis [I](rr') = [m](rr') ja

([m]r)r’ = [ir}r = [(r)r'] = [l(rr")] = [1)(rr’) = [m] (r"),

seega rahuldab osaline faktormoodul M /N tingimust (M6). Niisiis on M /N toepoolest osaline
R-moodul, mis rahuldab tingimusi (M4) ja (M5'). O

Selleks, et saaksime toestada homomorfismiteoreemi osaliste moodulite jaoks nditame esiteks,

et kehtivad jargmised lemmad.

Lemma 3.4. Olgu R ring, Mpr, Ng osalised parempoolsed R-moodulid ja f : Mr — Ng

osaliste moodulite tugev homomorfism. Siis
ker f ={m e M| f(m) =0}
on globaalne R-moodul osalise mooduli Mg tehete suhtes.

Toestus. Olgu m,m’ € ker f ja r € R. Siis

flm+m') = f(m) + f(m') =0+0=0,

f(=m) = —f(m)=-0=0,

jarelikult m + m’, —m € ker f. Lisaks, kuna leidub korrutis Or = f(m)r, siis, et f on tugev
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homomorfism, leidub ka korrutis mr ja

f(mr) = f(m)r =0r =0,

kust mr € ker f. Jarelikult toime on defineeritud iga m € M ja iga r € R korral ning ker f
on kinnine selle toime suhtes. Seega on ker f globaalne moodul osalise mooduli Mg tehete

suhtes. O

Lemma 3.5. Olgu R ring, Mg osaline parempoolne R-moodul, mis rahuldab tingimusi (M4')
ja (M5'), ning N C M selline alamhulk, mis on osalise mooduli My tehete suhtes globaalne
R-moodul. Siis kujutus

an: M — M/N, m~ [m],

mida nimetatakse loomulikuks projektsiooniks, on strjektiivne osaliste moodulite tdishomo-

morfism.

Toestus. Olgu m,m’ € M. Siis osalise faktormooduli definitsiooni pohjal kehtivad vordused

an(m+m') = [m+m'] = [m]+ [m] = 7n(m) + 7y(m).

Kui 7 € R on selline, et leidub korrutis mr, siis vastavalt osalise faktormooduli definitsioonile

leidub korrutis [m]r = [mr] ja seega ka

wn(mr) = [mr] = [m]r = 7y (m)r.

Niisiis on kujutus 7y osaliste moodulite homomorfism. Kui leidub korrutis 7y (m)r = [m]r,

siis vastavalt osalise faktormooduli definitsioonile leidub m” € M nii, et

ja leidub korrutis m”r. Seega mx on taishomomorfism. Ilmselt on 7 siirjektiivne. O

Niitid sonastame ja toestame homomorfismiteoreemi osaliste moodulite jaoks.

Teoreem 3.6 (Osaliste moodulite homomorfismiteoreem). Olgu R ring, Mg ja Ng osalised
parempoolsed R-moodulid ning f : Mr — Np osaliste R-moodulite tugev homomorfism. Eel-
dame, et My rahuldab tingimusi (M4") ja (M5'). Olgu U C M selline alamhulk, et U C ker f

ja U on osalise mooduli Mg tehete suhtes globaalne R-moodul. Siis leidub tiheselt mddratud
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osaliste moodulite tugev homomorfism ¢ : M/U — N nii, et

f=pomy
ehk diagramm
MR f > NR
-1
% e
M/U

kommuteerub. Lisaks kehtivad vordused im ¢ = im f ning ker ¢ = (ker f)/U.

Toestus. Olgu R ring, M, Np osalised R-moodulid, kusjuures My rahuldagu tingimusi (M4')
a (M5), f: Mp — Npg osaliste R-moodulite tugev homomorfism ja U C M selline alamhulk,
et U C ker f ja U on globaalne R-moodul osalise mooduli Mg tehete suhtes. Defineerime
kujutuse

©: M/U— N, [m]— f(m).

Néitame, et ¢ on korrektselt defineeritud. Kui m,m’ € M on sellised, et [m] = [m/], siis tdnu

lemmale 3.2 kehtib m — m’ € U C ker f. Seetottu

p([m]) = f(m) = f(m' + (m —m")) = f(m) + f(m —m) = f(m') + 0 = p([m]).

Lisaks kehtib iga [m], [m'] € M /U korral

([m] + [m']) = ([m +m']) = f(m+m') = f(m) + f(m) = ¢([m]) + ¢([m]).

Kui r € R on selline, et leidub korrutis [m]r, siis leidub m” € M nii, et leidub korrutis m’r

ja kehtivad vordused [m] = [m”], [m]r = [m”r]. Seega leidub ka korrutis f(m”)r ning

p([mlr) = @([m"r]) = f(m"r) = f(m")r = o(Im"])r = o([m])r.

Veel enam, kui [m] € M/N ja r € R on sellised, et leidub korrutis ¢([m])r = f(m)r, siis
et f on tugev homomorfism, leidub ka korrutis mr. Niisiis on ¢ osaliste R-moodulite tugev

homomorfism. Selgelt kehtib vordus f = ¢ o 7.

Néitame niiiid, et ¢ on iiheselt médratud. Olgu ka ¢ : M /U — N selline osaliste moodulite
homomorfism, et f = ¥ o my. Et my on siirjektiivne homomorfism, siis on ta epimorfism
kategoorias PModpg, sest igas konkreetses kategoorias on siirjektiivsed morfismid epimorfismid

(vt toestust nt [10, lause 1.9]). Jérelikult, kuna ¢ o 1y = @ o 7y, siis ¢ = 1. Seega osaliste

19



R-moodulite homomorfism ¢ on iiheselt maaratud.

Ilmselt kehtib vordus

im ¢ = {p([m]) = f(m) | m e M} =im f.
Lopetuseks, kehtib ka vordus

kerpo ={[m] |me M,p([m]) =0y ={m+U|me M, f(m)=0} ={m+U|m e ker f}

= (ker f)/U.

Sellega oleme teoreemi toestanud. O

Paneme téhele, et Abeli riihmade homomorfismiteoreem on teoreemi 3.6 erijuht, seega saa-
me teha jargneva jarelduse. Klassikalise rithmade homomorfismiteoreemi toestuse voib leida

néiteks raamatust |6, teoreem 6.2.4].

Jareldus 3.7. Olgu M, N Abeli rihmad ja f: M — N Abeli riihmade homomorfism. Olgu
U C ker f rihma M alamrihm. Sis leidub tiheselt mddratud Abeli rihmade homomorfism
©: M/U — N nii, et

f=vomy

ja kehtivad vordused im ¢ = im f ning ker p = (ker f)/U.
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4 QOsaliste moodulite tensorkorrutis

Kaesolevas peatiikis vaatleme osaliste moodulite tensorkorrutist ja tema omadusi. Lisaks de-
fineerime osaliste moodulite homomorfismide tensorkorrutise. Konstruktsioonid ja tulemused
tildistavad raamatus [10] leiduvaid konstruktsioone ja tulemusi ning on artikli [8] tulemuste

analoogid osaliste moodulite jaoks.

4.1 Osaliste moodulite tensorkorrutis ja selle omadused

Definitsioon 4.1. Olgu R ring, pN osaline vasakpoolne ning Mp osaline parempoolne R-
moodul. Olgu A Abeli rithm. Kujutust 5: M x N — A nimetatakse R-tasakaalustatuks,

kui kehtivad jargmised tingimused:

1. Ymy,me € MVn € N:  (my1 + ma,n) = g(mi,n) + B(ma,n);
2. Vm € MVny,ng € N:  B(m,ni +ng) = B(m,n1) + 5(m, na);
3. Yme MVYne N¥re R: Imr A Irn = B(mr,n) = B(m,rn).

Definitsioon 4.2. Olgu T" Abeli rithm ja 7: M x N — T R-tasakaalustatud kujutus. Paari
(T, 7) nimetatakse osaliste moodulite My ja rN tensorkorrutiseks, kui iga Abeli rithma
A jaiga R-taskaalustatud kujutuse f: M x N — A korral leidub parajasti {iks Abeli rithmade

homomorfism f: T — A nii, et 8 = f o7 ehk diagramm

kommuteerub.

Lause 4.3. Kui (T,7) ja (T',7") on kaks osaliste moodulite Mg ja pN tensorkorrutist, siis

leidub Abeli rihmade isomorfism f: T — T' nii, et 7/ = foT.

Toestus. Olgu (T,7) ja (T',7') kaks osaliste moodulite Mp ja g N tensorkorrutist. Siis leidu-

vad tihesed Abeli riihmade homomorfismid f ja f’ nii, et diagrammid
MxN —"—=T MxN -1
\Jﬂ \Jf
T T
kommuteeruvad. Seega kommuteeruvad ka kolmnurgad jargnevas diagrammis.
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Uhesuse néude tottu fo f/ = idg ning analoogiliselt /o f = idy. Jérelikult on tensorkorrutised

(T,7) ja (T',7") Abeli rithmadena isomorfsed. O

Négime, et osaliste R-moodulite tensorkorrutis on isomorfismi tépsuseni iitheselt méaaratud.
Seega voime osaliste R-moodulite Mp ja rN tensorkorrutise (7',7) jaoks votta kasutusele
tahistused

M®@rN =T, ®:=1, m®n:=rT1(m,n),

kusjuures avaldisi m®mn, m € M, n € N, nimetame elementaartensoriteks. Konstrueerime
niilid osaliste moodulite tensorkorrutise. Olgu R ring ning M parempoolne ja rp N vasakpool-

ne osaline R-moodul. Vaatleme hulka
ZMxN) — {f: M x N —=Z]| f(m,n) # 0 lopliku arvu paaride (m,n) korral}.
Paneme téhele, et hulk Z(M*N) on Abeli rithm liitmise

(f +9)(m,n) := f(m,n) +g(m,n), (m,n) e M xN,

suhtes. Kui (mq,n1),...,(mg,nk) € M x N on paarid, mille korral f vaartus ei ole 0 ning
(mf,n}),...,(m},n)) € M x N paarid, mille korral g vadrtus ei ole 0, siis maksimaalselt
argumentide (mq,n1), ..., (mg,ng), (M}, n}),..., (m},n)) korral f + g védrtus pole 0. Seega

ka f 4 g € ZM*N) Kuna nende funktsioonide viirtused on tdisarvud, mille liitmine on

(MxN)

assotsiatiivne ja kommutatiivne, siis on ka hulga Z elementide liitmine assotsiatiivne

MxN)

ja kommutatiivne. Iga f € Z( korral on tema vastandelemendiks funktsioon — f, mis on

defineeritud vordusega
(_f)(mvn):_f(man)v (m,n)EMXN.
Nullelemendiks selles Abeli rithmas on nullfunktsioon

0: M xN—Z, (m,n)—D0.
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Seega toepoolest (Z(MXN); +) on Abeli rithm. Defineerime iga (m,n) € M x N korral kujutuse

1, (m',n)=(m,n),
Tppy : M XN —=Z, (m',n)—

0, (m/,n')# (m,n).

Iga (m,n) € M x N puhul z(, ) € ZMxN) Hulk B = {Z@n) | (myn) € M x N} on Abeli

MxN)

rithma Z( baas. Niid tahistame

kx(m,n) = T(mn) T T Tmn)s keN,

k liidetavat

2T () = —(\z\x(myn)), 2€Z, z<0,

Ox(myn) = 0.

(MxN) (MxN)

Vaatame rithma 7 vahimat alamrithma H C 7Z , mis sisaldab jargnevaid elemente:

T(mi+mam) — L(min) — L(ma,n)s kus mi,me € M,n € N,
L(mmi+nz) — L(m,ni) — L(m,nz)> kus m € M,ny,ng € N,

T(mrn) — T(myn), Kusm € M,n € N,r € R,dmr,3rn.

Vaatleme faktorriithma
7= 200N/ = {1f] | f e ZWN Y,
kus iga f € Z(M*N) korral
fl=Ff+H={f+glgecH}
ja kus iga f1, fo € ZM*N) korral on liitmine defineeritud vordusega
(Al + U] = [1 + fol.
Defineerime ka kujutuse 7: M x N — T vordusega
7(m,n) == [Tmmn)] = T(mn) + H.

Lause 4.4. FEelnevalt konstrueeritud paar (T, T) on osaliste R-moodulite Mg ja pN tensor-
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korrutis.

Téestus. Vaatleme eelnevalt defineeritud paari (7', 7). Siis iga m1, mo, m € M, ny,ne,n € N

ja r € R korral

T(m1 +m2,1) = [T(m,4men)] = [Zmn) T Tma,m)] = [Ty m)] + [T (ma.m)]
= 1(my,n) + 7(ma,n),

T(mvnl + n2) = [m(m,n1+n2)] = [x(m,nl) + m(m,ng)] = [m(m,ru)] + [$(m,n2)]
= 7(m,n1) + 7(m,n2),

Imr A Irn = 7(mr,n) = [x(m,,,n)] = [x(m,m)] = 7(m,rn)

tédnu rithma H definitsioonile. Seega 7 on R-tasakaalustatud kujutus.

Niitid olgu A Abeli rithm ja 8 : M x N — A R-tasakaalustatud kujutus. Vaatleme kujutust
P:B—= A T B(m,n).

Kuna B on Abeli rithma ZM*N) baas, siis leidub tiheselt madratud Abeli rithmade homo-

(MxN) _y A nii, et

morfism ¢ : Z

iga (m,n) € M x N korral. Vaatleme ka kujutust

LM x N — ZMXN) () - ()
Paneme téhele, et ¢ on injektiivne. Seejuures ¢ o v = 3, sest iga (m,n) € M x N korral
(pou)(m,n) = @(um,n)) = o(Zmn) = Bm,n).

See tdhendab, et tilemine kolmnurk diagrammil

M x N




kommuteerub. Lisaks iga (m,n) € M x N korral

(mg ot)(m,n) =g (L(m,n)) =T (Tmn)) = [Tmn)] = T7(m,n),

kus mg : ZM*N) _y 7(MxN) /H on loomulik projektsioon. Seega kommuteerub diagrammil

ka vasakpoolne kolmnurk.

Vaatleme niilid rithma H elemente, mille abil selle rithma enne moodustasime. Iga m1, ma,

m € M jani,na,n € N korral

‘*P(x(mﬁrmg,n) —T(myn) — L mg,n)) P (my+ma,n) ) (,0(.%' (m1,n (P(x(mz,n))

m1 +ma,n) — B(mi,n) — B(ma,n)

8
B(m1 +ma,n) — (B(m,n) + B(mz, n)))
B

So(z(m,nl-l—ng) — L(m,n1) — L(m, ng)) P\L (m, n1+n2)) Qp(x(m,’nq)) - Cp(x(m,ng))

(
(
(
(m1+ma,n) — f(m1 +ma,n) =0,
(
(
(

m,ny —|—7’Lg) - /B(manl) - B(’I’)’L,’ng)
m,ni +ng) —

(6(m7 nl) + B(mv 712))

B
B
B(m,n1 +nz) — B(m,n1 +ng) =0

jaigam € M, n € N ning r € R, mille puhul leiduvad korrutised mr ja rn, korral

(p(x(mr,n) - x(m,rn)) = Cp(:l:(mr,n)) - sp(x(m,rn)) = /B(mru n) - B(m’ Tn) = 0.

Niisiis H C ker ¢. Abeli rithmade homomorfismiteoreemi 3.7 kohaselt leidub homomorfism
B : T — A nii, et ka alumine kolmnurk joonisel kommuteerub. Seega on kogu diagramm

kommuteeruv, mistottu 3 = S o 7.

Viimaks veendume, et homomorfism 3 on iihene. Olgu ka 3’ : T — A selline homomorfism,

et 8 = ' or. Siis suvalise 22;1 2T (i) € ZMXN) korral

k* k*
I <Z ka(mk,nk)> = Z 218" (T (m ) Z 218 (T(my, ny)) Z 2k(B o T) (Mg, nk)
k=1 k=1

=3 zBlmg,ng) =Y z(Bor)(me,ng) =Y zB(r(mp, i)
k=1 k=1 k=1
B

= Zkﬁ(l' mk,nk) (Z 2T (my,, ng) > .
k=1
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Jérelikult 3’ = B ehk 3 on iiheselt méiratud. Niisiis on (7', 7) osaliste moodulite Mg ja RN

tensorkorrutis. O

Et tensorkorrutis on isomorfismi tdpsuseni iiheselt médratud, voime edaspidi kasutada just
eelpool kirjeldatud tensokorrutise konstruktsiooni. Kirjeldame niiiid dra osaliste moodulite

tensorkorrutise elemendid.

Lause 4.5. Olgu R ring ja Mg osaline parempoolne ning rIN osaline vasakpoolne R-moodul.

Tensorkorrutise M @gr N iga elemendi v saab esitada kujul

k*
V= ka X ng,
k=1

kus k* € N ja mp € M, n, € N iga k = 1,...,k* korral. Seejuures kehtivad jargmised
omadused:

1. Vmi,ma € MVn € N: (mi1+m2)@n=m1 @n+ms @n;

2. Ym e MVny,ng € N: m®(n1+mn2) =meni; +m®Q ng;

3. VYmeMVYne NVreR: dmr ANdrn=mr®@n=mQrn;

4. 0® 0 on Abeli riihma M ®r N nullelement ja 0@ 0=m®0=0®Q n iga m € M ning

n € N korral;

5. YmeMVneN: —(m®n)=(—m)@n=m® (—n).

Toestus. Vaatleme osaliste R-moodulite Mg ja rIN tensorkorrutist M ®g N ja tema elementi

v. Bt v € Z(M*N) /H, kus H on lauses 4.4 kasutatud alamriithm, siis v avaldub kujul

k* k* k* k*
o [Z zkx<mk,nk>] = > aklt ] = D ek (i) = Y z(mi @ ma),
k=1 k=1 k=1 k=1

kus k* € N, 2z, € Z ja (mg,ni) € M x N iga k =1,...,k* korral. Kui mingi k € {1,...,k*}

korral z # 1, siis
|2k

|2kl (mg @ mk) = my @ my,
=1

ja vajadusel saame miinusmérgi viia liidetava my ® nj sisse tdnu omadusele 5. Seega voime

elemendi v esitada kujul
k:*

v= Z(mk ® ng).

k=1
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Niitame, et kehtivad ka véljatoodud omadused. Omadused 1, 2 ja 3 kehtivad, sest kujutus
T:MxN— M®grN, (m,n) —m®®n, on R-tasakaalustatud.

Niitid iga m € M jan € N korral

men+000=men+0® (0n)=men+(0-0)®n

=men+0@n=m+0)@®n=m®en.

Jarelikult 0 ® 0 on Abeli rithma M ®g N nullelement, kusjuures 0 ® 0 = 0 ® n (esimene kuni
kolmas vordus) iga n € N ja analoogiliselt 0 ® 0 = m ® 0 iga m € M korral. Niisiis kehtib

omadus 4.

Viimaks, iga m € M ja n € N korral

m@n+ (~m)@n = (m+(~m)®n=00n=080.

Seega —(m ®n) = (—m) ® n ja analoogiliselt —(m ® n) = m ® (—n). Jarelikult kehtib ka

omadus 5. O

Teame niiiid, et tensorkorrutise iga element on elementaartensorite 16plik summa. Jérgmiseks
vaatame, kuidas esitada tensorkorrutise konstruktsioonis kasutatud iiheselt maaratud Abeli

rithmade homomorfismi B.

Lemma 4.6. Olgu R ring, Mg ja rN osalised R-moodulid, A Abeli riithm ning 5 : M xN — A

R-tasakaalustatud kujutus. Siis

k* k*
B:M@RN%A, ka®nk HZﬁ(mk,nk)
k=1 k=1

on Abeli rihmade homomorfism.

Toéestus. Eeldame, et R on ring, M ja rIN osalised R-moodulid, A Abeli rithm ning kujutus
B: M x N — A on R-tasakaalustatud. Tensorkorrutise definitsiooni kohaselt leidub iihseselt
miédratud Abeli rithmade homomorfism f : M ®g N — A nii, et 3 = 8 o ®. Siis suvalise

S g ®ny, € M ®g N korral

k* k* k* k*
B <Z my @ nk) = Blmp@ng) =Y _(Bo®)(mp,ng) =Y _ Blmg,ng).
k=1 k=1 k=1 k=1
Jérelikult on homomorfism /3 soovitud kujul. O
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Just toestatud lemma on kasulik olukordades, kus meil on vaja defineerida kujutus 3 ten-
sorkorrutisest mingisse Abeli riithma. Nagu ndeme, siis piisab sellest, kui oskame defineerida

R-tasakaalustatud kujutuse 8 hulgal M x N.

Niitid naitame, et teatud eeldustel saame osaliste moodulite tensorkorrutist vaadelda globaalse

moodulina.

Lause 4.7. Olgu R, S ringid, gMg osaline vasakult viisakas (R, S)-bimoodul, seejuures olgu
rM globaalne vasakpoolne moodul, ning ¢ N osaline vasakpoolne S-moodul. Siis r(M ®g N)

on globaalne vasakpoolne R-moodul toimega

k* k*
r (ka & nk> = Zrmk X ng,
k=1 k=1
kus Z’,z*:lmk(@nk € M®sN.

Toestus. Olgu R, S ringid, pMg osaline vasakult viisakas (R, S)-bimoodul, M globaalne
vasakpoolne R-moodul ning gN osaline vasakpoolne S-moodul. Vaatleme tensorkorrutist
M ®g N. Vastavalt tensorkorrutise definitsioonile on (M ®g N;+) Abeli rithm. Vaatleme

iga r € R korral kujutust
Br: M xN—M®sN, p.(mn)=rmaen.

Paneme téhele, et saame sellise kujutuse 3, defineerida iga r € R korral, sest g M on globaalne
moodul. Fikseerime r € R. Niitame, et 3, on S-tasakaalustatud kujutus. Kui m,m’ € M ja

n,n’ € N, siis

Brim+m/;n)=r(m+m)@n=(m+rm)@n=rm@n+rm @n
= /Br(m7n) + /Br(m/n)a

Brim,n+n)=rm@m+n)=rmean+rmen = B.(m,n)+ B-(m,n).

Lisaks, kui s € .S on selline, et korrutised ms ja sn leiduvad, siis tdnu g M globaalsusele leidub

r(ms), tdnu pMg vasakult viisakusele leidub (rm)s ja (rm)s = r(ms). Seega

Br(ms,n) =r(ms) @n = (rm)s @n =rm ® sn = B,(m, sn).

Jarelikult kujutus S, on S-tasakaalustatud ja lemma 4.6 pohjal leidub korrektselt defineeritud
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Abeli rithmade homomorfism

k* k*
E:M@SN%M(@SN, ka®nk»—>2rmk®nk.
k=1 k=1

Defineerime kujutuse

Rx (M®gN)— M®g N, <r,ka®nk> H@(ka@)nk) :Zrmk@)nk.
k=1 k=1 k=1

See kujutus on korrektselt defineeritud ja langeb kokku lause sonastuses toodud R-toimega.

Viimaks jaab veenduda, et saame tensorkorrutist M ® g /N vaadelda globaalse moodulina antud

R-toime suhtes. Olgu r,7’" € R ja Zi;l myp @ ng, 25;1 m; ®n; € M ®g N. Siis

k* " kX"
<ka®nk—|—2ml®nl> =r ( Z m%’@n%’) = Z Tm;’(g)n;/

t=1
= Zrmk & ng + Zrmf ®n;
k=1 =1
Ek* I*
=r (ka ®nk> +r (ng ®n;> ,
k=1 =1

kus m{ = my; ning ny = ng, kui t € {1,...,k*} ja m{ = m]_,. ning nf = n;_,., kui

te{k*+1,...,k* +1*}. Lisaks

k* k*
(r+r (Z my ® nk) = Z(T +rYmp @ ny, = Z(ka + r'my) @ ng
k=1 k=1
k*
= (rmk®nk+r’mk®nk):Zrmk@)nk—i-z:r’mk@nk
k=1
k* k*
=r mk®nk>+7“' <ka®nk>
=1 k=1

ning viimaks ka

r’ (r (Z my @ nk)> =7 (Z Mg & nk) = Zr’(rmk) © g
k=1 k=1
o
= Z(r r)my @ ny = (r'r <ka ®nk>

k=1

Niisiis saame toepoolest tensorkorrutist M ®g N vaadelda globaalse vasakpoolse R-moodulina

kirjeldatud R-toime suhtes. O
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Samamoodi saame toestada ka jargmise lause.

Lause 4.8. Olgu R, S ringid, sNg osaline paremalt viisakas (S, R)-bimoodul, seejuures olgu
Ng globaalne parempoolne R-moodul, ning Mg osaline parempoolne S-moodul. Siis (M ®sN)r

on globaalne parempoolne R-moodul toimega

k* k*
<Z mp & nk> roi= ka & ngr,
k=1 k=1

kus ZZ;lmk®nk€M®SN.

Jargmine tulemus {itleb, et osaliste moodulite tensorkorrutis on teatud tingimustel isomorfismi

tapsuseni assotsiatiivne.

Teoreem 4.9. Olgu R ja S ringid, Mg osaline parempoolne R-moodul, gNg globaalne (R, S)-

bimoodul ja g P osaline vasakpoolne moodul. Siis leidub Abeli rithmade isomorfism
a:(M@rN)®sP —-Mer(N®sP), (m®n)@p—me (nDp).

Téestus. Olgu R ja S ringid, Mp osaline parempoolne R-moodul, pNg globaalne (R, S)-
bimoodul ja gP osaline vasakpoolne moodul. Teame, et M ®pr (N ®g P) on Abeli rithm

tensorkorrutise definitsiooni pohjal. Fikseerime p € P ja defineerime kujutuse
Y MxN—=-Mer(N®sgP), (mmn)—me(naop).
Kui m,m' € M jan,n’ € N, siis

Yp(m+m/,n)=m+m)@nep)=me (nep)+m' @ (nep)=",(m,n)+y,(m' n),
W(m,n+n)=me((n+n)@p)=mene@p+n' @p)=ma(nep)+me (' p)

= ’Yp(m7 n) + Wp(m’ n,)
ning kui r € R on selline, et leidub korrutis mr, siis
Yp(mr,n) =mr@ (n@p) =mer(n®@p) =m®e (rn®p) =y,(m,rn).

Paneme téhele, et korrutised rn ja r(n ® p) leiduvad niikuinii, sest g N ja r(N ®g P) on
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globaalsed moodulid. Jarelikult 7, on R-tasakaalustatud kujutus. Ténu lemmale 4.6 on
k*
: M ®r N — M ®g (N ®s P), ka®nk — Zyp (Mg, i) = Y mp @ (ng @ p).

k=1

Abeli riihmade homomorfism. Jargmiseks defineerime kujutuse

0:(M®&rN)x P — M®g (N ®sP),

(ka ®nk7p> = Y (ka ®nk> = ka ® (ng ® p).
p}

k=1 k=1

Naitame, et 6 on S-tasakaalustatud. Kuna 7%, on Abeli riihmade homomorfism, siis 4 on

esimese argumendi suhtes aditiivne. Kui p,p’ € P ja ZIZLI mE @ng € M ®r N, siis

0 (ka ®nk,p+p'> = Yp+p' (ka ®nk> = ka @ (. @ (p+7))

k=1 k=1 k=1
k*
= ka®(nk®p+nk®p’)
k=1
k*
= Z(mk ® (ng @ p) +mi @ (g @p'))
k=1
k* k*
= mk@(nk®]9)+zmk®(nk®p’)
k=1 k=1
k* k*
=90 (ka ®nk,p> +0 (ka ®nk,p’> .
k=1 k=1

Lisaks, kui s € S korral leidub korrutis sp, siis kasutades lauset 4.8 saame, et

(o)) = (mem) ) = (o)

= ka®(nks®p) = ka® (ng ® sp) :%p<2mk®nk)

k=1 k=1 k=1
k*
=9 (ka ®nk,sp> .
k=1
Seega d on S-tasakaalustatud kujutus. Niiiid, taas tdnu lemmale 4.6, on kujutus
_ h* h*
=5 (M@ N)®s P = Mg (N®sP), > (mp&ny)@pyrs Y mu® (n, ®ph)
h=1 h=1
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Abeli rithmade homomorfism. Analoogiliselt leidub ka Abeli rithmade homomorfism

h h
B:M@r(N®sP)—= (MarN)@sP, > my® (ny®@py)— Y (ms®np) @ ph.
h=1 h=1

Paneme téhele, et

h h* h*
(aop) (Z mp ® (np ®Ph)) =« (Z(mh ® np) ®ph> = mn @ (nn @ pr),

h=1 h=1 h=1
B h 2

(Boa) (Z(mh ®np) @ ph) =p <Z my, @ (ny ®ph)> = (mn@np) @ ph.
h=1 h= h=1

Seega a0 B = idygunegp) ja Boa = idag,Nnegp- Jirelikult on M @ (N ®g P) ja
(M ®r N) ®g P isomorfsed Abeli rithmad. O

4.2 Osaliste moodulite homomorfismide tensorkorrutis

Defineerime niiiid osaliste moodulite homomorfismide tensorkorrutise. Olgu R ring, Mg, My,
osalised parempoolsed ja rN, rN’ osalised vasakpoolsed R-moodulid ning f : M — M’,

g : N — N’ osaliste R-moodulite homomorfismid. Vaatleme kujutust

(f;9): M x N —= M ®@rN', (m,n)— f(m)®g(n).

Kui m,m’ € M jan,n’ € N, siis

= f(m) @ g(n) + f(m') @ g(n) = (f;9)(m,n) + (f;9)(m',n),
(f;9)(m,n+n) = f(m) @ g(n+n') = f(m) @ (g(n) + g(n'))

= f(m) @ g(n) + f(m) @ g(n') = (f;9)(m,n) + (f; 9)(m,n’).

Kui niiiid lisaks 7 € R on selline, et korrutised mr ja rn leiduvad, siis leiduvad ka f(m)r ja

rg(n) ning

(f;9)(mr,n) = f(mr) @ g(n) = f(m)r @ g(n) = f(m) @rg(n) = f(m) @ g(rn)
= (f;9)(m,rn).
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Jarelikult on kujutus (f;g) R-tasakaalustatud. Tanu lemmale 4.6 leidub Abeli rithmade ho-
momorfism (f;g): M ®@r N — M’ @z N’ nii, et (f;g9) o ® = (f;g) ehk

(fi9)(m@n) = ((f;g) o ®)(m,n) = (f;9)(m,n) = f(m) ® g(n)

ehk diagramm

Mx N (fi9) M @5 N'
k) /(f;g)'
M®RN

kommuteerub.

Definitsioon 4.10. Kujutust (f;g) nimetatakse osaliste moodulite homomorfismide f

ja g tensorkorrutiseks. Tahistame f ® g = (f;9).

Jargmiseks ndeme, et osaliste moodulite homomorfismide tensorkorrutisel on mitmeid haid

omadusi. Retraktsiooni, koretraktsiooni ja isomorfismi definitsioonid voib leida raamatust [7].

Lause 4.11. Olgu R ring, Mg, M}, My, osalised parempoolsed ja rN, rN', pN" osalised
vasakpoolsed R-moodulid ning f, f* : Mrp — Mp, f' + M — M}, g,6° : RN — grN’,
g : rRN' — rN" osaliste R-moodulite homomorfismid. Siis

1. idy ®idy = idarey:

2. (f+f)eg=feg+["®yg;

3. felg+g)=rfeg+fog

/. f®0=08g=0;

5. kui f ja g on strjektiivsed, on ka f ® g stirjektiivne;

6. (ff'@g)o(feg)=(f"of)©(dg);

7. kui f ja g on retraktsioonid, koretraktsioonid voi isomorfismid, siis on ka f ® g vastava

omadusega. Viimasel juhul kehtib vordus (f ® )~ ' = f 1@ g L

Toestus. Olgu R ring, Mg, My, M}, osalised parempoolsed R-moodulid ja g N, rN', gRN"
osalised vasakpoolsed R-moodulid. Olgu kujutused f, f* : Mp — Mp, f' : My — Mf ja
9,9* : RN — gN', ¢’ : RN’ — rN" osaliste R-moodulite homomorfismid. Naitame, et vélja
toodud omadused kehtivad elementaartensoritel m ® n € M ®pg N. Siis kehtivad omadused

ka koigil elementidel Zﬁ;l mp@ng € M ®r N.
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1. Néeme, et
(idy ®@idn)(m @ n) = idy(m) ®idy(n) =m @ n = idyg,n(m @ n).
2. Kehtib

(f+ ) egmen)=(f+f)m)®gn)=(f(m)+ f(m)) ®g(n)
= f(m) ® g(n) + f*(m) @ g(n)
=({f@g)men)+(f*®@g)(men)

=(feg+fr®g)(men).

3. Kehtib analoogiliselt eelmise omadusega.

4. Néaeme, et

(fRO)(men)=f(m)®0n)=f(mM)e0=00

=0®g(n) =0(m)®g(n) = (0®g)(mn).

5. Olgu f ja g stirjektiivsed. Kui Zg;l my ®@ny € M' ®r N', siis leiduvad my, € M ja

ni € N nii, et mj = f(my) ja nj, = g(ni) iga k € {1,...,k*} korral. Jarelikult

S omp@ng =Y flmp) @g(n) =Y (F®g)(mp @mi) = (f®g) (ka ®nk) :
k=1 k=1 k=1 k=1

Seega on ka f ® g siirjektiivne.

6. Olgum®n € M ®gr N. Siis

(ffed)o(fog)man)=(f @d)(f(m)ogn)=f(f(m) g (gn))
=(ffof)m)@ (g og)(n)=((fof)® (g og)(men).

7. Olgu f ja g retraktsioonid. Siis leiduvad f : Mp — Mg ja g : gN' — gN nii, et
fof=idyy ja gog=idy. Siis
(fogo(f®g) =(fof)®(g0§) =idw @idy = idrreyn: -

Jarelikult on ka f ® g retraktsioon. Analoogiliselt, kui f ja g on koretraktsioonid voi
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isomorfismid, siis on ka f ® g vastava omadusega. Kui f ja g on isomorfismid, siis ka

(feogo(f'wg H)=(fof H®(gog™) =idy ®@idy = idrre,n,

(fTogho(fog=(U"of)®(g ' og) =idy ®idy = idyg,n -

Jarelikult (f®g) ™t = ftog L

4.3 Tensorfunktori eksaktsus

Siin alapeatiikis nditame, et teatud tingimustel on osaliste moodulite tensorfunktor paremalt
eksaktne. Selleks defineerime esiteks loplikud tépsed jadad. Tépsed jadad on iiheks viga olu-

liseks tooriistaks moodulite teoorias. Kéesolev alapeatiikk pohineb raamatul [10].

Definitsioon 4.12. Olgu R ring. Olgu iga v € {1,...,n} korral M}, osaline parempoolne
R-moodul ja f, : M}, — M?;l (7 # n) osaliste parempoolsete R-moodulite homomorfism.

Siis jada

fn—l

[V SELNSRKARNY Vo Sl JEARNG ¥/ REANS Vs AR JECL AN E NG Vi

nimetatakse tdpseks, kui iga v € {1,...,n — 1} korral im f, = ker f,,1.

Definitsioon 4.13. Olgu R ring, Lr, Mg, Ngr osalised R-moodulid ning f : Lr — Mg,

g : Mr — Npg osaliste moodulite homomorfismid. Tépset jada
032 Lp L Mp s Ng S {0}
nimetatakse lithikeseks tapseks jadaks.

On lihtne ndha, et lithikese tapse jada korral on homomorfism f injektiivne ja homomorfism

g strjektiivne. Jargmiseks defineerime tensorfunktorid osaliste moodulite jaoks.

Lause 4.14. Olgu Mg osaline parempoolne R-moodul. Siis diagramm

RN M®r N
g idy ®g
rN' M ®@gr N’
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defineerib funktori M ®g _ : RPMod — Ab, kus Ab tdhistab Abeli rihmade kategooriat.

Toestus. Vaatleme eeskirja M ®p _ , mis on defineeritud eelneva diagrammiga. Iga osalise
mooduli kN € Ob(rPMod) korral leidub tensorkorrutis M ®z N ning see on Abeli rithm
vastavalt definitsioonile 4.2, seega M ®p _ : Ob(rPMod) — Ob(Ab) on kujutus. Iga homo-
morfismi g € Hom ,pmod (N, N') korral on (M ®@r _)(g9) = idyy ®g : M @g N — M Qr N’
morfism kategoorias Ab. Olgu niiiid g € Hom ,pmod (N, N') ja f € Hom pmod(N', N). Siis

(M®r_)(fog)=idy®(fog) = (dpoidy) ® (fog) = (idy ®f) o (idys ®g)

= (M ®r_)(f) o (M ®r_)(9)-
Viimaks, iga N € Ob(grPMod) korral
(M ®p_)({idy) =1dy ®@idy = idpgyn -
Jarelikult on M ® g _ funktor. Seda funktorit nimetame tensorfunktoriks. O

Analoogiliselt saame ka tensorfunktori _ ®zr N : PModr — Ab, kui g N on osaline vasakpoolne

R-moodul. Jargmine teoreem néitab, kuidas tensorfunktor toimib lithikestel téapsetel jadadel.

Teoreem 4.15. Olgu R ring ja rN osaline vasakpoolne R-moodul. Kui jada

0% ML Kr % Lr S {0}, (1)
kus g on tdishomomorfism, on kategoorias PModg lihike tdapne jada, siis ka jada

Mer N2 g op N 2 1 on NS (0} 2)

on tdpne kategoorias Ab.
Toestus. Vaatleme kategoorias PModp lithikest tépset jada

0% M L Kr % e {0},
kus g on tdishomomorfism, ja kategoorias Ab jada

M®RNmK®RNmL®RNE>{O}.
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Kuna jada (1) on tépne, siis g on siirjektiivne. Lause 4.11 pohjal on ka g ® idy siirjektiivne.

Et im f = ker g, siis g o f = 0. Jarelikult lause 4.11 pohjal

(9@idy)o(f®idy) = (90 f) ® (ldyoidy) =0®idy = 0.

Niisiis im(f ® idy) C ker(g ® idy). Néitame, et ka ker(¢g ® idy) C im(f ® idy). Jarelduse 3.7

kohaselt leidub siirjektiivne Abeli riihmade homomorfism ¢ nii, et diagramm

gRidy

K®r N L®rN
T
\ ///////20,
(K @r N)/(im(f ®idy))
kommuteerub, kus 7 on kanooniline siirjektsioon. Seega
h* h* h*
© (Z[kh@)nh]) = (Z kzh®nh ) Z(,O kh@ﬂh Z(g@id]\/)(kzh@nh)
h=1 h=1 h=1

h*
= g(kn) @ np.
h=1
Defineerime kujutuse
B:LxN— (K®rN)/(Im(f ®idy)), (,n)— [kon],

kus k on selline, et g(k) = [. Paneme téhele, et selline element k leidub, sest g on stirjektiivne.
Néitame, et kujutus 3 on korrektselt defineeritud. Olgu k, k' € K sellised, et g(k) = g(k') =1
mingi | € L korral. Siis ¥’ — k € kerg = im f ja jarelikult (¢’ — k) ® n € im(f ® idy) ning
(K" — k) ® n] = [0 ® 0]. Niitd

kon=kon+[020=ken]+[K -k on=kon+k en—-—keon]=[k @n].

Seega kujutus S on korrektselt defineeritud. Jargmiseks naitame, et § on R-tasakaalustatud

kujutus. Olgu I,I' € L ja k, k' € K sellised, et g(k) =1 ja g(k') =1'. Siis
g(k + &) =g(k) +g(k) =1+
ning jirelikult iga n,n’ € N korral

Bl+U.n)=[k+k)®on]=[kon]+ [k @n]=78(1,n)+ B0, n),
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Bllyn+n')=[k® (n+n)]=ken]+[kan]=7p8(1n)+B(n).

Kui 7 € R on selline, et leidub korrutis ir = g(k)r, siis et g on tdishomomorfism, leidub

K" € K nii, et korrutis k”r eksisteerib ja g(k”) = g(k) = I. Jarelikult leidub korrutis g(k”)r ja
Ir = gk)r = g(K")r = g(k"r).
Kui lisaks leidub ka korrutis rn, siis
B(lr,n) = [K"r @ n] = [K" @ rn] = B(l,n).
Seega on § R-tasakaalustatud kujutus. Vastavalt lemmale 4.6 on kujutus

B:L®RN_>(K®R )/1mf®1dN Zlh®nhl—>2kh®nh

kus iga h korral I, = g(kp,), Abeli rithmade homomorfism. Niitid

sen(Enon) 1o o)) S ()
<g®1dN <Zkh®nh>> :B<h§;g(kh)®nh>

*

= [kn ®na),
he1

>

kus ZZ;I[k‘hg)nh] € (K®rN)/im(f®idy). Seega fop = id(k®,N)/ im(feidy)- Lisaks sellele
iga ZZ*:I Ilp ®np € L ®r N korral

(Gl ol o)

h*
(9 ®idn) (Zkh@mh) = Zg(kh) Qnp =Y ln®n.
h=1 h=1

Seega ka o = id g, . Niisiis kujutus ¢ on Abeli rithmade isomorfism. Seetdttu ker p = {0}.

Niitid Abeli rithmade homomorfismiteoreemi (vt jéreldust 3.7) kohaselt
{0} = ker p = ker(¢g ® idy)/im(f ® idy).
Et viimane faktorrithm on itheelemendiline ja im(f ® idy) C ker(g ® idy), siis ker(¢g ® idy) =
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im(f ®idy). Seega on jada (2) tapne. O

Niide 4.16. Olgu Mg osaline parempoolne R-moodul, mis rahuldab tingimusi (M4'), (M5'),
ja N C M selline alamhulk, et N on osalise mooduli Mg tehete suhtes globaalne moodul.
Siis loomulik projektsioon 7 : M — M/N, m +— [m], on definitsiooni 3.1 kohaselt tdisho-
momorfism. Sisestus ¢ : Ng — Mg, n — n on osaliste moodulite homomorfism, seejuures

im¢: = N = kerm. Seega osalise R-mooduli pK korral on jada

N o K 2% M op K 729 (M/N)or K S {0}

tapne.

Viimaseks defineerime funktorite eksaktsuse ning teeme teoreemist 4.15 kasuliku jérelduse.

Definitsioon 4.17. Olgu R ring ja A C PModg alamkategooria. Funktorit F' : A — Ab

nimetatakse paremalt eksaktseks, kui iga lithikese tépse jada
(0y & o Loy & My S {0}

korral on

) F(f) ) F(g)

F(M, F(M; F(M3) 2 {0}

tdpne jada. Duaalselt saab defineerida ka vasakult eksaktsed funktorid.

Kuna iga tugev osaliste moodulite homomorfism on iihtlasi ka tdishomomorfism, kehtib jarg-

mine jareldus.

Jareldus 4.18. Olgu R ring ja rIN osaline vasakpoolne R-moodul. Siis tensorfunktor _ QrN :

PMod®, — Ab on paremalt eksaktne.
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5 Tensorfunktori ja hom-funktori adjunktsioon

Kaéesolevas peatiikis toestame t66 pohitulemuse ehk néitame, et teatud eeldustel on osaliste
moodulite tensorfunktor osaliste moodulite hom-funktori vasakpoolne kaasfunktor. Taas, tule-
mused on artikli [8] tulemuste analoogid osaliste moodulite jaoks. Esiteks defineerime osaliste

moodulite jaoks tensorfunktorid, mille sihtkategooria on moodulite kategooria.

Lause 5.1. Olgu sMpg selline vasakult viisakas osaline (S, R)-bimoodul, et sM on globaalne

vasakpoolne S-moodul. Siis leidub funktor M Qpr _ : RPMod — gMod.

Toestus. Tanu lausele 4.14 leidub tensorfunktor M ®r__ : RPMod — Ab. Lause 4.7 pohjal on
s(M ®g N) globaalne vasakpoolne S-moodul, seega M @ _ : Ob(gPMod) — Ob(sMod) on
kujutus. Iga g € Hom pmod(IN, N') korral on (M ®r _)(9) =idy ®¢g: M ®p N — M Qr N’
morfism kategoorias gMod. Jérelikult saame vaadelda tensorfunktorit M ®gr  : gPMod —

sMod. O

Analoogiliselt saame vaadelda ka tensorfunktorit _ ®g M : PModg — Modg, kus Mg on

globaalne moodul ja osaline moodul g Mg paremalt viisakas.

Olgu gMp osaline bimoodul. Definitsiooni 1.6 pohjal leidub hom-funktor Hom(sMpg, ) :
sPMod — Set. Me saame vaadelda homomorfismide sMpgr — gV, kus ¢/N on osaline vasak-
poolne moodul, hulka Abeli riihmana punktiviisi liitmise suhtes. Niitame, et saame teatud

eeldustel Abeli rithma Hom(gMpg, sN) vaadelda ka osalise vasakpoolse R-moodulina.

Lause 5.2. Olgu R ja S ringid ning sMp osaline paremalt viisakas bimoodul. Siis leidub

kovariantne hom-funktor Hom(sMpg, ) : sPMod — rPMod.

Toestus. Olgu gMp € Ob(sPModg) paremalt viisakas osaline bimoodul ja g N € Ob(gPMod).
Me tahame Abeli rithma Hom(sMpg, s/N) muuta osaliseks vasakpoolseks R-mooduliks. Olgu
f € Hom(gMp,sN) ning r € R. Defineerime korrutise rf parajasti siis, kui korrutis mr

leidub iga m € M korral voi kui f = 0. Esimesel juhul olgu iga m € M korral

(rf)(m) = f(mr)

ja viimasel juhul r0 = 0, st (r0)(m) = 0 iga m € M puhul. Selgelt r0 = 0 € Hom(sMg, sN).
Olgu r € R niiiid selline, et korrutis mr leidub iga m € M korral. Siis korrutised myr, mor ja
(my 4+ mg)r, kus my, mg € M, leiduvad ning

(rf)(m1+ma) = f((m1 +ma)r) = f(mir +mar) = f(mir) + f(mar)
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= (rf)(m1) + (rf)(mz).

Kui s € S on selline, et korrutis sm, m € M, leidub, siis (sm)r leidub tédnu eelnevale eeldusele

r kohta. Et gMp on paremalt viisakas, siis leidub ka s(mr) ja

(rf)(sm) = f((sm)r) = f(s(mr)) = sf(mr) = s(rf)(m).

Jarelikult rf € Hom(s Mg, sN).

Viimaks kontrollime, kas defineeritud osalise toimega on Hom(gMp, s N) osaline vasakpoolne
R-moodul. Paneme téhele, et osalise mooduli definitsiooni tingimus (M2) kehtib tdnu meie
osalise toime definitsioonile. Iga f € Hom(sMpg, sN) korral on 0f defineeritud, sest igam € M

korral korrutis m0 eksisteerib ja seega

(0f)(m) = f(m0) = f(0) = 0.

Jarelikult kehtib ka tingimus (M3). Olgu niitid r, 7’ € R, f, g € Hom(sMpg, sN). Kui korrutised

rf, rgjar(f+ g) eksisteerivad, siis leidub mr iga m € M korral ja

(r(f+9))(m) = (f +g)(mr) = f(mr) + g(mr) = (rf)(m) + (rg)(m) = (rf +rg)(m).

Seega kehtib tingimus (M4). Kui leiduvad korrutised = f, 7' f ja (r+1r') f, siis iga m € M korral

leiduvad korrutised mr, mr’ ja m(r 4+ r’) ning seega

((r+ 1) f)(m) = f(m(r + 1)) = f(mr+mr') = f(mr) + f(mr') = (rf)(m) + (') (m)
= (rf +7'f)(m)

ehk kehtib tingimus (M5). Kui leiduvad korrutised ' f ja r(r'f), siis leiduvad korrutised mr’
ja mr iga m € M korral. Fikseerides m € M saame, et jarelikult leidub ka korrutis (mr)r’.

Seega eksisteerib korrutis m(rr’), mistottu (r7’) f on defineeritud ja

((rr) f)(m) = f(m(rr')) = f((mr)r') = ("f)(mr) = (r(r'f))(m).

Niisiis kehtib ka tingimus (M6). Oleme n#idanud, et saame hulka Hom(gMp, sN) vaadel-
da osalise vasakpoolse R-moodulina. Olgu niiiid g : ¢N — gN’ osaliste vasakpoolsete S-

moodulite homomorfism. Néitame, et go__: Hom(sMpg, sN) — Hom(sMpg, sN') on osaliste
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vasakpoolsete R-moodulite homomorfism. Olgu f, f' € Hom(sMg, sN) ja m € M. Siis

(go )(f +f)m) = (go (f + [))(m) = g((f + f)(m)) = g(f(m) + f'(m))
= g(f(m)) + g(f'(m)) = (g o £)(m) + (g o f')(m)
= (g0 )(f)m) + (g0 )(f)(m) = ((go )(f) + (g° )(f))(m),

seega g o _ on aditiivne. Olgu niiiid r € R ja f € Hom(sMpg, sN) sellised, et leidub korrutis
rf. Kui f =0, siis

(go_)(rf)=go(r0) =go0=0=r0=1r(go0)=r(go f)=(r(go_))(f).

Vastasel juhul leidub iga m € M korral korrutis mr ja

(go_)(rf)(m) = (go (rf))(m)=g((rf)(m)) = g(f(mr)) = (go f)(mr) = (r(go f))(m)
= (r(go _))(f)(m).

Seega on g o __ osaliste vasakpoolsete R-moodulite homomorfism. Jarelikult saame vaadelda

hom-funktorit Hom(sMpg,_ ) : sPMod — rPMod. dJ

Meenutame, et gPMod" on tingimust (M5') rahuldavate osaliste vasakpoolsete S-moodulite

kategooria.

Lause 5.3. Olgu R ja S ringid. Siis kujutus
x : Hom(gN, r(Hom(s Mg, sP))) — Hom(s(M ®r N), sP),
k* k*
) (X ) = X sty
k=1 k=1
on bijektiivne iga sMpg € Ob(sModgr), RN € Ob(gPMod) ning sP € Ob(sPMod’) korral.

Toestus. Olgu sMgr € Ob(sModg), RN € Ob(gPMod) ja sP € Ob(sPMod’). Esiteks nii-
tame, et x(f) on korrektselt defineeritud iga f € Hom(grN, r(Hom(sMg, sP))) korral. Olgu
kujutus f: M x N — P selline, et

p(m,n) = f(n)(m),

kus m € M jan € N. Naitame, et 3 on R-tasakaalustatud. Olgu m,m’ € M ja n,n’ € N.
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Siis

B(m+m',n) = f(n)(m+m') = f(n)(m) + f(n)(m') = B(m,n) + B(m’, n),
Bm,n+n') = f(n+n')(m) = (f(n) + f(n)(m) = f(n)(m) + f(n')(m)
B(m,n) + B(m,n'),

sest f ja f(n) on osaliste vasakpoolsete moodulite homomorfismid. Kui niiiid € R on selline,
et korrutis rn eksisteerib (korrutis mr eksisteerib iga m € M korral niikuinii, sest gMp on

globaalne bimoodul), siis leidub ka rf(n), kusjuures rf(n) = f(rn) ja

B(mr,n) = f(n)(mr) = (rf(n))(m) = f(rn)(m) = g(m,rn).

Seega 3 on R-tasakaalustatud kujutus ja jérelikult lemma 4.6 pohjal on 3 : M ®p N — P,

mis on defineeritud vordusega

o o
B <Z mi ® nk) = flm)(my),
k=1 k=1

Abeli riithmade homomorfism. Paneme téhele, et x(f) = 3, seega x(f) on korrektselt defi-
neeritud. Néitame, et x on korrektselt defineeritud. Selleks néitame, et x(f) séilitab osalist

vasakpoolset S-toimet. Olgu s € S ja v = Zi;l mg ® ng. Siis

K =
x(f)(sv) = x(f) (8277% ®nk> =x(f) (Z(Smk ®nk> Zf ny)(smy)

k=1

k* k*
:Z (ng) (my) —st ng)(me) = sx( )<ka®nk>=8><(f)(l/),

k=1 k=1

kusjuures vordus (e) kehtib tédnu sellele, et osalise vasakpoolse mooduli gP jaoks kehtib tin-
gimus (M5') ja seetottu korrutis SZZ; f(ng)(my) tldse eksisteerib. Niisiis on kujutus yx

korrektselt defineeritud.

Néitame niitid, et y on bijektiivne. Olgu fi, fo € Hom(gN, p(Hom(sMp, sP))) sellised, et

X(f1) = x(f2). Siis muu hulgas iga m € M jan € N korral

fi(n)(m) = x(f1)(m @ n) = x(f2)(m @n) = fa(n)(m).

Et fi(n)(m) = fa(n)(m) iga m € M korral, siis fi1(n) = fa(n) ning et viimane vordus kehtib

iga n € N korral, siis fi = fo. Seega on x injektiivne.
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Viimaks néitame, et x on siirjektiivne. Olgu g € Hom(g(M ®p N), sP) ja olgu kujutus
f:rN — gr(Hom(sMp, sP)) selline, et

f(n)(m) = g(m @ n)

igam € M, n € N puhul. Kuna g on osaliste vasakpoolsete S-moodulite homomorfism, siis

igane€ N, m,m' € M jas e S korral

fn)(m +m') = g((m+m')@n) = glm@n+m'@n) =g(man)+g(m' @n)
= f(n)(m) + f(n)(m),

f(n)(sm) = g((sm) ©n) = g(s(m @ n)).
Paneme téhele, et kuna korrutis s(m ® n) leidub, siis leidub ka sg(m ® n) ja
g9(s(m ®@n)) = sg(m @ n) = sf(n)(m).

Jarelikult on f(n) : sMpr — sP osaliste vasakpoolsete S-moodulite homomorfism. Niiiid kui

n,n’ € N jam € M, siis

fin+nYm)=gme n+n)=gmen+men)=gmen)+gmen)

= f(n)(m) + f(n')(m).
Olgu r € R selline, et korrutis rn eksisteerib. Siis
frn)(m) = g(m @ rn) = g(mr @ n) = f(n)(mr) = (rf(n))(m),

kusjuures kujutus rf(n) on defineeritud, sest Mp on globaalne moodul ja seetottu mr ek-
sitseerib iga m € M korral. Seega on ka f osaliste vasakpoolsete R-moodulite homomorfism

ehk f € Hom(gN, r(Hom(sMp, sP))). Paneme téhele, et iga ZZ:I my@ng € M QprN korral

x(f) (ka ® nk) =Y flu)(me) =Y g(mp@ny) =g (Z mi @ nk) :
k=1 k=1 k=1 k=1

See tédhendab, et x(f) = g ja jarelikult x on siirjektiivne. O

Niiiid oleme valmis toestama magistritoé pohiteoreemi tensorfunktori ja hom-funktori ad-

junktsiooni kohta.
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Teoreem 5.4. Olgu R ja S ringid ning sMpg globaalne bimoodul. Siis on tensorfunktor
M @g _ : RPMod — sPMod’ hom-funktori Hom(sMpg, ) : sPMod’ — rPMod vasakpoolne

kaasfunktor.

Toestus. Olgu sMp globaalne bimoodul. Ténu lausele 4.7 on iga kN € Ob(grPMod) korral
s(M ®pg N) globaalne vasakpoolne S-moodul, muu hulgas rahuldab ta tingimust (M5). See

lubab meil vaadelda funktorit M @z : gRPMod — gPMod’. Vaatleme homomorfismide peret

€ = (N,P) NeOb(rPMod) * Hom(r__, r(Hom(s Mg, _))) = Hom(s(M ®r _),s_),
PEeOb(sPMod")

kus iga gIN € Ob(gPMod) ja P € Ob(sPMod’) korral £ p = x, kus x on defineeritud lauses
5.3. Me teame, et £ iga komponent on bijektsioon. Jaab toestada, et £ on loomulik teisendus nii
N kui P suhtes. Fikseerime g N, gN’ € Ob(gPMod), sP € Ob(sPMod’), f € Hom(gN, gN’)

ja néitame, et diagramm

3%
rN Hom(gN, r(Hom(s Mg, sP))) ——— Hom(s(M @ N), sP)
f _of __o(idm ®f)
Ent
RN’ Hom(zN', p(Hom(sMp, sP))) ———"— Hom(s(M &g N'), sP)

kommuteerub. Olgu ¢ € Hom(rN', r(Hom(s Mg, 5P))), 22;1 my ®ng € M ®r N ning x’

osalistele moodulitele g N’, g P ja globaalsele moodulile gMpg vastav bijektsioon lausest 5.3.

Siis
(En,po( (Z my, ® nk) (En,p(( (Z mg ® nk)
= (Enplpo f (ka®nk>
) (Z my ® nk)

o
=> (pof Zw mi)
k=1

ja

(Lo (idpy®f)) o &nv p) (Z mg & nk) =(_o(idu®f))(En.p <Z my ® nk>
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= (Enr,p(p) o (idy ®)) (Z my & nk)

Jarelikult £ on loomulik esimese muutuja suhtes. Naitame, et £ on loomulik ka teise muutuja

suhtes. Olgu lisaks P’ € Ob(sPMod’) ja g € Hom(gP, sP’). Niitame, et diagramm

sP Hom (N, g(Hom(s Mg, s P)) — X Hom(s(M ®g N), sP)
g ‘/(go)o ‘/go
EN,p!

P’ Hom(rN, p(Hom(sMpg, sP"))) Hom(s(M ®@g N), sP’)

kommuteerub. Votame ¢ € Hom(gr N, r(Hom(sMpg, sP))) ja Zg;l mr®ng € M Qg N. Olgu
X" on osalistele moodulitele g N, P’ ja globaalsele moodulile Mg vastav bijektsioon lausest

5.3. Siis
((go_)oénp)(¥ (ka®nk> = ((go_) Enp(¥ (ka@)nk)
(gox(¥ <Z my @ nk>

i)

k*
=9 (Z ¢(nk)(’mk)>
k=1

ja

k* o
(Enpro((go_)o )W) (Z my & nk) =énp((go_) o) (Z mg & nk)

k=1 k=1

h
—'((go_)o¥) (Z m @nk)

k=1
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k=1
-
=3 (g0 ) (w(n))(my)
k=1
kx
= "(g 0 ¥(ni))(m)
k=1
-
=3 g(w () (i)
k=1
.
=g ank)(mk))
k=1

Jarelikult £ on loomulik ka teise muutuja suhtes. Niisiis on £ loomulik isomorfism. Ilmselt ka

pere

¢ = ((€n.p) ") NeOb(sPMod) : Hom(s(M ®g _),s_) = Hom(r_, r(Hom(s Mg, _)))
PEOb(sPMod)

on loomulik isomorfism, mistottu kehtib adjunktsioon M ®r _ - Hom(sMpg,_ ). O
Iga ringi saab vaadelda (bi)moodulina iile iseenda. Seega saame teha eelmisest teoreemist
jargmise huvipakkuva jarelduse.

Jareldus 5.5. Olgu R ring. Tensorfunktor RR ®r _: RPMod — grPMod’ on kovariantse

hom-funktori Hom(gRpg, _): RPMod" — rPMod vasakpoolne kaasfunktor.

Et iga (osaline) moodul on Abeli rithm, siis kehtib adjunktsioon teoreemist 5.4 ka funktorite
M ®p _ : RPMod — Ab ja Hom(Mp,_ ) : Ab — rPMod korral. Mérgime éra, et kui N on

Abeli rithm, siis osaline R-toime Abeli rithmal Hom(Mpg, N) on sama, mis lauses 5.2.

Jareldus 5.6. Olgu R ring. Iga Mp € Ob(Modg), rRN € Ob(gPMod) ja P € Ob(Ab) korral

on kujutus
x : Hom(g N, r(Hom(Mg, P))) — Hom(M ®@p N, P),
k* k*
x(f) (Z my ® nk) = > fnw) (my)
k=1 k=1
byjektitvne.

Jareldus 5.7. Olgu R ring ning Mg globaalne parempoolne R-moodul. Siis on tensorfunktor

M ®pr __ : RPMod — Ab hom-funktori Hom(Mpg,_) : Ab — rPMod vasakpoolne kaasfunktor.
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