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1. FUNKTSIONAALNE SOLTUVUS.
1.1. JAAVAD JA MUUTUVAD SUURUSED.

Iga ndhtuse uurimisel kohtume kaht erinevat liiki suurustega.
Uhtedel neist on antud ndhtuse puhul ainult iiks vdartus, kuna

. teistel on neid védartusi enam kui iiks.

Ndide 1. Auto soitmisel mé6da maanteed on néiteks koorma
kaal ikka 3 tonni ja autos soitvate inimeste arv 2, kuna aga bensiini
hulk paagis jédrjest vdheneb, soidu kiirus kord suureneb, kord
vdaheneb ning ldbitud tee pikkus kogu aeg suureneb.

Néadide2. Vee keemisel kolvis on vee temperatuur ikka 100° C,
vee hulk kolvis aga jdrjest vdheneb.

Suurust, millel on antud ndhtuse puhul ainult iitks véartus,
nimetatakse selle ndhtuse puhul jidvaks suuruseks ehk kons-
tandiks, kuna suurust, millel on antid nadhtuse puhul enam
kui iiks védadrtus, nimetatakse muutuvaks suuruseks.

Missugused suurused ndidetes 1 ja 2 on jddvad ja missugused
muutuvad?

Nédide 3. Vordhaarse kolmnurga tipu C liikumisel piki kor-
gussirget (joon. 1) on kolmnurga aluse AB pikkus ja kolmnurga

A B Joon. 1.



sisenurkade summa jddvad suurused (AB=28 cm ja a+p+y=
=180°). Kolmnurga korgus, kiilgede BC ja AC pikkused, koigi nur-
kade suurused, kolmnurga iimbermoot ja pindala on aga vaadel-
daval juhul muutuvad suurused. Siinjuures voime tdhele panna, et
need muutuvad suurused on niiviisi iiksteisega seotud, et {the muu-
tuva suuruse vaartuse andmisega on koigi teiste muutuvate suu-
ruste véddrtused méaratud. Toepoolest, kui votame korguseks
2,9 cm, siis on liikuva tipu C asukohaks punkt C’ ja mootmise voi
arvutamise teel saab leida, et ~

a=B=64o, ’Y=52°’ AC’=BC’=3,2 cm jne.

Niisamuti saame korguse iga antud véddrtuse puhul leida teiste
muutuvate suuruste vastavad vaartused.

ULESANDEID.

1. Ringi diameetrile toetuva kolmnurga tipp liigub piki ring-
joont (joon. 2). Missugused suurused osutuvad siin jddvaiks
ja missugused muutuvaiks? :
Leia koigi muutuvate suuruste védértused, kui kiilje AC pikku-
seks votta 3,4 cm.

C c c

A B A B B'

Joon. 2. Joon. 3.

2. Kolmnurga tipp B liigub piki alussirget AB (joon. 3). Mis-
sugused suurused osutuvad siin jddvaiks ja missugused muu-
tuvaiks?

Leia koigi muutuvate suuruste vdartused, kui aluse AB pikku-
seks votta 3,7 cm.

3. Kolmnurga aluse vastastipp liigub piki alusega paralleelset
sirget (joon. 4). Missugused suurused osutuvad siin jaddvaiks
ja missugused muutuvaiks?
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A B Joon. 4.

Leia koigi muutuvate suuruste v‘éiértused, kui nurga £ZCAB
suuruseks votta 32°. :

4. Niitest 3 ja iilesannetest 1—3 ilmneb, et suurus, mis iihe
kiisimusseade puhul on muutuv, voib teise kiisimusseade
puhul osutuda jdavaks.

Nimeta selliseid suurusi nende néidete juures, mis on seotud
joonistega 1—4.

Missugused suurused on koigi nende nédidete juures muu-
tuvad? :

Missugused suurused on koigi nende néidete juures jddvad?
Nimeta suurusi, mis osutuvad alati jdavaiks.

1.2. FUNKTSIONAALNE SOLTUVUS.

Kui iihe muutuva suuruse igale vaartusele vastab teise muu-
tuva suuruse iiks kindel vadartus, siis viimast suurust nime-
tatakse esimese suuruse funktsiooniks.

Funktsiooni nimetatakse ka séltuvaks muutujaks ja suurust,
millest soltub funktsioon, nimetatakse soltumatuks muutujaks ehk
argumendiks. Seejuures nimetatakse argumendi véirtuste hulka
funktsiooni madramispiirkonnaks ja funktsiooni védartuste hulka
funktsiooni muutumispiirkonnaks.

Naites 3 (lk. 3) vaatlesime kolmnurga haara korguse funkt-
.sioonina. Selle funktsiooni. mddramispiirkonnaks ja samuti funkt-
siooni muutumispiirkonnaks on koigi positiivsete arvude hulk.

Samas néites vaatlesime ka sisenurki korguse funktsiooni-
dena. Mddramispiirkonnaks on nende funktsioonide puhul samuti
koigi positiivsete arvude hulk, kuid muutumispiirkonnaks on nur-
kade a ja B puhul nurgad 0°-st kuni 90°-ni, nurga y puhul nurgad
180°-st kuni 0°-ni.



Missugune suurus on argumendiks ja missugused suurused
on selle funktsioonideks iilesannetes 1—3 (lk. 4)? Méaéira iga iiles-
ande puhul funktsiooni maddramispiirkond ja vaadeldud funktsioo-
nide muutumispiirkond!

Seost kahe muutuva suuruse vahel, kus {ihe suuruse igale
véddrtusele vastab teise suuruse iiks kindel védartus, nimetatakse
funktsionaalseks soltuvuseks. Niisuguses soltuvuses on niiteks

ruudu pindala ja kiilje pikkus,

ringjoone pikkus ja tema raadiuse pikkus,

ldbitud tee pikkus ja liikumise aeg (kui liikumise Riirus on
konstantne),

elektrivoolu tugevus ja vooluahela takistus (jadva pinge
puhul) jne.

Suurustevahelise soltuvuse all moistame edaspidi ikka funkt-
sionaalset soltuvust, kuigi seda moistet kasutatakse monikord
laiemas tdhenduses. Toome moned néited, kus sona «soltub» esi-
neb laiemas tdhenduses.

Inimese raskus soltub tema pikkusest,

koolis saadud hinne soltub oppimiseks kulutatud ajast,

sillast iilekdijate arv soltub kellaajast,

pesu kuivamise aeg soltub tuule tugevusest jne.

. Nende nédidete puhul ei méddra {ihe suuruse véartus soltuva
suuruse vaartust. Néiteks, kui on teada, et keegi on 160 cm pikk,
siis ei saa kindlalt Gelda, et tema raskus on nditeks 60 kg; ei kehti
ka seaduspérasust, et kui kodus oppimiseks kulutab opilane néi-
teks 1 tunni, siis saab hinde 3, ja kui kolm tundi, siis hinde 5 jne.

Seega pole mitte koik suurustevahelised soltuvused funktsio-
naalsed. :

ULESANDEID.

5. Nimeta jddvaid ja muutuvaid suurusi ithenduses
a) spordivoistlusega,
b) koolitunniga,
c¢) kinoseansiga.

6. Nimeta suurusi, mis on funktsionaalses soltuvuses
a) ruudu kiiljega,
b) ringi raadiusega.
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1.3. FUNKTSIOONI ESITUSVIISID. —

Funktsioon on antud, kui on teada tema méaaramispiirkond ja
eeskiri, mille jargi toimub antud argumendi védartustele vastavate
funktsiooni véartuste leidmine.

1.3.1. FUNKTSIOONI ANALUUTILINE ESITUSVIIS.

Funktsioon on esitatud analiiiitiliselt, kui eeskiri funktsiooni
viirtuste leidmiseks on antud matemaatilise avaldise kujul.

Olgu antud matemaatilised avaldised

1 1.« 754+

QX; tan X, m, ;2_—4

jne.
voi ka
ax+b; ax2+bx+c, kus a, b ja ¢ on konstandid.

Kui neis avaldistes esinevat tahte x vaadelda argumendi tahi-
sena, siis need avaldised on funktsioonideks, sest muutuva suuruse
x igale vadrtusele vastab avaldise iiks kindel vdartus. Nende funkt-
sioonide méadramispiirkonna (kui see pole antud) moodustavad

need x vaidrtused, mille korral on funktsiooni vaartus arvutatav.
Niiteks funktsiooni ;5;:2 méadramispiirkonda kuuluvad koik arvud,
valja arvatud —2 ja 2. Miks?

Lo sde. 2x—3
x—=2" x2—9° x24+2x-3

Leia funktsioonide = maaramis-

piirkond!
Matemaatilise avaldise lithemaks iileskirjutamiseks kasuta-

takse sageli uut tahte. Nditeks voib téhistada avaldist ax+b, kus a
ja b on konstandid, tdhega y, s. t.

y=ax+b.

Niitid voime Oelda, et tahega y tdhistatud suurus on muutuva suu-
ruse x funktsioon. Téhistades avaldise mingi tdhega, saame valemi.
Sageli kasutataksegi funktsiooni analiiiitilise esitusena valemit.
Naiteks

12 5
y=2x; s=%—; r=cos u jne.



1.3.2. FUNKTSIOONI TABELILINE ESITUS.

Nédide 1. Uhel poisil oli kodus uksepiidale margitud igal
stinnipdeval tema pikkus. Mootes need pikkused saame koostada
jargmise tabeli, kus vanus aastates on tahistatud tdhega v ja pik-
kus sentimeetrites tdhega p.

v 1 o B e ! s 8'9 10 11.12 13‘14 ISI

5|6

157

75 85‘ 93| 97 ‘ 103| llll 121 125
|

P 128 130 135‘ 140 1451151

Siin vastab poisi igale vanusele tema kindel pikkus, seega on
siin pikkus vanuse funktsioon. Kuigi tabelis on esitatud poisi
pikkus ainult tema siinnipdevadel, on teada, et poisi vanuse muutu-
mine ja kasvamine toimuvad pidevalt. Seega on vaadeldava funkt-
siooni mdédramispiirkonnaks koik arvud 1-st kuni 15-ni ja muutu-
mispiirkonnaks koik arvud 75-st kuni 157-ni.

Nédide 2. Terasvarda vastupidavus tombele soltub terases
sisalduvast siisiniku hulgast. Jargmises tabelis seisab esimeses
reas terase siisinikusisaldus s protsentides, teises reas — maksi-
maalne koorem k tonnides, mida suudab kanda terasvarras, mille
ldbiloige on 1 cm?.

Sbc |
S 0,14 ‘ 0,46 ’ 0,57 ’ 0,66 l 0,78 ‘ 0,80 ! 0,87 | 0,96 i
; |

| | | |
k 4,36!| 5,271 5,51} 6,20\ 6,39] 7,11I 7,14 | 819

Missugune suurus on siin argumendiks, missugune funktsioo-
niks? Leia selle funktsiooni mddramispiirkond ja muutumispiirkond.

Iga tabel, milles on antud argumendi védirtused ja neile vas-
tavad funktsiooni viairtused, esitab funktsionaalset soltuvust.

Nii naiteks esitab tabel

x|—2 —1f0\l

w
no
[—
___o e
-

|
y’4

funktsiooni y soltuvust argumendist x.
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Uldiselt, kui argumendi x vairtuseks on Xy, xo, X3, ..., X, ja
neile vastavaiks funktsiooni y vaartusteks yi, ys, Y3, ..., Yn, siis
funktsiooni y vaartuste tabel ndeb vélja jargmine:

Xn

Y3 Yn

Olgu funktsioon antud analiiitiliselt, s. t. avaldisena. Andes
niiid argumendile erinevaid véartusi tema méaédramispiirkonnast,
saame koostada funktsiooni vdértuste tabeli. Olenevalt sellest, mis-
sugused vaartused valime argumendile, voime koostada antud
funktsioonile viga mitmesuguseid vdartuste tabeleid.

Nditeks olgu antud funktsioon y= 5‘:—; . Vottes argumendi
vdartuseks 0, 1, 2, ..., 6, saame tabeli
X ' 0 } 1 ‘ 2 . 3 4 ' 5 6
S0 e e R T
R R e

Andes aga argumendile vaartused —5, —3, —1, 0, 2, 4, saame
tabeli

e re ) )
X ” -5 1 -3 i —1 | 0 2 4
| | !
5—x 5 2 3 5 3 1
3412 14 3 2 3 7 19

Leia antud tabelite pohjal funktsiooni y=35+;;2,— muutumis-
piirkond, kui tema méiramispiirkonnaks on kaik arvud 0-st kuni
6-ni.

Leia sama valemiga antud funktsiooni muutumispiirkond, kui
tema méddramispiirkonnaks on arvud —5-st kuni 4-ni.



1.3.3. FUNKTSIOONI GRAAFILINE ESITUS.

Joonisel 5 on esitatud 30 km pikkuse suusaraja skeem. Sel-
lelt jooniselt on voimalik védlja lugeda iga rajapunkti korgust
(meetrites) {ile merepinna mistahes kaugusel (kilomeetrites)
stardikohast. Et siin igale kauguse véirtusele, mis on kujutatud
x-teljel, vastab {iks kindel korgus, mis on kujutatud y-teljel, sijs
on voistlusraja korgus iile merepinna stardikohast arvatud kauguse
funktsioon. Selle funktsiooni madramispiirkonnaks on arvud O0-st
kuni 30-ni ja funktsiooni muutumispiirkonnaks arvud 50-st kuni
350-ni. :

Joonisel 6 on esitatud allveelaeva korgusmootja poolt joo-
nestatud graafik allveelaeva sukeldumise perioodil. Siin saab

0 il 10 P g 2 2 ¥
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y-teljelt vdlja lugeda allveelaeva siigavuse (meetrites) alla mere-
pinna, mis vastavad x-teljel margitud ajamomentidele.

Missugune suurus on siin argumendiks ja missugune on
funktsiooniks? Leia selle funktsiooni méddramispiirkond ja muutu-
mispiirkond!

Joonisel 7 on esitatud koordinaatteljestikes mitmesuguseid
koveraid. Ka need esitavad muutuvate suuruste x ja y vahelist
funktsionaalset soltuvust, sest igale x védrtusele saab jooniselt
moota vastava y vaartuse. ~ 2

Tee iga seal esitatud funktsiooni puhul kindlaks tema mééra-
mispiirkond ja muutumispiirkond.

Funktsiooni graafiliseks esituseks on niisugune joon koordi-
naatteljestikus, kus igale abstsissi vddrtusele vastab ainult
iiks ordinaadi vaartus.

1
0
—

Ay Yy
/\ \
1
0

Joon. 7.

Kui funktsiooni avaldis on antud, siis saame koostada tema
védidrtuste tabeli. Vaadeldes tabeli arvupaare tasapinna punktide
koordinaatidena ja iihendades need punktid sujuva koveraga,
saame selle funktsiooni graafiku. :

Olgu funktsiooni analiiiitiliseks esituseks naiteks

y=x3—3x.

Funktsiooni graafiku saamiseks nditeks vahemikus —3<x <3
koostame jargmise tabeli: -

11



HEEEDEOE

BEERDEDE

Selle pohjal saame joonisel 8 kujutatud graafiku.
Mida tdpsema graafiku tahame saada, seda tihedamalt tuleb
tabeli koostamisel anda argumendile védartusi.

Tutvusime funktsiooni avaldise, tabeli ja graafikuga. Esime-
sel juhul on funktsiooni vdartused leitavad arvutamise teel, teisel
juhul tabelist lugemise teel ning kolmandal juhul ]oomselt moot-
mise teel.

Et nii tabel kiuii graafik annavad meile o
funktsiooni vaartusi ainult piiratud ulatuses, 15 -
siis tuleb nimetatud kolmest funktsiooni esi-
tusviisist lugeda koige tédielikumaks analiiiiti-
list esitust, s. t. avaldist v6i vastavat valemit.
10
'ULESANDEID.
7. Esita jargmiste suuruste vahelme soltu-
vus analiiiitiliselt: 51
a) ringjoone pikkus ja ringi raadius;
b) vordkiilgse kolmnurga pindala ja /
kiilje pikkus; 1 X

c) korrapdrase kuusnurga iimbermoot [ 0
ja apoteem;

d) kera pindala ja kera suurringi pind-
ala; -5
e) antud ruumalaga silindri korgus ja
pohja raadius.

8. Esita ruudu {imbermoodu i ja ruudu ~104
kiilje pikkuse a vaheline soltuvus ana-
liiitiliselt. Koosta {imbermoodu vaar-
tuste tabel, kui kiilje pikkuseks on 1;

; 10. ~15-

Joon. 8.
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9. Esita vordkiilgse kolmnurga pindala S ja kiilje pikkuse a
vaheline soltuvus analiiiitiliselt. Koosta pindala vééartuste
tabel, kui kiilje pikkuseks on 1; 1,5; 2; 2,5; ...: 5.

- 10. Esita jalakédijate poolt ldbitud tee pikkuse s ja kdimiseks

kulutatud aja ¢ vaheline soltuvus analiiiitiliselt. Koosta tee

pikkuse tabel, kui on teada, et jalakiija kiis iihtlaselt 5,2 5,’?

ja kui f vaartuseks on 1; 2; 3; ... 6.
11. Jargnevas tabelis on kustunud funktsioonide 3x—5; ;,%;
x2—2; i%’; ; 3—2x; x243x; %; %avaldisedja osa nende

funktsioonide vaartustest. Joonesta see tabel endale vihikusse.
Leia nédhtavaks jdanud viirtuste jargi, missuguse antud
funktsiooni vaartused on igas reas ning seejdrel ka funkt-
siooni puuduvad véartused.

Argumendi viirtused
Funktsiconi avaldis
-1 -3
3 -3
1 1
bl o i &
-2 1
—1 -1
1
. 5
4
gt ]
5
-2 -2

12. Koosta funktsiooni %__%ti védartuste tabel, kui argumendi

vadrtuseks on:
a) 0y 173 A

13



13.

14.

15.

*a8

17.

18.

19.

20.

21,

22,

b) —4; —3; —2; —1I.

5, st el 2 Ep
C) _37 _11 _5’ g: 1, 3
Koosta funktsiooni
vaartuseks on:
a)-0;1;0,2:-0.37 0.47-05.
b)" 0,11:-0:12:+0:43; 20,14

& 9 g% 4
€) —z; —7:0; 75 =

2x2+1 3 4
4):1 vaartuste tabel, kui argumendi

Leia joonisel 7 toodud graafikutest mootmise teel argumendi
vaartustele —2, —1, 0, 1 ja 2 vastavad funktsioonide vaar-
tused.

Koosta alljargnevate funktsioonide vaartuste tabel, kui argu-
mendi vaartuseksion 1: 1,5:2;2,5:°3;: 3.5; 4:

1) y=5x—3 4) y=—2x2+3x
Sk 5 =x3_9x2
9) y= xzx ) y=x3—2x
2
3) y=2+x

Joonesta iilesandes 15 antud funktsioonide graafikud saadud
tabelite jargi.

Too 3 ndidet funktsiooni tabelilise esituse kohta ja kolm
ndidet funktsiooni graafilise esituse kohta.

] %, kit >0

iooni y= fik.
Joonesta funktsiooni y L 0, kui $ <0 graafi

Rt e ilan St s
Joonesta funktsiooni y= { % Tl it graafik.

4—x, kui x<—1

G- ety Taeeall,

Joonesta funktsiooni y= {

Joonesta funktsiooni y=x—2 graafik, kui funktsiooni mééra-
mispiirkonnaks on arvude hulk (—3)-st kuni 4-ni. Missugune
on selle funktsiooni muutumispiirkond?

Joonesta funktsiooni y=x2+1 graafik, kui funktsiooni maéra-
mispiirkonnaks on arvude hulk (—3)-st kuni 2-ni. Missugune
on selle funktsiooni muutumispiirkond?

14



23. Joonesta funktsiooni y= (x| graafik, kui maaramlspnrkonnaks
on arvude hulk (—2)-st kum 3-ni.

24. Joonesta funktsiooni y= m graafik, kui méiéiramispiirkonriaks
on arvude hulk (—4)-st kuni 5-ni, vdlja arvatud arv null.

25. Joonesta funktsiooni y=x+ x| graafik, kui maaramispiirkon-
naks on arvude hulk (—3)-st kuni 3-ni. Missugune on selle
funktsiooni muutumispiirkond?

26. Joonesta funktsiooniy=% x|+ x graafik, kui mééramiépiir-'
konnaks on arvude hulk (—2)-st kuni 2-ni. Missugune on
selle funktsiooni muutumispiirkond?

1.4. JOONE VORRAND.

Olgu . antud mingi funktsiooni, nditeks y=x3—3x, graafik
(joon. 8). Kui sellel joonel votta mingi punkt, néditeks (1; —2), siis
selle koordinaadid rahuldavad seost y=x®—3x, sest vastasel juhul
poleks graalik digesti joonestatud (voi punkti koordinaadid pole
jooniselt oigesti leitud).

Umberpoordull, kui mingi punkti koordinaadid x ja y rahul-
davad iilalantud seost, siis graafik 1dbib seda punkti, nagu selgub

*igunktsmon. graafiku saamisviisist. Lithidaii: funktsiooni y=x®—3x
graafik libib kaiki neid ja ainult neid punkte (x; y), mille koordi-
naadid rahuldavad antud seost. Seetottu nimetatakse seost y=
=x3—3x joonisel 8 graafikuna saadud joone vorrandiks. Selles
vorrandis x ja y tdhendavad jocne suvalise punkti (x; y) koor-
dinaate. Niisiis,

joone vorrandiks nimetatakse seost joone suvalise punkti

koordinaatide x ja y vahel.

Joone vorrandi definitsioonist jéreldub jdrgmine punkti
joonel asetsemise tunnus:

antud punkt asetseb antud joonel siis ja ainult siis, kui punkti
koordinaadid rahuldavad joone vorrandit.

Leia kolm punkti, mille koordinaadid rahuldavad vorrandit
y=x*—3x, ja kolm punkti, mille koordmaadld seda vorrandit ei
rahulda.

15



g Et vorrandis voib liikmeid iihelt vorrandi poolelt kanda teisele
poolele ja korrutada koiki liikmeid ithe ja sama nullist erineva
arvuga, siis voime antud joone vorrandile saada mitmeid eri kuju-
sid. Nii on joonisel 8 esitatud joone vorrandiks ka naiteks
y—x3+3x=0 voi 2y—2x3= —6x. Niisuguste teisenduste abil saa-
dud vbrrandeid rahuidavad needsamad arvupaarid, mis esialgset
vorranditki. Me iitleme, et nende teisenduste abil saame antud vor-
randiga samavddrsed vorrandid. Niisiis, samavéarsetele
vorranditele vastab koordinaatteljestikus {iks ja seesama joon.

1.5. JOONE VORRANDI NAITEID.

1.5.1. RINGJOONE VORRAND.

Ulesanne. Leida vorrand ringjoonele, mille keskpunkt on
koordinaatide alguses ja mille raadius on r (joon. 9).

Et ringjoon on antud punktist antud kaugusel iihes ja samas
tasapinnas asetsevate punktide hulk, siis, nagu ndeme jooniselt 9,
on ringjoone suvalise punkti P(x; y) koordinaadid seotud raadiu-
sega jargmise vorduse abil:

(missuguse teoreemi y

O RTINS Tes
|"er " | pohjal?).

Saadud vorrand on ringjoone vorrand.

(1
SR

Niiteks kui ringjoone keskpunkt asetseb koordinaatide algu-
ses ja raadius on 7, siis on selle ringjoone vorrandiks

X2+ y?=49.

Kui pikk on ringjoone x?+y?>=121 raadius?
Avaldades ringjoone vorrandist y, saame

y=i\/r2—x2’

s. t. ringjoon, mille keskpunkt on koordinaatide alguspunktis,
esitab kahe funktsiooni -
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y=vri—x* ja y=—vVri—x

graafikuid.

Ulalpool x-telge asuv poolringjoon on funktsioqni y=\r2—x?
graafikuks ja allpool x-telge asuv poolringjoon funktsiooni y=
= —\/r2—x? graafikuks.

1.5.2. KOORDINAATTELGEDEVAHELISE NURGA POOLITAJA
VORRAND.

Ulesanne. Leida vorrand sirgele, mis poolitab koordi-
naattelgedevahelised nurgad I ja III vorrandis (joon. 10).

Et nurgapoolitaja iga punkt asetseb nurga haaradest vord-
setel kaugustel, siis on vaadeldava sirge suvalise punkti (x; y)
abstsiss ja ordinaat vordsed:

3

Joon. 10.

‘mis on koordinaattelgedevahelisi nurki I ja III veerandis poolitava

sirge vorrand.
Seega on koordinaattelgedevahelise I ja III veerand1 nurga

poolitaja funktsiooni y=x graafikuks.

153. x-TELJEGA PARALLEELSETE SIRGETE VORRANDID.

Ulesanne. Leida vorrandid sirgetele, mis on paralleelsed
x-teljega ja asetsevad temast a ithiku kaugusel (joon. 11).

Sirge, mille koik punktid asetsevad antud sirgest samal kau-
gusel, on antud sirgega paralléelne sirge.

2 Matemaatika IX kl. 17



Seega on meid huvitavatest sirgetest iihel koigi punktide ordi-
naadid vordsed a-ga, teisel —a-ga. See tosiasi lubabki nende sir-
géte vorrandeid esitada kujul

Sy e ¥
Y=axa y—=4a, y=0
a
3 X
Joon. 11. = i

kus y tdhendab vaadeldava joone suvalise punkti ordinaati. Teiselt
poolt on saadud vordused vaadeldavad valemitena, s. t. nad esita-
vad mingi funktsiooni analiiiitilist eeskirja. Eeskiri y=a ei sisalda
argumenti, kuid selle eeskirja saab kirjutada kujul y=0-x+a, mis
néitab, et argumendi iga védartuse puhul on funktsiooni véar-
tus a.

Seega on x-teljega paralleelne sirge konstandi graafikuks.

1.54. ALGUSPUNKTI LABIVA SIRGJOONE VORRAND.

Vaatleme sirgjoont, mis ldbib koordinaatide alguspunkti
O(0; 0) ja veel” P(x1; y1) (joon. 12). Selle sirge suvaline
punkt olgu M(x; y). Loik PQ on punkti P ordinaatloik ja 16ik MN
punkti M ordinaatloik. Tekkinud kolmnurgad ONM ja OQP on sar-
nased;  #*

AONM~AOQP (miks?).

Nende vastavad kiiljed on vordelised:

NM _ on
QP00
ehk
g e
V1 Xy’



millest

gy
X1
Tahistades antud punkti koordinaatide suhte 2 —1 tahega a, s. t. y’
=a, saame alguspunkti ldbiva sirgjoone vorrandi kujul

R

-Néiteks kui sirgjoon ldbib alguspunkti ja veel punkti (3 12)

siis tema vorrand on Y= l—2x ehk y=4x.

1.5.5. SIRGJOONE VORRAND TELGLOIKUDES.

Oletame, et on antud sirgjoone kaks punkti oma koordinaati-
dega. Nende punktidega maératud sirgjoone vorrandi leidmiseks
tuleb leida seos selle sirgjoone suvalise punkti koordinaatide x ja
y vahel, kasutades antud punktide koordinaate.

Olgu sirgjoont médravateks punktideks 16ikepunktid koordi-
naattelgedega, s. o. punktid A(p; 0) ja B(0; ¢), kus p A0 ja
g 7 0 (joon. 13). Sama sirgjoone suvaliseks punktiks olgu P(x; y).
Ulesandeks on leida vorrand, mis seob arvud p ja ¢ sirgjoone suva-
lise punkti P koordinaatidega x ja y.

Jooniselt ndeme, et

AOBA ~ ACPA (miks?)

ja seega
gt
OB:= OA:

X 0

Joon. 12. Joon. 13.



Et CP=y: OB=q; CA=p—%ja OA=p. siis
y _ p—x '

q P
ehk

mis ongi antud sirgjoone vorrandiks. Et arvud p ja ¢ niitavad,
kuspool ja kui kaugel koordinaatide alguspunktist sirgjoon l6ikab
koordinaattelgi, siis nimetatakse saadud vorrandit ka sirgjoone
vorrandiks telgldikudes. ’

Néiteks on sirgjoone %+ %=1 telgloikudeks 2 ja 3, s. t. et

sirgjoon loikab x-telge paremal pool alguspunkti 2 ithiku kaugusel
ja y-telge iilalpool alguspunkti 3 {thiku kaugusel.

Millistes punktides 16ikab koordinaattelgi sirgjoon _ié-i- %:
=17

Missugune on koordinaattelgi punktides (4; 0) ja (0; —6) 10i-
kava sirgjoone vorrand?

ULESANDEID.

27. a) Kas punkt P(—1; 0) asetseb joonel, mille vérrandiks on
y=xt—x2?

b) Kas punktid P(0; 5), Q(—2; 3) ja R(1; 1,5) asetsevad joo-
nel, mille vorrandiks on 2x2—3xy+y—5=0?

¢) Kas joon x¥2+4y?—2(x+y) —6=0 labib punkti (2; —1)?
28. Missugused jargnevatest joontest ldbivad koordinaatide

alguspunkti:
a) x2(2x+y) —3y2(x+5) =4 ) 7+ % =1
b). (x24+y2%)2—2(x—y) =6x3 d) 3x—4y=0?

29. a) Leia vorrand y-teljega paralleelsele sirgele.
b) Leia vorrand koordinaattelgedevahelise II ja IV veerandi
nurga poolitajale.

¢) Avalda koordinaattelgede vorrandid.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

Leia jargmistest vorranditest ringjoone raadius:
a) x24y>=25 b) x®2+y?=0,81

¢) X24y7= 1o d) 2x2+27=288

Leia eelmises iilesandes antud ringjoonte pikkused ja vas-
tavate ringide pindalad. ;

Niita, et kui ringjoone keskpunkti koordinaadid on a ja b
ning raadius r, siis ringjoone vorrandiks on

(x—a)2+ (y—b)2=r2

Tuleta vorrand ringjoonele, mille raadius on 2 ja kesk-
punkt asub punktis:

a) A(1;4),b):B(~2; 3), c) C(=23; —4,1).

Esita vorrand sirgjoonele, mille 16ikepunktid koordinaattelge-
dega A ja B on antud:

a) A(5; 0) B(0; 2)
b) A(2; 0) B(0; 4)
c) A(-3; 0) B(0; —1)

d) A(—2,5; 0) B(0; 1,5)

Leia punktid, kus alljargnevad sirgjooned l6ikavad koordi-
naattelgi:

) F4F=l O F Tl &) xty=
b) ;+% =1 d) 2x+3y=1 f) —2x—5y=3

Joonesta need sirgjoonedl

¥

B (x53,)

MC(X:Q) |
/{ _l& X Joon. 14.
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36.

37.

38.

39.

40.

Missuguste funktsioonide graafikuid esitavad {ilesande 34
lahendamisel leitud sirgjooned?

Ndita, et kui sirgjoon ldbib punkte A (xi; y,) ja B(x2; y2), siis

esitub tema vorrand kujul ;;__—);'l— i Zz;_yy’—l.Se]leks leia jooni-
selt 14 sarnased kolmnurgad ja esita vastavate kiilgede vor-

delisus koordinaatide kaudu.

KORDAMISULESANDEID.

Kolmnurga ABC tipp A liigub piki kiiljega AB ristuvat ja
punkti A ldbivat sirgjoont. Missugused suurused osutuvad
siin muutuvaiks? Nimeta suurus, millest soltuvad need muu-
tuvad suurused:

Leia jargmiste muutuvate suuruste paaride hulgast need,
mis on funktsionaalses soltuvuses:

a) fihtlasel liikumisel etteantud aja- litkumise kiirus
vahemiku véltel keha poolt ldbitud
tee pikkus

b) auto kiirus paagis olev ben-
siini hulk
rongi kaal
allveelaeva
vus

ristkiiliku alus

c) rongi liikumiskiirus

d) veerohk allveelaevale stiga-

e) antud korgusega ristkiiliku pindala

f) ohu hulk antud klassiruumis

g) saapatalla paksus

h) vaskjuhtme pikkus

i) vabalt langeva keha poolt ldbitud
tee pikkus

j) soidupileti hind

k) ostjate arv kaupluses
1) toa temperatuur

klassi opilaste arv
kaidud tee pikkus
temperatuur
langemise aeg

soidetava tee pik-
kus

kellaaeg

ahju kiitmise kes-
tus

Esita alljargnevad funktsioonid tabeliliselt ja graafiliselt:

1

a) y=2x*—-3x+1; b) y=175:
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41.

42,
43.

44.

45.

.

Esita funktsioon graafiliselt, kui tema tabeliline esitus on:

x]—2’012’4’6‘8‘ ;
y 2 1'0'—2'—1'0
b)

x '—15‘ —1l—05 0'—0,5 1|15

Leia sirgjoonte x= —2 ja x=>5 vaheline kaugus.

a) Leia vorrand sirgjoonele, mis asub sirgjoontest y=—4 ja
y=2 vordsel kaugusel.

b) Leia vorrand sirgjoonele, mis asub sirgjoontest x=—5 ja
x=—1 vordsel kaugusel.

c) Leia vorrand sirgjoonele, mis asub sirgjoonest x=—3
kaks korda kaugemal kui sirgjoonest x=—1.

d) Leia vorrand sirgjoonele, mis asub sirgjoonele y=>5 kolm
korda ldhemal kui sirgjoonele y=1.

Kirjuta ringjoone vorrand, kui ringjoone keskpuﬁkt on koor-
dinaatide alguses ja

a) raadius on 1,5; b) raadius on 2;
¢) ringjoone pikkus on 6; d) ringjoone pikkus on 2,4:
e) ringi pindala on 14; f) ringi pindala on 5,22.

On antud joonte vorrandid:

x=3; y=—2; x2+y’>=4; y=x;, y=— §x+2

ja punktid:

A(1; 1); B(0; —2); C(3; 0); D(0; 0); E(VZ: V).

Leia, missugustel antud joontest need punktid asetsevad.
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46.

47.

48.

49.

50.
51.

Leia jargmiste avaldiste védartused:

3 3
(1521 oy 148§) :0,3

a) 0,2
5 25
1725+ 170513-+ 3%
b)
0,8-0,25
RSB
%S i
R e

Ja e g
(312+ 4,375) : 19 .
i : el 3
d) 1g5:27+2,7:135+ (04:25)- (42— 155)
.92 s 3 7 157
e) (10.2g £75: 10) : (4—0—5(—) -0,25+ o0
Védvelhape sisaldab 64;—?% hapnikku, kaks korda vdhem
vaavlit, tilejddnud osa moodustab vesinik.-Kui palju saadakse
vddvelhapet ja kui palju on selleks vaja vaavlit ja hapnikku,
kui vesinikku voetakse 5 kg?
Vabrikus to6tab 2100 inimest, kusjuures meeste arv moodus-
tab 759% naiste arvust. Pérast seda, kui tooliste iildarv suu-
renes 249 vorra, jdi tehasesse mehi 1% korda rohkem kui
naisi. Mitme vorra suurenes meeste arv?
Hein kaotab koristamise ajal 60% oma esialgsest kaalust;
10% iilejddanud kaalust kaotab ta aga kuivas kohas seismisel.

Leida, kui suur hulk heina saadakse 125 a suuruselt maatii-
kilt, kui {ihelt aariit saadakse 250 kg toorest heina.

Kumb on suurem, kas a% arvust p voi p% arvust a?

Lihtsustada jdrgmised avaldised:

a2—b2  ad—ps
a) a—b  a—b?

X y(x—y)?
b) Rry2 Ayt

E 2 : (1 §x+x2)
c) ax—2a%2 . x2+x—2ax—2a 3+x

2a 1 3x—6
d) a_24>4}é5+2x2+6x—ax—3a'(x+ x—2 )
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52. Lahendada jargmised vorrandid:

ax—b , bx+a  a’+b?
4 Fth Each e

x—b—c x—c—a , x—a—b

b ARt Erim i
Ly - ._“1_ =

<) R T T =R

d) x+m ax am b2x

a+b (a+b)2  a*—b® ad—ab’+ab—b°



2. LINEAARFUNKTSIOON.
2.1. LINEAARFUNKTSIOON JA SELLE POHIOMADUS.

Eelmises peatiikis ndgime, et koige tdielikumalt esitab funkt-
siooni matemaatiline avaldis. Seepédrast kasutamegi edaspidi
funktsioonide defineerimiseks matemaatilist avaldist.

’Lineaarfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni, mida esitab
avaldis ax+b, kus a ja b on antud arvud (a = 0).

Tahistades funktsiooni tdhega y, saame lineaarfunktsiooni
kujul y=ax+b. Kui b=0, siis saame lineaarfunktsiooni erijuhu
y=ax, mida nimetatakse vordeliseks s6ltuvuseks.

Vaatleme lineaarfunktsiooni —3x+2 jargmist vaédrtuste tabe-
lit:

s —3‘~1 2[ 3% 8

-7 | =22

—3x+2 11 ’ 5 —4

Nimetame argumendi kahe vdartuse vahet argumendi muu-
duks ja tdhistame seda siimboliga Ax. Funktsiooni kahe vaar-
tuse vahet nimetame funktsiooni muuduks ja tdhistame siimbo-
liga Ay.

Leides {ilaltoodud tabelis argumendi korvutiseisvate vaar-
tuste vahe ja neile vastavate funktsioonide védédrtuste vahe, saame
jargmise muutude tabeli:




Sellest tabelist ilmneb, et funktsiooni ja argumendi muudud on vor-
delised:

B e T s
TR e R R W N R e T 3

Toestame, et see vordelisus tuleb ilmsiks koikide lineaar-
funktsioonide juures. :

Teame, et kui argumendi vdartuseks on x, siis funktsiooni
vaartuseks on ax+b. Kui niiiid argument muutub Ax vorra, s. t. kui
argumendi vddrtuseks on x+ Ax, siis saame {unktsiooni vdartuseks
a(x+Ax) +b. Funktsiooni muudu Ay leidmiseks tuleb viimasest
vadrtusest lahutada funktsiooni esialgne véartus, s. t.

Ay=a(x+Ax) +b— (ax+0b)

ja siit
Ay=ax+a-Ax+b—ax—b
ehk
Ay=a - Ax,
5.t el

lineaarfunktsiooni muut on vordeline argumendi muuduga,
kusjuures vordeteguriks on funktsiooni avaldises esinev argu-
mendi kordaja. ;

Seda omadust nimetatakse lineaarfunktsiooni pohi-
omaduseks. ;

i Kui Ax=1, siis saame toestatud omadusest, et Ay=a, s. t. et
lineaarfunktsiooni avaldises argumendi kordaja nditab, kui palju
muutub funktsiooni vaadrtus, kui argumendi védirtus kasvab iihe
ithiku vorra.

Seetottu nimetatakse lineaarfunktsiooni ax+b avaldises esi-
nevat konstanti a selle funktsiooni muutumise kiiruseks. Konstanti
b nimetatakse aga funktsiooni algvdirtuseks, sest ta vastab argu-
mendi vdartusele 0: kui x=0, siis ax+b=b.

Kui a>0, siis x kasvades ka ax+b kasvab, ja kui a<0, siis x
kasvades ax-+b kahaneb.

Lineaarfunktsiooni nimetatakse kasvavaks, kui a>0, ja
kahanevaks, kui a<0.

Naiteks on funktsioon 2x—5 kasvav, aga funktsioon —3x+1 kaha-
nev.
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53.

54.

55.

ULESANDEID.

Missugused jargmistest  funktsioonidest on lineaarfunkt-
sioonid:

a) 3—5x ¢) x(3—5x) art

3 —b5x
%

b) 2(3—5x) d) (3—5x)2 ) ?

Missugused jargmistest funktsioonidest on kasvavad ja mis-
sugused kahanevad 2

a) 3x—3 c) 4x+1 e —%-}-%x
b) —5x—2 d) —15x+16 f) 2,5—0,16x?

Kui suur on jargmiste funktsioonide muutumise kiirus ja kui
suur on nende algvaéartus:

a) 3x—5 c) 8—x e) =2x
B) —3x47 d) 3+2x s

2.2. LINEAARFUNKTSIOONI GRAAFIK.

2.2.1. SIRGJOON 'KUI LINEAARFUNKTSIOONI GRAAFIK.

VIII klassis kogesime ndidete varal, et lineaarfunktsiooni y=

=ax+0b graafikuks on sirgjoon. Toestame niiiid selle véite.

Toestuseks nditame, et seos

y=ax+b,

kus a 7 0 ja b 7~ 0, on sirgjoone vorrand. Selleks teisendame antud
vorrandit jargmiselt:

—ax+y=b;

®

i
M
b 1.

S
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Teame (vi. lk. 20), et saadud vorrand esitab sirgjoont,
mille telgloigud on

b
p=-=—ja g=b.

Jarelikult, kui lineaarfunktsiooni y=ax+b korral a0 ja
b #0, siis on selle lineaarfunktsiooni graafikuks sirgjoon, mille

telgloigud on —7:- ja b. .

Kui 6=0, siis on lineaarfunktsiooni graafikuks alguspunkti
labiv sirge y=ax (vt. 1k. 19).
Seega,

lineaarfunktsiooni graafikuks on sirgjoon, mis l6ikab méole-
mat koordinaattelge.

2.2:2. SIRGJOONE TOUS JA ALGORDINAAT.

Lineaarfunktsioon y=ax+b on oma muutumiskiirusega ja
algvadrtusega iitheselt mddratud. Toepoolest igale a ja b
vadrtuspaarile vastab ainult iiks lineaarfunktsioon. Nditeks, kui
a=2 ja b= —3, siis on lineaarfunktsiooni avaldiseks 2x—3. Oeldust
jareldub, et vorrandiga y=ax+b on sirgjoon iiheselt méaratud.
Konstandid a ja b peavad madidrama selle sirgjoone asendi koordi-
naatteljestikus. Seamegi niiiid eesméargiks selgitada konstantide a
ja b geomeetriline tahendus.

Konstandi b geomeetrilist tahendust on kerge nédha: kui x=
=0, siis y=>b, s. t. (joon. 15)

lineaarfunktsiooni algvédartus b vordub sirgjoone ja y-telje
1oikepunkti ordinaadiga, selle sirgjoone nn. algordinaadiga.

Y

(0,b)

Joon. 15.
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Niiiid voime kohe Gelda, et sirgjooned
y=2x+3, YE=2Xo 0 B R e g0
l6ikavad y-telge vastavalt punktides

(0; 3) (0; —3) (0; 0).

Funktsiooni muutumise kiiruse a geomeetrilise tdhenduse sel-
gitamiseks ldhtume tosiasjast, et lineaarfunktsiooni pohiomaduse
kohaselt

Ay
¥ o

Piistitatud iilesanne on tdidetud, kui leiame jagatise ,2—:‘; geo-
meetrilise tdhenduse.

Valime sirgjoonel y=ax+b punkti A(x;; y,). Muutugu
abstsiss positiivse Ax vorra, siis ordinaadi muut Ay voib olla kas
positiivne (joon. 16) voi negatiivne (joon. 17). Tekkinud téis-
nurksetes kolmnurkades ABC on teravnurk a x-teije positiivse
suuna ja sirgjoone vaheline nurk. Seda nurka nimetatakse sirg-
joone sihinurgaks, kusjuures see nurk loetakse positiivseks, kui
Ax>0 puhul ka Ay>0 (joon. 16), ja negatiivseks, kui Ax>0 korral
on Ay<O0 (joon. 17). Seega teravnurk o« on vahemikust
—90°<a<90° kus a#0.

Kui a=0° siis on sirgjoon risti y-teljega (joon. 18), ja
kui a«=90° siis on sirgjoon risti x-teljega (joon. 19), kuid
need sirged pole lineaarfunktsiooni graafikuteks.

Kui a on positiivne teravnurk (0<a<90°), siis nimetatakse

/ 0| x, Xp+dx X

Joon. 16. Joon: 17
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¥ 8
a=0 2-90°
2\
0 X 0 x
Joon. 18. Joon. 19.

sirgjoont tousvaks, ja kui @ on negatiivne teravnurk (—90°'<
<a<0°)), siis nimetatakse sirgjoont langevaks.

Téisnurksest kolmnurgast ABC (joon. 16 ja 17) avaldame
teravnurga a tangensi:

Ay x

tana= 17 =a.

Sirgjoone sihinurga tangensit nimetatakse selle sirgjoone
tousuks. Tousva sirgjoone puhul on tous positiivne, kuid langeva
sirgjoone puhul negatiivne, sest siis on Ax>0 ja Ay<0. Nditeks,

kui sihinurk a=45° siis tan a=1,

kui aga sihinurk a= —45°, siis tan a=—1.
Uldiselt
tan (—a) = —tanq,
kus
0°<a<90°.

Seega olemegi leidnud vastuse piistitatud iilesandele:

lineaarfunktsiooni muutumise kiirus a on vordne selle funkt-
siooni graafikuks oleva sirgjoone tousuga.

Sirgjoone y=ax+b asend koordinaatteljestikus on seega
médratud tousuga a ja algordinaadiga b. Olgu antud sirgjoon y=
=2x—3. Selle sirgjoone tous on 2 ja algordinaat on —3. Sirgjoone
joonestamiseks nende andmete pohjal konstrueerime punkti
(0; —3) juures tdisnurkse kolmnurga kaatetitega 1 ja 2 G =2)
nii, nagu ndidatud joonisel 20. Selle kolmnurga teravnurk ongi
antud sirge sihinurk. Joonisel 21 on konstrueeritud sirgjoon y=

= —%x-{—l tema tousu ja algordinaadi jérgi.
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56.

57.

58.

59.

ULESANDEID.

Leia nurkade

Joon. 21.

30°, 60° 450°, —30°, —60° ja —45°

tangens.

VIII klassis. kasutusel olevate tabelite abil leia

tan 35° tan (—16°); tan (—76°);
tan 8°; tan (—32°%); tan (—88°);
tan 62° tan (—48°); tan (—50°);
tan 75° tan (—64°); tan (—80°).

VIII klassis kasutusel olevate tabelite abil leia x, kui

a) tanx=-0,213
b) tanx=—0,727

~¢) tan x=1,66

d)-tahii=373

e) tan x=0,466
f) tan x=—-5,14.
g) tanx=—143

h) tanx=—0,052

Mooda jooniselt nurga suurus ja leia selle tangens, kui
nurga iiheks haaraks on x-telje positiivne pool ja teiseks
haaraks alguspunktist 1ahtuv antud punkti labiv kiir. Antud

punktiks on:
a) A(2; 1)
b) B(—3; 3)
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c) C(g; g)

a) D5 12)

e) E(7,6; 12,3)
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60, Tee kindlaks, missugused jdrgnevatest lausetest on oiged,
missugused valed:

a) funktsiooni y=2x+6 graafik on tousev sirge;
b) funktsiooni y=3x—1 graafik on langev sirge;
c) fupktsiooni y=—>5x+3 graafik on tousev sirge;

d) funktsiooni y= %x—% graafik on langev sirge.
61. Leia sirgjoone vorrand, kui

a) tous on 4 ja algordinaat on 4;
b) tous on —1 ja algordinaat on 12;
c¢) tous on 2,3 ja algordinaat on —0,7;

d) tous on —; ja algordinaat on —g;
e) sihinurk on 45° ja algordinaat on 6;

f) sihinurk on 60° ja algordinaat on —4;
g) sihinurk on—30° ja algordinaat on 2;

. h) sihinurk on —60° ja algordinaat on 0;
i) sihinurk on 33° ja algordinaat on 3,3;
j) sihinurk on 66° ja algordinaat on —6,6;
k) sihinurk on —25° ja algordinaat on 1;
1) sihinurk on —70° ja algordinaat on 7.

62. Joonesta sirgjooned etteantud tousu ja algordinaadi jargi

a) tous on 3 ja algordinaat on 1;
b) tous on —2 ja algordinaat on —1;

c) tous on g ja algordinaat on 2;
d) tous on —513- ja algordinaat on- 0.

63. Joonesta sirgjooned nende vorrandis antud suuruste jargi:

a) y=3x—2 NS5+ =1
b) y=—%x%3 Q) E+¥——1
¢) y=—3r—3 h) 5 —y=—1
e) —’25+%=l

64. Esita koordinaatide alguspunkti 1abiva sirgjoone vorrand, kui
sirgjoon ldbib antud punkti:
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a) A(2; 4) c) C (4; —4)
b) B(—3; 4) d) D(=5; —4)

Kui suur on nende sirgjoonte tous?

2.3. LINEAARFUNKTSIOONI UURIMINE.
2.3.1. LINEAARFUNKTSIOONI NULLKOHT.

Funktsiooni nullkohaks nimetatakse seda argumendi vddr-
tust, mille puhul funktsiooni vdadrtus on 0.

Seega leiame lineaarfunktsiooni

y=ax+b
nullkoha, kui lahendame vorrandi

ax+b=0.

Lahendades saame

X=—

2
a

Graafikul vastab lineaarfunktsiooni nullkohale sirge y=ax+
+b ja x-telje I6ikepunkt, s. o. punkt, mille abstsiss x=— _--

a) Kui ajabon samade mirkidega, s. t. kui

a>0 ja b>0 voi a<0 ja b<0,
siis lineaarfunktsiooni nullkoht x=— —Z on negatiivne

(joon. 22).
b) Kuia jabon erinevate markidega, s, t. kui

a<0
b<0
: X

\ Joon. 22.

a>0 ja b<0 voi a<0 ja b>0,
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' d

Joon. 23.
siis  lineaarfunktsiooni nullkoht x= —% on positiivne
(joon. 23). :

¢) Kui b=0, siis ka x=— %=0, s. t. lineaarfunktsiooni null-

kohakson koordinaatide alguspunkt.

3*

65.

66.

67.

68.

ULESANDEID.

Missuguse mérgiga on jargmiste funktsioonide nulikohad:

1) y=—2x+1 4) y=—0462x+ o5

9) y=3x—3 5) y= oo x—2,56
o Tesar] iz

3) y=1e-1 6) y=x+5

Teisendades vorrandid sobivale kujule, tee kindlaks, mis-

suguse margiga on saadavate lineaarfunktsioonide nullkohad,
ja seejérel leia need nullkohad:

1) 4x—6y+3=0 3) 1o x— % y+1=0
2) 21x+46y—100=0 4) —8,43x+9,34y+0,105=0
Leia jargmiste funktsioonide nullkohad:
1) y=3x—2 3) —3x+0,6y— 2 =0
2) y=532x+10,64 1) §x— §y+52=0
Lahenda jdrgmised vorrandid: v
1 5—x 18—5x

a) 9x+6=10(9— ;) d) 322 = -

x x 327 x-FI7
b) 3 + 5 =8 e) 2— - A

¢) 0,36x—3,4=0,3(0,4x—1,2)
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2.3.2. LINEAARFUNKTSIOONI POSITHVSUS- JA NEGATIIVSUS-
PIIRKOND. ;

Olgu antud 2 niisugust lineaarfunktsiooni, et {ihe graafikuks
oleks tousev, teise graalikuks langev sirge.

Nullkohast paremal on tousev sirge iilalpool x-telge, s. t.
funktsiooni vdértused on seal positiivsed. Nullkohast vasakul on
see sirge aga allpool x-telge ja funktsiooni vdédrtused on seal nega-
tiivsed. Langeva sirge puhul on vastupidi.

Olgu antud néiteks funktsioonid y=4x+2 ja y=—3x+6.

Neist esimese graafikuks on tousev sirge (joon. 24), teise
graafikuks langev sirge (joon. 25). Et esimese funktsiooni nullko-

haks on x= —% ja teise funktsiooni nullkohaks x=2, siis

1

4x+2>0, kui x> — %, ja 4x+2<0, kui x<—3;

—3x+6>0, kui x<2, ja —3x+6<0, kui x>2.

Funktsiooni positiivsuspiirkonnaks nimetatakse argumendi
nende vddrtuste hulka, milledele vastavad funktsiooni vadrtused on
positiivsed. .

N[ =

y“ﬁxq

Joon. 24, Joon. 25.

Funktsiooni negatiivsuspiirkonnaks nimetatakse argumendi
nende vddrtuste hulka, milledele vastavad funktsiooni vidrtused on
negatiivsed.

Nii on funktsiooni 4x+2 positiivsuspiirkonnaks x>—% ja

negatiivsuspiirkonnaks x<—% ning funktsiooni —3x+6 positiiv-
suspiirkonnaks x<2 ja negatiivsuspiirkonnaks x>2.
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69.

70.

ULESANDEID.

Leia jargmiste funktsioonide positiivsus- ja negatiivsuspiir-
konnad: :

a) y=3x—5 ¢) y=—4dx—1 ¢) y=sx—3

b) y=2x+7  d) y=—x+3 ) y=—sx+3

Leia jdrgmiste funktsioonide nullkoht ning positiivsus- ja
negatiivsuspiirkonnad: d
a) y=x—2 d) y=—3x-5 g) y=4;—,x

b) y=5x+1 e) y=3x+3  h) y=—3z

¢) y=—2x+3  f) y=—0,4x—0,1

2.4. LINEAARNE VORRATUS.

24.1. LINEAARSE VORRATUSE MOISTE. ’

Leida antud funktsiooni ax+b positiivsuspiirkond tdhendab

leida need x vdértused, mille puhul ax+5>0.

Leida antud funktsiooni ax-+b& negatiivsuspiirkond tdhendab

leida need x védéartused, mille puhul ax+b6<0.

Kirjutusi ax+b>0 ja ax+b<0 nimetatakse lineaarseteks

vorratusteks.

Niisiis, selle asemel, et Gelda:
leida funktsiooni ax+b positiivsuspiirkond,

voib oelda:

lahendada vorratus ax+b5>0.

2.4.2. VORRATUSTE OMADUSED.

Olgu a ja b kaks arvu, mille kohta on teada, et
a>b. '
See tdhendab, et arvule a vastav punkt on arvteljel arvule b

vastavast punktist paremal (joon. 26).
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—_— ——— c>0
C ¢
D+C b a+«c a Joon. 26.
) oy e s e c<0

1° Kui liita vorratuse mélema poolega iiks ja sama arv, nii-
teks ¢, mis voib olla kas positiivne voi negatiivne, siis saame
samapidise vorratuse, s. t.

kui a>b, siis ka a+c>b-+c.

Selle omaduse kehtivus selgub jooniselt 26.
Too arvulisi néiteid!

2° Kui korrutada vorratuse molemat poolt iithe ja sama posi-
tiivse arvuga, siis saame samapidise vorratuse, s. t.

kui a>b ja m>0, siis am>bm.

Too arvulisi néiteid!
§elle omaduse toestamiseks kasutame omadust I°. Liidame
vorratuse a>b molema poolega —b, siis saame

a—b>0.

Et arv (a—b) on positiivne ja ka m on positiivne, siis on ka
nende korrutis positiivne, s. t.

(a—b)m>0
ehk
am—bm>0.
Liites vorratuse molema poolega bm, saamegi

am>bm.

3° Kui korrutada vorratuse mélemaid pooli ithe ja sama nega-
tiilvse arvuga, siis saame vastupidise vorratuse, s. t.

kui a>b ja n<0, siis an<bn.'
Too arvulisi néiteid!

Toestamiseks lahutame vorratuse a>b molemast poolest &
(ehk liidame —b), saame

a—b>0.
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Et n on negatiivne ja et negatiivse ja positiivse arvu korrutis
on negatiivne, siis

(a—0b)n<0,
millest
an—bn<Q. :

Liites vorratuse molema poolega bn, saamegi
an<bn.

2.43. LINEAARSE VORRATUSE LAHENDAMINE,

Eelmises paragrahvis késitletud vorratuse omadused kehtivad
ka tundmatut sisaldava vorratuse korral, sest iga tundmatut sisal-
dav vorratus muutub arvvorratuseks, kui anname tundmatule mingi
niisuguse arvulise véddrtuse, mis seda vorratust rahuldab. Nii
saame antud vorratust

ax+5b>0
lahendada jargmiselt:

1) liidame vorratuse molema poolega —b, saame

ax>—b;

2) korrutame vorratuse molemaid pooli %-ga:

kui a>0, saame x>—%,

kui a<0, saame x<—§.

Vorratuste lahendamisel tugineme seega jdrgmistele oma-
dustele:

1. Vorratuse liikmeid voib iile kanda vorratuse iihelt poolelt

teisele, muutes selle liikme ees oleva mirgi vastupidiseks.

2. Vorratuse molemaid pooli voib korrutada iihe ja sama

arvuga: kui see arv on positiivne, jdab vorratuse mirk

muutmata, kui see arv on negatiivne, tuleb vorratuse mark

muuta vastupidiseks.

Niditeid.

1. Lahendada vorratus:

3x—12<0.
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Viies —12 vorratuse teisele poolele, saame

3x<12.

Jagades 3-ga, saame

x<4.

Tulemuse osaliseks kontrollimiseks votame mone arvulise

vaartuse, mis rahuldab tingimust x<4, néiteks 1 ja :li Asetame
need védrtused algvorratusse. Saame —9<0 ja —11<0, mis on
oiged. .-Tuleb muidugi silmas pidada, et niisugune kontroll pole
taielik.

2. Lahendada vorratus:

7—x 3+4x
e —3< R 4,

Korrutame vorratuse molemad pooled 10-ga, saame
35—5x—30<6+48x—40.

Koondame ning kanname tuntud liikmed iihele, tundmatud
teisele poolele:

5—5x<8x—34;

—5x—8x< —34-5;

—13x'<—39;

Jagades —13-ga, saame
-39

x> "1—3'

ehk
x>3.

Tulemuse osaliseks kontrollimiseks asetame algvorratusse x
asemele néiteks arvud 4 ja 10. Saame — g<— % ja = g<—2§’ , mis
on oiged.

Toedud néidetest ilmneb, et vorratuse lahendiks on
vddrtuste hulk, mis rahuldab saadud tingimust. Nii on esi-
mese ndite puhul vorratuse lahendiks koik need arvud, mis on

vidiksemad kui 4, teise ndite puhul on vorratuse lahendiks koik
need arvud, mis on suuremad kui 3.
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£h

72.

73.

74.

ULESANDEID.

Lahenda jargmised vorratused:

1) 5(x-2)—-9<11

2) 8(10—x)>5(x+3)

3) 5(z+1)+6(2+2)<9(2+3)

4) 8(3y—1)>30+9(5y—11) —2(7—-2y)
Lahenda vorratused:

1) x-1< ZH

12—x _ 26—x
-7

2) x+ 9
3) 2 — (v— T =) <36

x+10 16x b R 7x 6 3(x—-'3)

L s >* 5 34
Lahenda jargmised vorratused:
1) x+%+5 <l

2) &
5 B T T B R e e
4) T+ <x—2

x+2 2x—3 __x+3

o S E 3

<0

Lahenda jargmised vorratused:
1) 3(x—1) 2x2—5 o ga 3(x6—3)

23 —Xx 44+x

2) ";' = B

9 o3 )0

4) +2x+6(x— 5 —g) <450000

—

x—1 2§x

)] oo %
6100
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2.44. LINEAARSE UHE TUNDMATUGA VORRATUSESUSTEEMI
LAHENDAMINE.

Olgu antud kaks iihe tundmatuga vorratust ja néutagu leida
selle tundmatu niisugused védirtused, mis rahuldaksid molemat
antud vorratust. Niisugust {ilesannet nimetatakse vorratusesiistee-
miks ja tdhistatakse loogelise suluga vorratuse ees nagu vorrandi-
siisteemigi. Néiteks on

5 4—2x>0 b) { 2x—3>0 o {6—3x<0
1+3x<0 x—7<0 —2—2x>0

vorratusesiisteemid.

Lahendades neis vorratusesiisteemides eraldi kummagi vorra-
tuse, teisenduvad need jdrgmisteks lihtsateks vorratusesiisteemi-

deks:
x==2 x> 1.5 XY
o SR Y |
x<—§ p o2l x<—1

Joonisel 27 on kujutatud arvteljel neid siisteeme rahuldavate
vadrtuste piirkonnad. Nédeme, et siisteemi a) molema vorratuse
lahenditel on ﬂhine osa. Sinna kuuluvad koik need arvud, mis on

vdiksemad kui — ;. Samuti on siisteemi b) molema vorratuse
lahenditel iihine osa Sinna kuuluvad koik need arvud, mis on suu-
remad kui 1,5 ja vdiksemad kui 7. Siisteemi c) vorratuste lahenditel
aga puudub ithine osa, s. t. ei leidu arve, mis rahuldaksid selle
siisteemi molemat vorratust. Me {itleme, et siisteemidel a) ja b)
on lahend olemas. Selleks on vastavalt

x<—3 ja 15<x<7,

siisteemil ¢) aga lahend puudub.

a b
sy N ( \
-1 10 =% 2 0 A5 7
3 ~
Cc
_ﬂ f———_

e S 2 Joon. 27.
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Selgita, missugust tingimust peavad rahuldama arvud a ja b,
et vorratusesiisteemil

x<a
x=b

puuduks lahend.
Missugusel juhul on vorratusesiisteemi

x>a
x>b

lahendiks x>a?

ULESANDEID.

75. Lahenda jiargmised vorratusesiisteemid:

1) 2—3x>0 9) 2—3x<0 5) 5x+2>0
2x+1>0 2x+1<0 —3x+4<0

3 2—3x>0 1) 2—-3x<0

)] 2x+1<0 2%+ 10,

76. Lahenda jdrgmised vorratusesiisteemid:

p) [55—03v<45r+2 o) f2(10-7x) <28
0,1x—0,1<0,15x=5,1 5x— (2x—T)>11

FtE>u ‘i’—;—3+"“4< h gt
= 2l is 5 +6
o B —X X
o+ zx>38 = £> 2
3x+2 5x—8 > 3(2x+1) i'"_l__2
) ! 18 % 36 Cp
26x—51 _ 2(1—3%) 20x— (10—3x).
52 G e 156

77. Teades, et kahe teguri korrutis on positiivne, kui molemad
tegurid on samamaérgilised, ja negatiivne, kui molemad tegu-
rid on erimérgilised, lahenda jargmised iilesanded, taandades
need vorratusesiisteemi lahendamisele:

1) (x=3) (x+4)>0 3) (x )(3x—-) <0
2) (x+2) (x+5) <0 4) (2x—0,42) (3x—2,31)>0
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78. Lahenda jargmised vorratused, lahutades eelnevalt vasaku
poole tegureiks:

1) x24x-2<0 6) 5y2—7y+2<0
2) x2+42x—3<0 7) 3a2—34a+11>0
3) 15—8x+x2>0 8) 156%2+38b+11<0
4) 15—2x—x2<0 9) 2—x—6x2>0
5) 5x2—4x—1>0 10) 24+x—3x2<0

79. Teades, et murd on positiivne, kui lugeja ja nimetaja on

- samamdrgilised, ja negatiivne, kui lugeja ja nimetaja on

erimdrgilised, lahenda jargmised iilesanded, taandades need
vorratusesiisteemi lahendamisele:

=¥ —3x+6)? -9
1) =3 <0 g SV 50 1) 3
2) 2t 5o 5) ot3 >, 8) 5% <1
—3x—7 —3x+5 1
3) (Sx—j‘re); <0 6) —— <2 9) <2

80. Kahekohalise arvu kiimneliste number on dheliste numb-
rist 1 vorra suurem. Leia see arv, teades, et ta on suurem kui
77 ja vdiksem kui 96.

81. Kui antud kahekohalise arvuga liita pool temast, siis saame
128-st suurema, kuid 130-st vdiksema arvu. Leia see arv.

2.4,5. ABSOLUUTVAARTUST SISALDAVAD VORRATUSED.

Teame, et |a']=a, kui >0, ja |a|=—a, kui a<0.

Niide 1. Lahendada vorratus: 1x|<2. Seda vorratust rahul-
davad koik need positiivsed ja negatiivsed arvud, mille absoluut-
vaartus on védiksem kui 2 (joon. 28). Seega need arvud, mis rahul-
davad tingimust —2<x<2.

-24x42
-+ A

o 4 0 2 Joon. 28.

Nédide 2. Lahendada vorratus: |x—1|<2. Niiiid kehtivad
avaldise x—1 kohta samad tingimused, mis eelmises niites x
kohta, s. t.

—2<x—1<2.
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See on vorratusesiisteem, milles vorratuste iiks pool on iiks
ja seesama, s. t.

x—1<2

xX—1>-—2.
Siit

x<3

x>—1.

Seega on siisteemi lahendiks x vdartuste hulk, mis rahuldab
tingimust —1<x<3.

Selle {ilesande voime lahendada ka lihtsamalt. Liidame kahe-
kordse vorratuse

—2<x—1<2
iga poolega arvu 1, saame

—1<x<3.

x+2
1-2x

Niaide 3. Lahendada v6rratus'| ’<2. Selle vorratuse

voime asendada vorratusesiisteemiga

x+2
1—2x

ol
x+2
ool
Esimese vorratuse lahendiks on vaartuste piirkonnad x<0 ja x>%

ning teise vorratuse lahendiks vdartuste piirkonnad x< % ja x> %»

Antud vorratuse lahendiks on siisteemi vorratuste lahendite iihine
osa (joon. 29), s. t.

x<0 ja x> 3.

..'_0 ’72 -
e ————
—
12 i x Joon. 29.
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Nédide 4. Lahendada vorratus |x|>3. Seda vorratust rahul- '
davad koik positiivsed arvud, mis on suuremad kui 3, ja koik
negatiivsed arvud, mis on vidiksemad kui —3 (joon. 30), s. t.

x>3 jax< =3,

x<-3 x>3

% ) H Joon. 30.

Nédide 5. Lahendada vorratus I2x—5\>3. Niiiid kehtivad
avaldise 2x—5 kohta samad tingimused, mis eelmises ndites x
kohta. Niisiis tuleb lahendada kaks iseseisvat vorratust

2x—5>3 ja 2x—5< —3.
Esimese vorratuse lahendiks on x>4 ja teise vorratuse lahendiks

x<1. Need molemad védirtuste piirkonnad on antud vorratuse
lahendiks.

ULESANDEID.

82. Lahenda jargmised vorratused:

a) |x+3|<2 c) |7x+5|<19
b) |x—5|<12 d) |13—2x|<5
83. Lahenda jargmised -vorratused: -
a) |¥+5[>4- 7 e {4x+9|>3
b) x—7{>87"" " d) |-8-5x>7

84. Lahenda j#rgmised vorratused:

x—4 4—x

a) |ﬁ <2 ©) |35z| >1
3x+5 3—2x

b) ]2_3x|<4 4 | =] >
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2.5. ARITMEETILINE PROGRESSIOON.

2.5.1. ARITMEETILISE PROGRESSIOONI MOISTE.

Argumendi naturaalarvulistele vdartustele 1, 2,3, ..., 1, ...
vastavate funktsiooni vdédrtuste hulka, mis on {iles kirjutatud argu-

mendi vdirtuste kasvavas jarjekorras, nimetatakse arvujadaks ehk
lihtsalt jadaks.

Nii saame lineaarfunktsioonist y=2x+3 jada
70 i onka i i e o

ORI 2 4 .
funktsioonist —zx+ 3 jada

2 2 g3 o4 :

§1Oy—§7-"r _§n+§,-"’ (2)
funktsioonist x? jada :

P2 o nk ‘ (3)

Arvujadas nimetatakse arve vastavalt jada esimeseks, teiseks,
kolmandaks jne. liilkmeks ning téhistatakse

a,, Qg, A3y ..., Qguy « ..
Nii on jadas (I)
=D =05 =9 e =23

Lineaarfunktsiooni y=ax+b vidirtustest saadud arvujada-
del on omadus, et iga jdrgnev arv erineb temale eelnevast iihe ja
sama kindla arvu a vorra, sest kui x muutub Ax=1 vorra, siis y
muutub Ay=a-Ax=a vorra. Sellise omadusega arvujadale on
antud eri nimetus — aritmeetiline progressioon. Seega

arvujada, milles teisest liikmest alates on iga arvu ja temale
eelneva arvu vahe jddv suurus, nimetatakse aritmeetiliseks
progressiooniks.

Seda jddvat suurust nimetatakse aritmeetilise progressiooni
vaheks ja tdhistatakse tdhega d (lad. k. differentia — vahe).

Toodud kolmest néitest on jadad (1) ja (2) seega aritmeeti-
lised progressioonid, kuna jada (3) seda ei ole.

winN

Niites (1) d=2 ja niites (2) d=—
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2.5.2. ARITMEETILISE PROGRESSIOONI ULDLIIKME VALEM.

Aritmeetilise progressiooni definitsiooni pdhjal on

Q-0 =0—Q= ... =Qp—0Qpq=...=d
ehk

a—ay=d; a3—as=d; ...; Qy—ap=d.

Siit

a2=al+d,

ay=ax+d,

.......... p

a,,-—a,,_l+d.

Nende vorduste vastavaid pooli liites saame
ataz+t ... +ap=a;+a+ ... +a,+(n—1)d.

Lahutades niiiid saadud vorduse molemast poolest summa as+as+
+ ...+40au, jouame nn. aritmeetilise progressiooni iildliikme
valemini

an=a,+(n—l)d

See valem seob nelja suurust: ay, d, n ja a,. Kui neist suurus-
test kolm on antud, siis saame iildliikme valemi abil neljanda
arvutada.

Naédide 1. Leida jada (1) 41. liige. Siin leiame, et a;=5, d=2,
n=41, Arvutada tuleb ay. Saadud valemi pohjal

a“=5+ (41 = 1) -2=285.

Nidide 2. On antud, et ag=—194 ja a;=1. Leida d.
Et

4 Gn=ay SHgS i

=7 » Siis d= ——— = —==—3.
ULESANDEID.

85. Esita jargmistest funktsioonidest saadavad arvujadad:

a) —2x+1; b) 2—x2; ¢) i—;: ; d) 3(14+%); e) %

Missugused saadud jadadest on aritmeetilised progres-
sioonid?
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86. Arvuta aritmeetilise progressiooni esimesed 10 liiget, kui
iildliikme valem on:

a) a,=—-3+2(n—1) d) a,=-10+12(n—1)
b) aa=—3+1 (n—1) e) a,=5—24(n—1)
c) a,.=0—% (n—1)

87. Avalda aritmeetilise progressiooni iildliilkme valemist a,

n, d.

88. Esita aritmeetilise progressiooni esimesed viis liiget, kui
a) a;=4 ja d=3; d) a;=13 ja as=13/4;
b) as=—4 ja d=2; e) a2=5§' ja a4=7%.

¢) as=—16 ja d=-3;

89. Leia jargmises tabelis puuduvad suurused:

a; d n An
15 -3 10
21 4 25
-9 11 21
-8 215 —-29
23 -5 —22
—16 3 20

90. Arvuta aritmeetilise progressiooni

a) 8. liige, kui a;=8,4 ja d=1,6;

b) 23. liige, kui a;5=72,5 ja d=—0,5;
c) 17. liige, kui ag=—17 ja d=2,2;

d) 36. liige, kui a=18,36 ja d= —1,56.

91.
Aritmeetilises progressioonis 3
on antud Leia
a) as=23 ja a; =43 a ja d
b) ag=19,4 ja a;5=24,3 a jad
c) a;=19 ja a;93=>55 n, kui an,=28

4 Matemaatika IX kl. 49



92. Vabalt langev keha langeb esimesel sekundil 4,9 m. Kui palju
langeb keha 16. sekundil, kui langemistee pikkus kasvab igas
sekundis 9,8 meetri vorra? Mitmendal sekundil langeb keha
249,9 m? :

93. Matkaja, kes kéib iga pdev 1,5 km vorra liihema tee kui eel-
misel pédeval, matkab 3. pdeval 16 km. Mitu kilomeetrit kiis
matkaja esimesel pédeval? '

94. Jalgrattur soidab esimesel tunnil 20 km, igal jairgneval tunnil
soidab ‘ta 0,8 km vdhem kui eelmisel. Mitu tundi soitis jalg-
rattur, kui viimasel tunnil soitis ta 16 km?

95. Paiguta arvude 12 ja 24 vahele 19 arvu nii, et need kdik koos
moodustaksid aritmeetilise progressiooni. Leia selle progres-
siooni vahe.

96. Arvude 7 ja 35 vahele paiguta 6 arvu nii, et need koos antud
arvudega moodustaksid aritmeetilise progressiooni.

97. Arvude a ja b vahele paiguta m arvu nii, et need koos antud
arvudega moodustaksid aritmeetilise progressiooni. Leia
selle progressiooni kolm ésimest liiget. ;

7

2.5.3. ARITMEETILISE PROGRESSIOONI ALGUSEST JA LOPUST
- VORDSETEL KAUGUSTEL SEISVATE LIIKMETE OMADUS.

Olgu vaja leida aritmeetilise progressiooni esimese n liikme
summa, s. 0. a1+ax+az+ ... +a, Kui progressiooni liikmete arv
on viike, siis on selle summa leidmine lihtne. Néiteks progres-
siooni —3, —1, 1, 3, 5 liikmete summaks on 5. Kui aga liikmete arv
on suur, siis on summa arvutamine kiillaltki aeganoudev. Sel juhul
kasutatakse vastavat valemit, mille tuletamisele asumegi.

. Eelkdige tutvume aga aritmeetilise progressiooni omadusega:

aritmeetilise progressiooni algusest ja 16pust vordsetel kau-
gustel asuvate liikmete summa on vordne esimese ja viimase
lilkme summaga.

Vaatleme aritmeetilist progressiooni
=0, 8. 0. 3,8, 9 12 )5
Siin on esimese ja viimase liikme summa

—6+15=9
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ning algusest ja 10pust vordsetel kaugustel asuvate liikmete
summad:

—3+12=9;
0+ 9=9;
3+ 6=09.

Et aritmeetilise progressiooni teise liikme saame, kui esime-
sele liikmele liidame progressiooni vahe, ning eelviimase liikme
saame, kui viimasest liikmest lahutame vahe, s. t.

aG=a,+d ja ay=a,—d, 7
siis nende summa
G+a, =a1+d+a,—d=a;+a,

ongi vordne esimese ja viimase liikme summaga.

Samasuguse arutluse teel voime veenduda, et algusest ja
lopust kolmanda, neljanda jne. liikme summa on vordne esimese
ja viimase liikme summaga.

Selle omaduse kehtivust saame selgitada ka jargmise arut-
lusega.

Olgu antud aritmeetiline progressioon

a, a as, ..., Qp—1, Qr, Qr41, ..., Qn-—2, Qn-y, An.

’

Nieme, et 16pust teise liikme indeks on n—1, 15pust kolmanda liikme
indeks n—2 jne. Lopust %k-nda liikme indeks on seega n—k+1. Teoreem
vaidab, et d

ar+an-r+1=01+0n,

Uldliikme valemi jérgi

ar=a;+ (k—1)d

ja

An-p1=a1+ (n—k+1-1)d.
ap+tn—ri1=a1+ (k—1)d+a,+ (n—k)d.
Avades sulud ja koondades saame
" apt+an—pii=a+kd—d+a+nd—kd=a;+a,+ (n—1)d.
Et :
a4+ (n—1)d=an,

siis saamegi, et

ar+an-r+1=0+an.

Kui osutub, et progressiooni liikmete arv on paaritu, siis keskmise liikme
kahekordne on vordne esimese ja viimase liilkme summaga. Toepoolest,
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kui @ on keskmine liige, siis leidub niisugune % vaartus, mille puhul
Qr=Qan_p+1=4a.

Saadud valemi kohaselt

ar+an-r4+1=0;+an e

ja seega

2a=a,+an.

s. t. progressiooni keskmine liige on vordne esimese ja viimase liikme
aritmeetilise keskmisega.

254. ARITMEETILISE PROGRESSIOONI SUMMA VALEM.

Leiame niiiid valemi aritmeetilise progressiooni n liikme
summa arvutamiseks.

Tahistades n litkme summa tdhega S,, voime kirjutada

Sp=a,+ay+az+ ... +apo+ a1+ ap.

Esitame selle summa kaks korda: iiks kord on liidetavateks
progressiooni liikmed antud jdrjestuses, teine kord vastupidises
jarjestuses. '

Sp=a,+a+a;+ ... +ap2+ a1+ a,

Sp=a,+a,+a2+ ... +az+a+a;

Uksteise all asetsevate liikmete summa on teatavasti jdav ja
vordne esimese ning viimase liikkme summaga. Seega

28,=(a;+a,)n
ja siit

(ai+a )n

Sa=*—

Seega,
aritmeetilise progressiooni summa on vordne #armiste liik-
mete aritmeetilise keskmise ja liikmete arvu korrutisega.
Teades, et a,=a,+ (n—1)d, voime aritmeetilise progressiooni
summa valemi esitada veel kujul

S, = 2al+(;_ 1)d 1. *
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ULESANDEID.

98. Leia aritmeetilise progressiooni n-es liige, kui
a) a;=3 d=—2 n=16

b) a=—3 d= n=13

) @=25 d=—-12 n=2%

99. Leia aritmeetilise progressi summa, kui

QO =

a)y o1 =06 a,=76 - n=15
b) a;=10 ay=—19 n=30
c) a,=34 d=2.1 n=14
d) o= - d=} n=12
100. Tdida jargnev tabel:
R RS S U A
3 : 7
3 26 3§
-10 6 -20
por 13 1
4
2 15 -10
14,5 0,7 32
_37% 4 46%
—-10 ~2 6
5,2 0,4 43
0,7 30 108
10 -37 | - —55




101.
102.

103.

104.
105.
106.
107.

108.

109.

110.

Mitu silma on kokku iihel tdringul?

Mitu 166ki teeb 60pdeva jooksul kell, kui ta 166b ainult tais-
tunde, alates 1 kuni 12?

Mitu 166ki teeb Gopdeva jooksul Tartu raekoja kell, kui ta
166b tdistunde alates 1 kuni 12 ja lisaks sellele iga veerand-
tunni ajal 1 166gi, pooltunni ajal 2 166ki, kolmveerand tunni
ajal 3 166ki ja tdistunni ajal 4 166ki?

Leia esimese 100 tdisarvu summa.
Leia esimese 100 paarisarvu summa.
Leia esimese 100 paaritu arvu summa.

Vabalt langev keha ldbib esimeses sekundis 4,9 m ja igas
jargnevas sekundis 9,8 m rohkem kui eelnevas. Leida: a) kui
pika tee ldbib see keha 21 sekundiga, b) mitu sekundit langeb
keha 500 m korguselt.

Kahe linna vahelise gaasijuhtme ehitamiseks valmistatud
25 m pikkused torud olid laotud tehase ouele 8 suurde tépselt
iihesuurusesse kuuerealisesse virna, nii nagu ndidatud joo-
nisel 31. Alumises reas oli 20 toru. Leia: a) mitu toru oli igas
virnas, b) kui pikk oli ehitatav gaasijuhe.

Joon. 3l.

Jalgratturite matkagrupp otsustas pérast iihtlast kahetunni-
list soitu, kui oli ldbitud 24 km, tosta igas jdrgnevas tunnis
keskmist kiirust 2 km vorra tunnis. Mis kellaajal joudis
matkagrupp sihtkohta, kui viljuti kell 7 hommikul ja kogu
tee pikkus oli 114 km?

Maja katus koosneb kahest vordsest trapetsikujulisest ja
kahest vordsest kolmnurgakujulisest osast. Trapetsikujulise
osa raéstapoolsele kiiljele pandi 240 kivi ja igasse jairgmisse
ritta kaks kivi vdhem kui eelmisse. Kolmnurgakujulise osa
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i3 ¢

112.

113.

114.

harjapoolsele viimasele reale pandi iiks kivi ja igas eelmises:
reas oli kaks kivi rohkem. Teades, et kivide ridade arv nii
trapetsikujulistel kui ka kolmnurgakujulistel osadel oli 30,
leia, mitu kivi kulus katuse katmiseks.

Kui transpordil purunemise ja defektidega kivide osale langes.
3,7% kogu tellimusest, siis ca mitmele kivile oli esitatud tel- -
limus, kui katus sai tdielikult kaetud ja iilejddki polnud?

Rullile, mille mootmed on D ja L (joon. 32), on mahitud
telefonikaabel, mille 14bim66t on d em. Kui palju kaablit
mahub 1., 2, 3, ..., n kihile, kui iga jargnev kiht on keri-
tud eelmisele tdpselt peale, mitte vahekohtadesse? Kui pikk
on rullile méhitud kaabel, kui D=0,9 m, L=0,8 m, d=4 cm
ja kihte on 25?

Joon. 32.

Kolhoosi iildkoosolek vottis 1961. a. algul kohustuse tosta:

20 aasta jooksul piimatoodang 3-kordseks, kusjuures piima-
toodangu juurdekasv iga aasta kohta kavandati iihtlane. Kui
palju kohustus kolhoos piima tootma 1965. a., 1972. a. ja
1980. a., kui 1961. a. piimatoodang oli 760 tonni?

Aritmeetilise progressiooni n-es liige on 1800% esimesest
liikkmest ning liikmete arv ja liikmete summa suhtuvad nagu
1:19. Leida esimene liige.

Leida aritmeetilise progressiooni liikmete arv, kui esimene-
liige on 2,5% ja vahe 7,5% n-ndast liikmest.
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2.6. LINEAARNE INTERPOLATSIOON.

2.6.1. LINEAARSE INTERPOLATSIOONI VALEM.

Olgu antud mingi funktsiooni védartuste tabel. Vaatame néi-
teks viljavotet ruutjuurte tabelist:

X H 32

3,3 I 3,4 \ 3,5

|
y “ 1,79| l,82| 1,84 |

|
|
1,87 i

Huvitagu meid y véartus, kui x vdartus on 3,33. Esitatud
tabeli ulatuses on argumendi muuduks 0,1; sellele vastavad funkt-
siooni muudud on. 0,03; 0,02 ja 0,03. Et viimaste erinevus on kiil-
laltki védike, siis voime vaatluse all oleva funktsiooni antud argu-
mendi védrtuste vahemikus lugeda ligikaudu lineaarseks. Seda
enam voime selle funktsiooni lugeda lineaarseks kahe korvutiaset-
seva tabelivddrtuse vahel. Kui argumendi muut on kiillalt véike,
siis tuleb see lineaarsus ilmsiks iga funktsiooni juures.

Joonisel 33 on esitatud antud tabeli vddrtuspaaridele vasta-
vad punktid. Ndeme, et need asetsevad peaaegu iihel sirgjoonel.
Vottes kahe punkti vahel graafiku sirgjoonena, saame leida funkt-
siooni vdirtusi vahelmistele argumendi védartustele. Jooniselt
ndeme, et argumendi vdartusele 3,33 vastav funktsiooni vdirtus on
weidi vdiksem kui 1,83.

1,871

164
1434
162

1,79

2 1338 a4 45 r  doon. 33.
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Selle funktsiooni véddrtuse voime leida ka vastava valemi,
nn, lineaarse interpolatsiooni valemi abil.

Interpolatsiooniks ! nimetataksegi funktsiooni vadrtuste tabeli
taiendamist vahepealsete vddrtustega. Lineaarse interpolatsiooni
korral vaadeldakse funktsiooni antud vadirtuste vahel lineaarse
funktsioonina.

Tuletame niiiid lineaarse interpolatsiooni valemi.

Olgu antud mingi funktsiooni véartuste tabel:

X X X3 X3 X4

Ys

y Y "yzll Ys

Leiame argumendi véirtusele x;+Ax vastava funktsioonk
véirtuse y;+Ay. Et me loeme funktsiooni vahemikus x;-st xp-ni
lineaarseks, siis graafikul ithendab neid punkte sirge.

Jooniselt 34 ndeme, et y

Ay __y2—th (ors
Ax— x,—x, (POhjenda sedal).

Sellest /

7Y

g ¢ b £
Ay= i Ax.

Y

i

4x X
Xy X3

Joon. 34. i

Seega otsitav funktsiooni vdartus
yi+Ay=yi+ 2=t Ax.
Nidide. Kasutades eelmisel lehekiiljel toodud tabelit, leiame

v 3,33. Sel juhul

1,84—1,82
34-33

ja otsitavaks funktsiooni védirtuseks on 1,82+0,006=1,826~1,83.

0,02

Ay= -0,03= -7~ -0,03=0,006

v interpolatio (lad. k.) — vaheleliike:
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2.6.2. LINEAARSE INTERPOLATSIOONI RAKENDAMINE.

Vaatleme, kuidas on lineaarset interpolatsiooni rakendatud
koolides kasutusel olevais V. Bradise tabeleis.

Toome véljavotte nditeks kuupide tabelist

lN’O 1 2

bk g f e

405,2 406,9 408,5 l 410,2 l l 416,8 418,56 | 4202

Otseselt leitavad on siit kolmekohaliste arvude 7,40 kuni 7, 49
kuubid. Nii on néiteks

7,43*=410,2, 7,473=416,8.

Kui tahame saada aga neljakohalise arvu kuupi, siis kasu-
tame lineaarset interpolatsiooni. Leiame niiteks 7,422%. Tédhistame

-

X122 X9=743;
Y1 =408,5; Y>=410,2;
Ax=0,002,
siis
410,2—408,5
Ay——743 749 0002—0—Ol -0,002=0,34=0,3

ja seega 7,4223=408,5+0,3=408,8.

Need lineaarse interpolatsiooni abil leitavad Ay vaartused on
esitatud V. Bradise tabelites parandusveergudes. Vaatluse all olev
rida jatkub seal veergudega

Lo

|
!
|

2 3)5 7

Siit leiamegi, et argumendi kahele neljanda koha iihikule
vastab funktsiooni kolm neljanda koha iihikut jne.

Seega, et tabelist leida 7,4223%, votame tabelist 7,423 ja lii-
dame 2-le vastava paranduse, s. o. 408,5+0,3=408,8.
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Kui tahame selle tabeli abil leida aga néiteks

7,4873,
siis votame tabelist 7,49° ja lahutame 3-le vastava paranduse,
s. 0. 420,2—0,5=419,7.

Parandusveergude kasutamine toimub samal viisil ka teiste
tabelite juures.

Niiteks olgu antud védljavote siinuste tabelist

A 0 6 1% %1 48 54’ 60’ L4 2 3
54° 10,8090 | 8100 | 8111 | ... | 8171 | 8181 |0,8192| 35° | 2 3 5
60’ 54’ AR b ol T 6 Y A

Siit leiame ndéiteks, et sin 54°12’=0,8111, sin 54°50"’=0,8174 ja
sin 54°10"=0,8108.

Viimasel juhul votame tabelist sin 54°12” ja lahutame sellest
2’-le vastava paranduse, s. 0. 0,8111—0,0003=0,8108.

Siinuste tabelit kasutatakse ka koosinuste tabelina, sest nagu
teada, on cos a=sin(90°—a). Nii on cos 35°12"=0,8171, cos 35°59’ =
=0,8092. Koosinuse véirtuste leidmisel tuleb arvestada, et nurga
suurenemisel koosinuse vdértused vihenevad.

ULESANDEID.

115. On antud tabel

‘ x ‘ 9,10 ‘ 9,11 ‘ 9,12 9,13 ‘ 9,14 ‘

l x2 ‘ 82,81 ‘ 82,99 \ 83,17 83,36 } 83,54 ‘

Leia lineaarse interpolatsiooni valemit kasutades x2?, kui
x=9,106; 9,114; 9,121; 9,138.
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i16.

117.

118.

119.

120.

121.

On antud siinuste tabel

1o ‘ 15°10/ 15°20/ 15°30 15°40 15°50” ‘ 16°

0,2588 l 0,2616 0,2644 0,2672 0,2700 0,2728

0,2756

Leia lineaarse interpolatsiooni valemit kasutades sin a, kui

0 ==1506¢ 15712% 18227 15°38%, 15435 1555’

Kasutades V. Bradise tabeleid, leia

a) sin-15°42% sin 82°13%: sin62°53; -eos2°18%:- - €05:52°49"
cos 77°8’;

b) .tan 30°12"; tan53°16; - tan 72°47; cot 18°18’; “cot 34°15%
cot 65°5”. ;

Kasutades V. Bradise tabeleid, leia

a) 3,14% 5,422; 9,472, 2,1432; 4,2762%; 8,033%;

b) V7,44; v28,8; v94,7; V1,972; v/6,409; /39,25; \47,12;
V/ 84,86.

c) 1,2923; 2.045%,3,917%; 8,435°

Kasutades V. Bradise tabeleid, leia

a) ringjoone pikkus, kui diameetri pikkus on:

4; 15; 6,47; 5,321; 8,972; 2,651;

b) ringi pindala, kui diameetri pikkus on:

1,422; 3,563; 6,743; 8,106; 9,327.

Kasutades V. Bradise tabeleid, leia jargmiste arvude poord-

vadrtused:
1,192; 2,435; 3,569; 8,888; 9,052.

KORDAMISULESANDEID. i
On antud lineaarsed funktsioonid:

1 1
a) y=x—2 e) y=z¥+g
b) y=5x+1 iy y==0,4x—0,1
c) y=—2x+3 g) y=4§x
d) y=—3x—5 h) y=—3x
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122,

123.

124.

125.

126.

127.

128.

a) Missugused nendest funktsioonidest on kasvavad, mis-
sugused kahanevad?

b) Kasutades trigonomeetriliste funktsioonide tabeleid, leia,
kui suure nurga moodustavad vastavad sirged x-teljega.

¢) Tee kindlaks, mis mérgiga on nende funktsioonide null-
kohad.

d) Leia nende funktsioonide positiivsus- ja negatiivsuspiir-
konnad.

a) Leia koigi kolmega jaguvate arvude summa vahemikus
100 kuni 300 (incl.).

b) Leia koigi kolmega mittejaguvate arvude summa samas
vahemikus.

c) Leia koigi 5-ga jaguvate arvude summa vahemikus 100
kuni 1000 (incl.).

Jaota 10 mootu vilja kiimnele isikule nonda, et iga jargmine

saab :; mootu vahem kui eelmine (Ahmes, ca 1700 a. e. m. a.).

Mitu inimest mahub teatrisse, mille vdlimine imbermoot on
420 jalga ja sisemine iimbermoot 180 jalga ning astmete arv
on 280? Iga jala kohta tuleb iiks inimene. (Heron, Alexandria)

Uks reisija 1dabib esimesel pédeval 2 teepikkust ja igal jarg-
misel 3 samasugust teepikkust rohkem. Teine reisija ldbib
samal teel esimesel pdeval 3 niisugust teepikkust ja igal
jargmisel 2 teepikkust rohkem. Millal need reisijad kohtu-
vad? (Bakshali, India)

Kahest reisijast, kes samaaegselt vdljuvad, ldbib {iks iga pdev
10 teepikkust. Teine aga ldbib esimesel péeval iihe, teisel
pdeval kaks, kolmandal kolm™“teepikkust jne. Mitme péeva
parast jouab teine reisija esimesele jédrele? (Alkarkhi,
Araabia)

Keegi ostab hobuse tingimusel, et ta esimese kabjanaela eest
maksab 5 krossi, teise eest 8, kolmanda eest 11 jne. Kui palju
pidi ostja maksma hobuse eest, kui hobusel on 32 kabjanaela?
(Euler, 1766)

Niita, et kui aritmeetilise progressiooni esimene liige on
n?—n+1 ja vahe on 2, siis n lilkme summa on n3,
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129. Leia
a) progressiooni
=12, =7, =2, 3, ... 236. liige ja 12. liige,
b) progressiooni
0, -3, —6, —9, ... 101. liige ja 11. liige,
¢) progressiooni

—13, —3. 1%, 23, ... 555. liige ja 5. liige.

130. Lahenda jédrgmised vorratused:

2gc+3 4—x
3

T R TR Al S g
2) SR Piae TR
3x

—5._ 6—5x

3) 30 75

131. Lahenda jargmine vorratusesiisteem ja vorratused.

4-3x  2-5x 5x>] 2) (5—3x) (6+7x)>0
1) 20 36 3
x—2 6— 2x 8—2x
g s <3— 3) ey a1l

132. Lahenda jdrgmised vorrandisiisteemid vordlusmeetodiga:

2,2x+1,4y=—6,3 0,6x—1,3y=0,7

2 Bt Ly
3 |2 ~2=3y PR TR L
) 6 2oa8 9
55+ 50 AT
133. Lahenda ]argmlsed vorrandisiisteemid kas asendus- voi liit-
misvottega:
1 3x+ 2y=—10 9) 1,5x4+23y=—1
) 4x— by=2 0,3x+0,4y=—0,2
3 3x+ 14y=47 8) 0,7x+0,3y=12,7
) 2x—21ly=1 0,3y+0,4x=9,7
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134.

135.

-136.
137.

138.
139.:
140.

141.

142.
143.

Selgita, missugustel jargmistest siisteemidest on iiks lahend,
lopmata palju lahendeid voi lahendid puuduvad:

1) x+y=4 2) 3x—2y=1 ) X—y=2
Tl 2x—y=4 —3x+2y=3 3x—3y=>6
1
gy=x—1 y= 5—x y—x=7
4) 2 3 6
Leia sirgete l1oikepunkt:
Sy ST
=x+2 =x+2 2. 2
2 g y=2gx=3

1) y=4.32—2,16x
y=—15,6+6,51x.
Leia sirgete y=2x—1 ja y=—x+2 loikepunkt.

Leia vorrand sirgele, mis l&dbib punkte A(—3; 0) ja B(0; 2),
ja sirgele, mis ldbib punkte C(2; 0) ja D(0; —2). Leia nende
sirgete loikepunkt.

Leia sirge y= —2x+2 ja ringjoone x2+y?>=4 16ikepunktid.
Leia sirge y=0,3x+3 ja ringjoone x2+y2=9 16ikepunktid.

Leia sirge y=2x—1 ja ringjoone (x—2)2+ (y—3)%=1 loike-
punktid.

Leia sirge y= —4x+3 ja parabooli y= % x? 1oikepunktid.

Leia sirge y=2x—1 ja hiiperbooli y= %l(’)ikepunkt.

Lahenda jdrgmised vorrandisiisteemid:

. s(v+3)—5 x+2)=1,1
> A Hex+3(v— )]

2) %‘y={%[x—5(y—0,3)]—1}+1,2
| 3[1-2=2=0] 4 6,94=2(3x—1)
L
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144,

145.

146.

147.

148.

149.

Uhel riiulil on raamatuid kaks korda vdhem kui teisel. Kui
esimeselt riiulilt votta dra 6 raamatut, aga teisele panna
8 raamatut lisaks, siis on esimesel riiulil 7 korda vihem raa-
matuid kui teisel. Mitu raamatut on kummalgi riiulil?

Soiduki esiratta iimbermd6t on tagaratta iimbermdodust ;—, m

vorra lithem; esiratas tegi 30 m pikkusel teel niisama palju
poordeid kui tagaratas 36 m pikkusel teel. Leia kummagi
ratta iimbermaot.

Kahe kraani kaudu, kui molemad on iitheaegselt avatud, tditub

paak veega 9§ tunni jooksul. Mdlemad kraanid olid avatud
5 tundi, siis torustiku rikke tottu teine kraan suleti, esimene
kraan jdi pdrast seda 7 tundi avatuks, mis ajaga sai paak
tdis. Mitme tunniga saab paak tdis kummagi kraani kaudu
eraldi?

Kell 12 véljub jaamast kaubarong, soites keskmise kiirusega
32 Ehm 45 minutit hiljem véljub samast jaamast samas suu-

> ¢ -t g o k
nas teine kaubarong, mis soidab keskmise kiirusega 42 _hﬂl

Mis kella ajal moodub teine kaubarong esimesest, kui liikle-
mine toimub kahel paralleelsel raudteel?

Kui raamatu lehekiiljel iga rida lithendada 3 tdheruumi
vorra ja seejédrel ridade arvu vdhendada 2 vorra, siis tdhe-
ruumide arv lehekiiljel vdheneb 145 vorra. Kui aga iga rida
pikendada 4 tdheruumi vorra ja ridade arvu suurendada
3 vorra, siis tdhtede arv lehekiiljel suureneb 224 vorra. Mitu
rida on lehekiiljel ja mitu tdhte on reas?

Kui turist kdiks tunnis 1 km vorra vihem kui praegu, siis
viltaks teekond 6 tundi rohkem; kui ta kidiks tunnis 2 km

rohkem, siis kuluks tal teekonnaks g sellest ajast, mis tal
niiiid kulub. Leia liikumise aeg ja kiirus.
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3. RUUTFUNKTSIOON.

3.1. RUUTFUNKTSIOONI UURIMINE.

3.1.1. RUUTFUNKTSIOON JA SELLE GRAAFIK.

Ruutfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni, mida esitab
avaldis ax2+bx+c, kus a, b ja ¢ on antud arvud (a;0).

VIII klassis kasutasime ruutfunktsiooni graafiku joonesta-
miseks jargmist teed:

1° koostasime-antud funktsiooni avaldise jdrgi iihe tema vaar-
tuste tabell,

2° kandsime tabeli vdédrtuspaaridele vastavad punktid koordi-
naatteljestikku,

3° {fthendasime need punktid sujuva joonega.

Joonisel 35 on esitatud VIII klassis tundma opitud ruutfunkt-
sioonide graafikud. Nagu neilt jooniseilt ndhtub, soltub parabooli
vorrand parabooli asendist koordinaatteljestiku suhtes. Ja nimelt

jargmiselt.

y Ny Y

x 1 2
o] 1 0 \2/1

y=05x? y=05x%-12x y=05:2+x-1

Joon. 35.

5 Matemaatika IX kl. 65



1° Kui parabool ei 1dbi koordinaatide alguspunkti, siis tema
vorrandis y=ax?2+bx+c on c nullist erinev.

2° Kui parabool ldbib koordinaatide alguspunkti, siis on ¢=0
ja parabooli vorrand esitub kujul y=ax?+bx.

3° Kui parabooli haripunkt asub koordinaatide alguspunktis,
siis on b=c=0 ja parabooli vorrand esitub kujul y=ax2.

Teame ka, et parabool avaneb {ilespoole, kui a>0, ja alla:
" poole, kui a<0.

ULESANDEID.
150. Kuidas asetseb parabool koordinaatteljestiku suhtes, kui tema
vorrand on:
a) y=x2+3x d) y=2x2—-2
b) y=x2—3x e) y=2—2x2
c) y=3x—x? f) y=14+2x—x2?

151. Kuidas asetseb parabool y=ax?+bx+c koordinaatteljestikus,
kui
a) a#0, b=0, c¢#0;
b) a0, b0, c~0?

152. Téaienda tdisruuduks:

a) x2+6x d) x24x
b) %£2—-8x%. e) xQ—%x
c) x2—3x i) x2+§x

153. Eralda tdisruut:
a) x24+3x+2 d) 4x2—4x—-179
b) x2—8x—48 e) 5x2+25x49
c) x*+4x—21 i) 2x(x+4)—42

3.1.2.. PARABOOLI HARIPUNKT.

Kui parabool avaneb iilespoole, siis on haripunkti ordinaat
vaiksem Kkui selle parabooli mistahes teise punkti ordinaat.

Nédide 1. Olgu antud parabooli vorrand y=2x2+4x—3.
Seame iilesandeks leida parabooli haripunkti koordinaadid. Selleks
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teisendame ruutfunktsiooni avaldist jargmiselt: votame kahes esi-
meses liikmes 2 sulgude ette ja tdiendame sulgudesse jadnud
kakslitkme x2+42x tdisruuduks. Et avaldise vdidrtus ei muutuks,
tuleb lahutada 2:

y=2(x24+2x+1) —3-2.
Siit

y=2(x+1)2-5.

Kui niiiid x=—1, siis y= —5. Iga teise x védirtuse puhul on
(x+1)2 positiivne ja y vdartus suurem kui —5. Punkt (—1; =5)
on antud parabooli haripunktiks (joon. 36).

y

Joon’ 36. " Joon. 37.

|

Nidide 2. Olgu antud parabooli vorrand y= —3x2—4x+1.
Teisendame seda avaldist samal viisil nagu eelmistki:

y=—3(x2+§x+g) < i s %;

y=-3(x+3) +25.

L]

2 : 2 5 1
siis y=21. Kui x7#— 3 siis on y<2z.

Kui x=— 5

5 )
Punkt (—-—%; 2%) on antud parabooli haripunktiks (joon. 37).
Teisendame niiiid parabooli iildkujulist vorrandit

y=uax?+bx+c.



Votame esimeses kahes liikmes a sulgude ette
y=a (x2+ % x) +c.
Teisendame sulgavaldise tdisruuduks, liites sulgudés o

ning, et vordus jddks kehtima, lahutame véljaspool sulge st s

Saame
: y=a(x2+ %x+ 4—’;2) +c_§2
ehk
A map ¥ et
Paraboo.li haripunktiks on punkt (—EbE; =2 bz;:“)

Tahistades avaldise b2—4ac tihega D, voime parabooli hari-
punkti koordinaadid esitada kujul

-2
T 4al’
ULESANDEID.

154. Leia jargmiste paraboolide haripunktid:

a) y=x2—6x+10 f) y=-—2,4x2+0,24x—0,096
b) y=x2+4x—2 g) y=—x2+4x—4
c) y=2x2—2x—2 h) y=3x2—18x+27
d) y=—-3x2—4x+1 i) y=2x24+16
2 1 16
e) y=0,4x2+4x+10 i) y=— §x2+§?_

3.1.3. RUUTFUNKTSIOONI KASVAMINE JA KAHANEMINE.

Joonistel 38 ja 39 on esitatud ruutfunktsiooni y=ax?+bx+c
graafikud juhul, kui a>0, ja juhul, kui a<0.

Votame esimesel graafikul haripunktist vasakul iihe abstsissi
véddrtuse x ja tombame sellele vastava ordinaatloigu. Muutugu
niiiid x positiivse muudu Ax vorra, siis y muutub negatiivse muudu
Ay vorra. See omadus kehtib iga x puhul, mis on haripunkti abst-
sissist vasakul.
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dy ly

>
<
S
>
S
>
>
>

Joon. 38. Joon. 39. /

Paremal pool haripunkti vastab aga positiivsele muudule Ax

y positiivne muut Ay. See omadus kehtib iga x puhul, mis on hari-
punkti abstsissist paremal.

Tahistades haripunkti abstsissi x,, voime seega Oelda, et

kui a>0, siis ruutfunktsioon y=ax2+bx-+c on kahanev piir-
konnas x<x,. ja kasvav piirkonnas x>X..

Jélgides joonist 39 voime Gelda, et

kui a<0, siis ruutfunktsioon y=ax2+bx-+c on kahanev piir-
konnas x>Xx. ja kasvav piirkonnas x<X..

Nii on naiteks lk. 66—67 vaadeldud ruutfunktsioon

Yy=2x24+4x—3

kahanev, kui x<—1, ja kasvav, kui x> —1, ja funktsioon

y=-—3x2—4x+1

. e : 2
kasvav, kui x<— 3, ja kahanev, kui x> —3.

155.

156.

ULESANDEID.

Leia funktsioonide

a) x2—3x+5 b) —2x24+3x—2

c) 5x2—10x+25 d) —4x2—6x+9
kasvamis- ja kahamemispiirkond.

Lahenda jdrgmised vorrandid:

a) 3x2—8x—3=0 c) —5x2+4x—7=0
b) —3x2+4+2x+8=0 d) 4x(2—x)-—-4=0
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3.1.4. RUUTFUNKTSIOONI NULLKOHAD.,

’Funktsiooni nullkohtadeks nimetasime neid argumendi véar-
tusi, mille korral funktsiooni vdértus on null. Et leida ruutfunkt-
siooni nullkohti, tuleb seega lahendada ruutvorrand

ax?2+bx+c=0.

Teame, et selle vorrandi lahendid avalduvad jargmiselt:

—b*+xVb2—4ac
x,‘2= “%a ¥
Selles valemis esinevat juuritaval 62—4ac nimetatakse ruut-

vorrandi diskriminandiks ja tahistatakse tdhega D, s. t.

b2—4ac=D.

Teame samuti, et ruutvorrandil ax®?+bx+c=0
a) lahendid puuduvad, kui D<O0,
~b) on 2 vordset lahendit, kui D=0,

c) on 2 erinevat lahendit, kui D>0.

Graalikul vastavad ruutfunktsiooni nulikohtadele parabooh
ja x-telje loikepunktide abstsissid.

Selgitame niiiid eespool loetletud tingimusi ruutfunktsiooni
nullkohtade olemasolu kohta graafiku abil.

a) Parabool voib koordinaatteljestikus asetseda nii, et ta ei
16ika x-telge (joon. 40), s. t. et sel juhul vastaval ruutfunktsioonil
pole nullkohti. Niisuguse juhuga on tegemist siis, kui parast
ruutkolmliikme teisendamist kujule

- l’_)‘"’; o
a(x—'— 2a 4a

Bl

Joon. 40.
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on kas

1) a>0 ja _ZDE>0

2) a<0 ja — 4 <O.
Nii esimesest kui teisest tingimusest jareldub, et
D <0.

b) Parabool voib teljestikus asetseda nii, et tal on x-teljega
ainult iiks ithine punkt. See on siis, kui x-telg on parabooli puutu-

jaks (joon. 41). Sel juhul asetseb haripunkt x-teljel ja jérelikult

haripunkti ordinaat on null, s. t. et — = =0 ja siit

4a
D=0.
¢) Kolmandaks voimaluseks on, et paraboolil on x-teljega

2 l6ikepunkti, s. t. et vastaval ruutfunktsioonil on kaks erine-
vat nullkohta (joon. 42). Kahe erineva nullkoha olemasolu

ly : y
Xo 0_ X
[§] %, 3
. Joon. 41.
y
y /'\
A N\ >
/
0 \U g ;
Joon. 42,
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korral peavad a ja haripunkti ordinaat olema erinevate markidega,
Si

kui a>0, siis — 4= <0 ja
- e D
kui a<0, siis — v >0.

Nii esimesest kui teisest tingimusest jareldub, et
D>0.

ULESANDEID.

157. Leia jargmiste funktsioonide nullkohad:
a) 2x2—x—3 c) —2x2—3x+6
b) 9x2410x—27 d) x2=2x41

158. Haripunkti leidmise kaudu tee kindlaks, mitu nullkohta on
jargmistel ruutfunktsioonidel:

‘ . 2
a)  5x2—6x+7 £ e Fatl
b) —3x2—3x—3 g) 04x24+26x—14,5
c) 8x24 x+3 h) —0,2x2—0,75x+17
- 4 4 4
d) —x2— x+6 l) —§x2+ 3x+7

e) 2x2—7x—10

3.1.5. RUUTFUNKTSIOONI POSITIIVSUS- JA NEGATIIVSUS-
PIIRKONNAD.

Kui oskame leida ruutfunktsiooni nullkohti, siis saame raskus-
teta vélja kirjutada ka need argumendi vidrtuste piirkonnad, kus
funkisioon on positiivne (positiivsuspiirkonnad), v6i piirkonnad,
kus funktsioon on negatiivne (negatiivsuspiirkonnad).

Vaatleme positiivsus- ja negatiivsuspiirkondade méaramist
eraldi juhtudel, kui ruutiunktsioonil nullkohti pole, kui tal on kaks
vordset nullkohta ja kui tal on kaks erinevat nullkohta.

a) Kui ruutiunktsioonil nullkohad puuduvad, siis on parabool
koigi oma punktidega iihel pool x-telge: kui a>0, siis on ta sel-
lest iilalpool, kui a<0, siis allpool (joon. 40).
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Missugustel tingimustel puuduvad ruutfunktsioonil null-
kohad? s *

Jarelikult, kui neile tingimustele lisandub, et a>0, siis on
ruutiunktsioon positiivne x iga véadrtuse korral, ja kui a<0, siis
on ruutfunktsioon negatiivne x iga véartuse korral.

b) Kui ruutfunktsioonil on kaks vordset nullkohta, siis koigi
argumendi vdartuste korral, mis on nullkohast erinevad, on ruut-
funktsioon positiivne, kui a>0, ja negatiivne, kui a<0.

See selgub jooniselt 41. 3

" Toepoolest, kui ruutfunktsiooni kahekordseks nullkohaks on

X=Xy, slis: :

1) kui a>0, on ax?+bx+c>0 siis, kui x>xo, ja ka siis, kui
X LN :

2) kui a<0, on ax2+bx+c<0 siis, kui x>x,, ja ka siis, kui

X <X

Esimesel juhul ei ole ruutiunktsioonil negatiivsuspiirkonda,
teisel juhul ei ole ruutiunktsioonil positiivsuspiirkonda.

¢) Kui ruutiunktsioonil on kaks erinevat nullkohta, siis on tal
olemas nii positiivsus- kui ka negatiivsuspiirkond.

Olgu nullkohtadeks x=x; ja x=x», kus x;<x» (joon. 42). Joo-
niselt ndeme, et

1) kui a>0, on ax2+bx+c>0 siis, kui x<x;
ja kui x>x», ning ax?2+bx+c<0
siis, kui x;<x<x»,

2) kui a<0, on ax?+bx+c>0 siis, kui x; <x<xs,
ning ax?+bx+ c<0 siis, kui x<<x; ja kui x> x,.

ULESANDEID.

159. Leia jargmiste funktsioonide positiivsus- ja negatiivsus-
piirkonnad: :
a) —2x2—7x+3 c) —2x2+4x+16 e) x2—b5x+8

b) 8x2— x—10 d) —3x2+2x—3 1) —2¢2—10
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3.2. RUUTVORRATUSE LAHEN.DAMINE.

Vorratust, kus tundmatu korgeimaks astmeks on teine
aste, nimetatakse ruutvorratuseks.

Seeéa, leides ruutfunktsiooni ax2+ bx+c¢ positiivsuspiirkonda
voi negatiivsuspiirkonda, lahendame vastavalt kas ruutvorratust
ax?+bx+c>0 voi ruutvorratust ax2+bx+c<0.

Kui antakse iilesandeks lahendada ruutvorratus, siis vaatle-

megi seda kui iilesannet ruutfunktsiooni positiivsuspiirkonna voi
negatiivsuspiirkonna mairamiseks.

Ndide 1. Lahenda vorratus
3x24+5x—2<0,
s. t. leida funktsiooni 3x2+45x—2 negatiivsuspiirkond.
Leiame koigepealt nullkohad, milleks lahendame ruutvorrandi
3x245x—2=0.
Siit
—5+ V25424
6

ja nullkohad x,=:l,: ja xo=-—2.

Et ruutliikme kordaja on positiivne, siis on nii antud funkt-
siooni negatiivsuspiirkonnaks kui ka antud vorratuse lahendiks

1

e b e 3

Kui ruutvorratus ei ole normaalkujul, s. t. kujul

ax?+bx+c =0,
siis tuleb ta eelkoige sellisele kujule teisendada, kasutades
lineaarse vorratuse lahendamisel tundmadpitud teisendusi.

Nédide 2. Lahenda ruutvorratus (3x—1)2<2(2x+1)2

Avame sulud, saame

9x2—6x+ 1 <8x2+8x+2.

Niiiid kanname koik liikmed vorratuse ithele poolele, néditeks vasa-
kule, siis pdrast koondamist saame

x2—14x—1<0.
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Ruutvorratuse vasakuks pooleks oleva ruutfunktsiooni nullkohta-
deks on x;=~0 ja xo~14. Seega cn vorratuse lahendiks

0<x<14.
Nédide 3. Lahenda graafiliselt vorratusesiisteem
: {—2x2+13x—l5<0
- X2— 3x+ 2>0.
Esimese vorratuse vasakuks pooleks on ruutkolmliige, mille

nullkohtadeks on g ja 5; teise vorratuse vasaku poole nullkohad
on 1 ja 2. Skitseerime niiiid funktsioonide —2x2413x—-15 ja
x?—3x+2 graafikud iihes ja samas teljestikus (joon. 43). Siis-
teemi lahend on jooniselt loetav. Skemaatiliselt on see lahend
kujutatud joonisel 44.

I
o

o

X

/X’_—\; 3/2¢x<2 Joon. 44.

Seega antud iilesande lahendiks on koik arvud piirkonnast

3
5 <¥<2

Nidide 4. Lahenda vorratus |x2—2x——24]>11.
See vorratus taandub kaheks iseseisvaks vorratuseks

x2—2x—24>11 ja x2—2x—24<—11.
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47

y=-11

Joon. 45.

Lahendades need vorratused, saame antud tilesande lahen-

diks koik arvud piirkondadest:

x<< =50 =2 T<x<4, T, x>T,

Selgitame selle iilesande lahendamist ka geomeetriliselt.

Skitseerime funktsiooni y=x2—2x—24 graafiku (joon. 45) ja

loikame seda sirgjoontega y=11 ja y=—11. Ulesande lahendiks
on need abstsissi vdartuste piirkonnad, millele vastavad ordinaadid

ulatuvad véljapoole sirgjoontega y=11 ja y=—11 méaaratud riba.
ULESANDEID.
160. Lahenda jargmised ruutvorratused:
1) x2-2x4+1>0 3) 3x242x+ 1<0
2) —x24+9x—14>0 4) 6x2— x—12<0
161. Lahenda jédrgmised ruutvérratused:
1) x2+2x—35>0 4) 4x2—4x>15
2) 2x2—7x+3<0 5) 3—4x2<x
3) x24+7x<18 6) 8x—5x2<3
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7) (3x+2)2<3(x+2) 9) (3—2x)2>8x
8) (2x+5)2>2(2x+9) 10) 12(3—x) < (1—3x)2

162. Lahenda jargmised ruutvorratused:

) =—Z<

2) x(x—17) llx = x—4

2 1A =

4) 2L 362D c(x3)241

5) (x—612)2_%‘ x(x189) S b= 14) 45

163. Missuguste m vidartuste korral on ]argmlbtel ruutfunkt51oo-
nidel ainult positiivsed vadartused?

1) x242x+m 5) (m+1)x?2—4x+3
2) x2—3x—m 6) x2— (m—2)x+2m
3) x242x+m—10 7) x24(m+3)x+6m—1
4) mx2—10x—5 8) x*— (m—5)x—2—3m

164. Missuguste m vaartuste korral on jdrgnevate vorrandite
lahendid reaalsed ja erinevad, reaalsed ja vordsed ning mis-
suguste m vadrtuste korral pole vorrand lahenduv?

1) (bm+1)x24+ (7Tm+3)x+3m=0
2) (m—1)x2—2(m+1)x+m=0
3) x24+2(m—1)x+3m2+5=0

165. Lahenda jargmised vorratusesiisteemid graafiliselt:

) {2x2—13x+15<0_'_ 9) {—-x2+x+2>0
3x2—4x—7<0 x2—-1<0
166. Lahenda jargmised vorratused:
a) |¥?+2x—35|<3 c) |—x?—6x—8|<2"
b) |x2—4x—12|>5 d) |—x2+8x+9|>6
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167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

KORDAMISULESANDEID.

Leia jargmiste funktsioonide graafikute haripunktid, kasva-
mis- ja kahanemispiirkonnad, nullkohad ning positiivsus- ja
negatiivsuspiirkonnad:

a) —x?43x—4 e) 2x2—6x
b) . 3x244x -7 f) —4x2+3x
c) 0,5x24+1,5x+5 g) x*4+6
d) 3x24+2x4+2 h) —3x2+9

Leia jargmiste funktsioonide kasvamis- ja kahanemispiirkon-
nad ning positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad:

a) 3x2+43x-3 d) —2x2—6x+3
b)  2x2-—5 e) —3x2+9x
c) —x24+2x—1 f)y —x2—4
Leia jargmiste funktsioonide iihine positiivsuspiirkond:
d) y=2x—1 b) y=—x2+x+2
y=x2—2x—3 y=—x—1
Leia jargmiste funktsioonide iithine negatiivsuspiirkond:
a) y=x—2 b) y=—3x2+2x+5
y=2x2—4x—16 Yy=—=x+3
Lahenda jargmised vorratused:
(x=1)(x—2) x=3 _ x=2
B s 0 e By
x—1 x245x+4
b) wra+z <0 By e
x24-2x—3 2x—17 _x-5
€) F—oc4s >0 1A i Sy

Missuguse tingimuse korral sirge y=dx+b ja ringjoon
a) loikuvad kahes punktis,

b) puutuvad,
c¢) ei loiku?

a) On teada, et ruutfunktsioonil on suurim véirtus 25, kui
x=0,5, ja vdartus 24, kui x=0. Leia see ruutfunktsioon.

78



174.

175.

176.

177.

178.

b) Leia ruutfunktsiooni y=ax?+bx+c kordajad, kui tema
ekstreemumpunktiks on H(6; —12) ja nullkohaks N (8; 0).

¢) Leia ruutfunktsioon, kui on teada, et tema ekstreemum-
punktiks on H(—2; 7) ja tema graafik 1abib punkti (0; 15).

Lahenda jargmised vorrandid:

a) x2+ab=(a+b)x f) a+x= %-:-;—

b) ¥*—ax+ab=b* gr x2-+)-cb i
€). B Ieh 20y h) 4x§(fa2 . 2fia_2;+a
d) x2—2nx+n?=0 i) 5 + e = o
§) ¥t y=aty A
Lahenda jargmised vorratused:

a) |17—4x|<1 &) |2£2] —1<0

b) |—15+2x]>3 ) |G| +2>0

c) “32j_j5 <7 g) |—¥*—3x+15/>10

d) [x2—5x+6|<4

Leida kahekohaline arv, mille iiheliste number on kiimneliste
numbrist 2 vorra suurem ja mille kofrutamisel tema numb-
rite summaga saame 144.

Soiduki tagaratta i{imbermdodt on esiratta iimbermoodust
2 korda suurem. Kui tagaratta iimbermootu vdhendada 2 dm
vorra ja esiratta iimbermootu suurendada 4 dm vorra, siis
120 m pikkusel teel teeks tagaratas 20 pooret vdhem kui
esiratas. Leia molema ratta iimbermoodud.

Kaks isikut hakkasid kohtadest A ja B minema teineteisele
vastu. Kohtamisel selgus, et iikks oli 6 kilomeetri vorra roh-
kem kdinud kui teine. Liikumist jdtkates esimene jouab
kohta B 4 tundi, teine kohta A 9 tundi pédrast kohtamist. Kui
suur on kohtade A ja B vaheline kaugus?
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179.

180.

181.

182.

Rong hilines jaamast védljumisega 16 minutit ja tegi hiline-
mise tasa 80-kilomeetrisel vahemaal, suurendades ettendhtud
kiirust 10 km vorra tunnis. Leia rongi ettendhtud kiirus.

Kaks toolist koos tootades voivad t66 lopetada 12 tunniga;
itks todline iiksi tootades lopetaks selle t66 10 tunni vorra
lithema ajaga kui teine {iksi to6tades. Mitme tunniga 16petaks
selle t66 kumbki todline iiksi tootades?

Tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus on {ihest kaatetist 9 cm
vorra pikem ja teisest kaatetist 18 cm vorra pikem. Arvuta
selle tdisnurkse kolmnurga kiiljed.

Tdisnurga tipust alustavad iiheaegselt tdisnurga haarasid
modda liikumist kaks keha: iiks liigub kiirusega 24 m minutis,
teine kiirusega 10 m minutis. Mitme minuti pdrast on nende
kehade vaheline kaugus 806 meetrit?



4. TEHTED ASTMETE JA JUURTEGA.
ASTMEFUNKTSIOONID.

4.1. TEHTED ASTMETEGA NATURAALARVULISTE
ASTENDAJATE KORRAL.

Nagu teada,

astendamine naturaalarvulise astendajaga on vordsetest
teguritest koosneva korrutise arvutamine.

Astme definitsioonist jdreldub, et kui n on naturaalarv, siis
1*=1 ja-0"=0.
Negatiivsete arvude korrutamise juhisest jareldame, et

negatiivse arvu paarisarvulise astendajaga aste on positiivne
ja paarituarvulise astendajaga aste on negatiivne.

Naditeid.

(—4)2=16;

L) 04

(—a)?»=a?", sest 2n on paarisarv;
(—a)?—1=—qa?"-1 sest 2n—1 on paaritu arv.

Astme definitsioonist on néha, et astendajaks voib olla iga
positiivne tdisarv, mis on suurem kui 1. Erijuhul, kui astendaja
n=1, moistame astet a" arvuna a.

al=a.
ULESANDEID.
183. Arvuta astmed:
[0 2) (—2)3 8). .32 4) (—09)*
3° (—2)8 0,58 (—0,02)> -
55 (—3)° 0,014 (—0,1)°8

6 Matemaatika IX kl.
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184. Arvuta astmed:

1) 562 2) (—12)2 3) (—a)° 4) (—b)3
0,034 (—17)3 (—b)5 (—a)to
1,74 (—0,2)8 (—n)® (—m)tt
185. Arvuta astmed: |
1) 103 2) 20° 3) 0,18 4) (—0,1)°
10¢ 304 0,13 (—0,1)5
106 403 0,15 (—10)7

5) (=6)2+ (—4)%+(—2)?
72+ (—5)34(—1)1°
(=10 (=25 (-3)*

186. Arenda astmed:

D (<) 2) (+2)-(=3)*
(i (=3)% (+2)?
eyt (=)t (=2)?

Tehted astmetega toimuvad jargmiste eeskirjade jargi:

1. Korrutise astendamisel astendatakse iga temaAtegur ja
saadud astmed korrutatakse.

. Stimbolites:

(ab)r=a"b".

Kui vahetame vorduse (ab)"=a"b" pooled, siis saame valemi
vordsete astendajatega astmete korrutamiseks:

a"b"= (ab)".

Naiteid.

bt 24— (5. 2)1=104=10000;
2,5%.8%= (2,5 8)3=203=8000.

2. Murru astendamisel astendatakse tema lugeja ning nime-
taja ja esimene tulemus jagatakse teisega.

Siimbolites:
(5=
8

2



Niditeid.
(=5 =F=#

(- =3 - %

2a)2_ 40
56 ) :25b0 "
Kui vahetame vorduse ( ) = 5; pooled, siis saame juhise

vordsete astendajatega astmete jagamiseks:

<-(3)
Niaiteid.
24209224 123814
103 (15) — 3397

ﬁab 5 6ab
s = 85" = (20)5=32".

3. Vordsete alustega astmete korrutamisel astendajad liide-
takse ja tulemusega astendatakse antud astendatav.

Stimbolites:

6*

am.qn—=gqgm+n,
Niéiteid.

82 . 8= §2+3=g5;
a3 v a7=a3+7=a10‘

Kui vahetame vorduse a™-a"=a™+" pooled, siis saame vale-
mi astme teisendamiseks, kui astendaja on summa:
am+n=am > an.

Néiteid.

26 +2-0x.02—4.9%,

0,3-107=0,3-10-105=3 - 108,

4. Vordsete alustega astmete jagamisel astendaja jagajas
lahutatakse astendajast jagatavas, kui viimane astendaja on
eelmisest suurem, ja tulemusega astendatakse antud asten-
datav.

83



Stimbolites:
am:a*=am-", kui m>n, az0.
Naditeid.
38 9
3 =38_5=33=27;

a’:ab=a’-5=q2, 2

5. Astme astendamisel astendajad korrutatakse ja saadud
korrutisega astendatakse antud astendatav.
Siimbolites véljendub viimane teoreem nii:
(am)n=amn_
Niditeid.
(23)2=23-2=26—64;
(2a%b%)#=2%a%b'2=16a%bh'2;
Vordustest (@?)»=a™* ja (a*)™=a7"*‘jareldub; et
aQmn — (am)n= (an)m_
Néditeid.
a®—x?= (a%) 2 x?= (a2’ +x) (a*—x);
2% —x%= (6?)% —x3= (a?—x) (at+a’x+x?).

ULESANDEID.

187. Arenda astmed:

1) (4-15)2 2) (5mn)?
(2+5)5 (—4ab)?
(4,5-2)3 (—4uv)*

(& 4 (%)
(%) (oh)
(-53) ~ o)
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188. Leia lihtsaimal viisil jargmiste avaldiste vadrtused:
1) grigs gyt gh (3%)2
452. 92 137+ ()
1\2 /.3\2
iz (55)" ()

189. Arvuta peast jairgmiste avaldiste vaartused:

X 7\3. [ ~1)3 5. 12
1) 163:435  2) (15) .(63) 3) T5%
5. 185 20452 gor- ¢
918 2,252:0,45 g2.5
- 6408 : L
1608 : 640 0,758 : 2,43 (13) z
190. Kirjuta jargmised korrutised astmetena:
1) (o C2 + CS 2) xnl+|xm+2
E2. kS . k3 yn+3y2n—l
n-n?.nd.n*.nd RIS

191. Kirjuta jargmised korrutised voimalikult liihidalt:

1) 3u-5u? 2) 6x-0,4x2-0,1x3
(—6r2) - 713 0,1D - (—0,2D2) -0,3D°
| aNtooN? (—gwﬂ) .25 w2 (—%w?)

192. Kirjuta jargmised jagatised astmetena:

1). nd:n® v PET ke ok
9°:q i
r4:r4 drrz+l:dn+l

193. Kirjuta jargmised jagatised voimalikult lihidalt:

ash3 2n p5m 5

1) % 2) ZW 3) 3,6x8y528 : 5 6x2y3z*
9xty®2? xm+8yn—5 v %
54x2y%z xm—2yn—1 7n249:0,14n
8a* , 16a? a?n+2  gn+3 g A
—5_b€ . 251)8 5 pm—4 ° ban_l 1772"1 . 4,3
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194. Arenda astmed:

1) (4a)® s %) (—2mph
= 5aQ

(3mn)3 ( T 6cR
_4a 2 __O,2cU

( 7H 0,5d

195. Kirjuta jdrgiised avaldised voimalikult vaheste siimboli-

tega:

}) N3 (2N)° 2) (—2p)3: (5)®
(4u?)2 . (—ud)?® (96ax)*: (16x)*
(~39) - 69)° (36nD)5 ¢ (~81D)’

196. Arenda astmed:

312
1) (m2)? 2) (5%)
4 m)\3
(u2n)3 7.(]_2)
4
(Qi)n+l (_;:?_‘:)

197. Lihtsusta jargmised avaldised:
GEHHE o T
FE e
AN

198. Lihtsusta avaldised:

1) (ax)™: (bx)™ 9) (8Nuw)%-1: (—2u)2-1
(3cu)™: (cdu)m ( )2n 1.( 3g |2
o p) () ()
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199

200.

201.

Lihtsusta avaldised:

2\ ;. 3 B S
1) (g)L . SL.-6L 9) L ap.g xR, 2 it

ua . ua+b ua+b+c 7Hm . 0’2Hm+l & 0’5Hm+2

Dn.Dn—-m, Dm—p N*+t2 ., Nx-3, N2-2x

Arenda Kkorrutised:
1) (a®+a*) - (a+a?) 4) (2p*+5¢°) - (2p*—54°)
9) (@°-a) - (@+ah)  5) (=) (vt %

3) (uP+0?) - (u3—10?) 6) (253+ ;3) (53— tlT

Arenda binoomide astmed:

1) (224622  4) (3x3—5x9)? 7) (a2+b%)°
2 (—%) 5 (mwemn? 8 (303
3) (@-a?  6) (B ) 9) (md3+m2)s

4.2. KUUPFUNKTSIOON.

4.2.1. KUUPFUNKTSIOONI GRAAFIK.

Kui astme alust vaadelda muutuva suurusena, siis esitab aste

nn. astmefunktsiooni. Nii nditeks on x?, x® ja x* vastavalt teise,
kolmanda ja neljanda astme funktsioonid. Tutvume ldhemalt kuup-
funktsiooniga y=x.

Me oleme tuttavad keha ruumala valemiga

4
b 3
—31"(".

Igale r vairtusele vastab kindel ruumala suurus.
Seega on kera ruumala raadiuse funktsioon. Siin on tegemist

. i 4
funktsiooniga y=ax3, kus a= 3 @.

Votame lihema vaatluse alla juhu, kus a=1. Koostame funkt

siooni y=x3 véartuste tabeli:
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202.

203.

204.

—1 | -5

0

1

O,5i1'l

5

SEIEIREE

|
l
|
|

‘1!3,4

Esitame vastavad punktid koordinaatteljestikus ja iithendame
need sujuva koveraga (joon. 46).

Saadud joont nimetatakse kuupparabooliks.

Uurime funktsiooni y=x3, tuginedes tema graafikule.

Koigepealt paneme tahele, et funktsiooni y=x3 graafikuks on
tousev joon. Kui argumendi mingi védartus saab positiivse muudu,
siis saab ka funktsioon positiivse muudu. Argumendi kasvades
funktsioon kasvab. Kontrolli seda vdhemalt kolme argumendi véar-
tuse juures!

Seega,

funktsioon y=x® on kasvav.

Nii graafikult kui ka funktsiooni valemist on kergesti nédha, et

funktsiooni y=x® nullkohaks on x=0.

Niiiid voime kohe kirjutada, et

funktsiooni y=x3 positiivsuspiirkonnaks on x>0 ja negatiiv-
suspiirkonnaks on x<0.

ULESANDEID JA KUSIMUSI.

Uurida funktsioone y=x* ja
y=x° nende graafikute abil
(joon. 47 ja 48).

Mis on funktsiooni positiivsus-
(negatiivsus-) piirkond?

Leia joonise 49 abil jargmiste
arvude kuubid:

1) V5B -2:2« 367 4.8;
2):-2.4;-2.8::3.2: 44:°4.9

Jooﬁ. 46.
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205.

y=x* y-x’

Joon. 47. Joon. 48.

Kasutades joonist 49 ja kera ruumala ligikaudset valemit
V=427,

arvuta kera ruumala, kui raadius on
b7 cnk- 2.8 et 3 5dm: 3.8 mad ]

206. Kasutades joonist 49 ja kera ruumala ligikaudset valemit
V=0,5243,
arvuta kera ruumala, kui diameeter on
1.9 cm; 3.1 emi; ‘46 diny 4,5 dm:
207. Leia joonise 49 abil arv x, kui x® on
1) 18;712;40; 305 94.
2):10;50; -60;-703:-130:
422. ARVU KUUPJUUR.
Ary, mille kuup on 27, vordub 3-ga ja arv, mille kuup on 125,
vordub 5-ga.

Arvu 3 nimetatakse arvu 27 kuupjuureks ja mdrgitakse siimbo-

- A 3
liga /27 (loe «kuupjuur kahekiimne seitsmest»).

R 3=
Seega /27=3 ja \/8=2.
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 pese
Et (—9)%=—-729, siis V —729=—9. Negatiivse arvu kuup-
juur on negatiivne. Kuupjuur nulilist on null, sest 03=0.

Antud arvu kuupjuureks ehk kolmandaks juureks nimetatakse
niisugust arvu, mille kuup vordub antud arvuga.

ULESANDEID.

208. Leia graafiku abil (joon. 49) kuupjuurte ligikaudsed. vaartu-
sed.

S : §ullf ). JE05 s %
1) vl 2) V8 3) vV —23
S " 3
V15 V11 vV =29
3 F T i 3
V92 /28 vV —36
ol . N ® 3
V120 V75 v —52

3 Y
Nadide. Vv —46=—/46=~ —3,6.
209. Arvuta peast jargmised kuupjuured:

3

8ozl e SRk
1} 1/1000; 2) /64; 3) V216.

423. KUUPIDE TABELI KASUTAMISEST.

Koolis kasutatavais V. Bradise tabeleis on antud arvude 1
kuni 10 kuubid. g

Tekib kiisimus, kuidas leida iihest vdiksemate ja kiimnest suu-
remate arvude kuupe.

Niditeid.
1) Leida 0,235%.

Tabelis leidub 2,353. Teisendame arvu 0,235 korrutiseks nii, et
saaksime kasutada kuupide tabelit.

0,235 = (0,1 - 2,35)3=0,13 - 2,355=0,001 - 12,98=0,01298.
9) Leida (24,7)%,
(24,7)3= (10 - 2,47)3,=103 - 2,478 = 1000 - 15,07 = 15070.
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Kuupide tabelit kasutatakse ka kuupjuurte leidmiseks.

Kuupjuure leidmiseks arvust, mis kuulub vahemikku 1 kuni
1000, otsime kuupide tabeli sees leiduvate arvude hulgast antud
arvule ldhima. Otsitava arvu saame vastava rea ja vastava veeru
numbritest. Kui soovitakse saada tdpsemat tulemust, siis arves-
tatakse ka parandusveerge.

Niditeid.
g gese s
1. v13=>? 2. .V12,78="?
e 3
V12,98=2,35 V12,81=2,34
2 2001 30002
g ol 3
V13 . =2,351 V12,78=2,338
ULESANDEID.

210. Leia tabelist arvude kuubid.

1) 9.2 2) 7,8 3) 047
56 ; 47 0,56
3,75 8,92 0,375
2,44 7,66 0,244
211. Leia tabelist arvude kuupjuured.
1) 2,58 2) 3,76
61,34 59,26
51,70 246
728 896

4.3. KUUBI JA KUUPJUURE LEIDMINE LUKATI ABIL.

4.3.1. ARVUTUSLUKATI SKAALA K.

Liikati korpuse esikiiljel on peale skaalade A, B, C ja D ka
skaala K. See asub esikiilje iilemisel dédrel (vt. joon. 50).

Skaala K on valmistatud kolm korda vdiksemas moodus kui
skaalad C ja D.
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Skaala K koosneb kolmest
konstruktsioonilt ithesugusest osast:
esimesel neist on kujutatud arvud 1-st
10-ni, teisel 10-st 100-ni ja kolmandal
100-st 1000-ni. Monel liikatil on nul-
lid nimetatud arvude lopus triikki-
mata jdetud.

Moodu vahendamise tottu on
skaalal K jaotuskriipse vdhem kui
skaaladel C ja D, samuti ka vdhem
kui skaaladel A ja B.

Konstruktsioonilt on skaala. K
koik kolmandikud ithesugused ja
sarnased pohiskaalaga D.

Skaalal K tdhendab iga vaik-
seim kriipsuvahe

vahemikus 1 kuni 2 arvu 0,02,
”» T b s Oh
¥ S 10 55 0,1
i 10 20203
20 b= alrs.
5 ol 1005 el
X FR0s N D sy aib s O
= 200~ 5, <b00 =« W = 5,
500° 4, 1000519 5546:10:

212. Liikatil méargitud arvude luge-
mise harjutamiseks joonesta
jargnev tabel oma vihikusse ja
tdida koik veerud liikatilt loetud
tivenumbritega.

Joon. 50.
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Ndpunaide. Tabeli tditmisel toimime nii:

1) mirgime niidiga pohiskaalal D arvu 1,43;

2) nihutame skaalal C asuva arvu, mille tiivenumbrid on
{—3—1, markija niidi alla;

3) loeme niidi alt skaalal B asuva arvu tiilvenumbrid 1—7—1
ja kirjutame need tabelisse veergu B; :

4) skaalal A on siis niidiga mérgitud arvu tiivenumbrid
2—0—>5, need kirjutame veergu A;

5) skaalal K on niidi all oleva arvu tiivenumbrid 2—9—2,
need kirjutame veergu K.

Dieog Y l A | K
| | |
1,43 =31 RE T 9505 9 90
1,56 122429 2509 HELTEST 2800
1,70 1==555
K77 Jebsp
1,89 fe20
20,1 PR
21.9 200
24,8 15
26,1 Y3 o
30,6 o7 q
319 PR )
359 s LAl
442 40"
474 TEix AL
548 5—0—0
6,70 s S
7,68 7—0—2
8,22 754 ‘
8,45 2ty |
8,95 S ‘
9,15 S35 !
9,45 6—6—5 ;
9,50 2627
9,65 0 T
9,75 43R |

4.3.2. ARVU KUUBI LEIDMINE LUKATIL.

Mairkides niidiga pohiskaalal D néiteks arvu 2, ndeme, et niidi
all skaalal K on arv 8=23 (joon. 50). Arv 2 skaalal D ja arv 2?
skaalal K on kohakuti. Samuli on neil skaaladel kohakuti arvud 3
ja 3*=27. Uldiselt, arv a skaalal D ja arv a® skaalal K on kohakuti
(joon. 51).
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V(')ib 6eldé et skaalad D ja K koos kujutavad kuupide tabelit.

arvu ]a loeme niidi alt skaalal K antud arvu kuubi.

j 25 onl A

: s
e 3 e i
""gq T

1 a 0

Joon. 51.

Naditeid.
1,86%=06,43;
2,543 =16,4;
6.35° =256,

Kui antud arv on 1-st vaiksem voi 10-st suurem, siis nihutame

koma selles arvus nii, et saame arvu, mis on 1 ja 10 vahel, ning
korrutame voi jagame siis vastavalt 10-ga voi kiimne astmega.

213.

214.

Niiteid.

1) 42503= (4,25 - 1000)® =4,253-10°="77 - 10°;

9) 358=(3,5-10)3=3,5% - 1000 =43 - 1000=43 000;
3) 0,23=(2:10)3=8:1000=0,008; -

4) 0,0423= (4,2 100)3=74 : 1 000 000 =0,000074.

ULESANDEID.

Kontrolli litkati abil jargmiste vorduste oigsust:

1) 1,18 =1,33 2) 3,58 =42,8
1,58 =3,38 6,8 =314 .
1,683=4,74 8,55 =614
2,28 =10,6 9,353=817
1) 0,98=0,729 2) 0,758=0,422
0,6°=0,216 0,720 =0,343
0,82=0,512 0,38 =0,027
0,5°=1,125 0,43=0,064



215.

216.

1) 23% =12200 2y 14,53=3050
22,3*=11100 16,13=4200
18 =5830 17,43=5270
34® =39300 26,7 =19 000

Leia liikkati abil jargmiste arvude kuubid:

1) 4,05 2) 0,08 3) 6,05
2,14 1,24 12,5
8,05 0,061 5,65
0,252 3,44 4,55

4) 1,81 5) 0,54 6) 9,31
4,52 5,2 25,6
2.35 6,78 14,3
0,912 5,61 5,31

4.3.3. KUUPJUURE LEIDMINE.

Mairkides skaalal K néiteks arvu 8, on niidi all skaalal D arv

3
2=1y/8. Samuti on skaala K arv 27 kohakuti skaala D arvuga

- il s
3=1v/27. Kohakuti omr ka arv 343 skaalal K ja 7=1/343 skaalal D.
Uldiselt, kui niidiga on margitud skaalal K mingi arv a, siis skaa-

3

lal D on mirgitud a-ga kohakuti seisev arv Va. Seega asendavad
skaalad K ja D kuupjuurte tabelit. (Joon. 52.)

] : 1000
a :

4 o0 §

1 00 }

74 10

e

’_.__H

! va @

Joon. 52.

Kui antud arv on 1 ja 10 vahelt, siis kuupjuure leidmisel sel-
lest arvust mirgime ta skaala K vasakpoolsel osal ning niidi alt
skaalalt D loeme kuupjuure sellest arvust.

ENES
Nédide. V4,5=

1,65.

Kui antud arv on 10 ja 100 vahel, siis kuupjuure leidmiseks
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margime ta skaala K keskmisel osal ja niidi alt skaalalt D leiame
otsitava kuupjuure.

g
Ndide. 1/26,56=2,98.

Juhul kui antud arv on vahemikust 100 kuni 1000, siis mar-
gime ta skaala K parempoolsel osal ja niidi alt skaalalt D leiame
otsitava kuupjuure.

Niide. \/Zé‘6=7,55.

ULESANDEID.

217. Kontrolli litkati abil jargmiste vorduste oigsust:

1) \3/?=1,44 2) \3/%=3,92,
f/’s,‘zi—_ 1,84 \3/35 =3,74
V7A=195 V555382
f/9,3=2,1 \3/7—6=4,24
P e 5

3) V600=843 4) /690=884
f/ﬁ:?,os o \3/5_20“=8,04
5/4_20= 7,5 \3/§€6= 7,11
f/m=9,05 \3/%:8,96

218. Leia liikati abil kuupjuured jérgmistest arvudest:

L) =82 2) 385 3)e 1572
16 265 5,2
29,5 640 75

345 780 59
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4.34. KORRUTISE KUUBI ARVUTAMINE,

3 —= 1000
1 (ab) 100
1 100
(a- b) 1 b 10
——————— ] y
1 a 0
Joon. 53.

Naide. Arvutada (1,25-2,15)3.

Leiame skaalade C ja D abil korrutise 1,25-2,15 ning mér-
gime ta skaalal D. Sellega oleme iihtlasi markinud skaalal K otsi-
tava kuubi tiivenumbrid 1—9—2. Niisiis

(1,25 2,15)3=19,2.

Samal viisil arvutatakse ka kuupide korrutis, sest a®-b3=
=(a-b)%.

ULESANDEID.

219. Kontrolli jargmiste vorduste oigsust:
1)5(2,6- 0,423)°= 133 2) 30,232 +7,25)3=4,74

(1,85-1,89)3=428 (1,28 -6,65)3=614

(1,24-1,21)3=3,38 (0,37 -5,95)3=10,6

(2,38-2,86)3=2314 (2,53 - 4,75)3=1730
220. Arvuta. : :

1) (1,3-0,85)3 2) 0,4643 - 3,643
(3,7-0,95)3 2,568 - 3,353
(2,25-1,22)3 0,75% - 2,95
(2,45 - 2,85)% 5,13 - 3,75

43.5. JAGATISE KUUBI ARVUTAMINE.

————— =7
| a3 1000
z (%) 70
ay 7 3 100
'S AR A 10
: o
Joon. 54.
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Niide Arvutada (752

Selleks et leida jagatise kuupi, mérgime jagatava 7,45 skaa-
lal D, siis paneme skaala C arvu 2,86 niidi alla. Jagatis on niiiid
skaalal D skaala C alguskriipsu | kohal; margime jagatise nii-
diga, siis on iihtlasi skaalal K mérgitud jagatise kuup, mille tiive-
numbrid on 1—7—6.

7,45

286) 21756,

Samal viisil arvutatakse ka kuupide jagatis, sest
a3 a 3

= (5)"

ULESANDEID.

221. Kontrolli jargmiste vorduste oigsust:

1) (%)3 =377 2) %)3 —0,59
L
(%i-s=2,76 (;‘5) =58
2:—‘:";)3 —0.,730 (083) —170

222, Arvuta.

b i) o) (S
253 123)°
4,56 4,2
09123 222
(0 541) 1,65
y_s- 3 ﬁ 3
5,61 2.35

-~
*
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4.3.6. KUUPJUURE KORRUTAMINE ARVUGA,

1 ) robo
; S 0
3 1
avo | i a %
2 T =, T
7 3 10
Joon. 55. avh

3
Naide. Arvutada 5,7-1/725.
Mirgime skaala K keskmisel osal arvu 72,5, sellega on iihtlasi

3
skaalal D mirgitud v/72,5. Korrutame kuupjuure arvuga 5,7. Sel-
leks tombame keele 16ppkriipsu, s. o. skaala C arvu 10 niidi alla.
Seejarel margime niidiga skaalal C arvu 5,7. Niidi alt skaalalt D
saame otsitava arvu tiivenumbrid 2—3—38.

s
5,7V 12,5=23.8;

ULESANDEID.
223. Kontrolli jargmiste vorduste digsust:

3
1) 35 -v1,33=3,85 2) 2,86-V4,74=4,8

3 B S
0,72-1/614=6,12 v - 5:45 =/ 42:8=19']
gk g
34207311 =—93.3 6:b5: AL12 w118
3 b e
53N/ 34 =T 82 7.25 /520 =583
224. Arvuta.
3 3
1)YE27 = /96 2) 1,8 -1v94,8
3 3
1,35 V1,91 A7 S A5
31 3
4,25-v41 3,85 - V34,
3 3 3
SRR VA i) 2,65-v34,2
-



4.3.7. KUUPJUURE JAGAMINE ARVUGA,

4 1000
? Cr
3~
7 » 100
\20 ) a 0
f__—__’i 4
7 Va z 0
b Joon. 56.
3
V345

Ndide. Arvutada 68 -

Mirgime skaalal K (parempoolsel osal) niidiga arvu 345.

3
Sellega on skaalal D margitud arv \/345. Liikkame seejéirel keele
nii, et niidi alla skaalal C tuleb arv 6,8. Jagatise leiame skaalalt
D kohakuti skaala C alguskriipsuga 1. Sealt leiame jagatise tiive-
numbrid 1—0—3. Seega

3
V34

6,8

|

(S}

=1,03.

ULESANDEID.

225. Kontrolli jargmiste vorduste oigsust:

1) pes =277 2) Y222 _148
v S i 3
YiE.s V6,12 v
131 2 072 254
\3/2 Vi

15 V74
0,75 =37 0,655 =297
226. Arvuta.

- rofesie 5 3.

L/ 1275150 DY N2 LR
8L -
V2h- 12D A IRET R
. S 3
v600:8,15 ~  VI200:52
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4.3.8. ARVU JAGAMINE KUUPJUUREGA.

i ~ 1000
1 b 100
Ly 7 g 1;500
3 | ——l | |
VE X J' T
Vb 10 Joon. 57.
Nédide. Arvutada %
V56.°

Mirgime skaala K keskmisel osal arvu 56. Sellega on skaalal

8.
D margitud arv \/56. Niiiid nihutame keelt nii, et skaala C arv
24,5 tuleb niidi alla. Skaala D loppkriipsu 10 kohalt loeme skaalalt
C jagatise tiivenumbrid 6—4—0. Niisiis :

24,5

T2 —6,4.
V56
ULESANDEID.

227. Kontrolli jargmiste vorduste oigsust:
8,4

U e R 9) 2% —1,29 3) 24 999
V55,5 V124 V49
o2 995 =37 2 =677
V215 V1,38 V460
28 ~1,95 2B 077
V247 V76
228. Arvuta.
ata- e U
1) 1,82: /760 9) 57,5: /880
B ! IS
1,88 /245 36 /136
3 5 et
gelain/ 1, 31.8:1/63
578 S Y
18,1 :\/47,5 85,6 : /860
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229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

Kui palju kaalub klaasist kuup, mille serva pikkus on
47,5 mm? Klaasi erikaal on 2,25.

Kui pikk serv on vasest kuubil, mis kaalub 25 g? Vase eri-
kaal on 8,93.

Kui palju kaalub rauast (erikaal 7,85) toukekuul, mille 14bi-
moot d=11,36 cm? -
Kui palju kaalub tinast (erikaal 11,34) toukekuyl, mille 14bi-
moot on 8,78 cm?

Arvuta terasest (erikaal 7,85) toukekuuli ldbimoot, kui
kuuli raskus on 5 kg?

Kui suur on messingist (erikaal 8,5) toukekuuli 1abimoot, kui
kuuli kaal on 7,257 kg? :

Arvuta ruudukujulise pohjaga piiramiidi ruumala, kui pohi-
serv on 1,82 dm ja korgus 0,85 dm.

Arvuta korrapérase nelinurkse piiramiidi tdispindala, teades,
et pliramiidi pohiserv on 6,24 dm ja apoteem 4,42 dm.

Koonusekujulise liivakuhja iimbermoot on 13,5 m ja korgus
1,8 m. Mitu tonni on kuhjas liiva (liiva erikaal 1,4)?

ULESANDEID.

Arvuta ligikaudse arvu kuup, selle absoluutse vea iilemmaéar
ja relatiivse vea iilemmaar.

1) 8(=%0,01) 15(%0,1) 11(%0,01)

12(+0,02) 9(%0,05) 25(=0,5)
2) Kuubikujulise veepaagi seesmise serva pikkuse mootmisel
saadi 1,75(=%=0,005) m.
Arvuta paagi ruumala, tulemuse absoluutne viga liitrites ja
relatiivne viga protsentides. -
3) Leia kuupjuur antud ligikaudsest arvust, juure absoluutne
viga ja relatiivne viga.
93(%0,5) 323(=%0,5) 384 (%0,5)
119(%0,2) 78(=%0,1) 623(=1)
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4) On teada, et kuubi ruumala on 100 liitrit, kusjuures ollakse
kindel, et viga ei iileta 0,5 I.
Leia kuubi serva pikkus, selle absoluutne ja relatiivne viga.

4.4. ARVU n-es JUUR.

€
1. Positiivset arvu, mille teine aste vordub antud positiivse
arvuga, nimetame antud arvu ruutjuureks; posititvne arv, mille
kolmas aste vordub antud positiivse arvuga, on arvu kolmas juur.

Analoogiliselt eelnevaga iitleme, et arv 2 on arvu 32 viies juur,
QeSO 80 ‘

Siimbolites:

555

V32=2,

Uldiselt,

positiivse arvu a n-ndaks juureks nimetatakse positiivset

arvu, mille n-es aste on arv a.

Arvu a.n-ndat juurt tahistatakse siimboliga va. Nii on:
4

V2401=7, sest 74=2401;

7

L1298 =2 “sest 2T =128:

5
Vv 0,00243=0,3, sest 0,3°=0,00243.

n-nda juure leidmist mingist arvust nimetatakse selle arvu
juurimiseks arvuga n. ‘

Juurimine on astendamise poordtehe. Astendamine seisneb
astme leidmises antud astendatava ja astendaja jérgi, juurimine
aga seisneb selles, et antud astme a ja astendaja n jargi leitakse

niisugune astendatav x, et x»=a. Seega juur Va on otsitav asten-
datav x, kui on antud aste a ja astendaja n. Sel puhul astet a ehk
arvu, mida juuritakse, nimetatakse juuritavaks ja astendajat n
ehk arvu, millega juuritakse, — juurijaks,
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juurija. —> S___ 8
A=A e ]Ell.ll‘

)
|

juuritav

n

Juure definitsiooni jdrgi on juure V/a n-es aste vordne juuri-
tavaga a, kui a>0. Seega juure definitsiooni jdreldusena saame
samasuse: ‘ .

(Va)"=a.

Juure definitsioonist jireldub ka samasus:

;S

vVar=a, kul a>0:

Juurija n voib olla kas paaris- voi paaritu arv. Kui n on paa-
risarv, siis peab juuritav a olema positiivne arv; toepoolest, vorduse

(Va)"=a
vasak pool on paarisarvulise n puhul ikka positiivne arv, millest
jareldub, et ka a on positiivne arv. Seega,

negatiivsetel arvudel pole paarisarvuliste juurijatega juuri.

Paarituarvulise juurija m ja negatiivse juuritava a korral lei-
dub niisugune negatiivne arv, mille m-es aste vordub negatiivse
arvuga a.

$io s
Niiteks V —8=—2, sest (—2)3=—8.
Uldiselt, olgu a<0 ja m=2k+1 ning

me_

Na—3

Astendades selle vorduse molemad pooled arvuga m, saame

Q= x™m=x2k+1_

El siin a<0, siis ka x<0, sest ainult negatiivse arvu paaritu-
arvulise astendajaga aste on negatiivne.

Niisiis, paarituarvulise juurijaga juurimisel voib juuritav olla
nii positiivne kui ka negatiivne arv voi null. Seega paarituarvulise
juurija korral voib juurt defineerida jargmiselt:
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arvu a n-ndaks juureks, kui n on paaritu arv, nimetatakse
niisugust arvu, mille n-es aste vordub arvuga a.

2. Vastavate tabelite olemasolu korral saab juuri hélpsasti
leida tabelitest. Tabelite puudumisel voib juure leidmine toimuda
proovimise teel. ’

Leiame proovimise teel nditeks

kil

Vv 16 807.

Tarvis on leida arv, mille 5. aste on 16 807. Proovides leiame,
et \ ot

2539 16807, 35=243<16807,

451024 < 16807, ==, 75=16807.:
Seega,

Sl

V 16807 =7.

ULESANDEID.

239. Kirjuta jargmised avaldised juuremargita:

AT

s B \B X
H e 2 e oy (ve) o (va

Ve /158 e ver
T R 7 K
8V49 4vaT 81/256 RVR?
v (2v) (r2va)’ (rovr)’
240. Leia proovimise teel jargmised juured:
1) V169; 2) V361; 3) V529;
VBIZ; NIEETE V3375;
\4/5; \4/2401; \}WQS@
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4.5. RATSIONAALARVUD.

[ Ratsionaalarvud ]

, :

Negamvsed Pos:mmd Fegaﬁivwd J :
Noturssiaryid I—;';/—l taisarvud munfal'w.ﬂ murdarvud _ Joon. 58.

Ratsionaalarvude hulga moodustavad positiivsed ja negatiiv-
sed tdisarvud, arv null ning positiivsed ja negatiivsed murdarvud.
Igaiiks nimetatud arvuliigist on véljendatav kahe tdisarvu jagati-
sena. Nditeks

4=8:2=(—16): (—4);
—2=6:(—3)=(—10) :5;

3=8:12=(=14): (=21);

0=0:1=0: (—3).

Iga harilikku murdu saab vidljendada kiimnendmurruna, jagades

lugeja nimetajaga. Nditeks §=0 375. Mone hariliku murru kiim-
nendmurruks telsendamlsel lugeja ]agamme nimetajaga ei lope,

niiteks saame, et 2=0666..., . =0272727... ja g =
=0,2181818... :

Niisuguseid kiimnendmurde, mille murdosas moni number voi
numbririthm 16pmatult kordub, nimetatakse 1opmatuteks perioodi-
listeks kiimnendmurdudeks.

Hariliku murru (kahe tdisarvu jagatise) teisendamisel kiim-
nendmurruks on ainult kaks voimalust, jagamine kas 16peb voi ei
Iope. Esimesel juhul on tulemuseks loplik kiimnendmurd, teisel
juhul lopmatu perioodiline kiimnendmurd. See 16pmatu kiimnend-
murd tuleb paratamatult perioodiline, s. t. mingi number voi numb-
ririthm jagatises hakkab paratamatult korduma. Viimase asjaolu
pohjuseks on see, et jagamisel tdisarvuga on erinevate jddkide arv
piiratud. Nditeks saavad 3-ga jagamisel olla nullist erinevateks
jadkideks ainult 1 ja 2; 7-ga jagamisel saavad nullist erinevateks
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jaakideks olla ainult 1, 2, 3, 4, 5, 6. Uldiselt, arvuga b jagamisel
saavad nullist erinevateks jddkideks olla

L3 0 hal

On ilmne, et kui jagamisel joutakse jadkide sarjas niisuguse jda-
gini, mis juba kord on esinenud, siis edasisel jagamisel saame
jagatises sama numbri v6i numbririihma, mis saadi nimetatud eel-
viimasest niisugusest jddgist alates. Korduvat numbrit voi numbri-
rithma perioodilise murru murdosas nimetame perioodiks.

Seega iga ratsionaalarv on viljendatav kas lopliku kiim-
nendmurruna vo6i 16pmatu perioodilise kiimnendmurruna.

Selgitame paari néaite varal, et ka, timberpoordult, iga 16p-
matu perioodiline kiimnendmurd on védljendatav kahe tédisarvu
jagatisena, s. o. hariliku murruna ehk, teisiti deldes, iga lopmatu
perioodiline kiimnendmurd on ratsionaalarv.

Kiisime, missuguse hariliku murruga vordub 0,181818. .. .

Oletades, et niisugune harilik murd on olemas, tdhistame
selle tdhega x, nii et

x=0,181818. . . / (1)

Nihutame vorduse (1) paremas pooles koma esimese perioodi
16ppu, see tdhendab antud juhul korrutamist sajaga. Seega

100x=18,181818.... - (2)
Lahutades. vorduse (2) pooltest vorduse (1) vastavad pooled,
saame
sfb  99x=18.
Siit

LD]—
©| 0o
:ll\'.l

X=

Seega 0,181818...= =

Teisendame teise niditena harilikuks murruks niisuguse 16p-
matu perioodilise kiimnendmurru, milles periood ei alga kohe koma
jarelt.

Olgu

x=03151515...". . ' . - @)

”
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Niiiid korrutame vorduse (3) pooli esmalt 1000-ga (nihutame

koma esimese perioodi loppu) ja seejdrel 10-ga (mhutame koma
esimese perioodi ette) ning lahutame:

1000x=315,151515 . ..
10x="3,161515. ..

990x =312
812 52 .
—990 165°
Niisiis
52
03181015 = 65

Kontrolliks voib saadud hariliku murru teisendada kiimnend-

murruks ning veenduda, et tulemuseks on antud perioodiline murd.

EelGeldu pohjal vaib ratsionaalarvude hulka defineerida niiiid

ka nii:

241.

242,

243.

ratsionaalarvude hulga moodustavad koik 16plikud kiimnend-
murrud ja koik 1opmatud perioodilised kiimnendmurrud.

ULESANDEID.

Viljenda kahe tdisarvu jagatisena jargmised ratsionaalar-
vud:

1L 072 <1: 0222: 5953,

5)
Teisenda harilikeks murdudeks:
a) 0,777. .. by 0,232323.. .~ ¢) 0,3297297297 ...

Leia arvude 0,6111 ... ja 0,363636 . .. korrutis.
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4.6. IRRATSIONAALARVUD.

Olgu iilesandeks arvutada niisuguse ruudu kiilg, mille pind-
ala on 2 m2 :

Kui selle ruudu kiilje pikkus on x meetrit, siis pindala on x2
ruutmeetrit; seega peab olema

B0
millest
x=\/§.

On ilmne, et x ei saa olla tdisarv, sest x | ja x 52, kuna
1#<2 jar 2802,

Néaitame, et ei leidu ka murdarvulist ratsionaalarvu, mille
ruut on 2.

Katsume nouet x2=2 rahuldada murdarvuga, niiteks mur-

uga —
ruga —- .
Loomulikult votame proovitava murru tema lihtsamal, see on -

taandatud kujul. Sel juhul @ ja b on iihistegurita arvud.
Kirjutame murru % nii, et tema lugeja ja nimetaja esineksid

algtegureiks lahutatuina:

@Sl R o

PR T R
siin on lugeja tegurid koik erinevad nimetaja tegureist. Ruutu
tostes saame '
(2)2_h-h-k-k-l~l“.n-n
i R 8 R 0 Y L e Uk
Nieme, et ka sellel murrul lugeja tegurid koik erinevad nimetaja

teguritest, seega ka murd (—‘;—)2 on taandumatu. Meie noude koha-

selt peab olema

(5 =

tdhendab, konesolev murd (%)2 peab olema taanduv tdisarvule 2.

Murd ei saa korraga olla taandumatu ja taanduv. Seega meie nouet
ei rahulda murdarv. See tdhendab, et ei leidu ka murd-
arvi snrille cialon=2
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Esitatust nideme, et pohimotteliselt on voimatu nouet x?2=2
tapselt rahuldada tdis- voi murdarvuga.

Kiill aga on voimalik nouet rahuldada ligikaudu ja pea-
legi nii hésti kui iganes soovime.

Jatkates ruutjuure leidmist jark-jargult viga vdhendades,
nideme, et

1 S
VA <x <4y
F4l<» 1,42

Joonisel 59 on arvteljel kujutatud vahemikud arvust 1 arvuni 2,
arvust 1,4 arvuni 1,5 ja arvust 1,41 arvuni 1,42 graafiliselt.

141 142 Joon. 59.
//
\ /
1 | |
I 1 I |
1 1414 2

Vaadeldava vahemiku edasisel kitsendamisel saame:

1,414 <x<1,415, .
1,4142 <x<1,4143,

1,41421 <x<1,41422,
jne.

Nii seisab arv x suletuna jirjest kitsamasse ja kitsamasse
vahemikku. Vasakpoolses tulbas seisavad x ldhendid puuduga,
parempoolses tulbas x lahendid liiaga. Vastavate ldhendite vahe
jarjest vdheneb: esimeses reas ei kiilini vahe 1-ni, teises reas ei
kiiiini ta 0,1-ni, kolmandas reas ei kiiiini ta 0,01-ni jne. Nii {ihe kui
teise tulba lahendid juhivad neid x vdartusele:

x=14142L. ...

Selles kirjutuses numbrite jada ei 10pe.

Toepoolest, kui see nii poleks, siis seisaks meie ees loplik
kitmnendmurd, mis on alati teisendatav harilikuks murruks, ning
selle ruut oleks 2. Eespool toestatu pohjal pole sddrast murdu ole-
mas. Seega on x lopmatu kiimnendmurd. See lopmatu
kiimnendmurd ei saa olla perioodiline, sest ka 16pmatu perioodiline

>
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kiimnendmurd on teisendatav harilikuks murruks, kuid sdirast
harilikku murdu, nagu ndgime, pole olemas. _
Niisiis murd 1,41421... on 16pmatu mitteperioodi-
line kimnendmurd. Et ratsionaalarvude hulka kuuluvad
ainult 16plikud kiimnendmurrud, siis 16pmatu mitteperioo-
diline kimnendmurd ei ole ratsionaalarv.
Murru 1,41421 . .. saamislugu tagab, et tema ruut on 2:

(1,41421 .. )2=2;

vastavalt sellele kirjutame selle 16putu mitteperioodilise kiimnend-
murru lithiduse mottes siimboliga \/5.

Vaatamata sellele, et /2 pole tapselt véljendatav iithegi téis-
arvu ega iithegi hariliku murru abil, on ometi voimalik anda tdpne
konstruktsioon sirkli ja joonlaua abil joonloigu joonestamiseks,
mille pikkus on tapselt V2 dm.

0 Joon. 60.
B '
s 1 \\
7 | N\
e I N
. i B
7
7 2dm? \\_}\E
8 N C ______ PN
\\ // srd
N RV \
1dm? S’l«/ e
N s X
N e :
: CrAl em Ny = :
T T T | 3 ¥
-2 ke g 0 B 2

" Kui ehitame ruudu ABCO kiilje pikkusega 1 dm (joon. 60),
siis selle pindala on 1 dm2 Kui niiiid pikendame iihe paari ldhis-
kiilgi oma pikkuse vorra ja votame pikendatud kiiljed uue neli-
nurga OBDE diagonaalideks, siis uus nelinurk on ruut pindalaga
2 dm?. Seda nédeme sellest, et uus ruut koosneb neljast niisugusest
tiikist, nagu neid esialgses ruudus on kaks.

Uue ruudu kiilje pikkuse leidmiseks peame arvutama ruut-
juure arvust 2, seega on see pikkus /2 dm. Jooniselt nieme, et
uue ruudu kiilg on esialgsele ruudule diagonaaliks, seepdrast voime
6elda, et kui ruudu kiilje pikkus on 1 pikkusiihik, siis ruudu diago-
naali pikkus on V2 pikkusiihikut.
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Samale tulemusele jouame ka vaadeldes joonisel 53 téis-
nurkset kolmnurka OCE. Selles OC=1 ja CE=1. Rakendades
Piitagorase teoreemi, saame

OE=vV12+12=/2.

Kirjeldatud konstruktsioon voimaldab arvteljel konstrueerida
punkti, mis vastab arvule /2.

Kandes loigu OE punktist O alates arvteljele negatnvses
suunas, saame punkti, mis kujutab siimbolit —\/2.

Samuti nagu /2 korral, saab niidata, et \/3 ei viljendu tép-
selt {ihegi tdisarvu ega iihegi murdarvuna, kuid sirkli ja joon-
laua abil saame ehitada 16igu pikkusega V/3. Seda saab teha Piita-
gorase teoreemi rakendamisega: ehitame tdisnurkse kolmnurga,
mille iiks kaatet on 1 iihik ja hiipotenuus on 2 iihikut, siis teise kaa-
teti pikkus on V3 iihikut. :

Kandes saadud kaateti arvteljele nullpunktist positiivses suu-
nas, saame arvteljel punkti, mis vastab siimbolile /3.

Et siimbolid \/2_ja \/_3— ei ole vdljendatavad ei tdisarvudena
ega harilike murdudena, siis nad ei ole ratsionaalarvud. Et aga on
olemas 16igud, mille pikkuste mootarvudeks on need siimbolid, siis
tuleb need siimbolid lugeda arvudeks. Neid nimetatakse
irratsionaalarvudeks. Nende valjendiks on lopmatud mit-
teperioodilised kiimnendmurrud.

Niisugust arvu, mida saab viljendada 16pmatu mitteperioo-
dilise kiimnendmurruna, nimetatakse irratsionaalarvuks.

Loeme aksioomiks, et

igale irratsionaalarvule vastab arvteljel iiksainus punkt.

Kui nditeks arvude 1 ja 2 vahel oleks koik ratsionaalarvud
kujutatud arvteljel punktidena, siis ei oleks arvtelje 16ik punktide
1 ja 2 vahel veel punktidega tdidetud, sest seal leidub veel kohta
punktidele, millele ei vasta iikski ratsionaalary, vaid neile vasta-

vad irratsionaalarvud, nagu néiteks arvud \/5 ja \/5.

bl o RRAERY FOMRL. N
Nagu V2 ja V3, nii on paljud juured, naiteks /5, V7, V10,
irratsionaalarvud. Irratsionaalarvud on enamik trigonomeetriliste
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funktsioonide véartusi, ka arv n=3,14159265358979323846 ... on
irratsionaalarv. ;

Samuti on iga lopmatu kiimnendmurd, mille numbreid kirju-
tatakse mingi reegli jargi, mis takistab perioodi tekkimist, irrat-
sionaalarv. ;

Niéiteks:

513188183318+

0,54898898889888898 . . .,

3:27207220T229272.
on irratsicnaalarvud.

Praktiliste arvutuste korral avaldame antud irratsionaal-
arvude lahendid ligikaudsete ratsionaalarvude (kiimnendmurdude)
abil lubatava vea iillemmaédraga ja teeme arvutused saadud ligi-
kaudsete arvudega vastavate reeglite jargi.

ULESANDEID.

244. Missugused allpool antud arvudest on ratsionaalsed ja mis-
sugused irratsionaalsed:

1) 25 2) 3,2
0,888. .. 0,2132133213332133332 . .
1O7TT 5 2,18656565 . . .
3,15115111511115 .. 0,835835835 . . . ?

245. Kirjuta neli irratsionaalarvu, mis on suuremad kui 1 ja véik-
semad kui 2.

246. Ehita ruut kiilje pikkusega 2 iihikut ning selle abil 2 korda
suurema pindalaga ruut. Kui pikk on uue ruudu kiilg?

247. Ehita ruut kiilje pikkusega 2,5 cm ning selle abil 2 korda
suurema pindalaga ruut.

248. Ehita ruut kiilje pikkusega 5 cm ning selle abil 2 korda
védiksema pindalaga ruut.

249. Ehita ruut pindalaga 36 cm? ning selle abil ruut pindalaga
18 cm?

250. Ehita 16ik pikkusega /18 cm.
251. Ehita 16ik pikkusega /32 cm.
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252. K(Elstrueeri sirkli ja joonlaua abil 16ik, mille pikkus on
V5 ihikut.

253. Kujuta arv V5 arvteljel punktiné; joonesta arvteljel punkt,
mis vastab arvu /5 vastandarvule.

254. Konstrueeri arvteljel punktid, mis kujutavad arve V13 ja
—NL13:

255. Leia tabelist irratsionaalarvude
! g
1) V5 ja V2 '
- A
2) V9 ja sin 10

ligikaudsed véartused tdpsusega 0,01 ning arvuta nende
summa, vahe, korrutise ja jagatise ligikaudsed vaartused.

4.7. REAALARVUD.

Omal ajal laiendasime arvuvalda, luues positiivsete arvude
korvale negatiivsed arvud. Siis tihendasime arvuvalda murdarvu-
dega ja saime ratsionaalarvude valla. Irratsionaalarvude loomi-
sega ratsionaalarvude vahele tihendame arvuvalda veelgi. Nega-
tiivsete arvude loomisega said siimbolid, nagu

5 1
3. 2B, =i
kindla motte ja sisu. Irratsionaalarvude loomisega saavad motte
ka siimbolid, nagu

S s 0. e T o i
\/27 \/3y .\/5‘%‘1 \/10,29 _\/4, —J,
milledel pole vastet tdis- ja murdarvude vallas.
Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud moodustavad koos
reaalarvude hulga. o
On toestatud, et arvutamise pohiseadused jddvad kehtima ka

reaalarvude vallas.
Joonisel 61 ndeme reaalarvude liigitamise skeemi.

" Reaalarvud

[Rarsionaalarmd—l [lnarsionaalarvud] Joén. 61.
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Eespool toodud arutlusest jareldame, et igale reaalarvule vas- .

tab arvteljel iiks punkt. Tunnustame aksioomina, et ka igale punk-
tile arvteljel vastab iiks reaalarv.

256.

257.

258.

ULESANDEID.

Kirjuta

1) viis ratsionaalarvu;’
2) viis irratsionaalarvu;
3) viis fz'iisarvu;

4) viis naturaalarvu.

Kirjuta vorratuste jada

1<vV3<e;
1,7<Vv3<1,8;
1,73<V3<1,74;
1,732<V/3<1,733;
1,7320<v3<1,7321;
1,73204<1/3<1,73205

pohjal v3 ligikaudne vairtus

1) tdpsusega 0,1;
2) % 0,01;
3) % 0,001;
4) <o e ONR

Kirjuta vorratuste jada

I<n<4;
3,1<n<3,2;
3,14 <n<3,15;

3. 1A e 3. 142;
3,1415<n1<3,1416;
3,14159< 1< 3,14160;
3,141592 <1< 3,141593

pohjal irratsionaalarvu a ligikaudne véartus

1) tédpsusega I;
2) tiapsusega 0,1;

3) tépsusega 0,001.
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4.8. JUURTE OMADUS. *

Moistes juuritavat ja juurt positiivsete arvudena, saame toes-
tada teoreemi:

vordsete juurijatega juurtest on suurem see, millel juuritav
on suurem

ehk siimbolites, kui
a>b>0,
siis ka
\/a—>\/l;
i S
Toestus. Kui oletada, et Va ei ole suurem kui /b, siis
oleks

ol 25

vag Vb,
siis oleks ka
n_\n n__\n
(Va) < (V)
ehk juure definitsiooni pohjal
a<b,
mis on vastuolus eeldusega (a>b). Seega
) "o
va>yb.

Jareldus. Arvust 1 suurema arvu n-es juur on suurent
kui 1.

Toestus. Kui

a>l
siis

va>V1.
kst 2

[ P

Vi=l,
siis

va>l.
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Sellest omakorda jéareldub, et *

arvust 1 vdiksema positiivse arvu n-es juur on 1-st viiksem
positiivne arv.

Siimbolites, kui

B
0<a<l, siis 0<Va<l.

Toestus. Kui antud tingimustel oleks

Vva>1,

siis oleks

ehk

(Va) > 1

a1

mis on vastuolus eelduéega, et 0<a<l. See vastuolu toestabki
teoreemi.

259.

ULESANDEID.

Leia proovimise teel jargmised juured tdpsusega 0,1;

. g
1) V1,7 Vi, 3) v
5

2) 1) @W 5) V28
& oL 2
Ty O A 8) v

9) V100 10) /24,2

8
10

49. TEOREEMID TEHETEST JUURTEGA.

49.1. TEOREEM JUURTE KORRUTAMISEST.

Vordsete juurijatega juurte korrutamisel juuritavad korruta-
takse ja tulemus juuritakse antud juurijaga.

Siimbolites:
e, SN S
va-\vVb=yab.
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Toestus. Tahistame juurte korrutise tdhega x, nii et

va-vb=x.
Astendades selle vorduse molemad pooled arvuga n, saame: -
(Va-voyr=x"
ehk korrutise astendamise juhise pohjal
B L, r_
(Va)" (VB)"=x";

et juure definitsiooni pohjal (\/a)"—a ja (\/b) =b, siis tdhendab
eelmine vordus, et
ab=x".

Seega x on arv, mille n-es aste on ab; juure definitsiooni kohaselt
P
XA BD

B W
Vottes niiiid arvesse, et tdhega x oli meil tdhistatud va-Vb,
saame vorduse

| i W LS
va-Vb=vab, «

mida oligi tarvis toestada.
Niéide.

3 3 3 3
V 16cm? - \/4c2m=+/64c*mé =/ (4cm)3=4cm.
Vahetades toestatud vorduse pooled, saame:

‘\/EB=\/E-\/F.
Nédide.

5 SRR NATuipadt S 5
V32x10=1/32- V210 =/25. V/(x?)°=2 . x2=2x2,

Korrutise juurimise teoreemi rakendamisel peame arvestama
asjaolu, et paarisarvulise juurija puhul ei saa seda teoreemi alati
kasutada. Nimelt ei ole see teoreem rakendatav juhul, kui juurija
on paarisarv ja kui juuritav teisendatakse korrutiseks, mille moned
tegurid on negatiivsed. Naiteks /30 on kiill esitatav kujul
A2 (—3) - (—95), kuid mitte TR LY, T B \/Tf;, sest negatiivsel
arvul ei ole paarisarvulise juurijaga juurt.
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ULESANDEID.

260. Leia peast.

3 3 BEL e
1) v8-27 2) V27125 3) v1000-729
A Y 155 Y316
27 8 343

261. Leia jargmiste avaldiste vaadrtused, kasutades arvutamise
holbustamiseks juurte korrutamise teoreemi:

1) v2-V8 9) V3-vV12. .5 3). V5:Vv20
V162105 VO038- V45 V24- V06
3
§ L ans 4 T 3 3.
V3-V9 \/—7-1/7 V—12-V18
3 3 3
", £ T '—1 ? B ke Mo
V32- VZ ]/405-1/5 V0,32 -V —200
SRRy W 4T Al e o 3
V61 /4 l/é - /486 ]/5 - V/48
262. Lihtsusta jargmised avaldised, kasutades korrutise juurimise
teoreemi:
1) V49a? 2) Vi2ix 3) Va2
3 B s JSE W o
V 125u3 V —343f¢ V —piq°
4 L RN v SR L TR
V25684 V. RoxLD vV — 12877
263. Kirjuta jargmised juurte korrutised voimalikult vaheste siim-
bolitega:
' 4
1) V2a-v8a - 2) 2%3]/’% T V%a,\'3-\/288ax
380 Toaak s : Sirtoa e 3;;
Ve \/2c2 Vu -/ —3ub v m'tn?- l/ﬁ
o 4 41— it et
V3N . \/2TNE \/48)63-[/5 5 VOHS . \2THT

120



264.

265.

266.

267.

Kirjuta jargmised juurte korrutised voimalikult vdheste siim-
bolitega:

1) V3-v5 o) VBE-v3j~ 3) V-miyen
6 6 3
h e B e — g
vi- V15 [/—"72]/1—2 /15 veo

Leia jargmiste avaldiste véddrtused, kasutades arvutamise
holbustamiseks korrutise juurimise teoreemi:

1) v8l-169 2)* V196 - 104 3) V57600
3 3 3
V216-27 V7,29 -121 \/512000
B A ey RO T
V729 - 1000 V3375 - 1331 \/81 81 - 1012

Teisenda jargmised avaldised nii, et juuremadrgi alla ]aaks
voimalikult véike tdisarv.

1) V50 2) V45 3) V32 4) V63
V72 - V245 /300 V768
\iﬁ \}ﬁ \3}T6§ \;} 1512
V2 V320 \} —1024 V2000
\4/—15 {}EE | JW ' {,} —96

Teisenda jargmised avaldised nii, et ]uuremargl alla jadks
voimalikult vdhe tegureid:

1) VN3 2) Va© 3) vend 4) Vax*
Vh VTmix? Vaadh V25[ig®
NPIT: Vi6at oy N
VAOGH . vBARk Vg ey
\4/_(—5? \4/ 64n° \j???g \5/8 ladx
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268. Kirjuta jargmised avaldised- itheainsa juuremédrgi abil ja
teisenda tulemus nii, et juuremdrgi alla jdaks voimalikult
véhe tegureid:

1) V3-v3a 2) l/_g- -V 10n 3) V5A.V5-V34

A o it 3 3¢ SIEUAT N A
VA Vah VPerrt - Vg vee|[ - e
AT i T
V7-V14 v10- V5 1/5 V240
3

gt GOk Bon 78 5t s_ T

12- V36 V25-V/75 V64 V§

L Ve o A 5? s | FRag s Slapatas Lk
V49 /98 /35 - ves 5 V164

- 49.2. KUUPJUURE LEIDMINE TABELI VOI LUKATI
KASUTAMISEGA.

Teoreemi korrutise juurimisest kasutame kuupjuure leidmisel
litkati voi tabeli abil juhul, kui antud arv on 1-st védiksem voi
1000-st suurem. Siis enne kuupjuure leidmist korrutame antud arvu
vastavalt 1000-ga (1000000-ga) voi 0,001-ga (0,000001-ga).

Naiteid.

3 3
1. v0,009447=+/0,001-9,447=0,1-2,114=0,2114.

3 3
2. V11390=/1000-11,39=10-2,25=22,5.

ULESANDEID.

269. Leia tabelist jargmiste arvude kuupjuured:

1) 9994 2) 0,2794 3) 0,003667
1154 0,3422 0,004065
6623 0,1991 0,02102
7940 0,2172 0,07167
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270.

271.

242,

273.

274.

Kontrolli litkati abil jargmiste vorduste oigsust:

1) v0,7=0,888 2) V0.02=0272
\3/0—,56 =0,824 \im =0,327
f/m =0,862 {}M= 0,348
V048=0,783 \/0,0285 = 0,306
\a/m =0,698 ém= 0,322

Leia liikati abil kuupjuur jargmistest arvudest:

1) 0,0483 2) 1728
0,8 68500
0,0025 343000

Kasutades kera ruumala valemit
V=4,19r3,

leia kera raadius, kui ruumala on 1) 33,7 dm?; 2) 10,5 m3;
3Y 2= md.

Kasutades kera ruumala valemit
V=0,52d3,

leia kera 14bimoot, kui ruumala on 1) 5190 cm?; 2) 53040 mm?3;
3) 0,6404 mé.

Leia kuubi serva pikkus, kui kuubi ruumala on 1} 0,523 m?;
2):0;07256 - m¥y= 3y8577 ‘cmi?;

49.3. TEOREEM JUURTE JAGAMISEST. -

Vordsete juurijatega juurte jagamisel juuritav jagatavas
jagatakse juuritavaga jagajas ja tulemus juuritakse antud
juurijaga.

Siimbolites:

n__. &N ?

Vva:vb= I/T
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Toestus. Tahistame antud juurte jagatise tahega x, siis
a
Vo
Astendades saadud vorduse kummagi poole arvuga n, saame
=7 \n

g S
I'e ,
ehk jagatise astendamise eeskirja pohjal

el
i

Juure definitsiooni pohjal

-

=X.

a
i =xn
b .

Et x on arv, mille n-es aste on -, siis juure definitsiooni jargi

> V7
x= /-
Vordustest

n

Ka =X ja le/%
e ;

jéreldame, et

Va #VT‘

BT b x :

Vb e
~Naéide.

3 3 3 3
Vi, Y[ cat H2 /u3 i @\ u
Tl gl TEl Vet el

3
Vctu

Vahetades eespool toestatud vorduse pooled, saame:




Niide.
4 g o P

e, o RS o =
4y8 ~ 4 oy 2 *
Ry Va‘x® VY (ax2)2 o

Jagatise juurimise teoreemi ei saa kasutada siis, kui juurija
on paarisarv ja jagatav voi jagaja juuritavas on negatiivsed.

ULESANDEID.

275. Kirjuta jargmised avaldised juurtena iiheainsa juuremargi
abil, voimaluse korral juuremirgita:

S -, ST e S e
1) V72:v2 2) vab:ivb 3) Vb: [/—‘b’—
3 ¥ 5, : - TR R o o e T
v 625: 5 Veziy/c o/ N2 VV
3 Ty 3 3 P
V102: 17 VH2: VHE l/@ :

276. Kirjuta jargmised avaldised itheainsa juuremérgi abil, voi-
maluse korral juuremargita.

4
4 1N 9ax® _ |/a’x VaZ—b?
1) \/8N3u.l Mu g | 3) e

1/ ,' ou2 V a%h—a*c V (u+v)*
25u Vb—c : Vu2—v?
R i
\/ab2cs 27‘ . Vm+n i g
64a’h V m2—n? \/a(a+b)

-277. Kirjuta jargmised juurte jagatised voimalikult viheste siim-

bolitega:

l) Va5 T 2) Va1l Vil
V5 V63 SV V44
Foi 3 oF, gt 8.5
V25 V9 V n? V7
> i R et F
V5. V72 vn V56
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278.

279.

3) V24 \_/—c 4) VaN Vpx3
V6 Vac? IN V p2x?
- ) ;S v 3
\,h V- Va?h V mx?
3 b S 3
\/h Vc2u? V ah? V mixs
Leia jdrgmiste avaldiste véartused, kasutades arvutamise
~ holbustamiseks jagatise juurimise teoreemi:
n /2 2) |/2 3) /144 Ll
) 64 ) 81 ) 25 )
= Bl g
61 V3 ol »]/4%
3 3 3
/o 10 5 1/:=23
25 —15g 5% V“*’
5 Y 6) |/ % 4 | 8) Jeze
64 8 108 1015
3 4____ 4‘__
27 \2 9\3 13 \2
(%) (% [3() V(‘m

Teisenda jargmised avaldised nii, et juuremargi all oleksid
voimalikult lihtsad avaldised:

3
18 2) 1/16 3]/125a
7 V‘T V 3) EVW
= T
12)/e I/ 1 0,2/ 1000N 43
3
IOV%M %V%mi’m lol/ooozs

4.9.4. TEOREEM JUURE ASTENDAMISEST.

Juure astendamisel astendatakse juuritav ja tulemus juuri-
takse antud juurijaga.

Siimbolites:
[
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L e
Toestus. Kirjutame astme (V/a)™ korrutisena, siis saame

S

(Va)" =va-va-va....-va

m tegurit

Juurte korrutamise teoreemi podhjal voime niiiid kirjutada:

n

\'}E-\’}E-\/E-...-\/E:\/a-a-a-...-a=\/ﬁ; seega

m tegurit m tegurit

n

(va)" =vam,

tm.o.f.t.

Nidide.

(V5a%)3=1/5%°=\/5%8+ \/5a=>5a%V/5a.

Vahetades eespool toestatud vorduse pooled, saame:

n n__\m
Vamn= \/a)
Selle vorduse motet voime sonastada nii:

arvu astendamise ja saadud astme juurimise asemel vodib
arvu juurida ja siis saadud juurt astendada.

VT - VT - (Vo - (- 5

N e
Valemit va™=(ya)™ ei ole voimalik kasutada siis, kui
juurija n on paarisarv ja astendatav a juuritavas on negatiivne.
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280. Kirjuta jdrgmised astmed voimalikult vdheste siimbolitega:

) (VB)* 2) (VIS 3) (VE-VE)E
(V3)® (Va)® (Va- vb)s
(Va1 (VE)S (VE: V)
(V3)s (VBT (Va7 V3)?

281. Arenda jargmised korrutised ja astmed:

1) (v3=1)-v3 2) (VII+V10) (VII—V10)
(V7I+V35) - V5 (V3+2V2) (V3-2V2)

3) (V7—1)2 4) (2v5—-3V/2)2
(V10— V8)> (2V8—3) (9+4V8)
(V3—1)3 : (2V6—4v/3)3

282. Teisenda jargmised dstmed nii, et juuremirgi all oleks voi-
malikult vdhe tegureid:

y va@r o wame o9 (%)

s 2 > SR 3.\3
(V/3hu?)5 (2V/ cub)3 ( %)
B Wa o "‘W 4
(V5cN?)2 . (V6R?)? (1/2=)

3
7 e e o502\ 4
452)4 /~R3h)2 /3c5x?
(V7p'e?) (v/7R?h) (1%2)

49.5. TEOREEM ASTME JUURIMISEST.
Kui juuritavaks on aste, mille astendaja on juurija kordne,

”_— b .. ..
s. t. kui avaldises Va™ on m=kn, siis saab ndidata, et

n
\/akn st ak_

Astme juurimisel astendaja jagatakse juurijaga ja saadud
jagatisega astendatakse astendatav juuritavas.

128



Toestus. Avaldise a** voime kirjutada kujul (a*)”. Eelmise
teoreemi ja juure definitsiooni pohjal saame niiiid, et

T i, n SR

\/akn=\/(ak)n= (\/ak)n=ak'

Nidide.

7 21

Val=xT=x3,

Teiseks juhtumiks, mis astme juurimisel méarkimist vaéarib, on
see juhtum, kus juurijal ja juuritava astendajal on iihine tegur.
Sel juhul saab juurt taandada, s.t.

juurijat ja juuritava astendajat voib jagada nende iihise
teguriga.

Olgu juurija ja juuritava astendaja iihine tegur margitud
tahega k; siis voime neid arve kirjutada kujul zm ja kn ja juure
taandamise teoreem avaldub kujul

km e
Vakt=+/a". »
iy '
Toestus. Tahistame y/a*" tdhega x; teatavasti aga a*"=
= (a")*, mistottu ka

R
V(a")k=x

’

ehk eelmise teoreemi pohjal

km___
(Vary*=x.
Astendades vorduse molemad pooled arvuga m, saame

km____
(van)km=xm

ehk

at=xm,

Et x on niisugune arv, mille m-es aste on a”, siis juure definitsiooni
jargi

| g
X =n/a"

Vottes arvesse, et tdhega x tdhistasime toebtuse algul avaldist \/a’"’,
saameg1 vorduse

\/a’"‘ —van.
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Niiteid.
e e P B

V&=V =V

8 8 8 . 4
V 4x8yt =/ 22x8yt =/ (2x3y?) 2 = v/ 2x32.

Vahetades vorduse

km " A 7
\/akn=\/an
pooled, saame juure laiendamise teoreemi:
m__. km ; : z
var=ya*,

S ek

juurijat ja juuritava astendajat vaib korrutada iihe ning
sama arvuga.

Niditeid.
P BT e
vai=va% Va*=Vad
ULESANDEID.

283. Kirjuta jargmised avaldised juuremaérgita:

o e LA
B) i3t 2) Vab Nl azhs
G -Cinie, 3 A
\/ 28 Vaths V12508
e [ Pt AR e i s
V64 : V27m2nb V8rd
284. Taanda jdrgmised juured: ' <
ety e AR
1) Va? 2) Vat 3) V5
' oy / 12 7 SR
Va? Vatbd ’ V64
4 St 12_6 Gl
Vaix® £ V9
y&
6 15 6
Vv a?b* V uboulo Vv 1000
6
211{_"’ 3n 25
\/a‘ 1 vaSprq l/_S—_l-
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285. Teosta juurte korrutamine voi jagamine, juurt tarbe korral
laiendades voi taandades:

b TR e ST

1) V2-v2h 9) Vad:Va
B ase §.0 18 .
22.4/2 VativVa

PRl SRS L P
V7-V7 Vb :V/b

4.9.6. TEOREEM JUURE JUURIMISEST.

Juure juurimisel juurijad korrutatakse ja tulemusega juuri-
takse antud juuritav arv.

Siimbolites:
e
Toestus.
Téhistame avaldise |/ Va tihega x, nii et

Astendame selle vorduse pooled arvuga m, saame
m—
n_\m
(/vaf" s

N
Na=x2

ehk

Astendame niiiid saadud vorduse kummagi poole veel arvuga n,
siis saame

({I/E)nz (xm)n
ehk

a=x"0
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Juure definitsiooni pohjal ongi niiiid
mn__ x
X=\a.

Viimasest vordusest ja vordusest

m-

VVa-x

jdreldame, et

[ va=va

0.0 et

Néadide.

3
15 30

|/ VD% = D% D% D2,

Nagu varem késitletud vordustes, nii voib ka konesolevas
vorduses vahetada pooled; siis saame

Va-|/Va

voi ka

n
mn__ T
va= V\/a.
Seega on alati véimalik juurimist mingi kordarvuga mn teos-
tada sel teel, et enne juuritakse nditeks arvuga n ja tulemust juuri-

takse arvuga m. Nii voime 4-nda juure arvust 625 leida sel teel,
et leiame arvu 625 ruutjuure ja tulemusest veel kord ruutjuure:

A et .
V625 =V \/625=v25="5.

6__
Analoogiliselt leiame V/27:

g2t TR
V27T=V V27=v3=1,732.
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286. Kirjuta jargmised avaldised ijheainsa juuremargiga:

)V VeV l/v13 Lv29 V2vs.

9) 1V VN? 3) 1/ vab? 1)V a2vosees
V Vi //vae) 31/ 81V 160"
15/ Vclo 13/ Va3hsc? _ f/ 27/ a*b2
3 5

\4/a4x3 l/\a/wa‘5 % ]5/ 32a5\/ﬁ

” 3——. 3 _a_ =
Va\/a 2% l/7 Naly?

287. Arvuta jargmiste juurte véirtused, kasutades ruut- ja kuup-
juurte- tabeleid:

. ¥ . B L e P
1) V4 2) V16 3) V25 4) /100
[y D s 6 S L
/36 V27 V144 V1331
i 8§ s 8 ¥ e A
V81 V625 /1296 /10000

4.10. JUURAVALDISTE TEISENDAMISI.
Juuravaldisteks nimetame niisuguseid avaldisi, mis sisalda-
vad juuri.
Naiteks
S ok | S b 1
V2+V3; (10—2\/100) R e

Nende avaldiste vdédrtusi saab arvutada vaid ligikaudu, mil-
leks asendame avaldises esinevad juured nende ligikaudsete véar-
tustega, tavaliselt 2-, 3- voi 4-kohaliste kiimnendmurdudega, ja
teostame avaldises ndidatud tehted. T66 holbustamiseks on sageli
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kohane avaldist enne teisendada. Telsendamlse votteist kidsitleme
kahte: ?

a) teguri toovmine juuremdrgi alt juuremérgi ette;

b) juure kaotamine murru nimetajast voi lugejast.

Esimene teisendus pohineb kas korrutise voi jagatise ]uurl-
mise teoreemil ja vastavalt sellele teostub see kas nii:

\/a"b= \/?17- \/3=a\/3_

VvOi nii:
bﬂ_ e 'Z_
i SR S PS e
Bt g RN
Vo~
Teine teisendus — juure kaotamine murru nimetajast voi

lugejast — toimub murru lugeja ja nimetaja korrutamisel kohaselt
valitud juuravaldisega.

Niditeid.
: va a-vVb a-Vvb a- Vb e
5 -—-_: — _: — g —— = e— /b
e Bty oy b bV
\3/1)2 3/b2 i/ﬁ £
a a- avy a a )
2'3::3__ ; it R e A
V& Vb-Ve2 VbR
e T a(Vb+ Vo) _ _a(Vb+Veo) _ a(Vb+Ve) .
" Vb—Ve (Vb=Vo)(Vb+Ve)  (Vb)2— (V)2 b—c
4 a : a(Vb— Vo) _ a(Vb—vVe) _ a(Vb—Vo)
* Vb+Ve (Vb+VEO)(Vb—Ve  (Vb)—(Ve)® b—c

Nende teisendusvotete kasutamist selgitavad jargmised iilesanded.

Ulesanne L. Arvutada avaldise

4\/63—5v28—2V7+/20
véartus. : ;

Lahendus. Ulesannet on voimalik lahendada nii, et koige-
pealt leiame tabeli abil koik antud avaldises esinevad juured, siis
teostame noutavad korrutamised ja seejdrel liitmised ning

lahutamised. Tunduvalt holpsamini jouame eesmérgile antud aval-
dist teisendades. Nii saame:
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4v63—5v28—2vV7+ V20 — 4v/9-7—5v4-T—2\/T+

+V4-5=4-3V7-5.2V7—2V7+2Vb=

=12V7— 10V7—2V7+2V5=2V5.

Avaidise vairtuse arvutamine algkuju jargi nouab 4 juuri-
mis-, 2 korrutamis+, 2 lahutamistehte ja 1 liitmistehte, s. 0. 10 tehte

sooritamist. Avaldise vddrtuse arvutamine teisendatud kuju jargi
nouab koigest iihe juure leidmist ja iiht korrutamist. Vottes tabe-

list V5 lahisvadrtuse 2, 2%6 saame - avaldise vaartusena 4,472.
Kontrolliks mérgime, et 2v5=v4-5=20 ehk tabeli jargi 4,472,

Ulesanne 2. Arvut_ada avaldise E% vaartus.

Lahendus. Ulesannet on voimalik lahendada nii, et votame

tabelist \/E néditeks neljakohalise ldhisvddrtuse, korrutame selle
5-ga ja jagame 26 saadud korrutisega. Et hoiduda tiilikast jaga-
mistehtest mitmekohalise arvuga, kaotame nimetajast

juure. Selleks korrutame murru lugejat ja nimetajat arvuga \/ fie
Nii saame:

2% _26-Vi3_2 v13 0,4V/13. .

5V13 5-13

Avaldise viirtuse arvutamine teisendatud kuju jargi nouab
iihtainsat korrutamist, kui \/13 ldhisvdartus voetakse tabelist.

Ulesanne 3. Arvutada avaldise

SHCN S8R

VI9-V15
vaartus. :

Lahendus. Ulesannet on voimalik lahendada nii, et leiame
tabelist V19 ja v 15 niiteks neljakohalised ldhisvédirtused, arvu-
tame nende vahe ja jagame 8 selle vahega. Et hoiduda tiilikast
jagamistehtest mitmekohalise arvuga, kaotame nimetajast
]uured Selleks korrutame murru lugeja ja nimetaja summaga

V194 V/15:

8 o 8(V19+ V15)
VIO—VI5  (VI9—VI5)(VI9+VI5)
— BVIHVIE) _ 8 (yT94 1) =2(VIo+ VI5).
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Antud avaldise vdartuse arvutamine teisendatud kuju jargi nouab
vaid iiht liitmis- ja iiht korrutamistehet, kui V19 ja V15 lahis-
vadrtused on teada.

- RS
Vit V2

Ulesanne 4. Vabastada murru

1
8

nimetaja juurtest.

grain g
Lahendus. Laiendame antud murdu arvude /4 ja v/2 vahe

mittetdieliku ruuduga. Saame

lugeja juurtest.

‘ ¢ PECEER TS P ", SR 8z
Fos \/42 \/4 2+v22 _ VI16—2+V4
d_ 3" i 4+2
Va+ Ve (\/4+\/2)(\/42 e 2+v22)
3.5 [
_ 2V2-2+V4
B 6

Ulesanne 5. Vabastada murru

B B
V7—V4
3

: 3. e
Lahendus. Laiendame murdu arvude \/7 ja V4 summa

mittetdieliku ruuduga.

288.

Saame

b T

V7—V4 (\/7 \/4)(\/72+\/7 4+\/42) 3 =

S B R N .

2 3(\/72+\/7 4+\/42) 3(V49+ vV 28+ V 16)

ot |

S e TPE R ol
Va9+4 V28+2V2

ULESANDEID.

Teisenda jargmised avaldised nii, et juuremirgi alla
jaaks voimalikult véike tédisarv:
3

5 3 1
) V2 20 9
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289. Teisenda

)

2n

2)Y/3 3) /13
5 ¥R
Viz I
3 3
i3 5
4 2
jargmised

3
V7
b
Bx
Sa
4
B:
y?
3
250
Bx

avaldised nii,
jadks voimalikult lihtne tdisavaldis:

4

3)

5

5

| =fs] lxl

a? -
a3

243
49a®

et juuremairgi alla

290. Kirjuta jargmised juuravaldised kujul, mille nimetajas puu-

291.

dub juur, ja arvuta avaldiste véddrtused:

1) 2)

Kirjuta jargmised avaldised kujul,

esine juuri:

o
e
]

|

ez

5

V5
.

2V

~|

%58

V18

3) 53—
2

<°’|l\’> <°’l—.

4

1

[e=]

3

3V25

3)

4) V2
3

<

15

-8

l|

N
BN

<°"l<w <
0|

1

[=2]

mille nimetajas

4y 32
V3q
4xy
V2xy®
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292. Kirjuta jargmised avaldised kujul, mille nimetajas ei
esine juurt, ja arvuta avaldiste vdédrtused: '

1 - 91 12
| S 2) = 3) —
V3—1 54V 5— V13
1 8
V5—v2 Vi—V5 V15—-V13
1 19 5V5
3V2—V3 3VIl—4V5 = 3V5—4
293. Anna jiargmistele murdudele kuju, mille nimetaja on juure-
vaba: A
> I
S AR ) e
Vu—1 wVw+l a—Vb 2
vu _10x a+2vVx
‘Vu—Vx Vx+ Vbx ' a—2Vx
VX 2va—3Vb u—2vVu
xVx—1 3Va+2Vb u+3vu

294, Kirjuta jargmised avaldised kujul, mille lugej.as ei- esine

(s juuri: )
: 4 o Ve
1—Va 1+V —Va+Va’
1) 2 < B
l—a ) a l-—\S/Tz-
et o 3 5.0
Va—Vb 1—Va - Vm+1
Va a &
i $
a—2Vx iayesng - Va—1
Sat2vVx 1-Va 3
295. Koonda jdrgmised juuravaldised:
£z i - Fagers g e
1) 6vV2+3v2 - 2) 10v5—9Vv5 = 3) ayx+Vx
= L et Bt 3.
8V3—5V3 . VA+4Va myd—2n\/d
g = AR &% s L ey g SO
m\7+nV7 ayx+byx V3[—=5V3[
Fes s 4 RS "E ’ B (3!
avVz—2Vz kva+—- a2\/b—ayb
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296. Kirjuta jargmised avaldised vdimalikult vdheste ja lihtsate
juurte abil: -

1) 8\/’71-537—10,7\/7_—\37—
3v10+ C/ﬁ— 5,55/% —0,7V/10
2V N—VM+4yN—-6yM
C/F+ 3VH—2VH+ \S/F

2) 6vV3—7V12+V75—3Vv/48+3V108+ /300
VE—3vA04+ 050 — 2\ (2842132
6\/—15—5\3/5—4\/ﬁ+4\3/m :

B S 3 gty
5V72—7vV45+ 11v/9000—10v/180

3) 4v2-3v8-5V2 4) 5V3:(2V12)
T ‘3___ 3 - RiEss 1 e
2v2.5V12-5 V32 Va8 : (3 \/3)
5v2.4y18-2 V20 2 V56 (3V8)
A e e e iy

2 V3.7V18- V16 \/91:(;\/39)

297. Leides tabelist vastavate arvude ruut- ja kuupjuured, arvuta
jargmiste juuravaldiste védirtused:
3 &S

1) V3+V5 2 y/T=V5 3) VI—-V2

VI-VE Vid VB
Bt V98 NZH
1) V5-V3  5) vB0-VIB+V3E
vas 2V 15+V27—2V75
VS VI8+V5i- V200
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298. Teisenda jdrgmised korrutised nii, et koik tegurid oleksid
juuremérgi all: .

YA B 3 =
1) 2v/5 4 B 3) cax®a
e D Sl
h2\/u N2y/N 3D2y/3D
o, Sy 3___ 3___
) b m 1 4
Czl/? 4"Vﬁ§ g @ s

299. Teisenda jargmised avaldised nii, et juuremirgi alla jaiks
voimalikult lihtne avaldis:

1) Yaru 2 2) 3N |/N2—G N2
b2 19
I/b2+ (?) I/4x2— 55 X°
3 12 4
QJTVFz—gI‘Z %R4—%R2

300. Lihtsusta jargmised korrutised:

) 2 V32> ver  2) VN(VN-ayaN)

m2 l/% -3ym V2x(V2+Vx)
N = VIiE mv T (\ mn—5m\1)
AVaRE - %ﬁ\a/aTR 3v/cD(v/cD +2v/aD)

4.11. JUURVORRANDITE LAHENDAMISE NAITEID.

Véorrandit, milles tundmatu esineb juuritavas, nimetatakse
juurvorrandiks. G

Juurvorrandid on néiteks vorrandid
VX+1V2xr=3
ja
gis
Vx+50=4.
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Seevastu vorrand

XV/2+3=V6
ei ole juurvorrand, sest tundmatu ei esine juuritavas.

Et lahendada juurvorrand, selleks tuleb teda enne niisuguseks
teisendada, et {iheski juuritavas ei esineks tundmatut.

Allpool selgitame ldhemalt juurvorrandite lahendamise vot-
teid kolme ndite varal.

1. Olgu vaja lahendada vorrand

x—Vx+2=10.

Kui vorrandi vabastamiseks juurest tostaksime ta otsekohe
ruutu, siis vorrandi vasakul poolel peale juurevabade liikmete
saaksime ka liikmete x ja —\/x+2 kahekordse korrutise; seega
jddks juur Vx+2 ikkagi vorrandisse piisima. Seepirast talitame
nii, nagu eespool ‘6eldud: viime juure vorrandi iihele poolele ja
kogume koik muud liikmed teisele poolele; siis vorrand omandab
 kuju:

x—10=vVx+2.

Tostes selle vorrandi pooled ruutu, saame vorrandi

(x—10)2=x+42
ehk parast sulgude avamist ja koondamist

x¥?—21x4-98=0.

Selle vorrandi lahendid on 14 ja 7.

Asendades ldhtevorrandis tdhe x ruutvorrandi lahendiga 14,
saame vorrandi vasakul poolel 14—+v/14+42 ehk 10, s. o. sama
arvu, mis seisab paremal poolel. Seega ruutvorrandi lahend 14 on
ka antud juurvorrandi lahendiks.

Tehes sedasama ruutvorrandi teise lahendiga, arvuga 7,
saame juurvorrandi vasakul poolel 7—v7+2 ehk 4. Et aga pare-
mal poolel seisab 10, siis arv 7 juurvorrandit ei rahulda.

Arv 7 rahuldab kiill vorrandit x+vx+2=10, kuid mitte
antud vorrandit.

Lahtevorrand ja temast poolte astendamisel saadud vorrand
pole samavéddrsed, s. o. mitte koik astendamisel saadud
vorrandi lahendid pole {ihtlasi ka ldahtevorrandi lahenditeks, sest
astendamine tdhendab korrutamist, ja korrutamisel tundmatut
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sisaldava avaldisega v6ib saada vorrandi, millel on roﬁkem lahen-
deid kui.antud vorrandil.

Loppuvérrandi lahendit, mis ei rahulda lahfevorrmzdn‘ nimeta-
takse lihtevorrandi voorlahendiks. ‘

Arv 7 on seega antud juurvorrandi voorlahend ja selle vor-
randi ainsaks lahendiks on 14.

Koigest deldust jareldub, et vorrandi teisendamisel astenda-
mise teel voib tekkida véorlahendeid. Seepdrast

alati tuleb selgitada, >missugused juurvorrandi lahendamise
tulemustest rahuldavad seda vorrandit.

2. Olgu antud lahendada vorrand
V3x+4—/x+5=1,

milles peale juurevaba liikme esineb kaks ruutjuurt tundmatuga
juuritavas. ;

Kui tostaksime ruutu selle vorrandi mdlemad pooled, siis
vasakul poolel saaksime peale juurevabade liikmete ka juurte
kahekordse korrutise. Et viltida selle keerulise avaldise tekkimist,
teisendame vorrandit nii, et jdtame vasakule poolele ainult {ihe
juure, néiteks esimese:

V3x+4=14+Vx+5. :
Tostes niiiid vorrandi pooled ruutu, saame:
3x4+4=142Vx+54+x45

ehk pérast koondamist ja taandamist
x—1=Vx+5.

Tostes uuesti molemad pooled ruutu, saame pdrast koondamist
vorrandi

—3x—4=0.

Selle vorrandi lahendid on 4 ja —1. :

Tehes lahtevorrandis asendused x=4 ja x=—1, veendume,
et esimene neist rahuldab ldhtevorrandit, teine aga ei rahulda
Seega antud vérrandi ainsaks lahendiks on 4.
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3. Vorrandi
3 3

V4+x+V5—x=3
lahendamisel kasutame valemit
(a+b)3=a®+b%+3ab(a+0b).
Saame
3 BLElE

(\/4+x+\/5fx)3=27

ehk
3 3 3 3
4+x+5—x4+3Va+x- VE—x(Vi+x+V5—x) =27,

3 3 3 3
9+3V4+x-Vb—x(V4+x+V5—x)=27.

Et antud vorrandi jéirgi
3 3
Vi+x+1V5—x=3,

siis saame

G P iges g
9+43-3-V4+x.V5—x=27
ehk
. SN R R SR
V({@+x) (5-%) =2,
siit |
x2—x—12=0,
millest
x1=4, X2=—3.

Kontroll néitab, et molemad leitud arvud rahuldavad antud
vorrandit.

ULESANDEID.

301. Lahenda jidrgmised vorrandid:
1) V5x=10 3) Vx—v2=v3
2) x—V3x=0 4) Vx—1-3=0
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302.

303.

304.

305.

306.

307.

5) x—3+VxZ—1=0 8) V2+10x=12

.6) Vx2+8=1/2x2—2x ! 9) V6x+25—x=3

3 3 oy
7) V10x+46=\7x+43 10) 3x—4vx—32=0

Lahenda jargmised vorrandid:

1) vV2x=8 6) Vx+7=x
21/= ‘ P

2) §V§=Z 7) y-2=Vy
Picic, Tt G

3} \ox—=% 8) VIou—24=u
doi o

4) Vx2=9 9) x—11yx+24=0
W AT

5) Vovo=1024 10) x+1=v2x+4

Lahenda jargmised vorrandid:

1) VX+8=x+2 4) V2x—x=4

2) Vx+4+8=—x—-2 5) 4x+2v/5—4x=5

3) Vx2+16+x=8 6) 2a—\/x?—8a=1

Lahenda jdrgmised vorrandid:

1) Vx—5—vVx+1=0 5) Vx—a+Vx—b=Va—b
2) Vx—\Vx—28=2 6) Val+x+Vbi—x=a+b
3) VX+1+Vx=16 7) VX+V3x—a=Va

4) Vx+7=Vx+V5

Tédisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 1 em vorra pikem kui
iiks kaatet ja kolmnurga timbermodot on 56 cm. Leia kolm-
nurga kiiljed.

Téisnurkse kolmnurga kaatetite vahe on 7 cm ja kolmnurga
iimbermoot 30 ecm. Leia kolmnurga kiiljed.

Kolmnurga kahe kiilje suhe on 5:8, kolmas kiilg on 39 cm
ja sellele tommatud korgus 24 cm. Leia kolmnurga kaks
kiilge.
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308. Lahenda jargmised vorrandid:

1) Vx+2+Vx—3=V3x+4

2) V3x+4—/5x—1l=vyx-3

3) V3x+1+V4ax+5=V17x—4

4) /3x—34+V5x—19=v/3x+4

5) V2x+14+V7x—27=v/3x+4

6) 5vV3x+4—3V2x—5=4V3x—5

7) x+V2ax+2=a

8) 2a—vV/2ax+x=x

9) Vx+vVa—x=Va

10) Va+x+va—x=v2a

11) V3x+a+2b—V3x+a—2b=2\/x—a

12) Vax+b>++/2b(x—a) =V ax+4bx+b?
309. Lahenda jargmised vorrandid.

3 | e B0 ¥

1) Vi+x+V9—x=4
3 - Tattings 1t

2) V25+x—V6+x=1
3 3 h

3) V24x+V7—x=3

3 3
4) V3x+2—V3x—5=1

4.12. ASTENDAIJA 0.

Olgu a mingi arv ja m ning n kaks positiivset tdisarvu. Me
teame, et siis

am™; g*=am".‘kui. m>n.

Laiendame niiiid astme moistet nii, et ka siis, kui m=n voi
m<n, kehtiks vordus

am:a*=am""".

Kui m=n ja a70, siis

am:qt=gn—n=qr—n=q0
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Avaldisel a° ei ole astme senise definitsiooni jargi motet.
Et vaadeldaval juhul, kui m=n, a®=a" ja et kahe vordse arvi
jagatis on 1, siis tuleb stimbolit a® moista arvuna 1:

| o=t | /
Nii on
70=1 (—9)°=1 B) =

Vordust a®=1 loetakse digeks ainult siis, kui-a # 0; 0°, jie-
takse aga ilma arvu tdhenduseta.

4.13. 'NEGATIIVNE ASTENDAJA.

Kui m<n ja a70, siis

ariar = qm-nig Nl s e n S () 7

Saadud avaldisel kui negatiivse. astendajaga astmel pole
astme senise definitsiooni jadrgi motet.

Kirjutame vaadeldava astmete jagatise murru kujul ]a ]agame.
selle murru lugejat ja nimetajat arvuga a™:

am /g )
g an=7= an:a™  anm’
seega
amiat=——0, kui m<n.

Niisiis tuleb avaldist a—®—m monsta naturaalarvulise asten-
dajaga astme a"~™ poordvéadrtusena:

1

an—m °

q—(n—m) —

Tédhistades vahet n—m {iheainsa tahega r, ndeme, et




R

Astme moiste laiendamisel votsime aluseks, et jddks kehtima
vordsete alustega astmete jagamise reegel. Saab néidata, et ka
teised tehted, mis kehtivad naturaalarvulise astendajaga astmete
korral, jadvad kehtima samuh tdisarvulise astendajaga astmete
korral. :

Naiteks on
a-m. a—n=a¥m+.(—n) —=q-m-n,

Toepoolest, .
3 24 1 1 1 3 s
W anL.F——_am-in =1 (ﬂ‘t+fl)-_—a ol oo
Samuti

(a—m)n___a—mn‘

Toepoolest,

1
(o= ]~ e
Samuti

0 i ree
al. an_a0+n__an’

sest
ao,an=1 cqQt=q".

Iga avaldist, milles esineb negatiivseid astendajaid, saame
murrujoone abiksvotmisel kirjutada nii, et esineksid vaid posi-
tiivsed astendajad. Nditeks

2 s 2x
243 .2 n-8y—2_ 2 p-ly= 22
xR 5 X 5’1 X= T

- Tehnikaalases praktikas kasutatakse negatiivset astendajat
sageli. Allpool on toodud moned nédited, mil kasutatakse negatiiv-
set astendajat.

1) Parema iilevaate saamiseks Tfiilisikalistest konstantidest,
kui konstandid on védiksed kiimnendmurrud. Nii kirjutame néiteks -
joonpaisumise koefitsiendid jargmiselt:

plaatina  0,90-10-5 kuld 1,42.10-5
raud 1,20-10-5 vask 1,65-10-5.
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Kirjutades vase joonpaisumise koefitsiendi negatiivset asten-

dajat kasutamata, saame 1,65+ 10-°=0,0000165.

2) Vaikeste mootithikute puhul, néiteks:
1 mikromeeter=10-% m=10-3 mm;
1 nanomeeter =10~° m=10-% mm.
Vesiniku aatomi 14bimoot on 10-8 cmy;
aatomituuma 1dbimoot on ligikaudu 10-!2 cm;
elektroni 1abimoot on 3-10-13 cm;
vesiniku aatomi mass on 1,65 1024 g.
3) Murrujoone véltimiseks mootithikute nimetuste kirjutuses,

naiteks:

kiiruse mootithik IL: kirjutatakse 1 m-s—1;
kiirenduse mootiihik 1:]—2 kirjutatakse 1 m-s-2;

tiheduse mootiihik lgkn% kirjutatakse 1 kg« dm—2.

ULESANDEID.

310. Allpool on antud pikkusmootude tabel.

311.

312.

313.

I km l m cm | mm | pm nm

1 km (kilomeeter) 1 108 10° 108 10° 1012

1 m (meeter) 14=4 1 102 103 108 10°
1 cm (sentimeeter) 10=8 110532 1 10 104 | 107
1 mm (millimeeter) 10=8: 1= 10~% | -1071 1 108 108

1 m (mikromeeter) 1021 10801074 | 102 1 103
1 nm (nanomeeter) 10=121 1022 1020 [2 108"} 10=2 1

Avalda meetrites 3,5-10% cm.
.,  sentimeetrites 0,2-10-% km.
% (m - sec—!)-tes kiirus 6 m-h-1
S (km - sec!)-tes valguse kiirus
2,99790 - 10'° cm - sec—!.

Juukse kasvamise kiirus on 3+ 10-7 cm - sec—!, Mitu millimeet-
rit kasvab juus Gopdevas?

Maa ekvaatori raadius on 6,378245 - 103 m. Avalda see kilo-
meetrites.

Maa iimbermoot meridiaani méoda on 4,0008548 - 10* m. Mitu
kilomeetrit see on?
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ULESANDEID.

314. Arvuta jargmiste avaldiste véartused:

1) 3-2 9) 6-2 3) 2-5 4) 10-7
) CREE R
1,7-2 0,9+ 24-3 3,62
9.5 95.3-4 (=1)4.8-2, (=4)-1.]10-3
G e (-7 ()6 (—02)-5- 10¢

315. Kirjuta jargmised murrud nimetajaist vabade avaldistena:

1) = 2) = 3) - 1y
2 = i i
n3 v N6 bt
2 %% S n
ab? 2x3 3ut pps
07 Sa o 13 ..
cx? x¥ 8b2u3 10c2ut
100 3o 02 7t
aD2 10gh? q%r3 23rh?

316. Kirjuta jargmised avaldised nonda, et neis esineksid ainulf

positiivsed astendajad:

1) a! 2) 3b° 3) 2-1p-!
N-2 317 7-1m—2
4h-3 8ab—2 0,9a2x—3
3° m 4a
x4 2n—3 5bc—2
7a-! m—2n-2 7au—5s

N=2y—3 15p—2 3a°u®

317. Kasutades arvu 10 astmeid avalda:

1) 1 km meetrites
I mm sentimeetrites
1 kg milligrammides
.0,7 ha ruutmeetrites
1,4 1 kuupsentimeetrites

2) | m millimeetrites
a cm meetrites
s m? aarides
V em® liitrites
P g tonnides
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318. Arvuta jdrgmiste avaldiste védidrtused:

319.

320.

321.

1) 78:7-%  -'2) 3.50.5-8 " 2) 7,2-108.25-104
5 :5-1 2.108: 10-¢ . 3,43-10-5: (0,49 - 10-%)
4$5.4%  57.9%:90  §.10-°.0,125-10"
3-6; 34 10%: (5-10-2) 1,74 -10-2.5- 10°

10-4:10-7 (%)“ (2-107%  2,25.10-1.4.103

Kirjuta jirgmised arvud kiimne astme kordsetena:

1) 70 2) 900 3) 1400 4) 1750000
-5 =5 i e
10 0. - 1000 10000
11 N2 15 283
20 500 4000 500000
0,72 > 1,11 0,033 ,
0,025 1,375 5,0081 ~0,000765

Teosta jirgmised tehted ja kirjuta tulemus, kasutades vaid
positiivseid astendajaid:

1) a5:a . 2) 85¢-3:15¢-% 3) Ba—*x?:a?
R1O: (—h)O 10p=5-0,2p8 30%-2. 26~
3ms . (—n)*‘i %Lﬂ s 82 j°g'h? -%f-{g-‘ho 2

Lihtsusta jargmised avaldised ja teisenda tulemused nonda,
et neis esineksid {iksnes positiivsed astendajad:

1) (N-2)? 2) (% ma)"2 " 3) (0,1a%x-1)?
(a-1) -2 (0,34-2) -1 (1,2H - 5H) -2
(3 : (3axt) 3 (15 eyt ?)x—z)_4
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4.14. FUNKTSIOONID y=x"1 JA y=x"2

Funktsioon y=x-! ehk y= % esitab x ja y vahelist p6ord-
vordelist sdltuvust. Selle funktsiooni graafikuks on hiiperbool
(joon. 62). : :

Yy

Joon. 62.

Uurime niiiid funktsiooni y=x-!tema graafiku pohjal. Koige-
pealt ndeme, et see graafik koosneb kahest harust: iiks asub tel-
jestiku I veerandis, teine III veerandis. Paneme téhele, et kui
x védrtus ldheneb nullile negatiivselt poolelt, siis funktsiooni vaar-
tus on negatiivne ja kasvab absoluutvdirtuse poolest kuitahes'
suureks. ' Kui aga argumendi vddrtus liheneb nullile positiivselt
poolelt, siis funktsiooni vdirtus on positiivne ja kasvab kuitahes
suureks. . :

Mis siinnib funktsiooni x~! védirtustega, kui x vdidrtus on
~ negatiivne ja ta absoluutvdértus saab kuitahes suureks?

Mis siinnib funktsiooni x~! védartustega, kui x vdartus kasvab
kuitahes suureks?

Graafikult ilmneb, et funktsioon y=x-! on kahanev. Selgita
seda! ;

Edasi ndeme, et vaadeldaval funktsioonil nullkohti pole ning
et ta positiivsuspiirkonnaks on x>0 ja negatiivsuspiirkonnaks
x<0.
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Funktsiooni y=x-2 graafiku joonestamiseks koostame tema
vadrtuste tabeli: '
¢ | s |

14 ' 1 ‘ 0,25 ) 0,11 l 0,06 \ 0,04

x H 0,01‘ 0,1 | 0,5 l 1 ‘ 2 I 3

x—2

10000|100

Ef X=*= }12— ja x2=(—x)2, siis funktsiooni x—2 vairtus ei
muutu, kui argumendi vdértus asendada tema vastandarvuga.

Konstrueerides koordinaatteljestikus nendele véartuspaari-
dele vastavad punktid ja ithendades need sujuva koveraga, saame
funktsiooni y=x-2 graafiku (joon. 63).

Tuginedes sellele graafikule, anna vastus jargmistele kiisimus-

tele.

a) Missugustes veerandites asub see graafik?

b) Kas leidub argumendi vaartusi, mille korral ei saa funkt-
siooni védrtust leida? Miks?

¢) Missuguses argumendi vaértuste piirkonnas on funktsioon
kasvay, missuguses kahanev?

d) Kuidas muutub funktsiooni véddrtus, kui argumendi vaar-
tus ldheneb nullile negatiivselt (positiivselt) poolelt?

e) Kuidas muutub funktsiooni véartus, kui argumendi abso-
luutvdartus kasvab?

y b |y-x?

y=x?

& + X

Joon. 63. Joon. 64.
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ULESANNE.

322. Joonisel 64 on antud funktsiooni y=x-3 graafik. Uuri seda
funktsiooni graafiku pohjal! ;

4.15. MURRULISE ASTENDAJAGA ASTE.

Olgu a mingi positiivhe arv ja m ning n kaks positiivset tdis-
arvu. Astme juurimise teoreemi jéargi
W T
Vam_:an 4
kui arv m on arvu n kordne. Astendaja —- on siis tdisarv. Sel puhul
i

siimbol @" tihendab % teguri korrutist, milles koik tegurid on

vordsed arvuga a.

Laiendame niitid astme moistet murrulise astendajaga astme
puhuks. Selleks loeme vorduse
fhis Doy e

\/a'"=a"T

kehtivaks ka siis, kui —- on murdarv. Seega

i L PR
a” =) a"

iga tédisaryulise m ja n korral.
Selle kokkuleppe kohaselt

(S

49° =v/49=7,

%_ s ). T 9
27 =v(27)2=(v27) =3*=9,
s O
125 == =1

3
125° 125

Saab ndidata, et koik tehted astmetega toimuvad iihtede ja
samade teoreemide jirgi, olenemata sellest, kas astendajad on
téis- voi murdarvud.
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Naiiteks on

in g o2 e
a” g9 _—_-a"+q
Toepoolest,
LT R S e e T L S e
a*.q9 =\/aq™m-. \/aP_:\/mq. \/anpz\/amq+np___
mg+np g_l_g_ :
=g M =qg" 9,

Iga avaldist, milles esineb murrulisi astendajaid, saab kirju-
tada juuremdirgi abil nii, et esineksid vaid tdisarvulised astenda-
jad. '

Et juurt saab kirjutada murrulise astendajaga astmena ja
murrulise astendajaga astet saab kirjutada juuremirgi abil, siis
arvutuste  asemel juurtega voib sooritada arvutused murrulise
astendajaga astmetega ja iimberpoordult.

Kumba eelistada, kas juuremirki vo6i murrulist astendajat,
see soltub lahendatavast probleemist. Monikord on otstarbekoha-
sem esimene, monikord teine viis.

ULESANDEID.

323. Leia jéirgmiste,avaldiste: vadrtused:

=, 3 1

1) 97 2) 16° syar 4) 64°
i 5 4 1%
1,442 0,001 ° 0,343° 0,729°
16\3- 25\ 1 27\ 2 SENE
ik Ak £ )

324, Kirjuta jargmised avaldised juuremdrki kasutamata:
e " e i "t es
N DX 7V c? 0,1vD? N (3eu)?
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325.

326.

327.

328.

w

, 5 s
0,7V a%b® %x\/lﬁu‘ % vV N4x Vacxs
B : 1 B

1 Tose 5 m
V?ﬁ 4 5V& Vu2 n?
Kirjuta jargmised avaldised juurtena: ’
3 ¥ ¥ %
B R T +-3) 83 4) 100
o 1 4 x%
Ll 5 '
(2h)* (%) % (10f) 0! (mn?) 03
Kirjuta jérgmised avaldised juuremaérki kasutamata:
s el PN | RS
1) Va? 2) vas. 83Xl . g4y yeoigss
a § a 5 7
Va+bx \d/bz V2px lOi\;/W

3 4

5— N PR— —_—
(2} V b a l/ﬂm
l‘ (N) a+bx cx » S8

Kirjuta jiargmised avaldised, kasutamata negatiivseid ja
murrulisi astendajaid:
oy X S G _4 e
IATTS T w0l 5 0) S - 3o 8y ) % 4) 64 *
e e _% A
0,343 ° 0,01 * 0,0016 00169 °
25 ; 1\=% 216 —-m 625\ —3-
&t () (= (el
AT g 3 3c\-2 =i -2
% T (x) g (5kw?) ° ~ah3)
Kirjuta jargmised avaldised voimalikult lihtsate astmetena:
: e ER T ) 2 1 o o 3
.a® va’ o 9ndl - AR AR TR S
FETERaS o ¥ T Jay
N7t u-u ° p °p° R
R ¢ =3 St S TR
iy e .y ® p*.p7t R AR
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329.

330.

331.

332.

333.

Kirjuta jargmised avaldised voimalikuli iihtsate astmetena:

1 1 TS PR

1) AA® % c?ig " 3) e - ia
ik AR 1 3 PR Rr

o b R Freys Bt h u’u
N_I:N% , z%:z_l (]O:q_d2L l-‘%:l_%

Kirjuta jargmised avaldised juuremdrki kasutamata, toimeta
noutavad tehted ja anna tulemus juure kujul:

3__ 50T L e TR EhiE
B ERVAT VAT e ALOVINLL 3) V3x-V9x?

PR R g T 4 it

vD?. /D3 VR VR VaBx2: \/a2x?

Kirjuta jidrgmised avaldised, kasutades ainult positiivseid
taisarvulisi astendajaid:

X 3 2 T
D (x0)* 2) (h?)° 3) (u)° 4) (D-1 *
2 2 el 45 i
(a”)3 (N-1)° (c=?) . ° o
2 3 3 AnE 2
N®.N® (2u*)* Xix * H2:H®
KORDAMISULESANDEID.

Lihtsusta jargmised avaldised:

o G2 9 ()

Lihtsusta jargmised. avaldised:

o AL e 4 4 n
1) v8-v32 Y-V gt 3) Va3

$. o7 Agn 3 3 5 5

V750: V6 Vadn+8: /qnt3 V—a':va
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334. Lihtsusta jargmised avaldised:

VB o (F )

(VE+V3) (VI V) D
Vp—q

335. Vabasta jargmiste murdude nimetajad juurtest:

3 8+3V2
Mg 2 Ve 3) s_avz

V2

1 12 2V2+5V5

- el e~ o __ ¥R

35 V2+ V3 . 2V2-5V5

336. Lihtsusta jargmised avaldised:

%] 16 30
) \% ) ) ) V7 ) $§

h a c? X

¥ F P BT

Vh bVa2 ave vV x2

337. Lihtsusta jargmised juured ning leia nende vdartused ruut-
ja kuupjuurte tabelite abil:

3 4
7 -3 i
1) V% 2) V§ 3) Vﬁ i V625
pl—— 3—  c——
9 ¥ 4 . 1 T
l/g 6 l/4§ 9.64

338. Kirjuta jargmised avaldised voimalikult lihtsate juurte abil
ja koonda:

1) ]/11-—\/20 5[/18 —3 VoI5 |24}

9) v+ ]/— 30 [/_

339. Arenda jargmiste kaksliikmete ruudud:

D (Vit+eve—Vii-6v2) 4 ('afl/"z_"_ V:z_[;r




340.

341.

342,

343.

344.

345.

346.

Lihtsusta jéirgmised avaldised:
5 4 2
__ 3 —_— e — —
V 10 ) 4— V11 V1l-v7 34+V7
R TP 1
V3 g oy b2 4) Vi—x? Goir .t '(v1+x +I)

Lihtsusta avaldised:

Vxida - VX0 Vx2—q? vas

2 ) ) By
Vx—a Vx+a Vx—a Val

a) Niita, et v8+ v§=\}_1§.
b) Koosta ruutvorrandid, mille lahendid on:
1} 2334 2=v/3 =B LB B A/h

S RN AT

VT S SR
TS 10

AL |

3) 4)

Teisenda jdrgmised avaldised sellisteks, et nende nimetajais
poleks juurt: '

1 I V&

nV3—=1' nv3': p-Vv8. ¥3

Arvuta jargmiste avaldiste véartused:

(=51 (=00 (=W ]Gl ~ (4)A
2,—3 -

2) (3] —(5 o e A

Vabasta jdrgmised avaldised negatiivseist astendajaist ja
lihtsusta tulemus:

1) (a5—a~%): (a—a—.3) 2 (at=a%) 1 fa-itar¥)
1) Niita, et a=b“—“‘, kui a+a-'=b+b""

2) Ndita, et

(a—b)2— (a+0b) 2=4ab(a>—b2) 2

3) Arlenda avaldis (a"—d—")2.
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347. Kirjuta jérgmised avaldised juuremirgita:

VB £ i

348. Kirjuta jargmised avaldised juurteria, kasutades ainult posi-
tiivseid juurijaid:

1) ax% 2) (ab)§ 3) (x—y) 13

pict
5)%

X
7 |

ar-" a(2n)f (u+v

wlco

p o 3
349. 1) Arenda korrutis (x° —5) (x° +4).

1\2
2) Arenda avaldis (ax_aT) :

350. Taanda murd lx_yl.
+y?
351. Naiita, et

BE=bve B -bva (-0

352. Lihtsusta avaldised:

i '_ZL B 1 Soae
Vv 10:0,81 5. A/25-(0;04) 5> 046 " -\/b.

ot

353. Leia avaldise (7;—2)—0'4 vaartus.

354. Lihtsusta jargmised korrutised ja jagatised:

1) ( \/3x2)2 /gm 4) e (QScf 4007)
) |5 f5) v 5) 3% (55)
3) gaf/ﬁz(svj) 6) (1; a)s:(o,e,:s)a



355. Kirjuta jdrgmised avaldised voimalikult lihtsate ja viheste
juurte abil: .

) 6V —2[/ V4—+l/16 +2V2

2) 85V 4v63—10V3v7—3V6v28

P TR BT - | e
3) VIVt = 4xl/;

356. Leia jargmiste avaldiste vdértused:

1) 1443793 2) ]3/(3:43)—‘
b B+
U ST}
(_21) - e l 5 V4]
- LS R e, V2

357. Kirjuta, avaldis ainult iihe juuremérgi abil:

V sVart.

358. Arenda binoomi ruut:

(sV5-15)-

359. Lihtsusta avaldis:

w

-
-
Q

|
<>

360. Lahenda jargmised vorrandid:

1) x+V16+x=8 G SRS R o £
T g ST O Mt 1+Vx B
2) Vx—7—Vx+1=-2
el T 5 Vx+4 _Ql/x—4=z
3) V¥+20—Vr—1=3 o e 2
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361. Alljargnevatest vorranditest monel lahend puudub. Tee kind-
laks missugusel.

T Tac ) e i 6) VI10x—1+V10x+6+7=0
2) Vx+7—yx—5=2 7) aVx+1=byx—1 ‘
3) Vx+1ll=1+Vx+6 8) Vx+b2=b+Vx—2b

4) VIr—1+VI+647=0 9) VX+5+Vx=V4x+9
5) V5x—9—/bx—16=1 10) V4x—3a— \/x o8 =
=Vx+6a

362. Arvuta.

D (29) 73 2) (—3%) % 3) (395) """

363. Niita, et

) (2 2 eﬁ:; 5

l\blv-ﬂ

()% 4)22 +2% =18

364. Lihtsusta, juuremérki kasutamata:

X gt 5
=0 +
g . (ab) 2 _(ab)2 ; a>0’ b>0

l—a

+
S
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365.

s

1
[ +(ab?+¢)” ] b-a* +b(ab2+c)7]

1—a)2‘] [ e +1]'
(1—a?)®

lvp-

l(l+a)

B+
2 2
6) (x+a)L s a)L , kus x>a.
(x—a)®*  (x+a)®
3 ¥
7) (”3’% L= | kus v>3,
(x-3) (x+3) *
6
V. s
(x2—9) *

Lahenda jargmised vorrandid:

1 ¥
1) (2x)* =8 6) x—3+ (x2—1)% =0
¥ ¥
2) (5x)° =x 7) x—11x" +24=0
2 ; % &
3) x° = 8) x+1=(2x+4)°
% S R
4) (x4+7)" =x 9) 2x° +6x =8
X 3 ol & e 5
B tw= i) =30 10) 2(x—2) ° = ’“2“2)2
3 2 % i X
11) (x+7)° =(3x+19)* — (x+2)°

12) (5x+4)%'— £ (2x—1)% =(3x+1)%'

% o L
13) (4x—3)° =(3x—1) (3x—5) s
1

14) 3 (x—2) (2x+3)
3 i 4

15) (x—2)% +(2x+3) 2 =
4 e

16) (2x+2)° — (2x—7)

> @
3

$
17) (76+x)° + (76—x)° =



5. GEOMEETRILISED TEISENDUSED
TASAPINNAL.

5.1. GEOMEETRILISE TEISENDUSE MOISTE.

5.1.1. GEOMEETRILISE TEISENDUSE DEFINITSIOON JA NAITEID.

Geomeetriliseks teisenduseks tasapinnal nimetatakse tasa-
pinna antud punktidest mingi eeskirja jirgi uute punktide
tuletamist.

Antud punktideks voivad siin olla kas tasapinna iiksikud
punktid vo6i mingi sellel tasapinnal asetseva kujundi (loigu, ring-
joone jm.) punktid voi l6puks selle tasapinna koik punktid. Antud
punktide hulka nimetatakse originaalkujundiks ehk lihtsalt origi-
naaliks.

Antud punktidest tuletatud uusi punkte nimetatakse antud
punktidele antud teisenduses vastavateks punktideks ehk
antud punktide teisenditeks ehk ka antud punktide kujutisteks.
Uleminek originaalkujundi juurest tema teisendi (kujutise) juurde
ongi geomeetriline teisendus.

Eeskiri, mis iitleb, kuidas antud punktide jargi leida nende
teisendeid, on teisenduseeskiri. Allpool ndeme, et teisenduseeskiri
antakse monikord sonalise juhisena, monikord valemina voi geo-
meetrilise konstruktsioonina.

Kui teisendus on niisugune, et originaali igal punktil leidub
ainult {iks teisend ja viimane kujutab ainult iiht originaali punkti,
siis teisendust nimetatakse iiksiiheseks.

Vaatleme neid moisteid iihenduses mone niitega.

Nédide 1. Tasapinnal on antud sirge ja vdljaspool seda 16ik
AB (joon. 65). Loeme 16igu mistahes punkti C teisendiks antud
sirge punkti C’, kus punktist C antud sirgele tommatud ristsirge
Ioikab antud sirget, s. o. punkti C teisendiks loeme tema ristpro-
jektsiooni antud sirgel.
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Joon. 65. Joon. 66.

Siin on originaalkujundiks 10ik- AB ja tema teisendiks on
16ik ‘A’B’. Vastavus originaali ja teisendi punktide vahel on {iks-
ithene: loigu igal punktil on ainult {iks projektsioon ja projekt-
siooni iga punkt kujutab ainult itht 16igu punkti. |

Nidide 2. Antud on kolmnurk ABC ja seda mitte ldikav
sirge (joon. 66). Moistame siin kolmnurga all kinnist murdjoont
(mitte sellega piiratud tasapinnatiikki) ja loeme kolmnurga mis-
tahes punkti teisendiks tema ristprojektsiooni antud sirgel. Siis
kolmnurga kiilje AB teisendiks on 16ik A’B’, kiilje BC teisendiks
16ik B’C’, kiilje AC teisendiks 16ik A’C’ ja kogu kolmnurga teisen-
diks samuti loik A’B’.

Siin originaali (kolmnurga ABC) igale punktile vastab uks
teisendi (16igu A’B’) punkt, kuid teisendi iga punkt (vélja arva-
tud A’ ja B’) kujutab originaali kaht punkti. Nditeks teisendi
punkt C’ on kolmnurga tipu C teisendiks, aga ka kiilje AB selle
punkti teisendiks, kus see kiilg 16ikub sirgega CC’. Seega
vastavus originaali ja teisendi punktide vahel ei ole iiksiihene.

Nédide 3. Tasapinnal on antud sirge x ja sellest iihel pool
.mingi kujund, néiteks kolmnurkse piiramiidi kujutis OABC
(joon. 67). Teisendame kujundit nii, et originaali punkt ja selle
teisend asetsevad sirgest x iihel ja samal pool selle sirge iihel ja

4 o Oo Co Joon. 67.



samal ristsirgel, kusjuures teisendi ja originaalpunkti kaugused
sirgest x on jddva suhtega m (joonisel 67 m= %)
Selle teisenduseeskirja puhul punktide teisendite kaugused

sirgest x on vordelised originaalpunktide kaugustega sellest sir-
gest, kusjuures vordetegur on m:

ApA’=mAyA; BoB’=mByB; CoC’ =mC,C jne.

On ilmne, et teisendus on fiiksithene. Kui 0<m<1, siis seda
teisendust voib nimetada tasapinna kokkusurumiseks
sirge x poole suhtes m. Kui m>1, siis teisendus on tasapinna
vidljavenitamine. :

Tasapinna kokkusurumist (samuti vdljavenitamist) on kerge
avaldada valemites, kui selleks sirgeks, mille poole ta kokku suru-
takse, votta iiks koordinaattelg. Néiteks, kui tasapinna kokkusuru-
mine toimub x-telje poole suhtes m, siis originaalpunktil ja tema
teisendil on iiks ja sama abstsiss, kuid teisendi ordinaat on origi-
naali ordinaadi m-kordne (vrd. joon. 67). Tahistades originaal-
punkti koordinaate x ja y, tema teisendi koordinaate x” ja y’, saame
valemid:

x'=x, (1)

y'=my. (2)
Niisiis, punkt A (x; y) teisendub punktiks A’ (x; my).

5.1.2. ELLIPS RINGJOONE TEISENDINA.

Kasutades tasapinna kokkusurumist x-telje poole, tuletame
ringjoonest ithe uue joone.

Olgu koordinaatteljestikus antud ringjoon, mille keskpunkt
on koordinaatide alguspunktis ja raadius on r. Leiame joone, mil-
leks teisendub see ringjoon, kui tasapind x-telje poole kokku
suruda suhtes m, ja tuletame selle joone vorrandi.

Joonise tegemisel oletame, et m= % Ringjoone teisendami-

seks votame sellel rea punkte ja vihendame iga punkti ordinaati
2 korda (joon. 68). Ringjoone punktide teisendid asetsevad iihel
uuel joonel, mida nimetatakse ellipsiks.
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Joon. 68.

\Ellipsi vorrandi tuletamiseks kirjutame esmalt ringjooné
vorrandi

S
Niiiid avaldame punktis 1 saadud teisendusvalemitest (1) ja (2)
x ja y teisendatud punkti koordinaatide x” ja y” kaudu:

’

x=x',
y!
U=

Asendades ringjoone vorrandis x ja y saadud avaldistega, saame
seose ellipsi suvalise punkti koordinaatide x” ja y’ vahel, s. t.
ellipsi vorrandi:

£ Y2
% el (y;) 2,
Anname vorrandile esmalt kuju

x)? ¥)? S

r2 (mr)?

Asendades selles r tihega a ja mr tihega b ning tahistades ellipsi
suvalise punkti koordinaate niiiid tdhtedega x ja y (kuna edasi
vaatleme ainult seda joont), saame ellipsi vorrandi nn. kanoo -
nilisel kujul:

x2 y2
i i phaked

Leiame saadud vorrandi pohjal, kus ellips 16ikab koordinaat-
telgi. Loikumisel x-teljega on punkti ordinaat y=0. Vorrandist
jareldub siis, et
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x2= a2,
seega
gk

Niisiis loikab ellips x-telge punktides (a; 0) ja (—a; 0). Nende
punktide vahelist 16iku (mille pikkus on 2a) nimetatakse ellipsi
pikemaks teljeks.

Loikumisel y-teljega on punkti abstsiss x=0. Vorrandist
jéreldub siis, et ]

=02
seega

y—F0

Niisiis, ellips l1oikab y-telge punktides (0; b) ja (0; —b). Nende
punktide vaheline 16ik (mille pikkus on 2b) on ellipsi liithem
telg.

Ellipsi telgede loikepunkti nimetatakse tema keskpunk-
tiks ja telgede otspunkte tema haripunktideks. Loik kesk-
punktist mingi haripunktini on ellipsi pooltelg.

Kui poolteljed on antud, siis ellips on madratud. Nditeks kui
ellipsi poolteljed on a=3 ja b=2, siis tema vorrand on

x2 y2
T T

Antud ellipsi joonestamiseks joonestame koordinaatide algus-
punkti fimber ringjoone raadiusega 3 ja vdhendame ringjoone

punktide ordinaate suhtes m=§. <

Joon. 69.
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Ringjoone punktide ordinaatide vdhendamist saab teostada
ilma mootmise ja arvutamiseta, nimelt iisna lihtsa konstruktsiooni
abil. Selleks joonestame iimbet ellipsi keskpunkti veel teise ring-
joone, vottes viimase raadiuseks ellipsi liithema pooltelje (joon. 69).
Vilise ringjoone mingi punkti M teisendi saamiseks tombame selle
punkti ordinaatloigu MM, ja ithendame punkti M keskpunktiga O.
Edasi joonestame punktist N, kus OM loikab seesmist ringjoont,
paralleeli x-teljega ja leiame selle paralleeli ja ordinaatldigu MM,
loikepunkti. See l6ikepunkt M” ongi punkti M otsitud teisend. Toe-
poolest, M ja M’ asetsevad x-teljest iihel ja samal pool iihel ja
samal telje ristsirgel, kusjuures kiirteteoreemi pohjal nende punk-
tide ordinaatide suhe vordub pooltelgede b ja a suhtega:

MM’ : MM =0ON :OM=b:a=m.

Leides niiviisi kiillaldase hulga ringjoone punktide teisen-
deid, saame nende ithendamisel ellipsi.

5.1.3. TASAPINNA TEISENDAMINE ISEENDAKS.

Kui teisendamisele voetakse kogu tasapinna punktid ja nende
teisendid tdidavad jédllegi kogu tasapinna, siis koneldakse tasa-
pinna teisendamisest iseendaks. Jiargnevatel lehe-
kiilgedel vaadeldakse ikka selliseid teisendusi. Selgema kujutluse
saamiseks neist teisendustest on kasulik tasapinda moelda kahe-
kordsena: iihel kahest kokkulangevast tasapinnast asetsevad origi-
naalkujundid, teisel nende teisendid.

Tasapinna teisendamisel iseendaks voib juhtuda, et moni
punkt (sirge) {ihtib oma-teisendiga. Selliseid punkte (sirgeid)
nimetatakse vaadeldava teisenduse piisipunktideks (-sirgeteks) ehk
kahekordseteks punktideks (sirgeteks). Nditeks tasapinna kokku-
surumisel mingi sirge x poole on kahekordseteks punktideks koik
selle sirge punktid ja ainult need. Sama teisenduse juures on kahe-
kordseteks sirgeteks sirge x ja koik selle ristsirged, sest iga nime-
tatud sirge langeb iihte oma teisendiga. Seejuures sirge x koosneb
ainult piisipunktidest, kuid teistel kahekordsetel sirgetel leidub
ainult {iks piisipunkt (loikepunkt sirgega x).

Tasapinna teisendamisel iseendaks teisendub selle tasapinna
iga kujund sama tasapinna teatud kujundiks. Kui kujundi iga kahe
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punkti vaheline kaugus on vordne tema teisendi vastavate punk-
tide vahelise kaugusega, siis kujund ja tema teisend on vordsed.
Sellise omadusega teisendust nimetatakse liikumisteisenduseks
ehk liikumiseks. Esimeses jérjekorras ongi meie iilesandeks vaa-
delda liikumisteisendusi tasapinnal ja analiiiisida liikumise liike.
Teisenduste késitlemisel ldhtume loikude, nurkade ja kolmnurkade
vordsuse moistest, kasutamata liikumise moistet, mis on meile
veel tundmata, ja tuletame neist liikumise moiste.

Ei tule arvata, et iga teisendus on liikumine. Naiteks tasa-
pinna kokkusurumine mingi sirge poole pole liikumine, sest monede
loikude pikkused sel teisendusel muutuvad. Liikumisteisendused
moodustavad koige lihtsama (kuid vdga tdhtsa) geomeetriliste
teisenduste rithma. Peale liikumisteisenduste vaatleme kéesolevas
peatiikis veel homoteetsust, s. o. teisendust, mis voimaldab antud
kujundist saada temaga sarnast kujundit.

ULESANDEID.

366. Arvtelje punktid M(x) on teisendatud sama telje punkti-
deks M’(x") valemi jargi x'=3—2x. Leia:
1) punktide x=—2, 0 ja 3 teisendid;
2) punktid, mille teisenditeks on punktid x'=9, —5 ja 0;
3) antud teisenduse kahekordne punkt.

367. Abstsisstelje punktid on teisendatud ordinaattelje punktideks
valemi jargi y=0,5x2. Leia punktide x=2, —3 ja 4 teisen-
did. Missuguse punkti teisendiks on punkt y=18? Milliseks
y-telje osaks teisendub kogu x-telg?
Kas see teisendus on iiksithene?

368. On antud ringjoon ja selle mingi puutuja. Uhendame puu-
tuja mingi punkti M ringjoone keskpunktiga O ning loeme
punktile M vastavaks ringjoone selle punkti M’, milles ring-
joon ja loik OM ldikuvad. Tee joonis ja selgita selle abil,
mis kujund ringjoonel vastab
1) puutuja mingile 16igule AB;

2) puutepunktile;
3) kogu puutujale.

369. Kolmnurk, mille tipud on A(—2; —3), B(3; —1) ja C(2; 3),

projekteeritakse iiks kord x-teljele, teine kord y-teljele.
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Leia tippude projektsioonid ja kiilgede projektsioonide pikku-
sed fihel ja teisel juhul.

370. Joonesta ellips, mille poolteljed on 4 ja 3, leides kiillaldase
hulga tema punkte.

371. Ellipsi vorrand on

x2
i yE—

Missugustes punktides see ellips 16ikab koordinaattelgi? Kas
ta 14abib punkti (—/3; 0,5)? Skitseeri see ellips.

372. Skitseeri ellips, mis saadakse ringjoonest x2+y?=9, kui tasa-
pind y-telje poole kokku suruda nii, et kaugused sellest tel-
jest vdheneksid 3 korda. Leia saadud ellipsi poolteljed ja vor-
rand.

5.2. TELJELINE SUMMEETRIA.

5.2.1. SIRGE SUHTES SUMMEETRILISED PUNKTID.

Olgu antud mingi sirge { ja véljaspool seda punkt M
(joon. 70). Leiame punkti M’ nii, et sirge ¢ jdédb MM’ keskristsir-
geks. Selleks joonestame sirge MM’ Lt ja votame sellel punkti M’
nii, et M’"Mo=MM,, kus M, on sirgete MM’ ja ¢ 16ikepunkt. Niisu-
guse omadusega punkti M” nimetatakse antud punktiga M sirge ¢
suhtes stimmeetriliseks punktiks.

Lauset «Punkt M’ on sirge ¢ suhtes siimmeetriline punktiga
M» kirjutame lithidalt kujul:

= {(M).

On selge, et kui M"=1(M), siis ka M={(M’); seega voime
konelda kahest teineteisega (sirge f suhtes) sim-
meetrilisest punktist. Sirget { nimetatakse nende punktide
siimmeetriateljeks.

Niisiis:
tasapinna kaks punkti on sellel tasapinnal asetseva sirge

suhtes siimmeetrilised, kui see sirge on nende punktide
_ithendusloigu keskristsirgeks.
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Kui punkt asetseb siimmeetriateljel, siis loeme ta siimmeetri-
liseks iseendaga; igal muul juhul on punkt ja tema teisend kaks
erinevat punkti (joon. 71).

5.2.2. SUMMEETRILISTE PUNKTIDE POHIOMADUS.

Sirge suhtes siimmeetriliste punktide pohiomadust vdljendab
jargmine teoreem:

16igud, mis ithendavad siimmeetriatelje punkti kahe selle
telje suhtes siimmeetrilise punktiga, on omavahel vordsed
ning moodustavad teljega vordsed nurgad.

Téepoolest, kui siimmeetriatelje ¢+ mingi punkti A ithendams
punktidega M ja M’ = ¢(M) (joon. 72), siis saame kaks tdisnurkset
kolmnurka AMM ja AMM’, mis on vordsed tunnuse knk pohjal.
Kolmnurkade vc')rdsuses't jareldubki, et

AM=AM’ ja a=4.
Kehtib ka poordteoreem:

kui mingi punkt on kahest punktist vordsetel kaugustel, siis
asetseb ta nende punktide siimmeetriateljel.

Toesti, kui AM=AM’ (joon. 72), siis kolmnurk AMM’ on
vordhaarne ning jdrelikult tema korgussirge AM, poolitab aluse
MM, olles seega punktide M ja M’ siimmeetriateljeks.

Vaadeldud teoreem vbdimaldab lahendada jargmise konst-
ruktsiooniilesande (kasutades ainuiiksi sirklit):

leida antud punktiga antud telje suhtes siimmeetriline punkt.

Lahendus. Votame teljel ¢ vabalt kaks punkti (P ja Q)
ning tombame kummagi iimber ringjoone, mis 1dbib antud punkti
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Joon. 72. Joon. 73.

M (joon. 73). Otsitav punkt M’ peab asetsema kummalgi ringjoo-
nel, jarelikult on ta nende teine 16ikepunkt.

Kui keskpunktid P ja Q votta teljel mitte vabalt (nagu jooni-
sel 73), vaid vordsetel kaugustel antud punktist M (nagu jooni-
sel 74), siis punktide P, M, Q ja M’ jarjestikusel ithendamisel saa-
dakse romb; igal muul juhul aga tekib romboid (joon. 73),
s. 0. nelinurk, mille kahe vastastipu ldhiskiiljed on paariti vordsed.

oM
Ve /T

4
\\_\%.’ [ 5

om!

"

Joon. 74. Joon, 75,

Poordteoreemi alusel ldheneb jargmine konstruktsioon-
iilesanne:

leida kahe antud punkti siimmeetriatelg.

Lahendus. Leiame kaks niisugust punkti T, ja T2, mis
asetsevad antud punktidest (M ja M’) vordsetel kaugustel (joo-
nis 75). Neid labiv sirge ¢ ongi otsitav siimmeetriatelg.

5.2.3. SIRGE SUHTES SUMMEETRILISED KUJUNDID.

Kahe kujundi teljelist siimmeetriat defineerime jargmiselt:

kujundid k ja k’ on telje t suhtes siimmeetrilised, kui kum-
magi kujundi iga punkt on selle telje suhtes siimmeetriline
teise kujundi mingi punktiga.
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Lauset «Kujund &’ on telje 7 suhtes siimmeetriline kujun-
diga k» kirjutame edaspidi lithidalt nii:

k= t(k).
Antud definitsioonist ldhtudes toestame jérgmise teoreemi:

sirgega antud telje suhtes siimmeetriliseks kujundiks on
sirge; molemad sirged Idikavad siimmeetriatelge iihes ja
samas punktis voi on teljega paralleelsed.

Toestamisel eeldame esmalt, et antud sirges 16ikab telge ¢,
nditeks punktis P (joon. 76). Votame sirgel s mingi punkti A,
leiame teisendi A”= #(A) ning veendume, et sirge A’P ongi antud
sirge s teisendiks. Selleks néditame, et kummagi sirge iga punkt on
telje ¢ suhtes siimmeetriline teise sirge mingi punktiga. Punkti P
kohta on see ilmne: P’= P. Votame niiiid iithel sirgetest, nditeks
sirgel s, mingi punkti B ning tombame BByl ¢ kuni loikumiseni
sigega A’P punktis B’. Siis

ABPBy=AB’PB,,

sest neil on {ihise kiilje PB, juures vastavalt vordsed nurgad
(£BPBy=B’PB, siimmeetriliste -punktide pohiomaduse alusel).
Kolmnurkade vordsusest jareldub, et BBo=B’B,. Et iihtlasi BB" L ¢,
siis on toestatud, et B’ = {(B).

Niisamuti saab toestada, et sirge A’P iga punkt on siimmeetri-
line sirge s mingi punktiga.

g 4 .
! ,lB" o t
S
Bl AI
Joon. 76. Joon. 77.

Kui sirge s on paralleelne teljega ¢ (joon. 77), siis joonestame
ldabi punkti A” = #(A) sirge s’lls ning tombame sirge s mistahes
punktist B sirge BB, L ¢ kuni 16ikumiseni sirgega s’ punktis B’. Siis
BBy=AA¢=A’"A¢=B’By (miks?), millest jareldub, et punktid B ja
B’ on siimmeetrilised sirge ¢ suhtes.
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Toestatud teoreemist jéareldub (joon. 78), et

kiirega siimmeetriline kujund on kiir, 15iguga siimmeetriline
kujund on 16ik, kolmnurgaga siimmeetriline kujund on kolm-
nurk, hulknurgaga siimmeetriline kujund on antud hulknur-
gaga samanimeline hulknurk.

AN
N

A (4

-

7
7
o

Joon. 78.

5.2.4. SUMMEETRILISTE -KUJUNDITE VORDSUS.

Naéitame, et

iga kaks teineteisega mingi telje suhtes sitmmeetrilist kujun-
dit on vordsed.

Vaatleme esmalt 16ikusid. Kui teineteisega siimmeetrilised
16igud on omavahel paralleelsed (joon. 77), siis nad on vérdsed
kui iihe ja sama ristkiiliku vastaskiiljed.

Kui siimmeetrilised 15igud pole paralleelsed ega 16ika telge
(nagu AB ja A’B’ joonistel 79, I ja II), siis pikendame neid
kuni teljega Ioikumiseni mingis punktis P. Siimmeetriliste punk-
tide pohiomaduse pohjal on siis AP=A’P ja BP=B’P. Esimese
vorduse pooltest teise vorduse pooli lahutades saame, et AB=A’B’.

A pA
8
o —g/ t o l ?
1 lB
8 8 I

A A
I I

r

A

>

@

/

\

++]

Joon. 79. Joon. 80.
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Lopuks, kui kahel siimmeetrilisel 16igul AB ja A’B’ leidub tel-
jega iihine punkt P (joon. 80, I ja II), siis saame endisel viisil vor-
dused AP=A’P ja BP=B’'P, mille vastavate poolte liitmine néi-
tab, et AB=A’B’.

Stimmeetriliste 16ikude vordsusest jareldub (kolmnur-
kade vordsuse kkk pohjal) kahe siimmeetrilise kolmnurga
vordsus ja kolmnurkade vordsusest kahe siimmeetrilise nurga
vordsus. Stimmeetriliste 16ikude ja nurkade vordsusest aga saab
juba jareldada iga kahe siimmeetrilise kujundi vordsust.

5.2.5. ISEENDAGA SUMMEETRILINE KUJUND.

Leidub kujundeid, mis on mingi iihe (v6i mitme) sirge suhtes
siimmeetrilised iseendaga. Iseendaga siimmeetrilised kujundid
(joon. 81) on néiteks: vordhaarne kolmnurk (iiks siimmeetriatelg),
vordkiilgne kolmnurk (kolm siimmeetriatelge), romb (kaks siim-
meetriatelge), romboid (itks siimmeetriatelg), ruut (neli siimmeet-

Joon. 81.

riatelge), korrapédrane kuusnurk (kuus siimmeetriatelge). Ringjoon
aga on siimmeetriline iga sirge suhtes, mis lédbib tema keskpunkti;
seega ¢

ringjoonel on lopmata palju siimmeetriatelgi.

Iseendaga siimmeetrilise kujundi paljud omadused jérelduvad
kergesti tema siimmeetriast. Teades néiteks, et romb on siimmeet-
riline oma diagonaalsirge suhtes, jdreldame kohe, et rombi dia-
gonaal poolitab rombi nurga ning et rombi diagonaalid on oma-
vahel risti ja poolitavad teineteist (pohjenda neid vaiteid!).
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b d

Joon. 82.

Iseendaga siimmeetrilised on ka paljud looduslikud vormid ja
inimese poolt yalmistatud esemed (joon. 82).

5.2.6. PEEGELDUS SUMMEETRIATEISENDUSENA.

~ Uleminekut antud kujundilt temaga mingi sirge suhtes siim-
meetrilisele kujundile nimetatakse antud kujundi peegeldamiseks
(antud sirgest). Sirget nimetatakse siis peegeldusteljeks, peegel-
damisel saadavat kujundit aga antud kujundi peegelduseks.

By
[1vr7 10717

JTALI TULY

Joon. 83.

Sellist nimetust Gigustab asjaolu, et kui asetada peegel joo-
nise pinnaga risti (joon. 83), siis peeglist ndeme antud joonisega
siimmeetrilist joonist. Stimmeetriateljeks on peegli tasapinna ja
joonise tasapinna loikejoon.

Kui peegeldatav objekt on ruumiline, siis ka -peegeldus on
ruumiline (joon. 84). Sel juhul on tegemist siimmeetriaga tasa-
pinna suhtes.
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Eespool ndgime (vaata 5.2.4.), et kujund ja tema peegeldus
on vordsed, seega peegeldamine sirgest on {iks liikumistei-
sendus. Seda liikumist iseloomustab kolmnurga (iildiselt hulk-
nurga) tippude ringjarjestuse ehk kolmnurga orientatsiooni muu-
tumine. Toepoolest, nditeks joonisel 78 on kolmnurga ABC orien-
tatsioon positiivne (nagu joonisel 85, a), kuid peegeldatud kolm-
nurgal A’B’C’ on negatiivne (joon. 85, b).

Joon. 84.
Joon. 85.
a b
( ¢ \ 8 \
A + B A c
N o \/

Kujund ja tema peegeldus on teineteisest saadavad tasapinna
pooramise teel 180° vorra iimber peegeldustelje (joon. 86).

Seega siimmeetriateisendus ehk peegeldamine asendab geo-
meetrias tasapinna pooramist samal tasapinnal asetseva sirge
iimber sirgnurga vorra. See tasapinna iimberpooramine kutsubki
esile orientatsiooni muutumise.

Sellel seosel teljelise siimmeetria ja tasapinna pooéramise
, vahel pohineb jargmine vote siimmeetriliste pildiKeste saamiseks:
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Joon. 87.

paberilehele kantakse moned tinditilgakesed voi tehakse mingi joo-
nis ja murtakse leht kahekorra enne kui tint on kuivanud. Lehe ava-
misel ndeme sellel murdejoone suhtes siimmeetrilist pilti (joon. 87).

52.7. SAMASUS KAHEKORDSE PEEGELDUSENA.

Olgu antud kujund % ja telg 7. Leiame peegelduse &'= f(k&).
Niiiid votame peegelduse &’ lahtekujundiks ning endist telge kasu-
tades leiame tema peegelduse £”. Ilmselt saame teise peegeldamise
tulemusena tagasi ldhtekujundi k; seega k" =k:

peegelduse peegeldamisel samast teljest saame tulemuseks
lahtekujundi.

Teisendust, mis annab tulemuseks ldhtekujundi, nimetatakse
samasuseks. Niisiis oleme leidnud, et

sama telje korral kahest siimmeetriateisendusest koosnev tei-
sendus osutub samasuseks.

ULESANDEID.

373. Antud on kaks loikuvat sirget. Leia nende siimmeetriateljed.

374. Antud on kaks paralleelset sirget. Leia nende siimmeetria-
teljed. Kui palju neid on?

375. Antud on kolmnurk ja seda mitteloikav sirge. Leia selle kolm-
nurgaga antud sirge suhtes siimmeetriline kolmnurk.

376. Antud on kolmnurk ja seda ldikav sirge. Leia selle kolm-
nurgaga antud sirge suhtes siimmeetriline kolmnurk.
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377.

378.
379.

380.
381.
382.
383.

384.

385.

386.

387.

388.

Joonesta antud ringjoone mingi kodlu suhtes siimmeetriline
ringjoon. Mis tingimusel need kaks ringjoont iihtivad?

Kus asetsevad siimmeetriateisenduse kahekordsed punktid?

Missugused ringjooned vastavad siimmeetriateisenduses
iseendale?

Missugused sirged vastavad siimmeetriateisenduses ise-
endale?

Loika kahekorra murtud paberilehest mingi'sﬁ-mmeetriline
puulehe kujutis.

Loika paberist vdlja mingi teravnurkne kolmnurk ja leia
kolmnurga voltimise teel selle iimberringjoone keskpunkt.

Loika paberist védlja mingi vordhaarne kolmnurk ja leia kolm-
nurga voltimise teel selle siseringjoone keskpunkt.

Neljakordselt kokkumurtud paberilehe murdenurgast 16iga-
takse dra tdisnurkne kolmnurk. Milline kuju on &raloigatud
leheosal avatult?

Leia punktidega

(0; 3), (—2;5), (4 —1), (—6; —4)
x-telje suhtes siimmeetrilised punktid.
Leia punktidega

(8;0), (25 3), (—6;5), (0; =3)
y-telje suhtes siimmeetrilised punktid.

Leia punktiga (2; 5) siimmeetriline punkt 1) x-telje suhtes,
2) y-telje suhtes ja 3) sirge y=x suhtes.

Leia jargmiste sirgetega x-telje suhtes siimmeetrilised sirged:

1) y=2x+1; 2) y=1,5; 3): y==1,bx; Ay
5) y=—x+a.

. Milline punkt on-punktiga (x; y) siimmeetriline x-telje suh-

tes, milline y-telje suhtes?
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390. Kasutades ellipsi vorrandit ja eelmise iilesande tulemust,
ndita, et ellips on siimmeetriline nii x-telje kui ka y-telje suh-
tes.

391. Kasutades siimmeetriat toesta, et kooluga ristuv diameeter
poolitab koolu, sellele vastava kesknurga ja kaare.

392. Kasutades siimmeetriat toesta, et kui kahel ringjoonel lei-
dub iithine punkt viljaspool nende keskpunkte ldbivat sirget,
siis neil leidub veel teine {ihine punkt.

393. Kasutades siimmeetriat toesta, et vordhaarse trapetsi haa-
rade pikendused loikuvad aluse keskristsirgel.

5.3. ROOPLUKE.
5.3.1. KORDUV PEEGELDAMINE.

 Olgu antud kujund % ning kaks telge ¢, ja #,. Peegeldame
kujundi %2 esmalt teljest ¢, ning siis saadud peegelduse teljest .
Esimene peegeldus olgu &’ ja teine k”. Siis voime lithidalt kirju-
tada nii:

K= 1,(k); K'=ty(k').

Analoogiliselt voiksime kolmanda peegelduse (kolmandast
teljest #3) siimboolselt avaldada kujul

kl// = t3 (k//) L

Mottekdigu jatkamisel voime nii jouda kuitahes suurele peegel-
duste kordusarvule.

Jargnevalt hakkame uurima kujundite & ja & (s. t. antud
kujundi ja tema kahekordse peegelduse) vastastikust asendit sol-
tuvalt peegeldustelgede vastastikusest asendist. Et iga peegeldus
muudab kujundi orientatsiooni vastupidiseks, siis kahekordne pee-
geldus on alati sama orientatsiooniga mis antud kujund.
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5.3.2. ROOPLUKE KAHE PEEGELDUSE TULEMUSENA.

Olgu peegeldusteljed ¢, ja #, omavahel paralleelsed (joon. 88).
Kujundite 2 ja k" vastastikuse asendi uurimiseks votame kujundi
k kolm punkti A, B ja C ning leiame neile vastavad kujundi k"
punktid A”, B” ja C”. Et sirged ¢, ja t; on paralleelsed, siis nende
ristsirged AA” ja A’A” iihtivad; jdrelikult punktid A, A" ja A" aset-
sevad tihel sirgel. Niisamuti asetsevad iihel sirgel punktid B, B’ ja
B” ning ka punktid C, C’ C”. Uhtlasi AA”IIBB”IICC” kui iithe ja
sama sirge ristsirged.

A A' Al AZ A”
k kl z kll
B : g 5
& a g 0] Joon. 88.
C C’ 1 c"
ds .d
t &

Edasi néitame, et loigud AA”, BB” ja CC” on vordsed ja
samasuunalised. Selleks avaldame need loigud telgedevahelise
kauguse d abil (joon. 88):

AA”=AA,+ A, A’+A’A2+A2A”_2A1A’+2A’A2=2A1A2=2d.

Niisamuti saaksime, et BB’ — CC”=2d. Et esitatud tuletus
kehtiks antud kujundi ja telgede igasuguse vastastikuse asendi
puhul, tuleks loike AA,, A;A’, ... vaadelda suunaga l6ikudena. Meie
juhul on vordsete loikude :

AA// BB// CC//=

ithiseks suunaks suund telje ¢; poolt telje 72 poole.

Nii on selgunud, et paralleelsete telgede korral kahe peegel-
duse jérjestikune rakendamine annab teisenduse, milles vastavate
punktide ithendusloigud on paralleelsed. vordsed ja samasuuna-
lised.

Teisendust, milles vastavate punktide iihendusloigud on
paralleelsed, vordsed ja samasuunalised, nimetatakse roop-
liikkeks (voi lithemalt lihtsalt litkkkeks).
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Roopliikkel sirge teisendub temaga paralleelseks sirgeks voi
samaks sirgeks.

Toepoolest, kui sirge on liikke sihiline (nagu sirge AA” jooni-
sel 88), siis ta teisendub samaks sirgeks; kui ta pole liikkke sihi-
line, siis ta teisendub temaga paralleelseks sirgeks (nditeks jooni-
sel 88 ABI||A”’B”, sest nelinurga ABB”A” vastaskiiljed AA” ja
BB” on paralleelsed ja vordsed).

Et réopliike koosneb kahest peegeldusest ja neist kumbki ei
muuda kujundi suurust ega kuju, siis rooplitkkel iga kujund teisen-
dub temaga vordseks kujundiks. Tahendab, réoplitke on liikumis-
teisendus.

5.3.3. ROOPLUKKE VEKTOR.

Rooplilkke kui teisenduse kirjeldamisel on otstarbekohane
kasutada vektori moistet.

Vektoriks nimetatakse suunaga 16iku, s. o. 18iku, mille iiks
otspunkt on loetud tema alguspunktiks ja teine 16pp-punktiks.

Vektori suunaks on suund tema alguspunkti poolt 16pp-
punkti poole. Kui alguspunkt ja lopp-punkt iimber vahetada, siis
vektori suund muutub vastupidiseks ja vektorist saab endise vek-
tori vastandvektor. Peale suuna on vektoril koik 16igu oma-
dused, s. t. tal on kindel pikkus ja siht. Viimase mdérab nurk,
mille vektorit kandev sirge moodustab mingi kindla sirgega, néi-
teks x-teljega. .

Kaks vektorit loetakse vordseiks, kui neil on iiks ja sama
pikkus, siht ja suund.

Vektori alguspunkti asukoha ehk vektorirakenduspunkti
voib vabalt valida. Vektorit kasutatakse nende suuruste iseloomus-
tamiseks, millel peale arvulise vddrtuse on neid iseloomustav siht
ja suund. Neid suurusi nimetatakse vektoriaalseteks janende
hulka kuuluvad néiteks ‘joud, kiirus, kiirendus jm. Ka punktide
nihe roopliikkkel on vektoriaalne suurus, sest tal on peale pikkuse
oma siht ja suund.
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Vektoreid margitakse triikis rasvaselt tritkitud vaikeste tdh-

tedega, kuna kirjas kasutatakse selleks noolekest tdhe peal: a, v,

s
a v

Vektorit, mis on paralleelne, samasuunaline ja pikkuselt
vordne punktide nihetega roopliikkel, nimetatakse liikke
vektoriks.

Liikke vektorit tahistame t;'iﬁega v. Téhistades telgedevahelist
vektorit (s. t. vektorit, mis 1dheb teljelt #; risti teljeni #;) siimboliga
d, voime kirjutada:

v=2d,

kus 2d'tihendab vektorit, mis on vektoriga d samasuunaline, kuid
temast 2 korda pikem. Niisiis voime Gelda, et

paralleelsete telgede korral kahest peegeldusest koosnev tei-
sendus osutub roopliikkeks, mille vektor vordub peegeldus-
telgede vahelise vektori kahekordsega. _

Réoplitke kui teisendus on mééaratud, kui tema vektor v on
antud. Seepédrast voib kujundi & rooplitket méarkida lihtsalt siim-
boliga v(k), kus v tdhendab liikke vektorit. Tahistades antud
kujundist & roopliikkel saadava kujundi (ehk antud kujundi Hikke-
teisendi) tdhega k’, voime lithidalt kirjutada:

kR =v(k),

s. t. kujund & on kujundi & roopliike, kui litkke vektoriks on v.

Eespool arendatud mottekdik on pooratav, s. t. iga roopliike o
vaadeldav peegelduse peegeldusena, kusjuures peegeldusteljed on
omavahel paralleelsed ja sihilt risti liikke vektoriga. Vastavas
konstruktsioonis votame esimese peegeldustelje risti liikke vekto-
riga (kuid muidu vabalt); teise telje aga joonestame esimesega
paralleelselt nii, et see paikneks esimesest teljest litkke vektoriga
madratud suunas ja seilest kaugusel, mis vordub poolega liikke
vektori pikkusest. §
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5.3.4. ROOPLUKKE KONSTRUKTSIOON.

Olgu antud kujund %k ja likke vektor v (joon. 89). Liikke-
kujundi £ = v (k) saame jargmiselt. Kujundit # maéravatest punk-
tidest tombame liikke vektori v paralleelid ning kanname neile, ala-
tes kujundi punktidest, liikkke vektori suunas 16igud, mis vorduvad
selle vektori pikkusega. Nende 16ikude 16pp-punktid maaravad otsi-
tava litkkkekujundi &’ =v (k).

Joon. 89.

Rakendame niiiid antud kujundile & jéarjestikku kaks rdop-
liiket vektoritega vastavalt v, ja v,. Olgu esimene tulemus
kK = v, (k) ja teine k" = vy(k’). Vordleme teise liikke tulemust &”’
lahtekujundiga % ®(joon. 90). Selleks vaatleme kujundi £ mingit
loiku AB ja sellele kujundeis &’ ja k” vastavaid loike A’B’ ja
A”B”. Et roopliikkel 16ik teisendub temaga paralleelseks (erijuhul
samasihiliseks) ja vordseks 16iguks, siis

AB f A’B’ ja A’B"H A”B”.

Kuid siis AB 3+ A”B”, mistottu ABB”’A” on roopkiilik ja jarelikult
AA” = BB”. Nii selgub, et kujund &” on saadav kujundist 2 ainsa

=
roopliikkkega, mille vektor v3=AA”. Viimase vektori loeme vekto-
rite v; ja vo summaks ning avaldame kujul:

V3=V Va.
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Jooniselt 90 ndhtub, et kahe vektori v; ja vy liitmiseks tuleb
roopliikke abil teise liidetava alguspunkt teha iihtivaks esimese lii-
detava l6pp-punktiga (A”) ning saadud murdjeone (AA’A”’) algus-
punkt lugeda vektorite summa alguspunktiks, murdjoone 16pp-
punkt aga summa l6pp-punktiks. Niisiis on selgunud, et

kahest roopliikkest koosnev teisendus osutub roopliikkeks,
mille vektor vordub antud liikete vektorite summaga.

Nimetades antud liikked komponentideks ning neist saadava
liikke resultandiks, toestame 16puks jargmise teoreemii:

resultantliike ei soltu komponentliikete jarjekorrast.

Toesti, liites vektoriga vy vektori v, saame summaks endise
vektori v; (joon. 91). Sellest jareldame, et vektorite liitmiseks ees-
pool antud kolmnurga-reegii asemel voib kasutada ka jargmist nn.
roopkiilikureeglit:

Joon. 9l.

kui liidetavad vektorid on roopkiiliku iihest tipust ldahtuvateks
kiilgvektoriteks, siis samast tipust ldhtuv diagonaalvektor
osutub nende liidetavate summaks.

ULESANDEID.

394. Antud on kaks paralleelset sirget ja nende vahel mingi
kolmnurk. Joonesta kolmnurga peegeldus esmalt {ihest sir-
gest, siis saadud peegelduse peegeldus teisest sirgest. Kas
tulemus soltub peegeldustelgede kasutamise jarjekorrast?

395. Pohjenda viidet, et kolmnurk ja tema litke on vordsed.

396. Kas kolmnurga peegeldus ja litke on vordsed voi mitte? Mille
poolest nad siiski erinevad?

397. Liida kaks vabalt voetud vektorit.
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398. On aniud kahe vektori summa ja iiks liidetav. Konstrueeri
teine liidetav.

399. Pohjenda véidet, et rooplitkkel kui teisendusel ei leidu kahe-
kordseid punkte.

400. Milleks teisendub roopliikkel liikkevektori sihiline sirge ja
milleks iga muu sirge?

401. Kolmnurgaga, mille tippudeks on punktid A(4; —1), B(5; 5)
C(2; 3), on teostatud roopliike, mis viis tipu A koordinaa-
tide alguspunkti. Leia tippude B ja C uued asukohad.

5.4. TSENTRAALSUMMEETRIA.
5.4.1. TSENTRAALSUMMEETRIA KAHE PEEGELDUSE TULEMUSENA.

Peegeldame antud kujundi & teljest #, ning saadud peegel-
duse k&’ omakorda teljest #5, mis on risti teljega ¢; (joon. 92). Viima-
sel peegeldamisel saame kujundi 2”.

%

AY Joon. 92.

Toestame, et kujundite 2 ja k" vastavaid punkte ithendavad
10igud ldbivad telgede ldikepunkti S ning poolituvad selles punk-
tis, s. t. neil 16ikudel on {iks ja sama keskpunkt. '

Selleks ithendame kujundi 2 mingi punkti A, samuti tema tei-
sendid A” ja A” telgede 16ikepunktiga S (joon. 92). Edasi nditame,
et nurk ASA” on sirgnurk. Toesti:

LASA"=a+a'+p'+p"=2a"+2p"=
—2(a’'+p') =2 - 90°=180°.
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Siin kasutasime tosiasja, et nurgad, mis tekivad siimmeetriatelj>
punkti S iihendamisel kahe siimmeetrilise punktiga, on vordsed
(a=a’" ja p’=p"). Et nurk ASA” on sirgnurk, siis punktid 4, S ja
A" asetsevad iihel ja samal sirgel. Uhtlasi on punkt S l16igu AA”
keskpunktiks, sest siimmeetria tottu AS=A’S=A"S. Analoogiliselt
kehtib see kujundite 2 ja & iga kahe {eineteisele vastava punkti
kohta. Sellega on véide toestatud.

Kaht kujundit, mille vastavate punktide iihendusloikudel
on iiks ja sama keskpunkt S, nimetatakse selle punkti suhtes.
siimmeetrilisteks.

Sellise omadusega punkti S nimetatakse nende kujundite
siimmeetriakeskpunktiks. Teljelisest siimmeetriast eristamiseks
nimetatakse siimmeetriat punkti suhtes tsentraalsiimmeetriaks ning
selles teineteisele vastavaid kujundeid tsentraalsiimmeetrilisteks
kujunditeks. Kahest tsentraalsiimmeetrilisest kujundist kumbagi
voib nimetada ka teise peegelduseks (siimmeetriakeskpunktist).
Siimmeetriakeskpunkti voib sel puhul nimetada ka peegelduskesk-
punktiks ja kirjeldatud teisendust tsentraalpeegelduseks. Esitatud
arutlusi kokku vottes iitleme, et

ristuvate peegeldustelgede korral kahest peegeldusest koos--
nev teisendus osutub tsentraalsiimmeetriaks, mille keskpunk--
tiks on telgede loikepunkt.

Niitame iimberpéordult, kuidas tsentraalpeegeldust, mis on
antud iihe paari vastavate punktidega A ja A” (joon. 92), saab
asendada kahe jirjestikuse peegeldusega sirgest. Selleks leiame
esmalt peegelduskeskpunkti, milleks on I16igu AA” keskpunkt.
Edasi votame peegeldusteljed: esimeseks teljeks ¢, votame mista-
hes sirge ldbi punkti S, kuna teiseks teljeks #, tuleb votta sirgega
t, ristuv sirge ldbi punkti S. Kui niiiid leida punkt A’={,(A), siis.
punktid A” ja A” on sirge f; suhtes siimmeetrilised. Toepoolest,
kolmnurk A’SA” on vordhaarne, sest

A'FEAS = A'S;
ja sirge t; poolitab tema tipunurga S:
p’=90°—a’ ja p”=180°—90°—a=90"°—a’.
Kuid vordhaarse kolmnurga tipunurga poolitaja poolitab aluse ja

. on sellega risti, s. t. A”=1,(A").
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Kujundi % tsentraalsiimmeetrilist teisendit ehk peegeldust
punktist S margitakse siimboliga S(k); seega kirjutus £'=S(k)
asendab lauset «Kujund £ on kujundi & peegeldus punktist S».

On kerge pohjendada, et kujund ja tema peegeldus mistahes
punktisi S on vordsed: =S (k). See nditab, et ka peegeldus punk-
tist on liikumisteisendus: ta on tasapinna podéramine peegeldus-
keskpunkti iimber sirgnurga vorra.

5.42. TSENTRAALPEEGELDUSE KONSTRUKTSIOON.

Kujundi tsentraalpeegeldus on méadratud, kui peegelduskesk-
punkt on antud. Kujundi 2 peegelduse konstrueerimiseks tombame
antud kujundit maédravatest punktidest 4, B, ... sirged 1abi peegel-
duskeskpunkti S (joon. 93) ning mérgime igal sirgel punkti, mis
on punktist S sama kaugel kui kujundi vastav punkt. Saadud punk-
tid A7, B’, ... mdidravadki otsitava peegelduskujundi.

Kirjeldatud viisil saame igale peegelduskeskpunktist erine-
vale punktile vastavaks iiheainsa punkti. Peegelduskeskpunkti
loeme vastavaks iseendale, mistottu see on vaadeldava teisenduse
kahekordne punkt.

B° :
Joon. 93. Joon. 94.

Iga sirge, mis ldbib peegelduskeskpunkti, on tsentraalpee-
gelduse kahekordne sirge, ,

sest tema iga punkt teisendub sama sirge punktiks.

Iga sirge, mis ei 1dbi peegelduskeskpunkti, teisendub temaga
paralleelseks sirgeks.

Toepoolest, kui sirge s teisendub sirgeks s’ (joon. 94), siis
nende loikamisel peegelduskeskpunkti S lédbiva sirgega u tekib |
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paar vastavaid punkte ja nende juurde paar vastavaid (seega
vordseid) nurki. Kuid need vordsed nurgad on poiknurgad, mis
tekivad kahe sirge s ja s’ 16ikamisel sirgega u. Jéarelikult on sirged
s ja s’ paralleelsed.

5.4.3. ISEENDAGA TSENTRAALSUMMEETRILINE KUJUND.,

Kujund voib olla mingi punkti suhtes siimmeetriline iseen-
daga. Sellise kujundi kohta deldakse, et tal leidub siimmeetriakesk-
punkt ehk et ta on tsentraalsiimmeetriline. Kindlasti on tsentraal-
siimmeetriline iga kujund, millel leidub kaks teineteisega ristuvat
siimmeetriatelge; sddrase kujundi stimmeetriakeskpunktiks on tel-
gede loikepunkt. Néiteks ristkiiliku siimmeetriateljed (kiilgede
keskristsirged) on teineteisega risti, mistotiu nende 16ikepunkt S
on ristkiiliku stimmeetriakeskpunktiks (joon. 95): iga sirge lébi
selle punkti loikab ristkiiliku kiilgi kahes punktis A ja A’, mis on
siimmeetrilised punkti S suhtes.

PRS- ¢

s S

SAARY ) _.A\

Joon. 95. Joon. 96.

Kuid ristuvate siimmeetriatelgede olemasolu ei ole tarvilik
siimmeetriakeskpunkti olemasoluks. Néiteks on roopkiilik tsent-
raalsiimmeetriline oma diagonaalide 16ikepunkti S suhtes, sest see
punkt on vastastippude {ihendusloikude iihiseks keskpunktiks, kuid
roopkiilikul ei leidu iihtki siimmeetriatelge (joon. 96).

Tsentraalsiimmeetria leiab laialdast rakendamist tarbeese-
mete kujundamisel, eriti kaunistusmotiivides (joon. 97).

/AT
?/
» ?

%
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5.44. KAHEST TSENTRAALPEEGELDUSEST KOOSNEV TEISENDUS.

Kui peegeldame mingi kujundi esmalt punktist S ja siis saa-

dud peegelduse veel kord samast punktist S, siis saame tulemuseks
lahtekujundi. Niisiis:

sama keskpunkti korral kahest tsentraalpeegeldusest koosnev
teisendus osutub samasuseks.

Edasi uurime teisendust, mis koosneb kahest tsentraalpeegel-

dusest, kusjuures peegelduskeskpunktid on erinevad. Selleks toes-
tame jargmise teoreemi:

erinevate keskpunktide korral kahest tsentraalpeegeldusest
koosnev teisendus osutub roopliikkeks, mille vektor vordub
esimesest keskpunktist teise viiva vektori kahekordsega.

Joon. 98.

Toestus. Peegeldame antud kujundi & esmalt keskpunktist
S| ning saadud peegelduse = S, (k) omakorda teisest keskpunk-
tist Sy (joon. 98). Joonisel on vastavad teisenduskonstruktsioonid
labi viidud punktidega A ja B:

A'=S8,(4); B’= §,(B);

A" =8,(A"); B"= S;(B’).

Uhendades punkti A punktiga A” ja punkti B punktiga B”,
saame kaks kolmnurka AA’A” ja BB’B”, millel on iiks ja sama
keskloik S,S,. Toesti, konstruktsiooni jargi AS;=A’S, ja
A’S,=A"S, ning samuti BS;=B’S; ja B'S;=B"S,;. Kolm-
nurga keskloigu omaduste tottu kumbki 16ikudest AA” ja BB” on
paralleelne loiguga S;S; ning vordub tema kahekordsega. Lisaks
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Joon. 99.

sellele on loigud AA” ja BB” samasuunalised, sest kumbki neist
on samasuunaline 1oiguga S,S,. Sellega ongi toestatud, et vaadel-
dav liitteisendus osutub toesti roopliikkeks vektoriga.

—

V== AA” BB"= =28,S;.
Teoreemist jdreldame, et

kahe tsentraalpeegelduse tulemus soltub peegeldamiste
jarjekorrast.

Toesti, kui peegeldame enne punktist S, ja parast punktist S,

siis tulemuse kui réoplitkke vektoriks saame endise vektori vas-
tandvektori (joon. 99):

402.

403.

—— ——

vy =28,8,=—25,8y=—vV

Teiseks jdreldame (joon. 98), et

roopliikkest (vektoriga AA”) ja tsentraalpeegeldusest (kesk-

punktiga S;) koosnev teisendus osutub tsentraalpeegelduseks
(meie joonisel keskpunktiga S,).

ULESANDEID.

Nédita joonise abil, et kahe peegelduse puhul, mille tel-
jed on teineteisega risti, tulemus ei soltu peegeldamiste jarje-
korrast. :

Koordinaatteljestikus on antud punktid A(3; 2), B(—4; 3),
C(—1; —2) ja D(5; —3). Leia neile koordinaatide alguse
suhtes siimmeetrilised punktid.
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404.

405.

406.

407.

408.

409.

410.
411.

Koordinaa‘tteljestikus on antud kolmnurk tippudega
A(—2;3), B(2; 1) ja C(4; 5). Leia sellele alguspunkti suhtes
siimmeetriline kolmnurk.

Koordinaatteljestikus on antud sirge y=3—2x. Joonesta sel-
lele koordinaatide alguse suhtes siimmeetriline sirge ja anna
viimase vorrand.

Joonesta punktiga A(1; 2) punkti S(4; 3) suhtes siimmeetri-
line punkt ja mééara selle koordinaadid.

Missugusel korrapdrasel hulknurgal leidub siimmeetriakesk-
punkt ja missugusel ei leidu?

Veendu konstruktsiooni abil, et neljast tsentraalpeegeldusest
koosnev teisendus, milles keskpunktideks on iithe roopkiiliku
jéarjestikused tipud, on samasus.

Joonesta vordkiilgsele kolmnurgale tema keskpunkti suhtes
stimmeetriline kolmnurk. Mitu siimmeetriatelge on' tekkinud
tdhtkuusnurgal?

Mis on ringjoone siimmeetriakeskpunktiks?

Kasutades roopkiiliku tsentraalsiimmeetriat, toesta, et roop-
kiiliku vastasnurkade poolitajad on paralleelsed.

5.5. POORE.

5.5.1. POORE KAHE PEEGELDUSE TULEMUSENA.

Peegeldame kujundit & jérjestikku kahest teljest ¢, ja f;

(joon. 100), mille vaheline suunaga teravnurk on o (suunaga
esimese telje poolt teise poole). Saadud kujundid olgu &’ =t¢,(k)
ja k” =1y(k’). Viimast kujundit #” nimetatakse kujundi # pédrdeks

Joon. 100.



ja iileminekut kujundilt 2 kujundile &” kujundi k pooramiseks
(lihemalt — po6ordeks) punkti O iimber. Punkti O nimetatakse
poordekeskpunktiks. Seega

poore on kahe peegelduse tulemus 16ikuvate peegeldustelgede
korral; seejuures peegeldustelgede 16ikepunkt on poorde-
keskpunktiks.

Vaadelday teisendus on liikkumine, sest léihtékujund ja tema
teisend on vordsed.

5.5.2. POORDE POHIOMADUS.

Péorde pohiomadust vdljendab jargmine teoreem:

kujundi punkti ja tema podordeteisendit keskpunktiga iihen-
dades saadakse vordsed 16igud, mille vaheline nurk vordub
peegeldustelgede vahelise teravnurga kahekordsega.

Toestuseks votame kujundil £ mingi punkti A (joon. 100) ja
leiame tema teisendid A’ = #,(A) ja A” =1t,(A’). Siis on
OA=0A’ kui loigud, mis ithendavad siimmeetriatelje ¢, punkti O
telje suhtes kahe siimmeetrilise punktiga. Niisamuti OA’=0A".
Neist kahest vordusest jareldub, et OA=0A", millega viite esi-
mene pool on toestatud.

Edasi tuleb toestada, et 16ikude OA ja OA” vaheline nurk
AOA”, mis on vaiksem kui sirgnurk, vordub telgede ¢, ja f, vahe-
lise teravnurga o kahekordsega (joon. 100). Et siimmeetrilised
16igud OA ja OA’ ning OA’ ja OA” moodustavad oma siimmeetria-
telgedega vordsed nurgad, siis

LAOA'=2. LA,04,
LAOA"=2. LA04,.

Nende vorduste vastavate poolte liitmisel ja paremal poolel iihise
teguri 2 sulgude ette toomisel saame:

LAOA"=2(LA,0A"+ LA'0OAy) =2- LA 04,
ehk
ZAOA” =2q.

Toestamisel kasutasime siin joonist, kus punkti A peegeldus A’
langes telgede #, ja f; vahelise teravnurga sisse. Saab toestada, et

13 Matemaatika IX kl. 193



AI

Joon, 101. Joon. 102.

!

vdide on oige ka punkti A teiste voimalike asendite puhul. Nii on
voimalik ndidata jooniste 101 ja 102 abil, et kui punkti A peegeldus
A’ langeb telgedevahelise niirinurga sisse, siis sirgnurgast suu-
rem loikude OA ja OA” vaheline nurk vordub telgedevahelise
niirinurga kahekordsega. Nende nurkade lahutamisel tdispéordest
jdreldub otsekohe, et sirgnurgast vaiksem nurk AOA” vordub
endiselt telgedevahelise teravnurga kahekordsega.

Sellekohase joonise abil on kerge veenduda, et kui antud pee-
geldustelgi rakendada teises jidrjekorras (enne telge {5, siis
telge ¢#,), siis kujund péérdub sama suure nurga vorra, kuid vas-
tassuunas. i :

Toestatud teoreemi voib kokkuvotlikumalt sonastada ka jérg-
miselt:

kujundi pooramisel tema tasapinna mingi punkti {mber
poordub kujundi iga punkt ithe ja sama nurga, nn. poorde-
nurga ¢=2q vorra,

kus a on teravnurk nende telgede vahel, millest peegeldamine
kutsub esile antud poorde.

Kujundi & pooret, mille mddravad keskpunkt O ja péordenurk
@, mirgime lithidalt kujul O, (k).

Kui poordenurk ¢=180°, siis podre osutub peegelduseks punk-
tist O, sest peegeldusteljed on siis teineteisega risti.
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5.5.3. JARELDUSI POORDE POHIOMADUSEST.

1) Kui kujundil %2 ja tema podrdel &’ votta mingid kaks teine-
teisele vastavat punkti, siis poordekeskpunkt on neist punktidest
vordsetel kaugustel. Kuid kahest punktist vordsetel kaugustel aset-
sev punkt on teatavasti nende punktide siimmeetriateljel. Jare-
likult

kujundi ja tema poorde iga kahe teineteisele vastava punkti

siimmeetriatelg 1dbib poordekeskpunkti.

2) Poordekeskpunktist O (joon. 103) sirgele s tommatud
ristloik OM teisendub podrdel keskpunktist O sirge teisendile
tommatud ristloiguks OM,. Jérelikult OM=0M,, s. t. poordekesk-
punkt on sirgest ja tema teisendist vordsetel kaugustel. Kuid kahest
sirgest vordsetel kaugustel olev punkt asetseb nendevahelise nurga
poolitajal. Jarelikult

Joon. 103.

sirgjoone ja tema poorde vahelise. nurga poolitaja ldbib
poordekeskpunkti.

3) Sirgjoone ja tema poorde vaheline nurk, mille poolitaja
ei 1dbi poordekeskpunkti, vordub poordenurgaga,

sest vorreldavaid nurki nurgaga MPM, liites saame sirgnurga
(joon. 103).

5.5.4. POORDE KONSTRUKTSIOON.

Poordekeskpunkti O ja poérdenurga ¢ andmisega on kujundi
poore kui teisendus d{iheselt médratud. Poorde konstrueerimisel

1) tombame ldbi kujundit méédravate punktide A4, B, C, ...
kaared iimber péérdekeskpunkti O (joon. 104);

13*
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Joon. 104.

2) leiame iga nimetatud punkti uue asukoha (nditeks punkti
B’ leiame, kui sirkli abil teeme kaare BB’ vordseks kaarega DD’
voi kaare D’B’ vordseks kaarega DB);

3) tthendame saadud punktid oiges jdrjekorras.

Iga pooret, mis on antud oma keskpunkti ja nurgaga, saab
mitmeti esitada kahe peegelduse néol, kusjuures peegeldusteljed
ldbivad poordekeskpunkti. “Selleks votame iihe telje (nditeks ¢)
vabalt 1dbi keskpunkti, teise telje aga nii, et telgedevaheline
teravnurk (suunaga esimese telje poolt teise poole) vorduks poo-
lega antud poordenurgast (joonised 100 ja 101).

5.5.3. POHIULESANDED POORDEST.

Ulesanne 1. Antud on kaks punkti"A ja A’. Leida mingi
poore, mis teeks iithe punkti teisega iihtivaks.

Lahendus. Otsitav péordekeskpunkt peab asetsema punk-
tide A ja A’ siimmeetriateljel (5.4.3., jdreldus 1). Selle siim-
meetriatelje ¢ iga punkt O kolbab poordekeskpunktiks, kui poorde-
nurgaks voetakse nurk o= Z£A0A’ (joon. 105). Ulesandel on seega
1opmata palju lahendeid.

% Joon. 106.




See lahendus nditlab, et kahe punkti siimmeetriatelg on
joon, millel asetsevad iiht punkti teiseks teisendava poorde kesk-
punktid. g

Ulesanne 2. Antud on kaks vordset 16iku. Leida poore, mis
teeb {ihe 16igu teisega {ihtivaks.

Lahendus. Olgu esimene 16ik AB, teine CD (joon. 106).
Leiame punktide A ja C siimmeetriatelje / ning punktide B ja D
siimmeetriatelje u. Kui teljed ¢ ja u l6ikuvad, siis otsitavaks
poordekeskpunktiks on nende telgede loikepunkt O-ning pddrde-
nurgaks ¢=ZAOC. Selle nurgaga vordub nurk BOD, sest kumbki
neist koosneb nurgast BOC ja veel vordsete kolmnurkade AOB
ja COD- ithest nurgast (pohjenda nende kolmnurkade vordsust,
kasutades tunnust kkk).

Teise voimaliku lahenduse puhul saaksime keskpunktiks
punkti, milles punktide A ja D siimmeetriatelg 16ikab punktide B
ja C siimmeetriatelge. Seega on sel iilesandel iildiselt kaks lahen-
dust. Neist ithe puhul langeb punkt A iithte punktiga C, teise puhul
punktiga D.

5 A N 8

Joon. 107.

Kui punktipaaride A ja C ning B ja D (v6i A ja D ning B ja
C) siimmeetriateljed ei 16iku, siis nad on paralleelsed voi iihtivad.
Saab toestada, et kui iiks paar neist siitmmeetriatelgedest on
paralleelsed (nditeks zllu, joon. 107), siis vastav poore asendub

rooplitkkkega (mille vektor joonisel 107 on A_(?J=B_5).

Kui iiks paar neist siimmeetriatelgedest {ihtib (nditeks
= u, joon. 108—110), siis 1digud AB ja CD on siimmeetrilised
selle iithise siimmeetriatelje suhtes. Kui 16igud AB ja CD ei ole
paralleelsed selle teljega, siis nende loikepunkt teljega on iiheks
poordekeskpunktiks (joon. 108 ja 110). Kui aga AB ja CD on paral-

leelsed teljega, siis poore asendub jallegi rooplitkkega, mille vektor
_ —>

on AC=BD (joon. 109).
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f=u t=u
8 D .
0
A 8L 25 D
A C
a b ¢
Joon. 108. Joon. 109, Joon. 110.

Ulesanne 3. Antud on kaks vordset ja sama orientatsioo-
niga kolmnurka. Leida podre, mis teeb ithe kolmnurga teisega
tihtivaks.

Lahendus. Antud vordsed ja sama orientatsiooniga kolm-
nurgad olgu ABC ja A’B’C’ (joon. 111). Kolmnurkade vastavad
kiiljed AB ja A’B” on vordsed. Kui need kiiljed pole paralleelsed,
siis leiame eelmise iilesande eeskujul poorde, mis teeb punkti A
iihtivaks punktiga A” ja punkti B {ihtivaks punktiga B’. Et kolm-
nurgad on sama orientatsiooniga, siis punkt C satub leitud poorde
puhul sirgest A’B’ samale poole, kus on punkt C’, ning kolm-
nurkade vordsuse {ottu iiks kolmnurk iihtibki teisega (joon. 111).

Kui AB ja A’B’ on paralleelsed ja samasuunalised, siis ei
leidu pooret, mis teeks kolmnurgad iihtivaiks, kiill aga leidub sel~

leks sobiv rooplitke (joon. 112).

Joon. 111. A a
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Kui AB ja A’B’ on paralleelsed ja vastassuunalised, siis iiles-

anne lahendub tsentraalpeegelduse abil.

Esitatud tilesannetest jareldame, et ka kaht vordset ja sama

orientatsiooniga hulknurka saab podrde (voi erijuhtumil ré6p-
liikke) abil teha {ihtivaiks. .

412.

413.

414.

415.

ULESANDEID.

Antud on vordkiilgne kolmnurk ja valjaspool seda N-tdhe
kujuline kujund. Peegelda kujundit jarjestikku kolmnurga
kahest kiiljest ja mdédra saadud poorde keskpunkt ja poorde-
nurk.

Joonesta mingi ruut ja selle poore ruudu keskpunkti iimber
45° vorra.

Mingisuguste nurkade vorra (vahemikust 0° kuni 360°) saab
iga jargnevat kujundit poorata tema keskpunkti iimber nii,
et pooratud kujund iihtiks antud kujundiga: a) vordkiilgne
kolmnurk, b) ruut, c) korraparane kuusnurk, d) korrapdrane
viisnurk?

Antud on kaks loikuvat sirget ja kummalgi iiks punkt. Leia
poore, mis teeb iihe sirge ja sellel antud punkti vastavalt
iihtivaks teise sirge ja sellel antud punktiga.

Nédpunédide. Péordekeskpunktiks on punkt, kus l6ikuvad

. antud punktide siimmeetriatelg ja antud sirgete (iiks) stimmeet-
riatelg. Ulesandel on kaks lahendust.

416.

417.

418.

Antud on kaks vordset ja sama orientatsiooniga kolmnurka
ABC ja A’B’C’, mille vastavad kiiljed AB ja A’B’ on paral-
leelsed ja vastassuunalised. Leia podre, mis viib kolmnurga
ABC kolmnurga A’B’C’ asendisse. ;

Antud on kaks vordset ja sama orientatsiooniga kolmnurka
ABC ja A’B’C’ nii, et nende tipud B ja C’ iihtivad. Leia
poore, mis viib kolmnurga ABC kolmnurga A’B’C’ asendisse.

Leia poorded, millega vordhaarse kolmnurga ithe haara saab
teha teisega iihtivaks (kaks lahendust).
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419. Leia poorded, millega vordhaarse trapetsi iihe haara saab teha
teisega iihtivaks (kaks lahendust).

420. Antud on kaks vordset nurka. Leia poore, millega neid saab
teha {ihtivaiks.

421. Antud on vordhaarne kolmnurk. Leia poore, mis teeb iihe alus-
nurga teisega iihtivaks.

5.6. LIIKUMINE TASAPINNAL.

Eespool tutvusime lihtsamate liikumistega tasapinnal, nimelt
peegeldusega sirgest, roopliikkega, peegeldusega punktist ja poor-
dega. Seejuures liikumiseks tasapinnal nimetasime niisugust selle
tasapinna teisendamist iseendaks, mille puhul selle tasapinna
- mistahes kujund teisendub temaga vordseks kujundiks. Et koige
lihtsam kujund, mille abil saab méarata teiste kujundite vordsust,
on kolmnurk, siis voime liikumiseks nimetada ka niisugust tasa-
pinna teisendust iseendaks, mille puhul mistahes kolmnurk teisen-
dub temaga vordseks kolmnurgaks. Seega iga paar vordseid kolm-
nurki mdérab iihe liikumise tasapinnal. Uhenduses sellega tekib
kiisimus, kas {ilalnimetatud liikumistega on ammendatud koik liiku-
mise liigid tasapinnal voi mitte. Vastuse annab jargmine
teoreem:

iga liikumist tasapinnal saab vaadelda koosnevana iilimalt
kolmest peegeldusest.

Eespool ndgime, et antud vordseid ja sama orientatsiooniga
kolmnurki saab viia iihtivusse kas roéoplitkkke voi poorde abil
(5.4.5., iilesanne 3). Et molemad nimetatud teisendused koosnevad
vaid kahest peegeldusest, siis on véide toestatud koigi niisuguste
liikumiste kohta, mis on mddratud kahe sama orlentatsmomga
kolmnurga abil.

Eeldame niiiid, et antud vordsetel kolmnurkadel ABC ja
A’B’C’ on orientatsioonid vastandlikud (joon. 113). Peegeldame iiht
neist, naiteks kolmnurka ABC, sirgest f, mis on iihe paari vasta-
vate tippude, nditeks B ja B’ siimmeetriateljeks. Siis kolmnurga
tipu B peegelduseks on tipp B’, aga tippude A ja C peegeldused
olgu vastavalt A, ja Co. Kolmnurk A¢B’Cy on vordne kolmnur-
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Al Joon. 113.

gaga ABC, kuid vastandorientatsiooniga, s. t. ta on vordne kolm-
nurgaga A’B’C’, millel on temaga iihine orientatsioon. See-
tottu voib juhtuda, et kolmnurgad AoB’C, ja A’B’C’ {ihtivad. Sel
juhul oleks véide toestatud, sest liikumine, mis teeks antud kolm-
nurgad iihtivaiks, oleks peegeldus sirgest ¢. Kui aga kolmnurgad
A\B’Cy ja A’B’C’ ei iihti, siis saab neid panna iihtima p6orde abil
timber tipu B’, sest nad on vordsed ja sama orientatsiooniga. Et
poore koosneb kahest peegeldusest, siis kuluks niiiid antud kolm-
nurkade {ihteviimiseks kokku kolm peegeldust. Sellega on véide
taielikult toestatud.

422,

423.

424.

ULESANDEID.

Antud on kaks sama orientatsiooniga vordset kolmnurka.
Leia kaks jérjestikust peegeldust, mis teevad need kolmnur-
gad iihtivaiks.

Antud on kaks erineva orientatsiooniga vordset kolmnurka,
mis pole siimmeetrilised sirge suhtes. Leia kolm jarjestikust
peegeldust, mis teevad need kolmnurgad iihtivaiks.

Leia, missuguse lihtsama liikumisega saab asendada

a) kaht roopliiket;

b) roopliiket koos ‘tsentraalpeegeldusega;

c) kaht tsentraalpeegeldust;

d) nelja peegeldust, kui peegeldustelgedeks on vaheldumisi
kaks ristuvat sirget.
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5.7. LIIKUMISTEISENDUSTE KASUTAMINE
KONSTRUKTSIOONULESANNETE LAHENDAMISEL.

Liikumisteisendusi saab kasutada paljude teoreemide toesta-
misel ja konstruktsiooniilesannete lahendamisel. Vaatleme monda
nédidet viimaselt alalt.

Teisenduste kasutamise meetod konstruktsiooniilesannete
lahendamisel seisneb selles, et vaadeldav kujund voi selle mingi
osa teisendatakse nii, et otsitav lahend (v6i lahendusviis) muu-
tuks holpsamalt leitavaks. Selle meetodi sisu selgitavad ldhemalt
jargmised ndited.

Nidide 1. Uhel pool sirget u on antud kaks punkti A ja B.

- Leida sirgel u punkt C nii, et 16ikude summa (tee pikkus) AC+CB
oleks minimaalne (voimalikult véaike).

Lahendus. Olgu ACB otsitav murdjoon (joon. 114). Tema
pikkus ei muutu, kui 16ik CB asendada sirge u suhtes siimmeetri-
lise 16iguga CB’. Niiiid peaks lithima pikkusega olema murdjoon
ACB’. Ta on seda siis, kui punkt C asetseb sirgel AB’. Siit selgub,
et otsitav punkt on sirgete u ja AB’ 16ikepunkt, kus B’ =u(B).

; B
|
8 |
A\\/ \ NA e
|
'

Joon. 114. Joon. 115.

Mirkus. Jooniselt selgub, et leitud punkti C puhul on vordsed need
teravnurgad, mis AC ja CB moodustavad sirgega u, s. t. liihim fee on see,
mida mooda liigub valgus punktist A punktini B, peegeldudes sirgest u.

Ndide 2. Uhel pool paralleelsete kallastega kanalit on kiila
A, teisel pool kiila B. Ule kanali tuleb ehitada sild niisuguses
kohas, et tee iihest kiilast teise oleks minimaalse pikkusega.

Lahendus. Oletame, et MN on noutud silla asukoht, nii et
murdjoon AMNB on voimalik lithim tee, mis kiilasid iihendab
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(joon. 115). Anname teeosale BN roopliikke, mille vektor on N/ﬁ),
ning vaatleme uut murdjoont AMB’B, mille pikkus on vordne
endise murdjoone pikkusega. Et see pikkus oleks minimaalne,
peaksid punktid A, M ja B’ asetsema iihel sirgel. Siit selgub, et
punkt M peab asetsema kohal, kus punkti A poolne kanali kallas
loikab sirget AB’.

Naide 3. Konstrueerida ruut, mille kaks vastastippu aset-
sevad antud sirgel ja iilejdédnud tippudest iiks asetseb iihel ja teine
teisel antud ringjoonel. :

Lahendus. Olgu antud sirgjoon s ja ringjooned u ja v
(joon. 116). Oletame, et iilesanne on lahendatud ja et ABCD on
otsitav ruut, mille tipud B ja D asetsevad antud sirgel s, tipp A
ringjoonel u ja tipp C ringjoonel v. Siis punktid A ja-C on siim-
meetrilised sirge s suhtes, sest ruudu diagonaalid ristuvad ja
poolitavad teineteist. Et punkt A asetseb ringjoonel u, siis temaga
sirge s suhtes siimmeetriline punkt C asetseb ringjoonega u sirge
s suhtes siimmeetrilisel ringjoonel «’. Siit selgub jargmine konst-
ruktsioon: 1) leiame ringjoone u’ = s(u); 2) méargime, kui see on
olemas, punkti, nditeks C, milles loikuvad. ringjooned v ja u’;
3) leiame punkti A = s(C); 4) joonestame ruudu, mille diagonaa-
liks on loik AC, jarelikult on ruudu keskpunktiks sirgete s ja AC
16ikepunkt O. Selle ruudu tipud B ja D satuvad sirgele s, sest
nad on punktidest A ja C vordsetel kaugustel. Ruut ABCD rahul-
dabki iilesande koiki noudeid.

Ulesande lahendite arv on vordne ringjoonte u” ja v iihiste
punktide arvuga. Kui need ringjooned ei 16iku, siis iilesandel pole
lahendit; kui ringjooned puudutavad voi l6ikavad teineteist, siis

Joon. 116. Joon. 117.
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tilesandel on vastavalt iiks lahend voi kaks lahendit; kui ringjoo-
ned v ja u’ langevad iihte, siis on lahendeid l6pmata palju.

Nédide 4. Konstrueerida viisnurk kiilgede antud keskpunk-
tide jargi. : ;

Lahendus. Olgu antud viisnurga kiilgede keskpunktid M,
Ms, M3, My ja Ms (joon. 117). Kui otsitava viisnurga esimest tippu
A, peegeldada punktist M, siis saadakse teine tipp A, seda pee-
geldades punktist M, saadakse kolmas tipp A; jne.; 1opuks tipu As
peegeldamisel punktist Ms saadakse uuesti tipp A;. Nii selgub, et
punkt A, on viiest tsentraalpeegeldusest koosneva teisenduse kahe-
kordne punkt, kui peegelduskeskpunktideks on punktid M,, ..., Ms.
Et kahest tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus on roopliike,
rooplitkkkest ja tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus aga jélle
tsentraalpeegeldus (5.3.4.), siis neljast tsentraalpeegeldusest
koosnev teisendus on taas roopliike, viiest tsentraalpeegeldusest
koosnev teisendus aga — tsentraalpeegeldus. Viimase teisenduse
ainus kahekordne punkt on peegelduskeskpunkt. Tahendab, punkt
A, on viiekordsel tsentraalpeegeldusel saadava tsentraalpeegel-
duse keskpunkt. Tema leidmiseks votame tasapinna mistahes
punkti B, peegeldame seda punktist M,;, saadud peegeldust B;
uuesti punktist M, jne., kuni saame punkti Bs. Et punktid B, ja Bs
on peegelduses teineteisele vastavad punktid, siis 16igu B;Bg kesk-
punkt ongi selle peegelduse keskpunkt, iihtlasi otsitav punkt A,.
Viisnurga iilejddnud tipud leiame peegeldamise teel antud punk-
tidest.

ULESANDEID.

425. Tasapinnal on antud kolm sirgel: s, ¢ ja u. Leia sirgel
s punkt S, kui on teada, et sellega sirge ¢ suhtes siimmeetri-
line punkt S’ asetseb sirgel u.

426. Tasapinnal on antud sirge s ja sellest iihel pool punktid
A ja B. Leia sirgel s punkt M nii, et sirged AM ja BM moo-
dustaksid sirgega s vordsed nurgad.

427. Tasapinnal on antud sirge s ja sellest teisel poo! punktid
A ja B. Leia sirgel s punkt M nii, et 16ikude AM ja BM pik-
kuste vahe oleks voimalikult suur.
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428.

429.

430.

431.

432.

Tasapinnal on antud nurk tipuga A ja sirge ¢. Ehita ruut,
mille kaks vastastippu asetsevad sirgel ¢ ja {ilejddnud tipud
antud nurga haaradel v6i nende pikendustel iile tipu A.

Tasapinnal on antud nurk tipuga A ja selle sees punkt S.
Joonesta ldbi punkti S sirge nii, et tema 16ik nurga haarade
vahel poolituks punktis S. ;

Tasapinnal on antud sirgjoon, ringjoon ja punkt. Joonesta
ldbi antud punkti sirge, mille 16ik antud sirgjoone ja ring-
joone vahel poolituks antud punktis.

Joonesta tasapinnaiine seitsenurk kiiigede antud keskpunk-
tide jargi.

Joonesta -1dbi kahe antud ringjoone loikepunkti sirge, mis

ei ldbi ringjoonte teist loikepunkti ja millest need ringjooned
Ioikavad vadlja vordsed koolud.

5.8. HOMOTEETSUS TASAPINNAL.
5.8.1. HOMOTEETSUSE MOISTE.

Homoteetsuseks tasapinnal nimetatakse jargmiste omadus-

tega vastavust tasapinna punktide vahel:

1) iga punkti ja sellele vastava punkti ithendussirge ldbib

{iht ja sama punkti O, mida nimetatakse homoteetsuskeskpunktiks,

2) iga kaks teineteisele vastavat punkti asetsevad homoteet-

suskeskpunktist kas iihel pool (pédripidine homoteetsus, joon. 118)
voi teine teisel pool (vastupidine homoteetsus, joon. 119);

0A’:0A=0B’:0B =0C’: OC= ... =k
; =
"
b &
: e
B k--g_
Joon. 119.
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3) kui M ja M’ on kaks teineteisele vastavat punkti, siis 16i-
kude suhe OM’: OM=Fk on jadav tasapinna koigi punktide puhul.
See jadav suhe, mida nimetatakse homoteetsusteguriks, on pari-
pidise homoteetsuse korral positiivne ja vastupidise homoteetsuse
korral negatiivne, sest esimesel juhtumil on léigud OM ja OM’
samasuunalised, teisel juhtumil aga vastassuunalised.

Homoteetsusteguri definitsioonist jareldub, et

OM’=Fk-OM,

millest ndhtub, et keskpunkti O jateguri 2k andmisega
on homoteetsus méaédratud, sest nende andmete korral
saab igale punktile M leida temale vastavat punkti M’. Kui punkt
M iihtib keskpunktiga O, siis iihtib viimasega ka teisend M’; jére-
likult on keskpunkt homoteetsuse kahekordne punkt. Saab toes-
tada, et ta on homoteetsuse ainus kahekordne punkt.

5.8.2. HOMOTEETSUSE TAHTSAMAD OMADUSED.

1) Homoteetsuskeskpunkti ldbiva sirge teisendiks on seesama
sirge, iga muu sirge teisendiks aga tema paralleel.

Homoteetsuskeskpunkti ldbiva sirge kohta on vidide ilmselt
oige, sest homoteetsuse definitsiooni jdrgi on selle sirge punktide
teisenditeks sellesama sirge punktid. Vdite toestamiseks homoteet-
suskeskpunkti mitteldbiva sirge AB kohta eeldame, et homoteetsus
on antud keskpunktiga O ja teguriga & (joon. 120). Leiame sirgel
AB asetseva punkti, nditeks punkti A teisendi A’, ning joonestame
temast 1dbi sirge, mis on paralleelne sirgega AB. Loigaku sirge
OB joonestatud sirget punktis ‘B’. Siis kiirteteoreemi pohjal

OB’:0B=0A4’:0A.

=3

st ////
X
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Et viimane suhe véljendab homoteetsustegurit, siis teeb sedasama
ka esimene: OB’: OB=Fk. See nditab, et sirgel AB asetseva punkti
B homoteetseks teisendiks on punkt B’ sirgel A’B’. Ilmselt kehtib
see nende sirgete koigi punktide kohta.

2) Paralleelsetele sirgetele vastavad parelleelsed sirged,

sest kui kaks sirget on paralleelsed, siis ka iihega ja teisega
vastavalt paralleelsed sirged on omavahel paralleelsed (joon. 121),
kui ullo ja «'llu, v’|lv, siis @’llv’.

3) Iga nurk teisendub temaga vordseks nurgaks,

sest teisendatud nurga haarad on antud nurga haaradega vas-
tavalt paralleelsed ja samasuunalised (joon. 122) vo6i vastavalt
paralleelsed ja vastassuunalised (joon. 123).

A/ o s 3
0 /7
Joon. 122. 2 Joon. 123.

4) Iga kahe teineteisele vastava 16igu suhe vordub homoteet-
susteguriga,

sest kolmnurkade OAB ja OA’B’ sarnasuse tottu (pohjenda
seda, joon. 124) voime kirjutada:

A’B’: AB=0A’ . OA=k.

5) Iga kolmnurk (iildiselt iga kujund) teisendub temaga sar-
naseks kolmnurgaks (kujundiks),

sest viimase kahe omaduse jiargi nende nurgad on vastavalt
vordsed ja koik vastavad 16igud on vordelised (joon. 125).

Viimase omaduse tottu nimetatakse homoteetsust ka sarna-
susteisenduseks ning kaht homoteetset kujundit perspektiivsarnas-
teks kujunditeks (ehk sarnasteks kujunditeks sarnasusasendis).
Kui ithega kahest perspektiivsarnasest kujundist teostada mingi
liitkumisteisendus, siis nende eriline vastastikune asend kaob ja
me saame lihtsalt kaks sarnast kujundit. Seega voime oOelda, et
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Joon. (124. Joon:. 125.

kujundite sarnasus on homoteetsuse ja liikumisteisenduse
jarjestikusel rakendamisel piisima jddv kujundite omadus.

Lopuks olgu maérgitud, et kui homoteetsustegur k=1, siis

homoteetsus osutub samasuseks (sest igale punktile vastavaks
on siis see punkt ise); kui aga k= — 1, siis homoteetsus osutub pee-
gelduseks homoteetsuskeskpunktist.

433.

434.

435.

436.

437.

ULESANDEID.

Homoteetsus on antud keskpunkti ja ithe paari vastavate
punktidega. Leia mootmise teel homoteetsustegur. Vaatle kaht
juhtumit: kui homoteetsus on péripidine ja kui ta on vastu-
pidine.

Homoteetsus on antud keskpunkti ja iithe paari vastavate
punktidega. Leia konstruktsiooni teel mingile punktile vastav
punkt.

Homoteetsus on antudkeskpunkti ja tithe paari vastavate
punktidega. Konstrueeri vabalt voetud kolmnurgale vastav
kolmnurk.

Pohjenda viidet, et ringjoonega, mille raadius on r, homo-
teetseks kujundiks on ringjoon raadiusega kr, kus & on homo-
teetsustegur. (Kasuta omadust 4!)

Pohjenda véidet, et vastupidine homoteetsus koosneb péri-
pidisest homoteetsusest ja tsentraalpeegeldusest.
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5.9. HOMOTEETSUSE KASUTAMINE KONSTRUKT-
SIOONULESANNETE LAHENDAMISEL.

Nagu liikumisteisendusi, nii ka homoteetsust saab kasutada
konstruktsiooniilesannete lahendamisel. Vastav nn. sarnasus-
meetod seisneb selles, et esmalt konstrueeritakse otsitava
kujundiga sarnane kujund ja siis homoteetsust kasutades otsitav
kujund. Vaatleme selle meetodi rakendamist monede naidisiiles-
annete lahendamisel.

Ndide 1. Antud sektorisse MON joonestada ruut, mille kaks
tippu asetsevad sektori raadiusel OM, kolmas tipp raadiusel ON
ja neljas tipp kaarel MN (joon. 126).

Lahendus. Joonestame algul mingi ruudu A’B’C’'D’
(joon. 126), mille tipud A’ ja B’ asetsevad antud sektori raadiusel
OM ja tipp D’ sektori raadiusel ON (kuidas seda teha?). Piken-
dame 16iku OC’ kuni 16ikumiseni sektori kaarega punktis C, kui ta
juba ei 16ika seda kaart. Teisendame ruutu A’B’C’D’ homoteetselt,
vottes keskpunktiks punkti O ja itheks paariks vastavateks punkti-
deks punktid C’ ja C (k=0C:0C’). Teisendamisel saame ruudu
ABCD, mis tdidab iilesande tingimusi. Lahend on iihene.

N

Joon. 126. g Joon. 127.

Ndide 2. Joonestada kolmnurk, mille tipud asetsevad antud
kolmnurga ABC kiilgedel ja kiiljed on vastavalt paralleelsed teise
antud kolmnurga DEF kiilgedega.

Lahendus. Votame kiiljel AC vabalt punkti K’ ja joones-
tame esmalt otsitava kolmnurgaga KLM sarnase kolmnurga
K’'L’M’, mille tipp L’ asetseb kiiljel AB ja mille kiiljed on vasta-
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valt paralleelsed kolmnurga DEF kiilgedega (joon. 127). Kolm-
nurka K’L’M’ teisendame homoteetselt, vottes homoteetsuskesk-
punktiks punkti A ja iiheks vastavate punktide paariks punktid M’
ja M, kus M on sirgete AM’ ja BC l6ikepuinkt.

Nidide 3. Konstrueerida kolmnurk, mille kaks nurka a ja B
ning nurga a tipust tommatud mediaani ja korguse summa on
antud.

B B Joon. 128.

Lahendus. Konstrueerime otsitavaga sarnase kolmnurga
AB’C’ (joon. 128), milles LA=a, £B’=8 ja kiilg AB’ on vabalt
voetud. Edasi leiame tipust A tommatud mediaani AM’ ja
korguse AH’ ning kanname korguse mediaani pikendusele. Nii
saame tipust A tommatud mediaani ja korguse summaks loigu
AD’,

Samale sirgele AD” kanname alates punktist A otsitava kolm-
nurga mediaani ja korguse summa, saades 16igu AD. Otsitava
kolmnurga ABC saame, kui kolmnurga AB’C’ teisendame homo-
teetselt, vottes keskpunktiks A ja iiheks vastavate punktide paa-
riks D’ ja D. Punktid B ja C leiame paralleelide joonestamise teel:

" DB|ID'B’ ja DC||D'C".

ULESANDEID.

438. Joonesta antud kolmnurka ruut, mille kaks tippu asetsevad
kolmnurga {ihel kiiljel, kolmas tipp teisel kiiljel ja neljas tipp
kolmandal kiiljel.

439. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja kolmanda
nurga tipust tommatud mediaan.

440. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja nende
nurkade tippudest tommatud mediaanide summa.
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441.

442.

443.

444.

445.

446.
447.
a48.
449,
450.
451.

452.

453.

Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja kolmanda
nurga tipust tommatud korguse ja bisektori summa.

Antud on kaks loikuvat sirget ja vidljaspool neid punkt. Joo-
nesta ringjoon, mis ldbib antud punkti ja puudutab antud
sirgeid.

Joonesta antud kolmnurka ristkiilik, mille kaks tippu asetse-

vad kolmnurga {ihel kiiljel, kolmas tipp teisel kiiljel ja neljas
tipp kolmandal kiiljel, kui ristkiiliku kiiljed suhtuvad nagu
B

Antud on ringjoen ja sellel punkt A. Leia punktist A vdljuva
antud ringjoone koolu keskpunkti geomeetriline koht.

Joonesta antud segmenti ruut, mille kaks tippu asetsevad
segmendi alusel ja kaks segmendi kaarel.

KORDAMISKUSIMUSI.

Mida nimetatakse peegelduseks sirgest? Mida voib oelda
kolmnurga ja tema peegelduse orientatsiooni kohta?

Mida nimetatakse rooplitkkeks? Kuidas roopluke avaldub pee-
gelduste kaudu?

Mida nimetatakse peegelduseks punktist? Kuidas peegeldus
punktist avaldub teljelise siimmeetria kaudu?

Missugust teisendust nimetatakse podérdeks punkti timber?
Missuguste andmetega on poore maaratud?

Missugust teisendust nimetatakse homoteetsuseks? Missu-
gune seos on homoteetsuse ja sarnasuse vahel?

Nimeta homoteetsuse tdhtsamaid omadusi.

Kuidas teisendub tdisnurkne kolmnurk, kui teda peegeldada
esmalt iihest kaatetist ja siis saadud peegeldust peegeldada
teisest kaatetist?

Kuidas teisendub tdisnurkne kolmnurk, kui teda peegeldada
esmalt ithe teravnurga poolitajast ja siis saadud peegeldust
peegeldada teise teravnurga poolitajast?
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454.

455.

456.

Kuidas teisendub vordkiilgne kblmnurk, kui teda peegeldada
esmalt kolmnurga iihest kiiljest ja siis saadud peegeldust
peegeldada teisest kiiljest?

Joonesta vabalt voetud isekiilgse kolmnurga peegeldus esmalt
ithe nurga poolitajast, siis saadud peegelduse peegeldus teise
nurga poolitajast ja lopuks viimase peegeldus kolmanda
nurga poolitajast.

Missuguse kujundi moodustab ‘tdisnurkne kolmnurk koos
a) tema peegeldusega iihe kaateti suhtes;
b) tema peegeldusega hiipotenuusi keskpunkti suhtes?



6. TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID.

6.1. TERAVNURGA UHE TRIGONOMEETRILISE
FUNKTSIOONI VAARTUSE JARGI SAMA NURGA TEISTE
FUNKTSIOONIDE VAARTUSTE LEIDMINE.

Teravnurga iga trigonomeetrilise funktsiooni védartuse jargi
saab ehitada selle nurga, kui ehitada tdisnurkne kolmnurk, mille
vastavate kiilgede suhe on vordne antud funktsiooni vdartusega.
Saadud kolmnurgast voib niiiid leida vaadeldava nurga {ilejadnud
kolme funktsiooni vdartused (joon. 129).

B

sina=a:c
cosa=b:c
< : a fono=a:b
cota=b:a

Joon. 129.
A - C 00

Lahendame nditena iilesande:
sin a=0,45. Leia cos a, tana ja cot a.

Lahendus. sina=0,45=45:100.

Ehitame tdisnurkse kolmnurga, mille iiks kaatet on 45 mm ja
hiipotenuus 100 mm (joon. 130).

Mootmisel leiame, et teine kaatet on 89 mm (olgu mérgitud,
et teise kaateti suuruse voib leida ka arvutamise teel, rakendades
Piitagorase teoreemi). Edasi saame, et

cos a=389:100=0,89;

tan a=45:89=0,51;

cot a=89:45=1,98.

Sellest nditest ndeme, et kui teravnurga trigonomeetrilistest
funktsioonidest iiks on antud, siis koigi teiste funktsioonide vaar-
tusi saab selle antud véadrtuse jargi leida.

’
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g ¢ Joon. 130.

Kui on kasutada nurgafunktsioonide tabelid, siis saab antud
nurgafunktsiooni vdartuste jargi leida sama nurga tilejddnud kolm
funktsiooni ka tabelite abil, leides esmalt antud funktsiooni véar- -
tuse jdrgi nurga suuruse.

ULESANDEID.

457. sin o= §- Leia graafiliselt cos a, tan a ja cot a.

458. cos a=0,75. Leia graafiliselt sin a, tana ja cot a.
459. tan a=1,5. Leia graafiliselt sin a, cos a ja cot a.
460. cot a=2. Leia graalfiliselt sin a, cos a ja tan a.

461. sina=0,53. Leia tabelite abil cos a, tan a ja cot a.
462. cos a=0,07. Leia tabelite abil sin a, tan a ja cot a.
463. tan a=0,344. Leia tabelite abil sin a, cosa ja cot a.
464. cota=11,4. Leia tabelite abil sin a, cosa ja tan a.

6.2. TERAVNURGA TRIGONOMEETRILISTE
FUNKTSIOONIDE VAHELISED SEOSED.

1. Nurgafunktsiooni antud vdértuse jérgi saab sama nurga
iilejddnud kolme funktsiooni védrtust leida ka arvutamise teel,
kasutades valemeid, mis vidljendavad nurgafunktsioonidevahelisi
seoseid.

Uhe ja sama teravnurga siinuse ja koosinuse vahelist seost
viljendava valemi saame tuletada Piitagorase teoreemi abil
(joon. 129):

a?+b%=c2
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Jagades selle vorduse molemad pooled.c?-ga, saame

az = b? i

s Vgt e

2 Ve gl
ehk

( + -.

Siit

(sin a)?+ (cos a)?=1, =

mida kirjutatakse tavaliselt nonda:

sin2a+cosza=1

Uhe ja sama nurga siinuse ja koosinuse ruutude summa
vordub 1-ga.

See seos voimaldab sina véljendada cos a kaudu ja iimber-
poordult:

sina= V1 —cos?q;
cos a=1V1—sin2a.

2. Tuletame seose ithe ja sama nurga siinuse, koosinuse ja
tangensi vahel:

sin =2
. a—— c
ja
b
cosa=—,
seega
a =y sin a a sin a
— == ehk = ——
el cos @ b cos a
millest ‘
sin @
tan a= -
cos a

Teravnurga tangens vordub selle nurga siinuse ja koosinuse
jagatisega.
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3. Uhe ja sama nurga tangensi ja kootangensi vahelise seose

tuletamiseks paneme tdhele, et

a
tan a= %
ja
b
cot a= =0
seega
tana-cota=1
Uhe ja sama nurga tangensi ja kootangensi korrutis vor-
dub 1-ga.
Vordusest tan a-cot a=1 saame
cotiag= fana
ja
tan a= poTped’
Seega, :

nurga kootangens ja tangens on teineteise poordvadrtused.
Seoseid
sina+cos?a=1,

tan‘a-cot a=1,

sin a
cos o

tan a=

nimetatakse trigonomeetriliste funktsioonide vahelisteks pohiseos-
teks. Need pohiseosed voimaldavad nurga iihe funktsiooni jargi
arvutada {ilejddnud kolme funktsiooni.

Sed’a selgitavad jargmised néited.
Ndide 1. On teada, et sina= 1—55 Arvuta

1) cosa; 2) tana; 3) cota.

Lahendus. 1) Asendades vorduses

cos a=\1—sina
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sin a antud védartusega, saame

cosa—l/l (13)—]/1 L

2) Kasutades vordust

sin a
cos a

tanag=

ning asendades seal sina ja cos a nende vadrtustega, saame

3) Et nurga kootangens on sama nurga tangensi poordvaar-
tus, siis

Nédide 2. Avalda tana kaudu 1) sina; 2) cos a.

Lahendus. 1) Jagades vorduse
sin®a+cos?a=1 :
molemad pooled sin®a-ga, saame

1 +cot2a=

sin? a

ehk

e 1+tan?a 1
1+ tan2 T sin?q ehk tan2a ~ sin?a ’

millest

sinfa= oS
~ 1+tan?a
Siit saame

3 tan a
Sl Qs o
Vi+tan2a

2) L% _tana.

Ccos o
Sellest

sin a
tana ’

CosS a=
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< tan a
Arvestades, et sin o= ———,
: Vl1+tan?a
saame
1

COSH == o=~
Vi+tan2a

Nédide 3. Avalda cota kaudu 1) sina; 2) cosa.

: tan 1
Lahendus. 1) sing= ———= S
Vi+tan? o cotaVl+tan‘a
Ve B
Veot2a+l
seega
& : 1
SITEA ooy
V1+cot?a
1 t
2) cosa= PP

Vittanla  Vi+coa'

Nédide 4. Avalda murd

sin o cos a
cos? a—sin?a

tan a kaudu.

Lahendus. Jagades antud murru lugeja ja nimetaja aval-
disega cos?a,. saame

sin a
COS « F o dang
sinfa - l—tan2a ™
~ cos?a
ULESANDEID.

465. Avalda murd Lebeiadis s
sin a—cos a

466. Viljenda vahe sin?a—cos?a funktsiooni sin a kaudu.

467. Avalda summa tana+cota funktsioonide sina ja.cosa
kaudu.

468. Viljenda tan a kaudu avaldis

; 1
sin? a+sin a cos a+cos?a
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Ndide 5. Arvuta avaldise

sin a+cos a

sin a—cos a

1
vaartus, teades, et tan a=l-2—.

Lahendus. Jagades antud avaldise lugeja ja nimetaja

arvuga cos @ ning asendades seejdrel saadud avaldises tan a antud

1
vaartusega 15, saame:

469.

470.

471.

472.

sin cos @ % 1 1

= A 9%
sina4cosa: cosa  cosa __ tana4l l2+ __22 _5
sina—cosa  sina cOS G pana=1 0} T

DR 5.0 T T it o

cos « CoS 2 2

ULESANDEID.

Arvuta avaldise

sin a—cos a
sin a+cos a

=l o

vadrtus, teades, et tan a=

Arvuta avaldise

4 sina—2 cos a
5 cos a+3 sina

vadrtus, teades, et tan a=2.

On teada, et tan a+cot a=10. Arvuta avaldise tan?a+cot’e
vaartus. :

Arvuta sin o+ cos a vaartus, kui on teada, et sin a+cos a=1,2.

Néadide 6. Lihtsusta avaldist

cost* a—sint a
cos a—sina

Lahendus.
cos* a—sinta _ (cos?a+sin?a)(cos®? a—sin®a)  cos?a—sin’a
cosa—sina cos @ —sin a 3 cos a—sin a

. (cosa+sina)(cos a—sina) 2
= e 7 4 =C0s a+sin a.
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Eespool saadud valemid nurga iihe funktsiooni avaldamiseks
sama nurga teise funktsiooni kaudu on kokkuvotlikult esitatud
jargmises tabelis.

sin a cos a tan a cota
> Vit tan a 1
sina= —- —cos?a
: : Vi+tan®a Vi+cot? a
v'l—-f—z— 1 cot a
cos a= —sinZa e
V1+tana V1+cot?2a
sina V1—cos2a 1
fina=| o= S
Vil—=sinZa cos @ cota
Vil—sin2a cos a 1
cota= e .
sina V1—cos?a tan a

Need valemid holbustavad arvutusi ning kergendavad. aval-
diste lihtsustamist ja samasuste toestamist.

ULESANDEID.
473. Lihtsusta jargmised avaldised:

H in2 2

1 sin a 7y Sinfa+cos’a
) V1—cos?a ) cota
CoSs @ . sin? a+cos? a+tan? a

2) V1—sin?a 8) l:cosa
3) sin?a+cos?a+ cot?a 9) sin?52°4sin? 38°
4) cota-sina 10) tan 41°.tan 45°-tan 49°

5 cos 31°- *sin 31°
5) cosa’ tana 1) cos 59° sin 59°

=) cos 23° _ sin 23°
6) 1—sina-cota-cosa 12) =t u

474. Lihtsusta avaldised:

1) sinacota+cosa

2) 1+ cos?a—sina

3) (I—cosa)(l+cosa)

4) 2—sin?a—cos?a

5) (sina+cos a)?+ (sina—cos a)?
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6) cosa-tana 10) sin2 a—cos? a

7) cota-sina sin @ cos @
8) sina:tana 11) sin*a+2sin%a cos?a+ cos‘a

Gk s
9) Fiota 12) sin*a—cos*a+cos?a.

l—cos?a
Nidide 7. Toesta, et

1 W
cos?2a cot?a

Lahendus. Toestamiseks teisendame antud vorduse vasa-
kut poolt.

. : = : tanza— bt S e R
cos2a cot?a  cos?a =

__ l—sin?a __ cos’a
cos? a cos?a

Ndide 8. Toesta samasus

tan?a — sin?a=tan?a sinZa.

Lahendus.
TR T sin? a AP sina—sin®acos’a
w = Cos?a 2 cos2a
sin2 a(l—cos?a sin? @ - sin? a :
= ( = ) 5 =tan?a - sina.
cos? o cos? a

.

Mirkus. Monikord osutub samasuse toestamisel otstarbekaks teisendada
vorduse molemat poolt.

ULESANDEID.
475. Toesta jargmised samasused:

1) sin‘a—cos*a=sin%a—cos?a
4—5cos a + 3+5sina
3—5sina 445 cos a

1 ~ lcot?q
sinfa—cos?a 1—cot?a

2) =0

3)

4) sin a+cosa l+cota
sin a—cos a l—cota

5) sina - " d4-cosa
l—cosa sina
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476.

477.

478.

479.

480.

481.

sin? a
1+4cos a
1 1
7) l1+tan?a + l14+cot?2a
cot? a-cos?a
cota—cos a

6) =l—cosa

=1

8) cota+cosa=

9) 1—sina-cosa-tan a=cosa
10) sin*a cos?a+ sin%q costa=sin%a cos2a
11) sinZa(1+cot?a) =1

12) tana V1 —sinfa=sina

KORDAMISULESANDEID.

Esita vahe % =1
a) kahe nurga siinuste vahena;

b) kahe nurga koosinuste vahena.

Esita summana 1+V3

a) kahe nurga tangensite summana;
b) kahe nurga kootangensite summana.
Esita summa 1+%

a) kahe nurga siinuste summana:

b) kahe nurga koosinuste summana.
Arvuta peast

a) tan 57%-tan 337

) sin 36°

cos 54° °

Arvuta: 2
1) sin 45°—cos 60° 6) sin 0°—tan0°
2) sin60°—cos 45° - 7) sin 30°+tan 45°
3) cos 30°—cos 45° 8) cos 60°—cot 45°
4) tan 45°—cot 45° 9) cos 0°—sin0°

5) tan 45°—cos 0° 10) sin 90°—cos 0°

Arvuta 60°-se nurga ja 30°-se nurga siinuste suhe.
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482.
483.

484.

485.

486.

487.

488.

489.

Leia 45°-se nurga ja 60°-se nurga koosinuste suhe,

Arvuta avaldise

sina

tan a—sin(75°—a)
vaartus, teades, et a=45°.

Mast on toestatud vaieritega, mille pikkused on 10 m ja mis
maapinnaga moodustavad nurga 60°. Kui korgel maapinnast
on vaierid kinnitatud masti kiilge? .

Joud 10 kg on lahutatud kaheks komponentjouks, mille suu-
nad on teineteisega risti, kusjuures iithe komponendi suund
moodustab antud jou suunaga nurga 30°. Arvuta komponen-
tide suurused.

Piéike on silmapiiril 30° korgusel. Kase varju pikkus on sel
ajal 50 m. Kui korge on kask?

Maasse piistiloodud teiba korgus maapinnast on 3 m ja ta
varju pikkus 5 m. Leia paikese korgusnurk.

Lihtsusta avaldised:
1) cos*a+sin%a cos?a+sin%a

sina l+4cosa
l+cosa sin a

2)

" 3) sinacosa(tan a+cota)

Toesta samasused:

l) l—-cosa= sin a 2) V1+cosa= l+cosa
1+cos a 1+cosa l—cosa sin @

6.3. NEGATIIVNE NURK.

Auto rooliratast saab poorata kahes teineteisele vastupidises

suunas. Kui rooliratast pooratakse kellaosuti liikumise suunas,
néiteks nii, et kodar OA ldheb asendisse OB (joon. 131), siis auto
esirattad poorduvad paremale. Rooliratta pdoramisel kellaosuti
liikumisele vastupidises suunas, nditeks nii, et kodar OA ldheb

223



asendisse OB;, poorduvad esirattad vasakule. Loeme iihe poora-
mise suuna positiivseks, teise negatiivseks.

Positiivseks poorlemise suunaks loetakse seda suunda, mis
on vastupidine kellaosutite poorlemise suunale.

Vankri vasakpoolsete rataste mutrid keeratakse kinni, kui
poorata neid positiivses suunas, parempoolsete rataste mutrite
kinnikeeramiseks tuleb neid poorata negatiivses suunas. Kellaosu-
tid poorlevad negatiivses suunas.

A

Joon. 131.

Igapédevases konekeeles nimetatakse poorlemist positiivses
suunas poorlemiseks vastupdeva ning poorlemist negatiivses
suunas poorlemiseks pédripédev a.

Kui on teada, et auto rooliratast poorati nurga vorra 120°,
siis pole teada, kas kodar OA (joon. 131) ldks asendisse OB voi
asendisse OBy, s. t. pole teada, kas sellel poorlemisel tekkis nurk
AOB voi nurk AOB,.

Poorlemisel tekkiv nurk on médédratud siis, kui on antud
poorde suurus ja poorlemise suund.

Poorlemisel tekkiva nurga loeme positiivseks, kui podrlemine
toimub positiivses suunas, ja negatiivseks, kui podorlemine
toimub negatiivses suunas.

Negatiivse nurga mootarvu kirjutame mérgiga miinus. Néi-
teks, kui kodar OA (joon. 131) on joudnud negatiivses suunas poo-
reldes asendisse OB, siis on tekkinud nurk —120°. Kella minuti-
osuti poérdub veerand tunniga —90°, poole tunniga — 180°, kolm-
veerand tunniga —270°

Vaatleme nurka, mis tekib kiire poorlemisel tasapinnal oma
otspunkti O iimber (joon. 132).
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Joon. 132,

Kui kiir on podrlemisel joudnud asendist OA asendisse OB,
siis on tekkinud nurk AOB. Nurga haara OA, millest kiir alustas
poorlemist, nimetatakse alghaaraks ja haara OB, millel kiire pdor-
lemine loppes, nimetatakse 1opphaaraks. Nurga tahistamisel kolme
tahe abil kirjutatakse esikohale tdht, mis asub alghaara juures.
Joonisel 132 kujutatud nurka AOB voib moista kahel viisil: kas
positiivse nurgana 135° voi negatiivse nurgana —225°. Nagu
nideme, on nende nurkade absoluutvddrtuste summa 360°. Kahe-
suse valtimiseks on lepitud kokku, et siimbolid

ZAOB; a, B, ¥;. .-

tdhendavad positiivseid nurki, kui teisiti pole 6eldud‘.

ULESANDEID.

490. Millise nurga teeb pendel (joon. 133) vonkumisel
a) asendist OD asendisse OA? _
b) asendist OA asendisse OD? .

0

0 7Y A Joon. (33

491. Missuguse nurga vorra poérdub kella minutiosuti 5 minutiga?
20 minutiga? 45 minutiga? )

492. Missuguse nurga vorra peab podrama kella minutiosutit,
et liikkata kella tagasi 10 minuti vorra? 15 minuti vorra?
30 minuti vorra? 45 minuti vorra?
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493. Kummalt pooluselt vaadatuna on Maa pdoérlemise suund
positiivne?

494. Kummal juhul, kas omblemisel edaspidi voi omblemisel
tagaspidi, on omblusmasina hooratta péérlemise suund nega-
tiivne, kui masinale vaadata hoorattapoolsest otsast?

6.4. NURK, MILLE ABSOLUUTVAARTUS ULETAB
TAISPOORDE. :

Paistku meile diiselmootori hooratta p&oérlemine positiivses
suunas ja toimugu see kiirusega 1 tdispodre sekundis (joon. 134).

Joon. 134.

Olgu kodarat tahistava kiire ldhteasend OA, é sekundi parast
on kiir p66rdunud 60° vorra, joudes asendisse OB. Kui hooratas
poorleb positiivses suunas edasi ja kiir OA 14bib jirjekorras asen-
did

OC, 0D, OE, OF, 0OA,
siis Geldakse, et hooratas on péérdunud nurga vorra, mille.suurus
on vastavalt

120°, 180°, 240°, 300°, 360°.

Hooratta edasisel samasuunalisel poérlemisel jouab kiir OA
teist korda asendisse OB. Niiiid on nurk, mille vorra hooratas on
poordunud, suurem kui 360°, Oeldakse, et see nurk on

360°+60° ehk 420°

Kui hooratas poérleb samas suunas edasi, 1dbib kiir OA teist
korda oma ldhteasendi ning jouab kolmandat korda asendisse OB.
Sel korral oeldakse, et tekkinud nurga suurus on- ;

60°+2-360° ehk 780°.
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Hooratta edasisel poorlemisel jouab kiir OA asendisse OB

<y Sy RERE E
korda. Tekkinud nurkade suurused on siis vastavalt

- 60°+3-360° 60°+4 - 360° 60°+5 - 360°,

..., 60°+£&-360°
kus k& tdhendab positiivset tdisarvu.

Nurga moistet sel viisil laiendades, s. o. kasutades nurka
poorde mooduna, voib konelda kuitahes suurtest positiivsetest
nurkadest. -

Kui hooratas poorleb aga nditeks negatiivses suunas, nii et
kiir OA 14dbib jdrjekorras asendid

OF, OE, 0D, OC, OB, OA, OF, OE,

. .siis tekkinud nurga suurus on vastavalt:
=60° — 1207, *—180°,: =240°, —300°%:-—360°, —420°, '—-480°.

A Joon. 135.

Kui kiir OA (joon. 135) poorleb negatiivses suunas ja jouab
esimest korda asendisse OB, siis tekib negatiivne nurk, mille abso-
luutvddrtus on 360°—60° seega selle nurga suurus on

— (360°—60°) =60°—360°.
Kui kiir OA lébib poodrlemisel samas suunas asendi OB
2,53, 450 R
korda, siis vastavad nurgad on
60°—2-360° 60°—3-360° 60°—4-360° ..., 60°—F%-360°.

Seega koik positiivsed ja negatiivsed nurgad, mille alg-
haaraks on kiir OA ja lopphaaraks kiir OB, on viljendatavad iihise
valemiga

60°+% - 360°,

kus k on mistahes tédisarv.
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495.

496.

497.

498.

Uldiselt,

iga nurga x saab avaldada kujul

x=a+k - 360°, ‘

kus k on tédisarv ja a on 360°-st vdiksem positiivne nurk.
‘Néditeid.

1. 5764°=4°416-360°

2. 6038°=278°+16-360° ehk

6038°= —82°+ 17 - 360°
3. —1000°=80°—3-360°

ULESANDEID.

Lihviimisketta ddrel asuv punkt liigub kiirusega 900 —:1‘

Ketta 1abimoot on 4 dm. Kui suure nurga vorra poordub ketta
raadius sekundis?

Elektrimootori rihmaratas teeb 900 podret minutis. Mitme
kraadi vorra poordub rihmaratta raadius sekundis?

Viljenda jargmised nurgad kujul
a+n-360°

kus 0<a<<360°. :

1) 1117° 2) 1940°% 3) 2720°% 4) 1030°.
Viljenda jargmised nurgad kujul
a+n-360° :

kus —180°<a<180° ehk |a|<180°.

1) 1420°% 2) 1770°% 3) 2020° 4) —2400°.

Jaotame tasapinna koordinaattelgedega neljaks veerandiks, :

mida nimetatakse positiivse poorlemise suuna jirjekorras esi-
meseks, teiseks, kolmandaks ja neljandaks vee-
randiks.

Paigutame mingi nurga teljestikku nonda, et ta tipp asub

nullpunktis ja alghaar asub abstsisside positiivsel poolteljel. Nurga
lopphaar asub siis soltuvalt nurga suurusest kas monel poolteljel
voi tasapinna esimeses, teises, kolmandas voi neljandas veerandis

(joon. 136). v
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Nurkasid nimetatakse esimese, teise, kolmanda ja neljanda
veerandi nurkadeks vastavalt sellele, mitmendas veerandis asetseb
nurga lopphaar, soltumata sellest, mis suunas pooreldes ta sellesse
asendisse on joudnud.

Seega, positiivsed teravnurgad on.esimese veerandi nurgad,;
positiivsed niirinurgad on teise veerandi nurgad; nurk, mis on suu-
rem kui 180° ja vdiksem kui 270°, on kolmanda veerandi nurk;
nurk, mis on suurem kui 270° ja véiksem kui 360° on neljanda
veerandi nurk.

Il veerond | veerand
\'M
a
> olghoor
{ll veerand IV veerand
‘ Joon. 136.

Negatiivne teravnurk on neljanda veerandi nurk, negatiivne
niirinurk on kolmanda veerandi nurk jne.

On ilmne, et kui @ on esimese, teise, kolmanda voi neljanda
veerandi nurk, siis on seda ka nurk

a+n-360°

kus n on mistahes tdisarv.
Veeranditesse kuuluvateks ei loeta nurki, mis on tdisnurga
kordsed:

0°, 905 1807, -£270°, .. . .

sest nende 1opphaarad asetsevad telgedel, mis jaotavad tasapinna
veeranditeks.

Et leida, mitmendas veerandis antud nurk I6peb, selleks tuleb
ta avaldada kujul

a+n-360° kus ]aI < 360°.

Antud nurk 16peb samas veerandis, kus nurk a.
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499.

500.

501.

502.

Nédide 1. Mitmendas veerandis 16peb nurk 1500°?

Lahendus. 1500:360=4, jadk 60.

1500°=60°+4 - 360°,

Nurk 1500° on esimese veerandi nurk.

Nédide 2. Mitmendas veerandis lopeb nurk —800°?
Lahendus. —800°=—80°—2-.360°.

Nurk —800° 1opeb neljandas veerandis.

ULESANDEID.
Mitmendasse veerandisse kuuluvad nurgad joonisel 137:

1) ZAOB;2) £AOC; 3) ZAOD; 4) ZAOE?

O

g Joon. 137.

Mitmendasse veerandisse kuuluvad jargmised nurgad:

1) 405° 2) 200° 3):—=30° 4) —370°
600° 300° e OGRS —500°
840° 700° So170° —600°
250° 950° —400° —800°

Ehita sirkli ja joonlaua abil nurgad
1) 300°% 2) —150° 3) —135°% 4) 840°.

_Ehita malli ja joonlaua abil nurgad

1) 1000°% 2) —1000°% 3) 500°% 4) —500°.
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6.5. NURGA MOODUUHIKUD.

6.5.1. KRAAD.

Koige rohkem levinud nurga modduiithik on nurgakraad.
Nurgakraad on &) tiiisnvurge.lst ehk % tdaispoordest.
Nurgakraadi siimboliks on 1°.

1°=60’, 1”=60".

Maamodtjad kasutavad praktilistel nurga mootmistel pea;
aegu eranditult kraadimootu.

6.5.2. RADIAAN.

‘Radiaan on kesknurk, millele vastava kaare pikkus on vordne
raadiuse pikkusega (joon. 138).

Sellest definitsioonist jareldub, et tdispoore on 2z radiaani,

8510
- 360°=2n radiaani.
Siit
o_ 2 __ T SRR
i s radiaani
ehk

1°=0,0175 radiaani.

Et i ,
2% radiaani=360° . ‘Q
siis

§ 6 180
1 radlaan————320=— kraadi
4 b4

i ; Joon. 138,
| radiaan=180°.~ =180°-0,3185=57,2958°

ehk
1 radiaan=57°17"45".

Uldiselt, kui mingi nurga suurus kraadlmoodus on n ]a
radiaanmoodus x, siis ;
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X n X n
s ehk = =-2,

" 2m 360 180
millest
nn
X
~ 180
ja
130x
n=-—"
-3

Kraadimoodus antud nurga suuruse iimberarvutamiseks
radiaanideks ja {imberpoordult kasutatakse sellekohaseid tabeleid
(V. M. Bradis, Neljakohalised matemaatilised tabelid, 1k. 59—61).

Asendades n-kraadise kaare pikkuse arvutamisel valemis

nr

S=-E.—.

n

; 180x
arvu n avaldisega —» Saame

Bl T T
1) T
A

kesknurgale vastava kaare pikkus vordub kaare raadiuse ja
kesknurga radiaanm6odu korrutisega.

Asendades ringi sektori pindala valemis

S-r
S= 5

arvu S avaldisega rx; saame
r’x
S=—-.
Seega,

sektori pindala vordub tema nurga radiaanmoodu ja raa-
diuse ruudu poole korrutisega.

Miarkus. Nimetuse radiaan lithendiks on rad, kuid see nimetus
jdetakse tavaliselt kirjutamata.

Nurga mootarv radiaanmoodus antakse sageli arvu m abil.
Niiteks selle asemel, et iitelda «nurk, mille suurus on 1,2

n

. . Sae . o P b n
radiaani» voi «... 3 radiaani», 6eldakse «nurk 1,2» voi «nurk 3 ».
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Néiteid.

1. Mitu radiaani on 40°?

Lahendus x= 22 =21 ~06081.
Vastus. 40° on 2% ehk 0,6981 radiaani.

2. Avalda vordkiilgse kolmnurga nurga suurus radiaanides.

- 60 4
Lahendus. K== o
Vastus. Vordkiilgse kolmnurga nurk on g— radiaani.
3. Avalda 1,5 rad kraadimoodus.

180-15 _ 270 _ D i
Lahendus. BRI —270-.’,t =731 85—

=89,13°=89°7/48".
NV astus: 1 5<tad of-89°748”.

4. Avalda kraadimoodus jargmised radiaanmoodus: antud

nurgad:
RSP0l | gtk
TR | T e AR B 3 ey

503.

504.

16 Matemaatika IX kl.

Anna vastus tabeli kujul.

F1 1
BT~ 1m0
Lahendus. n= =—4——=45 (kraadi), jne.
Iok A i o BRI b Yo
4 2 4 4 2 4
45° | 90° 1357% - 180° +{::22p%°1 2702 | /315%-{-1360°
ULESANDEID.

Avalda radiaanmoodus:
1) 50%: 2) 32,56% 8) 114°36".
Avalda 1 radiaan

1) minutites; 2) sekundites.
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505.

506.

507.

508.

509.

510.

Avalda kraadimoodus:
1) 2 rad; 2) 3 rad; 3) 1,7 rad; 4) 2,15 rad.

Avalda radiaanmoodus alljargnevad kraadimoodus antud
nurgad: :

30°, 60° 120° 150° 210°, 240°.

Anna vastus tabeli kujul. Radiaanmoodud kirjuta m abil.

Millega vordub iga alljargneva funktsiooni véartus:

1) sin0 2) tang  3) tanf§  4) tang

4
cos 0 cot % cot % cot %
. 11 . 14 > 11 3 11
sin & sin sin 3 sin 5
k1 14 11 I
Cos & cos 7 cos 3 cos 5

Ulivoimsa elektrimootori ajamiratas teeb 12 000 pooret minu-

tis. Vdljenda selle ratta nurkkiirus iihikutes % 5

Lihvimisketta nurkkiirus on 4500 radiaani sekundis. Mitu
pooret teeb lihvimisketas minutis?

Elektrigeneraatori ankru nurkkiirus on 50 radiaani sekundis.
Mitu pooret teeb ankur minutis?

6.6. MISTAHES SUURUSEGA NURGA
TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID.

Trigonomeetriliste funktsioonide defineerimiseks mistahes

nurga puhul toimime jérgmiselt.

Olgu antud mistahes positiivne kesknurk AOB=q, mis ei ole

taisnurga kordne. Selle nurga Iopphaar voib asetseda kas esime-
ses, teises, kolmandas voi neljandas veerandis.

Joonestame nurga AOB koigil neljal juhul, vottes alghaaraks

abstsisside positiivse pooltelje (joon. 139, I, II, III, IV).

Valime nurga AOB lopphaaral mingi punkti B. Tédhistame
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Jeoon. 139.

selle punkti koordinaate tdhtedega x ja y ning 16iku OB tdhega r,

- kusjuures r>0.

Lopphaara podrlemisel joonestab punkt B ringjoone, mille
keskpunktiks on nurga tipp O ja raadius on r. Nimetame seda
ringjoont trigonomeetriliseks ringjooneks. Olgu
nurga a alghaaral asetsev raadius OA. Niiiid voime nurka vaa-
delda trigonomeetrilise ringjoone raadiuste OA™ja OB vahelise
kesknurgana.

Tdisnurkse kolmnurga abil antud trigonomeetriliste funkt-
sioonide definitsioonide kohaselt saame juhtumil I, et

b Sy S e S
sing=-; cosa=—; tana—x, cota—y.

Ulejddnud juhtumitel defineerime trigonomeetrilised funkt-
sioonid nendesamade vordustega.

Nende moistete abil saame jargmised iildised trigonomeetri-
liste funktsioonide definitsioonid:

kesknurga siinus vordub Iopphaara mistahes punkti ordinaadi
ja seda punkti labiva trigonomeetrilise ringjoone raadiuse
suhtega;
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B

kesknurga koosinus vordub lopphaara mistahes punkti abst-
sissi ja seda punkti ldbiva trigonomeetrilise ringjoone raa-
diuse suhtega;

kesknurga tangens vordub lopphaara mistahes punkti ordi-
naadi ja abstsissi suhtega, kui abstsiss ei ole null;

kesknurga kootangens vordub I6pphaara mistahes punkti
abstsissi ja ordinaadi suhtega, kui ordinaat ei ole null.

6.7. POHISEOSTE KEHTIVUS MISTAHES NURGA
TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE PUHUL.

Kui trigonomeetrilise ringjoone mistahes punktiks on punkt
Y), siis trigonomeetrilise ringjoone vorrand on x2+4y?=r2,

Siit

(-

% 3 X 3 or
Et £ =sina ja > =cos a, kus a on mistahes kesknurk, siis
r r g

kehtib iga kesknurga puhul seos

siis

l sinZ?q+4cos?gq =1 '

Et

nagu on teravnurga korralgi.

Mistahes nurga a tangensi ja kootangensi definitsiooni jargi

tana=

’

cota=

<% x|
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Korrutades viimaste vorduste vastavad pooled, saame

tang-cota=1

Seega koik kolm pohiseost jddvad kehtima mistahes nurga puhul,
vdlja arvatud see juhtum, mil nurk a on tdisnurga kordne.

: Ilmselt jadvad siis kehtima mistahes nurga puhul ka koik
need seosed, mis jdarelduvad pohiseostest.

ULESANDEID.

511. Arvuta peast:
1) sin?500°+ cos? 500°
2) sin2400°+ sin 300°+ cos? 400°
3) tan 700°- cot 700°
4) tan 850°- cot 850° — cos 60°
5) sin?a+cos?a+1
6) 2—sin2210°—cos?210°

Nurga kootangens on tangensi poordvaartus:

cota= m.

Nurga siinuse pdordvddrtust nimetatakse koosekansiks ja
tihistatakse siimboliga cosec a.

Seega

coseC a=

sina °

Nurga koosinuse péordvddirtust nimetatakse seekansiks ja
tihistatakse siimboliga sec a.

Seega

seca=

cosa ’

Oppides tundma nurga siinust, koosinust ja tangensit, ei ole
vajadust eraldi uurida nende poordvairtusi, seepdrast me edas-
pidi sellest loobume.
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6.8. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
VAARTUSED LOIKUDE PIKKUSTENA.

Trigonomeetrilist ringi, mille raadius on vordne iihe pikkus-
tthikuga, nimetatakse {ihikringiks. Jooniselt 140 ndeme, et

ithikringis nurga siinus vordub lopphaara ja ringjoone l0ike-
punkti ordinaadiga ja koosinus selle punkti abstsissiga.

Soltuvalt sellest, missuguse mairgiga on nimetatud punkti
abstsiss ja ordinaat, on nurga vastav trigonomeetriline funktsioon
kas positiivne voi negatiivne (kui ta nullist erineb). Nii on nurga
siinus I ja II veerandis positiivne, III ja IV veerandis negatiivne;
koosinus I ja IV veerandis positiivne, II ja III veerandis aga
negatiivne.

" Joon. 140. | Joon. 141.

Et saada 16iku, mille mdotary vordub -nurga tangensiga, sel-
leks kasutame tangenstelge, s. o. dhikringi puutujat, mis on
risti nurga alghaaraga punktis A (joon. 141). Tangenstelje posi-
tiivseks suunaks loeme y-telje positiivse suuna.

Nditame niiiid, et nurga haarade vaheline tangenstelje 16ik
kujutabki nii suuruselt kui margilt nurga tangensit. '

Vaatleme esmalt esimese veerandi nurka a (joon. 141). Kolm-
nurgast AOB, ndeme, et

AB,
tana= 10 -

Et iihikringis
VA=

238



siis

AB, _AByp

o7 T W e
Seega

tan a=AB,.

Juhul, kui nurk 16peb teises veerandis, nagu nurk B joonisel
141, siis

#; 5464C
tanﬁz;—o;cl.

Et kolmnurgad OC,C ja OAC, on sarnased, siis
GE-TRE AG
O T
tan p=AC..

=AC2 ja

Et punkt C asub teises veerandis, siis jagatis % on negatiivne
ja seega ka tan f on negatiivne. Kooskolas sellega on 16ik AC,
suunatud x-teljest allapoole ja seega negatiivne.

Kui nurk 10peks kolmandas voi neljandas veerandis, siis
jouaksime samasuguse arutlusega tulemusele, et

iihikringis nurga tangens vordub kas nurga haarade vahe-
lise tangenstelje 10igu voi alghaara ja lopphaara (iile kesk-
punkti voetud) pikenduse vahelise tangenstelje 16igu moot-
arvuga. ) ;

On kerge néha, et I ja III veerandi nurga tangens on posi-
tiivne, II ja IV veerandi nurga tangens aga negatiivne.

Joonis 142 annab iilevaate sellest, missugune méark on trigo-
nomeetrilistel funktsioonidel igas veerandis ja missugused on
funktsioonide védartused nurkade 0°, 90°, 180°, 270° ja 360° korral.
Joonisel on viirutatud need veerandid, milles nurga trigonomeetri-
line funktsioon on positiivne.

Tangenstelje 16iku ei ole olemas, kui nurk on 90° vo6i 270°,
sest neil juhtudel nurga lopphaara pikendus ei loika puutujat, vaid
on sellega paralleelne.

Kuigi nurkadel 90° ja 270° tangens puudub, voime siiski joo-
niselt 141 ndha, missugune on nurga tangens siis, kui nurk veidi
erineb 90°-st ja kui ta veidi erineb 270°-st.
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Kui nurk on veidi vdiksem 90°-st, siis nurga tangens on véga

suur positiivne arv. Kui nurk on veidi suurem 90°-st, siis nurga
tangens on vaga suure absoluutvairtusega negatiivne arv.

Milline on nurga tangens, ku1 nurk on veidi vdiksem (suu-

rem) 270°-st?

512.

513.

514.

515.

ULESANDEID.

Ehita sirkli ja joonlaua abil nurk a ning seejdrel loikudena
sin a, cos a, tan a. Leia saadud jooniselt nende funktsioonide
vaartused.-

1) a=135% 2) a=210% 3) «=285"

Leia alljargnevate trigonomeetriliste funktsioonide védartused.

1) sin 180° 2) cos m- 3) tan0°
sin 3% cos 270° tan
sin 2x cos 2 tan 2x

Selgita n{Jrga 90° tangensi puudu'mist, vaadeldes tangensit
siinuse ja koosinuse jagatisena.

Selgita nurga 0° kootangensi puudumist, vaadeldes kootan-
gensit tangensi poordvédrtusena.
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6.9. TAANDAMISVALEMID.
6.9.1. TAANDAMINE POSITIIVSELE NURGALE.

Olgu a positiivne nurk, siis —a on negatiivne nurk. Joonisel
143 ndeme, et sin a=y ja sin (—a) =y;. Kolmnurkade OAB ja OAC
vordsuse tottu on nende vastavad kiiljed vordsed. Et y, on nega-

tiivne, siis y1=—y, seega o

sifr{—a) = —sina. : (1)

e

aRT

--g_____

Joon. 143.

o

Et cos a ja cos (—a) suurust viljendab iiks ja sama 16ik OA,
siis

cos (—a) =cos . : (2)

Jagades vorduse (1) pooled vorduse (2) vastavate pooltega,
saame :

sini{—@a) . —sile ¢ % :
COs (—e) - :cos.a ehk tan (—a) = —tan a.
sin(—a)=_5ina I

cos(—a)=cos a

tan(—a)= —tan @ |

2 o
Néaide. sm(—g) = —8ing = =45,
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6.9.2. TAANDAMINE 360°-st VAIKSEMALE NURGALE.

Trigonomeetriliste funktsioonide tildistest definitsioonidest
jareldub, et nurga trigonomeetriliste funktsioonide véartused on
madratud vastava nurga lopphaara asendiga, soltumata sellest,
mitme tdispoorde jdrel voi mis suunas poorlemisel ta sellesse
asendisse joudis. Kui nurk kasvab voi kahaneb tdispoorde voi tdis-
poorde kordse vorra, siis lopphaar tuleb endisse asendisse. Seega,

trigonomeetrilise funktsiooni vddrtus ei muutu nurga kasva-
misel voi kahanemisel tdispoorde voi selle kordse vorra.
Siimbolites:

sin (a+£ - 360°) =sin a ehk sin (a+2ak) =sin q,
cos (a+k-360°) =cos a ehk cos (a+2ak)=cos a,
tan (a+#k-360°) =tan a ehk tan (a+2nk) =tanq,

kus £ on mistahes téisarv.

Need valemid voimaldavad mistahes nurga trigonomeetrilise
funktsiooni taandada 360°st vdiksema nurga funktsiooniks:
selleks tarvitseb meil vaid antud nurk avaldada kujul

k- 360°+a,
kus a on antud nurga 360-ga jagamisel tekkiv jaak.
Niditeid.
1) sin 2530°=sin (7 -360°+10°) =sin 10°%;
2) tan (—1095°) =tan (—4 -360°+345°) =tan 345°.

ULESANDEID.
516. Avalda alljargnevad funktsioonid 360°-st védiksema nurga
funktsioonidena:

1) sin395°% 2) cos 695°% 3) tan 1956°; 4) sin (—2783°);
5) cos (—730°.

517.. Avalda sin 900° 360°-st vdiksema nurga koosinuse kaudu.
518. Avalda cos 1000° 360°-st vdiksema nurga siinuse kaudu.
519. Avalda tan400° 360°-st vdiksema nurga siinuse kaudu.

520. Avalda tan 600° 360°-st vdiksema nurga koosinuse kaudu.
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521. Lihtsusta avaldised:

1—sin?200° sin @ - sin B
D 1 —cos? 200° 2) cos @ - cos P
3) sin 210°- cot 210° 4) cos 370°- tan 370°

Voimalus mistahes nurga funktsiooni taandada 360°-st vaik-
sema nurga funktsiooniks- vabastab meid 360°-st suuremate nur-
kade funktsioonide uurimisest.

6.9.3. TAANDAMINE TERAVNURGALE.

Eespool nédgime, et koikide negatiivsete nurkade ja koikide
360°-st suuremiate nurkade funktsioone saab avaldada 360°-st
védiksemate positiivsete nurkade funktsioonide kaudu ehk, nagu
oeldakse, saab taandada 360°st viiksemate positiivsete nurkade
funktsioonideks. Niiiid nditame, et viimaseid saab taandada posi-
tiivsete teravnurkade funktsioonideks.

Paneme tédhele, et kui @ on teravnurk, siis teise veerandi
nurga voib kirjutada kujul 180°—a, kolmanda veerandi nurga kujul
180°+a ja neljanda veerandi nurga kujul 360°—a.

Naiteks,

teise veerandi nurk 160°=180°—20°;
kolmanda veerandi nurk 240°=180°+60°;
neljanda veerandi nurk 345°=360°—15°.

Seetottu esimesse veerandisse mittekuuluva nurga funktsiooni
taandamiseks teravnurga funktsioonile piisab, kui leiame taanda-
misvalemid nurkade 180°—-a, 180°+a ja 360°—a funktsioonide
jaoks.

Nurga 180°—a funktsioonide taandamisvalemite leidmiseks
ehitame iihikringis teravnurga a ja nurga 180°—a (joon. 144).

Trigonomeetrilised funktsioonid on defineeritud lopphaara
mistahes punkti koordinaatide kaudu. Edaspidi kasutame 16pphaara
seda punkti, mis asub {ihikringjoonel.

Jooniselt ndeme, et siis

sina= %=% =y, ja sin (180°—a) =y,

cos a=_?=£1; =x; ja cos (180°—a)=x,.
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Téaisnurksetes kolinnurkades B,0B ja C,0C on
oB=o0c,
£B,0B=ZC,0C.
Seega
AB,OB=AC,0C,
millest jareldub, et

Yo=Y

ja
Xo= —=X1;

sest x; ja Xy on vastassuunalised.
Niiiid saame, et

sin (180°—a) =sin «;

cos (180°—a) = —cos «;
& 2SIl (80P a) sin‘a S
tan (180°—~a) = cos (180°—a) —cosa =lana

Joon. 144. g Joon. 145.

Niisiis, teise veerandi nurkade trigonomeetriliste funktsnoo-
nide taandamisel rakendame valemeid:

sin (180°—a) =sin «; tan (180°—a) = —tan a.
cos (180°—a) = —cos «;
Nurga 180°+a funktsioonide taandamisvalemite saamiseks

ehitame iihikringis nurgad a ja 180°+a (joon. 145). Arutledes
samal viisil nagu eelmisel korral, saame:

sin (180°+a) = —sin a; tan (180°+a) =tan a.
cos (180°+a) = —cos a;
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Joon. 146.

Analoogiliselt saame neljanda veerandi nurga 360°—«
(joon. 146) {funktsioonide jaoks jdrgmised taandamisvalemid:

sin (360°—a) = —sin a; tan (360°—a)=—tana. .

cos (360°—a) =cos a;

Taandamisvalemeid on kerge meeles pidada, pannes tihele, et

nurga 180°—q, 180°+« kui ka 360°—q funktsioon taandub
nurga o« samanimeliseks funktsiooniks: mirk soltub sellest,
mis veerandis nurk 16peb.

Naiteid.

1. cos300°=cos (360°—60°) =cos 60°= 5.

2. sin 243°=sin (180°463°) = —sin 63°= —0,8910.

3. sin 560°=sin (360°+200°) =sin 200°=sin (180°420°) =
= —sin 20°= —0,3420.

tan 275°24’=tan (360°—84°36”) = —tan 84°36’= — 10,58.
tan (—2094°) =tan (—6 - 360°+66°) =tan 66°=2,2460.
tan (51 +a) =tan (n+a) =tan a.

7. Leia nurk a, teades, et tan a= —1,9970 ja 90°<a < 180°.

Onr Sk i

Lahendus. Kasutades valemit
tan (180°—a) = —tanq,

saame
tan (180°—a) =1,9970.
Tabelist leiame
180°— 0 =63°24,
a=180°—63°24"=116°36".
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ULESANDEID.

522. Kirjuta nurkade 90°—a, 180°—a ja 180°+a funktsioonide
taandamisvalemid, kui nurgad on véljendatud radiaanides.

523. Avalda positiivse nurga [unktsioonina:

1) sin (—300°) - 2) cos (—300°
3) sin (—330°) 4) cos (—315°)

5) tan (—315°) 6) tan (—340°)

524. Arvuta peast.

1) sin 120° 2) cos 315° 3) tan 135°
sin 210° cos 225° tan 225°-
sin 315° cos 150° tan 330°

525. Leia tabelite abil jadrgmiste nurkade siinused:
1) 112°;-164°36% 178°18;-115°30";
2) 196°% 212° 200°24"; 308°12’.

526. Leia tabelite abil jargmiste nurkade koosinused:
1) 99°% 152° 170°42’; 100°50’.
2). 1127 :315% 200724%:- 308°1 27,

527. Leia tabelite abil jargmiste nurkade tangensid:
1) 114°% 152° 160°067; 259°18’.
2) 196°%; 293° 272°18’; 342°40’.

528. Taanda jargmised funktsioonid positiivse teravnurga funkt-

sioonideks. -
1) sin 200° 2) cos 310° 3) tan 192°
sin 115° cos 164° tan (—200°)
sin (—15°) cos (—60°) tan (—282°)
4) sin 460° 5) cos 540° 6) tan 499°
sin 693° cos 982° tan 654°
sin 850° cos 754° : tan 815°

529. Leia nurk a, teades, et

1) cosa=—0,9311 ja 90°<a<180°%
2) sina=0,5000 ja 90°<a<180°%;
3) tana=1 ja 180°<a<270°.
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530. Taanda jargmised funktsioonid nurga a funktsioonideks:

531.

532.

533.

1) sin (a+a) 2) tan (n—a)

sin (2n—a) tan (2n—a)

sin (3n+a) tan (2a+a)

cos 32_n —a) tan 32—“ +a)
Néide Sll"l('32i —a) :Sin(.‘[-f—%——a)—_—_sin(f;_
= —COS a. ’
Arvuta:
1) Siﬂsﬁ—n 2) tan56i b

-

Niide. c0556—“ =cos (n—g—) =—cosél L 1_23

Kontrolli jargmiste vorduste digsust:

) sin (180°+a)  sin (360°—a) _
cos (360°+a) cos (180°—a)

sin (540°—x) cos(x—180°)

tan (900°—x)

3) sin (a—30°) +sin (a+15°)=0

4) tan (45°+a)=cot (45°—a)

5) cos (45°—a) =sin (45°+a)

6) cos (45°+a) =sin (45°—a)

0

=Cos%x

Lihtsusta avaldised:

1) sin 49°+sin (—49°) +cos 25°— cos (—25°)

2) cos33°—cos 17°—cos(—33°) —sin40°+
+cos (—17°) —sin (—40°)

3) sin (w—a) —cos (g —a)

T

_u)=

4) sin (2 a) —cos(n—a) —tan (a—m) —tan (2n—a)
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6.10. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
GRAAFIKUD.

Kujutame funktsiooni
H§="5111-X

graafiliselt vahemikus
0<ix < 3

Selleks joonestame koordinaatteljestiku ja {ihikringi, mille
keskpunkti votame x-teljel, nii nagu on tehtud joonisel 147.
‘Jaotades niilid ithikringi nditeks 16-ks vordseks osaks, saame
LR B
nurgad suurusega 0, R 1S
punktist joonestame loigu, mille pikkus kujutab vastava nurga
siinust, moodetud thikringi raadiusega. Taispdoret, s. o. nurka

360° ehk 2z radiaani kujutab siis abstsissteljel 16ik pikkusega 6,28

.. Iga nurga loppraadiuse ots-

ithikut ja nurka él 16ik, mille pikkus on ligikaudu 0,4 {ihikut. See-
jarel ehitame teljestikus iiksteise jdrele punktid, mille abstsissiks
on vastava nurga mootarv radiaanides ja ordinaadiks vastava
nurga siinus. Joonisel on nurkade loppraadiuste otspunktid ja nen-
dele nurkadele vastavad graaliku punktid mérgitud numbritega
SRR : ,

Nurga siinuse graafikut voime jatkata nii positiivsete kui ka
negatiivsete nurkade suunas kuitahes kaugele, saades lopmatu
lainelise koverjoone, mida nimetatakse sinusoidiks.

Funktsiooni
J=CoS X

graafiku voib ehitada samal viisil nagu siinuse graafiku, vottes
niiiid graaliku punkti ehitamisel ordinaadiks 16igu, mille mootarv
on vordne vastava nurga koosinusega.

Nurga koosinuse graafiku voime aga ehitada ka jargmiselt.
Arvestades valemeid

cos a=sin (90°—a) ja sin a=sin (180°—a),
saame:

cos x=sin (90°—x) =sin[180°— (90°+x)]=sin (x+90°).
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Seega,
cos x=sin (x+90°),

millest ndhtub, et cos x graafiku saamiseks tuleb teljestikku, mil-
les on ehitatud sin x graafik, nihutada x-telje suunas nonda, et
teljestiku algus ldheb punkti x=90° ehk, teisiti 6eldes, cos x graa-
- fiku saame, kui sin x graafikut nihutame x-telje negatiivses suu-
nas 10igu vorra, mis vastab 90°-le. Joonisel 147 on koosinuse graa-
fik joonistatud punktiirjoonega.

ULESANDEID.

534. Otsusta joonise 147 abil: ;

1) kuidas muutub nurga siinus, kui nurk kasvab 0°-st 90°-ni;
90°-st 270°-ni; 270°-st 450°-ni; 450°-st 540°-ni?

2) missugustes argumendivahemikkudes cosx kasvab, mis-
sugustes kahaneb?

3) missuguste x vdadrtuste korral sin x=cosx?

4) missugused on funktsioonide sinx ja cos x positiivsus- ja
negatiivsuspiirkonnad?

Nurga tangensi graafiku ehitamisel toimime samal viisil nagu
eespool siinuse graafiku ehitamiselgi. Joonisel 148 on ndidatud
funktsiooni y=tan x graafiku ehitamine.

Et nurkadel 90° 270° ..., (2k+1)90° (kus 2 on mistahes
tdisarv) tangensi vaartus puudub, siis nurga tangensi graafik ei
ole pidev joon, nagu seda on siinuse ja koosinuse graafikud, vaid
katkeb 90°, 270° ..., (2k+1)90° kohal. Tangensi graafik koos-
neb seetottu iiksikutest iiksteisest lahusolevatest harudest.

ULESANDEID.

535. Kuidas muutub tanx kui nurk x kasvab- 0°- st 90°-ni; 90°-st
270°-ni; 270°-st 450°%-ni?

536. Kas leidub niisugune vahemik, milles nurga kasvamisel tan-
gens kahaneb?

. 537. Nimeta funktsiooni tan x positiivsus- ja negatiivsuspiirkon-

nad.
538. Missuguste x vdartuste korral
tan x=0?
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6.11. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
PERIOODILISUS.

On nihtusi, mis korduvad iga iihe ja sama ajavahemiku
tagant, nditeks aurumasina to6tamisel auru jaotuskarbi klapi ava-
nemine ja sulgumine, kella pendli vonkumine, toukuri liikumine
automootoris, planeedi tiirlemine iimber Pédikese, 66 ja péeva
vaheldumine, aastaaegade vaheldumine, mere moonad ja tousud,
pulsilodgid jne. Sddraseid ndhtusi nimetatakse perioodilisteks.

e~ @ -
e S ~ ~

A
-
3 ~ - /\ S >

/r: NP < 2 s 7 /.
s \\ /’ e \ I

N
-3

7/
360° 2007 -BOR_ 90° 0 90\ B0R_ 210° ,360°
/ \\ £ \\\ X/tg\o/
WS e 1 s,

Joon. 149.

On funktsioone, mille muutumine toimub perioodiliselt. Koige
lihtsamate perioodiliste -funkisioonide ndideteks on trigonomeet-
rilised funktsioonid. Me ndgime eespool, et iihegi trigonomeetrilise
funktsiooni vdartus ei muutu, kui nurka muudetakse 360° voi selle .
kordse vorra. Otsime niiiid iga trigonomeetrilise funktsiooni jaoks
niisugust vdiksemat positiivset nurka p, mille puhul
nurga x iga vidartuse korral nurga x+p funktsioon on vordne
nurga x samanimelise funktsiooniga. Niisugust nurka p nimeta-
takse uuritava funktsiooniperioodiks.

Jooniselt 149 nédeme, et

nurga siinuse ja koosinuse periood on 360°.
Taandamisvalemitest on teada, et
tan (x4 180°) =tan x.

Vaadeldes tangensi graafikut (joon. 150), ndeme, et toepoo-
lest kordub tangensi véartus ¢ iga kord siis, kui nurk suureneb voi
vaheneb 180° vorra ja et pole 180°-st vdiksemat nurka p, mille kor-
ral tan (x+p) =tan x.

Seega,

nurga tangensi periood on 180°,
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I | ! Joon. 150.

60° 340° x Joon. 151.

=1

Et trigonomeetrilise funktsiooni vaartus ei muutu, kui nurka
suurendatakse voi vihendatakse perioodi vorra, siis

sin {a+£- 360°) =sin a,

cos (a+k-360°) =cos a,

tan (a+£-180°) =tan a,
kus £ on mistahes taisarv.

N dide. Kujuta funktsioon y=sin 1,5x graafiliselt ja selgita
saadud joonise abil funktsiooni perioodilisust. Kui pikk on periood?

Lahendus. Koostame x ja y vastavate vdadrtuste tabeli, vot-
tes x véidrtused vahemikust 0° <Cx<C360° iga 30° tagant.

X 0° | 30°(60° | 90° |120°| 150° | 180° | 210° [240°[270° [300° | 330° | 360°

1,5¢| 0° | 45°{90° | 135°|180°| 225° | 270° | 315° [360° [405° [450° 495° | 540°

P L0 ‘0,70 1 10,70 0 =00 —1 |=070} 010,70} 1-*10,701.0
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Vaiime telgedel iihikuks i6igu pikkusega 2 cm. Kujutagu
ithikl6ik nurgateljel nurka 1 radiaan, s. o. ligikaudu 60° (joon. 151).

Jooniselt ndeme, et antud funktsioon on perioodiline, perioo-
diga 240° ehk ‘;—“ radiaani.

ULESANDEID

539. Joonisel 152 on kujutatud koolu pikkuse muutumine, kui koolu
iiks otspunkt A seisab paigal, teine otspunkt aga liigub ring-
joonel, tehes iihe tiiru sekundiga. Kas koolu pikkuse muutu-
mine on perioodiline? Kui on, siis kui pikk on periood?

540. Kujuta alljargnevad funktsioonid graafiliselt ja selgita siis
graafiku abil funktsioonide perioodilisust. Kui pikk on -

periood?
e y=sifr 2% 2) y=sin3x
3) y=sin% 4) y=sin%

541. Kujuta funktsioon graafiliselt ja selgita graafiku abil, kas
funktsioon on perioodiline. Kui on, siis kui pikk on periood?
1) y=1+sinx 2) y=sinx+cosx
3) y=2smx 4) y=3cosx

Joon. 152.
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542.

543.

544.

545.

546.

547.
548.
549.

550.

551.

552.

ULESANDEID IX KLASSI KURSUSE KORDAMISEKS.

Leia jargmiste funktsioonide nullkohad:

1) y=2x+9 3) y=—1x+1 5) y=sin 2x
2) y=—x2+x—12 4) y=12—x—6x2 6) y=cos %x
Leia jargmiste funktsioonide positiivsuspiirkonnad:

1) y=3x—6 3) y=24—17x—20x2

2) y=x2+5x—14 4) y=sinx, kui 0 x<4n

Leia jargmiste funktsioonide negatiivsuspiirkonnad:

1) y=—0,3x+1,5 3) y=2x2+3x—2

2) y=—x2—6x+16 4) y=cosx, kui — %<x<gn

Leia jargmiste funktsioonide kasvamispiirkonnad:
1) y=x2+3x+22 3) y=tanx, kui 0 <x< 2n
2)y=—xlsx2 4) y=x*

Leia jargmiste funktsioonide kahanemispiirkonnad:
1) y=x243x—10 2H =%

2) y=2x2—13x+15 4) y=sinx, kui 0 < x 3n
Leia koigi kahekohaliste paarisarvude summa.

Leia koigi paaritute arvude summa 1-st 99-ni.

Aritmeetilise progressiooni neljas liige on 10, seitsmes liige
19. Leia progressiooni esimene liige ja vahe.

Kaldpinda modda liikuv kera ldbib. esimeses sekundis 0,5 m
ja igas jargnevas 0,8 m rohkem. Kui pika tee ldbib kera
10 sekundiga?

Arvuta avaldise
(¥%y2)°— (8y2)*

4x3y?—3x522
védartus, kui x=—2, y=>5 ja z=—3.

Leia litkkati abil jargmiste arvude kuubid:
1) 15,4; 154; 288; 92,5; 0,0444; 0,007; 1729.
2) 2760; 17,85; 2970; 0,955; 0,3; 0,03; 1040.
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553.

554.

555.
556.
557.

558.

559.

560.

561.

Leia liikatil kuupjuured jargmistest arvudest:
1) 4320; 43200; 0,432; 0,22; 0,2; 100000; 0,01.
2) 0,0008; 72000000; 40500; 0,067; 0,129; 0,0125.

Arvuta:
3 3
1) Vv14,82+6,73 2) /3282—260?
3
3) 0,47°—0,38° 4) /7600000

et 3 3
bYW/ ob% . Al a8 RA0T05 - /0,006,
6) 6,8%; /380%: 0,1573; /0,026%.

Kuubi ruumala on 85 cm?, Leia kuubi iihe tahu pindala.
Kui suur on kuubi ruumala, kui tahu pindala on 4,26 m??
Lahenda proovimise teel vorrandid:

1) 4x3—108=0

2) 3x*—48=0

Jarjesta suuruse jargi:

1) 3% 2,15 10% (—9)% 025 09% (—02)% (=31)% (—5)°.
2) 310; 2'110; 1010; (_9)10; 0’210; 0’910; (_0’2)10; (_31)10’
(=5)™.

Lihtsusta avaldisi:

1) (—2x-4yz?)3
43q4b5¢?
42q7b3c3

12x°%y10
3x3y?

3) 3x2y5 - 2xy® — (2x3y*) 2+

Jarjesta suuruse jargi:
D 225 (=25 (=275 (35 (5 (—3) (-3
2) 3 3% (=3 (=37 (1) ()75 (—3)5 (=37

3) 5% 519 (—5)9% (—5)1 5-9 5-19 (—5)-9% (—5)-1
(—5)9; 5°.

Lihtsusta avaldisi:
1

\ ) o e L b
) SREYE N 2356 e R Y

s
[
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3) (x ‘y%)zf(i’x%y%)_l 7 Vb - y/alh

*
5 % 1 3 3 4

4) (a%*bbc)* : (a‘ b? c) 8) Vx2yiz:\/ Py

At o e
5) (a b 9) (Vxy)*- (Vxy)?

‘x%x%‘—:; g w2 ]_}
o ;] 10) | (Vab® - va)?

1.t

562. Jarjesta suuruse jargi:

X

1
2

1
3) 102 10%:10-2 10 2:10%10% 103102 ; 10 2.

563. Kirjuta jargmised murrud kujul, kus nimetaja on ratsio-

naalne:
1 1 = Xy
v, 3) LaE 3 demrmeny
Vx2y Nx =Ny x? _yz
3 3 3
2a” b’ < 2—a)"+a”
2) —=— A ®) (1——_——‘
1—V14 328 b2 N A
564. Lahenda jdrgmised vorrandid:
1) 3vVx—75=0 4) V2=1+VvVx+1=0
1 ie 2
2) (2—x)* —7=0 5) (x+2)8 —2x3 =0
1

3) (2—1)% —y=0

565. Sarika pikkus maja seina kohalt katuse harjani on 3,8 m
ja katuse kaldenurk on 35°. Leia aampalgi pikkus.
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566.

567.

568.

569.

570.

571.

On antud 16ik a ja nurk a. Konstrueeri sirkli ja joonlaua
abil loik:

1) asina; 2) acosa.

Aratuskella kolisti osuti on 6 peal. Kui suure nurga vorra
peab seda osutit poorama, et dratuskell koliseks kell 8, kui
kolisti osutit saab pdorata tunniosuti pooramlcele vastupidi-
ses suunas?

Haminasrattal on 72 hammast. Kui suure nurga vorra poor-
dub hammasratas, kui ta poordub:

1) kellaosuti poorlemiseie vastupidises-suunas 42; 300 hamba
vorra?

2) kellaosuti péorlemise suunas 24; 144 hamba vorra?
Lihtsusta avaldised:

1) sin49°+sin (—49°) +cos 25°—cos (—25°) .-

2) cos 33°—cos 17°—cos (—33°) —sin 40°+4cos (—17°) —
—sin(—40°)

3) °sin (n—l)—cos(% —l)

4) sin(% —a) —cos (m—a) v

1) Arvuta maakera ruumala, kui maakera raadius on
6371 km. Kui pikk oleks sama suure ruumalaga kuubi serv?
2) Kui pika tee 1abib Maa aastas, tehes tadistiiru timber Péi-
kese? (Maa kaugus Péikesest on 149 700 000 km.)

3) Rauast kuup kaaluga 82,7 kg on asetatud rohtsale lauale.

Kui suurt rohku avaldab kuup lauale? (Raua erikaal on
18 —% cmd
4) Vasktraadi kera kaalub 24,67 kG. Mitu meetrit traati on

keras kui traadi labimoot on 1,5 mm? (Vase erikaal on

S 2

cm3
Lahenda arvutusliikati abil jargmised tilesanded:
1) 0,722 -268 2) 56,6 :125,5
149 :0,066 6200:19,8
0,0304:9,23 08757598
3,14 -2030 942 :40,7
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572.
573.

3) 0,02882 4) /108000

: 3
1373 V0,01
3
85302 V675000
0,0463 1/0,00007

: 1 6
5) V/28000; /0,003

6) Leia x:
a) x:232=15,6:8,7; 59,3:x=692:74.
b) 19,9:0,79=x:36,5; 0,0405:0,97=16,4:x.

7) 3L.7:92 0,281 - 4,76- 18,9
17,2 11,8-0,647
91,5 - 107 - 3,90 5200 - 249
16,4-0,54 - 522 3140- 178

8) Silikaatkivi standardmootmed on 6X12X25 cm. Arvuta

ithe kivi kaal, kui silikaatkivi erikaal on 2,1 E% 3

9) Ristkiilik, mille m6otmed on 87,5 m ja 17,2 m, tuleb jao-
tada sirgetega, mis om paralleelsed lithema kiiljega, osadeks,
mille pindalad suhtuvad nagu 7:12:17. Leia osade pindalad
ja mootmed.

10) Toa poranda mootmed on 4,26 m ja 3,72 m. Mitu 15 cm
laiust ja 3,5 m pikkust lauda kulub selle poranda katmiseks,
kui arvestada, et laudade parajaks saagimisel ldheb kaduma
6% kogu materjalist.

11) Risttahuka mootmed on 56,7 cm, 67,5 cm ja 31,6 cm.
Arvuta risttahuka tahkude diagonaalide pikkused.

12) Lahenda vorrandid:
a) 2,1x2—4,7x—5,85=0
b) 0,2x2+1,82x—7,87=0

Kumb on suurem, kas sin 1 voi sin 1°?
Missugustel x vaartustel funktsioon

R

Vsin x

on madratud?
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574.

575.

576.

577.

578.

579.
580.

581.
582.

583.

584.

3x—1
2—x

Leia niisugused x vdartused, mille puhul avaldise l
vaartus on suurem kui 1?

Lahenda vorratus:

nx
tan 4—(;-1-1—) 2

Lahenda vorrandid:

1) VAx+24Vdx—2=4 3) Vx+b4V2x+8=7
2) VA—x+15+x=3 4) x4+x° =6

Lihtsusta avaldised:
e S &t ] =
1) (a £ A 2) +(a

9) lat fae—1)F] + o (e fF]

Arvuta avaldise sin acosa véadrtus, teades, et « ja p on
tdisnurkse kolmnurga teravnurgad ja et sin a+sin p=1,4.

0of =
[
[
|
N

Ccos a

Arvuta murru ——
cosa—sina

vaartus, teades, et tan a=2,7.

Kas on olemas niisugune nurk, mille puhul

l
1) sina= = Ja cosa=g3"?

2) sina= l/3 ja cosa——l/

3 : Jer 5
Arvuta sina, cos a ja cot a, teades, et tan a=3 ja sin a<0.

Arvuta kolmnurga nurga a funktsioonide vaartused teades,
et cosa=—0,4. :

Mida nimetatakse geomeetriliseks teisenduseks tasapinna'l?
Missugust teisendust nimetatakse liikumiseks?

Milliste andmetega on méidratud 1) peegeldus sirgest, 2) pee-
geldus punktist, 3) rodpliike, 4) poore, 5) homoteetsus?

Mitu paari teineteisele vastavaid punkte on vaja teada, et iga
nimetatud teisendus oleks iiheselt médadratud?
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585.

586.

587.

588.

589.

590.

591.

Leia punktiga (a; b) siimmeetriline punkt 1) x-telje suhtes,
2) y-telje .suhtes, 3) koordinaatide alguspunkti suhtes,

4) sirge y=x suhtes, 5) sirge y= —x suhtes, 6) sirge x= L

2
suhtes.

Millal nimetatakse kaht vektorit vordseiks? Esita joonisel
vektoriga AB vordne vektor CD, kui on antud punktid
A(—1;2), B(5; 4) ja C(2; —1). Leia punkti D koordinaadid.

Millist vektorit nimetatakse antud vektori vastandvektoriks?
Olgu vektori ja tema vastandvektori iihiseks alguspunktiks
koordinaatide alguspunkt O. Leia vastandvektori 16pp-punkt
ja esita need vektorid joonisel, kui antud vektori 16pp-punkt
on

1) A(5; 2), 2) B(0; =3),3) C(=3; 4).
Leia vektori pikkus ja nurgad, mis ta moodustab koordinaat-

telgedega, kui vektori alguspunktiks on koordinaatide algus-
punkt ja lopp-punktiks on M(—5; 12). 5

Antud on romb ABCD, mille diagonaalide l6ikepunkt on O.
Leia, millised jargmistest vordustest on oiged, millised mitte.
Pohjenda oma viiteid.

e At o o ey A Ry S A e -
1) AB=AD, 3) AB+B0=A0, 5) BD=2DO,

-— - A e s 5 154 - -—
9) AD=BC, 4) BC+0A=BO, 6) AC=-2CO.

Kolmnurk A’B’C’ on punkti O suhtes homoteetne kolmnur-

gaga ABC, kusjuures homoteetsustegur on g Kolmnurkade

A’B’C’ ja ABC {imbermootude vahe on 8 cm ja pindalade
vahe on 12% cm?. Leia kummagi kolmnurga iimbermoot ja

pindala.

Missuguse reegli jargi on kirjutatud vordused

1 —
/e
Kontrolli nende oigsust.

Kirjuta leitud reegli jargi veel kolm vordust.

260



592.

593.

594.

595.

Arvuta korrutised:

(1+1) (14 5)

a+1) 1+ ) (1+3):
(1+1)(1+$)(1+%)(1+ i)

(1) (1+5)-(1+3) - (1+59)-
Arvuta 99 teguri korrutis.

=303
(-3 (-3 (1-3)
(1—%)(1—- %)(1”%)(1_171)0)

Arvuta summad:

2T 9.3

i 1 1
1-2+2-“3+3-4

1 1 1 1
1-2+2-3+3-4+ﬁ
BLSPRE A o v e T
1.2 T2.3 13 99- 100
| 1 1
o s

Arvuta summad:

143;

14+3+5;

1+3+547;
1+34+54+7+9;
14+34+5+7+9+ ... +199;
1+3+5+ ... +(2n—1).
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