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1. Von den Ebenen und den Horper-
winkeln.

§ 158. Erkldrungen. 1) Eine gerade Linie ist auf einer Ebene,
und diese auf jener senkrecht, wemn sie die Ebene in einem Punkte
durchschneidet und auf allen durch ikren Durchschnitis- oder Fusspunkt in
der Ebene gezogenen Geraden senkrecht steht. 2) Eine Linie ist mit einer
Ebene, uud diese mit ihr parallel, wenn beide belicbig verlingert, sich
nicht schneiden. 3) Zwei Ebenen sind parallel, wenn sie sich nirgend
schneiden, so weit man auch beide verlingern mag. 4) Wenn zwei Ebenen
sich schneiden, so wird die Grosse der Verschiedenheit in ihren Richtungen
Flichenwinkel genannt.

§ 159. Eine gerade Linie kann nicht zum Theil in, und
sum Theil ausser einer Ebene liegen.

Denn, nach der Erklirung der Ebene befindet sich eine gerade
Linie, sobald sie zwei Punkie mit ihr gemein hat, ganz in derselben.

§ 160. Zwei sich schneidende Gerade AB wund BC liegen.
in der ndmlichen Ebene und bestimmen die Lage dieser Ebene,
Stellt man sich eine Ebene vor, in welcher AB liegt, A
upd dreht dieselbe um AB, bis sie durch den Punkt C geht, so :
werden die beiden Punkte B und C, also auch die Gerade BC B c
in ihr liegen; also liegen AB und BC in der niamlichen Ebene
und bestimmen ihre Lage.

Zusats. Ein Dreieck, oder drei Punkie welche nicht in gerader
Linie liegen, oder endlich zwei Parallellinien bestimmen die Lage einer
Ebene. .

§ 161. Der Durchschnitt zweier Ebenen ist eine gerade
Linie. |

Denn, gibe es unier den, den beiden Ebenen gemeinschaftlichen

Punkten, auch nur drei, die nicht in gerader Linie ligen, so miissten die
Ebenen zusammen fallen (§ 160), was der Voraussetzung widerspricht,

§ 162. Eine gerade Linie AC, welche auf zwei durch
z'hren_Fusspun/tt C in der Ebene M gezogenen Geraden CD und
1
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CE, senkrecht steht, steht auch ouf jeder andern in derselben Ebene
durch C gezogenen Geruden CB, und mithin auf der Ebene M
selbst, senkrechi,

A

Durch einen beliebigen Punkt B von CB ziehe
man DE so, dass BD — BE ist (§123), ferner die Ge-
raden AD; ABj AEy soist in den Dreiecken DAE und DCE
(§92) AD2 4+ AE2 — 2AB? - 2BE? und CD2 4 CE2
= 2BC2 - 2BE%  Zieht man die zweite Gleichung von
der ersten ab, und erwiégt, dass in den rechtwinkligen
Dreiecken ACD und ACE (§90,1) AD2—CD2 — AC?
und AE2 — CE2 = AC2 so erhilt man AC2 4+ AC2 — 2AB2 — 2B(C?2
oder AC? == AB2 — BC? woraus folgl, dass 2 ACB = R, also AC |
BC ist. :

§ 163. Durch einen Punkt A in oder ausserhalb einer
Ebene M ldsst sich nur eine einzige Senkrechie AB ouf dieselbe
siehern.

B Denn, wire auch AC | M, so lege man durch

l AB und AC eine Ebene, welche die Ebene M schnilte,

7 7% und zwar im ersten Falle in AD, so dass also 2> BAD

AJA o/ B/r== R = CAD wire (§158, 1), im zweiten Falle in

BC, so das also /\ ABC zwei réchteWinkel enthielte.

Da aber Beides unmaoglich ist (§2,2 §25,3), so kann
nicht GA | M sein.

_ § 164. Wenn von einem Punkte A eine Senkrechie AB
und - verschiedene schrdge Linien nach einer Ebene M gezogen
werden, so ist 1) die Senkrechte die kirzeste von allen aus A
nach M gezogenen Geraden; 2) sind die schrigen Linien, welche
sich gleich weit von dem Fusspunkte B der Senkrechien enifernen,
gleich; 3) ist die von der Senkrechten weiter enifernte schrdge
Linie die grossere.

2 : Jede schiefe Linie, z.B. AC, bildet mit AB ein rechi-
wmkhaes reieck, und ist als Hypotenuse grosser als die Ka-
thete AB (§ 25, 4) ?) Wenn BC — BD ist, soist /\ ABC =
ABD (§9), also AC == AD. 3) Wenn BE grosser ist als BC
oder als die gleiche BD so ist (§21,3) AE grosser als AD
oder als die glelche AC.

§ 165. Zusdiitze. 1) Da allé gleich langen schriigen Linien AC,
AD ... in einem Kreisumfange endigen, dessen Mittelpunkt der Fusspunl\t
der Senkrer‘hlen AB ist, so lidsst sich von einem ausserhalb der
Ebene M gegebenen Punkte A auf dieselbe eine Senkrechte
fallen, wenn man in der Ebene drei Punkie in gleicher Entfernung
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yon A nimmi, und den Mittelpunkt des durch diese drei Punkte gehenden
Kreises bestimmt (§ 74) und mit A verbindet. 2) Die Senkrechte ist als
kiirzeste Linie zwischen einem Punkte und einer Ebene das wahre Mass
der Entfernung des Punktes von dieser Ebene. 3) Der Winkel ACB wird
der Neigungswinkel der Linie AB gegen dic Ebene M genanni. Der
Neigungswinkel aller schriigen Linien AC, AD..., welche sich gleich weit
von der Senkrechten enifermen, ist gleich gross, weil die Dreiecke ABC,
ABD... congruent sind.

§ 166. Zieht mar aus dem Fusspunkte C der
auf der Ebene M Sewkrechien AC eine Senkrechte CB
auf die in dieser Ebene liegenden Linie DE. so ist die JD— :
Gerade AB senkrecht auf DE. e

Macht ‘Tan 'BD —='BE, und #iehi AD, AE, CD,"CE, M “f
so st (§21) CD — CE, also (§164) AD — AE, folglich
(§17,3) AB | DE.

Zusdiise. 1) Die Linie' DE steht auf der Ebene ABC senkrecht,
da sie auf AB und BC senkrecht stebt. 2) Die Linien AC und DE geben
ein Beispiel von zwei Linien, welche sich nicht treften, und doch nicht
parallel sind. Die kiirzeste Entfernung dieser Linien von einander ist BC,
welche auf beiden zugleich senkrecht steht, denn, verbindet man zwei andere
Punkte A und E, so ist (§25,4) AE > AB > BC.

§ 167. Wenn von zwei parallelen Linien die eine AB
senkrecht ist auf einer Ebene M, so ist es auch die andere CD.

Legt man durch - die Parallelen AB und CD eine A0
Ebene, welche die Ebene M in BD schneidet, und zieht in h

M die EF | BD, ferner AD, so ist CD | BD, weil AB
| BD und CD | AB ist; ferner ist FE | ABDC (§ 166,Z.),
also auch FE | €D. Da nunCD | BD und €D | FE, so
ist CD | M (§ 162).

§ 168. (Fig.§167) Zwei Senkrechle AB. und CD auf
der ndmlichen Ebene M sind parallel. ;

Wire CD nicht parallel mit AB, so ziehe man durch D eine mit
AB parallele Linie, welche auf M senkrecht sein wird (§ 167), und dann
gibe_es in D zwei Senkrechte auf M, was nicht moglich ist (§163).

§ 169. Zwei Linien im Raume, welche einer dﬁt.‘tan Linie
parallel sind, sind auch einander parallel.

Pa eine senkrechte Ebene auf der dritten Linie zugleich senkrecht
aut den beiden andern ist (§167), so miissen diese als Senkrechte aut
der nimlichen Ebene parallel sein (§ 168).



§ 170. Eine Linie AB ist einer Ebene M parallel, wenn
sie einer in der Ebene liegenden Linie. CD parallel ist.

Denn, wenn die in der Ebene ABCD licgende
AB die Ebene M schneiden sollte, so konnte es nur in
der Durchschnitislinie CD beider Ebenen geschehen; da
aber AB als Parallele die CD nicht-schneidet, so kann sie
auch die Ebene M nicht schneiden.

§ 171. Zwei Ebenern P und Q sind parallel,
wenn sie auf der ndmlichen Geraden AB senkrechl
stehen.

Begegneten sich die Ebenen elwa im Punkte C,
- 80 ziehe man CA und CB, welche Linien cin /\ CAB bilden
wiirden, in welchem 2 CAB == R = CBA wiire, was nicht
moglich ist; daher muss P || Q sein.

B § 172. Die Durchschnitislinien AB und CD sweier
/1] parallelen Ebenen P und Q mit einer dritten Ebene sind

a1 parallel.

V\"ﬂ
\"»

D
o ,/ Denn die in einer Ebene liegenden Linien AB und CD
E B 2 konnen sich nicht schneiden, weil sie sich zugleich in zwei pa-
rallelen Ebenen befinden; folglich sind sie parallel.

§ 173. Die auf der Ebene )  senkrechie Linie
AB ist zugleich auf der mit Q paralielen Ebene P senkrechi.

Legt man durch AB zwei Ebenen, welche P und Q in
| g AC und BE, AD und BF schneiden, so ist AC | BE und AD |
v BF (§172). Da nun aber > ABE — R = ABF (§ 158, 1),
BfF g9 ist auch 2 BAC = R == BAD, iolglwh (§1h2) ABiid-bs

¥ ¢/ § 174. Parallele Linien AB wund CD zwischen
= parallelen Ebenen P und Q sind gleich.
2 .Legt man durch AB und CD eine Ebene, so sind die

/B "'J/ Durchschmm AC und BD palallel (§ 172), folglich ist ABDC ein
Parallelogramm, mithin AB ==

Zusats. Parallele Ebenen sind iiberall gleich weil von
einander entfernt; denn, wenn AB und CD auf P und Q senkrecht
stehen, so sind sie parallel (§168), und folglich einander gleich.

§ 175. Wenn die Schenkel zweier, uicht in der nimlichen
Ebene liegender Winkel, ABC und DEF, nach derselbern Seite hin
parallel sind, so sind die Winkel gleich und ihre Ebenen parallel.



1) Man mache BA = ED, BC = EF, und ziehe AC,

DF, BE..., so ist ABED ein Parallelogramm (§39,2), also AD 4
4 BE und ebenso CF 3 BE, folglich AD 4 CF, also ACFD !
ein Parallelogramm, mithin AC = DF. Da nun A\ ABC 22 D
DEF (§15), so ist 2 ABC = DEF. 2) Wiren die Ebenen g=<"—iy
ABC und DEF nicht parallel, und wiirde die durch B mit DEF parallele
Ebene die Linie CF nicht in C, sondern in G sehneiden, so wirc (§ 174)
GF — BE; da aber auch CF == BE ist, so wire GF = CF, was unge-
reimt ist; daher ist ABC || DEF.

§176. (Fig.§175). Wennr man die Endpunkie dreier gleicher
und paralleler, nicht in derselben Ebene liegender Linien BE, AD,
CF, verbindet, so entstehen congruente Dreiecke, deren Ebenen pa-

Toitel-sind.§

Da BE 4+ AD # CF, se.ist auch (§ 38 und § 39) AB = DE,
AC = DF, BC = EF, also /\ ABCQ 2 DEF. Dass ferner ABC| DEF ist,
wird wie in § 175 bewiesen.

S

§ 177, Zwei gerade Linien AC und DF
werden von drei parallelen Ebenen O, P, Q, in
proportionale Stiicke geschuilten.

Man ziehe AF, welche P in G schneidet, und
lege durch C, A, F, und chen so durch A, F, D Ebenen,
welche die parallelen Durchschnitte BG und CF, GE und
ADD bilden (§ 172), dann ist (§ 94) AB : BC (= AG: GF)
=DE : EF.

§ 178. Der Flichenwinkel DABF wird durch den Winkel
CBF zwischen zwei, in den beiden Ebenen AF und BD auf ihren
Durchschnitt AB senkrecht gezogenen, Linien BC unrd BF gemessen.

Zavorderst ist klar, dass der 2 CBF seine Grosse Ae——A
nicht dndert, in welchem Punkte des Durchschnitts man auch die e
Senkrechten zichen mag. Denn, zieht man z. B. im Punkte A :
die Senkrechten AD und AE auf AB, so ist (§28) AD | BC p____|
und AE || BF, folglich (§175) 2 DAE — CBF. Ferner isi g
leicht einzusehen, dass, wenn der Fldchenwinkel DABF in einem § N
gewissen Verhilinisse zu- oder abnimmt, auch 2L CBF in dem némlichen
Verhillnisse grosser oder kleiner wird. = Baschreibl man némlich in den
Ebenen CBF und DAE aus B und A mit gleichem Radius die Bogen CF
und DE, zieht BH willkiirlich, und legt durch AB und BH eine Ebene, so
ist 2L FBH = EAG (§175). Ist nun 2¢ FBH — HBC, so ist klar, dass
auch die Flichenwinkel EABH und HBAD gleich sind, weil sie in einander
gelegt, vollkommen zusammenfallen miissen; wire dagegen 2’ FBH gewisse
Male genau in > FBC enthalten, so wiirde sich derFlichenwinkel EABH eben

(]
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so oft in dem Flichenwinkel DABF befinder. Nun ist man hereehtigt, von
ganzen Zahlen auf beliehige Zahlen zu schliessen, wie es fiir einen ganz
dhnlichen Fall in § 57 Dewiesen wurde; also werden. sich in allen Fillen
die Flichenwinkel EABH und DABF verhalten, wic die Winkel FBH und
FBC, woraus folgt, dass der 2 CBF zum Masse des Flichenwinkels DABF
genommen werden kaunn. -

§ 179. Erkliarungen. 1) Der Winkel CBF wird der Neigungs-
wink el der beiden Ebenen AF und BD genannt. 2) Wenn der Neigungs-
winkel ein rechter ist, so stehen die Ebenen auf einander senkrecht.
3) Es verhilt sich mit den Flichenwinkeln eben so wie mit den Winkeln
zwischen geraden Linien. So sind z. B. die an dem Durchsehnitte zweier
Ebenen einander entgegengeselzten Winkel gleich, ferner betragen an ein-
ander liegende Winkel zwei rechte, endlich finden beim Durchschneiden
paralleler Ebenen mit einer dritten dieselben Eigenschaften stalt, welche
fir den Durchschnitt paralleler Linien mit einer dritten gelten (§28,§34),

§ 180. Wenn eine Gerade AB auf. einer Ebene M senk—-
recht sleht, so steht jede Ebene CF durch AB  ebenfalls auf M
senkrecht. :
Zieht man in M die AE senkrecht auf den Durchschnitt CD
B beider Ebenen, so ist, weil AB als Senkrechte auf M sowol
auf CD als auf AE senkrecht steht, der Neigungswinkel BAE
ein rechter, also. CF | M.
CAg Zusals. Wenn drei Gerade AB; AC, AE auf ein-
ander senkrecht stehen; so ist jede von ihnen auf der Ebene
durch die beiden andern senkrecht, und die drei Ebenen M, €F und BAE
sind auf einander senkrecht. -

§ 181. (Fig.§180). Wenn swei Ebene M und CF auf ein-
ander senkrechi stehen, so 7st 1) die Gerade AB, welche. in der
einen Ebene CF senkrecht auf den. Durchschnill CD gezogen wird,
senkrecht auf der andern Ebenen M; 2) liegt die Gerade AB,
welche man n einem Puniste des Durchschuitles senkrecht auf die
eine Ebene M ervichtet, in der andern Ebene CF.

1) Wenn man in M die AE | €D zieht, so ist 2 BAE = R,
* weil CF |” M steht, und weil auch 2< BAC = R, so ist AB | M (§ 162).
2) Wiirde AB nicht in' CF liegen, so kinnte man aus A in CF eine Senk-
reckte’ auf 'CD ‘ziehen, mithin eine zweite Senkrechte auf M durch den
nin lichen Punkt A errichten, was aber nicht moglich ist (§163).

L

Q/ § 182.  Der Durchschnift AB zweier FEbenen P
= und Q, die auf einer dritlen Ebene M senkrecht stehen,
j ist auf der letztern Ebene senkrechl.

.
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Errvichtet ‘man in A eine Senkrechte auf M, so muss dieselbe
in P und Q liegen (§ 184,2), also in ihrem Durchschnitte AB.

§ 183. Erklirungen. Der Raum, welcher zwischen mehren, in
einem und demselben Punkte sich schneidenden Ebenen liegt, wird ein
Kiorperwinkel oder eine Raumecke genannt. Der, allen Ebenen ge-
meinsame Punkt heisst die Spitze, die geraden Linien, in welchen die
Ebenen einander durchschneiden, nennt man die -Kanten, und die von
diesen gebildeten ebenen Winkel die Kantenwinkel der Raumecke, ~ Je
zwei sich schneidende Ebenen (Seitenflichen) bilden einen Fléchen-
winkel. Nach der Anzahl der Seitenflichen oder Kanten unterscheidet
man drei-, vier-, finfseilige u. s. w. Raumecken. :

§ 184, In jedem dreiseitigen Korperwinkel SABC ist die
Summe von je zwei Kantenwinkeln grosser als der dritte.

Es sei ASB der grosste von den drei Kantenwinkeln.
Man mache > ASD = ASC, ziehe die Gerade ADB willkiirlich,
mache SC = SD und zieche AC und BC. Nun ist das /\ ASC
o2 ASD, (§9), also AC = AD, und weil AC + BC > AB, R
so ist BC = BD, folglich in den Dreiecken BSC und BSD, wo ~%]
SC = SD, SB == SB ist, (§14) 2 BSC > BSD, also auch C
ASC 4 BSC = ASD -+ BSD, oder ASC 4 BSC > ASB.

§ 185. Die Summe aller Kuntemwinkel einer Raumecke
(mit lauter auswdrtsgehenden Flichemwinkeln) ist immer hleiner
als vier Rechie,

Man durchshneide die Raumecke mit einer Ebene
ABCDE, und ziehe von einem Punkte G in dieser Ebene
nach allen Ecken die Linien GA, GB..., so ist die Summe
aller 'Winkel in den um S gebildeten Dreiecken SAB,
SBC... gleich der Summe aller Winkel in den um G
herumliegenden Dreiecken AGB, BGC... Nun ist aber
2C ABG << SBA - SBC (§ 184), ebenso 2 BCD <<
SCB + SCD u. 5. w., also die Summe der Umfangs-
winkel ABC, BCD.., des Vielecks kleiner als die Summe der Winkel SBA,
SBC, SCB..., woraus folgt, dass die Winkel um G, d. h. 4 R mehr be-
tragen als die Winkel um S, 2

§ 186. Wenn zwei Raumecken aus drev gegenseilig gleichen
Kanlenwinkeln gebildet werden, so machen die Ebenen, in welchen
die gleichen Kantemwinkel liegen, mit eiander gleiche Neigungs—
winkel. ;



Es sei Winkel ASC == asc, 2{ ASB == ash, 2{ BSC

8 = bsc. Um nun zu zeigen, dass die Neigungswinkel an AS

und as gleich sind, ziehe man aus einem beliebigen Punkte

B in SB die Linie BP | auf die Ebene ASC, aus dem Fuss-

i punkte P der Senkrechten ziehe man PA | SA, PC | SC,

A /S endlich AB und BC. Ferner mache man sb = SB, bp |

asc, pa | sa, pc | sc und ziehe ab und be. Da nun SB

= sh, 2L ASB = asb, 2{ BAS == R = bas (§166), so

ist /\ ASB 22 asb, also SA = sa, und AB == ab. = Auf

gleiche Weise ist SC = s¢¢, BC == be. Demnach ist das

Viereck SAPC =2 sapc, wie beim Aufeinanderlegen sich so-

a gleich ergiebt, folglich AP = ap, und daher sind die recht-

/ winkligen Dreiecke ABP und abp congruent (§ 23), so dass

p also die Neigungswinkel BAP und bap gleich sind. “Die Senk-

rechten BP und bp konnen auch ausserhalb der beiden Raumecken fallen;
der Beweis wird sich aber immer auf dieselbe Art fiiliren lassen.

[

Zusatz. Folgen die gleichen Kantenwinkeln in derselben Ord-
nung auf einander, wie in den Raumecken S und s, und legt man die
Vierecke SAPC und sapc genau auf einander, so féllt Punkt P in p, und
weil die Senkrechten BP und bp in congruenten Dreiecken liegen, also
gleich sind, so fillt B in b, also SB auf sb, so dass mithin beide Raum-
ecken ganz in einander fallen, d. h. congruent sind. Folgen aber die
gleichen Kantenwinkel in umgekehrter Ordnung auf einander, oder, was das-
selbe ist, haben die Senkrechten BP und bp gegen die Ebenen ASC und
asc eine entgegengesetzte Richtung (d. h. muss man sich etwa SB iiber,
dagegen sb unter der Ebene des Papiers denken), so konnen beide Ranm-
ecken nicht in einander fallen, obschon die Ebenen der gleichen Kanten-
winkel eine gleiche Neigung gegen einander haben. Zwei Raumecken, deren
Kantenwinkel und Neigungswinkel zwar einzeln gegeseitig gleich sind, aber
_ in umgekebrter Ordnung auf einander folgen, werden symmetrische ge-

nannt.

§ 187. Ays den drei gegebenen Kantemwinkein ASB, ASC,
BSC, welche eine Raumecke bilden, durch eine Zeichnung in der
Ebene den Neigungswinkel zwischen irgend zwei Seitenflichen der
Raumecke zu finden.

Um den Neigungswinkel an der Kanie AS zu finden, mache man
an der Raumecke S dieselbe Construction, wie in § 186, so ist PAB der
Winkel, derfin der Ebene construirt werden soll. Zu diesem Zwecke mache
man in einer Ebene 2 bsa = BSA, 2 asc
— ASC, 2 csb’ —= CSB, ferner hs = b's =
BS, ziehe aus b die ba | sa und aus b’ die b'c
| sc, verlingere ba und b'c, bis sie sich in p
schneiden, beschreibe aus a mit ab einen Halb-
' kreis, ziehe aus p die pb” _| ab und ziehe ab";
so ist pab” der verlangte Winkel. Denn A\
. bsa S2 BSA- (da bs = BS; 2 a = Rissdh

S 2ol
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2( s = 8),also sa = SA und ab == AB, folglich’ auch ab” = AB.  Auf
gleiche Weise ‘wird bewiesen, dass s¢ = 5C." Da mun hieraus hervorgeht,
dass Viereck sapc 22 SAPC und mithin ap = AP ist, so sind «die bei p
und P rechiwinkligen Dreiecke apb” und APB congruent (§23), folglich
2L pab” = PAB. Fiele der Punkt p zwischen a und b, so wire 27 dab”
stumpf, wiirde aber immer die Neigung der Ebenen ASB und ASC messen.
Uebrigens ist zu bemerken, dass sich aus ‘drei-ehenen Winkeln nur dann
eine Raumecke beschreiben lisst, wenn erstlich die Summe je zweier Winkel
grosser als der dritte Winkel, und zweitens die ‘Summe der drei Winkel

kleiner als 4 R ist (§184, § 185).

§ 188. (Fig. §187). Aus wwei gegebenen Kantenwinkeln
ASB und ASC und dem Neiqungswinkel BAP ihrer Ebenen den
dritten Kantemwinkel einer dreiseitigen Raumecke zu_finden.

Man mache 2 bsa == BSA, 2{ asc == ASC, ziehe aus b diebd
| .sa, beschreibe aus a mit ab cinen Halbkreis, mache dab” == BAP, ziehe
b"p | bd, ferner pc | sec, beschreibe aus s mit sb einen Bogen, welcher
die verlingerte pe in b’ schneidet, und ziehe sb’, so ist' der 2L csb’ dem
gesuchten dritten 2 CSB der Raumecke 'S gleich, weil, wenn man mit
den drei Kantenwinkeln asb, asc, csb’ eine Raumecke bildet, die Ebenen
der beiden ersten Kantenwinkel den Neigungswinkel b“ap == BAP bilden
miissen. ‘ ; ,

1 Von den Polyedern.

§ 189. Erklirungen. 1) Jeder von lauter Ebenen begrinzte
Korper heisst einPolyeder. Die ein Polyeder begrinzenden Ebenen heissen
seine Seitenflichen, die geraden Linien, in welchen diese zusammen-
stossen, seine Kanten, und die Punkie, in welchen mehre Kanten zusam-
menstossen, seine Ecken. Ein Tetraeder ist von vier, ein Hexaeder
von sechs, ein Oktaeder von acht, ein Dodekaeder von zwolf, ein
Ikosaeder von zwanzig Ebenen begrinzt u. s. w. 2) Ein Polyeder,
dessen Seitenflichen simmtlich regelmissige, einander congruente Vielecke,
und dessen Korperwinkel simmtlich einander congruent sind, heisst re gel-
missig. 3) Das Prisma ‘ist ein Korper, welcher von zwei congruenten
und parallelen Vielecken als Grundflichen, und von so vielen Paralle-
logrammen, als eine der Grundflichen Seiten hat, als Seitenflichen ein-
geschlossen wird. Zieht man (Fig. § 192) in einer mit dem belichigen
Vieleck ABCDE parallelen Ebene die Linie FG 4 AB, GH # BC, HK 4
CD..., 'so dass das enistchende Vieleck FGHKL S ABCDE ist, und ver-
bindet man di¢c dhnlich liegenden Winkelspilzen durch gerade Linien AF,
BG..., so sind die Ebenen AG, BH... Parallelogramme, und der Korper
ABCDEFGHKL ist ein Prisma. Nach der Anzahl der Seilenflichen heisst
ein Prisma drei-, vier-, fiinfseitig u.s.w. Die Hghe eines Primas is
die Senkrechte aus- irgend einem Punkte der obern Grundfliche auf die
untere oder deren Verlingerung. Ein Prisma heisst gerade, wenn die

1*
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Seitenfliichen aut den Grundflichen senkrecht stehen, und alsdann ist jede
Seitenkante der Hohe des Prismas gleich. In jedem andern Falle ist das
Prisma schief, und seine Hohe ist kleiner als eine der Seitenkanten.
4) Ein Prisma, dessen Grundflichen Parallelogramme sind, heisst Parallele-
pipedon, und dieses wird ein rechtwinkliges genanni, wern alle das-
selbe begriinzenden Ebenen Rechtecke sind. Der Wiirfel oder Cubus
(das regelm. Hexaeder) ist ein rechiwinkliges Parallelepipedon, welches von
(sechs) gleichen Quadraten eingeschlossen wird. Die Kante des Wiirfels
wird seine Seite genannt. 5) Die Pyramide ist ein Karper, welcher
von irgend einem Vieleck als Grundfliche, und so vielenin einem Punkte
susammenstossenden Dreiecken, als die Grundfliche Seiten hat, als Seiten-
flichen eingeschlossen wird. Nach der Anzahl der Seitenflichen heisst
eine Pyramide drei-, vier, finfseitig u. s. w.  Der Punkt, in welchem
alle Seitenflichen zusammenstossen, heisst die Spitze der Pyramide, und
die von derselben auf die Grundffiche oder deren Verlingerung gefillte
Senkrechte ihre Hohe. Eine regelmiissige Pyramide ist eine solche,
deren Grandfliche  ein regelmissiges Vieleck ist, und deren Hohe durch
den Mittelpunkt der Grundfliche geht. - Die einfachste von allen Pyramiden
ist die dreiseitige Pyramide oder das Tetraeder. - Wenn eine Pyramide von
einer mil der Grundfliche parallelen Ebene geschuilien wird, so heisst das
Stiick, welches iibrig bleibt, wenn man die kleine Pyramide wegnimmt, eine
abgestumpfte Pyramide, oder ein Pyramiden-Stumpf. Die Senk-
rechte zwischen den beiden parallelen Grundflichen des Stumpfes heisst
seine Hohe. 6) Jede gerade Linie, welche zwei Ecken eines Polyeders
verbindet, ohne selbst eine Kante zu sein oder in einer Seitenfliiche zu
liegen, heisst eine Diagonale. des Polyeders, so wie jede Ebene, welche
durch zwei Kanten eines Polyeders gelegt ist, und nicht mit einer Seiten-
fliche desselben . zusammentillt, eine Diagonalebene  genannt wird.
7) Zwei Korper heissen einander gleich, wenn sie, abgesehen von ihrer
Gestalt, einen gleich grossen Raum einnehmen; sie heissen congruent, wenn
sie in einander gelegt, in ihrer ganzen Ausdehnung genau zusammenfallen.
Zwei Polyeder von gleichviel Seltenflichen sind &hnlich, wenn ihre iiber-
einstimmig liegenden Seitenflichen ilnliche Vielecke bilden und ihre uber-
einstimmig liegenden Korperwinkel congruent sind. Zwei Polyeder heissen.
symmetrisch, wenn sie in eine solche Lage auf den beiden  enigegen-
gesetzten Seiten einer Ebene gebracht werden konuen, dass je zwei
gleichliegende Ecken von dieser Ebene gleich weit entfernt sind, und in
derselben Senkrechten auf diese Ebene liegen. 8) Es sollen im Folgen-
den nur convexe Polyeder betrachtet werden, d.h. solche, deren
Oberfliche von einer geraden Linie in nicht mehr als zwei Punkten ge-
schnitten werden kann. In diesen Polyedern kann keine Seitenfliche,
verlingert, den Korper schneiden; also kann das Polyeder nicht zum Theil
iiber, und zum Theil unter der Ebene einer von seinen Seiten liegen.

§ 190. Zwei Polyeder kinnen nicht die nimlichen und

gleich viel Ecken haben, ohne ganz in einander zu fallen.
Denn, ist eins der beiden Polyeder gegeben, und konnte man ein
anderes von ihm verschiedenes mit den némlichen Ecken construiren, so
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miissten nicht alle Seitenflichen des letztern mit denen des erstern durch
die niimlichen Punkte gehen. Dann aber wiirden einige der neuen Seiten-
flichen das erste Polyeder schueiden, und ‘es wirden daher einige Ecken
iiber ‘und andere unter diesen Seitenflichen liegen, was aber bei einem con-
vexen Polyeder nicht moglich ist.

§ 191, Zwei symmelrische Polyeder sind ebenso wie mwei
congruente Polyeder in allen einzelnen Sticken einander. gleich,
die gegenseitig gleichen Sticke liegen aber in umgekehrter Ordnung.

Es seien ABCD und abced entsprechende Theile zweier
beliebiger sym. Polyeder, M sei die Ebene, auf welcher. die Ge-
raden Aa und Bb senkrecht stehen, so dass An=an, Bp = bp
ist.  Da das Trapez ABpn=2abpn, wie sich durch Aufeinander-
legen sogleich zcigen lisst, so ist AB =— ab. Da ebenso AC /n
— ac, AD = ad..., so sind die entsprechenden Kanten in
beiden Polyedern gegenseitig gleich. Hieraus folgt, dass die
Dreiecke, welche entsprechende Seitenflichen beider Polyeder
bilden, z. B. ABD und abd, ACD und acd u. s. w. congruent
sind. Wenn aber zwei entsprechende Scitenflichen Vierecke oder Fiinfecke
u. s. w. bilden, so kann man sie durch Diagonalen in lauter Dreiecke zer—
legt denken und ihre Congruenz aus der Congruenz der letztern folgern.
Es sind somit alle entsprechenden Seitenflichen beider Polyeder ebenfalls
gegenseitig congruent.  Hieraus folgt von selbst, dass ferner die entsprechen-
den Kantenwinkel gegenseitig gleich sind.  Endlich folgl aus der Gleich-
heit dieser die Gleichheit der Flichenwinkel fiir zwei entsprechende drei-
seitige Korperwinkel beider Polyeder (§ 186), und wenn zwei Korperwinkel
4, 5, 6... seitig sein sollten, so kann man dieselben in lauter dreiseitige
zerlegt denken, und aus der Gleichheit der einzelnen Flichenwinkel auf die
Gleichheit ‘der Flichenwinkel in den mehrseitigen Korperwinkeln einen
Schluss machen. Man sieht auch, dass die entsprechend gleichen Sticke
in' umgekehrter Ordnung auf einander folgen, woher es nicht moglich ist,
die Polyeder so in einander zu legen, dass sie vollstandig zusammenfallen.

Zusdtze. 1) Die entsprechenden Korperwinkel in zwei sym. Po-
lyedern sind symmetrisch. 2) Zu jedem Polyeder ist nur ein einziges Po=
lyeder symmetrisch, weil zwei Polyeder, welche einem dritten symmetrisch
sind, unter einander congruent sein mikssen. -

§ 192. Zwei Prismen AK und ak sind congruent, wenn
ein (dreiseitiger) Korperwinkel aus  congruenten und hnlich lie-
genden Figuren begrinst wird.

Es sei ABCDE 2 ahcde, AG =2 ag, BH =
bh. Legt man die (nach§ 186, Z.) congruenten Kor-
perwinkel B und b in einander, so dass die Ebenen
AC und ac, AG und ag. BH und bh sich decken, so
fallt die Kante FG auf fg, GH auf gh, also auch die
Grundffiche FH in die Grundfliche fh. Da aber diese
Grundflachen congruent sind, weil sie den untern
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Grundflachen; congruent; sein: miissen; so liegt HK ‘auf hk, KL auf kl u.s. we
so: dass also- beide Prismen: vollstindig zusammenfallen.

Zusatz. Zwei Gerade Prismen mit congruenten Grund-
ftichen und gleichen Hohen sind congruent.  Denn, wenn ABCDE
= abede, BG | AC, bg | ac, und die Hohe BG = bg, so ist auch AG
= ag und BH £ bh,

§ 93 In einem Parallelepipedon. AG sind die gegenii-
berliegenden Paralielogramme; z. B. AF und DG, congrueni und
parallel.

U o oo o Bs st (§1,7und§ 38) AB 3 DG, AE 3 DH, BF
H# HG u. s. w., also sind auch die Winkel: der Parallelo-
gramme gegenseitig gleich, (§.1%5,1). Hieraus folgly dass
AF und DG sowol congruent als parallel sind (§.175, 2)..

Zusdtze. 1) Als Grundffichen eines Parallelepi-
pedons kann man jede Seitenfliche mit der ihr gegeniiber-
liegenden betrachten. '2) Wenn drei gerade Linicn AB, AD,
AE gegeben sind, welche durch den nimlichen Punki A gehen, und mit
einander beliebige Winkel bilden, so kann man mit denselben ein Paralle-
lepipedon construiren, indem man durch den Endpunkt jeder der drei Li-
nien eine Ebene mit der Ebene der beiden andern Linien parallel legt.

§ 194. (Fig, §193). In einem Purallelepipedon sind. die
gegeniiberliegenden Korperwinkel symmetrisch, und die Diagonalen,
welche die Spitzen dieser Winkel verbinder, schneiden und' hal-
biren eirander.

1) Es ist 2 BAE = BFE == CGH, 2{ BAD = B{D — FGH;
2L DAE = DHE = CGF, und weil die gleichen Winkel' in umgelehrten
Ordnuug in beiden Korperwinkeln A und G auf einander folgen, so sind
diese symmetrisch (§ 186). 2). Denkt man sich die Diagonalen AG: und
BH: gezogen, so miissen sich, dieselben;  weil die Diagonalebene: ABGH ein
Parallelogramm ist, schneiden und halbiren.(§ 40). Eben so schneiden und
halbiren sich' die Diagonalen AG und E€, woraus folgt, dass sich die vier
Diagonalen in dem nimlichen Punkte schneiden und halbiren, welchen man
als  den Mittelpunkt des Parallelepipedons ansehen kann.

§ 195. Wenn zmwei purallele Ebenen alle
Seitenkanten eines Prismas AJ durchschneiden, so
sind die Schnitte MO und mo congruente Vielecke.

Denn MN | mn (§472) und Mm || Nn, also MN
H# mn (§38,Z.).  Eben so ist NO = no, OP 3 opu.s. w.
also 20 M= m, 2 N ='y... (§175), folglich MNOPQ
=2 mmnopq.




13

Zusatz. - Jeder mit der Grundfliche eines Prismas pa-
rallele Schnitt ist der Grundfliche congruent.

§ 196. Die beiden  dreiseitigen Prismen ABCabe und
ADCadc, in welche ein Parallelepipedon ABCDabed  durch eine
Diagonalebene getheilt- wird, sind einander symmetrisch und: gleich.

1) Es ist AB = DC = dc (§ 38); ebenso AD
= beaDr=R8b=0 5 R.: also sind die Kanteun in beiden
Prismen gegenseitig gleich. Ferner ist /\ ABC &' cda,
/N abe 22 CDA (§15), Parall. ABba 22 ¢dDC (§ 193)
u. s. w., also sind auch alle Grinzflichan beider Prismen
gegenseilig congruent. ~Hieraus folgt die. Gleichheit aller
Kantenwinkel, woraus wiederum die Gleichheit aller Flichen-
winkel sich ergiebt (§ 186), und weil endlich die ge-
genseitig gleichen Stiicke inumgekebrier Ordnung in beiden
Prismen auf einander folgen, so. sind. diese symmetrisch E<y
(§ 191).  2) Legt man dur¢h A und a zwei Ebenen -
senkrecht auf die Kante Aa; so sind die Vierecke. AFGE
und afge congruent (§ 171, § 195) und zwar Parallelogramme (§172,§1,7)
und ebenso sind' die Seitenflichen, AFfa, ABea... des Polyeders AFGEafge
Parallelogramme;, so. dass. also. dieser ein gerades Parallelepipedon bildet.
Nun sind die Korper. ABCGE und abegf congruent, wie sich beim Ineinan-
derlegen derselben wegen. der gegenseiligen Gleichheit aller ihrer Sticke
sogleich ergiebt; und wenn man diese. Korper, nach cinander von dem Kor-
pen AEGabc wegnimmt, so erhilt man als gleiche Reste die Prismen ABCabe
und AFGafg. Auf dieselbe Weise: isi Prisma ADCadc = AEGaeg, und
weil Prisma AFGafg 22 AEGaeg (§ 192,Z), so ist: ABCabe = ADCade.

Zusats. Jedes dreiseitige: Prisma ABCabe ist die: Hilfte eines

Paraliclepipedons Ac, welches den niwlichen Korperwinkel B, und die nim-
lichen Kanten, BA, BC, Bb hat.

§,.197. Zwei Porallelepipeds AG und AL, welche auf der-
selben: Grundflache stehen, und derem obere Grundflachen in einer
und derselben Ebene zwischen: den nimlichen Parallelen liegen, sind

glewch.

Es sind-die dreiseitigen Prismen. AEIDHM
und: BEKEEL congruent (§,492), indem /\ AEISE
BFK. (§.9), Parall. AH == BG, Parall. AM, = BL
ist (§193).  Zieht man nun. yon dem. ganzen Kor-
per. AECL. nach einander diese. Prismen ab, so miis—
sem. die. nachhleibenden Parallelepipeda. AG und AL
gleich. sein.

§. 198. Zwei Parallelepipeda NP und NQ. von. congruenten
Grundfiiichen- und gleichen. Hohen. sind. einander gleich:



Wegen der gleichen Héhe beider Parallele-
pipeda liegen ihre obern Grundflichen RP und SQ in
der ndmlichen Ebene, und erweitert man die Ebenen
08, TQ, TR, OP, QS, RP, um ein drities Paralle-
lepipedon NY zubilden, dessen Grundflichen TO und
XY sind, so ist NY jedem der beiden Parallelepipeda
NP und NQ gleich (§ 197), folglich ist auch NP
= NQ.

§ 199. Jedes Parallelepipedon CE lésst sich in ein rechi-
winkliges Parallelepipedon von gleicher Grundfliche und Hohe ver-
wandeln.

Legt man durch AB, BC, €D, AD senk-

AL pechte Ebenen auf AC, und erweitert die Ebene

EG hinreichend, so hat das dadurch entstandene Pa-

rallelepipedon AL mit CE' gleichen Inhalt (§198),

¢ so wie gleiche Grundfliche und Hohe, und ist AC

ein Rechteck, so ist AL rechtwinklig. Ist aber AC

kein Rechteck, so lege man, wie die zweite Figur

1, zeigt, durch AJ und BK senkrechte Ebenen auf die

Ebene AK, wodurch man das rechtw. Parallelepi~

pedon ABPQ erhilt, welches gleich ABML ist (§ 197),

Ni | loi weil beide als aut einerlei Grundfiche AK stehend

17.7% betrachtet werden konnen. ‘Danun ABON = ABCD

4" (§81), so haben ABPQ und ABML auch gleiche

Grundfliche und gleiche Héhe, folglich hat auch CE

mit ABPQ gleichen Inhalt, gleiche Grundfliche und
gleiche Hohe.

§.200. Zwei rechtwinklige Parallelepipeds AD  und ad

von congruenten Grundflichen verhalten sich wie ihre Hihen.
B Verhalten sich die Hohen AC und ac z. B.
d wie 7 zu 5, so theile man AC in 7 und ac in 5
¢ 7t gleiche Theile, und lege in beiden Parallelepipeda
“| durch alle Theilungspunkte parallele Ebenen zu
: den Grundflichen, dann zerfillt AD in 7 und adin
B " 5 ecinander gleiche Parallelepipeda (§ 195, §198),
A a Soiilang also-AD - ad = 7 5 — AE-t de Der
Lehrsatz iist aber auch wahr, wenn das Verhiliniss' von AC zu ac nicht in
ganzen Zahlen ausgedriickt werden kann. Denn verhielte sich AD : ad =
AC : ag, wo ag << ac ist, so theile man AC in gleiche Theile, jeden kleiner
als cg, und trigt man dieselben auf ac auf, so wird ein Theilungspunki e
zwischen ¢ und g fallen. Legt man durch e eine zu ab parallele Ebene,
so hiite man, weil sich AC und ae wie zwei ganze Zahlen verhalten, AD :
af = AC : ae. Aus beiden Proportionen erhielte man ad : af = ag : ae,
was aber nicht moglich ist, indem ad > af, dagegen ag << ae ist. Da
sich nun ebenso zeigen lisst, das das vierte Glied der Proportion nicht
grosser als ac sein konne, so muss sich verhalten AD : ad = AC : ac.

PRR———

Soe
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§ 201.  Zwei rechtwinklige Parallelepipeda EG und eg
von gleicher Hihe verhalten sich wie ihre Grundfliichen.

Denkt man sich die Parall. EG und eg so G
in einander geschoben, wie die Figur zeigt, so
entsteht ein drittes Parall. eG, welches mit jedem
der beiden gegebenen eine Grundfliche gemein e
hat. Folglich hat man (§ 200) eg : eG = ef : ;.
ek und eG : EG = KH : FH, also durch Muiti= e ARRS
Multiplication beider Proportionen mit einander o b
eg : EG = ef. KH : eK.FH=<ef. fh:EF. FH, d.h. eg : EG = Grundfl.
eh : Grundfl. EH. :

U

§ 202. Zwei rechiwinklige Parallelepipeda verhalten sich
allgemein, wie die Produkte aus ihren Grundflichen und Hohen.

Es seien P und p zwei rechtw. Parallelepipeda, G und g ihre Grund-
flichen, H und h ihre Hohen. Denkt man sich nun ein drittes rechiw. Pa-
rallelepipedon Q, welches mit dem ersten congruente Grundfliche G und
mit dem zweiten gleiche Hohe h hat, so ist (§200,§201) P : Q = H :
haundoOc =SNG = E-also- Poe p = GH 1 ol

§ 203. Zasdlze. 1) Zur Einheit des Korpermasses nimmt man
immer den Cubus, dessen Seite der Einheit des Lingenmasses gleich ist.
Bezeichnet man nun mit P ein rechiw, Parallelepipedon, decsen drei in einer
Ecke zusammenstossenden Kanten die Einheit des Langenmasses m Mal, n Mal,
p Mal enthalten; bedeutet ferner C einen Cubus, der die Einheit des Lin-
genmasses zur Seite hat, so ist (§202) P : C = mnp : 1. 1. 1 = mnp
: 1, also P = mnp: C oder P/C — mnp, d. h. wenn die drei in einer
Ecke zusammenstossenden Kanten eines rechtw. Parallelepipedons durch ir-
gend ein Lingenmass gemessen, die Zahlen m, n, p geben, so giebt das
Parallelepipedon durch den Cubus jenes Lingenmasscs gemessen, die Zahl
mnp, was man gewohnlich kurz so ausdriickt: Der Inhalt eines rechtw.
Parallelepipedons ist gleich dem Produkte aus seiner Grund-
fliche in die Hohe. 2) Der Inhalt eines jeden Parallelepipe-
dons ist gleich dem Produkte aus seiner Grundfliche in die
Hohe, da jedes Parallelepipedon gleich ist einem rechtwinkligen von gleicher
Grundfliche und Hohe (§499). 3) Der Inhalt cines dreiseitigen Pris-
mas ist gleich dem Produkte aus seiner Grundfliche in, die
Hohe. Denn ein dreiseitiges Prisma ist die Hilfte eines Parallelepipedons
von der nimlichen Hohe und der doppelten, Grundfliche (§196,2), und
weil das Parallelepipedon gleich ist dem Produkte seiner Grundfliche in die
Hohe, so ist das dreiseilige Prisma gleich dem Produkte seiner Grundfliche,
welche die Hilfte der Grundfliche des Parall. ausmacht, in seine Hohe.
4)Der Inhalt eines jeden Prismas ist gleich dem Produkte aus
seiner Grundfliche in die Hohe. Ein mehrseitiges Prisma némlich
kann in lauter dreiseitige von gleicher Hohe zerlegt werden, woraus folgt,
dass die Summe aller dreiseitigen Prismen, d. h. der Inhalt des mehrsei-
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tigen, gleich ist ‘dem  Produkte aus der gemeinschaftlichen Hohe in die
Summe der Grundfliichen aller dreiseitigen Prismen, d. h in die Grundfliche
des mehrseitigen Prismas. 5) Zwei Prismen von gleicher Grund-
fliche und Héhe sind gleich. 6) Zwei Prismen von gleicher Hihe
verhalten sich wie jhre Grundflichen, and von gleicher Grundfliche wie ihre
Hohen. -

§ 204. (Fig. §205) Wird eine Pyramide SABCD dunch
eine der Grundfliche parallele Ebene abed geschnitien, so werden
ikre Seitenkanten SA, SB... und ikre Hohe SE in proporiionale
Theile getheilt, und der Schnitt ist ein der Grundfiiiche dhnliches
Vieleck.

Da AB [ ab, AE | ae, AD | ad... (§172), so ist SE: e == SA
: S8 == BB : 5b w. si'w. (§94). Ferner uist 20 DAB = dab; 2 ABC
= abc... (§475), und weil AD : ad (= AS : aS) = AB : ab..., so
ist abed oo ABCD.

§.205. In zmwei Pyramiden, SABCD wund PRGH, von glei-
chen Grundflichen wund Hohen sind alle in beiden  gleich weit von
den Spilzen enifernten, der Grundflicke parallelen Schnitte, 5. B.
abed und fgh, einander gleich.

Sind SE und Se, PK und Pk die
Héhen der Pyramiden, so hat man (§204,
§ 111) ABCD : abed == AB2 : ah2 —:
SE® : Se2 und FGH : fgh = FG2 : fg,
= PK? : Pk2. ' Da nun aber mnach'de
Voraussetzung ABCD = FGH, SE— PK
Se = Pk, also auch SE%'==PK2und Se
. = Pk? 50 muss abed = fgh sein.

§ 206. Zwei. dreiseitige Pyramiden PABC  und pabc won
gleichen  Grundflichen wund gleicher Hohe xy sind einander gleich.

Wire PABC nicht gleich pabe, so sei PABC > pabe und zwar
PABC — pabe = Q, wo Q ein Prisma von der Grundfliche ABC und der
Hohe yz vorstellt. Theilt man nun die gemeinschaftliche Hohe xy in gleiche
Theile, welche kleiner sind als yz, und legt durch alle Theilungspunkte der-
selben Ebenen mit den Grundflichen ABC und abe parallel, welche wir als
in' einer 'und derselben Ebene liegend annehmen, so ist der Schniti DEF =
def, 'GHK == ghk u.’s. w. (§205). Construirt man ferner iber ABC,
DEF ... die #ussern Prismen ABCD, DEFG..., dagegen unter dcf, ghk...
die ‘innern Prismen defa. ghkd..., so ist das zweite dussere Prisma DEFG
dem ersten innern defa, das dritte Hussere GHKL dem zweiten innern
ghkd u. s; w. gleich (§ 203, 5), so dass das unterste #ussere Prisma ABCD
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die Differenz zwi-
schen der Prismen-
Summe in der Pyr.
PABC, und der Pris-
men-Summe in der
Pyr. pabe bildet. Da
nun die Prismen-
Summe in PABC
grosser ist als die
Pyramide selbst, hin-
gegen die Prismen-
Summe in pabe klei-
ner ist als diese
Pyramide, so muss
die Differenz der
beiden Prismen-Sum- :
men grosser sein als die Differenz der beiden Pyramiden, d. h. es ist Prisma
ABCD > Prisma Q. Es muss aber im Gegentheil sein ABCD << (, indem
beide Prismen zwar gleiche Grundflichen haben, aber die Hohe des erstern
ldeiner ist als dle Hohe. yz des andern; folglich ist die Annahme, dass
PABC > pabe sei, nicht richtig ; also sind die Pyramiden® PABC und pabc
einander gleich.

i

e

" Ex B,
§ 207. Jede dreiseitige Pyramide EABC ist AT 7

P

der dritte Theil eines Prismas ABCDEF wvor einerlei

Grundfliche und Hihe.
Man nehme die Pyr. EABC von dem Prisma ABCDEF t\
weg, so bleibt die vierseilige Pyr. EACFD nach, welche in A >C

der zweiten Figur besonders dargestellt ist, und legt man
durch E, C, D eine Ebene, so zerfillt dieselbe in die beiden
dreiseitigen Pyramiden EACD und ECDF, welche wegen glei-
cher Hohe und gleicher Grundfliche (§ 82) gleich sind (§ 206).
Da ferner die Pyramiden ECDF und EABC die gleichen Grund-
flichen DEF und ABC, und einerlei Hohe haben, also eben-
falls gleick sind, so sind die drei Pyramiden EACD, ECDF,
EABC einander gleich, und weil sie zusammen das Prisma
bilden, so ist EABC der dritte Theil desselben.

§ 208. Zusdtze. 1) Der Inhalt einer dreiseitigen Py-
ramide ist gleich dem dritten Theil des Produkts ihrer
Grundfliche in ihre Hohe. 2) Der Inhalt einer jedien: Pyra-
mide ist gleich dem dritten Theil des Produkis aus ihrer
Grundfliche in ihre Hohe. Denn, eine mehrseilige Pyramide kann
durch Diagonalebenen, welche simmtlich durch ihre Spiize gehen, in lauter
dreiseitige Pyramiden von gleicher Hohe zerlegt werden, woraus folgt, dass
die Summe aller dreiseitigen Pyramiden, d. h. der Inhalt der mehrseitigen
Pyramide, gleich ist dem dritien Theil des Produkis aus der gemeinschaft-

Lengendre’s Geom, IL Theil, Ster. 2. Lief,

. Tt

i
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lichen Hohe in die Summe der Grundfliichen aller dreiseitigen Pyramiden,
d. h. in die Grundffiche der mehrssitigen Pyramide. 3) Jede Pyramide
ist ein Driltheil eines Prismas von der némlichen Grundfliche und Hohe.
4) Zwei Pyramiden von der néimlichen Grundfliche verhalten sich wie ihre
Hohen, und von der némlichen Hohe wie ihre Grundflichen. 5) Man findet
den Inhalt eines Polyeders, werm man es von einer Spilze aus in lauter
Pyramiden zerlegt, deren so viele enistehen, als das Polyeder Seitenflichen
hat, diejenigen ausgenommen, welche in jener Spilze zusammenstossen.
6) Symmetrische Polyeder sind gleich gross. Denn, zwei dreiseitige sym-
metrische Pyramiden, deren Mass ein Drittheil der Grundfliche in die Hohe
ist, sind gleich, weil die entsprechenden Stiicke gegenseitig gleich sind
(§191); und zwei symmetrische Polyeder iiberhaupt sind gleich, weil sich
beide in dreiseitige Pyramiden theilen lassen, die gegenseitig symmetrisch
sind.

§ 209. Ein Pyramiden-Stumpf ABCD ist gleich der Summe

{ dreier Pyramiden, deren Hohe der Hohe h des Stumpfes gleich

ist, und deren Grundflichen die beiden Grundflichen G und g des

Stumpfes, und die mittlere Proporiionalfliiche, V'Gg, swischen die-
sen Grundflichen sind.

Es sei die Hohe der oben abgeschnittenen Py—
ramide x, so ist die Hohe der ganzen Pyramide h -
x, also (§208,2)

die ganze Pyramide = %G (h + x),

die obere Pyramide = !,gx, folglich

der Stumpf ABCD = 14,G (h 4 x) — Y30x
== /3X (G e g‘) —+— 1/3 Gh.

Nun verhalten sich die #hniichen Grundflichen
G und g, wie die Quadrate ihnlich liegender Seiten,
und weil sich diese wie die Hohen h + x und x ver- ,
halten (§ 204), auch wie die Quadrate der letztern, so
dass also G : g = (h 4+ x)?2 : x?% folglich

(b + %) Vg = xV/& oder 1/ = x (/G — Vo).

Multiplicirt man diese Gleichang mit |/ G =+ /g, so ist h})/Gg +
gh = x (G — g) also Yx(G — g) = V,hi}/Gg 4 yoh.  Folglich ist
der Stumpf ABCD = Y, Gh + Ygh - 14h }/Gg = b (G + ¢ +
VGg). :

2 210.  Wird ein dreiseitiges Prisma durch eine gegen die
\ Grundfiiche ABC geneigre Ebene DEF geschuitien, so ist der da-
| durch entstehende Kirper ABCDEF dreien Pyramiden gleich, de-
| ren Spitzen D, E, F sind, und deren gemeinschaftliche Grundfliche
| ABC ist.



Durch die Diagonalebenen ACE und CDE zer-
fallk ABCDEF in drei Pyr. EABC, EACD, ECDF, Es
hat EABC zur Grundfl, ABC und seine Spitze in E.
Durch die Ebene BCD entstebt die Pyr., BACD, in wel-
cher man auf ABC als Grundfliche und D als Spitze he-
trachten kann, und welche gleich ist der Pyr. EACD
wegen einerlei Grundfliche ACD und gleicher Hohe, indem
die Spitzen beider Pyramiden in der ndmlichen zur Grund-
fliche parallelen Geraden BE liegen. Zieht man ferner
AF und BF, so hat die dadurch gebildete Pyr. BACF, als
deren Grundfliche auch ABC und als deren Spitze F an-
gesehen werden kann, mit der Pyr. ECDF sowol gleiche Grundfliche (in-
dem die Dreiecke ACF und DCF auf einerlei Grundlinie CF und zwischen
denselben Parallelen CF und AD liegen), als auch gleiche Hohe; folglich
ist BACF = ECDF.- Es ist also ABCDEF = Pyr. EABC + Pyr. DABC
+ Pyr. FABC,

Zusats, Wenn die Kanten AD, BE, CF auf ABC senkrechi ste-
hen, so ist ABCDEF = ',ABC (AD + BE —+ CF).

§ 211. Zwei dreiseitige Pyramiden SABC unrd sabc sind
dhnlich, wenn in ihnen zwei iibereinstimmig liegende Grinzflichen
gegenseitig dhnlich sind und gleiche Flichenwinkel bilden.

Es sei /\ ASB oo ash, /\ ASC oo asc, 9 by

Flichenwinkel BASC = basc. Macht man Sa’
= sa, Sb'= sb, S¢' = sc, und zieht a'c, ab’, %\ %\
b'c’, so ist Pyr, Sab'c’ 2 sabc, wie sich beim enal &

Ineinanderlegen dieser Pyramiden sogleich er- . fb/;c \,/./

giebt. Nun ist A\ a'Sh' 22 ash, und weil A\ " NL— -

ash oo ASB, so ist auch /\ a'Sb’ oo ASB; ebenso B

ist a'Sc’ oo ASC, also (§ 96) a’b’ | AB, a'c’ | AC, folglich (§175) A\ abe’ |

ABC. Hieraus folgt ersilich, dass a'b'c'’oo ABC (§ 204), also auch /\ abe

oo ABC, ferner, dass b'¢' | BC (§172) und daher /\ b'Sc’ oo BSC, oder
bsc oo BSC. Da nun alle Grinzflichen der Pyramiden éhnlich, also

auch alle Kantenwinkel gleich, und folglich alle Korperwinkel congruent

sind (§ 186, Z.), so ist SABC oo sabe (§ 189, 7.).

§ 212, Zusdtze. 1) Aus der Achnlichkeit der Dreiecke in den
Pyramiden SABC und sabc folgt, dass AB : ab = AC ; ac = BC : be =
BS : bs = AS : as u. s. w. d.h., in dhnlichen dreiseiligen Pyramiden sind
die homologen Kanten proportional. 2) Wird eine Pyramide SABCD
(Fig. § 205) durch eine der Grundfliche parallele Ebene abed
geschnitten, so ist die partielle Pyramide Sabed der ganzen
Pyramide SABCD ihnlich, Denn es sind alle Grinzflichen in beiden
Pyramiden gegenseitig dhnlich, daher alle Kantenwinkel gegenseilig gleich,
und folglich auch alle Korperwinkel gegenseilig congruent. 3) Zwei iihn-
liche Polyeder lassen sich in gleich viele d&hnliche und iber-
einstimmig liegende dreiseitige Pyramiden zerlegen. Denn
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die Oberflichen beider Polyeder konnen in gleich viele éhnliche und #hn-
lich liegende Dreiecke getheilt werden (§ 109), nnd betrachtet man in dem
einen und andern Polyeder alle diese Dreicke, mit Ausnahme derjenigen,
welche irgend einen iibereinstimmig liegenden Korperwinkel z. B. A und a
einschliessen, als Grundflichen dreiseitiger Pyramiden, deren Spitzen A und
a sind,'so machen diese Pyramiden in gleicher Anzahl das eine und das
andere Polyeder aus. Da sich nun leicht zeigen lisst, dass in je zwei
Pyramiden von &hnlicher Lage zwei Grénzflichen gegenseitig éhnlich sind

und gleiche Flichenwinkel bilden, so sind je zwei Pyramiden gegenseitig
dhnlich.

§ 213. Zwei dhnliche Polyeder wverhalten sich, wie die
Cuben ilwer homologen Kanten.

Von zwei dhnlichen Pyramiden SABCD und Sabed (Fig. § 205) kann
die kleinere so in die grossere gelegt werden, dass beide die Spitze S ge-
mein haben, und weil wegen Aehnlichkeit der homologen Seitenflichen 2>
SAB = Sab, 2 SBC = Sbc, so ist Ebene AC | ac, folglich (§ 204) AC :
ac = AB2 : ab? = AS? : aS2 ferner SE : Se — AS : aS, also durch
Multiplication beider Proportionen mii einander AC X SE : ac X Se —
AS? : aS? oder ¥, AC X SE : Y,ac X Se = AS?: aS3, d. h. die ihn-
lichen Pyramiden SABCD und Sabed verhalten sich, wie die Cuben zweier
homologen Kanten. Zwei dhnliche Polyeder konnen in gleich viele, iihn-
liche dreiseitige Pyramiden zerlegt werden (§212,3), und weil sich diese
wie die Cuben homologer Kanten verhalten, und letztere wiederum propor-
tional sind (§ 212, 1), so muss sich die Summe aller Pyramiden des einen
Polyeders zur Summe aller Pyramiden des anderen Polyeders, d. h., das
eine Polyeder zum andern verhalten, wie des Cubus einer beliebigen Kante
des ersten zum Cubus der homologen Kante des andern.

o Iil, Von der Hugel.

s

§ 214. Erklirungen. 1) Die Kugel ist ein Korper, welcher
von einer krummen Fliche so begrinzt wird, dass alle Punkle derselben
von einem innerhalb dieses Korpers liegenden Punkte, welcher Mittel-
punkt heisst, gleich weit entfernt sind. Eine Kugel wird durch Umdre-
hung eines Halbkreises um seinen Durchmesser beschrieben. Jede gerade
Linie vom Mittelpunkte bis zu irgend einem Punkte der Oberfliche heisst
Radius oder Halbmesser, sowie jede durch den Miltelpunkt gehende
und un beiden Enden von der Kugelfliche begrinzte gerade Linie ein
Durchmesser der Kugel genannt wird. Alle Radien einer Kugel sind
gleich, und ebenso sind alle Durchmesser einer Kugel als doppelte Halb-
messer einander gleich. 2) Es wird (§215) bewiesen werden, dass jeder
Schnitt der Kugel mit einer Ebene ein Kreis ist. Wenn ein solcher Schnitt
durch den Mittelpunkt geht, so heisst er ein grossler Kreis, sonst
aber ein kleiner Kreis. 3) Eine Ebene beriihrt die Kugel, wenn
sie nur einen Punkt mit ihr gemein hat. 4) Derjenige Punkt der Kugel-
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fliche, welcher von allen Punkten des Umfanges eines Kugelkreises gleich
weit enifernt ist, heisst der Pol dieses Kugelkreises. 5) Derjenige
Theil der Kugelfliche, welcher zwischen den Bogen drei grosster Kreise
liegt, heisst ein Kugeldreieck. Diese Bogen, welche die Seiten des
Dreiecks heissen, werden hier immer kleiner angenommen, als der halbe
Umfang. Die Winkel, welche die Ebenen mit einander bilden, in welchen
die Bogen liegen, heissen Winkel des Kugeldreiecks. Das Kugeldreieck
heisst rechtwinklig, gleichschenklig, gleichseitig in #hnlichen
Fillen, wie das gradlinige Dreieck (§ 1, 6). 6) Das Kugelvieleck ist
ein von mehr als drei Bogen grosster Kreise, das Kugelzweieck da-
gegen ein von zwei halben Peripherien zweier grossten Kreise begrinzter
Theil der Kugelfliche. 7) Derjenige Theil der Kugel, welcher von den
Ebenen zweier grosster Kreise und dem durch diese gebildeten Zweieck
begrinzt wird, heisst ein Kugelkeil. 8) Unter einer Kugelpyramide
versteht man den Theil der Kugel, welcher von einem Kugelvieleck als
Grundfliche und den Ebenen der dieses Vieleck bildenden grissten Kreise
begrinzt wird. 9) Der zwischen zwei parallelen Ebenen liegende Theil
der Kugelfliche heisst eine Zone, und das dazwischen liegende Stiick der
Kugel selbst ein Kugelabschnitt. Die Ebenen sind die Grundflichen
des Abschnittes. Eine von beiden Ebenen kann die Kugel berilliren, und
in diesem Falle hat der Abschnitt nur eine Grundfliche. Die Serkrechte
zwischen beiden Parallelebenen ist die Hohe der Zone sowol als des Ku-
gelabschnittes. 10) Der durch die Umdrehung eines Kreisausschnittes (DCF
in Fig- § 218) um einen seiner Radien (DC) beschriebene Korper wird ein
Kugelausschnitt genannt.

§ 215. Jeder Schniit einer Kugel durch eine Ebene ist
ein Kreis.

Aus dem Mittelpunklte C der Kugel ziehe man CA —
auf den Schnitt CBDF senkrecht und mehre Linien CB,
CD nach beliebigen Punkten des Umfanges des Schnittes.
Da nun CB und CD als Radien gleich sind, So ist AB =
AD (§ 164), folglich ist der Schnitt ein Kreis, der zum E
Mittelpunkte A hat.

§ 216. Zusdtse. 1) Geht der Schnitt durch
den Mittelpunkt der Kugel, so ist sein Radius dem der Kugel gleich. Alle
grossten Kreise einer Kugel sind daher gleich. 2) Zwei
grosste Kreise halbiren einander; denn ihr Durchsehnitt ist, weil
er durch den Miltelpunki geht, ein Durchmesser. 3) Jeder grésste
Kreis theilt die Kugel und ihre Oberfliche in zwei gleiche
Theile, wie durch Ineinanderlegen leicht gezeigt werden kann. 4) Die
gerade Linie durch die Mittelpunkie der Kugel und eines
kleinen Kreises steht auf der Ebene des letztern senkrecht.
5) Die kleinen Kreise werden um so kleiner, je weiter sie
sich vom Mittelpunkie der Kugel entfernen. Denn jegrosser der
Abstand CA ist, desto kleiner muss die Sehne CAF, d.h, der Durchmesser
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des kleinen Kreises sein. 6) Durch zwei gegebene Punkie auf der Ober-
fliche einer Kugel kann man immer einen grossten Kreis legen, da diese
zwei Punkte mit dem Mittelpunkie der Kugel die Lage einer Ebeue be-
stimmen.  Befinden sich die beiden Punkte in den Endpunkten eines Durch-
messers, so liegen sie mit dem Miltelpunkte der Kugel in gerader Linie, so
dass also durch die gegebenen Punkle unendlich viele grosste Kreise sich
legen lassen.

§ 217. 1) Injedem Kugeldreieck ist die Summe je zweier
Seiten grosser als die dritte Seite. 2)  In jedem Kugelvieleck ist
die Summe aller Seiten kleiner als der Umfang eines grossten
Kreises.

Denkt man sich das Dreieck oder Vieleck als Grundfliche der
zugehorigen Kugelpyramide, so sind die Seiten desselben die Masse
der Kantenwinkel, welche die in dem Miltelpunkte der Kugel liegende
Spitze der Kugelpyramide bilden. Da nun in einem dreiseiligen Korper-
winkel die Summe von je zwei Kantenwinkeln grosser ist als der dritte
Kantenwinkel (§ 184), und die Summe aller Kantenwinkel eines Korper-
winkels kleiner als vier rechte ist (§ 185), so sind auch in einem Kugel-
dreieck zwel Seiten grosser als die dritte Seite, und in einem Kugelvieleck
alle Seiten zusammen kleiner als der Umfang eines grossten Kreises.

§ 218, Steht ein Durchmesser DE senkrecht wuf einem
grossten Kreise ARB, so sind seine Endpunkie die Pole dieses
Kreises und aller seiner Parallelkreise, wie FPG.

D Da DE auf CA, CR, CS... senkrecht steht
(§ 158, 1), so sind die Bogen DA, DR, DS, EA, ER...
>¢  Viertelkreise oder Quadranten, also einander gleich,

woraus folgt, dass D und E Pole des Kreises sind.
}\ Ferner ist DE | FPG, weil DE | ARB und ARB ||

- WU PEpG ist, und weil DE durch den Mittelpunkt O des
\R S T Kreises FPG geht, wie aus §215 folgt, so ist OF =
& OP = 0Q..., also (§ 164) sind die Sehnen DF,

PN

|

/

o DP... unter sich, und folglich auck die Bogen DF,
¥, DP.,. unter sich gleich, so dass mithin D ein Pol
des Kreises FPG ist. Aus den nimlichen Griinden
ist E ein Pol des Kreises FPG. ,

§ 219. Zusiitze. 1) Jeder Bogen DR, von einem Punkte des
Umfanges eines grossten Kreises ARB nach seinem Pole, ist ein Quadrant,
und bildet mit dem Bogen AR einen rechten Winkel. Denn weil DE | ARB,
so ist die Ebene DER | ARB (§180), folglich ist der Winkel zwischen
diesen Ebenen, den wir durch ARD bezeichnen, ein rechter. 2) Um den
Pol eines Bogens AR zu finden, zieche man den unbestimmien Bogen RD
auf AR senkrecht, und mache RD einem Quadranten gleich, so isi dessen
Endpunkt D einer der Pole des Bogens. Oder, man ziehe in den beiden
Punkten A und R die Bogen AD und RD auf AR senkrecht, so ist der
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Durchschnitispunkt D dieser beiden Bogen der gesuchte Pol. 3) Wenn D
von A und von R um einen Quadranten absteht, so ist D ein Pol des Bo-
gens AR. 4) Vermittels der Eigenschafien der Pole ist man im Stande
auf der Kugelfliche eben so leicht Kreisbogen zu ziehen, als auf einer
Ebene. Dreht man den Bogen DF um den Punkt D, so beschreibt F einen
kleinen Kreis FPG; der Quadrant DA wiirde einen grossten Kreis be-
schreiben. 5) Soll man den Bogen AR verlingern, oder soll man durch
die Punkte A und R den Bogen eines grossten Kreises ziehen, so be-
schreibe man aus A und R mit einem Quadranten zwei Bogen, welche sich
in D schneiden; man wird nun aus D als Pol mit dem Quadranten DA den
Bogen AR beschreiben und verlingern kénnen. 6) Soll man aus einem
gegebenen Punkte P einen Bogen senkrecht auf den Bogen AR ziehen, so
verlingere man AR bis T so weit, bis der Bogen PT einem Quadranten
gleich ist. Beschrcibt man nun aus T als Pol mit demselben Quadranten
PT den Bogen PR, so ist PR | AR.

§ 220. Jede Ebene M, welche im End-
punkte eines Radius CA senkrecht auf ihm steht,
beriibrt die Kugel.

Nimmt man in M einen beliebigen Punkt B an,
und zieht-CB und AB, so ist CB > CA (§ 164, 1), also

liegt B ausserhalb der Kugel, und folglich hat M nur
einen einzigen Punkt A mit der Kugel gemein.

§ 221:. Der von zwei Bogen grosster Kreise gebildele
Winkel CAE ist gleich dem Winkel HAK zwischen den Tangenten
dieser Bogen im Scheitelpunkte A, und hat zum Masse den Bogen
CE, welcher aus dem Scheitelpunkte A als Pol mit dem Qua-
dranten beschrieber wird und zwischen den Schenkeln AC und AE

liegt.

1) Da HA und KA als Tangenten in den Ebenen der
Bogen AE und AC senkrecht auf AD, dem Durchschnitte
beider Ebenen stehen, so ist HAK gleich dem Winkel
zwischen diesen Ebenen (§ 178), welcher auch der Winkel
zwischen den Bogen CA und EA ist. 2) Weil AC und
AE Quadranten sind, so ist 2Z AGC — AGE = R, also -
2 CGE = KAH = CAE (§ 175). Da nun Bogen CE
das Mass des > CGE ist, so ist er auch das Mass des
2 CAE.

Zusditze, 1) Die Winkel der Kugeldreiecke lassen sich unter
einander mittels Bogen grosster Kreise vergleichen, welche aus ihrep
Scheiteln als Polen beschricben, und von den Seiten der Dreiecke begriingt
werden. Auf diese Weise ldsst sich auch ein Winkel einem gegebenen
Winkel gleich machen. 2) Die am Scheitel einander entgegengesetyten



24

Winkel CAE und FAB sind gleich, weil die enisprechenden Flichenwinkel
gleich sind (§179,3). Ehenso betragen die an einander liegenden Winkel
BAC und CAE zusammen zwei Rechte.

§: 222, Beschreibt man aus den Scheitelpunkien A, B, C
eines Kugeldreiecks ABC als Polen dre: Bogern grosster Kreise,
EF, DF, DE, so sind die Scheitelpunkte. D, E, F des hierdurch
gebildeten Dreiecks die Pole der Seiten des ersten Dreiecks.

Da A der Pol von EF, und C der Pol von DE
ist, so ist Punkt E um einen Quadranien von jedem
der Punkte A und C entfernt (§219,1), folglich ist E
der Pol des Bogens AC (§ 219, 3). Eben so isi D
der Pol von BC und F der Pol von AB,

Zusals. Das /\ ABC kann eben so mittels
des /\ DEF beschrieben werden, wie DEF mittels ABC.
Jedes der beiden Dreiecke ABC und DEF heisst P o-
Jardreieck des andern.

§ 223. (Fig. §222). Jeder Winkel des einen von zwei
Polardreiecken ABC wnd DEF hat zum Masse dern halben Kreis-
umfang, weniger der gegenilber liegenden Seite des andern Dreiecks.

Verlingert man die Seiten AB und AC bis G und H, so hat 2
A, da A der Pol von GIH ist, zum Masse den Bogen GH (§221); da aber
EH und FG Quadranten sind, mdem E der Pol von AH und F der Pol von
AG ist, so ist EH 4 FG ein halber Umfang, und weil EH + FG = EF
-+ GH, so ist der Bogen GH, welcher den 2{ A misst, gleich einem halben
Umfang, wemger der Seite EF. Eben so ist 2{ B = Y, Umf. — DF,
und 20 C = 1, Umf. — DE. Ferner hat der 2 D den Bogen NK zu
Masse, und weil NK + BC = NC -+ BK = Vo Umf., so ist 2 D =
Y, Umf. — BC.  Ebenso ist 2{ E = 1, Umf. — AC und X K=
Yo Umf. — AB.

Anmeri. Verlingert man die Bogen DE, DF, EF, zu beiden Seiten
bis sie sich zum zweiten Male dmchschnelden S0 entstehen noch drei
Dreiecke. Der vorstehende Satz findet aber nur bei dem Ceniraldreieclk
DEF statt, welches sich von den drei andern dadurch unterscheidet, dass
dic Winkel A und D auf derselben Seite von BC, die Winkel B und E
auf dersclben Seite von AC, und die Winkel C und F auf derselben Seite
von AB liegen.

§ 224  DBeschreibt man aus den Scheitelpunkten A wund
B eines gegebenen Kugeldreiecks ABC. mit den Seiten. AC und BC
swei Bogen CED urd CFD, und verbindet den  Durchschnittspunist
D mit den Scheitelpunkten A wnd B durch die Bogen grisster
Kreise AD und BD; so sind in dem dadurch gebildeten Dreiecke
ADB alle Stiicke denen des gegebenen Dreiecks ABC gleich.
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Nach der Consiruclion ist AD = AC, BD = BC,
BA gemeinschaftlich, also sind die drei Seiten in beiden
Dreiecken gegenseitig gleich. Denkt man sich nun aus
den Punkten A, C, B, D nach dem Miitelpunkte der
Kugel, den wir durch O bezeichnen wollen, Radien gezo-
gen, so entsiehen bei. O zwei dreiseitige Korperwinkel
OABC und OABD, und weil die Kantenwinkel derselben
von den Seiten der Dreiecke ABC und ADB gemessen B
werden, diese Seiten aber gleich sind, so miissen auch jene Kantenwinkel
folglich auch (§:186) ihre Neigungswinkel gegenseitig gleich sein, so dass
also die Winkel der Dreiecke ABC und ADB gleich sind,

Anmerk. Ungeachiet der Gleichheit der einzelnen Stiicke sind die
Dreiecke ABC und ADB nicht congruent, sobald sie nicht gleichschenklig
sind, Sie heissen daher symmeirische Dreiecke.

§ 225. In zwei Dreiecken ABC und EGF auf derselben
oder auf gleichen Kugelflichen sind alle Sticke gegenseitig gleich,
wenn in ihnen gegenseitig gleich sind entweder 1) zwei Seiten
und der von ihmen eingeschivssene Winkel, oder 2) eine Seile
und die beiden anliegenden Winkel, oder 3) alle drei Seiten.

1) Es sei AB = EF, AC = EG, 2 BAC A E
= FEG. Legt man /\ EFG s¢ auf ABC, dass E auf
A, F auf B zu liegen kommt, und fillt nun die Seite
EG rechts von AB, so muss sie aut AC, und zwar G
auf C fallen, so dass also BC = FG, 2 ABC =
EFG, >¢ € = G ist. Fillt aber EG links von AB,D G
etwa wie AD, so muss FG wie BD fallen, und weil /C G
alsdann /\ ADB oder EGF mit /\ ABC symmetrisch
ist, so miissen alle Stiicke in beiden Dreiecken ge- B F
genseitig gleich sein (§224). 2) Der zweite Theil des Satzes wird auf
eine ganz dhnliche Weise bewiesen. 3) Da man mit der drei Seiten AB,
AC, BC nur zwei Dreiecke ACB und ABD beschreiben kann, die in Riick-
sicht der Lage ihrer Stiicke verschieden, in Riicksicht der Grosse derselben
aber gleich sind (§ 224), so miissen zwei Dreiecke mil einerlei Seiten
entweder congruent oder symmetrisch, also in Riicksicht auf ihre Winkel
in jedem Falle einander gleich sein.

§ 226. In einem gleichschenkligen Kugeldreieck liegen den
gleichen Seiten gleiche Winkél gegeniiber; und umgekehrt: wenn
ein Kugeldreieck zwei gleiche Winkel hat, so ist es gleichschenklig,

1) Wenn AB ==AC ist, und man zieht aus A nach der A
Mitte D derGrundlinie den Bogen AD, so haben die Dreiecke [
ABD und ACD gleiche Seiten, also ist 2Z B==C (§ 225, 3).
2) Ist 2 B = C, so muss AB = AC sein. Denn wiire AB >
AC, so mache man BE = AC, und ziehe den Bogen CE. 3
Da nun BE = AC, BC = BC, 2{ B = ACB, so ist in

2%
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den Dreiecken ABC und EBC der Winkel ECB = B = ACB (§ 225, 1),
was unmoglich ist; mithin kann AB von AC nichit verschieden sein.

Zusatzs. Da > BAD = CAD und 2 BDA = CDA, so ist
der aus der Spitze eines gleichschenkligen Kngeldreiecks
nach der Mitte der Grundlinie gezogene Bogen auf der
Grundlinie senkrecht, und halbirt den Winkel an der Spitze.

§ 227, (Fig. § 226). In einem Kugeldreieck liegt dem

grossern. Winkel die grossere Seite gegeniiber; und umgekehrt: der
_ grossern Seite liegt der grissere Winkel gegeniiber.
‘ 1) Wenn 2> BAC > B ist, so mache man 2 BAD = B, und
dann ist AD = BD (§226,2). Da aber AD + DC > AC, so ist auch
BD + DC oder BC > AC. 2) Wenn BC > AC, so muss 2£ BAC >
B sein; denn, wire 2{ BAC = B, so miisste BC = AC sein, und wire
22 BAC << B, so wiirde BC << AC sein, welches beides gegen die Yor-
aussetzung ist.

§ 226. Wenn in swei Dreiecken auf der nimlichen Kugel
swei Seiten gegenseilig gleich, aber die von ilmen eingeschlossenen
Winkel ungleich sind, so steht dem grissern Winkel auch die grissere
Seite gegeniiber, und umgekehri: wenn die dritien Seiten ungleich
sind, so steht der grossern Seite auch der grossere Winkel ge-
geniiber, ; : /

Der Beweis ist dem in §13 und § 14 vollkommen ihnlich.

§ 229. Wenn in zwei Dreiecken_auf derselben oder auf
gleichen Kugeln die Winkel gegenseitig gleich sind, so sind auch
ihre Seiten gegenseitiq gleich.

Die gegchenen Dreiecke seien A und B, ihre Polardreiecke P und
Q. Da nun letztere gegenseitig gleiche Seiten haben miissen (§ 223), so
haben sie auch gleiche Winkel (§ 225,3), woraus wiederum folgt, dass
ihre Polardreiecke A und B gleiche Seiten haben.

§ 230. Die Summe der Winkel eines Kugeldreiecks isi
immer kleiner als sechs, und grisser als mwei rechte Winkel.

Da jeder einzelne Winkel eines Kugeldreiecks kleiner als 2R s,
so muss die Summe aller drei Winkel kleiner als 6R sein. Da ferner das
Mass jedes Winkels eines Kugeldreiecks gleich ist dem halben Kreisum-
fange, weniger der gegeniiber liegenden Seite des Polardreiecks (§223),
s0 hat die Summe der drei Winkel zum Masse drei hatbe Umfinge, weniger
der Summe der Seiten des Polardreiecks. Diese letztere ist aber kleiner
als ein ganzer Umfang (§ 217, 2), also muss die genannte Differenz grosser
als ein halber Umfang, d. h. grosser als 2R sein.
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Zusdtze. 1) die Summe der Winkel ist nicht in allen Kugel-
dreiecken die nimliche, sondern wechselt von 2R bis 6R, ohne dicse
Grinzen zu erreichen, 2) Ein Kugeldreieck kann 1 Dis 3 rechie oder
stumpfe Winkel haben. Wenn (Fig. § 226) das A\ ABC zwei rechte Winkel
B und C hat, d. h. zweirechbtwinklig ist, so ist die Spitze A der Pol der
Grundlinie BC, und die Seiten AB und ACG sind Quadranten (§219). Wenn
auch A ein rechter 2 ist, so ist A\ ABC dreirechtwinklig, und alle seine
Seiten sind Quadranten. 3) Es wird hier stets vorausgeselzi, dass jede
Seite eines Kugeldreiecks kleiner ist, als der halbe Umfang, woraus folgt,
dass jeder Winkel kleiner ist als 2R. Wemn niamlich (Fig. § 231) die Seiten
BC und BA kleiner sind, als halbe Umfénge, so schneiden sich die Ver-
lingerungen dieser Seiten in E, und weil 2C BCA + ACE = 2R, so ist
2 BCA << 2R. Es giebt indessen Kugeldreiecke, deren Seiten grosser
als halbe Umfinge, und deren Winkel grosser als 2R sind.  Zieht man /\
ABC von der Oberfliche der Halbkugel ab, so ist der Rest ein neues Dreieck
ABC, dessen Seiten BC, AC, BDEA sind. Hier ist BDEA grésser als der
halbe Umfang, und der Winkel bei C um ACE grosser als 2R. Kennt man
die Winkel und Seiten des /\ ABC, so sind auch die Winkel und Seiten
des andern /\ ABC, welches von der Halbkugel iibrig bleibt, bekannt, und
daher konnen solche Dreiecke, deren Seiten und Winkel grdsser —als 2R
sind, von der Betrachtung ausgeschlossen werden.

§ 231, Ein Zweieck ABDCA verhdit sich zur ganzen Ku-
gelfliche, wie sein Winkel BAC zu vier Hechien,  oder wie der
diesen Winkel messende Bogen BC. (§ 221) zum Umfange.

Verhilt sich BC zum Umfange BCEFB, z. B. wie A
5 zu 21, so theile man den Umfang in 21 gleiche Theile,
von welchen fiinf auf BC gehen, und ziche dureh A und
alle Theilungspunkte Quadranten; alsdann entstehen auf gl
der obern Halbkugel 21 Dreiecke, welche wegen Gleich-
heit ihrer Seiten congruent sind. - Da nun die ganze Ku-
gelfliche 42, und das Zweieck 10 solcher Dreiecke ent-
hilt, so verhilt sich das Zweieck zur Kugelfliche, wie
10 zu 42, oder wie 5 zu 21, d. h. wie BC zum Umfange.  'Wenn BO mit
dem Umfange incommensurabel ist, so lissl sich, wie in mehren #hnlichen
Fillen geschah, beweisen, dass das Verhillniss des Zweiecis zur Kugel-
fliche weder kleiner, noch grisser sein kann, als das des Bogens BC zum
ganzen Umfange. : -

=

§ 232, Zusdize.. 1) Zweiecke auf derselben oder auf gleichen
Kugeln verhalten sich wie: ihre ‘Winkel, 1 2) Wenn: die Bogen AB, AC, BC
Quadranten ' sind, so bilden /sie" ein dreirechiwinkliges: /\ ABC, 'und dieses
ist in der ganzen [ugelfliche 8 Mal enthalien. Wird also die Fliche eines
dieser 'Dreiecke zur Einheil angenommen, so ldsst sich die ganze
Kugelfiiche durch die Zahl 8 ausdriicken. : Ferner, wenn der
rechte 'Winkel die Einheit des: Winkels eines Zweiecks ist, so_kann die
Fliche des Zweiecks, dessen Winkel A ist, durch 2A ausge-
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driickt werden, weil 2A : 8 = A : 4. 3) Der Kugelkeil ABDCA
verhill sich zur ganzen Kugel, wie der 2 A zu vier Rechten. Denn, sind
zwei Zweiecke congruent, so sind es auch die zugehdrigen Kugelkeile,
folglich verhalten sich diese, wie die ersteren.

§ 233. Symmeltrische Kugeldreiecke sind inhaltsgleich.
Wenn also AB = abh, AC = a¢, BC = be, so ist /\ ABC = abe.

Es sei P der Pol des kleinen Kreises

durch die Punkte A, B, C. Aus diesen Punkten

. und durch P ziehe man die Bogen grosster

" Kreise AP, BP, CP, mache >¢ acp = ACP, cp

= CP, und ziehe ap und bp, so sind die gleich-

schenkligen Dreiecke ACP und acp congruent

(§225,1). Da 2 ACB = ach, 2L ACP =

acp, so ist auch 2 BCP = bep, und weil aus-

! serdem CP == cp, BC = bec, so sind die gleich-

schenkligen 'Dreiecke BCP. und bep ebenfalls congruent. Ebenso sind die

gleichschenkligen Dreiecke ABP und abp wegen Gleichheit aller Seiten con-

gruent; folglich ist ACP + BCP — ABP, d. h. /\ ABC gleich acp - bep

—- abp = /\ abc. Wenn die Pole P und p innerbalb der Dreiecke ABC

und abe liegen, so miisste man durch Addition der Dreiecke ACP, BCP,
ABP das /\ ABC zusammenselzen u. s. w.

§ 234. (Fig. §231). Werden mwei Zweizcke ABDFA und
ACDEA, welche durch zwei grisste Kreise gebildet werden, durch
einen dritten grissten Kreis, BCEF in vier Dreiecke getheilt, so
ist die Summe vor swei im Scheitel zusummensiossenden Dreiecken,
ABF urd ACE, einem der Zweiecke ACDEA gleich, dessen Winkel
CAE ist. '

Da sich die grossten Kreise halbiren, so ist Bogen BAE = AED,
also BA = ED und ebenso AF = CD, BF = CE, folglich haben die
Dreiecke ABF und CDE einerlei- Seiten, und sind als symmetrische Dreiecke
inhaltsgleich (§ 233).  Es ist daher /\ ABF - ACE == ACDEA.

" Zusats.  Die beiden Kugelpyramiden GABF und GACE zusammen
sind dem Kugelkeil GACDEA gleich.

: § 235. Die Fliche eimes Kugeldreiecks ABC. hat zum
Masse den Uberschuss seiner drei Winkel iiber zwei Rechie.

Verlingert man die Seiten des /\ ABC, bis sie
den ‘ausserhalb -desselben beliebig gezogenen gréssten Kreis
DEFGHK treffen, so ist-/\ ADE - /\ AGH gleich dem
Zweiecke, dessen’ Winkel A, und dessen Mass' 2A st
(§234, § 232,2)'s0 dass also /\ ADE - /N AGH =
2A .ist.' 'Ebensoist BGF - BDK =="2B, und CHK +
CEF = 2C..'Weil nun die Summe dieser sechs Dreiecke
die Halbkugel, ‘welche ‘durch die” Zahl ‘4 ausgedriickt wird
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(§232,2), um 2 X /\ ABC iibertrifft, so ist 2. ABC = 2A 4 2B 4
20 — 4, folglich ABC == A 4B 4+ C — 2. :

§ 236. Zusditze, 1) So viel rechte Winkel in A + B4+ C—=2
enthelten sind, so viel dreirechtwinklige Dreiecke, oder Achtel der Kugel-
fliche enthalt das A\ ABC. Ist z. B. jeder Winkel = #,R, so ist die
Summe der drei Winkel = 4R, also das Dreieck gleich 2 dreirechtwink-
ligen Dreiecken, oder einem Viertel der Kugelfliche. 2) Das Kugeldreieck
ABC ist einem Zweiecke gleich, dessen Winkel ', (A 4+ B 4 €) —- 1
ist. Eben so ist die Kugelpyramide mit der Grundfliche ABC gleich, einem
Kugelkeile mit dem Winkel ', (A 4~ B 4- €) — 1. 3) Da aus der Con-
gruenz zweier Kugeldreiecke auf derselben oder auf gleichen Kugeln die
Congruenz der zugehorigen Kugelpyramiden, so wie der Kérperwinkel an
deren Spitzen folgt, und da sich jedes Kugelvieleck in lauter Dreiecke
zerlegen lasst, so verhalien sich zwei Kugelpyramiden oder zwei Korper-
winkel, wie ihre zugehirigen Grundfichen. 'Um' also zwei Korperwinkel
mit einander zu vergleichen, lege man ihre Spitzen in die Mittelpunkte
zweier gleichen Kugeln, da sich alsdann diese Kérperwinkel verhalten, wie
die Kugelvielecke zwischen ihren Seiten. 4) Der Korperwinkel an der
Spitze der dreirechtwinkligen Pyramide wird von drei auf einander senk-
rechten Ebenen gebildet, und kann ein rechier Korperwinkel heissen
und als Mass fiir andere Korperwinkel dienen. Auf diese Weise giebt die
ndamliche Zahl, welche die Fliche eines Kugelvielecks ausdriickt, das Mass
des zugehorigen Korperwinkels an. Ist z. B. die Fliche eines Vielecks ¥,
d. h. ist die Fliche %, vom dreirechiwinkligen Dreieck, so ist auch der
zugehorige Korperwiukel 2/, vom rechten Korperwinkel.

§ 237."" Die" Flache eines Kugelvielecks ha{ zum Masse
die Sumine seiner Winkel, weniger so viel Mal zwei Rechten, als
es Seiten hat weniger zwed. :

Zieht -man aus einer Ecke des Vielecks nach allen @brigen Ecken
Diagonalen, so' wird das Vieleck in so viele Dreiecke getheilt, als’ es Seiten
hat, weniger zwei (§ 26), Jedes Dreieck hat zum Masse die Summe seiner
Winkel, weniger zwei Rechie (§235), und weil die Summe aller Winkel
der Dreiecke gleich ist der Summe der Winkel des Vielecks, so ist die
Fliche des Vielecks gleich der Summe seiner Winkel, weniger so viel Mal
zwei Rechten, als. es Seilen. hat, weniger zwei.  Die Fliche eines necks,
dessen. Winkelsumme. s bedeutet, ist gleich s — 2 (n —2) = s — 2n + 4.

§ 238, An jedem' Polyeder ist die' Anzahl der Kanten .
(K) um zwei cermehrt, der Anzahl der Seitenfiéichen (F) und der
Ecken (E) susammen genommen _gleich, also # + E —= K + 2. .

Aus einem beliebigen Punkie innerhalb ‘des Polyedeérs  ziehé ' man

nach allen’ Ecken ‘desselben gerade Linien; und ‘denke sich' aus dem mgim-
lichen  Punkte eine  Kugelfliche beschrieben, ‘welche von allen Linien ge-
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schnitten wird. Legt man nun durch alle diese Durchschrittspunkie Bogen
grosster Kreise, so entstehen auf der Kugelfliche Vielecke, welche den
Seitenflichen des Polyeders in gleicher Anzahl enisprechen. In einem neck,
dessen Winkelsumme s betrigt, ist die Flache gleich s — 2n 4 4 (§237);
folglich ist die Summe aller Vielecke, welche zugleich die Kugelfliche aus-
macht, und daher 8 betrdigt (§232), gleich der Summe aller Winkel der
Vielecke, weniger 2 Mal der Anzahl ibrer Seiten, und plus 4 Mal der An-
zahl der Flichen. Weil aber alle Winkel um einen Punkt herum 4 Rechte
betragen, so ist die Summe aller Winkel der Vielecke so viel Mal 4 Rechte,
als das Polyeder Ecken hal, also gleich 4E. Weil ferner jeder Bogen
eines grossien Kreises zu zwei an einander stossenden Vielecken gehort,
und einer Kante entspricht, so ist: das Zweifache der Anzahl der Vieleck-
seiten gleich dem Vierfachen der Anzahl der Kauten, also gleich 4K. Man
hat demnach 4E — 4K - 4F = 8, folglich F 4~ E = K + 2.

Zusals. Die Summe aller Kantenwinkel eines Poly-
eders ist gleich so viel Mal 4 Rechten, als die um 2 ver-
minderte Eckenzahl Einheiten hat. Denn ein neck hat 2n — 4
rechte Winkel (§ 26), und weil das Zweifache der Anzabl der Vieleck-
seiten = 4K, ferner die Zahl 4, so oft genommen als Seitenflichen da
sind, gleich. 4F ist, so ist die Summe aller Kantenwinkel == 4K — 4F.
Da aber F + E = K + 2, also K — F = E — 2, folglich 4K — 4F
= 4 (E — 2) ist, so betriigt die Summe aller Kantenwinkel 4 (E — 2)

IV. Von den runden Forpern.

§ 239. Erklirurgen. 1) Die runden Korper; mit welchen sich
die Elementargeometrie beschiftigt, sind der Cylinder, der Kegel und die
; ‘ Kugel. ' 2) Der durch Umdrehung eines Rechtecks ABCD
4 “um eine seiner Seiten AB als um eine feste Axe ent-
L b stehende Korper heisst Cylinder. Die der Seite AB ge-
E S geniiber liegende Seite CD beschreibt die Cylinderfliche,

und die beiden andern Seiten AD wund BC, welche bei der
W Erzeugung des Cylinders immer senkrecht auf AB bleiben,
L beschreiben  zwei  gleiche, einander parallele Kreise DHP
= und CGQ, welche Grundflichen des Cylinders genannt
6 werden, Die unbewegliche Linie AB heisst die Axe des

& Cylinders und steht auf den Grundfléchen senkrecht. Die
senkrechte Entfernung beider Grundflichen von. einander wird die Hohe
des Cylinders genannt. Jeder auf der Axe AB senkrechte Cylinderschnitt
MLR ist ein den Grundflichen gleicher und paralleler Kreis, da in dem
Rechteck: ADMK die' Seite KM == AD ist, und sowol DHP als MLR auf AB
senkrecht steht. Jeder Schmitt GHRQ, in welehem die Axe AB liegt, ist
ein Rechleck, welches doppelt so gross ist, als das den Cylinder heschrei-
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bende Rechteck ABCD. 3) Der durch Umdrehung eines
rechtwinkligen Dreiecks SAB um eine seiner Katheten
SA entstehende Korper heisst Kegel. Die andere Ka-
thete AB beschreibt einen Kreis, welcher die Grund-
fliche des Kegels heisst, und die Hypotenuse SB be-
schreibt die Kegelfliche. Der Punki S heisst die
Spitze, die Kathete SA die Axe oder Hohe, und
SB die Seite des Kegels. Jeder auf der Axe senk-
rechte Kegelschnitt HKL ist ein der Grundfliche pa-
ralleler Kreis, und jeder Schnitt SDE, in welchem die
Axe liegt, ist ein gleichschenkliges Dreieck, welches
doppelt so gross ist, als das den Kegel beschreibende reChtwinklige Dreieck
SAB. Schneidet man von dem Kegel SCDB durch einen mit der Grund-
fliche parallelen Schnitt den Kegel SFKH ab, so heisst der iibrig' bleibende
Korper ein Kegel-Stumpf. Dieser kann so entstanden gedacht werden,
dass sich ein Trapez GABH, dessen Winkel A und G rechte sind, um die
Seite  AG dreht. Die Linie AG heisst die Axe oder Hohe, und BH die
Seite des Stumpfes, sowie die Kreise BDC und HKF seine Grundflichen
genannt werden. 4) Zwei Cylinder oder Kegel heissen dhnlich, wenn
sich ihre Axen so wie die Durchmesser ihrer Grundflichen verhalten, 5) Wenn
man in die Grundfliche eines Cylinders ein Vieleck einschreibt; und auf
diesem als Grundfliche ein senkrechtes Prisma von der Hohe des Cylinders
errichlet, so heisst das Prisma in den Cylinder eingeschrieben, oder
der Cylinder um das Prisma beschrieben. Errichtet man dagegen
auf einem, um die Grundfliche des Cylinders beschriebenen Vielecke ein
senkrechtes Prisma von der Hohe des Cylinders, so heisst das Prisma um
den Cylinder beschrieben, und dieser in das Prisma einge-
schrieben. 6) Unter einer convexen Fliche versteht man eine solche,
welche von einer geraden Linie in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten
werden kann, obgleich eine gerade Linie in gewissen Fillen, z. B. beim
Cylinder und Kegel, ganz in die convexe Flichen fallen kann. Zu den
convexen Flichen gehoren sowol krumme, als aus mehren Ebenen zusam-
mengesetzte Flichen, desgleichen Flichen, die aus diesen beiden Arten be-
stehen.

§ 240. Eine Fliche ist kleiner als jede sie umschliessende
Fliche swischen denselben Grinzen. :

Es sei ersilich die umschlossene Fliche ABCD eine Ebene. Eine
Fliche ist offenbar kleiner als eine andere, wenn ihre Abmessungen in allen
Richtungen kleiner sind, als die entsprechenden Abmessungen
der andern Fliche. In welcher Richtung man nun auch mit ei-
ner Ebene die Ebene ABCD und die umschliessende Fliche
PABCD schneiden mag, immer wird die Durchschnitislinie
BD in der erstern kiirzer sein als die Durchschnittslinie
BPD in der andern, woraus folgt, dass ABCD << PABCD
ist. Zweitens sei die umschlossene Fliche eine convexe




32

Fliche OABCD. Wire nun OABCD nicht kleiner, als alle andern sie um-
schliessenden Flichen, so sei unter den letztern PABCD die kleinste, welche
also mindestens der Fliche OABCD gleich sein muss. Durch einen belie-
bigen Punkt O lege man eine Ebene, welche die Fliche, OABCD beriihrt,
ohne sie zu schneiden; diese Ebene wird einen Theil von der Fliche PABCD

abschneiden, welcher nach dem Vorhergehenden grisser ist, als die Fbene

zwischen denselben Griinzen. Behilt man also den Rest der Fliche PABCD
bei, so kann man die Ebene an die Stelle der abgeschnittenen Fliche setzen,
wodurch eine mneue Fliche entsteht, die ebenfalls noch die Fliche OABCD
umgiebt, obgleich sie << PABCD ist. A Die Annahme, dass PABCD unter
allen Flichen die kleinste sei, ist also nicht moglich, und daher ist die
krumme Fliche OABCD kleiner als jede andere sie umgebende Fliche zwi-
schen denselben Grénzen. :

‘ § 241. Der korperliche Inhalt eines Cylinders ist gleich
- dem Produkte seiner Grundfliche in seine Hohe.

B Wenn der Radius der Grundfliche des gegebenen

™., Cylinders CA ist, und H seine Hghe vorstellt, so ist der

™, Cylinder = Kreisfl. CA X H. Denn, wire Kreisfl. CA

y > H nicht das Mass des gegebenen Cylinders, sondern

¢ i eines grossern, z. B. eines Cylinders, dessen Hohe H,

/ und von dessen Grundfliche CB der Radius ist, so be-

" schreibe man um den Kreis CA ein regelm. Vieleck, des-

e sen Seiten den Kreis CB nicht erreichen (§ 149), und

stelle sich ein senkrechtes Prisma vor, welches dieses

Vieleck zur Grundfliche und H zur Hohe hat. Das Prisma

hat zum Masse das Produkt aus dem umgeschriebenen

Vieleck in die Hohe H (§203,4), das Vieleck aber ist

grosser als die Kreisfl. CA; folglich ist das Prisma gris-

ser, als Kreisfl. CA X H. Da nun nach der Annahme

Kreisfl. CA X H das Mass eines Cylinders ist, dessen

Hohe H und dessen Grundfliche die Kreisfl. CB ist, so miisste das Prisma

grosser sein, als dieser Cylinder. Das Prisma ist aber im Gegentheil kleiner,

als der Cylinder, weil dieser es umgiebt; also ist es unmoglich, dass das

Produkt der Grundfliche eines Cylinders in seine Hohe das Mass eines

grossern Cylinders sei. Wire zweitens Kreisfl. CA > H das Mass eines

kleinern Cylinders, dessen Hohe H, und von dessen Grundfliche CD der

Radius ist, so ist das, auf dieselbe Weise wie im ersten Falle, iiber dem

um den Kreis CD beschriebenen Vieleck, construirte Prisma von der Hohe

H, kleiner als Kreisfl. CA. X H, also auch kleiner als der von demselben

umgebene Cylinder; da aber gerade das Gegentheil stattfindet, so ist es

unmdéglich, dass das Produkt der Grundfliche eines Cylinders in seine Hohe

das Mass eines kleinern Cylinders sei. Folglich ist der Inhalt eines Cy-
linders gleich dem Produkte aus seiner Grundfliche und Héhe.

§ 242, Zusdize. 1) Wenn H die Hohe, und R den Radius der

Grundfliiche eines Cylinders vorstellt, so ist die Grundfl. — nR2 (§ 1549),

also der Cylinder = aR2H. 2) Cylinder von der niimlichen Hohe verhalten

_—
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sich wie ihre Grundflichen, und von der niémlichen Grundfliche, wie ihre
Hohen. 3) Aehnliche Cylinder C und ¢ verhalten sich, wie die Cuben ihrer
Hohen H und h, oder der Radien R mnd r ihrer Grundflichen. Denn es
ist C : ¢ = nR2H : wv2h = R2H : r2h, und weil (§239,4) H: h =
R:r, alsoauch H2 : h2 = R2: 12, soist C: ¢ = H®: h® = R®: r

§ 243. Die convexe Seitenfliche eines senkrechteu Pris-
mas ist gleich dem Produkte aus dem Umfange der Grundfliiche
in die Hohe des Prismas.

Die Hohen aller einzelnen Seitenflichen oder Rechiecke sind der
Hohe des Prismas gleich, und ihre Grundlinien zusammen genommen bilden
den Umfang seiner Grundfliche, woraus die Richtigkeit des Lehrsalzes chne
Weiteres sich ergiebt.

§ 244. Die krumme Oberfliche eines Cylinders ist grisser,
als die convexe Seitenfliiche eines eingeschriebenen, aber kleiner,
als die eines umschriebenen Prismas.

Die in Rede stehenden Flichen des Cylinders und des eingeschrie-
benen Prismas haben einerlei Linge, welche der Héhe des Cylinders gleich
ist. Schneidet man nun, um die Breite der Flichen zu finden, dieselben
mit einer der Grundfliche parallelen Ebene, so ist die eine Durchschnitis-
linie der Peripherie der Grundfliche des Cylinders, dic andere dem Umfange
der Grundfiiche des- Prismas gleich; da nun dieser Umfang kleiner ist als
der Kreisumfang, also die Breite der Cylinderfliche, bei gleicher Linge,
grosser ist als die Breite der prismatischen Fléche, so ist die erste Fliche
grosser als die zweite. Auf dhnliche Weise wird bewiesen, dass die Cy-
linderfliche kleiner ist als die Seitenfliiche eines umschriebenen Prismas.

§ 245. (Fig.§241). Die krumme Oberfliche eines Cylin-
ders ist gleich der Peripherie seiner Grundfliche, mulliplicirt mit
seiner Hohe.

Wenn CA der Radius der Grundfliche des gegebenen Cylinders
ist, und H seine Hohe vorstellt, so. ist die Cylinderfliche = Per. CA X H.
Denn, wire Per. CA X H die krumme Oberfliche eines grossern Cy-
linders, z. B. eines solchen, dessen Hohe H, und von dessen Grundfliche
der Radius CB ist, so stelle man sich ein senkrechtes Prisma vor, welches
zur Hohe H und zur Grundfliche das regelmiissige Vieleck hat, welches um
den Kreis CA so beschrieben worden, dass seine Seiten die Peripherie CB
nicht erreichen (§ 149). Die convexe Seitenfliche dieses Prismas ist gleich
dem Umfange jenes Vielecks, multiplicirt mit H (§ 243), also grosser als
Per. CA X H (indem der Umfang des Vielecks grosser ist als Per. CA),
folglich auch grosser "als die krumme Oberftiche des Cylinders von der
Grundfliche CB und der Hohe H. Aber, wire selbst das Prisma in diesen
Cylinder eingeschrieben, so wiirde seine convexe Seitenflache dennoch kleiner
sein als die Cylinderfliche (§ 244), also ist sic um so mehr kleiner, wenn
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das Prisma nicht einmal den Cylinder erreicht; folglich kann Per, CA X H
nicht das Mass der krummen Oberfliche eines grossern Cylinders, als des
gegebenen sein. Da sich nun auf édhnliche Weise zeigen lisst (§ 244), dass

Per. CA X H auch nicht di¢ krumme Oberfliche eines kleinern Cylinders aus-

driicken kann, so muss es das Mass der krummen Oberfliche des gegebe-
nen Cylinders sein.

Zusols. Wenn H die Hohe, und R den Radius der Grundfliche
cines Cylinders vorstellt, so ist die Peripherie der Grundfliche =— 2R=
(§ 153), also die Cylinderfliche = 2R~H.

§ 246, (Fig.§24). Der kirperliche Inhalt eines Kegels
ist gleich dem dritten Theil des Produkts aus seiner Grundfliche
in seine Hohe. ;

Es sei CA der Radius der Grundfliche des gegebenen Kegels, und
H bedeute dessen Hohe; so ist der Kegel = 1, Kreisfl. CA X H. Denn,
kiime dieses Produki einem grossern Kegel zu, dessen Hohe H ist, und
dessen Grundfliiche CB zum Radius hat, so beschreibe man um den Kreis
CA ein regelm. Vieleck, welches die Peripherie CB nicht erreicht (§149),
und stelle sich eine Pyramide vor, welche jenes Vieleck zur Grundfliche
hat, und deren Spilze in der des gegebenen Kegels liegt. Die Pyramide
ist gleich dem dritten Theil des Produkts aus der Hohe H in den Flichen-
inhalt des Vielecks (§ 208, 2), also grosser als s Kreisfl. CA X H, folg-
lich auch grusser als der Kegel, dessen Hohe H, und von dessen Grund-
fliiche CB der Radius ist. Im Gegentheil aber ist die Pyramide kleiner,
als der Kegel, weil sie innerhalb desselben liegt; also kann Y5 Kreisfl. CA
X H keinem Kegel zukommen, der grosser als der gegebene Kegel ist.
Eben so wie in den frithern Sitzen beweist man, dass Yy Kreisfl. CA X H
nicht das Mass eines kleinern Kegels sein konne; folglich ist es das Mass
des gegebenen Kegels. :

§ 247. Zusdtze. 1) Bedeutet H die Hohe eines Kegels, und Rt
den Radius seiner Grundfliiche, so ist letziere gleich 7R®, also der Kegel
gleich 1, 7R?H. 2) Ein Kegel ist der dritte Theil eines Cylinders von der
nimlichen Grundfliche und Hohe. 3) Kegel von gleichen Hohen verhalten
sich, wie ihre Grundfliichen, und von gleichen Grundfliichen, wie ihre Hohen.
4) Aus §242,3 folgt, dass sihnliche ‘Kegel sich verhalten, wie die Cuben
ihrer Hohen oder der Radien ihrer Grundflichen.

b § 248. Der kirperliche Inhalt eines Ke-
gel-Stumpfes ABCD, dessen Grundflichen R und r
su Radien haben, und dessen Hohe GK = h isi,

ist gleich smh (R + Rr + 2.}
- Denkt man sich den Stumpf zu einem ganzen Ke-
1T  gel vollendet, und bezeichnet mit x die Hohe SG des hin-
\\‘ zugekommenen Kegels, also mit h - X die Hohe SK des
~750 ganzen Kegels, so ist (§ 247, 1) der ganze Kegel —
’ ,mR(h + x), der obere kleinere Kegel = 1/,ar2x, also
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der Stumpf = Y,7R%h 4+ x) — Vymrix = Y;a[R%h 4 (R® — r?)x].
. rh
Weil aber B : r = h 4+ x : x, also x = R , so ist der Stumpf =
—_r

]/'Jﬂ[ﬁzh + (R? — 1'2)R~—i—]1—~;] =1,mh(R* + Rr + r2).

§ 249. (Fig.§241). Die krumme Oberfliche eines Kegels
ist gleich dem halben Produkte aus der Peripherie seiner Grund-
fliiche in seine Seile. :

- Wenn der Radius der Grundflicke des gegebenen Kegels CA ist,
und S seine Seite vorstellt, so ist seine krumme Oberfl. = !, Per. CA X
§. Wire némlich dieser Ausdruck die krumme Oberfliche eines grdssern
Kegels, dessen Spitze in der des gegebenen Kegels liegt, und von dessen
Grundfliche der Radius CB ist, so denke man sich iiber dem, um den Kreis
CA nach § 149 beschriebenen regelm. Vieleck eine Pyramide construirt,
deren Spitze mit der des Kegels zusammenfillt. Das Hohenperpendikel in
allen Dreiecken, welche die Seitenflichen der Pyramide sind, trifft den Um-
fang ihrer Grundfliche in den Berithrungspunkten wit dem Kreise CA, und
ist daher gleich S, so dass also die convexe Seitenfliche der Pyramide
gleich ist dem Umfange des um den Kreis CA beschrichenen Vielecks, mul-
tiplicirt mit '/, S, folglich grosser ist als ! Per. CA X S, d. h. grisser,
als die krumme Oberfl. des Kegels, welcher dieselbe Spitze wie die Pyra-
mide, und zum Radius seiner Grundfliche CB hat. Es ist aber im Gegen-
theil die krumme Oberfliche des Kegels grisser, als die convexe Seiten-
fliche der Pyramide; denn legt man die Pyramide in der Grundfliche mit
einer congruenten Pyramide zusammen, und ebenso den Kegel mit einem
congruenten Kegel, so umgiebt die Oberfliche der beiden Kegel von allen
Seiten diec Oberfliche der heiden Pyramiden, woraus folgt, dass die krumme
Oberfl. des Kegels grosser ist, als die convexe Seitenfliche der innerhalb
des Kegels liegenden Pyramide. Folglich ist die Annahme, dass Y, Per.
CA X S der krummen Oberfl. ecines grossern Kegels als des. gegebenen
zukomme, nicht statthaft, und weil eben so gezeigt werden kann, dass
i/, Per. CA X S auch nicht die krumme Oberfl. eines kleinern Kegels sein
kionne, so muss ' Per. CA X S die krumme Oberfl. des gcgebenen Ke-
gels ausdriicken.

Zusatz. Bedeutet S die Seite eines Kegels, und R den Radius
seiner Gruudfliche, so ist die Kegelfliche = nRS.

§ 250. (Fig. § 248). Die krumme Oberflidche eines Ke-
gel-Stumpfes ist gleich dem halben Produkte aus der Summe der
Peripherien seiner beiden Grundfldchen in_seine Seite.

Denkt man sich den Stumpf ABCD zu einem ganzen Kegel ergénzt,
und bezeichnet die Seite AS des kleinen Kegels mit x, die Seite AD des

Stumpfs mit s, also die Seite DS des ganzen Kegels mit s + x, ferner
dic Radien der Grundflichen mit R und r, soist (§ 249) die krumme Oberfl.

i
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des ganzen Kegels = n(s + x)R, die krumme Oberfi. des kleinen Kegels
— nxr, also die krumme Oberfl. des Stumpfes = n(s + )R — zmxr =
A[Rs + (R — r)x|. Daaber R:y ==s 4 x: x, also x =& = , S0

—r
R—r1)rs
ist die krumme Oberfl. des Stumpls = n[Rs -+ —(— n ? -]: (R 4 r)ms,

in welchem Ausdruck (R - 1)z oder Rz 4 rz die halbe Summe der Pe-
ripherien beider Grundflichen bezeichnet, indem die Perigherien gleich 2Rz
und 2rz sind (§ 153).

§ 251. Zusditze. 1) Legt man durch die Mitte E der Seite AD
parallel mit den Grundflichen cine Ebene, so isl (§103,Z.) der Radius des
dadurch entstehenden Kreises EH == ,(R + r), also seine Peripherie
2% y(R4-1)m = (R +4r)n. Der vorhin gefundene Ausdruck (R 4r)Ts
zeigt also, dass die krumme Oberfliche eines Keg el-Stumpfes
gleich ist dem Produkte seiner Seile in die Peripherie eines
mitten zwischen den Grundflichen und parallel mit denselben
gelegten Schnittes. 2) Wenn eine Linic AD, die ganz an der ndm-
lichen Seite der Linie GK und mit dieser in derselben Ehene liegt, eine
Umdrehung um GK macht, so hat die von AD beschriebene krumme Fliche
sum Masse 'y(Per. DK - Per. AG) X AD oder Per. EH X AD, wo die
Linien DK, AG, EH die aus den Endpunkten und aus der Mitte der Linie
AD auf die Axe GK gefillten Perpendikel sind. Dieses Mass findet auch
dann statt, wenn der Punkt A in S liegt, oder wenn AD | GK ist. Im
orsten Falle wire AG gleich Null und AD wiirde einen ganzen Kegel be-
schreiben, im andern Falle wire AG gleich DK, so dass also AD einen Cy-
linder beschreibt. 3

§ 252, Ist abed ein Theil des Umfangs
cines regelm. Vielecks, af der Durchmesser des
umschricbenen Kreises, bn und dk semkrecht auf
af, o der Mittelpunkt, und oq der Radius des ein-
geschriebenen Kreises, und dreht sich abed wm af,
wie um eine feste Axe, so hat die von abed be-
schriebene Fliche zum Masse ak X Per. oq.

Zieht man qm und cl | af, so hat die von be
beschriebene Fliche zum Masse be 3 Per. qm (§ 251, 2),
und zieht man br | cl, so ist /\ ber oo oqm (§ 102),
also be : br = oq : qm = Per. oq. : Per. qm, und
t weil br=nl, so hat man bc X Per. qm = nl XPer. oq.
Da man eben so beweisen kann, dass die von ab beschriebene Fliche =
an X Per. oq, und die von cd beschriebene Fliche = lk X Per. oq ist,
so ist die von abed beschriebene Fliche —(an - nl + lk)X Per. oq,
d. h. gleich dem Produkte ihrer Hohe in die Peripherie des eingeschriebe-
nen Kreises.
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Zusats. st die Seitenzabl des Vielecks gerade, und geht die Axe
af durch zwei gegeniiberliegende Scheitel, so ist die von dem halben Vieleck
acf beschriebene Fliche gleich dem Produkte der Axe af in die Peripherie
des eingeschriebenen-Kreises. ‘ -

§253-1F’9 .§252). Die Kugelfliiche ist gleich dem Pro-
dukte des Durchmessers in die Peripherie- eines grissten Kreises.

Wiire nimlich pg X Per. op nicht das Muss der Kugelfliche vom
Radius op, sondern der Kugelfliche vom Radius ot, so beschreibe man um
den Kreis op ein regelm. Vieleck abc... von einer geraden Seitenzahl,
welehes die Peripherie ot micht erreicht. Wenn nun a und f zwei gegen-
ither liegende Scheitel dieses Vielecks sind, und sich abc... um st dreht,
so ist die vom Vieleck beschriebene Fliche == af X Per. op, und weil af
> pg, so wire af X Per. op > pg X Per. op, folglich grosser als die
Kugelfliche vom Radius ot. Da aber im Gegentheil die Kugelfliche grosser
ist, als die vom Vieleck beschriebene Fliche, weil sie diese von allen Seiten
umgiebt, so kamn das Produkt des Durchmessers einer Kugel in die Per.
eines grossten Kreises nicht das Mass der Oberfliche einer gréossern
Kugel sein. Wire ferner st X Per. ot gleich der Kugelfliche vom Radius
op, und construirt man wie vorhin, so ist die vom Vieleck beschriebene
Fliche, oder af X Per. op << st X Per. ot, also kleiner als die Kugel-
fliche vom Radius op. Weil aber gerade das Gegentheil stattfindet, so kann
das Produkt des Durchmessers einer Kugel in die Peripherie ihres grossten
Kreises auch nicht die Oberfliche einer kleinern Kugel messen, und muss
daher der Oberfl. der gegebenen Kugel zukommen.

§ 254. Zusitze, 1) Ist der Radius eciner Kugel gleich R, also
der Durchmesser gleich 2R, s0 ist die Peripherie des grossten Kreises gleich
2R, folglich die Kugelfliche gleich 4R*®. Da R -den Inhalt des grossten
Kreises ausdriickt, so ist die Kugelflache vier Mal so gross, als
der grosste Kreis. 2) Bezeichnet man mit O und o die Oberflichen
zweier Kugeln, und ihre Radien mit R und r, so ist € ai== 4R21 .
4r2w = R2 : r2, d. h. die Oberflichen zweier Kugeln verhalten sich wie
die Quadrate ihrer Radien. 3) Bezeichnet K die Kugelfliche, D ihren Durch-
messer, P die Peripherie des grissten Kreises, Z ein Zweieck,- und B einen
Bogen, der seinen Winkel misst, so ist (§231) Z : K = B : P, und weil
K = DP, so ist Z == BD, d. h. ein Zweieck ist gleich dem Pro-
dukte des Bogens, welcher seinen Winkel misst, in den
Durchmesser der Kugel. 4) Wenn die drei Bogen grosster Kreise
A, B, C, die Winkel eines Kugeldreiecks messen, und P die Peripherie

eines grossten Kreises vom Durchmesser D bedeutet, so ist (§236,2) das-

; A B C
Drifeck einem Zweiecke gleich, dessen Winkel _tz_j'___ — V4P zum

A+4B4C
T gufhws 1/J’] D.
Im dreirechtwinkligen /\ ist die Summe der drei Seiten = 3, P (§230,Z.2),
also sein Inhalt = (%P — 4P)D = ';PD, d. h. gleich dem achien Theile

L
Masse hat, also hat das Dreieck zum Masse [

~

o ———
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der Kugelfliche. 5) Die Fliche eines Kugelvielecks, in welchem n die Zahl
der Seitenunds die “Summe der Winkel bedeutet, hat zum Masse s —2n--4
(§ 237). So viel rechie Winkel in diesem Ausdrucke enthalten sind, so
vielen dreirechtwinkligen Dreiecken ist das Vieleck gleich.

§_255.. Der Flicheninhalt einer Kugelzone ist gleich dem
Produkte ihrer Hohe in die Peripherie des grossten Kreises.

g Wenn ab ein beliebiger Bogen, grosser
w oder kleiner als der Quadrant, und bn | af
ist, so hat die durch Umdrehung von ab um af
beschriebene Zone mit einer Grundfliche zum
Masse an X Per. ac. Dean, hiitte diese Zone
cin kleineres Mass an X Per. me, so be-
schreibe man im Bogen ab einen Theil eines
regelm. Vielecks, welches die Per. mc nicht er-
reicht, und ziehe ch auf eine Seite des Vielecks
t senkrecht. Die durch Umdrehung des Vielecks

um af beschriebenc Fliche ist gleich an X Per.
ch (§252), also griosser als an X Per. me, und folglich grosser als die
von dem umschriebenen Bogen ab erzeugte Fliche. Da aber im Gegen-
theil diese letztere griosser ist, so kann jene Kugelzone kein kleineres Mass
als an X Per. ac haben. Gesetzt ferner, dass die vom Bogen mr be-
schriebene Zone grosser als mo < Per. mc sei. Die ganze Kugelfliche,
welche aus den beiden Zonen mr und rp besteht, hat zum Masse mp X
Per. me (§ 253), oder mo X Per. me 4 op X Per. me. Wiire also die
Zone mr > mo X Per. mc, so miisste dic Zone rp << op X Per. mc sein,

o

was aber dem vorhin Bewiesenen widerspricht. Also kann zweitens eine

Kugelzone nicht gréosser sein, als das Produkt aus ihrer Hohe in die Per.
des grossten Kreises, und muss daher diesem Produkte gleich sein.

(Fig, § 218.) Die vom Bogen AF beschricbene Zone mil zwei
Grundfichen ist der Unterschied der beiden Zonen AD und FD, welche
zum Masse haben CD X Per. CD und OD X Per. CD, also ist die Zone
AF = (CD — 0OD) X Per. CD = CO < Per. CD. Es ist also jede Ku-
gelzone, mit ciner oder zwei Grundfliichen, gleich dem Produkte ihrer
Hohe in die Per. des grissten Kreises.

Zusals. Zonen auf derselben Kugel verhalten sich wie ihre Ho-
hen, und cine Zone verhilt sich zur Kugelfliche, wie ihre Hohe zum Durch-
messer. . :

§ 256. Wenn sich ein Dreieck ABC und ecin Rechieck
BCEF von gleicher Hohe und gemeinschaftlicher &rundlinie BU um

“die’ Grundlinie drehen, so ist der durch die Umdrehung des Drei-

ecks: beschriebene Korper gleich dem dritten Theil des durch die
Umdrehung des Rechtecks entstandenen Cylinders.



Zieht man AD | BC, so ist der be-

schriebene Kegel ABD = 1, Cylinder AFBD, 2 Pt
und Kegel ADC = Y, Cylinder ADCE (§ 247, 2), /1
also 'y Cyl. AFBD 4 1, Cyl. ADCE = Ke- ' §D

gel ABD - Kegel ADC.

Zusats, Es ist Cylinder BCEF = w . AD2.BC (§242, 1), also
der vom /\ ABC beschriebene Korper = 1/, © . AD2. BC.

§ 257. Aufgabe. Den Inhalt des Korpers zu finden, wel-
cher durch die Umdrehung eines Dreiecks ABC wum eine gerade
Linie CD entsteht, welche mit dem Dreieck nur den Scheitelpunkt
C gemein hat.

1) Es seien die Seiten CA und CB ungleich, und AB
“sei nicht parallel mit CD, Man verlingere AB, bis sie die CD in
D trifft, ziehe AM | CD, BN | CD, BO || DC, CP | AB, und aus der
Mitte L von AB die LK | CD. Es ist (§256) der von /\ CAD beschrie-
bene Korper = !4 % .AM2.CD, und ebenso der von CBD beschriebene
Korper =", @ . BN2.CD, also der von' ABC beschriebene Korper == ', @
(AM2 — BN2)CD. Nun ist AM 4 BN = 2KL (§103.Z.) und AM —
BN = AO, also (AM -+ BN) (AM — BN) — AM2? — BN2 = 2KL. A0,
folglich der von ABC beschriebene Korper = %, .
KL-AO.CD. Ferner ist /\ ABO oo DCP, also
AO : CP. = AB : CD, oder AO,CD = CP. AB,
und weil CP.AB = 2. ABC, so ist auch AO.CD
= 2.ABC, also der von ABC beschrichene Kor-
per = %, % .ABC.KL.

%) Es sci CA = CB, und AB nicht ’
parallel mit CD, so findet man, wenn die vorige
Construction und der Beweis unverindert auf die
zweite Figuran gewendet werden, dass der von ABC
beschriebene Korper = %, . ABC.KL = 2,7 .
AB .KL.CL ist, indem ABC == 1,(AB.CL) ist. /;
Nun ist aber /\ ABO coCLK, also AB:BO (oder °©
MN)== CL : KL, oder AB.KL = MN. CL, folglich
ist der von ABC beschrichene Korper = 2/,7. P A B

MN. CL2.
3) Es sei AB | CD, so ist Cylinder / i

AMDB == 7. AM2. MD; Kegel ACM == Y, . AM2. ¢ # D
CM und Kegel BCD — ;7. AM2. CD. Nimmt man

von gler Summe der beiden ersten Korper den dritten weg, so ist der von
ABC beschriebene Kérper — s, AM2 (MD ~+ '3 CM — 1, CD) — 2, MD ,
AM2, indem Y3 CM — 1,CD — Y,(CM — CD) — — ,;MD ist.

§ 258. Zusats. (Fig. § 252). Es sei abedef der halbe Umfang
eines regelm. Vielecks, al der Durchmesser des umschriebenen, oq der Ra-
dius des eingeschriebenen Kreises, O der gemeinschafiliche Mittelpunkt,
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ferner bn | af, ¢ | af, dk [ af, eh | af. Dreht sich nun das halbe
Vieleck um af, so ist (§257,2) der vom /\ boc beschricbene Korper =

2/, . nl. oq?, der von cod beschriebene Korper = %, % .lk. 0q? und der
von doe beschriebene Korper = %, © .kh.oq? folglich der von dem Aus-

schnitte boe des Vielecks beschriebene Korper = %% . 0q2(nl 4 Tk 4 kh)
= %, % .0q?.nh.

§- 259. (Fig. §255). Der kisrperliche Inhalt eines Kugel-
ausschnittes ist gleich dem dritten Theil des Produkts der Zone,
welche im als Grundfliche dient, in den Radius der Kugel.

Es.ist der vom Kreisausschnitte mcr beschriebene Kugelausschnitt
gleich der von mr beschriebenen Zone 29T .mc . mo (§ 255), multiplicirt
mit Y,me, also = % .mc?.mo. Denn, wire erstlich dieser Ausdruck
das* Mass eines grossern, z B. vom Kreisausschnitte ach beschriebenen
Kugelausschnittes, so beschreibe man in dem Bog. ab_einen Theil eines
regelm. Vielecks, dessen Seiten den Bog. mr nicht erreichen, ziehe den
Radius ch des dem Vielecke eingeschriebenen Kreises, ferner bn | af, und
denke sich die ganze Figur um af herumgedreht. Es ist der vom Vieleck-
ausschnitte ach beschriebene Korper = /3% . ch®.an (§258), also grosser
~als 24T . mc2.mo, indem ch > mc und an > MO (denn, denkt man sich
mr und ab gezogen, s0 ist /\ abn comro, also an : mo = bn:10 — cb : cr, also
an > mo). Folglich wire der vom Vieleckausschnitte acb beschriebene
Korper grosser als der vom Kreisausschnitte acbh beschriebene Kugelaus-
schnitt. _Da aber im Gegentheil ersterer kleiner als letzterer ist, weil er
innerhalb desselben liegt, so kann der dritte Theil des Produkis aus der
Zone eines Kugelausschnittes in den Radius nicht das Mass eines grosssern
Kugelausschnitics sein. Dieses Prodikt kann zweitens nicht das Mass
eines kleinern Kugelausschnittes sein. Denn wire nicht fiir den, durch
den Kreisausschnitt ach beschriebenen Kugelausschnitt der Ausdruck ¥, ® . ac?.
an das Mass, sondern das’ Mass: fiir den kleinern, z. B. durch mcr be-
shriebenen Kugelausschnitt, und macht man dieselbe Construction wie vorhin,
so wiirde der vom Vieleckausschnitie beschriebene Korper = 2/, ® . ch?.an,
also kleiner als 2/, .ac2.an, und somit kleiner als der von mer beschrie-
bene Kugelausschnitt sein. Da aber gerade das Gegentheil - stattfindet,
;o dist jeder Kugelausschnitt gleich seiner Zone, multiplicirt mit dem

adius.

§ 260. Zusdize. 1) Wenn ein Kreisausschnitt ach bis zum Halb-
| kreise zunimmit, so ist der von ihm bheschriebene Kugelausschnitt die ganze
| Kugel. Also ist der korperliche Inhalt emner Kugel gleichidem
| dritten Theile des Produkts der Kugelfliche in den Radius.
2) Wenn R den Radius und D den Durchmesser einer Kugel bezeichnet,
so ist die Kugelfliche — 4aR? (§ 254, 1), also die Kugel == %¥,7R? oder
== VaD". . 8] Zwei Kugeln K und k verhalten sich zu einander,
wie die Cuben ihrer Radien R und r. Dennes ist K: k=3 ®R?:
%qm.a ) e S
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§ 261.  Beschreibt man um eine Kugel einen
Cylinder, und in dern Cylinder einen Kegel, so dass
Cylinder und Kegel den grissten Kugelkreis zur Grund- o
fldche, und der Durchmesser der Kugel zur Hohe ha- ~
ben; so verhilt sich G SSTe

Kegel : Kugel : Cylinder = 1 : 2 : 3,
Kugelfidche : Gesammioberfl, des Cylinders — 2 : 3.

Wenn r den Radius der Kugel bezeichnet, so ist Kegel == %;7r?,
Kugel = %13, Cylinder = 2nr3, Kugelfliche = 4ar?, Gesammtoberfl.
des Cyl. .= 6mr2, also Kegel : Kugel : Cylinder = ymr? : *fymr3: 2ar® =
1; 2 : 3, und Kugelfliche : Gesammioberfl. des Cyl. — 4mr? : 6ar2 =
B : : { _ .

§ 262. Zusditze. 1) Die Gesammioberfl. des Cylinders ist ==
4ar?, also gleich der Oberfl. der dem Cylinder eingeschriebenen Kugel.
2) Ein Polyeder, dessen simmtliche Seitenflichen die Kugelfl. beriihren, kann
man aus lauter Pyramiden zusammengeseizt betrachten, deren Spitzen. im
Mittelpunkte der Kugel liegen, und deren Grundflichen die Seitenflichen des
Polyeders sind. Da nun die Hohe jeder dieser Pyramiden gleich dem Ra-
dius ‘der Kugel ist, so ist der korperliche Inhalt eines solchen Polyeders
gleich dem dritten Theile des Produkts aus seiner ganzen Oberfliche in
den Radius der Kugel. Daraus folgt, dass sich die Inhalie der um die ném-
liche Kugel beschriebenen Polyeder, wie die Oberflichen dieserigPolyeder
verhalten. -

§ 263. Aufgabe, Den Inhalt desjenigen Korpers zu_finden,
welcher durch die Umdrehung eines Kreisabschuittes BDM um ei-
wen- ausserhalb desselben. liegenden Radius AC entsteht:

Zieht man BE und DF | AC, ferner CK | BD, pprial A&
endlich die Radien CB und €D, so ist (§259) der von %41\1
D

d

ACB beschriebene Kugelausschnitt = 2/, . CB2. AE, und
der von ACD beschriebene Kugelausschniit == 2/, . CB2. AF,
also der vom Kreisausschnitte BCD beschriebene Ku-
gelausschnitt = 2?/,%. CB2(AF — AE) = %/, . CB2.FF. ;
Daaber der vam /N DCB beschriebene Kérper = \
2o . CK2 . EF ist (§ 257, 2), so ist der vom Kreisabschnitte 2
BDM beschriebene Kbrpar = 2/,7.EF (CB2 — CK2), und weil (§ 90, 1)
CB2 — CK2 — BK2 = ¥,BD2, so ist der vom Kreisabschnitte BDM beschrie-
bene Korper = 2,7 .EF . /,BD? = Y, BD2. EF.

§ 264. Aufgabe. (Fig, § 263). Den Inhalt eines Kugel-

abschnittes su finden.

Es sei BE und DF | AC, so dass die Figur EBMDF bei ihrer
Umdrehung um AC einen Kugelabschnitt mit zwei Grundflichen beschreibt,
und seine Hohe EF ist. Es ist] (§263) der vom Kreisabschnitte BDM be-
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schriebene Korper = Vsm.BD2.EF, ferner (§?248) der vom Trapeze BDFE
beschriebene Kegelstumpf = ',z .EF (BE2 4 DF2 4 BE.DF), also die
Summe beider Korper, d. h. der Kugelabschnitt = Y= .EF (2BE? +- 2DF*
+ 2BE.DF -}~ BD2). Zieht man nun BO || AC, so ist DO = DF — BE,
also DOz — DF? - 2DF.BE 4+ BE2 (§87), folglich BD? — BO? +
DOz — EF2 4+ DF2 — 2DF.BE -+ BEZ und daher der Kugelabschnitt
— Y,7.EF (3BE* + 3DF2 + EF?)

Fiir den durch ABDF beschriebenen Kugelabschnitt mii einer Grund-
fliche findet man, wenn in dem letzten Ausdrucke BE =0 gesetzt wird,
als Inhalt Vym. AF (3DF% - AF?) oder Yym.DF2.AF 4 Vom. AF2.

§ 265. Es folgt hier eime Zusammenstellung der
wichtigsten Formeln der Geometrie, fir welche sich die
Bedeutung der gebrauchten Buchsteben aus dem citirten Paragra-
phen ergiebt. :

Die Summe der Winkel eines n ecks = (n—2)2R. (§ 26)

Jeder Winkel eines regelm. n ecks = (2— *n)R. (§138)
Der Fliacheninhalt eines Kreises = 121, - (§154)
Der Kreisumfang = 2ra. (§ 153)
Der Inhalt eines Prismas G - (§203)
Der Inhalt ‘einer Pyramide =56 (§ 208)
Der Inhalt eines Pyramiden-Stumpfs = 1,h (G4g+1/Gg). (§209)
Der Inhalt eines Cylinders — mR2H. (§242)
Die Cylinderfliche = Z2#RH. (§ 245)
Dér Inhalt eines Kegels = YynR2H. (§247)
Der Inhalt eines Kegelstumpfs = smh (R24 Rr+r?). (§ 248)
Die Kegelfldche = nRS. E§ 249)
Die krumme Oberfl. e¢ines Kegelstumpfs == (R4 r)zs. (§ 250)
Die Kugelfléche = 4aRz (§254)
Der Inhalt eines Kugeldreiecks = (ﬁtg———*ﬁ—c—‘/4P)D.(§254)
Der Inhalt einer Kugelzene == 2qRH. (§ 255)
Der Inhalt eines Kugelausschnittes =24 R2H (§ 259)
Der Inhalt einer Kugel = 4y TR, (§ 260)

Der Kugelabschnitt von der Hohe H mit
zwei Grundfl,, deren Radien Rund r sind, == Y;7h(3R2-+3r2+4H2). (§264)

TR R R s R S



