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Eessdna.

Kaesolev loengukonspekt on mdeldud kasutamiseks ees-
katt TRU matemaatikaosakonna ilidpilastele. TOendosusteoo-
ria-alase eestikeelse kirjanduse nappuse téttu on aga kons-
pekti koostamisel mdnevdrra silmas peetud ka hoopiski laie-
mat lugejaskonda. Selleks on konspekti 1 peatikk "Elemen-
taarne sissejuhatus tdendosusteooriasse"” esitatud sisulise
tervikuna, mis sisaldab nn. klassikalise tdendosusteooria
olulisemaid tulemusi (enamasti koos tdestustega), varusta-
tuna rohkete ndidete, jooniste ning harjutusilesannetega.
Selle osa materjal on peaaegu tervikuna omandatav Uksnes
keskkoolimatemaatika baasil (silmas peetakse uusi program-
me); kuid ka soliidsema matemaatilise ettevalmistusega lu-
gejale on 1 peatiki labimdtlemine kaheldamatult kasulik ni-
melt tdendosueteoreetilise intuitsiooni kasvamise seisuko-
halt. Peatukist kui tervikust langeb metoodiliselt mbnevdr-
ra valja 87 "Klassikalised tdendosusjaotused”, mis on aga
siia paigutatud viimase rakendusliku tahtsuse tdttu.

Matemaatikaosakonna uUlidpilaste jaoks ettenadhtud sis-
temaatiline esitus algab Il peatiukiga "MOningaid mdisteid

mddduteooriast”, kus antakse tlendosusteooria aksiomaatili-
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seks esituseks vajalik ettevalmistus mdddu- ja integraali-
teooriast. Vaadeldava sisu omandamisel on tarvis mdningaid
eelteadmisi hulgateooriast ning reaalmuutuja funktsiooni-
teooriast.

Toendosusteooria aksiomaatiline kadsitlus algab alles
kdesoleva konspekti viimases peatikis "Tdendosusteooria pd-
himdisteid", kus, tuginedes médduteooria aparatuurile, de-
fineeritakse juba abstraktselt sundmus, tdendosus, juhuslik
suurus, jaotus jne. Tuleb mérkida, et kuna 11l peatlkis vaar-
deldakse osaliselt samu mbisteid mis | peatukiski, kuigi
erinevast seisukohast lahtudes, ei ole Onnestunud taiesti
valtida kordumisi (nditeks keskvédartuse ja dispersiooni oma-
dused).

Et tdendosusteooria aksiomaatiline esitus on kullalt-
ki abstraktne, tuleb soovitada ka matemaatikaosakonna Uli-
dpilastele paralleelselt aine sistemaatilise omandamisega
(alates 111 peatiikist) tutvuda samade mdistete elementaar-
se sisuga (I peatikk), mis aitab tGhtlasi mbéista ka tbendo-
susteooria rakenduslikke vdimalusi.

Eriti kehtib viimane vdide harjutusiilesannete kohta.
lga paragrahvi I8ppu on lisatud niihasti teoreetilisema
kui ka praktilisema kallakuga ulesandeid (1 peatiki ulatu-
ses on need paigutatudki vastavalt kahte ossa), mille la-
hendamine aitab kaasa aine siigavamale omandamisele. Et uUles-
annete osas kordamist ei esine, tuleks ka nendel Ulidpilas-
tel, kes Oppimist alustavad 1l peatikist, lahendada (sobi-

va materjali juures) harjutusilesandeid | peatikist.
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Et konspekt on mdeldud, sistemaatiliseks aine omanda-
miseks, on viiteid (eriti tagant ette) tehtud suhteliselt
vahe, kuigi 11l ja Il ning samuti ka 11l ja | peatiuki va-
hel on véaga tihe seos. Viidete korral kasutatakse jargne-
vat slUsteemi: sama paragrahvi ulatuses viidatakse ihe numb-
riga (ndide 3» valem (5), teoreem 2); teisele paragrahvile
viidatnkse kahe numbriga (ndide 2.3,valem (1.4), teoreem 5*1»
punkt 2.5 vOi lihtsalt vt. 2.5 - s. t. vastavalt ndide 3
paragrahvist 2, valem 4 paragrahvist 1, teoreem 1 paragrah-

vist 5» punkt 5 paragrahvist 2. Teisele peatiikile viidates

lisame veel peatiuki numbri (rooma numbrina) - vt. 11l 1.2,
s. t. ptk. 11l 81 punkt 2.
Avaldan ténu retsensentidele 1. Kullile, T. Molsile,

K. Soonetsile, R. Tammestele ja H. QOiglasele vaartuslike
nbuannete eest. Samuti ténan H. Tera ja M. Vanemat suure

abi eest konspekti vormistamisel.



I. elementaarne sissejuhatus tdendosusteooriasse «

8l. Siundmus.
1. Sindmuse moiste.

Esimeseks oluliseks mbisteks, millega me tdendosus-
teoorias kokku puutume, on sindmus. Et sundmus kuulub tde-
nédosusteooria poéhimdistete hulka, ei ole seda vdimalik de-
fineerida veelgi lihtsamate mdistete abil.

Stindmusi tdhistatakse tavaliselt suurte téhtedega: A,
B C (lisades vajaduse korral indeksid: A®, Ag, ...).

Naide 1» Sindmusteks on:

C: potikaardi véaljatdmbamine kaardipakist;
piltkaardi valjatombamine kaardipakist;
viie silma saavutamine taringuviskel;

paarisarvulise silmade arvu saamine taringuviskel;

c =Z= r— O

vee keemahakkamlne normaalGhurdhul temperatuuril
100= Cja soojuse juurdeandmisel;
V: vee keemahakkamlne normaal8hurdhul temperatuuril
2= C.
Olgu méargitud, et mingi sundmuse A fikseerimisel
peab olema kindlaks mdaratud ka teatud tingimuste komple~«

S, mille téidetust me eeldame (vrd. sundmusi U ja V).
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Tdendosusteooria seisukohast pakub sindmuste puhul huvi
eesKatt see, kas sundmus toimub (esineb) antud tingimus-
te kompleksi korral voi ei toimu (ei esine), kusjuures
slindmuse konkreetne iseloom on kdrvalise tahtsusega« Maa-
ratud tingimuste kompleksi taitmist nimetatakse tfendosus-
teoorias ka katseks«

Vaadeldes néites 1 esitatud sindmusi, paneme tahele,
et need erinevad Uksteisest oma toimumise vGimalikkuse poo-
lest.

Stindmus V ei saa uldse toimuda - seega ta on vdi-
matu. Sindmust, mis vaadeldava tingimuste kompleksi korral
el saa kunagi toimuda, nimetatakse vGimatuks sindmuseks ja
téhistatakse simboliga O .

Stndmus U seevastu toimub péris kindlasti. Sindmust,
mis vaadeldava tingimuste kompleksi korral alati toimub,

nimetatakse kindlaks sindmuseks ja téhistatakse simboliga

Stndmused C, D , L ja N vdivad toimuda vdi ka
mitte toimuda. Sindmust, mis vaadeldava tingimuste komplek-
si korral v@ib toimuda vdi ka mitte toimuda, nimetatakse

juhuslikuks sundmuseks.

2. Sundmustevahellsed seosed.

Eeldame edaspidi,et meil on fikseeritud mingi tingi-
muste kompleks S ja me vaatleme sindmusi A, B, C
mis on defineeritud selle tingimuste kongaleksi jaoks ja on

kas juhuslikud, kindlad vdi vdimatud.
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Mdnikord esineb kahe sindmuse A ja B vahel selli-
ne vahekord, et alati, kui toimub sindmus A, toimub ka
sundmus B . Sel juhul ltleme, et sindmus B _jareldub sindr.
musest A ehk sundmus B sisaldab sindmust A« ja margime selle

seose lihidalt
ACB vii B3 A.

Markus: Kaesolevas ja ka jargnevas punktis kasutusele
voetud méisteid illustreerib hasti joonis 1
(84), kus slndmustena vaadeldakse teatavate ta-
sandiosade tabamist juhuslikul viskel.

Naide 2. Olgu sindmus E Kkuue silma saavutamine tarin-

guviskel. Siis on sindmuse E ja sundmuse N (vt. naide 1)

vahel seos
ECN
(Pdhjendada!)
lga sindmus A sisaldub kindlas sindmuses 82 :
ACSit f
sest slndmus toimub kindlasti, jarelikult ka alati, kui
toimub siindmus A . Samuti on iga sindmuse A korral Oige
seos
0CA.

Toepoolest, vdimatu sindmus ei toimu kunagi, seetdttu vdime
eksimata oelda, et juhul, kui see toimuks, toimuks ka Uks-
kGik milline teine sindmus.

Stndmustevahelise sisalduvusseose abil saame defineeri-
da ka kahe siindmuse vdrdsuse: sindmused A ja B on vord-

sed (ehk samavaarsed)parajasti siis, kui



C
AC B ja BO23A.

Sundmuste vdrdsuse margime:

A=B.
3. Tehted siindmustega.

Kahe siundmuse abil saame defineerida ka m6ningaid uusi
sundmusi .

a) Sindmuste summa. Sindmuste A ja B summaks (ka
thendiks) A (@ B nimetatakse sindmust, mille toimumine
seisneb kas sindmuse A vOi sindmuse B (v0i mbélema siind-
muse A ja B) toimumises.

Haide 3. Sindmuste C ja D summaks (vt* ndide 1) on
sindmus CU D - kas potimasti kuulava kaardi voi pilt-
kaardi valjatombamine kaardipakist«

Sindmuseks L U F on tulemuse 2, 4, 5 vB6i 6 saavuta-
mine taringuviskel«

Stindmus N U B (vt. ndide 2) on aga sama mis sindmus H,
s. t. Oige on vordus:

fflu B=N .
(Pdhjendadal)

Osutub, et mistahes sindmuse A ja kindla slindmuse sum-
ma, samuti ka A ja vO@imatu sindmuse summa korral kehtivad
vOrdused:

f2u a
AU O

S2 t
A.

(Pdhjendadal)

b) Sindmuste korrutis. Sindmuste A ja B korrutiseks
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(ka Uhisosaks) AJ1 B ehk AB nimetatakse sundmust, mille
toimumine seisneb mdlema sindmuse A jJa B toimumises«
fl&lde Sundmuste C ja D korrutiseks CD on poti-
mastist piltkaardi valjatombamine kaardipakist.
Stindmuste L ja N korrutiseks LW on aga vdimatu
sindmus O , sest need sindmused ei saa mélemad lldse esi-

neda.

Sundmuste N ja B korrutiseks on sindmus E , s* t*
NfIE = E .
(PBhjendadal)
Mistahes siundmuse A ja kindla (vastavalt vdimatu)

sundmuse korrutise jaoks kehtivad vordused:

SHOAsA,
An0s0.
(Pdhjendadal)
Sundmuste summa ja korrutise definitsioonist jareldub,
et mdlemad operatsioonid on kommutatiivsed:
AB s BA ,
AU B=BU A.
(Péhjendadal)
Olgu n suvaline 18plik naturaalarv ning olgu meil
maaratud stindmused A" , kpt ,A ;o

AlU A2U .. \JAQ = U AE saame defineerida, rakendades
n-1 korda jarjest kahe sindmuse summa definitsiooni:
n

((A™MU Ag)U AjHUA~N, ., . (Anda sindmusele U Ai vahetu
definitsioon!)

Samuti on defineeritav ka n sidndmuse A™,.. kor-
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rutis S MJ_AE" (Anda siundsusele A? vahe-
~ 1= =

"2 A i=1
ta definitsiooni).

Naide 5. Stindmus LU NU B on tulemuse 2, 4, 5 vdi
6 esinemine taringuviskel. Olgu sindmus G 1 vOi 3 silma

esinemine téringuviskel. Siis on

LUHUG=

Eolme sindmuse summa definitsioonist jareldub, et siind-

muste liitmise operatsioon on assotsiatiivne:
(AUB)UC=aU(bUc) =aUblUc

Tdepoolest, sundmus AU B seisneb kas A vdi B (voi
molema) esinemisesj sundmus (AUB)UC - kas AUB vdi C
(vOi mblema) esinemises, s. t. kas A B C (Vi AC B
AB vbi ABC) esinemises. Jarelikult rdime saigadest loobuda
ning markida summa aarmise parempoolse kirjutusviisi jargi.

Samuti on ka kolme sindmuse korrutis assotsiatiivne:

(AB)C= ABO = ABC .
(P6hjendadal)

Stindmuste korrutamise ja liitmise tehteid seob distri.
butiivsuse seadus:

(AUB)C = ACUBC
(Pdhjendadal)

c) Siindmuste vahe. Siindmuste A ja B vaheks A\B
nimetatakse sindmust, mille toimumine seisneb sundmuse A
toimumises ja sindmuse B mittetoimimises.

Haide 6. Sindmuste C ja D vaheks C4.D on poti-

mastist mittepiltkaardi valjatdmbamine kaardipakist.
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Stndsuseks D\ C on mittepotimastist piltkaardi tom-
bamine.

Sindmus H\B on 4 vdi 2 silma saamine téringuviskel.

Sundmus E\N = 0 . (Missuguse jarelduse saame teha ka-
hest viimasest vdrdusest?)

LOpuks on siindmuseks N\ L sama siindmus N , s. t.
H\L aH .(P6hjendada viimased kaks seost!)

Mistahes sindmuse A korral on Oiged jéargmised vordu—

sed:
A\J1 =0 ,
A\ 0 = A,
O\ A=0
(Pdhjendadal)
d) Vastandsindmus. Kindla sindmuse ja suvalise sind

muse A vahet B \ A nimetatakse slindmuse A vastandsind-
museks ning tahistatakse sumboliga |

Siit jareldub, et sindmuse A vastandsundmus | toi-
mub parajasti siis, kui sindmus A ei toimu.

Haide 7. Olgu sundmuseks P mindiviskel vapipoole pea-
lelangemine. Sindmus $ on siis mindiviskel kirjapoole pea-
lelangemlne (eeldame, et mint ei saa serviti seisma jaadal').

Haide 8. Sindmuse L vastandsindmuseks L on sindmus,
milleks on kas 1, 2, 3, 4 v0i 6 silma saavutamine t&ringu-
viskel (s. t. silindmuse L vastandsiindmuseks on sisuliselt

mitme slndmuse summa).

Stindmuseks N on paarituarvulise tulemuse saamine té-
ringuviskel.
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Sundmuseks C on mittepiltkaardi valjatdmbamine kaar-

dipakist.
Sundmust ja tema vastandsindmust seovad jérgnevad, oma-
dused:
1 = A,
ala = SI
AlNL = 0 .

(Toestadal)

Vastandsiindmuse saame mddrata ka kindlale stndmusele

ja vdimatule siindmusele:

Os
(Pdhjendadal)
Tehteid sindmuste vahel ja vastavalt vastandsindmuste

vahel seovad nn. duaalsusseosed:

AU B= If!B ehk AU B= 1B ,
AB= X1/B ehk alle=XUB.

Tdestame esimese duaalsusseose (teise kuju).

Sindmus AU Btédhendab sindmuse AU B mittetoimumist,
s. t. el toimu ei sindmus A ega ka sindmus B e

Sundmus 1J1 B téahendab sindmuste 1 ja B Uheaegset
toimumist, s. t. A ei toimu ja B ei toimu. Vdrdus on
tOestatud. (Tdestada duaalsusseoste kahe kuju samavédarsus ja

teine duaalsuseeos!)
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4. Uksteist valistavad slindmused.

Stindmusi A ja B nimetatakse teineteist véalistava-
teks. kui kehtib seos
AB=0
Naide 9. Sundmused L ja E on teineteist valistavad.
Sindmused N Jja G on teineteist valistavad.
Sindmused D ja D on teineteist valistavad.

Nagu naeme, ei saa teineteist valistavad sindmused kuna-
gi koos toimuda.

Vaatleme mingite (fikseeritud tingimuste kompleksi S
korral defineeritud) sundmuste A B, ... hulka, kusjuures
eeldsme, et kdik vaadeldavad sindmused on erinevad, s. t. ei
leidu kaht sellesse hulka kuuluvat sindmust A ja B nii,
et kehtiks vordus A* Be Niisugust sindmuste hulka nime-
tame sindmuste siisteemiks ja t&histame sUmboIiga.l1.

Sindmuste siisteemi JK » {a”, A*, ..., AQj , millesse

kuuluvad siindmused on kdik teineteist valistavad, s. t.

AiNAj sV - 1011 1 *
nimetatakse Uksteist véalistavate sindmuste susteemiks.
Olgu A. Uksteist valistavate sundmuste sisteem. Kui

kehtib seos

|:1/?t* “

siis me Utleme, et siusteem «, on tdielik siundmuste susteem.
Iga sindmus A moodustab koos oma vastandalndmusega téie-

liku siindmuste siisteemi {A , | .

Naide 10. Sundmused L , G ja N moodustavad taieliku

siindmuste silisteemi.
14 -



5. Ulesandeid.

1. Toestada seosed: ABCA ,

aCaub ,
AHA = A,
AUA = A.

2. Tdestada:
kui AAB= A, siis ACB,
kui AUB = A , siis A=B e

Kas rapoordteoreemid kehtivad?

3. Toestada seosed
A\ B= A\ AB ,
(AUB) (AUC) = AU BC .
4. Toestada:
kui A\ B= A, siis AB =0,
kui AABs 0 , siis B&A,
kui (A\B)UB = A, siis BCA.

1. Lasteaia rihmas on n last. Tahistame siindmuse,
nimestikus 1i-s laps on poiss, silmboliga AM1=1,2,...,n).
Avaldada sundmuste A.(i=1,2,...,n) kaudu jargnevad sind-
mused:

1) rihmas on vahemalt 1 poiss;
2) rihmas on kdik poisid;
3) rihmas on vahemalt 3 titarlast;

4) rihmas on uks titarlaps, ulejaanud poisid.

- 15 -
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2. Almast mdddub auto. Defineerime jargmised sindmused

A:
9:
C:

see on sOiduauto,
see auto sdidab vasakule,

sellel autol on naisjuht.

Avaldada sindmuste A, B, C, D kaudu jargmised

slindmused:

D
2)
3)
4)
5)

kdigil taksodel on meesjuhid,

sdiduautod sbidavad siin ainult paremale,
veoautodel ei ole naisjuhte,

vasakule vdivad s@ita ainult taksod,

kdik taksod on sdiduautod.

3. Aknast moodub 10 autot. Tahistame slindmuse ,et i-s

auto on takso, simboliga A~(i=1,2,..,10). Avaldada sind-

muste A~(i=1,2,..,,,10) Kkaudu jargnevad silindmused:

D
2)
3)
4)
5)

kolmas auto on takso, viies aga mitte,

Ukski mooduv auto pole takso,

moéodub véhemalt kaks taksot,

moéoduvatest autodest kolm ei ole taksod,

autode hulgas on niihasti taksosid kui ka mitte-

taksosid.

4. Klassis on n 0dpilast. Nende hulgast valiti juhus-

likult Oks
A

B
G
o

Opilane. Defineerime jargmised siundmused:

- valitud Opilane oli titarlaps,

- valitud opilane oli kommunistlik noor,

- valitud Opilane &ppis hasti,

- valitud o6pilane kuuluo i-ndat aastat spordi-
kollektiivi (i=0,1,...,11):
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Avaldada siindsuste Av B C ja D™ (i=0,1,...,11)
abil jargnevad sindsused:

1) kdik hasti Oppivad poisid on kossunistlikud
noored,

2) kéik titarlapsed-kosmunistlikud noored Opivad
héasti,

3) kbik poisid on vahesalt rdsandat aastat spordi-
kollektiivi liikmed.

5. Perekonnas on n last. Nende hulgast valiti juhus-
likult Uks. T&histase simboliga A" sundmuse, et valituks
osutus vanuse poolest i-s laps (i=1,2,...,n) vanemast
alates. Defineerime veel silindmused:

B - valitud laps on poiss,
C - valitud laps on heledapdine,
D - wvalitud laps on vasakukaeline.

Avaldada sundmuste Ai (i=1,2,...,n) , B C ja D
kaudu jargmised sindmused:

1) kolm noorimat last on titarlapsed,
2) kdik tutarlapsed on tumedajuukselised,

3) ukski laps pole vasakukéeline.

2. Tdenadaosus.
1# Elementaarsindmuste silisteem.

Olgu meil tegemist katsega, millel on n erinevat

vioimalikku tulemust, s. t. antud tingimuste kompleksi S
realiseerumisel vdib toimuda n erinevat juhuslikku silnd-



must, kusjuures Uks (jJa ainult uks) neist kindlasti toimub.
Naeme, et katsetulemused moodustavad meie eeldustel taieli-
ku sundmuste susteemi*

Esitame veel he tdiendava nbude: olgu vaadeldavasse
susteemi kuuluvad sindmused v3rdv3imalikud (ehk vdrdtéendo—
sed). Samuti kui sindmuse mdiste, on ka vOrdtbéendosuse mdis-
te defineerimatu péhimdiste, mille sisuks on katsetulemuste
teatav summeetria (tingimuste kompleksi S korral ei ole
Uhe katsetulemuse esinemine eelistatavam m3ne teise esine-
misest).

V3rdv3imalike sindmuste tdielikku sisteemi nimetame
elementaarsindmuste sisteemiks, Elementaarsindmuste sistee-
mi kuuluvaid siundmusi nimetatakse elementaarsindmusteks. Ju-
hul, kui sisteemi moodustavate elementaarsiindmuste arv on
ISplik, nimetame seda Idplikuks elementaarsiindmuste sistee-
miks. Kéesolevas (ja ka jargnevas) paragrahvis vaatlemegi
I16plikke elementaarsindmuste susteeme.

Naide 1. Sisteem J1- , kus Ai
(i=1,2,...,6) on taringuviskel i-silmalise tulemuse saavu-
tamine, on elementaarsindmuste sisteem«

Jarjestame kaardipakki kuuluvad 52 erinevat kaarti min-
gil viisil ning tdhistame sindmuse - kaardipakist tommati
i-s kaart - simboliga . Siis sisteem S& = |B”",... ,B"j
moodustab elementaarsindmuste susteemi.

Kuna kéikv@imalikud elementaarsiundmuste summad moodus-
tavad omakorda sindmused, siis me saame n elementaarsind-

Buse abil defineerida 211 erinevat siindmust (sealhulgas ka

18 .



B ja 0 . - Pdhjendadal).
Naide 2. Naidetes 1.1, 1.2 ja 1.5 defineeritud sindmu-

sed avalduksid naites 1 esitatud elementaarsiindmuste kaudu

jargnevalt:
L = A5,
N =a20aduab ,
E = A6 ,
G = AlUA3 ,

& = Al1U A2UA3UA4UAS5 (JA6

2. Klassikaline tdendosuse moiste.

Juhuslike siindmuste vaatlemisel on neid sageli tarvis
j-seloomustada nende toimumise vOimalikkuse seisukohalt. Sel-
liseks iseloomustajaks on juhusliku sindmuse tdendosus. Sind-
muse A tdendosust téhistatakse tavaliselt sUmboIiga]1P(A).

Vaatleme sindmusi, mis avalduvad teatud elementaarsind-
nuste sisteemi J1 kuuluvate elementaarsindmuste kaudu. Mida
suurema hulga elementaarsindmuste summana vaadeldav sindmus
avaldub, seda rohkem vdimalusi on selle sindmuse toimumiseks.
See téhelepanek ongi aluseks klassikalisele tdendosuse defi-
nitsioonile.

Olgu antud I6plik elementaarsindmuste slisteem &
Avaldugu sindmus A slsteemi J1 kuuluvate elementaarsiind-
muste summana. Sindmuse A  tdendosuseks nimetame selles
siindmuses sisalduvate erinevate elementaarsindmuste arvu m~

ja elementaarsindmuste koguarvu n suhet, s. t.

.. "~ Taht P_on esitaheks sbonas TProbability” ja “froba-
bility”, mis tdhendab "tdendosus™ vastavalt inglise ja prant-
suse keeles.

19 .



Wi
P =
%
Sageli kasutatakse klassikalise tdendosuse definitsioo-

ni ka jargmisel kujul: sindmuse A tdendosuseks nimetatak-
se selle sindmuse jaoks soodsate juhuste arvu suhet kdigi
Juhuste arvusse.

Selle definitsiooni rakendamisel tuleb silmas pidada,
et "juhused”’ mille kaudu on tdendosus maaratud, peavad moo-
dustama tédieliku Uksteist vélistavate vdrdtdendoste sundmus-
te I0pliku slsteemi, s. t. juhused peavad olema elementaar-
siindmusteks selles mottes, nagu me need defineerisime eelmi-
ses punktis. lga sindmuse jaoks soodsad juhused on nimelt
need elementaarsindmused, mida vaadeldav sindmus sisaldab.

Seega langevad parast Tjuhuse" mdiste tapsustamist md-
lemad definitsioonid Uhte, kuid viimasena esitatu avab vOib-
olla intuitiivselt paremini taibatavalt klassikalise tdendo-
suse miiste«

Naide 3. Leiame ndidetes 1.1, 1«2 ja 1.5 defineeritud

slindmuste téenaosused:
P(L) 1 i PU) P(C> =~ *1 ,

p(d) =w = »\ ¥ =] = 3-
Naeme, et kbigi juhuslike sindmuste tbendosused on liht-
murrud, e. t.
0£PA)4 1
Kuna vOoimatu sundmus ei sisalda uhtki elementaarsind-
must (miks?),siis on tema tdendosus O
P(O) =8=0
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Kindel sindmus seevastu vordub aga kéigi elementaarsind-
muste summaga (miks?), s. t. sisaldab n erinevat elemen-
taarsiundmust. Seetdttu on tema tdendosus

P(£2)
3. T6enaosuste liitmise lause.

Olgu sindmuste A ja B tdendosused teada. Tekib kisi-
mus, kas on voimalik nende tdendosuste kaudu avaldada ka sind-
muste A ja B summa, vabe jne., s. 0. sUndmuste A ja B
abil moodustatud sundmuste tden&dosusi.

Osutub, et monel juhul on see véimalik. Nii kehtib néi-
teks jargmine oluline teoreem, mida nimetatakse tdendosuste
liitmise lauseks.

Teoreem 1. Olgu sundmused A ja B teineteist valis-
tavad. Siis kehtib seos;

P(AUB) = P(A) + P(B) , (€]
s. t. sundmuste summa tdendosus vOrdub liidetavate tdendosus-
te summaga.

Toestus. Olgu sindmuse A téendosus P(A) = - f s% t.
sindmus A on m” elementaarsindmuse summa.

Olgu sindmuse B tdendosus P(B) = TB , e. t. sindmus
B on mg elementaarsindmuse summa. Meie eelduse kohaselt ei
sisaldu iikski sindmuses B sisalduv elementaarsindmus siund-
muses A.

Sundmus AL/B sisaldab niihasti sindmuses A sisaldu-
vaid kui ka sundmuses B sisalduvaid elementaarsindmusi. St

need on kdik erinevad, siis on AU B 14+ mB elementaar-
stndmuse summa, s. t.
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m. + mR m. m«
p(aub) = -A- S =71 +

Teoreem on tdestatud«

Jareldus 1. Sindmuse A ysHbstlarliimye X tdendosus

avaldub sindmuse A tdendosuse kaudu jargnevait:
P(D = 1- P(A) . (2)
Toestus« Sindmused A ja J on Uksteist valistavad,
seega vO0ime nende korral rakendada teoreemi 1« Kuid
P(A) + P(1) = P(AUD =P(RBR )=1,
kust jareldubki seos (2).

Jareldus 2. Kui sindmus A sisaldub sindmuses B :

ACBT
siis on Qige vdrratus:
P(A)* P(B) . ®
Tdestus. Sindmuse B vdime esitada kujul:
B= AU(B\A)

Tdepoolest, kui toimub sindmus A, siis toimub ka sindmus B
(eelduse tottu); peale selle on veel vBimalus, et B toimub,
kuid A ei toimu. Siit jareldub ka, et sindmused A ja

B\A on teineteist valistavad. Jarelikult kehtib seos:

P(B) = P(A) + P(B\A) , O]
millest aga jareldubki vdrratus
P(B)> P(A) .
sest alati P(B\A) ~0 ,,
Jareldus 3« Moodustagu sundmused ,B2,«..,B" lksteist
valistavate sindmuste slsteemi* Siis kehtib vordus:
*
P(U Bt) = £[PCBi) ; )
i=1 i=l

(Toestadal)
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Naide 4.

PCL) = 1i P(G) =¥ P(LUG) = P(ALUA3UAB) = | =~ = A + A,

P(L)

1-1=]j P(L) = P(ALUA2U a5Ua4uab) = I

ECN; P(E) =1i P(N) =1i 1< \i P(NSE) = P(A2UA4) =

2 1 1
=7Z =2 ““b 8 |
Naite 4 esimene osa illustreerib teoreemi 1, teine osa

jéreldust 1 ja kolmas osa jareldust 2*
4. Uldine tdendosuste liitmise lause.

Vaatleme nlid, kuidas saaks maarata kahe suvalise siind-
muse summa tdendosust, loobudes kitsendusest, et nad peavad
olema teineteist vélistavad.

Teoreem 2« Suvaliste sindmuste A ja B korral kehtib
Seos:

5 P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AB) (6)

Toestus. Olgu sindmuse A tdendosus P(A) = ~~ , s. t.
sundmus A on m" elementaarsiindmuse summa.

Olgu sindmuse B tdendosus P(B) = WP ,s. t. B on
Tg elementaarsindmuse summa. Olgu m~g elementaarsindmust
sellised, mis sisalduvad niihasti sindmuses A kui ka sund-
muses Be Siis siindmuses AUB sisaldub -+ m* - mAT, eri-

nevat elementaarsindmust. Jarelikult
m
P(AUB) = A8 KRB _ bay + P(B) - P(RB)

Teoreem on tdestatud.
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MOaevOrra keerukam on leida valemit enam kui kahe suva-
lise sindmuse summa tdendosuse jaoks«
Jéareldus 4. Suvaliste sundmuste A, B ja C korral

kehtib seos:

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) -P(AB) - P(AC) - P(BC)+ P(ABQ.
(Tdestadal)

Naide 5» Sindmus CUD (vt. ndide 1.4) on kas potimas-—
tist kaardi v6i piltkaardi saamine juhusliku kaardi valimisel
kaardipakist« Leiame selle sindmuse tdendosuse teoreemi 2
abil:

P(CUD) = P(C) + P(D) - P(CD)

Siin sindmus CD on potimastist piltkaardi tdmbamine

(vt. ndide 1.4); P(CD) =~ , sest siundmus CD koosneb

kolme erineva elementaarsiindmuse summast. Siis
P(CUD) = = =

Defineerime sindmuse H artumastist kaardi véalja-

tombamine. Ilmselt P(H) =~ N Leiame

P(CUDUH) = F(C) + P(D) + P(H) - P(CD)-P(CH)-P(DH)+P(CDH)

Selleks on meil tarvis leida veel sundmuste CH , DH
ja CDH toOendosused. On aga lihtne ndha, et CH = 0 , siis
ka CDH =0 , ja P(CH) - P(CDH) = 0 f stindmus DH on aga
artumastist piltkaardi tdmbamine, seega P(DH) =~ . Saame
niud:

p(cuduh) =2 + + = =
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5« Ulesandeid.

1. Tuletada tbendosuste liitmise lause nelja sindmuse
jaoks.
2. Uldistada tbendosuste liitmise lause n siindmuse
jaoks.
3. Paigutada suuroste vahele Oige (vOrratuse- véi vOr-
duse-) mark ning pdhjendada saadud seoseid:
P(AUB) P(A) + P(B) ,

P(A) P(B) + P(A\B),
P(A) P(B) + P(AB) ,
P(AB) P(A) - P(B)

+

1. Eas siusteem, mis koosneb sundmustest:
A™ - vapi pealelangemine esimesel mundiviskel,

A2 - vapi pealelangemine teisel mindiviskel,

Ak - vapi pealelangemine k-ndal mindiviskel
on Uksteist valistavate slndmuste sisteem?
Defineerida sundmuste A”,...,A* abil uksteist valista-
vate sundmuste susteem!
ke see sisteem on téielik?

rsAsindmused AN,...,A" on virdtéenadosed?

2. BOngal on 7 erinevat vdtit. Pimedas ukse taga seis-
tes vdetakse nende hulgast Uks. Kui suur on tdendosus sel-

leks, et see voti avab ukse luku?



3. Loteriipiletite koguarv on 10 000. Vditude hulgas
on 10 suurt, 100 keskmist ja 1000 véikest vOitu. Kui suur

on tdéendosus vdita? Kui suur on tdéendosus mitte voita?

4. Kuup, mille kdik kiuljed on varvitud, saetakse tu-
handeks Uhesuuruseks kuubiks, mis hoolikalt segatakse. See-
jarel vdetakse saadud hulgast iks juhuslik kuup. Leida jarg-
nevate sindmuste tden&dosused:

Ag - saadud kuup on varvimata kilgedega;

- saadud kuubil on lks kilg varvitud;

A2 - saadud kuubil on kaks kiilge varvitud;

AN - saadud kuubil on kolm kulge véarvitud;

AN - saadud kuubil on neli kilge varvitud;
AMU A2: AQUS/j, 1~ AAQE ALAD

5. Lapsel, nimega Maire, on kdes 27 ladina tahestiku
tahte. Ta vodtab nende hulgast juhuslikult 5« Kui suur on
tdendosus selleks, et ta saaks katte oma nime téhed a) jar-

jekorda arvestamata, b) Oiges jarjekorras?

6. Lapsel, kelle nimi on Viivi, on kaes kaardid 1,1,1,
V,V. Kui suur on tdendosus selleks, et ta kogemata laob

oma nime?

7. Laps kirjutab juhuslikult tahti (ta tunneb 27 ladi-
na tahestiku téhte). Kui suur on tdendosus, et ta, tundma-

ta mingeid Oigekeelsusreegleid, kirjutab kogemata sbGna '"ma-
temaatika"?

8. Seltskonnas on 5 noormeest ja 5 neidu, kes istuvad

Juhuslikus jarjekorras tUmber laua. Kui suur on tdendosus
26 -



selleks, et tekiks "kirju rida"?
Igal noormehel on neidude hulgas oma sumpaatia. Kui
suur on tdendosus selleks, et iga noormees saab oma neiu

lauanaabriks?

9* 8-korruselise maja lifti asus esimesel korrusel 5
inimest. Leida tdendosus selleks, 3t iga reisija valjuks

liftist erineval korrusel#

10. Uldise miangude hulga véhendamiseks jagati 2n vdist-
konda kahte voOrdse suurusega alagruppi. Leida tdendosus, et

2 kdige tugevamat vdistkonda on erinevates alagruppides.

11. Ruhm Glidpilasi, mis sisaldas 2M noormeest ja 2N
neidu, jaotati kaheks vd@rdseks osaks. Leida tdendosus sel-

leks, et mdlemasse ossa sattus Uhepalju noormehi.

12. Voetakse a) 3 ja b) 6 kaarti 52-kaardilisest pa-
kist. Leida tdendosused sundmustele:
1) nende hulgas on potiéss;
2) nende hulgas on kuningas ja &ss;
3) nende hulgas on tépselt Uks &ss;
4) iga kaart on erineva tugevusega;
5) iga kaart on erinevast mastist;
6) nende hulgas on kdigi mastide esindajad;
7) nende hulgas on punaseid ja musti kaarte.
(Kahte kaarti loeme Uhetugevuseks, kui neil on sama arv vodi

pilt, kuid erinev mast.)

13. Leida tdendosus selleks, et vottes 52 kaardi hulgast

3, saaksime 4, 3, 2 lihetugevust kaarti.
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14« Kaardipaide, mis sisaldab 52 kaarti, segatakse kor-
ralikult l&bi ja sealt vOetakse 6 kaarti. Leida téenaosused:

a) nende hulgas on potiass,

b) kaartide hulgas on iga masti esindajaid,

¢) nende hulgas on vahemalt 1 &ss.

15. Leida tdendosus selleks, et vdttes 52 kaardi hul-
gast 4, saaks nii musti kui ka punaseid kaarte; vahemalt 3

erinevast mastist kaarti; iga kaart erinevast mastist.

16. Kaardipakis on 36 kaarti. Nende hulgast vdetakse
huupi kaks kaarti. Kui suur on tdendosus selleks, et mdle-
mad kaardid oleksid potimastist? Et nad on mGlemad samast

mastist? Sama tugevusega?

17* Leida minimaalne arv kaarte, mis tuleks votta, et
saada tdendosusega P > " vahemalt 2 Ohetugevust kaarti?

18. Arvude 1,2,...,n jadast valitakse juhuslikult 2
arvu. Kui suur on tdendosus selleks, et Uks neist on vaik-
sem kui kK, aga teine on suurem kui K, kus 1<-k<-n

K on meelevaldne taisarv.

19» Partii sisaldab N detaili, nende seas M praak-
detaili. Voetakse juhuslikult n detaili. Kui suur on tde-

nadosus selleks, et nende seas on m(”H) praakdetaili?

20. Mis on tdendosem, kas visates korraga 4 taringut
saada vahemalt iUks 6, vdi visates 24 korda kahte taringut

saada vahemalt (ks kord korraga 6 ja 6? TOestada!



83» Tinglik tdendosus.
1. TInpliku tdendosuse mdiste.

Monikord vOib esineda olukordi, kus mingi sindmuse
tdendosus sdltub mdne teise siindmuse esinemisest (voi mit-
te-esinemisest).

Nédide 1. Vaatleme urni, mis sisaldab 5 valget ja 3
musta kuuli. Urnist vbetakse juhuslikult thekaupa kuule.
Tahistame simboliga K sindmuse, et esimene urnist voe-
tud kuul osutub valgeks, ja simboliga M sindmuse, et tei-
ne vBetav kuul on valge.

Sundmuse K tdendosust on lihtne leida: P(K) =g <«

Milline on aga sundmuse M tdendosus? Sellele kisi-
musele vastamiseks on meil tarvis teada, kas toimus siind-
mus K voi K : esimesel juhul oleks sindmuse M tde-
naosus ~ , teisel juhul aga ip .

Niisuguses olukorras on otstarbekas votta kasutusele
siindmuse tingliku tdendosuse midiste.

Stndmuse A tinglikuks tbendosuseks tingimusel B
P(A/B) nimetatakse sindmuse A tdendosust eeldusel, et
sindmus B toimub (toimus).

Vaatleme niiid, kuidas on voéimalik leida slndmuste ting-
likke tdendosusi.

Olgu P(A) =~ , P(B) =~ , P(AB) =~

Eeldame, et sundmus B toimub (toimus). Kindlasti esi-
neb siis (ks silndmusesse B kuuluvatest elementaarsindmus-

test (neid on arvult mR). Jarelikult moodustavad need ele-

- 29 -



mentaarsiindmused meie eeldusel tdieliku sisteemi, s. t. uue
elementaarsindmuste susteemi.

Selleks, et sasiks toimuda sindmus A t peab (meie eel-
dust arvestades) toirwvuaiiksaelementaarsindmustest, mis si-
saldub niith&asti sindmuses A kui ka sindmuses B . Et nen-
de arv on , Siis saamegi otsitavaks tfendosuseks MAB ,

seega

Kokkuvottes saime seose:

(1)

mille kehtivuseks on tarvis veel eeldada, et P(B) O
Seost (1) korrutisena kirjutades ja arvestades, et
P(AB) = P(BA), saame:
P(AB) = P(B)P(A/B) = P(A)P(B/A) . )
Viimane seos peab paika ka sel juhul, kui P(A) =0
voi P(B) = 0 , sest sel juhul alati ka P(AB) =0 .
(Miks?)
Naide 2. Arvutame ndites 1 leitud tingliku tbendosu-
se, kasutades selleks valemit (1).
Leiame selleks kbéigepealt sindmuse KM tdendosuse. Ka-
he kuuli votmiseks kaheksa hulgast on erinevaid véimalusi
= 28 . lgauhe neist vdimalustest voime lugeda elemen-
taarstndmussks. Sindmus KM , s4 t. sitndmus, et kaks esi-
mest kuuli on valged, koosneb C): "0 elementaarsindmu-

sest. Seera



Naide 3. Arvutame sindmuste korrutiste EN ja LN
tdendosused (vt. nditeid 1.1 ja 1.2):
P(N) =\ t P(E/N) =~ ; P(EN) = PGN)P(E/N) =\ .3 =\

1
Teiselt poolt aga EB = E , seega P(EB) = P(E) =g =

P(L) =£ F PO =", kuid P(N/L) =0 , sest sind-
muse A toimumisel ei saa sindmus B uldse toimuda. Niisiis
P(LN) = P(L)P(N/L) =0 .

Teiselt poolt: LN/ O , jarelikult P(LN) =0 .

2. SO6ltumatud sindmused.
X

Vdib esineda ka sundmusi, mis teineteisele praktilist
mdju ei avalda.
Naide 4. Olgu sundmuseks E™ esimesel taringuviskel
6 silma saamine, sindmuseks E2 - teisel taringuviskel
6 silma saamine. llmselt ei mdjusta sundmuse E~ toimumine
mingil viisil sindmuse tdendosust.
Me Utleme, et sindmus A on sdltumatu sindmusest B,
kui kehtib seos
P(A/B) = P(A) . (€)
Paigutades vOrduse (3) seosesse (2), saame sOltumatute
siindmuste korrutise tdendosuse leidmiseks valemi (4):
P(AB) = P(A)P(B) . 4
Seostest (2) ja (4) saame ka jargneva vlrduse:
P(A)P(B/A) = P(A)P(B)
Siit aga jareldub
P(B/A) = P(B) ,
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seega ka sundmus B on sdltumatu sindmusest A . Niisiis«
alati, kui stndmus A on sdltumatu stndmusest B, on Uht-
lasi ka sindmus B so6ltumatu sundmusest A , s. t. sfinwnfl-
te sOltumatus on vastastik»ng-

Naide 5. Vaatleme sindmusi C ja D (ndide 1.1).

P(O) =13 ; PCD) =~ j P(D0) = 3]- i PCO/D) - S -J.
ts

Jarelikult sindmused C ja D on soltumatud.

Naites 3 vaadeldud sindmuste paarid E ja L, ning j,

ja N on aga s6ltuvad. (Tdestadal)
3- TaistOendosuse valem.

Vaatleme veel kord ndites 1 esitatud kisimust: milline
on teisel vottel urnist valge kuuli saamise tdendosus. Vas-
tuse leidsime sellele kusimusele lksnes eeldusel, et me tea-
me, missuguse kuuli saime esimesel vottel. Milline on aga
vastus juhul, kui me esimese katse tulemust ei tea?

Sel juhul saame kasutada nn. tdistdendosuse valemit.

Tuletame selle.

Moodustagu sundmused taieliku slsteemi, s.t.
1) HAH. =0, kui 1 *j ;
2) 0 H. =£>
) i=1
Olgu teada kdigi slndmuste tdendosused P ()

Olgu A suvaline sindmus, mis vdib esineda koos Uhega
slindmustest G=1,...,n) =
Olgu teada tinglikud tdendosused PA/1Y . Siis aval-
dub sindmuse A tdendosus P(A) jéargnevalt:
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n
P(A) = £ PU/Hi)P(HI) . 5
i=1
Tdestame taistdendosuse valemi (5)»

Eelduste 1) ja 2) kohasel” kehtivad seosed:
n n

A=A£2 =AU Ht = U A,

i=l i=l
sest iga sindmuse A vOib esitada kujul AiO ja
n n
P(A) = LUPAHDY = "P(A/H1)P(HI) ;
i=l i=l

rakendada td8endosuste liitmise teoreemi. Viimase vdrduse
saame aga tdendosuste korrutamise teoreemi pohjal.
Naide 6. Leiame I6pliku vastuse ndites 1 esitatud ki-

simusele. Selleks tuleb meil vaadelda taielikku sindmuste

Otsitav tBendosus P(M) avaldub siis selliselt:

P(M) = P(K) * P(M/K) + P(K)P(MA) =1 «7 +$ *~ =
4. Bayesi valem.

Naide 7. I urnis on 3 musta ja 5 valget kuuli;
Il urnis on 4 musta kuoli;

Il urnis on 6 musta ja 1 valge kuul*

Juhuslikult valiti Uks urn ning voeti sellest juhuslikult

Uks kuul. Kuul osutus valgeks. Kui suur on tdendosus, et
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see voeti | urnist (s.t., juhuslikult valitud urn osutus 1
urniks); Il urnist; 11l urnist?

Otsekohe vdime oOelda, et tdendosus selleks, et kuul péa-
rines Il urnist, on null (seal ju valgeid kuule polnudki).
Voib ka arvata, et tdendosus selleks, et kuul véeti I umist,
on suurem kui tdendosus selleks, et see vdeti Il urnist* Kui-
das aga leida tédpne vastus esitatud kisimustele?

Oletame, et on antud taielik sundmuste slsteem
ee**@n}* kusjuures me eeldame, et tdendosused PBY (nn.
aprioorsed tdendosused) on meil teada.

Olgu A sindmus, mis vOib esineda koos (ihega siindmus-
test (i=1,2,...,n) ; olgu teada tinglikud tdendosused
P(A/H™) . Nenle abil tahame leida slndmuste tinglikud
tdendosused sindmuse A suhtes, nn. aposterioorsed tdendo-
sused P(Hi/A)

Kehtib nn* Bayesi valem:

ooty - P(Hi )P(A/HI)

TOestus. Kasutades tingliku tdendosuse definitsiooni:
(H-A)
P(A)

teisendame lugejat tdendosuste korrutamise valemi abil:

P
P(H /A =
1

P(HIA) = P(HI)P(A/HI) |,

nimetajas aga kasutame taistdendosuse valemit (5)«

Naide 8. Lahendame niiiid naites 7 esitatud Ulesande.
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Taieliku sundmuste slsteemi moodustavad sindmused:
- kuul voéeti 1 urnist;
Hg - kuul véeti Il urnist;
- kuul voéeti 11l urnist.
Ilmselt PC”~) = PC"N) = P(H3) =~ .
Stndmuseks A on valge kuulikese saamine. Leiame va-

jalikud tinglikud tdendosused:

P(A/ILJ) =1 ; PCA/”™) =0 ; P(A/H3) =J .
Siis >, o 3
pH/A =p—3 2?2 o '1—T=U =81
3*S +3*0+3*7 35
p(h2/a) = J
1 .1
P(H3/A) = 5] ¢z ="

Kontrollimiseks kasutame asjaolu, et sindmused
..oH moodustavad tadieliku sindmuste sisteemi ka tingimusel,

et A toimus, seega ""(EN/A) =1 . Toepoolest, meie nai-
i1
tes |g + =1 .

5« (lesandeid.

1. Kas teineteist valistavad sindmused on sdltavad voi
s6ltumatud?

2. Vixmsellest, et sindmus A sdltub sindmusest B,
jareldub, et sundmus B s6ltub sundmusest A?
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3. Kas leidub sindmusi, mis on kdigist ulejaanutest
s6ltumatud? (Toestadal)

4. Olgu A ja B »dAteineteist valistavat sindmust,
mis on m8lemad sundmusest C sOltumatud. Kas sindmus AUB
on samuti sundmusest C s6ltumatu? Tdestada!l

5. Olgu A ja B ™®®Aasuvalist sundmust, mis on mdle-
mad siindmusest C sdltumatud. Kas on siis alati AUB sol-
tumatu sundmusest C?

Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et AUB oleks
sundmusest C sdltumatu!

6. Kas sellest, et P(ABC) = P(A)P(B)P(C) , jéareldub,
et siindmused A, B ja C on paarikaupa s6ltumatud? Tdes-

tada!

1. Olgu p =P(A) , g=P(B) , r =P(AUB)
Avaldada P(AB) , P(I5) , P((a\ b)U(B\A)) p, q Ja r kau-
du.
2. On teada, et "A2C A. ToOestada seos
-P(A)>P(Ai) + P(Ap)- - 1 .
2 p@2)
3. Toestada, et PCAg/A,,)» 1 ——-e-

4. Toestada, et sundmuste A, B ja C paarikaupa s6l-
tumatusest ei jareldu nende tédielik s6ltumatus.
5. A, B ja C on paarikaupa sdltumatud slndmused;
P(B) = P(C) , P(ABC) = 0 . Leida max P(A)
6. TOestada seos:
P(A/B) = P(A/BC)P(C/B) + P(A/BC)P(5/B)

P(A)
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7. TOestada teoreem: r Uhesugust eset saah paigutada
n lahtrisse N ooviisil.

8. Olgu fCx~”,...,") analilitiline n muutuja funkt-
sioon. Mitu erinevat r Jarku tuletist tal eksisteerib?

9. Mitmel erineval viisil saab n taldrikule paiguta-

da r Ounakook! ja s kohupiimakooki?

1. Kaks laskurit tulistasid oht marklauda. Esimene las-
kur tabab marki tdendosusega 0,7» teine téendosusega O0,8.

Leida tbendosus, et marki tabatakse, kui kumbki tulis-
tab a) Uks kord; b) kaks korda.

2. Kolm lampi on lulitatud jarjestikku. Pinge tdstmisel
on nende labipdlemise tdendosused 0,3 » 0,2 ja 0,2 . Lei-
da tdendosus selleks, et parast pinge téstmist sdiliks voo-
luahelas vool (selleks peavad kbik lambid jaama pdlema).

3. Elektrivoolu ahel punktide A ja B vahel on moo-

elemendil Kj - 0,1 ; elemendil Kg - 0,2 ; elemendil
0,4 ; elemendil - 0,7 f elemendil Lj - 05 «
Leida voolu katkemise tdendosus ajavahemiku T valtel.
4. Toendosus lambi l&bipdlemiseks 1000 tunni valtel on
0,8. Leida tdendosus selleks, et kolmesg sellisest lambist

vahemalt 1"k« veel 1000 tunni moddudes pdleks.
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5> loteriil on N piletit, neist vboidab U piletit.
Ostetakse k4 n piletit. Leida vahemalt Uhe piletiga vdit-
mise tden&dosus.

6. Garderoobis on 2n paari kalosse.
a) Olgu need kdik uUhesugused ja thesuurused. Nende
hulgast valitakse juhuslikult 2b kalossi. Leida stndmus-
te tbendosused, kus B~ téhendab, et vbetud kalosside
hulgas on i1 paari (i=0,1,2,..=,m; 2n”n)
b) Olgu kdik 2n kalossipaari erinevad.
Leida sundmuste A~ (i=0,1,...,m) tdendosused, Kkus
A" tahendab, et juhuslikult voetud 2m kalossi hulgas on i
Oiget paari (2n~n) -
7. Kaks vordselt osavat laskurit tulistavad kordamddda
marklauda, kusjuures kummalgi on Oigus lasta kaks korda. Esi-

mene tabaja saab auhinna.

*

a) Olgu tabamise tdendosus p =g . Uis on tdendo-
sem, kas auhind antakse valja v0i mitte?

b) Leida tdendosus selleks, et esimene laskur saab
auhinna "toendosus selleks, et teine laskur saab auhinna; toe-
ndosus selleks, et kumbki ei saa auhinda.

c) Vastata samadele kusimustele juhul, kui mdlema las-
kuri korral, on tabamise tbendosus p =

8. Loteriipilet vdidab tdendosusega 0,02. Leida vahemalt
1 piletiga vditmise tdendosus, kui ostetakse 2, 3» 4, 5 pile-
tit.

9. Kaks spordiseltsi A ja B on kumbki esindatud 3

vOistkonnaga (mehed, naised, noored).
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A meeskond vGidab 80%-lise tdendosusega.

A naiskond vbidab 40%-lise tdendosusega.

A noortevdistkond vdidab 40%-lise tdendosusega.

Kumma spordiseltsi voit on tdendosem (vditjaks loetak-
se see, kes saavutab vahemalt 2 vditu 3-st)?

10. Abonent unustas telefoninumbri viimase numbri ja
valib selle juhuslikult. Leida tdendosus selleks, et tal ei
tule helistada tle 3 korra.

11. Visatakse kolme téringut. Leida tdendosus selleks,
et neist vahemalt lhel langes peale 6 silma, kui on teada,
et igal téringul langes peale erinev arv silmi.

12. Urnist, mis sisaldab 3 valget ja 2 musta kuuli,
voetakse 2 kuuli ja pannakse urni, mis sisaldab 4 musta ja
4 valget kuuli; seejarel vdetakse sealt 1 kuul. Leida tde-
naosus selleks, et see kuul on valge.

13« Ulidpilane laks eksamile, olles 25 kordamlskiisimu-
se hulgast 20 selgeks Oppinud. Talle esitati 3 kiisimust.
Leida tdendosus selleks, et ta oskas k&igile vastata.

14. Eksamil oli 25 kusimust.

30 ulidpilasest 5 Oppis selgeks kdik ,

10 20 ,
0 " " 15 ,
5 " " 10
Leida iga ruhma Ulidpilaste jaoks tdendosus saada hinne 5,

4, 3 ja 2.
15* Krossirajal tuli mootorratturil ldbida teeldik AB,

kus oli 12 takistust, neist igalhe juures oli tdendosus
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viistluse katkestamiseks 0,1 ; ulejd&nud teelbigu BC l&bi-
mise tdendosus oli 0,7. Leida tdendosus selleks, et mootor-
rattur labib kogu vOistlustrassi AC

16. Kastis oli 15 tennisepalli, nende seas 9 uut. 1 mén-
gu jaoks voetakse juhuslikult 3 palli ja pannakse need parast
mangu tagasi. Il mangu jeoks vdetakse jalle juhuslikult 3 pal-
li. Leida toendosus selleks, et need on koik uued.

17. 1 téopingil valmistatud detail on mittekvaliteetne
tdendosusega 0,2, 11 toopingil valmistatud detail aga tbendo-
susega 0,3« 1 pingi toodkiirus on % korda suurem kui teisel.
Leida tdendosus selleks, et juhuslikult valitud detail oleks
kvaliteetne.

18. Tehnilise kontrolli osakonda saabus partii tooteid
kolmes kastis. Nende kastide hulgast kontrolliti Uhte. Leida
toendosus selleks, et partii tunnistati praagiks, kui | kas-
tis oli 2/3 praaktooteid, ulej&anud kahes aga koik kvaliteet-
sed tooted.

19. Kaks mangijat A ja B viskavad kordamédda minti.
Voidab see, kes saab enne vapi. Leida A vOidu tdendosus,
kui ta alustab esimesena.

20. Rahakotis on 10 20-kopikalist, 5 15-kopikalist ja 2
10-kopikalist minti. Kui suur on tdendosus selleks, et huupi
voetud 6 mindi va@artuste summa on vahem kui 1 rubla?

21. 5% mehi ja 0,25 % naisi on varvipimedad. Vaatlus-
alune isik osutus varvipimedaks. Leida tdendosus selleks, et
ta on mees a) eeldades, et mehi ja naisi on Uhepalju; b) ole-

tades, et ta Opib Ulikoolis, kus ulidpilastest 66,7 % on

naised.
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22. 18 laekuri hulgast 5 tabas marki tdendosusega 0,8,
7 - tdendosusega 0,7, 4 - tdendosusega 096 ja 2 - tdendosu-
sega 0,5. Juhuslikult valitud laskur tulistas, kuld ei ta-
banud Marki« Leida tbendosus tema kuulumiseks igasse vaa-
deldavasse rihma.

23* Koolipoiss, kes tahtis oma sdprade ile nalja hei-
ta, korjas kokku kdik mitsid garderoobist, kus neid oli n
tukki, ja riputas juhuslikult tagasi. Leida tdendosus PQ
selleks, et vahemalt iks sattus Oigesse kohta tagasi. Lei-

da lim P
n -00 n

84. Geomeetriline ja statis -

tiline tédenaosus.
1. Elementaarsindmuse mdiste uldistamine.

Praktiliselt esineb sageli katseid, mille puhul erine-
vate voimalike katsetulemuste arv on I8pmata suur.

Naide 1. Vaatleme marklauda, millesse tulistatakse
punktikujuliste kuulidega (vO0i arvestame reaalse kuuli kor-
ral tema keskpunkti tabamust).

Marklaua iga punkti tabamist vdime vaadelda erineva
katsetulemusena. (Seega katsetulemuste hulk oh Idpmata sunr;
samuti on ldpmata suur katsetulemuste abil kirjeldatavate
erinevate sindmuste hulk. (Miks?) Kahjuks pole nende tde-
naosusi voimalik mddrata, kasutades klassikalist tdendosu-
se definitsiooni. (Miks?)

Et anda Uldisemat tdendosuse definitsiooni, uldistame

koigepealt elementaarsindmuse mdiste.
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Sindmust A nimetatakse elementaarsiundmuseks, kui @i

leidu selliseid sindmusi

Al A jJja a2 PA,
et kehtiks seos
v As AjUAg -
Loplikku voi I0pmatut sindmuste susteemi x - {v) . "
mistahes kaks siindmust /NAl Ja A* on elementaarsind-

mused ja valistavad Uksteist, ning

ua”™ = iQ ,
nimetatakse elementaarsindmuste siisteemiks (laiemas mot-
tes).

Naites 1 on tasandi iga Uksiku punkti tabamine elemen-
taarsindmuseks. Seega on elementaarsindmuste hulk selles

ndites lIdpmata suur.
2. Geomeetriline tdendosus tasandil.

Teeme kdigepealt lihtsustava eelduse: oletame, et kdik
elementaarsindmused on voérdtdendosed. (Siin kasutatakse
vordtdendosuse mbistet monevdrra Gldisemalt kui varem, sest
vaadeldakse elementaarsindmusi, mille tdendosus on 0). An-
tud ndites téhendab see, et marklaua k&igi punktide tabamine
on vordvdimalik, s. t. Uhegi punkti tabamine ei ole tdendo-
sem mingi teise punkti tabamisest. See aga téhendab, et
mérklaua mingi osa tabamine sdltub ainult selle osa pind-
alast, mitte tema asukohast marklaual.

Eeldame, et igale elementaarsiindmusele on seatud vas-

tavusse mingi punkt tasandil, kusjuures kdigi elementaar-
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sundmuste hulgale vastab tasandiline piirkond, millel eksis-
teerib pindala. Siis vastab igale elementaarsindmuste abil
defineeritud sundmusele teatav punktihulk tasandil; vaatle-
me ainult selliseid sindmusi, millele vastavate elementaar-
sundmuste Uulk kirjeldab pindala omava piirkonna tasandil.
Niisuguse sindmuse vdime defineerida vaadeldava tasandipiir-
konna tabadsena (Jjuhuslikul viskel). Sindmuste sellise inter-
pretatsiooni korral vastavad sindmustevahelistele seostele
analoogilised seosed hulkade vahel (vt. joonis 1). Sellis-

tele siundmustele saame omistada geomeetrilise tdendosuse.

Joon. 1.

Tabatagu mingit juhuslikult valitud punkti, mis kind-
lasti paikneb tasandilisel pinnaosal pindalaga S . Tden&o-
sus selleks, et tabatav punkt asub sellel pinnaosal paikne-
vas piirkonnas pindalaga s , vOrdub suhtega g <«

Naide 2. Ulesanne: Ruudukujulisele marklauale kiilje-
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pikkusega a visatakse ring disuaeetriga d < Milline peaks
olema a Ja d suhe selleks, et ringi keskpaiga sattvmisel
marklauale eatuks tdendosusega ~ marklauale ka ringi iga
punkt (vt. joonis 2)? Selleks margime marklaua keskele ruudu
servapikkusega a-d . Selleks,
et ringi iga punkt satuks mark-
lavale, peaks ringi keskpunkt
langema sisemisesse ruutu. Pik-
kuste a Ja d otsitava suhte a
leiame seosest

(a-d)2 =\ a2 .

Joon. 2.

3. Geomeetriline tdendosus ruumis.

Uldisemalt véib geomeetrilise tdeniosuse mdiste defi-
neerida suvalises eukleidllises ruumis.

Tabatagu mingit Juhuslikku punkti, mis kindlasti paik-
neb ruumiosas a ruumalaga 7 . Tdendosus selleks, et ta-
batav punkt asuks selles ruumiosas paiknevas ruumiosas A
ruumalaga v , on ~ *

Koveral oleks geomeetrilise tdendosuse mdiste Jargmine:

Tabatagu mingit Juhuslikku punkti, mis kindlasti paik-
neb kdvera kaarel iQ> pikkusega L . Tdendosus selleks, et

tabatav punkt asub selle kaare osal A pikkusega 1 , on
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Naeme, et geomeetrilise tdendosuse korral on iga Uk-
siku punkti tabamise tdendosus alati 0 (miks?), seega,
lugedes elementaarsindmusteks lksikute punktide tabamise
téendosusi:; veendume, et iga elementaarsindmuse tdendosus
on 0

Samuti on O ainult I6plikust vdi ka loenduvast hul-
gast elementaarsindmustest koosneva siindmuse geomeetriline
toendosus. (Hiks?)

Tuleb mérkida, et geomeetrilist tBendosust ei saa omis-
tada kaugeltki iga hulga B tabamisele. Selleks on ndutav,
et vaadeldaval hulgal B eksisteeriks ruumala (pindala,
kaarepikkus).

lga ruumiosast B valjaspool paikneva hulga A taba-
mise tdendosus on 0. (Hiks?) Kui aga hulk A paikneb osa-
liselt ruumiosas , sSiis on voimalik leida hulga A ta-
bamise tdendosus ainult siis, kui hulgal &~I'la eksisteerib
ruumala« Olgu hulga Q O i ruumala v® , siis on otsitav
geomeetriline tdendosus ¥- .

Kiui hulk A langeb thte kogu ruumiosaga vOi eri-
neb sellest ainult 16pliku v6i loenduva hulga punktide vor-
ra, siis on selle tabamise tdendosus 1 . (Miks?)

Sonastada Ulaltoodud laused geomeetrilise tdendosuse
Jaoks tasandil Ja koverail

Geomeetrilise tbendosuse abil lahendatavatest Ulesan-
netest on klassikaliseks saanud nn* Buffoni ndelaulesanne.

Esitame selle.
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4. Buffoni ndéelailesanne.

Katku tasajad.it paralleelsirged, kusjuures naabersirge-
te vahekaugus olgu 2a . Tasandile visatakse juhuslikult
ndel pikkusega 2t(t< a) (vt. joonis 3). Leida tdendosus
selleks, et noel I6ikub mdnega tasandil paiknevaist paral-

leelidest.

Joon. 3»

Lahendus. N&ela asend talle lahima paralleeli suhtes
on dheselt md&ratud kahe parameetriga (tdendosus selleks,
et ta paikneb kahest paralleelist vordsel kaugusel, on 0 -
miks? Seetdttu voime selle juhu jatta vaatlemata.) Nendeks
parameetriteks on ndela keskpunkti kaugus x talle lahimast
sirgest (0" x <a) ja ndela ning paralleelsirgete vaheli-
ne nurk (onf ; loeme niihésti néelal kui ka sir-
getel mingil viisil fikseerituks positiivse suuna ning maa-

rame nurga ~ nende positiivsete suundade vahel).



Ldikumine toimub, kui kehtib vérratus
04 t sin® , 0 ( 1 )

NOela kdikvoimalikele asenditele vastab ristkilik x/”-
tasandil, mille pindala on aSt ; ndela ja paralleelide
Idikumisele vastavateks elementaarsindmusteks on sellised
x/p -tasandi punktid, mis paiknevad piirkonnas, mis on méda-

ratud vOrratustega (1). Selle piirkonna pindala on
St

s :J t sinfd”N = 2t
o

Otsitava tlendosuse vaadrtuseks saame seega =
i

5. Bertrandi paradoks.

Tuleb aga mérﬁida, et moningate llesannete korral on
voimalik Uhele silindmusele maarata geomeetriline tdendosus
mitmel erineval viisil, sdltuvalt sellest, millised sind-
mused me valime elementaarsindmusteks ning loeme seega vérd-
tlendosteks.

Naiteks selle kohta on klassikaline nn, Bertrandi pa-
radoks, mis omal ajal p8hjustas matemaatikute seas palju
vaidlusi,

tUlesanne. Ringile joonestatakse juhuslikult k&dl. Kui
suur on tdendosus, et see kOOl on pikem kui ringi joonesta-
tud vordkilgse kolmnurga kulg?

1. lahendus. Simmeetria tdottu vOime vaadelda ainult
thesuunalisi kddle, mis on maaratud oma keskpunktiga dia-

meetril (vt. joonis 4a). Meie tingimust rahuldavad ainult

- 47 -



need kodlud, mille keskpunkt asub ringi keskpunktist kau-

gusel I» ., seega on otsitav tdendosus A

Joon« 4.

2« lahendus. Slmmeetria tottu voime vaadelda ainult
neid kddle, mille ks otspunkt on fikseeritud; need on mda-
ratud oma teise otspunktiga, Ullesande tingimust rahuldavad
ainult need kddlud, mille otspunkt satub jamedama joonega
margitud osale ringjoonest joonisel 4b; kuna see on Klko-
gu ringjoone pikkusest, siis on otsitav tdendosus A

3. lahendus. EO001 on maaratud oma keskpunktiga. Meie
tingimust rahuldavad uksnes sellised kddlud, mille keskpunkt
asub ringi keskpunktist kaugusel , S. t., mille kesk-
punkt asub ringis, mille pindala on g:ﬁ- (Joonis 4 c).
Otsitav tdendosus on seega A

Milles on viga? Kuidas saab (ihe ja sama sundmuse tde-
ndosus tulla erinev s6ltuvalt erinevast arvutusviisist?

PGhjuseks on siin see, et erinevates lahendustes on
erinevatel viisidel valitud elementaarsindmuste siusteemid.

Seda, millisel viisil valitud elementaarsiindmuste sisteem
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osutub Ulesande lahendamisel sobivaimaks, ei ole vdimalik
otsustada tdendosusteooria vahenditega, sest selle kisimu-
se vastus sOltub sellest, missugused sindmused on vdrdtde-
ndosed, viimane mdiste ei ole aga meie kadsitluses matemaa-
tiliselt defineeritud.

6. Geomeetrilise tOendosuse abil

lahendatavaid (lesandeid.
y
Geomeetrilist tBendosust on otstarbekas rakendada ka

mitmete lUlesannete lahendamisel, mis oma probleemiseadelt ei
olegi geomeetrilise iseloomuga. Oluliseks momendiks on siin
see asjaolu, et sellistes ilesannetes on kdikvGimalike ele-
mentaarsindmuste hulk mingil viisil vastavusse seatav kas
16igu, pinna- vOi ruumiosa punktide hulgaga, ning kdik ele-
mentaarsindmused on vdrdtdendosed.

Uks tiipilisi geomeetrilise tdendosuse abil lahendata-
vaid Ulesandeid on jargmine, nn. "kohtumise Ulesanne".

Kaks isikut A ja B leppisid kokku, et kohtuvad kel-
la 12.00 ja 13.00 vahel teatud kohas. Kumbki pidi teist oota-
ma 20 minutit. Leida tdendosus, et kohtumine toimub.%

Me vdime eeldada, et isikute saabumine igal Uksikul mo-
mendil on voérdvGimalik saabumisega mingil teisel momendil.
Samuti ei mOjusta Uhe isiku saabumishetk mingil maaral tei-
se isiku saabumishetke.

Selgitame Ullesannet graafiku abil (vt. joonis 5). Tel-
jele x kanname isiku A vdimalikud saabumismomendid, tel-

jele Yy isiku B vdimalikud saabumismomendid. Seega on
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meil igale elementaarsiindmusele seatud vastavusse punkt
sandil. (Kuidas?)

Isikud kohtuvad juhul, kui

IXx - y] < %

Seda olukorda kir-
jeldab viirutatud pind-
alale kuuluvate punkti-
de bulk joonisel. Ules-
ande lahendamiseks tu-
leb vaid leida viiruta-
tud osa pindala ning
selle pindala suhe kdik-
voimalikke elementaar-
sundmusi kirjeldava ruu-
du pindalasse. On liht-

Joon. 5. . .
ne naha, et otsitav tde-

naosus on

- 2

7. Statistiline tdenaosus.

Praktikas kohtume sageli ka selliste sindmustega, mis
avalduvad Idpmatusse elementaarsindmuste sisteemi kuuluvate
elementaarsindmuste kaudu, kusjuures pole alust eeldada, et
vaadeldavad elementaarsundmused on vdrdtdenédosed.

Sel juhul puudub meil dldiselt vdimalus sindmuste tde-

naosuse arvutamiseks teoreetilistest kaalutlustest lahtudes.
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Kui meil on aga vdimalik teostada korduvalt katseid,
mille tulemusena vaadeldav siindmus vdib esineda vdi ka mit-
te esineda, saame maarata meid huvitava sindmuse suhtelised

K
sagedused -  katseseeria pikkuse n mitmesugustel vaar-

tustel.

Tahistame sindmuse A esinemise suhtelise sageduse n
katsest koosneva katseseeria korral h”"A) = EA

On lihtne kontrollida, et kehtivad jargmised seosed:

1= 04 b”MCA)4 1 i6a A ja n korral (pdhjendadal);

22 V &) =1 iga n korral (pdhjendadal);

3 Kui A ja B on Uksteist valistavad siindmused,
A1 B=0 , siis hn(AUB) = h™A) + h”"B)

Osutub, et kui meil on mingi sindmuste klassi J1 igale
sindmusele A omistatud arv h(A) , mis rahuldab tingimusi
1= - 3=, on sellel arvul h(A) ka kdik klassikalise tdendo-
suse olulised omadused (vt. 2.2 - 2.4; 3*1 - 3*4).

Seega voOime sindmusele, mille jaoks saame madrata suh-
telise sageduse, omistada tdendosuse, lugedes selleks suhte-
lise sageduse.

Kuna n muutudes suhteline sagedus muutub, ei ole sel-
lisel viisil mdé&ratud tdenédosus uhene.

Monikord vGib esineda olukord, kus jada hn(A) lé&he-
neb mingile piirvaartusele

lim hn(A) = h(A)
n -»e«

Sel juhul nimetatakse piirvadrtust h(A) sundmuse A

statistiliseks tdendosuseks.

Tuleb aga mérkida, et statistilise tdendosuse tapset
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arvulist vaartust ei ole pohimdtteliselt voimalik miarata,
sest kunagi ei saa korraldada l6pmata pikka katseseeriat;
selle asemel on aga voimalik vastavalt suvalisele etteantud
arvule £ maarata katseseeria pikkus N(£ ) nii, et sund-
muse A suhteline sagedus h~"CA) erineb védga suure (s. t.
arvule 1 lahedase) tdendosusega piirvaartusest h(A) va-
hem kui £ vorra.

Enamus tdendosusteooria praktilisi rakendusi kasutab-
ki nimelt statistilist tdendosust, kusjuures selle vaartu-
seks valitakse bs1 suhteline sagedus h~(A) katseseeria
mingi pikkuse n korral voi sellest Umardamise teel saa-
dud arv.

Tdendosusteooria seisukohalt on iga sindmuse tdendo-
sust voimalik statistiliselt mddrata; selleks tuleb vaid
vajalik arv kordi realiseerida siindmuse eelduseks olev tin-
gimuste kompleks S ning registreerida slindmuse suhteline
sagedus (sundmuste kompleksi korduva realiseerimise flisi-
lise vBimalikkuse kontrollimine ei kuulu muidugi tbendosus-
teooria kompetentsi). Seega vOime edaspidi radkida iga (mei-
le vajaliku) slndmuse tdendosusest,pddramata tahelepanu sel-
lele, mil viisil on see tdendosus maaratud voi kas see on
uldse maaratav.

Naide 4» Pikaajaliste vaatluste tulemusena on kind-
laks tehtud, et vastsiindinute hulgas on 52 % poisslapsed.
Seega vOime Oelda, et poisslapse slndimise statistiline tde-
naosus on 0,52«

Margime siin, et ka statistilise tdendosuse puhul on
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kindla sundmuse tdendosus 1 (miks?), vdimatu sindmuse tde-
ndosus 0 (miks?), kuid sindmus, mille tdendosus on O ,
ei tarvitse olla vGimatu (pbhjendada!) ja sindmus, mille
tdendosus oa 1, pole tingimata kindel (pbhjendada!). Keh-
tib ka Uldine tdendosuste liitmise lause (pdhjendadal),
jaab jousse tingliku tdendosuse definitsioon ja soltuma-

tuse maaratlus.
8. Ulesandeid.

1. Toéendosusega 1 tabatakse mingit kuubis paiknevat
punkti. Kui suur on tdendosus selleks, et tabatav punkt
asub thel kuubi diagonaaltasanditest?

2. Leida tdendosus selleks, et juhuslikult valitud
reaalarv on ratsionaalarv.

3. Tee pikkus on bl km* Tee aares mingis punktis asub
vaatamisvaarsus A . Teest m km asfalteeriti. Leida tde-
ndosus, et asfalteeriti vaatamisvaarsuse kohal asuv teeosa.

4* Telefoniliinil pikkusega L toimus avarii. Leida
toendosus selleks, et selle avarii koht asub thele otspunk-
tidest lahemal kui 1 «

5. Ringi on joonestatud ruut, mille tipud paiknevad
ringjoonel. Kui suur on tdendosus, et juhuslikult ringi vi-
satud punkt asetseb ruudus?

6. Aken on kaetud vdrega, (vt. joonis 6) mille varba-
de vaheline kaugus on a (varbade jé&medus olgu tuhiselt
véaike). Aknasse visatakse huupi pall raadiusega r (r<f) e

Leida purunemise tbéendosus (pall labib vdre)«
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7. Ringis raadiuse-
ga R valitakse juhusli-
kult punkt. Leida tbendo-
sus selleks, et see asub
ringi keskpunktile l&he-
mal kui r (r<R)

8. Tasandil paiknevad
paralleelid vahekaugusega
2a. Tasandile visatakse ju-
huslikult mint vraadiusega r<a < Kui suur on tdendosus
selleks, et mint ei I0iku Uhegi sirgega?

9» Maja on 20 m pikk ja 7 m kdrge. Fassaadil on 6 akent
mootmetega 1,2 m X 1,4 m oa 4 akent mddtmetega 1,8 m x 1,4 m.
Maja pihta visati huupi pall l1abimd6duga 0,3 m. Leida tdendo-
sus, et see pall lendas aknast sisse.

10. Kaks isikut lepivad kokku kohtuda teatavas kohas aja-
vahemiku T véaltel. Leida tfendosus selleks, et kummalgi ei
tule teist oodata kauem kui ajavahemik t* (t<T).

11. 2 aurikut sdidavad samal kuupédeval juhuslikul kella-
ajal sadamasse. Leida tdendosus selleks, et nad kohtuvad sa-
damas, kui esimene aurik seisab sadamas 1 tunni, teine 2
tundi.

12. Latt pikkusega 1 murtakse juhuslikult kolmeks ti-
kiks. Leida tdendosus selleks, et neist tikkidest saaks moo-
dustada kolmnurga; vOrdkiilgse kolmnurga; vérdhaarse kolmnur-

ga.-
13» Voetakse kolm juhusliku pikkusega 18iku, mis on lu-
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hemad kui 1 . Kui suur on tdeudosus selleks, et nendest
saab moodustada kolmnurga?

14. Ruudus tippudega (0,0), (©,D, @,0, @,D va-
litakse juhuslikult punkt (Y,T). a) Toestada, et O £ x ,
y 4 1 korral

PQy4dx; "< y) =Py <XP(*I<y) =xy .

Olgu 0< z< 1 . Leida

b) P(ly-41<z)

© P("<z) ,

d Pin(y,” )<z2)

e) P(max(y,f})<2 ,

H PAWY+M)<2)

15> Leida tdendosus selleks, et vorrandi

x2 +N= 0
Juured oleksid reaalsed, kui y ja ~ on madratud eelmise
Ulesandega.

16. Osake liigub mooda sirget sammhaaval; n-nda sammu
pikkus olgu aQ , 04 aQ< 1 , kusjuures sammu pikkus on
Juhuslik. Leida tdendosus selleks, et osake Uletab punkti 1
a) esimese samuga; b) teise samuga; ¢) kolmanda sammuga;
d) n-nda sammuga.

85» Juhuslik suurus.

MBningate probleemide vaatlemisel ei piisa sellest,
kui tehakse kindlaks iUhe vBi teise siUndmuse esinemine (Ja
selle tdendosus;. Sageli on tarvis teatavate slndmuste esi-
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nemisega siduda ka mdningaid kvantitatiivseid suurusi» Sel-

line on olukord .junuslike BuyrHs-Ek korral#
1. Juhusliku suuruse mdiste.

Praktikas esineb tihti muutuvaid suurusi, mis soltuvalt
Juhusest omandavad mitmesuguseid erinevaid arvulisi véartusi,

Naide 1. Mangitakse "kulli ja kirja’. Esimene mangija
annab teisele 1 kopika, kui mindile langeb peale vapipool,
ning saab teiselt mangijalt 1 kopika, kui mindile langeb pea-
le Kirjapool.

Esimese mangija saadav rahasumma X s6ltub sellest,
missugune kahest elementaarsiindmusest:

V - langeb peale vapipool,

K - " " Kirjapool
esineb; kui esineb V , omandab X véartuse -1 , kui esi-
neb K , omandab X vaédrtuse +1 -

Niisuguseid suurusi nimetatakse .juhuslikeks suurusteks.
Juhuslik suurus on seega elementaarsindmuse funktsioon (kus-
Juures uldiselt tuleb elementaarsindmusi mdista laiemas mot-
tes, vt. punkt 4.1).

Naide 2. Vaatleme mingi mddteriista osuti liikumist
skaalal. Lugedes skaalat kdvera kaareks, mille mingit punk-
ti kindlasti tabatakse (osuti langeb sellesse punkti), saa-
me igale punktile seada vastavusse elementaarsindmuse. Siin-
Juures me ei tarvitse eeldada, et kdigi punktide tabamise
tdendosused on vordsed (nagu see oli geomeetrilise tdenado-

suse korral).
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Juhuslikuks suuruseks X , mille vaartus soltub sel-
lest, milline elementaarsindmus esineb, on mooteriista lu-

gem.
\

2. Juhusliku suuruse _jaotus.

Juhuslikku suurust iseloonustab kdigepealt tema voima-
like vaartuste hulk. Kuid sellest Uksi ei piisa juhusliku
suuruse igakilgseks iseloomustamiseks.

Naide 3» Olgu loteriipiletite koguarv 10 000; nende
seas on 1000 Uherublast vOitu, 100 10-rublast voitu, 10
100-rublast voitu ja 1 1000-rublane voit.

Valime juhuslikult Uhe pileti. Sellele piletile langev
vOidusumma on juhuslik suurus, mille tdhistame tdhega T <
IImselt on meil vBimalikud jargmised sindmused:

A : piletile ei lange Wituy,

B : " langeb 1-rublane vOiIt,
C : " ' 10-rublane \Oit,
D s " " 100-rublane Voit,
E : " H1000-rublane VOIt.

Vastavalt sellele, kas toimub sindmus A ,B ,C , D
voi E , omandab juhuslik suurus T vaartuse O, 1, 10,
100 voi 1000.

Kujutleme teist loteriid, millel on samuti 10 000 pi-
letit ning vBimalikud vdidusummad on samuti 0, 1,10, 100 ja
1000, milledest igailks langeb 2000-le piletile.

Ka sel juhul on mingi piletiga vOidetud summa juhus-
lik suurus, mille tdhistame seekord simboliga Z .
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Juhuslikel suurustel Y | Z o sama vaartuste hulk»
Ometi on nad oluliselt erinevad!

Taielikumat informatsiooni juhusliku suuruse kohta an-
nab tema .jaotus» Olgu X Idpliku hulga vaartustega juhus-
lik suurus; tahistame tema poolt omandatavad vadrxused sim-

bolitega X®, Ig* eee» « Vaatleme sundnusi X = «

X = ) e , X =X . Nende sindnuste hulk moodustab taie-

liku Uksteist valistavate sindnuste slsteemi. (Miks?)
Tahistame

P(X = x™ =p=x ;

siis arwupaaride hulka (™p*) @=1,2,...,n), kus pi*™ 0,
n

esitatakse jaotus tabelina.
Naide 4. Naites 1 vaadeldud juhusliku suuruse X jao-
tus on jargmine:
X ixt -1 1
1 i
2 2
Naites 3 vaadeldud juhuslike suuruste Y ja Z jaotu-
sed on aga sellised:

~i o} 1 10 100 1000 z:z» O 1 10 100 1000
0,8889 0,1 0,01 0,001 0,0001 Pi 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

MBningatel juhtudel saab juhusliku suuruse jaotuse esi-
tada ka valemina, Uheks tulpilisemaks naiteks sellest vald-
konnast on binomiaaljaotus (vt. punkt 7*2f

Juhusliku suuruse jaotust saab graafiliselt esitada
kas tulpdiagrammina (vt. joonised 7 ja 8) voi jaotuspoli-
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goonina (vt. joonised 9 ja 10; samuti vt. jooniseid punkti-

des 7.1 - 7.5). -

Joon. 7. Joon. S«

Joon. 8. Joon. 10.

Sageli on otstarbekas ka konstanti (Juhusest sdltuma-
tut suurust) vaadelda juhusliku suuruse erijuhuna; konstan-
di c¢ jaotus on triviaalne:

p(X =c¢) =1, s. t. juhusliku suuruse X ailnsa vaar-

tuse c tdenaosus on 1. *
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3. Lopmatu hulga vaartustega -juhusliku suuruse .jaotus.

Naites 2 vaadeldud juhuslikul suurusel on 18pmata pal-
Ju vaartusi. Seega on kdigi (VOi vahemalt I8pmata paljude)
vaartuste omandamise toenaosus null. (Miks?) Selliste ju-
huslike suuruste jaoks el saa tabeli vOi valemi abil jao-
tust esitada.

Lopmata paljude vaartustega juhusliku suuruse jaotust
on sobiv iseloomustada teiste karakteristikute, naiteks jao-
tusfunktsiooni abil.

4. Juhusliku suuruse .jaotusfunktsioon.

Vaatleme juhuslikku suurust X < Olgu x suvaline re-
aalarv. Siis me vOime defineerida sindmuse
X< X

mis seisneb selles, et juhuslik suurus X omandab véartuse,
mis on vaiksem kui reaalarv X e

Leidnud sindnuse X< x tOendosuse iga reaalarvu x

korral
P(X<x), (00<X<0-0 ,
saame reaalse argumendi x funktsiooni, mida nimetatakse
Juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooniks ja tahistatakse
simboliga
Q) = P(X< X) (-00<x<e0) . (D)

Juhusliku suuruse X Jaotusfunktsioon ?x(X) (vt

jJoonis 11) iselodmustab vaadeldavat juhuslikku suurust.

Naide 5. Naites 3 vaadeldud juhuslike suuruste Y ja
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Z jaotusfunktsioonid on mdaratud, jargnevalt:

FyG) = 0,0, X«0 , F7.x) =/0,0000, X" 0,
0,2, O0<x*l , 0,8889, O<xE£l,
0,4, 1< x£10 , 0,9889, 1<X410,
0,6 ,10 < x~100 , 0,9989, 10<x£100,
0,8 , 100 < x” 1000 , 0,9999, 100< x £ 1000,
~N,0 -, x> 1000 , V1, 0000, X >1000.

Jaotusfunktsiooni on h3lpus esitada ka graafiliselt (vt
jooniseid 12 ja 13).



5. Jaotusfnntrtsiooni omadused.

1° Jaotusfunktsiooni Fj(xX) vaartuste hulk on tdkes-
tatud:
04 2J(D N 1 (PPXK<<>)
Miks?)
Kui juhuslikult suurusel 1 eksisteerib minimaalne
vaartus 4 5 siis
FIGX) =0 iga X < xQ Kkorral; @)
kui aga juhuslikult suurusel Z eksisteerib maksimaalne
vaartus x e, siis
FIG) s 1, kui x> x* . (©)

Olgu juhusliku suuruse Z vairtused tokestatud: s. €

et
Z>xQ jJa Z< x* on kindlad sindmused.

Ka sel juhul kehtivad vordused 2) ja ).
Vaatleme nuld tdkestamata juhuslikku suurust Z . Kvn»

Z omandab Uksnes reaalarvulisi vaartusi, -oo<z<e® , siil

Fx(-00) = P(Z<-00) =0 , @

Px(o° ) =P(Z<o0)=1, G)
2°  Jaotusfunktsioon on mittekahanev:
Pz 4 *XC) * kui x<y . ®)

Toepooleet, sindnuste Z<y ja Z< x vahel kehtib x <y
korral sisalduvusseos:

(Z*xc <y ,
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(miks?); teoreemi 2.3.1 jarelduse 2 pdhjal tuleneb aga sel-
lest seosest VOrratus:

PX< y) > PX< X ,
mis on samavaame vorratusega (6). (Miks?)

3° Jaotusfunktsioon on vasakult pidev:
lim Pj(y) = FiQG) = Q)
y B X-

Toepoolest,
PX(X) = P(X<X) = P(X<x =S) PX -J*<X<x) . @)

Sindmus  lim (X -S< X<x) on viimatu, sest Li_gp(x - 9)~ X
Ja vanemiK cIj_im (x —cf,x) ei sisalda ainsatki punkti. Siis
_|.o

lim P(x -<kX<x) =0,
<[=or

jJa kuna vbrduse (8) parema poole esimene liidetav laheneb
( S Iahenemisel nullile) jaotusfuhktsiooni vaartusele
Fj(x - 0) , jareldubki siit vordus (7).

6. Pidevad ,ja diskreetsed .juhuslikud suurused»

Kui juhuslikul suurusel X on iUksnes n erinevat vaar-
tust, siis on tema jaotusfunktsiooniks treppfunktsioon, kus-
Juures katkewvuspunktideks on X vOimalikud vadrtused x”°,

~ (miks?); valjaspool katkevuspunkte pisib jaotus-
funktsioon konstantsena (miks?) (vt. naiteks 7.2); samasugu-
se omadusega on ka joonistel 12 ja 13 kujutatud jaotusfunkt-
sioonid.

Kai juhuslikul suurusel X on loenduv hulk erinevaid
vaartusi, siis on tema jaotusfunktsiooniks I8pmatu hulga
astmetega treppfunktsioon. (Mida vdime sel korral 6elda hi-
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\

pete pikkuse kohta? Kuidas kditub jaotu3funktsioon valjas-
pool katkevuspunkte? Vt. naiteks 7.4-).

Kui juhuslikul suurusel X on I6pmata palju erinevaid
vaartusi ning iga vaartuse omandamise tdendosus on 0 , siis
nimetatakse juhuslikku suurust X pidevaks. Pideva juhusli-
ku suuruse X jaotusfunktsioon on pidev funktsioon. (Vt.
naiteks 7.6 ja 7.7).

7. Toendosuse tihedus.

Olgu X pidev juhuslik suurus. Siis Wib tema jaotus-
funktsiopn olla oma argumendi x jargi diferentsee-
ruv (see el tarvitse aga alati nii olla, sest iga pidev
funktsioon ei ole diferentseeruv - miks?).

Kui ~(xX) on diferentseeruv, siis nimetatakse tema
tuletist

®

Juhusliku suuruse X tfendosuse tiheduseks e. tihedusfunkt-
siooniks. (Vt. joonis 14.)

Lelame tdendosuse ti-
heduse omadused:

1° fz¢9)> 0 . 0)

Toepoolest, kuna
Fj(xX) on alati mitteka-
hanev, siis on tema tu-
letis alati mittenega-

tiivne.
Joon. 14.



N X< X)) = 2} ~ VYA g aD
*1
seos (11) jareldub seostest (1) ja (9) ning Newton-Leibnizi
valemist.

(12)
Seose (12) saame seosest (11), valides vaid Xj = -00 ,
X2 =00 ning rakendades VOrdusi (4) ja (). (Vt. nditeks
7.6 Ja7.7.)

8. Juhuslik vektor.

MBnikord vdib samal elementaarstindnuste hulgal olla
madratud rohkem kui Uks juhuslik suurus, s. t. juhuslike
suuruste hulk mis n.-0. "'sdltuvad samadest
Juhustest™.

Kui me mingi elementaarsindnuse E korral vaatleme
Uheskoos juhuslike suuruste vaartusi, siis me
Utleme, et me vaatleme juhusliku vektori (X ,...,Xn) vaar-
tusi elementaarsindmuse £ korral.

Naide 6. MOOdame mingil indiviidide hulgal (naiteks
ulidpilastel) mitut nditajat (naiteks pikkus X~ , kaal ,
vanus X~ jne.). Modotmistulemused sdltuvad sellest, milli-
se konkreetse indiviidi kbigi indiviidide hulgast me vali-
me; iga fViir indiviid moodustab seega elementaarsindmuse;
nii on juhuslikud suurused Xj , Jja X~ koik maaratud
samal elementaarstndmuste hulgal.

Valime the indiviidi ja mdodame selle pikkuse, kaalu
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ja vanuse; siis saame juhusliku vektori (X~"XgfX”") vaar-
tuse sellele indiviidile vastava elementaarsundmuse korral#

Juhuslikku vektorit iseloomustavad:

1° Vektori jaotus ehk tema komponentide Uhine nédotus,
mis on esitatav tabelina, kui X",»..,Xn or 18pliku hulga
vaartustega,

2° vektori jaotusfunktsioon ehk tema komponentide Uhi-
ne jaotusfunktsioon

p-

(Tuletada juhusliku vektori jaotusfunktsioon! omadused, mis

on analoogilised juhusliku suuruse jaotusfunktsiooni omadus-

Jasti siis, kui X1,...,Xn on diferentseeruv iga oma argu-

mendi jargi:

Tarvilik, kuid mitte piisav tingimus tdendosuse tihe-
duse eksisteerimiseks on, et vektori kdik komponendid olek-
sid pidevad juhuslikud suurused. (Miks pole see tingimus
piisav?) n

Tuletada junusliku vektori tdenaosuse tiheduse omadused,
mis on analoogilised juhusliku suuruse tdenaosuse tiheduse

omadustega 1° - 3°.

Edaspidi vaatleme eeskatt kahedimensionaalseid juhuslik-
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ke vektoreid. (vt. joonis 15, kus on kujutatud kahedimensio-
naalse juhusliku suuruse tdendosuse tihedus.)
Kahedimensionaalse

vektori Uhine jaotus ju-
hul, kui 31 vOib oman-
dada n erinevat vaar-
tust ,----XQ, Xg
m erinevat vaartust
Xgi,-.. Apa, on esita-
tav nx m ruutu sisal-
dava tabelina, kus

Pi0= P2l =
(i=,2,....,n, FL2,...,0).

Tabeli &armine parempoolne veerg esitab 2 jaotust ning
alumine rida - Xg jaotust.

pi. =P(Xl =x1i) p.j=p@2 =x2j*> *

X
%1\ Xl X22 T X2m pi.
Xy P11 P12 T plm pl .
x12 *21 P22 Tt p2m P2 .
*1n Pnl pn2 T Prm pn.
P_j P.1 p.2 - 1
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Halde 7. Siin on X! teatava aine eksami ettevalmista-

miseks jaetud paevade arv, X2 - eksamil saadav hinne»

1 2 3 4 5 6 7

2 0,03 0,03 0,02 0,00 0O 001 O 0,10
3 0,02 0,06 0,12 0,12 0,02 0,01 O 0,35
4 0O 0,0 0,13 0,13 0,07 0,03 0,03 0,40
5 0 0 0,03 0,04 0,01 0,05 0,02 0,15

0,05 0,10 0,30 0,30 0,1C 0,10 0,05

Kahedimensionaalse juhusliku vektori jaotusfunktsiooni
kui kahe reaalse argumendi funktsiooni on voimalik terviku-
na illustreerida Uksnes ruumilise "graafikuna’. (Kirjeldada
naites esitatud juhusliku vektori (Xl1#X2) graafikut, teha
vastav ruumiline joonis!)

9. Sdltumatud _junuslikud suurused.

Vaatleme kahedimensionaalset juhuslikku vektorit (X,Y).
Nimetame juhuslikke suurusi X ja Y soltumatuteks,
kui iga reaalarvude paari (X,y) korral on stindmused

X< x ja Y<y 3)
soltumattud.

Vaatleme juhuslike suuruste X ja Y Uhist jaotus-
funktsiooni

»UCX.y) =« P(X< X, 1< J) .
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Arvestades sundmnuste (13) sOltumatust, saame seose
(3*4) pbhjal vorduses

P(X<X, Y<y) = PMXX<X)P(Y<y) = PxX(DPY®) ,
millest jareldub, et

FIyCxy) = PXQIOPY(Y) - a»n
Vaatleme nlid n-dimensionaalset juhuslikku vektorit
pLp™ e=»Xn)*
Me Utleme, et juhuslikud suurused X (1=1,2,...,n)
on paarikaupa soltumatud, kui iga ¥ korral on ja

Xj soltumatud.
Juhuslikud suurused X~ (1=1,...,n) on taielikult
sOltumatud, kui iga naturaalarvude hulga jrfj2»eeexdic 3a
N FHPA - g
reaalarvude hulga X4u>j>>---txfi— Ck*nfpg”™ niEl2,...,K
Ji 4 j~, kui 1 ¢ 1 korral moodustavad sindmused X/~ <x?

(1=1,2,...,K) taielikult sAltumatute sindmuste sUsteemi.
10 . Ulesandeid.

1. Eeldame, et sOltumatutel juhuslikel suurustel X ja
Y eksisteerivad toendosuse tihedused (X) ja fx(X). Toes-
tada seos: ee
X+YN = [ XCVIX(7)Y »

(vt. ka 111, 3.11 -3.13).
.—

1. Urnis on 2 valget ja 3 musta kuuli. Urnist vietakse
Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X tahistab 2 valge kuuli
vahel vdetud mustade kuulide arvu. Leida X jaotus, kui kuu-
le el asetata tagasi. Missugune on X-1 tdOendoseim vadrtus?
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2. Urnis on 2 valget ja k musta kuuli. Urnist vdetakse

Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X tahistab 2 valge kuuli
vahepeal véetud mustade kuulide arvu. Leida X jaotus, kui
kuule ei asetata tagasi.

3* Urnis on m valget ja k musta kuuli. Urnist vode-
takse Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X tahistab 2 esi-
mesena valjatulnud valge kuuli vahepeal vdetud mustade jcuu-
lide arvu. Leida X jaotus, kui kuule ei asetata tagasi*

4. Urnis on 2 valget ja 3 musta kuuli. Urnist vdetak-
se Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X téhistab 2 esimese-
na valjatulnud valge kuuli vahel v6etud mustade kuulide ar-

Ivu. Leida X jaotus, kui iga kuul asetatakse kohe tagasi
ja kuulid segatakse. Missugune on X-i tdendoseim vaartus?

5. Urnis on m valget ja Kk musta kuuli. Urnist vbe-
takse Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X téhistab 2 esime-
sena valjatulnud valge kuuli vahel vdetud mustade kuulide
arvu. Leida X jaotus, kui iga kuul asetatakse kohe taga-
si ja kuulid segatakse. Missugune on selle juhusliku suuru-
se tdenaoseim vaartus?

6. Visatakse 3 téringut. Leida langenud silmade arvu
jJaotus.

7. Kaks korvpallurit A ja B viskavad korvi; mangi-
ja A tabamise tdendosus on 0,6; mangijal B - 0,4. Pall
vahetub esimesel moddaviskel. Leida mangija 3 visete arvu
jJjaotus, kui alustab A .

8. Ulidpilasel tuli eksamiks 6ppida 50 kisimust, kuid

ta joudis Oppida vaid 40. Eksamil esitati talle 3 kiusimust.
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Kui ulidpilane vastab Qigesti kolmele kisimusele, saab
ta hinde 5» kui Ulidpilane vastab Oigesti kahele kisimusele,
saab ta hinde 4; kui Ulidpilane vastab Oigesti uhele kiisimu-
sele, saab ta hinde 3» kui uUlidpilane ei vasta Uhelegi Kkiusi-
musele Oigesti, saab ta hinde 2.

Leida ulidpilase hinde jaotus.

86. Juhusliku suuruse arvulised

karakteristikud.

1. Keskvaartus.

MBnikord on otstarbekas iseloomustada juhuslikku suurust
Uhe arvuga, mis teatud mdottes koige paremini selle juhusliku
suuruse vaartusi esindab (vt. joonis 16). Selleks arvuks va-
litakse tavaliselt juhusliku suuruse keskvaartus (mida ménin-
gate probleemide korral ka ootevaartuseks e. matemaatiliseks
ootuseks nimetatakse). Juhusliku suuruse X keskvaartuse téa-

histame sumboliga EX .

Joon. 16. Erineva kefek
vaartusega juhuslike
suuruste tdendosuse ti
neduse graafikud.
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Diskreetse juhusliku suuruse X keskvadrtuseks EX ni-

N
b = tl % <D
=1

maaratud suurust, kui X omab I8pliku hulga erinevaid vaar-

metatakse seosega

tusi, ja suurust -

EX =21 xi Pi »
=1
kui juhusliku suuruse X vaartuste hulk on loenduv ning ri-
da (2) koondub absoluutseltj kui rida (2) ei koondu absoluut-
selt, siis Utleme, et juhuslikul suurusel X ei ole kesk-
vaartust. (Vt. naiteid 1-4.)
Pideva juhusliku suuruse X keskvaartuseks nimetatak-

se valemiga (3) mdaratud suurust

EX =J xfx(ddc , ®
kui téendosuse tihedus TX(X) eksisteerib ja integraal (3)
koondub absoluutselt; kui integraal (3) ei koondu absoluut-
selt, siis me Utleme, et juhuslikul suurusel X el eksis-

teeri keskvaartust.
KOige uldisem keskvaartuse avaldis

* dPx (9 @

defineeritakse Stieltjesi integraali abil (vt. M . 1k, 449).
Valem (4) annab ainuvdimaliku kuju EX arvutamiseks nende
Juhuslike suuruste jaoks, mis el ole diskreetsed ega oma ka
tdendosuse tihedust; erijuhtudena tulenevad siit ka valemid
O - 3 (wletada need!).
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2. Keskvaartuse omadused.

1° EC=C , kui C on konstant (s. o. juhusest soltu-
matu suurus).

2° EQX+Y) =EX +El .
Vaatleme lihtsaimat juhtu, kus X ja Y on Ipliku
hulga vaartustega juhuslikud suurused. Olgu nende jaotused:
PX=x)=p* (Gkilf2,....n t
PY =71 = g=1,2,...,m
ning juhusliku vektori (x , y) Uhine jaotus:

P(X = ,Ysyd = (=1,2,...,n; j=1,2,....,m .
lmselt n
pi =TL pij 5 aj = ZI1 *ij -
j=1 i=l
Siis
n m n m n m
Bex*« = + -Z Z *ipij*Z Z N u
i=l j=1 i=l j=l i=l j=l
n m m n n m

*i:Zl 4 JPIp|| ojlél’—ll_%*« mZ 1zi pi - %:173 « *
s EX + EY .

Toestada seos 2°s a) juhul, kui X ja Y on diskreetsed
loenduva hulga vaartustega juhuslikud suurused (kas sellest
toestusest jarelduks ka vaadeldav erijuht? Miks?)b) juhul,
kui X ja Y omavad tdendosuse tihedust.

3° E(CX) = C-EX

4° EX> 0, kui X> 0.

5 E(XeY)sEX eEY , kui X ja Y on sdltumatud

Juhuslikud suurused.
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Toestada keskvaartuse omadused 1° ja 3° - 5°!

Naide 1. Arwvutame ndites 5.1 vaadeldud juhusliku suuru-
se X keskvaartuse:

KX=J .1+].(-1)=0.

Olgu margitud, et niisuguseid mange, mille korral kumma-
gl mangija voidetud summa keskvaartus on O , nimetatakse
Oiglaateks mangudeks. Seega on vaadeldav mang &iglane.

Naide 2. Arwutame nutud loteriivoidu keskvadrtuse (vt.
naide SI3) kummagi juhu jaoks, s. o. juhuslike suuruste Y ja
Z keskvéaartused.

Ey=1.0,1 +10 . 0,00 + 100 . 0,001 + 1000 . 0,0001 = 0,4j
BZ=1.0,2+10 .0,2 +100 . 0,2 +1000 . 0,2 =222,2 .

Keskvaartuste vordlemine naitab, kui palju kasulikum on
osavott teisest loteriist.

Naide 3. (Peterburi mangO Kaks isikut A ja B mangi-
vad jargmist mdngu: A viskab minti. Kui 1 viskel langeb pea-
le vapipool, maksab ta B-le 1 kopika, kui 11 viskel langeb
esmakordselt peale vapipool, maksab ta B-le 2 kopikat,
kui k-ndal viskel langeb esmakordselt peale vapipool, maksab
A méngijale B 2*~1 kopikat.

Leida mangija B wvdidusumma X keskvaartus.
Kirjutare X jaotuse:

p(x =r*'1) = (5)
(pbhjendadal).
Kasutades valemit (2) saame:
ex =Z1 r**1 . =2k“1) =5L r*-1 . =00
* T st P(x =L o
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Jarelikult mdngija B vOidusumma keskvadrtus on Idpmata
suur!

Naide 4, Vaatleme nlidd mangu, kus niihasti A kui ka
B viskavad kordamédda minti, kusjuures kumbki maksab teise-
le sunma vastavalt sellele, mitmendal viskel see esmakord-
selt saab vapipoole (mang kestab seni, kuni kumbki on vapi-
poole saavutanud).

Ifagija A vOidu keskvaartuse arvucamisel saaksime reat

S. 0. rea, mis ei koondu absoluutselt; jéarelikult keskvaar-
tust el eksisteeri.
Naiteid pidevate juhuslike suuruste keskvaartuste arvu-

Juhusliku suuruse keskvadrtusele vdib anda jargmise il-
lustratsiooni .

Vaatleme reaaltelge kui varba, mille tihedus punktis z
(lugedes mingist fikseeritud nullpunktist sellel varval) vOr-
dub juhusliku suuruse X tOendosuse tihedusega fj(X) sel-
les punktis z * Siis on selle varva raskuskeskmeks juhusli-
ku suuruse X keskvadrtus £X (kui see eksisteerib).

Joon. 17«
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Teine interpretatsioon oleks jargmine; kujutleme homo-
geenset tasandilist plaati (vt. joonis 17), mida piirab
x-telg ja kbver Tj(X) . Siis paikneb selle plaadi raskus-

kese sirgel x = EX .
3. Dlsoersioon.

Teiseks oluliseks juhuslikku suurust iseloomustavaks
tunnuseks on tema hajuvus keskvadrtuse suhtes. Hajuwvust ise-
loomustavad mitmed karakteristikud, mille hulgas olulisemaks
on dispersioon (vt. joonis 18).

DX = E(X - EX)2 . ®

Joon. 18. Erineva dispersiooniga normaaljaotuse
toendosuse tiheduse graafikud.

Dispersiooni arvutamiseks on sageli otstarbekam kasuta-
da valemit

DX = EX2 - (X2 . Q)

Toepoolest, kasutades keskvadrtuse omadusi 1° - 3°, saa-
me seosest (6) tuletada seose (7) (teha sedal).
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Dispersiooni arvutamiseks diskreetse juhusliku suuruse

puhul vBime kasutada valemit:
n n n 2

M -wX2pi*N *Flpi-[Y. *i Pi) 1 <8)
i=1 i=1 i=1 -
vOi vastavalt:

0] _.0 ‘?‘ o >
m a; @-Ei) pt= | P+ - (Z1 *i Pi> = 79
i=1 i=1 i=1

Kui aga juhuslikul suurusel eksisteerib tden&oeuee tihe-
dus, siis saab dispersiooni arvutamiseks kasutada valemit:

(o]0} (o]0 ee
DX s J (X - EX)2 & ()dx =/ x2 fzQQdx - [/=*X(x)dxj2. (10)

*k g

Ruutjuurt dispersioon?gt upU nimeté%kse standardhal -
beks. Samuti kui dispersioon, on ka standardhalve juhusliku
suuruse hajuvuse karakteristikuks.

Tuleb markida, et igal juhuslikul suurusel ei tarvitse
dispersiooni Uldse eksisteeridagi. llaselt on dispersiooni
eksisteerimiseks tarvilik ja piisav, et eksisteerivad suuru-
sed EX ja EX2 (kas on tarvis nduda mdlema suuruse - EX ja
EX2 eksisteerimist? Missuguste juhuslike suuruste korral dis-
persioon kindlasti eksisteerib?)«

Dispersiooni tihtsamatest omadustest margiksime jargne-

vaid: . v
1° DX>0 t
2° Dc*01
3° D(X) * J
4° D@+ X) sbx f
5° Kui X ja 1 on sOltumatud, siis D(X ¢ T) « DX+DT.
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Kéik dlalmargitud, omadused on lihtsalt tdestatavad Uks-
nes seoste (6) ja () ning keskvaartuse omaduste T° — 5
abil (tdestadal)«

Naide 5. Leiame ndidetes 5*1 3a 5*3 vaadeldud juhusli-

ke suuruste dispersioonid.
Juhusliku suuruse X dispersiooni on lihtne leida otse

ldhtevalemist:
DIl =E(X-EX)2 =1 -0)2 +ji-1-02 =£ +\ =1 ;
I ja Z dispersiooni leidmiseks kai utame valemit (7)*

DI s EI2 - (ET)2 = 0,1.12 + 0,0%102 + 0,001.1002 +
+0,0001 . 10002 - 0,42 = 111,1 - 0,16 = 110,94,

Dz = 0,2 (1 + 102 + 1002 & 10002) - 222122 =
202020,2 - 49372,84 = 152647,36 .

(Hillega vOrdub naidetes 3 ja 4 vaadeldud juhuslike suuruste
dispersioon?)
Naiteid dispersiooni arvutamise kohta vt. ka § 71

4. Momendid.

Keskvadrtus ja dispersioon kuuluvad juhuslike suuruste
arvuliste karakteristikute klassi, mida uldkujul saab esita-
da jargnevalt:

lop = EX1*, ((§9)
iJj, = E(X - EX)r, r on naturaalarv. (12)

Valemiga (11) madaratud suurust m™ nimetatakse juhus-
liku suuruse X r-_jarku momendiks; valemiga (12) defineeri-
tud suurust i, - juhusliku suuruse X r—_jérku tsenirra<l-

aeks momendiks«
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Koi juhuslikul suurusel X oa I6pmatu hulk erinevaid
vaartusi, siis v3ib juhtuda, et momendid (11) ja (2) ei ek-
sisteerigi mbnede r vadrtuste korral vOi ka iga r korral,
rsl2,..ee

Osutub, et kui eksisteerib mingi r-jarku moment, siis
eksisteerivad ka kdik k-jarku momendid, k = 1,2,...,r. (Kas
siit jareldub ka vastupidi, et kui mingi k-jarku moment ei
eksisteeri, ei eksisteeri ka Ukski r-jarku moment, r a K
K+1, ?

Juhusliku suuruse momente ja tsentraalseid momente seob

Jargmine lihtne seost
r

a3

i-0
(P6hjendada valemit (13) ja lihtsustada seda, arvestades, et
mQ s1 (miks?) ja d, = EXI).

Valemist (13) jareldub, et alati, kui eksisteerib r-jar-
ku moment, eksisteerib ka sama jarku tsentraalne moment ja
vastupidi. (Miks? Kas saaks ka momente tsentraalsete momen-
tide kaudu esitada? Kirjutada vastav seos!)

Momentide ja tsentraalsete momentide arvutamiseks saab
kasutada jargmisi valemeidt

i=1 =1

dz =



Peale keskvéartuse ja dispersiooni on Juhuslikule suu-
rusele X oluliseks karakteristikuks veel kolmandat jérku
tsentraalne moment, mille kaudu defineeritakse asimmftetria
korda. la

™Xx)372 <
Juhuslikku suurust X nimetatakse simmeetriliseks punk-
ti c suhtes, kui iga x puhul (-09<X<00) kehtib seos
PX =x+c¢c)=PX=x-0 ,
kui X on diskreetne juhuslik suurus, Vvoi
XX+ =XX-o0 ,
kui X on pidev juhuslik suurus.

Kui punkti c¢ suhtes simmeetrilisel juhuslikul suurusel
X eksisteerib keskvdartus EX , siis EX = ¢ = (Miks?)

Kui simmeetrilisel juhuslikul suurusel eksisteerib kol-
mas tsentraalne moment J™ , siis vOrdub see nulliga (tdes-
tadal!). Kui nullpunkti suhtes simmeetrilisel juhuslikul suu-
rusel eksisteerib kolmas moment m" , vOrdub see nulliga (kir-
jutada valja tingimused, et juhuslik suurus on nullpunkti suh
tes summeetriline, ja tbestada viimane lauset).

Ndeme, et kolmandat jarku tsentraalse momendi vadrtus
iseloomustab teatud maaral juhusliku suuruse ebasimmeetrili-
sust (vt. joonis 19). (Mis puhul on asimmeetria kordaja posi-

tiivne, aisa puhul negatiivne?)
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Joon. 19.

5« Segamomendid.

Juhusliku wvektori (O, ..., XQ) r-jarku segamomen-
diks nimetatakse suurust
P- P? p ; ;
E(XX X~ ... Xnmn) , kus r+= (i =1,2,...,n) ja
n
r on mittenegatiivsed tdisarvud, J"riar .
[
IImselt on r-jarku segamomente enam kui Uks (mitu?),
erijuhtudena kuuluvad r-jarku segamomentide hulka ka iga
komponendi r-jarku momendid. (Missugused on sel juhul as-

tendajate r~ vaartused?)



Juhusliku vektori r-jarku tsentraalseks
segamomendiks nimetatakse suurusi

E[CL-BEX1...(xX1 -BXn)n] , kus rx(@ =1,2,...,n) ja
n

r on mittenegatiivsed taisarvud,

=1

On voimalik ka, et teatavate r~ vaartuste korral sega-
moment el eksisteeri. (Kas juhul, koi juhusliku suuruse X
igal komponendil X~ on 16plik hulk vaartusi, eksisteerivad

tema kdikvoimalikud momendid?)
6. Kovariatsioon.

Olgu X ja Y juhuslikud suurused. Vektori (X,Y) teist

jarku tsentraalset segamomenti

B X-BO( -E) -
nimetatakse juhuslike suuruste X ja Y kovariatsiooniks ja
tahistatakse simboliga cov(X,Y) e

Kovariatsiooni arvutamiseks on sageli hdlpsam kasutada
valemit (16):

cov (X,Y) = E(XY) - EX5Y . (€5)
(Toestadal)

Soltumatute juhuslike suuruste X Ja Y kovariatsioon
vordub nulliga. (Miks?) Kovariatsiooni mark iseloomustab mG-
nevorra juhuslike suuruste X ja Y Uhise muutumise iseloo-
mu: kui X suurenemisel reeglina ka Y suureneb, on
cov (X,Y) > O , kui aga X suurenemisel uldiselt Y vdheneb,
siis cov (X,Y)< 0 .

Kovariatsiooni arvutamiseks peame teadma juhuslike suu-
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riste X ja Y Uuhist jaotust. Erijuhul, kui X ja Y on

ftOlemad diskreetsed, kusjuures juhusliku suuruse X jaotus

on: P(X =xi) = , Y jaotus: P(Y =y = ja vekto-
ri  (X,Y) jaotus: P = , Y =y™) = phL. , saame kova-
riatsiooni arvutada jargnevate valemite abil:
n m n m
cov(x,y) = £1 H - N e p e L 73qd ;
i=l j=1 i=1 j=1
oov(z,y) =21 £ V jPij - xipi .YL .
i=1 3=1 i=1 J=1

Kui juhuslikel suurustel X Jja Y eksisteerivad tde-
nédosuse tihedused fj(x) ja FyCy) ning Uhine tdendosuse
tihedus TI~-(Z,y) , saame kovariatsiooni arvutamisel kasu-

tada valemit:
€eo«o 00 «B

cov(X,r) =JJ xyfyyCryJdxdy - (J XX (xX)4x) (Y*y1Ty(y)dy) .-
<0000 802
(Kas iga juhuslike suuruste paari ( ,y) korral eksisteerib

cov(X,) ?)
7. Korrelatsioonikordaja.

Sageli icasutatakse kahe juhusliku suuruse X ja Y va-
helise sOltuvuse iseloomustajana (lineaarse) korrelatsiooni
kordajat r~y » miS arvutatakse jargnevalt:

= cov(X.r) , EC« - VICXT - Ne) , (17)

n ff RBx VE(X - EK) VbCI-SrF

Korrelatsioonikordajal on jargmised omadused:

1° Kui X ja Y on sdltumatud, siis r”» =0 ;



/i e kul a>0 ,

e bT " 1L kui ab< OF

kui a>0,
Kui T=axX+b siis XT“1 A kui a< 0

Toestada need omadused, kasutades valemeid 06) Oa (17)
ning keskvaartuse ja dispersiooni omadusi.
Cauchy-Bunjakovski vOrratuse (vt. 111» 4, 11)

EXY)2< ez2sy2

abil saame naidata korrelatsioonikordaja veel Uhe olulise
omaduse:

5 -1n Tjj £1 (tdestadal) -
Korrelatsioonikordaja saavutab absoluutselt maksimaalse vair-
tuse, kui X ja Y on omavahel lineaarses sOltuwuses. Sel-
letottu nimetataksegi vaadeldavat korrelatsioonikordajat li-
neaarseks. \Qib éelda, et korrelatsioonikordaja absoluut-
vaartus iseloomustab teatud mbttes X ja Y vahelise line-
aarse seose tugewust (vt. joonised 20, 21, 22, 23).

Joon. 20. Juhuslikud suurused . 21. Juhuslike suurus-
1 jJaY on lineaarselt soltuvad. ﬁ}l Yvahel on positiiv-
orrelatsioon.
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Joon. 22, Juhusllke suuruste Joor 23» Juhuslikud, suurused
X ja T vahel on ndrk regatiiv- X {udY on praktiliselt soltu-
ne korrelatsioon.

Naide 6. Arwtame tabelina esitatud kahedimensionaal-
se juhusliku suuruse 3l , Xg komponentide kovariatsiooni.

Suuruse SCX™Xg) arvutamise hdlbustamiseks Kirjutame
tabelisse kdigepealt » seejarel summeerime leitud
korrutised veergude kaupa: korrutame vastavate X~ vaar-
tustega ning sunmeerime teiskordselt.

1 2 3 4 5 6 7
2 0,06 0,06 0,04 0,02 0 0,02 O
3 0,06 0,18 0,36 0,36 0,06 0,03 ©
4 0 0,04 0,52 0,52 0,28 0,12 0,12
5 0 0 0,15 0,20 0,05 0,25 0,10

0,12 0,28 1,07 1,10 0,39 0,42 0,22

0,12 0,56 3,21 4,40 1,95 2,52 1,54
14,30 .
1

lil *«e *
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Seejarel Ie?ame vajalikud keskvaartused:
Ex~» = 0,05.1 + 0,10.2 + 0,30.3 + 0,30.4 + 0,10.5 + 0,10.6 +
+ 0,05.7 = 3,80 ,

EX2 = 0,10.2 + 0,35.3 + 0,40.4 + 0,15.5 = 3,60

ja rakendame valemit (7)*
cov(X1X2) = 14,30 - 3,80.3,60 = 14,30 - 13,68 = 0,62.
Et leida korrelatsioonikordajat, tuleb meil leida veel

DX* ja DX2 .

EXA = 0,05 + 0,10.4 + 0,30.9 + 0,30.16 + 0,10.25 +
0,10.36 + 0,05.49 = 16,50 }

Ex] = 0,10.4 + 0,35.9 + 0,40.16 + 0,15.25 = 13,70 ;
16,50 - 3,802 = 16,50 - 15,44- = 1,06 ,J5Ei
13,70 - 3,602 = 13,70 - 12,96 = 0,74 MK

0.62 0
rxy = 1,03-0,86 = 0,698 -

+

1,03
0,86

DX1

DX2

8. Kvantiilid; mediaan.

Vaatleme pidevat juhuslikku suurust X , mille jaotus-
funktsioon E~N(X) on rangelt monotoonne argumendi x sel-
liste vaartuste vahemikus, kus O0< FA(XxX)”™ 1 . Siis leidub
vorrandil

FXxC) =p
iga p(0< p< 1) korral tUhene lahend x*. Seda lahendit
nimetatakse juhusliku suuruse X p-kvantiiliks (vt. joonis
24).

1. Kui p = £ , siis nimetatakse punkti medi-
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aaniks. Mediaan (vt. joonis 25) on selline reaalarv Me

mille korral

P(X< Me) :P(XAMe) =\ .

M*X=b+J
Joon. 25. Joon. 26.
Joonisel 26 kujutatud juhul ei ole mediaan iheselt madratud,
vaid mediaanikson iga punkt 18igul [b-/, b+, sest F~=
=J fjoodx =J fxeodx = F2= \ . Kokkuleppeliselt loetak-
égosel juhul mgdiaaniks tavaliselt mediaanldigu keskpunkt b .
Simmeetrilise jaotuse korral Me = EX (kui vaid mOlemad suu-

rused eksisteerivad - miks?).
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2. Suurust nimetatakse alumiseks kvartiiliks, su-

*

rust x Ulemiseks kvartiiliks;

Kvartiilide x0 - x* Vahet kasutatakse ka juhusliku

suuruse hajuvuse karakteristikuna; ilmselt
PN X< x3) =\ .

Punkti Xj nimetatakse alumiseks sekstiiliks,

5
punkti x™ nimetatakse uUlemiseks sekstiiliks.
Ka sekstiile kasutatakse hajuvuse karakteristikutena (vt,7.7).
9. Mood.

Diskreetse juhusliku suuruse moodlks nimetatakse tema

kbige tdendolisemat vaartust x~ , s. t.
Pj W max Pj -

Pideva juhusliku suuruse moodiks (vt. joonis 27) nime-
tatakse tema niisugust
vaartust x , millele
vastab tbendosuse tihe-
duse maksimaalne vaar-
tus, s. t. sellist vaar-
tust Mo , et
xX(Mo) = max Tx(X) =

Juhuslikul suuru-

sel vOib esineda Joon. 27.
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ke enam kui ks mood. Uhe moodiga jaotust nimetatakse uni-
modaalseks jaotuseks, kahe moodiga jaotust bimodaalseks (vt.
jJoonised 28 ja 29) ja mitme moodiga - multimodaalseks jao-
tuseks.

Joon. 28. Bimodaalne jaotus. Joon. _29. Kahetipuline jaotus,
mis ei ole bimodaalne.

Kui juhusliku suuruse véartuste hulk on tdkestatud, moo-
dideks on vahemiku otspunktid, vahemiku sees aga leidub pukt,
kus (z) saawtab miinimumi, Utleme, et meil on antimo-

daalne jaotus (vt. joonis 30).
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10. Ulesandeid.

1. Toestada, et

min E(X-a)™ = DX .
a

Millise a korral realiseerub miinimum?

2. Leida D(X) , kui a GE(X) , ja EX-a) =b .
3. Tdestada seos: (0]
EX = - J F(x)dx + JC1 - F(x))dx .
-00 0

Milliseid taiendavaid eeldusi tuleb tdestamisel teha? Tolgen-

dada saadud seost graafiku abil (vt. joonis W)e

Joon. 31»

4. Olgu X ja Y soltumatud juhuslikud suurused. Toes-
tada vorratus:

DCX)D(Y) £ D(XY) .
Millisel juhul kehtib vOrdus?

5. Visatakse 3 taringut. Juhuslikuks suuruseks X on
taringutel saadud silmade arvude sumina. Leida EX ja DX !

6. Leida Ulesandes 5.7 defineeritud juhuslike suuruste
keskvaartused ja dispersioonid.

7. Leida Ulesandes 5»4 defineeritud juhusliku suuruse
keskvaartus ja dispersioon.

8. Leida Ulesandes 5*8 defineeritud juhuslike sauruste I



(Oigesti vastatud piletite arv) ja Y (Saadud hinne) jaotus.
Leida X ja Y kovariatsioon ja korrelatsioonikordaja. (Lei-

da okonoomseim viis vajalike suuruste arvutamiseksl)
87 Klassikalised jaotused.

Kéikvoimalike juhuslike suuruste hulgas on mdnedel eri-
line osa tdenadosusteooria praktiliste Ulesannete lahendami-
sel: Uhelt poolt sobivad nad mitmete looduses esinevate prot
sesside kirjeldamiseks kas tépselt voi ligildhedaselt, tei-
selt poolt aga on nende jaotused suhteliselt lihtsalt esita-
tavad ja uuritavad. Nende juhuslike suuruste jaotusi nimeta-
takse klassikaliseks (sest neid tuntakse ja kasutatakse juba
pika aja jooksul).

1. Bernoulli _jaotus (ka indikaatorfunktsioon).

Olgu A mingi stndnus, mille tdendosus P(A) = p . De-

fineerime juhusliku suuruse X jargnevalt:
B t0 , kui sindnuus A ei toinu ,
X= 1 . kui sindnus A toimub . (1)

Sellist juhuslikku suurust nimetatakse stndmuse A indikaa-
torfunktsiooniks ja tihistatakse sumboliga 1n <

lgale sindmusele vastab Uheselt méaratud indikaatorfunkt-
sioon, teiselt poolt on ka indikaatorfunktsiooniga stndmus
Uheselt mdaratud: A= |1g =1 = /

Juhusliku suuruse X = 1 jaotus on jargmine (pdhjen-

dadal ):
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Pi P 1w
Selle jaotuse graafikut kujutab joonis 32 (Juhul p =Sp-
Juhusliku suuruse X
Jaotuse jargi on lihtne
leida ka tema jaotusfunkt-
sioon (pdhjendadal)
1p, O<x”™1 ,

*x(@0 = 1, x>1,

o, Xx<0 ,
millele vastaks graafik Joon. 2.
Joonisel 333*

Kuna X on diskreetne juhuslik suurus, siis el eksis-
teeri tal tdendosuse tihedust.
Arvutame juhusliku suuruse X keskvéartuse:
EX=1.p+01 -p) =p -
Samal viisil on vOimalik leida X mistahes jérku momendid:
=EXr=1rp+CQ-p=p. (@=12,..0)
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Kasutades leitud momente, arvutame dispersiooni:
DX=BEX2 - BE)2=p-p2=pl -p) -
Samuti on vBimalik leida asimmeetriakordaja; arvutame sel-
leks 3. tsentraalse momendi:
m=m - 3m2 + 2m =p - 3p2 + 2" = p(L-p)(1-2p) -
Néeme, et indikaatorfunktsioon on stmmeetriline ainult kol-
mel juhul:
55=0), kui @ p=0,
b) 1-p=0,s. t.p=1,
© 1-2ps0,s. t p:2A*
Esimesed kaks on triviaalsed juhud, kus sindmuus A on
kas peaaegu kindel ja toimub tdendosusega 1 vdi peaaegu vOi-
matu, s. t. toimub tdendosusega O ; kolmas on aga juhtum,
kus sindnuse A esinemine ja mitteesinemine on vordse toe-

naosusega sindmused.
2. Binomlaal,laotus.

Vaatleme katset, millel on kaks vboimalikku tulemust A
ja B =1 j olgu nende sindnuste tdendosused vastavalt
PA -.p Ja P -1-p.gq.

Selline katse on naiteks mindivise, kui sindmuseks A
loeme mindi kirjaga poole pealetulekut (P(A) = *) ; samuti
kuulikese votmine ndites 3*1 kirjeldatud umist, kus sind-
museks A on valge kuulikese esinemine (P(A) =09g) jre.

Sooritame vaadeldavat katset n korda jarjest, kus-
Juures eeldame, et k-nda katse tulemus ei soltu sellest,
missuguse tulemusega 18ppesid eelnevad katsed (k=2,3,**=,n).
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Katseseeria tulemuseks v8ime saada 2n erinevat katse-
tulemuste jada (mis koosnevad n elemendist)«

Defineerime juhusliku suuruse X jargnevalt:

X * K , kul katseseeria tulemusena sundmus A esines
tapselt Kk korda (s. t. X vaartuseks on sindmuse A esi-
nemiste arv katseseerias). llmselt on meie juhusliku suuruse
X voimalike vaartuste hulk jo,1,...,nJ e

Leiame nuud juhusliku suuruse X jaotuse.

Selleks arvutame tdendosuse sundmuse jJaoks, mis
seisneb selles, et n katsest k korda esineb katsetule-
mus A (k=0,1,...,n) .

Sundmus esineb naiteks siis, kui kdigepealt «
korda jarjest juhtub sindmus A , seejarel aga n-k korda
jarjest sundmus B ; samuti siis, kui A esineb kdigepealt
k-1 korda, siis tuleb sindmus B n-k korda ja viimaks toi-
mub veel kord sindmus A (vt. tabelit, milles on esitatud
kdikvdimalikud sindmuste A ja B kombinatsioonid veergu-

dena juhul, kui n =7 » g 2).

B B B B B B B B B B B B B B B A A A A AA
B B B B B B B B B B A A A A A B B B B BA
B B B BB B A A A A BDBOBOBAUBIBUB B AB
B B8 B A AAUBUBUBAIUBIUBUBAUBDBIB B A BB
B A A BB BADBUBADBU B BA 3 BB &8 A B BB
A B A B A B 8 A B B BADBUBDB BB A B B BB
A A B A B B A B B B A B B B A B B B BB

r
Lopuks esineb sindmus Wn ka siis, kui kdigepealt n-k

korda toimub sundmus B ja seejarel «k korda sundmus A
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lIga selline Uksiksindmus on omakorda n s&ltumatu siUndmuse
(vastavalt A vOi B) korrutis, mille tdendosuseks on kas
p Vvbi g . Kasutame niidd tdenaosuste korrutamise reeglit,
pidades silmas, et iga kord peab sindmus A esinema tépselt
K korda, sindmuse A k-kordse esinemise tdenaosuseks on aga
p.: stndmus B n-k korda, selle tdendosus on aga qn_b -

- . _ .. . . I «—Tr
Seega saame iga Uksiksiundmuse tdenaosuseks p g

, Paneme
tahele ka seda, et kdik kirjeldatud Uksiksundmused valista-
vad Uksteist (igalks neist erineb igast teisest vahemalt ka-
he katsetulemuse poolest), seega saame otsitava tdenaosuse
leida Uksiksindmuste summana. Pole raske ndha, et Uksiksind-
muste arv on (n-k) * (kombinatsioonide arv 1 elemen-
dist kK kaupa); tbepoolest, kK sindmust A saab esineda n
katse korral nii mitmel viisil, kui palju on kombinatsioone n
elemendist k kaupa; kOik Ulejdédnud katsed lIdpevad sundmu-

se B toimumisega. Seega saame valemi:
P(WE) = CM)kagn"k kk=0,1, 2..._. n) ,

mis annab tdenadosuse selleks, et n katsest koosnevas seeri-
as esineks tulemus A Kk korda. On ilmne, et kui n Kkatset
on sooritatud, siis esineb tulemus A kindlasti mingi arv K
korda, kusjuures Kk vOib omandada Uksnes vaartusi nullist ku-
ni n-ni, s. t.
wOuwju ... uwj =fl- .

Kuna stndmused j j moodustavad lksteist valistavate

sundmuste sitsteemi (miks?), siis ndeme ka, et tdendosuste

liitmise teoreemi kohaselt peab kehtima seos:

n n K K n-k
*

P(WE) = £. C p
&io k=0
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Olgu margitud, et samasuguse summa saame Ja binoomi
p + g n-nda astme arvutamisel: tdepoolest,

I1=C ¢ * D ="0°Y»MN-K =

Et vastavalt juhusliku suuruse X definitsioonile aman-
dab X vaartuse K parajasti siis, kui esineb sindmus f#,
saame valemi (1) p6hjal kirjutada valja ka juhusliku swruse
X jaotuse

PX =K =cEpkogn~k (=0, 1, ..., n) . @

Jaotusega (2) maaratud juhuslikku suurust nimetatakse
binomlaal jaotusega juhuslikuks suuruseks, seost (2) aga bi-
nomiaal jJaotuse valemiks (vt. joonised 34 ja 35)»

Joon. 34. Binomiaaljaotus juhul, kui p=£ ,n s 8 .

Binomiaal jaotusega juhuslik suurus on diskreetne. (Ws?)
Joonistel 34 ja 35 on esitatud binomiaal jaotuse graafikud
(Jaotuspolugooni kujul) n=8 ja V =\ ning p =-L
korral. Siin on abstsissteljele margitud sindmwuse 4 esi-
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nemiste arv kK (mis muutub nullist kuni katsete koguarvuni
n ) ning ordinaatteljele on kantud vastavalt sindmuse

tdendosused.
Leiame binomiaaljaotusega juhusliku suuruse moodi.

Jarjestikuste vaartuste tdendosuste suhte jaoks saame

vaartuse

Miks?)

Seega PX=m+ 1) >PX=m , kui (- mp>(mtl)q,
s. t., kui np-g>m ning PX=m+ 1)< PX=m) , kui
m>np-4q .

Seega on meil kaks voimalust:

@) Kui np - g on taisarv, siis tdhistame np - gq=m

ja
PX=m) =PX=m+ 1 ,

s. t. jaotusel on maksimaalne vaartus kahe ;. jcstivus. tEIS-

aivu m ja m+ 1 korral;
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b) Kui np - q ei ole taisarv, siis tdhistame
m= [p-qg* +"
ning jaotus saavutab moodi X vadrtusel m .
Joonisel 34 on moodiks vastavalt

[B.1-J] ¢!l -8B

Be-TO"™ +1=0*%*
Binomiaaljaotusega juhusliku suuruse X jaotusfunktsi-

jJa joonisel 35:

ooni avaldise leiame, summeerides iga X jaoks kdigi Xx-st
vaiksemate vaartuste tdendosused:
n-k

(Pdhjendadal)
Jaotusfunktsiooni graafik binomiaal jaotuse jaoks juhul
n=5»P= 2” on esitatud joonisel 3.
Binomiaal jaotusel
el eksisteeri tdendosuse
tihedust. (Miks?)
Mitmesugustes ar-
wutustes on sageli ots-
tarbekas kasutada asja-
olu, et binomiaal jaotu-
sega juhuslik suurus X
on esitatav n soOltuma-
tu Uhesuguse jaotusega Joon. 36.

indikaatorfunktsiooni Buwana:
n

Xx=2- L _, PCAx)=p
= 1 1
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Toepoolest, 1 =1 parajasti siis, kui i-ndal katsel
in
esineb tulenus A ; _  I*_ = K parajasti siis, kui lei-
i

dub k sellist katset N, 12 » eee N | nmille kor-
ral tulemuseks osutub A j samuti on aga binomiaal jaotus de-
fineeritud.

Easutades keskvadrtuse omadust 2° ja indikaatorfunkt-
siooni keskvadrtust, saame leida binomiaaljaotusega juhusli-
ku suuruse X keskvaartuse:

EX="E(YAD=np . (©)

Samuti leiame juhusliku suuruse X dispersiooni, kasu-
tades dispersiooni omadust 5° (selgitada vajalike eelduste
taidetus!): n

DX s =npq - @

Leiame veel binomiaaljaotusega juhusliku suuruse kolman-
da tsentraalse momendi. Pulame ka siin kasutada binomiaal jao-
tuse avaldist indikaatorfunktsioonid® kaudu,

Olgu Y * Srl1! # kas ~-d moodustavad taielikult sBl-

u sisteemi. Siis

T- ST = |Z:IEU§ - n*l)

(V- EN3 = (A 04 - BX;))3 Ja

ECY - EV)3 = B(El (& - EN))3 » B(F, Xi “ X 1)3* *
+ 3>KE Clall Kt, }E U* - KxJ/\2+
. B(t iXi - EX,)!! d - KXd)’Q(V EXk)) =

ji K. j
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E(E , — HL)3) + 3E £
(i=1(X1 l)) i

L, 3 B e.l)Eng- - BXj) +

*

B(E &, - EX,) .E(F (Xd—EX’\Iq. ok .~
tfi j

1
m
)
—
R
|
X
&%
Y

Seega n

E(Y - EY)3 = Z:Il E(X.l - EX))3 ,
Ja binomiaal jaotusega juhuslliku suuruse X kolmas tsentraal-
ne moment E(X - EX)3 avaldub jargmiselt

EX-BEO3=mp@ -pP@-p ;
seega saame mittetriviaalsel junhul, kui O< p< 1 , binomi-
aal Jaotuse sUmmeetria tingimuseks p =g .

Binomiaalset jaotusseadust on vOimalik rakendada mitme-
suguste Ulesannete lahendamisel.

Naide 1. Perekonnas on 10 last. Lugedes poisi sindimi-
se tdendosuseks 0,5 (tegelikult on see arv demograafilise ma-
terjali pohjal ligikaudu 0,52), ja eeldades, et iga lapse su-
gu on sBltumatu varem sundinud laste soost (tegelikult eksis-
teerib ndrk sdltuvus) arvutada téenadosus selleks, et perekon-
nas on 5 poega? 7 poega? 10 poega?

Ulesande lahendamiseks leiame:

P(wlOo> = 1 « & ™ =TO5 * °»1 % »
P(»?0> = * TUBB5 A 11»7 % ,

p(wlo) s A24,6 % .

- 100 -



3. Hupergeomeetriline Jaotue.

Selle jaotusega tutvumiseks on sobivaim jérgmine klas-
sikaline katseskeem:

Olgu meil um, mis sisaldab M musta ja N - M valget
kuuli. Umist vdoevakse n (n4 N) korda juhuslikult kuul,
seda tagasi asetamata.

Olgu juhuslikuks suuruseks X saadud n kuuli hulgas
sisalduvate mustade kuulide arv.

IImselt on X jaotus madratud valemiga
= n-k
PX = K) = Cjcﬂ‘M .
N

ning X viimalikud vaartused on kK = max(0, n - N+ M),...,
min(M,n) < (Toestadal)

Ulesanne:

Fikseerimke N =10,M =6,n 5. Leida X jaotus
jJa seda kasutades avaldada jaotusfunktsioon. Valmistada graa-

fikud. Leida EX ja DX .

4. Poissoni jaotus.

Vaatleme juhuslikku suurust X , mille jaotus on maa-
ratud valemiga n

PXsK)y=en | ©)
kus /1 on suvaline positiivne arv.
Niisugust jaotust nimetatakse Poissoni jaotuseks* Mo-
ningate A Vvaartuste jaoks on Poissoni jaotuse graafik
(poligooni kujul) esitatud joonisel 57»
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Naeme, et Poissoni jaotusega juhuslik suurus on disk-
reetne ja I0pomatu hulga vaartustega.

Poissoni jaotusega
Juhusliku suuruse jaotus-
funktsioon (vt. joonis 3)

avaldub summana:
k

QGO = e“N 2l t
x( ) k< x **
Poissoni jaotusega juhus-
liku suuruse X keskvaar-

tus avaldub 18pmatu summa-

Joon. 37.
na:
K k-1
Tl erregt
k=0 k=1 Ck-1)!
=e n
(siin kasutasime seost ET
Joon. 38B.
Dispersiooni arvutamiseks leiame kdigepealt teise o
sendi:
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Dispersioon, avaldub siis vabena EX2 - (EI)2 :
DX = 02 +0-N1 = A .
Leiame veel Poissoni jaotuse moodi:

seega P(X=m+ 1)> P(X =m) siis, kui A>m +1 ,s ¢
m<N-13; ning PX=m+21<PX=m siis, kui
A<m+1{s. t m> -1. Kui m=[] -1, siis
PX=m+ 1) =P(X =m) , seega kdige tdendolisemad on X
vaartused /1 jJa /1-1 ; kui aga A ei ole tiisarv, siis
on X koige tdendolisemaks vaartuseks
[n-1] +1

Kut aga [ <1 , siis on juhusliku suuruse X koige
toendolisemaks vadrtuseks O < Naitena vaadeldud juhul [A=
on kdige tdendolisemateks vaartusteks X B 1 ja X » 2 ;
PX=1) =P(X s 2) 52"
Juhusliku suuruse astmmeetria: selleks arvutame kdigepealt

. Leiame veel Poissoni jaotusega

kolmanda momendi :



Kuna Poissoni jaotuse korral on mittetriviaalsel juhul
N>0 , siis on see juhuslik suurus ka alati astmmeetriline.

Naide 2. Iioissoni Jaotus sobib mitmesuguste looduses
jJa tehnikas esinevate protsesside kirjeldamiseks.

Poissoni jaotusega on nditeks radioaktiivse aine korral
lagunevate aatomite arv ajaihikus, telefonikeskjaama teatud
ajavahemiku valtel laekuvate valjakutsete arv jre.

5. uldistatud Poissoni .jaotus.

MBningate probleemide uurimisel pakub huvi ka Poissoni
Jaotusega juhuslikust suurusest iUldisema jaotusega diskreet-
se, Ifpmata paljude vadrtustega juhusliku suuruse uurimine,
mille jaotus on esitatav valemiga

PX=a+kb) sen (-®< a, b< ) ®)

Nagu ndha, on Uldistatud Poissoni jaotus saadud seose-
ga (B) defineeritud Poissoni jaotusest nihke (a vorra) ja
venituse (b korda) tagajarjel} juhul, kui b< 0 , lisandub
ka peegeldus. Joonistel 39 ja 40 on kujutatud udldistatud

1 - M JX

Joon. 39»

Poissoni jaotuse graafikud, mis on saadud joonisel 37 kuju-

tatyd*jaotusest juhul o= 2 vastavalt jargnevate a ja b
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vaartuste korral: a=2,5f b=2

C-r-f-r~r-1-71 u-t I —-r-n"TTt
-6 -S -4 -J Z 4 0 1 2 3

Joon. 40.

Joon. 41.

uldistatud Poissoni jaotuse arvulised karakteristikud
leiame vastavatest Poissoni jaotuse arwulistest karakteris-
tikutest, kasutades karakteristikute omadusi:
EX=a+bB(Y) =a+bpg ,
kus Y~ PC(A);
DX = b2D(Y) = b2/ .
Ka tldistatud Poissoni jaotus ei ole thegi /1 > 0 kor-

ral simmeetriline. (Miks?)
6. Uhtlane jaotus.

Me Utleme, et X on Uhtlase jaotusega juhuslik suurus,
kui tema téendosuse tihedus Tj(z) on mdaratud seosega:



f7() = b,
0, X>mb,
kus a ja b on suvalised reaalarwud, aC b < Simbool-
selt margime seda vastawvust:
X ~ U@,b) -

Untlase jaotusega juhusliku suuruse tdendosuse tihedu-
se graafik on kujutatud joonisel 41.

(Kontrollida tdendosuse tiheduse omaduste.1°, 2° ja 3
taidetust!)

Leiame Uhtlase jaotusega juhusliku suuruse X jaotus-
funktsiooni. Selleks kasutame seosest (5,11) tuletatud VOr-
dust:

X
() = P(X < X) = P(-0*< X< ) =J & (®t)dt .
Kui x<a , ndeme, et 2x() = O ; @
kui a™ x4 b , saame:
FXQQ =J fx (Ddt = j dt=g"g ;
a
kui x> b , saare:
_X X
() =] x @®dt="-1-iJ dt=1,
HOO a

seega f 0, Xx<a,
FXG) =\ F-TT * a~x b,
{ 1, x>b.
(/t. joonis 42.)
Leiame nlidd Uhtlase jaotusega juhusliku suuruse arvuli-
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sed karakteristikud.
Et Uhtlasel jaotusel eksisteerib tdendosuse tihedus, siis
saame EX arwutada valemit (6.4; kasutades:

D

oo

1100 a

Saadud tulemus on ka intuitiivselt tiilesti ootuspdrane. Arvu-
tame ka Egist Jarku momendi ja dispersiooni:

EX2 =/ A j (Qto = 5-2-5 *pHr mt2"a3*a2 i

-
S a

DX = EI2 - (EX)2 =>2 ¢ aJ ¢ a? - (IJ"N) 2 = N b)2
Jaotuse simmeetrilisuse kontrollimiseks leiame veel ka BXX :
EX3 =J x3fxGYdx =F41 ~ y + 82> ;

*0C
EX-EX)3 = (¢ a)|b2+ar) _ }0b * Ub2 +,2 +a2) +

+20>ga>3=0.

Seega on meil iga a ja b korral tegemist simmeetri-
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lise jaotusega. Tulemus on jallegi tidiesti ootusparane.

Kuna Uhtlase jaotuse tdenadosuse tihedus on konstantne,
el eksisteeri Uhtlase jaotusega juhuslikul suurusel moodi.
Seevastu eksisteerivad kdik kvantiilid (vt. joonis 43)»
viimaste leidmine on lihtne:

Xp=a+@G-~ap .
(P6hjendadal)

Uhtlase jaotuse me-

diaan on ilmselt virdne
keskvéartusega. (Miks?)

Joon. 43.
7. Normaal jaotus.

Vaatleme juhuslikku suurust X , mille tdendosuse ti-

hedus on médratud valemiga 0
_ x-m2

) = * (63))
siin m (-oe<m<00) ja 6'(MW< S<00 ) On jaotuse pa-
rareetrid. (Kontrollida, kas fj(x) rahuldab tdenadosuse ti-
heduse omadusi 1° - 3° .) Kasutame siin matemaatilisest
analUusist tuntud seost:

| -

Sellise jaotusega juhuslikku suurust nimetatakse nor-
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maal laotneega juhuslikuks suuruseksj simboolselt; tahistame
seda vastavust
X~ N(m,c ) .
Parameetri vadrtustega m =0 ja =1 normaaljaotu-

se tiheduse graafikut kujutab joonis 44.

On lihtne ndha, et maksimumi omandab jaotusega (8) maa-
ratud kéver punktis x =m (miks?) (antud juhul punktis
m = 0 ); kSwer on maksImumpunkti Umbruses kumer (tdestada),
omab kaanupunkte punktides m - 6' ja m+6 (tdestada) ning
on piirkondades (-o0o , m -6 ) ja (Mm+e ,«°) nbgus.

Funktsioon ) on positiivne iga X Vvaartuse kor-
ral (-oo< x<o00 ) (miks?), kuid laheneb astmptootlllselt
x-teljele selle mdlemas suunas (Miks?). Toendosuse tiheduse
™) vadrtused saab iga X jaoks vahetult arvutada vale-
mist (8), kuid tuleb markida, et jaotuse N(O, 1) jaoks on
nende vaartused ka tabuleeritud (vt. tabel 8); seda tabelit
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kasutades saame leida ka vaartused mistahes parameet-

rite korral (vt. joonis 45).
Téepoolest, olgu X~ N(m, 6 ). Siis X = x;s~—S~N(O,1)

(miks?), ning valemist (8) ndeme, et

fx(x) = f2 (~er' *

X~N(a, 6)

Joon. 45.

*

Naide 3. OIgu X~ANO, 2). Leiame ~(4)

tyrw =\ fx("~? =\H® =1 « 0»3521«0,176
(arvu 0,3521 leidsime tabelist 8;. Vahetuxt arvutades saak-
sime: 0 - 3)2 1

L 1 e 2«2 - 1 “8

= —7=; . 0,81 * 0,176

2 rn
Normaal jaotuse jaotusfunktsiooni (vt. joonis 46) leiame inte-

greerimisel
(t-m

26

FXC> . J fx(odt . e dt .

Kahjuks pole see integraal elementaarselt avalduv. Seevastu



on jaotusfunktsiooni vaartused juhul m = 0, G= 1 tabulee-
ritud (vt. tabel 4J; arvestades, et alati, kui X~ N(m, 6%),

on X = X-m

normaal jaotu-
sega, X~N~Ojl) J seega saa-
me leida suvalise normaaljao-
tusega juhusliku suuruse jao-
tusfunktsiooni vaartuse mis-

tahes argumendi korral:

FXGO = FX(Y ~ ) * (9

Naide 4. Leiame nidud

Joon. 46.
ndites 3 vaadeldud juhusliku
suuruse jaotusfunktsiooni kohal x = -1
Fx(-1) = FXELFN) = = 0.0228

Leiame niddd normaal jaotusega juhusliku suuruse arvuli-

sed karakteristikud:

XX-m2“
060 a 2<52
EX . xe dx -
-0 WzZ6 .1
00 (X_m)‘
1 /X - m
dx +
va J s X
toepoolest, ~
_ (x -m)2 oc © 2
/ x-m 28 ° —wte S dt=6e 2 =0 ;
o T P
2
aga n C-nP
1-— f e 27N dx =1 .
/st J

Juhusliku suuruse X dispersiooni leidmisel peame silmas,
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et dispersioon ei muutu nihke tagajarjel, s. t
DX =DX , kus X=X -EX .
Seega v3ime arvutada juhusliku suuruse X-~NCO, 5%) disper-

siooni:
b
-A - 2.9 o xe
DX dx = -
/2N (T \/U
-a0
o0

/e 27 . - B2
1/Z2R_4

Integreerisime siin ositi:

X
Ye26 dx = du j u:—6e26'
X =V dv = dx ,
ning liidetavate vaartusteks saime:
3 (1 0) x2 *2 -
26 % i, .
s limxe 22 - limxe 2~ =0*
= < X X

kuid

Seega néene, et normaal jaotuse parameetriteks on vaadel-
dava juhusliku suuruse keskvéartus ja standardhédlve. Vasta-
valt sellele on normaal jaotus parameetritega O ja 1 nor-
meeritud ja tsentreeritud ehk normaliseeritud normaaljaotus.

Pole raske leida ka normaal jaotusega juhusliku suuruse
kolmandat tsentraalset momenti.
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12 j

E(X-EN3 a ./a 26-dr=0 =
V25c6

(Arwutadal). Seega on iga normaaljaotus oma keskpunkti suh-
tes simmeetriline.
Neljanda tsentraalse momendi vaartuseks leiame:

EQX - EX)4 = — -—
V2K6J°
-0

(Arwutada! )

Neljandat tsentraalset momenti kasutatakse suvalise ju-
husliku suliruse jaotuse vordlemiseks normaal jaotusega. Suu-
rust

e = -3
N Y

nimetatakse juhusliku suuruse ekstsessiks; nagu ndeme, on
normaal jaotuse korral
e=0.

Naide positiivse ekstsessiga juhusliku suuruse kohta on too-
dud joonisel 47, joonis 48 aga illustreerib negatiivse ekst-
sessiga juhuslikku suurust (VOrdluseks on mGlemale joonisele
paigutatud sama keskvaartuse
Ja dispersiooniga normaal jao-
tuse tendosuse tiheduse ko-
ver.

Normaal jaotusega juhus-
likul suurusel eksisteerivad
kdik kvantiilidj neid on voi-
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malik leida normaal jaotuse tabelist (kuidas?).
Paneme tdhele, et normaaljaotuse korral 1angevad ihte
keskvaartus, mood ja mediaan. (Uiks?)

Osutub, et
, BEQ)*F ,
normaaljaoius
miLLrL on Jsa kui X - N(,D ;
b / dcshvr-iioon ?i ( )
uldiselt aga
Pj(m -6)» " M« N1
seega on sekstiilide vabe li-
Joon. 48. gikaudu vordne kahekordse

standardhalbega.

Paljud looduses toimuvad protsessid on kirjeldatavad nor-
maal jaotuse abi}.. Nii on naiteks mingisuguse suuruse mOOtmis-
tulemus normaaljaotusega (kusjuures keskvadrtuseks on mddde-
tava tulemuse Oige vaartus, dispersioon on aga seda suurem,
mida ebatdpsemad on mdotmised). Paljude juhuslike sdltumatu-
te faktorite moju summa on vaga uldistel eeldustel normaalse
Jaotusega (vt. § 8). Huvitavaks illustratsiooniks normaal jao-
tuse n.-86. "loomuliku' esinemise kohta on jargmine klassika-
line katse Galtoni virega (vt. joonis 49).

KatseseadeldisO aluseks olevale lauale lastakse suur arv
kuulikesi. Vastu naelu juhuslikult pdrkudes satuvad nad vahe-

desse, moodustades normaal jaotuse kbveraga vaga samase kujun-
di.
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Radioaktiivse aine iga Uksik aatom laguneb juhuslikul
ajamomendil.

Vaatleme mingit konkreetset aatomit, mis ei ole antud
ajamomendini lagunenud,. Téen&dosus selleks, et ta jargneva
ajavahemiku valtel Laguneb, sSitub Uksnes sell®© ajavahemiku
pikkusest t . Tahistame selle tdendosase sumboliga F(t) ;
siis tdendosus selleks, et aatom aja t valtel ei ole lagu-
nenud G(t) on 1-P(t) < Funktsioon G(t) on monotoonselt
kahanevj

GO =1 . (¢10))
Vaatleme veel mingit teist ajavahemikku S . Siis G(s+t) on
tbendosus selleks, et aatom ei ole ajavahemiku s+t valtel
lagunenud; see on nii parajfesti siis, kui aatom pole lagune-
nud ei ajavahemiku s ega ka ajavahemiku T valtel, s. t,
G(s+t) = G(S)G(L) . (1D

on vdimalik kontrollida, et tingimusi (10) ja (11) rahuldab

funktsioon ~
GX) = e~ (-oo<a <™§) .
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Siit jareldub, et

FOO .1 - &' ** | a2)
kus jaotusfunktsiooni omaduste pshjal A>0 . (Kontrollidal)
Juhuslikku suurust 1 , mille jaotusfunktsioon on maaratud
seosega (12), nimetatakse eksponentsiaal jaotusega juhusli-
kuks suuruseks (A >0) -

Seega ndeme, et radioaktiivse aine iga aatomi lagunemis-
moment kui juhuslik suurus on eksponentsiaal jaotusega. Bkspo-
nentsiaalse jaotusfunktsiooni graafik on kujutatud joonisel
50.-

TSendosuse tiheduse aga leiajre jaotusfunktsiooni dife-
rentseerimisel (vt. joonis 51)i

f) = , X>0 ,
lo, X< 0 .
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Juhusliku suuruse X keskvaartuse Iei%rge integreerimisel:

EX-n] xe ™ dx= — xe /T JV
0 00

Leida DX !

Nagu nagime, on eksponentsiaal jaotusega juhusliku suu-
ruse tdendosuse tiheduse maksimum punktis X = 0 (tdestadal!X
ja ta ei ole simeetriline. (Miks?)

Vaadeldaval juhuslikul suurusel eksisteerivad kdik kvan-
tiilid (miks?), mida vBib leida lihtsa arvutuse teel.

Olgu margitud, et eksponentsiaaljaotusega on voimalik
kirjeldada mitmeid looduses ja tehnikas esinevaid protsesse:
nditeks tOotavate aparaatide (sOImede) valjalangemine juhus-
like rikete tagajarjel toimub eksponentsiaaljaotuse kohaselt
Jre.

9. Cauchv .jaotus.

Vaatleme juhuslikku suurast X , mille tdendosuse ti-
hedus (vt. joonis 52) on mdaratud seosega:

X = ficax)
Jaotusfunkteiooni

X)) leiame tde-

ndosuse tiheduse inte-

greerimisel :

dt

PxC
¢ 1+t*

= fa(usm ¢ a'ctg ). (13)
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On lihtne naha, st *(X) on simmeetriline funktsioon
(miks?), samuti, et max X(X) = fr(0) , (téestadal), sSee-
ga on punkt O juhusliku suuruse X mediaaniks ja moodiks;
ka kdik jaotuse kvantiilid vdib leida vahetu arvutamise teel
valemist (13)»

Kui aga putame leida juhusliku suuruse keskvaartust EX,

ndeme, et see el eksisteeri:

EX :%rzj)ﬁ_)—(wdx:i—% In o2)i |,
seega integraal ei koondu absoluutselt. Jéarelikult ei eksis-
teeri ka dispersioon jt. momendid.

Olgu X Jja Y soltumatud normaaljaotusega juhuslikud

suurused, kusjuures DX = DY = 1. Siis juhuslik suurus Z=]

on Cauchy jaotusega.

10. Ulesandeid.

1. Olgu p = by . Mitu erinevat vaartust omandab bino-
miaal Jaotusega B(ng) jJuhuslik suurus X , kui n on
paarisarv; paaritu arv?

2. Millise k vaartuse korral omandab binomiaaljaotu-
sega B(n,p) juhuslik suurus maksimaalse vaartuse, kui n
on paarisarv; paaritu arv?

3. Olgu k ja p fFikseeritude Juhuslikul suurusel \

on binomiaaljaotus B(n,p) . Leida

lim Xn= k)
M -voo

4. Olgu thel katsel Kk erinevat voimalikku tulemust

AN (1=1,2,.-.,k) vastavalt tdendosustega



K
FAL) = pi * & =1 * as
Tahistame sindnuse, et n katse korral sindmus

esineb r.,, korda, AO - rO korda, ..., Av - ™ korda
-1f ~2,...,rk ; sii8

n r.
(€5
(Toestada see seos!)
Vaatleme juhuslikku vektorit 1 — (X-j,.«.,”™ , mille
iga komponent omandab vaartuse r~ parajasti siis, kui

sindnus Al toimub r™ korda. Sellist juhuslikku vektorit
nimetatakse polinomiaal.iaotusega juhuslikuks vektoriks.

Kirjutada valja vektori 1 jaotus.

Kas vektori komponendid 3%, ..., X* on sdltuvad, paa-
rikaupa s6ltumatud voi taielikult sdltumatud?

Missuguse jaotuse saame erijuhul, kui kK =2 ? Mida
voime Oelda sel juhul 3 Jja Xg omavahelise seose kohta?

Olgu Kk = 3 = Leida ja Ip vaheline korrelatsioo-
nikordaja,
5. Vaatleme katset, millel on 2 vbimalikku, tulemust

jal =B vastavalt tdendosustega P(A) =p ja P(B) =q -

Teostame seeria sOltumatuid katseid.

Defineerime juhusliku suuruse X 3 mille vaartuseks
on K parajasti siis, kui sindnus A esmakordselt esines
k-ndal katsel (=0,1,...) =

Sellist juhusliku suuruse jaotust nimetatakse mdnikord
geomeetriliseks jaotuseks. Ta kuulub erijuhuna Uldisemasse
Jaotuste perre, mistdttu teda nimetatakse ka 1. _jarku nega-
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tiivseks binomiaal jaotuseks.

Leida 1. jarku negatiivse binomiaaljaotusega juhusliku
suuruse jactus! Milliseid naiteid oleme seni vaadelnud, ks
Juhuslikel suurustel on negatiivne binomiaal jaotus?

6. Sama katseseeria abil saame kirjeldada ka k-jarku
negatiivset binomiaal jaotust.

Juhuslikku suurust X , mille vadrtuseks on K para-
Jasti siis, kui sindnus A esineb r-ndat korda k-ndal kat-
sel, nimetatakse r-jarku negatiivse binomiaal jaotusega ju-
huslikuks suuruseksj r-jarku negatiivse binomiaaljaotuse

valem on jargmine:

FX=rH) = ( )Pa 0,1,...) -
TOestada see valem!

Leida EX !

(Kasutada lahendamiseks binomiaal jaotust!)

7. Leida Uhtlase jaotusega J//C(-1,1) juhusliku suuru-
se ekstsess; milliste parameetritega normaal jaotusega tuleks
seda jaotust vorrelda?

8* Kasutades Ulesandes 5.1 tuletatud valemit, leida
sOltumatute juhuslike suuruste X ja Y summa tdendosuse
tihedus,

kui kehtivad seosed a) O<a<c<b ,



b) O<c<a<b ,
c) O<c<b<a .
Sellisel viisil defineeritud juhuslikku suurust Z=X+Y
nimetatakse Simpsoni .jaotusega juhuslikuks suuruseks (Vt.
ka 111 3.14).

1. Mis on tdendosem, kas vdita vOrdse vastasega nangices

a) 3 partiid 4-st Vi 5 partiid 8-st?

b) vahemalt 3 partiid 4-st voi vdhemalt 5 partiid
8-st?

©) ulimalt n partiid 2n partiist voi lGle n-1
partii 2n partiist?

d) tlimalt n partiid 2n+l partiist voi dle n-1
partii  (@n+l)-st partiist?

2. Osakonna ulidpilastest 30 % olid noormehed. Nime-
kirja jargi valiti 10 esimest. Kui suur on tdendodus, et
nende ulidpilaste hulgas on 3 noormeest? Vahemalt 3 noor-
meest?

(Kasutada lahendamiseks binomiaal jaotust!)

3. Partiis sisalduvatest detailidest on 1 % praak. Kui
suur kogus detaile tuleks kontrollida, et selles tdendosu-
sega 0,95 sisalduks vahemalt Uks praakdetail?

(Kasutada lahendamiseks binomiaal jaotust!)
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88. Piirteoreemid.

1. B~>nomiaal .laotusega -juhuslike suuruste .jadad*

Vaatleme binomiaaljaotusega juhuslikke suurusi
X" B(ntp) , kusjuures eeldame, et p on sama iga XQ kor-
ral, kuid n oe =

Osutub, et sel juhul ka

lim EX, =np >,

lim DX_ = npq ‘= ,

n

lim max PQ(= K 0 = (Toestada vii-
n\ng U -<® o*k#n =1 (r1r—|ane seos!)

Vastavate jaotuste graafikud on esitatud joonisel 53 &
vaartustel 4, 25> 100 Ja400 ; p = £ =

s T “§r-
Joon. 53.

Jargnevalt vaatleme normeeritud ja tsentreeritud bino-

miaal Jaotusega juhuslikke suurusi

\ =° Din,1
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Nende suuruste Yn jaotuste graafikud on kujutatud jooni-
sel 4.

Ndeme, et n suurenedes ldheneb Yn jaotuspoliigoon ai-
na rohkem normeeritud ja tsentreeritud normaaljaotuse tOen&o-

suse tiheduse kdverale.

Joon. ™4.

Selle téhelepaneku range tdestus ongi jargneva teoreemi
nn. klassikalise piirteoreemi ehk Moivre-Laplace™i teoreemi
sisuks.

2. Moivre-Laplace*i teoreem.

*

Teoreem 1. Olgu ~ binomiaal jaotusega B(n,p) juhus-

Ii* suurus ning Tn -np) .
Siis lim — - = FBIE> S1 .
»=*- - (K - np)Z
1 e 2npq
\2A  Vnpqg

(See tidhendab, et YQ jaotuspoligooni tipud lahenevad nor-
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maal jactuse tiheduskévera sama abstsissiga punktidele.)
Toestus:

mK) - °N** mEIlfe pV'ke
Rakendades Stirling! valemit faktoriaalide arvutamiseks

Q
nt = vZftn nnenell »kus © = of) ,

saame:
kpV-k= n° e-n e8n an-k

VSt St WS kM(n-k) n" V k e"'ntk e k e n'k

,/ n ’V‘nka’gan \n-k _o6n““ek On-k
e
Q -0,-0
Siin lim__en n“ =1, kui vaild K -+o0 Jja n-k +o0°,
n—»0

Paigutades saadud avaldise seosesse (T), saame tdestamist va-
Javale seosele anda kuju:

11n . Z— n Bg—- =1 . (2)
n —»< ) (k-np)
Vg ~ 2npq

Saadud seose tdestamiseks on piisav, kui me naitame, et

mdlema teguri piirvaartuseks n lahenemisel I8pmatusele on 1t
limselt selleks, et

lim =1, onpiisav, et _Hp_ 4 = kui > 0:

seega on avaldise (2) esimese teguri piirvaartuse uurimiseks
piisav uurida avaldise
o)

n pq
piirvéartust.



Tahistame naid =X, : siis K = np+xvVnpq ,

1/5q .
n-k = ng-xk Vg .
Saame:
110 (gp*x* ~5?2(npg-»y, _ IIMIA a _
n -*90 a pq D eef£n pgq Knpq

©)

kui  lim XX o .
n O Vn

Avaldise (2) teise teguri lugejat teisendades saame:
(gB)* = (__S E _ )k = (1 . np+xk N >
np+xtc Vnpq np+xk ~npq
cc"n* . 1+ -**_"g N~-Xk1/556 .
ng-x~. 1/npq
Kasutame nitd reaksarend%si: 3 4
In(1+x) = x - 2 X< —.§r+ e

wCl-X) = . [x+1r+ + ~
kus Ix j<1,

= kInC*)+(n-k)InCgE) =

, rr NG X2 n -1 1
= - (np+xk v7n_qu ——— :p=q + BE— N+ 0(n +

nptx~v/npg  2(np+x™ \Vnpa) J

f xk I/npg 1
+(Mg-x, Vnpgdl— +— - = —— ——————+ 0(n )=
[ng—Xj~Vnpq aCng”~VvV~™qgld J

> q
= =%, /npgq + X, Vhpgq—"— -~ —————————— — ———— +0(n") =
2(np+xk I/npg) 2(ng-xk \/npq)
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2 1
- S S S A
np+xk Vnpg ng-xk Vnpq -

Suluavaldist teisendades saame:
1 1 np+x™ 'pq +ng-Xj£ V-ipq
n nptxkVnpgq ng-x*Vnpg npa+n Vpg xk (@-p)-2"npq

1
NPaHX\C-p) V/npa-Xpg

Jaab veel Ule naidata, et lim WQ = TIim 7~£2 =1 .
M e« n n
N\ E
Selleks leiame: [lim FL__ = lim ril +X¥L__f?___§5||=1

n nP* n +** L Vnpq nJ

alati, kui on taidetud tingimus (3); jarelikult ka lim*p£=l,
n n
Seega ongi tdestatud seos:_

, T>J1 noy“™* _ .* ¢0@ >
Iim - = n ’ a_T- - D L] n L]
n «00 _ (k-np) n e<¥% Xr
e- 2npq e -5-

ning vordus (2), jarelikult aga ka (1) on tfestatud.
3. Piirteoreenmid.

AsjatOestatud teoreem on Uheks lihtsamaks esindajaks
arvukate piirteoreemide peres, mis kOik vaatlevad juhuslike
suuruste jada piirvaartust kui juhuslikku suurust. Selliseid
piirteoreeme, mis, nagu kaesolevgi, kasitlevad piirsuuruse
tdendosuse tihedust, nimetatakse lokaalseteks piirteoreemi-

deks (vt. joonis 54); niisuguseid piirteoreeme aga, mille
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sisuks on mingi véaide juhuslike suuruste jada piirsuuruse
-jaotusfunktalonnl kohta, nimetatakse integraalseteks piir-
teoreemideks (vt. joonis 55)*

S e i T X

Joon. 55» Normeeritud ja tsentreeritud binomiaal-
Jaotusega (p =1/2,n=50) juhusliku suu-
ruse ning normaaljaotusega (m = 0, «=1)
Juhusliku suuruse jaotustunktsioonid.

4. Normaal jaotuse kasutamine binomiaal.jaotuse
1dhendamisel .

Vaatleme jargmist uUlesannet:

Munti visatakse 400 korda. Kui suur on t3endosu3 sel-
leks, et vapipool tuleks peale rohkem kui 220 korda?

Lahendus. I1lImselt on vapipoole esinemise arvu jaotuseks
binomiaal jaotus parameetritega p = 0,5 » n 400 . seega
tapne vastus oleks 400

k=221
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Et hoiduda liiga tulikatest arvutustest, lahendame bi-
nomiaal Jaotuse normaal Jaotusega, valides viimasele samad pa-
rameetrid. (Miks? -Tuletada pShjendus piirteoreemist!)Seega
tuleb meil leida m =np =200 6 = Knpg = 10 . Tuleb k-
da Fx(@0) , kus X~N(200,10)

Kuid valemi (7t9) kohaselt

Fx(20) = Fx 200 (@ = 0,9772 .

TO
Meie Ulesande vastuseks on aga P(X"220) =1 - P(X< 220) =

=1 - Fx(220) =1 -0,9772 = 0,0228 .
Sel viisil on vBimalik lahendada paljusid samaseid

Ulesandeid.
5. Poissoni piirteoreea.

Moivre-Laplace™i teoreemi toestamisel vajalikke
pi~rprotsesse jalgides on lihtne margata, et binomiaal jao-
tus koondub kOige kiiremini normaaljaotuseks sel juhul, kui
p s 2 ,ning koondunine on seda aeglasem, mida suurem on va-
be jpo - JjJ = Sut tekib praktiline probleem - vbib-olla
leidub mdni teine parem astmptootiline valem binomiaal jao-
tuse lahendamiseks eriti védikeste ja eriti suurte p Vvaar-
tuste korral, s. o. juhul, kui koondumine normaaljaotuseks
on vaga aeglane (Ja selgeks, et saada mingil madaral rahulda-
vat lahendit, tuleks valida n kullalt sur).

Asumptootilise valemi niisuguste juhuslike suuruste JO-
tuse leidmiseks andis ?0i3Son, kes lahtus jargmistest eeldus-
testi

Olgu katseseeriate jada:
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E21 » B22 =

(igas reas on Uks katseseeria) selline, et Igas seerias on
katsed sdltumatud ja sindmuse A esinemise tdendosus i-ndas
seerias olgu , mis soltub Uksnes seeria numbrist i ,
mitte katse numbrist seerias j , ning olgu Yi = ' ,
8. 0. sindnuse A esinemiste arv kogu i-nda seeria valtel.
Neil eeldustel kehtib Poissoni teoreem.

Teoreem 2. Olgu YQ binomiaaljaotusega juhuslike suu-
ruste jada, Yn~-B(pn,n) , (=12 ).

Kui nli}r?OO np =a "
siis I'Ilé’n%op(Yn =m) = e“a . (&)
Seega vaidab Poissoni teoreem, et toodud eeldustel on bino-
miaal jaotusega juhuslike suuruste jada piirvadrtuseks Poisso-
oi jaotusega juhuslik suurus.

Toestus.

Kasutades binomiaaljaotust, saame:
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ning

@ &)
lim -———---—-—— =1 1iga fikseeritud a ja m kor-
M oo «-9

rai, ja n

Ilim -] =ea,
n -
siis on sellega teoreem tdestatud.

6. TSebdSovi voOrratus.

Vaatleme juhuslikku suurust X , mille kohta eeldame, et
tal eksisteerib keskvaartus EX ja dispersioon DX< 00 .

TSebdSovi vOrratus annab hinnangu juhusliku suuruse X
keskvaartusest korvalekaldumise tdendosustele:

P(IX - EXI >£ )£ -ys . o

Vaatleme kdigepealt juhtu, kus X on diskreetne juhus-
lik suwurus. Avaldame X dispersiooni kahe liidetava suminama:

Dx —£ (Xj-HO 2Pi1 = ZZ Ixi-KX1Si + YL
i=1 Ixi -EX | if | xM-EX | <£

Molemad liidetavad on mittenegatiivsed. Uhte neist ara
Jattes VvOib avaldis ainult vdheneda, seega:

DX» YL Pi = d2P|x-EX|>6
IXt—EX|>£ Ix.-X|H

kuna cf2” Ixx-EX12 , siis meie avaldis ainult vaheneb, kui
asendame kOik liidetavad suurusega £ ; summeeritavate tde-
ndosuste summa annabki tdendosuse selleks, et |X-UX]"<E, s.o.

vorratuses (5) vasakul asetseva tdendosuse. VOrratus on tdes-

tatud.
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7. Bernoulli suurte arvude seadus.

Teoreem 3. Vaatleme mingit katset, mille Uks voimalik
tulemus on sindnus A , P(A) = p } sooritatagu seda katset
n korda jarjest, kusjuures ecldame, et katsetulemused on
sOltumatud.

Olgu sindmuse A esinemise suhteline sagedus

Neil eeldustelvileidub vastavalt igale etteantud arvude
£ ja & paarile naturaalarv N(d,<T) nii, et

«lt 5 -p|>£)4~".
kui n> NG ,C) .

Toestus: Vaatleme binomiaaljaotusega juhuslikku suu-
rust X *N(n,p) . Siis X = izl I.i =k, ; valemite C7.3)
Jja (7.4 pohjal EX =np , DX =npq -

Olgu Y =" ; siis EY =p , DY:xig npg =~  (ra-
kendame siin keskvddrtuse ja dispersiooni omadusi).

Kasutame niiid juhusliku suuruse Y jaoks TSebOSovi
vorratust:

P(JY - EY]>06"p ;
asendades EY Jja DY nende konkreetsete vadrtustega meie

Juhusliku suuruse Y jaoks, saame:

P(}*5—P . ©
Toepoolest, olgu antud £ ja 6 , siis tuleb meil va-
lida N<E ,s ) nii suwr, et £/<cl kui nm>N(<E <J) , s. L
Teoreem on tdestatud.
Seega ndeme, et pikas katseseerias laheneb siindmuse suh-

teline sagedus selle sindmuse tdendosusele. See vaide kannsbk:
Bermoulli suurte arvude seaduse ninme.
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Joonis 56 illustreerib Bernoulli suurte arvude seadust
nindi viskamisel; siin kujutatakse vapipoole esinemise (e. g
siindnuse A,p(A) =" suhtelise sageduse K muutumist s31-
tuvalt u muutumisest.

Siit tuleneb ka loogiline alus statistilise tdendosuse
rakendamisele: kuna kdigil stndmustel, millel tdendosus e«

sisteerib, on see sOltu-
matute katsete jada suh-
teliste sageduste piir-
vadrtusteks, on loomulik
omistada ka neile sindsus-
tele, millel eksisteerib
suhteliste sageduste ja-
da piirvéartus, kuid po-
le defineeritud tdendo-
sust, téendosus vordsena
Joon. 56. piirvaartusega.

8. Ulesandeid.

1. Toestada Moivre-Laplace*l teoreemiga sarnane teo-
reem, kasutades binomiaaljaotuse asemel trinomiaaljaotust
(s- t. katsel on kolm vdimalikku tulemust AN , A2 , A™ vas-
tavalt tdendosustega p(A™) = pi -

2. Toestada Bermoulli teoreem, kasutades Moivre-Lap-
lace™i teoreemi.

3. Toestada iseseisvalt virratus (5) pideva juhusliku

suuruse X jaoks, eeldusel, et eksisteerib 1J-(),
+

- 132 -



1. Suurte arvude seaduse katselisel kontrollil saadi

jargnevad tulemused:
Vapi _esinemiste

Visete arv Vapi esinemiste arv suhteline sagedus

Buffon: 4040 2048 0,5080

Pearson 12000 6019 0,5016
24000 12012 0,5005

Kelle tulemus oli kdige parem (s. t., nii suur vOi suu-
rem kérvalekalle keskvaartusest esineb suurima tdendosusega)?

2. Mingi sindmuse tdenadosus maaratakse Monte-Carlo mee-
todil. Leida vajalik katsete arv, et saada t8endosusega
P >0,99 otsitav tdendosus veaga, mis on ~ 0,01 -

3. Sindmuse esinemise tdendosus on 0,6. Kui suur on tde-
ndosus selleks, et 60 katse valtel esineks sindmus rohkem kui
30 korda?

4. Leida tdenaosus selleks, et valimisjaoskonnas esime-
se 100 valija hulgas oleks 75 vBi rohkem meest; alla 40 mehe
(lugedes mehe ja naise esinemise vOrdtdenaoseks).

5. Taringut visati 1000 korda. Kui suur tdendosus on
saada alla 300 korra 3 voi 6? Milline on arvude 3 vdi 6 esi-
nemise vahemik tdendosusega 0,957

6. Taringut visati 1000 korda. Leida simmeetrilised pii-
rid, mille vahel asub tulemuse '6'" esinemise arv tdenaosusega
0,85.

7 . Sindmuse Uhekordse esinemise tdendosus on 0,3. Kui
suure tdenaosusega vOib kinnitada, et 100 katse tulemusena
saadud stindmuse esinemine suhteline sagedus on 0,2 ja 0,4 va-
hel? Mis on tdendosem, kas sagedus 0,2 voi 0,4?
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8. Mitu katset on vaja selleks, et tden&dosusega 0,9 ei
erineks sagedus tdendosusest (mille vaartus on 0,4) rohkem
kui 0,1 vOrra?

9. Poisi sundimise tdendosus on 0,516. Kui suur on tde-
ndosus selleks, et 10000 vastsindinu hulgas pole poisse roh-
kem kui titarlapsi?

10. Ravimit vererdhu alandamiseks rakendati 100-le pat-
siendile. Osutus, et 68-1 vererdhk alanes, 32-1 aga tousis.
Kui suur on tdendosus selleks, et ravim mojus (tegemist ei
ole juhuslike muudatustega).

11. Kaks poissi viskavad kordamoéoda munti. Uks saab 8
korda 10 viskest vapi, teine suudistab teda mundi voltsimi-
ses. Mangu jatkatakse. 100 viskest on vapp saadud 65 korral.
Teine jaab oma siidistuse juurde. Millal on Qigus suldista-
miseks suurem, kas parast esimest vdi teist viskevooru?

12. Teatris on 1000 kohta. Teatril on kaks sissepaasu,
kummagi juures on garderoob. Kui palju kohti peaks olema kum-
maski garderoobis selleks, et kdik teatrisse tulijad 99 juhiL
100-st vdiksid riided &ra anda garderoobis selle ukse juures,
kust nad teatrisse tulid? (Oletame, et iga tulija tuleb tde-
naosusega 5 kummastki uksest.)

13. Lahendada iilesanne 7 Poissoni jaotuse abil!

89. Markovi ahelad,

1. Soltuvate katsete jadad.

Vaatleme katset, millel on k vodimalikku tulemust
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Teostame seeria katseid, kusjuures oletame, et katse-
tulemuste AM,.._,A0 esinemise tdendosus i-ndal katsel sOl-
tub sellest, milline tulemus esines (i-1)-sel katsel.

Tinglik tdendosus tulemuse A™ esinemiseks i-ndal kat-
sel peale teada oleva tulemuse esinemist (i-1)-sel katsel sol-
tub tksnes (i-1)-se katse tulemusest ning ei muutu taiendava
informatsiooni saamisel eelnevate katsete tulemuste kohta.

Markovi ahelat, mille korral katsetulemuste esinemise
toendosused ei sOltu katse jarjekorranumbrist i
takse homogeenseks Markovi ahelaks.

Edaspidi vaatleme homogeenseid Markovi ahelaid.

, himeta-

Naide 1. Vaatleme sirgldiku £fa, bj (a<b, a ja b on
taisarvud) . Paiknegu momendil tQ mingis selle 16igu punk-
tis ¢ (a<c<b } c on tdisarv) osake. Igal ajamomendil t™
(=0,1,2,...) mBjub osakesele joud, mis tdukab teda tdendo-
susega p Uhe Uhiku vOrra paremale, tdendosusega q =1-p -
Uhe Uhiku vOrra vasakule. Punkte a ja b loeme peegelda-
vateks ekraanideks, s. t., kul osake paikneb momendil t*
punktis a , (Mdi b), siis satub ta momendiks tbendo-
susega 1 punkti atl (vastavalt b1 ).

Niisugust protsessi nimetatakse juhuslikuks ekslemiseks
(vt. joonist 57).

Lugedes osakese paiknemise punktis at+i siUndmuseks A®
(i=0,1,...,b-a) , saame Markovi ahela.

- 135 -






2. Uleminekumaatrilks.

Sindmuse esinemist nimetatakse sageli (lahtudes
fllsikalisest interpretatsioonist) ka sisteemi paiknemiseks
olekus j ; siis slndmuse AU esinemisele i-ndal katsel
jargnevat sindnuse AN esinemist (i+l)-sel katsel nimeta-
takse siisteemi Uleminekuks olekust J olekusse 1 . Sund-
muse AN tinglikku tdendosust tingimusel, et eelmisel kat-
sel esines sindnus AN , nimetatakse olekust j olekusse 1
Ullemineku tdendosuseks ning téhistatakse sumboliga p”™ .

Selline Markovi ahel on tdielikult iseloomustatud toe-
ndosuste 12|ee=tk f1 -1, 2, «.=, K hulgaga,
mida tavaliselt esitatakse maatriksina
P11 p12 ** plk ~
P21 p22 **e p2k
............ ; ())

pkl pk2 pkk/
maatriksit 0i nimetatakse Uleminekumaatriksiks.

oL

1
7

IImselt peavad Uleminekumaatriksi elemendid rahuldama

jargnevaid tingimusi:

1 04 1,

K @)
20

T. »n =1 *

1=1

sest olekust j léhtudes satub susteem kindlasti mingisse

olekusse 1 , 1 =1,2,...,K =
Naide 2. Naites 1 kirjeldatud Markovi ahela uUlemineku-

maatriks 5c on jargmine:
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O 1 0O Oeee(Q O O
4 0 p Oe=0 0 O
0 g O pe==0 0 O
0 0 g Oe==0 0 O
O O O Qe=0 p O
0O O O Oe=4g 0 p
O O O QOeee( 1 0]
Tuletada see uUleminekumaatriks!
3. frtftalnafc- n AANIML ~nYanT.

Teades Uhest olekust teise Ulemineku tSondosusi, ais ca
antud maatriksis (1), on vdimalik leida ka n sammu jooksul
toimuvate Uleminekute tdendosusi .

Tahistane n sammu jooksul olekust J olekusse 1 Ule-
mineku tdendosuse sumboliga p~(a) jolgu m< n , s. t et
meil on vaja vaadelda sisteemi olekut katsel 1 , sellele
jJargneval katsel jarjekorranumbriga i + m ning seejarel
katsel jarjekorranumbriga 1+ n .

Oletame, et slsteem on n sammu valtel lainud olekust j
Ule olekusse 1 . Seda vdis ta teha, olles katse 1 +m ajal
Ukskoik millises olekus 1,2,...,kF seega

,a> = £  Pji(m) PI*(n-m) . (©))
i=l
Tahistame n sammu valtel toimuva Ulamjngb-TroHa! baH
simboliga SU(n) . Saame siis
PLL@ pl2M) - pive)
9c(n) - p21(n) p22(n) p2k<tt>
Vk1l() Pk2(n) ==* Pkk(nV
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ning valemist (3) jareldub seos:
700 = #(m) (n-m) ,
aga seega ka

JT(n) = 3Cn .
4. Ergoodiline teoreem.

Teoreem, Olgu mingi B > 0 korral Uleminekumaatriksi
5T(s) kbik elemendid positiivsed.
Siis eksisteerivad sellised konstandid p» , et

lim prjG)aPj , 1= 1,2,.ee .k =
n

Tdestus. Naitame kdigepealt, et eksisteerivad piirvaar-

tused

pyua IHIm mln P_uy(m
3 n U X3

8A= lim max pn (n) -
3 n 1* i<k 13

Kasutades seost (3) m=1 korral saame:
K K

* H ] PagC“-1) 1 1_ Pii=
1-1 P 1« * aA ) I=i
» min , 1(n-1
14 1« Kp 1)

Kuna saadud vOrratus kehtib iga 1 korral, siis ka

min p,,()> min Pu(n-1)
1M1£ k13 171~k A3

Siit aga jareldubki Pj eksisteerimine. (Miks?)
Samuti saame tdestada R”™ eksisteerimise. (TOestadal)
Nuud oleks veel tarvis naidata, et
o] el o] g w
Arvutame kdigepealt vabe * kasutades
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seost (@) :
K 1
pij( "plym B 1 M ) - PIr(s)] pry(”s)
r=1
Tahistame
PII(r™ » 1011 pir”™ ~ plr™8) »
Pir(s) - PjjCs) =
"PII(Y) » 131 Pir@BX plr(s) *

Siis 3
7z Gii-® “ PL@) ="gpiirrr =0
= i-
Kasutasime siin seost <2); arvutada Uksikasjaliselt!
Tahistame
l/TL»i En (> Mkl e

Et p.r&>0 idga 1 ja r korral, siis
21/3u(r) <z1/3il(cs) =1 . (Miks?)
Thl s
Seega
0O* 41~ 1 »

max h,, rahuldab virratust
1M1 1Mk 11

OMh<1. Miks?)
Seosest (2) lahtudes leiame:

Ja sanuti ka h =

Ipi3cn) - PLi@)] =] Z1/3iiCr) pr3(n-s) -EPii<nprj~-4 4
T.1 u
M, A * PrdCn-S) ",«"Ek **<t- *

c h1* «k K <Q38) -4 >] =
Siis ka

i16r?<J PIJ(n>" PH(M] 4 hi«cn* J

- 140 -



Siit 1lmselt Jareldub, et

max Ip,,(ntts) - & .(Hs) 4 ht+"  max Aa*(n-s) -
I4i,l£kjp3( ) ¢ ) 114K|pa( )

- 54y
sest alati  |[PHOn-s) - pCh-s)| ™ 1 .
Seetdttu

lim max Ip4. (=) - p. . ()] =0
t—»<»141,1"|dp13( ) - P--C |

Tahistades n+ts=n" , saame Uhtlasi

lim max Ip~r(n®) - n,)] =0,
n'—*<*>1"i,l*ka13( ) - )Il

seega jareldubki silt (4). (Kuidas?)
Uhtlasi ndeme siit, et

2_»a*l e
F1
(miks?) ning meie teoreem on tdestatud.

Naide 3. Vaatleme juhuslikku ekslemist, mis erineb nai-
tes 1 defineeritud ahelast vaid sellepoolest, et igasse punk-
ti ati (i=0,2,...,b-a), kus osake paiknes raingil momendil
tj , WOib ta positiivse tbendosusega r (prgtr=l) jaada
paigale ka momendiks t"+j =

5. ulesandeid,

1, Tuletada ndites 1 vaadeldud Markovi ahela jaoks
n-sammulise Ulemineku maatriksid 5T(n) (M-2; n=2k; n=2k+1,
) -
2. Kas ndites 1 defineeritud Markovi protsessi korral

kehtib ergoodiline teoreem? Miks?
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3. Tuletada Uleminekumaatriks naites 3 vaadeldud juhue
pidades silmas, et a jJa b sailitavad oma peegeldavad o
dused (kui osake ei jaa neisse punktidesse paigale, liigub
ta ainult vahemiku sissepoolel).

Kas sellise protsessi korral kehtib ergoodiline teoreea?

11. MONINGAID MOISTEID MOODUTBOOEIAST.

81. Hulkade mOStuvus.

1. Hulk Jaklass.

Vaatleme mingit mittetihja hulka , mida nimetame
ruumiks. Selle hulga elemente cJ (indeksitega vSi 1lma) ni-
netame ruumi s 1 punktideks.

Meie uurimisobjektiks on ruumi Q  hulgad (s. t., hul-
ga alamhulgad), mis koosnevad punktidest - Hulki t&-
histatakse tavaliselt tdhtedega A,B,C,... (ka indeksitega:
AL A2 ,AMN\AM2\AT,A0C) . Muuhulgas vaatleme ka hulki
Uhest ainsast punktist u> koosnevat hulka, samuti tih.la hul-
ka O , mis el sisalda ainsatki punkti. Ka ruum ise on
licq uuritavatest hulkadest.

Hulkade hulki nimetatakse klassideks. Klasse tahistame
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téhtedega A tS %C % » --- - Eol koik
klassi J1 kuuluvad hulgad kuuluvad ruumi Q , itleme, et
klassA  on defineeritud ruumis . Sageli on otstarbe-
kas defineerida hulkade klass teatud reaalarvude hulga T ,
m. indeksite hulga abil.

Olgu T mingi I6plik, loenduv vBi mitteloenduv reaal-
arvude hulk. Nimetame seda hulka indeksite hulgaks. Olgu iga-
le indeksile t € T seatud vastavusse mingi hulk AL 6 m(3.
Klass {At : t€ TJ on siis indeksite hulgal T defineeri-
tud klass. Kui indeksite hulgaks T on naturaalarvude jada
J1,2,...J =N , siis nimetatakse hulgal N defineeritud
klassi |Ja® : n€ N =~~inJ hulkade .jadaks 2 Seega jada on
16pmatu jarjestatud hulkade klass.

Hulkade klasside jaoks defineeritakse sisalduvusseosed
Ja hulgateoreetilised operatsioonid tavalises tahenduses,
mistes vaid hulgaelementide all ruumi & hulki A,Bf._.
jne* Nii tdhendab seos J1 ¢ £> , et iga hulk A& J1 kuu-
lub ka klassi & < Klasse A jJa loetakse vOrdseiks (t&-
histatakse A a$ ) parajasti siis, kui on Oiged mdlemad
seosed: AC-%> ja - Hulkade klasside Uhisosa ja
summa (Uhend) defineeritakse seostega:

Afl1JS={a: A64 ja Aef},
AUJ5={as Afe™N0i Aejg VOi AeAnie

=5 3ada korral loobume sageli traditsiooniliselt ka sul-
gudest ning tdhistame jada jAN1 lihtsalt A™ , seega samu-
ti kui jada Uldliiget.
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Naide n, Olgu A mingi meelevaldne hulk ruumist
Lihtsa hulkade klassi saame defineerida jargnevalt:
Xk ={fa , 1 ,i2,0J (G =£2\A)

Naide 2. Ilgale ruumile ,Q vastab selle ruumi kdigi

hulkade (hulga koigi alamhulkade) klass * lImselt kuu-
lub hulka <2y ruumi R iga hulkade klass e (TGestadal)

Naide 3« Olgu ruumiks arvsirge E . Seame igale
reaalarvule /3 vastawusse hulga Ap, = [R ,"3+1) ruumis

B . Vastavalt mingile indeksite hulgale T saame hulkade
klassi A3 :r€e tJ . Jadaks AR osutub vaadeldaval juhul
poolldikude £n,n+l) hulk.

Naide 4. Olgu ruumiks koigi 16igul |a,b] pideva-
te funktsioonide hulk CHi . Hulgad ruumis Q  vBime de-
fineerida naiteks jargnevalt:

Ad=]FX :FO)E Jar] ., (@) = Ok

Valides indeksite hulgaks T I8igu [al,b/jJ , a~a”™ b™ b,
saame maaratleda hulkade klassi

\Ai =

2* Hulkade jada koonrin-wsi.

Olgu meil antud ruum B , ja olgu T meelevaldne in-
deksite hulk, millele on seatud vastavusse hulkade klass
JAL D tE€ Tj=X =

Klassi Jz elementide uUlemiseks rs¥silm SUQ o n~
metatakse koigi punktide hulkas mis kuuluvad vgwfelmglt Uhte
hulkadest A" , s. L

sup A =U At .
teT T



Klassi /1I" elementide alumiseks rajaks tinfT nime-
B

tatakse kdigi punktide hulka, mis kuuluvad Uheaegselt koi-
gisse hulkadesse ,S. L

(Toestadal)

Hulkade jada jaoks saame defineerida ka alumise ja Ule-
mise kuhjumishulga. Deskriptiivne (s. o. Kirjeldav) definit-
sioon oleks jargmine:

Niisuguste punktide hulké, mis kuuluvad kdigisse hulka-
desse AQ , valja arvatud Glimalt I6plik arv hulki, nimeta-
takse jada An alumiseks kuhjumishulgaks HTim AQ Glim InFAQ).

Konstruktiivselt on see definitsioon valjendatav kujul:

k=1 J=k

luvad kéikidesse hulkadesse AQ , valja arvatud I6plik arv
hulki A , ..., AJ” ; paneme tihele, et kui K Kk2i siis

00
Koigi hulkade /°) A. summa annabki koigi selli3te punktide

hulga, mis el kuulu ainult Ulimalt 18plikku arvu hulkadest A
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KOigi selliste punktide hulka, mis kuuluvad 13pmata
paljudesse hulkadesse A" , nimetatakse jada AQ Uiemi-
seks kh.1»” shulgaks ning tdhistatakse stmboliga TTm AQ =

= lim sup Ag . Konstruktiivselt saaksime selle definitsioo-
n -+oo
ni esitada jargnevalts

00 00
TUAn = |£i1 jgk A—O - (2)
(Toestadal)
lImselt kehtivad seosed:
inf AnC lim AnC TTm AQC sup AQ . €))
(Toestadal) "

Olgu margitud, et uUlalesitatud deskriptiivsed definit-
sioonid on rakendatavad ka mistahes Ipmatu hulkade klassi
alumise ja Ulemise kuhjumishulga méaratlemiseks. (Miks?)

Kuhjumlshulkade abil defineeritakse ka hulkade jada
koonduwvus.

Hulkade jada AQ nimetatakse koonduvaks, kui kehtib \ar-
dus:

limAn = lim AQ = A .

Kuhjumishulkade Uhist vdartust A nimetatakse jada AQ
piirvaartuseks nIimA =limA . Jada An koonduvust piir-
vadrtuseks A tahistatakse siumboliga —w , niisiis vdime kir-
Jutada:

An »A .
Jada An nimetatakse mittekahanevfifros. kel
Ag N+l CjEl»2,...) .
Mittekahanevat jada nimetatakse kasvavaks, kui iga j kor_
rai (=1,2,...) kehtib VOrratus:
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Jada Agq nimetatakse mlttekasvavaks. kui
Aj @=1,2,..°).
Kui iga j korral A" /7 Aj+l » nimetatakse mittekasvavat

jJada kahanevaks. Mittekahanevaid ja mittekasvavaid jadasid
nimetatakse monotoonseteks.

Kui mittekahanev jada koondub piirvaartuseks A ,
téhistame seda simboolselt: A /A .

koonduwust margime: An\ A .

Mittekasvava jada

Teoreem 1. Hulkade monotoonne jada on koonduv.
Toestus: Vaatleme hulkade mlttekahanevat .lach V
A C &1.2,...) -
Meil on tarvis tdestada vordus

1m Ag = limAq .

Kasutades valemit (2) arwutame lim AR .

S - ATAG CANA  EErali
Bt AﬂC Ad-!-‘fl , siis iga kK korral "JAJCAN , jareli

oo

o oe 0'¢
kult ka UAhCl_Ja-,_] Ua.*Ua,, Seega
J=1J j=1 3 J:3
00 oo O @
Ui A=T Ua.=T1T1 UA .
n k=1 JkJ k=1 j=1 3

Vordsete hulkade Uhisosa vordub aga
seetdttu saame: 485 ml | [ e
Pl U = UA .
k=1 jJ1 J=1 J
Teiselt poolt, valemi (1) pOhja~kehtib’seos

hulga enesega,



00

MNa =
J=k 0 &
ning vajalik vdrdus ongi tdestatud.

Mittekasvava jada korral on teoreemi tdestus pShimotte-
liselt analoogiline. (TOestada iseseisvalt!)

Naide 5« Hulk on ring raadiusega 1, mille kesk-
punkt Cn on madratud (polaarkoordinaatides) polaarraadiu-

sega 1,5 «¢apolaarmmurgaga ~=n (vt. joonis 58)»

Sel juhul
limA =0,

Iim Ay =
= | (x,y) : 0,5"V42+7~ 2,5}
(Téestadal)

Néeme, et jada AQ ei
koondu. (Miks?)

Naide 6. Vaatleme hulka-

Joon. S3. de klassi (vt. naide 1).
Siis
AeSU)F()A: ; AeiggA:O-

ITm A ja lim A ei eksisteeri. (Miks?)
Naide 7. Vaatleme hulkade klassi <f)xy (haide 2). Nae-

me, et
sup A=B J infA=0.
A6 AXQ A6<%2
a) Kui Q- sisaldab I6pliku hulga elemente, siis ka

sisaldab I16pliku hulta hulki ja Ui A ning [lim A el ek-

b) Kux tc, sisaldab Idpmatu hulga elemente, siis3) g,
(.
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mitteloenduv ning pole seega jadana jérjestatav. Vaadeldaval
Juhul ei saa konstruktiivseid definitsioone lim A ja lia A
madramiseks rakendada, kuid kasutades deskriptiivseid defi-
nitsioone, vOime veenduda, et

lim A=0 ; lim A=R .
ATE& Ae £5£
(Téestadal)

Naide_8. Vaatleme hulki A_ , mis on dgfineeritud nai-

tes 3 Naeme, et

SUP An = [1 ,© ,
inf An = lim An = Hm Ag =0

Seega jada Aq koondub ja lim Ay =0 .
n

3. Kinnised hulkade klassid.

Olgu meil antud ruum £2° , mis sisaldab hulki A,B,...
Vaatleme mingit ruumis £2 defineeritud tehet (operatsiooni)
$ , mis seab hulkadele A,B,... vastavusse hulga ,/(A,B,.. )
=S5,56 . Erijuhul voib tehe J* olla defineeritud ka
16pliku hulga hulkade jaoks, s. t., ta seab 16plikule hulga-
le hulkadele A”™,.,.,An vastavusse mingi hulga (A, ..., A=
=S ; on ka tehteid (nditeks hulga taiendi leidmine), mis
seavad Uhele ainsale hulgale vastavusse mingi t6ise hulga:
/(A) =S .

Hulkade klassi nimetatakse tehte ~ suhtes kinni-
seks, kui see tehe seab klassi CU kuuluvatele mistahes hul-
kadele alati vastavusse klassi JC kuuluva hulga* s, t., ala-

ti, kui



siis ka
S=yU,B,...)eJdf.

Osutub, et klass on iga hulgateoreetilise tehte sh-
tes kinnine. (Miks?)

Teoreem 2. Olgu A , t6 T tehte J suhtes kinnised
klassid. Siis on ka nende Uhisosa ~ - t]ng " selle tehta
suhtes kinnine.

Toestus: Valime suvalised elemendid A,B,... Klassist£
ning rakendame neile tehet ¥y ; saame hulga

S=/CA,B,...)
Kuna A,B,..«£ iga t6 T korral ning kdik klas-
sid on tehte suhtes kinnised, siis ka S € t
tt | ning seega toepoolest S€.t|-€\1_JtE , mida oligi tar-
vis tdestada.

Olgu meil antud ruumi mingi hulkade klass Jja
mingi tehe Y* selles ruumis a . (Uldiselt ei ole stf kin-
nine tehte irP suhtes. Sel juhul vdiksime leida ruumis £2
mingi hulkade klassi o3c T mis oleks tehte ~p suhtes
kinnine. Nimetame minimaalseks klassi sisaldavaks teh-
te ip suhtes kinniseks hulkade klassiks sellist
rumi S2 hulkade klassi *t, t mis sisaldab hulkade klassi
X, on tehte J» suhtes kinnine ning sisaldub igas teises
nende omadustega hulkade klassis. Sellist klassi (Jc)
nimetatakse ka hulkade klassi poolt indutseeritud mini-
maalseks -kjnniseks hulkade klassiks.

Teoreem 3. lga ruumi Q , selle ruumi hulkade klassi
ja tehte Y7 korral leidub minimaalne klassi poolt in-
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dutseeritud ~ -kinnine hulkade klass *h\
Toestus. Alati leidub vahemalt uks ruumi £2 hulkade

klass @\j= nii, et on on tehte suhtes kinnine ja
On -
Olgu kdigi tehte J* suhtes kinniste klassi sisal-

davate klasside hulk {4nt i t€ J

Defineerimeon(j£ )= N On. .

Vahetult on ndha, ;t teT "

1) AfAn(ic) ,

2) (J#) on teoreemi 2 pdhjal Kinnine suhtes ,

iga t€ T puhul.

Teoreem on sellega tdestatud.

Hulgateoreetilise summa ja vahe® suhtes Kinnist hulkade
klassi nimetatakse ringiks. lga ring sisaldab ka tihihulka.
(Toestada! ) Seevastu kogu ruum el tarvitse ringi kuuluda.

Ringi, mis sisaldab ka kogu ruumiq , himetatakse al-
gebraks. Algebra vdoime defineerida ka summa ja taiendi suh-
tes kinnise klassina. Osutub, et algebra 1 jaoks on sama-
véarsed definitsioonid:

He

kui A,BEJ1 , siiska AUB6/ ;
12° ku

Aei , siiska | €A ;

ri* kui a,beA , siiska AU B64 j
2 wi. K,b€A , siiska ASB ;
3 Qe fl.

(Téestada definitsioonide samavaarsus!)

3

_J Koneldes hulkadest kasutame edaspidi _lihtsuse mottes
ka sbnu "‘summa’’, ,vahe™ “korrutis', mdistes nende all
hulgateoreetilist sumnat (e thendit), hulgateoreetilist va-
het” ja uhisosa.
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Kasutades hulgateoreetiliste tehete vahelisi seoseid on
lihtne tdestada, et algebra on kinnine ka kahe hulga Uhisosa,
lepliku arvu hulkade susima ja I6pliku arvu hulkade vahe leid-
mise tehete suhtes.”™ (Toestadal!) Loenduva summa suhtes ei ole
aga uldiselt ei ring ega ka algebra kinnine.

Algebrat, mis on kinnine ka loenduva summa suhtes, nime-
tatakse 6*-algebraks (loe: sigma-algebra); 6 -algebra c
vahetuks defineerimiseks kasutame algebra definitsiooni, kus
vaid nbude 1° (01 1%*) asendame rangemaga:

1°) kui a~e c , i=lf2,..., siis ka

U ade C
=11

Osutub, et 6'-algebra on kinnine ka loenduva ihendi
suhtes. (Toestadat)

Hulkade klassi d , mis sisaldab koos iga monotoonse
Jadaga ka viimase piirvaartust, nimetatakse monotoonseks
klassiks.

Olgu meil antud hulkade klass Siis vOime (teo-
reemi 3 pohjal) alati leida selle klassi X poolt indutsee-
ritud minimaalse algebra -n T klassi poolt indutsee-
ritud minimaalse (3-algebra C(I)} Ja klassi poolt in-
dutseeritud minimaalse monotoonse klassi azFQ@c) .

Vaatleme, millised on klasside 1 (#) , Cc iJ0) jao/(Y)
vahekorrad.

N Edaspidi Utleme lihtsalt "I6plik summa™ voi "‘loenduv
suma’’ (vastavalt "thisosa’®), mOistes selle all 16pliku (vas-
tavalt loenduva) hulga hulkade summat (Uhisosa).
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Algebra ja ~-algebra definitsioonidest jareldub va-
hetult, et

N @ge) c cul)
(Toestadal)
Ulejaanud seoste leidmiseks on kasulik jargnev teoreem
Teoreem 4. lIga monotoonne algebra on 6 -algebra.
Toestus.  Selleks, et algebra 9 oleks 6 -algebra,
tuleb ndidata, et alati, kui
A A2 jeee s,
kehtib seos < n
KIKk"&A
i=1
Defineerime hullgad:
=Ajt
B2 =AlU A2

Bi = U A, (i=1,2,-%°) .
1 j=1 0

Siis ilmselt B~C BN (i=1,2,...) , s. € jada B

on monotoonne ning seega koonduv; teoreemi 1 pbhjal eksis-
(o]

teerib HI!’@OO B, = -\:JlBi -

n
Meie definitsiooni kohaselt aga lim B =_lim U /J,_
00 L —mao ﬂ Ao 11
= UA A Kuna eelduse kohaselt klass 1  on monotoonne,
|:
siis ka
Iim ,
n -»0o
see aga tdhendab, et oo n
i=l1

mida oligi tarvis naidata.



Osutub, et kehtib ka teoreemi 4 poéscrdteoreem:
Iga 6 -algebra on monotoonne algebra. (T8estadal) Siit
Jareldub, et alati
C @) angd) .
(Toestadal)
Veelgi sisukama tulemuse annab aga jargmine teoreem, mille
esitame siin tdestuseta.”

Teoreem 5. Klassi poolt indutseeritud minimaalne
6 -algebra c jJa minimaalne monotoonne klass 5
uhtivad.

4. /InY-sby» addtuvua.

Olgu meil antud ruum @  ning olgu defineeritud selle
ruumi hulkadest @algebra O . Buumi @ nimetame siis
mootuvaks ruumiks ja tdhistame simboliga (£2 ,Cc ) .

Buumi 13 iga hulka, mis kuulub ~ -algebrasse C
nimetare ( @ -algebra c suhtes) m6otuvaks hullgaks.

Olgu margitud, et uldiselt saab ruumis R defineerida
mitu erinevat & -algebrat ,CGp ,--# ning vastavalt

sellele saame erinevad médtuvad ruumid (R tcac), (&2.,0..--

Halde 9» Hulkade klass k (vt. naide 1) on < -al-
gebra. MéGtuvaks ruumiks olleks sel juhul (En?,3") . (Toes-
tada, kasutades 6 -algebra definitsioonil)

Naide 10. Hulkade klass on @ -algebra. (ICes-
tada! ) Buum (&2, ) oa seega alati mGGtuv.

Naide 11. Olgu ruumiks @ tasandi B2 ko&igi punkti-

5 Vt. tdestust kas 72/ lk. 68 vBi 74/ kK. 73.
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de hulk. Maarane siin klassi kui kSigi taisarwliste tip-

pudega poollahtiste ruutude (vt. joonis 59)

{(x,y) *n” x< ntl,mg j< mtlJ = Anm hulga:
{™M,m sn,m = Ny 42 eeel»
Olgu klassi poolt indutseeritud minimaalne 6 -al-

gebra C (5 = C » Vaatleme mootuvat ruumi @iz ,0) .

Joon. 99.

6* mottes mbotuvateks osutuvad siis kbik loenduvast
hulgast taisarvuliste tippudega poollahtistest ruutudest
koosnevad hulgad, (vt. nditeks hulk B joonisel 59)»kuid
Ukski ring, kolmnurk jre. ei ole mddotuv. Miks?)

Naide 12» Olgu ruumiks 8 arvsirge R . Vaatleme
klasse

J : sirge koigi tokestatud vahemike (a,b) klass;

Jcz2 s slré® koigi tokestatud pool I0ikude [a,b) klass;

- sirge koigi tokestatud 16ikude [a,b] klass;



s sirge koigi tokestatud poolldikude (@,bj Kklass.
MBOtuvuse defineerime vastavalt & -algebrate ¢ ( )
C(K?) » C(-~) ja Ccnrx jargi. Osutub, et

C (X,) = ~ACXF2) =~ 0r3) = (r(xr). (Toéestadal)

Sellisel viisil defineeritud mddtuvaid hulki nimetatak-
se Boreli mOttes mddotuvateks hulkadeks e. Boreli hulkadeks
sirgel.

Samaselt vOib Boreli hulgad maaratleda mistanes n-ai-
mensionaalses eukleidilises ruumis Rn . Selleks vdib va-
lida klassiks naiteks kdigi lahtiste tdkestatud n-di-
mensionaalsete risttahukate hulga ning defineerida ~-al-
gebra C= C ) . (Kas vBiks kasutada ka Kkinnisi rist-
tahukaid? Tdestadal)

Osutub, et mdédtuva ruumi ~ hulki saab samuti kasit-
leda méotuvate ruumidena.

Teoreem 6. Olgu antud mé66tuv ruum (E2,C ) .

Olgu hulk B ruumi Q mingi alamhulk. Siis moodus-

tab hulkade klass jBC : C€ Cj= (J-algebra ruumis B
Toestus, Arvestades, et BCC B , naitame, et Jl on
G-algebra.
a) Olgu B16 ja B2£ ; siis peavad leiduma hul-

gad Al€C ja A2£C alu, et B = BA* , Bg = BAO . Siis
B1\ B2 = BA™\ BA2 = B(AN\ A 2) = BA36-", sest =
= AN\ A2& L , kuna C on G -algebra.

b) Olgu Blt B2, ...£ ¥3e siis leiduvad hulgad A",
A2,... nii, et B = BA®, Aie C . Siis \JB. = UBA. =
eo 1 i=1 1
:bUa. =BA6 (¢ , sest A= \JA.c L .
i=1 1 i=1 1
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c) B =BR ; kuna eelduse pohjal QzC, siis Be& .
Teoreem on tdestatud. Tuleb silma3 pidada, et (© -al-
gebra J vdib osutuda ka triviaalseks, s. t. sisaldada lks-

nes ruumi B ja tiuhja hulka O
5. Ulesandeid.

1. Kas koigi ratsionaalarvude hulgal defineeritud hul-
kade klass jAz : ze”~on jada? Kas leidub jada, mille ele-
mentideks on kdik hulgad A ? Kuidas oleks sellist, jada
voimalik defineerida?

2. Toestada, et kui

infFA_ =0,
te Tr

ei tarvitse leiduda indekseid t , tg6 T nii, et AM)Ab =
= 0 (konstrueerida vastav naide juhul T = (1,2,3)).

3. Vorrelda hulkade jada koonduvuse definitsiooni arv-
Jjada koonduvuse definitsiooniga. Mis on neil definitsiooni-
del Uhist ja mis erinevat? Vorrelda monotoonsete jadade koon-
duvust arv- ja hulgajadade korral.

4. Ringi, mis on kinnine loenduva summa suhtes, nimeta-
takse 6 -ringiks. Milline on vahekord ringi, algebra, & -al-
gebra ja 6 -ringi mdistete vahel?

5. Esitada jada A™ (vt.joonis 60)analuitiliselt. Leida
selle jada piirvaartus.

6. AN on korraparane 2 -nurk (vt. joonis 61). Esi-

tada jada An analuutiliselt. Leida selle jada piirvaartus.
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8§2. MO6ot.

1. Hullgafunktsioon.

Olgu meil antud ruum £j ja selle ruumi mingi hulkade
klass . Olgu igale hulgale AG6-yc seatud vastavusse re-
aalarv ~(A) e Siis utleme, et hulkade klassis on defi-
neeritud hulgafunktsioon ~(A) .

Edaspidi lepime kokku, et vaatleme ainult niisuguseid
hulgafunktsioone ~ , mis Uhegi hulga A£-# korral ei
omanda vaartust -oo , s. t.

~(A) > -oo , A6 . (D)

Hulgafunktsiooni (A nimetatakse I6plikuks, kui iga
hulga A korral klassist Jc kehtib vlrratus

~(AXoo
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Hulgafunktsiooni f(A) nimetatakse (@-10plikuks. kui iga
hulga A6 -3 korral leidub jada BQ, (n=1,2,...) nii,
et B.MBy=0, kui i*j ja A=* \] 00

lImselt on iga 16plik hulgafunktsioon ~-16plik, kuid
vastupidine vaide uUldiselt ei kehti. (Miks?)

Edaspidi eeldame lihtsuse mdttes, et vaadeldavad hulga-
funktsioonid on I8plikud, kui pole tehtud muud kokkulepet.
(V. pdordel 1)

Hulgafunktsiooni  A) nimetatakse aditiivseks. kui
iga klassi J£ kuuluvate hulkade A ja B paari korral, mis
rahuldavad seoseid AL/BUJ”, AF)B =0 , kehtib vdrdus

/(AI/B) = y?2(A) + f(B) . ()
Nagu ndha, on aditiivse hulgafunktsiooni defineerimiseks so-
bivaim selline hulkade klass , mis on kinnine liitmise

suhtes, kuna siis tarvitseb vaid piirduda eeldustega A ,
Be X , a/lB =0 .

Teoreem 1. Kui A,B,A\BfeJ#, AC B ning klassil

on defineeritud aditiivne hulgafunktsioon ~(A) , siis
T(B\A) = f(B) - T(A) . (©)

Toestus. Kuna Ac B , siis B = (B\A)UA , (B\AR\A&=

=0 . Seega aditiivsuse tOtrtu Jareldub seosest (2):
f(B) = f(B\A) + <f®) .

Et eelduse tottu Vv (B)<oo ning ~(B\A)>-o00 ,
/(A)> —oo kokkuleppe (1) kohaselt, siis on ka “(B\A)<oo T
VA)<oo ning kehtibki seos (3).

Jareldus 1. Kui A,B€*~ ja ACB , ™(B)<«x?, siis
ka |MA)]<oo . (Toestadal)
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Jareldus 2. Kui Of , Siis hulgafunktsioon! ~(A)
aditiivsusest jareldub seos
f(0) = 0 .
(Toestada! Mida oleks tarvis taiendavalt nbuda selle jarel-
duse tegemiseks siis, kui ~(A) ei oleks I6plik hulgafunkt-

sioon?)
Hulgafunktsiooni ~(A) nimetatakse @G-aditiivseks.
kui iga niisuguse jada | korral, et b"A"B-" t jJa
ANA. =0 kuit 11 , kehtib seos
¥ ]
< UAJ) = £ fCA) . @
1-1 i=1
6 —aditiivse hulgafunktsiooni jaoks sobivaim mdaramis-

piirkond on loenduva summa suhtes kinnine hulkade klass.
(Naiteks?)
lga 6 -aditiivne hulgafunktsioon on Uhtlasi aditiivne,
(tbestadal) kuid vastupidine omadus uUldiselt ei kehti. (Miks?)
6 —aditiivse hulgafunktsiooni jaoks saame tdestada teo-
reemi, mis on Uldistuseks teoreemile 1 ja tema jareldustele.
Teoreem 2. Olgu jt loenduva summa suhtes kinnine hul-
kade Klass, olgu (D)) k(!oassil# defineeritud aditiiv-

nNA, =0

ne hulgafunktsioon; Q)Igu A = 4,' Ai. , A,Aﬂ? , A N

(i*J) . siis rida iZ:Il *f(A.) koondub absoluutselt.

X

Toestus. Votame kasutusele tahistused
At , F(At)> 0, " | Ai , f(AY)4 0,
o, F(A)™ o0 ; 1 10, f (D) >0 .

AT =

Siis kehtivad seosed A, = A*UAT , At , AN , aTNAT =%
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Tahistame Uij = A+, U A7 = A” ;ilmselt AHI A =0
J. n r £X . w

Kuna A = A+UA"™ , f(A)<oo , f(A+)> 0 , F(A”)>-00 ,
siis on *(A+)<oo , PR Ml , see aga téhendab A
6 —aditiivsuse tottu, arvestades A" jJa A~ definitsiooni,
et kehtivad vordused:

IfAH)] . IfcUNpl =jE fA+)] =gl f(Ap]<«> ,

5a ~
If(AY] =1f<UAD] =1g f(Apl

g If(Apl<~,

siit aga jareldubki

£ f(A, = 1T I"Apl +H If(AT)I<®"
i=1 I 1)I =1 P i=1 ( 1)

1
i

Naide 1. Olgu J# reaaltelje tokestatud poolI0ikude
hulk. Defineerime klassil Jargmised hulgafunktsioonid:

. (La»0)) =max (lal,IbD ,
v2([ath)) =a-b,
[&fD)) =b-a.
N&aide 2, Olgu -JcU ] (CGoo ,b) , [a,62), (<>0C),
a,b£ EJ . Defineerime klassil funktsiooni 13CA):

f3(A) = 4@ , kbic J
~"(A) =00 , A6 .
Paneme téhele, et ~ ((@,b)) on 16plik, kuid ei ole

aditiivne; ~2~ Ca»Y)) 3a on leplikud ja <5-adi-
tiivsed; “3B(£a,b)) on 6 -aditiivne ja 6 -Idplik. (Tées-
tadal )

Klass Jt ei ole kinnine ei vahe ega ka summa suhtes.



2. Pidev hulgafunktsioon.

Hulkade klassil defineeritud huigarunktsiooni @)
nimetame *it pidevaks« kui iga mittekahaneva jada AQ kor-
ral, kui LJ.x (1,2,...) ja HLim , kehtib seos

v/rglimo *nlim vICAN . ©)

Hulgafunktsioon! ~(A) nimetatakse Ulalt pidevaks, kui
iga mittekasvava jada AQ korral, kui A~fe™™* (n=1,2,..,)
Ja lim Ane*” » kehtib vordus»

\/\n(lﬂ_»A_) = nlbrp(of(A ) . ®)

Kui hulgafunktsioon on tlalt ja alt pidev, nimetatakse
teda pidevaks«

VBib raakida ka hulgafunktsioon! pidevusest mingil hul-
gal A *hulgafunktsiooni ~(A) nimetame pidevaks hulgal A
siis, kuil seosed (B) ja (B) kehtivad kdigi hulgaks A koon-
duvate monotoonsete jadade korral.

Pidevate hulgafunktsioonide loomulikuks maaramisplir-
konnaks on monotoonsed klassid. Edaspidi eeldame alati, et
klassiks , millel hulgafunktsioon /(A) on defineeritud,
on 6»algebra ¢ . Vaatleme nuid, kuidas on hulgafunktsioo-
nide omadused omavahel seotud.

Teoreem 3. Aditiivne alt pidev hulgafunktsioon 7A)
on 6 -aditiivne.

Toestus. Vaatleme 6 -algebrat o , hulkade jada A®,
AMEC , A Ay *0 (1, i,j=1,2,=..) . Defineerime hulgad
\ = UA+t (k1,2,...) - lmselt ka C ning jada on
mittekahanev. Seega eksisteerib KIim B C t ning eelduse



tottu kehtib seos
e "fcefc) = f( lin Bk) ,

K ¢ oo -fo>

siit aga jareldub:

Saadud seost kasutades teisendame vOrduse (7) vasakut poolt

A 5o

St - ey =0y - ©
Vérdused (7) ja (8) koos annavadki vdrduse (4); teoreem on
sellega tdestatud.

dige on ka selle teoreemi podrdteoreem, isegi ménevdr-
ra tugevamal kujul.6

Teoreem 4. 6 -aditiivne hulgafunktsioon ~(A) on pi-
dev.

TGestus, a) Toestame kdigepealt funktsiooni ~(A) alt
pidevuse. Olgu meil mingi Jada An A A A C; siis
kindlasti ka Af C.

Defineerime hulkade jada Bﬁ

k-1
Bl s Al» ~ = Ak " Al 7
lImselt ka C « BjOB* =0, kui i v ning
A; = Ing4 . Leiame niid I(Iim *ﬂAi) « Kasutades hulkade
6 Olgu margitud, et tlestatud teoreemid jaavad kehtima

ka ndrgemate eeldustega hulkade klassi Jt puhul, kuid siis
tuleks véaidetele kogu aeg lisada klausel ":kui vastav funkt-

sioon on maaratud".



definitsiooni ja funktsiooni ~(A) G -aditiivsust, saame:

Il*f(A) » ||*vf(\J B, * li* ZZ fCBH 3 £i f(B) -
K -»0C K %> i=1 1 K oo i=1

Teiselt poolt aga funktsiooni ~(A) 6 -aditiivsuse
tottu:

f(ll» V = f(1ll« UJ,) = F(U BY - LI_f(BI) .

K 00 K+00 ISsl -1 |
M&lemaid vordusi kokku rOttes saamegi seose (5), ning
teoreemi esimene pool on tdestatud»
b Toestame nildd funktsiooni  ~(A) (lalt pidevuse.
Olgu meile antud mingi hulkade jada AQ { A6 C nii,
et An\ A.
Vaatleme jada = AMN. A+l (i=1,2,...). Et Al+i<l AN,
siis jada B~ on mittekahanev, B"/ B . Teoreemi o0sa a)
péhjal on ~(A) alt pidev, seega kehtib vordus
lim f(B-) = f(lim B, ) .
K © K- 0°
Avaldame seose mdlemad pooled jada A~ hulkade kaudu, see-
jarel rakendame vordust (3) (Jada B~ konstruktsiooni ning
meie eelduse pdhjal on selle rakendamine lubatav):

11» = 11» f(CAIN 7~ ) = 11» [fU,) - f(Al+t)] =
K -»o00 & -*-co i£ ->eo

* f(Al) - Ilmf(A1+k) = F(AI) - Timf(A ) (
K ->00 n <oo0

tahistame 1+k = n ; kui K=®00 , siis ka 1+k = n -*oo
Teiselt poolt saame, kasutades jallegi vdrdust (3):

ACLim B™) = f[ lim (A~A”~)] = f(A\ lim ) =
K “m00 » K00 K ->00

NAN - £ (Clim A) .
n -*oo
MOlemaid vOrdusi kokku vOttes saame:
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f~) - lim fCAn) = £(A” - v lim In) ,

M me00  "»ce

seega

lim f(A ) = ~( lin A)
M +o0o0 l

mida oligi tarvis tdestada.
3. MOOt.

@-algebral C naaratud & -aditiivset 16plikku mitte-
negatiivset hulgafunktsiooni nimetatakse 13plikuks mddduks.

6 -algebral C médaratud ©O-aditiivset -16plikku
mittenegatiivset hulgafunktsiooni nimetatakse 6 -18plikuks
md0duks. Edaspidi mdistame m66duna alati (kui pole tehtud
mingit muud kokkulepet) 18plikku médotu, mille t&histame slm-
boliga y*A(A)

Loplikku modtu yW(A) , mille korral /*(£2) =1 , ni-
metatakse tdendosusmddduks. Tdendosusmdddu tahistame slmbo-
liga P(A)

Lopliku mdddu definitsiooni vOib anda ka vahetult.

Olgu ruum Q mddtuv & -algebra ~ sihtea ja olgu
igale modtuvale hulgale A (Ae(?) seatud vastavusse reaal-

arv yu(A) nii, et

1.04 /7*UX" i )
2. AP = XTrMHAp , kui
At C ja Ai0O A. =0 (%, 1,=1,2,...) . (10

Médtuvat ruumi (B, C) , milles on defineeritud méét"7

¢ Edaspidi tahistame sageli m66tu ilma argumendita, s.t.
kirjutame m 8 0 t , mida tuleks miLsfca hulgafunktsiooninaytt(A),
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/(A) (1oplik v6i <o-18plik), nimetame md6duga ruumiks ja
téhistame sumboliga (€2, "y**) . Sel juhul 6eldakse ka, et
médt yu(A) on defineeritud hulkade klassil C ).
Vaatleme niiud md6tude omadusi. Paneme téhele, et nii-
hasti 16plike kui ka @-16plike mddtude korral kehtivad
kéik aditiivsete funktsioonide omadused, muuhulgas naeme,
et médtuval ruumil defineeritud mdét on pidev kdigil mddtu-
vatel hulkadel. M36du mittenegatiivsusest tulenevad aga mG-

ningad m6ddu eriomadused*

MOOdu monotoonsust
Kui A,BeC jJja ACDB, siis
/4a(d) 4ym(B) . ((h))
Tulemus jareldub vahetult teoreemist 1 ja moddu mittenega-
tiivsusést. (TBestadal)
Teoreem 5. Kui At€ C (i*1,2,...) ja ~ on klas-

sil C defineeritud méot, siis kehtivad vérratused:

/.CUA,)™* (n=1,2,..,) )
ja
ZAMNMNMAEN * (13
Toestus. Defineerime hulgad:
Cl1 = Al |
Ck = A - (k=1,2,....n vbi k=1y2,...) =
lImselt ,CMICp =0, K, j.k=1,2,..))
nil ra
\I\(]Ck\JA' j liJ(M b If]O k=1,2
WG T A T oseesa gy M= AGE 0. (L2, ).

a4
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Teiselt poolt aga CHdE A+ (i=1,2,...) ja m&ddu mo-

notoonsuse (seos (11)) tottu saame iga K korral vOrratu-

se
/N(Ai) Mdcp .
4 K

Siis ka ET/* (& (k=1,2,...,n vdi
K=1,2,...) . (15)
Kuid mdddu 6 -aditiivsuse tottu leiavad aset vordused
/*(OCH=11/<(CH (16)

da

wJUc = fl/*« . 17
/ izl L LA an

Seoseid (14), (15) da (16) kokku vottes saamegi vdrra-
tuse (12), seostest (14), (15) ja (17) tuleneb vdrratus (13)»

Tuleb mérkida, et sageli nimetatakse G -aditiivset 10p-
likku ja G-10plikku hulgafunktsiooni vastavalt 10plikuks
ja 6 -16plikuks uldistatud mddduks. (Uille poolest erineb

Uldistatud m6dt mdodust?)

4. M&6du .jatkamine.

Olgu maaratud ruumi hulkade klassid ja 3C 2,
~ 40 . Olgu hulkade klassidel ja J1=2
defineeritud vastavalt mdddud ja yu~n . Kui iga
korral

yn~(A) ayE<2(A) ,

siis Utleme, et mdddud ja M2 langevad uhte klassil

AT .
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Kui /U1 ning f*2 langevad ihte klas-
sil siis me utleme, et médot ~ CEi m~Gdu »iatk
klassil Jt~ . Kui m66dul /~n eksisteerib lksainus jatk
klassil Jt£ t siis me Utleme, et mdddul ~ on klassil

méddratud (determineeritud) jatk« Edaspidi tahistame
me mdddu mAdratud jatku sama tédhega nagu mddtu ennastki.

Nagu nagime, oli mdodu maddramiseks loomulik hulkade
klass 6 -algebra. Seda asjaolu valjendab ka jargnev teo-
reem.

Teoreem 6. (Caratheodory teoreem.) Kui modt on
defineeritud meelevaldsel hulkade klassil Jt~ , siis ek-
sisteerib tal mddratud jatk klassi Jt~ poolt indutseeri-
tud minimaalsel G -algebral C . Kui médt yu on
(5-16plik voi 16plik, siis on ka tema jatk & -1dplik.

Teoreemi toestuskadik on kullaltki pikk: selles naidatak-
se m6ddu jatku konstruktsioon, kasutades selleks taiendavalt
defineeritud hulgafunktsioone - nn. valis- ja sisem00te.
Nimetatud mottekdiku rakendatakse reaalmd6tuja funktsiooni-

teoorias Lebesgue @mdddu konstrueerimisel (vt. [2], [G] ).
5. M8ddu taielikustamine.

0lgu (vc*(:gu.) mddduga ruum. Nagu tdestatud, on
/(@) =0 1 teiselt poolt ei jareldu vordusest yU(N) =0
kaugeltki, et N =0 . Vaatleme kéigi selliste hulkade N
klassi JY , mille korral yn.(N) = 0 , N€«K»

IImselt klassJ ( on ring: kui N,MEjI/CET, siis ka
mnfe C 3a MANE C rlcing méddu aditiivsuse ning mono—

»
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toonsuse tottu ka yW(MC/N) = yU.(M\N) = O, seega ka
MUNE I\f ning M\ N6 b/t

Teeme reaalmuutuja funktsiooniteoorias tavalise kokku-
leppe: kui N2 B, Ys(KH = O, NjJFfIN* = 0 (i*J), siis

ka
00

yU(itANi) = 0 *

Siis osutub klass «K <5-ringiks. (T0estada! )

Uldiselt ei tarvitse meelevaldne hulk M , mis kuulub
modtuvasse hulka N€ ¥, olla m6dotuv. Sageli on aga ots-
tarbekas omistada ka nniimSOduga halft> «lamhulkadele mddt
null. Osutub, et ka hulkade klass MCN, yU(N) = o}
moodustab G Zringi.

Kasutades hulki M&JIK. , vGime me laiendada ka mddtu
omavate hulkade klassi, defineerides:

Mol ((AAML)YUM2) ==<KA) ,t (18)
kus AE

Osutub, et ka selliste hulkade klass on 6 -algebra.
Nimetame seosega (18) ma&dratud mdotu taielikustatud mdoduks.
Téhistame hulkade klasei:

[e : 8 = (A\itj)uil, , neCTF

ning loeme modtuvateks kdiki 6 -algebrasse C  kuuluvaid
hulki .

On vdimalik tbestada, et jatkates modtu Caratheodory
teoreemis antud konstruktsiooni abil, saame téielikustatud
mdddu .

Naide 3. Ruumis R™ on voimalik kéigil I8ikudel (vGi

vahemikel v6i poolldikudel) [a,b] mdarata mddt seosega
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yu[a,b] = b-a < Selle mdddu jatkamisel kdigile Boreli hul-
kadele saame nn. Lebesgue®i m00du. Lebesgue ¥ mddt on taie-
likustatud méot* Lugedes mddtuvaiks kdik hulgad, millel ek-
sisteerib Lebesgue 1 mdot, saame lebesgue ¥ mottes mdotuva-
te hulkade klassi, mis sisaldab Boreli mottes mOOtuvate hul-
kade klassi. Viimased erinevad Uksteisest ainult hulkadel
mddduga null.

Naide 4. N&ites 1 defineeritud funktsioon ei ole
méot (miks?), samuti ei ole mdot ka , kuid ja
maaravad vastavalt 10pliku ja <5-16pliku mdddu, kusjuures
n on m6ddu 72  jatkuks klassil -Xao,

Naide 5* Defineerime ruumi
=Sy , Ncfij) =g <1=1,2...... 6) . Bt Sfo, < 1.2,....6 \
siis on sellega m6ot maddratud kogu 6 -algebral £)g . Olgu
margitud, et selliselt defineeritud mddt on tdendosusmdot.
(Miks?)

Naide 6. Vaatleme ndites 1,11 defineeritud ~-algeb-
rat C , ning defineerime siin nn. "loendava”’md6du, vot-
tes "M(A) = Kk, kui A sisaldab  dhikruutu. MOOt on
6 -16plik. (TOestadal)

Naide 7. Vaatleme ruumi R 6 -algebrat <R ja de-
fineerime siin "loendava”™ méodu: ~(A) = K, kui BIm A
sisaldab  tdisarvu* Saadud mé6t on ~-16plik* (TGesta-
dal)

Naide 8. Vaatleme ndites 1.11 defineeritud "-algeb-
rat ning loeme hulga A”T mddduks /*(1*~) ="~ ~ 3 , kus
c= max[min(|n], 1] ) , min(la] , |m+1])J
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Sellisel viisil defineeritud m6dt on téendosusmoot.
(Toestadal)

Osutub, et néidetes 5» 6 ja 8 defineeritud modte ei ole
voimalik téaielikustada, sest neis on ainult tiuhja hulga mdot
0 = Naites 7 defineeritud moédtu ei ole vBimalik tdielikusta-
da seetdttu, et kdik ruumi ~ hulgad on juba mddtuvad.

Naide 9. Olgu ruumiks arvsirge R e Defineerime
médduyw. igale poollahtisele ldigule A = [a,b) seosega:

MA) = _ \e dx .

/ V22U {
Sellist md6tu saame jatkata igale Boreli mdttes mddtuvale
hulgale. (Tdestada, et moot on téendosusmdot!)

Naide 10» OlIgu ruumiks Q. taisarvude hulk T ja C -
- f Fikseerime suvaliselt naturaalarvu n ja reaalarvu
p, 0<p< 1 e Ma&rame punkti m mdddus

yw_(m) = pn ga , kui 0-4 m£ n
yu(m) =0 udlejdanud juhtudel

(siin <S* WKBIT 3* g=4 -P ).
Naide 11» Olgu ruumiks B téisarvude hulk ja C-&2;
fikseerime suvalise mittenegatiivse reaaligy% #1 .
Madrame punkti m modduks yCt(m) =-JIF 40 * m
yum) *0 , m<O0 »
Kuigi mdotuvate hulkade klass on siin sama mis eelne-
vaski ndites, leidub kdesoleva naite puhul nullist erineva

médduga hulki 1dpmata palju.
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6. ulesandeid.

1, Tuua naide negatiivse mitteaditiivse I6pliku hulga-
funktsiooni kohta.

2, Mida on vaja nbuda funktsioonilt ~(A) selleks, et
ta oleks hulgal 0 pidev?

3, Kas uldistatud m66du korral kehtib monotoonsuse oma-
dus?

4, Toestada, et naidetes 5-7 esitatud mdddud on 6 -adi-
tiivsed,

5, Tdestada, et ndidetes 10 ja 11 esitatud mdddud on

tdendosusmdddud,
3« M6dtuv funktsioon.

1, Funktsioon abstraktses ruumis.

Olgu ja ~"2 suvalised ruumid.

Funktsiooni X ruumist " ruumi , luhidalt
X (£2 *m defineerime eeskirjana, mis seab Uheselt iga-
le ruumi B 1 punktile vastavusse mingi punkti CJg =

=X (C ), B2rnr2 =
Funktsioon X ei tarvitse olla lksuhenes voib leiduda
veel mingi teine punkt ¢ nii, et ka
I (U™ =002 .
Punkti X2 nimetatakse punkti ca " ku.iv-hi see (funkt-
siooni X jargi), punkti u)® - punkti u) 2 origipa<ii)rfl
(funktsiooni X jéargi). Ruum on funktsiooni X maa-

raaispiirkond.
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Olgu mingi hulk ruumist . Hulga A™ koigi

punktide kujutiste hulka

{0J2 t 0J2e X (0o") ,bn€al}
nimetatakse hulga A" kujutiseks (funktsiooni X jargi) ja
tahistatakse simboliga X (AM) .

Voime kdnelda ka hulkade klassi JC kujutisest (funkt-

siooni X jargi),
{a2 : A2 = X (A",
ning téhistame selle kujutise simboliga X (T) < Kdigi ruu-
mi N punktide kujutiste hulka
[ ci2 : u)2 =X (U;,,) ,cjreld ] =X (fi,)
nimetatakse funktsiooni X vaartuste hulgaks;

Naide 1. [Indeksite hulgal T defineeritud hulkade
klass mad&rab funktsiooni X (T , seades igale reaal-
arvule t 6 T vastavusse hulga A” ruumi iR koigi alam-
hulkade klassist oO0R

Naide 2. MOOt yU. on funktsioon y4.( C £ofoo)) , mis
seab kéigi mOOtuvate hulkade klassi C igale elemendile A
vastavusse mittenegatiivse reaalarvu yU(A) . Tdendosusmdot

P aga on funktsioon P( C ) «
2. Poordku.iutis«

Olgu meil vaatlusel mingi hulk A ~ R 2 « Sell® hulga
originaaliks (funktsiooni X Jargi) nimetame kdigi nende
punktide hulka, mille kujutis sisaldub hulgas A2 , s. t.

{unr - X (0~)6 A2} .

Samuti on klassi J1*2 originaal:
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lasa Al sjQj sX (@) 6 A2J , k2€~ \

Hulga A~ originaal kuulub alati ruumi ~2~7 Kuna
Uldiselt kdik ruumi @z~ punktid ei tarvitse kujutamisest
osa votta (s. t. vdib leiduda punkte 2 *mS e
gi punkti 00 j kujutiseks), siis vOib esineda olukordi, et
mittetihja hulga originaaliks on tuhi hulk.

Kui vastavusest vOotavad osa koik ruumi Q Z punktid,
siis Utleme, et kujutamine toimus ruumiks a 2 . Sel juhul
on ainult tihlhulga originaaliks tiuhi hulk, ning funktsioo-
ni X vaartuste hulk X (iQ®) = £2 2 (uldiselt X (iEcM)C
cBR2).

Kogu ruumi originaal on alati mittetihi, see
langeb Uhte kogu ruumiga

Teoreem 1. Hulk A~ sisaldub alati oma kujutise

X(A*,) * A2

originaalis, s« t.:

ALC (W tX (ojl)en2] ,
kusjuures vdrdus

Al oo, : X (<01)€A2j
leiab Oldiselt aset juhul, kui funktsioon X on (lksihene.
Teoreemi tlestamiseks on tarvis kasutada vaid kujutise ja
originaali mdistet ning funktsiooni lhesust. (TGestada teo-

reem iseseisvalt?)
Seades igale hulgale Ag (sealhulgas ka Uhepunktilise-

le hulgale {~"2]" vastavusse tema originaali
|cJl : X (0)1)€ alJ
defineerime vastavuse ruumi S22 hulkade ja ruumi hul -
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kade vahel. Seda vastavust nimetame funktsiooni X podrd-

kujutiseks ja tahistame simboliga X“° , seega vdime kir-

jutada:

an X (wl)6A2]= X1 (A2) , (€))
eriti [oon X (W,,) = RZ = X~4cJ2) , @)
ja \y>n %X (0™)6 N 2§ = X"1("?2) ;
samuti ka

{al : Al &aJ1, : X (CINSA2] , k~NICA =T NI£2)

Kuna x ei ole uldiselt ukslhene, siis ei ole X ta-
valises mdttes funktsioon: iga punkti 002 pdordkujutis
X‘D(CUZ) sisaldab dldiselt enam kui Uhte punkti (sest Q02
vOib olla mitme erineva punkti t eee Kkujutiseks).

Seega ndeme, et eelmises punktis antud ja uldiselt ma-
temaatikas kasutatava funktsiooni mOistega vOrreldes on
podrdkujutis monevdrra tGldisem mdiste. Esitame pddrdkujuti-
se definitsiooni:

Kui ruumi igale hulgale Ag (sealhulgas ka igale
thepunktilisele hulgale) on vastavusse seatud mingi kindel
(tuhi vdi mittetuhi) hulk X<* (A2) ruumist , Shis ut-

leme, et meil on defineeritud pddrdkujutis X~1(£c™ » ) -
3* Poordkujutise poolt indutseeritud hulkade klassid.

Tuleb méarkida, et podrdkujutisel on mitmed huvitavad
omadused, mille kohta jargnevalt esitame mdningad teoreemid.
Teoreem 2. PdOrdkujutis - ) Jjagab ruumi
thisosata hulkadeks X”1(c02) , s. t.
Mde«2)Nri@@p =0, kui u>2 *u>2 .

«
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(Teoreemi teestamisel kasutatakse ilksnes podrdkujutise defi-
nitsiooni ja funktsiooni Uhesust - tdestadal)

Jéareldus 1. Ruumi suvaliste Uhisosata hulkade
originaalid ruumis A on Uhisosata, B t, kui 2RI = ®»
siis ka

X1 (A2)) N (X"1~)) =0 . (Toestadal)

Teoreem 3* Poordkujutis sdilitab hulkade sisalduvus-
seosed ning hulgateoreetilised operatsioonid.

1. Kui A2CB2 , siis TT'l1A®R)clIN1(®) ;

2. Miusn) = UU"1B*)) ,

:;FVEEEB*) = &?CK’i(Bﬂ )
mistahes hulkade klassi :0CET , kor-
ral. (Toestadal!) Viimastest seostest tulenevad jargmised olu-
lised vaitedi

Jareldus z. Olgu ruumis £22 madaratud 6 -algebra C

selle 6 -algebra originaal C~ ruumis ,C1=jrl(C2)
on samuti 6 -algebra. Seda nimetatakse podrdkujutise X<~
poolt indutseeritud -algebraks.

Jareldus 3. Olgu ruumis Q , mingi hulkade klass

ning (A"2) selle hulkade klassi poolt indutseeritud £ -al-
gebra. Siis Z°71(( ¢T2)) on minimaalne hulkade klassi

X~1 poolt indutseeritud 6 -algebra:
QOLUIY) =
Jareldus 4. Olgu ruumis maaratud 6 -algebra 0";
kéik sellised hulgad” ruumis mille péordkujutised kuu-
luvad G-algebrasse , Mmoodustavad -algebra, mille

tahistame tdhega 0 2
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{*2 :Xx1A.D)**j= . ©))
6" -algebrat £ ~ nimetatakse (? -algebra C~ kujuti-
J1
seks, mis on indutseeritud poordkujutise X<° abil.
Poordkujutise abil on vdimalik indutseerida ka mdotu.
Olgu ruumis (£2,, C1) defineeritud mdot . Defineeri-

me méddu yU2 ruumis (@E2,N 2N ~ 2 on Pd8r<Ucuduti*~
se X"1 abil indutseeritav 6 -algebra, seosega:

Seega on mdot defineeritud iga C 2 mdttes mddtuva (vt. seos
(3)) hulga A2 jaoks. Sellist m\66tu /*2 tahistame edaspi-
di sumboliga yM"X’}’-I , S. t.

yU-"Ag) =yinX?7 (A2) .

4. Indikaatorfunktsioon.

Vaatleme suvalist ruumi Xl ja ruumi Q 2 - { oM
Fikseerime mingi mitrtetihja hulga ACR 1 .

Defineerime funktsiooni 1oEch *ibr2) jargmiselt
(vrd. funktsiooniga 14 ptk. 1 p. 7.1).

(1, kui 4, T A,
« -, i ui Al
funktsioon 140 on mdaratud iga punkti jaoks.
Seda funktsiooni nimetatakse hulga A indikaatcrfunkt-

siooniks* IlImselt saab iga hulga A jaots ruumist: 6£ ae-

fineeriaa indikaatorfunktsioon!, seega on indikaatoriual-

< ~Edaspidi jatame indikaatorfunktsioonil vahei Lihta
mottes argumendi médrkimata, s. t. kirjutame 1/ = >
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oonlde hulk seatav (ksiihesesse vastavusse hulkade klassiga
c2)’2 = Muuhulgas saab indikaatorfunktsioonid omistada ka
tihjale hulgale ja kogu ruumile; need osutuvad konstantse-
teks:

" *0=01J =1*
sealjuures on need hulgad ka ainsad, mille indikaatcrfunkt-
sioon on konstantne. (Miks?)
Paneme tédhele, et tehetele hulkade vahel vastavad ka
teatavad tehted nende hulkade indikaatorfunktsioonide vahel.

Tulemusi kokku vottes sagjr.e jargneva teoreemi:

Teoreem 4:
a) Kui N ““0 I siis mwAY =M NNB*
b)v 11 + 1AL = 1

b) kui A~c B , siis 1AM

c) Bl = A
(Tdestada teoreem,kasutades selleks indikaatorfunktsiooni
definitsioonil!)

5. Lihtfunktsloon .la elementaarfnnktsloon.

Edaspidi vaatleme eeskatt selliseid funktsioone
X(Rj w*&2) » “A16 korral = R » s. t. reaalarvuliste
vaartustega funktsioone. Selliste funktsioonide hulka kuulu-
vad ka m6dt (mdoédu korral on B,, = (::) ja indikaator-
funktsioon. Ka I6pliku hulga indikaatorfunktsioonide lineaar-
ne kombinatsioon mddrab reaalarvuliste vaartustega funktsi-
ooni:
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X(C0) > C r=xIA «*)) , ()]

i=1 i
kus r£R , AMA, =0, kui 1 *jJ , U Al =
d i=1 -
Selliselt defineeritud funktsioon X (R] =»B) on
theselt mdaratud kogu ruumis ; see ilmneb eriti selges-

ti jargmisest, seosega (4) samavaarsest definitsioonist:
", kui Al ,

X(c0)=
rn , kui CJGAn

Erilist huvi pakub Glaldefineeritud funktsioon erijuhul,
kui ruum on mddtuv, s.t. kui on defineeritud 6"-algebra
(3; Juhul, kui k&ik hulgad A”~, mis esinevad seoses (4), on
médtuvad,nimetatakse seda funktsiooni lihtfunktsiooniks.Liht-
funktsioon indutseerib ruumi jaotuse I18plikuks hulgaks
osadeks: AN = X (r™)  (1=1,2,...,n)

Vaatleme nuid loenduva hulga indikaatorfunktsioonide
lineaarset kombinatsiooni;

X(c0) = 51 ri 1A.(CI) »
=1 1
IR, ACA~N =0» (ird) . N AT =N + n5)

Juhul, kui kdik hulgad A~ on mdédtuvad, nimetame funkt-
siooni (5) elementaarfunktsiooniks. Elementaarfunktsioonil on
loenduv hulk erinevaid vaartusi r~(i=1,2,...) ning ta Iin-
dutseerib ruumi fl, jaotuse loenduvaks hulgaks osadeks:

AN = X~y o, i=1,2, ..

Margime &ara elementaarfunktsiooni veel ihe olulise oma-

duse. Olgu B suvaline hulk ruumis R . Leiame selle hulga

originaali:
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X _1(B) s /un, : =ri, as,

DLg ] o
J=1,2,...,n~1 = IT X"1(@r. )
m  j=i 13
voi
X~1(B) = | : X(co,) = rx=, rt €8 ,

0=1,2,... U E X-1(rt )3 3
N E 3

vastavalt aellele, kas hulk B sisaldab 16pliku vdi Idpma-
tu osajada punktide r~ jadast.

Osutub, et hulk X*1(B) koosneb ulimalt loenduvast
hulgast mddtuvatest hulkadest, 3eega on mGdtuv.

Sellega on tdestatud jargmine teoreem:

Teoreem 5. Olgu £ suvaline hulk ruumis ? ning
olgu X [liht- vdi elementaarfunktsioon. Siis hulk X““(B)
ruumis on alati mdotuv.

Nimetatud omadusel on suur téhtsus funktsioonide uuri-
misel ja nendega opereerimisel. Kahjuks tuleneb === omadus
aga asjaolust, et elementaarfunktsioonid omavad vaid loen-
duva hulga vaartusi, mis on oluliselt kitsendav eeldus
funktsiooni jaoks. (Miks?) Edaspidi vaatleme funktsioone,
mis sailitavad originaali médtuvuse vahemalt teatavate hul-

kade B @®C 2) korral. Sellisteks osutuvad mddtuvad funkt-
sioonid.

6. Mootuv Fnnh==Fllnnn-

Lihtfunktsiooni nimetatakse I6pliku hulga vaartustega
moédtuvaks funktsiooniks.

Slementaarfunktsiooni nimetatakse loenduva hulga vaar-
tustega modtuvaks funktsiooniks.
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Defineerime noud lGldise mddtuva funktsiooni, Olgu ruu-
mid (6?7, ) Jja N2~ m@btuvad. Ifimetame funktsioo-
ni X(£2,, £27) mbotuvaks parajasti siis, kui iga mddtuva
hulga Ag € C2 korral X~CAg) on "-mddtuv. (Seda defi-
nitsiooni nimetatakse mé6tuva funktsiooni deskriptiivseks de-
finitsiooniks).

Naeme, et iga 10pliku hulga vaartustega méotuv funkt-
sioon ning samuti ka iga loenduva hulga vaartustega mddtuv
funktsioon on mddtuvad funktsioonid, sest nende korral on
koguni ruumi 0 2 1Sa kuiga (mitte ainult mdotuva hulga)
originaal -modtuv. Tuleb aga kohe markida, et mitteloen-
duva hulga vaartustega funktsioonide korral pole ==@=ndue

kaugeltki alati tdidetud, sest kasutades seost

1-1 (B > . .

néeme, et kui hulk B sisaldab mitteloenduv Jwiga | ]
erinevaid funktsiooni ‘£ vaartusi, ei oAé Ei
kui mitteloenduva hulga médtuvate hulkade ;nend Uldisel
loenduv (kuigi erijuhtudel -a v6ib loenduv -l1a).

Osutub, et kehtivad jargmised meil-- edaspidise.,
olulised teoreemid, mis esitame siin tdestu: s

Teoreem 6. lga médtuv funktsioon on reata™a lihtfunkt-
sioonide jada piirvaartuseks.

Teoreem 7. Iga mittenegatiivne mddtuv funktsioon oe
mittenegatiivsete lihtfunktsioonide jada piirvaa- seks,

Olgu margitud, et md6tuva funktsiooni 3ib efmeerida

Tdestus vt. naiteks \2j, Ik. 118.
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ka kui lihtfunktsioonide jada piirvaartuse (sellist defi-

nitsiooni nimetatakse médtuva funktsiooni konstruktiivseks
definitsiooniks). Sel juhul tuleks teoreemina tdestada m30-
tuva funktsiooni omadus, mida valjendab deskriptiivne defi-
nitsioon.

Osutut aga, et deskriptiivse definitsiooni vdib asen-
dada temaga samavédarsega, mille poolt esitatav tingimus on
aga ndrgem ja kergemini kontrollitav. Seda asjaolu valjen-
dabki jargnev teoreem.

Teoreem 8. Olgu ruumid (B~,C”) ja (¢E2,702
tuvadf olgu J6~ mingi selline klass ruumis *"2 »
Q\I:Z) -G @3* klassi 362 poolt indutseeritud mi-
nimaalne G—algebra C{.&‘D langeb Uhte antud 6 -algebra-
ga C 27 . Siis on funktsioon X(£2J -*>£"2) mddtuv parajas-
ti siis, kui iga hulga A2f korral X"1(A2) on md0tuv.

Toestus. Tuleb tbestada, et iga m66tuva hulga B2
korral on hulk X~1(B2)C mootuv.

Olgu B2 suvaline mddtuv hulk ruumis B 2 , s. t.
B26 C2 .

Siis peab leiduma loenduvast hulgast loenduva summa
ning vahe leidmise tehetest koosnev operatsioon Jja loen-
duv hulk hulki A”,A2,... hulkade klaasist *362 nii, et

B2 = JM(Ayj, 42, ...)

Kui sellist operatsiooni ja hulkade jada N2
ei leiduks, vdiksime moodustada Q-algebra C2 » T3 s**
saidaks kdiki 6 -algebrasse C kuuluvaid hulki, valja ar-

vatud hulk B2 ja kdik hulgast B2 loenduva hulga loenduva
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summa ning vahe leidmise tehete tulemusena saadud hulgad;
siis C 2 CC2 » m~rs <k”e vastuolus meie eeldusega selle
kohta, et C2 - t. C2 on minimaalne klas-
si 2 poolt indutseeritud G -algebra.
Leiame niud hulga B2 poodrdkujulise X”?(B2) .
Kasutades teoreemi 3 saame:

FIE) = XV (AL,A2,...) = YCXCA" X’1(A2),...)

Bt iga hulk X ”(AA) on eelduse kohaselt mootuv, selliseid
hulki on aga X" (B2) avaldises ainult loenduv hulk, siis
on ka X‘ﬂ(BZ) mootuv»

Teoreem on tdestatud.

Olgu margitud, et viimati tdestatud omadust kasutatak-
se reaalmuutuja funktsioonide teoorias méotuva funktsiooni
defineerimiseks. Toepoolest, meenutame mddtuva reaalmuutu-
ja funktsiooni definitsiooni. 1°

Funktsiooni f(x) , mis on defineeritud hulgal A,
nimetatakse modotuvaks sellel hulgal, kui

1= hulk A on mbdtuv, %

22 hulk jx :f(x) > al on médtuv iga lépliku a

korral .
Tdepoolest, kaesoleval juhul
BRg: A ACH f 2 - R f

C2 on Boreli méttes médtuvate hulkade klass (C2=f0)j

CHq on hulka A kuuluvate Boreli hulkade klass (teoreemi

1*6 kohaselt on see klass samuti 6”-algebra). Teatavasti

10 Vt* nditeks jjsJ .
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aga S = C , kus OKZ*\a,00) = ae R)}. (Tdestadal)
Seega ndue, et hulk ix : f(x) > al on mddtuv, tahendab,
et hulk f'rk(a,o°)) peab olema md6tuv, ning sellest ja-
relanbki teoreemi 8 pdhjal funktsiooni f mO0tuvus.

Naide 3. Defineerime funktsiooni X(RP ¢ R), kus
(R=, j8A) on 2-dimensionaalne eukleidiline ruum, (R,J8)
on reaalarvude hulk. M&dtuvateks loeme mdlemas ruumis Bo-
reli hulki.

Olgu funktsioon X méaratud seosega:

X(ty , ) s a2 ~ + QY ,

I i
kui  u)”™ on vektor ( )

Leiame nild funktsiooni X poordkujutise X*©

Fikseerime kdigepealt suvalise punkti co®€ R . Siis
X“1(0J2) = |(corL™) : B(-0O» ,00) , cJjJ =
= 2 770 =] (U] € (-o00, 00) f =CJg- C)/j

s. t. hulgaks X‘l(tUZ) on sirge ruumis R (vt. joonis 62).2
Olgu nildd antud hulk = (cJg, oo)£ R . Hulga A pddrd-

kujutiseks saame:
* N N UJJ,U*J) . €(-CD'OO) s ®I£(6]2_cqloo)j:
= j(UX,, tO,) : », 6 (““>,» , € (bJ2 o) »

3. t, saime pooltasandi ruumis R2 . Pooltasand kuulub tea-
avasti Boreli hulkade klassi tasandil, .ia seega hulk X"Ag)
n modtuv. Vaadeldes klassina klassi "~ (a, oo) j a€fij,
e et XS5(A-,) On méotuv alati, kui A2€ 2C t seega
funktsioon X on teoreemi 0 pdhjal médtuv«

Teoreem 9. Clgu antud ns?fituwad ruumid (&U,, ),



(R2,C2) 0Oa (i0j* C~) ging médtuvad funktsioonid
kQ2-B813) da *iQy -*Q)
Siis on ka funktsioonll Z = 1loY mQ 3) , nmis

on maaratud seosega Z(a”) = X(Y(cU,)) , mddtuv*

Joon. 62.

Toestus. Funktsiooni Z mo6tuvuse tdestamiseks on
tarvis naidata, et iga hulk = Z~"CA™) on C "™-mbd-

tuv. Funktsiooni Z definitsiooni pdhjal avaldub hulk A,

jargnevalt:
AN = Y T 1(X"1(A3>) .
Hulk A2 = 1"1(A,) on Cr-asstuv, sest | on vBd-
11 Funktsiooni Z = X Y nimetatakse funktsioonide

ja Y kompositsiooniks; tavalisest funktsioonide korruti-
sest eraldamiseks margime selle sumboliga XeY , kuna aga
funktsiooni X mdisteuae funktsioonide X((*>) ja Y (to)
korrutisena.
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tuv funktsioon. Siis on aga ka hulk Y ?1(A2) -mOotuv,
sest ¥ on mdotuv funktsioon. Teoreem on tdestatud.

Eeldame nudd, et ruumi,B ~ on defineeritud ka moot,
s. t. vaatleme ruume @E%,,,C,,,ytc,) ja (EN2*"~2 =

Kahte funktsiooni X<,Ei7%j ¢ 182) ja 2XR(|" ¢ £-2)
loeme ekvivalentseteks ning téhistame selle seose siumboli-
ga »  Kui

yuCu*! X 1C~1) * x2(0J1)) =0 .

Edaspidi vaatleme mitte Uksikuid funktsioone, vaid
mdistame funktsiooni X(<*>) all kdigi funktsiooniga X(60)
ekvivalentsete funktsioonide hulka, s. t. samastame omava-
hel kdik ekvivalentsed funktsioonid ehk vaatleme funktsioo-

nide asemel vastavaid ekvivalentsiklasse.
7. M&O6tuvate funktsioonide ,lada koonduvus.

Kui £i)2 = R , siis on kd8ik funktsiooni X(1iQ, *iQ2)
vaartused reaalsed. Koige [lihtsam on sel juhul koon-
duvus defineerida koonduvusena kdik.jal (igas punk-
tis). oeldakse, et funktsioonide jada (~1) koondub funkt-
siooniks X(c01), kui reaalarvude Xn(a)") jada koondub re-
aalarvuks X(o0J1) 1iga £ £2n  korral.

Olgu méargitud, et ndue, olgu ruum £22 reaalarvu-
de ruum, pole siinjuures oluline. Tarvilik on iksnes, et
ruumi elementide hulgas on mingil viisil defineeritud
koonduvus. Edaspidi alati, kui rdagitakse koonduvuseslt, il-

ma selle liiki juurde markimata, mdistetakse koonduvust koéik-
jal.
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Osutub”et koonduvus kdikjal on vaga range nduej sagel.
piisab ndérgemate tingimustega madratud koonduvustestki olu-
liste tulemuste saavutamiseks. Seetdttu defineerime veel mo-
ningad koonduvuse méisted.

Mootuvate funktsioonide jada X~CtJ) kohta oeldakse,
et ta koondub mé6tuvaks funktsiooniks X(u>) mdddu .jargi,
kui iga <€ >0 korral

XIIim /cjcd: 1V 00) ~” >N = O.
Md6du jargi koonduvust taéhistame jargmiselt:
X(co) = - lim Xud®™ ,
ehk
Xn(cJd) ~ X(u))
Kehtib jargmine teoreem:
Teoreem 10. Kui
X(cO) =y - lim X~cl) ,
Jja
Y(U>) =yu. - Llim Xn(oJ) ,
siis
X(OO)T(O» .
(Toestadal)

Defineerime veel Uhe koonduvuse mddtuvate funktsioonide
ruumis. Selleks tuleb meil eeldada, et ruumQ 2 on taie-
lik.

Ruumi ™ 2 nimetatakse téielikuks, kui selles igal
fundamentaal jadal £9a eksisteerib piirvaartus, s. t. sel-
lest, et vastavalt igale arvule £ ~0 leidub N(<£) nii,

et kehtib seos
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lu»- “ p**1< £
kui n>N(<£) , m=1,2,..., jJéareldub jada oJq piirvaar-
tuse () eksisteerimine.
Vaatleme modtuvate funktsioonide jada >

Jada X~co) koonduvushulgaks nimetame hulka S :

s=U St (Ut~ wy
s. 0. koigi selliste punktide hulk, mille korral iga K
jaoks leidub selline n , et iga m korral on taidetud
vorratus

v w) - w w>k* e
Kuna kdik funktsioonid X"w) on médtuvad, on ka hulk
{W »K<W>-w H < 1 j
A-mdotuv; et hulk S on moodustatud loenduvast hulgast
mOOtuvatest hulkadest iihendi ja thisosa leidmise teel, siis
on ka hulk S C~-mddtuv.

Nimetame hulka |Q.,\ S =D jada Xn(cO) hajuvushul-
gaks. Ka jada hajuvushulk D on C~-md6tuv. Me Utleme, et
funktsioonide jada Xn(cO) koondub peaaegu kdikjal, kui
selle jada korral kehtib vdrdus:

~(b) =0,
kus on médt ruumis (E«™, £jy”") e

Kuna ruum Q 2 on taielik, siis eksisteerib peaaegu
kéikjal koonduval jadal ka piirvaartus X(cO) , mille vdime
defineerida naiteks jérgnevalt:

(X(cd) :l4im 3 @O ,Co06S ,
X(ti) =0 , 00€d .
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Nagu naeme, mddrab jada Xa(cj) funktsiooni X(c*>)
Uksnes hulgal S , kuna hulgal D vdib X(oJ) valida mee-
levaldselt; Ukskdik kuidas me funktsiooni X(00) ka ei de-
fineeriks hulgal D , saame alati funktsiooni, mis on ek-
vivalentne seosega (6) defineeritud funktsiooniga.

Funktsiooni X nimetame peaaegu l6plikuks, kui

Ix(u>)|* ooj= O.

Esitame veel moningad olulised tulemused, kuid tdes-
tusteta, kuna kdik tdestused on sarnased vastavate tdestus-
tega reaalmuutuja funktsiooniteoorias.

Teoreem 11. Kui mdot on loplik ja peaaegu I6p-
like funktsioonide jada X~cJ) koondub peaaegu kdikjal
peaaegu I8plikuks piirvaartuseks X(o>) , siis koondub see
jada samaks piirvaartuseks ka mdédu jargi.

Teoreem 12. Kui jada X~Ccu) koondub mdddu jargi, sjis
leidub tal osajada X_ (00) , mis koondub peaaegu kdikjal.

Seega nédeme, et Igéliku mdddu korral on koonduvus pea-
aegu koéikjal tugevam kui koonduvus mdddu jargi: koonduvusest
peaaegu kdikjal jareldub koonduvus méddu jargi, vastupidi aga
mitte.

8. Ulesandeid.

1. Olgu meil defineeritud funktsioon X(Ei® >@m2) <
Fikseerime mingil viisil punkti u>2 < Millega vOordub siis
X“A(CJg) > kui ei leidu sellist punkti , et X(@axj) =
=CJ2 ?

2. Olgu J1  1loenduv hulk, £2 2 mitteloenduv hulk.

Kas leidub funktsiooni XCcu”) , mis kujutab ruumi

ruumiks ££)2 ?
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3. Missugune peab olema funktsioon X(co) selleks, et
poéordkujutis X7 (A ) oleks tavalises mdttes lhene funktsi-
oon (s. t. Uhene punkti funktsioon)? Mida vdiks sel korral
6elda hulkade £2,- jaQ .2 vdimsuse kohta?

4, Olgu funktsioon X(co) Uksihene. Missugune peab siis
olema ruumide ~~ ja ~2 v3i®suste vahekord?

5. Kas poordkujutise abil oleks vGimalik indutseerida
modtu ka ruumis £~ mdddu jargi ruumis (N2 *N2 x/*) A

6, Kas klassikalises anallusis tuntud elementaarfunkt-
sioon vdiks olla uhtlasi elementaarfunktsioon p. 5 mdttes?

7* Tdestada, et sin x on mddtuv funktsioon,

8, ToOestada, et xy on mdotuv funktsioon,

9% Mille poolest erineb seosega (3) defineeritud 6 -al-
gebra C2 hulkade klassist ~2 ~<M2 : A2 = X(A"),

Kas on &-algebra? Pdhjendadal

84. Integraal.

1, Lihtfunktsiooni integraal,

Olgu meil ruumis (£2, Qw.) defineeritud lihtfunktsi-
oon X(Q =»R) : n
XUl = £  PtlIA «J1I» .
izl 1
Integraali 1 funktsioonist X(c0) mdddujargi ile

kogu ruumi defineerime seosega:

= X@)N(deo) = | xdr = anra Ay o

A n =1
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Integraal on arv, ning juhul, kui mé66t~ on l16plik,
siis
|1]<0=
Integraali Gle mddtuva hulga A defineerime seosega:

Jx(coyxCduP) =/ X(a>)IA(co)yu(d60) . (@)

Naeme, et integraalil on jargmised lihtsad omadused:
1= Kui X(a>)> 0 , sils™ XCcO~ctCdcO)~ 0 (monotoonsus) ;

2= N kX(co)/M-(do0) = Zzj X(cO~™u(dci) (homogeensus) g

3 Mx(u;) + T(co)3yU(dol) =~J X(u>)yu.(do>)+* Y (u>~u(dcO)
(aditiivsus, ka distributiivsus). (TOestadal)
Seosest 3 saame teise aditiivsuse omaduse, kasuta-
des teoreemi 3.4-, mille kohaselt
XIAC,B = X(1A + Ib) = XIA + XIB , kui AfIB 70 .
Seose (2) rakendamine saadud vOrduse mdlemale poolele annab-
ki omaduse 4<:

4= /X(co)xx(du>) :\] l(eoy*(doJd) +JX(oOUA(du>) ,  kui

AUB A B
AfIB = 0 .
\

Seostest 1= ja 3= tuleneb ka teine monotoonsuse omadus:
52 Kui X(cu)”™ T(u>) , sils
J x(co)u.(doi>) ~ \] jlco)U(dod) . (Toestadal)
R ' &
2. Mittenegatiivse mootuva funktsiooni integraal.
Selleks, et defineerida integraal mistahes mGdtuvast
funktsioonist, kasutame asjaolu, et iga mittenegatiivne mdd-

tuv funktsioon on avaldatav lihtfunktsioonide XQ(co) mitte-
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kahaneva jada piirvaartusenal2 (vt, teoreem 3*7)*
X(CU) = lim X (c0) , X_(<*>)N Xn+1("™>) .
(cv) S (c0) , X_(<*>) *>)

Toestame koigepealt mdningad lemmad.

Lemma 1. Olgu X~cO0) (n=1,2,...) mittekahanev mitte-

negatiivsete lihtfunktsioonide jada, 2.

lim X4dco)» y(oi) ,

M oo
kus Y(00) on mittenegatiivne lihtfunktsioon. Siis
lim fyw)w(dcJd) ~/1(M)yudr) . ©))

if

TOestus. Eeldame, et Y(cO) = )ZX4ri , kusjuures ol-
gu 0,£ r, < r2<...<rn . 1=1

Olgu £. suvaline positiivne arv. Defineerime ruumis
hulkade B, jada:

Bn *{ ::2XA(CH% I(0J) - < , n>mJI (m=1,2,...).

Kuna eelduse p6hjal Xn(cO) on mittekahanev, siis

Bn C Vi mei
sest iga punkti cOM jaoks leidub nii, et X~c0,) -
- Y(u>*)> -£ , kui n> N#, vastavalt meie eeldusele.

Kasutades siis monotoonse jada piirvaartuse avaldist

(vt. teoreem 1.1), saame
lim Bm = EY .

» Teatavasti on reaalarvude vallas igal tdkestatud mit-
tekahaneval jadal 18plik piirvaartus; tdkestamata mittekaha-
neva jada piirvéartuseks vb6ime aga lugeda + oo ” seega on lgal
nittekahaneval jadal piirvaartus (vt. nditeks [7] ).
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Kui y~-((32)< o f kehtib md6du G -aditiivsuse tottu ka
vOrdus

Jir @ )= M(iQ) .

millest jéreldub seos:

1i®/*(iQ - Ba) = 0 .
a

Kasutades integraali omadusi 4° ja £0, saame vor-
ratuse:

JV MV » J vesrucdeo)

integraali omaduse 5= ja hulga Bfi definitsiooni pdhjal

jareldub, et iga n< m korral kehtib vdrratus

/ xn(coLudos)> J (T(co) -£)7*(dod) - JT(oo>i(dto) -
Bm Bm Br*

Teisendame saadud integraali, kasutades integraali de-
finitsiooni ja omadust 3= e
Et aga [T(co YM(du>)> J T(oo™U(da>) - mva.WU- Bl ,

Bm »R
siis saame kokkuvottes:

| T(o?)/4dc™) - | v )/*(du>)": <E/a (£2) + rn”i(Q- Ba) ,
N -
%Hng kui £ <0 , m+oo , jareldubki siit seos (3)*

Lemma 2. Kui ja Tn(cO) smnmittekahanevad
mittenegatiivsete lihtfunktsioonide jadad ja13
lim X(t0) = lim MO iga cOeéiIkorral , @
, —>0e M

N3 Vaadeldavate piirvaartuste eksisteerimine jareldub
eelneval lehekuljel tehtud markusest*
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ails ka

Toestwss.. St

lim X7*cJ)* Tm(u») ,
n e

siis lemma 1 pb6hjal

Teostame nild vorratuse paremal poolel piirprotsessi

Vahetades jadad X~co) ja Ta(u>) saame vastupidise
virratuse. M&lemaid vdrratusi kokku véttes saamegi voOrdu-
se (4),

Anname nilld mittenegatiivse funktsiooni integraali de-
finitsiooni.

Mootuva mittenegatiivse funktsiooni X(ol) integraa-

kus ) on suvaline mittekahanev mittenegatiivsete liht-
funktsioonide jada, mis koondub funktsiooniks x(co) -

Sea definitsioon on korrektne, sest lemma 2 pdhjal ei
soltu integraali definitsioon mittekahaneva mittenegatiivae-
te juhtfunktsioonide jada konkreetsest valikust. (Selgitadal)

Ndeme, et mittenegatiivse lihtfunktsiooni korral langeb
definitsioon ihte varemtooduga, sest iga lihtfunktsioon on
ecitatav jadana, kus alates nmaast elemendist on jada kons-

tantne. (TOestada, et elementaarfunkfcaiooni integraali voi
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esitada I6pmatu summana 5Z r"~(A”") , kui kdik kordajad

on mittenegatiivsed!) n

3. Suvalise mddtuva f«mrtslooni integraal«

Selleks, et defineerida integraal mistahes m&dtuvast
funktsioonist X(co) , defineerime vaetavalt funktsioonile
X(u?) kaks mittenegatiivset funktsiooni X+(cO) ja X~(oj)t

1+ « . I *bi»0 ,

r<s)= "1lu, 1(u:1(u)<0}, r(w)>0 .

MGlemad funktsioonid X+(<0) ja X~(cj) on mddtuvad.
(Miks?)

IImselt X+(to)~ X~(u>) ning kuna need on mGlemad
mittenegatiivsed mdotuvad funktsioonid, siis eksisteerivad
ka integraalid

1+ =j X+(cO)yiA(dcd) ja I = j X"(cI)yu(dcd) .

3 a
Suuruste I* ja I™ jaoks on jérgnevad vdimalused:

1) I+ ja 1°° on m6lemad I8plikud. Siis me Utleme,
et funktsioon X(a>) on integreeruv, ja defineerime
J X(@>)M.(da>) seosega:
£1 f X(u»),u.(do) = I+-1~ .
Sel juhul on funktsiooni X(0)) integraal I&plik.
2) tks suurustest I+ ja I  on I6plik, ueine 16p-

matu. Siis defineerime /xcw)y*(di) jargnevalt:

r B (o6, kui I+ :eo,
/x(ch(dr) =¢{ M

a
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3) I* ja 1" oa mdlemad Idpmatud. Sel juhul me Utle-
me, et funktsioonil X(o00) ei eksisteeri integraali. Funkt-
siooni  X(u>) nimetame juhtudel 2) ja 3) mitteintegreeru-
vaks.

Naeme, et igal integreeruval funktsioonil eksisteerib
Ioplik integraal. Erijuhul, kui X (u?) on Ilhtfunkteioon, on
ka X+(w)ja X-oJ) lihtfunktsloonid, ning I+ ja 1°° on maa-
ratavad lihtfunktsiooni integraalina. Erijuhul sailib punktis
1 antud definitsioon.

Siit saame leida ka avaldise elementaarfunktsiooni inte-

graali leidmiseks. Sel juhul tdhistame

4 /ri, kui r= 0, _ /-rx, kui rik 0,
1 1 O, Kkui 0jJ 1 1o, kkui rri~ 0.
siis i+ =53 r*i. ; 1-=£ r-1
i=1l 1 i=1l 1

!ﬁ}ides mittekahanevaks lihtfunktsioonide jadaks rea

) r? I*_  osasummade jada, leiame, et
=1 1 A1 .
IT=YBTIyAH » 1 =JT ri/"Ai"
ning seega
Jx(co)yu(du)) = 53 rJu(Ai> - »
Q 1-1 i=1

kui rida “L. r™uCA™) on absoluutselt koonduvj vastasel
korral on funktsioonil kas I8pmatu integraal vdi ei eksistee-
ri integraali Uldse. (Miks?)
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4. Absoluutne integrearuvus.

Arvu 1+ + 1 nimetame funktsiooni X(cO) absoluut-*
seks integraaliks. Nagu ndeme, eksisteerib see alati (olles
16plik v6i 18pmatu). Kui funktsiooni absoluutne integraal on
1oplik, Utleme, et funktsioon on absoluutselt integreeruv.

Niisiis jareldub funktsiooni integreeruvusest tema ab-
soluutne integreeruvus ja vastupidi. Kui funktsioon ei ole

integreeruv, on tema absoluutse integraali vaartuseks + oo
5. M&aratud integraali omadu3i.

Maaratud integraali voime defineerida ka ule mingi m66-
tuva hulga AC i selleks tuleb vaid integraalsumaas asen-
dada iga hulk Aj Uhisosaga » sisuliselt tahendab
see, et m* integreerime funktsiooni X(UJ)IA (vt. seost
(2)). Seda kasutades saamegi anda uUldise definitsiooni in-
tegraali jaoks tle mingi md6tuva hulga A

T X(co)yu(dw) =/ X(w) IAM(dco) . ®)

On ilmne, et alati, kui eksisteerib integraal ile ko-
gu ruumi, eksisteerib ka integraal Ule selle ruumi mistahes
médtuva hulga. (Miks?) Integreeruva funktsiooni korral on
integraal ile iga hulga A 16plik.

Maaratud integraali omadused, mis olid tuletatud punk-
tis 1 lihtfunktsiooni jaoks, kehtivad ka uldjuhul. Selles
on véimalik veenduda, kasutades integraali defineerivat piir-
protsessi.

1= Kui X(@u>) > 0 , siis j X(co)M(d<0) > 0 ,

Sl
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2° f kx(a>)/*(.&03) = KJ X(*> )/A(dc*>)

4= f X(a>)/X(dC0) = ~X(cI)yu.(d™)+ jx(co)yW.(dco) ,
AUB A B
kui ARB= 0,

52 Kui X(co) T@A , siis

J X(co yM(dci)>[x(cO~U(do))
(Téestada need omadused!) ~»
Lisaks ulalmédrgitud omadustele margime reel mdningaid.
Kasutades funktsiooniteoorias tavalist kokkulepet
ao . 0*0 ®)
saame tbdestada ka jargmise integraali omaduse:

Kehtib ka teatud mdéttes vastupidine omadus:

7 Kui X(u>) >0 ja yu(x > 0> 0,

siis T 1 (o ~x(dco) > 0
(Toestada!) &

Brilise tahtsusega integraali teoorias ja selle raken-
dustes (muuhulgas ka tdendosusteoorias) on jargmised, nn.
integraali pidevuse omadused« Neid omadusi kasutades saab
lihtsalt t8estada ka integraali omadused 1-5? Esitame siin
pidevuse omadused tdestuseta, kuna tdestused sarnanevad vas-
tavatele tdestustele reaalmuutuja funktsioonide teoorias (rt.

naiteks [©] ),
8= Koondugu mddtuvate funktsioonide jada XQ () mdo-
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du jargi funktsiooniks X(ad . Kui leidub integreeruv
funktsioon T(u>) nii, et

(VA X(U») (ns1,2,...f 0JG&.) ,
siis

nlia Jvw” okj)=F Xy >y .

9= Kui mO0tuvate ja mittenegatiivsete funktsioonide
kasvav _jada
A )™ X2(co)r ... N Xn(cI)M. ..

koondub piirfunktsiooniks X(cO) peaaegu kdikjal, siis

JIE>).UCO) = 11» 1 (OOM(dW>) .

a n~~d
6. Olesandeid.

1. TOestada, et kui X(cO)™ 0 , siis ka
J X(U)HyM.(da>)4 0 .
® 2« TOestada, et iga md6tuv mittenegatiivne funktsioon

on avalduv mittenegatiivsete lihtfunktsioonide mlttekahane-
va jada piirvaartusena, kui on teada, et iga mdodtuv funkt-
sioon avaldub lihtfunktsioonide jada piirvaartusena.

3. Eas libtfunktsioonide integraalide jada omab alati
piirvaartust? Millega saab seda p6hjendada?

4. Eas mittekahanev reaalarvude jada koondub alati?

5> Kus kasutatakse lemmasid 1 ja 2 ?

6. Missuguse tulemusega matemaatilises analliisis (Rie-
LOaTH integraalide korral) sarnanevad lemmad 1 ja 2 ?

7. Missugune omadus on rangem, kas integreeruvus voi
absoluutne integreeruvus? Integraali v6i absoluutse inte-

graali olemasolu? Kuidas on vastav vahekord matemaatilises
analulsis?
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8. VOttes ruumiks Q. arvsirge *R , saame analiilisis
tuntud funktsioonid. Missugune vahekord on &sjadefineeritud
integraalidel Riemanni integraalidega?

9. Millega vordub *
JKco~CdcO)

kui  X(A) =00 , Y1 = 0 ? Miks?

85 Maadramata integraal.

1. M&aramata integraali mdiste.

Olgu meil fikseeritud mingi mdédtuv funktsioon X(co)
ruumist (€2, ruumi R < Eeldame, et eksisteerib

1A 1(cO)/ 4(du>) *
Seame igale mddtuvale hulgale A CO0O vastavusse arvu

f(A) =JIx(cjyx(dco) = (&-J). @D

Sel viisil oleme me ruumis £3 defineerinud hulgafunkt-
siooni  ~(A) , mida nimetame mddramata integraaliks funkt-
sioonist  X(u))

Osutub, et madramata integraal eksisteerib alati, kui

eksisteerib maddratud integraal
X(u> )yn(a.CO) ,

kusjuures alati, kui >dAanintegreeruv, on mddramata inte-
graal I6plik hulgafunktsioon.
Maaramata integraal sadilitab kdik md&ratud integraali
omadused.
Seega naeme muuhulgas, et madramata integraal on adi-
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tiivne hulgafunktsioon. Edasi pakub huvi, maaramata in-
tegraal on ka 6*-aditiivne. TOestame teoreemi:

Teoreem 1. M&a&ramata integraal on 6 -aditiivne hulga-
funktsioon.

Vaatleme kdigepealt olukorda, kus X(c*>) on mittenega-
tiivne funktsioon

o¢
Olgu A= 'J A, AfIA_ =0 ({ *]))
izl X eX J
OQ
Siis . = 2 1A_ Ja
i=1 i
oo oo n
X(0J) = )«§x3)4;l = 22X(c0) 1. = Him Cx(cO)IA .

i i=1 I n * i=1
Téhistame Ul X(c0) I._ =X (oJ); 1ilmneb, et jada
Xn(60) on mlttenegatllvsete %unkt3|oon|de mittekahanev ja-
da, mis koondub funktsiooniks X(t0) 1,4 . Integraali omadu-
se 9= podhjal siis
Iim Xn(cO)A.(du>) = Tlim ku*)/A(d*>) . ©

£2 n n
Arvestades aga, et

J lim X*u(d<A>) m/ X(co) IAyu(dCO0) =/ X(co)yw(d™>; ,
R v A
kuid J Xn(u>)yu(du)) = JI*x(cO)yu(d<-)) ,
R UA %
"=l

1
annabki seos (2) teoreemi vaite tdestuse mittenegatiivse

funktsiooni X(0>) korral. Uleminek suvalise X(c0) juhu-

le ei valmista enam raskusi, (Tdestadal)
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2. Maaramata Integraal kui m6ot.

Nagime, et madramata integraal on alati 6 -aditiivne
hulgafunktsioon. Pidades silmas integraalide omadusi naeme,
et mittenegatiivse integreeruva funktsiooni mé&dramata inte-
graal ~(A) on alati moot. (Tdestadal!) Siinjuures paneme
téhele, et sellega on meil ruumisSi. defineeritud (lisaks
varem defineeritud mdddule , mille abil ildse integraal
avaldubki) veel teine mdot . Meie edasiseks ulesandeks
on uurida samas ruumis erineval viisil defineeritud médtude
vahekordi.

Utleme, et mdotuvas ruumis (A ,CtU) hulkade klassil

C defineeritud hulgafunktsioon 'f on >u-pidev. kui ta
omandab vaartuse 0 igal hulgal A, mille yU-m66t on 0,

s. t., kui seosest

1
o

ytt(A)
jJéreldub seos
I"(A) =0 .

Juhul, kui ruumiks (iB,£*yW) valida sirge (RtJ3yU)
( on Lebesgue ¥ mddt), siis langeb yOi -pidevus (hte ma-
temaatilises analiulsis tuntud absoluutse pidevusega (vt.
nditeks [e] ).

Integraali omadusest 6= jareldub, et m&&ramata inte-

graal on yU-pidev hulgafunktsioon.
3* Radon-Nikodvmi teoreem«

On huvitav markida, et kehtib ka vastupidine tulemus:
iga yblpidev 6 -aditiivne hulgafunktsioon avaldub tingi-
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mata mingi funktsiooni maaramata integraalina m 6 0 d u jargi*
Teoreem 2. Olsru anfod UTH® TO" (62 tyU) . lga
yU-pidev, 6*-aditiivne ja 18plik hulgafunktsioon <~(A) on
teatava ISpliku funktsiooni X(co) méaramata integraaliks
@)
f(A) = J X(oJ)yu(dco) ,
ning funktsiooni X(u>) niﬁetatakse sel juhul hulgafunktsi-

ooni tuletiseks mddduju  .jJargi:
X(0>) = (co) . (©)

Olgu margitud, et tuletis mdodu jargi eksisteerib ai-
nult I -pidevatel hulgafunktsioonidel.

Radon-Nikodymi teoreemi téielikku tdestust me siin ei
esita, kull aga nditame, et seosega (3) madratud funktsioon
X(CJ) on lhene (ekvivalentsi tapsuseni).

Tdepoolest, oletame, et eksisteerib kaks funktsiooni
X(CJ) ja Y(oJ) nii, et iga modtuva hulga A Kkorral keh-
tib vdrdus

4
~A) = JX(CU)/*(dCJ) = fY(a>)/U.(ch) ,
A A

yU(u) :X(0J) ®Y(<0))> 0 .
Et yW.(CJ: X(CI) i Y(Q) =
= X(00)> Y@ +a(u;:X(u;)CY(0])) ,
siis peab kindlasti olema kas y1(QO X(t0)”Y(CO)) ~ O voi
~N(0): X(CI)< Y(60))> O.
Oletame, et kehtib esimene vorratus. Vaatleme funktsi-
ooni  X(CJ) - Y(u)) , mis on samuti mddtuv funktsioon ja

hulka B=]uJd : X(tJ) > Y(u))J . Siis integraali monotoon-
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suse tottu (omadus 7°):

J*[x(CJ) - v(o0)ayU (di0) > 0 ,
B
see aga téhendab, jt

X(co )/U(du))> j" v(co U(dcO)
B B

mis on aga vastuolus meie eeldusega. Tdestada teoreem juhul,
kui

yC4(X(C0)> Y(c0)) =0 .
4. Lebesgue™i lahutus.

MOOtusid ja ~ nimetatakse teineteise suhtes sin-
gulaarseteks (simboolselt: Ne J~), kui ruu®i Q. saab esi-
tada kahe hulga ja summana, 0 nu» et

vKiQ,*.) = o ; ytt(eg2n ) = 0.

Radon-Nikodymi teoreemile saame anda jargneva uldistu-
se Lebesgue™i teoreemi n&ol:

Lebesgue«j teoreem: Olgu ruumis (iQ,,Qx) defineeri-
tud hulgafunktsioon A) hulkade klassil Siis leidurad
-pidev hulgafunktsioon ~(A) jJa y« suhtes singulaarne

hulgafunktsioon i1*(A) nii, et
@) = y/(A) + P
Hulgafunktsioonid y*(A) ja P(A) on iUheselt maddratud. Kui
~N(A) on lIoplik mddt, siis on ka y/(A) ja 1?(A) 16plikud moo-
dud. Uhtlasi leidub ruumis funktsioon Tf(cO0) » nii, et
~N(A) =/ F(u>yx(ded)

seega

A(A) :J F(cO)YW(dcd) + \)(A)
A

- 204 -



Kui ~ v~A) -on mddt, on F(oJ) mittenegatiivne ja mOOdu
suhtes integreeruv.
Ndeme, et Radon-Mikodymi teoreem on Lebesgue®i teoree-
mi erijuhuks yblpideva funktsiooni <~(A) korral.
Toestame Lebesgue 1 lahutuse Uhesuse.O]etame,et eksis-
teerib kaks lahutust
fw

y A + D®
ja

NORERZORNION
kus y*(A) ja ("™(A) on “4.-pidevad, VMA) ja ))"(A) on
W. -singulaarsed.
IImselt on siis ka y*(A) - y/(R) -pidev moot,
I7”7(A) - ®(A) aga yersingulaarne mdot. Naeme, et
MA) - VM = A -DA)
seega yU -pidev m00t vérdub y&®+singulaarsega. Siit jarel-
dib aga, et see mdot on samaselt vordne nulliga (kuna ta
thelt poolt peab vdrduma nulliga kdigil hulkadel, mille
N ,-m6dt on vordne nulliga, teiselt poolt aga ka kéigil hul-
kadel, mille -m00t erineb nullist). Jarelikult
y/(A) = y/*(A) jJa V(A = 9°(A) ,
mida meil oligi tarvis tdestada.
Ulejaanud osa Lebesgue"i teoreemist me ei tdesta. Toes
tuse voib leida naiteks Opikust [21 voi [5].

5. Ulesandeid.

1. Milline analoogia ori punktis 1 defineeritud mééra-

mata integraali ja analilsis tuntud maaram.ita integraali va

hei? Milline on erinevus?
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2. Kas funktsioonil, mis ei ole integreeruv, vdib maa-
ramata integraal eksisteerida? Milline see integraal siis on?
3. Avaldada integraal:

7 X(Co)yu(daJd)
A LVE
integraalide kaudu, mille integreerimispiirkondadeks on A, 3

ja ANBf A ja B on suvalised.

4. Toestada integraali 0 -aditiivsus suvalise m00tuva"
funktsiooni korral!

5. Olgu meil ruumiks reaalarvude hulk
kus yiA. on Leoesgue”i modt. Defineerime siin m00du ~ seo-
sega: N(A) = k, kui leidub Kk tdisarvu * ,J2,... A.
Missugune on méotude * jay<X. vahekord?

6. Olgu ruumis (H,iByW.) defineeritud moot
seosega

f [c,d] = max (0 , ad4P.a,”:mar(a,c) ) _

Kas ~ on y<4 -pidev? Kas yU. on "-pidev?

7. 0Olgu < konstant. Defineerime m66du ~(A)

f (A) s cyU(A)

Missugune on mddtude ~ jayu. vahekord?
8. Leida Glesannetes 5-7» kui need ek-

sisteerivad.
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86. Ruumide otsekorrutis.
1le Otsekorrutise moiste.

Olgu antud n ruumi 1j22,..», ~ n* vastavalt
tldelementidega 2,..., cJn, A (i=1,2,...,n).

Hulki ruumis £27~ téhistame vastavalt sumbolitega A~,Bp...

Defineerime ruumide A .... = otsekorrutise
£21 X N2 X ®ee X~ n = Ani Noigl jarjestatud punkti-
hulkade (korteezide) u) = (cJ1,0>2» ee»”" n) hulga, kus
k" » 1°91,2, &

Margime siin, et ruumide otsekorrutist nimetatakse ka
Descartes™i (Cartesiuse) korrutiseks.

Ruumi a kuuluvad hulkadena ka kéikvéimalikud hulgad

A=AMXx ... X A=
=~ (0h],-*=,Cin) : £ ACO,ci=1,...,nJ $ Q)

selliseid hulki nimetatakse risttahukateks ruumis a . Ju-
hul, kui méni hulkadest A~ langeb lhte kogu ruumiga
saame hulgad, mida nimetatakse silindriteks ruumis £2 .

Silindri naiteks on hulk:

AN X A2 x .o X AN XANHEL X LLL X E2N =
:| N ****’k/\n/\ */\i N Ai *
i=1,...,koCJ=e , 1 =k+1,...,nj .

Monikord kasutatakse otsekorrutise korral ka téahist:

£2x ... xE£2n =0 B1 »Al x *** x Aa - 4 »

sel juhul on silindri Uldavaldiseks
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(K=1.......n)- (2)

kus hulk |i~,...,i~J on meelevaldne k-elemendiline alam-

hulk hulgast fl,2,..., nJ , aga |nu,--- =
=JLe.enj\| P, e-,

Erijuhul, kui koik ruumid Q i on omavahel vdrdsed,
kasutame otsekorrutise jaoks tahistust n . Selle ruumi

elementideks on jérjestatud elemendirihmad CJ= (

ut€ &)
2, MdStuvate ruumide otsekorrutis.
Olgu ruumid ..., 8 n mddtuvad vastavalt 6 -algeb-
rate suhtes. Hulkade klass Jt:{Ai * eee *

x*n TAIN 1 * izxyb»«witnd ei <le Oldiselt 6 -algebra.
MoOtuvus ruumis & ~ X ... defineeritakse 6”-algeb-
ra C:(Jt) abil, kus C(Jt) on hulkade klassi Jt poolt in-
dutseeritud minimaalne 6 -algebra, mida tahistatakse sim-

boliga

C-Cx...xQ.

Siin 6 -algebrat C nimetatakse 6 -algebrate £~,...,£Q
otsekorrutiseks. Tuleb aga meeles pidada, et iga hulk AiC
el tarvitse olla esitatav kuj/ul A= A’i' X ... X ,% =KnCy
Naide 1. Olgu ruumiks £2 reaalarvude hulk R , Kkus
mO&tuvus on maaratud Boreli méttes mddtuvusena.
Ruumiks B n on siis n-dlmensionaalne eukleidiline
ruum R1L , m6dtuvus selles ruumis on m&dratud Boreli mdt-

tes modtuvatel hulkadel.
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Risttahukad ruumis Rn on tavalised n—-<HwwwmFoaEH
risttahukad, kui hulkadeks A” on I6igud ruumis ; luge-
des hulkadeks A”™ mitmest 13igust (vahemikust) koosnevaid
hulki, saame risttahukatena tavaliste n-mdotmeliste rist-
tahukate hulgad (vt, joonis 63),

On lihtne naha,
et risttahukate sunma
ja vahe ei anna ala-
ti risttahukat (tuua
ndide!)fseetdttu ei
saa ka 6 -algebra

koosneda iiksnes rist-

tahukatest,
/ 3« Mootude korrutis,
Olgu igas ruumis ~ ~ mdaratud mdot , S, t,, ol-

gu meil mdédduga ruumide hulk (B ~,CH ),---, (&Nt
Defineerime ruumide otsekorrutise Q = £27x..,XBu ning
maarame mootuvuse 6 -algebra O = C~x..,x C n suhtes
selles ruumis. Jargmiseks probleemiks on md6ddu y4 definee-
rimine ruumis (£2 ﬁ:) ,

lgale risttahukale A= A x ... X AQ , kus A C~» ,

saame maarata m6odu ~  seosega:
AN xo,,, X Y*/~n(An) * ~3)

Teoreemi 2,6 kohaselt on vdimalik selliselt defineeri-
tud m00tu jatkata koigi hulkade HBC jaoks, sest C-=

SM(Alx**ethi * *iNM N If *
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Selliselt defineeritud m66tu M nimetatakse méotude
n

korrutiseks; yuU = X eee X/ )= * Jlselt
yACIA ) = )’ooo *

Seega on voimalik igale mddduga ruumide Idplikule hul-
gale 1 (£27 » 1=1,...»nj seada vastavusse mdddu-
ga ruum <R, £,/*<), kus B . nBR, .c= INMNc.,

n 7 i=1 i=1
/<o: LI' a °o

Edasi tekib kisimus, kuidas avaldub mddt M~ |?] u.
mistahes md6tuva hulga A€ éa jaoks (A ei ole Uldisi(:e}t r]'ist—
tahukas). Lihtsuse mdttes vaatleme esialgu ainult kahedimen-
sionaalseid ruume ~ ~ e Selle kisimuse selgitamiseks
on meil tarvis defineerida hulga l0ige.

Olgu meil mingi hulk A€ifcL z B 2 . Hulga A [18ikeks
punktis @~ nimetame hulka A~ -{~2 A
ruumis Q 2 . Hulga A 10ikeks punktis ~ ? nimetalnR hul-
ka aco2 " [w i : (CIMCINC a} ruumis £2n ; ilmselt, kui

A, siis A =0 (i=1,2). (Miks?)

Teoreem 1. M&6tuva hulga A iga ldige A~* on m0O-
tuv  (1=1,2)

Toestus. Lihtsuse mottes votame 1i=1 ; 1i=2 Kkorral on
tbestus tdiesti analoogiline. Vaatleme kdigi selliste mb5tu-

vate hulkade K klassi ruumis Ctl1 x , et iga hulga
K iga I6ige Kcj® (6 £27) on médtuv. Selline hulkade
klass on 6 -algebra. Toepoolest, olgu s. t. iga
punkti cp”™ korral n Ay x

Siis (KANKg)” = |c2 : (CI™,u),) €



={"2 * Ccoltcl2)eK1f (cJitcl2)fz ~1=

=lcj2 : (CUlf ~2)E€KIP\V{C2 I (~1.M2)6K2]6 "2»
s. t. Rreldt
Sarnaselt saab tOestada, et ka iga jada ILpKg,... korral
kuulub summa L_1|_|_|I lez}ssi Jt. (T(”)estada!)

Et k6ik klassi W/ kuuluvad hulgad on mddtuvad, siis
JlcC ; teiselt poolt, kuna iga risttahuka A" x A2 1dige
on alati mootuv, kui A~re CMEA2€ C2, siis JTOC(A1 x
XA2 T , niisiis saime mélemapoolse sisaldu-
vusseose, ning j*f= c, seega iga mddtuva hulga A iga 10i-
ge on mdédtuv.

Osutub, et mistahes hulga A mddt y*<(A) avaldub mddo-
tude jU ~ jay ™2 kaudu hulga A 10igete abil. Tdestame
selle kohta teoreemi«

Teoreem 2. Olgu A suvaline md6tuv hulk ruumis
{$tCyu) ,£2-£2Tksf2 , G QxC2 ,yu =yu1 xy~2 .
Siis hulga A méot yU(A) avaldub jargnevalt:

yK(A) = JNc,(ANyRk@aR) = j/s0vi/Ydca,), W

B 2
kus Agq2 on hulga A 10ige punktis c¢J2, Au™ - hulga A

ISige punktis CJ, (need ldiked kuuluvad vastavalt ruumi-

desse jan 2) .
TBestus.
a) Olgu A= Ay x A2 ; kus , A2E ; siis
A (0. "2" a2,

N2 "1 ALt Cl2e A2
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) - joRpr

seega /"(A ™) = [/ W 12 .
Integreerime niid saadud avaldist:

A/ 1 (A0d2)i2 (ded2) =

~ //U1(A1)/<2(dCJ2) = (M)A X<2(dcd2) =y™Mj(AMA2 (12).
A2 A2
Seose (3) kohaselt aga "(A) =y C Y~ r-1N)/A-") | seega
ongi vOrduse (4) esimene osa tdestatud.

Samal viisil saab naidata, et

Joria Oy om (j) L4 (A2) a (Toestadal)

b) Olgu A= A<1l> | tt<» = *$«x A<1>, =
=0, iGE, 4*1,2) .
Saame sel juhul analoogiliselt eelneva juhuga:
n
KA .E o ~T)H)yYnM1t).
(Toestada, kasutades integraali aditiivsust!)

c) Edasi vaatleme hulkadest A= A* x A2 moodustatud
monotoonset klassi x A2 , ANE c2J®
=£|A™ x A2 ,AMNE C~t A2€ " 2P s.o. teoreemi 1.5 pohjal sa-
ma hulkade klassi poolt indutseeritud (5-algebrat. Kasuta-
des integraali omadust 9=» saab ndidata, et klassi>X kuulu-

vate hulkade korral kehtib seos (4) ning sellega ongi meie

vaide tdestatud.
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Saadud tulemust saab induktsiooni teel ule kanda ka

ruumidesse itl ; selleks tuleb vaid valida
-] = /V\ =N =] ee (]
R-1i iI:1 4 » " g (k=2] ==. ,0)

4. Ruumide I6pmatu korrutis.

Mdningatel juhtudel on vaja uurida ka ruumide Idpmatut

korrutist

X E2p X ... * n £2t =£2
n * 1=1

Buumi B  pimktideks on kdik (Jarjestatud) jadad
J(Crt 60>,...) , CJi € ili jJ-; risttahukateks ruumis on
kdik hulgad

i|] xA2x ... = 0 4§, , AHE ,

silindriteks hulgad
a

i XjTK1 K
Jt]11"jJ = N (kdigi naturaalarvude hulk; erijuhul véib
Uks jadadest ji~j voi |i®] ka léplik olla}»

Olgu ruumid a . (i=1,2,...) mdotuvad G -algebra-
te C nottes. MOOtuvuse ruumis Q  saame ka sel juhul
defineerida 6 -algebra C}I nA A€ C fi=1,2,...j)
kaudu, s. t. ruumides 50 n (| 1 2,...) mobdtuvate hulkaée
abil defineeritud risttahukate hulga poolt indutseeritud
6 -algebra kaudu. Tahistame saadud 6"-algebra jallegi sim-
boliga n

S-n c*.
ning nimetame seda E5—algeb?5%e A korrutiseks.
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Analoogiliselt on vdimalik defineerida ka mddt ruumis

(B,{?) , kui vaid igas ruumis 0""» on defineeritud
méot « Nimelt defineerime m00du kdigepealt médtuvate
risttahukate hulgal {Aj=jn At f (s seosega
/* (M) *
Selleks, et mddt oleks I8plik, s. t.yU (A)<c*> iga

A €& korral, on tarvilik, et kehtiks seos

(Kas see tingimus on ihtlasi piisav?)
See tingimus on tdidetud siis, kui kdigis ruumides [,
(valja arvatud Glimalt 18plik hulk ruume) on m00t maa-
ratud tdéendosusmdédduna, s. t. ) =1 (1=1,2,...)
Toendosusmddtude korral kehtib Andersen-Jenseni teoreem,
mis on Uldistuseks teoreemile 1. (Tdestus vt. [ 2] vdi [4] ).
Teoreem 3 (Andersen-Jenseni teoreem. Toendosusmddtude
korrutis yM= D =1 on 6 -aditiivne hulka-
de klassilj Il t € C”™ jJ ning on jatkatav 6 -algebrale

QlMai , AAE ~i }e seeSa osutub ka ruum  (T1IE» T

addduga ruumiks. Margime, et ka mddt on tdendosusmoot,
kui koik mdddud on tdendosusmdddud.
Toendosusméotude korral pakub huvi mdétude kooskéla ki- |,

c.imus:
Olgu meil kaks I10plikku korrutist:

A (> = da fp) .g B
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{ i *e**pnj J1 N « set"mj = {Rb»**»Psj »
jI>(e..»in \{p/j,...,ps] ={i-jreeerin} '
{ki1***> ka}>s{pl»*, ,»psj = {L»**B*Wj -
Olgu ruumis QC1) defineeritud méot ja ruumis
defineeritud médt /"2 *

Kui kehtib seos /7 v r K * n A .> =
r=1 pr Y*-A *

S . . s
grzllaprx ri'J:_lIz k'cg fga hulga igApr' Apr€ ¢ pr
(r=1,2,..., s) korral, siis utleme, et m00dud ja 2
on kooskdlas. Huvitav on ka ulalesitatud vaditega teatud mot-
tes vastupidine vaide, nn. Daniel-Kolmogorovi teoreem, mil-
lel on oluline téhtsus eriti juhuslike protsesside teoorias
(tdestus vt. [2] voi [4])-

Teoreem 4 (Daniel-Kolmogorovi teoreem). Olgu ruum
Q=n hx

s. t. l0pmatudimensionaalne eukleidiline ruum, kusjuures m@o-
L

tuvust moéistame siin Boreli mdttes mddtuvusena:

e. nNs -
i-1 1
Vaatleme koikvoimalikke md6dduga ruume
n n n n < i y
=M .»Jp =10 . ning olgu tdendosusmdd-
j=1 4 j=1 J

dud # /tn  kooskdlas. Siis mddravad téendosusméddud y*An ruu-
mis A Uheselt tbéendosusmdddu ~ nii, etyCt von kbigi mdo-

tudega kooskdlas.
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5* Mitmedimensionaalsed mddtuvad funktsioonid.

Olgu defineeritud mddtuvad ruumid &, ,-Nj)*e-
ning (B, C), samuti ka mddtuvad funktsioonid

(i=1,2,...,n) . Defineerides ruumi
n ~ o~ o
E = ji?.l , kus médtuvus on maaratud b -algeb-
1=
n n
raga £ = riJi . néeme, et uhtlasi on defineeritud

ka (n-dimensionaalne) funktsioon
X(fl - BLD)

seostegat

X(<0) = (X1(@® Xn(c0)) =*(wen,...,clin)6 Bn .

Naitame, et ka funktsioon X(co) on mdotuv*

Teoreem 5. Funktsioon X(cJ) on mddtur parajasti siis,
kui kéik funktsioonid X"*(co) on mdédtuvad (i31,2,...,n)

Tdestus.

1) Oletame, et X(& ) on mdédtur. Siis on mddtur ka iga
haik X“1(A) , kui A on mé6tuv hulk ruumis Hn . Olgu i
suvaline taisarv, 0< i<n e Valime hulga A6 Bn jargne-
valt:

Ai = ( S BM") x (-o0 ,x” , kus on suvaline punkt

i ovi
ruumis Rt .

Siis on méotuv ka hulk
X"1(A) =jco: X(CO)€ Aj =]co: X~0J)N x"NJ .
Viimasest vdrdusest jareldub funktsiooni X~ moo-
tuvue.
2) Oletame, et funktsioonid Xi(co) on mddtuvad (i=

=1,2*_..fn) , s. t. hulgad
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{cO: Xj(cl)< *ij - c4 Hj i (-«o = A
J/i
on mddtuvad iga X+ korral (i=1,2,...,n) .

I+

Siis on m33tuv ka huiv

jcd: # 1=1(....aj = A+

ja sellega on meie vaide tdestatud.

Jéreldus 1. Moddtuvate funktsioonide summa, vahe, kor-
rutis ja jagatis on md6tuvad funktsioonid. (Tdestada, kasu-
tades teoreeme 5 ja 3.9 ning ndidet 3.30

Jareldus 2. Kui XQ(2'1 mR) (n=1t2,...) on moédtu-
vad, siis on ka sup X~co ) , inf Xn(cO) , lim Xn(c>) ja

ilyco) moédtuvad. (Tdestadal)
6. Kordne integraal. Fubini teoreem.

Vaatleme kahte m&dduga ruumi (fI1,6 "Y* ) ja
(ff2,C y»R2) . Olgu nende ruumi de korrutis

£2 =R1xR2; CGOKQC; *

Vaatleme mootuvat funktsiooni X(£2 R) ning leiame selle
integraali
J X(ci)>u(dcO) (5)

avaldise, kasutades Egtegreerimist ruumides Jtsﬂﬂ)ja ae* M
(probleem on analoogiline kahekordse integraali avaldamisele
korduva integreerimise kaudu).

Selleks on meil tarvis defineerida funktsiooni ldige.
Funktsiooni X [I0ikeks punktis c}j nimetatakse funkt-

siooni X (LRZ—*R) » mis on defineeritud seosega:
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~ N Al*@\)(/\Z/\EAZ/\*
Analoogiliselt saab mdarata rafunktsiooni X [10ike mingis
punktis CJ2 m R):
Xa>* ~CJ1) = x(colfcl]) (iirenm,) .
Teoreem B Mdotuva funktsiooni I0iked on alati mdotu-

vad funktsioonid.

Toestus. Tuleb naidata, et hulk

[e2 : Xu>~re2~h<x] S{U)2 s Xj = Ar*
s. 0. hulga
A ={(U)n,cd?) : X (NMtcl2)<Xx]j

I16ige punktis CO™ on alati mé6tuv. Et aga funktsioon X(co)
on eelduse kohaselt mootuv, siis on ka hulk A méotuv; md5-
tuva hulga 10ige on teoreemi 1 pdhjal m6otuv, seega on ka
hulk A/,\i médtuv. Teoreem on tdestatud.

Kasutades funktsiooni l8iget, sdnastame Fubini teoreemi:

Teoreem 7 (Fubini teoreem). Kui integraal (5) eksis-
teerib, on ta alati avaldatav integraalide kaudu jargnevate
seoste kohaselt:

j  X(CJ)yu(du)) = Jyw-l(dcol)\] (0) )A< (dcJd ) =
QrQzZ r Q, 12 1 272 2

TOestus. ToOestame teoreemi kéigepealt juhul, kui X(cO)=
= 1o . (A on mingi meelevaldne m6dtuv hulk ruumis .) Sel
juhul jareldub tulemus vahetult mddtude korrutamise teoree-
mist (vt. teoreem 2).
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Kasutades integraali aditiivsust ja homogeensust, saa-
eeleitud tulemust kasutades tbestada oma védite ka lihtfunkt-
sioonide jaoks. Integraali omaduse 9= abil jareldame siit
teoreemi kehtivuse ka mittenegatiivse mdotuva funktsiooni
X(uJ) jaoks. Et funktsiooni integraali eksisteerimist oli
eeldatud, peab funktsioonil X(CJ) kas positiivne vdi ne-
gatiivne osa olema integreeruv, siis aga peavad ka ldigete
vastavad osad olema integreeruvad ning 10plik tulemus jarel-
dub integraali aditiivsusest, (TOestada teoreem Uksikasjali-
selt!)

7. Ulesandeid.

1# Defineerida ruumi £2 = -|]&a,5| jaoks ruum £2n . Mis-
sugused punktid eksisteerivad ruumis & » ? Kui palju eri-
nevaid punkte on ruumis ~2 n ?

2. Lahendada sama llesanne ruumi £% = c2,...,
jaoks.

3e Missugused on silindrid ning risttahukad Glalkirjel-
datud ruumides?

4. Millise kujuga on silinder ruumis Ra ?

5. Millega vorduvad hulgad

(A~ T B1) x (A2 fl B2) ,
(A1\ B1l) x (A2\ B2) ,
A0 =) x (a2 u B2} »
kui eeldada, et (An; BMrcB™ A2, BRCR 2) 7

6. Vaatleme kahte ruumi 8 ~ jaQ 2 j olgu neis ruumi-

des maaratud algebrad jaed2 - Vaatleme hulkade klas-
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si X = * A2 sa i)eat: A2i7"2j* T3estada» et
3elliste hulkade klass on algebra.
n
7= Millal on mddtude korrutis r~/~i ISplik m03t?

8. Miks on iga risttahuka A%, x A0 1iga 1dige mddtuv,
kut A4 ia ap on mootuvad?

9. LOpetada teoreemi 2 tdestus, tehes l&abi kdik arute-
lud samm-sammult.

10. Mis on Uldisem mdiste, kas silinder vOi risttahu-
kas?

11. Eas on tarvis nouda, et kdik moddud oleksid tdendo-
susméddud, selleks et Iopmatu korrutismddt oleks 10plik?

12. Kas kocskdlatingimuste tdidetuseks on tarvilik, et
méddud oleksid téendosusmdddud?

13. Kas oleks vdimalik defineerida ka I0pmatudimensio-
naalne médtuv funktsioon?

14. Miks jéareldub hulga jeo : X*(CO) Xy,...,2~00)"
mddtuvusest hulkade |0 :X™co)< x| mddtuvus?

15» Milline analoogia on Jubini teoreemi ja matemaati-
lises analiuisis tuntud kordse integraali arvutamise valemi

vahel? Mis on funktsiooni 18ike analoogiks?
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111. TOENAOSUSTEOORIA POHIMOISTEID.

8l. Sindmus ja tdendosus.

1. Sindmuste ruum.

Tdendosusteooria Uheks pohimdisteks on. sindmus. Teatava
fikseeritud tingimuste kompleksi korral (katse puhul) vdib
tavaliselt esineda mitu erinevat sindmust (katsetulemust).
KOigi erinevate sindmuste hulka, millest kindlasti toimub
Uks ja ainult Uks, nimetatakse tdendosusteoorias ka elemen-
taarsindmuste hulgaks ehk elementaarsindmuste ruumiks. Antud
tingimuste kompleksi korral vdimalike sundmuste hulgale saab
vastavusse seada teatava hulga, mille punktideks on elernen-
taarsiundmused. See hulk on (vastavalt abstrakt3Q ruumi defi-
nitsioonile) vaadeldav teatava ruumina. Sundmusteks on ele-
mentaarsindmuste hulgad - seega teatavad hulgad ruumis. On
tOestatud (Stone, 1936, vt. nditeks [3] k. 13), et; sindmus-
tele saab seada vastavusse hulgad elementaarsindmuste ruumiet
nii, et saadud hulkade klass on isomorfne kdigi sindmuste hul-
gaga hulgateoreetiliste operatsioonide suhtes (stndmuste sum-
male vastab hulkade summa, vahele - vahe ja korrutisele -

hulkade Uhisosa). Seetdttu edaspidi loobume (ldse sindmuse ja



temale vastava hulga eristamisest ning loeme sindmusteks
teatavaid hulki sundmuste ruumis. NOBue, et sundmuste sum-
ma, vahe ja korrutis oleksid alati sindmused, asetab aga
teatavad kitsendused hulkade klassile, mille abil me sind-
mused defineerime.

Et me oma kursuses kéasitleme tdendosusteooriat akslo-
maatiliselt. siis vaatleme edaspidi sundmust kui teatavate
aksioomidega méaratletud hulka sindmuste ruumis, pddramata
mingit tahelepanu silndmuse sisulisele tadhendusele vdi sel-
le kirjeldamisele.

Niisiis, edaspidi loeme antuks mingi meelevaldse abst-
raktse ruumi a , mida nimetame elementaarsundmuste ruu-
miks. Ruumi a iga punkt moodustab elementaarsiindmuse.
Selleks, et maaratleda sundmusi, tuleb meil nduda veel, et
ruumis oleks mingil viisil defineeritud 6 -algebra C,
s. t. ruum a oleks mddtuv.

lga C-md6tuvat hulka A ruumis fi© nimetame siind-
museks. s. t. sundmus on hulk AC s5a. A€ C . Paneme ta-
hele, et selle definitsiooniga pole sugugi ndutud, et iga
elementaarsindmus oleks sindmus - kuigi iga elementaar-
siindmus cj € moodustab ihtlasi hulga j , ei tarvitse
tildiselt kehtida seos”Cjj€ C , s. t. Uhepunktisea hulgad
ei tarvitse olla mé6tuvad (kuigi nad vdivad seda olla).

M&dtuvat ruumi  (B.<? ) nimetame edaspidi sundmuste
ruumiks. Sindmuste ruum sisaldab alati kindlasti hulka

C »s. t. ruumi 2 koigi punktide hulka ehk kindlat

sundmust (kdigi elementaarsundmuste hulk on mddratud ndu-
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dega, et Uks neist kindlasti esineb, s. t. kdigi elementaar-
8Iihdauste summa on kindel siindmus)* Samuti sisaldab sindmus-
te ruum alati ka tihja hulka 0 ehk vOimatut sindmust (see
ei sisalda Uhtegi punkti, selletdttu ei saa lldse toimuda).
lga sindmusega A koos kuulub sindmuste ruumi ka tema vas-
=B\ A, s. t. sindnus, mis sisaldab neid
ja ainult neid punkte (elementaarsindmusi), mida A ei si-
salda, s. t., mis toimub parajasti siis, kui sindmus A ei
toimu.

Stindmuste ruumis on defineeritud seosed: AC B (sind-
muse A toimumisest jareldub sindmuse B toimumine; A= B
kui kehtivad seosed AC B ja BC A]j ning operatsioonid:
AU B - toimub kessundmus A, sindmus B voi mélemad;
ANB= AB - toimub niih&sti sindmus A kui ka slindmus B;
A\ B - sindmus A toimub, sindmus B aga mitte. Kehtivad
ka i1lmsed seosed:

ABC A; ABC B,
ACAU B; BCAU B,
oc A; ACuQ,

A" BC A, @
AUl =B ,
AU O =A,
Alia = A,

kus A ja B on suvalised sindmused. Olulised on ka nn.
duaalsusseosed, mis seovad slndmustele ja vastandsindiauste-
le rakendatud operatsioonide tulemusi:

Anb=501, AU B= (OB) ,

MB=XU3, ali13= (AUB) ,
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Naide 1, Koosnegu sindmuste ruum kahest elementaar-
siindmusest " "ja cj* . Tahistame slindmuse «¢j* = A
Siis 002 =1 . (Miks?) Kd&ik véimalikud hulgad sindmuste
ruumis on: kindel stndmus £c! , vOimatu stndmus O ja siind-
mused A ja 1| . Need neli hulka moodustavad 6*-algebra C
(tGestadal!), seega vOib neid lugeda koiki sindmusteks. Sel
juhul C = -0g (ruumi &> kd&igi alamhulkade hulk).

Selline 6 -algebra kirjeldab kéiki kahe tulemusega kat-
se abil maaratud sindmusi (nditeks: mundivise, lambi l&bipd-
lemine vOi mitteldbipdlemine teatava ajavahemiku valtel; mar-
gi tabamine vOi mittetabamine tulistamisel jne.)«

Haide 2, Vaatleme markilaskmist, kusjuures eeldame, et
kindlasti tabatakse marklauda, Elementaarsindmustena vdime
vaadelda mérklaua iga uUksiku punkti tabamist; sel juhul on
elementaarsindmuste ruum kontiinuumi vlimsusega. Sindmused
defineerime aga vastavalt marklaual paiknevate kontsentri-
liste rbGngaste tabamisena (vt, joonis 64),

Seega on sundmusi meil
vaid 16plik arv (kui rdngaid

on 10, on erinevate sundmus-

Samas ruumis vdiksime
aga mddtuvuse defineerida ka

médtuvusena Boreli mdttes.
2, Slndmuse tdenaosus.

Eeldame, et meil on
Joon, 64, i
stindmuste ruumis (R ,C)
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defineeritud I16plik moot . He utleme, et see moot on
tdendosusmoot, kui ta rahuldab tingimust
/*(£2) =1
T6endosusmdotu téhistame edaspidi sumboliga P .
Igale I6plikule m66dule yw*. on vdimalik Uheselt vas-
tavusse seada tGendosusmoot, defineerides P 1iga mddtuva

hulga A jaoks seosega:
U(A
oy YU
/< (&)
On lihtne ndha, et sel viisil mdaratud hulgafunktsi-

oon P(A) on tdendosusmdot. (Uiks?)

Edaspidi Utleme sindmuse A tdendosusmdddu asemel
lihtsalt "sundmuse A tden&dosus”.

Haeme, et kindla sundmuse Q tdendosus PEDb =1 ,
aga vOimatu sundmuse 0 tdendosus P(0) = 0 (vastavalt
médda analoogilisele omadusele).

Kasutades tdendosuse jaoks modtude omadusi, saame jarg-
nevad seosed:

Kui AB*= 0 , siis P(AL/B) = P(A) * P(B) (mdddu
aditiivsusj elementaarses tdendosusteoorias tuntud "tbendo-
suste liitmise lausena"}

Kui AC B, siis P(A) ~ P(B) (mdddu monotoonsus).

Kui AC B, siis P(B\A) = P(B) - P(A) (mdddu sub-
traktiivsus)

P(X) =1 - P(A)
Stundmuste ruumi, milles on defineeritud t8endosus, nimetame
edaspidi tOendosusruumiks ja tahistame: (&, C, p)

Kui mingi omadus kehtib kogu tdendosusruumis, valja ar-
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vatud hulgal, mille tdéenaosus on null (s. t. valja arvatud
siindmuse puhul, mille tdendosus on null), o&eldakse, et see
omadus kehtib (meie ruumis)peaaegu kindlasti.

Naide 3. Olgu meil elementaarsundmuste ruumis min-
gi tasandiline piirkond pindalaga S . Loeme slndmusteks
kdik selles piirkonnas paiknevad pindala omavad (s. t. Jor-
dan! mottes md6tuvad - vt. naiteks [7], Ik. 200) hulgad.
Maarame sundmuste klassil 16pliku mdddu yU (A) = s(A) , kus
s(A) on hulga A pindala. Tdendosusmddodu saame defineeri-
da seosega P(A) = . Naeme, et see on geomeetrilise

toendosuse definitsioon.
3. Stndmuste s6ltumatus.

Praktiliselt on sageli vdimalik n&aidata sindmusi, mil-
le sO6ltumatus on a priori (intuitiivselt) selge: sellised oo
nditeks kahe jarjestikuse taringuviske tulemused; mingi ini-
mese sinnipdev ja tema poolt loteriil saavutatav voit jne.

Vaadeldes aga aksiomaatiliselt defineeritud sindmusi
ja tbendosusi, tuleb aksiomaatiliselt mdaratleda ka siind-
muste sOltumatus, ilma et meil tarvitseks tungida meid hu-
vitavate sundmuste konkreetsesse sisusse.

Maaratleme sindmuste soOltumatuse jargnevalt:

Olgu antud tbendosusruum (£21C ,P) . Kahte siindmust

A ja B (A6", B6 C) nimetame soltumatuteks, kui keh-
tib seos:

P(AB) = P(A)p(B) - &)

Edasi vOime defineerida ka sindmuste teatavate klassi-
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de sdoltumatuse: sindmuste klasse JC ja ™ nlietane soltu-
aatateks, kui mistahes sindmuste keJC ja BiaX korral
kehtib ceos (3)« Siinjuures ei tarvitse muidugi kehtida seos
(@) kahe sindmuse A ja B korral, mis kuuluvad samasse
klassi.

Edasi vaatleme kolme sindmust A, B ja C. Nende
sindmuste puhul on olemas mitmesuguseid véimalusi sdltuvuse
ja sBltumatuse jaoks.

Jahul, kui kdik sindmused on paarikaupa sdltumatud, keh-
tivad lisaks seosele (3) veel seosed:

P(AC) s PCA)P(C) ,
P(BC) = P(B)P(C)
Sellest ei jareldu aga veel, et kehtiks seos
P(ABC) = P(A)P(B)P(C) , ®)

viimast tuleb eraldi nbuda. Teiselt poolt ei jareldu ka seo-

()

se (5) kehtivusest seoste (3) ja (4) kehtimine.

Veelgi keerukam on olukord enam kui kolmest sundmusest
koosnevate susteemide korral, sest vaadeldavaid vdimalikke
stindmuste kombinatsioone on 2n - n-1

Oeldakse, et n sindmusest w1 ..... An koosnev sis-

teem on taielikult séltumatu, kui kehtib seos:
K K

p(jgl *j) = jI;lPU*-lj)
iga indeksite hulga {L,i2»ee**"}c »2,...,nJ Kkorral,
k=2,...,n . _
Lopmatust hulgast sindmustest koosnevat slsteemi loeme I
taielikult s6ltumatuks, kui tema iga 10plik osaslisteem on
taielikult soltumatu.
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Stindmuste sisteemi JC nimetame paarikaupa eSltumatuks.

kui kehtib seos

Tuleb muidugi B=xkida, et taielikult s6éltumatu sundmuste

sisteem on alati ka paarikaupa sdltomatu.
4. Ulesandeid.

1* HtHrraanimetatakse elementaarses tdendosusteoorias
Uksteist valistavate slndmuste susteemi, mille summa on Kkin-
del sindmus? Tuna naiteid!

2. Uiks sisaldab sundmuste ruum alati vdimatut sind-
must?

3. Uis on vdimatu sindmuse vastandsindmus? Kindla sind-
muse vaetandsundmus?

4. Kas vOib leiduda kindlast slndmusest erinevaid siund-
musi, mille tdendosus on 1? V@imatust sindmusest erinevaid
sindmusi, mille tdendosus on 0? Kuidas tuleks neile kisimus-
tele vastata, mdistes tdendosust klassikalise definitsiooni
kohaselt?

5. Mida téhendab slndmuste ruumis operatsioon J1 (sim-
meetriline vahe)?

6. Toestada seosed (1).

7. Defineerida nédidetes | ja 2 kirjeldatud siindmuste
jaoks tdendosused. Defineerida Uhe jaoks neist médt, mis ei
ole tdendosusmddt, ning tuletada sellest tdendosusmdot.

8. Konstrueerida ndide paariviisi s6ltumatute sindmus-
te slsteemist, mis pole téielikult sdltumatu.
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9. Kaks sindmust, ais on lksteist valistavad, on sdltu-
matud* Mida saab nende sundmuste kohta oelda?

10, Kaks sindmust, milledest ul=ajareldub teisest, on
s6ltumatud. Kas on see vdimalik?

82, Juhuslik suurus.

1. Juhusliku suuruse mdiste.

Elementaarses tdendosusteoorias mdistetakse juhusliku
suurusena sellist muutuvat suurust, mis sdltuvalt juhusest
(elementaarsundmusest) voib omandada erinevaid (arvulisi)
vaartusi, s. t. elementaarsindmuae funktsiooni. Sama mois-
te on kantud Ule ka aksiomaatilisesse tdendosusteooriasse,
kuid selleks, et saada sobivat matemaatilist aparatuuri ju-
huslike suurustega opereerimiseks, tuleb meil esitada vaa-
deldavale funktsioonide klassile veel teatavaid kitsendusi,
nimelt nduda, et fuqktsioonid oleksid mddtuvad. Niisilis:

Juhuslikuks suuruseks X(CJ) nimetame tdendosusruumis
(£?,C, P ) defineeritud mdotuvat funktsiooni reaalarvude
ruumi  ( BtJO , mida loeme Boreli mdttes mddtuvaks ning
varustatuks Lebesgue®i médduga.

Loeme kaht juhuslikku suurust X(oJ) ja Y(cJ) ekvi-
valentseteks, kui

P(a> : X(cO0) jiv(@)) =0 ,
ja kirjutame siis X(0J)~Y(uJ) . Selliseid juhuslikke suu-
rusi nimetatakse peaaegu kindlasti vOrdseteks. Olgu méargitud,

et kullalt sageli pakub meile huvi mitte Uksikute juhuslike
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3upusto X(CJ ) , vaid nende ekvivalentsiklasside, 8. t.
kdigi juhuslike suuruste vaatlemine. Sel
juhul me loeme kaht juhuslikku suurust vordseks, kui nad on

ekvivalentsed.
2. Juhusliku suuruse .laotus.

Olgu antud tdendoeusruum (~,”~, P ) ning selles de-
fineeritud juhuslik suurus X(£2 R ) . Teatavasti indut-
seerib juhusliku suuruse X(cJ) poordkujutis X (A) moo-
tuvuse ning m6o6du ruumis R s md6tuvateks loetakse hulki
la s ACR , X*“T(A)€ C]J . lgale sellisele hulgale on indut-
seeritud ka médt ju. seosega:

/A= Pju) s X(w)6Aj =
Sel viisil indutseeritud m00tuyentiahistame simboliga
ja nimetame juhusliku suuruse X .jaotuseks (ka tdendo-
sus jaotuseks). Naeme, et jaotus P" on tdendosusmdot:
PX(R) = p{w : X(0>)E Rj =1

Osutub, et selliselt defineeritud jaotus langeb (ihte
elementaarsest tdendosusteooriast tuttava jaotuse mdistega,
kus vaadeldakse eeskatt juhte, kui X(u>) on lihtfunktsi-
oon. Sel juhul on X(cJ) vaartuseks reaalarvud

ja juhuslik suurus X(cJ) on defineeritud seosega
n n
X(u» , kus AiAj =0 (i/j) , U Ai =R
i=1 1 i=1
Siis on jaotus mdaratud vdrdustega:
Pz(Xi) = P(A1) = Pi (i=1,2,...,n); PX(B) =0 , kui Bei
sisalda Uhtegi punktidest x»
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Analoogiliselt on jaotus maaratud ka elementaarfunktsiooni

X(c0) = IA (u>) korral.
i=l *

Tuleb mérkida, et jaotus on juhusliku suuruse (ks olu-
lisemaid karakteristikuid. Ometi ei mddra jaotus juhuslikku
suurust Uheselt, kuna ta ei ssTAmingit informatsiooni tde-

naosusruumi kohta, milles juhuslik muutuja X on defineeri-

tud. Seega vdib erinevates tlendosusruumides ,CH ),
(.B2,Cz, p2 ) defineeritud juhuslikel suurustel R)
ja X g Co I I a sama jaotus: P~ (A) = (A) iga

hulga AC R korral.

Teiselt poolt, alati, kui on antud jaotus P~ , vOib de-
fineerida juhusliku suuruse X(cJ) nii, et P~ on tema jao-
tuseks. Lihtsaim vdimalus on selleks: valida ruumiks ~  ju-
husliku muutuja vaartuste hulk [x]C R ning mddrata suurus
X samasusteisendusega:

X(w) = XCx™) = , dga >EB[x] korral.
Margime, et juhusliku suuruse X poolt indutseeritud

tdendosusruumi (R, (}, Pj) nimetatakse ka .juhusliku suuru-

se X véartuste ruumiks.
Naide 1. [Indikaatorfunktsiooni jaotus: X = 1n4,.
PT (1) =P(A) , PT (0) =1 - P(A)
Af) Q) A()
Naide 2. Binomiaaljaotus B(n,p) ; X on binomiaaljao-
tusega parameetritega n ja p ehk X~B(n,p)
Px(k) = Ck pkgn"k  (k=0,1,...,n, g=1-p)
Naide 3. Poissoni jaotus parameetriga DX~ PU1)

Pj(k) = e~ -fa  (k=0,1,...)



Naide 4« Uhtlane jaotus parameetritega a ja b
X~U(a,b)
Px([c,d]) = max(0, S44 b« fc,dfH

Naide 5. Normaaljaotus parameetritega m ja 6
X~ N(m6 ) . 1

Pre.dD) - rpder 18

Ulal naidetena toodud jaotused kuuluvad nn. klassika-
liste jaotuste hulka. Nagu ndeme, kirjeldab iga siin margi-
tud jaotus parameetritest sGltuva jaotuste hulga e. pere,
millest parameetrite fikseerimisega saab Uhe konkreetse
jaotuse eraldada. *

3. Juhuslik vektor.

Mootuvat funktsiooni tOendosusruumist («Q, C, P) n-di-
mensionaalsesse eukleidilisesse ruumi Bn, kus mddtuvus on
maaratud Boreli méttes m0Otuvusena (vastava 6 -algebra ta-
histame sumboliga ~ a), s. t. funktsiooni X({(tc! Hn) , ni-
metatakse juhuslikuks vektoriks. Seega on n-dimensionaalne
Juhuslik vektor n juhuslikust suurusest X~(a>),..., XQ(t0);
X R *R) koosnev siisteem. Uksikuid juhuslikke suurusi

sellest sisteemist nimetame vektori X(cJ) kompo-
nentideks. Ilmselt vdime me juhuslikku suurust kadsitleda ka
juhusliku vektori erijuhuna - (hedimensionaalse vektorina.

Juhusliku vektori jaotus méarab mdddu n-dimensio-
naalses ruumis Rn

PF(An) = P(cJ ; X(cJ)e An) = P(cj 8("*(0)),...,Xn@©)6An)

kus Ar6 Rn
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Juhusliku vektori jaotust P* nimetatakse ka tema kom-
ponentide Uhiseks jaotuseks ning tahistatakse

siis: IY~t. , . « Uldjuhul ei ole juhuslike suuruste

sisteemi X *,...,I™ (hise jaotuse Py f°°°fE{ teadmiseks
piisav kdigi vaadeldavasse silisteemi kuuluvate suuruste
X~(i=1,..-,n) jaotuste P~ teadmine. See asjaolu on aru-
saadav, kui peame silmas, et juhusliku vektori komponendid
vlivad olla s6ltuvad, sel puhul aga ei saa me slsteemi vaat-
lemisel sama tulemust kui sUsteemi kuuluvate Uksikn&htuste
isoleeritud vaatlemisel.

Teiselt poolt vektori X jaotusest lahtudes on vdima-
lik leida ka vektori Uksikute komponentide jaotusi. Toepoo-
lest,

- PACA) = PjCjn X iR 0)

i, B, _ No i -
kus AjC (R™ on juhusliku suuruse XM vaartusi sisal-
dav kdigi reaalarvude hulk R j indeks i on lisatud Uks-
nes ruumide jarjestuse markimiseks nende otsekorrutises).

n
Hulk pj R™ x Aj on seega silinder ruumis R , ja seos

jzi
XEE Nk x Amnaitab, et juhusliku vektori X komponendi
vaartused paiknevad teatavas hulgas Aj, kuna ulejaa-
nud komponendid vGivad omandada suvalisi vaartusi. Seose (1)
kehtivus jéreldub tdendosusmdddu kooskdlastatusest (vt. 11
6.4).
Naide 6. Defineerime n-dimensionaalse lhtlase jaotu-

se. Selleks fikseerime hulga A*C Rn ; olgu selle hulga ruum-
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ala (Boreli mdot) V, (0< V< @°) .

§”§ a'J1a)
S*(A) —————- r »

kus yU on hulga A ruumala (Boreli mdot).

Naide 7. Polinomiaaljaotus. Vaatleme n sdltumatust
katsest koosnevat seeriat, kusjuures igal katsel on K Vvdi-
malikku tulemust: AN, ..., A", P(AM) = (i=1,...,k), mis
ei sOltu katse jarjekorranumbrist voi eelmiste katsete tule-
mustest. Sellise katseseeria abil me saame kirjeldada k-di-
mensionaalse juhusliku vektori X = (X*,...,X?) , kusjuures
vektori iga Uksik komponent néditab, mitu korda esines katse-
seeria valtel i-s katsetulemus A~N(i=1,2,...,k) . llmselt
vBib iga X" omandada Uksnes taisarvulisi vaartusi 0,l,...,n,
ning tema jaotust kirjeldab binomiaaljaotus:

P(Xx = k) = Ck pF(1-pI)IFk  (i=1teeedk) .

Sellest on aga véhe kogu juhusliku vektori muutumise
kirjeldamiseks: nditeks tuleb meil juhusliku vektori jaotu-
se juures arvesse votta, et on vdimatu selline vektori vaar-
tus, kus kdigi komponentide vaartuseks on O vdi n

Binomiaal jaotuse tuletamisega analoogiline arutelu an-

40, kui r~in

Selle valemiga kirjeldatud jaotust nimetatakse polino-

miaal jaotuseks.

2J4 .



Naide 8. Normaaljaotus. Olgu S- oA MMM
vektor ning B suvaline summeetriline positiivselt maira-
tud n-jarku ruutmaatriks; ACRI . Siis seos

PX(A) =-W - j I e t
@@inHu/2 A
kus x on n-dimensionaalne vektor, integraali mdistetakse

aga n-kordsena, maarab n-modtmelise normaaljaotuse.

4. Juhuslike suuruste sdltumatus.

Vaatleme kahte samas sindmuste ruumis t P) de-
fineeritud juhuslikku suurust: R) , X2(Ep*=R)
Teatavasti indutseerib neist kumbki ruumis R 6 -algebra,
s. t. samast ruumist R on saadud kaks erinevat tdendosus-
ruumi R, ¢x1» (R»"Xx2* Px2)

Juhuslikke suurusi X* ja X2 nimetatakse soltumatu-
teks. kui nende poolt indutseeritud 6”-algebrad da
Cx on sGltumatud. See tdhendab, et mistahes kaks hulka,
millest rifig kuulub 6 -algebrasse 6¥1' teine - 6-algeb-
rasse Y4 , on sdltumatud. Sindmuste sdltumatuse definit-
siooni kggutamiseks tuleb meil vaadelda jaotusi defineeri-
vaid mddte sindmuste ruumis: sindmused A ja B on sdltu-
matud, kui

P(A MB) = P(A).P(B) ,
meie juhul: sindmused A, € AX2 on s™ltuma-

tud, kui



PzA(AL).PX2(A2) = P(co: AL)P(CI: X"0) e A2) =
= P(cd : (X1 (cJ)€ AL)H"2(cd)6 A2V . ®
Kui vdrdus (2) peab paika suvaliste hulkade A",A2C R ,
AJ€ ¢ -, A2€ korral, osutuvad X" ja X2 sdltumatu-
teks.

Paneme aga téhele, et vOrduse (2) parem pool kirjeldab
sisuliselt juhusliku vektori X = (X~jX~ jaotust ruumis
R x R =R j tdepoolest:

P(c (XL (W )€ AL)D(X2(@ )6 A2T= PXi>x2(Al x A2) .

Seega naeme, et saime kahe juhusliku suuruse sdltumatu-
se jaoks veel teisegi, eeltooduga samavaarse maaratluse:
kaks juhuslikku suurust on s6ltumatud, kui nende Uhine jao-
tus avaldub nende jaotuste korrutisena. Siinjuures tuleb
muidugi tahele panna, et sellisel viisil on vdimalik Ghist
jaotust maaratleda Uksnes ristkiulikutes AN x A2, A€
A26 ~X2 *

Enam kui kahe juhusliku suuruse sdltumatuse maaratle-
misel on mitu vdimalust:

1) odeldakse, et juhuslikud suurused X1,X2,...,Xn on
paarikaupa soltumatud, kui nende poolt indutseeritud 6 -al-

gebrad Cv __on paarikaupa sdltumatud;
il

2) oeldakse, et juhuslikud suurused X4,...,Xn on taie-
likult s6ltumatud, kui nende poolt indutseeritud 6 -algeb-

rad Cy I..e, Cﬁ/ moodustavad taielikult sdéltumatute klas-
n
side sUlsteemi.

Esimesel juhul kehtib seos:
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iga i»d» korral vaadeldavast siisteemist. Teisel ju-

hul kehtib veel ka seos:

il (PUBER, ... . ([A) ~ tiga (LL.... u*

c@l,...,n) korral, k=1,2,...,1 .
5. Juhusliku vektori funktsioon saselle jaotus.

Olgu tdendosusruumis (a, c, P) defineeritud juhus-
lik vektor XC~A~R1) ; X = (XI,...,Xn) . Olgu g(Rn rR)

a reaalsest argumendist sO6ltuv reaalarvuliste vadrtustega
médtuv funktsioon . Siis on Y(£2 *R),Y « g(X)juhuslik suu-
rus (md6tuv funktsioon mddtuvast funktsioonist on mddtuv,

vt. Il, teoreem 3.9» dhtlasi on funktsioon Y ma&ratud tde-
naosusruumis B ) .

Vaatleme, kuidas mdarata juhuslike suuruste £ ja Y
jaotuste vaheline seos, tépsemalt - leida Y jaotus aval-
datuna X jaotuse kaudu.

Kasutades jaotuse definitsiooni, saame:

Py (A) = P(CJ : Y(cJ)€EA) = P(cd : g(F(w))eA) =
P(o>: X(cd)e g"l (A) = I1£(@“t (A)

Peame silmas, et AC R , kuid g’ (A)c Rn
Seega on juhusliku vektori funktsiooni jaotus alati

avaldatav juhusliku vektori jaotuse kaudu. Jaotusi siduva
valemi efektiivsus (s. t. rakendatavus) s6ltub sellest, kas

hulk g-1(A) on efektiivselt avaldatav ruumis RIl . Uldju-

hul on see hulk killaltki keeruka konstruktsiooniga.
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Erijuhul, kui vektor X on uUhedimensionaalne, funktsi-
oon g (Uksihene ning tema podrdfunktsioon analuitiliselt
esitatav, on probleem alati efektiivselt lahenduv. Tdepoo-

lest, siis

X(£>-*R), Y(£2-R), g(R-*R), g"1(R-R), ning
Py(A) = Pj(g<t (A)), kus A,g“t(A)C R .

6. Ulesandeid«

1. Mis puhul on kaks juhuslikku suurust X"(£P -»R) ja
»R) ekvivalentsed, kui leidub vaid Uks punkt cje£f2
nii, et ~(fci) t 12(c0) ?

2. Kas kahe juhusliku suuruse summa vahe, korrutis ja
jagatis on juhuslikud suurused?

3« ToOestada, et ekvivalentsusseos on simmeetriline ja
transitiivne.

4. Jaotus (kui mdot) on hulgafunktsioon. Kuidas tdlgen-
dada sellest seisukohast lihtfunktsiooni jaotust, mis omistab
Uksikutele punktidele r.”€ R nende vaartused?

5. Olgu meil antud jaotuss

0 1 2 3 5

0,5 0,2 0,15 0,10 0,05
Konstrueerida kolm erinevat juhuslikku suurust, millel oleks
selline jaotus.

6. Juhusliku suuruse X(£2 «4R) jaotust nimetatakse
nullpunkti suhtes simmeetriliseks (ja vastavalt juhuslikku
suurust X samuti), kui P~([a,bd) = Pj([-b,-aJ) 1iga I8igu
[a,b]c R korral.



Milliste parameetri vaartuste korral on jaotused ndi-
detes 1. - 5» slmmeetrilised? Kas neist moni ei ole kunagi
stmmeetriline?

T# Jaotust nimetatakse sUmmeetriliseks pankti < suh-
tes, kui Pj([atc,b+c] ) = PA([c-b,c-a] ). Millisel juhul on
jaotused 1 - 5 simmeetrilised mingi punkti < suhtes? Maa-
rata see punkti

8. Olgu ruumid E*l, E*z,...,EkI ruumi  E"  alamruu-
mid. Olgu ruumides/ Eki maaratud tdendosus Pv_. Millisel
juhul saab nende tdendosusmddtude abil méarata {ﬁenéosusméé—
du ruumis Bn ?

9. Kuidas saab Ulesande 8 lahendust rakendada jaotuste
korral?

10. Kas polunomiaaljaotusega vektori koordinaadid on
omavahel so6ltumatud?

11. Tuletada kahedimensionaalse normaal jaotuse valem
eeldusel, et koordinaadid on sOltumatud. Kuidas tuleks sel
juhul tdlgendada parameetreid m ja B?

12. Tuletada n-dimensionaalse normaal jaotuse valem eel-
dusel, et koordinaadid on sdltumatud. Kuidas tuleks sel ju-
hul télgendada parameetreid m ja B?

13» Tuletada 2-dimensionaalse Poissoni jaotuse valem
eeldusel, et koordinaadid on sdltumatud.

14. Tuletada 2-dimensionaalse Uhtlase jaotuse valem eel-
dusel, et koordinaadid on sdltumatud. Vdrrelda saadud vale-
mit ndites 6 tooduga.

15. Olgu X~ U(0,1) , Y~U(O0,1) , X jJja Y soOltumatud.
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Leida Z = max (X,Y) jaotus ja W =min (X,Y) jaotus.
16, Olgu X~ U(0,a) , g = sin x . Leida Pg(x) =

83» Jaotusfunktsioon.

1, Jaotusfunktsioon kui jaotuse esitus«

Juhuslikke suurusi iseloomustavad teatavasti nende
jaotused. Jaotus on aga matemaatilises mottes kullaltki
raskesti kasiteldav objekt: jaotusele kui hulgafunktsioo-
nile ei ole voimalik rakendada matemaatilise analilsi apa-
ratuuri, Selline olukord on iseloomulik kdikidele mdodotude-
le, Seetdttu on tekkinud vajadus mdd6tude esituste, s, t,
modduga Ukslheses vastavuses olevate punktifunktsioonide
F(R =*E) defineerimiseks,

Juhusliku suuruse X jaotusele Px on vastavusse
seatud juhusliku suuruse jaotusfunktsioon ?x(*)

Vaadeldes jaotuse vaartusi kdikvdimalikel poollQiku-
del [a,b) saame madaratleda funktsiooni kahe punkti, a ja
b jaoks:

Fx (a,b) = Px [a,b)
Esitades selle funktsiooni kahe funktsiooni vahena saame
seose:

Fx(b) - Fx(a) = Px [a,b) , (€))
mis madrab funktsiooni Fx(x) dheselt kuni liidetava kons-
tandi tépsuseni, Rajatingimuse konstandi maadramiseks saame
seosest:

Fx(b) = Fx() - Fx(-00 ) = Px(-~, b), (@
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mida vdime lugeda samuti jaotusfunktsiooni definitsiooniks,
kuna see maarab lheselt jaotusfunktsiooni iga reaalarvu b
jaoks.
Unhtlasi on sellega maaratud, et
lim Px(X) =Fx(-«0 =0 .

X -* —o0

Jaotusfunktsioon! voiksime mdarata ka m66du jargi sind-—
muste ruumis (£2 ,C, p) , kuigi ta selle ruumi konkreet-
sest olemusest mingil md&ral ei s6ltu, samuti kui jaotuski.
Kasutades jaotuse definitsiooni, saame:

Fz(x) = plbl: X(w)< Xxj

Et Newton-Leibnizi valemi kohaselt

Fx() - Fx(@) =J dF(x) ,
a
funktsioon Px(x) on reaalse argumendiga reaalarvuline

funktsioon, mis, nagu selgub, on tbkestatud variatsiooniga,
(seega on margitud valemi kasutamine Qigustatud), siis keh-
tib seos: k

Px fa,b) = j dF(x) ,
a
kusjuures integreerimisel tuleb alumise raja vaartus kaasa

arvata, ulemise raja vaartus aga arvestamata jatta.
2. Jaotusfunktsiooni omadusi.

Juhusliku muutuja X jaotusfunktsioonil Fx(x) on
jargmised omadused:
1< Tim =0 lim X(x) =1 ~*
X ** —00 ? X +o00 p()

Esimene piirvaartus jareldub definitsioonist. laiame

teise: lim Frx) =~ Px(-00 , x) = PX(R) =1,



20

30

41°

sest Pg on tbendosusmoot.

on mi ” ekaiiaiiev funktsioon.
Téepoolest, olgu x"< x2 . Siis XM =
= Px (-0« »ac,), = Px(-oe ,x2), (-*» ,x1)C
C(-0° »x2) = Tulemus jareldub mdddu monotoonsu-
sest. Siit jareldub, et funktsioon on to-

kestatud vaartustega 0 ja 1

PJCx) on vasakult pidev.
TOestus:

lim T - Pr(x-h = lim PT fx-h,x) =
h - oOf F%( ) *( ] h -» 0+ XL )
= Px [x,x) = Px(0) =0 .
Tuleb markida, et Gldiselt ei tarvitse jaotus-

funktsioon olla paremalt pidev.

lgale omadustega 1= - 3= reaalarvuliste vaartuste-
ga funktsioonile F(x) vastab mingi juhusliku muu-
tuja | jaotus Px .

Toepoolest, mdédrates seose (1) pdhjal hulga-
funktsiooni Px k&igi poollQikude jaoks, on liht-
ne kontrollida, et saadud hulgafunktsioon on jao-
tusfunktsiooni omaduse 2 téttu mittenegatiivne.
Lihtne on vahetult kontrollida ka hulgafunktsioo-
ni Px 6 -aditiivsust; omadusest | < jareldub, et
PX(R) = 1 , seega on saadud hulgafunktsioon jatka-
tav tdendosusmddduks hulkade klassil £[a,b), s.t.
Boreli hulkade 6 -algebral -R

lgale jaotusele saab aga, nagu me juba nagi-
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me* vastavusse seada l0pmata palju erinevaid juhus-
likke suurusi.

5 Jaotusfunktsioonil on Glimalt loenduv hulk katkevus-—
punkte.
Olgu jaotusfunktsioonil punktis katkevus.
Kuna funktsioon on tdkestatud ja monotoonne, peab
funktsioon selles punktis tegema 18pliku hippe; ol-

gu selle suurus p~*

+2) ~ ) = PeC -
Vaatleme mingit 16iku [a,b). lImselt
ar x"< b
-F@ ™ 1 . lga naturaalarvu m jaoks leidub vaid I6plik
arv Ky punkte nii, et r%r( PeC< A . Seega on meil

voimalik kdik katkevuspunktid I6igul £a,b) jJarjestada, s.t.
neid on loenduv hulk. Et kogu sirge (- oe,00) on esitatud
loenduva hulga I6pliku pikkusega l0ikude kaudu, on ka kogu
sirgel Uksnes loenduv hulk katkevuspunkte.

Siinjuures tuleb markida, et on vdimalik konstrueerida
jaotusfunktsioon, mille katkevuspunktide hulk on kéikjal ti-
he. Selleks jarjestame mingil viisil kB8igi ratsionaalarvude
hulga, omistades igale ratsionaalarvule jarjekorranumbri n s
fm, n = 1,2,...}. Jaotusfunktsiooni defineerime jargmiselt:
olgu ta treppfunktsioon, kusjuures punktis rn sooritagu ta
hippe p” = 2~n, pidevuspunktides olgu konstantne. Selli-

selt defineeritud funktsiooni korral

g | Q0
FX(+00) - YjjL-00) =Y2 pn =21 2~M=1 »
n=1 n=1

seega on meil tegemist jaotusfunktsiooniga, kui me vaid loeme
Fx(00) = 0 .



Kuna sirgel on mitteloenduv hulk punkte, siis on jao-
tusfunktsiooni pidevuspunktide hulk mitteloenduv ja seega
ka kdikjal tihe.

3. Jaotuafunktsiooni lahutus.

Olgu meil antud jaotusfunktsioon Fj(x) = F(X) =

Defineerime tema hipete funktsiooni PoC
X, *<X
Naeme, et hiipete funktsioonil on jargmised omadused:

*  lim ?2d(x) = O; lim F,(x) = YH

2" Fd(xX) on mittekahanev;
3* ~(x) on vasakult pidev:
GO0 TROD Sy S
Funktsiooni F , mis rahuldab tingimusi 1° - 31. ni-
metame Gldistatud jaotusfunktsiooniks. Uldistatud jaotus-
funktsioon madarab ruumis R md6du, mis ei tarvitse olla
tdendosusmddt. Funktsioon F~ on UGldistatud jaotusfunkt-
sioon. (Miks?) Funktsiooniga F” maaratud méddu tahistame
sumboliga
Pd [a,b) = Fd(b) - Fd(a) ,
Pa(B) = li* Pd(@) .
X

oo
Vaatleme nidd vahet F(X) - ?2d(X) = IT(X) .
Osutub, et



2* FA(xX) on mittekahanev:

kuna F(b) - F(a iga a ja b kor-
aAx kb (b) - F(@) g J
ral, siis
Fc(x2) - Pc(x1) = F(x2) - F(x" - ﬂ P@o

- X< Xp
iga x"< x2 korral.

3* Fc on pidev (kdik funktsiooni F(x) katkevusko-
had on eraldatud). Siit jareldub, et Fc on Uht-
lasi ka vasakult pidev, seega on F_ Uldistatud

jaotusfunktsioon. Ka Fc mdarab ruumis R mdddu:
Pc [a,b) = Fc(b) - Fc(a)

Néeme, et iga juhusliku muutuja jaotusfunktsioon on esi-
tatav kahe Gldistatud jaotusfunktsiooni summana:
F(x) = Fc(x) + Fd(X) ,
neist esimene on pidev, teine aga treppfunktsioon.
Juhul, Kkui
Fc(x) a0 ,
kehtib samasus
F(xX) = Fd(X)
ning meil on tegemist diskreetse juhusliku suurusega (juhus-
lik suurus on liht- vdi elementaarfunktsioon s6ltuvalt sel-
lest, kas katkevuspunktide arv on 1dplik v6i Idpmatu).
Juhul, kui
Fd(X) no ,
kehtib samasus
F(x) = Pc(®)
ning meil on tegemist juhusliku suurusega, mille iga vaartuee

tdenadosus on null.
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Vaatleme mdotu méotuvas ruumis (R,JZ?y*<).
Lebesgue®i teoreemi kohaselt on see mdodt esitatav kahe mdo-
Q.U summana selles ruumis, kusjuures ks neist mddtudest on
N-pidev, teine aga y6<-singulaarne. T&histame need m&ddud
vastavalt sumbolitega Pa ja P , e. t.

PC(B) = Pa(B) + PS(B)
iga BES$ , s. t. Boreli mGttes m6otuva hulga korral.

Mootudel P4 ja Pg eksisteerivad omakorda esitused
ruumis B j need on uldistatud jaotusfunktsioonid, misa on
vastavalt defineeritud seosega (1) ja (2) mddotude Pa ja
Pg abil. Tahistame need Uldistatud jaotusfunktsioonid sum-

bolitega
Fa(x) Ja Fg(9)

Teoreem 1. Olgu Pa/**-pidev m6ot. Siis on mdddu Pa
esitus 5%(x) , mis on md&ratud seostega (1) ja (2), abso-

luutselt pidev funktsioon.
Toestus. Meenutame, et funktsiooni F(x) nimetatakse abso-

luutselt pidevaks, kui iga positiivse arvu S. jaoks eksis-
teerib selline arv 5 , et iga naturaalarvu n ja suvalise
Uhisosata ldikude slsteemi “a’b” ,..., [a”Db] korral
flcgl | *(V ““F(ak)|<£ , kui i]s'l'I (bf a. )< (& b .
T6epoolest, tdhistame I6ikude susteemi [J (a ,b.j =B€$
(s. o. Boreli méttes mbdtuv hulk). Siis on = Y
gl VvV -w I =V B>*C(Vi)
ja vaite Oigsus jareldub vahetult mdddu R ~pidevusest.
Seega saame suvalise jaotusfunktsiooni F(x) esitada
kolme Uldistatud jaotusfunktsiooni summana:
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F(xX) » Fa(x) + Ps(x) + ~dCx) ,

kusjuures esimene jaotusfunktsiooni komponent on absoluut-
selt pidev, teine - singulaarne ja kolmas treppfunktsioon.

Analutsime lahemalt veel jaotusfunktsiooni singulaarset
komponenti. Teatavasti jareldub m6dtude Ps jayW singulaar-
susest, et leidub hulk RB nii, et yC¥1) =0 » kus P,
vOib omandada nullist erinevaid vaartusi, kuna Glejdanud hul-
gal R\R, on Pg null. Nimetame seda hulka R Uldista-
tud jaotusfunktsiooni Fs(x) kasvupunktlde hulgaks.

Seega on funktsioon FR(x) peaaegu kdikjal konstantne,
muutudes (kasvades) Ulksnes hulgal m6dduga null. Sealjuures
on ta aga pidev.

Skemaatiliselt vdiks jaotusfunktsiooni Fj(x) jJa ta
komponente kujutada jargmiselt (vt. joonis 65)» tuleb markida,

&<*>

Joon. 65*
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et komponenti Fg(x) illustreerida pole vdimalik; punktid

ja XjJ , kus funktsiooni Fx(x) puutuja on vertikaal-
ne, on funktsiooni FRB(x) kasvupunktid, kuid selleks, et
Cg(x) §Q , on tarvis, et selliseid (diskreetselt asetse-

vaid) punkte oleks ldpmata palju.

4. Tdenaosuse tihedus.

Eriti suurt praktilist huvi pakub jaotusfunktsioonide
korral olukord, Kkui
Fd(x) 2 0 *
F(x) = Fa(x) ,
s. t. jaotusfunktsioon on absoluutselt pidev. Niisugust ju-
huslikku suurust nimetatakse sageli pidevaks. Sel korral ek-

sisteerib jaotusfunktsioonil tuletis

«X) =
ning me sasime jaotuse esitada mitte Stieltjesi, vaid Lebesgue*!

integraalina:

b b
Pz [ab) = | dFx () = J Fx(0dx . @)
a a

Jaotusfunktsiooni tuletist (kui see eksisteerib), nime-
tatakse juhusliku suuruse tdendosuse tiheduseks (tihedusfunkt-
siooniks). Kui me rd&dgime konkreetsest juhuslikust suurusest
X(co) , tadhistame tema tdendosuse tiheduse sumboliga fj(x),
seega

*1<*> = § .

Olgu mérgitud, et tdendosuse tiheduse eksisteerimine tu-
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leneb Radon-Nikodymi teoreemist: yCC-pidev mddt Px on esi-
tatav teatava funktsiooni f(x) mé&dramatu integraalina:

PX(A) = J f(x)/x(dx)

Siin me t&histame ruumi R elementi tavakohaselt simboli-
ga x ; juhul, kui dx on vahemik reaalteljel, on Lebesgue®i
BOOdu definitsiooni kohaselt yf<(dx) = dx , seega saame va-
lemist (3) mdnevdrra uldisema valemi, mis kehtib mistahes
Boreli mottes médtuva hulga A korral, muidugi ka seosega
(3) toodud erijuhul, kui A= [a,b) e Jaotusfunktsiooni di-
ferentseeruvus vaadeldaval juhul jareldub ka tema absoluut-
sest pidevusest,

Tihedusfunktsioonil on jargmised olulised omadused:

1< fxxX)>0, x6R ;

oo

2< [/ tx(x)dx =1

- 00

Esimene omadus jareldub jaotusfunktsiooni monotoonsusest;
teise omaduse tdestamisel kasutame seost (3) juhul [a,b> =
= (-0&,00) =R , ning asjaolu, et jaotus Px on tdenéo-

susmddt (vt, joonis 66).
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5. Kvantillid.

Mitmesuguste praktiliste probleemide lahendamisel pa-
kub huvi _iaotusfunktsiooni poédrdfunktsioon. s. t. tuleb lei-
da vorrandi

Px(x) =p
lahend x , kus 04 p~"N |

Kui selline Uheselt mdaratud lahend Xp eksisteerib,
siis nimetatakse seda vaartust juhusliku suuruse X p-kvan-
tiiliks.

Ilmselt on kvantiili eksisteerimiseks piisav, et 3 (X)
on piirkonnas EQ =jx : 0< ~(x) < 1l rangelt monotoon-
ne, ammugi siis, et tdendosuse tihedus eksisteerib iga z
vaartuse korral ja on alati nullist erinev.

Antud konkreetse p jaoks on kvantiili eksisteerimi-
seks tarvilik ja piisav, et eksisteerib vahemik (Xp ,Xp )
nii, et pr< p< p2 ja on vahemikus (Xp , Xp ) ran-
gelt monotoonne.

Kasutades kvantiili jaoks definitsiooni

Xp * inf (X : Fx(X) =p) ,
vdime kvantiilid mdarata igale juhuslikule suurusele.
Arilist huvi pakuvad méningad konkreetsed kvantiilid:
Xl-kvantiili nimetatakse mediaaniks;

ja ~-kvantiile nimetatakse vastavalt alumiseks ja
Ulemiseks kvantiiliks;

ja ~-kvantiile nimetatakse vastavalt alumiseks ja
ulemiseks sekstiiliks;
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1
Tflj-kvantiili nimetatakse detsiiliks.

IImselt iseloomustab vahe - x ™ teatud maaral ju-

husliku suuruse vaartuste hajuvus%; mid; suurem nimetatud

vahe on, seda hajuvamad on juhusliku suuruse vaartused (ul-
diselt). Seetdttu kasutatakse seda vahet mdnikord matemaati-
lises statistikas juhusliku suuruse hajuvuse iseloomustami-

seks.
6. Jaotusfunktsioonide _jada koonduvus.

Koonduvuse mbisteid, mida me kasutame jaotusfuriktsioo-
nide jada korral, on v@imalik defineerida ka ulatuslikumas
funktsioonide klassis. Olgu selleks td8kestatud monotoon-
selt kasvavate funktsioonide F (x) klass 5™ kus f(R-«fi).
Selliste funktsioonide hulka kuuluvad tGldistatud jaotus-
funktsioonid, viimaste erijuhtudena ka jaotusfunktsioonid.

Margime, et iga funktsioon F(x)€””"mddrab Uheselt
tldistatud jaotusfunktsiooni F*(x). Tdepoolest, olgu

lim F(x) = K ja funktsioon F(x) katkegu punktides
xA(i;f?Z,...) . Defineerime funktsiooni F*(x) seostega:
F*(X) = F(xX) - K, X dx_ ,

1
F*(x.) = lim F(xi) -K , i=1,2f...
1 4

c(F)
Saadud funktsioon F*(x) osutub vasakult pidevaks,
lim F*X) =0 ning ta kuulub koos funktsiooniga F(x)
klassi'* P, ja on seega Uldistatud jaotusfunktsioon.

Nimetame hulka C(F) e. H funktsiooni F(x) pidevus-
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punktide hulgake, kui F(x) on pidev alati, kui x G C(F) .

Vaatleme funktsioonide F~Cz) hulka, Ff(x)e 'F ning
funktsiooni F(X)€ &

Ue ltleme, et funktsioonide jada F~Cx) (k=1,2,...)
koondub nérgalt funktsiooniks F(x) , kui see jada koondub
funktsiooniks P(x) hulgal C(F) . See tdhendab, et iga
punkti x*€ C(F) korral on reaalarvude jada

FL(x*), F2(x*),...,Fn(x*), ...
koonduv reaalarvuks F(x*)

Osutub, et funktsioonide jada ndrgaks koonduvuseks on
piisav ka selle funktsioonide jada koonduvus mingil hulgal D,
mis on ruumis B kd&ikjal pidev.

Erijuhul, kui funktsioonide jada koosneb jaotusfunktsi-
oonidest FjJ~(x) (.21,2,...) ning ka piirvaartuseks on jao-
tusfunktsioon Fj(x), Utleme, et jaotusfunktsioonide jada
Fj~(x) koondub ndrgalt jaotusfunktsiooniks Fj(x) =

Osutub, et siinjuures on tarvis eriti nduda, et ka piir-
funktsioon F(x) oleks jaotusfunktsioon: nimelt vdib esine-
da jaotusfunktsioonide FIn(x) nérgalt koonduv jada, mille
piirfunktsioon F(x) ei ole jaotusfunktsioon. Veendume sel-
les néite abil:

Defineerime jaotusfunktsioonid FIk(x) seosega:

0, x&-n,
FA(x) =-\N,-n<x4n,
1, x>n .

On lihtne kontrollida, et kdik sellised funktsioonid on
jaotusfunktsioonid: nad on vasakult monotoonsed, mittekaha-
nevad ja li» F~ =0, 1THmn F, X =1

|

X —* —o00 i X —+oo0 "SI
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IImselt on sellise jada piirfunktsiooniks funktsioon
F(xX) =\, x€(-<», 00) ,
mis aga pole jaotusfunktsioon, sest ta piirvaartusteks on
2 nii juhul x -4 +o00 kui ka juhul x
Kontrollime, kas meil on tegemist ndrga koonduvusega.
lImselt C(F) = R , seega peaks koondumine aset leidma iga
reaalarvu x € R korral. Valime mingi arvu x<€ R . Sils

leidub kindlasti naturaalarv n< nii, et

X<€ [- no» V" " t" no+ 1*¥a0 - 1) *

Jadaks FY =), FT (x=),--.

on vaadeldaval juhul, kui xQ< O , jada

1
& _ o 9FZ Foex o«
i i n< -1
kui aga x > 0 , jada:
E» M» L, L0 o » ol 1 Fx

ne-
lImselt on mdlemal juhul saadud reaalarvude jadad koonduvad

ja meil on tegemist nérga koonduvusega.
Selleks, et garanteerida jaotusfufiktsioonide jada koon-

duvus jaotusfunktsiooniks, tuleb meil nbuda veel tingimuste:

lim 1?2 (-0-0) = F-"C-00), lim 2y (m@) = %(+ (@)
n -»00 tl n —»00 n

taidetust.

Norka koonduvust, mille korral on tdidetud tingimused
(4), nimetatakse tdieliknk« koonduvuseks. Taielikult koondu-
va jaotusfunktsioonide jada piirvaartuseks on alati jaotus-

funktsioon.
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7* Hellv teoreemid.

Esitame siin veel mdningad edaspidiseks vajalikud teo-
reemid juhuslike suuruste jaotusfuoktsioonide koonduvuse
kohta.

Teoreem 2 (Helly teoreem). Kui leidub I6pmatu hulk
funktsioone F~ (x)6 & ning mingi I6plik konstant < nii,
et KkC iga oC korral, siis leidub sellesse hulka
kuuluvate funktsioonide jada Fn(x) , mis koondub ndrgalt
mingiks plirfunktsiooniks F(Xx)« F

Tdestus. Olgu D mingi hulgal E kd&ikjal tihe loen-
duv punktihulk, D =~x" , i€ . Arvuhulk | x™MJ ,

s. t. koigi funktsioonide & vaartuste hulk kohal x* ,
on meie eelduse kohaselt tdkestatud, jarelikult leidub selle
elementidest koosnev koonduv arvujada " 1i”Xi)
(a=1,2,...) , mille piirvadartuse téhistame simboliga
FG@ED -
Jin_ = F 0l -

Vaatleme niiud jadasse F ~  kuuluvaid funktsioone kohal x2.
Ka arvujada F on tokestatud, seega leidub tal kind-
lasti koonduv osajada * , mille piirvaartuse tahis-
tame sumboliga F (x2) . Saame niud:

i[ﬂgo F2i(x1) = F(x™) , iIEEL» F2i(xg) = F(x2) .
Siinjuures kehtib esimene seostest sellepdrast, et jada F2"W
on punktis X/) koonduva jada F~”") osajada.

Olgu meil leitud hulga F” (x) elementidest koosnev

jada 2?4 (<) nii, et
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Moodustame siis jada PH (x*+") ning eraldame sellest koon-
duva osajada ~+1 jiMk+l ™ » @ille piirvddrtuse téhistame
sumboliga PO<") . Saadud funktsioonide jadal <)
on omadus:

iIimee>F/\./i*iCx3‘) = P(xj) g =1,2,...,k+1)
Jatkame jadade FkiCx) (i=1,2,...) valjavalimist, K-*00
ning moodustame seejarel nn. diagonaal jada F.~(x)
(i=1,2,...) = Osutub, et

, lim PACxj) =F(xd) (g =1,2,...) . )
Tﬁepoolest,/?ikseerime mingi suvalise punkti Xx_.«D e Dia-
gonaaljada F~(x) kdik elemendid alates j-ndast kuuluvad
jJadasse F~(x)]j seetdottu koondub see jada punktis x~ vaar-
tuseks F(xJ) ning kehtib seos (5)

Sellega on hulgal D defineeritud funktsioon F(x)
seosega (5). Et jada F~Cx) elemendid on Uhtlaselt tokes-
tatud, on ka F(x) tokestatud; samuti jareldub sellest, et
kdik funktsioonid F~Cx) on mittekahanevad, ka funktsioo-
ni  F(x) mittekahanevus. (Tdestada iseseisvalt!)

Et hulk d on hulgal R kdikjal tihe, saame funktsi-
ooni F(x) jJatkata ruumis & seosega

FOxX) = lim PG ©)
X+— X

xj€ D
iga x€ R jaoks. Ea seosega (6) defineeritud funktsioon

F(X) (x€ H) on tokestatud ja mittekahanev. (Naidata se-
dal) Sellega ongi Eelly teoreem tdestatud.



Teoreem 3 (Helly-Bray teoreem). Kui funktsioonide
Jada F,,(x) , F2(X), eee* koondub ndrgalt funkt-
"-ooniks F(x) , siis koongub iga pideva funktsiooni g(H »f)

korral integraalide jada ( g(X)dF (x) integraaliks
b

J g()dF(X) , kui vaid a,b 6 <(?)

a
Toestus. Olgu antud suvaline arv £ >0 . Naitame,
et leidub indeks N(£ ) nii, et
b b
J g(x)dPn(x) - j g(X)dF(x)U £
la a

iga n >N(<£ ) Kkorral.
Funktsiooni g(x) pidevuse tOtrfou I18igul [a,bl on ta

tokestatud, ja leidub konstant G , mis rahuldab vdrdust:
max J9(x)) = G .
L AT §900)

Jaotame niid 10igu [a,b] osalGikudeks [x*, x*+/j]
(G =0,,...,m-1) nii, et igas osalOigus kehtiks vdrratus

[a(xX) - g(xB] < ~ Gtx<x1+1l, 1 =0,1,...,m-1) .
Seda on voimalik teha funktsiooni g(x) pidevuse tottu,
tldsust kitsendamata vGime jaotuspunktid x* valida nii,
et nad kuuluvad hulka (™) . Defineerime treppfunktsioo-
ni g™ (x) jargnevalt:

9f ) = g(xj) , (£ x x*, 5 i =0,1,...,m-1).
Ilmselt on igal osalOigul Oige ka seos

le(x) - g£ )< 1 C«4iSh)

Funktsioonide jada F~(x) koonduvust kasutades valime in-
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deksi N(£ ) niif et
[Fn(xi) - FCH)I < (=0,1 e,m-1) ,
kui n> N(£) .

Hindame niud vahet

b b B b
159COdPn (x) - 1g(x)dP(x) ™ JFg(x)dP(x) - QdP(xy  *
a a a a
b b b
+ 1JgE (X)dP(x) - Jg™ (X)dFn(X)| + fjst (xX)dPu(x) -
a
b .
- Jg(x)ydPn ()|,
a

hinnates selleks lkshaaval parempoolse avaldise liidetavaids

b b
ﬁ 000d129) - J g° ORI jg(x) -

a a a

- g€ (0 dP(x)4 (P(b) - P(@)4 -y ;

b b b
11 S£ <3 gQdPn(J™ | 19™ O -
a a a

- g(i)]arn(x)4-4- (pn<b> -V a))™ 4" e

Teise liidetava hindamisel kasutame aga vOoimalust trepp-
funktsiooni integreerimiseks, jaotades integreerimispiir-

konna funktsiooni konstantsuse piirkondade summaks:

b b
1J of (x)ar(x) - Je, U)®nu)] -

a e

=15 4 (F>»(*> - N 0]6r >omKX) =



11 11 41

STIT - F(x3HJ - 23 sCxi)IPn(xi+l)-PU(xi)JI<
i=0 i=0
m-1
z H  s(*i>n*i+l) -V xi+idl o+
i=o
m-1
oyt gCi)IFCE) - 280 MW =~T »
i=0

Tulemusi kokku vottes saame:
= b

1 g0)dPn(x) - j.g(x)dP(x)|< + -y + -y =<£ , kui n>N(£)
a a

ja sellega ongi Helly-Bray teoreem tdestatud.

Teoreem 4 (Helly-Bray Uldistatud teoreem). Kui funkt-
sioonide jada PMN(), F2(X),..., FA(x)6 9 koondub taieli-
kult funktsiooniks F(x) , siis koondub iga pideva ja tokes-
tatud funktsiooni g(R -»R) kog;al integraalide
Jg(x)an(x) jada integraaliks J g(x)dF(x)

00
Toestus* Olgu <> 0 suvaline arv. Tahistame

G

su I .
SUR n s[€9)

Funktsioonide jada F~(x) téielikust koonduvusest ja-
reldub, et kehtivad vordused:

lim F (-o00) = F(-00) , lim F (+00) =P(+00) ,
n —»00 n -roo

seega on meil voimalik valida nii suured arvud A ja
et

IFn(x) - F(X) I< , kui x<-A, n> A

ning B ja N2 nii, et
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IV*> - *(x)/<4s » fc* x>B e n>N «
Uldsust kitsendamata vbime eeldada, et -AB€ c(F) . Hinda-

me nidd vahet n

J J*g()dFn(x) - /g(xX)dF(X)| ,
-00
jaotades integreerimispijirkonna punktide -A ja B abil
osadeks ning hinnates integraalide vahet neis osades.
-A -A -
iJg00dPn0 - 3 geOdP()J= 19(-A)Fu(-A)-g(-00)Fn (-0%) -
-00 -00

- 9(-A)F(- /1) + g(-00)F(_00)|< jg(-A)I I (-A)-F(C-A) | +

+ Jg(- OO)I .]:n(_0‘3 “F(— qu’\ 2G -or = -,

kui n > N. ; analoogiliselt ka
1 00
|\] g(x)dFn () —J g(xX)dF(x)U -y ,
B B

kui n>N2 . Helly-Bray teoreemi p6hjal on aga vOimalik
valida vastavalt arvudele -A, B ja wmy indeks N* = N(-y)
nii, et
B B

| J 90)dFn<x) - [ g0OdFCO14 -y , kui n >N~

"-A -A
Valides nitdd N(£) = max (N~jNp,~ egi seose:
alides ni (0)0 mx(J%pJ) saamegi seos

I \] g(x)dFn (%) -\] g(x)dF(x)JI<E ,
0

-00 O
kui n> N(£) , Ja Helly-Bray Uldistatud teoreem on tdes-

tatud.
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8. Juhuslike suuruste koonduvus.

Jaotusfunktsiooni kui juhusliku suuruse karakteristiku
hindamisel on pdhilise téhtsusega kisimuseks tema pidevus.

s. t. kisimus, kas juhuslike muutujate jada (mingist) koon-
duvusest jareldub ka vastavate jaotusfunktsioonide jada (min-
gi) koonduvus ning vastupidi. Osutub, et sellisel viisil on
omavahel seotud juhuslike muutujate jada koonduvus tdendosu-
se jargi ja vastavate jaotusfunktsioonide jada taielik koon-
duvus. Kehtib nimelt jargmine teoreem:

Teoreem 5. Kui juhuslike suuruste jada Xn(cJ) koon-
dub tdendosuse jargi juhuslikuks suuruseks X(co) , siis
koondub vastavate jaotusfunktsioonide jada FIn(x) taieli-
kult jaotusfunktsiooniks F~(x)

Toestus. Naitame kdigepealt, et koonduvus esineb hul-
gal C(F) . Vvalime mingid punktid x,x" € C(F)

Siis

, X"< X .

Fx(x") = P(X < x%)
Fi"x) = P(Xn< x)

Kuid sltndmus | CJ : X < x*J on esitatav slindmuste sum-

mana: Jjco: X< x" , Xn< xj (JJcj : X< x* ,
XNn< - x> i - x'}

Kasutame siin esimese liidetava korral ilmset seost:

AB C B. Teise liidetava puhul aga ndeme, et vlrratustest

X< x" ja Xn>- x jareldub vérratus Xi- X> Xx - X"

ammugi siis | - xj*><- x" , jarelikult on ka silindmuste
{o> : X< x“,Xn> xj ja - x|>x - x"J vahel
sisalduvusseos.
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Saadud sisalduvusseosest jareldub vOrratus tdendosuste
vahel :

Co I X< x"j~ plco : Xn< xj + pfco @ X< x* , Xn> Xxj ;
(vaadeldavad sindmused on Uksteist valistavad, seega saame
kasutada tdendosuse aditiivsust). Kasutades viimast sisaldu-
vusseost, saame vOrratuse
p{" : X< x"JMpla> :Xn< xj +pfoo:] - x]>x - x"j-.
Jaotusfunktsiooni definitsiooni pdhjal saame vOrratuse
kirjutada kujul
FX(X"KFA(x) + p(co 2 1XQ - X|>x - x"] ,
iga Xn korral. Seega ka
Fx(x")< Lim inf F~Ax) + p{c*>:jxn- x|>x - x 7}
Kuna juhuslike suuruste jada X~ koondub tdendosuse
jargi juhuslikuks suuruseks X , siis iga x"< x Kkorral
lim P{cj :Ix - x]™> -x"[ -0,
n -+00
niisiis
Fx(x*)~ 1i® inf Fx (x) ,
o n —»o00 n
kui vaid x" < x
Teiselt poolt saame analoogilise méttekaigu tulemuse-
na:
FAX) =plcj - XN xj = p{u> Xmx,X<x**J+ p{a>: Xn< x ,
X>x"JAFEx(x™) + P{c0 : |xn - x| >x" - Xj,

millest jareldub, et



Et iga x vdaartuse korral
lim inf F x)N lim su Fy (x ,
n -*00 yr§ ) M4 P %$ )
siis saame ahelvOrratuse:
lim inf Fx (X) < Llim sup Fy (X) 4 Px(x")

n -><x3 n n —»oo0
Valime nidd punktide jadad x£ 6 C(F) , xJ ¥x, x-"<X,
ja Xj| € C(F), x£ - x, x£ > x; siis

FXAX ™ = X0 " FX A e
Iim  Fx(X™) = Fx(xt0) = Fx(x) ,

sest ka x 6 C(F) . Seega saame piiril oma vOrratuse aarmis-

te lilide vorduse, kust jareldub ka vordus ,
lim inf Fy (X) = 2x() ,
r -+ 00 L

lim sup Fx (X) = Fx(X) ,
n —>oe |

millega ongi tdestatud jada PIn(x) koonduvus punktis x .
Et x oli meelevaldne punkt hulgast C(F) , jareldub siit
jada Fy (x) nork koonduvus.

Taieliku koonduvuse tdestamiseks oleks meil tarvis veel
nididata, et kehtivad seosed:

nIim Fy (00) = Fy(-<?) , lim Fy (oo ) = Fy(o0 ) .

St FAM(x) Ja Ex(X) on jaotusfunktsioonid, siis tdepoo-
lest
*v (=) =Fx(*0 =1, F~(<») = Fx(-00) =0 ,

seega on ka

lim Fy_(oo) =1 , lim FA (-00) = 0
n- <='S n —roo "n
ninis teoreen on tdestatud.
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9. Uhine Jaotusfunktsioon.

Vaatleme juhuslikku vektorit £=(3%,...,XQ) (»Q-»Rn) .
Juhuslikku vektorit iseloomustab tema jaotus B”~(A), AC Rn ,
s. 0. juhusliku vektori komponentide thine jao-
tus. Juhusliku vektori jaotuse esituse saame defineerida
funktsioonina Ff (E* R) , mida nimetatakse komponenti-
de X4,-..,XQ Uhiseks jaotusfunktsiooniks.

Jaotusfunktsiooni defineerime jaotusena lahtiste 10p-
matute risttahukate klassil:

FA(XLF...,*n)

X (-00#x2) X ... x(-o0fXnJ =

P{CJ : XL (W)<x1,..., Xn(co)< XxQj -

Naitamiseks, et tegemist on juhuslike suuruste X~ t...
-.»Xn0, Uhise jaotusfunktsiooniga, kasutame ménikord ka kir-
jJutusviisi:

PXN. eee XN *

On lihtne ndidata, et juhusliku vektori jaotusfunktsi-

oonil on Gldiselt samad omadused mis juhusliku suuruse jao-

tusfunktsioonil, nimelt:

1= Fn ,---»") on iga oma argumendi suhtes
mittekahanev;
= - Q .
2= FT eee ) x.,...,.ﬂ) on iga oma argumendi suhtes
vasakult pidev.
3 Iim F X/\-’___ »X/\ - H R - 1
X’\j’\0®, eens N_>00 y i Wn( ) p_l( )

)Q-A<)()

n
4 lim F¥(». %_I(xlgl,___»%_)—PKJ;Ia;Ii\Go’%»%)xO):Q
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s. a risttahukas, mille ks tahk (i-ndale koordinaadile vas-
tav) on tilhihulk, seega on, vastavalt risttahuka m03du defi-

nitsioonile, sellise risttahuka téendosus O .

5= lim Fy Y (X, ,...,at) >K
xip &*xij?

= IR R TR =W o2 =

| |1 | In—k O(_?l«».“»x_%)-k) t

nagu jareldub tbendosusmdddu kooskdla omadusest. Valides k=

=n -1 , saame Uhisest jaotusfunktsioonist tuletada ka vek-

tori komponentide X~ jJaotusfunktsioonid:
n
(x) s Fv V (0o0,..., «n = P2((- 02,9 M R-i)
1 NN = drr=2 T 1 s ow jS

Vastavalt definitsioonile saame:

IN(A) =/ dF (X)),
A *

kus integraali tuleb arvutada n-kordsena. Olgu mdrgitud, et
selle seose jargi on isegi risttahukate tdendosuse arvutami-

ne killaltki tilikas:

[bi»ai™)y = / ... | dF™ X1»*, *xn-1,x =
M [pi»ai>
= ) adrixxntbny - D AP (XL,
n-1r n=1r
n
= Fj(b”,... ,bn) - »EFF pi-lrai*Ni+ Ly* FEFAQN 4 e !
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+ (-Dk YZ. Ff Y| au 1 eee
( )(i =+ NACbXI xn-k 31 Jk)

eee mm(-A) Fj(an,...,a") .

On ilmne, et iga risttahuka tbéendosus peab olema mitte-
negatiivne. Selle asjaolu garanteerib tdendosusmdddu koosko-
la.

Analoogiliselt juhusliku suuruse jaotusfunktsiooniga on
ka juhusliku vektori jaotusfunktsiooni vdimalik lahutada kat-
kevaks, singulaarseks ja absoluutselt pidevaks komponendiks
(uldjuhul sisaldab see kdiki kolme komponenti). Juhul, kui
jaotusfunktsioon on (kdigi oma argumentide suhtes) absoluut-

selt pidev, siis eksisteerib tal tdendosuse tihedus:

*loo.oV* i ..., V *Or, ..... 24a1
Sel juhul
JAPj ) = j fj (Ddx =J . JfF~, oo fXn(xL, *.,xn)dxl**_.
A A A

IImselt alati

J fJ OQdE =J __..JFx1,...,Xn&X1»*ee»xn)dx1»***»dxn"1l *
R -00 -00

10. SGltumatute komponentidega vektori .jaotusfunktsioon.

Vaatleme soOltumatute komponentidega vektorit
? = (XN, XN .
Et juhusliku vektori X jaotus risttahukatel avaldub korru-

tisena:
Pf (A) = PT (_I‘I1 [a~b~s P(cj:Xl(cj)€ [al,bl),...,Xn(co)e
1=
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siis jareldame siit, et vottes vaatluse alla l0pmatud rist-
tahukad

saame
4

Seega: soOltumatute komponentidega juhusliku vektori jao-
tusfunktsioon vordub selle vektori komponentide jaotusfunkt-
sioonide korrutisega.

Diferentseerimisel nédeme, et absoluutselt pideva jaotus-
funktsiooniga soltumatute komponentidega juhusliku vektori
tdendosuse tihedus vordub selle vektori komponentide tden&o-

suse tiheduste korrutisega.
4 (X1

Selletdttu on sdltumatute komponentidega juhusliku vek-
toriga oluliselt lihtsam opereerida kui sdltuvate komponen-
tidega juhusliku vektoriga ning sellepédrast klassikaline tde-

ndosusteooria kadsitlebki eeskatt s6ltumatuid juhuslikke suu-

rusi.

11. Juhusliku vektori funktsiooni .Jaotusfunktsioon.

Olgu meil defineeritud ruum (£2, C, P) ning juhuslik
vektor it= (X*,... ,*>(£2 »Rn) . Olgu g mingi n muutuja
k-dimensionaalne funktsioon g(Xj,...»<a) = f YY)



Siis juhuslik vektor Y = (Y1f._..,Yk) = gC™,...,")
on maaratud juhusliku vektoriga
Erilist praktilist huvi pakub olukord, kus Y on (he-
dimensionaalne juhuslik vektor, s. t., juhuslik suurus.
Juhusliku suuruse Y jaotuse saame (vt. ka 2.5) aval-

dada seosega
Py(A) = I1£(g-1 (A)) , kui A€ R, g"l(A)E€ RU .
Seega
Fy(x) - Py(-o»,x) =r*g (<<K) .

aga samuti juhusliku vektori (Y?,...,Yk) korral

K K
PAXA,... XQ) = PYyArAC-00jX~) = INCgACAC-00jX ")

Kasutades vektori X jaotusfunktsiooni, saame viimati
saadud seoseid esitada ka kujul:
PY(X) = J dPj
g-1 (-o0c,x)

XTI I
g"1(.1 (-, xi)),
i=l 1

kus integraali vaadeldakse n-dimensionaalsena.
12. Kahe juhusliku suuruse summa Jaotusfunktsioon.

Vaatleme niud lihtsat erijuhtu: olgu n = 2, k=1,
g(xl ,x2) = x1 + x2 .
Siis ¢g-1¢-=°=%) = (-00»"|; -00,x-x"), -o00< Xy< o0 ,

kus x~ vOib omandada mistahes véartused (vt. joonis 67).



Seega

Fy(x) = J* =

o j )
-00 -

Erijuhul, Kkui ja ~ on soltumatud, kehtivad seo-
sed
fxli2(Xi»x2) = *
Ja
Saame siis

Joon. 67.



13* Jaotusfunktsioonide konvolutsioon.

Séltumatute juhuslike suuruste X" ja X2 korral keh-
tivad, nagu nagime, jargnevad seosed:

Kui
Y = X1 + X, .

siis
Fy() = J FACx—xA)dFAA

Seega on meil defineeritud Uhtlasi teatav operatsioon
jaotusfunktsioonide klassis: jaotusfunktsioonide paarile
PX ja F¥2 seatakse vastavusse nendega iheselt maaratud
jaotusfunktsioon Fy < Sellisel viisil defineeritud operat-
siooni nimetatakse jaotusfunktsioonide konvolutsiooniks.

Jaotusfunktsioonide konvolutsiooni operatsiooni téhis-
tatakse sumboliga *:

Konvolutsioonil on jargnevad omadused:
1= FT * FT s FT * FT (kommutatiivsus)
*1 *2 *2 *1
TOestamiseks margime, et X+ Xg = X2 + » 8eeba

2Y(X) =X FA (X"X2)d?X2(x2) -
niisiis on X ja X2 osad vahetatud.

Olgu mérgitud, et juhul, kui meil on 3 juhuslikku suu-
rust X~, Xg ja X, kusjuures X~ on summast + X2 sol-
tumatu, saame defineerida ka summa

Y = XM+ Xg + X3 = (4 + + 1]
ning siis
FY = * % = (?11  ?X2* * ?X3*
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Kehtib ka konvolutsiooni assotsiatiivsus:
2= <V FXx2}*Px3 = CFX2* FX3) = FXA*FX2FFX3-
Viimane tulemus jareldub juhuslike suuruste summa as-

sotsiatiivsuseste
Saajne defineerida ka n Juhusliku suuruse Z! ...."

jJaotusfunktsiooni konvolutsiooni
1 #RY T #T D

kui vaid igaljuhuslik suurus X; on sdltumatu juhuslikust

suurusest Y2 .
i=l
IImselt avaldub see konvolutsioon (n-"kordse integree-
rimise tulemusena.
Juhul, kui juhuslikel suurustel X" ja X2 eksistee-

rivad tdendosuse tiheggsed, saame:

= { PX002 X »
ja diferentseerimisel x jargi:
00
fyY(x) = J x (x=x1)fx (x)dxl . )
00 A

Naeme, et piisab juba sellest, et lUhel juhuslikest suu-
rustest X" ja X2 eksisteeriks tdendosuse tihedus, sel-
leks et Fy(x) avalduks Lebesgue® (mitte Stieltjesi) inte-

graali kaudu:

Py(x) = T(-Fx"(x~xv,)fx QeI*n = ]-Fx (X=X (x)dx2
2 1 N; N 2
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14. Simpson! _laotus.

Naitena vaatleme juhusliku suuruse Y = + Xg jao-
tust, kus XM~ U(a,b), X2- U(a,b), s. t. juhuslikud suu-

rused X" ja X2 on séltumatud ja Uhesuguse jaotusega,

milleks on Uhtlane jaotus parameetritega a ja b . Siis
/0, x 6]a,b], J 0, XxE£I[a,b],
T X) =< T () =J
1 ui, X €bb]; 2 U,xef[a,b].
IImselt peab olema
| 0, x” 2a,
fy(x) = \
{0, x~2b

Leiame nuud fy(x) x vaartuste jaoks vahemikus [2a, 2b]

Kasutades valemit (7) saame:

00 b
Y@ =1J nof )dx.
(siin asendasime tema téhendusega).

Vaatleme nuid funktsiooni fj (x-x*) vaartusi,

| 0, xx*< a, s.at Ifj> x-
x (x-x~=3J 0, M, >b ,s. t. x1< x-b,
n tilejdédnud x~ vaartuste korral.
Seega n min(x-afb)

[ *x<x-*i>*4 J
max(a,x-b)

Kui 2a £ x< atb , siis max(a,x-b) = a, min(x-a,b) =
=x-a ; kui atbh$ x< 2b , siis max(a,x-b) = x-b,
min(x-a,b) = Db .
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Seega saame
fl() *B5 <A J = -~pP - laii 2a< x< atb

da
2 O

V() = (A ) 3~ =TTAxz » 101 a+b” x< 2 .
X-a

Kokkuvottes saame juhusliku suuruse Y t0endosuse tiheduse-

le avaldise:

0, X<?2a ,
x—2a2 , 2a™ x< atb ,
fy 00 (b-a)
yix) =
DX a4pAx< 2
(b-a)

Seega on lihtne ndha, et saime uue jaotuse, mida nimetatak-
se Simpsoni jaotuseks. Simpsoni jaotuse tdendosuse tihedust

esitab graafiliselt joonis 68.

Joon. 68.
15. Ulesandeid.

1. Kas oleks vdimalik defineerida jaotusfunktsioon ka
paremalt pidevana, sailitades tema kdik muud omadused endi-
sena? Kuidas nédeks sel juhul valja definitsioon?
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2. Missuguste omadustega funktsioon on
PCX > x) ?
P(X x) ?

3* Milline on pidevuse ja diferentseeruvuse vahekord
klassikalises analiilsis? Kas tuletise olemasolu on piisav
diferentseeruvuseks?

Vorrelda seda tulemust Radon-Nikodymi teoreemi vaitega.

4. Toestada jargmised tBendosuse tiheduse omadused:

a) fYX) >o0;
)
b) Px[a,b) = [ fx(x)dx = Fx(b) - Fx(a) .
a

Mis on teise omaduse tdhenduseks? Teha joonis, mis il-
lustreeriks omadust b)

5. Olgu X(co) nullpunkti suhtes simmeetriline juhus-
lik suurus ja olgu Fx(x) rangelt monotoonne. Missuguse seo-
se kvantiilide Xp ja ~_p vahel saame siis?

Missuguse seose kvantiilide vahel saame juhul, kui X(u>)
on punkti a suhtes summeetriline juhuslik suurus, kusjuu-
res Fx(x) on rangelt monotoonne?

6. Milleks on kvantiili definitsioonis tarvis nduda ju-
husliku suuruse X jaotusfunktsiooni ranget monotoonsust?

7. Kas diskreetsel juhuslikul suurusel eksisteerivad
kvantiilid? Kas oleks neid mingil viisil véimalik moistli-
kult defineerida?

8. Kas juhuslike suuruste jada koonduvusest peaaegu
kindlasti saab teha mingit jéreldust vastavate jaotusfunkt-

sioonide koonduvuse kohta?



9. Leida kahe juhusliku, suuruse vahe jaotusfunktsioon..
10, Olgu uhtlase jaotusega juhuslikud suurused X~ *™*
~U(0,1) (i=1,2,...,n) téaielikult sdltumatud. Leida max X.
jaotusfunktsioon ja tdendosuse tihedus. Leida min X" jao-

tusfunktsioon ja tdendosuse tihedus.

84. Momendid.

1. Juhusliku suuruse keskvaartus,

Juhusliku suuruse X iseloomustamiseks kasutatakse sa
geli selle juhusliku suuruse keskvaartust (ka ootevaartus)
EX , mis defineeritakse juhusliku suuruse X integraalina
tule kogu ruumi, kui see eksisteerib:

EX X(cd YP(dcd) . @

Erijuhul, liht- ja elementaarfunktsiooni korral langeb
keskvaartuse definitsioon Uhte elementaarsest tdéendosusteoo

riast tuttava keskvéartuse definitsiooniga:
n

n

e =E ijp (v =1 * €]
J:]_ =1
00 0]

A= Y1 XM AjA= X XjpXAX] A ®)
d=i j=i

kus

X(<0) = NIxs1A CO) ,
i 3
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ANA=0LWL 3,
L/ar = iR .

Vaadeldava integraali (1) saame esitada ka integraali-

na juhusliku suuruse vaartuste ruumis £2

£2
TOepoolest, moodustame integraali (1) defineeriva liht-

funktsioonide integraalide jada. Aga sellise integraali vdib
esitada ka kujul, mis on antud avaldises (2) kbige paremal;
selliste summade jada piirvadrtuseks on aga integraal, mis
asub seoses (4) kbéige paremal.

Tuleb markida, et I8plik keskvaartus eksisteerib vaid
juhul, kui vaadeldav juhuslik suurus X on integreeruv;
vOib esineda veel olukord, et juhuslikul suurusel on Idpma-
tu keskvadrtus EX =< vBi EXx = - 00 , dga samuti vBib ka
keskvaartus hoopiski mitte eksisteerida (juhul, kui ei eksis-
teeri vastavat integraali), eriti, kui summa (3) ei ole ab-

soluutselt koonduv, kuigi vOib koonduda tingimisi.

2. Keskvaartuse omadusi.

Keskvaadrtuse omaduste tuletamiseks saame kasutada meile
juba tuntud integraali omadusi. Siinjuures peame silmas, et
keskvaartus ei ole juhuslik suurus, vaid on konstant.

1° Ec = ¢, kus < on konstant.

Erijunui; = jsi. .
22E(X+Y) = EX + EY (tuleneb integraali distributiiv-
susest e. aditiivsusest).
- 275 -



3= E(cX) = cEX (tuleneb integraali homogeensusest).

4= Kui X >0 , siis EX> 0 (tuleneb integraali mono-

toonsusest).

52 Kui X ja Y on sO6ltumatud, siis

E(XT) = EX-EY .

Omaduse 5= tdestus:

Kasutame juhusliku suuruse XY jaoks keskvéartuse de-
finitsiooni, rakendades selleks valemit (4). Siin tuleb jao-
tuseks votta (X,Y) (dhine jaotus Pyy , mis realiseerub
ilmselt kahedimensionaalses ruumis E? ; seetdttu tuleb ka

integraali mdista kahedimensionaalsena, samuti ruumielemen-
di diferentsiaali dz = dx-dy

E(xY) = JJ xyprdz)
Et aga sOltumatute juhuslike suuruste jaotus avaldub jaotus-
te korrutisena:

PJYAL x A2A = *
Saame

E(XY) = jjxny(dx)PY(dy) = j xPx(dx)j - EXEY,

mida oligi tarvis tdestada.

3. Keskvéartuse avaldamine .jaotusfunktsiooni .jéargi.

Keskvaartuse voime avaldada ka Lebesgue-Stieltjesi in-
tegraalina, kasutades integreerimist jaotusfunktsiooni jargi
(viimane on teatavasti tokestatud variatsiooniga, seega vas-
tav integraal eksisteerib alatd). Et jaotusfunktsiooni defi-
nitsiooni kohaselt

dPx(x) = 2x(x+dx) - ?x(X) - Px(X,x+tdx) = Px(dx)
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siis saame seose (4) esitada tUhtlasi kujul:

Juhul, kui juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon on abso-

luutselt pidev, seega eksisteerib tdendosuse tihedus fY(X)=
dPx (x) *

=—- &5- , saame seosele (5) anda kuju:

(6)
mis on sobiv keskvaartuse arvutamiseks alati, kui tdendosu-
se tihedus fx(x) eksisteerib. (Vt. nditeks I, 7«6~7»9)«

4. Juhusliku suuruse funktsiooni keskvaartus.

Olgu X mingi juhuslik suurus, X(*2 -*R) ning ¢
suvaline modtuv funktsioon g(R B) . Siis on ka g(X) ju-
huslik suurus. Vaatleme, kuidas avaldub juhusliku suuruse
g(X) keskvéaartus.

Teoreem 1. Juhusliku suuruse X mddtuva funktsiooni

g(X) keskvaartus avaldub juhusliku suuruse X jaotuse kau-

du jargnevalt: <
Toestus.
a) Vaatleme erijuhtu, kus X on indikaatorfunktsioon 1z

Tema jaotus avaldub siis jargnevalt:
Px(1) = P(A) = p,
Px(0) =1 -p .

Juhusliku suuruse g(X) jaotuse leiame siis samuti:



sest g(X) saab samuti omandada ainult Micsierinevat vair-
tust: g(0) ja g(l) , mille esinemise tdendosused on vas-
tavalt 1-p ja p ; et g(X) on mdotuv, siis on ta ka

lihtfunktsioonO Kontrollime nttd seose (7) keskmist vordust:

®
thelt poolt lihtfunktsioon! integraali definitsiooni koha-
selt

g(X)P(da>) = g(1)p + 9(0)(1-p)
Teiselt poolt, kasutades vOrduse (8) paremat poolt, leiame

Jéarelikult kontrollitud vordus kehtib. Punktis 2 toodud
aruteluga analoogiline mottekdik nditab ka parempoolse vor-
duse kehtimist; vasakpoolne vdrdus jareldub aga vahetult de-
finitsiooniste

b) Olgu X [lihtfunktsioon.

Saame rakendada punktis aj tooduga samast mdttekaiku,
kus tuleb vaid juhusliku suuruse X kahe erineva véartuse
0 ja 1 asemel vaadelda juhusliku suuruse X n erinevat
vaartust Xx|,X2,..»Xa,j g(X) osutub ka sel juhul (Glimalt)
n vaartusega lihtfunktsiooniks.

c) Edasi saame teoreemi tdestada juhul, kui X on mit-
tenegatiivne mddtuv funktsioon; saame leida mittenegatiivse-
te lihtfunktsioonide mittekahaneva jada X" #X ning arvuta-
des nende integraalid;nédeme, et (punkti b)pdhjal) kehtib ko-
gu aeg vordus (7), mis jaab plisima (integraali 9< omaduse

péhjal, vt. 11,4.5) ka piiril > X
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d) Suvalise médtuva funktsiooni jaoks on vaadeldav feo-
reem tdestatav, kasutades funktsiooni esitust tema positiiv-
se ja negatiivse osa kaudu. Teoreem on seega taielikult tdes-

tatud. Sellel teoreemil on suur tdhtsus mitmesugustes kesk-
vaartuste rakendustes.

52. Juhusliku suuruse momendid.

Moodustame juhusliku suuruse X astmed X7 (r> 0) .
Kamastendamine on mOOtuv funktsioon, on ka kdik juhusliku
suuruse astmed juhuslikud suurused.

Nimetame suurust

“§. = EXD ,

S. 0. juhusliku suuruse X r-nda astme keskvaartust selle
juhusliku suuruse r-ndaks momendiks.

IImselt vdib EX1* Meksisteerida vdi ka mitte eksis-
teerida, olla Ioplik véi 1dpmatu (sdltuvalt X jaotusest
ning r arvulisest vaartusest). Kasutades teoreemi 1 ning
seoseid (1) - (6) t saame momentide arvutamiseks jargnevad
valemid: a <>

exr= T xr(o) YP(dco) s 'EjAPAdx) -J Vx|
mille lihtsamad erijuhud onnjg}gmised:

Exx = YL *1 px*xi* ;
i=l



Juhusliku suuruse absoluutseks r—jarku momendiks (m Ir
nimetatakse juhusliku suuruse absoluutvéartuse r=nda astme
keskvéaartust:

Imlr = Ejxjr =/ JxJrP(d£J) = /jx/rPx(dx)
(Millised lihtsamad erijuhud tulenevgg)viimasest valemist?)

On lihtne néha, et juhusliku suuruse r-jarku absoluut-
ne moment eksisteerib iga r korral, sest funktsioonil |x|r
on negatiivne osa vdrdne nulliga, seega ka 1°“= 0 ning
I = 1+ (vt. 11, 4.3). Ilmselt aga ei tarvitse see absoluut-
ne moment alati 10plik olla.

Momentide ning absoluutsete momentide eksisteerimise
ja 10plikkuse kohta tbestame mdGningad teoreemid.

Teoreem 2. Kui juhuslikul suurusel X eksisteerib mil-
gi I6plik k-jarku moment, siis on ka tema k-jarku absoluut-
ne moment 18plik.

Toestus. Vaatleme suvalist juhuslikku suurust X =

= X+ - X*°. Siis

Xr = (X+ - X~)r = (Xr)+ - o<t . ©
Samal ajal Juj = X+ + X°°, ja
XIr = o+ + x-)r . (10)

Kuna binoomide (9) ja (10) arendistes (Juhul, kui r ei
ole tdisarv, on nendeks I&pmatud read), on samad liikmed,iks-
nes erinevate markidega, kehtib ilmselt ka seos:

r = Ga) + G- .

Tahistame

Siis a Sl
= EXI*= 1+ - 1", Im)r-E[XJr = I+ + 1",
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ning meie teoreem ongi tdestatud, sest EX1 16plikkuseks
on tarvis, et I+< <> | 1°€00 , seega ka I+ + I'<<> |
Jéareldus 1. Kui juhuslikul suurusel X on k-jarku ab-
soluutne moment I6plik, siis eksisteerib tal ka k—jarku mo-
ment«
Teoreem 3« Kui juhuslikul suurusel X eksisteerib
mingi 16plik k-j&arku absoluutne moment, siis eksisteerib
tal ka I6plik r-jarku absoluutne moment iga LIOE r< K kor-

ral.

Toestus« Lahtume ilmsest vOrratusest

IX[r«|x]k +1 .

Toepoolest, juhul, kui [X)*1 , on ka |[X]Jr™ 1 , am-
mugi siis |Xjr< Hf + 1

Kui aga |X]|>1 , siis alati, kui r< Kk, on [X|<|X]k,
ammugi siis  Xjr< X[k + 1
Kasutades integraali adltiivsust ja monotoonsust saame:

EIXIr = §* IXIrP(du))AIjXjkP(ded) +J P(dcd) = EX[Kk + 1 |

R iR 62
seega jareldub absoluutse momendi jml® 16plikkusest ka ab-

soluutse momendi Jm|r 10plikkus« Teoreem on tdestatud«
Jéareldus 2« Kui juhusliku suuruse k-jarku moment voi

absoluutne moment eksisteerib ja on I6plik, siis eksisteeri-

vad tal ka kdik r-jarku momendid (O~ r~ k) ning need

on 18plikud.
6, Tsentraalsed momendid.

Monikord pakub huvi juhuslikule suurusele X vastava
nihutatud juhusliku suuruse X = X-a uurimine. Nihutatud
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juhusliku suuruse Y jaotus avaldub X jaotuse kaudu jéarg-
miselt:

Py(Cc»d.)) = P~Cfc-a, d-a)) (- o»<c”™Nd<o* )

Juhusliku suuruse Y momente ja absoluutseid momente
ETO = E(X-a)1* ;
ElY|r = EjX-alr
nimetatakse juhusliku suuruse X vastavateks momentideks
punkti a suhtes.
Sagedamini vaadeldakse juhusliku suuruse X keskvaar-
tuse EX vdrra nihutatud juhuslikku suurust
Y = X- EX.
Sellist juhuslikku suurust 3 nimetatakse juhuslikule
suurusele X vastavaks tsentreeritud juhuslikuks suuruseks.
Tsentreeritud juhusliku suuruse X momente nimetatakse

juhusliku suuruse tsentraalseteks momentideks nr

Sp = E(X-EX)r = ESP .
Samuti vdib vaadelda ka juhusliku suuruse X tsentraal-

seid absoluutseid momente Ier :
Imlr = EIX-EXIr = E|7|r .
Defineerides koige uldisema madistena momendi mingi punk-
ti a suhtes, saame erijuhuna ka punktis 5 defineeritud nomren
did, vottes a = 0 ; seetdttu nimetataksegi momente (punktis b

toodud definitsiooni mottes) vahel algmomentideks. s. o. no

mentideks nullpunkti suhtes.
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7. Taisarvuliste .jarkudega momendid«

Rakendustes suurima téhtsusega on taisarvuliste jarku-
dega momendid* Neist esimene on null-jarku moment mQ . On
lihtne ndha, et iga juhusliku suuruse X Kkorral null-jarku
moment (samuti ka absoluutne ja tsentraalne null-jarku mo-
ment) eksisteerib ja on vdrdne iihega (tdestada). Uhtlasi on
see ainus moment, mis igal juhuslikul suurusel kindlasti ek-
sisteerib.

Esimest jarku algmoment on juhusliku suuruse X kesk-
vaartus m" = EX

Esimest jarku tsentraalne moment vdrdub iga juhusliku
suuruse korral, millel eksisteerib keskvaartus EX , nulli-
ga: U = O.

Teist Jarku moment m2 on alati, kui ta eksisteerib,
positiivne (miks?) ja alati suurem teist jarku tsentraalsest
momendist voi sellega vordne (miks?).

Teist jarku tsentraalne moment m”, mida nimetatakse ka
dispersioonikAja tahistatakse simboliga DX , on Uks ju-
husliku suuruse olulisemaid arvulisi karakteristikuid, mil-
lega edaspidi detailsemalt tutvume. Dispersioon iseloomus-
tab juhusliku suuruse hajuvust (tema keskvaartuse umber) ning
on alati mittenegatiivne (miks?), kui ta eksisteerib.

Koik paaritut jarku tsentraalsed momendid m2k+l Qui
nad eksisteerivad), on simmeetriliste jaotuste korral vord-
sed nulliga (miks?). Seetdttu ongi nende abil vdimalik ise-
loomustada jaotuse simmeetrilisust (kui > O - miks?).

- 283 -



. . 3/
Kolmandat jarku tsentraalse momendi ja (DX) P suhet
nimetataksegi asummeetria kordajaks. (Mida n&itah

asUmmeetria kordaja positiivne v6i vastavalt negatiivne vaar-
tus?)

Juhusliku suuruse neljandat jarku tsentraalset momenti
kasutatakse juhusliku suuruse vGrdlemiseks normaal jaotusega.

Suurust L%(- 3 nimetatakse juhusliku suuruse ekstsessiks,

On lihtne ndha, et iga tadisarvulist jarku algmomendi
eksisteerimisest jareldub ka sama jarku tsentraalse momendi
eksisteerimine ning vastupidi (Ja koos nendega k&igi madala-

mat jarku vastavate momentide eksisteerimine). Vottes arves-
se, et

r
ij. = E(X-EX)r = E("CA XTI (EXr_i(-Dr_i =
1=0
r r
=YZ CrEX)rAEXi(-Dre<d= YICr “1" 1e1C-DIr'1 =
i=o i=o
r
* (-Dr@*-r.m?1,ml) + A~ C* N1 A(-1)1%1 ,
1=2
saame kokkuvdttes lihtsad seosed
r
= (Drerr-Dm3j<+~Cr(-1)r"™m * S - (1D
1=2

mis vO@imaldavad suvalise tdisarvulise jarguga tsentraalset
momenti véljendada sama ning madalamat jarku algmomentide
kaudu (Ja ka vastupidi - tdestadal).
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8, Dispersioon.

Juhusliku suuruse iseloomustamisel on olulise téhtsu-
sega tema hajuvus keskvaartuse uUmber. Seda iseloomustab has-
ti teine tsentraalne moment, mis (tadnu oma mdningatele hea-
dele matemaatilistele omadustele) on valitud Gldiselt juhus-
liku suuruse hajuvuse karakteristikuks. Olgu siiski margi-
tud, et dispersiooni kdrval kasutatakse ka teisi hajuvuse
karakteristikuid (nditeks kvantiilide teatavaid funktsioo-
ne), seda enam, et dispersioon ei tarvitse igal juhuslikul
suurusel eksisteeridagi.

Niisiis, dispersiooniks nimetatakse suurust

DI = E(X-EX)2 = Sg

Valemist (li) jareldub, et dispersioon avaldub momenti-
de kaudu:

DX = mp— m" -

Dispersioonil on jargmised olulised omadused:

1= Dc = 0 (tbestadal);

2= D(X+c) = DX (tdestadal);

3= D(cX) * c2DK (tdestadal);

4= D(XxXY) = DX +DY , kui X ja Y on s6ltumatud

(tbestada, kasutades keskvdartuse 5= omadust!).

Sageli kasutatakse hajuvuse nditajana ka ruutjuurt dis-
persioonist, aida nimetatakse standardhalbeks 6" VjoX.

Paralleelselt juhusliku suurusega X on sageli ots-
tarbekas vaadelda juhuslikku suurust % :'{;WI , aida ni-
metatakse juhuslikule suurusele X vastavaks normeeritud

suuruseks*
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On lihtne néha, et iga normeeritud juhusliku suuruse
dispersioon on 1: DX =1 (tlestada!).

Tsentreeritud ja normeeritud juhuslikku suurust

Nl fm _ _ _ .

“Vor~ = X nimetatakse ka gormallseerltud Juhuslikuks suu-
r _______________

ruseks.

(Millega vordub normaliseeritud juhusliku suuruse kesk-
vaartus? dispersioon? null- ja esimest jarku tsentraalne mo-

ment? Kuidas avaldub aslmmeetria ja ekstsess?).
9. Segamomendid.

Olgu X = (XXj,.--,Xn) n-dimensionaalne juhuslik vektor.
Selle vektori iga komponendi jaoks saame arvutada momendid,
kuid need ei anna kiullaldaselt informatsiooni vektori kui
terviku kohta, sest nad ei iseloomusta vektori komponentide
omavahelisi seoseid. Taielikumat informatsiooni juhusliku
vektori kohta annavad segamomendid. Nimetame vektori X
k-jarku segamomendiks suurust

E(XM . X22-... -\n) , kus YZ * =k *
Jj=1
Kui k> 0 , siis eksisteerib erinevaid k-jarku segamomente
I6pmata palju; piirdudes tdisarvuliste indeksitega iJ ja
K saame I0pliku hulga erinevaid juhusliku vektori X =
= (X*,...,Xn) segamomente. (Kui palju neid on?)

Erijuhul, lugedes lj =0, jJ"™~1,1, = K, saame se-
gamomendi valemist leida ka vektori 1-nda koordinaadi k-nda
momendi  sx*

Suurimat huvi segamomentide seas pakub teist jarku sega-
comentide vaatlemine. Kahe tsentreeritud juhusliku suuruse
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X ja Y teist jarku segamomenti

EOT) = E((X-EX)(Y-EY))
nimetatakse nende juhuslike suuruste kovariatsiooniks.

Juhusliku vektori 3£=(X,j,---~XQ) kdigi komponendipaari-

de kovariatsioonide hulk esitatakse kavaliselt kovariatsioo-
nimaatriksina ning tahistatakse cov X . Lugedes vektorit X
(nagu see on tavaks) Uheveerulisoks maatriksiks, saame kova-
riatsioonimaatriksi leida valemist

cov X = E((X-EX)(X-EX/) , 12)
Uksikasjalikumalt:

cov X =
~N(X1-EX1)2 E((X1-EX1)(X2-EX2)) ...E((X1-EX1)(Xd-EXDV
eCreR)(xle4d)) el x2)2 .. .EaxMEXM-EXN)

\E((Xn-EXn)(XL-EX1)) E((Xn-EXn)(X2-EX2)) ...E(Xn-EXn)2

s. 0. maatriks, mille i-nda rea ja j-nda v~eru elemendiks on
Xi ja XM kovariatsioon E((Xi~EXi)(X*-EX]))

Naeme, et kovariatsioonimaatriks on summeetriline, sest
E((X-EX. ) (X;-EX;)) = E((X;-EX.)(X.-EX.)) ; kovariatsiooni-
maatriksi peadiagonaalil paiknevad juhusliku vektori kompo-
nentide dispersioonid DXi

Kovariatsioonide praktilisel arvutamisel on otstarbekas
kasutada valemit

E(OT) = EQXY) - EQX)E(Y) . (13)
(TGestada see valenm!)
Valemist (12) ja keskvaartuse 5° omadusest jareldub int-

lasi, et kui juhuslikud suurused X ja Y on s6ltumatud,
siis on nende kovariatsioon 0 . (Tdestadal)



10, Korrelatsioonimaatrikse

Vaatleme normaliseeritud, juhuslikke suurusi X ja Y
Nende kovariatsioon avaldub suuruste X ja Y kaudu jarg-
nevalt :

(14)

Seosega (14) mdaratud avaldist nimetatakse juhuslike suurus-

te X ja Y korrelatsioonikordajaks. (Et korrelatsioonikor-
dajaid tuntakse matemaatilises statistikas veel teisigi, Siis
nimetatakse valemiga (14) valjendatud suurust té&psemalt line-
aarse korrelatsiooni kordajaks; selle nimetuse sisulises poh-
jendatuses veendume varsti ).

Tahistame juhusliku vektori = (X*,...#Xn) 1i-nda ja
j-nda komponendi korrelatsioonikordaja sumboliga r"j < Siis

HHBX) (Xj-EX.))

Samuti kui juhusliku vektori komponentide kovariatsioo-
nid, moodustavad ka juhusliku vektori komponentide korrelat-
sioonikordajad maatriksi,, mida nimetatakse korrelatsiooni-
maatriksiks ja téhistatakse tdhega R . gorrelatsioonimaat-
riksi elementideks on r” ; korrelatsioonimaatriksi saame
kovariatsiooqimaatriksist, korrutades selle jga i-ndat rida

teguriga " (i=1,Z,«.-,n) ja iga j-ndat veergu teguri-

(Tdestadal)

Seega kokkuvottes
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TS Y @ldiaSonaalmaatriks, mille diagonaalelementideks

0Q juhuslike suuruste standardhalhe poédrdvaartused

~Vrag <i=1--""n) -

Paneme téhele, et korrelatsioonimaatriksi diagonaalele-
mendid vorduvad Uhega (tdestadal!) ning maatriks on ise sim-
meetriline (miks?).

11 « Korre latsioonikorda.ia

Vaatleme nildd korrelatsioonikordajate omadusi -

o gy EOX)-ESXEX])

Seos on kasulik korrelatsioonikordaja praktilisel leidmisel.
2= Kui Xj ja Xj on séltumatud, siis r*j =0
(Toestadal)

3 Kui Yi aX** a ja Y. =X h ning rgj on "
ja Yj korrelatsioonikordaja, siis r£N \ar™ _ (Toestada, ka-
sutades korrelatsioonikordaja definitsiooni, keskvaartuse
omadusi ja dispersiooni omadust 2<). )

/1, kui a>0

4= Kui Xj = aX1+ h , siis r. . :Q—l, Kii a< O .
Téestada (analoogiliselt omadusele 3<) Siit (Ja jargmisest
omadusest) ilmnebki, miks sobib tlalvaadeldavat korrelatsioo-
nikordajat nimetada just lineaarse korrelatsiooni kord;jaks.

5o

Selle omaduse tdOestamiseks on meil tarvis tdestada uks

oluline vorratus, mis seob 2-dimensionaalse juhusliku vektori



teist jarku momente ning on Uldistuseks vastavatele analii-
sis tuntud vdrratustele.

Cauchy-Bun.lakovski (Schwartzl) vlérratus.
(EXY)2 £ ET2112 . (15)
Vaatleme juhuslikku suurust
Z =X + AY .
Kuna iga A korral Ei)Gﬂiy)pA 0 , siis ka
EX2 + 2 TIEXI + m2ER" O.
Vasakul olev ruutvorm A suhtes peab olema mittenegatiiv-
selt mddratud, diskriminandi kaudu on see avaldatav ndude-
na:
4(EXY)2 - 4EX2EY2" O,
millest jareldubki seos (15).

Tdestame nlud korrelatsioonikordaja 5= omaduse. Selleks
valime

X=XN -4 Y - rong *
Kuna EX2EY2 > 0 , siis saame vOrratusest (14)
(EXY)2 . EXY
EX2EY2 V® VE72
ja seega
EAXi-EXi)(Xj-EX:)
hdl* , mida oligi tarvis tdes-

tada.

Seega naeme, et korrelatsioonikordaja saavutab maksi-*
maalse vaartuse parajasti siis, kui XJ avaldub XJ, line-
aarse funktsioonina. (Kas ka siis, kui X~ avaldub li-

neaarse funktsioonina?)



Nait;eicL juhuslike suuruste arvuliste karakteristikute
leidmise kohta vt. peatikk I, paragrahvid 6 ja 7. Siia lisa-
me vaid mdne taiendava naite.

Naide 1. X~B(n,p); vt. ka I, 7*2.

Vahetult jaotust kasutades saaksime leida:

i o G i i n* - - R
EWZg—eﬁld_l_loi:?___nl__i_p|_qn—|:
iTo is il(n-1)!
n
ER I g — Q-1{____ "kl .d1—1—i+1
G-D)I(n-1-ih)k
n" ) i
51 1 n*-1 ) )
=np YZ Cn* pi gn, i = np » 1013 n* = i/l cic
i=0 *

Sarnaselt on vdimalik leida ka EXp (arvutada! ) ja seeja-

rel DX e

Naide 2. X on n-dimensionaalne normaaljaotusega ju-

huslik suurus, X ~N(ZT, £ ). Siis

T (%)
zZ

1 - 1O-mTET 1(x-m)
T e w2 T S o] y
(KXYNVIZT
kus m =EX , £ = cov X e
Leiame siit erijuhuna 2-dimensionaalse normaal jaotuse

avaldise. Siis o NoX
/61 ? b\
< (/6760 \\h ~ x=@ -

D(x1) = 6\ , D(X2) = O©G\= I da f a4 94 ja ~ kor-

relatsioonikordaja. Siis |"j = f2)i QzT =
- - 5



1\

/*1 «1?2|
-f

1”2 "51/

Leiame veel ﬂ >

)

1 «*"\61tR2 61/

=iTp \ 67" ~"ji<?2* 5~ o erl*
Edasi
-1
(X-m)* 2. (x-m) =

1 /(11612 A2 12) )
*Trp(~6jJ~ -2? ®@T6i +- Y )~
seega
2jte; x/TTp
4 I Cl-T,)r . ,U,-w,)zl
otxxop %9 —mmmmm Nr«l + N

Naeme, et 2-dimensionaalse normaal jaotuse mddramiseks
uldjuhul on tarvis teada viit arvulist parameetrit: keskvaar-
tusi ja &2 , dispersioone Q ~ ja G | ning korrelat-
sioonikordajat ~

Uldiselt maidrah n-dimensionaalse normaaljaotuse
n + ) _ a(u+ ™ parameetrit.
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12. Ulesandeid.

1. Vaatleme juhuslikku suurust X , millel eksisteerib
tdendosuse tihedus fx(x) = Asendame selle méttes materiaal-
sete punktide susteemiga (varvaga), kusjuures tahistagu
varva tihedust punktis x . Missugune t&hendus oleks mo-
mentidel sellises interpretatsioonis?

2. Leida Simpsoni jaotuse keskvadartus ja dispersioon.

3. Leida Cauchy jaotuse dispersioon.

4. Uldistatud Poissoni jaotus P (Ata,b) on definee-
ritud seosegaj

P(ak+b) = e_'u' "HT " .

Leida uldistatud Poissoni jaotusega juhusliku suuruse
keskvaartus ja dispersioon.

5. Milline seos on m" ja Jn|~ vahel. Miks?

6. Toestada, et juhusliku suuruse dispersioon vordub
nulliga parajasti siis, kui juhuslik suurus on peaaegu kind-
lasti vdrdne konstandiga.

7. Toestada vaide: Kui I ja T on normaaljaotusega
ning nende korrelatsioonikordaja on O , siis on nad s6ltu-

matud. (Napunaide: kasutada nadites 2 esitatud kuju.)
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Tabel

Naturaalarvude faktoriaalid ja nende

n!

Rone

2

120

720

5040
40320
362880
3628800
39916800
47900160
62270208
87178291
13076744
20922790
35568743
64023737
12164510
24329020
51090942
11240007
25852017
62044840
15511210

10
102

105
10"
107
103
1010
1011
1012
104
1015
10ie
1018
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Icimnendlogaritmid.
log 71! n
0,00000000 26
0,30103000 27
0,77815125 28
1,38021124 29
2,07918125 30
2,85733250 31
3,70243054 32
4,60552052 33
5,55976303 34
6,55976303 35
7,60115572 36
8,68033696 37
9,79428032 38
10,94040835 39
12,11649961 40
13,32061959 41
14,55106852 42
15,80634102 43
17,08509462 44
18,38612462 45
19,70834391 46
21,05076659 47
22,41249443 48
23,79270567 49
25,19064568 50

n!

40329146
10888869
30488834
88417620
26525286
82228387
26313084
86833176
29523280
10333148
37199333
13763753
52302262
20397882
81591528
33452527
14050061
60415263
26582716
11962222
55026222
25862324
12413916
60828186
30414093

1019
10»
10¢
103
10¢
10¢
10¢
10”
10sl
10
10¢
10¢
1037
10¢
1040
10«
10¢
10«

100
1090
1022
104
106
1057

logn!

26,60561903
28,03698279
29,48414082
30,94653882
32,42366007
33,91502177
35,42017175
36,93868569
38,47016460
40,01423265
41,57053515
43,13873687
44,71852047
46,30958508
47,91164507
49,52442892
51,14767822
52,78114667
54,42459935
56,07781186
57,74056969
59,41266755
61,09390879
62,78410487
64,48307487



X

GREEREBoo~woorwn

Binomiaalkordajad Cg

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4
1 5 10 10
1 6 15 20
1 7 21 35
1 8 28 56
1 9 36 84
1 10 45 120
1 n 55 165
1 12 66 220
1 13 78 286
1 14 91 364
1 16 105 455
1 16 120 560
1 17 136 680
1 18 <153 816
19 171 969
1 20 190 1140
1 21 210 1330
1 22 231 1540
1 23 253 1771
1 24 216 2024
1 25 300 2300
1 26 325 2600
1 27 351 2925
1
1
1

Tabelisse on n

Ch = d K

4 5
1

5 1
15 6
35 21
70 56
126 126
210 252
330 462
495 792
715 1287
1001 2002
1365 3003
1820 4368
2380 6188
3060 8568
3876 11628
4845 15504
5985 20349
7315 26334
8855 33649
10626 42504
12650 53130
14950 65780
17550 80730

30 *435 4060 27405 142506

Tabel 2

1

7

28

84
210
462
924
1716
3003
5005
8008
12376
18564
27132
38760
54264
74613
100947
134596
177100
230230
296010
376740
475020
593775

1

8

36

120
330
792
1716
3432
6435
11440
19448
31824
50388
77520
116280
170544
245157
346104
480700
657800
888030
1184040
1560780
2035800

suuremate vaartuste korral
(n =15 30 ) paigutatud ainult binomiaalkor-
dajad Ck koni k vdaartuseni *
tused saab tabelist leida seose
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1

10

56

220
716
2002
6006
11440
24310
48620
92378
167960
293930
497420
817190
1307604
2042976
3124650
4686826
6906900
10016005
14307160

10

1

n

66

286

1001
3003
8008
19448
43758
92378
184756
362716
646646
1144066
1961256
3268760
5311735
8436285
13123110
20030010
30045015

38

75682
167960
352716
705432

1352078
2496144
4457400
7726160
13037895
21474180
34597290
54627300

Tabel 2 (arg).

© 13 14 16
1
13 1
9 14 1
455 105 16 1
1820 560 120 16
6188 2380 680 136
18564 8568 3060 816
50388 27132 11628 3876

125970 77620 38760 16604
293930 203490 116280 54264
646646 497420 319770 170544
1352078 1144066 817190 490314
2704156 2496144 1961266 1307504
5200300 6200300 4467400 3268760
9667700 10400600 9657700 7726160
17383860 20058300 20058300 17383860
30421756 37442160 40116600 37442160
61895935 67863915 77568760 77558760
86493225 119769850 146422675 156117620
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X WOoOMAWNERLO

\lw O\-boolx.n-\o

I

ERSBoowvwounswnmo

SEIEN
-

on

0,90484
0,00048
0,00462
0,00016

0,64881
0,32929
0,09878
0,01976
0,00296
0,00036
0,00003

0,36788
0,36788
0,18394
0,06131
0,01632
0,00306
0,00061
0,00007

Poisspni jaotus P(X=k) = B* -£T

0,2

0,81873
0,16376
0,01637
0,00109
0,00005

0,7

0,49669
0,34761
0,12166
0,02838
0,0049
0,00069
0,00008

0,13634
0,27067
0,27067
0,18045
0,09022
0,03609
0,01203
0,00343
0,00085
0,00019
0,00003

03

0,74082
0,22226
0,03334
0,00333
0,00026
0,00001

08

0,44933
0,36946
0,14379
0,03834
0,00766
0,00123
0,00016
0,00001

0,04978
0,14936
0,22404
0,22404
0,16803
0,10082
0,05040
0,02160
0,00810
0,00270

0.00022
0,00005
0,00001

04

0,67032
0,26813
0,05362
0,00716
0,00071
0,00005

09

0,40657
0,36691
0,16466
0,04939
0,01111
0,00200
0,00030
0,00003

0,01831
0,07326
0,14663
0,19537
0,19537
0,15629
0,10420
0,05954
0,02977
0,01323
0,00529
0,00192
0,00064
0,00019
0,00005
0,00001

1

05

0,60663
0,30327
0,07681
0,01263
0,00158
0,00016
0,00001

0,00673
0,03369
0,08422
0,14037
0,17647
0,17547
0,14622
0,10444
0,06527
0,03626
0,01813
0,00824
0,00343
0,00132
0,00047
0,00016
0,00004
0,00001
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Studenti t-jaotus; f on vabadus-
astmete arv.

Olulisuse nivoo (protsentides) kahepoolse hiipoteesi
korral.

50 25 10 5 2 1 0,2 0.1

1 1,00 2,41 6,31 12,7 31,82 63,7 318,3 637,0
2 .816 1,60 2,92 4,30 6,97 9,92 22,33 31,6
3 .765 1,42 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9
4 741 1,34 2,13 2,78 3,75 4,60 717 8,61
5 727 1,30 2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 6,86
6 .718 127 1,94 2,45 3,14 3,71 521 5,96
7 711 1,25 1,89 2,36 3,00 3,50 4,79 5,40
8 706 1,24 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04
9 .703 1,23 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78
10 .700 1,22 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
11 .697 1,21 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44
12 .695 1,21 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 .694 1,20 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 692 1,20 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14
15 .691 1,20 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 .690 1,19 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01
17 .689 1,19 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96
18 .688 1,19 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92
19 .688 1,19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 .687 1,18 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85
21 .686 1,18 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82
22 .686 1,18 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79
23 685 1,18 1,71 2,07 2,50 2,81 3,49 3,77
24 .685 1,18 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,74
25 .684 1,18 171 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72
26 .684 1,18 171 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71
27 .684 1,18 171 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69
28 .683 117 1,70 2,05 2,47 2,76 341 3,67
29 .683 117 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
30 .683 1,17 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65
40 .681 117 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,55
60 .679 1,16 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46
120 677 1.16 1,66 1,98 2.36 2,62 3,17 3,37
co 674 Mo 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29
711 25 125 ] 5 25 1 05 0.1 0.05

Olulisuse nivoo </ (protsentides) Uhepoolse hiipoteesi
korral.
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Student*! t-.iaotuse tabeli kasutamine.

Kahepoolse hiipoteesi kontrollimiseks vdime tabelist
leida sellised t~ vaadrtused (vastavalt antud vabadusast-

mete arvule), et kehtiks vordus
H\L>*")=0C
(vt. joonis 69).

Unepoolse hiipoteesi kontrollimiseks saame tabelist

leida t,,J, vaartused nii, et kehtib vdrdus
P(X> t,c) = 06»

(vt. joonis 70).
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X

©CQNOoOUl AWN R

IR
RERERRo

RS- R

NN NN
RONRY

NN NN N
© o ~No o

2,70

3,25
3,82
4,40
5,01
5,63

6,20
6,91
7,56
8,23
8,91

9,59
103
11,0
11,7
12.4

131
13,8
14,6
15,3
16,0

95

,08893
,103
,352
711

1,15
164
2,17
2,73
3,33

3,94
4,57
5,23
5,89
6,57

7,26
7,96
8,67
9,39
101
10,9
116
12,3
131

14,0

X}Ljaotus; f on vabadusastmete arvj amon

4.87
5,58
6,30
7,04
7,79

8,55

9,31
10,1
10,9
11,7

12,4
13,2
14,0
14,8
157

16,5
17,3

154

16,3
17,2
181
19,0
19,9

20,9
21,8
22,7
23,6
24,6

,455

1,39
2,37
3,36

4,35
5,35
6,35
7,34
8,34

9,34
10,3
11,3
12,3
133

14,3
153
16,3
17,3
18,3

193
20,3
21,3
22,3
233

243
253
26,3
273
28,3

24,9
26,0
27,1

28,2
29,2
30,3
31,4
32,5

26,0
27,2

28,4
29,6
30,8
32,0
33,2

34,4
35,6
36,7
37,9
39,1

olulisuse nivoo (protsentides).

18,3

22,4
23,7

25,0
26,3
27,6
28,9
30,1

31,4
32,7
33,9
35,2
36,4

37,7
38,9
40,1
413
42,6

31,5
32,9

34,2
35,5
36,8
38,1
39,4

40,6
41,9
43,2
44,5
45,7

Tabel

34,8

37,6
38,9
40,3
416
43,0

443
45,6
47,0
48,3
49,6

6

01

10,8
13,8
16,3
18,5

20,5
225
243
26,1
27,9

29,6
31,3
32,9
34,5
36,1
37,7
39,3
40,8
42,3

45,3



30
40
50
60
70
80
90
100

99,0

16,0
22,2
29.7
37,6
46.4
535
61.8
70,1

97,5

16,8
24.4
324
40.6
48,8
57.2
65.6
742

95

185
26.5
34.8
43,2
51,7
60,4
69,1
77.9

Joon.

™.

90

20,6
29,1
37,7
46,5
55.3

733
82.4

70

255
349
443
53.8
63.3
72.9
82,5
92,1

29.3
39.3
49.3
59.3
69.3
79.3
89.3
99.3

33.6
44.2
54.7
65.2
75.1
86.1
96,5
106,9

10

40.3
61,8
63,2
74.4
85.5
96.6
107.6
118.6

1
1
1

43.8

67.5
79,1
90.5
01,9
13,1
24,3

Tabel 6

25

47.0
59.3

83,3
96.0
106,6
118,1
129,6

60,9
63,7
76,2
88,4

100,4

112,3

1241

1358

Tabelist leiame sellised X’g vaartu-

sed,

et kehtib vérdus

P(X> X

Id

garg).



1

11

14

15

161
4052

18,51
»8,4»

10,13
84,12

7,71
21,20

6,61
16,20

5,99
11,74

5,59
12,25

5,32
11,26

5,12
10,56

4,96
10,04

484
»,65

4,75
9,88

4,67
»07

4,60
8,8«

4,64
8,68

200

4»»»

19,00
»9,00

9,55
80,82

6,94
18,00

5,79
18,27

514
10,»2

4,74
»56

4,46
8,66

4,26
8,02

4,10
7,56

3,98
7,20

3,88
6,98

216
5408

19.16
99.17

9,28
29,46

6,59
16,6»

5,41
12,06

4,76
9,78

4,35
8,45

4,07
7,59

8,86
6,t»

3,71
6,55

3,69
6,22

3,49
5,95

3,41
5,74

3,34
6,56

3,29
5,42

225
6625

19,25
»,25

9,12
28,71

0,39
15,8

6,19
11,89

4,63
»15

412
7,85

3,84
7,01

3,03
6,42

3,48
6,9

3,36
5,67

3,26
5,41

3,18
5,20

3,11
5,08

3,00
4.8»

230
5764

19,30
»,80

0,01
28.24

6,26
15,52

5,05
107

4,39
8,75

3,97
7,46

3,69
6,68

3,48
6,06

3,33
6,64

3,20
5,82

3,11
5,06

234
585»

19,33
»9,88

8,94
27,91

6,16
15,21

4,95
10,67

4,28
8,47

3,87
7,1

3,58
6,87

337
5,80

3,22
5,89

3,09
5,07

3,00
4,82

2,92
4,62

2,85
4,46

2,79
4,82

F-jaotus.
tavaliselt,

237
5928

19,36
»9,84

8,88
27,67

6,09
14,98

4,88
10,46

4,21
8,26

3,79
7,00

3,50
6,19

3,29
6,62

3,14
5,21

3,01
4,88

2,92
4,65

2,84
4,44

2,77
4,28

2,70
4,14

239
5981

19,37
99,86

8,84
27,49

6,04
14,80

4,82
10,27

4,16
8,10

3,73
6,84

8,44
6,08

3,23
547

3,07
6,06

2,96
4,74

2,85
4,50

2,77
4,

2,70
414

2,04
4,00

241
6022

19,38
99,88

8,81
27,84

6,00
14,66

4,78
10,15

4,10
728

3,68
6,71

3,39
6,91

3,18
5,86

3,02
4,95

2,90
4,63

2,80
4,89

2,72
4,1»

2.65
4,08

2,69
8,89

Olulisuse nivoole

« =5 Y% vastavad

olulisuse nivoole
paksult trikitud arvud tabelis.

<,= 1% - pool-

fx = Freiheitsgrade fir die gréRere. Varianz

10
242
6056

19.39
99.40

8,78
27,28

5,96
14,54

474
10,05
4,06
7,87

3,63
6,62

1
243
6082

19,40
»9,41

8,76
27,18

5,93
14,45

4,70
9,76

4,03
7,7

3,60
6,54

3,81
5,74

6410
5,18

2,94
4,78

2,82
4,46

2,72
4,52

2,68
4,02

2,50
8,86

2,51
8,78

12
244
6106

19.41
99.42

8.74
27,05

5,91
14,87

4,68
»,8%

4,00
7,7i

3,67
6,47

3,28
6,67

3,07
6,11

2,01
4,71

2,79
4,40

2,69
4,16

2,60
8,96

2,53
8,80

2,48
8,67

14

245
6142

19,42
99,48

8,71
26,92

587
14,24

4,64
9,77

16

20

24
249
6234

19.45
99.46

8,64
26,60

5,77
18,98

453
9,47
8,84
7,81

8,41
6,07

8,12
6,28

2,90
4,78

2,74
4,88

2,61
4,02

2,50
8,78

2,42
8,69

30
250
6268

19.46
99.47

8,62
26,50

5,74
18,88

4,60
9,88
381
7,28

3,38
6,98

8,08
6,20

2,57
8,94

2,46
8,70

2,88
8,61

2,31
8,84

2,25

40
251
6286

19.47
99.48

8.60
26,41

571
18,74

4,46
9,29
3,77
7,14

3,34
6,90

3,06
6,11

2,82
4,66

2,67
4,17

2,53
8,86

2,42
8,61

2,34
8,42

2,27
8,26

2,21
8,12

60
252
6302

19.47
99.48

8,58
26,35

5,70
18,69

4,44
9,24

3,76
7,09

3,32
5,85

3,03
6,06

2,80
4,61

2,64
4,12

2,60
8,80

2,40
8,56

2,32
8,87

75
253
6323

19.48
99.49

8,57
26,27

5,68
18,61

4,42
9,17
3,72
7,02

3,29
6,78

3.00
6.00
2,77
4,46

2,61
4,05

2,47
8,74

2,36
8,49

2,28
8,80

2,21
8,14

2,16
8,00

Tabel

100
253
6884

19,49
»9,49

8,56
26,28

5,66
18,67

4,40
9,18

3,71
6,99

3,28
6,75

2,98
4,96

276
441

2,59
4,01

2,45
8,70

2,35
3,46

2,26
8,27

2,19
8.11

2,12
2,97

200
254
6352

19.49
99.49

8,54
26,18

6,65
18,62

4,38
9,07

3,69
6,94

3,25
5,70

2,96
4,91

2,73
4,86

2,56
8,96

242
8,66

2,32
8,41

2,24
8,21

2,16
8.06

2,10
2,92

500
254
6861

19.50
99.50

8,54
26,14

6,64
18,48

4,37
9,04

8,68
6,90

3,24
5,67

2,94
4,88

2,72
4,88

2,55
3,98

2,41
8,62

2,31
8,88

2,22
8,18

2,14
8,02

2,08
2,89

7

@
254
6866

19.50
99.50

8,53
26,12

5,63
18,46

4,36
9,02

3,67
6,88

3,28
6,66

2,93
4,86

2,71
4,81

2,64
8,91

2,40
8,60

2,30
8,36

2,21
8,16

2,13
8,00

2,07
2,87



16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

4,49
8,58

4,45
8,40

4,41
8,28

4,38
8,18

3,63
«,28

8,59
6,11

3,55
6,01

3,62
5,93

3,49
5,85
8,47
5,78

3,44
572

3,42
6,66

3,40

2,59
8,89

2,56
8,79

2,51
8,71

2,48
8,63

2,45
8,56
2,42
8,51

2,40
8,45

8,20

2,27
8,17

2,64
8,78

2,50
8,68

2,46
8,60

2,43
8,52

2,40
8,45
2,37
8,40

2,36
8,85

2,32
8,80

2,30
8,25

2,28
8,21
2,27
8,17

2,25
8,14

2,24
8,11

2,22
8,08

2,21
3,06

/1= Freiheifcsgrade fur die gréRere Varianz

10
2,49
8,69

2,45
8,59

2,41
8,51

2,38
8,48

2,35
8,87
2,32
8,81

2,30
8,26

2,28
8,21

2,26
8,17

2,24
8,13
2,22
8,09

2,20
8,06

2,19
8,08

2,18
8,00

2,16
2,98

1
2,46
8,61

2,41
»52

2,37
8,44

2,84
8,86

2,31
8,86
2,28
8,24

2,26
8,18

2,24
8,14

2,22
8,09

2,20
3,05
2,18
8,02

2,16
2,98

2,15
2,95

2,14
2,92

2,12
2,90

2,89
2,10
2,86

2,08
2,88

2,06
2,80

2,05
2,77

2,04

16

20

24
2,24
8,18

2,19
8,08

2,16
8,00

2,11
2,92

2,08
2,86
2,05
2,80

2,03
2,75

2,00
2,70

1,98
2,66

1,96
2,62

30
2,20
8,10

2,16
8,00

2,11
2,91

2,07
2,84

2,04
2,77
2,00
2,72

1,98
2,67

1,96
2,62

1,94
2,58

1,92
2,54

2,41

1,84
2,88

Tabel

60
2,13
2,96

2,08
2,86

2,04
2,78

2,00
2,70

1,96
2,68

e
2,09
2,89

2,04
2,79

2,00
2,71

1,96
2,63

1,92
2,56
1,89
2,51

1,87
2,46

1,84
2,41

1,82
2,86

1,80
2,82
1,78
2,28

1,76
2,25

1,76
2,22

1,73
2,19

1,72
2,16

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30



32

34

36

38

42

46

50

55

60

65

70

80

4.13
7,44

4,11
7,89

4,10
7,85

4,08
7,81
4,07
7,27

4,00
7,24

4,05
7,21

4.04
71#

4,03
717
4,02
7,12

4,00
7,08

3,99
7,04

3,98
7,01

3,90
6,96

3,30
5,84

3.28
5.29

3,28
5,25

3,25
5,21

3,23
5,18

2,90
4,46

2,88
4,42

2,86
4,88

2,85
4,84

2,84
4,81
2,83
4,29

2,82
4,26

2.81
4,24

2,80
4,22

2,79
4,20
2,78
4,16

2,76
4,18

2,75
4,10

2,74
4,08

2,72
4,04

2,67
3,97

2,65
«i,98

2,63
8,89

2,62
8,86

2,61
8,88

2,50
8,80

2,58
8,78

2,51
8,«6

2,49
8,61

2,48
8,58

2,46
3,54

2,45
8,51
2,44
8,49

2,43
8,46

2,42
8,44

241
8.42

2.40
8.41

2,38
8,87

2,87
8,84

2,86
8,81

2,35
8,29

2,33
8,26

2,32
8,25

2,30
8,21

2,28
8,18

2,26
8,16

2,26
8,12
2,24
8,10

2,23
8,07

2,22
8,05

2,21
8,04

2,20
8,02

2,01

1,99
2,64

10

1

1,93
2,51

1,91
2,48

12
2,07
2,80

2,05
2,76

2,03
2,72

2,02
2,69

2,00
2,66
1,09
2,64

1,98
2,62

1,97
2,60

1,90
2,58

1,95
2,56
1,93
2,58

1,92
2,50

1,90
2,47
1,89
2,46

1,88
2,41

14
2,02
2,70

2,00
2,66

1,98
2,62

1,96
2,59

1,96
2,66

1,94
2,64

1,92
191
2,50

1,00
2,48

1,90
2,46

16
1,97
2,62

1,95
2,58

1,93
2,64

1,92
2,51

1,90
2,49
1,89
2,46

1,88
2,44

1,87
2,42

1,80
2,40

1,86
2,89

1,83
2,85

181
2,82

1,80
2,80
1,79
2,28

1,77
2,24

, = Freiheitsgrade fur die groRere Varianz

20
1,91
2,51

1,89
2,47

1,87
2,48

1,85
2,40

1,84
2,87

1,82
2,86

1,81
2,82

1,80
2,80

1,70
2,28

1,78
2,26

1,76
2,28

1,76
2,20

1,73
2,18

1,72
2,16

1,70
2,

24
1,86
2,42

1,84
2,88

182
2,85

1,80
2,82

1,79
2,29

30
182
2,84

1,80
2,80

1,78
2,26

1,76
2,22

1,74
2,20
1,73
2,17

1,72
2,16

1,71
2,18

1,70
2,11

1,60
2,10
1,67
2,06

1,66
2,08

1,63
2,00
162
1,98

1,60
1,94

40

1,76
2,25

174

Tabel

50
1,74
2,20

171
2,16

1,69
2,12

1,67
2,08

1,66
2,06
1,64
2,02

1,63
2,00

1,62
1,98

1,61
1,96

1,60
1,94
1,58
1,90

1,66
1,87

164
1,84
1,68
1,82

161
1,78

100
1,67
2,08

1,64
2,04

162
2,00

1,60
1,97

1,69
1,94
1,67
1,91

1,66
1,88

1,64
1,86

1,63
1,84

1,62
1,82
1,50
1,78

1,48
174

1,46
1,71

1,46
1,69

1,42
1,66

7

00

32

36

38

42

46

48

56

60

65

70

80



Tabel 7

V J1= Frelheitegrade fiir die groRere Variani:
A 1 2 3 4 5 ® 7 8 9 10 1 12 14 16 20 24 30 40 5 75 100 200 600 1.
100 394 309 270 246 230 219 210 2,03 197 192 18 18 179 175 168 103 157 151 148 142 139 134 130 128 100

6,90 4,82 898 851 820 299 282 269 259 251 248 286 2,26 219 201 1,98 189 1,79 1,7t 1,4 M, IM 14t 14t
125 392 307 268 244 229 217 2,08 2,01 195 19 186 183 1,77 1,72 166 1,00 156 1,49 146 1,39 180 131 127 126 126
6,84 478 894 847 817 295 2,79 265 256 247 240 288 228 215 2,08 194 18 1,75 1,8 1,49 IM 14t 14t 117

150 391 3,06 267 243 227 216 2,07 2,00 194 18 185 182 1,76 171 1,04 1,69 164 147 144 137 134 129 126 122 160
681 475 891 844 814 292 276 262 258 244 287 280 220 212 200 191 183 172 1M 156 M1 1,4t 'M Itt

200 389 304 265 241 226 214 205 198 192 187 183 180 1,74 169 102 1,67 152 145 142 136 182 126 122 119 200
6,76 471 888 841 811 290 278 260 2550 241 284 228 217 2,09 197 1,88 1,79 1,9 1,2 1** 148 1ttt 1,1t 128

400 886 3,02 262 239 223 212 203 196 1,90 185 181 178 1,72 167 1,00 154 149 142 1,38 132 128 122 110 113 400
6,70 466 888 386 806 28 269 255 2,46 2,87 229 228 212 204 192 184 1,74 1*4 157 147 14t 112 1,14 11t

1000 385 300 261 238 222 210 2,02 1,95 18 184 180 1,76 1,70 165 1,68 1,63 147 141 130 130 1,26 1,19 118 108 1000
6,66 462 880 884 804 282 266 2,58 248 284 226 220 209 201 189 181 1,71 161 1M 144 118 1,28 11~ 111

00 384 299 260 237 221 209 201 1,94 1,88 1,83 1,79 175 1,69 164 167 162 1,40 140 136 128 124 117 111 1,00 “
6,64 4,60 878 882 802 280 M4 251 241 282 224 218 207 Ittt 187 1,7 Lt m+ IM 14 M 120 11+ 190

fA ja f2 tahistavad vabadusastmete arve, kusjuures
vastab suurema varieeruvusega valjavottele (lugejale).
Tabelist leiame sellised F” véaartused, et kehtib

vOrdus
P(X> FA )= .

(vt. joonis 71)»



ro

3989"4
3970' 4
3410"4
38144
3683" *
3521 -

3332-4
3123”7 4
2897%4
2661~4

2420_4
21797
1942"4
1714-4
1497
1295
1109
9405
7895
6562'5

5399'®
4398" ?
3547"5
2883
2239
1753
1358
1042
7915—e
5953'*

4432"6
3267"®
2384
172"

1232

87277
bl19"7
4248' 1
2919'7
1987"7

1338-7
8926 m"
5894’ ¢
3851

2494"*

e

Normaal jaotuse
tihedus f(2) = .1..
\/2n
CoTble gorwv A r
1 2 3 4 5

3989 3989 3988 3986 3984
3965 3961 3956 3951 3945
3902 3894 3885 w3376 3867
3802 3790 3778 3765 3752
3668 3653 3637 3621 3605
3503 3485 3467 3448 3429
3312 3292 3271 3251 3230
3101 3079 3056 3034 3011
2874 2850 2827 2803 2780
2637 2613 2589 2565 2541
2396 2371 2347 2323 2299
2155 2131 2107 2083 2059
1919 1895 1872 1849 1826
1691 1669 1647 1626 1604
1476 1456 1435 1415 1394
1276 1257 1238 1219 1200
1092 1074 1057 1040 1023
9246 9089 8933 8780 8628
7754 7614 7477 7341 7206
6438 6316 6195 6077 5959
5292 5186 5082 4980 4879
4307 4217 4128 4041 3955
3470 3394 3319 3246 3174
2768 2705 2643 2582 2522
2186 2134 2083 2033 1984
1709 1667 1625 .585 1545
1323 1289 e 1256 1223 1191
1014 9871 9606 9347 9094
7697 7483 7274 7071 6873
5782 5616 5454 5296 5143
4301 473 4049 3928 3810
3167 3070 2975 2884 2794
2309 2236 2165 2096 2029
1667 1612 1560 1508 1459
1191 1151 1112 1075 1038
8426 8135 7853 7581 7317
5992 5693 5490 5294 5105
4093 3944 3800 3661 3526
2810 2705 2604 2506 2411
1910 1837 1766 1698 1633
1286 1235 1186 1140 1094
8567 8222 7890 7570 7263
5652 5418 5194 1979 4772
3691 3535 3386 3242 3104
2387 2284 2185 2090 1999
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3981
3939
3857
3739
3589
3410
3209
2989
2756
2516

2275
2036
1804
1582
1374
1182
1006
8478
7074
5844

4780
3871
3103
2463
1936
1506
1160
8846
6679
4993

3695
2707
1964
1411
1003
7061
4921
3396
2320
1569

1051
6967
4573
2972
1912

Tabel

N(0,1) tdendosuse

9689
6814
4744
3271
2232
1508

1009
6683
4382
2845
1829

3977
3925
3836
3712
3555
3372
3166
2943
2709
2468

2227
1989
1758
1539
1334
1145
9728
8183
6814
5618

4586
3706
2965
2349
1842
1431
1100
8370
6307
4705

3475
2541
1840
1319
9358
6575
4573
3149
2147
1449

9687""*
6410
4199
2723
1749

8

3973
3918
3825
3697
3538
3352
3144
2920
2685
2444

2203
1965
1736
1518
1315
1127
9566
8038
6687
5508

4491
3626
2898
2294
1797
1394
1071
8140
6127
4567

3370
2461
1780
1275
9037
6343
4408
3032
2065
1393

9299
6147
4023
2606
1672



Valjavotte warmeatsioonikordaja usalduspiirid eeldusel,
et Uldkogumi korrelatsioonikordaja on O;

f 5
1 0,997
2 0,950
3 0,878
4 0,811
5 0,75*
6 0,707
7 0,666
8 0,632
9 0,602

10 0,576
11 0,553
12 0,532
13 0,514
14 0,497
15 0,482
16 0,468
17 0,456
18 0,444
19 0,433
20 0,423
T 2,5

1,000
0,990
0,959
0,917
0,875
0,834
0,798
0,765
0,735
0,708
0,684
0,661
0,641
0,623
0,606
0,590
0,575
0,561
0,5*9
0,537

0,5

astmete arve
Olulisuse nivoo «= (protsentides) kahepoolse

hiupoteesi korral.

0,1

1,000
0,999
0,991
0,974
0,951
0,925
0,898
0,872
0,847
0,823
0,801
0,780
0,760
0,74-2
0,725
0,708
0,693
0,679
0,665
0,652

0,05

25
30
35
40
*5
50
60
70
80
90
100
120
7150
200
300
400
500
700
900
1000

0,381
0,3*9
0,325
0*304
0,288
0,273
0,250
0,232
0,217
0,205
0,195
0,18
0,16
0,14
0,11
0,10
0,09
0,07
0,06
0,06

2,5

f on vabadus-

0,487
0,449
0,418
0,393
0,372
0,35*
0,325
0,302
0,283
0,267
0,254
0,23
0,21
0,18
0,15
0,13
0,11
0,10
0,09
0,09

0,5

0,1

0,597
0,c5*
0,519
0,490
0,465
0,443
0,408
0,380
0,357
0,338
0,321
0,30
0,26
0,23
0,19
0,16
0,15
0,12
0,11
0,11

0,05

Olulisuse nivoo ad protsentides iihepoolse hiipoteesi kor-
ral (vt. joonised 69 ja 70).

40
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