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Sissejuhatus

(Galaktika on massiivne isegraviteeruv siisteem, mis koosneb tdhtedest, tdhtede vahelisest
keskkonnast, milleks on gaas ja tolm, ning tumeainest. Galaktika tdpne morfoloogia kujuneb
vélja protogalaktika kokku tombumise ning tdhtede edasise evolutsiooni kiigus, aga ka galak-
tikate omavaheliste porgete toimel. Soltuvalt vanusest moodustavad tdhed galaktikas mitmeid
populatsioone, mis erinevad ruumilise jaotuse, keemilise koostise ning diinaamiliste omaduste
poolest. Uurides neid populatsioone on voimalik saada informatsiooni galaktika tekkimise,
evolutsiooni ja struktuuri kohta (Tenjes, 1994). Parim viis selleks on mudelite koostamine.
Loomulik, et mudelid peavad arvesse votma kétte saadavat informatsiooni galaktika kohta
ning koosnema mitmetest komponentidest.

Mudelite tegemisel on tahtis galaktika struktuuri arvestamine. Soltuvalt galaktika mor-
foloogilisest tiiiibist, voib selle jagada mitmeks komponendiks. Uks vdimalik struktuur oleks
jargmine. Galaktika tsentris asub hele kompaktne tuum, mis on diinaamiliselt praktiliselt
soltumatu iilejidnud galaktikast ning mille keskel asub massiivne must auk. Selle iimber on
vanadest tdhtedest koosnev sferoidaalne mohn. Jargmiseks sferoidaalseks komponendiks on
vanadest tdhtedest ja kerasparvedest koosnev ulatuslik tdheline halo. Spiraalsetes galaktika-
tes eristatakse lisaks ka ketast ja noortest tdhtedest koosnevat spiraalstruktuuri. Viimaseks
komponendiks on kaugele kiitindiv tumeaine halo ehk kroon. Missuguste komponentidega
galaktikat lahendada, soltub mudeli tiiiibist ja soovitavast tédpsusest, aga ka modelleerimise
eesmérgist. Tihtipeale spiraalgalaktikaid, néiteks, ldhendatakse koosnevana kolmest kompo-
nendist, milleks on mohn, ketas ja tumeaine halo (Barnes et al., 2004).

Kaks pohilist informatsiooni allikat astronoomias on fotomeetria, mis annab galakti-
ka pindheleduse jaotust, ning spektroskoopia, mis voimaldab hinnata tdhepopulatsioonide
metallilisust ning annab tdhtede ja gaasi kiiruseid ning kiiruste dispersioone. Téheline dis-
persioon on véga oluline galaktikat kirjeldav parameeter: see annab hinnangut diinaamilisele
massile ning on seotud nii téhelise kui ka kogumassiga (van Uitert et al., 2013). Viimased on
olulised moistmaks tumeaine halo moju galaktika tekkele ja seega ka selle ndhtamatu kompo-

nendi olemust. Dispersioon galaktika keskel on seotud tsentraalse musta augu massiga ning on



abiks selle tekkimise ja kasvu ajaloo kindlaks tegemisel (Stickley ja Canalizo, 2014). Samuti
annab tdheline dispersioon iilevaate protsessidest, mis realiseeruvad galaktikate kokkuporke
tagajarjel ja mojutavad seega tdhtede liikumist.

Galaktika tahtede dispersioone kirjeldavad tdhtede hiidrodiinaamika vorrandid. Selleks
otstarbeks vottis need esimesena kasutusele inglise astronoom, fiiiisik ja matemaatik Sir Ja-
mes Hopwood Jeans (Jeans, 1919), sellepdrast nimetatakse need sageli ka Jeansi vorrandi-
teks. Uldiselt on vorrandites sisalduvaid tundmatuid rohkem kui vorrandeid ning lahendamise
protsess pole seega triviaalne ja nouab ridu lisaeeldusi ja lihtsustusi.

Antud t66 eesméirk on leida kooskolaline lahend Jeansi vorranditele ja selle baasil luua
galaktika dispersioone ja poéorlemiskiirust kirjeldav diinaamiline mudel. Saadud mudelit on
plaanis rakendada ja testida Andromeeda galaktikal.

To66 esimeses osas on toodud iilevaade teoreetilisest taustast, mis on vajalik diinaami-
lise mudeli loomiseks. On kirjeldatud eeldused ja lihtsustused, mis puudutavad galaktikate
iseloomustamist. Raédgitakse mudeli koostamiseks vajalikest tehnilistest lahendustest.

T66 teises osas on juttu diinaamilise mudeli rakendamisest Andromeeda galaktikale.
Kirjeldatakse labiviidud testarvutused, mis néitavad eri parameetrite moju loplikule mude-
lile. Tuuakse arvutatud dispersioonide ja pdéorlemiskiiruse vordlus vaatlusandmetega ning

analiitisitakse tulemust.



1 Stellaardiinaamikat kirjeldava mudeli loomine

1.1 Galaktika kui porkevaba siisteem

Enamus galaktika tahti asub ellipsoidaalsetes alamsiisteemides, millel puudub sfiasriline stim-
meetria. See tdhendab, et tdhtede tihedus viheneb iihes suunas kiiremini kui teises, ja igale
tahele rakendub seega mingi nullist erinev resultantjoud, mis soltub galaktika struktuurist
suurtel skaaladel. See joud ei muutu hiippeliselt, ning tdht saab iihtlase kiirenduse liiku-
des jouviljas, mis on tekitatud galaktika kui terviku poolt. Teiste sonadega, saab vaadata
tdhele mojuvat gravitatsioonijoudu kui joudu, mis tuleneb iihtlasest tihedusjaotusest, mit-
te iiksikute punktmasside kogumi omast. See aga voimaldab ldhendada galaktikat porkevaba
siisteemina. Samuti radgib selle viite poolt asjaolu, et tdhed paiknevad teineteisest vordlemisi
kaugel ning nende kokkuporked on harvad. Tumeainet voib siin lugeda samuti porkevabana,
kuna selle osakeste omavahelised gravitatsioonilised interaktsioonid on galaktika kontekstis
kaduvviikesed (Binney ja Tremaine, 2008).

Kvantitatiivselt on voimalik olukorda hinnata kasutades relaksatsiooni aja t, moistet.
Relaksatsiooni aeg nditab, kui hésti slisteem méiletab oma minevikku ehk mis aja péarast
kumulatiivsed kokkuporked naabertdhtedega on muutnud tdhe orbiiti piisavalt palju vorreldes

orbiidiga, mida see omaks, olles iihtlases gravitatsiooniviljas. See avaldub jargnevalt:

0.1N
t, ~ ——1, 1
InN (1)

kus N on tdhtede arv galaktikas ja ¢; on iilelennuaeg, mis néitab, kui palju aega kulub
keskmisel tdhel galaktika ldbimiseks.

Valemist (1) on niha, et relaksatsiooni aeg saab suuremaks iilelennuajast kui N > 40.
Tiiiipilise galaktika jaoks N = 10! ning ¢; = 10® a, seega galaktika eluea (10 a) viiltel saab

porgetest tulenevaid efekte ignoreerida ja pidada galaktikat porkevabaks siisteemiks.



1.2 Porkevaba Boltzmanni vorrand

Modelleerides galaktika kui porkevaba silisteemi diinaamikat ei ole moistlik jalgida eraldi tah-
tede orbiite, mida on miljardeid. Selle asemel vaadatakse toendosust leida mingi taht kiirusega
7 kohal ¥ kuuemootmelises faasiruumi elemendis d?vd37. Selleks tuuakse sisse jaotusfunkt-
sioon ehk faasitihedus f nii, et f(7, 7, t)d30d3Z on toendosus, et hetkelt ¢ omab vabalt valitud
taht faasiruumi koordinaate antud vahemikus. Kuna galaktikas koik tédhed on vordsed (ei ole
pohjust eelistada iiht teisele), see toendosus on sama koikide téhtede jaoks. Kui eeldada, et
tdhed on lisaks ka soltumatud ning jadvad, annab f siisteemi téieliku kirjelduse, vastasel ju-
hul peaks arvesse votma omavahelised interaktsioonid ja eluea 1oplikkust. Definitsiooni jargi

kehtib normeering

/ f(z,0,0)d30d%z = 1, (2)
kus integreeritakse iile terve faasiruumi. Kui integreerimine toimub ainult iile kiiruste ruumi,
saadakse tdhtede tavaline tihedusjaotus p.

Kuna galaktikas tihed liiguvad faasiruumis ringi, hakkab nende leidmise toenfdosus sol-
tuma ajast. Ent kuna definitsiooni jirgi toendosus peab olema jadv, siis f jaoks kehtib jaa-

vusseadus, mis on identne massi jddvusega ja avaldub kujul:

Ox; Of (%i af
= 0. 3
G (G o) 2
Arvestades, et kehtib g—f =7 ja % = —V®, kus ® on gravitatsiooni potentsiaal, saame

vorrandi, mis kirjeldab porkevaba siisteemi diinaamikat:

9 Of\
+Z( "o, Gajiav)_o' (4)

Vorrand (4) oli saadud austria fiiiisiku Ludwig Eduard Boltzmanni poolt (Boltzmann,

1872) ning on tuntud kui porkevaba Boltzmanni vorrand.



1.3 Kiiruste dispersioon ja kiiruste ellipsoid

Tahtede liikkumine on iseloomustatav dispersiooni tensoriga, mis avaldub kujul

Uizj = (Ui —50(?}]' _Ej) = ViVj — Uivj, i,J € {17273}7 (5)

kus v on tahe kiirus, v on keskmine kiirus. Kasutades faasitiheduse f definitsiooni, silindri-

listes koordinaatides on keskmistamine defineeritud jargnevalt:

1
v; = —/f(f, U, t) v; dvgdv,duy, (6)
p

kus p = [ f(Z,7,t) dvgdv,dvs. Sama kehtib ka korgemate astmete jaoks. Silindrilised koordi-
naadid tuuakse sisse, kuna antud t66 huviobjektideks on galaktikad, mida telgsiimmeetrilises
lahendis on koige loomulikum kirjeldada just selles koordinaadistikus.

Nagu niha valemist (5), on dispersiooni tensor siimmeetriline, seega sobiva koordinaat-
teisendusega on voimalik seda diagonaliseerida. Ellipsoidi, mille teljed paiknevad nende koor-
dinaattelgede sihis ning mille pikkusteks on diagonaliseeritud dispersiooni tensori elemendid
04, nimetatakse kiiruste ellipsoidiks. Kiiruste ellipsoid on oluline karakteristik galaktika dii-

naamika iseloomustamisel.

1.4 Liikumisintegraalid

Porkevaba Boltzmanni vorrandi (4) kui osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendi leidmine

taandub karakteristlike vorrandite lahendamisele, mis on kujul

@ B d_:c dy dz dv, dv, du,

= v, v Z(00/0r)  —(09/3y)  —(0/02) (7)

Nende vorrandite lahendiks on kuus lineaarselt s6ltumata liikumiskonstanti ehk funktsiooni,

mis soltuvad faasiruumi koordinaatidest ja ajast ning on konstantsed modda téhe orbiiti:

Li(Z,U,t) = const, i€ {l,..,6}. (8)



Seega saame, et otsitav faasitihedus on kujul f = f(I,...,Is), kusjuures, et omada
fiitisikalist sisu, peab see olema iihene ja mittenegatiivne. Faasitihedus on aja funktsioon, ent
1abi selle soltuvad ajast ka tihedus ja potentsiaal. Selle t66 raames, aga ka paljudes muudes
rakendustes, saab eeldada, et galaktikad on kas statsionaarsed (ajast soltuvust pole) voi
kvaasistatsionaarsed (soltuvus ajast on viga aeglane) stisteemid (Wilkinson ja James, 1982;
Spreckels ja Thielheim, 1982; Lin, 1983; Fjallborg et al., 2006; Gu, 2008; Marinacci et al.,
2010). Mélema juhu korral kaob Boltzmanni vorrandis f ajaline tuletis &ra ning saame kuue

asemel viis karakteristlikku vorrandit kujul

d_a: % B % B dv, B dv, B dv, (9)
v, v, v, —(00/0x) —(0@/dy) —(09/0z)

Soltumata litkumiskonstante on niiiid viis ning need ei soltu enam ajast:

I;(Z,V) = const, i€{l,..,5} (10)

Sellisel juhul nimetatakse neid liikumisintegraalideks ja faasitihedus avaldub niiiid nen-
de kaudu kujul f = f(I4, ..., I5) (endiselt kehtib iihesuse ja mittenegatiivsuse tingimus). See
tulemus on tuntud Jeansi teoreemina (Jeans, 1915; Lynden-Bell, 1962). Kuna liikumisinteg-
raalide kombinatsioon on samuti liikumisintegraal (sama kehtib tegelikult ka liikumiskons-
tantide kohta), on soovitatav kasutada selliseid kombinatsioone, mis omaksid fiiiisikalist sisu,
nagu naiteks koguenergia voi impulssmoment.

Statsionaarse potentsiaali puhul peab iga tdht lilkuma m6éoda sama muutumatut faasi-
ruumitrajektoori. Soltuvalt potentsiaali kujust voib see trajektoor nii tava- kui ka faasiruumis
olla kas suletud voi mitte. Galaktikates realiseerub iildiselt teine juhtum ning tdhe trajek-
toor tididab oma keerdudega kahe- voi kolmemootmelist pinda tavalises ruumis ning kahe- voi
rohkem mootmelist hiiperpinda faasiruumis. Suletud trajektoori puhul on selle iiheseks kirjel-
damiseks vaja viis litkumisintegraali — joone kuju on méiratud nendele vastavate faasiruumi
hiiperpindade loikumisega. Mitte suletud juhu puhul aga alla viie — hiiperpindade loikumine

madrab pinna, mis on tdidetud tdhe orbiiti keerdudega. Neid liikumisintegraale nimetatakse



tihesteks voi isoleerivateks integraalideks. Ent karakteristlike vorrandite (9) lahendiks on ala-
ti viis litkkumisintegraali. Teised integraalid, mille viirtusest tdhe orbiidi kuju enam ei soltu,
kuna on juba eelnevalt paigas, on 16pmata mitmesed ehk faasitrajektoori maaramiseks on
iikskoik, mis vadrtused neile anda. Nendest ei tohi soltuda ka faasitihedus, muidu muutuksid
nii tihedus kui ka potentsiaal mitmesteks ja seega mittefiiiisikalisteks. Seega tdpsem Jeansi

teoreemi sonastus on

f=f(hL,..,1,), n<5, (11)

kus vordus realiseerub suletud ja vorratus mitte suletud orbiitide puhul.

Nagu varem mainitud, soltub tdhe orbiidi kuju ja seega ka isoleerivate integraalide arv
potentsiaali kujust — mida iildisem on potentsiaal ehk mida vihem on sellele pandud piiran-
guid, seda vihem {iheseid liikumisintegraale esineb faasitiheduse avaldises. See aga omakorda
vihendab faasitiheduse ja seega ka ruumtiheduse iildisust. Samas ruumtihedus ja potentsiaal

on seotud omavahel Poissoni vorrandi abil:

V20 = 471Gy, (12)

kus G on gravitatsiooni konstant. Seega viga suur potentsiaali voi faasitiheduse iildisus ldhe-
vad teine teisega vastuollu. See tdhendab, et statsionaarseid tdhesiisteeme, mille potentsiaal
lubab viite voi ainult {ihte isoleerivat integraali, ei saa eksisteerida; kahe, kolme voi nelja
integraaliga siisteemid on aga lubatud.

Koige iildisemal juhul saab galaktika potentsiaal omada telgsiimmeetriat. See on iiks
potentsiaalidest, mis esineb looduses koige tihedamini, ning mida omavad lisaks ka tdhed
ja planeedid (Agekian et al., 1995). Kui arvestada lisaks statsionaarsuse tingimust, on iihe-
seid integraale kaks: siisteemi koguenergia ja impulssmoment siimmeetria telje {imber, mis

silindrilistes koordinaatides avalduvad kujul

I = v} + v + v — 29, (13)



I = Ruy. (14)

Faasitihedus on vastavalt kujul f = f(I, I5). Kasutades lisaks valemeid (5) ja (6) on
néha, et kiiruste ellipsoid on siimmeetriline vy telje suhtes, kuna kiirused R ja z suundades
esinevad faasitiheduse avaldises iihtemoodi. Selline ellipsoidi kuju on aga vastuolus vaatlus-
tega, mis néitavad, et sellist simmeetriat ei tohiks olla ning et kiiruste ellipsoid on enamikel
juhtudel kolmeteljeline (Ollongren, 1962; van Wijk et al., 1966; Graham, 1967; Woolley, 1978).

See kehtib nii sfasriliste, kui ka kettakujuliste galaktika alamsiisteemide jaoks. Et seda
vastuolu lahendada, on vaja iildistada teooriat ning tuua sisse kolmas liitkumisintegraal, mis
oleks kahest eelnevast soltumatu. Tihti nimetatakse seda integraali mitteklassikaliseks integ-
raaliks, kuna monede téhe orbiitide jaoks seda siiski ei eksisteeri (Martinet ja Hayli, 1971;
Manabe, 1979). Uks vdimalik kolmanda integraali kuju oli pakutud eesti astrofiiiisiku Grigori

Kuzmini poolt (Kuzmin, 1952), ning silindrilistes koordinaatides avaldub see jargnevalt:

I; = (Rv, — 2vR)* + 225 + 25 (v? — 20%), (15)

kus ®* on funktsioon, mis omab potentsiaali dimensiooni ning on leitav vorrandisiisteemist

200° _ 200 _ o
2ok = % or — Rz, (16)
200* _ (p2 | .2\0® _ p.0d
29 = (RBP4 25) % — Rzgg.

Integraal I3 koosneb kahest osast: kaks esimest liiget on impulssmomentide ruudud kahe
risti oleva telje imber, mis asuvad z = 0 tasandis; viimane liige on energia méoda z-telge
korrutatuna vaba parameetriga z3.

Et ndha, kuidas kolmas integraal lahendab kiiruste ellipsoidi kuju probleemi, tehak-
se selline koordinaatteisendus, et I3 avaldises kiiruste ruutude vahe asemele tuleks ruutude
summa. See on teostatav vg ja v, telgede pooramisega, ning R, z, 0 asemel on uuteks koor-
dinaatideks xq, xs, 0. Nendes koordinaatides on dispersiooni tensor diagonaalne. Kolmanda

integraali kuju tuleb siis

Iy = 2307 + 2503 + 11790] — 225D*. (17)

10



x1 ja xo9 on konfokaalsed elliptilised koordinaadid, mis on antud vorrandiga

R? 22
=1, 18
22— 22 a2 (18)
kus
2> 22
2= 1T (19)
73 < 22

Sellisena defineeritult vastavad x; ellipsoididele ja zo hiiperboloididele, z; aga nende iihisele
fookusele. v; ja vy on kiirused uutes koordinaatides, ning nurk « (vaata joonis 1) nende
ja galaktika tasandi vahel (iihtlasi on see ka koordinaattelgede pooramise nurk) avaldub
jargnevalt:

Rz

1
§tan2a = m =7. (20)

Faasitihedus on niiid kujul f = f(Iy, I, I3) ning selle séltuvus koikidest kiirustest on
erinev. Kasutades jéllegi valemeid (5) ja (6) on néha, et kiiruste ellipsoid on kolmeteljeline.

Selle iiks telg asub piki vy-telge, kaks teist on paralleelsed vy ja vy telgedega.

1.5 Jeansi vorrandid

Vorrand (4) annab porkevaba siisteemi diinaamilise kirjelduse. Selleks, et mudelit saaks vaat-
lustega vorrelda, peavad aga selles esinema vaadeldavad suurused, nagu niiteks keskmine
kiirus voi dispersioon. Selleks vorrandit (4) teisendatakse sobivamale kujule:

Jv; Iv; od  I(po};)

it R B R il e {1.2.31. 21
Py T PiG paxj on j€{1,2,3} (21)

Vorrandites summeeritakse iile korduva indeksi ¢, p tdhistab tihedusjaotust, v — keskmist

kiirust, o;; — dispersiooni tensorit.
Tulemust (21) nimetatakse tdhtede hiidrodiinaamika vorrandiks, kuna see on analoogi-

line Euleri vedeliku voolamise vorrandiga
ov; v, od  Op

"ot TP T Pon, " omy

je{1,2,3}, (22)

11



kus p tdhistab rohu tensorit. Erinevus seisneb selles, et voolu kiiruse asemel on keskmine
tahekiirus ning liige pafj kirjeldab anisotroopset rohku. Stellaardiinaamikas kasutas neid vor-
randeid esimesena inglise fiilisik, matemaatik ja astronoom Sir James Hopwood Jeans (Jeans,
1919), sellepdrast nimetatakse neid tihti ka Jeansi vorranditeks.

Uldiselt pole siisteem (21) suletud, kuna sobiva koordinaarsiisteemi valiku puhul sisaldab
kaheksa tundmatut suurust p, ®, v;, 0;; (monedes koordinaatsiisteemides pole dispersiooni
tensor diagonaalne ning tundmatuid on rohkem), ent koos Poissoni vorrandiga (12) ainult
neli vorrandit. Siisteemi sulgemiseks on vaja teha lihtsustavaid eeldusi, mis voimaldaksid

tundmatute arvu vihendada.

1.6 Jeansi vorrandite sulgemine

Kuna galaktika potentsiaal omab telgsiimmeetriat, on mottekas teisendada Jeansi vorran-
did (21) silindrilistesse koordinaatidesse. Nendes koordinaatides on v = U, = 0 ehk kesk-
mistatuna esineb ainult lilkumine -telje sihis. Mugavuse mottes tdhistatakse vy = Vj. Siim-
meetriast tulenevalt on koik osatuletised 6 jargi vordsed nulliga. Kuna lisaks eeldatakse, et
galaktikad on statsionaarsed siisteemid, kaovad ka osatuletised aja jargi. Dispersiooni tensori

segakomponendid avalduvad aga jargnevalt (Tempel ja Tenjes, 2006):

2 2 2
o, =V(op —03),

Oy = 029 = 0,
kus 0% = 02, 0% = %5 (analoogiliselt hiljem 03 = 02,) ning 7 on orientatsiooni parameeter,
mis on leitav vorrandist (20). Nendest eeldustest 1dhtuvalt tuleb, et teine Jeansi vorrand

muutub identsuseks ning kaks iilejadnut avalduvad kujul

Apoy)  (1—ky Or\ o 9(pof) ob  Vy
oK — (L& 24
orn T\"TR Toa:)fRTr T4, P\or "R )" (24)
d(po?) £, 06\ 5 . 0(pol) 0P
ER + EJr& po; +§ o~ Pas (25)

kus loetavuse mottes on tahistatud

12



; ko = — (26)

K

(27)

To66 iiheks eesmérgiks on luua galaktika tdhtede kiiruste dispersioone kirjeldav mu-

2

2 oZ. Kuna vaatlustest on teada, et kiiruste

del, jérelikult otsitavateks suurusteks on 0%, o
ellipsoid on kolmeteljeline, ei saa nende kohta mingeid lihtsustavaid eeldusi teha. Jeansi vor-

randite (24) ja (25) kuju on selline, et nende lahendamine siisteemina on voimatu. Seega

2

vorrand (24) lahendatakse % ning vorrand (25) o2

suhtes ja saadud funktsioonid viiakse
kooskolalisele kujule. Dispersioonisuhetest (26) avaldatakse o2, mis on iihtlasi ka koosko-
lalisuse kontrolliks. See eeldab aga iilejdfdinute tundmatute suuruste séltumatut méaramist,
milleks on tihedusjaotus p, potentsiaal ®, podrlemiskiirus Vj, dispersioonide suhted k. ja kg

ning orientatsiooni parameeter +.

1.6.1 Tihedusjaotus ja potentsiaal

Et saada paindlikku ja kooskolalist mudelit, lihendatakse galaktikat soltumatute tdheliste
komponentide superpositsiooniga, lisades sfaariline tumeaine halo. Iga tiheline komponent on
esitatav poorlemistelje suhtes siimmeetrilise ellipsoidiga, millel on konstantne telgede suhe.
Selle tihedusjaotus on antud Einasto profiiliga (Einasto, 1965), mis silindrilistes koordinaa-

tides avaldub kujul

p(a) = poexp [— (kiao)w] , (28)

kus pg = hM/(4mqa}) on ruumtihedus keskpunktis, M on komponendi kogumass, ¢ on ellip-
soidi telgede suhe, ay on harmooniline raadius, mis on heaks komponendi ulatuse iseloomus-
tajaks, ning a = \/R? + 22/¢%. h ja k on normeerimiskoefitsiendid, mis on seotud struktuuri
parameetriga N (Tenjes et al., 1994; Tamm et al., 2012). Galaktika kui terviku tihedusjaotus

on siis tema komponentide superpositsioon.
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Tihedusjaotus pole otseselt vaadeldav suurus, ent seda saab méirata kaudselt. Uks voi-
malus on kasutada fotomeetrilisi andmeid galaktika tdheliste komponentide heledusjaotuste
defineerimiseks, mille kuju saab votta matemaatiliselt identseks Einasto profiiliga (28), ning
siis korrutada saadud jaotused mass-heledus suhtega, mida saab omakorda kindlaks teha
spektroskoopiliste vaatluste abil. Tumeaine halo tihedusjaotus on méairatav galaktika poor-
lemiskoverast.

Gravitatsioonipotentsiaal on saadav galaktika tihedusjaotusest Poissoni vorrandi (12)

kaudu. Jeansi vorrandites (24) ja (25) esinevad potentsiaali tuletused avalduvad kujul (Tenjes

et al., 2001)
9P GhM arcsin e ) ‘
3R = R(eao)3 / p*(a)sin®(z) du, (29)
0
9 ChM arcsine ) ;
5 = Z(6a0)3 / p*(a) tan®(z) dx, (30)
0

kus e = y/1 — ¢? on ekstsentrilisus ning

o*(0) = exp [— (k—)/N] | (31)

22 = @) (R2 + 2—2) . (32)

e? cos?(x)
Juhul kui tegu on sfdériliselt siimmeetrilise potentsiaaliga ehk ¢ = 1 (tumeaine halo puhul),

vorrand (28) kehtib endiselt, potentsiaali tuletised on aga kujul

1
0P GhM

OR R 3 p*(a)z” dx, (33)
0

0P GhM /

_— = * 2

5 = ? a2 p*(a)x” dz, (34)

0
kus a® = 2?(R? + 2?).
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1.6.2 Poorlemiskover

Nagu varem mainitud, telgsiimmeetria eeldusel ainuke keskmistatud tdhtede lilkkumine galak-
tikas toimub O-telje sihis. Seda liikumist kirjeldab poorlemiskiirus Vp, mida saab lahendada

kujule (Binney ja Tremaine, 2008)

0P
VZ = 5% = f?R—, 35
kus v, on ringkiirus ning 5 on vordetegur, kusjuures 8 < 1. Uldiselt on 8 koordinaatide
funktsioon, antud t66s lisaandmete puudumise tottu ldhendatakse seda konstandiga.

Galaktika tahtede podrlemiskiirus on otse vaadeldav suurus ning spektroskoopiliste and-

mete abiga saab seda kindlaks méaérata.

1.6.3 Dispersioonide suhted

Kui eeldada, et kolmas litkumisintegraal on kujul (17), siis selleks, et saavutada kolmeteljelist
kiiruste jaotust, mis on kooskolaline vaatlustega, peab faasitihedus soltuma esimesest (13)
ja kolmandast (17) lilkumisintegraalist lineaarselt ja teisest (14) ruutpoliinoomina (Einasto,

1970):

by

2
20

b
f=a1li +asly — 22—1[2 + ]22, (36)
0

kus ai, as, by ja by on vabad konstandid. Siis avalduvad dispersioonide suhted elliptilistes

koordinaatides jargnevalt:

2 2 2
_ 03 (1% + agx;

k12 = P R (37)
011 a125 + oy

2 2 2
kiz=—5> = 5 5 5 (38)
071 @z +az? + bR

Vorrandist (18) tuleb, et x? ja 22 avalduvad silindrilistes koordinaatides kujul
s 1 2 2,211/2
x125[9+(§2 —42°25)7, (39)
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1
:1:% = 5[9 — (Q2 — 42223)1/2], (40)

kus Q = R% + 22 + 2% Kasutades neid iileminekuseoseid ning vorrandit (20), saab niidata,

et otsitavad dispersioonide suhted on kujul

sin? v + kppcos? . tan? o+ ko

= = , 41
cos2a + kppsin®a 14 kjptan® o (41)
k13 k13(1 + tan® )
0= g2 3= 7 (42)
cos? o + ki 8in” o 1+ kiptan® o

Siinkohal tuleb pidada meeles, et kuigi vajalikud avaldised on tuletatud, nendes esineb

kolm tundmata konstanti, mis vajavad madramist.

1.6.4 Orientatsiooni parameeter

Joonis 1: Elliptiliste (x1, z2) ja silindriliste (R, z) koordinaatide omavaheline suhe. « tdhistab nurka

kiiruste ellipsoidi ja galaktilise tasandi vahel. Joonis: Tempel ja Tenjes (2006).

Orientatsiooni parameeter «y kirjeldab kiiruste ellipsoidi positsiooni Rz-tasandis (selle geo-
meetriline tdhendus nurga o kaudu on toodud joonisel 1) ning vorrandi (20) jargi avaldub

jargnevalt:
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tan 2a = L, (43)

7= R2 4 22 — 22

N | —

kus zp méadrab elliptiliste koordinaatide kuju ning on iildiselt R ja z funktsioon. Selle tapne
avaldis on teada ainult galaktika tasandi jaoks, sellest viljapool on voimalik ldhendada seda
poliinoomiga. See aga toob kaasa vabu konstante, mis pole fiiiisikalistest kaalutlustest maé-
ratavad ning tostavad mudeli mitteiihesust. Sellest tulenevat antud t60 raames vaadatakse

zo konstantse funktsioonina.

1.7 Dispersioonide kooskolastamine

Matemaatilisest analiiiisist tuleneb, et otsitavad dispersioonid o% ja o2 avalduvad Jeansi

vorranditest (24) ja (25) kujul:

-3 7 o /
oh(R,2) = L / o, >% exp / p(r*,2)dr* | dr (44)
T
P R R
i OD(R, 2 7
02(R,2) = —/p(R, z’)—( ) exp/g(R, 2¥)dz*| d7, (45)
p 0z
kus selguse mottes on tdhistatud
1-— kg Ok
= — 46
P R * 0z (46)
§ 0
=== 47
I=% "R (47)

Samal ajal moodustavad vorrandid (24) ja (25) stisteemi ning nende lahendid on seotud
omavahel funktsiooniga k. (26), (41). Kokku esineb avaldistes viis vaba paremeetrit zg, a,
as, by, B, mida antud t00s ei madrata vaatlustest, vaid kasutatakse mudeli koolkolastatuse
tagamiseks. Nimelt toimitakse jargnevalt. Lahendatakse vorrand (45), ning kasutades saadud
tulemust vorranditest (26) ja (41) avaldatakse 6% (selline tihistus on toodud sisse, et eristada

seda dispersioonist, mis on saadud otse Jeansi vorrandist (24)):
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z
.

02 014 kpptan®a)
; tan® o + k1o

(48)

Jargnevalt lahendatakse vorrand (44) ning saadud dispersioon vorreldakse vorrandi (48) oma-

ga. Vordlus teostatakse kujul

X2 = Z(Ui@,ij - 512%@‘)» (49)
]

kus 7, j on pikslite koordinaadid ehk summeerimine toimub iile kahemootmelise dispersiooni
pildi. Téielikult kooskolaliste lahendite puhul peab x? vorduma nulliga, tegelikkuses pole see
aga saavutatav. Selleks on mitu pohjust. Esiteks, tihedusjaotuse kuju tottu pole vorrandi-
te (44) ja (45) lahendamine voimalik analiiiitilisel kujul, numbrilise lahendamisega kaasnevad
aga alati arvutusvead. Teiseks, dispersioonide suhe avaldis (41) on tuletatud tuginedes kol-
manda integraali teooriale ning on ainult 1dhendiks reaalsele olukorrale. Ent mudel on seda
kooskolalisem, mida viiiksem on x?. Seega eesmirgi saavutamiseks avaldis (49) minimeeri-
takse, muutes vabade parameetrite vadrtusi. Seda teostatakse programmi MultiNest abiga,
mille kirjeldus on toodud hiljem samanimelises peatiikis.

Lopuks, kasutades saadud vabade parameetrite vaartused ja algusest iihest ja siis teisest
Jeansi vorrandist leitud dispersioone, dispersiooni suhetest (26), (41), (42) avaldatakse kahel
erineval viisil o3:

2 o2kg

o5 = koo, 0y =~ (50)

Saadud dispersioone saab kasutada, et kontrollida kui hésti on onnestunud tulemused koos-

kolastada. Kuna kooskolastamise tulemusena saadakse parameeter [, mis esineb Vj avaldi-
ses (35), annab mudel ka galaktika tdhtede poorlemiskiirused. Kui on saavutatud rahuldav
tulemus, dispersioonid ja poorlemiskiirused viiakse sellisele kujule, et neid oleks voimalik vor-
relda vaatlustega, ehk projekteeritakse vaatesihile. Oluline on méirkida, et vaatlustega vord-
lemine seisneb siin viidrtuste visuaalses vordlemises, mitte mudeli lihendamises vaatlusand-
metega, kuna siis, kui lahendid on kooskolastatud, annavad nad kohe otsitavad dispersiooni

ja podrlemiskiiruse vadrtused.
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1.8 MultiNest - Bayesi tooriist

MultiNest (Feroz ja Hobson, 2008; Feroz et al., 2009, 2013) on Bayesi statistilisel analiiii-
sil pohinev toorist, mis voimaldab médrata mingit ndhtust kirjeldava mudeli parameetrid
ja valida erinevate mudelite vahel (teha eelistust iihele mudelile teise ees). Bayesi metoodi-
kat kasutatakse paljude astrofiiiisikat ja kosmoloogiat, aga ka osakeste fiiiisikat puudutavate
probleemide lahendamiseks.

Bayesi statistika pohitunnuseks on, et statistiliste otsuste tegemiseks kasutatakse vaat-
lusandmete korval ka eelinfot (aprioorset infot) ehk eeldust, et siindmuse toimumise t6enéo-
sust saab méarata, hinnates selle siindmuse toimumise toendosust minevikus. Matemaatiliselt
viljendub see Bayesi teoreemis, mis voimaldab hinnata hiipoteesi (mudeli) H parameetrite

hulga @ viirtusi etteantud andmemassiivi D jaoks:

Pr(DI|6, H)Pr(0|H)
Pr(DI|H) ’
kus Pr(0|D, H) = P(6) on parameetrite aposterioorne jaotus (jareljaotus), Pr(DI|0, H) =

Pr(6|D, H) = (51)

L£(0) on toeparafunktsioon, Pr(6|H) = 7(6) on parameetrite aprioorne jaotus (eeljaotus),
Pr(D|H) = Z on marginaalne tihedusfunktsioon. Z on sisuliselt normeering, mis pole olu-
line parameetrite méaramisel, kuna ei soltu 0-st, ent on vajalik mudelite eristamisel. See on
mitmedimensiooniline integraal iile kogu parameetriruumi (Z = [ £(6)7(60)d0), mille numb-
riline arvutamine on reaalsete fiilisikaliste probleemide korral keeruline ja aeganoudev, ning
mille efektiivseks leidmiseks loodigi MultiNest kui alternatiiv olemas olevatele tehnikatele
(nagu naiteks Monte Carlo diskreetimine Markovi ahelatega (Novak ja Rudolf, 2013; Audren
et al., 2013) voi termodiinaamiline integreerimine (Slosar et al., 2003; Bridges et al., 2006)).

MultiNest kasutab ellipsoidaalse mahutatud diskreetimise algoritmi (ellipsoidal nested
sampling), et 1dbida parameetrite ruumi @ ning maksimeerides toepéarafunktsiooni £ leida
marginaalne tihedusfunktsioon Z. Seejuures toepidrasusfunktsiooni maksimumile vastavad
parameetrid ongi otsitavad mudeli parameetrid. Mudelit ennast saab hinnata Z viirtuste

abil.
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Antud t66 raames galaktika tdhtede diinaamikat kirjeldava mudeli loomiseks toepéra-
funktsiooniks voetakse vorrand (49), ent miinus mérgiga, kuna MultiNest maksimeerib L,
kooskolalise lahendi leidmiseks on vaja aga funktsiooni (49) minimeerida. Parameetrite ruum

on maaratud aq, as, bo, 2o ja [ poolt, millele omistatakse konstantsed aprioorsed jaotused.

1.9 Vaadeldavate suuruste projekteerimine

(b) oA

> Y

Joonis 2: Joonisel (a) on kujutatud nurk vaatesihi ja galaktikatasandi vahel. Joonisel (b) on néi-

datud tevatasandi koordinaadid X ja Y. Joonis: Tempel et al. (2007).

Jeansi vorranditest saadud dispersioonid o%, 02, o7 pole sellisel kujul vaatlusandmetega vor-
reldatavad, kuna teleskoobiga vaadeldes moodetakse taevatasandile projekteeritud suurusi.
Projekteerimine tdhendab, et iildjuhul vaadeldakse superpositsiooni koikide koordinaattel-
gede sihis olevatest dispersioonidest (soltuvalt galaktika orientatsioonist voib vaadeldavas
dispersioonis mitte kajastuda o2 voi kajastuda ainult ¢2). Vaadeldavat dispersiooni leitakse
jargnevalt. Olgu X ja Y taevatasandi koordinaadid, mille alguspunkt langeb kokku galaktika
tsentriga, ning © — nurk vaatesihi ja galaktikatasandi vahel (vaata joonis 2). Alguses tehakse
0% ja og projektsioon galaktika kettaga risti olevasse tasandisse, mis libib vaatejoont (vaata

joonis 3):

X? X?

Siis tehakse o2 ja o2 projektsioon vaatejoonele (vaata joonis 4):

0l =02cosO+02sinO. (53)
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Suund galaktika keskmesse -

Joonis 3: a% ja ag projektsioon galaktika kettaga risti olevasse tasandisse, mis 1dbib vaatesihti.

Joonis: Tempel ja Tenjes (2006).

3 Vaade A
~— Vaatesiht —},

‘ .

|

|

YA

Galaktika tsenter -
! \

<

Joonis 4: 02 ja 02 projektsioon vaatejoonele. Joonis: Tempel ja Tenjes (2006).

Vorrand (53) kirjeldab projekteeritud dispersiooni ithes punktiks, vaadeldav suurus on

aga summaarne modda vaatejoont. Selleks avaldis o2, _ integreeritakse, ning tulemus avaldub

kujul
2
1 OO' 1[10<R7 Zi)O-ZIZ_os(Ra ZZ)]
o’ (X,)Y) = / = RdR, 54
=TT T weve—x (&)
kus

Y
212:( ivRQ—XQ)tan@ (55)

’ sin ©
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ning o on iile vaatejoone integreeritud tihedusjaotus, mida kasutatakse normeerimiseks:

S ip(Rv ZZ)

1

X,Y) = = RAR.
ol ) /cos@x/RQ—X2

X

(56)

o2 . (54) kirjeldab iihe galaktika komponendi vaadeldavat dispersiooni. Kuna iildjuhul
galaktikat lahendatakse mitme komponendi superpositsioonina, siis 1oplik avaldis vaadeldava

dispersiooni jaoks on

) Zgi(X’ Y)[O-:%nt(X’ Y)]l
Uobs(Xv Y) = ZQ@'(X> Y) )

(57)

kus ¢ loetleb galaktika komponente.
Kuna tuletatud dispersioonide mudelist on otse saadav poorlemiskover, siis tuuakse

vastav seos ka Vj vaatlustega vordlemiseks:

> 0i(X,Y)[Vios (X, Y

Vops (X, Y) = = , 58
=X ¥) > 0(X,Y) (58)
kus
X
Vvlos:‘/&E‘ (59)

Juhul kui dispersioone voi poorlemiskiirust moodetakse mooda galaktika peatelge, kehtib

Y =0 ja X = R, ning avaldised lihtsustuvad.
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2 Diinaamilise mudeli rakendamine Andromeeda galak-

tikale

Saadud diinaamilise mudeli illustreerimiseks ja testimiseks rakendati seda Androomeeda ga-
laktikale. Andromeeda galaktika on huvipakkuv eelkoige selle pirast, et see on Linnuteele
koige lahemal asuv suur spiraalgalaktika, mis koos Galaktikaga moodustab enamiku Kohali-
ku Grupi massist (Li ja White, 2008). Selle uurimine voimaldab selgeks teha need morfoloogia
ja diinaamika detailid, mis on kaugematel galaktikatel raskemini méirgatavad voi iildse ndhta-
matud. Andromeeda on oma ehituse poolest sarnane meie Galaktikale, kuigi veidi massiivsem
(Klypin et al., 2002), ning selle uurimine sageli taiendab meie Galaktika uurimist, aga ka vas-
tupidi (Kutuzov ja Einasto, 1968).

Diinaamilise mudeli loomiseks alguses suleti Jeansi vorrandid (24) ja (25) lahtudes And-
romeeda galaktika iilesehitusest ja omadustest. Seejirel kooskolastati vorranditest (44) ja (45)
saadud dispersioonid vabade parameetrite sobilike vaartuste valikuga. Lopuks projekteeriti
tulemused vaatesihile. Kuna esimese etapi kiigus saadi Andromeeda potentsiaal ja teises
etapis parameeter (3, kirjeldab mudel ka galaktika poorlemiskiirusi (35). See annab mudeli-
le lisaviédrtuse ning on iihtlasi ka selle headuse kontrolliks. Sellega sai tehtud Andromeeda
diinaamikat kirjeldav mudel, mis annab galaktika tdhtede dispersioone ja péorlemiskiiruseid
ilma vajaduseta neid vaatlustega lihendada. Et aga teada saada, kui hédsti on mudeli loo-
mine onnestunud, vorreldi seda vaatlusandmetega. Illustreerimiseks nii dispersioonid kui ka

poorlemiskiirus arvutati mooda galaktika peatelge, ent mudel on rakendatav ka mujal.

2.1 Liahteandmed Andromeeda struktuuri kirjeldamiseks

Andromeeda on Hubble’i klassifikatsiooni jargi SA(s)b tiilipi galaktika (de Vaucouleurs et al.,
1991), mis tdhendab, et see on ilma varbstruktuurita s-kujuline spiraalgalaktika, millel on
tuhm mohn ja kinnisemad spiraalharud. Mudeli tegemisel lihendati seda koosnevana moh-

nast, kettast ja tumeaine halost, jattes vilja tuuma, spiraalharud ja gaasiketta, kuna antud
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t66 raames pole nende panus oluline. Huvipakkuvaid komponente iseloomustavad parameet-
rid, mis on vajalikud Jeansi vorrandite (24) ja (25) sulgemiseks, olid voetud artiklist Tamm
et al. (2012) (maksimaalse tihelise mudeli 1dhendist). Nende abil on méératavad galaktika

tihedusjaotus (28) ja potentsiaal (12). Parameetrite vadrtused on toodud tabelis 1.

Komponent ag q N dn 0 M
(kpc) (Mope™?)  (10'Mg)
Mohn 087 0.73 4.0 11.67 25741.82 4.9
Ketas 850 0.10 1.0 2.67 0.25 4.8
Tumeaine halo 113.37 1.00 6.0 17.67 65.95 364.3

Tabel 1: Andromeeda komponente iseloomustavad parameetrid.

2.2 Testarvutused

Dispersiooni mudeli loomiseks on vaja leida vabade parameetrite aq, as, ba, 2o ja [ vaartused,
mis annavad kooskolalise lahendi Jeansi vorranditele (44) ja (45). Kuna Andromeedat ldhen-
dati koosnevana kahest téhelisest komponendist (mohn ja ketas), siis vabade parameetrite
komplekte on samuti kaks — dispersioon arvutatakse eraldi iga komponendi jaoks. Kooskolas-
tamist teostati programmiga MultiNest, mis aga vajab aprioorseid jaotusi parameetrite jaoks
ehk piirkondi, kust sobivaid véértusi otsida. Nende piirkondade leidmiseks, aga ka tulemuse
stabiilsuse kontrollimiseks, tehti testarvutused, kus vaadati, kuidas iga parameetri vaartuse
muutus mojutab lahendeid. Et teha otsimist voimalikult optimaalseks ja efektiivseks, muu-
deti iihe parameetri vadrtus 10 korda, teised aga jdeti fikseerituks. Parameetrite vadrtused
vordsustati alguses {ihega ning eeldatakse, et need on molema komponendi jaoks samad. Nii
toimiti koikide parameetrite puhul, vélja arvatud g, mida fikseeriti vdartustele SBpepn = 0.2
ja Bretas = 0.9. Kuna definitsiooni jargi kehtib 0 < 5 < 1, seda voeti otsitavaks piirkonnaks
ning testarvutusi ei tehtud.

Lopptulemuse huvides vorreldi omavahel projekteeritud dispersioonid (57) méoda ga-

laktika peatelge (z = 0), kus sisend dispersioonid (¢2, 62, 07) arvutati lihtudes alguses iihest

24



ja siis teisest Jeansi vorrandist, kasutades selleks dispersioonide suhete avaldisi (26), (41),
(42). Tulemused on toodud graafikutel 5, 6, 7 ja 8. Nii toimiti ainult testarvutuste puhul,
reaalset kooskolastamist viidi labi iga tdhelise komponendi jaoks eraldi nagu kirjeldatud pea-
tiikis 1.7, et véltida kodumist kahe parameetrite komplekti vahel. Dispersioonide arvutamisel
vajalik vorrandite (44) ja (45) adaptiivne numbriline integreerimine teostati GNU Scientific
Library* abiga.

Graafikul 5 on ndha, et parameetri a; muutus mojutab suuremal méiral teisest Jeansi
vorrandist tuletatud projekteeritud dispersiooni. Kooskola ldheb paremaks a; suurenedes,
ent mingist viirtusest alates olulist muutust enam ei toimu.

Graafikust 6 tuleb, et ka parameetri as muutus mojutab oluliselt rohkem teisest Jeansi
vorrandist tuletatud projekteeritud dispersiooni. Kooskola ldheb paremaks aga as vihenedes,
ent jallegi mingist vidrtusest alates olulist muutust enam ei esine.

Graafiku 7 jargi parameetri by muutus mojutab molemad projekteeritud dispersioonid
tisna viahesel méaéral. Kooskola on kiill veidi parem viiksemate by vaartuste puhul.

Graafikul 8 on ndha, et parameetri z; muutus mojutab esimesest Jeansi vorrandist
tuletatud projekteeritud dispersiooni kaugemat otsa. Kooskola ldheb iildiselt paremaks z

suurenedes, ent liiga suurte vaartuste puhul kaob jille &dra.

thttp://www.gnu.org/software /gsl
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Joonis 5: Parameetri a; m&ju projekteeritud dispersioonidele.
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Joonis 6: Parameetri as m&ju projekteeritud dispersioonidele.
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Joonis 7: Parameetri b moju projekteeritud dispersioonidele.
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Joonis 8: Parameetri zg moju projekteeritud dispersioonidele.
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2.3 Loplik mudel

Tuginedes testarvutustele, teostati funktsiooni (49) minimiseerimine, mis andis 16pliku dis-
persioonide mudeli. Parameetrite a1, as, ba, 29 ja [ vddrtused molema tahelise komponendi
jaoks, mis koostatud mudeli raames andsid koige parema kooskola Jeansi vorranditele, on
toodud tabelis 2. Mudel loodi soltumata kinemaatika vaatlusandmetest, ent selle headuse ja
kooskola kontrolliks vorreldi seda vaatlustest saadud Andromeeda galaktika poorlemiskiiruste

ja dispersioonidega.

Komponent  a; as b 20 I}
Mohn 9.92 0.01 0.01 79.19 0.95
Ketas 3.72 0.01 7.83 166.64 0.42

Tabel 2: Kooskolastamise parameetrid mohna ja ketta jaoks.

2.4 Kinemaatika vaatlusandmed

Andromeedast on tehtud arvukad korge lahutusega fotomeetrilised ja spektroskoopilised vaat-
lused. Viimased on antud t60 jaoks olulise tdhtsusega, kuna annavad informatsiooni p&orle-
miskovera ja dispersiooni kohta. Et mudelit saaks rakendada voimalikult kaugele galaktika
tsentrist, kombineeriti spektroskoopilised vaatlused kahest eritiiiipi sihtobjektist: galaktika
tahtede vaatlused ning galaktika timber olevate planetaarsete udukogude vaatlused. Esimesed
annavad andmed galaktika siseosa, teised aga vilisosa kohta. Viited antud t66 raames kasu-
tatud andmetele koos nende ruumilise ulatusega on toodud tabelis 3. Maidramatusteks voeti
kombinatsioon bootstrap-meetodiga leitud statistilistest ja vaatlusvigadest (Tempel et al.,

2007) ning téhtede vaatlused keskmistati omavahel.
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Vaatluste sihtobjekt Viide Ruax (kpc)
McElroy (1983) 2.263
Kormendy (1988) 0.185
van der Marel et al. (1994) 0.185
Kormendy ja Bender (1999) 0.185
Merrett et al. (2006) 19.907
Halliday et al. (2006) 10.689

Tahed

Planetaarsed udukogud

Tabel 3: Vaatlusandmed Andromeeda galaktika tdhtede ja planetaarsete udukogude kiiruste ja

dispersioonide kohta koos nende ruumilise ulatusega mtdda galaktika peatelge.

2.5 Tulemused

Saadud mudelist leiti dispersioonid ja poorlemiskiirus mooda galaktika peatelge. Galaktika
keskosa ldhitimbrust ei vaadatud, kuna selles piirkonnas pole teoreetilised vaartused Jeansi
vorranditest (44) ja (45) arvutatavad. Et ndidata, kui hésti on dnnestunud kooskélastami-
ne, dispersioonid arvutati tuginedes alguses iihele ja siis teisele Jeansi vorrandile. Jaotuste
vordlus vaatlustega on toodud graafikutel 9 ja 10, kus parema iilevaate jaoks on toodud ka
vaatluste ja mudeli vahe.

Graafikust 9 on néha, et kahe Jeansi vorrandi lahendi vahel on saavutatud hea kooskola.
Mudelprofiilide omavaheline lahknevus on samas suurusjargus kui vaatluspunktide méarama-
tus, ning kumbagi ei saa eelistada vaatlusandmete kirjeldamisel. Samas on n#ha, et esimese
Jeansi vorrandi baasil leitud profiil iilehindab dispersioonide véértusi galaktika siseosades,
teise vorrandi baasil leitud profiil aga alahindab vaértusi galaktika vilisosades. Graafikust 10
aga omakorda tuleb, et mudelist saadud poorlemiskiiruse profiil alahindab tegelikke vaartusi
galaktika mohna piirkonnas. Selle ja ka dispersiooniprofiilide mittetaielikku kokkulangemise
pohjuseid voib olla mitu. Esiteks, kooskolastamisel eeldati konstansteid vabade parameetrite
ai, as, by, 29, B vidrtusi, iildjuhul on aga zy ja [ silindriliste koordinaatide R ja z funktsioo-

nid. Teiseks, Andromeeda morfoloogia ja iilesehitus on tegelikkuses keerulisemad kui seda
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lahendamisel arvesse voeti. Mudeli komponentide arvu suurendamine (néiteks tuuma, gaasi
ketta ja tiahelise halo lisamine) voib tosta tulemuste tédpsust. Kolmandaks, eeldati galaktikate
statsionaarsust ja porkevaba olekut, mis ei vasta reaalsele olukorrale. Samuti, kuna arvutused
tehti numbriliselt (analiiiitiline integreerimine pole funktsioonide kuju totta voimalik), esine-
vad arvutusvead voisid mojutada tulemust. Teiselt poolt, dispersioonide ja péorlemiskiiruste
andmetes voivad esineda silistemaatilised vead, mis ei olnud arvesse voetud ning ei kajastu

seega vaatluspunktide maaramatustes.
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Joonis 9: Projekteeritud dispersioon médda Andromeeda galaktika peatelge. Tdidetud ringid néi-
tavad tdhtede dispersioone, ruudud ja rombid aga planetaarsete udukogude dispersioone. Mudel on
kujutatud pidevate joontega iilemisel joonisel. Keskmine ja alumine joonis nditavad vaatluslikke ning

vastavalt esimese ja teise Jeansi vorrandi abil saadud dispersioonide vahet.
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Joonis 10: Poorlemiskiirus médéda Andromeeda galaktika peatelge. Téidetud ringid néitavad té-
helist p6éorlemiskiirust, ruudud ja rombid aga planetaarsete udukogude podrlemiskiirust. Mudel on

kujutatud pideva joonega iilemisel joonisel. Alumine joonis néitab vaatluste ja mudeli vahet.
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Kokkuvote

Téahtede dispersioon ja podrlemiskiirus on olulised parameetrid galaktika iseloomustamisel,
mis annavad iilevaate selle tdhelisest ja kogumassist. Nad voimaldavad moista ja hinnata
selliseid galaktika struktuuri komponente nagu tumeaine halo ja tsentraalne must auk. Dis-
persioone kirjeldavad Jeani vorrandid, mis on aluseks galaktikate hiidrodiinaamilistele mu-
delitele. Uldiselt moodustavad vérrandid siisteemi, mis pole suletud ning mille lahendamine
pole seega ilmne.

T66 raames leiti kooskolaline lahend Jeansi vorranditele, mille baasil tehti galaktika-
te tihtede dispersioone ja poorlemiskiirust kirjeldav diinaamiline mudel. Lahendi leidmisel
lahtuti sellistest eeldustest galaktikate kohta nagu porkevaba olek, telgstimmeetrilisus ja stat-
sionaarsus. See lubab kirjeldada suurt galaktikate spektri, ent vilistab, néiteks, irregulaarseid
voi kokkuporkamist labielavaid galaktikaid. Vorrandite sulgemisel kasutati kolmanda liiku-
misintegraali teooriat, mis voimaldab méiarata dispersioonide suhete avaldised ning annab in-
formatsiooni dispersiooni tensori kohta. Kuna Jeansi vorrandid oma matemaatilise keerukuse
tottu pole lahendatavad siisteemina, késitleti neid eraldi ning saadud lahendid kooskolastati
vabade parameetrite muutmisega. Jeansi vorrandite kooskolastatud lahend andis galakti-
ka tdhtede dispersioone, iiks vabadest parameetritest koos potentsiaali tuletisega voimaldas
méadrata poorlemiskiirused.

Saadud diinaamilist mudelit rakendati Andromeeda galaktikale. See on oma ehituse poo-
lest sarnane Linnuteele, mistottu tdiendab selle uurimine meie Galaktika uurimist. Andromee-
dat lihendati koosnevana mohnast, kettast ja tumeaine halost. Neid komponente iseloomus-
tavad parameetrid, mis on vajalikud Jeansi vorrandite sulgemiseks, voeti artiklist Tamm et al.
(2012). Jeansi vorrandite kooskolastamiseks huvipakkuv vabade parameetrite muutumispiir-
kond pandi paika testarvutuste pohjal. Kooskolastamine teostati programmi MultiNest abil,
dispersioonide ja poorlemiskiiruse leidmiseks vajalik adaptiivne numbriline integreerimine
tehti GNU Scientific Library abil (vastav kood kirjutati programmeerimiskeeles Fortran).

Dispersioonid ja poorlemiskiirused projekteeriti vaatesihile.
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Lopliku mudeli kontrollimiseks vorreldi tulemused vaatlusandmetega. Vordlemist teosta-
ti visuaalselt, mitte Iibi lihendamise. Tédnu asukohale on Andromeedast tehtud arvukad korge
lahutusega spektroskoopilised vaatlused. Antud t66s kasutati andmed tdhtede ja galaktika
iimber olevate planetaarsete udukogude kohta, et vorrelda mudelit voimalikult kaugel galak-
tika tsentrist. Illustreerimiseks vaadati vadrtused moéoda galaktika peatelge. Et ndha, kuidas
on onnestunud kooskolastamise, projekteeritud dispersioonid arvutati ldhtudes alguses iihest
ja siis teisest Jeansi vorrandist. Uldiselt olid diinaamilisest mudelist saadud dispersioonide
ja poorlemiskiiruse jaotused heas vastavuses vaatlusandmetega, kuigi kohati mudel ala- voi
iilehindas tegelikke vadrtusi. See vois tuleneda t66 kiigus tehtud eeldustest kooskolastamise
parameetrite, dispersioonide suhete kuju voi Andromeeda ehituse kohta. Voisid esineda ka
mitte arvesse voetud silistemaatilised vead vaatlusandmetes.

Antud t66 oluliseks tulemuseks on uue meetodi viljato6tamine Jeansi vorrandite la-
hendamiseks. Selle baasil tehtud diinaamiline mudel Andromeeda galaktikast on iillatavalt
heaks ldhendiks reaalsele olukorrale ning Jeansi vorranditest arvutatud dispersioonid on oma-
vahel heas kooskolas. Tulevikuplaanideks on parendada loodud mudel: lisada komponente
Andromeeda mudelile, lihendada kooskolastamise parameetreid koordinaatidest soltuvate
funktsioonidega, mitte lihtsalt konstantidega ning uurida dispersioonide ja pdorlemiskiiruste
kditumist viljaspool galaktika suurt pooltelge.

Stidamlikult tdnan oma juhendajat Elmo Tempelit selle tee eest teadusmaailma, mida ta
on mulle avanud ning millel mind aidanud. Avaldan tdnu Tartu Observatooriumi inimestele
meeldiva seltskonna, motiveerimise ja innustamise eest. TAnan 6ppejoude Tartu Ulikoolist,

kes jagasid teadmisi ja armastust fiilisikamaailma kohta.
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Modelling Galaxy Stellar Dynamics on the Base of
Andromeda

Olga Tihhonova

Summary

Stellar dispersions and rotational velocity are important parameters while describing a galaxy,
as they give overview of its stellar and total mass. They provide insight into properties of such
galaxy structural components as dark matter halo and black hole. Dispersions are described
by Jeans equations, which serve as a base while constructing hydrodynamical models of
galaxies. In general, these equations form a system, which is not closed, so their solving is
not straightforward.

In the working process, a self-consistent solution of Jeans equations was found, which was
used as a base for making a dynamic model describing dispersions and rotational velocity of
stars in the galaxies. In order to obtain the solution, galaxies were assumed to be collisionless,
stationary and have axial symmetry. This permits to describe a vide range of galaxies, but
excludes, for example, irregular and colliding ones. To close the system of equations, the
theory of the third integral was used, which permits to establish the form for dispersion
relations and gives information about the dispersion tensor. As Jeans equations can not be
solved as a system due to their mathematical complexity, they were regarded separately and
the solutions were made self-consistent with the change of free parameters. The solution of
these equations gave stellar dispersions, one of free parameters in combination with potential
derivative permitted to compute rotational velocities.

Dynamical model obtained in that way was applied to Andromeda galaxy. It is similar
in construction to Milky Way, so its study supplements exploration of our Galaxy. Andro-
meda was approximated as consisting of bulge, disc and dark matter halo. The parameters,
which describe those components and are necessary for closing Jeans equations, were taken

from the article Tamm et al. (2012). Test computations were made in order to establish the

42



bounds for free parameters necessary to make the solutions self-consistent. The final values of
these parameters were established with programm called MultiNest, adaptive numerical in-
tegration for computing dispersions and rotational velocities was done with the help of GNU
Scientific Library (code for this was written in Fortran programming language). Dispersions
and rotational velocities were projected along the line of sight.

To verify the final model, results were compared with the observations. Here, the com-
parison means visual confrontation, not model fitting. Thanks to the proximity in position,
there are various high resolution spectroscopic data of Andromeda. In this work data about
stars and planetary nebulaes was used, in order to extend the model as far form the center
of the galaxy as possible. For illustration values along galaxy semi-major axis were taken.
To see how well the concordance between the equations was done, projected dipersions were
computed based on each Jeans equation separately. In general, dispersions and rotational ve-
locity obtained from the dynamic model were in good agreement with observations, though
in some galaxy parts values were under- or overestimated. The discrepancy could come from
the suppositions about concordance parameters, form of dispersion relations or Andromeda
structure approximation made during the work. Possibly, some systematics were not taken
into account while estimating data point errors.

The important result of this work is the development of the alternative solution of
the Jeans equations. Andromeda dynamic model based on that solution is in a surprisingly
good agreement with observational data, and dispersions computed separately from Jeans
equations are in concordance with each other. Future plans include refining of the built model:
adding more components to the Andromeda model, fitting concordance parameters with
functions of coordinates, not just constants, and analysing behaviour of stellar dispersions
and rotational velocity outside galaxy semi-major axis.
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atmosphere, motivation and inspiration. I thank professors from Tartu University for shearing
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