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Lugejale.

Käesolevas töös kasutatakse järgmist avaldiste 

nummerdamise viisi:

Hummerdatava avaldise kõrvale kirjutatakse sul­

gudes kaks numbrit. Esimene neist tähendab selle parag­

rahvi numbrit, milles esineb nummerdatav avaldis esma­

kordselt. Teine number on avaldise järjekorranumber sel­

les paragrahvis, kusjuures avaldise järjekorranumbri 

määramisel pole arvestatud mõnede avaldistega, mis jäe­

takse nummerdamata. Kui järjekorranumber on ühekohane 

arv, siis kirjutatakse tema ette pärast punkti paragrah­

vi numbri järel null.

Kui on vaja viidata mõnele avaldisele ( kas selle­

pärast, et seda avaldist ei tuleks kaua otsida, või ka 

mõnedel teistel põhjustel), siis antakse selle avaldise 

numbrid ja kirjutatakse samas ka see avaldis ise. Teis­

tel juhtudel avaldist, millele viidatakse, uuesti ei 

kirjutata.

Käesolevas töös tarvitatakse väljendeid z/poterfci- 

aalne tung" ja konservatiivne tung" järgmiselt:

Kui 27 on mehaanilise süsteemi pote .ts ra aine ener­

gia, siis üldkojrdinaadile Avastab üldistatud tung
Г- 3jZ

Kui 2/ on ainult koordinaatide funktsioon , siis 

nimetatakse siin tunri ,r konservatiivseks tungiks. Kui 
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aga U on koordinaatide ja aja funktsioon, nimetatakse 

tungi 5* potentsiaalseks tungiks. Kõik, mis on öeldud 

käes 1 ivas töös potentsiaalsete tungide kohta, rahtlb 

endast mõistetavalt ka konservatiivsete tungide kohta. 

Töös sellele eriti ei osutata.

Helmholtz nimetas mehaanilise süstes ii potertsiaal- 
p о ttxutsCcvgJUka 

se ja kineetilise energia vahet kineetlliseks\^a tähis­

tas seda tähega /!/• Seda mõistet ^kineetiline 

potensiaal” käesolevas töös kasutatakse siis, kui käsi­

tellakse Felmholtzl vastastlk use lausete tuletamist 

tundide kohta sel viis 1, nagu tegi seda Helmholtz ise. 

Seejuures tihlstatakse süsteemi pote<äsinaise ja kinee­

tilise energia vahet samuti tähega 5L . Mujal töös 

mõiste *Kineetiline potensiaal” täh ndab kineetilise 

ja potsensiaalse energia vahet, nagu seda mõistet nüüd 

defineeritakse. Seda vahet tähistatakse tähega 56 .

Töös kasutatakse järgmisi sõnn e lühendeid:

vt. ♦ vaata;

s.t. = see tähendab;

s. о see on
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Sissejuhatus.
зязяс

i. lw Andraeid H. Helmholtz! ja ta

vastnstikkuse lausete kohta.

1. Hei ihoitzl vastatikkuse lausete

tantsus.

Seostega mehaanilise süsteemi liikumise uuri­

misel on tahtis koht nii teoreetilises kui ka raken­

du s mehaanikas . Niisuguse liikumise kirjeldamine toeb 

vaid vähestele printsiipidele ja lihtsustub tunduvalt, 

kui kasutada mõningaid üldiseid lauseid. Ühedeks nii­

skusteks Lauseteks ongi Helmholtzl vastastikkuse laused. 

Huvitav on märkida, et Lelmholtzl vastastikkuse laused 

on rakendatavad mitte ainult mehaaniliste süsteemide 

liikumisele, nende hulgas ka kindxate kehade liikumis­

tele, vaid niiteks ka elektrodünaamikas ja dermodüuaa - 

mikas.

Käesolevas toos vaadeldakse Helmholtz! vastastikN 

kuse lauseid rakendatuna ainult mehaanilisele liikumi­

sele
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у 2. Eluloolisi andmeid H.Helmholtzl

kohta.

11. Helmholtz oli XIX suurimaid ja universaal­

semaid teadlasi. Ta tähtsamate tööde hulka kuuluvad 

teiste hulgas uurimus ärrituse levimise kohta närvides 

ja tema nime kandva silmapeegli leiutamine silma võrk­

kile vaatlemiseks. Ta on üks energia jäävuse printsiibi 

põhjenda jäist ja tema teoreetilised tööd keeriste ko&ta 

vedelikus kuuluvad kuulsamate tööde hulka hidromehaani- 

kas.

12. Helmh;Itz süüdis 1821. aastal Potsdamis. ia 

lõpetas meditslinilis-kirurgilise indtituudi nerliinls. 

3eejärel töötab ta Berliinis füsioloogia alal. 1842.aas­

tal saab ta doktori kraadi, Kaitstes närvisüsteemi käsit­

levat dissertatsiooni. biis toetab ta Potsdamis sõjav e- 

arstina, edasi füsioloogia professorina Königsbergis, 

Bonnis ja Heidelbergis. AJgul huvitub ta füüsikast vaid 

niipalju, kuipalju vajab ta seua füsioloogina, hiljem 

aga pühendub ta t .'ielllo It füüsika alale. 1871. ansta&t 

alate- töötab ta Berliinis füüsika professorina. 1888. 

aastast on ta vast rajatud Berliini füüsikalis-tehni - 

lise riikliku Instituudi (Physikalisohj-Technische 

Reichsanstalt) president, h. Helmholtz suri 1894.aastal.

H.Helmholtzi f üüsikalised tööd on peamiselt teoree­

tilise mehaanika, akustika, elektro-, termo- ja hüiro - 
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dünaamika ning optika alalt. Enamik neist töödest 

kuulub möödunud sajandi teise poole füüsika klassi­

kaliste tööde hulka; need tööd määrasid suuresti selle 

ajäätu füüsika arenemise suuna.

5. Ajaloolisi lühim к meld II e Imhib 11 з i 

vastastikcuse lausetest.

Esimesed tulemused vastastikkuse lausete alal 

sai H. Helmholtz I860, aastal. Ta leiab nad vaadeldes 

akustilisi võnkumisi. 1866.aastal kirjutab ■ ...elholtz 

uurimuse: "Vähima mõju printsiibi tähendusest" ("Vber 

die Bedeutung des Prinzips der kleinsten '"irkung").Tea­

tavad selles memuaaris tuletatud laused on sanud Helm- 

holtzl vastastikkuse lausete nimetuse.

Käesoleva töö alguses vaadeldakse neid küsimus­

seadeid, mis viisid H. Helmholtz! tema vastastikkuse 

lausetele.
probleemi ajaloolise osa koita on autoril olnud 

kasutada andmeid 1948. aastani.
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§2.Probleemiseade.

Käesolevas toos vaadeldakse Helmholtz! vastas­

tikkuse lauseid rakendatuna ainult mehaanilisele lii­

kumisele .

Töö alguses tuletatakse Helmholtz! vastastik - 

kuse laused tungide kohta nii, nagu tegi seda Helmholtz 

/1/ ja nagu on seda hiljemgi teatud. /4/.

Vastastikkuse lausete tuletamisel oma töös "Vä­

hima mõju printsiibi tähendusest’(”Gber die Bedeutung 

des Prlnzips der kleinsten ;.irkung,f) Helmholtz lähtub 

vähiroa mõju prints -ibist. On vael teine tee nende lau­

set#» tuletamiseks. Seda kasutab Furdujev oma brošüüris 

/4/, kirjutades teiste vastastikkuse lausete hulgas ka 

Helmholtz! poolt saadud vastastikkuse lausetest. Fur­

dujev lähtub Lagrange*i liikumise def^erentslaalvõr - 

randist, heed võrrandid tuletab Helmholtz vähima mõju 

printsiibist ja saab siis samuti, nagu Furd.ujevgi,oma 

vastastikkuse laused. Seejuures, käsitelles vähema 

mõju printsiipi, vaatleb Helmholtz juhtu, kui tungid 

saavad olla kas potentsiaalsed või niisugused, mille 

avaldistes esinen ainult üks sõltumatu muutuja - aeg t. 

Ka viimati nimetatud tunge loeb Helmholtz potentsiaali 

seteks tungideks; rakendades variatsloonarvatutet tun­

tud Euleri võrrandit liikumise diffarentslaalvõrrandite 

saamiseks vähima mõju printsiibist, eeldab ta mönin - 

gaid potentsiaalseid tunge avaldatuna funktsioonidena
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Frudujev aga, kirjutades oma brošUilrls /4/ Helmholtz! 

vastastikkuse lausetest, vaatleb juhtu, kui tungid on 

eranditult konservatiivsed tungid.

Liikumise differentsiaalvorrandid on rahuldatud 

samaselt ainult siis, kui neis esinevad ajaliselt muu­

tuvad suurused on avaldatud funktsioonidena ajast, Sellest 

aga järeldub, et lugeda koordinaate, kiirusi ja kiiren­

dust liikumise differentsiaalvõrrandites sõltumatuteks 

muutujateks üldiselt ei või. Ei Helmholtz oma töös /1/, 

ega ka Furdujev oma brošuürls /4/ ei osuta sellele ras­

kusele, kuigi nad mõlemad ilmselt eeldavad, et tungide 

avaldised on määratud liikumise differentsiaalvorrandite 

abil. Tungide avaldiste valik jääb põhjendamata nii 

ühel kui teisel juhul.

Eespool öeldust järeldub, et Helmholtzl vastas - 

tikkuse lauseid tungide kohta on võimalik tõestada täi­

esti korrektselt ainult siis, kui sobivalt defineerida 

tungide avaldised. Sel puhul on võimalik tõestada, et 

Helmholtzl vastastikkuse laused tungide kohta kehtivad 

nii siis, kui tungid on potentsiaalsed kui ka siis, kui 

nad on mittepotenfciaalsed. Käesoleva töö autor on 

jõudnud arvamusele, et tungide avaldised Helmholtzl 

vastastikkuse lausete tuletamiseks tuleb määrata Lag­

range’! võrranditega. ?Ti! tegigi Helmholtz. Aga kaes - 

oleva töö autori arvates niisugune tungide avaldiste 

valik, mille tegi Helmholtz, ei ole põhjendatav. Lag­

range’! liikumise diferentsiaalvõrrandite abil on 

võimalik määrata tungide avaldised ka veel Helmholtz’ist
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erineval viisil.

Käesolevas töös tõestatakse Helmholtz! vastas­

tikkuse laused tungide kohta üldisematel eeldustel, 

kui seaa tegi Helmholtz oma toes /1/ või Furdujev 

orua brošüuris /4/. Siis vaadeldakse veel eriti seda 

ju = cu, kui tungid on eranditult potenfein^lsed. tungid, 

üdasi к isitellakRe Tlelinhoitzi vastastikkuse lauset 

impulsside kohta pöörduva liikumise juhul. Seda lauset 

nimetab Helmholtz vastastikkuse seaduseks.
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'акз ргоР1еэгп1, .-.ida käsitelles

'elmholtz leiaõ езйпазе!  / ч з с а з 11: .,u ?. з 1 а м s з.1.

j 5. V ilkesed. vankumised. resonantsita 

vdHк^212® Sütitavate tungide uujal.

Vaatlene võnkuvatest masepunktidest koasnovat 

siistee t. Loeme süsteemi iga masspunkti koordinaate 

alati selle masspunkti tasakaalu ase .aist kui null - 

1 . tlst.1 eldame, et Baaspunktide siistee - -
d* tvd. tungid on eranditult konservatiivsed tungid, 
ja et % ist ee ft! poterfelael funktsloen 0/ on arendatav 

Lc Lanrin‘1 ritta koordinaatide j .rci:

)У 'TV ' '
+■» -(3.01)

kus -id tähendavad koordinaate.

Et süsteemi poter43iaali avaldis alati on m :>- 

ratvd vaid vabalt valitava konstandini, siis võime 

ikka silsteend. potentiasiset energiat tasakaaluasendis 

lugeda võrdseks nulliga:

= О • (3.02)

Tasakaalu asendis on tungid nullid, nii et

^0 (^=^,3,...) (3.03)

Eeldame, et vönkunised on v^-. ike seti ja nimelt, 

et koordinaadid on niivõrd vnikesed, et avsldl- 
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зеч (5.о1) v;ime j:ittn arves tarnata liidetavad, kus 

esinevad koordinaat ide corrntlsed koine- ja enam 

kui kolme kaupa. Sellel eeldusel potenbiaal

/2^= Я/ 2?г<» ) (3.04)

s.t. poteifciual on ко jrdinnat • de tel <t j4rku none - 

gsenne Iteiktsioo > ' \ - assiga /т^доп rak® i­

da tud t nig

7 -_lv^ - 4 Г;■
Z3 * 'cp "' > 2^<г>га,^4 5 4- -7>tp34 (3.o5)

Oletame, et vaadeldavale masspunktide süsteemile 

peil? eespool nimetatud tungide on rakendatud, veel sü­

titavad tungid ja liibumist pidurdavad tungid. )lgu таз 

punktite nasоiga /П-уз rake idatud sütitav tung

ja liikumist pidurdav tung
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1^0,1 *

Liidetav

t ihend•?-b таззpunkti /71^ nõiu tisspunkti ПЪр lii-

к irn 1 л э ie j a l 1 ide t av

— k wpp^p
on masspunkti hl*p liiku uist jid-irrhiv tun', nis o-i 

tekkinud зеИе nasspunkti liikumise t% ai t ~jel. suuru­
sed Я,p. ja /1/ > samuti :a 3uw*U39d ja l^oJŽ0-"1

lif mt-

rioalvon tehtul eeldustel j ;?.\Tai,?ed:

U.o8)

vdr raids 2-з teeni (5.oS) lahe id id kujul

« кЬ
(3.o9)

kus °' konstandid. Laliende.id, mis vastavad juhule, 

et, kõik eht it avad tungid puuduvad, me ei vaatle, sest 

need lahe, did vastavud slsteemi casspunktide vonkumis- 

tele, mis liikumist pidurdavate tungide :aojul aja 

jooksul кnstuvad.

Avaldistest (5.o8) ja (5.oi) saame, et

(3.10)
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Tähistame vdrrands-13f eeni (5»lo) 'ieterminadi

t die^a

..............

ЗГ* Гк£>Ш.д1 ......

^n&6,x p^n£.ü„„

Seilame, et »rv гъ on valitud njnda, et

08 7^-0 . (5.LI)

Võrr-nndsüsteorii (5.Io) laheaiid on siis

^«Soa Aa. 
v—Зг-

Ku5 on ЗШ1ГХ1

(5.15)

as tavad deter-

õ tsrdiin n'jild.

Arvest lies ainult tungi m . jn koordinaa-

ja ainult tn- mGju ко ir-Il­

i-ixfe». li le С» b .ч" ne avaldisest

e t

(5.14)

(3.16)
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Bt

on süm leetrilbie, з.о

(5.16)

kus

aldiji (3.14) ja seega

(5.17)

Tulemus ütleb
r ’ 

ix .uutuvad samas

I

&

muutuvad c ? c>
ust võib aga tol-endada ka vael tei

ioruutades

g ö Я mo

/
(3.19)

»,eist vordusist nühtüb, et

samas

ü .sütitav tuus -/te C ja koordinaat rurv muutuvad 

suhtes, missuguses suhtes muutuvad sütitav tung

ja koordinaat .
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MHrcus; Avaldis i4"(mi see tung on perioo­

diline või avaldub eksponent- jn siinusfunktsiooni 

korr tisena reaalsete kordajatega) oa kompleksne. Hle- 

linekuk! eettitvkoordlnaatidelt” ja ^tungidelt"

reaalsetele t”leb saadud avaldistes eraldada reaal- ja 

imaginaarosa ja viimases ira jätta kordaja ' agu 

ildavad võrrandit (5«lo) komplekssete ycoordi- 

naatide” ja #tungile” nii reaal- kui kr. imaginaarosad 

eraidl.

1 rjLus! volks arvata, et vaadeldes avaldises 

(deOQ) koordinaate, kiirusi ja kiirendus! teineteisest 

soltumatuue muutujatena, saame indeksite jn /3 

er ülevate v i irtuste punul, et

П) * о й

Võiks arvata, et viimai e avaldis kujutab erijuhtuvas­

tava, st Helmholtz! vastastikkuse l-iusest. I-eda arvain;st 

kui siinjuures võtta veel <^> - О , oleks ! elmholtz ar­

vatavasti (kui mitte: kiadlati) pidanud õigeks. Ent 

käesoleva toe ?. ja 9. paragrahvis tõestatust järeldub, 

et avaldises (5.o3) koordinaate kiirusi ja kiirendus! 

ei sai. vaadelda teineteisest sõltumatute muutujatena. 

Kiili aga avaldises
Skp - ITUp ja

♦ • võib vaadelda kiire st s- au tujana. el­
les av°Litre3 OLp oa mis paletile лпр т-;кз '1' tvd tung,
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3.t. mas spunk! iie nt** kolkide rakendatud valis- ja 

isetungide resultant ig, tat kiirenduse
I*

te"’ ImiRt. viimast avaldist tulekski kasutada

Feliüholtzi vastastikkuse lausete tuletmlseks tuuride

kohta v’udslck'va ji.tv jaoks. Neist lauseist käesoleval 

juhul агч ei kehti ttks>l*
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4. Уазta3tikku.se lausa konkreetne

xiii id. а pidyyy keskkonn/y lainetuse puhul.

Z/Laine vo'-T-vr^/1, ш!з kehtib 1гinetuse puhul

homogeenses elastses keskkonnas, on

^=^2X50, (4.01)

cus cp on ci i te poi L si . cp isa-

tuletised. koordinaatide j r ;i 01 keskkohielemendi 

> liruse komponendid. v ous antne suuris OU on luine 

levimise kiirus, Д on Laplace1! operaator. Kui 

keskkonnas leidub paigal p isiv tahke keha, siis kesk­

konna elemendi kiiruse komponent keha pinna normaali 

sihis, kui see keskko-mu oi aent on keha pinnal, oa 

keha pinna 1mbit im rimatüse tõttu null:

5 0 • (4.o2)

Tekitame

Kehtigu punkti 

aali oval11s

кееккотпа г nk list leviva lainetu-.e .

CL vahetus ümbruses KlK-L-.te põleti­

kus Ze, on punkti Cl ümbruse mingi punkti kaugus 

punktist <X jn ..4.t K# ning лт> on konstandid. Viimane 

3tikku.se


evaldis rahuldab laine võrrandit (4.oi) juhul, kui

_2-Л7т, - KCU

vol
JUT>O1/ S ■ t

Selles on võimalik veenduda jirflrmiselt:

Lahtume integraalist

(4.o4)

ja nõuame temta miini ^.ur.tks saamist. Rakendades varlat- 

sioon\arvu tusesttuntvd hjuleri võrrandit integraalile 

(4.o4), taandame integraali minimiseerimine ülesande

Laplaoe’i võrrandi
Lb « О

lahendamisele. J .rgnevait töötame s.f i riiistes koordi­

naatidee *x • Neis avalduvad koordinaadid

ja 2, j irgmiselt:

x - *ZrCcd<x CO6 p

* .'LCOO-xdc tbp (4.o5)

* ^Vb-c*v<Su
kus

* )UC. . (4еОб

Olgu uu vaid koordinaadi My ja aja t funktsioon.

Siis viimaste avaldiste (4.ob) Ja (4.o6) põhjal

bbjx. » ~

- bl^Cc^o-Mrb В (4.o7)
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ja 38ega
LäJ\. U* X/ * X

(4.08)

.tuurale .stnant

(4.o9)

Seeparast uuritav Integra-il (4.o4) omab kuju

d ~\\\u^hdui6Fxolxs-oLBcbv . (4.io)

^8)

. ; >$ aa. 1 , ’ ' "

t ide

ehk
( 1Лп#и* 8 0 I

= о

Siit j-ireldub siis, et

s IAi^ ■*■
(4.11)

Seeg;-; leidolvie suuru e idise 3.l erilistes

liaa.atida^ ht cl v-ji/jc. neiul,

Olgu
)

s.o. (kirjutamata indeksid)

Jže^tik,мй\13Гт.^ (4.12)



asendades Гшкtsiooni CL avaldisse (4.11)

S Э, ЯШе , e "t

A LL = - *°4 (S/$7nt^) (4.

Asetidades suurused LL la ALL lai^e võrandidäe

vastavalt suuruste Ср ja AC^asa ele, saame järgmise 

võrdu з-з

- \lKWxtA --кА£А cod(Utkih)

Jagades viimase vorduse mdleood Dooled sw rueega

ja juuridas nii saadud uue võr­

duge no Ler.-’id po?ll, зячие tin^lmuge

*2* (4.14)

, tA»^cp /vb. Used. (4eO3) ja (4.12) /,sll8

funktsioon <p saal olio kiiru'- te poteiTi alfun - t^loon, 

kui saadad tingimus on t■'•idatud, s.t. - kektib kas aval­

dis
SJbbrv ~ I^CL

2/5Lvn/Sw >

mida oli,vi vaja näidata.

Olgu punkti CA iunbrus piiratud k3rapinnava 

lopnat ’lt va .kese raadiusega 0 . Olgu kiiruste potent­

siaal väljaspool seda punkti OL ümbrust antud avaldisega



ср = го 4 Cp^co^>V )

(4.15)

kus (jCj ja C^/ on ко ordi j -• - tide • ^nktstoonid. Eeldame, 

et funktsioon OP ra-» *ldab ^a 1ati«i-,i.,mic?i .

Jl,~u. b aln-n • ■» m! nmvt.j tihis jn kerapind. 

lõpmatult väikese №Чиг'*п. ikibe- punkti ^.'kli- 

me funktsiooni

Op- ) (4Л6)

Л
mis punkti 6" ü-nbrusas on järgmine:

Ч/Г, Jb^^c<»\lKwk), t!.17)

kus rt^,3kX punkti imbruse nõel о väil sa pun ;i kausvs 

punktis с . ?unktsio )aid Й J. % ojigu ainult 

kõordiunatide funktsioonid,. Eeld.-uae, et funktsioon 

rahuldab nJati.i^inusi jn et fun ztsiooaid ja <^P 

löpiaatult kaugetes puusildes on aulj.id.

Eespool näidati, et avaldis (Ф.17) rahuldab laine 

vor v* and it (4 «d)

kui Lin^imus (1.14) on rahuldatud.

Vastaku funktsioon "Xp lai ю tasele, mis on teki- 

t itud punktis .

Arvutame integraali funktsioonist



voetui dl- piidade

£ j > с

et
Ы^Ам112ЯГ"а4

ehk

». v4*>

et

kus Г u nk

skv'-irtu 3e lauset,

v'■» jr *us

за ‘ Бе

(4.19)

K^Coü^Sttnti

is

st punkti ümbrusest ja

on ruuminurga element. Avaldisest (4.19? saame



- 27 -

kus on funktsiooni P ч ;ar tus icer aplima kesk-

punktis.

Kt punkti а ümbruses

ja punkti Л ümbrises

av Idis (4.2o) p .'lj •i L $a ■ ,

Nendest avaldistest järeldub, et

IsP^rv°^~* ~ O’ (4.2
Ü->0£< -?;.rv P-^O.-c \ ' V
> (3,) ’ P«?

-'arapinia 'e _SCl ja J?£ raadiuste võrdsustamine 

tihendab, et ir^ed raadiused on sama j -rku lõpmatult 

vähendavad, mille tõttu avaldis (4.21) ei kasva lõp - 

mutrit suureks üle,line:mlpiirile.

Avaldise (4.2o; põhjal saame, et

(4.22)
J 'll/-~ f =

W P*'

,us punktis ja фt onon mk t s i э оrii

funktsiooni rtus punktis

ujutlom?

> mills

и tv .eskl oad oa piiratud kin- 

punktil on lõpmatuses.Tn- 
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Tähistame keskkonnas asuvaid tahkeid kehi piiravaid 

pindu tähega д< • Siis, oletuste tõttu funktsi 

oonide Vх 3a 9^ väärtuste kohta lõpmatuses

on

jpm- <*■»>
Kui koordinaatidele anda ainult need väärtused, 

mis on pindade —punktide koordinaatidel, siis 

kehtib avaldis (4.o2)

Selle avaldise põhjal on

* (4.24)
il)

Olgu 1У) piirkond, mille rajapinnad on pinnad 

. Tähistame neid kõiki pindu ühe tähega

5* • Kasutame Greeni valemit

& w*

Funktsioonid la ja l> Greeni valemis ja

nende esimest ja teist järku tuletised peavad olema 

pidevad integreerimispiirkonnas ‘ ' ’) ja selle raja - 

pinnal 3 • Neld tingimusi aga rahuldavad funktsi­

oonid '/ ja Cp • Võtame nüüd Green'd valemis

4

Siis saame, et
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i$ > itf)

Käsiteldaval juhul aga

срд'р— ^ŽX-^P —
/vt. avaldised (4.oi),(4.o3),(4.15),(4.16) Ja (4.17)/.

Sellepärast saame, et

= o.
Avaldistest (4.21),(4.22),(4.23) ja (4.24)saame,

f >o(3) .

Kahest viimasest avaldisest järeldub, et

3^. = (4.26)

Viimane võrdus näitab teatavat vastastikkuse 

omadust, mis tuleb esile koontiinuumi lainetusnähtuses. 

Sõnastada võiks seda omadust järgmiselt:

Keskkonna punktis öt tekitatavast lainetusest 

tingitud kiiruste poter&laalfunktsioonl väärtus kesk­

konna punktis A on niisama suur, kui suur oleks 

potedtsiaalfunktslooni väärtus punktis kui samasugune 

lainetus, mis oli punkti Си ümbruses, oleks tekitatud 

punkti A ümbruses.



Helmholtz! vastastikkuse laused.
S522 Z5 Z25 S 255 2* Z2 355 — 52 523 25 — 335 553 25 22 2= 2S 255 22 22 Я 232 ”52 2225 22 XS2SÄZS2Z

§ 5. Helmholtz! vastastikkuse lausete

tuletamine tungide kohta Helmholtz! käsitluses.

1. Hamllton-Ostrogradski vähima mõju

printsiibi käsitlus Helmholtz! poolt.

Oma vastastikkuse lausete tuletamisel Helmholtz 

lähtub vähima mdju printsiibist Hamilton-Ostrogradskl 

kujul. Selles eeldatakse, et mehaanilisele süsteemile 

on rakendatud potentsiaalsed tungid. Siis süsteemi lii­

kumisel ühest asendist, milles on see süsteem hetkel 

, teise asendisse, milles on see süsteem hetkel ä, , 

integraal süsteemi kineetilisest potentsiaalist

J “Mb (5-ol)
4, 

on statsionaarne. Klnneetlllse potentsiaali all Helm - 

holtz mõistab potentsiaalse ja kineetilise energia vahet:

Helmholtzile polnud teada, et integraal (5x1) võib 

olla ka maksimaalne, kuigi sellele osutas juba Hamilton. 

Helmholtz peab seda integraali minimaalseks . Hamilton- 

Ostrogradskl vähima mõju printsiibi tuletamisel aega 

ei varieerlta. Seda vältis juba Hamilton; samale tule­

musele jõudis 1867.aastal ka F.A.Sludskl. Helmholtz 
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tf

peab Õigeks, et vähima mõju printsiibi tuletamisel 

Hamilton-Ostrogradski kujul tuleb lugeda aega variee­

ruvaks. Seega Helmholtz! käsitluses aja funktsiooni­

dena avaldatud suurused osutuvad varieeruvaiks Hamil- 

ton-Ostrogradsk printsiibis. Helmholtz kirjutab integ­

raali (5.ol) kujul

+ 5? > (5.02)

kus on uldkoordinaat ja Xx sellele ko^rdinaadile 

vastav tung. Suurusi Ла ja П/a, vaatleb ta avalda­

tuna funktsioonidena ajast. Integraali (5.ol) asenda­

mist integraaliga (5«o2) Helmholtz pilüab põhjendada sel­

lega, et kineetiline potentsiaal integraalis (5.oi), 

naju on näidatud Jacobi, võib sisaldada liideta^^.tena 

funktsiooni ajast. Kirjutades integraalile (5.o2) 

vastavad Euler1 võrrandid, saab Helmholtz süsteemi 

liikumise dif^erentslaalvõrrandid kujul

c/c'b't» 4 f (5.03>

ehk

, >L 2-žL n,» .^rr ^t«e
45.o4)

<x e Зе .,.

Viimasest avaldisest tuletab Helmholtz oma tun­

gide kohta käivad vastastikkuse laused



2. Vastastikkuse lausete tuletamine

Tielrcholtzl soolt tungide kohta.

Helholtz vaatleb avaldises (5»o4) koordinaste, 

kiirusi ja kiirendus! teineteisest sõltumatute muutu­

jatena ja tunge nende funktsioonidena. Differentseeri­

des avaldist (5.oi) Helmholtz saab järgmised seosed:

d я
fun (5.o5)

25 . V +
7) Яд — ■ОЯ'Яц (5.об)

Л ' r T>3X V

Viimase vSrduse võime kirjutada järgmiselt:

25 . r
"* C5.O7)

Vahetades vorduses (5.o7) indeksid cst ja z3
teineteisega ja liites tulemustega võrriuse (5.o7),saame

(5.o8)

Kui

siis

T) (5.o9)

(5.lo)

p
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Avaldisest (5.o4) saame võrduse

.ук'зМ- г -h Гк -3<^-. н 
тз т^р. - к $5.11)

ehk tei;dt± kirjutatult

9-Я. (5.i
ГйЧ/р" Т)ЛедГйгр dr

Vahetades võrduses (5*12) indeksid <X ja у 

teineteisega ja Lahutades tulemuse võrdusest (5-12) )

saame

D'Zy? З'Ц* ( * _ ipD' VdL (5.13)

Seost (5.o7) saame, et

'D (5.14)

Seostest (5.15) ja (5.14) aga saame, et

Kui

Dh/Q ^Ъгок (5.15)

(5.16)

M

)

siis avaldis (5.15) taandub võrdusele

VÕrdused (5.o5),(5.lo) ja (5.17) väljendavadki kolme

Halmholtzi vastastikkuse lauset. Neid vdib sõnastada

järgmiselt:

1°. Kui kiirenduse muutumine tingib tungi Л* 

muutuse, siis ka kiirenduse 4z<^ muutumine tingib tunsi 

5*-, muutuse. Seejuures tungi ja kiirenduse p
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hetkeliste (lõpmatult väikese ajavahemiku jaoks ar­

vutatud) muutude suhe mistahes ajamomendil on võrdne
<c7 “tungi ja kiirenduse hetkeliste muutude suhtega 

sel samal ajamomendil.
. 3^31 L

2U . Kui tingimus vt Ä ^4 L on täidetud ja kui

kiiruse muutumine tingib tungi 3*^ rauutuse, siis
, bu>x^u

ka. kiiruse о * * r^ök muutumine tingib / Ур. muutuse. Seejuures 

о Г3°. Kui tingimus-"1-^-^ to/uton taidetud ja kui 

koordinaadi typ muutumine tingib tungi 3& muutuse, siis 

ka koordinaadi muutumine tingib tungi 5p muutuse. 

Seejuures tungi ja koordinaadi hetkeliste muutu­

de suhe mistahes ajamomendil on võrdne tungi Sp ja koor­

dinaadi hetkeliste muutude suhtega sel samal aja - 

momendil.

Markus: Furdujev, kirjutades Helmhmltzi vastastik­

kuse lauseist, annab nende lausete teise käsitluse /4/. 

See käsitlus erineb vastavast Helraholtzi käsitlusest pea­

miselt selle poolest, et Furdujev ei lähtu vähima mõju 

printsiioist vaid otsekohe võrrandeist (5*o4) ja et

seoses süsteemis eeldatakse konservatiivsetena.

tungi 5^ ja kiiruse hetkeliste muutude suhe mis - 

tahes ajamomendil on võrdne tungi ja kiiruse 

hetkeliste muutude suhetega sel samal ajamomendil, võe­

tud vastasmärgiga.



§ 6. relmholtsi vastastikkuse lausete

tuletamine tungide kohta üldjuhul•

Vaaltele d vabadusastmega lehannilise süsteemi

liikumist. Olgu 3ц. <}d j sõltumatud para­

meetrid (koordinaadid) süsteemi asendi ja konfiguratsi­

ooni müramiseks,^ —süsteemi kineetiline energia ja 

5*k koordlnandile vastav üldistatud tung. Siis

kehtivad Langrange'1 võrrandid:

O'L ") 'jL_ _ £** i - - . \
ÕEt •D'vx "'K

Süsteemi liikumise dlf 'erentslnnlv3erandid luba­

vad kirjutada aga ka jirgmisel kujul:

) (6.o2)

I yU.- - (ÕvOl„. t ^Зь^зс) (6.o5)

Võrrandid (7.ol),(7.o2) ja (7.o3) on rahuldatud 

samaselt siis, kui kõik neis esinevad suurused on aval­

datud fimkts ioonidena ajast.

Võrrandis (6.o2) oa süsteemi jalga c-nda ele­

mendi mass, selle elemendi raskuskeskme kohavek -

tor ja sellele elemendile rakendatud tung. Võrrandis 

(6.o'5) /,-• » jf. ‘ ja on süsteemi L -nda elemendi 

inertsmomendid, arvutatud telgede suhtes, mis on lahu -

tamatult seostud s»lle eleven liga. Kolk need kolm telge

lõikuvad L -nda elaqendi 

oi.* о л ' ja oie«tihendavad 

rai iravad я isteerai U -nda

raskuskeskmes. Sümbolid 

sobivalt valitud nurki, mis 
elemendi orientatsiooni. X
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on süsteerai и -ndale elemendile rakendatud moment. 

Kiirenduseol »jü ja <$Z ( v - xxx *

avalduvad suuruste 4,^, fy* ja ^x (>C kaudu.
« 

Vaatleme vurdustes ( 7.o2) ja (7.oi) suurusi

jou ^Li< teineteisest sõltumatute muutujatena. Siis 

tuleb vaadelda vektoreid ja VIL ( 6 M /ъ)

vektor funktsioonidena suurust est ‘Ьи_ Ja *

Lagrange’i võrrandid (6.oi) tu.eta takse vaadeld s suuru­

si к J4 *»* j teineteisest sõltumatute

muutujatena. Sellest kõigest järeldub, et lugedes suuru- 

rusi Ja (К 3f**» > ) sõltumatuteks muu im -

jateks, tuleb lugeda avaldist

tungi >x avaldiseks ja et siis võrdused (6.oi), 

(6.o2) ja (6.oi) pole liikumise differentsiaalvõrrandid, 

vaid valemid momentide ja tungide arvutamiseks.

Võttes X- avaldis (5*oi) 
e- _ _ DX _ oi DX 

5b 
taandub avaldiseks (6.oi)

" ^Гк ■ ■
Seega avaldis (6.oi) hõlmab kõiki endisi avaldisi 

(5.o5), (5.lo) ja (5.17). See tähendab, et

PS» _ D7a 
j^b'Cn i>'£v 
' D?» = 'Df/i 

gõ 4-c*
г3» = Dip 

,‘Vs* 
kui aga lähtuda vastavatest eeldustest. Tingimuse (5.o9)

-
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asemele aga saame
=• 6tfn4t x

7)4/^^

Paneme tähele, et 
7>%< 

' 'D'kxl)-^

Siin Й on kineetiline potenfeiaal Helmholtz! 

t -:ihendu 3e a: ^C- L^— -.

Seega on tõestatud Helmholtz! vastastikkuse lau­

sed üldisematel eeldustel, kui seda tegi Helmholtz ise 

vol ka Furdujev /1;4/.

) 7. Potentsiaalsete tungile

juht.

Oletame, et mehaanilisele süstes iie on rakendatud

ainult poteribiaalsed tungid. Siis tung

Л- (7.ol)

Mõistame viimases võrduses k^all avaldist

Ъ£ _j>£
CÄ* П)П/и. (7.o2)

ja oletame, et meil on Õnnestunud avaldada kiirused Ja

kiirendused koordinaatide ja aja funktsioonidena.

r^incerime z/täisosatuletise 1 sümboli (operaatori) 
cL ... , ..

Järgmiselt:
gl-Q. 7>n. yj 51S,. 'd^K . OQ \
-T> 't-о, ' *— \T> 'Ь'к Q/t* -D

Võttes Q.= saame võrdusest (7.oi), et
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(7.03)

Sõnastatult annao зее potentsiaalsete tungide 

puhul järgmise vastatikkuse lause:

Kui koordinaadi Фр muutumine koos selle ко ordi­

nandi Фр muutumisest tingitud kiiruste ja kiirenduste 

muutumisega kutsub esile tungi -Я*х muutumise, siis 

koordinaadi muutumine koos selle ко ordinandi muu­

tumisest tingitud kiiruste ja kiirenduste muutumisega 

kutsub esile tungi muutumise. Seejuures tungi ja 

koordinaadi Фр hetkeliste muutude suhe mistahes aja­

momendil on võrdne tungi Лp ja koordinaadi hetkeliste 

muutude suhtega sel samal ajamomendil.

Kui eeldada, et koordinaadid, kiirused ja kiiren - 

dused on teineteisest sõltumatud muutujad, siis avaldisest 

(7.o3) järeldub avildls (5.17)
Э-7» , 7>ss 

ф Фр '"ЪФ» '

Siit aga avaldisest (5.15) .

№ 05% j
<-ъЛ,р. -г-г'о," p "b ■ /

järeldub avaldis (5-16)

12» ~ -CDh ^
-t> a,*

Seega sel juhul, kui süsteemile on rakendatud 

ainult potentsiaalsed tungid, avaldised (5.15) ja (5.17) 

ei erine teineteisest. Kui veel mingil hetkel kõik 

kiirused on nullid, siis sel hetkel ka

~ u
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sest kineetilise energia avaldis on kiiruste teist 

järku homogeenne fuiktsioon. Sel juhul, nagu järeldub 

avaldisest (5*14) 
Г'М -

D-vn * ХгЪП^ТА» 'Tl'WAvpj 1

kus tuleb )V'õtta eespool 'deldu põhj.sl 3*. s äC,

f€u Avaldisest (5.16)

- 6<УЯ4^

j ^roidunud- seos (5.lo)

kaotab a#a mõtte.

§ 8. Helruholtsi viga /astr-stikkuse

lausete tuletaiiiisk ilgus tungide kohta.

Vaatleme mehaanilist süsteemi, millele on raken­
datud potenfeiaalsed tungid 7^ ja vael mingisugused 

teised tungid . Siis kõõrdinaadile vastab tung

= (it V vv i^)

Oletame, et on olemas niisugune koordinaatide ja

aja funktsioon Г17 , et
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27 on kas s Is teem! potetifc Laalne energia või teatud 

osa sellest. Lagrange võrrandeist saame siis, et
<r»- ^cL
'J"*< = <7>»K оЕЬ

:us t ilettse —- avaldisos ei esine ei kiirusi ega 
Ф -------------------------------------—

kiirendas!.

Oletame, et võina vaadelda viimse võrdvse pare­

mat poolt tungi ^avaldisena, lugedes seal koordinaate, 

kiirusi ja kl trend v-si sõltumatuteks muutujateks.

Järgnevalt vaatleme kõva keha ‘.rass latoorset liiku­

mist konservatiivsete tungide väljas kirjeldatuna Car - 

tesiuse ristkoordinaaaistikus. Oletame, et selle keha V 

raskuskeskme koordinaadid 3, ei ole mingi­

suguste avaldiste, , abil teine eisega seotud. Oletame 
trr" edasi, et sellele kehale pole rakendatud tunge ,

Siis viimati kirjutatud vurdusest saame, et
O ZX " X = Wx 

kus rr\ on keha mass.

Leiduse jirgi võime vaadelda eelviimase^ avaldises 

koordinaate, kiirusi jn kiirendus! teineteisest sõltu - 

rnatute muutujatena; siis võib neid ka viimases avaldises 
vaadelda samasugustena. Sel juhul aga võidus viimane 

saab kehtida ainult siis, kui korrutis nVLon konstantne, 

sest tuletise jr-y avaldises pole kiirendi si. Kuna keha ■ 
mass rrv eeldatakse konstantsena, peab olema ka kiirendus 

. See 
konstantne ja seda Indeksi ig^l wi irtusel. 

tähendaks, et kui keha liigub transistoorselt konservatiiv­

sete tungide viljas säilitades oma massi, siis peab olema 
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alati ta kiirendus konstantne. See ori aga vohr. Järe­

likult avaldise
7Г" - 2^*» 4

kaudu1kus üld/koordinaadid'^kiirused ja kiirendused

'i'x on sõltumatud muutujad. , ei saa definearidn tunge
fp h

Оша vastastikuse lausete toestamisel tungide 

kohta Helmholtz defineeris tungid vörduse abil
JT____ _U cl

K alt: 'дч.и> '

lugedes koordinaate, kiirusi ja kiirendus! teineteisest 

sõltumatuteks muutujateks. Kui oletada, et eelviimases 
vörduses ühteaegu IX- IX ja *1. s — >*< , siis

taandub ta viimnkseks avaldiseks. Sellest aga j reldub, 

eavaldise abil ei saa m ;rata „vungi 7^ < 

Seega Helmholtz! tungide nri ramisviisi ei saa lugeda 

korrektseks.

Olgu

-h .

i^agu pole võimait< eraldada teineteisest tunge 
ja L? !, lugedes vörduses (7.o2)

7=-

* * *>
kiirenduse ><)t komponente sõltu1 ' to mu;tu jateks ,nii 

pole ka võimaiik eraldada teineteisest tunge 5^ ja

lugedes koordinaate, kiirusi ja kiirendus! avaldises

cl

sel t ii: eatuteks muutu ja teks.
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§ 9. Kas on mitu neid, üldisi tungide

avaldisi, milles võib lugeda koordinaate, kiirusi ja 

kiirendus! teineteisest sõltumatuteks muutujateks.

Võib tekkida küsimus, kas, lugedes koordinaate, 

kiirusi ja. kijrendnsi teineteisest sõltu eatuteks,samade 

koordinaatide puhul oa võimalik ainult üks tungi к 

avaldis 
- = oL 7)£

või mitu erinevat selle tungi avaldist.

Leidusest, et koordinaadid 3,***? on

sõltumatud parameetrid, mis määravad igal hetkel süs­

teemi konfiguratsiooni ja asendi, järeldub, et avaldis 
oL M 

olt Ф^К 
on määratud üheselt koordinaatide, kiiruste ja kiiren­

duste funktsioonina. Seega niisuguseid tungi Гк avaldisi 

on ainult üks.

Võib tekkida edai küsimus, kas vahest on võimalik 

maarata tunge mingi teiste Langange’1 võrrandite abil,mis 

oma kujult erinevad viimati üleskirjutatud Lagrange’! 

võrrandeist. Vastuse saamiseks oletame siis, et mehaani­

lisele süsteemile on rakendatud tungid, millede avaldised 

"9x on mingisugusel viisil (näiteks katsete abil)leitud. 

Oletame veel, et peale nende tungide süsteemile on raken­

datud veel tungid . Olgu funktsioonid koordinaa - 

tidest, kiirustest j' ajast. 5iis on kehtivad Lagrange’1 

võrrandid
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Samuti, nagu see on tehtud eelmises paragrahvis, 

võime ka käesoleval juhul tõestada, et viimase avaldise 

abil, lugedes temas koordinaate, kiirusi ja kiirendus! 

sõltumatuteks muutujateks, ei saa määrata tunge J*v<. • 

Seejuures tuleb eeldada järgmist: kui *Xx О , siis 
Jx О . Kuna sel juhul rvut, oletus funktsiooni kohta 

ei saa kehtida, siis ei saa ta kehtida ka üldiselt.

Oletae, nutid, et '"к on kiirenduste funktsioon. 

Lähme üldkoordinaadistikust -iie Oartesiuse koordinaadis

tikule ja eespool määratud (v£, .§ 6) nurkadele. Et süs­

teemis on seoseid, siis ei saa kõiki uusi koordinaate, 

kiirusi ja kiirendust vaadelda teineteisest sõltumatute 

muutujatena. Olgu ,^3 > *** , X- < need uued

koordinaadid, mis igal het-.el määravad süsteemi konfi­

guratsiooni ja asendi. Lagrange’i võrrandid uutes koordi­

naatidee, kui tungid J*K=. 0, on:

Siin Ук on koordinaatide Jt* , kiiruste ja kiiren - 

d us te unк t s i о оn.

Selles võime veenduda järgmiselt:

O1SU til': auteeni Cartesiuse

koordinaalid ja juba varem nimetatud(vil. § 6)nur^ad.Üks 

osa nendest ongi koordinaadid Jt,, А , At3?™,Jt^ . Olgu 

9*7 koordinaat iie Ls vastav tung (s.o. moment või tung 

tavalises mõttes)^ .7,^—vastavalt koordinaatidele

ja ^vastavad üldistatud tungid. Üldistatud tungi
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L

p fuiccsioon kiirendustest • Olgu tu-

ning coordinaadid j

[i =4ix,3,.-. ,-n,; к,-4<Xii3,..>, 4) avaldatud funktsioo-

1 11 ко )rd Lnaatidest ^k. / 3 / * * . } -d ) , gii

D Лг <#*

4

ihm * Ltub ainult kiirendusest J1 qe It:

l<us C* on suuruse 7Л oastantne kordaja

neetillse energia avaldises:

Leiame, et

tung iild iselt

on vaadeldav funktsioonina suurustest

seoseid ei ole

taanduvad ea . drrandile
C-к,к *

una viimase võrdu ;e vasakul po )Lel on ainult

t j- mitu muutujat,

siis ei saa alati vaadelda seda vorls-^t samasusena, 
. « »•

lugedes koordinaate , kiirusi JkSK ja kiirendusl 
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teineteisest sõltumatuteks muutujateks. Siis aga ei saa 

seda teha ka lähteavnldises
ep . cL^

nii vaadeldaval juhul kui ka üldjuhul.

Kui me ei oleta, et e О siis
K. ~ £■' К K. ' 

Sellest saame, et võrdus
= C*K.J£u(

ei kehti.

Samuti võime näidta, et ei saa olla ka funktsi­

oon kiirendusest j i v.eel lingis igustest teistest muutuja­

test.

Seega niisugust funktsiooni yK^mille puhul võib

ott
koordinaate, kiirusi ja kiirendus! teineteisest sõltuma­

tute muutujatena, ei ole olemas.

Käesolevas paragrahvis arbndatud mõttekäigu võime 

kokku võtta järgmiselt: 

Eeldame, et võrdus .

x ~ cTb
tungi Stc aval iise sobiva vilinaga, vaadeldes koordinaate, 

kiirusi ja kilrendusl teineteisest sõltumatute muutujate­

na, on rahuldatud, samaselt. Sellest j ,reldub, et see võr-
> aidatud samaselt ka siis, kui$X-O*

Siis saame, et , i ...

к "5Ъ1)^к О'lx '

Kui eelviimane võrdus on õ^ge, siis annab ta alati 

Õigeid j reldusi. Viinu it >< шя a deldud juhtudel aga 
ei kehtinud. Sellest järeldub, et viimases avaldises ei 
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saa vaadelda ko?rd 1 te, kiirusi ja kiirendus! töine - 

töisest sõltumatute muutujatena ja tungi nende funkt­

sioonina .

3iit ^me järgmise j reid se:

Helmholtsl vastastikkuse lausete t<" eitamiseks tun­

dide kont ° tuleb m'r -r^ta t mgid alati Lagrange! v rran - 

ditS t

; K ~olt

abil, lugedes neis koordinaate, kiirusi ja kiirendus! 

teloAteisest sõltumatuteks muutujateks ja tunge nende 

f uni<tslooaide о • ./.1.зт! sujus-.; id tei^i avaldust, mis kõl­

baksid seks otst^rbexs ei ole
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§ lo. Vastastikkuse seadus.

1. Seosed üldistatud impulsside ja 

funktsiooni vahel.

Vaatleme mehaanilist süsteemi, millele on raken­

datud ainult potentsiaalsed tungid. Olgu suurused > 

sõltumatud parameetrid (koordinaadid), mille 

abil määratakse mistahes hetkel süsteemi asend ja kon - 

figuratsioon. Tähistame süstee ii kineetilise ja potentei- 

aalse energia vahe (kineetilise potenfeiaali) t-hega 4C :
& =

Arvutame funktsiooni Jisokroonse variatsiooni. 

Variatsion^Xarvutuse reegleid rakendades leiame, et

Uool)

Kasutades ositi integreerimist saame, et

Avaldisest (lo.oi) ja (lo.o2) leiame, et

-Je (lo.o5)

Vaadeldaval juhul Lagrange'1 võrrandid on

ol = 0 (^=1^)3,^.,^ (10.04)
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Avaldisest (Io.o3) ja (lo.o4) saame, et

(Io.o5)

Suurused

on üldistatud impulsid. Tähistame

Avaldise (lo.o5) põhjal

(lo.06)

Süsteemi liikumise dlfferentslaalvorrandid (lo. 4) 

määravad koordinaate aja funktsioonidena, üeis kõõrdi - 

naatide avaldistes on kokku 2s konstanti, mis tuleb 

mä irata mingisuguste täiendavate andmete põhjal süs­

teemi liikumise kohta. Need konstandid esinevad siis ka 

impulsside ja integraali avaldistes, kui neisse 

asetada koordinaatide avaldised.

Olgu teada süsteemi koordinaadid hetketel ja

• Siis koordinaatide avaldistest aja funktsioonidena 

on võimalik leida eespool mainitud -2 <3 konstanti avaldis­

tena suurustest ( И. -z/t 4/z 3; . .. , ) I

Siis aga impulsid ja integraal ? on vaadeldavad

avaldistena nendest samadest suurustest.

Tähistame integraali
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tähega . Vaatleme hetki t-f ja muutuvatena.

Eespool Öeldu põhjal funktsiooni op isokroonne 

variatsioon

Avaldiste (I0.06) ja (lo.o?) põhjal

(lo.08)

ja

(lo.o9)

VÕrdused (lo.08) ja (lo.o9) andis Hamilton

/ 1,lk.213; 5 lkd. 355-358/. Nendest saame, et

^4»i,
(lo.lo)

Viimast avaldist vajame vastastikkuse seaduse 

tõestamiseks.

2. Vastatikkuse seaduse tuletamine.

Vastastikkuse seadus eeldab pöörduvat liikumist.

Nimetame masspunkti liikumist pöördunud liikumiseks, kui 

masspunkt mingil hetkel muudab oma liikumise vastassuu - 

nallseks ja läbib uuesti ord juba läbitud trajektoori, 

kui nüüd juba selles uues suunas. Seejuures eeldame, et
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masspunkti liikumiseks ta trajektoori mingist punktist 
Дtrajektoori punkti kulub samapalju aega, kui­

palju kulus aega masspunkti otse liikumisel punktist 

punktisse 30 e Masspunktide süsteemi liikumine on pöör­

dunud liikumine, kui iga selle süsteemi masspunkti lii­

kumine on pöördunud liikumine.

Tõestame vastastikkuse seaduse. See seadus on 

järgmlne:

Vaatleme pöörduvat liikumist.

Oletame, et impulsid -Зк ja on

määratavad funktsioonidena koordinaatidest ja 

= 3,. • * ) ning, hetketest ja ja et nende

impulsside etteandmisega on liikumine määratud üheselt.

Eeldame, et hetkel гч ainult impulss kasvab 

Võrra.

Selle tagajärjel muutuvad koordinaadid '^2/А , 

koordinaadid aga on konstantsed.

möödudes koordinaat 4, fe kasvab 

võrra.

Eeldame, et hetkel - ainult impulss , väheneb 

. võrra, teised impulsid aga ei muutu.

Uut liikumist vaatleme algavana hetkel • See 

uus liikumine on endise suhtes pöördunud liikumiseks. 

Selles koordinaadid muutuvad ja koordinaadid on 

konstantsed.

Koordinaat aja möödudes pärat liikumise

pöördumist muutubvõrra.

Kui mingi Impulsi avaldises esineb Ilmsi aja -
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lietk või mingi impulsi avaldises esineb ilmsi 

ajahetk t, , siis loeme nähtuse kestvust pUL» t* 
li

•— niivõrd väikeseks, et võrreldes teda koordi­

naatide muutudest kcige madalamat järku lõpmatult väi­

kese muuduga, on ta (s.o.öŽ-t) kõrgemat j rku lõpmatult 

väike suurus.

Oletame, veel et impulsside osatuletised 

koordinaatide%^^järgi ja impulsside osatuletused 

koordinaatide j irgi on lõplikud.

Väidame, et tehtud oletustel impulsi ja 

ко ardinaadi muutude suhe on võrdne impulsi ja 

koordinaadi ^1Cu muutude suhtega, s.t.

°^1Ou : '

Tõestame selle väite.

Arvestamata kõrgemat järku lõpmatult väikeste 

suurustega enne liikumise pöördumist

ob> , (lo.ll)

Teoreemi eelduste põhjal 

~ 0 ( t* 

ehk

= d (10,12)

Andes avaldises (lo.ll) indeksile L erinevaid 

väärtusi ja arvestades avaldisega (lo.12) saame võrrand­

süsteemi koordinaatide muutude määramiseks impulsi muudu 

kaudu.
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Tähistame selle võrrandsüsteemi determinandi tähega J):

(10.13)

Avaldises (lo.13) sulgused on determinandi 

elemendi avaldis, kus ja on vastavalt determinandi 

c$) rea- ja veerulndeksid. Lahendades süsteemi (lo.11)

saame, töötades absoluutväärtustega, et

On eeldatud, et

(10.14)

Jh # 0, (10.15)

Kuna vastasel juhul impulsside etteandmisega poleks lii­

kumine määratud, missugust juhtu me ei vaatle.

Hetkel t,:. liikumine pöördub. TJut liikumist vaat - 

leme seega algavana hetkel i, . Sel juhul saame süsteemi

(K=U,3.>'j (10.16)

«к* =o V-*K! •
(10.17)

Tähistame süsteemi (lo.16) determinaadi ^„J)’ :

(10.18)
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Avaldise (lo.lo)

(10.19)

põhjal

|JD'| - |<j)| .

VÕrratusest (lo.15) ja võrdusest (lol)) j ireLdub,

et

Seeparast süsteemist (lo.16) saame, töõdndes abso-

luutv itrtustega, et

Avaldisest (lo.lo)

(lo.2o)

ja avaldisest (lo.19) saame, et

|c^4Äjs

।

(10.21)

Avaldistest (lo.14) ja 610.21) saame, et

| oU> • Mt I =| At: *4 (10.22)

Loeme koordinaatide ja impulsside muute enne liiku­

mise pö rdumist positiivseteks. Siis pärast liikumise 

f), irdumist tuleb neid muute lugeda negatiivseteks. Selle 

kokkuleppe tõttu vuimasest avaldisest (lo.22) saame, et
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А/ • * ^"fa.
(10.23)

mida oligi vaja toestada#

Paneme t’hele, et impulsside muutumisi eespool 

käsiteLdus võime vaadelda tõugetena#

Vastastikkuse seaduse, nagu ta on antud vorduses 

(lo»23) avastas Helmholtz /1/, kelle nime see seadus 

tänini kannab.

Näiteid Helmholtzi vastastikkuse

lausetele.

§ 11. Vastastikkuse lause konkreetne näide

pideva keskkonna lainetuse puhul.

Jätkame sama pealkirja all vaadeldud nähtuse 

käsitlemist (v^t.§ 4).

"xiainevõrrandist ” (4«ol)

saame, et

(11.01)

Vördusest (4.o2)



mis kehtib keskkond.» asetatud tahkete Kehade pindadel, 

n eme, et neil pindadel kehtib võrdus

O/v \
(11.02)

Punkti ümbruses avaldise (4.o3)

' cp= 
T Lw * '

põhjal 

*V)*Lo# <4- «* (11.03)

Punkti ümbruses avaldise (4.17)

r

põhjal

(ll.o4)

Indekseid kirjutamata jättes saame võrdusest

(11.o3), et

4vw£’Z/ * uft КП/ -h ^2, W

Kasutades integraali keskväärtuse lauset saame 

viimasest avaldisest, et

так i*Sty\ 1 on funktsiooni väärtus kerapinnal.
lD^)a
v$e*U(* punktis. Kui kerapinna

küllalt vaike, siis
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Samadel eeldustel leiame, et

J >

Г2^\ 'Dcp ckus I^TX* j on funktsiooni ^™r väärtus kerapinnal *ol 

voetud punktis.

Kahest viimasest vordusest saame, et

C t) i^Px , л Г’^>Ф и \ i о
J ^D'l6 - J 'bŽk'i>'WL#rr*> " .

^*) (11. o5j

Saauti 1elame, et

va irtused vastavad pindadel xb^ За -За/ •

Kerapindade ja ^^raadiused võib võtta vordseine..

Siis avaldistest (11.o5) ja (11.o4) järeldub, et

i^v »| wv
Võ ^-) x-T)^/ 1

ja seep irast

Viimane võrdus kehtib muidugi ka s is, kui suurus

kahaneb tõkestamatult.
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Olgu kiirus lõpmatuses null, s.t. funktsioonide

ja "lp osatuletised koordinaatide järgi lõpmatuses on 

nullid. Siis, arvestades avaldistega (11.o2),(ll.o5> ja 

(II.06), leiame, et

' = -m
Gr santi valemi

- ~j$VV'ÜU'
№

Jl -DH/
-orgi saan

i iXOT - £W5=
(11.08)

Nüüd oli aga (4.15)

ja (4.16)

ning edasi
(4.02)

ja (4.17)

tr* L^Ck/j t^Q^yoJžJb

g>-.A (1W)

чр, A “ŽgSi .

li о 0 d ¥ ur dti-e-e а—kohtiv-aeb-vafltifu^aK) punktide - jfr- -
Arvestades lalnevörrandist saadud seosega

(11.01)
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rais kehtib ka siissui temas võtta £p vrdseks 

ja «cus iuaoksid oa j totud kirjutamata, leiame et

Siis aga avaldisest (11.08) järeldub, et

Seostest (11.o7) ja (11.o9) saame viimaks võrduse

Ш
Leidades selles vörduses raadiuse ^tõkestamatult 

kahanevana saame, et

kus i on funktsiooni väärtus punktis /•.

ja i,Trr> on funktsiooni '2^ väärtus punktis A- . 
^Cv -

Viimase avaldise (11.lo) võime saada ka vördusest

$4.26)
■ y#.

Aimelt on kahes viimases vörduses

=• г-* = >u
leul punktide cx, j-t /г к tein teisest» Oletame, et

gee caugus muutub. Siis viimase võrduse d;fferentsl-
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mine annab võrduse

Muutes selles avaldises vaid tihistüst, saame 

temast avaldise (11.lo).

Kujutleme, et punktide Ou ja fcr vaheline kaugus 

on lõpmatult väike.Liikugu võnkuv aineosake punktist 
CX# punktisse Л* . Olgu selle aineosakese mass/77/= 4. Siis 

vastastikcuse seaduse põhjal

■hk

mis muide järeldub ka avaldisest (11.lo). Avaldise (11.lo) 

võime saada ka Integreerides viiest..

viimast võrdust jättes pusima suhtes kitsenduse, et 

jääb lõpmatult väikeseks. Samadel eeldustel võime 

saada võrdusest (11.lo) võrduse (1.26)

%. - %. 

Võrdus

lubab end kirjutada kujul

Selles v iljondub selgesti cilruste tuletiste iiks vastas­

tik cuse omadus (funktsioonide Cp ja ^/osatuletised on 

kiirused kauguse sihis).
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Poodud mõttekäik n.itab et kolm teatavaid vas­

tastikkuse omadusi vaijandavat. võrdust

Lkv ' % >

f 7) v _/D<p .

ja

,Т/г lps _ f W \
Vb'irJ^

eeldusel, et punktide ja Z vaheline kaugus on

lõpmatult v ike, on tu.etatavad vastastikkuse seadusest.

jL. ^2. Sümmeetrilise vurri liiku mine 

liikumatu punkti ümber.

1. Vurri liikumise diferentsiaal­

võrrandite tuletnmine.

Tähistame vurri sümmeetriatelje tihegaji» . Selle 

teljega ristuvas tasandis valime kaks ristuvat telge^ 

ja . Teljestik^ olgu seotud vurriga lahuta -

matult. Tähistame nurka vurri toe uspunkti 1 ?.biv telje

у ja vurri telje vahel tihega . Liloigu telg 

telgede ja P lõikepunkti ja olgu ta risti telj

j ides vurri liikumisel tasandile T ihis tarne nurka
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va lei

{ь, neelevavise ja mingi kindla asendi vanel tähega 

üurka telje £ meelevaldse ja mingi kindla asendi 

tähistame t ihega p •

Vu*ri liikumist, mille puhul muutub ainult nurk

, ilmetatakse pretsessioo lks. Vurri liikumist,mille 

puhul muutub ainult nurk 9 , nimetatakse mutatsiooniks.

Telgede ja £ suunad olgu valitud j:i -gmiselt:

Lilkumisega telje X> ümber (s.o. ainult nurga <£) muutudes) 

põhjustatud nvrkkiirenduse vektor /(/' on suunatud piki

2/-telge selle telje positiivses suunas. Liikumisega

telje Ц ümber (s.o. ainult nurga (X muutudes) põhjustatud 

nurkklirenduse vektor suunatud piki -telge sel­

le telje positiivses suunas. Liikumisega £ -telje ümber 

(s.o. ainult nurga 9 muutudes) põhjustatud nvrkkiirenduse

vektor /6 on suunatud piki -telge selle telje posi- 
• )

tiivses suunas.

Eelpool öeldu põhjal .
1zTcb * I v ( iz> j ■■ x ♦l/< /~ Г /II I H

Summaarse nurkkixrenduse vektori komponendid tel- 

jestikus/^/; } H on e .
П Y - А lv« — У a
/J’ » — 
Ж =■ p,

Olgu telje , suhtes arvutatud vurri inertsmoment 

(j , telje x suhtes*— .Jb . Et vurr on sümmeetriline, 

siis Inertsmoment telje^suhtes on samuti Чг .

Vurri kineetiline energia



62

Seepärast vurri liitaumise dliTerentsiaalvorrandld

Lagrange’i kujul on:
C^-rcjpMÕ)^.cp^,õ,0) ~ JT . (12.01)

C(p 4-CpLOai)- <^^^)с(>4 9-.Цр + <^бУз0^.9^

-t Jbcp-ä^<9^ft<^>äc<)ü94m6= (12.02) 

tC,^p

(12.0?)

Neis võrrandele hy ja 5^ on üldistatud tungid ja

nimelt:

J* -: on tung, mis põhjustab nurga y3 muutumist;
г— r”-
J"cp on tung, mis põhjustab nurga <p muutumist; ja on 

. tung, mis põhjustab nurga (9 muutumist. Kui mitte kasu -

tada üldistatud tungi mõistet, siis tuleb suurusi Jy, 

ja \ mõista momentidena.

2. Seosed tungide $a kiirenduste

vahel vurri liikumisel.

Avaldistest (12.oi),(12.o2) ja (12.o3) saame, et

(12.04)
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Vurri telje ümber liikumise kiirenduse ja 

pretsessioonlliikumlst põhjustava tungi muutudes, 

pretsessiooniliikumise kiirendus ja tung, mis põhjustab 

vurri pöörlemist oma telje umber, muutuvad vastavalt 

avaldistele (12.o4). Kui vurri telg on risti teljega 

2, , mille umber vurr liigub pööreldes veel oma telje

ümber, siis niisugust sõltuvust pole.

3. Seosed tungide ja kiiruste vahel 

vurri liikumisel.

Avaldistest (12.oi) ja (12.o2) saame, et

(12.o3)

(12.об)

Viimasest võrdusest järeldub, et avaldisele 

(12.o5) vastav Helmholtz! vastastikkuse lause ei anna 

seoseid tungide ja kiiruste vahel. Seevastu vurri telje 

ц ümber liikumise kiiruse ja pretsessiooniliiku list 

põ justava tungi muutudes, pretsessiooniliikumise kl rus 

ja tung, mis põhjustab vurri pöörlemist oma telje 

ümber, muutuvad alati vastavalt avaldisele (12.o6).

Avaldistest (12.oi) ja (12.o3) daame, et

(12.o7>
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Vurri telje ümber liikumise kiiruse ja nutat- 

sioonllilkumlst põhjustava tungi muutudes, nutatsiooni- 

lilkumise kiirus ja tung, mis põhjustab vurri pöörlemist 

oma telje ümber, muutuvad vastavalt avaldisele (12.o7). 

Sellele avaldisele analoogse avaldise saame avaldisest 

(12.o2) ja (12.03):

mis annab seose nutatsiooni- ja pretsessiooniliikumise 

vahel..

4. Seosed tungide ja koordinaatide

vahel vurri liikumisel.

Avaldistest (12.oi), (12.o2) ja (12. o'3) saame, et 

osatuletised 

.rg> и" <m- ni. - - Jr*’*' •>.
p Ф |3 u

on nullid.

Sellest j ireldub, et Belmholtzi vastastikkuse 

lausetele vastavaid tungide ja koordinaatide vahelisi 

seoseid vaadeldaval juhul ei ole.

id.üekus; Toodud näide vurri liikumisest on lühemal 

kujul käsiteldud Belmholtzi töös /1/. Ta eeldab, et 

vurri potentiaalne energia on null. See eeldus pole 

vajalik seoste (12.o4)-Ц12.08) saamiseks: nagu eespool 

nägime ei figureeri potensiaalne energia mõttekäigus 
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kuskil. Märgivahe tungide avaldistes siin võrreldes 

vastavate Helmholtzi avaldistega tuleb sellest, et 

Helmholtzll liikumise differentsiaalvõrrandeis suuruse

--V* asemel seisab ... -ga t ihist-) tui suurus -■ .

§ 13. Keha translatoorne liikumine,

kirjeldatud sfäärilises koordlnaadistikus.

1. Liikumise differentsiaalvörrnndid 

sfä rilistes koordinaatides.

Kui meid ei huvita keha orientatsioon, aga ainult

tema asend ruumis, siis piisab keha mingi punkti koha 

andmisest. Selleks punktiks võtame keha raskuskeskme. 

Tema liikumise abil kirjeldame ka kogu keha liikumist 

juhul, kui orientatsiooni küsimused võivad jääda kor - 

vale. Raskuskeskme valiku põhjus peitub asjaolus, et see 

punkt liigub nii, nagu oleks kogu keha mass koondunud 

raskuskeskmesse jn nagu oleksid kõik kehale rakendatud tun­

gid rakendatud just raskuskeskmeesse. Keha raskuskeskme

Cartesiuse koordlna <did .a/, ja 

koordinaatide kaudu j irgmlselt: 
x s 141 У too

- ^1лг,9^гП/Ср

X tr (<-4Yj9

L avalduvad sfä iriliste

. , Q .
kus 4 on keha raskuskeskme kohavektori purus, — nurk
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selle vektori ja %, telje vahel jacp_. nurk, mille 

moodustab selle vektori projektsioon tasandile 

J£-teljega.

Kui eeldame, et keha liigub ainult translatoor- 

selt, siis tema kineetiline energia massi ühiku kohta

Seeparast keha raskuskeskme liikumise Lagraiige’1 

differentsiaaluorrandid on:
x r£, —. dXjp

jr ~^ьЛ^аиу^дт2.^дс^1/Х*'-<х>0

ГТ* С ТГ -
kus 9 ja у on keha massi ühiku kohta arvutatud

tungid. Kasutamata üldistatud tungi mõistet, on tung 

keha massi ühiku kohta ja ning kaks keha massi 

ühiku kohta tulevat momenti.

2. Seosed tungide ja kiirenduste vahel 

sfäärilistes koordinaatidee keha translatoorsel 

liikumisel.

Ülaltoodud Lagrange*! võrrandeist saame, et osa- 

tuletised

7)3rV iLfjp ■**-
7)d*

on kõik nullid. Sellest järeldub, et vaadeldaval juhul 
seoseid tungide ja kiirenduste vahel, nagu neid annavad 
Helmholtz! vastastikkuse laused, ei leidu.
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3. Seosed tungide ja kiiruste vahel 

sfäär ills tea, koordinantides keha tranalatoor- 

sel liikumisel.

Ülal Loodud -uagrenge*! võrrandist järeldub, et

^.5" 7?J5p - 
7)^> ■ <7T - '

Seega keha translatoorsel liikumisel kehtivad

sfäärilistes koordinaatidee töötamisel kõikide tungide

kohta need Hdlmholtzi vastastik use laused, mis annavad

seoseid tungide ja kiiruste vahel.

4. Seosed tungide ja koordinaatide 

vahel sfäärilistes коordinaalides keha trans­

latoorsel liikumisel.

Esimesest kahest Lagrange*! võrrandist saame, et

Kui liikumine toimub nõnda, et
=: Cdtu b >

siis saame Helmholtz! vastastikkuse lause
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Lagrange* 1 võrrandeist Järeldub veel, et osa-

tuletised

5^
"ъср

on nullid.. See tahendab, et peale seose

9-% _ 7) 5^ - /О
dõ *

teisi seoseid, mis vastaksid Helmholtzi vastastikkuse 

lausetele, uuritaval juhul pole.

Paneme tähele, et keha raskuskeskme koordinaatide

vahel ei ole seoseid.

§14. Keele (võlli,varda) tasapinnaline

liimimine.

Oletame, et keele (võlli, varda) liikumine toimub 

kindlas tasapinnas Ja et lõiked, mis on risti keele(vol- 

li, varda) teljega, jäävad liikumisel risti selle teljega. 

Vaatleme mingi lihe niisuguse lõike liikumist. Lõike ro - 

tatoorse liikumisega oma raskuskeskme ümber ei tule ar - 

vestada, sest vastavad inertsmomendid võrreldes lõike 

massiga on kõrgemat järku väikesed suurused.

Olgu lõike raskuskeskme koordinaadid:
-kt z Õ

Lõike kineetiline energia ( arvestamata kõrgemat 

järku lõpmatult väikeste suurustega) lõike massi ühiku

kohta on
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Seega luike raskuskeskme liikumise differentsiaal- 

vörrandid Lagrenge’i kujul on:

rL —* ,rvd

Jd ~
kus (moment) ja on üldistatud tungid, arvitatud 

lõike massi ühiku kohta.

Meist võrrandeist saame, et osatuletised

on nullid* Sellest järeldub, et Helmholtzi vastastikkuse 

lausetele vastavaid seoseid tungide, kiirenduste ja koor 

dinaatide vahel vaadeldaval juhul ei ole.

Ülaltoodud uagrange’i võrrandeist saame, et

Siin esinev on keele (võlli, varda) lõike raskus - 

keskme kohavektori suunaline tung. Tema Ja nurkkiiruse 

9 hetkeliste muutude suhe on absoluutväärtuselt võrdne 

ja märgilt vastupidine momendi ja piki lõike raskus­

keskme kohavektorit suunatud kiiruse 'L hetkeliste 

muutude suhtega kui eeldada, et muutuvad ainult suuru­
sed ^,5^,d ja *1/ .

Helmholtzi vastastikkuse lausete jaoks defineeri­

takse tungide avaldised liikumise differentsiaalvõrran- 

dite põhjal. Käsiteldav näide võimaldab kergesti näidata 

kuivõrd oluline on tungide avaldiste valik.
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Olgu tala (keel, võll, vsrras) koormatud tungi­

ti gn, mis on teineteisega paralleelsed ja risti tala 

(keele, võlli, varda) teljega tasakaaluasendis, mil - 

les see telg on sirge. Põhjustagu nad t«la tasapinna­

list liibumist. Olgu tala koormise intensiivsus tähis­

tatud , kus X on kauguste tala otspunktist ,

mõõdetud mööda tala telge tasakaaluasendis, koordinaat 

tihendagu tala ristloike raskuskeskme kaugust punk­

tist 4 . 1шгк selle kauguslölgu sihi ja tala telje 

vahel tasakaaluasendis on siis nurk ti . Tala elemen - 

dile pik usega dLb rakendatud tungi projektsioon kau­

gus lõigu 4/ sihile on
С^д х)с1л Wti 

ja risti sene sihiga ,

kus funktsioonid C,(^) ja £*(><4/arves tavad elastsetest 

pingetest tekcinud tunge. Üldistatud tungid, arvutatud 

tala elemendi plKkusiihiku kohta, on:

jr' =

heed tungid on avaldatud ainult koordinaatide 

funktsioonidena. Ülaltoodud LagBange’i võrrandeist 

järeldub, et nad peavad olema avaldatavad koordinaatide 

kiiruste ja kiirenduste funktsioonidena. Seepärast vii- 

masfäi avaldisi Helmholtsi vastastikkuse lausete saa - 
r*») <—/

miseks tungide ja kohta ei saa kasutada.
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§ 15. Kokkuvõte^.

liäglme, et Helmholtz! vastastikkuse laused lii­

kuvale mehaanilisele süsteemile rakendatud tungide kohta 

kehtivad alati• Lende lausete puhul vaadeldakse kõõrdi - 

naate, kiirusi ja kiirendus! teineteisest sõltumatute 

luutu.Intana )a tunge neide funktsioonidena. Koordinaadlle 

vastav üldistatud tung tuleb võtta Lagrange1! võr­

randite Särgi kujul

kus Mon mehaanilise süsteemi kineetiline energia ja 

ко jr linaadld l/4l , on sõltu natud parameetrid,mil­

lega määratakse süsteem! asend ja konfiguratsioon. Tun­

gide avaldiste teissuguse valiku juhul võime tulle vastu­

oludele. See tähendab, et lugedes koordinaate, kiiren - 

duši ja kiirusi teineteisest sõltumatuteks muutujateks 

võime vaadelda tungi avaldisena ainult avaldist
d 7)^ 

oTt '

Nägime, et Helmholtz! vastastikkuse laused tungide 

kohta pole laused, mis iseloomustavad ainult seostega 

mehaanilise süsteemi liikumist, vaid need laused võivad 

iseloomustada ka süsteemi liikumist, milles seoseid pole. 

Nende lausete sisu oleneb paratamatult koordinaidistiku 

valikust.

Töös selgub, et eeldus
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Helmholtei vastastikkuse lause

jaoks on taidetud, kuid süsteemile on rakendatud ainult 

poterteiaalsed tungid.

veel ka kõik Kiirused

Kui lisaks sellele mingil hetkel 

on nullid, siis

ja vördusel

mis vai jandab üht Helmholtz! vastastikkuse lauset,kaob 

mõte.

Toos käsiteldi veel vastastikkuse seadust, mille 

avastas ja tõestas esimesena Helmholtz, kasutades sel­

leks mõningaid avaldisi, mida sai esimesena Hamilton.
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