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Liihikokkuvote. Optsioon on voimalus osta voi miiiia alusvara kindlal ajahetkel
tulevikus kindlaks médratud hinnaga. Optsiooni 6ige hinna midramine on optsioonide
teooria iiks tihtsamaid probleeme. Kéesolevas t66s vaadeldakse bino-trinoommeetodit
barjadriga optsiooni hinna leidmiseks. Bino-trinoommeetod on binoom- ja trinoom-
meetodi kombinatsioon, mis voimaldab alusvara hinnapuu konstrueerida selliselt, et
barjadr voi barjaérid ldbivad hinnapuu tippe. T66s on toodud ka programm bino-

trinoommeetodi abil iihe barjdiriga optsiooni hinna leidmiseks.

Mairksonad. Barjaériga optsioon, bino-trinoommeetod, Euroopa optsioon, opt-

sioonide hindamine.

Pricing barrier options with bino-trinomial method
Bachelor‘s Thesis

Mailis Rannaveer

Abstract. Option is an opportunity to buy or sell the underlying asset at a given
time in the future with fixed price. Determining the correct value of an option is the
main problem in options theory. In this thesis we consider bino-trinomial method to
price the barrier option. The bino-trinomial method is a combination of binomial and
trinomial method which allows to construct underlying asset’s price tree so that barrier
or barriers go through the price tree’s nodes. This thesis contains a program to price a

barrier option with bino-trinomial method.
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Sissejuhatus

Optsioon on voimalus osta voi miiiia alusvara kindlal ajahetkel tulevikus kindlaks
madratud hinnaga. Optsiooni oige hinna mé&aramine on optsioonide teooria iiks tdht-
samaid probleeme. Euroopa optsiooni saab realiseerida vaid mingil kindlaks méadratud
kuupéeval tulevikus fikseeritud hinnaga. Tavalise Euroopa optsiooni hinna saab leida
Black—Scholesi diferentsiaalvorrandi lahendina, kuid keerulisemate optsioonide korral
tuleb kasutada erinevaid numbrilisi meetodeid. Kéesolevas t66s vaadeldakse barjiaariga
optsiooni hinna leidmist. Barjaériga optsioonid erinevad tavalistest optsioonidest sel-
le poolest, et optsioon hakkab kehtima voi muutub tdhtsusetuks, kui alusvara hind
iiletab eelnevalt kindlaksméaratud hinnabarjiasri. T66 eesmérgiks on tutvustada bino-

trinoommeetodit barjdiriga optsiooni hindamiseks.

To66 esimeses alapeatiikis seletame optsioonidega seotud moisteid ja késitleme
optsiooni hinda md&jutavaid tegureid. Alapeatiikkides 1.2 ja 1.3 toome &ra eeldused
aktsia hinna liikumisele ja esitame Black—Scholesi diferentsiaalvorrandi FEuroopa opt-
siooni hinna leidmiseks. Alapeatiikis 1.4 vaatleme binoom- ja trinoommeetodeid opt-
siooni hinna leidmiseks. Neid meetodeid kasutatakse hiljem bino-trinoommeetodi korral

barjédriga optsiooni hindamisel.

T60 teises peatiikis vaadeldakse barjairiga optsioone ning bino-trinoommeetodit.
Esimeses alapeatiikis vaatleme barjiiriga optsioonide liigitust ja nende maksefunkt-
sioone. Barjadriga optsiooni korral voib ette anda alumise barjdiri, iilemise barjaé-
ri voi molemad. Alapeatiikkides 2.2 ja 2.3 vaatleme alusvara hinnapuu konstrueeri-
mist bino-trinoommeetodi korral vastavalt kahe barjdiriga ja iihe barjiiriga optsioo-
ni korral. Bino-trinoommeetod kombineerib endas binoom- ja trinoommeetodi, kus-
juures esimesel ajaperioodil moodustatakse hinnapuu nagu trinoommeetodi korral ja
jargnevatel ajaperioodidel vastavalt binoommeetodile. Sealjuures konstrueeritakse hin-
napuu selliselt, et barjdér(id) 1dbiksid hinnapuu tippe. Alapeatiikis 2.4 vaadeldakse,
kuidas bino-trinoommeetodi korral leida optsiooni hind. T66 viimases alapeatiikis too-
me vilja numbriliste eksperimentide tulemused barjddriga optsiooni hinna leidmisel
bino-trinoommeetodiga. Programmid numbriliste eksperimentide jaoks on koostatud

programmeerimiskeele Python abil ning on toodud lisades.



1 Optsioon. Optsiooni hindamine

Selles peatiikis esitame moned optsioonidega seotud méisted, mida me vajame

t60 jargmises osas. Kéesoleva osa kirjutamisel on kasutatud materjale [1], [2].

1.1 Optsiooniga seotud moisted

Tuletisvadrtpaber ehk derivatiiv on finantsinstrument, mille vadrtus tuleneb min-
gist teisest varast, mida edaspidi nimetame alusvaraks. Enamlevinud alusvaraks on
aktsiad, kuid alusvaraks voivad olla ka valuuta, metallid, pollumajandussaadused ja

muu.

Koige enam levinud derivatiiviks on optsioonid. Optsioon on kahepoolne kok-
kulepe mingi kindla alusvara kauplemise kohta kindlaksmaédratud ajahetkel tulevikus.
Uks osapooltest on optsiooni viljaandja ja teine osapool on optsiooni ostja. Optsioo-
ni valjaandjaks on enamasti pangad, kes méiaravad optsiooni tingimused ja panevad
selle miiiiki. Optsiooni ostjast saab optsiooni omanik ja ta omandab optsiooni ostes
voimaluse osta voi miiiia kokkulepitud alusvara tulevikus kindla hinna eest. Optsiooni

hinnaks V' nimetame summat, mis optsiooni ostja peab optsiooni viljaandjale maksma.

Optsiooni eluaeg on periood optsiooni viljastamisest optsiooni tditmispievani
T. Taitmispdev on mingi kindlaks méiratud kuupéev tulevikus, millal optsiooni ostja
saab optsioonist tulenevat oigust rakendada. Kui tditmispdev on méédunud, kaotab

optsioon vaartuse.

Optsioone on kahte tiiiipi: ostu- ja miitigioptsioonid. Ostuoptsioon (Call option)
annab omanikule voimaluse tulevikus osta kokkulepitud vara kokkulepitud hinnaga,

miiiigioptsioon (Put option) aga miiiia.

Eelnevalt kokkulepitud hinda, millega optsiooni omanikul on 6igus alusvara osta

voi miiiia, nimetatakse taitmishinnaks ja edaspidi tdhistame seda tahega E.

Optsiooni realiseerimispievaks nimetatakse pieva optsiooni eluajal, mil optsioo-
nist tulenevaid oigusi kasutatakse. Realiseerimispéeva jargi jagunevad optsioonid Fu-
roopa ja Ameerika optsioonideks. Euroopa optsiooni saab realiseerida vaid tditmispée-
val, Ameerika optsiooni saab realiseerida mistahes ajal kuni optsiooni tditmispédevani.

Euroopa optsiooni omanik saab ostuoptsiooni korral realiseerimispaeval tulu
C(S(T)) = max{S(T) — E,0}

ning miitigioptsiooni korral avaldub tulu valemiga
P(S(T)) = max{E — S(T),0}.

5



Seega ostuoptsiooni korral, mida korgem on alusvara hind realiseerimispéeval, seda
suurem on optsioonist saadav tulu. Miiiigioptsiooni korral on tulu seda suurem, mida

viaiksem on alusvara hind realiseerimispaeval.

Optsiooni hinda V' mojutavad jargmised tegurid.

e Kehtiv alusvara alghind S, mis kehtib hetkel, kui optsioon ostetakse. See on
tahtsaim tegur, mis optsiooni hinda mojutab. Ostuoptsiooni hind on seda suurem,
mida suurem on alusvara hind optsiooni ostmise hetkel. Miiiigioptsiooni hind on

aga seda suurem, mida madalam on optsiooni hind optsiooni ostmise hetkel.

e Optsiooni taitmishind E. Vastupidiselt alusvara hinnale, tduseb ostuoptsiooni
tditmishind, kui alusvara alghind langeb, ja viheneb, kui alghind kasvab. Miiii-
gioptsiooni korral kehtib vastupidine seos: miiiligioptsiooni taitmishind touseb

alusvara hinna kasvades ja langeb, kui alghind vdheneb.

e Taitmisaeg T ehk optsiooni eluiga. Mida kaugemal on tditmisaeg, seda suurem
on optsiooni hind, sest seda pikem on periood, mil alusvara hind saab muutuda

omanikule sobivas suunas.

e Riskivaba intressiméir r. Ostuoptsiooni hind on seda viiksem, mida suurem on
riskivaba intressiméir. Miiiligioptsiooni korral on hind seda madalam, mida suu-

rem on riskivaba intressimaér.

e Alusvara hinna volatiilsus o. See iseloomustab alusvara hinna varieeruvust. Mida

suurem on alusvara volatiilsus, seda suurem on optsiooni hind.

e Oodatavate dividendide maksmine alusvaralt. Suurem dividendide makse ka-
handab ostuoptsioonide vadrtust, kuna alusvara kaotab dividendimaksega véaar-
tust, aga optsiooni omanikule ei maksta dividende. Miiiigioptsiooni korral on

vastupidi.

1.2 Eeldused alusvara hinna kaitumise kohta

Finantsturgude uurimisel eeldatakse, et aktsiate hinnad liiguvad juhuslikult efek-

tiivse turu hiipoteesi kohaselt. Efektiivse turu hiipoteesi kohaselt kehtib jargnev.

e Minevik kajastab taielikult kiesolevat hinda, aga ei holma endas edasist infor-

matsiooni. Alusvara hinna ajalugu kajastub téielikult alusvara hetkehinnas.

e Turud reageerivad koheselt igasugusele uuele informatsioonile alusvara hinna koh-

ta.



Aktsiate hindade empiiriline uurimine on ndidanud, et aktsia hinna kiitumist

saab kirjeldada jargmise vorrandiga
InS(t)=In S(r—1)+p+e,, (1.1)

kus 7 =t + 1,t + 2,...,t. Suurus p on konstant ning iseloomustab aktsia keskmist
tulusust. Suurused ¢, on soltumatud iihesuguse normaaljaotusega juhuslikud suurused:
e, ~ N(0,0%). See tihendab, et £(s,) = 0, Var(e,) = o2 ning corr(e,,&,) = 0, kui
T # s. Siin € on keskvédrtus ja Var on dispersioon. Valemit (1.1) rekursiivselt kasutades

saame, et

In S(t,) =In S(t/—l)—{—u—i—et/ =In S(t/—2)—|—u—|—€t/_1+,u+5t/ =...=

InSE)+ (f —t)u+ tz er

T=t+1

ehk
In (S(t)/S(1) = (t —t)u+my, (1.2)

/

kus ny = > _, ., - Juhuslik suurus 7, on normaaljaotusega ning tema keskvéirtus

on 0, kuna

E(my) =€ Z e | = Z Ele,)=0

T=t+1 T=t+1

ning dispersioon
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t/
Var(n,) = Var Z e | = Z Var(e,) = (t/ —t)o?,

T=t+1 T=t+1

kuna suurused ¢, on séltumatud juhuslikud suurused. Véttes niiiid ¢ = ¢ + At, kus At

on piisavalt viike ajaperiood, saame

- AS()\ _ AS(t)
In (S(t+A1)/S(t)) =1In (” S(1) )N S(t)

ning valemi (1.2) pohjal

2~ pAE + 1, (1.3)

AS(t)
S{t)



kus 1; ~ N(0,0?At). Minnes piirile At — 0 saadakse seosest (1.3) aktsiahinna kiiitu-
mist kirjeldav stohhastiline diferentsiaalvorrand

dsS(t)

—= = pdt + odX.

s@ "
Néeme, et aktsia hinna tulusus dS/S on esitatav kahe liidetava summana. Suurus pdt
kirjeldab ennustatavat tulu ning suurus p on aktsia tulususe keskmine kasv. Teine
lildetav on juhuslik suurus ning see kirjeldab alusvara hinnamuutusi, mis on tingitud
mingitest ootamatutest uudistest, mis mojutavad alusvara hinda. Teises liidetavas suu-
rust o nimetatakse aktsia hinna volatiilsuseks ja ta iseloomustab aktsia hinna tulususe
standardhéilvet.

Suurust dX nimetatakse Wieneri protsessiks. Wieneri protsess on jérgmiste oma-

dustega juhuslik protsess:

e dX on normaaljaotusega juhuslik suurus,
e dX keskviidrtus on 0 ehk £(dX) =0,

e dX dispersioon on dt ehk Var(dX) = dt.

Kui votame volatiilsuse o = 0, saame

ds
— = pudt.
o =

Kui ¢ on konstant, siis lahendades viimase diferentsiaalvorrandi, saame alusvara

hinna jaoks seose
S(t) = Spett=10), (1.4)

kus Sy on vara hind hetkel ¢t = t,. Seega, kui o = 0, siis vara hind on téielikult méiratud

seosega (1.4) ja alusvara hind on tulevikus iiheselt maaratud.

1.3 Black—Scholesi valem

Selles punktis esitame Black—Scholesi diferentsiaalvorrandi lihtsaima optsiooni,
Euroopa optsiooni, hinna leidmiseks. Black—Scholesi diferentsiaalvorrandi tuletamisel

tehakse jargmised eeldused:

e Vara hind jirgib lognormaalset juhuslikku ekslemist, mida vaatlesime punktis
1.2.

e Riskivaba intressiméir r ja vara volatiilsus o on ajast soltuvad funktsioonid, mis

on optsiooni viljastamisel teada kogu optsiooni eluea ajaks.
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e Aktsia ostu-miiiigiga seotud tehingukulud puuduvad.
e Alusvara eest ei maksta dividende terve optsiooni eluea jooksul.

e Alusvaraga kauplemisel puudub arbitraazi voimalus. See tdhendab, et alusvara-
ga kaubeldes ei ole voimalik teenida riskivabalt suuremat tulu raha riskivabal

paigutamisel panka voi ostes valitsuse volakirju.
e Alusvaraga kauplemine toimub pidevalt.

e Alusvara lithikeseks miiiimine on lubatud ja alusvara on osadeks jagatav. Alusvara
jagatavus tdhendab, et meil on voimalik osta voi miiiia suvalist reaalarvulist
kogust alusvara. Liihikeseks miiiimine tdhendab, et me saame miiiia aktsiaid,
mille omanikuks me pole. Seega liihikeseks miilimise korral saame miiiia eelnevalt

laenatud aktsiaid.

Nendel eeldustel tuletasid F. Black ja M. Scholes osatuletistega diferentsiaalvorrandi

optsiooni hinna leidmiseks:

oV 1, 0PV OV B
o T27 Y gg Trogg —rV =0

mida tuntakse Black—Scholesi vorrandina. Vorrandis V' = V/(S,t) on optsiooni hind,

S = S(t) on alusvara hind, o = o(¢) volatiilsus ja r = r(t) riskivaba intressim&ar.

Sellisel osatuletistega diferentsiaalvorrandil leidub 16pmata palju lahendeid. Uhe-
se lahendi leidmiseks tuleb ette anda tdiendavad rajatingimused. Rajatingimuste ette
andmisel paneme téhele, et optsiooni hind taitmispéeval 7" on vordne optsiooni omaniku

poolt teenitava tuluga optsiooni realiseerimisel. Seega KEuroopa ostuoptsiooni korral
Ve(S,T) = max{S — E,0} (1.5)
ning miiligioptsiooni korral

Vp(S,T) = max{E — S,0}. (1.6)

Samuti teame, et kui S(0) = 0, siis ka S(t) = 0, ¢ > 0 ning ostuoptsiooni hind
suvalisel ajahetkel on null:
Ve(0,t) = 0. (1.7)

Kui aga S — o0, siis optsiooni hind on ligikaudselt vordne alusvara hinnaga

Ve(S,t) ~ S. (1.8)



Tingimustel (1.5), (1.7), (1.8) on Black-Scholesi diferentsiaalvorrandil iihene lahend
Euroopa ostuoptsiooni korral. Vaatame niiiid miitigioptsiooni. Kui S(0) = 0, siis opt-
siooni omaniku poolt teenitav tulu on vordne tditmishinnaga E ning optsiooni hind

ajahetkel t on vordne suuruse E diskonteeritud viadrtusega
Vp(0,t) = Be 1), (1.9)

Kui aga S — oo, siis
Vp(S,t) — 0. (1.10)

Tingimustel (1.6), (1.9), (1.10) on Black-Scholesi vorrandil ithene lahend miiiigiopt-

siooni korral.

Kui intressiméér ja volatiilsus on konstantsed voi ajast soltuvad funktsioonid, siis
saab tavalise Euroopa optsiooni hinna Black—Scholesi vorrandi pohjal leida analiiiitili-

selt. Sellisel juhul kehtib Euroopa ostuoptsiooni korral:
Veo(S,t) = SN(dy) — Ee " TN (dy) (1.11)
ning miiligioptsiooni korral
Vp(S,t) = Ee " T IN(—dy) — SN(—dy), (1.12)
kus N(z) on normaaljaotuse N(0,1) tihedusfunktsioon kujul

1 v 1,2

ja suurused d; ja dy avalduvad kujul

_ In(S/E) + (r+ 50°)(T — t)

h = oI —t ’
iy — In(S/E) + (r — 50*)(T - t)

oV —t

Keerulisemate optsiooni tiiiipide voi stohhastilise volatiilsuse korral ei ole optsioo-
ni hind analiiiitiliselt leitav. Jargmises alapeatiikis vaatleme binoom- ja trinoommee-
todit optsiooni hinna leidmiseks, mis voimaldavad optsiooni hinda leida iildisematel
tingimustel. Neid meetodeid on voimalik kasutada ka eksootiliste optsioonide hinna

leidmiseks.
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1.4 Binoom- ja trinoommeetod

1.4.1 Binoommeetod

Kéesoleva punkti kirjutamisel on kasutatud materjale [1]|, [2]. Binoommeetodi
tootasid vilja Cox, Ross ja Rubinstein 1979. aastal. Esitame binoommeetodi idee Eu-

roopa tiiiipi optsiooni hinna leidmiseks.

Jagame optsiooni eluea [0,7] M vordseks osaks. Téhistame At = T/M ning
vaatleme alusvara hinda ajahetkedel mAt, kus m = 0,1,..., M. Olgu alusvara hind
ajahetkel mAt vordne suurusega S,,. Siis binoommeetodi korral eeldame, et ajahetkel
(m + 1)At saab alusvara hind omada vaid kahte erinevat vdartust: alusvara hind saab
olla kas u.S,, voi dS,,, kus u > 1 ning 0 < d < 1. Seega, kui alusvara hind on u.S,,, siis
hind liigub {iles, kui d.S,,, siis hind liigub alla.

Olgu iileslitkumise toendosus p, siis allaliikumise toendosus on vastavalt 1 — p.

Seega,

S

uS,, toendosusega p;
+1 =
dS,, toendosusega 1 —p

Eeldame, et konstandid u ja d on koigil ajahetkedel samad. Niiiid voime iiles ehitada

hinnapuu voimalike vara hindadega.

/
/ st
udS
ud?S
\ /
d?s
N
a3s
At At At

Joonis 1: Binoommeetodi hinnapuu
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Olgu ajahetkel ¢t = 0 alusvara hind Sy. Esimesel ajahetkel At on kaks voimalikku
vara hinda, nagu eelnevalt mainitud. Nendeks on uSy ja dSy. Teisel ajahetkel 2At on
kolm voimalikku vara hinda u2Sy, udSy ja d*Sy. Kolmandal ajahetkel 3At on seega neli
voimalikku vara hinda 1Sy, u2dSy, ud?Sy ja d*Sp. Uldisemalt saame, et ajahetkel mA¢

saab alusvara hind omada m + 1 erinevat viartust:

Spm=d" "u"Sy, n=01,...,m.

Vaatleme niitid, kuidas leida binoommudeli parameetrid u, d ja p. Selleks eeldame,
et alusvara hind kiitub lognormaalse jaotusega juhusliku ekslemisena. Samuti eeldame,
et koik investorid on riskineutraalsed. Riskineutraalsete investorite jaoks on juhusliku
rahavoo véidrtus vordne selle juhusliku rahavoo keskvadrtusega. Vaatleme ajaperioodi
[mAt, (m + 1)At]. Arbitraazivabas mudelis peab riskineutraalsete investorite jaoks
kehtima vordus

Sme™ = E[Sp1] = Sm(pu+ (1 — p)d). (1.13)

Alusvara hinna dispersioon on vordeline ajaga: Var(S,,1) = S2,02At. Saame

S0 At = Var(Spi1) = E[(Sm41)’] = (E[Sm+1])”

1.14
=52 <pu2 + (1 —p)d* — (pu +(1- p)d)z), ( )

kus o on volatiilsus. Vorrandist (1.13) saame, et pu+ (1 —p)d = ">, Vorrandit (1.14)

kasutades saame
S2 o2 At = S? (pu2 +(1—p)d®— (pu+(1— p)d)2> — S2 (pu® + (1 — p)d® — ¥,
Seega oleme saanud kaks vorrandit suuruste p, u ja d leidmiseks.

pu + (1 _p>d = ert7

(1.15)
pu? + (1 —p)d? = a?At 4 *AF

Selleks et iiheselt méirata suurusi p, d, u, tuleb ette anda tidiendav tingimus. Sageli

kasutatakse lisatingimusena

u=-. (1.16)

Kasutades eelnevat tingimust, saame vara hinnad vélja kirjutada u kaudu: esimesel aja-
hetkel uSy ja dSy = Sp/u. Teisel u%Sy, udSy = duSy = Sy ja d*Sy = Sy/u?, kolmandal
u3Sy, u?dSy = uSy, ud*Sy = Sp/u ja d*Sy = Sp/u3. Seega m- ndal ajahetkel on vara
hindadeks

d™ " Sy = v ™Sy, n=0,1,...,m.
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Vorrandist (1.15) saame
rAt d

 u—d

Niiiid saab esitada

pu? + (1= p)d® — (pu+ (1 = p)d)” = pu® + (1 = p)d® + (1 —p) — 1+ p — &>
pu+ (1 —p)d

—1— eQrAt — erAt(u + u—l) —1— GQTAt
U

=u(pu+ (1 —p)d) +
ja seega saame (1.15) pohjal vorrandi
eM(utut) — 1 — e = g2At, (1.17)

mille ligikaudseks lahendiks tépsusega o(At) on u = VAt Niitame seda, kasutades

Taylori valemit. Taylori valemi pohjal saame

"M =14+ 1At + o(At),

N UzAt
u=e =1+oVAL+ 5 + o(At),

VAL O'2At
ut=d=e "V =1-0VAt+ 5 + o(At).

Kasutades viimaseid vordusi, saame

M (utut) =1 — e = (1+rAt+o(At)) (2+ 0*At + o(At)) — 1 — 1—

(1.18)
—2rAt — o(At) = c? At + o( At)

ning seega, vorrandi (1.17) ligikaudseks lahendiks tépsusega o(At) on toepoolest u =
VAL Kokkuvottes oleme saanud parameetrite u, d ja p vadrtused:

—d
VAL g = gmoVAL S (1.19)

u = s p:

Eeldame, et optsiooni maksefunktsioon on teada ja et see soltub ainult alusva-
ra vadrtustest tditmishetkel. See voimaldab arvutada vilja optsiooni hinna realiseeri-
misajal, ajahetkel M At. Kui vaatleme ostuoptsiooni, siis voimalikud vadrtused saame

arvutada, kasutades valemit
V]\?’j =max{Sy; — E£,0}, j=0,1,..., M,

kus Vﬁj, j =0,1,..., M tahistab ostuoptsiooni hinda ajahetkel M At ja alusvara

hinna Sy; korral. Miiiigioptsiooni korral saab voimalikud véértused vilja arvutada,
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kasutades valemit

V]€[,j =max{E — Sy ;,0}, j=0,1,...,M.

Niiiid, kui meil on teada optsiooni hinnad ajahetkel M At, saame arvutada opt-
siooni hinnad ajahetkel (M — 1)At:

VM—Lj = e_mt (pV]wJ_H + (1 — p)VMJ), ] = O, 1, Ce ,M — 1.

Teades optsiooni hindu ajahetkel (M — 1)At, saame leida optsiooni hinnad ajahetkel
(M —2)At ja nii jitkates saame leida optsiooni hinna Vj o ajahetkel ¢ = 0. Seega saame

optsiooni hinna hetkel ¢ = 0 leida ajas tagant ettepoole liikudes valemiga
VmJ = e*?‘At (pvm+1,j+1 + (1 - p)VmH,j), j = 0, 1, oo, Mm,

kus 0 <53 <m< M.

Optsiooni hinna hetkel ¢ = 0 saame leida ka, kasutades kombinatoorika valemeid.
Kui optsiooni eluiga on jagatud M vordseks osaks At = T/M, siis ajahetkel ¢ =
T saab alusvara hind omada vaid viirtusi S(7T,j) = Sou~7d’, j = 0,1,2,..., M.
Vaartuseni S(T, j) jouame, kui tikskoik millisel M —j perioodil liikuda binoompuul iiles
ja ilejadnud j perioodil alla. Selliseid erinevaid hinnaliikumise teid ehk stsenaariume
on kokku €9, = ],(]]V”TILJ), ning iga sellise stsenaariumi toendosus on p=7(1 — p)’. Seega
toensiosusega C4,p™ (1 — p)? on alusvara hind perioodi M lopus S(T, j) = Sou I d/,

0 < j < M. Optsiooni hinna hetkel ¢ = 0 saame niiiid leida vastavalt valemile
Vo = e "TE[X(S,T)], (1.20)

kus X (.S, T) on optsiooniga seotud véljamakse ajahetkel ¢ = T', kui alusvara hind on S.
Euroopa tiiiipi ostuoptsiooni korral on viljamakse C(S,T) = max{S(T') — E,0} ning
seega
M
Vo=e "y ClpM (1 —pYX(S(T.4),T)

=0 (1.21)

M
_ T Z C]]hpM—j(l —p) maX{SOuM_jdj — E,0}.
=0

Paneme tiihele, et suurused C; := C,pM (1 —p) ja D, := SyuM 7 d/ saame arvutada
rekursiivselt vastavalt valemitele C'; = C 4,1W, D; = D; 1<, kus Cy = pM,
j J ) j i1y

Dy = SouM. Seega Vo = e7'7 Zj]\io C;max{D; — F,0} ning kokku ldheb optsiooni

hinna leidmiseks vaja suurusjargus M tehet.
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1.4.2 Trinoommeetod

Trinoommeetod erineb binoommeetodist selle poolest, et alusvara hind saab oma-
da kolme erinevat véédrtust. Olgu ajahetkel mA¢t vara hinnaks S,,. Erinevalt binoom-
meetodist voib vara hind ajahetkel (m + 1)At olla iiks neist kolmest: uS, ¢S voi dS,
kusjuures eeldame, et 0 < d < ¢ < u. Toendosus, et vara hinnaks hetkel (m + 1)At
on uS,,, on p,, hinna ¢S,, korral on toendosus p, ja hinna dS,, korral vastavalt pg.

Seejuures peab kehtima
Putps+pra=1 0<p, <1, 0<p, <1, 0<pg<l. (1.22)

Analoogiliselt binoommeetodiga saab tuletada vorrandid suuruste p,, py, pa, u, d ja g
leidmiseks. Eeldame riskineutraalset maailma ja alusvara lognormaalset jaotust. Sar-

naselt binoommeetodiga peab kehtima
Putt + Pgq + pad = €' (1.23)

ja

put® + pyg® + pad® = At — ¥A, (1.24)
Saime kolm vorrandit (1.22), (1.23) ja (1.24). Neis on 6 tundmatut. Isegi, kui me
eeldaks, et ¢ = 1 ja d = 1/u, nagu binoommeetodi korral, jiiks alles ikka rohkem
tundmatuid, kui on vorrandeid. Uheks voimaluseks misrata itheselt trinoommeetodi
parameetrid on valida need nii, et trinoommeetodi iiks samm oleks vordne binoommee-
todi kahe sammuga. Paneme téihele, et binoommeetodi korral on péirast kahte ajahetke
voimalikeks vara hindadeks u2S, toendosusega p?, Sy toeniiosusega 2p(1 — p) ja S/u?
toendosusega (1 — p)?. Asendame At suurusega At/2 ja votame trinoommeetodi para-

meetriteks

U= 620\/At/2, q= 17 d= 6—20'\/At/2

ning toenédosusteks p,, p, ja ps votame

pu=1> pe=2p(1—p), pa=(1-p)?

kus
erAt/2 _ e—aVAt/Q
p= eU\/At/Q o 6—0«/At/2.

Konstrueerime hinnapuu ¢ = 1 korral. Sageli voib kehtida, et ¢ # 1. Selle kohta me

siin joonist ei tee.

On néha, et iiks ajasamm trinoommeetodi korral on ekvivalentne kahe ajasam-
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Joonis 2: Trinoommeetodi hinnapuu ¢ = 1, ud = 1 korral

muga binoommeetodi korral. Trinoommeetodit kasutades saame sama tdpsuse poole
vihema ajaperioodide arvuga. Optsioonide hindamise {iksikasjad on trinoommeetodi
korral suures osas sarnased binoommeetodiga. Ainus suurem erinevus on, et optsioo-
ni hind ajahetkel mA¢ soltub kolmest voimalikust vidrtusest ajahetkel (m + 1)At ja
ajahetkel mAt on 2m + 1 voimalikku viartpaberi hinda mitte m + 1. Valem optsiooni
hinna leidmiseks ajahetkel mAt¢, kui on teada optsiooni hinnad ajahetkel (m + 1)At,

on Euroopa optsiooni korral

Vm,j = TAt<puVm+1,j+1 + qum-i-l,] +pdvm+17j 1)
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2 Bino-trinoommeetod barjiairiga optsioonide hinda-

miseks

Lisaks tavalistele optsioonidele, mille korral optsiooniga seotud viljamakse soltub
alusvara hinnast realiseerimispéeval, kasutatakse finantsturgudel ka eksootilisi optsioo-
ne, kus optsiooniga seotud valjamakse tingimused on teistsugused. Tuntumad eksooti-
lised optsioonid on Aasia, tagasivaatavad (lookback) ning barjiériga optsioonid. Aasia
optsioonide korral soltub viljamakse alusvara keskmisest hinnast optsiooni eluajal, ta-
gasivaatavate optsioonide korral aga alusvara maksimaalsest voi minimaalsest hinnast.
Kéiesolevas peatiikis vaatleme barjdiriga optsioone, mille korral viljamakse soltub sel-
lest, kas alusvara hind jouab mingi eelnevalt kokkulepitud hinnabarjdirini voi mitte.
Eksootiliste optsioonide hindu ei saa leida tavalise Black—Scholesi diferentsiaalvorrandi
abil ning nende hindamiseks kasutatakse erinevaid numbrilisi meetodeid. Kéaesolevas
peatiikis vaatleme artiklis [2] vilja pakutud bino-trinoommeetodit barjaériga optsioo-

nide hindamiseks.

2.1 Barjiariga optsioonid

Barjdariga optsioonid erinevad tavalistest selle poolest, et optsioon hakkab keh-
tima voi muutub tdhtsusetuks, kui vara hind iiletab hinnabarjiéri, st kui S = B enne
eluea loppu, kus B on optsiooni ostmisel kindlaksméaratud hinnabarjéar. Barjaariga
optsiooni korral voib ette anda alumise barjasri L < Sy, iilemise barjaari H > Sy voi

molemad. Barjdiriga optsioonid jagunevad:

e Up-and-in optsiooni saab realiseerida vaid juhul, kui alusvara hind {iletab iilemist
barjaari.
e Down-and-in optsiooni saab vastavalt realiseerida ainult siis, kui alusvara hind

langeb allapoole alumist barjaari.

e Up-and-out optsioon kaotab kehtivuse, kui barjiirist joutakse iilespoole enne

eluea loppu.

e Down-and-out optsioon kaotab kehtivuse, kui barjiarist joutakse allapoole enne

eluea loppu.

Barjdariga optsioone saab jagada ka pidevateks ja diskreetseteks. Pidevaks ni-
metatakse optsiooni siis, kui alusvara hinna joudmist barjddrini kontrollitakse kogu
perioodi viltel. Diskreetse optsiooni korral kontrollitakse barjdérini joudmist vaid tea-

tud ajahetkedel. Barjdériga optsiooni maksefunktsioon soltub sellest, kas alusvara hind
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iiletab barjaéri voi mitte. Pideva down-and-out iihe barjairiga Euroopa optsiooni korral

on maksefunktsioon kujul

X(T) = {max{@(ST — F),0}, kui Sy > L, 21)

0, wvastupidisel juhul,

kus Sins = info<i<1S:, St on aktsia hind ajahetkel T" ning © = 1 ostuoptsiooni korral
ja © = —1 miiiigioptsiooni korral. Up-and-out optsiooni korral (barjaériks H) on see

vastavalt

X(T) = {max{@(ST — F),0}, kui Se, < H,

0, wvastupidisel juhul,

kus Sy = supo<i<rSi. Saame vaadelda ka kahe barjdériga (iihe iilemise ja iithe alu-
mise barjddriga) optsioone. Pideva kahe barjairiga optsiooni korral on maksefunktsioon

kujul

X(T) =

{ max{0(Sy — E),0}, kui S, < H ja Sins > L, 22)

0, vastupidisel juhul.

Down-and-in ja up-and-in optsioonide maksefunktsioonid on analoogilised, kuid
valjamakse toimub vastupidisel juhul vorreldes out- optsioonidega. Naiteks down-and-

in optsiooni maksefunktsioon on kujul

X(T) :=

{ max{@(ST — E), O}, kui Smf < L, (2 3)

0, vastupidisel juhul.

Barjaariga optsiooni hind on viiksem voi vordne kui vastava Furoopa tiiiipi optsiooni
hind, kusjuures samade parameetritega out- ja in- optsioonide hindade summa on

vordne tavalise Euroopa tiilipi optsiooni hinnaga:

‘/downfandfout + Vdoumfandfin = V7

(2.4)
Vup—and—out + Vup—and—in = V7

kus V' on Euroopa tiiiipi optsiooni hind. Samuti paneme tihele, et kui votta alumine
barjddr piisavalt viike ja/voi iilemine barjddr piisavalt suur, siis out-optsiooni hind

peab vorduma vastava Euroopa tiilipi optsiooni hinnaga.

Optsioonide hindamisel binoom- ja trinoommeetodiga on probleemiks, et kuigi
nende meetodite abil leitud optsiooni hind koondub ajaperioodide kasvades optsiooni
tegelikuks hinnaks, siis koondumine voib teatavatel juhtudel olla aeglane ning opt-
siooni hind voib soltuvalt ajaperioodide arvust ostsilleeruda. Niiteks tavalise Euroopa
optsiooni korral on koondumine aeglane, kui alusvara alghind on ligikaudu vordne tait-

mishinnaga. Barjadriga optsiooni korral on koondumine aeglane juhtudel, kui barjdar
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voi barjdarid asuvad hinnapuu tippude ldhedal, kuid ei vordu alusvara hinnaga iiheski
hinnapuu tipus. Artiklis [2] vélja pakutud bino-trinoommeetodi korral konstrueeritakse

hinnapuu selliselt, et barjaar voi barjaidrid asuksid alati hinnapuu tippudes.

2.2 Bino-trinoommeetodi hinnapuu kahe barjairiga optsiooni

korral

Vaatleme artiklis [2] viiljapakutud bino-trinoommeetodit barjiédriga optsiooni hin-
na leidmiseks. Bino-trinoommeetod kombineerib omavahel binoom- ja trinoommeeto-
dit, kusjuures esimesel ajaperioodil konstrueeritakse hinnapuu nagu trinoommeetodis
ning jargmistel ajaperioodidel vastavalt binoommeetodile. Selline 1dhenemine voimal-
dab alusvara hinnapuu konstrueerida selliselt, et molemad barjéérid 1abiksid hinnapuu
tippusid, mis vihendab oluliselt mittelineaarsusest tulenevaid vigu optsiooni hinna leid-

misel.

Vaatleme esmalt pidevat kahe barjéariga optsiooni. Eeldame, et alusvara hind .5;

on lognormaalse jaotusega juhuslik protsess:

—0.502)dt+cdW;
Strar = St - el o")dito ‘

kus W, on standardne Wieneri protsess, r on riskivaba intressimdir ja ¢ on alusvara
hinna volatiilsus. Olgu optsiooni eluiga [0, 7]. Olgu ajahetkel ¢ = 0 alusvara hind S,
iilemine barjdsr H ning alumine barjiir L. Esimene ajaperiood At voetakse bino-
trinoommeetodi korral jargnevatest ajaperioodidest pisut suurem ning esimesel ajape-
rioodil konstrueeritakse trinoommeetodi hinnapuu. Olgu alusvara hind ajahetkel At’
vordne vidrtusega A (toendosusega p, ), vidrtusega (B toendosusega p,) voi vidrtusega
C' (toendosusega py). Tipud A, B ja C voetakse binoompuu algustippudeks ning nad
valitakse selliselt, et barjaéirid labiksid binoommeetodi hinnapuu tippe. Binoommeetodi

parameetrid u, d ja p voetakse vastavalt valemile 1.19

VA VA erAt —d
e’ At’ d=e¢° At’ p= )
u—d

u= (2.5)

Edaspidi nimetame alusvara hinna S(t) log-hinnaks suurust s(t) = In (S(t)/So)
ja vaatleme alusvara hinnapuud log-hindades. Ajahetkel ¢ = 0 on log-hind s(0) =
In(Sp/Sp) = 0. Kui ajahetkel ¢ on log-hind s(¢) = In (S(t)/S), siis ajahetkel ¢ + At
korral on log-hind binoompuus iiles liikudes s,(t + At) = In (uS(t)/S;) = Inu +
In (S(t)/S0) = In(e”VA)+5(t) = ov/At+s(t) ja alla liikudes sq(t+At) = —ov/At+s(t).
Seega binoompuu kahe kérvuti asetseva tipu vahe on 20+/At. Tihistame barjiiride H
ja L log-hindu vastavalt h = In(H/Sy) ja | = In(L/So).
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At At At At At At

1+100VAt

: l+90VAt
H ' : : 1+80VAt (=h)
l+70VAt
l+60VAt
l+50VAt
l+40VAt
l+30VAt
l+20VAt
l+oVAt
I
l-oVAt
l-20VAt
I-30VAt
l-40V/At

lahtri :I__
kdrgus

lahtri laius

Joonis 3: Bino-trinoommeetodi hinnapuu

Vaatleme niiiid, kuidas konstrueerida binoommeetodi hinnapuu selliselt, et mole-

mad barjiirid labiksid hinnapuu tippe. Seega peaks suurus 5 :\;& olema téisarv. Kui

aga anda ette perioodide arv M ja leida At = T'/M, siis {ildjuhul ei pruugi suurus

h—l
20V AT
x| téhistab vdhimat tdisarvu, mis on arvust z suurem véi vordne, ning leiame

2
At = (h_l) .
2k0

Selle valemi korral At < AT, sest kK > 2:\;&. Vaatleme puu moodustumist barjdarist

L iilespoole. Nagu mainisime, langeb iiks kiht automaatselt iilemise barjadriga kokku

e ~ . . .ee . . o h_l
olla tdisarv. Seetottu toimitakse jargmiselt. Leiame suuruse x = [ . \/E-" kus

téisarvuks olemise tingimuse tottu. Ajaperioodide arv bino-trinoommeetodi puus on
ml = | X |, kus |z] téhistab suurimat tdisarvu, mis on arvust z viiksem voi vordne.

- _ |
Binoompuus on m2 = \_At

ajaperioodi ja binoompuus 5 ajaperioodi ehk m1 = 6 ja m2 = 5. Esimese ajaperioodi

J — 1 ajaperioodi. Joonisel on kogu bino-trinoompuus 6
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pikkuse leiame vastavalt valemile

e (] )

Paneme téhele, et At < At’ < 2At ning, et sellise At ja At’ valiku korral At' +
m2- At = T. Leiame niitid trinoommeetodi parameetrid. Defineerime funktsiooni p(x)

alljargnevalt:

w(r) = (r —o*/2)z.

Kui alusvara hind on lognormaalse jaotusega, siis ajahetkel At on log-hindade kesk-
vidrtuseks p(At') = (r —o?/2)At’ ja dispersiooniks on Var(At') = o> At’. Trinoompuu
tippude A, B ja C asukoha midramiseks paneme tahele, et kui binoompuus on paa-
risarv ajaperioode, siis tipu B log-hind peab vorduma avaldisega [ + 2jov/At mingi
indeksi j korral, ning kui binoompuus on paaritu arv ajaperioode, siis tipu B log-hind

peab vorduma avaldisega [ + (25 + 1)ov/ At mingi indeksi j korral.

Eelnevalt on teada, et kahe korvuti oleva tipu log-hindade vaheline kaugus on
20v/At. Seega saame viita, et peab eksisteerima iiks tipp, mille korral log-hind asub
poolldigus [M(At’) — oV/At, (At + ax/A_t). Selle tipu votame trinoompuu tipuks
B ning tdhistame tipu B log-hinna suurusega [i. Paarisarvulise m2 korral on i :=
I + 2j*0/At, kus j = j* on indeks, mille korral u(At) — oAt < 1 + 2j*0V/At <
(At + ov/At. Paarituarvulise m2 korral fi := [ + (2j* 4+ 1)ov/At, kus j = j* on
indeks, mille korral pu(At') — ov/At < 1+ (25* +1)ov/At < p(At') + o+/At. Tipud A ja
C valime nii, et nad oleks binoompuus tipu B korvaltipud. Seega A ja C' log-hindadeks
on vastavalt [i + 20V At ja fi — 20/ At. Defineerime

6 = /]’ - M(At,)a
a = fi + 20V At — p(At') = 5+ 20V At, (2.6)
v =i — 20V At — p(At') = 5 — 20V AL

Esimesest vorrandist saame, et § € [—oVAt, 0V At). Paneme téhele, et a > g > 7.

Trinoommeetodi toendosused saame, kui lahendame jirgneva vorrandisiisteemi:

Pu + pg + pay =0,
Pu’ + quQ +pd72 = Var(At'), (2.7)
PutDg+pa=1

Neist esimene ja teine vorrand vastavad kahele esimesele logaritmilise aktsia hinna mo-

mendile (keskvéértus ja dispersioon) ja kolmas vorrand kindlustab selle, et toendosuste
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summa vorduks iihega. Naitame, et vorrandisiisteemi 2.7 lahendid p,,, p,, pq rahuldavad

vorratust py,, pg, pa > 0. Selleks lahendame vorrandisiisteemi, kasutades determinante:

a B v
det = a? B2 72| =af+ 8y +a’y =75 —7a—a’p
1 1 1
= —a(—ay = By +77 + af) + B(—ay — By + 17 + ap)
=(B-a)(y"+aB—ay—py) = (8- a)h(y—a)(=A)(y — a)]
=(B-a)(vy—=B)(v—a),
0 B
det(u) = | Var(At) 3> 42 | = By* +v Var(At') — 8%y — B Var(At')
1 1 1
= (B + Var(At") (v — ),
o 0 ¥
det(¢) = | o® Var(At) ~* | = aVar(At') + o’y — ay® — v Var(At')
1 1 1
= (ay + Var(At'))(a — ),
a [ 0
det(d) = | a® (2 Var(At) | = aB?+ B Var(At') — o®Ba Var(At')

1 1 1
= (af + Var(At))(8 — ).

Seega saime

Crameri reegli pohjal saame kirjutada
pu = det(u)/det, p, =det(q)/det ja pg=det(d)/det.

Mairkame, et peab kehtima det < 0, sest a > 3 > ~. Jagunemise toendosuste mittene-
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gatiivsuse toestamiseks on vaja néidata, et det(u), det(q), det(d) < 0. Kuna oo > 8 > #,
piisab néidata, et vy + Var(At') > 0, ay + Var(At') < 0 ja af + Var(At') > 0 eel-
dustel, et At < At < 2At ja § € [0V At, 0V At). Toestame need kolm vorratust

alljargnevalt

By + Var(At') = B* — 280V AL + o?At' > B — 2B0V AL + o? At
= (B_O-V At)2 207
ay + Var(At') = % — 402 At + o?At' < 32 — 40° At + 20° At

= (% —202At <0,
a4+ Var(At') = 32 + 280V At + At > B2 + 280V At + o* At
= (B+oVAL)? > 0.

Seega leiduvad toesti sellised p,, p, ja ps, mis vastavad tingimustele p,,p,,ps > 0.
Niiiid, kui meil on olemas jagunemise toendosused ja optsiooni hinnad tippudes A, B

ja C', saame optsiooni hinna tipus S leida, kasutades valemit
Vo = e " (puVa + pyVi + paVo),

kus V4, Vg ja Ve tahistavad vastavalt optsiooni hindu tippudes A, B ja C. Seda, kuidas

leida optsiooni hindu Vy, Vg, Vi, vaatame peatiikis 2.4.

2.3 Bino-trinoommeetodi hinnapuu iihe barjiariga optsiooni

korral

Pideva iihe barjdiriga optsiooni hindamine on sarnane eelnevaga, kus kirjelda-
sime kahe barjadriga optsioone. Vaatleme hinnapuu konstrueerimist alumise barjaéri
L korral. Ulemise barjéiri H korral kehtib sarnane olukord, aga seda me lihemalt
siin ei kirjelda. Uhe barjéiri korral puudub vajadus binoompuu ajaperioodi At ko-
handamiseks ning véime votta At = T/M. Seejirel konstrueeritakse binoommeetodi
hinnapuu selliselt, et barjaar L labiks hinnapuu tippe. Paneme tédhele, et ka trinoom-
meetodi ajaperioodi pikkuseks on At. Vaatame niiiid, kuidas méirata tippude A, B
ja C' asukohti ning trinoommeetodi toendosusi. Aktsia hinna lognormaalsuse omaduse
tottu, tippude A, B ja C log-hindade keskvéértus ja dispersioon on vastavalt p(At)
ja Var(At). Ajahetkel At peab iga tipu log-hind rahuldama samu tingimusi, nagu kir-
jeldatud punktis 2.2. Niiiid tuleb valida selline tipp, mille log-hind asub poolldigus
[(At) — oV At, u(At) + U\/Kt). Selleks tipuks valime taas B, mille log-hinda téhis-
tame [i. Tippude A ja C log-hinnad on seega i + 20v/At ja ji — 20v/At. Defineerime
a, B ja vy nagu vorrandites (2.6), kus p(At') asemel on p(At).
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Esimesest vorrandist saame taas, et § € [—o At,a\/A_t). Paneme téahele, et
a > [ > 7. Leiame aktsia hinnad ajahetkel T, seejirel aga optsiooni hinnad samades
tippudes. Selleks kasutame maksefunktsiooni (2.1). Edasi peame arvutama optsiooni
hinna eelnevatel ajahetkedel, kuni jouame esimese ajahetkeni At. Oleme kitte saanud
binoompuu algustipud A, B ja C. Niiiid peame leidma jagunemise toendosused, et

nende abil arvutada optsiooni hind tipus S.

Jagunemise toendosused saame, lahendades vorrandisiisteemi (2.7), kus suurus

Var(At') peame asendama suurusega Var(At) ehk

PuC + g8 + pay = 0,
Puc’ —|—qu2 + pay? = Var(At),
PutPg+Dpa=1

Seejarel leiame optsiooni hinna ajahetkel ¢ = 0. Selleks kasutame valemit
Vo = e " (pVa + pgVis + paVe),

kus V4, Vg ja Vi tdhistavad vastavalt optsiooni hindu tippudes A, B ja C.

2.4 Optsiooni hinna leidmine bino-trinoommeetodi korral

Antud osa kirjutamisel on kasutatud materjale [3] ja [4]. Optsiooni hind bino-
trinoommeetodi korral leitakse jargmiselt. Kasutades valemit (1.20) leitakse esmalt
optsiooni hinnad tippudes A, B ja C ajahetkel At ning seejérel leitakse optsiooni hind

ajahetkel t = 0 vastavalt valemile
Vo = e " (p,Va + pgVis + paVo).

Vaatleme esmalt, kuidas valemi (1.20) pohjal leida iihe barjadriga optsiooni hinda bi-
noompuu korral, kui barjdir 1abib hinnapuu tippusid. Olgu optsiooni eluiga jagatud
m1 vordseks osaks AT = T'/ml. Olgu Sy alusvara hind hetkel ¢ = 0, siis alusvara hind
hetkel ¢ = T saab omada véirtusi S(7,j) = Sou™7d’, j =0,1,2,...,ml. Barjiiriga
optsiooni puhul saab optsiooni hinna Vy = e "1 £[X (S, T')] leidmiseks kasutada valemit
(1.21), kuid selle kasutamisel peame kéikvoimalike teede arvust C7,, tipust Sy tipuni
S(T, j) maha lahutama nende teede arvu, mille korral alusvara hind jouab barjdérini.
Olgu meil tegemist alumise barjiiriga L. Eeldame jirgnevalt, et Sod™ < L < Sy. Kui
L > Sy, siis optsiooni hind on 0, kui aga L < Syd™!, siis optsiooni hind on vordne

tavalise Euroopa optsiooni hinnaga.

Kuna barjédir 1abib binoompuu tippusid, siis alumine barjadr L on esitatav kujul
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L = Spd”® = Spu=, kus 1 < j, < ml. Kui alusvara hind hetkel 7" on barjiiriga
L vordne voi sellest viiksem, siis down-and-out optsioon kaotab kehtivuse ning seega

optsiooni hind on 0. Seega, kui S(T,j) < L, st Sou™ Jd = Sou™ % < Squ=7° ehk

j > ml+jo

> ==, siis optsiooni hind on 0.

Vaatleme niiiid juhtu, kus S(7T,j) > L, st j < % Leiame nende teede ar-
vu, mille korral alusvara hind puutub barjairi L voi saab sellest viiksemaks. Selleks

kasutame nn. peegelpildi printsiipi (reflection principle).

At

L=S,u"Jo p
0 s \/

—2i
Sou Jo N P o

Joonis 4: Peegelpildi printsiip

Vaatleme alusvara hinna teed tipust Sy tippu S(7', 5), mille korral alusvara hind
puutub barjéiri L voi saab sellest viiksemaks. Olgu alusvara hind esmakordselt vordne
barjééri vadrtusega tipus J (vt. joonis 4). Igale hinnaliikumise teele w™ tipust Sy tipuni
J saame ajas tagant ette liikudes iiksiiheselt vastavusse seada tee w™ jargmiselt: igal
hetkel, kui tee w™ korral toimub litkumine iiles, siis tee w™ korral toimub litkumine alla.
Kuna koikide teede w™ korral on hinna allapoole liikumisi j vorra rohkem kui iilespoole
liikkumisi, siis koigi teede w™ korral on hinna {ilespoole liikumisi j, vorra rohkem kui

allaliikumisi ning koigi teed w™ algavad tipust Sou=2/°,

Seega nende teede arv, mis tipust Sy tippu S(T, j) liikudes jouavad alumise bar-
jddrini L, on vordne teede arvuga tipust Sou~2° tippu S(7, 7). Leiame niiiid iiles- ja
allaliikumiste arvu tipust Syu =2 tippu S(T),j) liikudes. Olgu z iilesliikumiste arv ja y

allaliikumiste arv. Siis peavad kehtima jirgmises seosed:

1.  +y = ml, kuna iiles- ja allaliikumiste koguarv peab olema vordne perioodide

arvuga.

2. x —y = ml — 2j + 2jy, kuna tipust Sou=%° tippu S(T,j) = Sou™ "%/ liikkudes

peab iilesliikumisi allaliikumistest olema rohkem suuruse m1l — 25 + 2j, vorra.
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Viimastest seostest saame, et iilesliikumiste arv £ = m1—7j+jo ning allaliikumiste
arv y = j — jo. Seega kokku on erinevate teede arv tipust Sou=2° tippu S(T,j) =
Sou™ =% litkudes C?"7°. Niiiid saame vilja kirjutada alumise barjiiriga down-and-out

ostuoptsiooni hinna valemi

Vo=e"" Z (CF, — CI70 )™= (1 — p)? max{Seu™ ~d’ — E,0}. (2.8)

0<j<(ml+jo)/2

Esitame niitid valemid optsiooni hinna leidmiseks bino-trinoompuu tippudes A, B ja

C' alumise barjadriga down-and-out ostuoptsiooni korral.

Bino-trinoommeetodi korral on binoompuu perioodide arv m2. Olgu tipu B log-
hind f esitatav kujul 4 = [ + kgov/At. Siis tipus B on alusvara hind Sg = Spe =
Spelthoo VAL — G oly ko ning alumine barjiir L = Spe!. Seega valemis (2.8) jo = ko ning

tipus B optsiooni hind

Vg = e "T—AY Z (C7 ) — CI )27 (1 — p) max{Spu™*d’ — E,0}.  (2.9)
0<j<(m2-+ko)/2

Tippudes A ja C on indeks jy vastavalt jo = kg + 2 ning jo = ko + 2. Saame

Va= e T30 3 (O — Ol P (1 - p) max{Syu™ il — F,0},

m2
0<j<(m2+ko+2)/2

Vo = e "(T=4% Z (€9, — CI-Fot2)pm2=3(1 — p)l max{Scu™>d’ — E,0}.

0<j<(m2+ko—2)/2

Esitame niiiid kahe barjidriga optsiooni hinna arvutamise valemid, kui mole-
mad barjiddrid labivad binoompuu tippusid. Olgu alumine barjadr L esitatav kujul
L = Spd” = Spu=, 1 < j, < M ning iilemine barjair H = Syu’*, kus bino-
trinoommeetodis kasutatava binoompuu korral j; = —jp + 2jy. Et H > S, siis
Jju > Jjo/2. Down-and-out optsioon kaotab kehtivuse, kui S(7T,j) = Sou™~% > H
voi S(T,j) = Sou™ =% < H. Jarelikult, kui j < ZHL=201 vgi j > MER iig optsioo-

niga seotud viljamakse on 0. Seega optsiooni hind on

Vo=e"" Y (Chy = N o, jm))p™ 7 (1 = p)! max{Spu™ ' — B, 0},

(ml1+4jo0)/2—ju<j<(ml4jo)/2

kus N(j, jo, ju) on nende teede arv tipust Sy tippu S(7, j) liikkudes, mille korral alusva-
ra hind jouab barjaérideni H voi L. Suuruse N (7, jo, ju) saab samuti leida peegelpildi
printsiipi kasutades, kuid arutluskiik on vorreldes iihe barjairiga optsiooniga tundu-

valt keerulisem. Toome artikli [4] pohjal dra vaid valemid. Suurus N(7j, jo, ju) leitakse

26



vastavalt valemile
ml1/2ju

N(J, jo, jm) = Z (=) i + 6i),

i=1

—jo+(i+1); . .
{ J- NI ki i on paaritu;
a; =

i o .
C/ 777U kui 4 on paaris.

m

1+jo—(i—1); . .
8 ot (=1i% " kui i on paaritu;
g = - . . .
C77" ) kui i on paaris.

Analoogiliselt iihe barjddriga optsiooni korral saame leida optsiooni hinnad tippudes

A, B ja C. Tipus B on optsiooni hinna arvutamise valem sarnane valemiga (2.9).

VB = eir(TiAt/) Z Cp maX{SoumZ*jdj - E, O},

(m2+ko)/2—j i <j<(m2+ko)/2

kus ¢, = CY

m

5—N(J, ko, 7r)p™* 7 (1—p)?. Tippudes A ja C on optsiooni hinnad vastavalt

Vg = e T-AY) Z cq max{Sou™*’d’ — E,0},

(m2+ko+2)/2—ju <j<(m2+ko+2)/2
kus ¢, = C2y — N(j, ko + 2, ju)p™2 9 (1 — p)? ja

Vo = e "(T=AY) Z cemax{Sou™d’ — E,0},

(m2+ko—2)/2—jpr <j<(m2+ko—2)/2

kus c. = C’,{LQ — NG, ko — 2, jm)p™* (1 — p).

2.5 Numbrilised eksperimendid

Selles punktis on kasutatud materjale [1], [2], [3] ja [4]. Bino-trinoommeetodi ra-
kendamiseks {ihe barjdariga down-and-out optsioonide korral on koostatud programm
programmeerimiskeele Python abil ning see on &dra toodud lisades. Kuna on teada,
et piisavalt viikese alumise barjdari korral peab down-and-out optsiooni hind vor-
duma Euroopa optsiooni hinnaga, siis bino-trinoommeetodi programmi abil saadud
tulemuste kontrolliks on koostatud programm ka Euroopa optsiooni hinna leidmiseks
binoommeetodi abil, mis on samuti esitatud lisades. Samuti voimaldab see vorrelda
optsiooni hinna ostsilleeruvust hariliku Euroopa optsiooni ja bino-trinoommeetodil lei-
tud barjadriga optsiooni korral. Molema meetodi korral on vaadeldud perioodide arvu
vahemikus [30, 150]. Binoommeetodi korral on ajaperioodide arvu tdhiseks n ja bino-

trinoommeetodi korral vastavalt m1.

Ostuoptsiooni hindamiseks kasutame artiklis 2] toodud parameetreid:
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e alusvara alghind S = 95,

e tditmishind £ = 100,

e riskivaba intressiméaér r = 0.1,
e volatiilsus o = 0.25,

e tiitmisaeg T = 1 aasta,

e alumise barjairiga optsiooni korral L = 90.

6.025 11.72,

6.0200 11.70f

11.681
6.015|
11.66 ! |
6.010F
11.64F

6.005
11.62f

Optsiooni hind (V)
Optsiooni hind (V;)

6.000r 11.60(

5.995 H H H H H H 11.5 H H H H L H
20 40 60 80 100 120 140 160 20 40 60 80 100 120 140 160

Sammude arv (m1) Sammude arv (n)

Joonis 5: Down-and-out (vasakul) ja Euroopa ostuoptsiooni (paremal) hinna soltuvus
sammude arvust alumise barjaiari L = 90 korral.

Down-and-out optsiooni hindamise tulemus on toodud joonisel 5 (vasakul). Née-
me, et down-and-out optsiooni hind langeb monevorra, kui sammude arv kasvab, aga
muutus on iisna viike. Kui perioodide arv jadb vahemikku [110 — 150], siis on optsiooni
hind vahemikus [6;6.005]. . Méargime, et artiklis [2] on toodud down-and-out optsiooni
tdpne hind: 5.9968. Vottes m1 = 500, saame optsiooni hinnaks V, = 5.998, mis on
lahedane téapsele hinnale. Bino-trinoommeetodil saadud hinna ostsilleeruvuse ulatuse
vordlemiseks leiame samade parameetrite korral ka Euroopa ostuoptsiooni hinna (vt.
joonis 5 parempoolne graafik). Ndeme, et bino- trinoommeetodi korral on ostsilleeru-
vuse suurus isegi vaiksem kui binoommeetodi korral. Kuna teame Euroopa optsiooni ja
down-and-out optsiooni hinda, saame vilja arvutada ka down-and-in optsiooni hinna.
Votame n = 140. Saame, et Euroopa optsiooni hind on Vy = 11.659 ja down-and-out

optsiooni hind V, = 6.001. Seega down-and-in optsiooni hind on V; = 5.658.

Kontrollime, kas down-and-out optsiooni hind on vordne Euroopa optsiooni hin-
naga, kui votta alumine barjdir viga viike. Selleks votame alumise barjiari L = 7.

Néeme, et molemal juhul on optsiooni hinnad vahemikus [11.58,11.72].
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11.72 . . . . . . 11.72

11.70 + = 11.701
~S 1168 A 5S 11.68-
2 il 2
.E 1166/ W V\’ E 1166/ | ‘ AL AL . AVA'A'A'A
I
O 11.64f 1 + O 11.641
R ! ksl
%) (%]
- -
Q. 11.62F Q. 11.62F
o o
11.601 : : 11.601
115 ; ; ; ; ; ; 115 ; ; ; ; ; ;
20 40 60 80 100 120 140 160 20 40 60 80 100 120 140 160
Sammude arv (m1) Sammude arv (n)

Joonis 6: Down-and-out (vasakul) ja Euroopa ostuoptsiooni (paremal) hinna séltuvus
sammude arvust alumise barjaari L = 7 korral.

Miiiigioptsiooni korral kasutame artiklis [1] toodud parameetreid:

e alusvara alghind S =5,

e tditmishind £ = 10,

e riskivaba intressimadr r = 0.12,
e volatiilsus o = 0.5,

e tditmisaeg T = 1 aasta.

Votame alumiseks barjaariks L = 2.

3.505 4.074

3.590

E\//WE A

Ll

3565 . . . . . . 2,064 ; ; ; ; ; ;
20 40 60 80 100 120 140 160 20 40 60 80 100 120 140 160

Sammude arv (m1) Sammude arv (n)

4.070

4.068

Optsiooni hind (V;)
Optsiooni hind (V;)

3.570f

Joonis 7: Down-and-out (vasakul) ja Euroopa miitigioptsiooni (paremal) hinna séltuvus
sammude arvust alumise barjdari L = 2 korral.

Néeme, et barjadriga optsiooni hind koondub ja vorreldes ostuoptsiooniga on
ostsilleeruvuse periood pikem. Kui vorrelda Euroopa optsiooni hinnaga, siis ndeme, et

vonkumise ulatus pole eriti suur (ostsilleerumine on peaaegu sama).
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Niitid vaatleme juhtu, kus L = 0.5.

4.074 4.074

=

I | I A

it

4.068 |

4.0701 t
l

4.068

Optsiooni hind (V;)
Optsiooni hind (V;)

4.066- - 4.066

4.064 2.064 H i i i H i
20 20 60 80 100 120 140 160 20 20 60 80 100 120 140 160

Sammude arv (m1) Sammude arv (n)

Joonis 8: Down-and-out (vasakul) ja Euroopa miiiigioptsiooni (paremal) hinna soltuvus
sammude arvust alumise barjdari L = 0.5 korral.

Néeme, et kui votta alumine barjddr piisavalt viike, siis alumise barjadriga opt-
siooni hind on ligikaudu vordne Euroopa optsiooni hinnaga. Euroopa ja alumise bar-
jdariga optsiooni hinna koondumiskiirus on peaaegu sama. Euroopa optsiooni korral
esineb rohkem koikumisi. Kokkuvottes ndeme, et binoom- ja bino-trinoommeetodil saa-
dud tulemused on sarnased, kui alumine barjair on viike. Alumise barjairi L kasvades
viaheneb optsiooni hind nii ostu- kui ka miitigioptsiooni korral. Vordleme saadud Eu-
roopa optsiooni tulemusi analiiiitiliste tulemustega, mis on voetud kasutatud ariklist[1].
Mairgime, et ajahetke n = 32 korral on optsiooni tdpseks hinnaks V[, = 4.0700, ajahetke
n = 64 korral Vj = 4.0749 ja ajahetke n = 128 korral vastavalt Vy = 4.0730.

Vordleme binoommeetodiga ja bino-trinoommeetodiga optsiooni hindade leid-
mise kiirust. Binoommeetodiga leiame Euroopa optsiooni hinnad rekursiivselt tagant
ettepoole liikudes. Bino-trinoommeetodi abil leiame barjédiriga optsiooni hinnad kasu-
tades kombinatoorika valemeid. Kasutame kiiruse leidmiseks ostuoptsiooni hinna ar-
vutamiseks toodud parameetreid (L = 90 korral) ja programmeerimiskeelt Python.
Selleks kasutame tavalist siilearvutit (2 GB RAM; 2x2.1 GHz protsessor; Windows 7).

Ajahetkede arv Binoommeetod | p; ¢4 6ommeetod
(rekursiivselt)
50 0.128 0.205
100 1.169 1.445
150 3.788 4.902
200 8.808 11.402
250 17.304 23.449

Tabel 1: Optsiooni hinna arvutamiseks (programmeerimiskeelega Python) kuluv aeg
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Naeme, et bino-trinoommeetodi rakendamiseks kuluv aeg on samas suurusjir-
gus binoommeetodi abil Euroopa optsiooni arvutamiseks kuluva ajaga. Seega, aegade
vorreldavus néitab bino-trinoomeetodi efektiivsust. Ajasammude suurenedes kasvab

optsiooni hinna arvutamiseks kuluv aeg eksponentsiaalselt.
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Lisad

Euroopa optsiooni hinna leidmine rekursiivselt tagant ettepoole.

from math importx*

from pylab importx*

import numpy as np

S =95.0 #alusvara alghind

volat = 0.25 #alusvara volatiilsus

r =0.1 #riskivaba intressimééar
E = 100 #tditmishind
T=1.0 #optsiooni eluaeg (aastates)
q=1 #ostuoptsiooni korral, g = -1 miigioptsiooni korral
v0s = []
from time importx*
t0 = time()
for n in range(30,151): #ajahetkede arv
delta_t = T/n #ajahetk
u = exp(volat*sqrt(delta_t)) #ilesliikumine
d=1/u #allaliikumine
p = (exp(r*delta_t)-d)/(u-d) #lilesliikumise t8endosus

a_hinnad = []
for i in range(O,n+1):
hind = S*d**ixu**(n-1i)
a_hinnad.append(hind)
def payoff(f): #maksefunktsioon
if q == 1:
pay_off_func = max(f-E,0)
return pay_off_func
elif q == -
pay_off_func = max(E-f,0)
return pay_off_func
opt_hinnad = []
for step in range(0,len(a_hinnad)):
a_hinnad[step] = payoff(a_hinnad[stepl)
opt_hinnad.append(a_hinnad[step])
y = range(0,n+1)
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for j in reversed(y):
hindl = []
for step in range(0,j):
a_hinnad[step] = (e**(-r*delta_t)*(p*a_hinnad[step]l+(1-p)+*
a_hinnad[step+1]))
hind1.append(a_hinnad[step])
for step in range(0,j):
a_hinnad[step] = hind1[step]
v0s.append(a_hinnad[step])
t1=time ()
print (t1-t0)

X = arange(30,151)
Y = vO0s
plot(X, Y)

xlabel (’Sammude arv (n)’,fontsize=20)

ylabel (’Optsiooni hind ($V_0$)’,fontsize=20)
title(’”’)

grid(True)

ylim((11.58,11.72))

savefig("euroopa.pdf")

show ()

Alumise barjaariga L = 90 optsiooni hinna leidmine, kasutades

kombinatoorika valemeid.

from math importx*

import math

from pylab importx*

import numpy as np

S =95.0 #alusvara alghind

volat = 0.25 #alusvara volatiilsus

r=20.1 #riskivaba intressimdar

E = 100 #tditmishind

T=1.0 #optsiooni eluaeg (aastates)

q=1 #ostuoptsiooni korral, q = -1 miigioptsiooni korral
L =90

v0s = []
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from time importx*

t0 = time()
for ml in range(30,151): #ajahetkede arv
m2 = ml-1 #ajahetkede arv binoompuus
delta_t = T/ml #ajahetk
u = exp(volat*sqrt(delta_t)) #lilesliikumine
d=1/u #allaliikumine
p = (exp(r*delta_t)-d)/(u-d) #lilesliikumise t8endosus
1 = log(L/S) #barjadri L log-hind

def muu(x):
return (r-volat**2/2)x*x
def var(x):
return volat**2xx
if m2%2==0:
for j in range(-m2,m2+1):
if 1+2xj*volat*sqrt(delta_t)>=
(muu(delta_t)-volat*sqrt(delta_t)) and (1+2*j*volat*sqrt(delta_t)<
muu(delta_t)+volatxsqrt(delta_t)):
j_tarn = j
muul = 1+2*j_tarn*volat*sqrt(delta_t)
kOb = 2xj_tarn
else:
for j in range(-m2,m2+1):
if (1+(2*j+1)*xvolat*sqrt(delta_t)>=muu(delta_t)-
volat*sqrt(delta_t)) and (1+(2xj+1)*volat*sqrt(delta_t)<
muu(delta_t)+volat*sqrt(delta_t)):
j_tarn = j
muul = 1+(2%j_tarn+l)*volat*sqrt(delta_t)
kOb = 2%j_tarn+1
def payoff (f):
if q == 1:
pay_off_func = max(f-E,0)
return pay_off_func
elif q == -
pay_off_func = max(E-f,0)

return pay_off_func

kOa = kOb+2
kOc = kOb-2
S_B = S*uxxkObxexx]1
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S_A

S5_C

S*xux*kQaxe*x*1

SxuxxkOcke*xx1

def fact(i):
if i==0:
return 1
else:
return ixfact(i-1)
def comb(k,n):
if n>k:
if k<O:
return O
elif n<0:
return O
else:
return fact(n)/(fact(k)*fact(n-k))
else:
return False
b_sum = []
for j1 in range(0,int(math.ceil((m2+k0b)/2))):
if S_Bkuwkx (m2-j1)*d**ji<L:
hind_ b =0
else:
hind_b = S_Bxu¥*(m2-j1)*d**j1
b = (comb(j1,m2)-comb(j1-kOb,m2))*p** (m2-j1)*(1-p)**jl*
payoff (hind_b)
b_sum. append (b)
B = sum(b_sum)
a_sum = []
for j2 in range(0,int(math.ceil((m2+k0a)/2))):
if S_Axuxx(m2-3j2)*dx*j2<L:
hind_a = 0
else:
hind_a = S_Axu**(m2-3j2)*d**j2
a = (comb(j2,m2)-comb(j2-k0a,m2))*xp** (m2-j2)* (1-p)**j2x*
payoff (hind_a)
a_sum.append(a)
A = sum(a_sum)

c_sum = []
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for j3 in range(0,int(math.ceil((m2+k0c)/2))):
if S_Cxuxx(m2-3j3)*d**j3<L:
hind_c = 0
else:
hind_c = S_Cxu*x(m2-3j3)*d**j3
¢ = (comb(j3,m2)-comb(j3-k0c,m2))*px*(m2-3j3)* (1-p)**j3*
payoff (hind_c)

c_sum.append(c)
C = sum(c_sum)
V_B = ex*(-rx(T-delta_t))*B
V_A = ex*(-rx(T-delta_t))*A
V_C = exx(-r*(T-delta_t))*C

beeta = muul-muu(delta_t)

alfa = beeta+2*volatxsqrt(delta_t)

gamma = beeta-2xvolat*sqrt(delta_t)

det = (beeta-alfa)*(gamma-beeta)*(gamma-alfa)
det_u = (beetak*gammatvar(delta_t))*(gamma-beeta)
det_m = (alfa*gamma+var(delta_t))x*(alfa-gamma)
det_d = (alfaxbeetatvar(delta_t))*(beeta-alfa)

Pu = det_u/det
Pm = det_m/det
Pd = det_d/det

V_0 = exx(-rxdelta_t)* (PuxV_A+Pm*V_B+Pd*V_C)
v0s .append (V_0)

ti=time()

print (t1-t0)

X = arange(30,151)
Y = v0s
plot(X, Y)

xlabel (’Sammude arv (ml)’,fontsize=20)
ylabel (’Optsiooni hind ($V_0$)’,fontsize=20)
title(’?)

grid(True)

savefig("alumine.pdf")

show ()
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