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Eessona.

Kiesoleva teose eesmirgiks on tutvustada lugejat harilikkude
diferentsiaalvorranditega reaalmuutujate vallas, nende vorran-
dite lahendusviisidega ja saadud lahendite omaduste ning ise-
arasustega, ja varustada lugejat uurimisvahendiga, mis on raken-
datav eriti tehniliste probleemide kisitlemisel.

Et teos on méddratud eeskitt tulevastele inseneridele, siis on
ta koostatud nonda, et lugeja vajaks teoreetilise osa ldbitoota-
miseks ainult pohilisi eelteadmisi korgemast matemaatikast ja
suudaks seega omandada tarvilikud teadmised diferentsiaal-
vorrandite alalt véimalikult minimaalse ajaga. Seepidrast on
teoses kisitlust leidnud lihtsamad, kuid praktiliselt sagedamini
esinevad diferentsiaalvorrandite tiitibid, mille hulgas peatdhtsus
on antud lineaarsetele vorranditele, mis insenerile oma teaduse
moistmiseks ja arendamiseks on méodapddsematud.

Et lugejat mitte koormata liigse teoreetilise materjaliga, on
teoses rohkesti kasutatud intuitiivset meetodit; seepédrast on jaetud
ka tdiesti korvale diferentsiaalvorrandite lahendite olemasolu-
laused.

Teos on jaotatud neljaks peatiikiks, millest esimene on
piihendatud esimese jirgu diferentsiaalvorrandite tdhtsamatele
tiiiipidele, kuna teise jiargu diferentsiaalvorranditele kui tehnikas
viaga sageli esinevatele on antud omaette, IT peatiikk. III peatiikk
on madratud korgema jargu, iildiselt n-jargu diferentsiaalvorran-
dite kisitlemiseks, millest kaaluvama osa moodustavad lineaarsed
vorrandid, kuna IV peatiikk on juurde lisatud selleks, et anda
sissejuhatavaid méisteid ja lahendusviise diferentsiaalvérrandite
siisteemide alalt.
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Diferentsiaalvorrandite lahendusviiside selgituseks on igas §-s
labi tootatud vastavad nédidised ja toodud, kus see vajalik, ka
vastavad graafikud, mis tunduvalt illustreerivad tekstis aren-
datud teoreetilist materjali. Peale selle on iga peatiiki 16ppu
paigutatud tidienduseks vastavas peatiikis esitatud teoreetilisele
osale omaette §-na harjutusiilesanded, mis on iihtlasi varustatud
vastustega, et voimaldada lugejale raamatu ldbitootamisel oman-
datud teadmiste ja oskuste vajalikku kontrolli.

Tallinn, detsember 1940.
Autor.
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§ 1. Diferentsiaalvorrandi méiste.

1. Vorrandit, milles peale tundmata funktsiooni ja argu-
mentide esinevad veel tundmata funktsiooni tuletised (v6i funkt-
siooni ja argumentide diferentsiaalid), nimetatakse diferent-
siaalvorrandiks.

Diferentsiaalvorrandit, milles tundmata funktsioon on ainult
iihe muutuja funktsioon ja milles esinevad seega selle funktsiooni
harilikud tuletised, s. o.

> d; d* dn

Flooswo. griohs 1w o 50
kus y on x-i funktsioon, nimetatakse harilikuks dife-
rentsiaalvorrandiks.

Diferentsiaalvorrandit, milles tundmata funktsioon on mitme
muutuja funktsioon ja milles esinevad seega selle funktsiooni
osatuletised, nagu

G(x, v, 2, 0z 9z & 02z %z dﬂz):o’

ox* oy O Gmoy’ ' T op
kus z on z-i ja y funktsioon, nimetatakse osatuletistega
diferentsiaalvorrandiks.

Nii on naiteks
d*y dy
x—l s+ ?/—dx —

harilik diferentsiaalvorrand ja

osatuletistega diferentsiaalvorrand.



Kiesolevas teoses kisitleme ainult harilikke diferentsiaal-
vorrandeid ja nimetame neid edaspidi lihtsalt diferentsiaal-
vorranditeks.

Kui diferentsiaalvorrandis esineva korgeima tuletise jark
on n, siis nimetatakse seda vorrandit n-jadrgu dife-
rentsiaalvorrandiks. Niiteks

(%—%M—w%:O
ehk
(22 —3y)dx —xdy =0

on esimese jargu diferentsiaalvorrand; vorrandid

21/ x
>~ bl Ferihy

ja
dy dy S
aw Tl T

on teise jargu diferentsiaalvorrandid.
Kui diferentsiaalvorrandi

X dy d d"u) %}
F(a,, e RV W, 2] =0
vasak pool F on tédispoliinoom funktsiooni tuletiste 3—5 ; % & Vitd & ¥
dny . - * 3 dry "
p - suhtes, kusjuures korgeima tuletise dan Suurim aste on m,

siis nimetatakse seda vorrandit m-astme diferentsiaal-
vorrandiks. Niiteks

a dy)2
-
V=4 (dx
on esimese jargu ja teise astme diferentsiaalvorrand, kuna

(| S dil)'“’
dax? x (d_x

de*
on teise jirgu ja esimese astme diferentsiaalvorrand.
Diferentsiaalvorrandit
3 dy dy dry\ __
Fa,’y, d‘x—’ E,_,, o b9 E;N—Oy

mille vasak pool F' on lineaarne avaldis tundmata funktsiooni ja
ta tuletiste suhtes, nimetatakse lineaarseks diferent-
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siaalvorrandiks. m-jargu lineaarse diferentsiaalvérrandi
iildkuju on -

dn dn-—1y dn—2 d
don + P1®) G + Pa(@) T+ + Pua(®) ot

+ Pu(2)y = Q(%) ,

kus
dy d*y dny
V> G0 @’ 0 @an
on esimeses astmes ja
Pi(z), Pi(z), ..., Pu(x), Q(x)

on mistahes 2-i funktsioonid.

2. Diferentsiaalvorrandi
dy d*y dry\
F(x, PR - TR =0
lahendamine seisab niisuguse funktsiooni ¥y = ¢(2) otsimises, mis
seda diferentsiaalvorrandit rahuldaks. Funktsiooni y = ¢(x)
nimetatakse diferentsiaalvorrandi lahendiks ehk inte-
graaliks, kui diferentsiaalvorrandis y asendamisel ¢(x)-ga,

dy . ’ d”y
3 asendamisel ¢'(2)-ga, ..., 5

samasuse. Diferentsiaalvorrand on lahendatud ehk inteegritud,
kui on leitud koik tema integraalid.

asendamisel ¢ (x)-ga saame

Et lahendada néditeks esimese jargu diferentsiaalvorrand

F'(ac, Y, g_:):o,

selleks tuleb méédrata niisugune funktsioon

Yy =),
mille tuletis on
2 =¢'(a),

et asendades saaksime samasuse

Flz, p(@), ¢'(2)] =0.

11



Niiteks diferentsiaalvorrandi

dy s
Ex——ycosx_o

lahend on
y=ein?,
sest arvutades

dy — psinz
= = e’ CosS ¥

ja asendades saame samasuse
esinZ cos ¥ — esinc cos x =0 .
Samuti on selle diferentsiaalvorrandi lahendid

Yy = Besinz |y — _% gsinz | g — /5 esinz

ehk ildiselt
y fend cesinz 2

kus ¢ on mistahes konstantne suurus ehk parameeter, sest
arvutades

dy . cesinZ cos ¥
dx

ja asendades ndeme, et

cesinZ cos & — cesinz cos x = 0.

Diferentsiaalvorrandi
B v eivi GREGH
> V1 — Y
lahend on
Y=smz,

sest arvutades

dy __
E;__COSQ:

ja asendades saame
cos & = V1 —sinZz.
Uldiselt on viimase diferentsiaalvérrandi lahendiks

y=sin (z+¢),

12



kus ¢ on parameeter, sest arvutades

dy __
Ev-_cos(:c-}-c)

ja asendades saame
cos (x+¢) =V1—sin2 (2 +¢) .
Andes leitud lahendites
Yy =ceinz, y—gin (24 ¢)

parameetrile ¢ teatavaid vadrtusi, saame geomeetriliselt rea kove-
raid, mis nimetatakse vastava diferentsiaalvorrandiintegraal-
koverateks. Seega lahendid

y=ceinz, oy —gin(x+c)
esitavad geomeetriliselt koverate parvi, kus ¢ on parve
parameeter.
3. Uldiselt on koverate parv parameetriga ¢ antud vorrandiga
y=glz, c)
ehk ilmutamata kujus
DE; ¥, e) =10,
Diferentsides funktsiooni
Dz y 1) =0

saame

0D (x,y,¢) | 0P (x,y,c) dy _
ox + oy d—z_o'

Korvaldades neist kahest vorrandist parameetri ¢, saame esimese
jargu diferentsiaalvorrandi

F(x » Y, :li—:;l) =9 ’
mida rahuldab funktsioon
Dz, n,e)y=0.

See tdhendab, et kui ilmutame viimasest funktsioonist 7, s. o.

y=olz, c),
ja arvutame siis

d ,
=g, c)

13



ning asetame leitud y ja % vadrtused diferentsiaalvorrandisse

Flz.9. . 3=0

saame
Flz, ¢o(z,¢), ¢(#,¢)] =0,
mille vasak pool, séltumata parameetrist ¢, on samaselt 0.
" Funktsiooni
vy R
ehk ilmutatult
Y =plx, ¢)
nimetatakse diferentsiaalvorrandi

Fle; ¥, =0

iildlahendiks ehk iildintegraaliks.

Iga iiksik lahend, mis saadakse iildlahendist, andes para-
meetrile ¢ kindla vaidrtuse, on diferentsiaalvorrandi erilahend
ehk eriintegraal

Diferentsiaalvorrandi
dy| __
Flo, v, @) =0

erilahendi méidramiseks peavad olema antud. teatavad lisaandmed
otsitava funktsiooni ¢(x) kohta. Et leida lahend ¢(2), mis omab
x — x, puhul vairtust y,, s. o. mis rahuldab algtingimust

@(%0) = Yo,

kus z, ja yoon algviaidrtused, selleks asendame iildlahendis
Dkw, 4, e)=10

L= ja ¥y =Y, Saame
D (%9, Yo, ¢) =0,

mis kujutab vorrandit iihe tundmatuga c¢. Kui see vorrand
omab iiht ja ainult {iht lahendit ¢ = ¢,, siis méddravad algviirtu-
sed x, ja ¥, lihe erilahendi

D (2.0 =10

14



ehk ilmutatult

y=gp(x), '
mis geomeetriliselt méddrab iihe ja ainult iihe integraalkovera, mis
tasapinnal 1dbib punkti (:co|y0).

Kuid vo6ib ka juhtuda, et moned algviirtused ei voimalda
parameetri ¢ leidmist. Naiteks, kui diferentsiaalvorrandi iild-
lahendiks on funktsioon

y=czx,

mis esitab geomeetriliselt paraboolide parve, siis algviairtuste
2z =0 ja y = 0 puhul saaksime 0 = ¢ -0, mis kehtib iga ¢ puhul,
s. 0. koik paraboolid ldbivad punkti (0]0). Seega algvidrtuste
2=0 ja y =0 puhul diferentsiaalvorrandil puudub iihene eri-
lahend.

a) Ringjooni esitavat funktsiooni
D(z,y,c)=22+y—0c=0,
kus ¢ on parameetriks (1. joon.), diferentsides saame
2z + 2y 3—2 =
ehk
xdx + ydy =0,

mis on vastav diferentsiaalvorrand, mille iildlahend esitab tidhen-
datud ringjoonte parve, mille keskpunktid on nullpunktis.

Y Y

Yt

1. joonis. 2. joonis.

7N
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b) Kui ringjooni esitab funktsioon
(z—a)*4 (y—b)2?—e* =0,
kus ¢ on parameetriks (2. joon.), siis vastav diferentsiaal-
vorrand on
2(z—a) +2(y—b) ¥ —o
ehk
(x—a)de + (y—>b)dy =0.
¢) Kui ringjooned ldbivad nullpunkti ja nende keskpunktid
asetsevad X-teljel (3. joon.), siis neid ringjooni esitab funktsioon
(z—e)i 492 —c2=0,

kus ¢ on parameetriks.

Y Diferentsides saame
dy
2(x—e¢) +2y%_0.
coy ¢ X Korvaldame viimasest vor-

randist c¢; selleks korru-
tame selle vorrandi xz-ga
ja siis lahutame temast
ringjoonte vérrandi, saa-
3. joonis. me vastava diferentsiaal-
vorrandi

x'—’—y2—|-2xyg—g: 0
ehk
(22 —y?)dx + 22ydy = 0.

4. Kui koverate parv on antud vorrandiga, milles esineb
kaks parameetrit ¢; ja ¢z, s. 0.

¢(x; Y, €1, 02):0,

siis diferentsides kaks korda saame

oD |, 0D dy __

0w Toy "dn
RD | o ED Ay | RD(dy\: | 0D &Y _
o T 2505 o+ o () +5 -3 =0.

16



Korvaldame neist kolmest vorrandist parameetrid ¢, ja ¢,, saame
teise jargu diferentsiaalvorrandi

dy ay)

F (x ’ il/ ’ ’a’x_, W) — 0 ’
mida rahuldab funktsioon

¢) (x) y9 Ci, 02) :0,
mis esitab geomeetriliselt kahekordselt 16pmatut koverate parve.

Funktsiooni

D(x, Y, ¢, ¢)=0

ehk ilmutatult

y=g(x, ¢1, )

nimetatakse diferentsiaalvorrandi
dyi dy\ _

F (x ’ 2/ ’ % ’ E) e 5 2 0
iildlahendiks ehk iildintegraaliks. Erilahendi saamiseks tuleb siin
parameetritele ¢; ja ¢, anda vastavad kindlad vaidrtused.

Analoogiliselt jatkates voime saada kolmanda, neljanda jne.,

iildiselt n-jargu-diferentsiaalvorrandi

F(x’ Y, g—z, %, s tibng %):0,
mida rahuldab funktsioon
DA » Y oilrs Copisrig ) =0
ehk ilmutatult
V="p¢8 , 81, €5, " ;")
kus esineb n parameetrit ja mida nimetatakse diferentsiaal-
vorrandi

dy o dny
F(x, 'y, (Zt" (Egz’ se ey @):0

iildlahendiks ehk iildintegraaliks. Funktsioon
Dl 59, Cpyitaisis hegke=0

esitab geomeetriliselt n-kordselt 1opmatut koverate parve.
Niiteks, tasapinnal asetsevaid koiki ringjooni esitab funkt-
sioon

(—e1))2+ (y—ecz)?—es? =0,

2  A. Borkvell — Diferentsiaalvorrandid. 17



kus ¢;, ¢, ja ¢; on parameetriteks. Diferentsides kolm korda
saame

2z —e) +2(y—e) W=

2+2(y——c2)d—’1’+2(d—y)2 =0
ey d” o o

2(y —¢2) d¢3+4 +2

Kahes viimases vorrandis ei esine enam parameetreid ¢ ja cs3.
Parameetri ¢, kc')rvaldamiseks kahest viimasest v6rrandist korru-

tame esimese avaldisega Ja teise avaldlsega Y ning siis lahu-

da?
tame esimesest teise, saame kolmanda jiargu diferentsiaalvorrandi

dy | (dy)® &Y ay\? , dy _
D+ () E=0

mille integraalkdverad on koik ringjooned tasapinnal.

5. Nagu nigime, omab iga n-jargu diferentsiaalvorrand, mis
on tuletatud vorrandist

(p(x! Y, €1, C2, ..., C,;):O

diferentsimise ja parameetrite korvaldamise teel, lopmata palju
integraale, mis soltuvad n meelevaldsest parameetrist ja on antud
vorrandiga

¢(x! yr cl) 025 .o ey Cn):O,

mida nimetasime n-jargu diferentsiaalvorrandi iildlahendiks. Sel-
lest ei voi aga veel jareldada, et nii saadud n-jargu diferentsiaal-
vorrand ei oma veel teisi integraale, mis ei esine iildintegraalis

Q(wy y’ 01, C2, S aRy cn)ZO.

Nagu edaspidi ndeme, esineb toepoolest juhtumeid, kus dife-
rentsiaalvorrand omab iiksikuid integraale, mis pole tuletatavad
iildintegraalist, missugused viddrtused me ka annaksime seal
esinevatele parameetritele. Niisuguseid integraale nimetatakse
singulaarseteks ehk isedrasteks integraalideks.

Diferentsides niiteks funktsiooni
@+e)+y(y—1)=0



saame

2(x + ¢) + (2y——1)3—z =y,
Korvaldades neist vorranditest parameetri ¢, leiame diferentsiaal-
vorrandi

2 (dy)? 4l

@ —12 (¥ +4w@—1) =0,
mille iildlahend on

(#+e¢)*4+y(y—1) =0.
Peale selle rahuldab leitud diferentsiaalvorrandit veel funktsioon

Yy= L ’

mis ei esine iildlahendis ja mis on seega isedrane lahend.

6. Kui meil on vabalt antud n-jargu diferentsiaalvéorrand
dy d a4 0
F(x: y,a, W’ L RS . a'x—,,)—o
ja meil ei ole teada, kas see diferentsiaalvorrand on tuletatud
teatavast n parameetriga vorrandist diferentsimise ja parameet-
rite korvaldamise teel, siis ei v6i me veel eespool-6eldu pdhjal
jareldada, et ta omab tingimata iildlahendit

¢(w7 y’ C1, 02, R cﬂ)zo'

Siin meie ei hakka toestama iildjuhul iildlahendi olemasolu, vaid
asume otsekohe teatavate lihtsamate, kuid praktiliselt tihtsamate
diferentsiaalvorrandite tiiiipide kisitlemisele, kus vorrandi lahen-
damine taandub iiksikute méaidramata integraalide arvutamisele,
s. 0. iiksikutele kvadratuuridele, mis voimaldavad otseselt
iildlahendit leida.

- 19



I peatiikk.

Esimese jargu diferentsiaalvorrandid.

§ 2. Muutujate eraldamine.

1. Et lahendada diferentsiaalvorrand, selleks on vaja leida
koik ta integraalid, s. o. lildintegraal ja isedrased integraalid, kui
viimased on olemas.

Koige lihtsam harilikkudest esimese jargu diferentsiaal-
vorranditest on vorrand

d
= =1,

kus f(x) on ainult z-i funktsioon. Selle diferentsiaalvérrandi
lahendamine seisab funktsiooni f(x) integraali leidmises, s. o.

y=[f®)dz = p(z) +¢,
mis on antud diferentsiaalvorrandi tildlahend, kus ¢ on inteegrimis-
konstant ehk parameeter.
Niiteks diferentsiaalvorrandi
dy .. 1

dz =z
iildlahend on
y:f‘%:lnx—}—lnc
ehk
T=Incr,
kus Ine¢ on inteegrimiskonstandiks. See iildlahend esitab geo-
meetriliselt logaritmilisi koveraid.

20



2. Vaatleme esimese jiargu diferentsiaalvorrandit

kus
M(z, y) =f(2)f(y), N(z,y) =/F:(2)fs(y),

w
e

fi(z)fa2(y)da + fs(x)fs(y)dy = 0.

Siin kujutab iihe kui ka teise diferentsiaali koefitsient kahe funkt-
siooni korrutist, milledest iiks funktsioon séltub ainult iihest
muutujast ja teine funktsioon ainult teisest muutujast, mistottu
on voimalik muutujaid eraldada nii, et vorrandi iiks osa so6ltub
ainult z-st ja dz-st ning teine osa y-st ja dy-st, s. o.

fi

fa(x)
mida voime lahendada kahe maaramata integraali ehk kahe
kvadratuuri abil. Sest kui médrgime diferentsiaalvorrandi kujus

f;(x)_,_f.(y) dy sl

fo(z) ' f(y)
kus ¥ ja g—;’ on z-i funktsioonid, siis viimast vordust inteegrides
saame
fu(x) | fuy)  dy),.
f @ T ) dx]d” =C
ehk

fi(x) fu(y) i
Fiay 2+ ) T W =L

Kui siin vastavad eriintegraalid on ¢,(z) ja ¢.(¥), siis antud
diferentsiaalyérrandi iildlahend on

p1(2) + C1+ @2(y) + C2o=C
ehk

p1(x) + @2(y) =c,

(P(x ’ ?I) =c,
kus ¢e=C—C;—C,. Need lahendid esitavad teatud koverate
parve. Andes parameetrile ¢ iihe kindla vddrtuse, saame eri-
integraali, mis m#idrab geomeetriliselt iihe integraalkovera.
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a) Niiteks diferentsiaalvérrandi
z(1—y*)dx + y(1+ 2?)dy =0
iildlahendi saame, kui eraldame muutujad, s. o.

ydy ode' =
1—y° > TSE gt 0,
ja inteegrime

ydy odr
1—-y”+f1+ac’_c

ehk
1 1 1 ;
—-2—ln (1—12) + 7ln (14 2?) =7Inc,
kus mirgime inteegrimiskonstandiks C = % Inc, saame

1+ 2°
l—y"':c’

c—1—2a?
==
b) Leida korgus # merepinnast, kui churohk selles korgu-
ses on p.
Kui korgus h kasvab Ak vorra, siis ohurdéhu kasv Ap < 0,
sest p <p, (4. joon.), kus p, on ohurohk veepinnal. Ohurohk
1 e¢m? pinnale s6ltub 6husamba kaalust,
mis moéjub 1 em? pinnale. Ohusamba,
p+*AP kérgusega Ak, kaal on

P 1i4k-0,

kus ¢ on ohutihedus, mis on vordeline
ohurdhuga p, kui temperatuur on iiht-
lane. Seega korguse h puhul

millest

b o =kp
y ja korguse h + Ak puhul
ot 0 =k(p + 4p),

kus & on konstantne vordetegur. Votame Shusamba, kdrgusega
4h , keskmise tiheduse, mis peitub kp ja k(p 4 4p) vahel, s, o.

o=k(p+ 6-4p),
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kus 0<<©<1. Siis
1-dh-k(p+ 0 4p) =—4p,

kus miinusmérk on sellepirast, et positiivsele 4k vastab nega-
tiilvne Ap . Seega

dp __ 5
ja kui 4k > 0, siis .

dp _

ﬁ—_kp’

mis on 6hur6hu diferentsiaalvorrand, mis kehtib argumendi % iga
véadrtuse puhul. Eraldades muutujad

W _ __ kdh
P
ja inteegrides
ap _
[ =—k[an, ‘

Inp=—Fkh+Inc,
leiame iildlahendi
P =0k,

Erilahendi saamiseks peavad olema antud veel lisaandmed.
Et merepinnal on 2 =0 ja p = p,, siis algtingimusest

Do = ce*0
leiame, et

C=1"Do,
ja erilahend on seega

D = poe—**,
millest

h:%m%,

kus p saadakse baromeetri abil.

Sama saaduse saame, kui kasutame ohurdhu diferentsiaal-
vorrandi lahendamisel miédratud integraale, mirkides algvéir-

23



tused vastavalt madratud integraalide alumisteks rajadeks, s. o.

-—:——kfdh

millest
Inp—Inpy=—kh
ja o
e Po
h = 7 In 5"
Kui lugeda siin po =1, siis
o Inp
R =hetign

¢) Leida vabalt langeva keha kiirus ¢ sekundi moéodumisel.
Olgu langeva keha mass m , mis langemisel ei oma viga suurt
kiirust. Siis on odhutakistus R vordeline keha langemise kiiru-

sega v, 8. 0.
R=ckv

kus k£ on konstantne vordetegur.

Keha langemine toimub siin kahe tungi méjul: raskustungi
mg , mis on suunatud allapoole, ja takistustungi kv, mis teotseb
eelmisele vastassuunas, mojul. Seega

du. . .
mo = mg — kv,

mis esitab esimese jiargu diferentsiaalvorrandit. Muutujaid eral-
dades

dv = dt

mg — kv

mg—kv—fdt

sest langemise algmomendll 2 =0 % t = 0, saame

ja inteegrides

—%L‘In (mg—kv)T:lt T
0 0

ehk
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mil}est keha langemise kiirus

v = mT”(l—e_i’).

Kui siin ¢ 16pmata kasvab, s. 0. £ > oo, siis v > ﬁk‘l. Kui
algkiiruseks votta v = v, , siis

—’%lln (mg—kv)T:‘ti

ehk
mg —kv __ﬁt
mg — kv, Ty oy
millest
k
v:"ikj"-(l—e m')-}-'voe m !

= p g it ok . my
Siin samuti, kui ¢ > oo, siis vee "=’ >0 ja v > .
3. Kui esimese jargu diferentsiaalvorrand

F(x,y, :—:):0

esitab m-astme diferentsiaalvéorrandit, s. o.

Fo(z, y)( ) + Fi(x, y)( ) "o Faas, y)dz+

+Fm(x’ 2/)20,
dy

kus m on positiivne tdisarv, siis sellel vorrandil on tuletise =

suhtes m juurt, mis on 2-i ja y funktsioonid. Oletame, et meil
on voimalik tuletise suhtes seda diferentsiaalvorrandit lahendada
ja leida m juurt, siis saame m esimese astme diferentsiaal-
vorrandit

E=file, 0), T =hiz, ¥), .... Z=1als,9).

Kui need diferentsiaalvorrandid on lahendatavad muutujate eral-
damise teel, siis saame nende iildlahendid kujus

071(37, 1/)=0, lpz(x, y):C, ceey (Pm(x: y):c,
mis esitavad koverate parvi. Koikide koverate parvede vorrand
on siis

[, y) —e] - [go(z, y) —c] - [gn(z, ¥) —c] =0,
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mis on iihtlasi m-astme diferentsiaalvorrandi iildlahend, sest
temaga méédratud iga funktsioon rahuldab iiht vorranditest

p(z, ¥) =c, @Az, y) =c, ..., gn(x, y)=c
ja seega iiht diferentsiaalvorranditest

d d d

w=hz, 9, Z=H.9, ..., Z=Inz, )

ning jarelikult ka m-astme diferentsiaalvorrandit.
Niiteks teise astme diferentsiaalvérrandit

oA —v=0

tuletise :—: suhtes lahendades saame kaks diferentsiaalvorrandit
dy_Vy dy_ V¥
e = X' ay s
Eraldades muutujad
dy _do dy . du
vy, *' Ve o ®

ja inteegrides saame vastavalt nende iildlahendid
2Vy—Inz=c, 2Vy+Inz=c.
Jarelikult, antud teise astme diferentsiaalvorrandi iildlahend on

2Vy—Inz—e)(2Vy +Inz—e¢) =0

ehk
2Vy—e)2—In2z =0,
millest
i __(e+Ingx)?
¥ =

§ 3. Homogeensed diferentsiaalvorrandid.

Kui esimese jargu diferentsiaalvorrandis
M(z, y)dz + N(z, y)dy =0
koefitsiendid M ja N on iihe ja sama astme homogeensed z ja ¥
funktsioonid, siis nimetatakse seda vorrandit homogeenseks
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diferentsiaalvdorrandiks, mida voime sel juhul esitada
kujus

& ().

Homogeense diferentsiaalvorrandi lahendamiseks, et voimalik
oleks muutujaid eraldada, margime

G i
;-_t, 50, =21,

kus ¢ on uus muutuja; siis
dy = zdt 4 tdzx .

Asetades need viddrtused homogeensesse vorrandisse % ja dy

asemele, saame
xdt 4 tde __
AT = ()
ehk

ey —t

milles muutujad on teineteisest eraldatud, kui f(t) —t £0.
Saadud vorrandit inteegrides

dt dz
x

dt

_f(t)_t:]ncx

leiame ¢, s. o.
t=9¢(z, ),
ja lopuks
y=2z¢(x, ¢),

mis on homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend.

Juhul, kui vorrand

f(t) —t=0
omab juuri
B Besl s i
siis
gt sy =®yq il iy il
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on homogeense diferentsiaalvorrandi isedrased lahendid. Need on
toepoolest diferentsiaalvorrandi lahendid, sest kui

¥ —t¢,
x
siis
%:f(%):f(t) wtiby, N idey [onici s FOE s
sest f(t) —t=0.
a) Naiiteks, homogeense diferentsiaalvérrandi

(22 —y)de — (¢ —b5y)dy =0
ehk

(oY) de—(1—5 - LJay =0
iildlahendi leidmiseks méargime

L =t, dy=uadt+tdx.
Asendades saame

(2 —t)de — (1 — b5t) (xdt + tdx) =0

ja eraldades muutujad

5t—1
e b

f5t’5t;izdt+fd?x =0

?ln (5t2——2t+2)+lnx=%1nc,

=0,

millest

ehk

kui méargime C = Lln ¢; siis

In(682—2t+2)+Ina?2=Inc¢c

ja

52t — 22t + 202 =c¢.
Asendades t = -, saame antud homogeense diferentsiaalvorrandi
iildlahendi

222 — 22y + 5y>=c,
mis esitab graafiliselt ellipsite parve, kui ¢>0.
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b) Leida kover, mille iga punkti abstsissi x ja raadiusvektori »
summa on vordne puutuja alusega.

Mirgime kovera punktist P = (x]y) raadiusvektori PO = »
ja puutuja selles punktis tousunurgaga a (5. joon.). Siis puutuja
alus on

AT [T,
AB = tan a” dy y
dx
ja seega P
o Jog 3
gy 2t |
dax |
millest o
ydx = (x 4 r)dy . — o X } X
Et A 0 B
r= Va4 2,
siis 5. joonis.

= (2 4+ V2 + »?)dy,

mis on homogeenne diferentsiaalvorrand, sest jagades vorrandi
molemad pooled z-ga, saame

ldm:[l—}—l/ﬁm—gﬂdy

%:t’ dy = xdt + tdzx .

Mirgime

Asendades saame

tde = (1 4 V1 + t2) (xdt + tdx)
ehk muutujaid eraldades

R e s 0
tvi+ & % 1

de
ft\/1+t’ +f 78

inteegrime
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ehk

—1In 1—"'—% +Int4+naz=Inec,

millest
zt? ok

WY, o o Rl
Asendades t = g— saame

U e

x4+ Vo' + o
millest

)
PJe=—2¢ (x + %’ :

mis esitab graafiliselt paraboolide parve, lagipunktidega

(—— 2£|0) ja iihise fookusega nullpunktis.

c) Leida kover, mille puhul nullpunktist viljuvad kiired on

parast koveras peegeldumist paralleelsed X-teljega.

Kiesolev ndidis on homogeense diferentsiaalvorrandi klassi-

line iilesanne.

>
Olgu kiir CP I X-teljega (6. joon.) ja pirast peegeldumist
libigu nullpunkti. Témbame punktis P puutuja AD . Siis kiire

s D FOK i S N\ N
peegeldumisel DPC = APO. Et PAO = DPC, siis APO = PAO

] N\
ja i POB=x2-PAO ; 8: 0.

B =2a.
Et siin
_ g
tana_.d—z, tanﬁ_x
ja
=tog d __ 2tana
tanﬁ—tanza——m,
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siis
dy

¢ b
. 1—(3—: ; 3 P c
|
ehk =
dy)? dy b Iy
¥ +20 3 —y=0, / f E :
mis on teise astme homo- ~ & 0 S B
geenne diferentsiaalvor- A
rand. Lahendades selle
vorrandi tuletise g—: suh-
tes, s. o.

dy _ —sitvety —
dz = Y 6. joonis.
ehk
2
—1z)/ 1+ (%)
d’y: " dx!

ja markides
—:—:t, dy = zdt + tdzx,
saame
zdt + tda = Lit\/_lit_g dx
ehk muutujaid eraldades
tdt dz _
1+8FVi+e ' 2
Edasi kasutame asendusmeetodit
NP =y At ="l
siis diferentsiaalvorrand omab kuju
du de
a1 e b
mille integraal on

In(u—1)4+Inz=Ine
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ehk
z(u—1) =c¢
ja
2t VIi+t2—1)=c¢

ehk asendades t = %
+ v L

z (— '/ 1+—x-2-—1)_c,
kust

i \/5“2—1——2—/2 —_—=c,
millest saame iildlahendi kujus

. ¢

Yy = 26 (x + ?) )
kus ¢ on 0-st erinev mistahes konstantne suurus.

Saadud iildlahend esitab graafiliselt paraboolide parve, lagi-

punktidega ( —_— % | O) ja tihise fookusega nullpunktis.

Poorates iiht neist paraboolidest iimber X-telje, saame
poordparaboloidi ehk nn. paraboolse peegli,
mille négusal pinnal X-teljega paralleelsed kiired peegelduvad ja
ithinevad fookuses ning iimberpoordult.

§ 4. Homogeenseks taanduvad diferentsiaalvorrandid.

1. Kui diferentsiaalvorrand
M(z, y)dz+ N(z, y) =0
esineb kujus
(@12 + b1y + ¢1)dx + (aox + bay 4 ¢2)dy =0,

mis ei ole homogeenne, siis on iildiselt voimalik teisendada teda
telgede roopliikkega

r=u-+a, =v+4+b
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nonda, et ta saaks homogeenseks, kusjuures ¢ ja b on konstantsed
suurused, mida tuleb valida nii, et vorrand saaks homogeenseks.
Et siin
Ur = dabst Qukssdy,,
siis asendades saame
[a:(u 4 @) + bi(v + b) 4 e ]du +

+ [as(u 4 a) + ba(v + b) + ¢o]dv =0
ehk

(ayu + byv 4 @@ + b1b + ¢y)du +
+ (@2u + b2v + a2 + b2b + c2)dv =0,
mis muutub homogeenseks, kui
ala—}—blb—}—cl:()‘
a0 -+ b2b+02:0}

Selle vorrandsiisteemi lahendus e ja b suhtes annab e ja b viar-
tused, mis uues koordinaadistikus muudavad antud diferentsiaal-
vorrandi homogeenseks, s. o.

(au + bw)du + (asu 4 bsv)dv = 0.
Niiteks, diferentsiaalvorrandi

+y—2)dz+4 (x—y+4)dy =0
homogeenseks muutmiseks mirgime

z=u++ea, y=v+DH,
millest

de.—=du; dy=dvq

Paigutame need vidrtused antud vorrandisse, saame
(u+v+a+4+b—2)du 4+ (u—v+a—b+4)dv=0.

Et viimane vorrand oleks homogeenne, selleks tuleb a ja b valida
niisugused, et

at+b—2=0)

o—b+4=0 }
mille lahendus annab

@=—=1, B=8:
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Antud diferentsiaalvorrand saab seega

r=u—1, y=v+43
puhul homogeenseks, s. 0. omab kuju

(v + v)du + (u—v)dv =0,
mida lahendame eespool-késiteldud viisil, tdhistades

Y —t, dv=udt+ tdu.

u

Asendades ja muutujaid eraldades saame
1—t du
a2t e
mille integraal on

%m (1+2t—t2)+lnu:% InC

ehk
(14 2t — 15)u* =1(.,
Korvaldame t, asendades ¢t = :} , Saame
v »? ¢
L+2i-F)w=c
ehk

w? 4 2uv — 2 =0C,

ja 1opuks korvaldame » ja v, asendades u =2+ 1 jav=y—3,
saame ildlahendi

(z+1)* +2(x+1)(y—38) —(y—3)*=C
ehk
2?4 20y —y:—4x 4 8y =c,

kus ¢ = C 4 14. Saadud vorrand esitab geomeetriliselt hiiper-
boolide parve.

2. Diferentsiaalvorrandit
(a1 + by + ¢1)dx + (@22 + by + ¢2)dy =0
voime telgede rooplilkkega muuta homogeenseks ainult siis, kui
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a1b2 —_— a2b1 ¢ 0. Kui aga a1b2 —_— agb;l =0 ehk

Gaciaibh s

o T
s. o.

al—:azk, b1=b2k
ja seega

(ackz 4 boky + e1)dz + (a2 + b2y + ¢2)dy =0,
siis voime kasutada asendust
s + by =1t,
millest
dt — a.dx
b, X
kusjuures saame diferentsiaalvorrandi

(kt + c1)dz + (¢ + e) (B 52%) =0,

dy:

kus voime eraldada muutujad, s. o.

t+62 ot
aa(t + ¢s) — bo(Kt + c2) at =dg.

Niiteks diferentsiaalvorrandi
+y+1de+ (224 2y —1)dy =0
iildlahendi leidmiseks mirgime

z+y=t, dy=dt—dx.
Asendades saame

(t+1)de + (2t —1)(dt —dx) =0
€hk

2t —1

g dt=da,

mille integraal on
2t+3In(t—2)=zx+c.

Paigutades ¢ asemele x 4 y saame

2(z+y) +3ln(z4+y—2)=x+c¢c
ehk

z24+2y+8In(z+y—2)=c.
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§ 5. Lineaarne diferentsiaalvorrand.

Esimese jargu lineaarseks diferentsiaalvorrandiks nime-
tatakse vorrandit

W4 P(a)y =Q(x)

kus ¥ ja % on esimeses astmes ning P(z) ja Q(x) on pidevad

-1 funktsioonid. Lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahendi leid-
miseks kisitleme siinkohal kaht lahendamisviisi.
a) Bernoulli’ meetod:

T&ahistame
y'REHY,

kus % ja v on uued muutujad, s. o. tundmatud z-i funktsioonid, siis

w=lE TG
Paigutame y ja 3—: vaiartused antud diferentsiaalvorrandisse,
saame
uﬂ_ + v A + P(x)uv = Q(x)
dx dx
ehk

dv du o,
ug+ v[@ +P(:v)u] =Q(%),
milles » olgu valitud nonda, et
du s
kust eraldades muutujad
T
T B P(z)dx
ja inteegrides leiame
Inu— —f P(z)dz, u=—e)P@*

kus inteegrimiskonstanti ei tarvitse mérkida, sest et meil tuleb
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anda u-le mingi niisugune viairtus, mis rahuldaks vérrandit
du
o + P(zx)u=0.

Vastava u valiku puhul voime diferentsiaalvéorrandi esitada kujus

u % =Q(2),
millest
dv = Q(z) Z = Q(z)e ) P gy
ja
8= fQ(av)efp(’)dz da + ¢
ning

y=ww = ¢ PO [ f Q(z)e Pz g 4 c] ;

Kui Q(z) = 0, siis on meil tegemist ¥ ja % suhtes homo-

geense diferentsiaalvorrandiga

dy i
P+ P@)y =0,
kus muutujad on eraldatavad, s. o.

Q. iy
ag: P(z)dx,

mille integraal on

iny=—[P(z)de +Inc
ja seega

y — ce—fp(x)dz )

Niiteks diferentsiaalvorrandi

dy N .0

dx i
iildlahendi leidmiseks mirgime

Yy=uv,

siis ¢
dy dv L du
o rRTYy
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ja antud diferentsiaalvorrand teisendub kujuks

dv du e
R tEETI="

kus % valime nonda, et

du u

BOT 0
ehk

du _do

% .2 "

mida inteegrides saame
nu=Mhnz;Ask:

v leiame vorrandist

u:—';:x,
kus u =z, ja seega
dv = dx
ning
v:fdx:x—l—c.

Diferentsjaalvorrandi iildlahend on siis

y=uv=2(x+¢)
ehk

y=2a*+cz,
mis esitab nullpunkti libivate paraboolide parve.
b) Lagrange’i meetod:

Votame lineaarse diferentsiaalvorrandi

dy i
W + P(2)y = Q(2)
asemel enne homogeense diferentsiaalvorrandi

¢ dy k
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milles eraldame muutujad
‘i: + P(z)da =0
ja inteegrime, saame viimase vorrandi iildlahendi

Iny+ [P@)de=InC, y=Ce JPeH=

Asendame selles iildlahendis vabalt voetava konstandi C nii-
suguse z-i funktsiooniga, et see iildlahend muutuks diferentsiaal-
vorrandi

dy e

iz T P(@)y =Q(x)
iildlahendiks. Olgu

C = p(x)
niisugune, et

¥ = p(x)e[PENE

oleks lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahendiks, kui Q(x) £0.
Viimast funktsiooni diferentsides saame

W _ o (@ye SRR gy (a)e S P05 P(z) .

Asetame y ja %— vaartused diferentsiaalvorrandisse

d
e+ P@Y=Q),

saame

¢ (@)e~S PN _ P(2)g(x)e~ PO | P(z)g(z)e) PO = Q(x)

ehk

g(x)e JPO — Q(a)
millest

¢ (x) = Q(a)e J P
ja

(@) = [ @@)e )P dz 4 c.
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Asetame saadud ¢ (x)-i vddrtuse vorrandisse

y = p(z)e S PO

saame
Y = e—\J-P(x)df [fQ(x)eJ.P(z)dx dx + 6].
Niiteks eelmise diferentsiaalvorrandi

dy =
ot Sk

iildlahendi leidmiseks votame homogeense diferentsiaalvérrandi

ja leiame enne selle iildlahendi

%’i:—i—“, Inusxinz 1+ €, y=0x.
Mirgime
C=¢(x),
siis
¥ = zp(x)
ja

d p
= =o(2) + 2¢/(2) ,
mida algvorrandisse asetades saame

p(x) + 29’ () —@p(2) =2

ehk

g'iz) =1,
mille integraal on

p(z) =2+ c.
Seega

e gL

c¢) Kasutame diferentsiaalvorrandi

dy 2\ 2
g e i
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iildlahendi leidmiseks otseselt valemit

y = e—JP@u= [fQ(x)e—rP(”)d’ dx + c] b
Siin '
2

P(Z):—-x_*_—l,

Q(z) = (z + 1)2.

Siis
fp(ac)dac=_2fx_‘f_”_1 —_—2In(z+1).

e—JP@E _ om@in) — (4 1)2,

efP(z)dz ) PP
{r +.8)7’

fQ(a:)ef”(’)"‘r da :fda; =x4.c.
Seega iildlahend on
y=(z+1)(x+¢).
d) Leida elektrivoolu tugevus [ ajamomendil £, kui takistus
on R ja endainduktsioon on L.
Elektromotoorne joud E on ajaga ¢t jirgmises funktsionaalses
seoses
E = Eysin (wt) ,
kus E, ja o on konstantsed suurused. Et takistuse R puhul
elektromotoorne joud on RI ja endainduktsiooni L puhul L:;—:

siis
e dl
Eysin (wt) =RI + L =
ehk
& ol s W
T 7 1= sin(ot),

mis kujutab lineaarset diferentsiaalvorrandit, mille iildlahend on
R

W gy
I—=e - [_L_OfeL sin(wt)dt—{—c]:

_Bt KtR . 4 7. £) [
[Eoe L sin (wt) — Lo cos (@ + cJ

~

=ée B+ o
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ehk

R
1:_f£L_{Rsm(wn-_Lwcm(wn]+ce‘fﬂ

R + L*w?
Kui ajamomendil t =0 on ka I =0, siis
_  EBiLo
c = Rr? +L2(02 L4

ja erilahend sel puhul on

e
1 :RTfLL*—w’ [R sin (wt) — Lw cos (wt) + Lwe * ‘].

§ 6. Bernoulli’ vorrand.

Diferentsiaalvorrandit

d n
o+ P(2)y = Qa)y",

kus n # 0 ega 1, nimetatakse Bernoulli’ vérrandiks.
Vastasel korral, kui n oleks 0 voi 1, esitaks ta lineaarset dife-
rentsiaalvorrandit.

a) Bernoulli’ vorrandi lahendamiseks jagame vérrandi méle-
mad pooled y"-ga, s. o.

% 4 P(z)y— = Q(a),

ja votame uue muutuja
=y,

mille tuletis

de 2y

w=A—ny"z,
kust

Jpuaisvicatzinw

de” 1—n dx”

Asendame vorrandis y'— ja y—"j—: uute avaldistega, saame

1
1—mn

d.
§ d—i + P(x)z = Q(x)
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ehk
& 4+ 1—m)P@)z=(1—n)Q(),

mis on niilid lineaarne diferentsiaalvorrand, mille iildlahend on

a—n) [ Plz)iz

M-

—(1—n) [ P(a)dz [
e

(l—n)fQ(x)e dw+c].

1

Et y = 2", siis Bernoulli’ vorrandi iildlahend on

1
poillpy | ”“”‘[ (1—mn) f dlg)e™ TP 4 o c]l—"

Niaiteks diferentsiaalvorrand

dy Yy _¥'nz
izt z= >

esitab Bernoulli’ vorrandit, kus

P@) =%, Q@) ="2% n=2,

-
Siin
dx
e—fp(z)dz:e—f?:e—lnz:]‘?
ja
o s b
(l—n)fQ(x)e dz +¢é=— _.;da:ﬁ-c:

x

Inz

o Inz Lo 1
= — ?_da:-}-c_—z--{—; +c.
Seega kiesoleva diferentsiaalvérrandi iildlahend on
<
s iyme 1
e ?[T tat ”]
ehk

1

y:Inx+cz+1'

b) Bernoulli’ vérrandi

% + P(2)y = Q(=)y”
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iildlahendi vdime leida ka tihistades
Yy=uv,
millest

Asendades y ja %’: vastavate avaldistega, saame

dv du il
U -+ v[d—x -+ P(x)u} = Q(z)urv
kus valime # nonda, et
du 3 ik
3 4+ P(z)u =0,
mille lahend on :
u — e~ P@az

Seega tuleb meil lahendada diferentsiaalvorrand

dv .
Ug = Q(x)u"v",
ehk
dv _ a—n) [ Pir)dz
s = Q(x)e v,
Eraldades muutujad
jz, = (x)e(l_")"f P(z)dz de

ja inteegrides saame

— =fQ(x)e““"’f”’)‘"dx +C,

1

millest

T i
e 'r(l —n) {Q(x)e(l—n)jP(z)drdx + (‘]l‘n,

kus ¢ = (1 —n)C . Seega iildlahend on

1

Y= e—f P(z)dz[ Ry j‘Q(x)e(l—n)_fP(x)dx A 5 c}l_—_,, :
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§ 7. Diferentsiaalvorrandi MV (x, y)dx+ N(x, y)dy=0
otsene inteegrimine.

" Kui diferentsiaalvorrandis
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
M(xz,y) ja N(x,y) on mingisuguse kahe muutuja funktsiooni

p(x,y) osatuletised, véetud vastavalt « ja y suhtes, s. o.

M(z,y) :‘%Z’—”):@(x,y)

Jq
N(x’y) = %—’ﬂ:%y(x,y),

ja seega diferentsiaalvorrand omab kuju
(2, y)dx + ¢y(z, y)dy =0
ehk
d‘p(x ’ ’.l/) ook B

s. 0. kui diferentsiaalvorrandi vasak pool kujutab funktsiooni
(@, y) tdisdiferentsiaali, siis saame diferentsiaalvorrandit inteeg-
rida otseselt, muutujaid eraldamata, ja leida iild-
integraali kujus

pl(z,y) =c.
Et niha, kas diferentsiaalvorrandit
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

saab otseselt inteegrida, s. o. kas vorrandi vasak pool kujutab
funktsiooni ¢(x,y) tdisdiferentsiaali, nii et

Mz,y) =¢p2,9), N@&,y) =gy(x,¥),

selleks votame M(x,y) osatuletise y suhtes ja N(x,y) osa-
tuletise z-i suhtes. Kui niitid M,(z,y) ja N.(x,y) on pidevad
x-1 ja y funktsioonid ning

My(x ’ ?/) = Nl(x ’ ZI) ’
siis diferentsiaalvorrandi

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
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vasak pool kujutab funkisiooni ¢(x,y) tédisdiferentsiaali. Jare-
likult sel juhul saame diferentsiaalvorrandit inteegrida otseselt.
Vordus
oM(z,y) _ IN(z,y)
oy % oz
on tarvilik ja piisav tingimus selleks, et diferent-
siaalvorrand

M(z,y)dx+ N(x,y)dy =0

oleks otseselt inteegritav.
Et ndidata tingimuse tarvilikkust, selleks oletame, et vor-
randi

M(x,y)dx + N(z,y)dy =0
vasak pool on teatava funktsiooni ¢(z,y) téisdiferentsiaal, s. o.
M(z,y)dx + N(z,y)dy =
=g.(z, y)dz + ¢y(z, y)dy .
Et
My(z,y) = @z(x,¥)
ja
N-’l'(x ’ y) = (Py:t(m ’ y) ’
siis pidevuse tottu
Pay (@, ¥) = @ya(2, Y)
ja seega tingimus
M,(z,y) = Nz(z,y)

on taidetud.
Umberpoordult, kui tingimus

M,(z,y) =N:(x,y)

on rahuldatud, siis véime n#idata, et leidub niisugune funktsioon
p(z,y), et

M(z,y)dx 4+ N(x,y)dy =do(z,y),

T =M@, T =N

dx:

46



Valime alul ¢(z,y) nii, et oleks tiidetud esimene vordus

op
= =M(x,y).

Selleks on kiillalt, kui votame

p(z,y) :fM(x,y)dz +w(¥),

kus inteegritavas funktsioonis vaatleme y-d kui konstanti ja
w(y) tihendab inteegrimiskonstanti, mis iildiselt soltub teisest
muutujast y . Katsume niiiid (y) méédrata nonda, et oleks tédide-
tud ka teine vordus

op

= N(x,y) .

Selleks peab olema

fMy(x y)de + y'(y) =N(z,9),

ehk et

My(x ’ 2/) = Nl(x’ 2/) ’
siis

[Nz, p)dz + ' (¥) =N(z,v) .
Et

[No(z,y)dz = N(z,y) | =N(,y) —N(@, 1),

L

siis

N(z,y) —N(z9,y) +v'(y) =N(z,¥)
ehk

w'(?/) = N(xO » ?l) ’
millest

p(y) = [ N(zo, 9)dy.

Yo
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Jarelikult

| i .
g, y) = [M(z,y)de + [N, y)dy
o Yo

ning otseselt inteegritava diferentsiaalvorrandi iildlahend on
p(®,y) =e¢, 8. o.

: 7
M@, pde+ [ N, y)dy=c,

Zo Yo
kus esimest funktsiooni inteegritakse ainult x-i suhtes.

Et z, ja y, on vabalt voetud suurused, siis v6ib neid nii
valida, et

x0:09 yo:(),

ning diferentsiaalvorrandi iildlahend on siis

@ y
JM@, vz + [N, p)dy=c.
0 0

Kui aga iiks voi teine inteegritav funktsioon katkeb punktis
2o=0 ja y,=0, siis tuleb valida @, ja y, jaoks mingi muu
vaartuste paar.

a) Diferentsiaalvorrandis
2z + 62y — 1)dz + (8224 2y 4+ 1)dy =0
on
M(z,y) =2z 4 62y —1
N@O,y)=2y+1
ja
My(x,y) = N.(z,y) =6x.
Seega saame

x

y
f(2x+6xy—1)da:+f(2y+1)dy:c
0

0

ehk
2+ 32y —zx+yY+y=c,

mis on antud diferentsiaalvorrandi iildlahend.
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b) Diferentsiaalvorrandit
%dx-{-lnxd-yzo

saame inteegrida otseselt, sest et

My(xyy) :N:(x,?/) - ’l'_ ’

@x

kuid siin ei saa votta o =0, sest siis N(0,y) =In0 = — ¢,
millel pole méotet. Miargime siin 2o = e ja y, =0, siis

z y
f%dx—}—jlnedy:c,
e 0

x

i | ' B
iylnxi-Hy =g

o—

ja iildlahend on

yinz=-¢c\

§ 8. Inteegriv tegur.

1. Diferentsiaalvorrandit
22(y® + 1)dz + 32*y*dy = 0
voime inteegrida otseselt, sest kui
M(z,y) =2z(y*+1), N(z,y) =3a%?,
siis
M,(z,y) = N:(z,y) = 6xy2.

Kui aga jagame selle diferentsiaalvorrandi moélemad pooled
z-ga, siis saame diferentsiaalvorrandi

2(y* 4 1)dz 4 32y*dy =0,
mida ei saa enam otseselt inteegrida, sest kui

M(z,y) =2(*+1), N(x,y) =3zy?,

4 A. Borkvell — Diferentsiaalvorrandid. 49



siis
M,(z,y) =6y*, N.(z,y) =3y,

My(z,y) # N(2,9) .

Siit jdreldame, et viimast diferentsiaalvorrandit saaksime
otseselt inteegrida ainult siis, kui me selle diferentsiaalvérrandi
molemad pooled korrutame teguriga « .

Samuti ei saa niditeks diferentsiaalvorrandit

(f:; —y)dw—}-zxdy:()
otseselt inteegrida, sest kui

M(z,y) = "-—y, N(z,y) =2z,
siis

My(e,p) =—%—1, Nuz,y) =2,

My(x,y) —#N.r(xyy) .
Yy

Kui aga korrutame vorrandi molemad pooled teguriga =
siis saame diferentsiaalvorrandi kujus

1= s+ ay o,

mida voib inteegrida otseselt, sest siin

My(x,y) = Nu(2,9) :—27”.

Tekib kiisimus, kas diferentsiaalvorrandit

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0,

mille vasakpoolne osa ei kujuta mingi funktsiooni tdisdiferent-

siaali ja mida ei saa seega otseselt inteegrida, v6ib alati muuta

niisuguseks, et teda saaks otseselt inteegrida, kui me vorrandi

moélemad pooled korrutame teatava teguriga p(«, %), mida nime-

tatakse diferentsiaalvorrandi inteegrivaks teguriks.
Kui diferentsiaalvorrandi

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
vasakpoolne osa ei ole mingi funktsiooni tédisdiferentsiaal ning
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diferentsiaalvorrand pole seega otseselt inteegritav, siis tuleks
leida niisugune inteegriv tegur u(z,y), millega korrutatult
diferentsiaalvérrand muutuks otseselt inteegritavaks, s. o. vér-
randiks

M(z,y)u(z,y)de+ N(z,y)u(x, y)dy =0
ehk lithidalt
Mudx 4+ Npdy = 0,

mille vasak pool kujutab teatava funktsiooni tidisdiferentsiaali.

Oletame, et diferentsiaalvorrandi iildlahendit esitab funkt-
sioon

p(z,y) =c,
mida diferentsides saame

dp(z,y) =0
ehk

(2, y)dx + gy(x,y)dy =0,

millest

dy _ ox(z,y)

de —  o,(z,y)"

Et antud diferentsiaalvorrandi jirgi

dy __ M(x,y)
de; iy Nz, p)a?

siis
Pe(@,y)  M(z,y)
Py(z,y) — N(z,y)

ehk

P2(%,Y) __ ¢y (x,y)
© M(=,y) " N(z,y)°

Korrutame diferentsiaalvorrandi

M(z,y)dz+ N(x,y)dy =0

Pz(2,y)

molemad pooled avaldisega Ml o).

, Saame

.y Pa(%,9)
(@, ¥)dz + N(2,y) 37— v dy =0.
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Et

Pe(®,y) _ oy(x,y)
M(z,y) ~ N(z,y)’

siis leiame
(2, y)dx + ¢y(z,y)dy =0,

mis kujutab otseselfc inteegritavat diferentsiaalvorrandit, kus-
juures

L d

Pe(®,y) _ Py(x,y)
Mz,p) — N, — & Y)

on diferentsiaalvérrandi
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

inteegriv tegur.

Siit aga ndhtub, et kui diferentsiaalvorrandi iildlahend on
teadmata, siis on ka teadmata vorrandi inteegriv tegur. Seega
tuleks diferentsiaalvorrandi inteegrivat tegurit otsida teisel teel.
Eelmine arutlus niitab ainult, et niisugune inteegriv tegur on
olemas.

Kui diferentsiaalvorrandi
Mupdx + Npdy = 0
vasakpoolne osa on funktsiooni ¢(«,y) tédisdiferentsiaal, siis

o (M) = 2 (Nw) ,

oM ow _ ON |, A-0u
Ry T Moy =voy TNG
ehk liihidalt
uM, + My, = uN; + Ny,
mis kujutab p suhtes osatuletistega diferentsiaalvérrandit, mille
lahend on inteegriv tegur.

Et viltida osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendust, sel-
leks vaatleme edaspidi ainult iiksikuid erijuhtumeid inteegriva
teguri leidmiseks, ldhtudes diferentsiaalvorrandist

uMy + Mpy =uN; + Npe

52



ehk
w(My — N.) = Np. — My,

mison tarvilik ja piisav tingimus selleks, et p oleks
diferentsiaalvorrandi

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
inteegrivaks teguriks.

2. Kui diferentsiaalvﬁrrandi
M(z, y)de 4+ N(z, y)dy =0
inteegriv tegur on ainult iihe muutuja, néditeks z-i funktsioon,
s. 0. u(x), siis tingimuses
w(My — Nz) = Np. — Mpy
on

ning seega saame hariliku diferentsiaalvorrandi

d
w(M, — N:) :Nd—%

ehk
1 du M,—N,

g=d8 " N

Viimase vorrandi vasakul poolel puudub y, jarelikult puudub ¥
ka paremal poolel, s. 0. ka parem pool on z-i funktsioon voi eri-
juhul konstantne suurus. Peale selle on ta pidev z-i funktsioon,
sest M, ja N. on eelduse jargi pidevad. Téhendab, kui dife-
rentsiaalvérrandi inteegriv tegur on ainult z-i funktsioon, siis ka

My_N.r
N

ei soltu y-st, ja iimberpoordult, kui

M,—N,
N

ei soltu y-st, siis on olemas niisugune inteegriv tegur p(x), mis
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on ainult 2-i funktsioon. u(z) leidmiseks eraldame muutujad

du M,—N,
bl 20y i 4 T dx
w N

ja inteegrime

M,—N
Inp,::f "’N —Zdxz+Inec,

M, — N,
y x
Jhe

y(x) - Ce ’

millest

mis esitab z-st s6ltuvaid inteegrivaid tegureid. Vottes niiteks
¢ =1, saame iihe kindla inteegriva teguri

M, — N,
fy__f,,z

wx) =e 5

Analoogiliselt saaksime, kui diferentsiaalvorrandi inteegriv
tegur on ainult y funktsioon, s. 0. u(y), et

Ny — M
f “M—y"’,
peab olema ainult ¥ funktsioon, ja kui ¢ =1, siis

fNI——Mydy
M -

u(y) =ce
N, —M,

kus e

u(y) =e
a) Diferentsiaalvorrand
2(y® 4+ 1)dx 4 3zy?dy =0,

nagu nigime, otseselt ei inteegru. Tema inteegriv tegur on ainuit
-1 funktsioon, sest
M,—N, 6/—3% 1
N o

3xy* z
Jarelikult

[E

z :elnz:x,

u(a:) &= €
mis on inteegrivaks teguriks, kui e=1.
b) Lineaarse diferentsiaalvorrandi

[P(x)y —Q(x)]dx 4+ dy =0
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inteegriv tegur on samuti ainult x-i funktsioon, sest et

M,—
N

Yeiapiz)

ja seega
u(z) = e JP@

Kasutades saadud inteegrivat tegurit, saame otseselt inteegri-
tava diferentsiaalvorrandi

[P(2)y — Q(z)]eJ P go 1 eI PP gy — o,
kus niitid

M,(z,y) = Ni(z,y) = P(x)e) P54
Inteegrides saame

fP(z)dz

z [ P@)z fPaydz, ¥
dv— [Qz)e  dz+e fay=c
To Yo

ny(x)e

ehk

- SP@ys [Payaz,
—[Q()e dz + e (y—v0) =C,

| fP@az =
Y e

millest
e f Pz)dz [ % f P(z)dz
- a [fQ(x)e da:—}—c].

?

| Plagis,

kus ¢ = yoe +C.

¢) Diferentsiaalvorrandi
(zy* —y*)dx + (1 —zy*)dy =0
inteegriv tegur, nagu nideme, ei ole 2-i funktsioon, sest

M,—N, 22y—3y+y 2y(z—y)
N EX 1—ay® b 3o ?

kuid ta on y funktsioon, sest et

N,—M, —y'—2axy-+3y° a2 2

i o—y v




Tahendab,

dy
el
u(y) =e fy = g2y :%z

on selle diferentsiaalvorrandi inteegriv tegur, millega korrutades
saame diferentsiaalvorrandi kujus
1
(x—y)dx—}—(;/—:-—x)dy_o,
kus niiiid
My(z,y) =N.(2,y) =—1.

Et teine inteegritav funktsioon saab x, = 0 ja %, = 0 puhul
Iopmatuks, selleks mirgime I6pmatuse véltimiseks z, =0 ja
Yo =1, s. 0. votame

z v
f(x—y)dx+f‘;—’!:c,
0 1

millest
x ( y
| 4 =
7 e el
0 1
e¢hk
o X1 =0
?_‘ e 4 PR ’
ks e=C—1%.

3. Kui diferentsiaalvorrandi
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
inteegriv tegur on korrutise zy funktsioon, s. o. p(zy) = n(z),
siis tingimuses
w(My — N;) = Np. — My,
on

dw du
e =V W=®o-

ja seega

(M, —N.) = (yN —aM) %,
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millest

duw M,—N,
e £
ja
M N,
et Yy z
= IN dez—}-lnc,
kust

M, — N
f_v__zdz
yN — zM

w(zy) =n(z) =ce

ehk kui ¢ =1, siis iiks inteegriv tegur on

My — N,

R o
kus
M,—N,
yN — M
peab olema korrutise zy — z funktsioon.
Niiteks, sddraselt voib lahendada diferentsiaalvorrandit

(¥ 4 2y?)dz + (x —2%y)dy =0,
kui tahistame a2y = z; siis

M,—N, (1 + 22y) — (1 —2xy) W 5 2

IN—aM  y(z—ay) —a(y + 209 2 =z

ja inteegriv tegur on (kui ¢ =1)

fdz
e j LY SIEG
p—e — B z‘—y" .
Peale korrutamist saadud inteegriva teguriga saame dife-
rentsiaalvorrandi

(& +3)de+ (Ga—2)av =0,
kus niiiid

R
2y

M,(z,y) =N.(z,y) =—
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Et inteegritavad funkisioonid ei muutuks I6pmatuks, selleks mir-
gime ®=1 jayYyp=1,8.0.

z y
f(73y+g)dx+f(;7_;7)dy:c,
1 1

millest
| 1 ! 1 i
|—E+lnxl—[;+lny|‘=C
ehk
x ¥
ln(g)-—a:c,
kug e =C—1:

4. Kui diferentsiaalvorrandi
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

inteegriv tegur on jagatise % funktsioon, s. 0. (%) = u(2) , siis

tingimuses
uw(My — N;) = Np. — My,
on
___Yydu _.1ldu
We=""gd’ W= 7 d
ja seega
b = y 1 d"
My ) = —( LN 4 1 MY 22,
millest
dp @ (N, —M,)
w— yN+aM o
ja
(2N, —M,)
ln n= w—‘ dz + ].n C,
kust

az

2Ny — M,)
u (%) &= w(z) =—o¢ f_ﬂVTMy

ja kui ¢ =1, siis inteegriv tegur on

u(%)=u(@=ef%%dz
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kus
2*(N, — M,)
yN + =M

peab olema jagatise —:— — z funktsioon.

Niiteks, diferentsiaalvorrandit

B %+ e + (24 L)y =0

x

saab lahendada, mirkides %: z; siis

(N, —M,) _ ””:f[_%g“zli)* 6:?/_%_+2)] — :
YN + =M (§g+%+3y=)+(3y2—%+2¢y) 4

ja inteegriv tegur on

dz

PSS i PR )
p= ==,

Korrutades antud diferentsiaalvorrandi mélemaid pooli saa-
dud inteegriva teguriga saame

(8v— 3 +20)dz + (8y + 1 +32)dy =0,
kus niiiid
M:'/(x’y):Nz(x,’y) —3 P

Viimast vorrandit otseselt inteegrides, mirkides 2y =1 ja yo=1,
saame

lf(3y——i— +2x)dx+j(8y+ 5+3) dy =C,
millest voime esitada iildlahendi kujus
| x2+3xy+4y2+ln(%):c,
kus ¢c=C -+ 8.

5. Kui diferentsiaalvorrandi
: M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

inteegriv tegur on niditeks ruutude summa 2* -+ %*> funktsioon,
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S. 0. u(@% + ¥?) = u(z), siis tingimuses

w(My — N;) = Np. — My,

on
d

uz:2:l:d—‘:, l‘yzzﬂ%
ja seega

w(M, — N.) = 2(aN —yM) %,
millest

d#« M,—N, ’y

2(xN——yM)

ja

1 i d 1

np= 5 | ~— z2+1Inc,
kust

sz—dez

n(a? 4 y*) = n(z) =ce

jakui ¢e=1, siis
fM — N
WO Phaple) ="V T

kus
M,—N,
N —yM
peab olema ruutude summa 2? + % — z funktsioon.
Selle vottega voime lahendada niiteks diferentsiaalvorrandit

(Ve +y* —2a)de + (Va2 4+ y* —y)dy = 0.

Siin

Y £ x
M,—N, _ VE+Y Vo +y T .
eN—yM "~ o(VE + ¥ — ) —y (VZ + ¥ —2) £

ja inteegriv tegur on
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mis muudab diferentsiaalvorrandi otseselt inteegritavaks, s. o.
 PMERGREE. AN, B TBTAY L IR S R
( wzw) +( \/x’+y=) g

xy —— ———
22 + ) V&' + ¥°
Et nimetaja ei hidviks, selleks mirgime 2, =1 ja 5,=20, 8. o.

f(l—ww) +f(1_

millest saame iildlahendi
T4+y—Vat+yi=c,

kus niitid

My(xz,y) =N.(z,y) =

)dx_.C

kus e —=C+ 2.

6. Analoogiliselt eelnevaga voiksime Kkisitella veel tervet
rida juhtumeid, kus inteegriv tegur on mingi z-i funktsioon, mis
omakord on nouetekohaselt valitud z-i ja y funktsioon, niiteks

 — i,, 2= ?—; , 2=2>—1y? jne. Kuid piirdume eespool-toodud

juhtla;mitega. Nende puhul tuleb iga kord leida vahe
My(z,y) —N:(2,y) .
Kui see vahe on 0, siis on juba avaldis
M(z,y)dz + N(z,y)dy
taisdiferentsiaal. On aga see vahe 0-st erinev, siis tuleb Vaadelda,
s .

M,—N v .
_ ¥ = on z-i funktsioon,
N,—M,

M— ”» y ”»
M,—N
AP
(N, —M,) ¥
“UNFaM " = ’”
M,—N
xNy__yM‘2 » x2 + y2 »
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Kui diferentsiaalvorrandi inteegriva teguri leidmine allub
iihele neist juhtumeist, siis v6ime leida inteegriva teguri, millega
korrutatult saame diferentsiaalvorrandit otseselt inteegrida.

§ 9. Funktsiooni voi argumendi suhtes ilmutatavad
diferentsiaalvorrandid.

Eespool-késiteldud juhtudel oletasime, et diferentsiaal-
vorrandit

F(x, y,g—Z).—_O

saab ilmutada tuletise g—: suhtes. Kuid praktiliselt ei ole see iga
kord voimalik, nagu niditeks diferentsiaalvorrandi

dy . dy e
Zﬁlnd_z_J_O

puhul. Siis katsume teda ilmutada kas funktsiooni y v6i argu-
mendi x suhtes.

1. Oletame, et diferentsiaalvorrandit
dy)
F (a: » Yo ) =
saab ilmutada funktsiooni ¥ suhtes, s. o.
gl dy
ara) f(x ’ d—z ’

kus niilid y-d vaatleme kui séltuvat muutujat ning «-i ja % -1 kui

soltumatuid muutujaid, kusjuures %- on omakorda z-i funktsioon.
dy

Tahistame siin w=P siis

y=Ff(z,p),
ja diferentsime

B=fuz,0) +fr =, D) E,

millest
dp p_fz (xyp)

dx Folz , p) ™=
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kus niitid parem pool on z-i ja p funktsioon, s. o.
d
Z=v(z,p).

Kui siin z lugeda argumendiks ja p funktsiooniks, siis vii-
mast vorrandit voime vaadelda kui tuletise suhtes ilmutatud
diferentsiaalvorrandit, mille idildlahendi leidmine on meil juba
teada, s. o.

D.%-olEs.¢):.
Asetades saadud p vidrtuse vorrandisse
y=7r(x,p)
p asemele saame
y=Fflz, p@,0)],
mis on diferentsiaalvorrandi
F(x, Y, %):0 ehk y:f(x,%)
iildlahend.

Et lahendada niiteks diferentsiaalvérrandit

selleks ilmutame teda y suhtes ja mirgime g—z =9, 80

y=2plnp.
Diferentsides

dy __ dp

g — 2Inp+2) 2
ja muutujaid eraldades

2(Inp 4+ 1) dp — daz

P

ehk

21nep e

ShiE dp —=dz,
leiame inteegrides

In2ep=2+4c,
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kust

YeFe—1
‘p=c¢e .

Asetame p vadrtuse vorrandisse
y=2pinp
saame antud diferentsiaalvorrandi iildlahendi

y=2e l/z-’—c_l(\/a:—}—c—l).

Ulaltidhendatud lahendusviisi puhul, lugedes p parameetriks,
tihti lihtsustub integraalkoverate geomeetriline kisitlus, kui
diferentsiaalvorrandi iildlahendi avaldame parameetrilises kujus,
8. 0. jatame x ja y avaldatuks parameetri p kaudu. Kiesoleval
juhul on antud diferentsiaalvorrandi iildlahend parameetrilises
kujus

= In%ep —c

== 2p In vy }
mille jiargi integraalkoverate kisitlus osutub ka siin ndhtavasti
lihtsamaks kui eelmise iildlahendi jargi, kus koordinaadid « ja ¥
on omavahel funktsionaalses seoses.

2. Oletame, et diferentsiaalvorrandit
dy) _

F (a; Ly d".%) sz

saab ilmutada argumendi z suhtes, s. o.
st dy

z=f (y ’ (E) ;
kus niitid 2z-i vaatleme kui séltuvat muutujat ning v ja ;l—i’ kui
soltumatuid muutujaid, kusjuures Z—Z on omakorda y funktsioon.

ik s dy

Tahistades oy =P S0

z=f(y,p),
ja diferentsides seda funktsiooni y suhtes, saame

T=hHw, D) +hHw, NE
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millest
dp ‘:T i gl fy(y ’ p)

dy — fp(y,p)
ehk

dp _
@—w(y,p) .

kus y-d vaatleme kui argumenti ja p-d kui funktsiooni ning vor-
randit kui tuletise suhtes ilmutatud diferentsiaalvorrandit, mille
iildlahend on

p=g¢(y,c).
Tiahendab, diferentsiaalvorrandi
z=f (y ' iz )

iildlahend on siis
z=fly, py,c)].
Ilmutades niiteks diferentsiaalvorrandi

T, [dy\? dy
vV 1+ (@) =2 +va
2-i suhtes ja mairkides (‘j—: = p, Saame
z=yV1l4p*—yp,
mida y suhtes diferentsides saame

o =VI+r—p+(=
Eraldades mu-utuJa,d

— g\
\/1+p y)d?/°

pdp ‘_1_1/_0
1+p2+y 53

saame inteegrides

%ln (147?))+Iny=1Ine
ehk

millest

i

p

o
>

. Borkvell — Diferentsiaalvorrandid. 65



Asetame kahest viimasest vordusest V1 -+ p? ja p viidrtused
vérrandisse :

*=yV1+p*—yp,
saame antud diferentsiaalvorrandi iildlahendi
r=c—Ve:—y?
ehk
2?4 y?—2c2=0,

mis esitab graafiliselt nulipunkti ldbivate ringjoonte parve, mille
keskpunktid asetsevad X-teljel, sest saadud vorrand kinnises
kujus on

(x—c)*+y*=c".

§ 10. Lagrange’i vorrand.

Funktsiooni 7 suhtes ilmutatud diferentsiaalvéorrandit
dy dy
v=2ag(5)+v (&
nimetatakse Lagrange’i vorrandiks.

T&ahistame selles v6rrandisg—z =45 8. 0,

¥ = ax¢(p) + p(p),
ja diferentsime

W= g(0) + [2¢'(®) + ' (DL

ehk
’ ’ d
p =) + [2¢/' () + ' ()]
Lugedes siin p argumendiks ja @ funktsiooniks, esitame viimase

vorrandi kujus

dv ?(p) __ v'(p)
dp p—ao(p)s p—o(p)’

mis kujutab niiiid lineaarset diferentsiaalvorrandit, mille ild-
lahendi vdime leida § 5-s esitatud vottega, kui »p — p(p) #0.
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Olgu selle lineaarse diferentsiaalvérrandi iildlahend
z=fi(p,c),
mille asetame vOrrandisse

¥y =2¢(p) + v(p),
saame

y=fi1(p,c)p(p) + p(p) =fp,c) .

Seega oleme 2 ja ¥ viljendanud parameetri p kaudu. Jirelikult
on Lagrange’i vorrandi iildlahend parameetrilises kujus

x:fl(p,c)} .
y="rf(n,¢) )’

Kui on véimalik neist vorranditest korvaldada parameeter p, siis
voime Lagrange’i vorrandi- iildlahendi esitada kujus

D(z,y,c) =0.

Niiteks diferentsiaalvorrand

e e O dy |2
y=203F— ()

kujutab Lagrange’i vorrandit. Tahistades Z—fc — p saame
Yy =2xp—p?,
mida diferentsides leiame
dy __ 5 dp
P =2p+ (2a—2p) L,
millest

dw | 22
a»ty =2

mis on lineaarne diferentsiaalvorrand, kus

’

mng,mmza

ja mille iildlahend on
L. a 2 fjﬁ
& =g fp[Qfefpdp+c]
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ehk
2p e
= :3- + "p—z .
Paigutame z-i vididrtuse algvorrandisse, saame
P 2
V=75 -+ "

Téahendab, antud diferentsiaalvorrandi iildlahend parameetrilises
kujus on

_2p c
x_—3—+F
T
y=%+ 4 A4

§ 11. Clairaut’ vérrand.

Lagrange’i vorrandis oli tingimuseks, et p # ¢(p). Kui aga
p = @(p), siis Lagrange’i vorrand omab kuju

Yy =xp + p(p)
ehk

_ .y dy
mis kannab Clairaut’ vorrandi nime.

Clairaut’ vorrandi lahendame analoogiliselt Lagrange’i vor-
randiga. Diferentsides saame

dy o 4 ’ dp
=Pt l+y®lz.
dy __ .e
Et iz — P, siis
dp ; ad
s [x+1/J(p)] =1
See vordus kehtib, kui

dp

%=V
millest

p=c.
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Asetame selle p viddrtuse Clairaut’ vorrandisse, saame iihtlasi
vorrandi iildlahendi
y=cx+ y(e),

mis on esimese astme vorrand. Seega Clairaut’ vorrandi iild-
lahend esitab geomeetriliselt sirgete parve. Integraalkdverad on
siin sirgete parv, mille tGus on vastavalt vordne parameetriga c.

Samuti kehtib vordus

P [+ (@1=0,
kui

z+y'(p) =0
ehk
z=—yvy'(p),

mida Clairaut’ vorrandisse asetades saame

y=—py'(p) + »(p) .
Korvaldades vorrandsiisteemist

z=—1y'(p) }

¥y =—py'(p) + w(p)

parameetri p, leiame samuti Clairaut’ vorrandi lahendi
U4 (x ’ ?/) =1 s

kus puudub parameeter c.
Graafik, mis saadud lahendile vastab, ei ole enam sirge joon,

vaid kover, sest puutuja tous p = %’ on siin parameetriks, mis

ei oma ainult iiht ja sama konstantset viartust. Et puutepunkti
asendi muutumine sellel graafikul tingib puutuja téusu muutu-
mise, siis tihendatud graafik ei v6i kujutada ka sirget joont.
Seega Clairaut’ vorrandi lahendit ¢ (x,y) = 0 ei ole vdimalik
saada vorrandi iildlahendist y = ex + y(¢), kuigi annaksime
parameetrile ¢ mistahes véadrtusi. Clairaut’ vorrandi lahend
P (xz,y) =0 on seega singulaarne ehk isedrane lahend.
Clairaut’ vorrandi isedrane lahend esitab sirgete parve

y=cx+ ylc)
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méahisjoont, s. o. integraalkoverate iihispuutujat. Sest kui
integraalkoveraid (praegusel korral sirgete parve) esitab vorrand

y=cx+yle),

siis nende mé#hisjoont esitavad parameetrilised vorrandid
y=cx+ w(c)}
O=2+y'(c) |°

Korvaldada neist vorranditest parameeter ¢ on sama, kui korval-
daksime vorranditest

¥ =2+ y( p)}

0 =2+ vy'(p)
parameetri p , ning seepérast saame

P (z,4).=0.
Seega Clairaut’ vorrandi isedrane lahend

P(z,y) =0
esitab sama vorrandi iildlahendiga

¥y = cx + y(c)
madratud sirgete parve méhisjoont.

Niiteks diferentsiaalvorrand
a dy

. dy dx
y_xa‘x———_“—‘/w’
dz

kus @ — konst., kujutab Clairaut’ vérrandit. Tihistame gg_ Bigy,
8.0,

ap

Y =P — ——
ot e T

ja diferentsime

dy a dp
i £ R R AL . S .
da +[ 1+ p)VI+ p’]d”

millest

dp a
2 —
dw[ (1 +p)V1 +,,=]
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Vorrandist

d;
=0
saame
p=c
ning iildlahend on seega
ac
= C¥ — s
Yy = 1

mis esitab sirgete parve.

Vottes vorrandi

a

r?r————-mmm-m-
(1+p)V1+9p
millest
e=— 2 ELJ,
(14 p)V1 + p?
ja paigutades z-i viddrtuse algvorrandisse, saame
i ap . ap
1+p)V14p* V14p°

ehk

3

A+pPIVIi+p
Tahendab, antud diferentsiaalvorrandi isedrast lahendit kuju-
tavad parameetrilised vorrandid

Y=

a
r=—
1+ 9)V1+9p l

yp=Lic Ml __—’
A+IVItr

mis esitavad graafiliselt sirgete parve

y=r————
viteé
méhisjoont,
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Et korvaldada maihisjoone parameetrilistest vérranditest
parameeter p, selleks viime mdlema vorrandi molemad pooled

p
astmesse 3 8. 0.

2
g
=i{i
’
2
yg— asz
T 149

ja liidame saadud vorrandid, saame mé#hisjoone vorrandi kujus
2 2 2
xd e y!‘ 2 a!f ]
See sirgete parve méihisjoone vorrand esitab koverat, mida
nimetatakse astroidiks (7. joon.), mille puutujate koordinaat-

7. joonis.

telgede vahelised 16igud on isekeskis vordsed, sest et vabalt voetud
punktis (xly) puutuja 16igu projektsioon X-teljel on

Yy nilins, 55 35 RSN ¢
o +tan(180°—a) o b tana - p’
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kusjuures

x—% — acos (180° — a) = —a cos o =

—_—— =F —,
tVittana  Vitp

millest

y=op £ —,

V14 p*
mis kujutab astroidi puutuja vorrandit, kus « on puutuja 16ik
koordinaattelgede vahel, mis on iiks ja sama koéigi puutujate
puhul.

§ 12. Isearased lahendid.

1. Oletame, et diferentsiaalvorrand
dy\ __
F (x Y ,@) =0
omab iildlahendit
D(x,y,c) =0.

Clairaut’ vorrandi puhul ndgime, et integraalkoverate parve
y = cx + yp(c)

mahisjoon esitab ka Clairaut’ vorrandi integraalkoverat, mida ei
voi saada integraalkoverate parvest iihegi ¢ viddrtuse puhul ja
mida nimetatakse seepdrast singulaarseks ehk isedra-
seks integraalkoveraks.

Uldiselt, kui integraalkoverate parv

D(x,y,¢) =0
omab méhisjoont

'p(xyy)zoy

siis see mihisjoon esitab alati diferentsiaalvorrandi integraal-
koverat. Sest kui votame mihisjoonel mistahes punkti (x|y),
siis selles punktis méhisjoon puudutab iiht integraalkoverat par-
vest @ (z,y,c) =0 ja tal on selles punktis integraalkoveraga

ithine puutuja, tousug: :-ilg. See punkt on iihtlasi integraalkovera
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dy rahuldavad

punkt, mille koordinaadid « ja ¥ ning puutuja tous v-.:

diferentsiaalvorrandit
dy\ _
F(x, Yz = 0.
Et mahisjoon ei kuulu iildiselt integraalkdverate parve
D (x » Y, C) =0

hulka, siis nimetatakse teda singulaarseks ehk iseiraseks integraal-
koveraks ja vastavat funktsiooni

P(z,y) =0
singulaarseks ehk isedraseks lahendiks.

Nagu edaspidi ndeme, voib isedrane lahend erijuhul iihtida
teatava erilahendiga, s. o. integraalkdverate parve mahisjoon
voib juhuslikult ka kuuluda parve koverate hulka.

a) Koverate parve vorrand
(z—e)? 4+ (y—c)>?—9=0,
kus ¢ on parameetriks, esitab ringjooni raadiusega 3. Maihis-
joone leidmiseks votame osatuletise parameetri ¢ suhtes

L (x—e)+ (y—c)2—9] =0

ac

ehk
—2(x—c¢)—2(y—c) =0,
millest
ey 0%
c="5— .

Paigutame saadud ¢ viiartuse koverate parve vorrandisse, saame

=252 +lo—252 —s=0

ehk
y==2x + 3V2,

mis esitab kaht paralleelset sirget, tousunurgaga 45° . Need sirged
on ringjoonte mahisjoéned (8. joon.).

b) Diferentsiaalvorrandi

(%)2— 4333%—}— 8x%y =0
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8. joonis.

dy

tildlahendi leidmiseks mérgime =P ja ilmutame vorrandi
y suhtes, s. o.
pomtls ol
e -
Diferentsides
dy __p P, (&__ P)\dp
@"?"‘W""(z 42°] da’
millest
dp __da
T

ja inteegrides leiame
Inp=lnzdine;.p=cx.

Paigutame saadud p viidrtuse diferentsiaalvorrandisse, saame
iildlahendi

(cx)?2— 423 - cx + 8x*y =0
ehk

cx’ c

.y

Isedrase lahendi leidmiseks votame osatuletise parameetri ¢
suhtes
9 e’ g e .
w(F5—v)=0
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ehk
millest

Asetame saadud ¢ vaartuse diferentsiaalvorrandi iildlahendisse,
saame diferentsiaalvorrandi isedrase lahendi

xd
y = '{f ’
millele vastab geomeetriliselt integraalkoverate maéhisjoon
(9. joon.).
2. Kui koverate parv

y *xkn D(xpy.c)=0
1]
e omab maihisjoont, siis selle joone mis-
tahes punkti koordinaadid rahuldavad
vorrandeid

D(x,y,c) =0
d)c(x,y,c):o}'

Koérvaldades neist vorranditest para-
meetri ¢, saame vorrandi

D(z,y) =0,
kus D(z, y) nimetatakse vorrand:
d(x, ¥y ¢) =0 diskriminan-

diks. Diskriminantvorrandit rahul-
davad mihisjoone iga punkti koordinaa-
did, kuid peale selle véivad diskrimi-
nantvorrandit rahuldada veel koverate

D (x,vy, ¢)=0
|/
singulaarsete ehk isedraste punktide

koordinaadid, s. o. vorrand
D(z,y) =0
esitab iildiselt méhisjoont

9. joonis. P(x,y) =0
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ja peale selle veel koverate
D(x,y,¢) =0
isedraste punktide geomeetrilist kohta.

Diferentsiaalarvutusest teame, et koveral
F(x,y) =0

voivad asetseda singulaarsed ehk isedrased punktid (sélm-, tipp-
voi isoleeritud punktid), kui

Foz,y) =0, Fy(x,y)=0,

kusjuures isedraste punktide koordinaadid peavad rahuldama
vorrandeid

F(z,y) =0, F.(z,y) =0, F,(z,y)=0.
Kui niitid integraalkoveral
D(x,y,¢) =0

on isedrased punktid, siis nende punktide koordinaadid peavad
rahuldama vorrandeid

¢(x,yrc):07 (p-"(xyyyc):O’ ¢y(x,?/,c):0,

mille juured on iihtlasi isedraste punktide koordinaadid. Kui ise-
Araste punktide geomeetriline koht moodustab joone, siis selle
joone iga punkti koordinaadid rahuldavad neid kolme vorrandit.

Umberpoordult, kui
D(z,9,¢) =0, DAz,y,a)=0vibylz;9,8) =0,
siis, korvaldades vorranditest
Dz, 9, 0) =0, Dlx;y,0)=0
parameetri ¢, saaksime
G(z,y) =0,

mis madrab iildiselt joone, kusjuures ainult selle joone punkti'd
voivad olla isedrasteks punktideks. Seega, kui isedrased
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punktid on olemas, siis nende punktide koordinaadid rahuldavad
ikka vorrandit

Gz Yy)=7.
Kui seejuures vorrandiga
D(z,y) =0
madratud kovera punktide koordinaadid rahuldavad vorrandit
G(z,y) =0,

siis integraalkoveratel @ (x,y,c¢) = 0 voib asetseda isedraseid
punkte ja seega vorrand

D(z,y) =0

ei tarvitse esitada méihisjoont, vaid v6ib olla isedraste punktide
geomeetriliseks kohaks.
Kuid v6ib juhtuda, et vorrand

D(z,y) =0

esitab mitut joont, kusjuures siis moni neist voib olla méhis-
jooneks ja moni iseidraste punktide geomeetriliseks kohaks.
Samuti voib juhtuda, et vorrand

D(z,y) =0

esitab joont, mis on iihtlasi mihisjooneks kui ka isedraste punk-
tide geomeetriliseks kohaks. Seepirast tuleb isedrase lahendi
leidmisel alati kindlaks teha, kas diskriminantvorrandiga antud
funktsioon esitab mé#hisjoont voi mitte, s. o. kas ta annab ise-
drase lahendi voi mitte.

a) Diferentsiaalvorrandi

—1 (%) —1=0
iildlahend on

(y—1)*—9(x+¢)*2=0,
sest et

dy 2

Pt e iy —1dy —

Jvi—ldy=+2 [z, (y—DVy—1=18@+c)
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ja
(y—1DVy—1—38@+e)] [(y—1DVy—1+38(x+¢)]1=0
ehk

(y—1)*—9(x+¢)2=0.

Isedrase lahendi leidmiseks votame osatuletise parameetri ¢
suhtes
2 [(y—1)*—9(z4¢)?] =0
ehk
—18(x+¢) =0,
millest

C=—12xX.
Paigutame ¢ viidrtuse iildlahendisse, saame diskriminantvorrandi

(y—1)2=0
ehk
y—]-:O,

mis esitab X-teljega paralleelset sirget. See sirge ei ole aga inte-
graalkoverate mihisjoon, vaid sellel sirgel asetsevad integraal-
koverate isedrased punktid, sest kui

9 3 ;e
2 [y —1)"—9(x+ ©)?] =0

5[ —1—9( +¢)*1 =0

ehk
—18(x+¢) =0
3(y—12=0,
millest
L B Bt TE— (L

siis punktide koordinaadid (— ¢ | 1) rahuldavad integraalkdoverate
parve vorrandit

(y—1)°—9(z +¢)* =
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kui ka diskriminantvérrandit
y—1=0.

Seega sirge y — 1 = 0 on diferentsiaalvorrandi iseiraste punktide
geomeetriline koht. Need iseirased punktid on integraalkdoverate
tipp-punktid (10. joon.). Jiarelikult pole y —1 =0 dife-

9

3 ya1

-4 0 4

10. joonis.

rentsiaalvorrandi isedrane lahend, mis ndhtub ka sellest, et ta
diferentsiaalvorrandit ei rahulda.

b) Diferentsiaalvorrandi

4(y—1)
) +(3y—2) =8

tildlahend on
¥yy—1)+ (x—e)>=0
sest et

131/2

dy, 2=FyVl—y-+ec
Vi—y

g B o
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ja
(x—e—yVI—y)(z—c+yVI—y) =0
ehk
Py—1) + (@ —)* =0,

mis esitab koverate parve (11. joon.).

11. joonis.

Iseirase lahendi leidmiseks votame

Sy —1) + (@—0)*1 =0
ehk
——2Ux—)y =0,
millest
C=J.

Asetades ¢ vidrtuse koverate parve vorrandisse, saame diskrimi-
nantvorrandi

v@y—1) =9,
kust leiame

Y= 0 PRl A et 1==0 s
milledest esimene esitab X-telge ja teine X-teljega paralleelset
sirget.

6 A. Borkvell — Diferentsiaalvorrandid. 81



Vaatleme edasi, kas saadud sirged esitavad méhisjooni véi
isedraste punktide geomeetrilisi kohti. Kui koverate parvel on
isedraseid punkte, siis

@ —1) + (2 —)*] =0

d 9 9 =L
o Wy —1D +(@—0e)1=0
ehk
2(x—=¢) =0
3P —+2y=0,
millest ,
Tl=5 k=0, y:%.
Punkti (e | 0) koordinaadid rahuldavad koverate parve vor-
randit
Py—1)+4 (z—=¢)2=0
ja ka vorrandit
ning seega sirge y — 0 on isedraste punktide asukoht. Kuid
punkti (cl%) koordinaadid ei rahulda koverate parve vorrandit

ja seega sirge ¥ :% ei sisalda isedraseid punkte. T#hendab,
sirgetest, mille vorrandid olid ¥y =0 ja ¥y — 1 = 0, esimene méii-
rab isedraste punktide geomeetrilise koha ja teine méhisjoone.
Jéarelikult on ainult ¥y —1 =0 diferentsiaalvorrandi isedrane
lahend.

Nagu jooniselt ndeme, on isedrased punktid koverate kahe -
kordsed solmpunktid.

¢) Kui koverate parve vorrand on niiteks
y2___ (x+c)3:07
siis méhisjoone saamiseks vétame
J 2 g
3 WP—@+e)l1=0
ehk
T 3(x + 0)2 = ’

82



millest
i

ja diskriminantvoérrand on siis
Y= 0.

Isesdraste punktide saamiseks votame
0
o lV¥— (@ +0)°]1=0

¥r
@[y~——(x+0)3] =20

ehk
—38(x+¢)2=0
=0
millest
T =, Yg—=10.

Punkti (— clO) koordinaadid rahuldavad koverate parve vorran-
dit ja ka diskriminantvorrandit. Siin sirge y — 0 on koverate
parve puutujaks ja iihtlasi nende tipp-punktide geomeetriliseks
kohaks (i2. joon.).

y4

A B
ne

\

12. joonis.
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3. Diferentsiaalvorrandi isedrase lahendi voime saada ka
ilma iildlahendit leidmata, mist6ttu on isedrane lahend kergesti
leitav.

Vaatleme méahisjoonel m mistahes punkti (x | y) ja olgu Il seda
punkti ldbiv integraalkoverate parve kover (13. joon.). Et mole-
mad kéverad m ja Il on integraalkove-
rad, siis peavad vastavad funktsioonid

rahuldama diferentsiaalvorrandit

(x]v) F(w,y,%):o
ehk
<, F(z,y,p) =0,
kus p :% . Need funktsioonid pea-
13. joonis. vad aga ka rahuldama vorrandit

Fo(z,y,p)+F,(z,y,p)p+F,(2,y,p)q=0,

kus g = adl—g S % , mis on saadud vorrandi F(z,y,p) = 0 dife-
rentsimisel.

Olgu punktis (« | ) maihisjoonele m vastava funktsiooni, s. o.
isedrase lahendi esimene tuletis p, ja teine tuletis ¢, ning
integraalkdverale | vastava funktsiooni, s. o. erilahendi esimene
tuletis p, ja teine tuletis q,, siis on

Pn=D1 =29,
kuna tildiselt
Um F Qi -
Seega peab olema iihelt poolt
Fe(x,y,p) + Fy(x,y,p)p+Fp(2,y,0)qn=0
ja teiselt poolt
Fo(z,y,p) +Fy(z,y,p)p+F,(x,y,p)0, =0,
kust lahutades leiame

Fo(x,y,p)(@n—aq;) =0.
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Et'aga iildiselt gn— q; # 0, siis peab olema
Fp(x’y)p) =¥,

mida peavad rahuldama isedrase integraalkovera iga punkti
koordinaadid.

Korvaldades vorranditest

F(z,y,p) 20}
Fp(x;y,p):()
7, saame

E(x,y) =0,

kus E(x,y) nimetatakse vorrandi F(z,y,p) = 0 diskriminan-
diks. Siin on E(z,y) = 0 diferentsiaalvorrandi iseirane lahend
P(x,y) =0voi P(x,y) on diskriminandi E(x, y) liks teguritest.

Niiteks eespool-kisiteldud diferentsiaalvorrandi

2 4(1/—1)
vasaku poole
4(1/—1)

osatuletis p suhtes on

F (z,y,p) =2p=0,

millest
=0
ja seega
dy—1) _
(3y —2)* g
kust

on selle diferentsiaalvorrandi isedrane lahend, mis esitab
integraalkoverate méahisjoont.
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§ 13. Isogonaalsed ja ortogonaalsed trajektoorid.

Kui koverate parve
Dz, yrey=0

loikab iihe ja sama nurga « all mone teise koverate parve iga
kover, siis nimetatakse teise parve koveraid esimese koverate
parve isogonaalseteks trajektoorideks. See on
isogonaalsete trajektooride parv. Erijuhul, kui koéverate 16iku-
misel o = 90°, siis teise parve koveraid nimetatakse ortogo-
naalseteks trajektoorideks, mis moodustavad ortogo-
naalsete trajektooride parve.

Otsime koverate parve vorrandile
D(x,y,c) =0

teise niisuguse vorrandi, mis esitaks koveraid, mis 16ikaksid antud
parve koveraid nurga  all, s. o. antud koverate parve isogonaal-
sete trajektooride vorrandi. Selleks moodustame diferentsiaal-
vorrandi

dy __

Y f,v),
mille iildlahend oleks

D(x,y,¢c) =0.

Siis antud koverate parv esitab leitud diferentsiaalvorrandi
integraalkoveraid, mille mistahes punkti (« | y) peab labima isogo-
naalne trajektoor ja moodustama integraalkdveraga nurga o , mis
on integraalkovera ja isogonaalse trajektoori l6ikepunktis tomma-
tud puutujate vaheline nurk (14. joon.).

Kui integraalkévera puutuja tousunurk punktis (« | ) on a
ja isogonaalse trajektoori puutuja téusunurk samas punktis on §,
siis

ﬁ = + w
ja
tana + tan @
l1—tanag tan @ °

tan p =tan (a + w) =



Et
tan o :(‘g = f(x,y)

ja tan » on antud suurus, siis

_ f(=z,y) +tano
= 1—f(z,y)-tanow’

mis viljendab niiiid isogonaalse trajektoori mistahes punkti
koordinaatide ja selles punktis tommatud puutuja tousu funktsio-

J
CP(x,s,c,):O

P(x,%,6)=0
9

0 \ / \ P (x,9,¢5)=0

14. joonis.
naalset seost. Seega on ta isogonaalsete trajektooride parve dife-
rentsiaalvorrand. T#histame siin tousu tan f = Z—Z jatanw==F,

siis isogonaalsete trajektooride parve diferentsiaalvorrand omab
kuju

dy _ f(z,y) + k

de™ 1 —Fkf(x,y)’
mille iildlahend esitab isogonaalseid trajektoore, mis loikumisel
iga koveraga parvest @ (z,y,c) = 0 moodustavad iithe ja sama
nurga o .

Ilmutades isogonaalsete trajektooride parve vorrandi f(z,¥)

suhtes saame

d_——k
x
e 9 = MEREDT -
14+ k%Y
da
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millest ndhtub, et isogonaalsete trajektooride parve diferentsiaal-
vorrandi saamiseks tuleb antud koverate parve diferentsiaal-

vorrandis dy asendada avaldisega

dx
W__y
,dx i
dy’
k
A dx

kus k& on koverate loikenurga tangens.

Ortogonaalsete trajektooride puhul k = tan 90° = co ja

flx, y)
S i £
da ™" -—f(x y) f(x,y) E
millest
.k 1
f(z,y) o e

dz
Seega ortogonaalsete trajektooride parve diferentsiaalvorrand

saadakse, kui antud koverate parve diferentsiaalvorrandis %’c

asendada tema poordviadrtusega vastupidise méargiga, s. o.

a) Leiame koverate parve.
= e
ortogonaalsete trajektooride vorrandi.

Antud koverate parve diferentsiaalvorrand on

dy — 22

an = ce (— 2z)
ehk

dy __

= iy,

Ortogonaalsete trajektooride diferentsiaalvorrandi leidmiseks
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dy 1

asendame o avaldisega —@ , Saame
dx
dy __ 1
de™ 2xy’

Muutujaid eraldades leiame selle diferentsiaalvorrandi iildlahendi

dx
fe-fon

Inzg=9%2+1Inec,

ehk

millest
T ="eb¥'s

mis esitab antud kéverate parve suhtes ortogonaalseid trajektoore
(15. joon.).

¥

Yy
X=~Ze 2
_L y
X==€e
4 23;
X=e

15. joonis.

b) Paraboolide
y2 =gk,
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kus ¢ on parameetriks, ortogonaalsed trajektoorid on ellipsid.
Toepoolest, paraboolide diferentsiaalvorrand on

dy __V2c

de — 2\/;
ehk

__Y

dz = 2z

ja ortogonaalsete trajektooride diferentsiaalvorrand

ehk
2z dx e ydy sl ’

x'—’—}-%:c

ehk

2 y_*_
_+%_1,

c

(16. joon.).

16. joonis.

§ 14. Paralleelsed koverad.

mida inteegrides saame

mis esitab ellipseid
keskpunktiga nullpunk-
tis, fookusega Y-teljel
ning pooltelgedega Ve
ja V2, kui ¢>0

Kui koverate parve iihe kovera mistahes punktis tommatud
normaal on iihtlasi ka koikide teiste koverate normaaliks, siis nime-
tatakse neid koveraid paralleelseteks. Niiteks, kontsent-
rilised ringjooned on paralleelsed, sest et nad rahuldavad seda

tingimust.
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Et leida koikide kdverate vorrand, mis oleksid paralleelsed
antud koveraga, mille vorrand on

¥ =o¢(2),

selleks tombame antud koverale vabalt véetud punktides normaa-
lid, mis peavad siis olema ka teistele koveratele normaalideks.
Seega antud kover on normaalide parve ortogonaalseks trajek-
tooriks, ja timberpoordult, antud kovera ortogonaalseteks trajek-
toorideks on normaalide parv. Tdhendab, et leida antud koveraga
paralleelsete koverate parve vorrand, selleks tuleb enne leida nor-
maalide parve vorrand ja siis normaalide parve ortogonaalsete
trajektooride vorrand.

Votame koveral
Yy = ¢(x)

mistahes punkti [¢|¢(c)]. Selles punktis kovera normaali vor-
rand on :

1

70 (®x—¢).

y—gle) =—

Kui viimases vorrandis loeme ¢ parameetriks, siis see vor-

rand esitab kévera y — ¢(x) normaalide parve. Diferentsides
naeme, et

. TR T
de — @'(c)’ g
Korvaldades vorranditest
¥ — gle) = — - (z—¢)
v - g'fe)
gz_; 8 p !
dx ~— v (c)

parameetri ¢, saame normaalide parve diferentsiaalvorrandi
dy\ __
F ( T, Y g, ) =0
Normaalide parve ortogonaalsete trajektooride diferentsiaal-
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vorrandi saamiseks asendame normaalide parve diferentsiaal-

& . dy A 1
vorrandis s avaldisega —@, S. 0.
dzx

F'(x’ Y, —Ndiy-):()’
dx

mille {ildlahend esitab siis koverate parve, mis on pafalleelsed
antud kdveraga y = ().
Niiteks vorrand

e B
ks ‘Taed

esitab nullpunkti ldbivat parabooli (17. joon.), kusjuures

dy

8 d_x — x .
~N
iy Kui z = c¢ lugeda parameet-
U > . . .
2 riks, siis parabooli normaalide
~ ; parve vorrand on
\ . S S e
b Yoy @ = (8~ 0)
‘ X 2 ohk
\*?//\ ;
5 g aanaf, i,
Y= pu iy =L
-5
kust
17. joonis. dy _ __ 1
de g

Korvaldades vorranditest

2 e
Yy=— ;-rg"r‘l
y__ 1
de c

parameetri ¢, saame normaalide parve diferentsiaalvorrandi

dy 1
% g+1;

y=2
)

-+
2
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mis kujutab Clairaut’ vorrandit, mille iildlahend esitab sirgete
parve.

Asetame saadud diferentsiaalvorrandisse % asemele — %/"’
dx

saame normaalide parve ortogonaalsete trajektooride ehk antud
parabooliga paralleelsete koverate diferentsiaalvorrandi

U= x( ) (dQ) +1,
2 dx
mille iildlahend on otsitavate paralleelsete koverate vorrand.

Viimane diferentsiaalvorrand kujutab Lagrange’i vorrandit.
dy

Mirgime 7, =P, siis
B S Wy  a

Yy = P b 9 1
ja diferentsides saame

dy dp

Z=—3tF+o)2
millest

dax z e A

dp p(»P+1) " p+1°
mis on lineaarne diferentsiaalvorrand, kus

P(p) = Q(p) =

Lahendades leiame

o s ot 1z S
2 2
g i p(p+l)[f’?;1.e p(p+1>dp ! c]—

P
:ef(%_”*%)dp[jp’;l .eﬂ”—?%*%)dp dp—l—c]:

lnp—5%in(p2+41) P° Fm@4H1n—inp
o . —~ . € d Sy
UP'+1 P+

p(p+1)’ +1

In ,_._p_: lnl/_"?"’—{:l
—e VP! »* PG Q1
='e . b _nimcnii¥g 4 g e =
[fp"’“l " ]
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P Lo =
vp=+1U\/p2+1 p+°]

3 =
v - +1[Vp+ +cl= p+v +1,

mida paigutades vorrandisse

¥ b £
&Il +5+1
x-1 asemele saame
P* ¢
V=g .
2 P +1

Seega antud parabooliga paralleelsete koverate parameetrilised
vorrandid on

z=p+

\/p + E l
p* &
= ST
= PNE S ll
17. joonisel esinevad antud parabooliga paralleelsed koverad,

mida esitavad saadud parameetrilised vérrandid, kui ¢ =2 ja
eis= B

§ 15. Evolvendid.

Diferentsiaalarvutuses nigime, et kovera koveruse kesk-
punktide kogu moodustas samuti kévera, mida nimetasime antud
kovera evoluudiks, kusjuures evoluudi puutujad olid iihtlasi
antud koverale normaalideks.

Kui on antud kovera vorrand, siis voime leida evoluudi vor-
randi, ja timberpoordult, kui on antud evoluudi vorrand, voime
leida ka algkovera ehk evolvendi vorrandi.

Et evoluudi puutujad on evolvendile normaalideks, siis evo-
luudi puutujate parve vorrand on iihtlasi evolvendi normaalide
parve vérrandiks. Evolvent on seega oma normaalide ehk evo-
luudi puutujate ortogonaalne trajektoor.
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Olgu evoluudi vérrand
y=g@).
Votame evoluudil mistahes punkti [e | ¢@(c)] ja selles punktis evo-
luudi puutuja, mille vorrand on
y—ogle) =¢'(e)(z—c).
Kui ¢ lugeda parameetriks, siis viimane vorrand esitab evoluudi
¥ = @(x) puutujate parve, kusjuures
X =gl).
Korvaldame vorranditest
y—q(e) =g¢'(e)(x—c)
g S () }
parameetri ¢, saame evoluudi puutujate parve diferentsiaal-
vorrandi

Pl v ) =0,

mis on iihtlasi otsitava evolventide parve normaalide diferentsiaal-
vorrandiks. Evolventide parve kui ortogonaalsete trajektooride
diferentsiaalvorrandi saame, kui paigutame saadud vorrandisse

dy
= asemele — @- .

dx

8. 0.

mille iildlahend esitab siig evolventide parve.
Niiteks parabooli (evoluudi)

3

s - GG

Yy = B x°,
millest

T

2= L



puutujate parve vorrand on

y—-%ﬁ:c(x—c)

ehk
S cx——iﬂ
y— 2 )
kust
day
da Tl

Koérvaldame vorranditest

cE
Y CL e ¥ l
dy I
nTe

parameetri ¢, saame parabooli puutujate ehk evolventide nor-
maalide diferentsiaalvorrandi

d 2
ymaf—i (3,

de” 2 \dx
mis kujutab Clairaut’ vorrandit. Evolventide parve diferentsiaal-
vorrandi saame sellest vorrandist, paigutades % asemele — diy':
dax

5 il 1 1
=¢ 5 «E) T TR
( g R ] -
mille iildlahend esitab evolventide parve.

Et viimane diferentsiaalvorrand kujutab Lagrange’i vorran-
dit, siis

famieni-4iA] ¢
iy lofe?
ja
dy 1 @ 1) dp
a=—7+Et+Ha
millest
dx x 1

dp  p(p*+1) =P+ 1)




mis on lineaarne diferentsiaalvorrand, kus
3.4 d

PO) = — 5555 90) = 5 1y
Saadud diferentsiaalvorrandi iildlahend on

S5 ) L P
5 = efP(P’+l) . (‘/‘; .e—fp(P2+l)dp + c]:

p’(p* + 1)

G -f s
—e VPFI g\
= e o o=t —
FETD P Te|=

s Vr+1 i
"sz—ﬁ[ FF+1) d”+c]—

» []np+2+2\/p+1 VP;;1+C]_

\/p +1
Paigutame vorrandisse

jiu pumsi @

P 2p*
z-i asemele saadud vaartuse, saame

y b _llnp’+2+22\/p’+1 _|_c)_
VP + 1\4 P

Seega antud parabooli evolventide parve parameetrilised vorran-

did on

__» (1 . riz4e2viTi_ VPIL
x_\/p=+1(4ln p’ 2p* +c)
a asd a P22V +1 c)

g \/p’+1( » ¥

§ 16. Diferentsiaalvérrandi graafiline lahendamine.
1. Esimese jargu diferentsiaalvérrand
dy\__
F (:c g S %)_ 0
kujutab geomeetrilises mottes funktsionaalset seost integraal-

7  A. Borkvell — Diferentsiaalvorrandid.
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kovera mistahes punkti (x|y) koordinaatide ja integraalkévera
puutuja tousu Zg vahel selles punktis.

Kui diferentsiaalvorrandit
dy
F ( AR a;) =8

on véimalik ilmutada tuletise ¥ suhtes, s. o. .

dx
X = femiy),
siis f(x,y) viljendab selle diferentsiaalvorrandi integraalkdvera
puutuja tousu punktis (x]y), mille jargi voime joonestada selles
punktis integraalkovera puutuja, ilma integraalkovera kuju tead-
mata. Andes muutujaile x ja y mistahes vadrtusi (x,, 1),
(22, ¥2), (23, ¥3), ..., saame vastavates punktides integraal-
koverate puutujate tousud f(xy, v1), f(xs2, ¥2), f(xs, ¥s3), ...,
ja seega ka vastavad puutujad (18. joon.). Niisuguste puutu-
jatega voime tdita kogu tasapinna,
kus siis tekib nn. integraalkoverate
4 - sihtide vali.
\ Integraalkoverate sihtide vilja
voime kujutada ka nonda, et mér-
/4‘"”') o gime tasapinnal need integraalkove-
\\(x“ ’ rate punktid, milles integraalkdve-
0 X rate puutujad moodustavad iihe ja
sama tousunurga o. Siis saame vor-
randi

18. joonis.

flx,y) =tana,

mis esitab punktide geomeetrilist kohta, mille iga punkti ldbiva
integraalkévera puutuja tous on konstantne suurus. See punktide
geomeetriline koht moodustab joone, mida nimetatakse integraal-
koverate sihtide viljaisokliiniks. Niisaameisokliinide
valja.

Joonestades niiteks isokliinid, mille vorrandid on

e, )y =0 """ [ (a0 ey =2 Ry iR

saame rea koveraid (voi erijuhul sirgeid), mille punktides
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integraalkoverate tous on teada, ja seega voime saada integraal-
koverate sihtide vilja.

Niiteks kui diferentsiaalvorrandis

dy __ x

| AT
margime a = 30, siis tan a = \% ja vastava isokliini vorrand on

y:_\/gx )

mis esitab nullpunkti Idbivat sirget, mille mistahes punkti ldbiva
integraalkovera puutuja tousunurk on 30°.

Analoogiliselt voime méarkida niditeks, et
ai=.00° , 0%, - 120°, /150°%, 180%;

kus vastavalt

San g VR, . 00, V8, sy N,
V3
siis isokliinide vorrandid
on .|
y=——=z, y=0,
y=-—1~z, y=Vsa,
V3
il | . o X

mis esitavad samuti null-
punkti ldbivaid sirgeid,
mille punktid véimalda-
vad maiidrata antud dife-

rentsiaalvorrandi inte- .
graalkoverate sihtide vilja
(19. joon.). 19. joonis.

2. Isokliinide vilja saab kasutada diferentsiaalvérrandi

%-—-f(x,y)
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ligikaudseks graafiliseks lahendamiseks, s. o. tema integraal-
koverate ligikaudse kuju leidmiseks.

Et saada integraalkoverat, mis ldbib antud punkti
A, = (xo|y0), selleks joonestame isokliinide vélja nonda, et iiks
isokliin ldbiks punkti A,
(20. joon.). Olgu sellele iso-
kliinile vastav  integraal-
kovera tous ¥ = tan a,, S. 0.

f(zo, Yo) =yo =tanay,

siis tombame punktist A,

sirgloigu A,A; tousuga v,

kuni ldikumiseni jargneva

isokliiniga, millele vastav

2 integraalkovera tous olgu
¥’ = tan a; . Sirgldoigu A,A4:

Ao otsapunktist A; tombame

X uue sirgloigu A;A. tousuga

0 \ B s y,’ kuni 16ikumiseni temale
g o jargneva isokliiniga jne.
1= Y,
Y%

Niimoodi saame murd-
joone AyA1As..., mis on
otsitava integraalkovera ligi-
kaudseks kujuks. Saadud joon on seda lihem otsitavale integraal-
koverale, mida tihedam on kasutatud isokliinide véli.

4

A 2R ] e

20. joonis.

Et kiillalt tiheda isokliinide vilja joonestamine on iildiselt
viga aegandudev to0, siis on soovitav téipsema integraalkdvera
kuju saamiseks tommata murdjoone A,A.A.... iga osa kahe
teineteisele jargneva isokliini vahel mitte iihele isokliinile vastava
sihiga, vaid molemale isokliinile vastavate sihtide keskmisega.

Eespool-toodud diferentsiaalvorrandi

dy __ x

dx Y

integraalkoverateks on kontsentrilised ringjooned keskpunktiga
nullpunktis. Selle vdrrandi graafilise lahenduse puhul saame
murdjooned, mis kujutavad ringjoonte lihendusi. Iga ringjoone
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asemel voime saada graafilisel lahendamisel kolm murdjoont,
joonestades  murd-

joone osa mingi kahe 9
isokliini vahele — iiks %

kord iihele isokliinile
vastava sihiga, teine
kord teisele isoklii-
nile vastava sihiga
ja kolmas kord mdle-
male isokliinile vas- < X
tavate sihtide kesk-

misega (21. joon.),

milledest viimane

murdjoon  kujutab @

otsitava ringjoone

kui integraalkovera

koige tdpsemat li- ’ 0
hendust. 21. joonis.

<

§ 17. Integraalkéverate kuju uurimine.

Et diferentsiaalvorrandi

y=f(z,9)

puhul meie ei saa ette delda, missugused punktidest (xl{yl),
(leyg), (z3|y3), ... kuuluvad iihele ja samale integraalkdverale,
siis ei ole ka kerge nende punktide kaudu saada oiget kujutlust
integraalkoverate kidigust ja kujust, pealegi kui punktide arv on
piiratud. Sel juhul véime otsida integraalkoverate méningaid
omadusi, mis saadakse otseselt diferentsiaalvorrandist ja mis
voimaldavad ettekujutuse integraalkoverate kidigust. Need oma-
dused, nagu ndeme, niitavad, missugustes vahemikkudes on
integraalk()vefad kumerad ja nogusad ning missugustes punktides
on nende maksimum-, miinimum- ja kaé@nupunktid.

Et saada kujutlust diferentsiaalvorrandi

d
a=f(=z,y)
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integraalkoverate kiigust, ilma et meil teada oleks diferentsiaal-
vorrandi iildlahend, selleks vaatleme koigepealt, missugustes
punktides on integraalkoverate puutujad paralleelsed X-teljega.
Neis punktides

fiz,y) =0,

mis esitab niiiid joont, mille mistahes punktis tommatud integraal-
kovera puutuja on paralleelne X-teljega.

Kui funktsiooni tuletis on positiivne, s. o.

f(z;9) >0;

siis argumendi kasvamisel funktsioon kasvab ja seega integraal-
kover touseb. Kui aga funktsiooni tuletis on negatiivne, s. o.

flz,y) <0,

siis argumendi kasvamisel funktsioon kahaneb ning integraal-
kover langeb.

Kidnupunktide asukoha mé#dramiseks votame funktsiooni
teise tuletise
&y __ dy
=@, 9 + fu(x, ) 5

ehk
d*y

g = (@, y) +fyl@, Nfx,y),
kus peab olema
folx,y) + fy(z, 9)f(x,y) =0,
mis esitab joont, mille punktid esinevad kadnupunktidena.
Kui funktsiooni teine tuletis on positiivne, s. o.
fo(x, ) + fy(z,9)f(z,9) >0,

siis jareldame, et integraalkover on ngus. On aga funktsiooni
teine tuletis negatiivne, s. o.

fox,y) + f(x,y)f(x,y) <0,

siis on integraalkover kumer.
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Sairaselt tuletise suhtes ilmutatud diferentsiaalvorrandist
saadud integraalkoverate omaduste uurimise viisi nimetatakse
kvantitatiivseks meetodiks. Kvantitatiivse meetodi
abil leitud diferentsiaalvorrandi integraalkoverate omadused voi-
maldavad meile kujutluse integraalkoverate kéigust ja asendist.

Oletame niiteks, et diferentsiaalvorrandi

L
s = 2xy

tildlahend on teadmata.

Punktides, kus selle diferentsiaalvorrandi integraalkoverate
puutujad on paralleelsed X-teljega, on

— 22y =0,
millest x = 0 voi ¥y = 0. Need punktid on seega kas X- voi Y-teljel.
Kui
—2zy >0,

siis  ja ¥ on isesuguste méarkidega ning seega II ja IV kvadrandis
diferentsiaalvorrandi integraalkoverad tousevad. Kui aga

— 22y <0,

siis # ja y on iihesuguste mirkidega ning seega I ja III kvadrandis
integraalkoverad langevad.

Funktsiooni teine tuletis

d*y dy

de* — 2y —2z dx
ehk

Py 4

== —2y + 4%y

peab olema kadnupunktides vordne 0-ga, s. o.

2y(2¢2—1) =0,
kust
: |
£ &, i e D
Yy X vZ©
103



Téhendab, integraalkoverate kiddnupunktid asetsevad sirgel y = 0
1

voi sirgetel x + — =0
V2
Integraalkoverate nogususe korral

2y(222—1) >0.
Kui siin y >0, sii P SR i T 1
Y siis |x|>v§., ja kui y <0, siis |x|<v§,
Seega I ja II kvadrandis on integraalkoverad nogusad vahemikes

e 0 K B e A e O
V2’ V2
ning IIT ja IV kvadrandis on integraalkoverad kumerad vahemikus
1 1
Integraalkdverate kumeruse puhul
: 2y(222 —1) < 0.
Kui siin y >0, siis |z|<_ -, ja kui y<0, siis 2| S
V2 V2
Tahendab, I ja IT kvadrandis on integraalkoverad kumerad vahe-
mikus :
1
V2

ning III ja IV kvadrandis on integraalkoverad kumerad vahemikes

e
V2

e e s 1 L e g
vz’ vz

Saadud omadustest jireldub, et antud diferentsiaalvorrandi
integraalkoverate maksimum- ja miinimumpunktid asetsevad
sirgel

==

s. 0. Y-teljel, ning kiddnupunktid sirgetel

g+ 80,
V2
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Need leitud omadused maksimum-, miimmum- ja ké#dnu-
punktide asukoha suhtes ning samuti ka integraalkoverate kume-

ruse ja nogususe vahe-
mikkude kohta vdimal-
davad meile kujutluse
diferentsiaalvorrandi

ay -
da = o

integraalkoverate kii-
gust ja asendist.

Integradlkoverate
tipse kuju voimaldab
selle diferentsiaalvor-
randi iildlahend

Y =88 %

22. joonisel esinevad
integraalkoverad, mida
esitavad diferentsiaal-
vorrandi erilahendid

¥y =294y Y=g

3

22. joonis.

2 e idet®, Y= — 3¢,

ro| =

Y=

§ 18. Harjutusiilesandeid.

Lahendada diferentsiaalvorrandid muutujate eraldamise

teel :

erdx + ydy = 0
zdx 4 ydy = 0
ydx — xdy = 0
yde — 2zdy = 0
xyde —dy =0
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10.
11,
12.
13.
14.
15.
16.
20
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.

21.

29.

(x —a)dx + ydy =0

(y —a)dz + a*dy = 0

V1 + yda — x2dy — 0

1+ 2)ydx + (1 —y)ady =0
(y—1)dz + (2* +1)dy =0
A+9*)dz— (14 2*)dy =0
(14 y*)de + y(1+4 2*)dy =0
z(y* + 2)de —y(2* —2)dy =0
ydr — (€ —zy)dy = 0

(y? —2y)dx — 2xdy = ©
V1—yidz + V1 —a*dy = 0
(1+z)y*de + (1 —y)a*dy =0
zydz — (e + x) (b 4 y)dy =0
(@ 4 1) (o — D) dz + aydy = 0
eede — (14 e*)dy =0

22(1 +ev)de —ev(1 4 22)dy =0
sin x cos ydx 4 cos « sin ydy = 0
cos & cos ydx — sin z sin ydy = 0

y In yde — sin zdy = 0

(@~ =0

4
(1 —}-x?)(%)?—xiy?: 0
2 4 o
W+ @—1DY a2 —30=0

2 d
a8 ‘%) +3xygg+2y2:0.



Lahendada homogeensed ja homogeenseks taanduvad dife-

rentsiaalvorrandid :
3. (x—y)dx — 2dy =0
3. (z+y)de— (x—y)dy=0
32. (2xr—y)de— 2y —2x)dy=0
33. (10x 4 8y)dx + (Tx + 5y)dy =0
4. (22— y?)dz + 22ydy =0
3. (2 —2?)dx —aydy =0
36. (224 y?)dx —x%dy =0
al (x2+xy+y2)dx+ a°dy =0
38. ydz 4 z(y —2)dy="90
39. ydx + (2Vay —2)dy =0
40. (y+ Va4 y2)de—ady =0
41. (y*—2x%y)dx + (2* —2z2y3)dy =0
Q.%_%—g_o
g WV
dx x
M.%f%m%_o
5. [+ (24 9% “ldz—aydy =0
46. 2xr—y+1)de 4+ 2y—2x—1)dy=0
47. By —Tx + T)dxe + (Ty —3x 4 3)dy =0
48. (By—2xr —T)dax + (4o —5y +13)dy =0
4. (24 Ty + 2)de— (32 + 5y + 6)dy =0
50. (4z+3y—1)dz+ Bz +2y+ 1)dy =0
5L (z—2y + 9)de — (3¢ — 6y + 19)dy =0
52. (2x4+3y—1)de— (42 46y +1)dy=0.
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Lahendada lineaarsed diferentsiaalvorrandid:

dy oy . ax
53. d—z+1____ :

dy 2

55, W _9y_—¢

dx
dy 2%
R

dy __ 2% 3
9. —syi=@+1)
dy ¥y _
B ot T
39. d—”—y e’(w-{—-l;)
60. —y—}—ny:xe—”

dy

61. a-—ay_cosx
dy __cosz
62. +1+x 14«

y e .
63. %—{—ytan —

64. d—”—i—ytanx:v .

cos @
o
65. +sﬁ& tan 3
dy 1 2%
66. —+ycosx:2~sm2x
dy ¥ 2
67. dx —ytanz =2cos’x
68. vy smz
+ x” Vit o
dy y __arctanw
O Ztitez=T1+e
e Weo ¥ w+\/1+m

& yite Vi—<
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Lahendada Bernoulli’ diferentsiaalvorrandid :
L Wy =y
g ¢ % — % =3
73. Z—Z + 22y = ¥*
Y=
75. z—: + dxy = 2ze—*Vy

76. + — 2Vy

CCSZ
i d—Z—{—Zytanx:y?cotx

78. g—Z-i—Sytanx:y*sinx.

Inteegrida otseselt:
79. (224 2zy)dx 4 (22 —y2)dy =0
80. (3z2 -+ 6zy?)dx + (62%y + 4y*)dy =0
81. evdx 4 (wev — 2y)dy =0
2z 1 z ok
82. (3—%)da+ (:+7)dw=0.

2z g BF D
83. yadx+——y, dy=0.

Lahendada diferentsiaalvorrandid inteegriva teguri abil:

84. (224 y2—2z)dz + 2ydy =0

85. 2zxydx + (y2+ 322)dy =0

86. (2% +y+1)de+ (2+ 2°)dy =0
87. (ay—e®?)dx 4+ dy=0
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88. (14 3xy)dx 4 x2*dy =10

8. y(xy+1l)de —x2dy =20

90. y%dz 4 (xy—1)dy =0

91. (22y—12° 4+ a2y)de— (2% — Y2 —a?x)dy =0

92. 2xydr + (2*y>*—1)dy =0

93. y(1—aylnzx)dx 4 xdy=0

9. (cosz+ytanz)de —dy=0

95. (xsiny 4 ycosy)dx +(xcosy—ysiny)dy =0.

Lahendada diferentsiaalvorrandid, ilmutades neid z-i voi
y suhtes:

%. (g + (@GS —v=0

97. 4(‘;_2)3 —3(2_5)2+2§g_x:0
% (2)4% _z+1=0

9. y(¥) —2:% ;4y—0.

Lahendada Clairaut’ ja Lagrange’i diferentsiaalvorrandid ja
leida isedrased lahendid:

100. y=2% (P

G T
101. y—x¢7:9+d1
dx

W2 nl=% Zg -+ a,‘/ 1»:1?(;?:)72

103. y:x%-{-,/i———-(;g)z




dy _oiuikug
2
dx («;_Z)

104. T =9

05y =@ 4@
106 y=23 —e®

107. () 42042 —y=0
108. y (%) +220—y=0

108. (2P — @@+ 4+y=0

dy

5 dy B 0
110. @) —4ay % 4 8 =0

ur (%) —y% e =0

dy\2 d P
112. (1+x2)(d—Z) —2xyd—z+y-:0
3. z(2y—z) (%)2—2xy%+y(2x—y) =0,

Leida koverate parve ortogonaalsed trajektoorid:

114. 224+ 9>+ 2cy =0

1 =t

B «Wt=0

117. y¥?*=2zx+ ¢

118. x2+y2—26x;—1:0

119. (224 9y2)2—c’xy=0

120. %2(2¢—zx) — 22 =0

121. (224 92)2 —2c%(22—9%) =0.

122. Leida kovera vorrand, kui puutuja projektsioon X-teljel on
konstantne suurus .
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123.

124.

125.

126.

b

128.

129.

130.

112

Leida kévera vorrand, kui puutuja projektsioon X-teljel on
kaks korda suurem kui puutepunkti abstsiss.

Leida kovera vorrand, kui raadiusvektori ja vastava abst-
sissi summa on vérdne puutuja projektsiooniga X-teljel.

Leida kovera vorrand, kui Y-telg jagab puutepunkti ja
X-telje vahelise puutuja kaheks vordseks osaks.

Leida kovera vorrand, kui X-teljest, puutujast ja null-
punktist tommatud raadiusvektorist piiratud kolmnurga
pindala on konstantne suurus a?.

Ohus, mille temperatuur on 20°, aine temperatuur iangeb
20 min. jooksul 100°1t 60°ni. Mitme minuti parast aine
temperatuur langeb 30°-ni, kui aine temperatuuri muutus
ohus on vérdeline aine ja 6hu temperatuuride vahega?

Mitme minuti jooksul tiihjeneb veega tdidetud koonuse-
kujuline lehter, kui pool vett jookseb temast vilja 2 min.
jooksul 7

Piissikuul tungib 10 cem paksusesse lauda Kkiirusega
400 m/sek. ja valjub lauast 0,0005 sek. parast. Leida kuuli
kiirus lauast vidljumise momendil, oletades, et laua takistus
on vordeline kuuli kiiruse kuubiga.

100 kg koguraskusega paragiitisti langemise kiirus 6hus on
5 m/sek. Leida para$iiti raadius, kui 6hu takistus lugeda
vordeliseks langemise kiiruse ruuduga, kusjuures vorde-
tegur & = 0,8084 % , kus S on parasiiti suurringi pindala
m3-tes ja R on parasiitisti raskus kg-des.



II peatiikk.

Teise jargu diferentsiaalvorrandid.

§ 19. Teise jargu diferentsiaalvorrandi maiaramine.

Diferentsiaalvorrandit, milles funktsiooni teine tuletis esineb
korgeima jargu tuletisena, nimetatakse teise jdrgu dife-
rentsiaalvorrandiks, s. o.

dy d*y
F(x Y, dz’ E‘) 0
ehk
Fz,y,v,y") =0,

mille lahendamisel tuleb leida niisugused funktsioonid, mis seda
diferentsiaalvorrandit rahuldavad.

1. Vaatleme kahe parameetriga c¢; ja c. koverate parve
esitavat funktsiooni

Dz, Y561, G =90

ning diferentsime seda funktsmom kaks korda ja korvaldame siis
vorranditest

¢(x; y) cl; 62):0

0D dy

dx + oy dz -y
02D 02D dy 02<15 0D dy __
Pra 2d:cdy dm ) x oy dx’ =0

8 A. Borkvell — Diferentsiaalvorrandid. 113



parameetrid e; ja ¢., saame teise jargu diferentsiaalvérrandi

F(x. y,%,%):o,

mille iildlahend on
Dz, ¥,¢0,C:)=90.
Vorrand
(]) (x9 ?/, 01, c.‘?) :0

kujutab geomeetriliselt kahekordselt 16pmatut koverate parve.
Fikseerides parameetrite ¢; ja ¢, vadrtused, saame teise jirgu
diferentsiaalvorrandi erilahendi, mis méiidrab iihe ja ainult iihe
integraalkovera.

Niiteks, et leida diferentsiaalvorrand, mille integraalkdoverad
kujutavad ringjooni raadiusega 7, s. o. :

(x—ec)?+ (y—ea)?—1* =0,

kus ¢; ja c. on parameetriteks, selleks diferentsime seda ilmuta-
mata funktsiooni kaks korda

2(z — 1) + 2(y —€2) X =10

2 +2.(%)2+ 2(y—e) =0,

drt i,
millest
1+ (a)
Yy—~C=— TR
da?
dy)*| dy
da?

Asetame need vairtused algvorrandisse, saame teise jargu
diferentsiaalvorrandi

1+ (T — (22 =0
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ehk

dy\?|3
@
R S 5
dz*
mis viljendab ringjoonte koverusraadiust.

r

2. Argumendi ja kahe parameetri ¢; ja ¢, funktsioon
d)(x’ Y, G, 62) =4

voimaldab ainult siis tuletada teise jargu diferentsiaalvorrandit

F(a:, y,;—z, %}:0,

mille iildlahendit ta esitab, kui vorrandis
(D(xy y’ cl, cfl) :0

parameetrid ¢; ja ¢, on olulised, s. 0. kui see vorrand esitab
funktsiooni

y:(P(xy Ci1, Cg),

kus parameetrid ¢; ja ¢, pole iihendatavad iiheks parameetriks,
nii et

p(x, e, ) =yplx, e(er, e2)] =w(z,¢).

Vastasel korral saaksime diferentsimise ja parameetrite korval-
damise teel esimese jargu diferentsiaalvorrandi.

Niiteks funktsiooni
y f— cleZI‘]'t‘z g

kus voime mairkida ¢, = ¢, saame kujutada argumendi ja iihe
parameetri funktsioonina
=—"rew]

mis esitab esimese jiargu diferentsiaalvorrandi

dy 3.
d—z—Zy_O

iildlahendit.
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Samuti argumendi ja kahe parameetri ilmutamata funktsioon
Y2 —2¢12y — 22 =0

ei esita teise jargu diferentsiaalvorrandi iildlahendit, sest et ta on
sama, mis argumendi ja iihe parameetri funktsioon

=08,
mille saame eelmist vorrandit y suhtes ilmutades, s. o.
Y= + Veta? + cxa® = x(e, + Ve + ) = ez,
kus e=¢, + Ve2+ ;.
Diferentsides ndeme samuti, et funktsioon
Y —2¢ 8y — 2> =0

el esita teise jargu diferentsiaalvorrandi iildlahendit. Diferent-
sime seda funktsiooni ainult iiks kord ja korvaldame vorranditest

Y2 — 2¢12Y — Cxx% =
d:
e + e + (e —y) =10
naiteks e, , saame
dy : s
(a; %—y) (cxx—y) =0,
mis annab kaks vorrandit

dy e, 45
x@—y_o, cix—y=0,

milledest esimene on esimese jirgu diferentsiaalvérrand ja teine
on selle esimese jiargu diferentsiaalvorrandi iildlahend.

Siit selgub, et need kaks parameetrit ei ole olulised. Olulised
oleksid nad ainult siis, kui neid ei saaks funktsiooni teisendusel
muuta iiheks parameetriks.

Kui parameetrid ¢, ja ¢, ei ole olulised, s. o.

p(x, e, ) =ylx, c(e1, )] =w(=, ),
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siis diferentsides seda funktsiooni ¢; ja c¢. suhtes
lpcl(x » C1, c2) T Wc(x ’ c)ccl-(cl ’ Cg)
9, (&) €15 &) =y (&, O)e, (e, 1)

ja jagades

Fe (X 0,0) e (er,0)

P (x,e1,0) e, (er,6) w(ey, ¢2)
2 2

nideme, et sel juhul, kui parameetrid ¢; ja c. ei ole olulised, siis
saadud jagatis ei soltu z-st.

Umberpoordult, kui meil on antud teise jargu diferentsiaal-
vorrand

dy dy)\ __
F<xa 'yyd';’ Ex—z)—o’
mida rahuldab funktsioon
(D(x! Y, C1, CZ) :09

kus ¢; ja ¢. on olulised parameetrid, siis nimetatakse seda funkt-
siooni teise jargu diferentsiaalvorrandi iildlahendiks.

§ 20. Teise jirgu diferentsiaalvorrandi geomeetriline
tolgendus.

1. Integraalkdvera koverusraadius kovera punktis (a:|y) on

bt

dy
dz*

Et %: —tana, kus a« on integraalkdvera puutuja téusunurk

punktis (« | y), siis

3
T_(l—}-tan’q)'f_ :
= oy £ Ty cos’a i
de? da®
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kust
L5 ey |

dz® = 7 cos’c

Asetame diferentsiaalvorrandisse

dy dy\ _
F( ’ J’dx’dx’)—o
tuletlste f—'ﬁ, asemele nende viairtused, saame
1
F(w N y, tan(l, r'a)g‘;a): 0
ehk

Fo(x,'y,a,'r) :0:

millest ndhtub, et teise jargu diferentsiaalvorrand viljendab
funktsionaalset seost kovera mistahes punkti koordinaatide ning
selles punktis tommatud puutuja tousunurga ja koverusraadiuse
vahel.

2. Kahe parameetriga integraalkoverate vorrandist

¢(x7 Y, C, 02):0

niahtub, et tasapinnal vabalt véetud punkti (:colyo) 1dbib maéadra-
mata palju integraalkdveraid. Sest kui seda punkti ldbib integraal-
kover, mille vorrand on

@(xr Y, Ci, 02) :0;
siis kehtib vordus
D (20, Yo, €1, €2) =0,

kus niiiid ¢; ja ¢, voivad omada mairamata palju viddrtusi. Seega
vastavalt ¢; ja ¢, viirtustele voime kujundada ldbi punkti (z, | Yo)
kuitahes palju integraalkoveraid.
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Kui aga tasapinnal peale punkti (z, | %o) on veel antud
integraalkdvera puutuja tous selles punktis, s. 0. ¥, , siis kehtivad
vordused

D (o, Yo, C1, C2) :Ol
D (2o, Yo, €1, €2) + Dy(Zo, Yo, €1, C2) " Yo' = 0|

Kui see vorrandsiisteem omab iiht ja aipult iiht lahendite paari
¢1 = ¢1(%o, Yo, Yo')
Co = (pz(xo » Yo Yo') »

siis voime ldbi punkti (xolyo) kujundada iihe ja ainult iihe

integraalkovera, mille vorrand on

(])[xy Y, (Pl(xO’ Yo » ’!/o') ’ ¢P2(w0) Yo » 'yO’)] =0

ehk

(I)O(x: Y, o, Yo, 1/0') - 0’

mis esitab teise jidrgu diferentsiaalvorrandi erilahendit alg-
vaartusega x,, %o ja v .

§ 21. Diferentsiaalvorrandid, milles ilmsesti puudub
argument voi tundmata funktsioon.

Kui teise jiargu diferentsiaalvorrandis ilmsesti puudub argu-
ment voi tundmata funktsioon, s. o.

F(‘l{’%, %):

dy dy)
ﬁ(x’dx’da 0,

siis iildlahendi leidmiseks harilikult teisendatakse teise jargu
diferentsiaalvorrand esimese jargu diferentsiaalvorrandiks, kus-
juures selle esimese jargu diferentsiaalvorrandi iildlahend on siis

‘p(x: Y, ‘%{’ 01)20,



mida nimetatakse teise jargu diferentsiaalvorrandi esimeseks
integraaliks. Esimene integraal kujutab omakorda jille
esimese jargu diferentsiaalvorrandit, mille iildlahend

DP(x,y,c,0) =0
on iihtlasi teise jiargu diferentsiaalvorrandi iildlahendiks.

1. Kui teise jargu diferentsiaalvorrandis ilmsesti puudub
argument, s. o.

F(y,%,%ﬁ):o

siis ilmutame selle diferentsiaalvorrandi funktsiooni teise tuletise
suhtes

ja tdhistame

millest

@y _dp _dpdy_, dp
iF—dz ayde Pay-

Viimane vordus kehtib ikka, sest et p on siin y funktsioon,

kus y on omakorda z-i funktsiooniks. Jarelikult on p seega x-i

liitfunktsioon, kus p séltub ax-st ¥ kaudu. Tahendatud vordus
viljendab seega liitfunktsiooni diferentsimise seadust.

Asetame uued tidhised diferentsiaalvorrandisse, saame
AL | gl
R = f(y,p),

mis kujutab niiiid esimese jargu diferentsiaalvorrandit, kus p on
y funktsiooniks. Lahendades leiame

p=@(y,c),
mis on teise jiargu diferentsiaalvérrandi esimene integraal. Et

p= %’, , siis saame jélle esimese jirgu diferentsiaalvorrandi
d
dg:: — (Pl(y ’ C]) ’
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mille iildlahend

y:¢(x1 C1, 02)
on iihtlasi kidesoleva teise jiargu diferentsiaalvorrandi iildlahen-
diks, oluliste parameetritega c¢; ja ¢..

Analoogiliselt toimime, kui teise jargu diferentsiaalvorrandis
peale argumendi puudub veel funktsiooni esimene tuletis, s. o.

dyy\
F ('y ’ ('i;:_v)—— 0,
kust siis
dy
R f(y)
ehk

mille integraal on
P =gy, 1)
ehk
Wy, 00,
millest saame iildlahendi
¥ =gl e, 3)-.
Niiteks teise jérgu diferentsiaalvorrandi

+ 1) (B =,

kus ilmsesti puudub argument z, lahendamiseks mérgime

d; p )
kust

d’y

o =3 dy

mille asetamisel saame esimese jargu diferentsiaalvorrandi
o TR
(y+ Dp * e b 0.
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Muutujaid eraldades

ja inteegrides
Inp—In(y+1)=Ine

saame
p=ci(y+1)
ehk
dy =cay+1),
dx

mille integraal
In(y+1)=ec:x+1ne,

madrab iihtlasi antud teise jargu diferentsiaalvorrandi tildlahendi
g = cse™”.

2. Kui teise jargu diferentsiaalvorrandis ilmsesti puudub
tundmata funktsioon 7, s. o.

F(x dy dzy):O,

' > di

siis ilmutame selle diferentsiaalvorrandi funktsiooni teise tuletise
suhtes

o (e

ja tahistame
d:
d—Z: =P,
millest
dy__dp
dx®~ dx?
saame
dp _
d—x " f(x ’ p) ’

mis kujutab niiiid esimese jirgu diferentsiaalvorrandit, kus » on
2-i funktsiooniks. Lahendades leiame esimese integraali

D= (Pl(x, C])
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ehk
f,l—z =q@lz,6),
mille iildlahend
y=o¢p(z, e, c)
on iihtlasi teise jiargu diferentsiaalvorrandi iildlahendiks.

Analoogiliselt toimime, kui teise jargu diferentsiaalvorrandis
peale tundmata funktsiooni puuduks veel selle funktsiooni esimene
tuletis, voi argument, voi argument ja funktsiooni esimene tuletis
molemad.

Niiteks diferentsiaalvorrandi

(1+m2)%1—2x‘;—z:0

lahendamiseks tdhistame

dy

=P
millest

dy __dp

dz? "~ dx’

siis

(1+x'~’)?£—2:cp:0.

Muutujaid eraldades

dp __ 2zdx

p 1+2°
ja inteegrides
np=In@{2%) +Inc
saame
p=ci(1+ 2?)
ehk

o e+,
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mille integraal médrab antud teise jargu diferentsiaalvorrandi
iildlahendi

y:cl(x+'%8)+cz.

§ 22. Fiisikalisi rakendusi.

1. Leida keha liikumise seadus, kui keha, mille mass on m,
liigub horisontaalsel tasapinnal, kusjuures chutakistus on kv, kus
k on konstant ja © on keha liikumise Kkiirus.

Keha liikumisel horisontaalsel tasapinnal on tung mzi; vastu-

pidi suunatud ohutakistusele kv — k& % 5 %
d’s ds
g g
mis kujutab teise jargu diferentsiaalvorrandit, kus ilmsesti puu-
dub keha liikumisel drakididud tee pikkust viljendav funktsioon s
ja dihtlasi ka aega viljendav argument ¢. Et siin

ds _ @ _dv

=T gl gt
siis

dv __

me =— kv
ehk muutujaid eraldades

. SN 17 T

v m

Inteegrides leiame esimese integraali

k
ln@——ﬁt-{’"lncl;
millest saame keha liitkumise kiiruse

v =cC€

t

I

Parameetri ¢, fiks»eerimiseks méadrame keha liikumise alg-
tingimuse: kui keha liikumise algmomendi £ — 0 puhul lugeda
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v = v,, kus v, on keha litkumise algkiirus, siis ¢; = v, ja keha
litkumise kiirus on

Loy
v=1vee "
Et v:%,siis
k
ds =Y
e T e
WiT

mida inteegrides saame keha liikumisel drakédidud tee pikkuse

HF 5
s:vofe ot | - 108 X
ehk

*
VoM m

ke

t
8 =0Cp—

Parameetri ¢, miadramiseks mirgime veel keha liikumise teise
algtingimuse, s. o. et keha liikumise algmomendil ¢ =0 loeme

8i=i0; siigesiz= %" ja arakiidud tee pikkus on

Ry
___Vom m
s=—1 (l—e ),

mis on iihtlasi antud teise jirgu diferentsiaalvorrandi erilahend
algtingimustega, et liikumise algmomendi ¢ =0 puhul on s =0

aackl9 . E
Jazi_'vo.

Selle erilahendi leiame samuti, kui kasutame méiratud inte-
graale. Et kiirus muutub siin »y-st v-ni, kui aeg muutub 0-st ¢-ni,

siis
t
@:_ﬁfdt
v m
0

t,

v
ch¥ ’

3=

v
Inss
Ve
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millest

Et tee pikkus muutub 0-st s-ni, kui aeg muutub 0-st ¢-ni, siis

V = Vo€ -
ehk
8. o
di
s
fdszvo
0
ehk

k

t

i
fe'm dt

'y
vem T m
8§ —=— (1—-—6 ’").

2. Aheljoon.

Punktides 4 ja B rippuv niit omab raskustungi mojul koverat
kuju, mida nimetatakse aheljooneks (23. joon.).

-
B
a
P
A
\ s//
/ X
H O 1
v
23. joonis.

Loeme aheljoone miini-
mumpunkti koordinaatide null-
punktiks ja puutuja aheljoonele
selles punktis abstsissteljeks.
Miargime aheljoonel mistahes
punkti P ja vaatleme aheljoone
kaart OP, millele moéjuvad
jargmised tungid: 1) kaare OP
raskustung V , mis on suunatud
vertikaalselt allapoole ja mis on
iithtlasi niidi osa OP raskus, s. 0.
V = o8, kus g on niidi tihedus
ja s on kaare OP pikkus,
2) tung 7, mis mojub punk-
tis P puutujat mooda, ja 3) tung
H, mis mo6jub horisontaalselt

punktis O puutujat (X-telge) mooda. Siin H on konstantne suu-

rus.
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Seega on nende tungide projektsioonide summa nii X-teljel kui
ka Y-teljel vordne 0-ga. Et X-teljel V projektsioon on 0, T pro-
jektsioon on T cos a ja H projektsioon on — H , siis

Tcosa—H =0;

ja et I_’-teljel V projektsioon on — V', T projektsioon on 7T sin a
ja H projektsioon on 0, siis

ama—V =0
Neist kahest vordusest saame

ShY - o8
tana_f—l_.f—{,

kus ;’-{ on konstantne suurus, mille téhistame—i—-ga. Siis

S
tana:—,
a

Et punktis P on tan a = 3—5’; , siis

dy__ s

a5 sa/’
mida diferentsides saame

dy__1ds

de*” a dx°

Et

siis

dy. oHl ‘/ dy\?
d* . a 1 +(dx ’
mis on aheljoone diferentsiaalvorrand. See on teise jargu dife-

rentsiaalvorrand, milles ilmsesti puudub tundmata funktsioon kui
ka argument.

Selle diferentsiaalvorrandi lahendamisel leiame ainult tema
ithe erilahendi, ja nimelt selle, mis esitab nullpunkti ldbivat ja
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X-telge puutuvat integraalkdverat, s. o. iiht kindlat aheljoont.
Mairgime

d,

=P
millest

dy __dp

de* = dx’

siis saame esimese jargu diferentsiaalvorrandi

891 Ay me
—d_x—av1+p
ehk
dp _ dw
Vit+p o
Et punktis O algvidirtused on 2 =0 ja Z—Z:p:tanazo,
siis
P x
L b S
vite. o™
0 0
ehk
_ In(p+Vvi+p) ==,
millest
P+Vitpi=e
ja
T TR
Egd_jo (¥
®wi g
ehk
* Gl
dy _e®—e °
de 2 :

Et punktis O algviidrtused on x =0 ja y =0, siis

X

fdy gl d:c
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ehk

..
o i
R [T M )
N G CR A
mis on nullpunkti ldbiva aheljoone vor-
rand.

Kui teiseks algtingimuseks votta a
=0, y=a, siis aheljoone vorrand X
omaks kuju (24. joon.) 0

x SEX 24, jooniSb
v=zle )

3. Leida ohutakistuse tegur k langeva keha puhul.

Oletame, et kerakujuline keha, mille mass on m , langeb alla
teatavast korgusest s . Ohk avaldab seejuures vastusurvet ja keha
langemine seetottu ei toimu mitte lihtsa Ghuta ruumis langemise
seaduse jargi.

Vabalt langeva keha liikkumine, kui teda langemisel takistab
ohu vastusurve, mis oleneb keha suurusest ja kujust, toimub kahe
tungi mojul: raskustungi mg, mis on suunatud vertikaalselt
allapoole, ja takistustungi R, mis teotseb eelmisele vastassuunas,
mojul. Seega

Ohu takistus on kiiruse juures, mis vidiksem kui 0,1 m/sek.,
vordeline keha langemise kiirusega, suurema kiiruse puhul aga
vordeline keha langemise kiiruse ruuduga. Oletame, et

_1.8Q 5 ;.8Q/(ds)?
R_k?v_k?@%
kus S on katsekeha diametraalse ldbiloike pindala, @ — kuup-
meetri 6hu kaal katseajal, v — keha langemise kiirus ja k¥ — otsi-
tav ohutakistuse tegur. Seega saame teise jiargu diferentsiaal-
vorrandi

a8 SQ (ds|?
iz =mo k2

9 A, Borkvell — Diferentsiaalvorrandid. 129



milles esineb ainult funktsiooni esimene ja teine tuletis.

ds 22
o =V siis

dv- = __1.5Q .
m o =my ky v

ehk jagades mg-ga
1-dp 5, 1 _k_S_Q v?

g dt mg*
Kui tdhistame konstantse teguri
e _ o
myg-
siis
léeo 1—c*?
g dt
ehk
8 da
1 —c** gdt
ja
v t

Et siin

sest langemise alguses » =0 ja t =0. Kasutades vasakpoolse
integraali suhtes ratsionaalsete murdfunktsioonide inteegrimis-

votet, voime mirkida

1
f1+cv+ fl—c'v-

kust niiiid
1 1 ol
& In (1 4 ¢v) ——ﬂln (1—cv) =gt
ehk
14 cv__ 2cat
=gy !
millest
2 cgt cgt —cgt
o=1 __e2 o A b _1_e__m— e—_mzi tanh cgt .
o +1 oY + e f
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Et leida keha langemise tee pikkust viljendavat funktsiooni,
selleks lahendame diferentsiaalvérrandi

3: = tanh egt .
Inteegrides saame
F i t
fds e %f tanh cgtdt ,
b 0
{ ¥
s 2 e dt = cgf Ceotagt. = 7y n cosh cgt

o
millest

sc?

e g:coshcgt.

Teades katselisel teel s ja t, voime leida viimasest vordusest
¢ vadrtuse ning seega iihtlasi 6hu takistuse teguri &, sest

k mg cz

SQ

4. Leida vedru vonkumise seadus, kui vedru otsas on kehake,
mille mass on m, ja vedru pikkus tasakaalus olles on 8y (25. joon.).

Kehakese vonkumise korral tekib vedru
deformatsioon s—s,. Sellega iihtlasi tekib
ka vedru pikkuse muutumisel vastupidi suuna-

tud elastiline tung m >, mis piitiab vedru tasa- 2

dt n
kaalustada ja mis on vordeline deformatsioo- n
niga, S. o.
d’ o
md—tg_ k(s —sp), U|1!
kus konstant k£ > 0. Saadud vorrand kujutab Y4y 7 |

teise jargu diferentsiaalvorrandit, milles esine-
vad funktsioon ja funktsiooni teine tuletis. Kui
tdhistame siin 25. joonis.

ds
TR A
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siis

ds _dv__dvds_ dv

dtt — dt ~ dsdt  ds
ja diferentsiaalvorrand omab kuju

dv

mvﬁ——k(s—&)) 5
mida inteegrides leiame vedru vonkumise kiiruse v, mis muutub
vo-st w-ni, kui vedru pikkus muutub s,-st s-ni, sest vonkumise
momendil, mil kehake ldbib tasakaalupunkti, on deformatsioon 0
ja kiirus v,, 8. o.

v s
1 dv=—Fk|[ (s—8y)d
miv'v s“fs 8o)ds

ehk

Yo So

’U:V 1)02__?%.(3

Saadud valemist ndhtub, et kiirus » ei voi saada iialgi suure-
maks kui v,. Maksimaalvaidrtust omab kiirus siis, kui keha ldbib
tasakaalupunkti, s. o. kui deformatsioon on 0, siis v = v, .

millest

80)2 .

.- dg
Bt v = 3
saame, kui lahendame diferentsiaalvorrandi

siis vedru vonkumisel drakididud tee pikkuse

ds (oo aye o &
‘71;:]/ Yo o (8 —350)*,

kusjuures vedru pikkus muutub s,-st s-ni, kui vonkumise aeg muu-
tub 0-st ¢-ni, s. o.

i

/ -__dsk—vzfdt
SOI/ ol — (et ')
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ehk

\\
1
=|F|
&
R
o
=
=
| =
o
2|
®
S ——

m

millest

l/ 1;; : ..“a%‘? = sin(l/’/g : t),

kust saame vedru vonkumisel drakididud tee pikkuse

8 =8¢+ v()V%'Sin(l/g 't)

8 =8¢+ asin(2n—}),

ehk

mis esitab harmoonilise vonkumise seadust, kus amplituud

”
(l:'vol/ :;':
Tzzn‘/%‘-

Koige suurem deformatsioon on siis, kui

"k SIony 7 ]/ﬁ i
V mt=75 ¢k t=3) ZT=71;
seega on koige suurem deformatsioon

3—80':1)0‘/ %:a.

Diferentsides harmoonilist vonkumist vidljendavat funktsiooni
aja suhtes, saame kiiruse

ja tdisvonke aeg

v =25 oog(2n 1),
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ning ‘viimast funktsiooni aja suhtes diferentsides saame kiiren-

duse
w:—‘%‘ sin(2n;.—).

5. Pendel.

Olgu pendli mass m ja ta algasend punktis A, kusjuures
vastav amplituud on ¢, (26. joon.). Lahutame vabalt véetud
punktis P raskustungi mg, mis
on suunatud vertikaalselt alla-
poole, kaheks komponendiks:
mgsing ja mgcose. Neist
komponentidest avaldab pendli
litkumisse méju ainult puutujat
moéoda suunatud tung, s. o.
mg sin ¢ , mida piitiab tasakaalus-
tada vastupidi suunatud tung

d’s

mos. Kui 6hu hodorumist mitte
arvestada, siis
7 S .
m oz =—mgsing
Sl ehk
26. joonis.
. s P sin
* it b o

Et s =lp, kus 1 on pendli pikkus, siis

dy s

ehk

&y g
de BT rp

mis on teise jiargu diferentsiaalvorrand, kus ¢ on ¢ funktsiooniks.
Tahistame

de __

d—f—p’
millest

Py __ %P

' — dp’
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ja votame sin ¢ asemele nurga ¢, oletades, et pendli vonkumise
amplituud on viike, siis saame esimese jargu diferentsiaal-
vorrandi

dp __ g

pd—(p——Tq)
ehk

pdp:—%q;dq;.

Kui nurk ¢ = ¢, siis punktis A on pendli vonkumise kiirus 0
ja seega ka p = 0, sest et

ds .92

v:a dt:lp:().

Inteegrides vastavates rajades
[
f pdp = — % f pd
2 To

= V(po —

saame

ehk
Yy LV =

Kui ¢ = ¢, siis t = 0, ja inteegrides

f\/.,,,_q;_‘/ Jdt

saame
arc sin (2)— aresinl=v Z-t
Py l
ehk
kil ¥ gt
° arcsm(%)._]/ 7 t+3,
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millest

P Tq-' 42
,p(;_sm(l/T L 2)
® = go cos(“/f 't)
) = 4
s_l(,/(,cos(‘/T t),

mis madrab pendli vonkumise seaduse.

ja

ning

Pendli tdisvonke kestuse ehk perioodi 7 saame, kui asen-

% ‘3’1
dame ¢ = — ¢ ja t__?, 8. 0.

2 e
— o= (pocos(l/T. -2_),

millest
ja

kust niitid pendli tdisvonke kestus on

T:2ﬂ:V Z
g

§ 23. Konstantsete koefitsientidega lineaarne
diferentsiaalvorrand.

Diferentsiaalvorrandit

&’y dy na
i T g, Tty =Q(2),
kus @, ja @, on reaalsed konstantsed suurused, nimetatakse

konstantsete koefitsientidega teise jadrgu
lineaarseks diferentsiaalvorrandiks, ®
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Selle diferentsiaalvorrandi lahendamiseks votame vastava
homogeense diferentsiaalvorrandi

R Yy ay=0
ja téhistame
ix
y=—c¢€ 5

kus 4 on tundmata konstantne suurus. Siis

W™, o

dx de®

ja homogeenne vorrand omab kuju

e"“(z2+alit+az)=0,

millest 'néihtub, et y—= ¢** rahuldab homogeenset diferentsiaal-
vorrandit, kui 4 on ruutvérrandi

AMt+aitda=0
juur.

Viimane ruutvorrand, nagu nideme, saadakse homogeensest

ZZ’,, 3: ja y asemele mirgime vasta-

valt 12, 4 ja A° — 1. Selle ruutvérrandi, mida nimetatakse dife-
rentsiaalvorrandi

diferentsiaalvorrandist, kui

Lt ol + oy =Qa)

karakteerseks ehk iseloomulikuks vorrandiks,
juured i; ja As voivad olla reaalsed (erinevad voi vordsed) voi
kompleksarvud.

1. Olgu iseloomuliku vorrandi
/-.2+a'1 ;~-+-0'2:O
juured 4; ja o reaalarvud. Et

Mt re=-—ay, Miy=0as,

137



siis voime diferentsiaalvorrandi esitada kujus

T — 10+ 7o) 2+ gy = Q=) ,

millest
(dxz /'2dx) 1 ( }"Z'y) Q(=)
ehk
1 [ i B g m): Q(z) .
Téhistame
da: —fl Fi%a
siis asendades saame
E— 2 =Q), i

mis kujutab esimese jargu lineaarset diferentsiaalvorrandit, mille
iildlahend on

= e}"XUQ(:z:)e~ M & 01]
ehk
;l—jg’—@y —*|fe@)e™ Faz 1 o,

mis kujutab omakorda jille esimese jargu lineaarset diferentsiaal-
vorrandit. Viimast vorrandit lahendades saame

y:em{fei’x[fQ(x)e dw+c1] "z 4 e }
ehk
(A) Y e;’x {fe(;11 ", XU.Q(x)e.v ilxda: e 01] dx + cg}',

mis on iihtlasi diferentsiaalvorrandi

dx Y+ ald + .y = Q(%)
iildlahendiks.
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Juhul, kui iseloomuliku vorrandi reaalsed juured on vord-
sed, s. 0. 4, = A, =4, siis iildlahend on

Y= e;‘x{j [fQ(w)e_"‘x dz + cI]dx + 02}
ehk
(B) v =e*|[[Qz)e ™ dade + cw + .

a) Kui konstantsete koefitsientidega teise jargu lineaarne
diferentsiaalvorrand on homogeenne, s. o.

dy dy i
i T g tay=0,
ja iseloomuliku vorrandi reaaljuured on isesuurused, s. o.

A1 F As, siis, mérkides iildlahendis (A) Q(x) =0, saame homo-
geense diferentsiaalvorrandi iildlahendi

e e"le(hj e("l—}'z)xdx & 62J,

s. 0.
y (7 — Hg) x ;
] "'2x cie

g [“——zr+ "2J

ehk
oy 4
Y= 'a'l—ize"'1 + Wad

Mairkides siin ;c’—}_2 asemele ¢; , voime homogeense diferentsiaal-
- by .
vorrandi iildlahendi esitada lihtsustatud kujul

: fy X foX

(A,) Y= cIeA1 4 cze " .
b) Kui homogeense diferentsiaalvorrandi iseloomuliku vor-
randi reaaljuured on vordsed, s. 0. A, = A, = 4, siis méirkides

iildlahendis (B) Q(2) =0, saame homogeense diferentsiaal-
vorrandi iildlahendi kujus

(By) y=e" (e + c) .
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Niiteks, et leida konstantsete koefitsientidega lineaarsete
diferentsiaalvorrandite

ool

ja
WAy =4

iildlahendid, selleks koostame vastavad iseloomulikud vorrandid
P—6L4+5=0
P+45.4+4=0,

kus esimese vorrandi juured on isesuurused, s. 0. 4; =5 ja
As = 1, ning teise vorrandi juured on vordsed, 8. 0. Ay = Ao =—2.

Esimese diferentsiaalvorrandi iildlahend on seega

Y — e { f et [ f ere—dy - 01] dzx -+ 02} .

S. 0.
. : :
y=e|—7 |dx 4 ¢ [e*dx + cq
ehk
— 4 et i
y=e (Cl T+02_T)-
Teise diferentsiaalvorrandi iildlahend on
%= e-u[ f f dx2e*rdxdx -+ cx + Cgl i
8. 0.
y = 2| [ (22 — 206 + e)da + s + ]
ehk
gt gete (xze% — e - f’—;— — zer 4 ‘—;— +‘% + ¢z + 02)
ja lopuks

y = 22 — 2% 4 g IN ot L T

et
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2. Olgu iseloomuliku vorrandi
o - a1/1+ =0

juured A; ja Ao kompleksarvud. Et siin iseloomuliku vor-
randi koefitsiendid on reaalarvud, siis vorrandi kompleksjuured
on kaaskompleksarvud, s. o.

;.1:a+ b‘i, lz:ﬂ;-—bi,
kus @ ja b on reaalarvud.
Kiesoleval juhul diferentsiaalvorrandi
(% “+ a1%+ sy = Q(x)
iildlahendi saamiseks leiame enne diferentsiaalvérrandite
'y Sabili.
s
ja
&y B v
= + b2y = Q(x)
iildlahendid, kus b on reaalarv.

a) Homogeense diferentsiaalvorrandi

dy B o

i bty =0
iseloomuliku vorrandi

A F D=0

juured on imaginaarsed, s. o.
;.1=+b’t', ].2—_———-1)2

Mirgime siin

dy __

57 D,
siis

&y __ dr

iz =P
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ja homogeenne vorrand teisendub esimese jargu diferentsiaal-
vorrandiks

dp i 7
P+ by =0

ehk
pdp + b*ydy =0,
mille integraal

P+ 0% =

ehk
d 2

(@) + o9 =,
millest

BN —7

e
ja

i /'A—.—gz—: = b./.dx

19 4T

ehk

arc sin (_ly/:) = + (bz + ¢),

\/CI

kust

bi: + i I / 9

v + sin (bx + ¢»)
ning iildlahend on

y= +Y%sin (ba + ¢2) ,

kus ¢, > 0.

Teisendame saadud iildlahendit jargmiselt:

g = Vbc‘ sin ¢, cos ba + \gc‘ €oS ¢, Sin ba

ja mirgime =+ Vbc‘ sin ¢, asemele ¢; ja i-\%* cos ¢; asemele” ¢.,
saame iildlahendi kujus
Y = ¢; ¢os bx + ¢, sin bz,

kus niitid ¢, ja ¢, on mistahes reaalarvud.
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b) Diferentsiaalvérrandi
ay .
iz T 0% =Q(2)

iseloomuliku vorrandi juured on imaginaarsuurused, s. 0. +bt.

Eespool nigime, et

Y = ¢; cos bx + ¢, 8in bx

on iga ¢; ja ¢, viaidrtuse puhul selle diferentsiaalvorrandi lahend,
kui Q(z) = 0. Niitame niiiid, et on voimalik parameetrid ¢; ja c.
asendada niisuguste z-i funktsioonidega ¢,(x) ja c.(x), et funkt-
sioon :

Yy = ¢1(x) cos bx + c.(x) sin bx

esitaks diferentsiaalvorrandi

dy =

da* + 0%y = Q(x)
iildlahendit. Tdhendatud funktsioon y peab rahuldama diferent-
siaalvorrandit, kui temasse paigutada y ja % vadrtused. Selleks

£ A dy .
leiame esiteks 2

Z_’; = — ¢1(2)b sin bx + ¢a2(2) b cos bx +

+ ¢/ (x) cos bx + ¢’ (x) sin bz .

Et meil on tegemist siin kahe tundmata funktsiooniga ¢;(z) ja
¢s(x), siis valime nad nonda, et viimases vorduses

¢’ (x) cos bx 4+ ¢’ (x) sinbx =0 ;
siis

dy __

P — ¢1(2) b sin bx 4 co(2) b cos bx.

Edasi leiame teise tuletise

ay

;= S ¢’ ()b sin bx — ¢;(x) b? cos bx +

+ ¢’ (z) b cos bx — co(x) b2 cos b
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ja asetame niiiid saadud ¥ ja Z—}”? vadrtused vorrandisse

dy e
ot by = Q(2)
J d*y :
Y ja e asemele, saame

— ¢ ()b sin bx 4 ¢’ (x)b cos bx = Q(x) .
Lahendades vorrandsiisteemi

¢/ () cos bz + ¢’ () sin bx =0
— ¢/ (z)b sin ba + ¢, (x) b cos bx = Q(w)]

' (2) ja e’ (2) suhfes, saame
e (x) =— % Q(z) sin b

e () = ;. Q(z) cos bz,

millest

e(x) = — ll)—] Q(x) sin badx + ¢,

ca(z) = %fQ(x) cos bxdx + ¢ .
Niisuguste ¢;(2) ja es(x) véadartuste puhul on funktsioon

¥y = ¢1(x) cos bx + co(x) sin bx

diferentsiaalvorrandi

’y S s
dac? + b%y = Q(x)
iildlahend, s. o.

Y = ¢; o8 bx + ¢, sin bax —
poe %cos bfo(x) sin badx -+
+ % sin bfo(.x) cos badw ,
kus ¢, ja ¢, on mistahes reaalarvud.
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¢) Kui diferentsiaalvorrandi

%’i + a1 ? + ayy = Q()
iseloomuliku vérrandi

APt ah+a=0
juured A, ja i, on kompleksarvud, s. o.

:__+1V;::;a+ bi

T P
}.2_—-?—-‘;]/@ 5 S L bE
kus .

(L:—-—-%’1 . b—V az__
ehk

G =—2a, a=a®-+} b2,
siis iildlahendi leidmiseks mirgime

Yy = ze**,

kus z on moni z-i funktsioon, ning seega

W _ e

SRl TEe

ja
&Y __ ez | oz 92 Shdar
— —=é d—g,—} 2ae d—x-f-a,ze )

Asetades v, % ja ‘%’, uued vadrtused diferentsiaalvorrandisse

%+alj—z+a2y:Q(x)

y

Y, da: Ja -t asemele ja arvestades, et a; = —2a ja a; = a® 4 b2,

saame

% + b%ze* — Q(x)
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ehk
dz 2y — p—az,
dz:’ + b-z =€ Q(x) 2

mille iildlahend saadakse eespool-kisiteldud teise erijuhu koha-
selt, s. o.

Z =.¢; c08 bz | ¢o'8in by =—
— 2 cosba [e-Q(x) sin bada +
F % sin bx fe'"‘”’Q(x‘) cos badx .
Et ¥ = ze%, siis diferentsiaalvérrandi iildlahend on
(C) e e“lcl cos bx —{—' ¢, sin b =
s % cos ba fe—'“Q(fv) sin brdx +
e _ll) sin bz fgwIQ(x) cos b“’;df”] .

Niiteks konstantsete koefitsientidega lineaarse diferentsiaal-
vorrandi

Hi2d toy=c—
iseloomuliku vorrandi
MP4+2.4+5=0
juured on kompleksarvud, s. o.
M=—1+4+20, fa=—1—21,
kus ¢ = —1 ja b = 2. Uldlahendi saame valemi (C) jargi
Yy—=e~* (01 cos 22 + ¢, sin 22 —
_,;_ cos 2z fsin 2xdx +
+ %sin 2x fcos 2a:da:} :
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y:e—z(clcos‘2x+czsin2:v-+—

1 2 o B
+Tcos- 2z + v : sin? 2x)

ehk
y:e—z(c,cos2:v+cgsin2x+%).

3. Homogeense diferentsiaalvorrandi

&y dy §EC
d'a;z‘*‘a'la'f‘%y—*o

iildlahend sel juhul, kui iseloomuliku vorrandi juured A, ja 4. on
kompleksarvud, saadakse valemist (C), paigutades selles valemis
Q(x) =0, 8. 0.

(Cy) ¥ — e%%(¢; cos bx + ¢, sin bx) ,
kus

s ilie aay B8
a_——z,b——]/ae B2

Niaidis: Leida pendli vonkumise seadus, kui arvestada ohu
hoorumist, mis on vordeline pendli liikumise kiirusega.

Olgu pendli mass m. Tung md8 on vastupidi suunatud

dat*
komponenttungile mg sin ¢ (26. joon.) ja samuti vastupidi suuna-

tud h66rumisele kj’—% , kus k& on 6hu hoorumise koefitsient. Seega

d’s gl iy G
M gz = — myg sin g kdt
ehk

" R B
it T m @t 9Sine=0.

Mirgime s = lg ja votame sin ¢ asemele ¢, saame konstant-
sete koefitsientidega homogeense teise jargu diferentsiaalvorrandi
&y | kl dy
: dat *e m dt + 99
ehk

d(f k dy y
dt’ m dt+
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kus ¢ on t funktsiooniks. Selle diferentsiaalvorrandi iseloomuliku
vorrandi

k ¥
)_2+_;,+T_0
juured on

e =
Aia= A2m°‘y am 1

Et ohu hodrumise koefitsient & on viga viike arv, siis on

§,<i£ ja seega on iseloomuliku vorrandi juured kompleks-

arvud, s. o.
k / g ;-,_Ez_
2,122 i— V vl'—m——a"‘bl

je diferentsiaalvorrandi iildlahend on siis valemi (C;) jargi
@ = e%(c, cos bt 4 ¢, sin bt) .

Midrame ¢, ja ¢;. Kui t =0, siis ¢ = ¢o. Asetades need
viaartused ildlahendisse, saame

Ci1 = o -
Parameetri ¢, méadramiseks votame esimese tuletise

%‘% = e (— ¢,b sin bt + ¢.b cos bt) +

+ ae® (¢, cos bt + ¢, sin bt) .

Kui siin ¢ =0 ja ¢, = ¢o, siis di:: 0 ning

0 =c2b+ ol ,
millest

62 —_— —— —— T ——?‘o":'. 3

. ]/ T v 4

2m l 4am?

Asetades ¢, ja ¢, vidrtused iildlahendisse, saame

p= ¢p0e“'(cos bt—-i;— sin bt) :
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Ets=¢l,siis

8 I.q;oe“‘(cos bt——g sin bt)

ehk

kt

s R
8 = lgpee [cos (tV Cam’ )+

+—— ez (/G IE

2mV i m’

mis madrab pendli vonkumise seaduse, kui arvestada 6hu héoru-
mist.

Pendli tdisvonke kestuse 7 saamiseks vaatleme, millal pendli
liikumise kiirus saab O-ks, s. o. g; — 0. Diferentsides

% = lgoe* (— b sin bt — a cos bt) +
+ lpoaer (cos bt —% sin bt)

ja asendades— =0 jat=T, saame

dt
0 = — IgoeT (b + “T) sin bT ,

s. O.
gin bl =0,
kust
W =2
ja taisvonke kestus
_2n
Po= T
ehk
g tbosdiiss
Y y kg

Kui 6hu hoorumist mitte arvestada, siis £ = 0 ja
T=2:/ L.
g9
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§ 24. Homogeenne lineaarne diferentsiaalvorrand.

1. Teise jargu mistahes koefitsientidega homogeenne line-
aarne diferentsiaalvorrand on

T +P@YL + P2y =0,
kus P,(x) ja Ps(x) on a-i funktsioonid.

Selle diferentsiaalvorrandi iildlahendi voime leida, kui on
teada viahemalt iiks tema erilahenditest. Olgu diferentsiaal-
vorrandi iiks erilahend y,. Uldlahendi leidmiseks mirgime

Yy =m=z,

kus z on moni z-1 funktsioon; siis

Asetame need v, % ja % vadrtused homogeensesse diferentsiaal-

d*y

1
4 asemele, saame

o . dy .
vorrandisse v, 7 12
2T 423 % | T L Pi(2)e WL Pi2) 1 E 4 Po(z)yiz =0
R ?lld 2 1 i 1 /1 ; Y12 ==

ehk

CL 1 Pi(2) B 4 Py(z)y |2 4+ 2 1% + Pu@)yn g =0
e 1 <+ ?/1] dxdx_r‘lld‘ 1 dex— .
Et ¥, on antud diferentsiaalvorrandi erilahend, siis

%%+ Pi(x) 2 | Py(2)y =0
ja jarelikult

yll‘%ﬁ+ gt +P1(x)y1d —0.
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Viimases vorrandis tdhistame

dz —

da_ Y
millest

&z du

dz*~ da’
siis

ylg‘}' 2%’" + Pu(z)yu =0

kujutab esimese jargu diferentsiaalvorrandit, mida inteegrime
muutujate eraldamise teel, s. o.

du 2 dy "

TR+ Pu@)|d =0,
millest

nu+ 2y, + [Pue)ds =Inc,
ja

— | P(z)dx
8= i”_.e R
Y

ehk

o P }"P,(x)d.c

dx ¥
ja seega

_-‘ ¥ P,(x)dz

2= czfe i dx + ¢,

ning

$ —_‘ Py)dr

y202y1]e~y; —dz 4¢3,

1

~ — | P @iz
kus j g—~y~,-— dx on homogeense diferentsiaalvorrandi iiks

erilahenditest, mille puhul ¢, =0 ja ¢; —= 1. Mirgime

— Py
e
Y1 f e =¥,

Y

151



siis saame
Y = 11 + C2Y2,

mis on teise jargu homogeense lineaarse diferentsiaalvorrandi
iildlahend, kus ¥%; ja . on erilahendid ning ¢, ja ¢, mistahes kons-
tantsed suurused.

Kui siin parameetrid ¢; ja ¢, ei ole korraga 0-d ning
e + ey £ 0,

siis oeldakse, et ¥; ja ¥, on lineaarselt s6ltumatud
funktsioonid. Vastasel korral oleksid nad Ilineaarseit
soltuvad.

2. Samuti ndhtub ka iimberpoordult, et kui %, ja y. on teise
jargu homogeense lineaarse diferentsiaalvorrandi mistahes line-
aarselt soltumatud erilahendid, siis iildlahend on

Y = C1Y1 + C2Y2,

kus ¢; ja ¢, on mistahes konstantsed suurused. Et

dy d& dy-
= R ) T
&y d’yx d’yg
=0 Tt e %Y

siis asetades need viaiartused vorrandisse

N PP+ Pam)y=0

saame
C]% - Cg% -+ Pi(2)c, y‘+P1(x)02 = +
+ Py(x)eryy + Pa(x)eay: — 0
ehk

& [‘j{”' +P() % 1P, (x)y,]
+e [‘f,'—;’, + Py(x) By Pg(x)ng +
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mis kehtib ikka, sest et y; ja . on diferentsiaalvorrandi eri-
lahendid. Seega funktsioon ¥ = ¢,9; + ¢y, rahuldab homogeenset
diferentsiaalvorrandit.

Siin e; ja ¢, on olulised parameetrid. Kui ¢; ja ¢. ei oleks
olulised parameetrid, siis oleks

ey + ey = yp(x, ¢) ,
kus vottes osatuletised ¢; ja ¢, suhtes leiame
de 0
B=y,(@,0) 7, =y, 0) 5,

kust jagades saame

gc_
¥ __ 90
¥: de
062
ehk
C1¥s + Cay =0,
a8 b = 3 18 C2=— 5, mis iitleb, et 7, ja ¥. on lineaarselt
] 1

soltuvad, mis on vastuolus eeldusega. Seega on parameetrid
¢; ja ¢, olulised ning

Y = C1Y1 + C2Y2

on diferentsiaalvorrandi iildlahend.

Niiteks homogeense diferentsiaalvorrandi

- dy |
d—;_zxd—?ﬁ (22 —1)y=0
iiks erilahend on
?/1 =X )
sest et
W e TU__ o
dz it b R

ja asendades saame

e? —2xe? -+ (20 —1)er =0.
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Teine erilahend on siis

ja seega iildlahend

Y = C16% + coe7 j er—2dy

§ 25. Uldine lineaarne diferentsiaalvorrand.

1. Uldise teise jdrgu lineaarse diferentsiaalvérrandi

T+ Pi(2) P+ Po(2)y = Q(a)

kus Py(z), P2(x) ja Q(x) on z-i mistahes funktsioonid, lahenda-
miseks oletame, et talle vastav homogeenne diferentsiaalvérrand

d‘
M+ Pi(@) % 4 Pu(z)y =0
on juba lahendatud ja selle iildlahend on
Y = 1Y + €Y,

kus ¥: ja ¥ on lineaarselt s6ltumatud erilahendid ning ¢, ja ¢, on
mistahes konstantsed suurused.

Lineaarse diferentsiaalvorrandi

T+ Pu@) P+ Po)y = Q@)

iildlahendi saamiseks on voimalik siis parameetrid ¢, ja c¢. asen-
dada niisuguste z-i funktsioonidega c¢,(x) ja c:(x), et funkisioon

Y = (2)ys + c2(x) Y

kujutab lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahendit. T6epoolest
tihendatud funktsioon y peab rahuldama lineaarset diferentsiaal-

vorrandit, kui temasse paigutada v, gg ja (% vadrtused. Selleks
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leiame esiteks '—11’:
dx

dy
dx

dy:

=el(x) o+ cz(x)d’” + e (2)ys + ¢’ (2) Y. .

Et meil on tegemist siin kahe tundmata funktsiooniga c¢;(z) ja
¢:(x), siis valime nad nonda, et viimases vorduses

e/ (2)yr + e (@)y2=0
siis
dy

W = e () W+ er(2)

mille tuletis on

d*y d ' " dy-
d;~c1(x)3”, +ex(2) & Tt o/ (@) G2+ e (2) 5, -
Asetame saadud y, 5’ ” ja f—:, vidrtused vorrandisse

jl + Pi(@) % + Po(x)y = Q=)

Y, d ja Exy' asemele, saame
(@) TY 4 ea(2) T 4 e/ (@)W 4o (1) B+
3 Pl(w)cl(x)g’g + Pl(x)cz(x)gf—{—
+ Po(z)ei(2)y + Po(x)ea(2)y: = Q()
ehk

er(@) [GL + Pu(@) P+ Pu(a)w |+
+ ex(2) [Th + Pi(2) % + Pa(@)ua] +
+ e/ (x) ‘%+ ¢’ (x) '1% =Q(z).

Et v, ja y- on homogeense diferentsiaalvorrandi erilahendid, siis
nurgelised sulgavaldised on vordsed 0-ga ja seega

o () P+ e (2) % = Q) .
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Lahendades vorrandsiisteemi

e/ ()Y + ¢’ (2)y. =0

o' (2) Bt oy (2) W = Q)

¢/ (x) ja ¢)’(z) suhtes, leiame

0, Yo |
dys |
Q(z),- =4
e/ (2) = Hrrratada)
e
dy: dy: |
dx’ dz |
Y1, 0 1
. i
| Q) |
e () =——— ———=ga(®) ,
?I1, ’yz }
dy.  dye |
dz’ dz

kust inteegrides saame
a(@) =[gu@)dz + o
s () :fq;g(a:)da: + €.,
Asetades vorrandisse

Y = 1 (2) Y1 + ea(2) s

¢i:(z) ja c.(x) asemele saadud vidrtused, saame teise jéargu line-
aarse diferentsiaalvorrandi iildlahendi

Y= yljn¢1(x)dx = yzftpz(x)dx + ¢1Y1 + €Yo,
kus integraalide summa esitab mingisugust z-i funktsiooni, s. o.
/«pl(w)dx — yo[«pz(x)dx @),

156



ja tildlahend on siis

Y = @p(x) + e1y1 + cay:

kusjuures homogeense diferentsiaalvorrandi puhul erilahend
qy(x) =0

2. Samuti ndhtub ka iildiselt, kui ¢(x) on diferentsiaal-
vorrandi

M+ P X 1 Pa)y = Q)
erilahend, siis tema iildlahend on

Yy = @(x) + e1y1 + cay2,

kus y; ja 7. on homogeense diferentsiaalvorrandi

T+ P D4 Po2)y =0

soltumatud erilahendid ming e¢; ja ¢, on mistahes konstantsed
suurused.

Oletame, et
¥y = o(2) + y(x)

on diferentsiaalvorrandi

T+ P Y 4 Py(2)y = Q(2)

iildlahend. Siis
W= (@) + (@)
=g (@) + " (@)

ja diferentsiaalvorrand omab kuju

¢’ (z) + P1(x)¢' (2) + P2(2)p(2) +
+ y"(2) 4 Pi(2)y/(z) 4 Po(z)yp(z) = Q(z) .
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Et ¢(x) on erilahend, siis
¢"(®) + P1(2)¢/(2) + P2(2)p(x) = Q(2)

ja
y" () + Pi(z)y () + Po(2)y(z) =0,
mis on homogeenne diferentsiaalvorrand, mille iildlahend on
p(Z) = et + €Yo .

Tahendab, kui diferentsiaalvorrandi

T+ Pi@ Y 4 Py(2)y = Q(2)
erilahend on ¥ = ¢(x), siis ta iildlahend on
¥ = @(x) 4+ ey + 2.
Naiiteks lineaarse diferentsiaalvorrandi

d'y 4 dy 14 o z

& 1—wd 1—2’71

;,t:
vastava homogeense vorrandi

Py 4z dy 142
i I—7ds” 1—2

iiks erilahenditest on

y:O

sin
Y= i

sest et

dy: _ (1—2*) cosz + 2wsinz
dz a—2)

@_41:(1—:0’) cosz + (1 + 82> —=x*) sinx
1 (1—2%°

ja asendades saame

42(1 —2*) cos x + (1 4 82— z*) sinx_
(1—2)°

4z (1—a)cosz + 2zsinz 1+ 2° sinz —0
1—2* (1—2°)* 1—a* 1—2*

158



Homogeense diferentsiaalvorrandi teine erilahend on

)
__ singx __sing de COS Z
el BT (Sm Tl1—2 J G T 1—2
1—'1;

ja tildlahend

y=ce sin o, 2087
it e = 21 "
Et siin

¢/ () =gi(x) =xcosz, ¢'() =¢:(x) =2zsinz,

siis
() :f(pl(x)dx 4 :j'x cos xdx + ¢; =
=xsinx + cos x + ¢,
es(2) :fqu(a;)dx + €= fx sin zdx + ¢, =
=—xcosx+ sinzx + ¢
ja

9 (@) =4 [gr(@)da + yo [p2(@)de =
ning antud lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahend on seega

y= x+clsm*v—c cosa
25 e

§ 26. Diferentsiaalvorrandi graafiline lahendamine.

Oletame, et teise jargu diferentsiaalvorrand on ilmutatav
funktsiooni teise tuletise suhtes, s. o.

vV =fxz,vy,v),

ia otsime integraalkoverat, mis ldbiks punkti A, = (xolyg) ja
mille puutuja tous selles punktis oleks y,' = tana,. Et teise
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jargu diferentsiaalvorrand viljendab funktsionaalset seost
integraalkovera mistahes punkti koordinaatide ning selles punktis
tommatud puutuja tousu ja koverusraadiuse r vahel, kusjuures

3 3

g § e o b L 8 ik
¥ ey

siis otsitava integraalkovera kidigu maidramiseks miargime koordi-

naadistikus punkti 4, = (xolyo) ja labi selle punkti sirge tousu-

nurgaga ao —arctany, (27. joon.). See sirge on otsitava

integraalkovera puutujaks punktis A4,. Punktis A, tombame
iihtlasi normaali, millel mirgime integraalkovera vastava koverus-
raadiuse

3
. (13w9¥
. f(xo s Yo 7'y0,) % AOBO :

kus B, on koveruse keskpunkt punkti 4, suhtes.

Kui siin f(@%o, %o, %o') >0, siis ka r,>0 ja punkt A,
asetseb seega integraalkovera nogusal osal, mille puhul koveruse
keskpunkt tuleb mérkida normaalil ordinaatide kasvamise suunas.
Kui aga f(2o, %o, %o’) <0, siis on 7, <<0 ja punkt A, asetseb
seega integraalkdvera kumeral osal, mille puhul koveruse kesk-
punkt tuleb mirkida normaalil ordinaatide kahanemise suunas.
27. joonisel koverusraadius 7o = AoB, on mirgitud normaalil ordi-
naatide kahanemise suunas.

160



Joonestame punktist B, raadiusega 7, ringi kaare A,A; ja
tombame sellele kaarele punktis 4; puutuja ja normaali. Miirame
modtmise teel punkti A; koordinaadid «; ja %; ning puutuja
tousunurga o, tangensi, s. o. tan a; = y,’. Lugedes punkti A,
otsitava integraalkévera punktiks, voime leida selles punktis
integraalkovera vastava koverusraadiuse

3
27z
1+ %) :A].Bly

e %
17 f@, 0, 00)

kus B; on koveruse keskpunkt punkti A; suhtes. Punkt B, voib

asetseda normaalil ordinaatide kasvamise vdi kahanemise suunas,
olenedes sellest, kas », > 0 voi 7, << 0.

Edasi joonestame punktist B; raadiusega r; ringi kaare 4,4,
ja toimime analoogiliselt eelnevaga, saame koverusraadiuse r, , jne.
Niimoodi saame ringide kaartest koosneva joone, mis on otsi-
tava integraalkovera ligikaudseks kujuks. Saadud joon on seda

1shem otsitavale integraalkdverale, mida liihemad on tidhendatud
ringide kaared.

§ 27.- Harjutusiilesandeid.
Lahendada teise jargu diferentsiaalvorrandid:

dy . i
13t. ¥ —sinz = 0

Sy Ay
12 (L) -2=o.
13. ¥ _gw=0

134, y‘zf _(g)“z 0

2, 2
135 (y—1L—2(2) =0

136. 2y %Y (d_y)zv_1=0

Vi \az
dy dy =
137. d7—7o—l:7:+6y_0
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138.

139.

140.

141.

142.

143.

144,

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

&y dy PP
2d?+7a—15y_0

T _12% 4 36y=0

Y red13ay=0

R

%—Sd—y—f—2y:x2
-|—3 —i—2'y—ez

j‘g—ﬁ—Gy:x‘-’—l—x—i—]

%— %+42/:x3—x+2

AT

& d A
2ty =ertr—1

d*y dy ot
d—?—7a+6y_smx
ifi_,—}—Qy:cosa:

fy+J_xcosx

d“y

- +y—=tanx

+4 dy+2y

&y @ dy SLOyNd d
dx2+x’—1d—5 x2—1_0

dy 2x+]dy+x2+a:—8
da* % dz z*

y=0

&y =x+1ldy |, y __
da® x dx+ 0



160.

161.

162.

163.

157.

158, &V _4dy

&’y 3x* dy 3z I 3
gl " T o g E % e s gl £

Keha, mille mass on m, liigub horisontaalsel tasapinnal
algkiirusega v, . Leida keha litkumise seadus, kui 8hu takis-
tus on vordeline keha kiiruse ruuduga, s. 0. B = kv2.

Missugune seadus valitseb liikkumist, kui keha, mille mass
on m, liigub touketungi mojul?

Missugune seadus valitseb keha vaba langemist 6hus, kui
ohu takistus on vordeline keha kiirusega?

Keha, mille mass on m, vajub vees algkiirusega v, = 0.
Leida keha liikumise seadus, kui vee takistus on vordeline
keha kiirusega, s. 0. R=Fkv. -
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IIT peatiikk.

n-jargu diferentsiaalvorrandid.

§ 28. n-jargu diferentsiaalvorrandi maiaramine.

Diferentsiaalvorrandit, milles funktsiooni n-jirgu tuletis esi-
neb korgeima jiargu tuletisena, nimetatakse n-jadrgu dife-
rentsiaalvorrandiks, milleiildkuju on

dy d% dry) __
F(x, y,(TZ’E;z, .‘.’ﬁ—o
ehk
F(xr Y, y,’ y”)'v'-’ ?/("))20,

mille lahendamisel tuleb leida niisugused funktsioonid, mis‘ seda
diferentsiaalvorrandit rahuldavad.

1. Vaatleme n parameetriga c¢;, ¢, ..., ¢, koverate parve
esitavat funktsiooni

(I)(x' Y, C1y, C2,5 «.., Cn) :0.
Kui siin koik n parameetrit on olulised, s. o. kui nad pole
ithendatavad viiksemaks arvuks parameetriteks, siis voime leida
n-jargu diferentsiaalvorrandi, mille iildlahendiks on tédhendatud

funktsioon. Diferentsides seda funktsiooni n korda, s. o.
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o :
dx+oyz_:'—¢l(xy Vs Y5 C15-C85 L. c,,):o

i% +a¢,dy +d¢1d’y

3 =B, Fo Vs ¥ 501y Oy .oy Ou) =0
y dx

+ Etw Ty

:(p3(x9 v, ZI', 2/", y”” Ciy, Coy ...y Cn):o

Od’n—-l O(Dn—I dy L 0P dy 0Dy 1 oy
+* dz ' oy’ dx’+ +0y("*1) dxn —

=§Z>n(a1,y,y,y g~ vis. 5. D4 il Ba5» v aBihel
ja korvaldades siis vorranditest
(T g.iciiyesyi-u05-68) =0
Dl Y il s 65 s aita) =D
DAT Y WS W .y Chs s Cr) =20

¢n(x; Y, Z/’, y”, o 'y ?I("), €1, C2, ..., Cn)=0

jark-jargult parameetrid e¢;, ¢,
diferentsiaalvorrandi

.., Cp, Saame n-jargu
F(x, y,vy’, Wi =0
Korvaldame vérranditest
047 5L TR PR Sy . e |
Pz, ¥, ¥, 61, €5 ...p ) =0
nditeks parameetri ¢;, saame

qjl(xy Y, ?/'; Coy, C3, ..., cll):()y

mis kujutab esimese jargu diferentsiaalvorrandit, mille iild-
lahend on

(])(xy ?/, cl, Cs, ya vy cll):()‘
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Iga niisugust esimese jargu diferentsiaalvorrandit, mis vil-
jendab =, ¥, ¥’ ja n — 1 parameetri funktsionaalset seost, nime-
tatakse n-jiargu diferentsiaalvérrandi (n—1)-ks integraa-
liks.

Vottes funktsiooni K
q’l(m’ Yy, ”_l/,, C2, C3, ..., C,,):O
tuletise
0'1’, 09(’, d][ !pl d* y
e a3 > dx-f—

ST U T Al R G e )l =— D
ja korvaldades vorranditest
Pz, uy, U, Ca, ¢ o0l =0
wvi(, ¥, ¥, ¥, ¢, €, ..., cn) =0
néiteks ¢, , saame
DBy Y U € Che b i En) 22WY,

mis on n-jargu diferentsiaalvorrandi (n — 2)-ne integraal, milles
véaljendub funktsionaalne seos z, v, ¥, ¥” ja n — 2 parameetri
vahel.

TAnaloogiliselt jitkates voime leida n-jirgu diferentsiaal-
vorrandi iga vahepealse integraali, s. o. ildiselt (n — k)-da
integraali

q’/"(x, Yy, y” y"! ooy y(k)’ Ck+1y Cht2,y «- -y cﬂ) :0)

kus 1 <k <n. m-jargu diferentsiaalvorrandi esimene integraal
on seega

lpn—-l(‘xy v, ?/' ’ ’!/" Ry y(”_l) ’ cn) =1
ja n-jargu diferentsiaalvorrand ise

B, A Moo ¥ e D) =0
ehk
F(x’ Y, 2/', 2/”, vy 1/(")):0,
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mille iildlahend on
d)(xy Y, €1, C2,5 ..., cﬂ) :0-

Vorrand
(D(x’ Y, ¢, €, ..., C/,):O

kujutab geomeetriliselt n-kordselt l6pmatut koverate parve ehk
koverate parvede siisteemi. Fikseerides parameetrite
¢, €2, ..., ¢, vadrtused, saame n-jirgu diferentsiaalvorrandi
erilahendi, mis médérab iihe ja ainult iihe integraalkovera.

Niiteks, et leida niisugune diferentsiaalvorrand, mille inte-
graalkoverad kujutaksid tasapinnal ringjooni, s. o.

(x—e)* 4+ (y—e)?—es =0,

kus esineb kolm parameetrit ¢;, ¢, ja ¢;, selleks diferentsime
seda funktsiooni kolm korda

2(z—c) +2(0—e) W=
2+2("_”) —FZ(J—Cg)dz_ 0

dy d'y d’y
65 g T 2(—e2) 55=0.

Otsitava diferentsiaalvorrandi saamiseks korrutame teise neist
vorranditest avaldlsega °P ~ ja kolmanda avaldisega :;;‘-’ , siis lahu-

tades saadusi saame

wtlal @ a=0

mis kujutab kolmanda jiargu diferentsiaalvorrandit, mille iild-
lahend

(x—ec)? 4+ (y—c2)*—c? =

esitab koiki ringjooni tasapinnal.
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Umberpﬁﬁrdult, kui meil on antud n-jirgu diferentsiaal-
vorrand

FLa 9 W W O hir gy =00
mida rahuldab funktsioon
(l)(w; Y, €1, C25 ..., cll) :07

kus ¢, ¢, ..., ¢, on koik olulised parameetrid, siis nime-
tatakse seda funktsiooni mn-jargu diferentsiaalvorrandi {ld-
lahendiks.

2. Kui punkti (z, ] Yo) ldbib integraalkover, mille vorrand on
7oA P DO . S e R |
siis kehtib vordus
Do, “Yp » 005 Con 1L 10 C) 0 5

kus ¢, ¢, ..., ¢, voivad omada madramata palju vaidrtusi.
Seega vastavalt ¢, , ¢, ..., ¢, viadrtustele voime kujundada ldbi
punkti (xolyo)'kuitahes palju integraalkoveraid.

Kui aga peale punkti (xolyo) on veel teada tuletiste eri-
vaartused ¥, %, ..., Y™V selles punktis, siis kehtivad
vordused

Do U i 1Oy On) =:0

(I)l(xO: Yo, y()'y Ci, C25 «0.y C,,) =1

(I)Q(x07 Yo » ?/o'; ’.’/0"; Ci, C2,y .ty c") :0

d)ll—-l(xO’ Yo » yl)’y ’.l/o”, ---,’!/o(”_l), Ci1, C2, ..., cn) :0'

Kui see vérrandsiisteem omab iiht ja ainult iiht lahendite siis-
teemi

€ = f]’l(xo y Yoo y(O’ ’ y()” y ey ?/o(""l))

Cy = ¢2(x0 » Yo, ’!lo' ’ 'y()” 3 eeey yo('“_l))

Cn = (Pu(xo » Yo, Yo, yU" y e ?!o("—l)),
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siis saame ldbi punkti (@,|y) kujundada iihe ja ainult iihe
integraalkovera, mille vorrand on
q)(xr Y, @15, @25 -+, ({711)‘—-‘:0
ehk
: @0(3;, Y, oy, Yo, ?/o', ?/0", ey ?/0("‘1)):0,

mis esitab n-jérgu diferentsiaalvorrandi erilahendit algvéértus-
tega Lo 1/0 ’ ?Io’ s yOH ¥ L& ?lo("_l) .

§ 29. Diferentsiaalvorrandi jargu alandamine.

1. Diferentsiaalvorrandi

Y =f(x)

dxn

iildlahendi leidmiseks tuleb teda jark-jargult inteegrida, kasutades
n-kordset kvadratuuri:

Z;,Tl%—ff(x)dx +a=g@@) +

Z:__,:%—:ft]h(x)dx + 61 + €2 = @2(®) + 61X + ¢2

PV = [pa(@)de + 2 2 + a5 + 05 = pa(2) + 5 2+ et + 05

dan—3

d % 5
- = pna(2 )+(n x" G (;[_—c__gj_!_ 24 .o 4 Ca o 4 O
Yy = ¢"(w) ‘+" (n x"—l + (n = + ko + Cn—1% + Cn .
Mirkides - .  asemele ¢;, % asemele ¢. jne., saame
(m—1)! (mn—2)!

iildlahendi kujus
Y=g@u(@) + @ P "2+ - - - + Laa® + 6,
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mis iga ¢;, €, ..., ¢, vadrtuste puhul rahuldab antud n-jargu
diferentsiaalvorrandit, kui ainult f(x) on pidev funktsioon.

2. Diferentsiaalvorrandi

Cdvy f( dn~1y) ’

dan ? dan—1
lahendamiseks méirgime

dn—ly ¥

dan1 = %>
siis

dry __dz

den " dx

ja antud diferentsiaalvorrand teisendub esimese jargu diferent-
siaalvorrandiks

de
d_;_ f(x ’ Z) ’
mille iildlahend on
z=qi(z, ¢1),
mis kujutab niitid (n — 1)-jiargu diferentsiaalvorrandit

dn—ly
dgn—1

=gi(®, ¢1),
mille iildlahendi leiame n — 1 kvadratuuri abil, s. o.
Y= @u(@, €1) + 22" 2 4 €323 + -+ - - Caa® + Cn .

Analoogiliselt toimime, kui diferentsiaalvorrand esineks kujus

dy _ (dﬂ"-ll

dan — 7 \dan—1/"

Niiteks diferentsiaalvorrandi
dy 1 dy
de*~ « do®

lahendamiseks mérgime
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siis

dy __dz
de* — dw
ja vorrand omab kuju
d_ 2
de ™~ x
ehk
de _dw
$ oL 3

millest inteegrides saame

Inz=Inz+4Ine¢

ehk

e =0%,
o -

d*

= 0%

ja kolme kvadratuuri abil leiame

T G o
Fretsak gl

ay- 1 3
w5 2 4 Cox + C3
Y= 4 222t exr+c
T 2 . =
Markides Eci asemele ¢; ja % asemele ¢, , saame iildlahendi kujus
Y = C1&* + C22% + 3% + ¢4 .

3. Diferentsiaalvorrandi

dny = f (dn~2y dn——ly)
dan—2’ dxn—1

dan
lahendamiseks mairgime

an—2y
degrn—2 s
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siis

-y dy_ &

den—1 " da’ dxn” da®
ja antud diferentsiaalvorrand teisendub teise jargu diferentsiaal-
vorrandiks

%:f(z’g—:)’

milles ilmsesti puudub argument z . Selle teise jargu diferentsiaal-
vorrandi iildlahend on (§ 21, p. 1 jargi)

z2=g(x, €1, ),
mis kujutab niitid (» — 2)-jargu diferentsiaalvorrandit

a2y
dan—2

mille iildlahendi leiame # — 2 kvadratuuri abil, s. o.

:¢2(x, C1, 62) ’

Yy=gn(T,€1,C) + 2" 34 x4+ -+ - 4 €1 + Cu.

Niiteks diferentsiaalvorrandi

a1+ (@2 () =0

lahendamiseks méargime

_—— ;

siis

Py _de &y _d

de* ~ dx’ da*” da®
ja vorrand teisendub teise jargu diferentsiaalvorrandiks

az 2 dz\2

S+ —%(E) =0,
milles ilmsesti puudub argument. Edasi mirgime

dz

(—i;:p’
millest

dz .__dp

d;:'?——‘pd_z,
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siis
@ - u . - g
? (F=F 228) —22p° =0,
mis annab kaks vorrandit

i dp _ 2zdz
L st o L

Esimesest vorrandist saame z = ¢; ja seega
Y =& + C3,

millest nidhtub, et iga sirge tasapinnal on antud diferentsiaal-
vorrandi integraalkdoveraks.

Teisest vorrandist saame

Inp=In(1+22))+Inec,,

kust
P =ci(1 + 22)
ehk
% _ 6,(1+2%)
-
ja
dz e —
Fia= cdx,

mille integraal on

arctanz = ¢z 4 ¢,
kust
z = tan (eix 4 ¢c3)
ehk
d,
% = tan (e + ¢2)
ja antud kolmanda jiargu diferentsiaalvorrandi iildlahend on

y:%—%lncos (cix + ¢2) .
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4. n-jargu diferentsiaalvorrandit

Bl B )

det d*! il dge—t

milles ilmsestiv puudub tundmata funktsioon, vo6ib taandada
(n — 1)-jargu diferentsiaalvorrandiks, tdhistades

dy __
a0
millest
¢y _dz dy _dz dy _ iz
de* — dx’ dax* ~ de*’ "7 dan” dan—1?
siis saame
dn—1z f( 3 dz d% dn—2z
1=\ 2 g g o )

Leides viimase diferentsiaalvorrandi ildlahendi
= qp"—l(x) Ciy C2y o0y cn—l) ’

saame esimese jargu diferentsiaalvorrandi

d;
‘Ez:(pn—l(x, Ci1, C2,y -.., cn—1)1

millest saame iildlahendi

Yy=ou(Z, €1, €, ..., Ca) + Cn.

Analoogiliselt toimime diferentsiaalvorrandi

dny ( dky  dktly dn—ly}
dan = N\¥> k> Gghv1v o gt
puhul, kus tdhistame
diy __
k= 20
millest
dk+1y —(E @ s dn—kz
dekt1 " dx’ "7 dam dwnh

- ja saame siis (n — k)-jargu diferentsiaalvorrandi

dn—kz dz d’z dn—k—1z
=t g & T
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Kui on véimalik leida selle (n—k)-jargu diferentsiaal-
vorrandi tildlahend

z:(Pn——k(x, cl, 02’ S aiety cnd—k)’

siis k-jargu diferentsiaalvorrandi

dk:
d?‘ (Plb—k(x Of, Cay oy Onk)

iildlahendi leiame k kvadratuuri abil, s. o.
Yy=e@a(Z, €1, €2, ..., Cok) + Cott1 251 4
+ Cr—kto®* 24 - -+ Cry® +Cn .
5. mn-jargu diferentsiaalvorrandit

Iy oy W Ty a1y
dan iy d@e’ T R genar?

milles ilmsesti puudub argument z, voib taandada (n — 1)-jargu
diferentsiaalvorrandiks, tdhistades

dy
a2’
millest
d’y dz
@ =% g
dy __d
la® _( ( ) + dx dy
dz dy dz _ zdz +
dy (dy + dy dz dy (dy)
jne., saame
dn—iz 7 f ( 4 d-z @Z dn—2z)
dyﬂ—l_ 1\Y, ";dy, dy* g 85 %3 dyn—2 .

6. Diferentsiaalvorrandi

@; pL f(d_kll dk+ly dn—ly)
den ~ 7 \dxk® dxk+l’ °°°? dgn—1

lahendamiseks margime

dky

dak = %
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millest

dk+1y S dz dﬂy W, dn—kz
dek+1 ™ dg’ """ dxn” dan—k’

siis saame (n — k)-jargu diferentsiaalvorrandi

dn—kz ( dz dz dn—k—1zy .
Fe= it COP O - TRl = =i

mis kujutab eelmist diferentsiaalvorrandit, kus ilmsesti puudub
argument x .

§ 30. Homogeenne lineaarne diferentsiaalvorrand.

Funktsiooni ja ta tuletiste suhtes homogeense lineaarse
diferentsiaalvorrandi

Y + Py(2)y®™ D 4 Po(2)y™ 2 4 -« - 4+ Po s (2)Y + Pu(x)y =0,

kus P;(x), P:(x), ..., Pu(x) on x-i mistahes pidevad funkt-
sioonid, iildlahendi voime leida, kui on teada teatud arv tema
erilahendeid. Sel puhul toestame jargmised laused.

1. lause. Kui y1, 32, ..., yx on homogeense diferentsiaal-
vorrandi

¥® + Py(x)y®" + Po(2)y" 2 + - - - + Pua(2)y' + Pu(z)y = 0
erilahendid, siis on ka
Y =C1Y1 4 CoYa+ - - - + CxYi

selle diferentsiaalvorrandi lahend, kus ¢, ¢2, ..., ¢x on mistahes
konstantsed suurused.

Asetame lauses tidhendatud homogeensesse diferentsiaal-
vorrandisse funktsiooni ja ta tuletiste asemele

Y=CY1+ CY2+ - - -+ CrYx

Y =y + ey’ + - - - + ey

Y' ="+ ey 4 - - - 4 cryr”

YW = ey ® 4 coys® & - - - L cy®

176



sSaame
aly® + Py(2)y ™ + Po(2) @D + - - - 4

+ Pua(2)yy’ + Pu(2)y1] +

+ e2[yo® + P1(2) Yo" 4 Po(2) Y22 4 - - - +
+ Pua(@)yy + Pu(2)y2] +

#i

+ cklyn® + Pi(@)y— + Po(@)yst—* + - - - +
+ Pua(2)ys’ + Pa(2)ys] =0,

b

mis kehtib ikka, sest %, ¥, ..., y» on homogeense diferentsiaal-
vorrandi erilahendid ning nurksulgudes esinevad avaldised
on seega vordsed 0-ga. i

Eriti kui k£ = n, nédeme, et kui %;, 92, ..., ¥» on homogeense
diferentsiaalvorrandi

y® 4 Py(2)y® 4+ Py(2)y®™ 4 - -« + Puy(2)y + Pu(x)y = 0
erilahendid, siis on ka
Y==CY1+ CYs+ - -+ Calfa

selle diferentsiaalvorrandi lahend, kus ¢;, ¢, ..., ¢, on mistahes
konstantsed suurused.

Siin erilahendid ehk funktsioonid %:, %», ..., ¥» on line-
aarselt soltumatud, kui nad ei ole seotud samasusega

i+ cCYa+ -+ =20,

kus vabalt voetud konstantsed suurused ¢, ¢, ..., ¢, ei ole
koik korraga vordsed 0-ga. Vastasel korral oleksid nad lineaar-
selt soltuvad funktsioonid.

Niiteks funktsioonid e* ja e on lineaarselt soéltumatud,
sest et vordus

€167 4 e =0
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kehtib samaselt ainult siis, kui ¢; = ¢ = 0. Sest tdepoolest, kui
oleks

c16* + ce* =0,
siis saaksime diferentsides
cie* —Ce 2 =10.
Neid vordusi liites ja lahutades leiame
2¢:67 =807 ) 2 '2e5e7 =
Et e £0 ja e=:#£0, siis peab olema
ey=20n01 gy =i,
Siin ¢; ja ¢, on funktsioonis
Y = C16* - c6 %
olulisteks parameetriteks.

Kuid funktsioonid x — 2, 3z + 4 ja 5z on lineaarselt soltu-
vad, sest et vordus ci(x —2) + c2(82 4 4) + 5csx = 0 kehtib
mitte ainult siis, kui ¢; = ¢; =¢3 =0, vaid ka siis, kui ¢; =2,
¢cc=1 ja ¢s=—1. Sel juhul ¢;, ¢; ja ¢; ei ole funktsioonis

Yy =c1(x —2) + c2(3x 4 4) + Sez
olulisteks parameetriteks, nagu ndhtub ka funktsiooni teisendusest
Yy = (61 + 3¢z + 5ez)x — 2¢; + 4e¢,,
mis on sama, kui kahe parameetriga funktsioon
Y =& + Ca,
kus ¢, =c¢; + 3¢, + Be; ja €2 =—2¢;, + 4¢. .
2. lause. Kui homogeense diferentsiaalvorrandi

Y™ + Py(2)yD 4 Po(2)ye=? + - -+ + Pos(@)¥ + Pul(@)y = 0
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erilahendid on yi1, y2, ..., y, ja determinant

Y, Ye , K F T Yn

111' s Y2 » LI L ?ln'
yll” 1/2", et yﬂ" ¢ 0 ’

yl(hl) ’ y2(ﬂ—l) ¥ S aah ?ln("_l)
siis on y1, y2, ..., Yy, lineaarselt soltumatud.

Oletame, et lauses tdhendatud determinant, mis kutsutakse
Wronski determinandiks, ei ole vordne 0-ga, kuid eri-
lahendid on lineaarselt séltuvad, s. o.

Y1+ CYa+ -+ Cayn=0.
Olgu siin niiteks ¢, # 0, siis

Yn = blyl e b2y e s B bu1¥Yn—a,
kus

n—1

b1:—-——, bz——‘—" ceey bﬂ-—lz_ ’

cn cn cn
ja
Yo' =bwyy' + baye’ + -+ - + baalf'na
Y = b1yt + by + - - - 4 bna1¥'n

Yn®D = by - DoV 4+ fbp_y=D .

Paigutame need y., ¥.', ¥.", ..., ¥y.®D vidrtused Wronski
determinandi viimase veeru vastavate elementide asemele, saame
determinandi kujus

Y Ya s wovy i oW 5 Oays\SP bayyo + - - - + bu—a¥Yna
Y, Yo'y .ovs Yn—a, buth'+ b’ + -+ -+ baa¥na ﬁ
Y1", Y2's oovs Ynma, an"+ bW+ -4 baa¥'na B
DD, N, L, YD, b 4 D@ 4 - o Dugy D |
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mille visartus on aga niiiid determinantide omaduste pohjal
vordne 0-ga. Sellest jiareldub, et erilahendite vy, %2, ..., ¥» line-
aarse soOltuvuse korral peab ka Wronski determinant olema
vordne 0-ga. Seega oletus on vale. Jéarelikult, kui Wronski deter-
minant ei ole vordne 0-ga, siis erilahendid %, %2, ..., ¥. ei saa
olla lineaarselt s6ltuvad, vaid nad on lineaarselt séltumatud.

Niiteks funktsioonid e ja e, mille tuletised on vastavalt
¢* ja — e, on lineaarselt soltumatud, sest

e, e=

=—2#£0.

e, —e T |
|

Kuid funktsioonid «2—2, 322>+ 4 ja 52, mille esimesed
tuletised on vastavalt 2z, 6x ja 10x ning teised tuletised on
2, 6 ja 10, on lineaarselt soltuvad, sest

%2 —2, 3x2+4, ba® | | @*—2, 3a?+4, ba
2z, 6z, 10z | =4z. | . S B B
2, 6, 10 ‘ 3. 3, b5
3. lause. Kuiy; , y2,..., y, on homogeense diferentsiaal-
vorrandi

Y™ + Py(2)y™D + Po(2)y™? + - - - 4 Pua ()Y + Pa(2)y = 0
lineaarselt soltumatud erilahendid, siis

Y=CcY1+ C2Yz+ -+ - + Caln

on selle diferentsiaalvorrandi iildlahend, kus ¢;, ¢, , ..., ¢, on
mistahes konstantsed suurused.

a) Toestuseks niditame, et funktsioonis
Y =1 + CoY2 + N + CalYn
parameetrid ¢;, ¢», ..., ¢, on olulised.

Kui need parameetrid ei oleks olulised, siis peaks kehtima
S€eos

e+ CYa+ -+ et =y, Ci, Coy ..., Ca),
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kus
01201(01, O 408 vy Cn)

C2:C2(cly Coy ...y cﬂ)

Cn_lzcn_1(01, Cajy ioej c,,).

Diferentsides vorduse
C1Y1+ CY2+ - - '+0n’!/n=w(90,01, CRs soiv onit)
molemaid pooli ¢;, ¢s, ..., ¢, suhtes, saame

aC, 0Cy_4
5 wcdc +WC Oc; +'“+ch_1 deq

= aC, aC, 90Cp_4
oy = cdc +wc Ocy £ ”+wc,,__, de,

ac, JdCy aCp_4
c, 0c,_ 4 1'Uc dey, 4 il wC,,__ 4 %n 1

dCl Cz aCﬂ-—»l
Yo, el e, dioN ¢

Yna=vwy
Yn =

V3ttes saadud vérranditest niiteks n— 1 esimest vorrandit ja
lahendades nad Ver Yoo ooor ¥, suhtes, saame

2 n—1
| DL Cgge E |
LW P e T |
1 1 § |
oC, 4G, L R ‘

Y2, 06—2’ gz, g+ 002

aC, oC, oC,_,
e . T ™ AN o T
Y, = P~ -

=Au + AwYs+ - - - + Arp—1¥n
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aC, aC, aC,_4 |
.’ Y1, a S i ™ 5
et il csiiiin 3
ac, ac, 9.4
_ac”._- '_1 ’ 1/»—1 ’ "%-1 yrides sy 3%—1
s e D
=AW + Azo¥2 + - - - + Asn—1)¥Un—1
aCl aCZ aC’l—2 “
oC, 9C, 2Ciie
w
aC,  oC, . B
00"__] y 00”-1 g 0e w0y 00,,_1 ’ yﬂ-—]
wclz~1_ D 558
= AoV + Ae—2¥2 + - - - + Ao—v—1¥n—1 »
kus
ac,"  aC, aCp_; |
g 7. WA L2 T
Y A e f
VRO g TR s Al e N
ac;  C, Cp_y |
RV § W BRI i

ja A-d on ainult ¢, ¢, ..., ¢, funktsioonid, olles seega
x-st soltumatud. Asetades viimasesse vorrandisse

ac, ac, A
Yn = ’*’c.ﬁ"’ Yoido: +eont LT
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leitud Ve, Wi W vadrtused, saame

Yn :Elyl - Ez'yz + - En—fyn—l s

kus ¢;, €2, ..., €,y on 2-st soltumatud. Jarelikult on eri-
lahendid ¥;, %2, ..., ¥» lineaarselt séltuvad, vastupidi eeldusele,
ja seega on lahendis

Y==c¥1+ CYz2+ - - -+ Calhn
parameetrid ¢;, €2, ..., ¢, olulised.
b) Niitame veel, et iildlahend
Y1+ CY2 + -+ - + Calin

esitab homogeense diferentsiaalvorrandi
Y@ + Py(@)y® 4 Py(2)y®D + - - - + Poy(2)y + Pa(2)y = 0

koiki lahendeid, s. 0. et me voime saada selle diferentsiaalvorrandi
mistahes lahendi iildlahendist

C1Y1 + CoY2+ + -+ - CnlYn ,

valides seal vastavalt parameetrid ¢;, ¢o, ..., €.

a) Toestame seda koigepealt esimese jargu homogeense
diferentsiaalvorrandi

¥+ P(x)y=0
suhtes.

Olgu siin y; mingi erilahend, mis ei ole samaselt vordne 0-ga,
ja ¥ mistahes erilahend, siis on

¥ +P(x)y =0
Y + P(2)y; =0.

Arvutades molemast vordusest P(z), saame

ST 4
P(z)= <
Y
P(‘”)”—yf

183



ja seega

kust inteegrides leiame
Iny=Iny;+1nc
ehk
Y =Ch,
mis iitleb, et iildlahend cy, esitab toepoolest kdiki lahendeid.

B) Oletame niiiid, et lause on kehtiv (n—1)-jiargu
diferentsiaalvorrandi kohta, ja niitame, et ta jaiab siis kehtima
ka n-jargu diferentsiaalvérrandi kohta.

Selleks teeme n-jargu diferentsiaalvorrandis
y® + Py(2)y"D + Po(2)y®2 + « - - + Pua(@)y' + Pu(@)y = 0
asenduse
Y= [z,
kus %, on mingi erilahend ja z on méni a-i funktsioon. Siis
V.= + ?ll'fzdx ;
V'=vyiZ + 2’z + oy [2de
V'=wd" + 3y'? + 31"z + yi” [2da
YW = yr20=Y + nyy 209 4 ”—(”—;‘—1’— M el
+ ny, @Dz | y,® f zda .

Paigutame need v, ¥, ¥’, ..., y® vaartused n-jargu homo-
geensesse diferentsiaalvorrandisse ja jagame vorrandi mélemad
pooled v;-ga, saame (n-— 1)-jargu homogeense diferentsiaal-
vorrandi

20—  Fy(2)20—2 + Fa(a)2®—3 + - . . 4
+ Fn_g(x)z’ -+ Fn—l(x)z =9 ’
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kus

Fi(@) =n'% + Pi(a)

Fa@) =070 B4 (1) Py(@) & 4 Py(@)

Faa(@)=n""" 4 (n—DPi(2) 22 4

('—3)

+ (’n—z)Pz( Y e zp,._g(x)’_;;’ + Po_i(2)

ning integraali j'zdx sisaldav liige on vordne 0-ga, sest ta
koefitsient
™ + Py(@)y* V) + Po(@)n™®2 + - - - +
+ Pua(2)yy + Pa(x)y1 =0,

kus y; on homogeense diferentsiaalvorrandi erilahend.
Et siin
f de =X,
”

z:(;’:-)'.

Et n-jargu diferentsiaalvorrandi

siis on

¥ 4 Py(2)y* 4 Po(2)y® + - - - + Pua(@)y + Palz)y =0
erilahendid on
yl.a y:." I ) yn;

siis on (m — 1)-jargu diferentsiaalvorrandi

20=0 4 Fi(2)2=2 4 Fp(2)20—3 4 . . . 4
+ Frnp(2)2 + Fny(2)2=0
erilahenditeks

n=(2)) B=(B), o = (.

mis voivad olla kas lineaarselt soltumatud voi mitte.
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Kui need erilahendid on lineaarselt séltumatud, siis vastav
iildlahend on

() o () + o +ale)
ehk

Co21 + €322 + + + + + CnRn—1,

mis peab oletuse pdhjal sisaldama koiki lahendeid, seega ka
lahendit
i
4 == (7) ’

kus 7 on antud n-jargu diferentsiaalvorrandi
Y® 4 Py (2)y®™D + Py(2)y™2 + - -« + P4 (2)y + Pa(x)y = 0

mistahes lahend. Jiarelikult peab olema

(%)’:02(%’;)"}‘03 (%)'_;_ . --+c,,(!1)',

Y1

kust inteegrides saame

1302%+03!%+---+6n%+61
ehk
Y=CY1+ CYa+ - - -+ Calyn,

millest niihfub, et lahend y esineb toepoolest iildlahendis
€Y1+ CY2+ - - - + Calfn.
Kui niiiid erilahendid
i tPlo oy Baty
oleksid lineaarselt soltuvad, siis peaks nende vahel valitsema seos

Co%1 + Ca2a + - -+ Ca2n1 =0
ehk

62(':%)'—}-03(%)’_*_ R (.z_’:)':o’
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kust inteegrides saame

]ﬁ_ ,y_s P l’l:_c
02y1+03y1+ +0u”1 1
ehk
e+ CoYo+ - -+ Cathn =0,

mis on aga voimatu, sest erilahendid

Yis Y25 «ovs Yn

on lineaarselt s6ltumatud. Seega peavad ka erilahendid

By By Shed
olema lineaarselt soltumatud.

4. lause. Kui n-jirgu homogeense diferentsiaalvorrandi
Y™ + Py(2)y™0 + Pa(2)y® ) + -+ - + Pra(@)Y + Pa(2)y = 0

ilks erilahend on teada, siis voime selle vorrandi taandada

(n — 1) -jargu homogeenseks diferentsiaalvorrandiks.

Olgu y; teadaolev erilahend. Mirgime

Y= zda,

mille asendusel n-jargu homogeensesse diferentsiaalvorrandisse,
nagu eelmises lauses nigime, saame (n— 1)-jargu homogeense
diferentsiaalvorrandi

209 4 Fy(2)20-9 4 Fa(2)2®9 + - . - +
: + Fp 2(2)2 + Fp1(2)2=0..
Seega
Y= f zdx
maidrab n-jirgu homogeense diferentsiaalvorrandi

¥ + Pi(@)y" ) + Po(2)y™? + - - + Pus(@)¥ + Pu(@)y = 0
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iildlahendi, kui meil on teada (n— 1)-jirgu homogeense
diferentsiaalvorrandi

2010 4 Fy(2)202 + Fap ()20 4 . . . 4
+ Fa2(2)2 + Fay(2)2=10
ildlahend z .

Kui viimase diferentsiaalvorrandi lineaarselt soltumatud eri-
lahendid on

21y %25 20y 2p—1,
siis m-jargu diferentsiaalvorrandi erilahendid on
Y1, yz-——yxledx, yszyljzzdx, ceey yﬂ:yljzll—ldxy

mis on samuti lineaarselt séltumatud. Sest kui oleks

Y1 + Cath fzxd:c + csth jzzdw + o+ oty f Znadr =0,

c,+c2fz1d$:+cafz2dx+---+cnfz._1dx=0,

siis saaksime diferentsides
€21+ CaZe+ -+ Ca2ny =0,

mis on voimatu, sest z;, 22, ..., 2,1 on lineaarselt séltumatud.
Seega annavad need erilahendid iildlahendi

y=c1y1+czzl1ledx+cay1fz2dw+ #n +0a211fzn—1d3-
Niiteks kolmanda jargu homogeense diferentsiaalvérrandi
" 1 2’ 2 2_ Saat
V'—— ¥V + ¥ —5v=0
iiks erilahend on y; — #?. Siis méargime
Y = f zdx ,
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kust
U =2% +2a:fzda:
Yy = a% + dxz + 2fzdx
Y= x%2" 4 622" + 62.

Asetades tuletiste viadrtused antud diferentsiaalvorrandisse, saame
teise jargu homogeense diferentsiaalvorrandi

2’ +%‘z' - %,‘z =0,

mille iiks erilahend on z; = 2—2. Maérgime siin
g=u" f udz ,

millest
2 =z2u —20° [uds
2 =a — 43U + 6x~4fuda: ;

Asendades saame esimese jargu diferentsiaalvérrandi

w+5=0,
mille iildlahend on
8= 9 3
x
Siis
== x—z(le%-}— Cz)
ehk
S = x—z(Cl Inz -+ Cg)
ja
y =2*| [2-2(C:In 2 4 Ca)dz + Cs)
ehk

y=—CixInz— (C; 4 C2)x 4 Caa2.
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Seega antud kolmanda jirgu homogeense diferentsiaalvorrandi
iildlahend on

y=a(ci+cx 4 czlnz),

kus ¢, =—C;—Cz, ¢:=0C3 ja ¢3=—C;, mis on mistahes
konstantsed suurused.

5. lause. Kui n-jirgu homogeense diferentsiaalvorrandi
Y@ + Pi(2)ye 4 Po(2)y® 4 - - - 4 Puy(2)y + Pu(2)y = 0

kaks erilahendit on teada, siis voime selle vorrandi taandada
(n — 2) -jargu homogeenseks diferentsiaalvorrandiks.

Olgu v, ja . teadaolevad erilahendid. Mirgime siin
¥ = [ mudee + yo [ e,
kus z-i funktsioonid z; ja z. valime nonda, et funktsiooni tuletises

Y = Y121 + YoR2 + y1'f21d$ + le'fz2d$

saab
Y121 + Y222 =0,
millest
2 = — %zlzw(a&)zl.
Siis
o= ledx—{—yg’fzzdx

y

o

!
"
0

Il

Y
yl"ledx -I-— y2"f22dx + ’(,Uo(w)zl
U1

Y Illledx + y2’“j.22dx + wo(m)zll + 1Pl(x)zl

y™= y1(”)fz1d$ i yz(")fzzda? + o ()2, + i (2) 2,3 4 - - -
+ pa2(2)2; .

Paigutame need v, ¥, ¥”, ..., y® viirtused n-jairgu homo-
geensesse diferentsiaalvorrandisse ja jagame vorrandi mélemad

190



pooled yo(z)-ga, saame (n — 2)-jargu hoinogeensie diferentsiaal-

vorrandi

2102 4 Fy(2) 2, + Fa(2) 2, 4 - . - 4
+ Fao3(2)2)' + Frno(2)2:. =0,
kus
Fi(z) = 22 4 Pi(a)
%(x) %(x)
Y, (x) Yp_g(x) ' ya(x)
Foo(2) = ”—2 Py(x) w(a) +"‘+P1&—3(x);}(x)+Pn—2(x)

ning integraale f z1dx ‘Ja f zodx sisaldavad liikmed on vordsed
0-ga, sest et nende vastavad koefitsiendid

1 + Py (@)D 4 Py(2) 1@ + - - - 4

+ Poa(@)yy + Pu(2)y1 =0
Y + Py (2)y:0— + Py(@) g2 +
+ Pn1(2)ys + Pa(2)y. =0,
kus ¥; ja y». on m-jargu homogeense diferentsiaalvorrandi eri-

-+

lahendid.
Seega
Yy = ?Illedx + ?sztp(x)zldx ’
kus ¢(2) =— =, midrab n-jirgu homogeense diferentsiaal-
vorrandi
s+ Puy(2)y + Pa(x)y =0

y®™ + P1(2)y™" + Py(x)y"—2 +
iildlahendi, kui on teada (n — 2)-jargu homogeense diferentsiaal-
vorrandi
202 + F1(2) 2,0 + Fs (2)2,0—9 + -

+ Fas(2)2) + Fra(2)2: =0

tildlahend z;.
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Niiteks diferentsiaalvorrandi
nr 2 " 4 ’ 4 ol
V'+ V' —S¥+,y=0

kaks erilahendit on y, =2 ja y,=22. Uldlahendi leidmiseks
margime

y:xledx+x2fz2dx,
mille tuletises

Y = o) + 2% + [ 2:d2 + 22 [ 2,

valime

T2 + z222 =0 ’
millest

29 — — }z— 21 .
Et niiiid

Y :xledx—i-x?fzzda:
:l/’ :f21d$+22f22dx
y”:—z1+2fz2dx

2
n ’

— — U
Yy Z1 i L

siis y, ¥, ¥’ ja ¥y viaartuste asetamisel antud vorrandisse saame
esimese jargu diferentsiaalvorrandi
i
21 + = = 0 ’
mille iildlahend on
C:

? .

Antud diferentsiaalvorrandi iildlahend on siis

v=2(C1f5 +Ca)—=(C: [ + o)

le

ehk

ol S oy
Y =—qg + O — Cs2?,

mis on sama, mis

y:c1x+c2x2+:,—f.
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6. lause. Kui n-jargu homogeense diferentsiaalvorrandi
Y + Pi(@)y" D) + Pa(@)y* 2+ - - -+ Po1(2)Y + Pa(z)y = 0

k erilahendit on teada, siis voime selle vorrandi taandada
(n—k)-jargu homogeenseks diferentsiaalvorrandiks.

Olgu v, Y2, ..., yr teadaolevad erilahendid. Méirgime siin

y:ylledw+y2fz;»dx+---+y;.-fzkd:v,

kus z;, 22, ..., 2z on 2-1 funktsioonid, mis valime nonda, et funkt-
siooni jark-jargulisel diferentsimisel

Y121+ Y2224+ Yr2:=0
yl’z1+yz’z2+---+yk'zk:0
i+ y2"224 -+ Y2 =0

Y1 *2zy - Yoz 4 . .. L Y2z, =0,
millest voime 2., 25, ..., 2x avaldada z; kaudu, s. o.

22 = (Pl(x)zl y B3 = (P2(x)21 y o0ey Rk — <pk_1(x)z1 :
Siis

Y’ :yl'ledx+y2'f22dx+---+yk’jz1.dx

yll =L yl" Z]dx + y2',f22dx + 5 + yk”fzkdx

¥l ant: f 2142 + Y f 2202 + - - - 4 Yi®D f zrdx
y® = yl(")ledx "y ?/2(k)f52dx o PP Co ¢ yk(")fzkd:c + wo(2) 21

y®+1) — yl("“)leda: o4 yg("+1)f22dx A as b yk("“)fz;.»da: o
+ WO(x)Zl’ 4+ 1})1(39)21

Yy =™ f 212 + Y™ f 2od +- - - + Y™ f Zid +
+ po(2) 21 P4 1 ()2, 5D 4 - - o - o w(X) 24,
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mille paigutamisel homogeensesse diferentsiaalvorrandisse kaovad
integraale sisaldavad avaldised. Jagades siis vorrandi mélemad
pooled vy, ()-ga saame (n— k)-jargu homogeense diferentsiaal-
vorrandi

2100 4 Fy(2) 2,00 4+ Fo(z)2,0*2 4 ... 4
+ Foa1(®)2) + Fai(2)2, =0,

kus
Fi(@) = %5 + Py(@)-
w»(x) %(x)
_ Vnx(®) Y1 (%) ik
Fo k() = () + Py(x) e P i
-+ Py y 1(x) zxix)) + Ppi(2) .
Tahendab,

T ylf zdx + ygf pr(@)zde + - - -+ ykf pr—1(x)z:de
madrab n-jargu homogeense diferentsiaalvorrandi
Y™ + Pi(2)y® 1 + Pa(2)y™ 2 + - - -+ Pua(@)y + Pa(@)y = 0
iildlahendi, kui on teada (n — k)-jargu diferentsiaalvorrandi

218 + Fy(2) 2,051 4 Fo(2) 2,5 4 ... 4
+ Fo i 1(2)2) + Fos(2)2:, =0

itldlahend 2z, .

194



§ 31. Uldine lineaarne diferentsiaalvorrand.

1. Lineaarse diferentsiaalvorrandi

¥ 4 Py 4 Py - - i
+ Poa(2)y' + Pu(z)y= Q(2)
iildlahendi saamiseks tuleb leida enne vastava homogeense
diferentsiaalvorrandi
y® 4 Py(2)y® D) 4 Po(2)y® 2D 4 - - - + Pr 1 (2)Y + Pu(2)y = 0
iildlahend, mille kaudu véime saada siis eelmise mittehomogeense
diferentsiaalvorrandi iildlahendi.

Oletame, et homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend on

Yy=Ccyr+ Y2+ - -+ 4+ Caln,

kus ¥, ¥2, ..., Y. on lineaarselt séltumatud erilahendid ja
¢y, €2, ..., ¢, on mistahes konstantsed suurused. Niitame, et
mittehomogeense diferentsiaalvorrandi iildlahendi saamiseks on
voimalik ¢;, ¢, ..., ¢, asendada niisuguste x-i funktsioonidega
ci(@), i) .o el 2); ot

Yy =c1(@)y1 + c2(2) Y2+ - - - + ()Y

esitab selle diferentsiaalvorrandi iildlahendit. Toepoolest, tihen-
datud lahend peab siis rahuldama mittehomogeenset diferentsiaal-
vorrandit, kui temasse paigutada %, ¥, v’, ..., y® vididrtused.
Selleks diferentsime funktsiooni

Y =c ()Y + e ()Y + - - - + cu(@)Ys
-1 suhtes, saame

Y = (@)Y + (@)Y’ + - - - + en(@) Yy +
+ e/ (2)ys + e’ (@)Y + - - - + €' (2)Yn .

Et meil on siin tegemist » tundmata funktsiooniga ¢;(z),
c(x), ..., e.(x), siis valime nad monda, et viimases vorduses

')y + e (@)y2+ - -+ 6/ (2)y. =0,
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siis
Y =c(@)y' + c2(2)ys' + - - -+ eal(@) Y’ .
Samuti igas jargnevas tuletises valime

e/ @)y + e/ (@) ¥ + -+ e (@)Y’ =0
e (@) + €' (@) ¥ + -+ e (@) Y” =0

e/ (2) Y12 4 e’ (2) Yo + - - - + ¢/ () Y2 = 0,
siis nende n — 1 tingimuse kohaselt saame

y =c(@)yy +e(2)y2 + -+ ea(@)Ya
Y =c(@)y) + ()Y’ + - - -+ ea(@)yd
Y =c(2)y” + e () Yo" + - - - + en(@)Ya”

YD) = ¢, (2) YD 4 €2 (2) YV £ - - - - €u(2) Ya®D
Y™ = ()91 ™ + e2(2) Y™ + - - - 4 ea(@) Ya® +
+ e/ (@YD 4 6 ()Y 4 - - - e (2)YaD
Asetame saadud v, ¥, ¥’, ..., y® vidrtused diferentsiaal-
vorrandisse
Y™ + Py (2)y@+ Pp(x)y" D+ - - - +
+ Pua(2)y' + Pu(2)y =Q(2),
saame
¢1(#) [11® + Pu(2) ) + Po(@) P + - - - +
+ Pua(@)yy' + Pa(x)yn] +
+ €2(2) [42™ + P1(2) YD + Po(2) Y@ 4 - - - +
+ Pua(2)y + Pa(2)y2] +
+ €n(2) [¥a® + P1(2)ya® 4 Po(2) Y2 4 -+ - 4
+ Pua(2)yn’ + Pu(2)ya] +
+ e (@)Y 4 e (@)Y + - - -+ e (@) YN = Q(2) .

\
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Et 1, ¥2, ..., y» on homogeense diferentsiaalvérrandi eri-
lahendid, siis nurksulgudes esinevad avaldised on vérdsed 0-ga
ja jarelikult

e’ (2) Y + e (X)) Yy + - - - 4 &/ (@) YD = Q(2) .

Seega peavad ¢, (z), ¢.'(x), ..., ¢/(x) rahuldama vorrand-
siisteemi

/' (@)y, +e'(2) Yy +---F e/ @)y, =0
a'(@)y + e/ (x) y' +---+e/(@)y =0
e/ (@)Y + e/ () y" 4+ - - -+ e (@)Y =0

e () Y12 + o' () Y2 + - - - + ¢,/ (2) Ya®2 = 0 ‘
e/ (@)Y 4+ e’ (@)ys" D + - - - + & (@)D = Q(2)

kus siisteemi determinant (kui Wronski determinant) pole 0, sest
Y1, Y2, - .., Yn o0 lineaarselt soltumatud erilahendid. Lahendades
leiame

e'(@) = (@), (@) =gu(@), ..., &'(2) =gu(®),
kust inteegrides saame
e(2) = [gr(@)dz + e,
() :f(pg(x)dx + e

en(@) = [gn(@)dz + ..
Asetame vordusse ‘
Yy = c1(2)ys + ca(x) Y2+ - - - + Cul(@) Y

(), es(z), ..., c.(x) asemele saadud véidrtused, saame line-
aarse diferentsiaalvorrandi

¥y® + Py(2)y® 0+ P(2)y®D - - - +
+ Pua(@)y + Pu(2)y = Q(%)
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tildlahendi
¥ = 'ylfqal(x)dx + yszz(x)dx e SR o ?/nftpn(w)dx +
+ C1Y1 + C2Ys + - - - + CalYn,
kus integraalide summa esitab mingisugust 2z-i funktsiooni, s. o.
vi [or1(2)dz + s [ @a(2)da + - - -+ o [ gu(@)do = p(2),
ning iildlahend on seega

Y=@(x) + ¥+ C2Ya+ - - - + Caln,

kus ¢(x) on mittehomogeense diferentsiaalvorrandi erilahend, mis
vastab parameetrite viidrtustele ¢ =¢c;=--- =¢, =0.

2. Umberpoordult voime samuti ndidata, et kui p(2) on line-
aarse diferentsiaalvorrandi

Y™ 4 Pi(2)y0 4 Po(2)y" 4. . .+ Pua ()Y + Pu(2)y = Q(x)
erilahend, siis selle vorrandi iildlahend on
Y= @) + 11 + €Yo + - - - + Calfns
kus %1, ¥2, ..., y. on homogeense diferentsiaalvorrandi
y® 4 Py(2) Y+ Pa(x)y®—2 4 - - - + Pu_1(2)y + Pa(x)y =0

lineaarselt soltumatud erilahendid ning ¢;, ¢s, ..., ¢, mistahes
konstantsed suurused.

Oletame, et
¥y = g(x) + y(2)
on diferentsiaalvorrandi
Y™ + Py(2)y®—D 4 Po(2) Y4 . .+ Py (2)y + Pu(x)y = Q(2)
iildlahend; siis
¥ =¢ (@) +y (@)
¥ =¢" (@) + y" (@)

Yo = g (z) + y (@) ,
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mida diferentsiaalvorrandisse asetades saame

P®(z) + Py(2) gV (x) 4 Pa(2) () 4 - - - +
+ Pua(2) ¢’ (2) 4 Pu(z)p(2) +
+ p®(x) 4+ Pi(2)yp D (2) 4 Po(@)yp®(2) + - - - +
+ Pra(x)y'(2) 4 Pu(z)y(x) = Q() .

Et siin ¢(x) on erilahend, siis

P (x) + Pi(x) " D(x) + Pa(2) " 2(2) + - - - +
+ Pua(2) ¢/ (%) + Pu(@) p(2) = Q(2)

ja seega
y®(x) + Pi(x)yp™ V(x)+ Pa(2) () + - - - +
+ Py (2)y'(2) + Pa(z)yp(x) =0,

kus niilid viimane vordus esitab homogeenset diferentsiaal-
vorrandit, mille iildlahend on

'l}}(ﬂ:) = i + CaYo + PUpS + Cu¥Yn .
Téhendab, kui ¢(x) on lineaarse diferentsiaalvorrandi

Y™ + Py(2)y* D) + Po(2) Y2 +. . .+ Poa (@)Y +Pu(2)y = Q(2)

erilahend, siis tema iildlahend on

Y=¢@) +cy1+ Yo+ - -+ + Calhn.

§ 32. Diferentsiaaloperaator.
1. Miérgime funktsiooni tuletise siimbolina tihe D, s. o.
Df(z) = f' (=),
ja funktsiooni n-jargu tuletise puhul
Drf(z) = fo)(z) ,
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kus siimboli D nimetame diferentsiaaloperaatoriks.
n-jargu lineaarse diferentsiaalavaldise
YO 4 Y@ + @yt 4 - G gl + Gy,

kus @;, a,, ..., a, on konstantsed suurused, voime esitada siis
kujus

D"y 4 a.D" 'y + axD* 2y + - - - 4 an1DY + tay
ehk lithemalt
(D" + aan~1 + agD"fz + $brs + a,,,,.lD + an)y ,.

kus niitid viimast avaldist ei tule vaadelda mitte kui kahe teguri
korrutist, vaid kui eelviimase avaldise siimboolset tdhist, sest et
siimbolitel D”, D, ..., D ilma funktsioonita pole motet. Saa-
dud siimbol

Dn + a]D”'*l + aQD”*i! + DRI + an_lD + (179

on n-jargu lineaarne diferentsiaaloperaator,
mida rakendame funktsioonile f(x), et saada n-jargu lineaarset
diferentsiaalavaldist.

Esimese jargu lineaarne diferentsiaaloperaator on
yF AL e

mida rakendades funktsioonile f(2) saame esimese jargu lineaarse
diferentsiaalavaldise, s. o.

(D —n)f(2) = Df () —mf(x) = f(2) —hf(2) .

Kui rakendame funktsioonile f(x) operaatorit D —i; ja
edasi saadusele rakendame operaatorit D — )., siis saame teise
jargu lineaarse diferentsiaalavaldise, s. o.

(D —1) (D — W) (@) = (D—1) [F'(2) — Mr(x)] =
= D[f" (@) —hf(2)] — helf' (@) —hf(2)] =
= Df'(®) — MDf(x) — Aof (@) + Mhof () =
= f"(x) — M (@) — haof (@) + hidof () =
=1"(®) — (01 + k) F(2) + Mhof (2)
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mis on sama, mis

[D? — (31 + 42) D + Ai21f(2) ,
kusjuures
D? — (A + A2)D + s

on vastav teise jargu lineaarne diferentsiaaloperaator.
Analoogiliselt leiame, et
(D —4a) (D — ) (D — 4)f(2) =
= [D* — (4 + 22+ 73) D? 4 (Jade + Jads + Jods) D — Jadeds]f(z) ,
ja tldiselt
(D —7n) (D — Jna) - - - (D — Ja)f(2) =
=[D"— (a+ 24+ )D& (Jaho + Mds+-- -+
FAnadn) D2 — o (— 1) sk - - - M f(2) .

Operaatori D — 4 n-kordset rakendamist funktsioonile f(z)
tahistame (D — A)”, s. o.

(D—2)"f(z) = [D»— (3)aDm1 4 (3) a2Dm2— . . . &
+ (=) rf(a) .
2. Vaatleme n-jargu lineaarset diferentsiaaloperaatorit
D* 4 oD + a,D"2 + - - - 4 Qn31D + @n,

kus @y, a5, ..., a, on reaalarvud, kui algebralist n-astme polii-
noomi, mille voime lahutada n esimese astme teguriks

(D—}-l)(D-—/‘«z) sl (D—}m) ’

kus vorrandi
D + a;D" 4 as D2+ - - - 4+ @p3D + 0 =0

juured Ai, A2, ..., A, voivad olla reaal- voi kompleksarvud.
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Nimetame neid juuri iihtlasi diferentsiaaloperaatori

Dr 4 gDt 4 asD—2 - . . @y 1D 4 ap
juurteks.
Et
G=—(M+h+---+MN)
Qg = ()\1)\2+3\1}\3+ <+ o4 haa An)

Uy — (—1)"11}\2 sin:w }qg,
siis voime n-jargu diferentsiaalavaldist

(D" 4+ a,D"* + ayD"—2 4 - - ‘+‘ D + a,) f(2)
esitada kujus
[D” v (}\1 —*—)\2 + LR + ).n)D”’-l + ()\1 Ao + 81 )\;g + £ . +
+ )\n—l )\II)D"-"Z —_— e + (— 1)"}\] ;\r_) ... A”]f(x) -
=D —k)(D—hp—y) -+ - (D—1)f(2) .
Seega laseb n-jargu lineaarne diferentsiaaloperaator ennast siim-
boolselt teguriteks lahutada nagu vastav n-astme poliinoom.

Et algebralise n-astme poliinoomi tegureid voime kirjutada
mistahes jirjekorras, siis ka n-jirgu lineaarse diferentsiaal-
operaatori siimboolseid tegureid voime mérkida samuti mistahes
jarjekorras. Seega

(D—hp) - -+ (D—hg)(D— k) f(x) =
=(D—h)(D—hs) --- (D—h)f(z),
kus niiiid funktsioonile f(x) tuleb rakendada operaatorit D — i ,,
siis operaatorit D — k,_; jne., ning lopuks operaatorit D — ;.

Kui moni diferentsiaaloperaatori juurtest iy, ks, ..., An
on kompleksarv, néiteks

AM=a-+ bt,



siis koefitsientide a,, as, ..., @, reaalsuse téttu on olemas ka
kaaskompleksarv, niiteks

)q,__]_ = a4 — bi .
Et korrutises

(D—tna)(D—ty) =D>—2aD + 0>+ b>*=D*>+aD +

a=—2a ja B =a®+ b? on reaalarvud, siis on sel juhul n-jirgu
diferentsiaalavaldises iiks lineaarne diferentsiaaloperaator teise-
jarguline, s. o.

(D —31) (D —hs) -+ - (D —ha2) (D* + aD + B)f () .

On aga juurtest A;, As, ..., A k paari kompleksarve, siis
n-jargu lineaarne diferentsiaalavaldis esineb siimboolselt kujus
(D— k) (D—22) -+ - (D —haok) (D* + auD + By) -
“(D? + 0D +4-B2) - - - (D* 4 oD + Br) (@) ,
millest ndhtub, et n-jargu lineaarset diferentsiaaloperaatorit on
ikka voimalik esitada siimboolselt reaalsete koefitsientidega esi-
mese ja teise jargu lineaarsete diferentsiaaloperaatorite korru-

tisena, kusjuures funktsioonile f(x) v6ime mistahes jirjekorras
jark-jargult rakendada saadud operaatoreid.

Kui moned diferentsiaaloperaatori juurtest %, %, ..., h»
on vordsed, siis n-jdrgu lineaarse diferentsiaaloperaatori vasta-
vad siimboolsed tegurid on samuti vordsed.

§ 33. Konstantsete koefitsientidega lineaarne
diferentsiaalvérrand.

Diferentsiaaloperaatorit kasutades voime n-jargu lineaarse
diferentsiaalvorrandi

Y™ 4+ @y + ay® D + - - - 4 ¥ + 4y = Q(T) ,
kus @, as, ..., a, on konstantsed koefitsiendid, mirkida kujus
(D" + a,D ' 4 aoD"2 4+« - + an 1D + )y = Q(2) .
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Vaadeldes siin esinevat mn-jargu lineaarset diferentsiaal-
operaatorit kui reaalsete koefitsientidega algebralist n-astme polii-
noomi voi kui lineaarse diferentsiaalvorrandi iseloomuliku vor-
randi

D4 a D+ a D2+ - - +Ap3D + @, =0

vasakut poolt, mille juured on iy, ks, ..., k., mis on iihtlasi
diferentsiaaloperaatori juurteks, siis voime, nagu niagime, n-jargu
diferentsiaaloperaatori ikka esitada reaalsete koefitsientidega
esimese ja teise jargu lineaarsete diferentsiaaloperaatorite korru-
tisena ja seega mirkida konstantsete koefitsientidega lineaarse
diferentsiaalvorrandi siimboolselt

(D—M)(D—iz2) -+ - (D — dn) (D* + auD + B4) -
(D> + D +B2) -- - (D* + axD + )y = Q(2) ,

kus m 4 2k =n, kusjuures diferentsiaaloperaatori juurtest
Ars A2y .., Am on reaalarvud ja Am+i, Amt2, ..., An On kompleks-
arvud.

Konstantsete koefitsientidega n-jargu lineaarse diferentsiaal-
vorrandi lahendamiseks tdhistame saadud siimboolses kujus

(D— 22) (D —4s) - - - (D + oD + Br)y = 21,

siis saame esimese jargu lineaarse diferentsiaalvorrandi
(D — A1)z = Q(x)

ehk
2 — Mz = Q(2),

mille iildlahend on
5= 6;'11 U'Q(x)eﬁ;'lx dx + 01] =@z, ¢1) .
Edasi (n— 1)-jargu diferentsiaalvorrandis

(D— 42) (D —23) - - - (D* + D + Bi)y = gu(x, €1)
tahistame
(D—23)(D—As) - - - (D* 4 D + Bi)y = 22,
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siis saame
(D —h2)ze = gu(2, ¢)
ehk

2 — ke =qu(x, ¢1),

mis kujutab jille esimese jargu lineaarset diferentsiaalvorrandit,
mille iildlahend on

’

S e’”z‘t[fq)l(x 3 cl)e_"”’ dx + 02] = @2(2, 1, C2) .
Analoogiliselt jitkates leiame, et
Zr‘:(])m(xy C1,C2y ..., c”b) ’

kus niitid 2k-jargu diferentsiaalvorrandis

(D? + 4D + B4) - D2+(’JD+ﬁk)J—(Pm(x €1 5.02.4 s 5 5 Om)
tahistame

(D2 4 0D + B3) « =+ (D2 4 aeld it Br) Y= Zmia s
(D2 —I'— (l]D + 61)zm+2 - (Pm(x »y C15 C2,5 « .ty Cm) ’

2 w2+ 012 m+s+ Br2m+e = (Pm(x G T ORG e s OIS
mis on konstantsete koefitsientidega teise jidrgu lineaarne
diferentsiaalvorrand, mille iildlahendi leiame § 23 esitatud vottega.
Olgu iildlahend
Zmiz = pm+2(Z, €1, Ca, ..., Cmt1, Cmt2) ;
siis (2k — 2)-jargu diferentsiaalvorrandis
(D? + asD + B2) - - - (D* 4 D 4 Br)y =

:(PM+2($: Ci, C25, ..., c”‘+2)
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tdhistame
(D2 + (13D + 63) o (D2 + arD + 6]0) = 2m-+4,

saame
(D2 + a2D + ﬁz)zm'-‘—.; == (]7"l+2(x 1) ¢ ’ Ca CRe B A Cm+2)
ehk

e ) e 022 m+4 -+ ﬁzzm-~4 = q7m—r2(-’17 »y C15 C2,5 «u.y cm+2) s

mis on jalle konstantsete koefitsientidega teise®jirgu lineaarne
diferentsiaalvorrand, mille iildlahend olgu

Zmt+sa =@m+s (B, €1, €2, ..., Cuts, Cmtq) .

Analoogiliselt jiatkates saame viimase konstantsete koefit-
sientidega teise jargu lineaarse diferentsidalvérrandi

Y' + oy + By = pu2(x, €1, €2, ..., Cr2),
mille iildlahend
y=gu(z, 61,02, ..., 1)
on iihtlasi n-jargu diferentsiaalvorrandi
YO 4 YD - YD 4 - - - - Y+ ey = Q()

iildlahendiks.

Kokkuvottes voime maérkida, et konstantsete koefitsientidega
n-jargu lineaarse diferentsiaalvorrandi

YO 4 Yy + agytD 4 - -+ Gl + Gy = Q)

lahendamiseks teisendame teda esimese ja teise jdrgu lineaarsete
diferentsiaaloperaatorite korrutise kaudu siimboolseks kujuks

(D—M\)(D—h2) -+ (D—un)(D* + ouD + B4) - - -
co - (D*+ oD + Br)y = Q(x) ,

kus m + 2k = n, ja lahendame jark-jargult esimese ja teise jargu
lineaarsed diferentsiaalvorrandid
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(D—i1)zr = Q(x)
(D A2)2a =23
(D —723)2s = 2,

(D — Am)2m = Zm—

(D2 4 D + ﬁl)zm+2 = Zn
(D2 - az.D + [32)z.m+4 = Zm+2

(D2 + (lkD + ﬁlr) Zn = Zn—2,
kusjuures koik voi moned operaatoreisg D—A(i=1,2,...,m)
voi operaatoreist D? -+ a D+p (=1, 2, ..., k) vbivad olla

vordsed. Viimase vorrandi iildlahend on iihtlasi n-jargu lineaarse
diferentsiaalvorrandi iildlahendiks.

Konstantsete koefitsientidega homogeense diferentsiaal-
vorrandi

YO 4+ a Y@ + a4 - Gl + Gy =0

lahendamisel on iilaltdhendatud esimese ja teise jargu lineaarse-
test diferentsiaalvorranditest esimese vorrandi parempoolne osa
vordne 0-ga, s. o.

(D—Xx1)2:=0.
Niiteks neljanda jargu diferentsiaalvorrandi
Yy — 16y =2
voime esitada kujus

(D*—16)y =«
ehk

(D—2)(D+2)(D*+4)y ==,
kus tdhistame

D+2)(DP+Dy=2;
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siis saame esimese jiargu lineaarse diferentsiaalvorrandi
(D—2)z1 ==

ehk
2 —2n =2,

mille iildlahend

z1:e2x(fxe—2$dx+cl) :cle%—-;i——%.

annab kolmanda jargu lineaarse diferentsiaalvorrandi
(D +2)(D* + 4)y = e — 5 —
Edasi tihistame
(D4 Dy=2;
siis esimese jiargu lineaarse diferentsiaalvérrandi

it
4

|-

(D +2)2, =162 — 5 —
ehk

P A f— T . f’: hialf _l
22 + 222 =101 D) i

iildlahend
— p—2z o kit ks _1 ) 2z 0] o
Za—=¢ “(cle 5 7} dx 4+ c2 | =
c : x o % x
s e——21( 41 641: ek 7} 621: ' 02) A cle-z cge 28 s ‘4 }

kus %‘asenvdame ¢i-ga, annab teise jargu lineaarse diferentsiaal-

vorrandi

(D2 + 4)y = 1% + coe—2 — %
ehk
¥ + 4y =cie® e — 2,
mille iildlahend (§ 23 p. 2 lit. b jargi)
Y = €3 €COS 2% -} €4 Sin 20 —
— L cos 2z f (cle% + coe% — ;) sin 2zdx +

2

+ —;- sin 2% f ( €167 + coe % — —Z—) cos 2zdx

&d
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on iihtlasi antud neljanda jirgu diferentsiaalvorrandi iildlahen-
diks. Et siin ;

fetzz sin 22dx = 3 eiu(i sin 2 — cos Zx)
feizzcosZ:cda:——T (+ cosZz+s1n2x)

fx sin 2zxdx — T (sin 22 — 22 cos 2x)

—_—

fxcos?.xdx_?(cos2x+2xsin2x) g

siis
Y = ¢3 €08 2% + ¢4 8in 22 —

-727 cos 2% [— e (sm 2x —cos 2:1:) —

ke %e—% (—-sin?.x——cost)—E(sin2x—2¢cost)]-f-

-+ % sin 2:1:[55 d (cos 2% 4 sin 2:1:) -

+%2—e—2z( cosZz+sm2x)—— (cos 22 + 2xsm2x)]-——

—cacos2:c+c4sm2x+—e2t+-e~ —1E -

Mairkides %‘— asemele ¢; ja % asemele ¢., saame iildlahendi kujus

Y = 1% + c:6—2% 4 ¢3 cos 2% + ¢4 Sin 2 — ﬁ

§ 34. Konstantsete koefitsientidega homogeenne
lineaarne diferentsiaalvorrand.

Et eelmises §-s kisiteldud konstantsete koefitsientidega line-
aarse diferentsiaalvorrandi lahendamisviis néuab kaunis pikal-
dast toimingut, seepidrast kisitleme konstantsete koefitsientidega
homogeense diferentsiaalvorrandi

YO+ Gy + ey D+ -t gy oy =0
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ildlahendi leidmiseks teist lahendamisviisi, mis viib kiiremini ees-
margile.

1. Oletame koigepealt, et homogeenset diferentsiaalvorrandit
YO + @y + @y 4 - sy + Gy =0
on voimalik esitada siimboolses kujus
D=y =0,
kus koik diferentsiaaloperaatori n juurt on vordsed reaalarvud.
Et korrutise xy tuletised diferentsiaaloperaatori kaudu on
Dxy —zDy +y
D2xy = xD*y + 2Dy &
Di3xy = xD3y + 3D%y
Drxy = xDry 4 nDn1y
ja kui y; on diferentsiaalvorrandi
(D— )"y =0
lahend, siis xy,; on diferentsiaalvorrandi
(D ety —0
lahendiks, sest et
(D— )mizyy =2(D— )" 'y + (m + 1) (D — )™y, =
=x(D—4i)(D— )™+ (m + 1) (D — %) "™ys,
kus niiiid
(D—2A)™y;: =0,
siis ka
(D =})m+lgy, =0

Et diferentsiaalvorrandi
(D— 1)y =0
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lahend on e** , siis eeloeldu pohjal diferentsiaalvorrandi
D—ANNy=0

lahendid on ¢™* ja ze™* ; diferentsiaalvérrandi

(D—A)3y=0
lahendid on e"x, xe}‘x ja xze;‘x jne., ning iildiselt diferentsiaal-
vorrandi
(D—A)y=20
lahendid on
e;'x, zej'x, xze'lx, FRCEY o ‘elx,

mida nimetatakse antud homogeense diferentsiaalvorrandi pohi-
lahenditeks.

Seega homogeense diferentsiaalvorrandi
(D—A)y=0

iildlahendi voime esitada kujus

i e - eoxe™ - c3:c3e“’ + -+ cn—1e™*

ehk
AX 2
y=-e" (614 X + €2* + + - - + ") ,
kus pohilahendid V' xe;'x, x2e'lx, P 216" on lineaarselt
soltumatud erilahendid ja seega ¢;, ¢», ..., ¢, olulised para-

meetrid. Sest toepoolest, kui lahendid

Ax ix ix Ax
G (B8 5is BP0 55 Leee—1e

oleksid lineaarselt s6ltuvad, siis peaks olema

AX Ax i e ix
cie + come’ + egxte + - .-+ cam e =0,

€1+ et + €22+ - - - F a1 =0,
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mis voib olla samaselt 0 ainult siis, kui koik koefitsiendid
Ly U8y o vy By TN 0-d.

Niiteks diferentsiaalvorrandi
¥O—4y" +6y" — 4y’ +y=0

ehk
(D—1)y =0

pohilahendid on
e*, wme*, x%*, xe*
ja tildlahend on seega
Y = €*(¢1 + € + 2% 4 ca2®) .
2. Oletame, et homogeenne diferentsiaalvorrand
Y + Y™ + ey 4 - - - - Caa¥ + Gy =0

on paarisjarguline, s. 0. n = 2k, ja olgu diferentsiaaloperaatori
k juurt vordsed kompleksarvud, siis iilejaddnud k£ juurt on vordsed
kaaskompleksarvud ning diferentsiaalvorrandi véime esitada
kujus

(D*4aD +B)ry=0.
Siin nideme samuti, et kui ¥; on diferentsiaalvorrandi

(D*+ AD 4-B)™y =0

lahend, siis zy, on diferentsiaalvorrandi
(D*+ oD + B)"+1y =0

lahendiks, sest nagu voime kergesti veenduda

(D? + oD + B)™*'zy, = 2(D? + oD + B)™+'y1 +
+ (m + 1) (D? + aD + B)™(2D + a)y1 =

=#(D? + oD + ) (D* + aD + B)™y1 +
+ (m + 1) (D* + aD + $)™(2D + a) ¥, .
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Et
(D*+ oD + B)"y, =0,

siis ka
(D? 4+ oD + )™y, = 0.

Et diferentsiaalvorrandi

(D*+aD+B)y =0
lahendid on
e cos bx, e*sin bz,

i
kus ¢ =— % jab=y pr— % » siis diferentsiaalvorrandi

(D*4+aD 4 B)?y=0
lahendid on
e cos bx, xe™ cos bx,

e® sin bx, xe* sin bx ;
diferentsiaalvorrandi
(D*+aD +B)y =0
lahendid on
e cos bxr, wze* cosbx, x%e* cosbx
e gin bx,” xe* sin bx, x%e% sin bx,
jne., ning iildiselt diferentsiaalvorrandi
(D*4 oD +B)'y =0
lahendid on
ez eos bx, xe® cos bz, ...y xF1e% cos bz,

e* sin bx, xe*sinbx, ..., x¥lewsin bz,

mis on viimase diferentsiaalvorrandi péhilahenditeks. Jéarelikult
on homogeense diferentsiaalvorrandi

(D*+ oD + )y =0
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iildlahend siis
Yy = e?(er+ e + e32® + - - - 4 exh) cos bx +
+ e (Ck+1 + Cr+o® + Cr432® + - - - + cax* 1) sin bz,

kus pohilahendid on lineaarselt séltumatud erilahendid ja seega
¢, C2, ..., ¢y, olulised parameetrid. Sest téepoolest, kui lahendid

eZcos bx, we<cosbx, ..., x*'e®cosbzx,
e®sin bx, we®sinbx, ..., aFlerrsin bx
oleksid lineaarselt séltuvad, siis peaks olema
e“(cy + cxx + c3x% 4 - - - 4 cpxk1) cos bx +
+ e (Ck+1 + Crto% + Cri3®2 + - - - 4 Cax¥1) sinbx =0,
millest

61 4 et + €sx® + - oo + cpah—l
tnbr = ———— ————
Cht1 + Ckto® + Cpipgt® + v 0 + Cpath—

Et tangensfunktsioon saab 16pmata paljude argumendi vaidrtuste
puhul 0-ks ja 16pmata paljude argumendi vaédrtuste puhul [6pma-
tuks, siis peab olema vorranditel

i+ ex2+---+eaxh1=0
ja
Cr41+ Chio® + Crig@> 4 -« + a1 =0
16pmata palju juuri, mis on ainult siis voimalik, kui
61 = €9 = -« = Ch =5 Chig=t - 455 Ca= 0,
Niiteks diferentsiaalvorrandi
y®» — 8y + 26y’ — 40y’ +25 =0

ehk
(D2—4D +56)2%y =0

puhul ¢ =2 ja b = 1. Pohilahendid on siin

excosx, weXcosx, e¥sinx, we**sinw
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ning diferentsiaalvorrandi iildlahend on seega
Y = e*(cy + c2x) cos x + e22(c3 + esx) sinx .

3. Kui konstantsete koefitsientidega homogeenne diferent-
siaalvorrand

YO 4 ey + ay D 4 - - - - CaY Gy =0

teisendub siimboolseks kujuks

(D—2)" (D —13)"2 - - (D i) ""(DF 4 0D 4+ B) "
- (D*+ oD + B2)"% - - - (D2 4+ D + B)*y =0,

kus
wtpetcccFun+2vF 200+ -+ 20 =mn,

siis tema iildlahendi saamiseks leiame jark-jirgult diferentsiaal-
vorrandite

(D—i)y=0

(D—ip)* =0

(D —im)"'my =0
(D* + D + B1) "'y = 0
(D?* 4 02D + ﬁz)%y =0

(D* + D + Bi) "y = 0
vastavad pohilahendid

1] 7

Ax Ax o w;— 1 Ax
€ il i PE e e

’

ax ax a v, —1 ax
e’oosb}a:,a:e’cosbjx,x%’xcosbjx,...,x’ e’cosb/.x,
v

&k ax |, ax , —1 ax |,
e’ sin bx, ze ” sin b, a%e 7 sin bai:.., e’ sinbaz,
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kusit=1,2; ..., Masjard =142ii5 . bk Siiniiga-iilaltoodud
Uiy Uoy ovey Wmy 291, 202, ..., 2v; jadrgu diferentsiaalvorrandi
iga lahend rahuldab iihtlasi n-jirgu homogeenset diferentsiaal-
vorrandit, sest kui néditeks y; on vorrandi

D—\iy=0 (i=1,2,...,m)
v6i vorrandi

(D*+aDFBYIY=0 Ly fd= borBaori sko)
lahend, siis

D—1)"y=0

(D2 + a)D + 61'),"}. Y1 = 0

ja meil tuleb n-jargu homogeenses diferentsiaalvorrandis iile-
jaanud diferentsiaaloperaatoreid jark-jargult rakendada 0-le, mis
annab ikka 0. Jiarelikult n-jargu homogeense diferentsiaal-
vorrandi iildlahend on siis

Wi—

[ /'.,-x( 2 1)
y:ge 01+02x+03x‘+...+cM1x +

“fx( : ‘vj-—l)
+ (2 cy.,--*—] + c.ul.-f-Qa’ _+_ wl i + Cut,-}-vja/ COos bl X +

“ix( .vi—l) X ]
. o C,LL,-+ v, +1 i c"’i+'V/+2 B Rt oy CM[,+2,.J_Q/ sin b]:l' 2

4. Erijuhul, kui diferentsiaaloperaatori juured ki, rs, ..., ks
on koik reaalsed ja isesuurused, siis vorrandsiisteem

(D) sk Yatice 0
(D—ho)y =10
(D—w)y =0

annab n-jargu homogeense diferentsiaalvorrandi pohilahendid

hx  Agx Aox
i donin, oY . JB 0 iy
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ning iildlahend on seega
Iy X Aox) A
y=cie +ee |+---Fee”,

kus eA’x : .e/'zx, o e e/'"xon lineaarselt soltumatuteks erilahendi-
teks. Et erilahendid on siin lineaarselt soltumatud, ndhtub sellest,

et Wronski determinant

Mx JoX A, x
e 5 e ’ y e
X lpX hop X
}\18 ’ A'Be ) ) )\ne f —
| n—1 J4x n—1 Jyx . n—1 A x

A Al ¥ " Sl , hn e”
g 1, : 1
1> )‘2 ’ ’ )‘n

(+igh...+2,)x ,
—e A —Ag)y —2g) ... Ay =—Ag) #£ 0,

sest et iga A on isesuurune.

Niiteks neljanda jirgu homogeense diferentsiaalvorrandi

YO +y" —TY' —y' +6y=0

ehk

D—1)D+1)(D—2)(D+3)y=0
puhul A; =1, h=-—1, =2 ja hy=—3, kusjuures pohi-
lahendid

ex 5 e § e2x - e—3l
annavad diferentsiaalvorrandi iildlahendi
Y = C1€° + C26% + c3€** |- ce37
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§ 35. Maaramata koefitsientide meetod.

1. Kui konstantsete koefitsientidega lineaarses diferentsiaal-
vorrandis

YO + @y + @y + - - - + Gy’ + Gy = Q(%)

@, 70 ja parempoolne osa kujutab m-astme ratsionaalset tiis-
funktsiooni, s. o.

Q(x) = onm + Alxmﬁil + it s + Am_lx + Am )

siis voib leida selle diferentsiaalvorrandi erilahendi nn. madra-
mata koefitsientide meetodiabil. Sel juhul lineaarse
diferentsiaalvorrandi lahendiks on samuti mingisugune m-astme
funktsioon

() =B+ Big™*+ .-+ BuaZ + Bu,
mille koefitsiendid B,, B;, ..., B, tuleb méirata.

Kui diferentsiaalvorrandi lahendiks on
p(x) = Boa™ + Bia™*+ .- -+ Bn1Z + Bn,
siis
¢ () =mBex™ '+ (m—1)Bya™ 2+ .- -4 B
¢"(2) = m(m —1)Bexm—2 + (m — 1) (m — 2)B,a™ 2 + - - - |
+ B2
g™ (x) =m(m—1)---(m—n+1)Bo+ -+ Bun.
Asetades ¢ (), ¢'(x), ¢"(x), ..., ¢™(x) vidrtused lineaarse

diferentsiaalvorrandi vasakpoolsesse ossa v, ¥, ¥, ..., Y™
asemele, saame m-astme funktsiooni

FO(BO)xm + FI(BO ) Bl)xmdl + il + F/n——l(BO ) Bl ok B’“;l)x +
+F"m(B(Jr Bl, ey Bm) ’

kus Fi(Bo, Bi, ..., Bx) on koefitsientide By, By, ..., B
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lineaarne funktsioon (k=0,1,2, ..., m). See m-astme funkt-
sioon on vordne Q(x)-ga, s. o.

Fo(Bo)x™ + F1(By, By)a™ '+ -+ -+ Fn 1(Bo, By, ..., Bn1)x +
+Fm(Bo, B]_, ...,Bm) :onm+A1xm—l+ e '+
+Am—1x+Am.

Vorrutades samaastmeliste argumentide koefitsiendid saame
m + 1 lineaarset vorrandit

Fo(By) = A,
Fi(By, B)) = A,

Fm—l(B(n Bly “eey Bm-—l) :Am——l

F’"(BO, Bl’ “eey Bm) :Am.
Et avaldises Fx(By, B, ..., Bi) on A; koefitsiendiks a, £ 0,

siis voime saadud vorrandsiisteemist jark-jargult arvutada koefit-
siendid By, By, ..., B, , mis teevad funktsiooni

p(x) = Box™ + Byx™ 4+ - - - + Bma® + Bu
lineaarse diferentsiaalvorrandi erilahendiks.

Kui aga a,=0 ja peale selle veel iildiselt a, ; =0,
=0, ..., @_r_1=0, siis diferentsiaalvérrand esineb
kujus

Y™+ @ y® 4 @y 4 -« o + G g YD 4 any® = Q(2),
kus a, x #£0 ja
Q(x) =Agx" + A"t .o - + A 2+ An.
Siin voib tidhistada y¥® — z ja vorrand omab kuju
20—8) | @20k L @pzn—k—2) | ... 4 @, 12 + @iz = Q(%)
mille lahendiks on samuti m-astme funktsioon

Boxm + lem—l ._I,_ o corst + Bllb——lx + Bm-
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Et siin z on m-astme funktsioon, siis vérrandist y® —z
jéreldub, et ¢(x) on siis (m + k)-astme funktsioon, mida v6ib
esitada kujus

p(x) = 2*(Box™ + Byx™ ' + - - - 4+ Buy® + Bu) ,

kus By, B;, ..., By leitakse samuti médramata koefitsientide
meetodi abil.

Niiteks diferentsiaalvorrandi
V'+y' —y —y=a>—3x+5

erilahendi
¢(x) = Box*> + Bix + B:

saame, kui paigutame
@(2) = Box* + Bz + B>
7 (%) =2Box + B
¢ (@) = 2B,
7" (@)= 0
diferentsiaalvorrandisse v, ¥, ¥’ ja ¥y’ asemele, s. o.
2By — (2Byx 4+ B;) — (Bj2*> + Byx + B>) = 2> —3x 4+ 5
ehk
— Byx* — (2By + B1)« + (2By— B, —B:) = 2*—32 + 5,

millest
—By= 1
—2By—B; =—3
2By—B;—B>= 5,
kust lahendades leiame, et
Bo ==1;"'B; =5, By=-+12,
Seega erilahend on :
() =—a*+bx—12.
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Et vastava homogeense diferentsiaalvorrandi

ynl+yn_y1_y:O
ehk
D+ 1)*(D—1)y=0

pohilahendid on e?, e ja xe*, siis antud diferentsiaal-
vorrandi iildlahend on

Y = c16% + e2%(cy 4 c3x) — 22+ S — 12

2. Kui konstantsete koefitsientidega lineaarse diferentsiaal-
vorrandi

Y@ + 0y + ay® A + - -+ Gy + Gy = Q@)
parempoolne osa kujutab funktsiooni
e (Agxm + Ajxm—t 4 .- - + Ay 1Z + An),
kus @ ei ole diferentsiaaloperaatori
D" + ayD"t + @D 2 4 -+« + @p1D + an
juur, siis diferentsiaalvorrandi lahendiks on funktsioon
p(x) = e=®(Boax™ + Byg™ '+ - - - + By + Bun) ,

kus By, By, ..., B, tuleb leida miadramata koefitsientide
. meetodiga.

Mirgime siin
y —=erz,
siis
¥y =e=(Z + az)
Y' = e= (2" + 2az + a?z)
Yy = e (2" 4 3az" + 3a*2’ + a’z)

Y = 0% (2™ 4 naz—D 4 "(_’;:22_ a2z 4 . .. 4 arz).
Asetades need viidrtused diferentsiaalvorrandisse v, ¥, ¥, ..., Y™
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asemele ja taandades vorrandi moélemad pooled e%-ga, saame
diferentsiaalvorrandi

Z® 4 by2—1) 4 boz®—2) 4 . . . | bp 12" + bpz =
s on'” - Axx"‘—l + .+ Am——lx — An g
kus by, bs, ..., b, on konstantsed suurused ja
bh=a+ a0 4 aa"2+ .. -+ @10 + Q.

Kui b, £0, s. o. kui a ei ole diferentsiaaloperaatori juur,
siis viimase diferentsiaalvorrandi lahendiks on

Box™ 4 Byx™ ' 4 - - - 4+ Bn 1% + Bu
ja seega antud diferentsiaalvorrandi

Y® 4 Gy 4 @yt 4 - - Gy - Y =
—eZ(Apxm - Ax™ 1 ... 4 Ap12 + Anm)
lahendiks on
p(x) = e (Box™ + Byx™ ' + - - - + B 1% + Bu) .

Kui aga e on diferentsiaaloperaatori juur, siis ei ole raske
naha, et diferentsiaalvorrandi lahendiks on funktsioon

(p(x) S5 xe“x(Box'” + Bixm—1 e Bu 1% - Bm)
ja k-kordse juure puhul
l/(x) = x"'e‘"’(Box"‘ + lem—J + LR + B,,,,_lx + Bm) ’

kus By, By, ..., B, leitakse samuti maidramata koefitsientide
meetodi abil.

Niiteks diferentsiaalvorrandi

V' +y'—y —y=e*(2>—32 + 5)
ehk
(D4 1)%2(D—1)y = e=(22— 3z + 5)

puhul on @ = —1 ja diferentsiaaloperaatoril on sama arv kahe-
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kordseks juureks. Seega diferentsiaalvérrandi erilahend ¢(z)
esineb kujus

p(®) = x*¢*(Box* 4+ By + B>)
ehk
¢(x) = e*(Box* 4 B12* 4 Bsx?) ,
kusjuures
¢ (#) = e*[— Box* + (4By— B1)2* 4 (3B, — B:)z? 4 2Bsx]
¢’ () = e *[Byx* — (8Bo— B1)2* + (12B, — 6B; + Bs)2* +
+ (6B, —4B,)x + 2B-]
¢ () = e *[— Boz* + (12By — B,)2* — (36B, — 9B, + Bs)a* +
+ (24By — 18B; + 6Bs)x + 6B; — 6B-] .
Paigutades ¢(2) , ¢’ (), ¢"(x) ja ¢ (x) vadrtused diferentsiaal-
vorrandisse ¥, ¥, ¥’ ja y" asemele saame
¢—*[— 24Byx?* + (24By — 12B,)x + (6B, —4B,)] =
—e2*(22—3x +5),
millest
—24By= 1
24By — 12B; — —3
6B; — 4B;= 5,
kust leiame, et

it
24’

Blzi, Bg:—-l.

B(‘,: 6

Diferentsiaalvorrandi erilahend on seega

() :x’-’e*z(——%}xﬁ-{- é-x—l)

ning iildlahend
Y = ce* + e *(c2 + c3x) + xze—f(—— 214 z? + %x— 1)
ehk

y:c1e$+e—1(cg+c3x—x2+%x3-—2i4z4),

223



3. Kui konstantsete koefitsientidega lineaarse diferentsiaal-
vorrandi

Y™ + Y@= + @y + -+t + Y = Q(2)
parempoolne osa kujutab funktsiooni

e (Agxm 4+ A1 4 ... + Ap 12 + An) cos bz

eM(AOxm + Alxﬂb—l + i g O + Am—lx + Am) Sin bx y
kus @ ja b on niisugused, et a 4 bt ei ole diferentsiaaloperaatori
D" + a, D" 4 asD" 2 + - - - 4 @naD + an

juur, siis analoogiliselt eelnevaga voime niidata, et diferentsiaal-
vorrandi erilahend on

p(x) = e (Box™ 4 Byw™ ' + - - - 4+ Bu 1% 4 Bu) cos bz +
+ e (Dox™ + Dyt + - - - ++ Dy 12 + Dy) sin bz,

kus By, Bi, ..., Bn ja Dy, Dy, ..., D, on madramata koefit-
siendid.

Kui aga ¢ ja b on niisugused, et « 4+ bi on diferentsiaal-
operaatori juur, siis erilahend on

p(x) = e (Box™ + Byx"™* + - - - + By 1% + Bu) cos bx +
+ xew(Dox™ + Dyxg™ + - - - 4 Dy + Dy) sin bz

ning k-kordse juure a -+ bi puhul

¢(x) = xker(Boa™ + Byg™ ! + - - - + Bpn_1% + Bn) cos bz +
+ xkew(Dox™ 4+ Dyxm™+ . .. + D32+ Dp) 8in bz .

Niiteks diferentsiaalvorrandi
vV'—2y +y=e*(a+1)cosx

puhul, kus m =2 ning a =—1 ja b =1, on vastaval diferent-
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siaaloperaatoril kahekordne reaalne juur i, =i: = 1. Seega eri-
lahendi madrab funktsioon
p(x) = e *(Box* 4 Byx 4 B:) cos « +
4 e*(Dyx% 4 Dz + D») sinz,

mille tuletised on

¢' () = e*[(— Bo + Do)2* + (2Bo — B: + D1)z +
+ (Bi— B2+ D;)] cos ¢ + e *[(— By — Do) 2* +
+ (—B;+2Dy—Dy)x+ (—B:+ Dy —D5)] sinz,
¢"(z) = e*[—2D* 4 (4Dy— 2D1)z +
+ (2By — 2By + 2D, — 2D;)] cos x + € *[2Box* +
+ (2By — 4Dy)x + (— 2By + 2B; + 2Dy — 2D;)] sin z .
Asetades vorrandisse y, ¥’ ja y” asemele ¢(x), ¢'(2) ja ¢"(%)
vadrtused, saame
[(8By — 4Dy)x* + (— 4By + 3B, + 4Dy — 4D,)x +
+ (2Bo — 4B, + 3B; + 2D, — 4D5)] cos z +
+ [(4By + 3Dy)2* + (2By + 2B, — 6D, + 3Dy )z +
+ (—2B; + 4B; -+ 2Dy — 4D, +8D3)] sing =

=(2*+1) cosz,
kust niiiid

(8B, —4Dy)a? + (— 4By + 3B, + 4D, — 4Dy )x +
+ (2Bo—4B; + 3B; + 2D, —4D,) = 2>+ 1
(4B + 3Dy)2* 4+ (2By + 2By — 6D, + 3D;)x +
- (—231+ 4Bz+ 2Do—4D1+ 3D2) == 0.

ja seega
3By —4D, =1
— 4By + 3B; + 4Dy —4D; =0
2By—4B; + 3B; 4+ 2D, —4D> =1
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4By + 3Dy =0
2By + 2B, — 6Dy + 3D, =0
—2B, +4B> + 2Dy —4D, + 3D, =0,
mille lahendus annab

.36
425°

667
10625

344
10625 *

3
BO - 25 ? Bl -
4 146 "y
Do__‘Z—S' Dl—_m’ D.’-—
Diferentsiaalvorrandi erilahend on seega

Bg:

RSN 667
) S ORI B i AERBERE Lol 31)
p(z) =e (25 =" 10625) cos % +

=i 435 M8 3444\ _.
i ’(—25 ¥ —mx_mﬁ%> sin %

ning ildlahend on
y = e*(ey + eox) + %5[(1275562 — 900x — 667) cos v —
— (170022 4+ 36502 4+ 3444) sin z] .

§ 36. Diferentsiaalvorrandi lahendamine ridade abil.

Diferentsiaalvorrandi
Flot, 2l soneis ¥OX =
lahenduseks voime kasutada Taylori rida. Selleks tuleb leida nii-
sugune funktsioon arendusreana, mis seda diferentsiaalvorrandit
rahuldaks.
Imutame diferentsiaalvorrandi korgeima jargu tuletise suh-
_tes, s. o.
YO =N2, Y, ¥V Y ... YY),
ja vaatleme siin y®-i kui 2, v, ¥, ¥’, ..., y® 1V funktsiooni.
Diferentsime viimast funktsiooni «-i suhtes

vy 9f | Of ., Of " Yoy
(n+1y — 77 ) 7T il e - 2 (n)
PNER YT TS sy Y

ja paigutame y® asemele tema eespool-esineva vadrtuse, saame

yoin = fifw, P, ¥ ¥ oY)
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kus niiiid y®+Y séltub samadest suurustest 2, v, v, %", ..., y® Y.
Saadud funktsiooni edasi diferentsides

ofs , 0, ofr 1 0
y(n+2) f + fl di’ Y + L + d‘y({:l) y(ﬂ)

ja paigutades y™ asemele ta vadrtuse saame

POIN A Wi Wos Wosomss B 705
kus y@+2) soltub jille samadest suurustest z, v, v, ¥, ..., yoV.
Analoogiliselt jatkates leiame, et

Yol ¥ W W s vy 0

y(n+4) - f4(x » Y, ?/' ’ y” 3 seey y(n—l))

it

kus y@®+3), y@+9 = soltuvad ikka ainult suurustest z, v, ¥,
Yis s a9
Kui vabalt voetava argumendi erivaartuse x — z, puhul vas-

tavad funktsiooni ja ta tuletiste viadrtused on vy =v,, ¥ = %',
¥ =W", ..., Y=gy, piis

269 =f(2, Ve ? W W', o4, 9*)

Yo* ) = fi(%o, Yo W' 'W"> <., Y*V)

BB =Tl Vo, WO, AL ™)

Kasutades niiiid funktsiooni arendust Taylori reana, saame

(a——xo)

y—yo+(x——xo)yo+ y”+ T SR
(2 — @) "— e (ac—aco) Yo (# — @o) 111 il
¥ (n—1)! y( jukis RS SmE D Yot fivains
= %o+ (2 —Zo)ye’ + T2 y"+(x—’”") (e SRR
S e ok W—“"’ F(@os Yo, U5 s B D) +

(Z S xo)"+

"f“m‘ Filod Yo', o 15 Ty W2 21
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mille koonduvuse korral voime rida kasutada funktsiooni ¥ arvu-
tamiseks. Kindlate @y, %o, %', %" --., Y™ puhul kujutab
saadud rida diferentsiaalvorrandi eriintegraali. Erijuhul, kui
2o = 0, siis funktsioon esineb Mac-Laurini arendusreana. Kui
aga vaadelda suurusi’ Zy, Yo, %o’ 5> Yo, ..., Yo"V kui parameet-
reid, siis saadud rida esitab diferentsiaalvorrandi iildintegraali.

Kui niiteks diferentsiaalvorrandi
Y’ + by =0

puhul mirgime, et 2, = 0 ja vastavad funktsiooni ja ta tuletise
vaartused on ¥y = ¥, ja ¥ = ¥, , siis diferentsides saame

ym e bgy;
YO =—b%" = by
YO = by
¥ = bty" = —b%
ja
Yo' = — b
Yo" = — by
Yo = b*ye
Yo = by,
Yol® = — b%,
Paigutame o, %o’ , ¥o®, ... vadrtused Mac-Laurini ritta
?I:?I0+x’!lo'+2£!?Io"+§‘!Z‘Io"'+:—!yo(4)+§—;yo(5)+ <ssy
saame

’ b*x® b*
Y= Yo + 2o’ — - Yo— S 90’ + - Yo +

bz, b ba)t
+*52_,5~%—---:?l0[1—(x)+(x) ]'f‘

+ % (o) — G2 B,
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mis koondub iga z-i vadrtuse puhul ja on sama, mis

y:yocosbx—}-zbisinbx.

§ 37. Harjutusiilesandeid.

Lahendada diferentsiaalvorrandid:

164.
165.
166.
167.
168.
169.
170.
173,
172.
173.
174.
175.
176.
177.
178.
179.
180.
181.
182.
183.

y" — 2T’ — 1202° = 0
Y& —zer =0
y"—zhx=0
zy'+9y—3x—1=0
oY — " —20° =0
Yy —y”" =0
eyt ty =0
v’ =3+ =0
y" —6y" + 12y —8y =10
¥ —4y” +3y" + 4y —4y =0
¥y —3y" + 6y’ — 12y + 8y =0
yH—y=0
v’ +y'—Ty —15y =0
v'+y' —y +16y =0
¥ 4+2y"+y=0
¥+ 8y® 4-16y” =0
y" —6y’ + 11y — by =
YO+ 20" +y =2+ 4
y* — 8y + 18y — 2Ty — 322 4 5z + 8
vV'+y'+y +y=2*+32>+62+6
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184.
185.
186.

187.

188.
189.

190.

191.
192.

193.
194.

195.

Y» 4+ 2y +y=sing

YO —y=e*

V' +2—y —2y=2x+¢

Yy — 3y + 2y = er(18x + 12)

y" —6y" + 11y’ — 6y = ¢ (222 4 5z 4 8)
Yy —Ty" + 16y" — 12y — (822 + 15z + 23)
Y" —2y +4y =e*cos x

Y —y —xe® 4 cos x

-+ ; e gy—:y =0

Y + 25" —ay’ +y =0

Yty +y=2

3y — 2%y 22y’ — 2y — 2% + 3x.



IV peatiikk.

Diferentsiaalvorrandite siisteemid.

§ 38. Diferentsiaalvorrandite siisteemi maaramine.

n diferentsiaalvorrandit, milles » tundmata funktsiooni sol-
tuvad iihest ja samast argumendist, moodustavad diferent-
siaalvorrandite siisteemi. Niiteks kolme diferent-
siaalvorrandiga siisteem on

Fl(ty x, x,’ x”) ceey x(n,)’ Y, ?/’, ?/”, ) ?/(’"1),
i L ANy ==

F:!(ty x, R AR e x(":")y Y, ¥, ?/", ceey '!/(’"2),
& il vy B g g i ) =0

Fﬂ(t) Z, x,a x”’ seey x(ill3)’ Y, y’) y”y s ey y('”z),

S, T sy B0,

kus ¢ on argumendiks ning z, ¥ ja z on ¢t funktsioonideks.

Kui diferentsiaalvorrandite siisteemis peale argumendi ja
tundmata funktsioonide esinevad ainult funktsioonide esimese
jirgu tuletised iiksikult, siis nimetatakse diferentsiaalvorrandite
siisteemi normaalsiisteemiks. Nii on

Fi(t,z,2,9,2)=0
FZ(t! r, Y, ’.1/'; Z)ZO
F-‘i(ty x, Yy, 2, Z'):O
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ehk tuletiste suhtes ilmutatult

d
w=ht, =z, 9,2

dy __
dvt—f2(t, x, Y, Z)

dz __
a =Tt %, v, 2)

kolme diferentsiaalvorrandiga normaalsiisteem.

Iga diferentsiaalvorrandite siisteemi on ikka voimalik teisen-
dada normaalsiisteemiks, kui asendada tundmata funktsioonide
tuletised, peale korgeimate tuletiste, uute muutujatega ja lugeda
need muutujad lisafunktsioonideks. Kui néiteks kolme diferent-
siaalvorrandiga siisteemis

A L R AT T TR A T )

Fa(t 25808 Sy sy 5 Yy iyt g v gy

P E VO R e IR TR e T e i TR R et
tdhistame

x — 2, ' = xl, = 2., 2" — xg,

W =0 =Y =0 A =Y

Y=z, =z,

siis saame kaheksa diferentsiaalvorrandiga ja kaheksa tundmata
funktsiooniga (endiste ja lisafunktsioonidega) normaalsiisteemi
=0, ¢/ =, Y=, ¥/ =9, =2
Folt, @, o5, 25 @' U0 W% 21) =0
Fo(t, x, Z1, 2, Y, Y1, Y2, Yo'» 2, 21) =0
Fo(t, x, 21, %2, Y, Y1, Y2, 2, 21, 2') =0
ek ilmutatult

oS, w2y YRy iy, et ol

x‘.)’:fl(t, Ty, X1, X2, Y, Y1, Y2, %, zl)
y'lI:f:Z(ty X, T1, T2, Y, Y1, Y2, 2, 21)
21’:f3(t, X, Z1, X2, Y, Y1, Y2, %, zl):

kus 2, 1, Z2, ¥, Y1, Y2, 2 ja 2z, on t funktsioonid.
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Sadraselt diferentsiaalvorrandite siisteemist saadud normaal-
siisteemis sisalduv vorrandite (kui ka koéikide tundmata funkt-
sioonide) arv on ikka vordne algsiisteemi funktsioonide kérgei-
mate tuletiste jarkude summaga. Kui » tundmata funktsiooniga
diferentsiaalvorrandite siisteemis nende funktsioonide korgei-
mate tuletiste jargud on my, M., ..., m,, siis vastavas
normaalsiisteemis on vorrandite kui ka funktsioonide arv
my + mg + - - -+ m,. Kéiesoleval juhul 2-i korgeima tuletise
jark on 3, y korgeima tuletise jirk on samuti 3 ja z-i kdérgeima
tuletise jark on 2. Jirelikult on normaalsiisteemi vorrandite
arv 8.

§ 39. Normaalsiisteemi lahendamine.

Diferentsiaalvorrandite siisteemi lahendamisel tuleb leida nii-
sugused argumendi funktsioonid, mis rahuldaksid siisteemi vor-
randeid. Need funktsioonid moodustavad siis diferentsiaalvérran-
dite siisteemi lahendite siisteemi. Et iga diferentsiaalvérrandite
siisteemi on ikka voimalik teisendada normaalsiisteemiks, siis
selleks kisitleme k#esolevas §-s ainult normaalsiisteemi lahenda-
misviisi.

1. Kahe tundmata funktsiooniga x ja y normaalsiisteemi
dx —
o =N, =, 9)

X =rilt, =, ¥
lahendamiseks taandame siisteemi iiheks diferentsiaalvorrandiks
iihe tundmata funktsiooniga z véi v . Selleks leiame :;1 voi 3:’
Votame siin

@z _0f 4 oh dv | Oh dy

dt® .0t ox dt ' oy dt
ja asendame parempoolses osas ‘gf ja % oma vastavate vaiartus-
tega fi(t, =, y) ja fa(¢, =, y), saame

d2
(Tg:fll(ty x: y) .
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Lahendades antud normaalsiisteemi vorrandid # ja y suhtes
ning paigutades saadud z ja y vadrtused viimasesse teise jargu
diferentsiaalvorrandisse x ja y asemele, saame iihe tundmata
funktsiooniga teise jiargu diferentsiaalvorrandi

. de &z
F(t, Tya &—t?)__o,
mille iildlahend on
z=qg(t, ¢, ¢3).
Edasi leiame
d '
di::qn (t, e1, ¢2)
ja paigutame antud normaalsiisteemi esimesse vorrandisse z ja Z';c
asemele nende vastavad vadrtused ¢:(?, ¢1, ) ja ¢/ (f, ¢1, ¢2),
saame

y=g2(t, €1, €) .

Seega kahe tundmata funktsiooniga x ja y normaalsiisteemi
iildlahendite siisteemi médravad argumendi ¢ ja kahe olulise para-
meetri ¢; ja ¢, funktsioonid

z=qgi(t, ¢, €2)

Y =qalt, 1, €) .

2. n tundmata funktsiooniga ,, @», ..., Z, normaai-
silisteemi
dx
FtE:fI(t, Wi, e Ty Tk
dﬁ'ﬂ
Jt :f:_,(t, X1y Wo, iy xn)
dux,,
dt’ :f”(t, Dty T2y s5+9 .’l};/)

lahendamiseks taandame siisteemi iiheks n-jargu diferentsiaal-
vorrandiks iihe tundmata funktsiooniga. Selleks leiame niiteks

%;’ tuletised n-jarguni. Diferentsides
d*x: 0]1 0f1. dx: ()i:. dm Uf1 (12;'”
7 + ox: dt + 4 3 01 dt

234



ja paigutades —
vadrtused saame

da,  dx. d:v,,

=1 asemele normaalsiisteemist nende

AE sl S ot

d'x,

Ft;:fn(ty L1, X2

Viimast funktsiooni diferentsides

pie s

d'x, afu afu dax; df,, dax.
atr +0x1 + dxs dt
ja samuti paigutades %, %“', S ‘%”
mist nende vaartused saame
d’x:
F;‘Zfl2(t, xl ’ x2’ .

Edasi leiame analoogiliselt toimides

2]
dat

dt

:f13(t1 L1, X2,

= Fra—)Cl s i, B -

Valime vorrandsiisteemist

da:
dt
dat*

L2
dat’

dra,
dtn

=h (5% 25
= Takl T By T

:f12(t, Xy, Lo,y ..

= F ety 0ES @ris Tals o oo

n — 1 vorrandit, néiteks

d’xy
dt*

L)
at’

dra,
dtn

:fll(t’ X1, a2y ...

:.f12(tv L1, T2, ...

L

’

= fin-a(t, 21, @2, .

s )

Ofn day
dx, dt

asemele normaalsiistee-

Tn)

@n)

i £ i

Zn)
Zn)

&n)

)

ivn)

Zn)

-9 xﬂ)’
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lahendame need ., %3, ..., Z, suhtes

3 . &rr. P dray

a/2=f2l(l:y xl. ’3?1" Ft;—""’ dtu)

dz, &z dng
x;,:fgg(t,xl, —(_i?’?t?l,'." dt,:)
d’zy  d&x dnz,

xn=f2(n—-1)(t, X1, d—t:’ T %)
ja paigutame saadud ., x3, ..., x, vadrtused diferentsiaal-
vorrandisse

d:m

dt :fl(t, xl: x2, ---,,xu)

®a . Ba. ., &, asemele, saame iihe tundmata funktsiooniga
n-jargu diferentsiaalvorrandi

dx: d’z: d"m;)
Flt: o, G0 G o G
mille iildlahend olgu -

xlzfpl(t, s P84 05903 C“).
Vottes tuletised
: da: -
'd—wt':(pl (t, Ci, C2, ..., cll)
d2x1

F’—'pl”(ty Ci, Cay ..., c")

dna,
g =", e,y ey oy )

. . ‘.  d’x dnz: ... !
ja paigutades z,, Ti?l’ HZ”” A 'Izt"ril vaiartused z., x3, .

Leisalt
suhtes ilmutatud funktsioonidesse fs1, foo,

ooy fom—1), Sagme
:c2:(}72(t7 Ci, Coy +0ny c")

x3:¢3(t, €1 Coy <oivy c")

xn:(,l)n(t’ €1, C2y ..., c")-
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Seega miaidravad »n tundmata funktsiooniga z;, #., ..., Zn
normaalsiisteemi iildlahendite siisteemi argumendi ¢ ja n olulise

parameetri ¢;, ¢», ..., ¢, funktsioonid
a=1:¢1(t’ Ci, €25 .., Cn)
2o =ga2(t, €1, €2, ..., Cn)
xn:(pn(t, Ci1, C2, ..., cﬂ)’

kusjuures mones neist funktsioonidest voib esineda vihem kui
n parameetrit.

Andes parameetritele ¢;, ¢, ..., ¢, teatud kindlad vair-
tused, saame normaalsiisteemi erilahendite siisteemi .

Niiteks lineaarse normaalsiisteemi
dz .
GF=t—2+y+:z

d—”—t+x+y+z

gt 7y

de o

d—t_.t—}—x—}—y—z
lahendamiseks leiame g:éi ja % , 8. 0.

& dz , dy , d
_d%= _d_:_i_d_'t'+£=1+t+3x+y—z

& dz | d d
’”=1+3'E+£—d—:=1+3t—3x+3y+5z,

ae
kust
1 dz 5 dx 3 3
Y=z @ tv skt R
1 &z 3 dx 3 1
W §W—'8_d7+?m+f'

Paigutades saadud y ja z-i viddrtused normaalsiisteemi esimesse
vorrandisse saame konstantsete koefitsientidega kolmanda jargu

1 Peale selle voivad diferentsiaalvorrandite siisteemil olla veel isedrased
lahendid, mille teooriat me siinkohal ei kisitle.
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lineaarse diferentsiaalvorrandi

d’z d'z dx
(ﬁ‘*—ﬁ‘ —'—'4d—t——4Z:2
ehk
D+1)D+2)(D—2)z=2,

mille iildlahend on

F

X = ciet 4 26 % + e3e* — 5

Vottes tuletised

% = — e — 2¢e 2 | 2¢35e*

ez _ t 1 Ae,e—2t -1 4eqet

(ﬁ_cle* + 4c.e 21+ 4cge

Z.’:g = — ¢1e—!— 8ce—3 4 8cze*
: r T ARG . e : .
ja paigutades z, aE 12 gF vadartused eespool-esinevatesse y ja

z-1 suhtes ilmutatud funktsioonidesse, saame
U= —Cle——t+ 203ezt——'t
2 =cret— coe 2 | cze* — % :

Tahendab, antud normaalsiisteemi iildlahendite siisteemi miéa-
ravad argumendi ¢ ja kolme olulise parameetri ¢;, ¢, ja ¢; funkt-
sioonid

T =ciet 4 coe 2 | c:3e2f—7‘12
Y —=—c1e !} 2¢c3e% —1

1
2 = et — ce 2 | cze%t — 5 -

3. n tundmata funktsiooniga z;, 2., ..., %, normaal-
siisteemi

dx

alzfl(ty Ly, T2, «-., x“)

dx

o= folts By Bgy savs Bn)

dt -

de,

ﬁ:fn(t, 84 1. Do iisnns in)
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lahendamiseks voime monikord siisteemi vorrandeid teatavate
tehete abil korraldada nonda, et neist saaksime uue vorrandi
kujus

gt’["}’l(ty Xy, T2, «ooy x")]zo
ehk
dq}l(t’ Liy T2y o0ny xl?) :0’

kus y; on normaalsiisteemis esinevatest tundmata funktsiooni-
dest ja argumendist kombineeritud funktsioon. Siis

'lpl(t3 Ty, oy o0y xn):cly

kus ¢; on parameetriks. Viimane vérrand on normaalsiisteemi
iiheks integraaliks. Ilmutades sellest vorrandist iihe
tundmata funktsiooni ja asetades tema vadrtuse normaalsiisteemi
vorranditesse, saame normaalsiisteemis tundmata funktsioonide
kui ka vorrandite arvu viahendada iihe vorra, s. o. saame n—1
diferentsiaalvorrandiga normaalsiisteemi.

Kui aga »n tundmata funktsiooniga z,, ., ..., z, normaal-
siisteemi vorrandeid on voimalik teatavate tehete abil korraldada
nonda, et saaksime normaalsiisteemi kaks integraali

"}'1(t’ X1, 2, ««.y x") =0
ja
1})2(ty X1y, T2, «.., xﬂ):c;”

mis ei soltu teineteisest, s. 0. mis ei ole omavahel funktsionaalses
seoses, siis saame nende asendamisel n diferentsiaalvorrandiga
normaalsiisteemi muuta n — 2 diferentsiaalvorrandiga normaal-
siisteemiks.

Kui n tundmata funktsiooniga z,, 2., ..., ., normaal-
stisteemist on voimalik saada koik » integraali

wil(t, 1, 2, «.., Tu) =0
Ipz(t, Wiy HEs vevy wn) = Cg
yjn(t, D1, By, xn):cny
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mis on iiksteisest soltumatud, siis seega antud n diferentsiaal-
vorrandiga normaalsiisteem on iihtlasi lahendatud, kusjuures
viimastest vorranditest voime leida iildlahendite siisteemi kujus

Zi=qi(t, €1, €2, ..., Cn)
x2=<p2(t, Crs €35 +s45 On)
xn:(Pn(t’ Ci, C25 «vny c'ﬂ)°

Naiteks normaalsiisteemi

g

d_t—.—y—z’
dy __
i =c%
dz __
i dmy

vorrandeid liites saame

da 0y das

atazta="0
ehk

dz+y+2) =0,

kust leiame siisteemi iihe integraali
z24+y+2=0C.

Korrutades antud normaalsiisteemi esimese vorrandi z-ga,
teise y-ga ja kolmanda z-ga ning viimaseid liites saame

dx dy dz __
xﬁ+yﬁ+z&?_0
ehk
d(@®*+y*+2%) =0,

millest leiame siisteemi teise integraali
?+9y*+22=0C,.
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Et niitid
y+2=C—z, Yy+22=Cr—2?
ja
(Ci—z)’=(y+2)’=9+ 22 4+ 2yz = (Co — 2?) + 292,
millest
2yz = (C; — 2)?> — (Co— 2?) ,

siis
(y—2) =9+ 2 —2y2 =2(C; — &*) — (C1 —2)?
ja
y—2=V2(C;—2?) — (C, —z)*
ehk :

¥ =V2(C:—2) — (Ci—a)?,

mille integraal

t :fvz(cz—xiz— = +C; = Cg——*;/l—?f arc sin \%ﬁ"
millest

x = %—wg:%ﬁlsin (CsV3 —tV3) .
ehk

Z = €, + €5 cos tV3 + ¢3 8in tV3,
kus

01:%, cgz—w%:glsina\/g,

e V——2‘3";— ) cos C; V3.

1 Vt. A. Borkvell, Matemaatilise analiiiisi pohijooned, § 78, p. j.

16  A. Borkvell — Diferentsiaalvorrandid. 241



Teised funktsioonid 7 ja z leiame Qﬁrranditest
y+2=C—=z, Y¥*+22=C,—2?,

paigutades z-i asemele tema viidrtuse.

§ 40. Uldine lahendamisviis.

1. Kahe diferentsiaalvorrandiga siisteemi

Filts 2, &), 2750 . . 0, 85 W iiiv e YR). =0
Fall, 8, W 00 s I W W vy V)20
lahendamiseks teisendame selle siisteemi iiheks diferentsiaal-
vorrandiks, korvaldades siisteemist funktsiooni x ja ta tuletised
voi funktsiooni y ja viimase tuletised. Korvaldame niiteks y.
Funktsiooni ¥ ja ta tuletiste korvaldamise otstarbel diferentsime
esimest vorrandit m. korda ja teist vorrandit m, korda. Siis
saame m; + m. -+ 2 diferentsiaalvorrandit, milles peale argu-

mendi ¢ ning funktsiooni 2 ja ta tuletiste esinevad veel

5 B ) yoe o2 i YHTN,

Et diferentsiaalvorrandite arv on m; + m. 4+ 2 ning y ja ta tule-
tiste arv on m; 4+ ms + 1, siis on ikka voimalik ¥ ja tema tuletisi
korvaldada neist vorranditest. Selleks lahendame neist vorran-
ditest m; + ms 4+ 1 vorrandit m; + me + 1 tundmatuga v, ¥,
y', ..., ymtm) yiimaste suhtes, s. o.

Y =f(t7 z, 2, x”’ ---)

yl =f1(t: z, x,’ x”’ ---)

yV'=ft,z, o, a",...)

y(m‘+n'):fm1+m2(t, z, x’) x"’. oo ) ’

ja paigutame saadud v, ¥, ¥, ..., ym™mtm) viadrtused siisteemi
iilejadnud (m; + ms 4 2)-se vorrandisse, saame

Fit,z, 2, 2",..., 2®) =0,
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kus n on vordne suuremaga arvudest n, + m, v&i ny -+ m,.
Inteegrides leiame

lepl(t’ C1, B2, vuiy c”) i
Vottes vajaliku arvu viimase funktsiooni tuletisi

' :<}>1'(t, C1, C2, ..., c7l)

x”:qjl”(ty Ciy, C2y «..y c")

ja paigutades vorrandisse
Y= PR 2 L)
xz, x, 2", ... asemele nende vidrtused saame
SRk T Coyes s 5CR )

Kahe antud diferentsiaalvorrandiga siisteemi iildlahendite
slisteemi médravad seega argumendi ¢ ja oluliste parameetrite
¢, C2, ..., €y funktsioonid

x:‘pl(t’ €1, C2, ..., cn)

y=e2t, €1, €3, ..., €as).
2. Kolme diferentsiaalvorrandiga siisteemi

Fl(t, x, w’, xu, T $("1), Y, y,, ,yu’ W y('”x),

S a2y

’

25, %
S CE =i b Al ; o o Loy Y P e 5Ny,
R graweeey iR
Tl s B o vt eor TR s Yol 5 U teiiste pprs Y-
Bl Zoss B 3% b ) k)
lahendamisel tuleb vaadata, mitu korda peab diferentsima esimest,

teist ja kolmandat vorrandit, et neist siis oleks voimalik korval-
dada kaks tundmata funktsiooni iihes nende tuletistega, et saada
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iiht diferentsiaalvorrandit iihe tundmata funktsiooniga. Kui nii-
teks korvaldada siisteemist ¥ ja z ning nende tuletised, siis sel-
leks vaatame, kumb arvudest m, 4+ ks ja ms -+ ks on suurem,
mis néitab, mitu korda tuleb diferentsida esimest vorrandit;
samuti vaatame, kumb arvudest m; + k3 ja ms 4 k; on suurem,
mis néitab, mitu korda tuleb diferentsida teist vorrandit, ja
lopuks vaatame, kumb arvudest m; + k. ja m. -+ k; on suurem,
mis néitab, mitu korda tuleb diferentsida kolmandat vérrandit.

Saades diferentsimisel kiillaldase arvu diferentsiaalvorran-
deid, voime neist korvaldada ¥ ja z ning nende tuletised ja saada
iihe diferentsiaalvorrandi dihe tundmata funktsiooniga «, kus-
juures niiiid edaspidine lahendamise kidik on analoogiline eespool-
toodud késitlusviisiga.

i
Analoogilise vottega voime lahendada iildse n diferentsiaal-
vorrandiga ja n tundmata funktsiooniga siisteemi.

§ 41. Lineaarsete diferentsiaalvérrandite siisteem.

1. Funktsioonide x;, %2, ..., Z» ja nende tuletiste suhtes
homogeensete lineaarsete diferentsiaalvorrandite siisteemi

%‘? # Pu(t)m] + P12(t)x2 + = dapieps Pl"(t)x" =0

dxs

G Por(t)xy + Pos(t)xz+ - - - + Pon()xa =0

Yt Pr(t)@1 + Pua(t) s + - + Pua() 20 =0,

kus Py (1), ..., Pum(t) on mistahes ¢ funktsioonid, iildlahendite
siisteemi voime leida ka tema erilahendite siisteemide kaudu.

Kui homogeensete diferentsiaalvorrandite siisteemi eri-
lahendite siisteemid on

Xy =xkr, T2=2%xk2s +.+y Tn=>"=Tkn,
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kus k=1,2, ..., n, siis selle siisteemi lahendite siisteemi mai-
ravad funktsioonid

¥ = €111 + C3T12 + -+ - - + Callin

Ly = C1%21 + Co%22 + -+ + + Callon

Zn = C1%n1 + Co%nz + - - * + Cnnn ,

kus ¢;, ¢», ..., ¢, on mistahes konstantsed suurused. Sest ase-
tades funktsioonide @, #., ..., 2, ja nende vastavate tuletiste
vadrtused antud diferentsiaalvorrandite siisteemi mistahes vor-

randisse, nideme, et siisteemi iga vorrand on sel puhul ikka rahul-
datud. Jarelikult funktsioonid

Zy = 1%y + Coi2 + - -+ + Ca1n
Ty = C1%31 + Co%a2 + + + - + Cullo2n

Zn = C1%ny + Co¥nz + - - * + Cn®an

esitavad siis homogeensete diferentsiaalvorrandite siisteemi
lahendite siisteemi.

Siin erilahendite siisteemid
@1, Xk2y, ---5 LTikn,

kus k=1, 2, ..., n, nimetatakse lineaarselt séltumatuteks,
kui nad ei ole seotud samasustega

C1%11 + Co12 + - - - + Cn%1n =0
C121 + Co%a2 + - - - + Ca%on = 0

C1%n1 + Co%ng + - - - + Cnan =0,

kus vabalt voetud konstantsed suurused ¢, €2, ..., ¢, ei ole

koik korraga vordsed 0-ga. Vastasel korral oleksid erilahendite
siisteemid lineaarselt soltuvad.

Kui erilahendite siisteemid

Dr1y, Xk2y <oy Lkn,
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kus k=1, 2, ..., n, on lineaarselt sdltuvad, siis on determi-

nant
| %1, %12, ..., T1a
I Lo1, Xag, ..., Ton
xnl ’ xnz b R ) | x”ﬂ

Kui oletaksime, et 4 # 0 ja erilahendite siisteemid on siiski

lineaarselt séltuvad, siis

C1%11 + Coly2 +

C1%s1 + Colos +

R

C1%ny + Colbnz + - - - +

Ciin=10

]

CrZnn =0 .

Sel juhul, kui niiteks ¢, # 0, véime markida

ZT1n = b1®y1 + bs12 +
Ton = b1®sy + Do®os +

Tpn = b1Zny + boZnz +

c oo+ buaZin—)

i + bn—lxz(n—lj

©++ +br1®an1) »

kus

C

Cna
3 A
Cpn

Cp

b1 —_= bz

= - ey bn__lz—

Paigutades need 2y,, Zon, ..., T vddrtused determinandi viima-
sesse veergu vastavate elementide asemele, saame determinandi
kujus

y Tim—1) > 0111 + DaZys +
sy @agn—1), D1%21 + bolbos +

| T11, Z12, ... v oo bua@®im—1) )

Xo1, oz, - .. <o Do)

4=

} Znr, Tnzy «voy Tain—1) s 01%n1 + bo%z + « + « + Da1Znn—1) ‘

mis on aga determinantide omaduste pohjal vordne 0-ga. Seega

. .tus on vale. Jarelikult, kui 4 # 0, siis erilahendite siisteemid
el .aa olla lineaarselt s6ltuvad, vaid nad on lineaarselt soltumatud.
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Nagu iihe homogeense lineaarse diferentsiaalvorrandi puhul
lahend

Y=CY1+ CY2+ -+ Calhn,

kus erilahendid %,, #2, ..., ¥» on lineaarselt séltumatud, esitab
iildlahendit, sisaldades iihtlasi kdiki diferentsiaalvorrandi lahen-
deid, nii esitab ka homogeensete lineaarsete diferentsiaalvorran-
dite siisteemi puhul lahendite siisteem

Ty = C1&¥11 + Coi2 4 - - - + Callan

Ty = C1%21 + Co%a2 + -+ + - + Cnlon

L5 = C1%u1 + Co%nz + - - - + Connn ,
kus erilahendite siisteemid
xkl; xk2, cecy Tin (kzl’z,.-',n)

on lineaarselt soltumatud, iildlahendite siisteemi, sisaldades iiht-
lasi koiki diferentsiaalvorrandite siisteemi lahendite siisteeme.

2. Mittehomogeensete lineaarsete diferentsiaalvorrandite siis-
teemi

% + Pu(8)@1 + P12()@2 + - -+ + Pua(t)@n = Qu(%)

% + P (8) @1 + Poa(t) @2 + - - - + Pan(t)@n = Q2(2)

Ln 4 Puy ()1 + Paa(8) @ + - - -+ Pan(£)2n = Qu(?)

voime lahendada kvadratuuride abil, kui on teada vastava homo-
geensete diferentsiaalvorrandite siisteemi °

O Pu(t)ay + Pio()ts + - - - + Pra(t)20 = 0

7 + Por(t)a1 + Paoo(t)®s + - - - + Pou(t)2n =0

% + Pm(8)@) + Ppo(t)@s + - - - 4 Pan()@n =0
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iildlahendite siisteem

T1 = C1%11 + Co®12 + - -+ + Calin

Ty = C1%21 + Calas + - - + + Callon

Ty = C1&%n1 + Colnz + - + - + Co%un .

Mittehomogeensete diferentsiaalvorrandite siisteemi lahenda-
miseks asendame siin ¢;, ¢, ..., ¢, niisuguste ¢ funktsiooni-
dega ci(), cx(P), V. . ei(t); et

y = e (t) X1y + C2(B)Z12 + - - - 4 €u(E)@1n
Ty = €1(8)Xyy + €2(L)@az + - - - + €a(t) 2

Xp = C1(t)Tny + C2(E)Tnz + -+ - - + Ca(t) Tun

esitaks mittehomogeensete diferentsiaalvorrandite siisteemi iild-
lahendite siisteemi. Diferentsime viimaseid funktsioone

1 dor
e+ e D pan e R

+ cl’(t)wll + c2l(t)m12 + L + cn,(t)xm

da. dxa dxs: dx
Et‘:cl (t) d—t+c2(t) W'}“' s +c"(t)_(—i§2+

+ €1/ (D) @21 + €' (£) Baz + - - - + €/ (E)@an

dw, n dx n
e SN 1) G SR e FSRPREON | Pl
+ ¢/ (£)Zn1 + €' (D) Tn2 4 - - - + e’ (E)Tun
de, dx dz,
ja asetame @,, %, ..., %, kui ka vastavad ;;—: T IR T

vadrtused mittehomogeensete diferentsiaalvorrandite siisteemi,
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saame
e (1) 211 + €' (£)Z1s + - - - + €/ (D) 210 = Qu(¥)
e () @2 + €' (£)Zaz + - - - + ¢4’ () Zan = Q2(2)

cl'(t)xnl + 02'(t)xn2 + e + cnl(t)znn = Qﬂ(t) ’

sest et
Ay
g + P12k + Pio®or+ . . . + P1anr = 0
dazop, .
T + Poy1i + PooXor - . . . +Ponnr = 0
dxnk
W+Pn131k+Pn2$zk+---+PM3nk=O:
kus @z, @re, ..., Zrka on homogeensete diferentsiaalvorrandite

stisteemi lineaarselt soltumatud erilahendite siisteemid. Et siin

Ti1, X125, «vovy Lan
|

! Xo1, X225 «vv., Lou l‘#_o’

i x'u, Xn2y ccoey Tan |
siis lahendades vorrandsiisteemi

e (B) %11 + €' (D) @y + - - - + ' (E) @10 = Q1 (E)
e (D) Za1 + €' (D) @2z + - - - + €4/ (£) @2n = Qa(2)

e () Zu + ' (B) Tz + - - - + €./ (£) Znn = Qu(E)
¢/ (t), ¢'(t), ..., ¢,/(t) suhtes leiame
a'(t) =pa(t), e/ (t) =wyalt), ..., ¢ (t) =uyn(t),
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kust inteegrides saame

eu(t) = [ya(t)dt 4 e,
ex(t) = [ya(t)dt 4 c.

ca(t) = [ya(t)dt + cn.

Mittehomogeensete lineaarsete difereentsiaalvorrandite siisteemi
iildlahendite siisteemi méadravad seega funktsioonid

&1 = 20 [1 (£) 8t + 202 [ o (£t + - - - + 7 [ yn(B)t +
+ €111 + C€2T12 + - - - + Caan

@o = Tor [ p1(£) At + Too [ 2 (£)dE + - - -+ D00 [pu(B)dt +
+ C1%21 + Co%az + - -+ + Caon 7

Zn = Bus [ 41 (D)t + s [p2(8)E + - - -+ Bon [ pu(t)dt +
+ C1%n1 + Collnz + s + Cr&nn

ehk
%y = g1(t) + 1811 + C2%12 + - - - + Caan
%y = @a(l) + C1%21 + Co®oz 4 - - - + Calan
Ty = Qvfl(t) ~+ C1%n1 + Cong + - - - + Cn&nn ,
kui tdahistame

@i [pr(8) 8t + 2 [pa(8)dt + - - -+ B1n [ pa(D)dt = g (8)
Gor [p1(£)dE + @ [2(8)AE + -+ + @ [pu(B)dt = a()

o [ 1 (E)dt + Tug [ (£ + - - - + T [ yn(D) AL = pu(2) .
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196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

203.

§ 42.

Harjutusiilesandeid.

Lahendada vorrandsiisteemid :

dx it
cﬂ+5a:——3y_0

dy Sy
d—t+15x 19 =9

@_ v _
dt z

... AR gt

dt Yy

G- "

g A

dy - ¥
ﬁ—x_o

dx

F el Lok

dy t
at —z=d + e

dx e
E—4a:——y_ 36t

dy R
(E+2x—y_ 2e

Bty =4at+1

dy B
s &
d—x y—z2=0
dy

7t —rx—2=0
d—z—x-—y:O

'E+x—y—z:0

dy
dt
dz

d-t~——x——y—z:O

—r4+y—z2=20

204.

205.

206.

207.

208.

209.

210.

dx —
E—Sz—{—y—z_o

dy =y
O—E+x—5y+z—0

Zz z4+y—382=0
dx —_—

5" 0

dy

;- —2z=20
2 az _

dt ¥

dx T e—
E+2x-—3y—4z-

%+m_w—w:_w+1

dz
dt

P
E+x+y..t

—x4+y—z=t

dy i
a;+?l+z—2t
dz .
E+z_t

T +ay=0

dy Aok
ae ~ =0

dt’+2 Y44z=0

dx sl
dt” 2 +4y =0
d*x
=ty

dy
o _10% _yi7=0

—4r+12=0

251



211.

262

&z
gF—Y—2=0

dy o iy
g ty—v=0

d’z o
a?-{-a:t_o

212.

d’z  dx
I3 e U
dy dy
i d
dz dz
R T

—-—



® 90 = oW e

oy
e

ek
nN -t
: .

13.
14.
15.
16.

17.

Ulesannete vastused.
§ 18.

2e +y?=c.
- Pl=¢:
y=uz.
=0z

-
§=eceT.
(x—a)*+y*=c.
zln (y —a) —exr-1.
22Vl +y=cx—1.
r—y+Inazy=c.
In(y--1) +arctanxz =c.

arctanz —arctany = ¢ ehk = —Y = (.

1+ 2y
(14+2*)(1+49%) =c.

2 —2

———==20C.

v+ 2

x = cyeV.
e 2

y—l——cw°

arcsinz + arcsiny =c¢ ehk a2Vl —y*4+yVl—a2=C.

z+y " .
W-}-lna’__.c.
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18.

19.
20.

21.
22.
23.

25.

26.

27.

2

30.

31

28

36.

37.

39.

z2—y—In(a4 )y =c.
z2e®*(y2—1) =e¢.
y?2—2In(14€*) =c.

1428
1.4 ¥
COSTCOSY =C.

Sinzcosy==c.
ot
y = cet®n3

@ —y +avVl+a*+yv1l+yi+
+In(z+VIiFa)(y+VI+9¥) =c.

$& 9;\/;
y_(c i 19 )

V1+ 2*

Yy = ce
(x2+y- 23;_{_4__0)(332—{—?;2——%——6):0.
v—2)lw—2)=0

z(x—2y) =c.

In (22 + ¥2) —2arcta;n(%):c.
—y)(@+y)=c.

4+ 9322z +y)=c.

2L y=ecx.

%-}—lnx:c.

lnx—\f—garctan 2’\/3 )._c

z=(x+4y)Incx.
Y2 =c(2y—=x).

]/%-}-lny:c.



59.

60.

61.

62.

63.

222 —2cy —1=0.
4 Y =cay.
y—=2x*hex.
ez + ¢ x=0.
Yy =mel +o5,

y
(4 y)nx—ze” =c.
2—xy+y: +ax—y=c.
y—z+1)*(y+2—1)=c.
(y—2x—38)(by—2x—9)2=c.
r+594+2=c(x—1y+ 2)~.
2—3y+8In(x—2y+1) =e¢.
2 —3y+8ln(z—2y+1) =ec.

Tx —14y —31In (14 + 21y —1) =c.

y:a-}-ch——?.

y=Q0+a*)(z+c).

Yy — e*(e*+-¢) .

y=a*(c—Ing).

2y =(x+4+1)*+c(xz+1)2.
% 1 c

=12+ 2.

Y —=e* (lna:—}-%.-{—c).

v=e(z o).

sin x — a cos

- axr ot
y=eem 400
_sinz 4 ¢
¥~ 142
yzsrin’x+c

2coszx
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65.
66.
67.

68.

69.
70.

71.
72.

73.

74.

75.

76.

1.

78.

79.

80.
81.

82.

R

85.

y=s8inx } ccosx.

y_—_ban

x(x + ¢)
) 3

Y =6in 2 —1} ce~¥ni]

3y =2tan (8 —sin’*z) +

cosx "

cC—COS X

Vite

y — arc tan r—1+4 ce—arctanz

y = (z 4+ V1 + 2%) (arcsinz +¢) .
1

U (ce“ + ?) =115

2y(c—Inx) =1.

'!I(c ——fe"”da;) — e,

21 + 2*
c—aVit o+ In(z+VI+a)
4ye>* — (22 + ¢)2.

y:(m—°°-s—ﬁ'—c+tanw)2.

Y=

Y=

In (sin ) ——gﬂz—f-}-mzx 4+e¢=0.

¥2(8 cos® 2 4 10¢) — 10 cos® &« = 0 .
z° ¥
5 P Lo\t

x3+3wzy‘~’+—§— Y=e.

rey —y:=c.

p=2e"; (a4 y?) =e.

w=1v* w2y3+§—5=c.



86.

87.

88.

89.

) B

92.

93.

95.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

1

p:m; xy +arctanx —=c.
az » — ce—9=x e
p=ev; y==c 2 of

u=2z; 25(14+2xy)=c.

x %
29 7+?_c’

1
= —Iny=c¢.
w=-_; 2y Yy

W= 5.; 224y —cxy—at=0.
xy
1 1

=y x2y+;=c

Hiaw A ln’z_L_c

p‘ xzy'z’ 2 xy—" -

3 .
L= COS T; ycosx—ismxcosx—?zc.

2

—e*; e*(wxsiny}ycosy—siny) =c.

Y2 =¢e(22—c¢c).

o

k!

y_—_cx+c2; Y =—
y=cx+%; y:=4z.
y=cx+avl+c®; 224 y*=a?.

y=cx+Vli—c%; Yy —a2=1.

17 A. Borkvell — Diferentsiaalvorrandid.
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104.

105.
106.

107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
137,
118.
119.
120.
121.
122,
123.
124.
| 125.
126.

1 27
Y=t OR et y3:—7x2.

c?
y=(NVz+1+4e¢)? y=0.
y=er-=¢" : 3 —=%(ne—1).
y=c+ex—7; y=—5%.
y=2Ve(c—zx) .
=c(x+1)—c* y:g§+T1_)f'

i
y=cl@x—ec)* y=5a*.

e l. B z
y=ce+—; ¥y = 4e* .
y—cx + V1I—e¢2; y?—22=1.
Y=%.

224+ y*—2Cx=0.

y:=2(C—2z).
»2»—y2=0C.
yor = G

2?24+9y2—2Cy+1=0.

(22 + 922 — C(a? —9*) = 0.
(22 +9°)*—C(22° +9*) =0.
(22 4+ y%2)2—2Czxy =0.

y==2 ‘i/—; .
Parabool parameetriga » :%.
Y2 =2cx + 2.
y2 =cx.
a2
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127.
128.

129.
130.

131

132.

133.

134.

135.

136.
137.

138.
139.
140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

60 min.

4,6 min.
133} m/sek.
3,92 m.

§ 27.
y:%s——sinx-}-clx—l—cg.

y=11~2(x+cl)3+cz-

r e

t=-LlIn V—,i‘—iélcl 4-e;.
Ve ) e+ ae? Ve

Y = c,6%",

e Rt

y_x-}-c-.»'

dey(y —e1) = (2 —c2)*.

Y = C16° + C26%7 .

3
Y = cle?I + ce 5%,
y = e%(c; + cox) .
Y = e—3%(¢, cos bx 4 ¢, sin bx) .
Y = €16% + cre—7 — % e %.

i
y:clel+cze2’+~;x2+%w+z-

Y =ce "+ ce2 | %e" A
Eoauvi) 1

bf.2n 3z s P S M v
Y = €16°" 4 cqe 5% gx R

y = e*(c1 + ¢o%) +%Ax3+%x"’+%x+l .

y:ezl(cl-i-c?x—}-;i).
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147.

148.

149.

150.

151.

152.
153.
154.
155.
156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.
165.

166.

v 1 &3
y_—_e—f(clcosx—l—czsmx) +1—Oe”+7x—1.
Y = c16% + cze"-}- smx—}- 608 2.
Y = ¢; oS 3% + ¢, 8in 3z + ~§cosx.

y:clcosx+cgsin:c+i(1+x) sinz.

—sinz

= ¢ C C8in x 4 — .1
Y=10C0C0ST+ C + cosS & - n]+smx

y= ;2(0190 +e2) .

y=c(z+ Vez—1) + ca(x — V22 —1).
Y = e*(c1 2t + c22=2) .
Yy==ce*+c(x+1).
y:x(cl-{—cglnx-{-%z).

Yy =-c cos (Inz) + ¢osin (Inz) + ;—x

: 5 1 b
Y = 2% 4 Ca® - 5 oz =+ T

Y =& + co(a® —2) 4 1—x~"+2x2.

LR e m
= _ln(1+ vt .
R e e T2

s—‘/ —{-]/ vo2+—82:voe ",
v=2(1—e*) s—%(t l_ke_k

s g 1ng
o = %8 1)+ 22

§ 37.

Y =%+ 284 ;22 + cox + 3 .
Y = xe* — be* 4 12t + cox® +c32% 4 ey + 5 .

y:%(lnx—ll—?)—{—clx?-}-ch-{-cg.



167.

168.
169.
170.
171.
172.
173.
174.
175.
176.
177.
178.
179.

180.

181.

182.
183.

185.

186.
187.

188.

189.

y:ix2+x+cllnx+cz.

U= mx“—}—- x4+—x2+cax+c4

Y = C2e°:® | C3&¥ + C4 .

Y = C1€° -+ C26%* + cze—3" .

Y =cie® 4 e*(c2 4 c3%) .

y = e¥(¢c1 + c2x 4 c32?) .

Y : c16% + o6 4 e22(¢3 + c4) .

Y = C16% } €262 | ¢3 cos 22 4 ¢4 8in 2% .

Y =CcC1e* 4 e+ c3co8% + cisinx.

Y = c6% 4 e—2*(cyco8 2 + ¢c38in x) .

Y = 163 4 e* (s co8 22 4 c3 8in 2x) . .

Y= (¢1+ cox) cosx + (¢34 c4x) sinx .

Y = (€1 + ¢xx) cos 2z + (e3 + ca) sin 22 4 c5@ + ¢,
1 11

e 2 2z R AN g Sl v
Y = C1€* + C2°* + cze 6::: 36"

A
Y=c1+ cx + e*(c3 + ca) + 52+ z?.
Y =cie 4 €% (¢, + cax + c4x?) ——;-xZ-—-%x-—%.
Yy==ce*++cac08x + c3sinzx + x°.

4 1
y:clez+c2e—1+cscosx+c4smx+-4—xe~”.

Y = C1€% + ce—* + cse‘21+%xer—o}fx+%.

¥ = (e + 0 + 0 4 20) 4 cue

, 362° + 168 + 299
432
31 2

Y = c1e%% 4 e* (cz + c3x — 2Tx% — 5 3 — ga:‘ )

Y = €16 4 C26% - ¢33 — e—
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191. y = cie® -+ c;e=* 4 c3 eo8s & 4 ¢4 8in af—}—fg— (P2e518%)
— % sinz
3 p

192. y =-c;c08 (2Ina) 4+ ¢, 8in (2 In x) | cza?.
193. y:(cl—}-cglnx)x-i—%.
194. y=c;cos (Inz) 4 ¢;sin (Inzx) 4 ; :

195. y =ax(c1 + c2x + ¢c31n x) —}-“—Z»——%xln'-’x.

§ 42.

196 2« = e’(ey cos 3t 4 ¢, sin 3t)
y = et[(2¢;1 + ¢2) cos 3t + (2¢; — ¢;) sin 3] .

197. 2 = Veie+ coe
y= Vo= e,
- 206w
ciet -+~ cie !
1
L,

— et + ce

199. x=cie!+ et % e =Y

198, =

Y = ciet cze--’-{—% t(ei+-et) + % (ef— 8%
200. = cie% |- coe¥ 6t —et—1

Y = — 2¢1e% — coe3 + 12t + 3e? + 10,
20l. x=cie®+tce 31241 '

Y = — cre% 4 %cge—i“—%tz :
202. v = cie¥ 4 coet

Y = c1e¥ 4 cze!

z2=2c —(c;+ cz)e*.
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203.

204.

205.

206.

207.

210.

x = cie 4 cqe% 4 cze
Y = c1e' + coe? — ez~
2 = —cie i 2c0e%,

T = c 6% + coe3t | cgedt

Y = Coe3t— 2cqebt

2 = — c16°t 4 cqe3 4 cgeft.
224+ yt=c
z=Cy

2021\/& " ::xg—tz o

T = c1ef 4 cqe? - czed

Y = cret + 2cze’ - ¢

Z = Ccae*— cgedt

r=eeit? et +¢3) +t2—3t43
Yy=eH—2ct—cy) +t

2 :201@"t+t—-1.
T =c1c0o8t 4 c28int + ¢z cos 2t + ¢4 sin 2t + 3
Yy = 5cy sint — 5¢, cos t + 4e; sin 2t — 4eycos 2t + T .
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