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Liihikokkuvote. Magistritoos vaadeldakse jargmisi moisteid: Daugaveti punk-
tid ja x-norgad Daugaveti punktid ning A-punktid ja *-norgad A-punktid Ba-
nachi ruumides. Need moisted kujutavad endast vastavalt Daugaveti omaduse
ning diametraalse lokaalse diameeter-2 omaduse lokaliseeringuid. T66 pohi-
tulemus on iiks geomeetriline teoreem, millest jarelduvad nimetatud nelja tiiiipi
punktide tuntud kirjeldused. Abitulemusena pohiteoreemi toestuse tarvis toes-
tatakse iildisem versioon héstituntud Ivahno ja Kadetsi lemmast viilude sisaldu-
vuse kohta.

CERCS teaduseriala: P140 Read, Fourier analiiiis, funktsionaalanaliiiis.
Mairksonad: Banachi ruumid, iihikkera viilud Banachi ruumides, nork
topoloogia, Daugaveti omadus, diameeter-2 omadused

Daugavet and A-points in Banach spaces —
a unified approach
Magistritoo
Tanel Kipper

Abstract. In this Master’s thesis, the following notions have been considered:
Daugavet points and weak* Daugavet points, and A-points and weak* A-points in
Banach spaces. These notions are localisations of the Daugavet property and the
diametral local diameter-2 property, respectively. The main result of this thesis is
a geometric theorem which implies known characterisations of the aforementioned
four types of points. As an auxiliary result for the proof of the main theorem, a
more general version of a well-known lemma of Ivakhno and Kadets on inclusion
of slices is proven.

CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional
analysis.
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Sissejuhatus

Aastal 1963 toestas I. Daugavet [/I], et iga kompaktse operaatori T': C[0,1] —
C10, 1] korral
11 +T) =1+ (D)

Aastal 1965 itildistasid C. Foiag ja 1. Singer [FS] Daugaveti tulemuse teatavale
ruumi C10, 1] holmavale ruumide C(K) klassile ning néitasid, et nimetatud klassi
ruumide puhul kehtib vordus (D) koguni iga vaadeldavas ruumis tegutseva norgalt
kompaktse operaatori puhul. Aastal 1966 laiendas G. Lozanovski [JI| Daugaveti
tulemuse ruumile L0, 1], toestades, et iga ruumis L;[0, 1] tegutsev kompaktne
operaator 1" rahuldab vordust (D).

Nimetatud Daugaveti tulemuse jérgi on vordusele (D) hakatud kirjanduses
viitama kui Daugaveti vordusele. Aastal 2000 toestasid V. Kadets, R. Shvyd-
koy, G. Sirotkin ja D. Werner [KShSW, teoreem 2.3|, et kui iga mingis Banachi
ruumis tegutsev ithemootmeline operaator rahuldab Daugaveti vordust — s.t vas-
tavalt artiklis [KShSW]| sissetoodud terminoloogiale sellel ruumil on Daugaveti
omadus — siis rahuldab Daugaveti vordust koguni iga selles ruumis tegutsev nor-
galt kompaktne operaator (vt teoreemi 1.4 allpool). Samas artiklis anti Daugaveti
omadusele kirjeldus [KShSW, lemmad 2.1 ja 2.2| (vt ka [W, lemmad 2.2 ja 2.4
ning jareldus 2.3]), mis kasutab ainult ruumi X (ja kaasruumi X*) termineid
(vt teoreemi 1.6 allpool) — erinevalt (Daugaveti omaduse) definitsioonist, mis on
esitatud ruumis X tegutsevate operaatorite terminites.

Aastal 2013 t6id T.A. Abrahamsen, V. Lima ja O. Nygaard [ALN, definit-
sioon 1.1] sisse Banachi ruumi diameeter-2 omadused (vt definitsiooni 1.5 allpool)
— nn “suurte viilude” omadused — (vt nt kirjeid [2]-[7], [15] ja [16] artikli [ALN]
kirjanduse loetelus). Aastal 2018 toid J. Becerra Guerrero, G. Lopes-Pérez,
A. Rueda Zoca [BLR'| sisse diameeter-2 omaduste diametraalsed versioonid (vt
definitsiooni 1.6 allpool), mis sisuliselt olid kirjanduses esinenud ka juba varem.
Neist diametraalne lokaalne diameeter-2 omadus oli varem artiklites [IK]| ning
[AHNTT] ja [ALNT] esinenud teiste nimetuste all. Artiklis [BLR'®] piistitatud
kiisimusele — kas diametraalne tugev diameeter-2 omadus on tegelikult sama, mis
Daugaveti omadus? — vastas aastal 2021 jaatavalt V. Kadets [K|. Aastal 2020
toid T.A. Abrahamsen, R. Haller, V. Lima ja K. Pirk [AHLP] sisse Daugaveti
punkti ja A-punkti moisted, lokaliseerides sellega vastavalt Daugaveti omaduse
ja diametraalse lokaalse diameeter-2 omaduse moisted: Banachi ruumil on Dau-
gaveti omadus parajasti siis, kui iga tema thiksfadari punkt on Daugaveti punkt,
ning diametraalne lokaalne diameeter-2 omadus parajasti siis, kui iga tema tihik-
sfadri punkt on A-punkt.

Kéesoleva magistritoé pohieesmérk on anda Daugaveti punktidele ja A-
punktidele ning nende moistete duaalsetele versioonidele — x-norkadele Dau-
gaveti punktidele ja x-norkadele A-punktidele — iihtne késitlus. Tépsemalt, t66
eesmirk on toestada teoreem 2.1, millest jarelduvad vastavalt nimetatud nelja



tiitipi punkte kirjeldavad laused 1.10-1.13 (millest omakorda jérelduvad vastavalt
Daugaveti omadust ja diametraalset diameeter-2 omadust kirjeldavad teoreemid
1.6 ja 1.8). Seejuures abitulemusena teoreemi 2.1 toestuse tarvis toestatakse
héstituntud Ivahno-Kadetsi lemmat [IK, lemma 2.1] tildistav lemma 2.3.

To66 koosneb kahest paragrahvist. Esimeses paragrahvis esitatakse t60s
kasutatavad pohimoisted ja vajalikud taustateadmised. Késitletavad teemad
on {iihikkera viilud, norgad topoloogiad Banachi ruumis, Daugaveti omadus,
diameeter-2 omadused ning Daugaveti ja A-punktid; samuti esitatakse iiks eda-
sises vajaminev Hahn-Banachi eraldamisteoreem. Igale nimetatud teemadest
on piihendatud omaette jaotis. Teise paragrahvi esimeses jaotises sonastatakse
magistritéo pohiteoreem 2.1 ning niidatakse, kuidas sellest jarelduvad laused
1.10-1.13, teises jaotises toestatakse paar abitulemust teoreemi 2.1 toestuse
tarvis, kolmandas toestatakse teoreem 2.1, neljandas toestatakse see teoreem
alternatiivse toestusskeemi kaudu ning viiendas toestatakse Ivahno-Kadetsi lem-
mat [IK, lemma 2.1| {ildistav lemma 2.3.

Koikjal magistritoos on X mittetriviaalne reaalne Banachi ruum (mittetrivi-
aalsuse all moistetakse siin, et X # {0}, s.t X ei ole nullruum). T66s kasutatakse
Banachi ruumide teooriale omaseid standardseid téhistusi. Ruumi X {ihiksfaéri
ja kinnist ithikkera tdhistatakse vastavalt siimbolitega Sx ja Bx, s.t

Sx:={reX:|z]|=1} ja Bx:={reX:|z]| <1}

Ruumi X kaasruumi téhistatakse siimboliga X*, s.t X* on pidevate lineaarsete
funktsionaalide z*: X — R Banachi ruum, kus funktsionaali * norm on defineer-

itud vordusega ||z*|| := sup |z*(x)|. Ruumi X tihikoperaatorit téhistatakse siim-
z€Bx

boliga I'x voi lihtsalt I, s.t I: X 3 2+ x € X. Kui B on ruumi X alamhulk ning
7 on mingi lokaalselt kumer topoloogia ruumil X, siis hulga B 7-sulundit téhis-
tatakse siimboliga B ; seejuures hulga B sulundit normi topoloogias tihistatakse
lihtsalt B. Hulga B lineaarset katet, kumerat katet ja 7-kinnist kumerat katet
tahistatakse vastavalt stimbolitega span B, co B jaco” B, s.t span B, co B jaco” B
on vastavalt vihimad hulga B vektoralamruum, kumer alamhulk ja 7-kinnine
kumer alamhulk, mis sisaldavad hulka B. Seejuures hulga B kinnist kumerat
katet normi topoloogias téhistatakse lihtsalt co B. Mirgime, et c0” B = co B
jacoB = coB. Ruumi X topoloogilist kaasruumi topoloogia 7 suhtes ehk,
teisisonu, lokaalselt kumera ruumi (X, 7) topoloogilist kaasruumi tdhistatakse
stimboliga (X, 7)" voi, kui topoloogia 7 roll on kontekstist selge, siis lihtsalt X",
s.t (X, 7)" on 7-pidevate lineaarsete funktsionaalide X — R vektorruum.

Uleskirjutuste lihtsustamise eesmiirgil samastame me sageli Banachi ruumi
sisestuse tema teise kaasruumi selle ruumi endaga, kirjutades ruumi X ja selle
ruumi elemendi x puhul jx(X) ja jxx asemel lihtsalt vastavalt X ja z, kus
Ix: X — X on loomulik sisestus, s.t koikide x € X ja x* € X* korral

(xw) (@) = z*(2).



Kui Y on mingi Banachi ruum iile sama korpuse, mis X (ehk siis antud
konkreetsel juhul tile korpuse R, s.t Y on reaalne Banachi ruum), ning z* € X*
jay €Y, siis operaator z* ® y: X — Y on defineeritud vordusega

(2" @y)(zr) =2"(z)y, =€ X.

Lineaarse operaatori 7: X — Y kujutusruumi téhistame stimboliga ranT ja
tuuma stimboliga ker 7.



1 Vajalikke eelteadmisi

Meenutame, et koikjal kiesolevas t66s on X mittetriviaalne reaalne Banachi
ruum.

1.1 Uhikkera viilu maiste
Definitsioon 1.1. Kui z* € Sx- ja a > 0, siis hulka
S(z*,a) :=={x € Bx: 2%(z) > 1 — a},

nimetatakse iihikkera Bx wiiluks. Seejuures, kui I' on kaasruumi X* vektoralam-
ruum ja z* € I, siis viilule S(z*, ) viidatakse kui I'-viilule.

Margime, et ithikkera viil on alati mittetiihi hulk. Toepoolest, olgu z* € Sx-
ning olgu a > 0. Kuna sup{z*(z): x € Bx} = ||z*|| = 1, siis leidub = € Bx nii,
et z*(z) > 1 — «, aga see tdhendab, et z € S(z*, ).

Lemma 1.1. Olgu y* € X*\ {0} ning olgu ¢ < ||y*||. Siis hulk
:={z € Bx :y*(z) > ¢}

on thikkera Bx wviill. Seejuures, kui I' on kaasruumi X* wvektoralamruum ja
y* €T, sits S on thikkera Bx I'-viil.

TOESTUS. Mis tahes 2 € X korral

* Y c Y c
y'(z) >c <= —(z) > +— = —*(x)>1—(1——*),
1y [yl [yl ||
seega, kui defineerida z* := m jaa = 1—@, siis * € Sx« ja a > 0, kusjuures

S ={xr € Bx: x2*(z) > 1 — a} = S(z*,«a). Seejuures, kui I' on kaasruumi X*
vektoralamruum ja y* € I, siis 2* € Sp ning seega S on iihikkera By ['-viil. [

Definitsioon 1.2. Kui x € Sx ja a > 0, siis hulka
S(z,a) :={z" € Bx+: 2%(z) > 1 — a},
nimetatakse (kaasruumi X*) tihikkera By« x-norgaks viiluks.

Teisisonu, (kaasruumi X*) tihikkera By« *-nork viil on iihikkera By« I'-viil,
kus I' = X voi, tapsemalt, I' = jx(X), kus jx: X — X*™ on loomulik sisestus
— kirjutades I' = X, samastame me vastavalt sissejuhatuses kirjeldatud kon-
ventsioonile ruumi X tema teise kaasruumi X** alamruumiga jx (X).



1.2 Norgad topoloogiad Banachi ruumis

Olgu I' € X* vektoralamruum. Meenutame, et (nérgaks) topoloogiaks o(X,T)
ruumil X nimetatakse vihimat topoloogiat (ruumil X'), mille suhtes koik funkt-
sionaalid z* € T" on pidevad. Punkti x € X iimbruste baasiks topoloogias o (X, T")
on néiteks kogum {Up; s+, os:c: n €N, ],... 2y €', e > 0}, kus

Upat,owne = {2 € X1 |2}(z) —xf(2)| <eigaie{l,...,n} korral}.

(Nork) topoloogia o (X, I') on lokaalselt kumer topoloogia. Mérgime, et ruumi X
elementide pere (z,) koonduvus elemendiks = € X topoloogias o (X, I") tahendab,
et iga funktsionaali 2* € T' korral koondub véirtuste pere (z*(z,)) védrtuseks
x*(x), s.t

ro — x topoloogias (X, I') <= 2"(x,) — z"(x) iga 2" € I korral.

Ruumi X topoloogiline kaasruum topoloogia (X, I") suhtes (X ,o(X,T ))/ =T
(vt nt [M, lk 207, teoreem 2.4.11]).

Topoloogiat w := o(X, X*) nimetatakse norgaks topoloogiaks (ruumil X).
Norga topoloogia elementidele viidatakse kui norgalt lahtistele alamhulkadele.

Teoreem 1.2 (Mazuri teoreem; vt nt [M, lk 216, teoreem 2.5.16]). Ruumi X
kumera alamhulga sulund normi topoloogias ja norgas topoloogias on samad. Ni-
1suis, ruumi X kumer alamhulk on normi topoloogias kinnine parajasti siis, kui
ta on norgas topoloogias kinnine.

Topoloogiat w* = o(X*, X) (voi, tdpsemalt, w* = a(X*,jX(X)), kus
JIx: X — X™ on ruumi X loomulik sisestus teise kaasruumi X** — {ileskirjutuses
o(X*, X) me samastame vastavalt sissejuhatuses kirjeldatud konventsioonile
ruumi X tema loomuliku sisestusega jx(X) C X**) nimetatakse x-norgaks
topoloogiaks (kaasruumil X*).

Magistritoos vaadeldakse iihikkera Bx suhtelist norka topoloogiat, s.t topo-
loogiat {U N Bx: U € w}. Selle topoloogia elementidele viidatakse kui tihik-
kera Bx suhteliselt norgalt lahtistele alamhulkadele.

Jaotises 1.4 on diametraalse diameeter-2 omaduse definitsiooni analiiiisides
mugav viidata jargmisele lausele.

Lause 1.3. Kui ruum X on lopmatumootmeline, siis thikkera Bx mis tahes
mittetiiht suhteliselt norgalt lahtine alamhulk W loikab <hiksfddri Sx, s.t
W nNSx #0.

TOEsTUS. Eeldame, et ruum X on I6pmatumdéotmeline. Olgu W iihikkera By
mittetiihi suhteliselt norgalt lahtine alamhulk ning olgu z € W selline, et ||z]| < 1.



Hulga W lahtisuse tottu (iihikkera By suhtelises norgas topoloogias) leiduvad
neN, z,...,x; € X" jae >0 nii et

z€{u€ By: |zj(u—z)| <eigaie{l,...,n} korral} C W.

Fikserime vabalt y € (ﬂ?zl ker x} > \ {0} (selline y leidub, sest ruum X esitub

otsesummana X = F @ (_, ker ], kus alamruum F on iilimalt n-mo66tmeline,
ning seega ruumi X lopmatumaodtmelisuse tottu (), ker 2} # {0}) ja vaatleme
funktsiooni

¢:10,00) >t ||z +ty|| € R.

Kuna ¢(0) = ||z]| < 1 ja ¢(t) —— (sest iga t > 0 korral ¢(t) > t||y|| — ||z,
—00
kusjuures t||y||— | z]| — 00), siis Bolzano—Cauchy teoreemi pohjal 16igus pideva
—00

funktsiooni vahepealsetest vddrtustest leidub ¢ > 0 nii, et ¢(t) = 1. Aga ntiid
u:=z+ty € WnNSx. Toepoolest, u € W, sest iga i € {1,...,n} korral

i (u) = 27 (z + ty) = 27 (2) + ti(y) = 77 (2),

ning Jull = |12 + ty = 6(t) = 1. =

1.3 Daugaveti omadus
Olgu Y reaalne Banachi ruum.

Definitsioon 1.3. Oecldakse, et pidev lineaarne operaator 7: X — Y on

e dhemaootmeline, kui tema kujutisruum {7z: x € X} on ruumi Y iithemodot-
meline alamruum;

e kompaktne, kui ta kujutab ruumi X kinnise tihikkera (normi topoloogias)
suhteliselt kompaktseks hulgaks ruumis Y, s.t hulk {Tx: z € Bx} on
(normi topoloogias) suhteliselt kompaktne hulk ruumis Y;

e norgalt kompaktne, kui ta kujutab ruumi X kinnise iihikkera norgas topo-
loogias suhteliselt kompaktseks hulgaks ruumis Y, s.t hulk {Tx: x € Bx}
on norgas topoloogias suhteliselt kompaktne hulk ruumis Y.

Funktsionaalanaliiiisi pohikursusest teame, et iga iihemootmeline operaator
T: X — Y esitub kujul T'=z* ® y, kus 2* € X*\ {0} jay € Y \ {0} ning

Ry Xdrx—a'(r)yeY.
Maérgime, et operaatori z* ® y norm
" @yl = llz"[| [yl
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ja kaasoperaator
("Ry) =yz": Y — X~

(voi, tapsemalt, (z* @ y)* = jyy @ z*: Y* — X* kus jy: Y — Y* on ruumi Y
loomulik sisestus teise kaasruumi Y** — iileskirjutuses y ® x* me samastame vas-
tavalt sissejuhatuses kirjeldatud konventsioonile elemendi y € Y tema loomuliku
sisestusega jyy € Y**), kus

(yz")y =0Uryz")y" = (Uvy)y)z" =y (y) 2", y €Y
Toepoolest,

" @yl = sup [[(z" ®@y) x| = sup [[z"(z)yll

rEBx z€Bx

= sup [«* ()| [yl = (sup la* @) ol = "] o]
X

rEBx S
ning mis tahes y* € Y* ja x € X korral
(" @)y ) (@) =y (" @y)z) =y (2" (2)y) = 2" (2) y*(y) = (y"(y) ") (2)
= ((y® ") y")(2),
jarelikult (z* @ y)* y* = (y @ *) y* ja seega (z* @ y)* = y ® x*.

Markus. Nii ithemootmeliste, kompaktsete ja norgalt kompaktsete operaatorite
definitsioon 1.3 kui ka eelmises loigus ithemootmeliste operaatorite kohta kirju-
tatu jaab sona-sonalt samaks, kui eeldada, et X ja Y on komplekssed Banachi
ruumid.

Definitsioon 1.4 (vt [KShSW] v&i [W, definitsioon 2.1]). Oeldakse, et ruumil X
on Daugaveti omadus, kui iga iihemootmelise operaatori T': X — X korral

I+ T||=1+|T]. (1.1)

Funktsionaalanaliiiisi pohikursuses kasitletavatest ruumidest on Daugaveti
omadus ruumidel C[0, 1], L1]0,1] ja L[0,1] (vt nt [W, lk 78, néited (a) ja (b)]).

Jargnev teoreem iitleb et kui ruumil X on Daugaveti omadus, siis Daugaveti
vordus (1.1) kehtib mitte ainult iga ithemo6otmelise, vaid koguni iga norgalt kom-
paktse operaatori T': X — X korral.

Teoreem 1.4 (vt [KShSW, teoreem 2.3|; vt ka [W, teoreem 2.7|). Jargmised
vaited on samavadrsed:

(i) ruumil X on Daugaveti omadus;

(ii) iga kompaktne operaator T: X — X rahuldab Daugaveti vordust (1.1);
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(iii) iga norgalt kompaktne operaator T: X — X rahuldab Daugaveti vor-
dust (1.1);

(iv) iga x € Sx ja iga x* € Sx« korral ||I — x* ® z|| = 2.

Mérgime, et teoreemis 1.4 on “raske implikatsioon” ainult (i)=-(iii): impli-
katsioonid (iii)=-(ii)=-(i) on ilmsed; samavéirsuse (i)<(iv) tOestuseks piisab
tahele panna, et nii tingimus (i) kui ka tingimus (iv) on samavéiirsed jargmise
tingimusega:

(i) iga themootmeline operaator T: X — X, mille norm on 1, rahuldab Dau-
gaveti vordust (1.1).

Toepoolest samavéérsus (i')<(iv) ja implikatsioon (i)=-(i’) on ilmsed; implikat-
sioon (i’)=-(i) jareldub vahetult jargmisest hastituntud lemmast.

Lemma 1.5. Olgu x,y € X sellised, et ||z + y|| = |z|| + ||y||. Siis mis tahes
a, 820 korral |ax + Byl = a|=]| + Bllyl-

TOESTUS. Olgu a, > 0. Uhelt poolt,

lew + Byl < e[| + 1Byl = edl=]] + Bllyll

Teiselt poolt, eeldades siimmeetria pohjal iildisust kitsendamata, et a > 3,

lax + Byl = |la(z +y) — (o — B)yl|
2 allz+yll — (o= Byl
= a([lz]| + llyll) = (a = B)|yl
= allz|| + Blyll-

]

Jargnev teoreem 1.6 kirjeldab Daugaveti omadust ainult ruumi X (ja kaas-
ruumi X*) termineid kasutades — erinevalt (Daugaveti omaduse) definitsioonist,
mis on esitatud ruumis X tegutsevate operaatorite terminites. Niisuguse kirjel-
duse abil on konkreetsetel juhtudel tavaliselt palju lihtsam Daugaveti omaduse
olemasolu kontrollida kui definitsiooni pohjal.

Artikli [W] eeskujul tédhistame etteantud elemendi z € Sx ja reaalarvu e > 0
korral
A (z) :={y € Bx: |lt —y|| =2 —¢}.

Teoreem 1.6 (vt [KShSW, lemmad 2.1 ja 2.2| ja [W, lemmad 2.2 ja 2.4 ning
jareldus 2.3]). Jéargmised vdiited on samavidrsed:

(i) ruumil X on Daugaveti omadus;

11



(i") iga x € Sx ja iga x* € Sx~ korral || — 2" @ z|| = 2;
1) 19a x € Sx, 1ga uhkkera Dx vy O Ja 1ga € > orral terdudb y € O nu, e
Sy, iga tihikkera Bx viilu S ja i 0 korral leidub vy € S nii, et
ly —z| =2 —e;
11 ga T € X*,Z&UZ era X* *x-norga vty a 1ga € > orrat Lerau
ii") iga x* € Sx-, iga thikkera B Srga viilu S ja ig 0 korral leidub
y* €S niu, et
ly"—2"| > 2 —¢

(iii) iga x € S, iga thikkera Bx viilu S ja iga € > 0 korral leidub thikkera By
viil S” C S nii, et

ly—z|| >2—¢ idgay €S korral;

(iii") iga x* € Sx«, iga thikkera Bx« %-norga viilu S ja iga € > 0 korral leidub
tihitkkera Bx- x-nork viil S C S nii, et

ly" —a*|| =22—¢ igay €S korral;

(iv) iga x € Sx ja iga € > 0 korral Bx =to A (x);

(iv’) iga * € Sx+ ja iga € > 0 korral Bx- = o A.(z*).

1.4 Diameeter-2 omadused

Kuin € Nning By,...,B, C X jaAi,..., A, =0, > " | A, = 1, siis hulka

{Z)\ixiz xiEBi,izl,...,n}
i=1

nimetatakse hulkade By, ..., B, kumeraks kombinatsiooniks.
Meenutame, et tokestatud alamhulga B C X diameeter diam B on defineeri-

tud vordusega
diam B = sup{||z — y||: =,y € B}.

Definitsioon 1.5 (vt [ALN, definitsioon 1.1]). Oeldakse, et ruumil X on

e lokaalne diameeter-2 omadus (lihidalt, LD2P), kui iga iihikkera Bx viilu
diameeter on 2;

o diameeter-2 omadus (lithidalt, D2P), kui iga iihikkera Bx suhteliselt nor-
galt lahtise alamhulga diameeter on 2;

o tugev diameeter-2 omadus (lithidalt, SD2P), kui iga iithikkera By viilude
kumera kombinatsiooni diameeter on 2.
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Kui ruumil X on Daugaveti omadus, siis on tal ka SD2P (vt nt [ALN, teo-
reem 4.4|); kui ruumil X on SD2P, siis on tal ka D2P (sest iga tihikkera suhteliselt
norgalt lahtine alamhulk sisaldab Bourgaini lemma pohjal (vt nt [GGMS, 1k 26,
lemma II.1]) viilude kumera kombinatsiooni); kui ruumil X on D2P; siis on tal ka
LD2P (sest ithikkera viil on selle iihikkera suhteliselt norgalt lahtine alamhulk).
Vastupidised viited {ildjuhul ei kehti: ruumil ¢y on SD2P, kuid mitte Daugaveti
omadust; artiklites [HL| ja [ABL| esitati teineteisest soltumatult iiks ja sama
néide Banachi ruumist, millel on D2P, kuid mitte SD2P (vt [HL, teoreem 1] ja
[ABL, teoreem 3.2] ning |[ALN, teoreem 3.2|); artiklis [BLR| toestati, et kui
Banachi ruum sisaldab ruumiga ¢, isomorfse alamruumi, siis sellel ruumil leidub
ekvivalentne timbernormeering, milles (kinnise) ithikkera iga viilu diameeter on 2,
kuid samas sellel ihikkeral leidub kui tahes viikese diameetriga suhteliselt norgalt
lahtisi alamhulki (veel iiks ndide LD2P ja D2P sedavord “ekstreemse” erinevuse
kohta konstrueeriti hiljuti artiklis [ALMT]).

Naitame, et kui X on loplikumootmeline, siis tal ei ole omadust LD2P. Kui
K C X on kumer ja x € K, siis 0eldakse, et x on alamhulga K ekstreemumpunkt
(vt nt [M, lk 264, definitsioon 2.10.1]), kui tingimusest x = Ay + (1 — )z, kus
y,z € K ja0 < X\ <1, jareldub, et y = z = z. On lihtne n&ha, et ekstreemum-
punkti definitsioonis piisab vaadelda juhtu A\ = %, s.t ¢ € K on kumera alam-
hulga K ekstreemumpunkt parajasti siis, kui tingimusest z = %y + %z, kus
y,z € K, jareldub, et y = z = x. On haésti teada, et kui X on loplikumootme-
line, siis kinnise iihikkera By suhteline normi topoloogia ja nork topoloogia iih-
tivad ning seega iihikkera By iga ekstreemumpunkt sisaldub kui tahes viikese
diameetriga viilus [LLT, teoreem|. Seega veendumaks, et 16plikumootmelisel ru-
umil X ei ole omadust LD2P, piisab néidata, et iihikkeral By leidub ekstree-

mumpunkte.

Lause 1.7. Loplikumootmelise mnormeeritud ruumi mittetihjal kompaktsel
kumeral alamhulgal leidub ekstreemumpunkt.

TOEsTUS. Olgu X Ioplikumoctmeline ning olgu K tema mittetiihi kompaktne
kumer alamhulk. Naitame, et hulgal K leidub ekstreemumpunkt. Alamhulk K
on kompaktne ka vektorruumi X eukleidilise normi || - || suhtes, seega saavutab
| - || hulgal K maksimumi mingis punktis z, mis osutub ektreemumpunktiks.

Toepoolest, oletame, et hulga K mingite elementide y ja z korral z = y;'z. Sel
juhul ||z]| = —”yH;HZ”, sest
lzll? < Uyl + =10 _ llyl* + 2llylll=l + =)
= 4 4
o Nl + 2l (]l + [l
- 4
= |||,
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Kui [ly|]| < ||z||, siis saaksime vastuolu ||z|| < ||z]|. Kui ||y|| > ||z]|, siis saaksime
vastuolu ||z|| < ||y||. Seega peab kehtima |y|| = ||z||, millest eukleidilise normi
range kumeruse tottu saame xr =y = 2. O

Definitsioon 1.6 (vt [BLRY]). Oeldakse, et ruumil X on

e diametraalne lokaalne diameeter-2 omadus (lihidalt, DLD2P), kui iga
ithikkera By viilu S, iga x € SN Sx jaiga € > 0 korral leidub y € §
nii, et ||y —z|| =2 —¢;

e diametraalne diameeter-2 omadus (lithidalt, DD2P), kui iga tihikkera By
suhteliselt norgalt lahtise alamhulga W iga x € W N Sx jaiga ¢ > 0 korral
leidub y € W nii, et ||y —z|| > 2 —¢;

e diametraalne tugev diameeter-2 omadus (lihidalt, DSD2P), kui iga
ithikkera Byx suhteliselt norgalt lahtiste alamhulkade kumera kombinat-
siooni C, iga x € C jaiga ¢ > 0 korral leidub y € C nii, et ||y — x| >
lz|| +1—e.

Seoses DD2P definitsiooniga meenutame, et kui ruum X on 16pmatumdootmeline,
siis tema iihikkera By iga mittetiihja suhteliselt norgalt lahtise alamhulga W

korral W N Sx # 0 (vt lauset 1.3).

Mérgime, et DLD2P oli kirjanduses esinenud varemgi, enne artikli [BLR'®|
ilmumist: artiklis [IK] nimetati selle omadusega Banachi ruume halbade projekt-
sioonidega ruumideks; artiklites [AHNTT] ja [ALNT] esines see omadus nimetuse
all LD2P+.

On ilmne, et igast diametraalsest diameeter-2 omadusest definitsioonis 1.6
jareldub vastav diameeter-2 omadus definitsioonis 1.5. Vastupidine véide ei keh-
ti: isegi omadusest SD2P ei jéareldu iildjuhul omadust DLD2P — nt ruumil ¢y on
SD2P, kuid mitte DLD2P. On teada ka, et omadusest DD2P ei jéareldu iildjuhul
omadust SD2P (vt nt [BLR'®, niide 2.2 ning lause 2.3 toestusele jiargnev 16ik]).
Pole teada, kas omadusest LD2P jareldub omadus D2P (vt [AHNTT, kiisimus 3|).

Samuti on ilmne, et kui ruumil X on DSD2P; siis on tal ka DD2P, ning kui
ruumil X on DD2P, siis on tal ka DLD2P. Artiklis [BLR!'®, niide 3.3] niidati, et
Daugaveti omadusest jareldub DSD2P; selles artiklis piistitatud kiisimusele — kas
DSD2P on tegelikult sama, mis Daugaveti omadus? — vastas artiklis [K] jaatavalt
V. Kadets. DD2P olemasolust ruumil X ei jareldu DSD2P olemasolu sellel ruu-
mil (isegi mitte SD2P olemasolu — vt eelmist 16iku). Pole teada, kas DLD2P
olemasolust ruumil X jireldub DD2P olemasolu sellel ruumil (vt [BLR', kiisimus
4.1]), s.t pole teada, kas LD2P ja DD2P on tegelikult tiks ja sama omadus.

Jérgnev teoreem, mis kirjeldab omadust DLD2P on Daugaveti omadust kir-
jeldava teoreemi siimmeetriline analoog.

Teoreem 1.8 (vt [IK, teoreem 1.4|, [ALNT, teoreemid 3.2 ja 3.5] ja [W, lk 95,
probleem (7)]). Jargmised vdited on samavddrsed:
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(i) iga © € Sx ja iga sellise z* € X* korral, mille puhul z*(x) = 1, kehtib
vorratus ||I — z* @ z|| > 2;

(i1) ruumil X on DLD2P;
(ii") iga thikkera Bx« %-norga viilu S, iga x* € Sx+NS ja iga e > 0 korral leidub
y* € ni, et
ly" — 2| = 2 —¢;

(iii) iga dhikkera Bx wiilu S, iga x € Sx NS ja iga € > 0 korral leidub ihikkera
Bx wiil 8" C S nii, et

ly—=z|| =22—¢ igay €S korral;

(iii’) iga thikkera Bx+ x-norga viilu S, iga x* € Sx+«NS ja iga e > 0 korral leidub
thikkera Bx- *-nork viil 8" C S nii, et

ly* — 2| >2—¢ igay* €S korral;
(iv) iga x € Sx ja iga € > 0 korral x € & A.(x);

(iv’) iga x* € Sx- ja iga € > 0 korral x* € co¥" A.(x*).

Markus. Ivahno ja Kadetsi teoreemis [IK, teoreem 1.4 on tingimuse (i) asemel
tingimus

(i’) iga (pideva lineaarse) iithemodtmelise projektori P : X +— X korral
1= Pl = 2.

Néitame, et tingimused (i) ja (i’) on samavéérsed. Selleks piisab néidata, et
jargmised tingimused on samavéaarsed:

(1) P=z2*®uz, kus z € Sy ja z* € X* on sellised, et z*(z) = 1,
(2) P: X — X on (pidev lineaarne) ithemootmeline projektor.

(1)=(2). Kehtigu (1). Operaatori P pidevus, lineaarsus ja tthemootmelisus
jarelduvad otse esitusest P = z*®x. Jadb niidata, et P on projektor, s.t P? = P:
mis tahes u € X korral

P*u = P(Pu) = P(z*(u)z) = 2*(u) Pz = 2*(u) 2*(z) z = 2*(u) x = Pu,

niisiis toepoolest P? = P.

(2)=(1). Kehtigu (2). Siis operaatori ithemootmelisuse tottu leiduvad z* €
Z* jax € Sy nii, et P = z* ® x. Ja#b niidata, et 2z*(z) = 1. Selleks valime
u € X nii, et z*(u) # 0. Niiiid, arvestades, et P on projektor,

Z*(u)x = Pu= P’u= P(Pu) = P(2*(v) ) = 2*(u) Px = 2"(u) 2" (2) z

milles jareldub, et z*(z) = 1, nagu soovitud.
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1.5 Daugaveti punktid ja A-punktid
Definitsioon 1.7 (vt [AHLP]). (a) Oeldakse, et punkt z € Sx on

e Daugaveti punkt, kui By =0 A.(z) iga ¢ > 0 korral;
o A-punkt, kui x € €0 A.(x) iga € > 0 korral.

(b) Oeldakse, et punkt 2* € Sx- on
o x-nork Daugaveti punkt, kui Bx« =0 A.(z*) iga ¢ > 0 korral;
e x-nork A-punkt, kui z* € @6 A.(z*) iga € > 0 korral.
Jargnev lause on vahetu jareldus vastavalt teoreemide 1.6 ja 1.8 samavaar-
sustest (1)< (iv)<(iv’) ja (ii)<(iv)<(iv’) ning definitsioonist 1.7.
Lause 1.9. (a) Jdargmised vdited on samavddrsed:

(i) ruumil X on Daugaveti omadus;
(i) iga uhiksfadri Sx punkt on Daugaveti punkt;
(iii) iga thiksfidri Sx- punkt on x-nork Daugaveti punkt.
(b) Jdrgmised viited on samavddrsed:

(i) ruumil X on DLD2P;
(i) tga uhiksfidri Sx punkt on A-punkt;
(iii) iga thiksfiadri Sx- punkt on x-nork A-punkt.

Jargnevad laused 1.10-1.13 kirjeldavad vastavalt Daugaveti punkte, -
norkasid Daugaveti punkte, A-punkte ja #-norkasid A-punkte.

Teoreemi 1.6 samaviérsused (i)« (ii)<(iii)<(iv) jarelduvad vahetult
jargnevast lausest.

Lause 1.10. Olgu x € Sx. Jargmised vdited on samavddrsed:
(i) iga x* € Sx+ korral || — z* @ x|| = 2;
(ii) iga thikkera Bx viilu S ja iga € > 0 korral leidub y € S nii, et

ly =zl >2 -5
(iii) iga thikkera Bx wviilu S ja iga € > 0 korral leidub thikkera Bx wiil S C S
nit, et

ly—=z|| =22—¢ igaye S korral;
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(iv) punkt x on Daugaveti punkt.

Teoreemi 1.6 samavédrsused (i')<(ii’)<(iii’)<(iv’) jarelduvad vahetult
jargnevast lausest.

Lause 1.11. Olgu x* € Sx~. Jdargmised vdited on samavadrsed:
(i) iga x € Sx korral ||I —z* @ z|| = 2;
(ii) iga dhikkera Bx« x-norga viilu S ja iga € > 0 korral leidub y* € S nii, et

ly* — 2% =2 —¢;

(iii) dga thikkera Bx« *-norga viilu S ja iga € > 0 korral leidub tihikkera By«
x-nork viil 8" C S nii, et

ly* —2*| =2 —¢ igay* €S korral;
iv) punkt x* on x-nork Daugaveti punkt.
(iv) p g p

Teoreemi 1.8 samavéérsused (i)« (ii)<(iii)<(iv) jarelduvad vahetult
jargnevast lausest.

Lause 1.12. Olgu x € Sx. Jdrgmised vdited on samavddrsed:
(i) iga z* € X* korral, mille puhul z*(x) = 1, kehtib vorratus ||I —2* @ x| > 2;

(i) iga dhikkera Bx viilu S korral, mille puhul x € S, ja iga e > 0 korral leidub
y € .S nii, et
ly — =l =2 -

(iii) iga uhikkera Bx wviilu S korral, mille puhul x € S, ja iga € > 0 korral leidub
thikkera Bx wviil 8" C S nii, et

y—x||=>2—¢ igay €S korral;
I |

(iv) punkt x on A-punkt.

Teoreemi 1.8 samavédrsused (i)« (ii’)<(iii’)<(iv’) jérelduvad vahetult
jargnevast lausest.

Lause 1.13. Olgu x* € Sx+. Jargmised vaited on samavddrsed:

(i) iga z € X korral, mille puhul x*(z) = 1, kehtib vorratus || — z* ® z|| > 2;
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(i) <ga thikkera Bx~ x-norga viilu S korral, mille puhul x* € S, ja iga € > 0
korral leidub y* € S nii, et

ly* — 2™ =2 - &

(iii) iga thikkera Bx« %-norga viilu S korral, mille puhul x* € S, ja iga € > 0
korral leidub tihikkera Bx~ x-nork viil S' C S nii, et

ly* —2*|| =22 —¢ dgay* €S korral;

(iv) punkt x* on A-punkt.

1.6 Uks Hahn—Banachi eraldamisteoreem

Jargmise paragrahvi lause 2.6 implikatsiooni (ii)=-(i) tOestus (ning seega iiht-
lasi ka kédesoleva t66 pohiteoreemi 2.1 implikatsiooni (iv)=-(ii) toestus) toetub
jargmisele Hahn—-Banachi eraldamisteoreemi versioonile.

Teoreem 1.14 (vt nt [M, 1k 180, teoreem 2.2.28|). Olgu Z lokaalselt kumer ruum,
olgu K,C C Z kumerad alamhulgad, kusjuures K on kompaktne ja C' on kinnine,
ning olgu K N C = 0. Siis leidub funktsionaal z* € Z' nii, et

max{z"(z): z € K} <inf{z"(2): z € C'}.
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2 Pohiteoreem

Selles paragrahvis toestame me magistrit6é pohiteoreemi 2.1, millest jéreldub
igaiiks lausetest 1.10-1.13 (millest omakorda jérelduvad vahetult vastavalt Dau-
gaveti omadust ja A-punkte kirjeldavad teoreemid 1.6 ja 1.8).

2.1 Pohiteoreemi sonastus ja vordlus lausetega 1.10-1.13

Magistritoo pohiteoreemi 2.1 sonastamiseks vajame me normeeriva alamruumi
moistet.

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et kaasruumi X* vektoralamruum I' on normeeriv,
kui iga z € X korral
]| = sup{z™(z): 2" € Sr}.

Teoreem 2.1. Olgu I' kaasruumi X* normeeriv vektoralamruum. Tdhistame
stimboliga T noérga topoloogia o(X,T") ruumil X. Olgu x,z € Sx. Jdrgmised
vdited on samavdadrsed:

(i) iga z* € T korral, mille puhul 2*(z) = 1, kehtib vorratus ||I — z* ® z|| > 2;

(ii) iga thikkera Bx T-viilu S korral, mille puhul z € S, ja iga € > 0 korral
leidub y € S nii, et
ly =zl 22 —¢

(iii) iga dhikkera Bx T'-viilu S korral, mille puhul z € S, ja iga € > 0 korral
leidub tihikkera Bx T'-viil 8" C S nii, et

ly—=z|| =22—¢ igay €S korral;

(iv) iga e > 0 korral z € 6™ A (x).

Lause 1.12 on teoreemi 2.1 erijuht, kus I' = X* ja z = x. Mérgime, et sel
juhul on 7 ruumi X nérk topoloogia w ning seega teoreemi 2.1 viites (iv) Mazuri
teoreemi 1.2 pohjal

@ A.(z) = T A.(z) = B A (2). (2.1)

Lause 1.13 on teoreemi 2.1 erijuht, kus ruumi X rollis on kaasruum X*, alam-
ruumi I" rollis on X (voi, tdpsemalt, T' rollis on jx(X), kus jx: X — X*
on loomulik sisestus — oeldes, et I' rollis on X, samastame me vastavalt sisse-
juhatuses kirjeldatud konventsioonile ruumi X tema teise kaasruumi X** alam-
ruumiga jx (X)) ning nii elemendi z € Sx kui ka elemendi z € Sx- rollis on
element x* € Sx«. Sel juhul on 7 ruumi X* %-nork topoloogia w*.

Jéareldades teoreemist 2.1 lauset 1.10, on mugav toetuda jargnevale lemmale.
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Lemma 2.2. Olgu ruum X wvdihemalt kahemootmeline, olgu I' C X* normeeriv
vektoralamruum ning olgu x € X selline, et ||x|| > 1. Siis leidub x* € Sr nii, et
x*(z) = 1.

TOESTUS. Kuna ||z|| > 1, siis alamruumi I normeerivuse tottu leidub w* € Br
nii, et w*(x) > 1. Defineerime z* := w_(x)’ siis z* € I', kusjuures ||z*]| < 1 ja
z*(x) = 1. Fikseerime vabalt y* € {v* € I': v*(x) = 0} \ {0}. Selline y € T
leidub, sest x| (voi, tdpsemalt, (jxz)|r, kus jx: X — X** on ruumi X loomu-
lik sisestus teise kaasruumi X** — iileskirjutuses z|r me samastame vastavalt
sissejuhatuses kirjeldatud konventsioonile elemendi z € X tema loomuliku sises-
tusega jxx € X*™) on lineaarne funktsionaal ning seega alamruum I" esitub otse-
summana [ = span{z*} @ ker(x|r), kusjuures ker(z|r) # {0} (sest kuna ruum X
on vihemalt kahemootmeline ja alamruum I' on normeeriv, siis ka I' on vihemalt

kahemdootmeline). Vaatleme funktsiooni
¢:[0,00) 3t ||2" +ty*|| € R.

Kuna ¢(0) = [|z*]| < 1 ja ¢(¢) P (sest iga t > 0 korral o(t) > t||y*|| — ||z*|],
—00
kusjuures t|y*|| — ||2*| — 00), siis Bolzano—-Cauchy teoreemi pohjal 16igus
—00
pideva funktsiooni vahepealsetest védrtustest leidub ¢ > 0 nii, et ¢(t) = 1. Aga
niitid z* := 2* + ty* € Sy, sest ||2* + ty*|| = ¢(t) = 1, ning
vi(x) = (2" +ty")(2) = 2%(x) + ty"(z) = 2" (2) = L.
[

Jareldamaks teoreemist 2.1 lauset 1.10, fikseerime vabalt z € Sx ning paneme
tahele, et teoreemist 2.1, vottes seal I' = X*, jareldub jargmiste viidete samavéar-
sus:

(i) iga z € Sx ja iga z* € X* korral, mille puhul z*(z) = 1, kehtib vorratus
=z @ >2;

(ii") iga z € Sx, iga tihikkera Bx viilu S korral, mille puhul z € S, ja iga e > 0
korral leidub y € S nii, et ||y — x| > 2 —¢;

(iii") iga z € Sx, iga thikkera Bx wviilu S korral, mille puhul z € S, ja iga € > 0
korral leidub dhikkera Bx viil 8" C S nii, et ||y —z|| > 2 —¢ igay € S
korral;

(iv’) iga z € Sx ja iga € > 0 korral z € To" A (x).

Eelnevad véited (ii’)—(iv’) on ilmselt samavédrsed vastavalt lause 1.10 viidetega
(ii)—(iv) — siin samavéérsus (iv’)<(iv) jareldub vordusteahela (2.1) teisest vor-
dusest. Jaab veenduda, et védide (i’) on samavéirne lause 1.10 viitega (i). Selleks
vaatleme jargmisi vaiteid:
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(1”) iga x* € Sx~ ja iga o > 1 korral || — az* @ x| > 2;
(i) iga x* € Sx~ ja iga o = 1 korral |1 — ax* @ x| > 2.

Paneme téhele, et (i")=-(i") (sest mis tahes z* € Sx+ ja a > 1 korral |Jaz*|| > 1
ning seega tingimuse (i’) kehtides leidub lemma 2.2 pohjal z € Sy nii, et
az*(z) = 1; siin me arvestasime et tingimuse (iv’) kehtides — ja seega ka tingi-
muse (i’) kehtides — ei saa ruum X olla themootmeline) ja (i77)=-(i") (sest kui
z € Sx jaz" € X* on sellised, et 2*(z) = 1, siis ||2*|| > 1 ning seega z* = ax™*, kus
a=|z*|>1jaz" = ”z—” € Sx+). Viitest (i”) jareldub lause 1.10 véide (i) (sest
véite (ii”) kehtides mis tahes z* € Sx~ korral || —z*®zx| = ali>r{l+ |l —ax*®@z|| > 2

3999

ning seega ||/ — z* ® z|| = 2). Lause 1.10 véitest (i) jareldub vaide (i) (sest
lause 1.10 viite (i) kehtides mis tahes z* € Sx« ja a > 1 korral lemma 1.5 poh-
jal I —az @ z*|| = 1 + a > 2). Kokkuvottes oleme saanud, et véide (i’) on
samavadrne lause 1.10 véitega (i).

Jéreldamaks teoreemist 2.1 lauset 1.11, fikseerime vabalt x* € Sy« ning
paneme téhele, et teoreemist 2.1, vottes seal ruumi X rolli kaasruumi X* ja alam-
ruumi I rolli ruumi X (voi, tdpsemalt, vottes I' rolli jx(X), kus jx: X — X**
on loomulik sisestus) ning arvestades, et sel juhul 7 on *nork topoloogia kaas-
ruumil X*, jareldub jargmiste vaidete samavaérsus:

(i) iga z* € Sx~ ja iga z € X korral, mille puhul z*(z) = 1, kehtib vorratus
Hx —2z®a*| > 2;

(ii") iga z* € Sx, iga thikkera Bx+ x-norga viilu S korral, mille puhul z* € S,
ja iga € > 0 korral leidub y* € S nii, et ||y* —x*|| > 2 —¢;

(iii") iga z* € Sx, iga thikkera Bx+ *-norga viilu S korral, mille puhul z* € S, ja
iga € > 0 korral leidub tihikkera By« x-nork viil S C S nii, et ||y* — z*|| >
2 —¢ciga y* €S’ korral;

(iv’) iga z* € Sx- ja iga € > 0 korral z* € co¥" A.(x).

Eelnevad véited (ii”)—(iv’) on ilmselt samavédrsed vastavalt lause 1.11 viidetega
(ii)—(iv). Jadb veenduda, et viide (i) on samaviirne lause 1.11 viitega (i). Uhelt
poolt, eeldame, et kehtib (i’). Kui z € Sy, siis Hahn—Banachi teoreemi jarelduse
pohjal leidub z* € Sy« nii, et z*(z) = 1, seega tingimuse (i’) pohjal

I —a" @zl = |(I —2" @) = [[Ix- —z @™ > 2,

jarelikult || — z* ® x|| = 2; niisiis lause 1.11 véide (i) kehtib. Teiselt poolt,
eeldame, et kehtib lause 1.11 véide (i). Olgu z* € Sx« ja iga z € X sellised, et

2*(z) = 1. Siis ||z|| = 1, seega z = ax, kus a := [|z]| > 1 ja x = 1 € Ox.
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Eelduse pohjal lause 1.11 viite (i) kehtivusest ||I — 2* ® z|| = 2, seega lemma 1.5
pohjal

Hx- —z@a™| = [|(I —2" @ 2)"|| = I - 2" @ 2|
=|l-r'az|=|l —ar* @z =1+a > 2;

niisiis vdide (i") kehtib.

2.2 Abitulemused pohiteoreemi toestuseks

Teoreemi 2.1 implikatsiooni (i)=-(iii) tOestuses on mugav toetuda jérgnevale lem-
male, mis iildistab héstituntud Ivahno-Kadetsi lemmat [IK, lemma 2.1].

Lemma 2.3 (vrd [IK, lemma 2.1|). Olgu T" kaasruumi X* normeeriv vektoralam-
ruum. Olgu z € Sx, olgu z* € St ja o > 0 sellised, et z € S(z*,«), ning olgu
0 < B < a. Siis leidub u* € St nii, et z € S(u*,B) C S(z*, ).

Ivahno-Kadetsi lemma [IK, lemma 2.1] on lemma 2.3 erijuht, kus I' = X*. Teine
oluline erijuht lemmast 2.3 on juht, kus ruumi X rollis on kaasruum X* ning
' = X (vdi, tdpsemalt, I' = jx(X) — kirjutades I' = X me samastame ruumi X
tema loomuliku sisestusega jx(X) C X**). See erijuht — jargnev jareldus 2.4
on kirjeldatav kui Ivahno-Kadetsi lemma *-nork versioon. Méargime, et see tule-
mus esines ilma toestuseta artikli [BLR!®] preprindiversioonides, kuid selle artikli
ilmunud versioonist jéi ta mingil pohjusel vilja.

Jareldus 2.4. Olgu z* € Sx+, olgu z € Sx ja a > 0 sellised, et z* € S(z,q),
ning olgu 0 < B < a. Siis leidub u € Sx nii, et z* € S(u, B) C S(z, ).

Lemma 2.3 toestame me jaotises 2.5. Margime, et kuigi see toestus jargib
Ivahno—Kadetsi lemma toestuse pohiideed, on ta Ivahno—Kadetsi lemma toestu-
sest tehniliselt monevorra keerukam — nende toestus on lihtsam ténu asjaolule,
et kui I' = X*, siis iga x € X korral leidub z* € Sr nii, et z*(z) = ||z|;
tildjuhul (eeldusel, et " on kaasruumi X* normeeriv vektoralamruum) niisugust
funktsionaali z* alati ei tarvitse eksisteerida.

Jargnev lemma on norgem versioon lemmast 2.3, mille toestus on lemma 2.3
toestusest monevorra lihtsam, ning mis teeb teoreemi 2.1 implikatsiooni (i)=>(iii)
toestamisel dra sama t006, mis lemma 2.3.

Lemma 2.5. Olgu I' kaasruumi X* normeeriv vektoralamruum. Olgu z € Sy,
olgu z* € Sr ja a > 0 sellised, et z € S(z*, ), ja olgu ¢ > 0. Siis leiduvad
u* € Sr ja >0 ni, et f<ejazeSu,p) S a).

TOEsTUS. Valime v € (0, @) nii, et z*(z) > 1 — ~. Téhistame § ;== a —~ >0 ja
valime C,d > 0 nii, et
d . Cy+d

5<5 »oe

<e€
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Alamruumi I' C X* normeerivuse tottu leidub a* € Sr, mille korral a*(z) > 1—d.
Defineerime hulga

S:={z € Bx: Cz*(z)+a*(z) >C(1—7)+1—dj}.

Kuna
|ICz* +a*|| = Cz*(2) + a*(2) > C(1 — )+ 1—d,

siis z € S ja lemma 1.1 pohjal on hulk S {ihikkera By I'-viil. Defineerime w* :=
Cz*+a €, u = m € Srjapg:=1- % (paneme téhele, et

eelneva vorratusteahela pohjal 5 > 0); siis [|w*|| < C||z*]| + ||a*|] = C + 1 ning
S = S(u*, ), kusjuures

Cl—y)+1—-d_C+1—(Cy+4d) _Cv+d

b= 7 c+1 ‘e o te
millest § < . Jadb néidata, et S C S(2*, o). Mistahes x € S korral
Czf(x)+12Cz(x)+a"(x) >C(1—~)+1—d,
seega
2" (x) > 1—’y—g> l—-y—=d=1—aq,
jarelikult z € S(z*, a). O

Teoreemi 2.1 samavéarsus (ii)<(iv) jareldub vahetult jargnevast lausest.

Lause 2.6. Olgu X Banachi ruum ning olgu I' kaasruumi X* vektoralamruum.
Téhistame simboliga T norga topoloogia o(X,I") ruumil X. Olgu x,z € Sx ja
olgu € > 0. Jdargmised vdited on samavddrsed:

(i) z € co” A(x);
(ii) iga dhikkera Bx T-viilu S korral, mille puhul z € S, leidub u € S N A (x).

TOESTUS. (i)=-(ii). Kehtigu (i). Olgu z* € St ja § > 0 sellised, et z € S(z*,0),
st 2*(z) > 1 — 0. Kuna hulk {u € X: 2*(u) > 1 — 0} on punkti z (7-lahtine)
T-imbrus, siis tingimuse (i) pohjal leidub y € co A.(z) nii, et z*(y) > 1 — 0,
sty € S(2%6). Kuna y € coA.(z), siis leiduvad n € N ning z4,...,2, €
A.(z) ja Ai,..., A, > 0, mille korral "7 | A, = 1, nii, et y = >0 | Nz, Nitd
Yoz () = 2*(y) > 1 — 4, millest jéreldub, et leidub ¢ € {1,...,n} nii, et
2*(x;) > 1—=9. Aga niiiid z; € S(2*,0) N A.(x), seega voime votta u := x;.
(ii)=-(i). Kehtigu (ii). Oletame vastuvéiteliselt, et z ¢ c0” A.(z). Kuna
tihepunktiline hulk {z} on kumer ja 7-kompaktne ning hulk 6" A.(z) on kumer
ja 7-kinnine, siis Hahn—-Banachi teoreemi 1.14 pohjal leidub z* € (X, 7)" =T nii,
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et 2*(2) > sup{z*(u) : u € co” A.(x)}. Uldisust kitsendamata véime eeldada, et
|2*|| = 1, s.t 2* € Sp. Votame

d:=1—sup{z"(u) :ueccd” A.(z)} > 0; (2.2)

siis 2*(z) > 1 —0, st z € S(2%0). Kui niitid u € A.(x), siis tingimuse (2.2)
pohjal z*(u) < 1 =6, st u ¢ S(z*0); niisiis S(z*,0) N A (x) = 0, mis on
vastuolus tingimusega (ii). O

2.3 Pohiteoreemi toestus

TEOREEMI 2.1 TOESTUS. (i)=-(iii). Kehtigu (i). Olgu S punkti z sisaldav iihik-
kera Bx I'-viil ning olgu € > 0. Lemma 2.5 pohjal leiduvad funktsionaal y* € Sp
ja reaalarv o > 0 nii, et a < 1 <1l+5jaze Sy ,a) CS. Olguao/()

®

? 1 «a

selline, et y*(z) = 1 — ap; siis oy < a. Defineerime funktsionaali z* := y}f—(z)
Valime reaalarvu o > 0 selliselt, et 36 < £ ja (1—ap)(1—36) > 1—a (siis 1—36 > 0,
millest 6 < ). Kuna z*(z) = 1, siis tingimuse (i) pohjal || — z* ® z|| > 2, seega
leidub y € Sx nii, et ||(I —z*®z) y|| > 2—e¢, jarelikult alamruumi I" normeerivuse
tottu leidub «* € Sr nii, et

(@ =2 (@) W)l = [((Ix- —z @27 2") (y)] = [((I = =" @ 2)"2")(y)]
((I-2"®@a)y)|>2-0

ning seega ||z* — x*(2)2*|| > 2 — 6. Uldisust kitsendamata vime eeldada, et
x*(x) < 0. Defineerime funktsionaali

() 27|

(siin peame silmas, et kuna 0 < g, siis ||z* — 2*(x) z*|| > 2—§ > 0); siis u* € Sr.

¥ —x
*_
= |x* — x

Olgu y € S(u*,d) suvaline. Siis

1—6<u(y) = xlg) = igg jﬁy) < 2 _Q“T_*(;) ) (2.3)

ning jéarelikult z*(y) > 0, sest vastasel korral vorratusteahela (2.3) pohjal

% % X X 5 2
) ) @) F ) > 210> S =T
Seega jéllegi vorratusteahela (2.3) pohjal

Z(y) 2 (=" (2)) 2% (y) > (1 = 6)(2—0) — 2" (y)
>(1-6)02-6)—1=1-3+6>>1-36
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ning jarelikult

v'(y) =y (2) 2" (y) > (1 —ap)(1 —3d) > 1 — av
Niisiis y € S(y*, ) C S.

Kuna ] ] ]
9
20 <= s = o < TR <1+

siis - -
1—§<1—3(5<z*(y)<1+§

ning jérelikult |2*(y) — 1| < §; seega
lz =yl > 2*(y — 2) = 2" (y) — 2" (2) 2" (y) + 2" (2) (=" (y) — 1)

> -0 Z= T o)) - 1
= @2 () ~ o (@)]]2'(0) ~ 1
g

>(2—5)(1—5)—|z*(y)—1|>2—35+52—§>2—%+52—§

> 2 —¢.

(iii)=-(ii) on ilmne, sest iihikkera viil on mittetiihi hulk.

(ii)=(i). Olgu z* € X* selline, et z*(z) = 1 ning olgu 0 < ¢ < 1. Implikat-
siooni toestuseks piisab leida y € By nii, et ||y —2*(y) || > 2 — 2¢, sest niisugusel
juhul

=z ®z 2 (I -2z @)yl =y —2"(y) =] > 2 -2,

millest jéreldub, et || — z* ® z|| > 2.

Lemma 1.1 pohjal on hulk S := {u € Bx: z*(u) > 1 — ¢} iihikkera Bx viil.
Tingimuse (ii) pohjal leidub y € S nii, et ||y — z|| > 2 — . Vaatleme eraldi kahte
teineteist vélistavat juhtu:

(1) 1—e<z"(y)<1 ja (2) 2*(y) > L.
Juhul (1)

ly —2"(y) x| = |ly =z + 2 — 2"(y) z||
> ly—zl| =1 =2"(Y)l|lz]| >2—e—e=2—2e.

Juhul (2) mingi v > 0 korral z*(y) = 1 + 7 ning seega

ly — 2" () || = ||z"()(y — 2) + (1 = 2" (W) y|| = |z W)llly — =] — [T = = W)[llyll
>2—c+42y—ey—y=2—c+y(1l—-¢)>2—c¢.

(il)<(iv) jareldub vahetult lausest 2.6. O
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2.4 Alternatiivne skeem pohiteoreemi toestuseks
Jaotises 2.3 toestasime kdesoleva t66 pohiteoreemi 2.1 jargmise skeemi jargi:
(i) = (ili) = (ii)) = (i) ja (ii) <= (iv).

Selles jaotises veendume, et me voinuksime selle teoreemi toestada ka jargmise
skeemi jargi:

(i) = (i) = (iv) = (iii)) = (ii)) = (i).
Selleks jadb meil toestada teoreemi 2.1 implikatsioonid (i)=-(ii) ja (iv)=-(iii).

TEOREEMI 2.1 IMPLIKATSIOONIDE (i)=-(ii) JA (iv)=-(iii) TOESTUS. (i)=-(ii).
Kehtigu (i). Fikseerime vabalt elementi z sisaldava tihikkera By I'-viilu S ja
reaalarvu ¢ > 0. Lemma 2.5 pohjal leiduvad y* € Sr ja 8 € (0,1) nii, et
ﬁ <1+ 5jazeSy,B)CS. Olgu reaalarv v selline, et y*(z) = 1 — ~; siis
0 < v < B. Valime reaalarvu § > 0 nii, et (1 —J)(1 — ) > 1 — . Defineerime
funktsionaali z* := yff(*z). Siis z* € I', kusjuures z*(z) = 1; seega tingimuse (i)
pohjal ||I — z* ® z|| > 2, jarelikult leidub y € By nii, et

ly— =@zl = (I - = ® )yl > 2—min{ .4},
Uldisust kitsendamata voime eeldada, et z*(y) > 0. Siis
* * * . [€
L2 () > ol + 1) 2l >y — =) ) > 2 — minf £ 4},

millest 2*(y) > 1 —min{$,0}. Seega y*(y) = 2" (y) y*(z) > (1-6)(1—~) > 13,
mistottu y € S(y*, 8) C S. Kuna
vy vy 1

“(y) < PR
z = = —,
ST P R B W Iy 2

siis [2*(y) — 1| < § ning jérelikult

ly =zl = [ly = 2" () = + (2" (y) = V)| = lly — 2" (y) x| = 2" (y) — 1] |||
>2— cf_o €
2 2 '
(iv)=-(iii). Kehtigu (iv). Olgu z* € Sr ja o > 0 sellised, et z € S(z*, a), s.t
2*(z) > 1 — «, ning olgu £ > 0. Valime reaalarvud v, > 0 selliselt, et

2(z)>1—7v ja v+d<q,

ning seejirel reaalarvud C, d > 0 selliselt, et

d
6<(5 ja Cy+2d<e.
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Kuna hulk {u € X: 2"(u) > 1 — ~} on punkti z (7-lahtine) 7-timbrus, siis
tingimuse (iv) pohjal leidub element a € co A%(I) nii, et 2z*(a) > 1 — 7, s.t
a € S(z*,v)Nco A%(a:) Uldisust kitsendamata voime eeldada, et a € Ag(x) Sel
juhul [la — z|| > 2 — ¢, seega alamruumi I normeerivuse tottu leidub 2* € S nii,
et *(a—x) > 2—d. Siit jareldub, et z*(a) > 1 —d ja —x*(x) > 1 —d. Téhistame
S":={u€ By: Cz*(u)+2*(u) > C(1—v)+1—d}.
Kuna
|C2" + x| = Cz*(a) + 2%(a) > C(1 —7) +1—d,
siis lemma 1.1 pohjal on hulk S’ {ihikkera By I'-viil.
Olgu u € S’ suvaline. Siis

Cz¥(u)+1>2Cz"(u)+2*(u) >C(1—7v)+1—d,

seega

ZFu)y>l—-y—=21—-v=-90>1—-aqa,

Ql

s.tu € S(z*, a). Kuna
C+a*(u) > Cz*(u) + 2"(u) > C(1 —~v) +1—d,
siis 2*(u) > 1 — Cy — d ning seega

lu—z|]| Z2"(u—2)>1-Cy—d+1—-d=2—-(Cy+2d) >2—c¢.

2.5 Lemma 2.3 toestus

LEMMA 2.3 TOESTUS. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et o < 3. Valime
reaalarvud v, > 0 nii, et f <y <@, z(z) > 1 —vjavy+J < a. Kuna

—2+C(1—9)
1+C =0+ 4’

siis leidub reaalarv D > 0 nii, et

1-8 1—
tCd-9) | 8

D )
0<C< — 5 C 5

(2.4)

Seejuures voime eeldada, et Do < g ning et 2D < 1 — g. Valime funktsionaali
a* € Sr nii, et a*(z) > 1 — DJ. Kuna me voime iildisust kitsendamata eeldada,
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et ruum X on vahemalt kahemootmeline, siis ka alamruum I' on vidhemalt kahe-
mootmeline, seega me saame sellise funktsionaali a* valida nii, et z* ja a* on
lineaarselt soltumatud.

Olgu Cy > 0 vorrandi F(C') = 1 —  lahend tundmatu C' suhtes, kus

1-D6+C(1—7)
F = )
(©) |la* + Cz|

Selline lahend leidub Bolzano—-Cauchy teoreemi pohjal 16igus pideva funktsiooni

vahepealsetest viairtustest, sest funktsioon F' on pidev ning F'(0) = 1—-Ddé > 1—7

ja F(C) . 1—v < 1—p. Mérgime, et Cy > D, sest kui 0 < C < D, siis
—00

implikatsiooni (2.4) pohjal
1-§+C1—y) 1-5+4C1-9) | 8

> >1—-—=->1-
|la* + Cz*|| 1+C 2 p

F(C) >

(siin me arvestasime, et kuna C(1—7) > —2C > —2D, siis 1 — 2+ C(1—~) > 0).

Defineerime u* := 4+ siis 4* € Sr, kusjuures z € S(u*, 3), sest

— lla*+Coz*||?

(z2) + Coz*(2) 1 =D+ Cy(1—7)
la* + Coz*|| la* + Coz*||

u*(z):a* =F(Cy)=1-p.

Jaab néidata, et S(u*, ) C S(z*, «). Kui z € S(u*, §), siis
14+ Coz"(z) = a*(z) + Coz"(x) > (1 — B)]|a™ + Coz*|| =1 — D6 + Cy(1 — 7)

ning seega
D
Zr)>1l—y——=—0621—-7v—-0>21—q
Co

niisiis © € S(z*, ). O
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