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Sissejuhatus

Neljamootmeline reaalne vektorruum, mille kolme koordinaati vaatleme kui
ruumikoordinaate ja neljandat kui aega kirjeldavat koordinaati, nimetame Min-
kowski| aegruumiks. Osutub, et selline matemaatiline konstruktsioon loob viga
sobivad tooriistad Einsteini erirelatiivsusteooria formuleerimiseks.

Kéesoelva bakalaureuset6o esimeseks eesmérgiks on tutvustada Minkowski aeg-
ruumi klassikalisi matemaatilisi omadusi, pooramata liigselt tdhelepanu nende fiiii-
sikalisele tdhendusele. Vaadeldavate omadustena peame siinkohal eelkdige silmas
ruumi elementide teisenemisi ja neid teisenemisi kirjeldavaid eeskirju. Olulise eri-
nevusena teiste samalaadsete késitlustega voib vilja tuua asjaolu, et siin t60s
piitiame pea koiki véaiteid pohjendada matemaatilise aruteluga. Et teemakohane
kirjandus on tavaliselt pigem fiiiisikaalane, siis toestused iildjuhul kas puuduvad
tédiesti voi on vordlemisi iildsonalised. Sageli voib monograafiates kohata selgi-
tusi, mis on puhtfiiiisikalised ega pohjenda tegelikult probleemi matemaatilist sisu.
Niiteks lause[3.I] tulemus loetakse tavaliselt ilmseks, kuna selle fiiiisikaline sisu ongi
aarmiselt loomulik, kuid range toestus néuab moénegi kavala nipi rakendamist ning
tehnilist nokitsemist.

To66 viimane osa votab eelnevaga vorreldes pisut erineva kursi ja kirjeldab
veidi vabamas vormis esiteks diferentsiaalgeomeetria peamisi vahendeid, millega
on voimalik ka Minkowski ruumi struktuuri kirjeldada. Teise poolena on piiiitud
populaarses vormis anda iilevaadet klassikalise Minkowski ruumi edasiarendusest,
mis leiab palju rakendust teoreetilises fiiiisikas. Konealuseks edasiarenduseks on
antikommuteeruvate koordinaatidega Minkowski superruum.

Bakalaureusetto on referatiivne ja selle esimese poole aluseks on klassikuks
kujunenud monograafia [Nab]. Nimetatud monograafias on enamik matemaatilist
sisu omavaid tulemusi sonastatud iilesannetena voi joutud nendeni viga iildise
arutelu tulemusel. Siin oleme andnud nendele tulemustele ka range toestuse. T66
teise poole kirjutamiseks andis eelkdige inspiratsiooni [AK], mis tutvustab super-
matemaatika aluseid ning rakendusi teoreetilises fiiiisikas.

To66 koosneb neljast peatiikist.

Esimene peatiikk keskendub valdkondadele, mis ei ole otseselt kdesoleva t66
teemaga seotud, kuid osutuvad vajalikuks moistmaks t66 edasisi osi. Vordlemisi
lakoonilisel viisil tuletame meelde, mida tdhendab Gram-Schmidti algoritm orto-
normeeritud baasi leidmiseks skalaarkorrutisega ruumis ning toestame Cauchy—
Schwartz—Bunjakowski vorratuse, iihe fundamentaalse tulemuse skalaarkorrutiste
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teooriast. Lisaks anname toestustata eeskirjad blokkmaatriksite korrutamiseks ja
pooramiseks ning toome sisse maatrikseksponenstiaali kujutuse moiste méarkides
fakti tasemel dra tema tdhtsamad omadused. Nii blokkmaatriksid kui maatriks-
eksponentsiaal osutuvad hiljem véga praktilisteks tooriistadeks, néiteks lauses|3.2
voi peatiikis[4.3|[Lie rihm] Arvestades kéesoleva t66 geomeetrilist sisu, on pisut roh-
kem ruumi pithendatud muutkonna moéiste tutvustamisele. Toodud on néide lihtsa-
matest muutkondadest ning on selgitatud, kuidas tekib diferentseeruva muutkonna
moiste.

Teise peatiiki eesmérgiks on kirjeldada Minkowski aegruumi elementide ehk
stindmuste ja nende siindmuste teisenemisega seotud kujutuste olemust. Selleks
anname koigepealt range skalaarkorrutise definitsiooni ja tuletame meelde pseu-
doeukleidilise ruumi moiste. Seejérel kirjeldame Minkowski ruumi skalaarkorrutise,
millest saame meetrika. Osutub, et meetrika alusel on ruumi M elemendid voimalik
jaotada kolme loikumatusse klassi, need on ajasarnased, ruumisarnased ja null-
pikkusega vektorid. Peatiiki viimane punkt on piihendatud ruumi M ortogonaal-
teisendustele ehk Lorentzi teisendustele. Nditame kuidas saab selliseid teisendusi
maatrikskujul ja koordinaatides kirja panna ning kuidas see esitus on seotud
Minkowski aegruumi meetrikaga. Lopetuseks toestame, et koigi ortogonaalteisen-
duste hulk omab véga lihtsat rithma struktuuri. Seda rithma nimetame Lorentzi
rihmaks.

Kolmandas peatiikis jitkame ruumi M teisenduste omaduste uurimisega. Esi-
meses alapunktis vaatleme veidi pohjalikumalt ortogonaalteisenduste omadusi ning
keskendume neist vaid olulisimate uurimisele, mille tulemusena soelume koéigi or-
togonaalteisenduste rithmast vilja podrete alamrithma. Punkti I6petame tulemu-
sega, mis niitab dra millised tingimused peavad olema tédidetud, et ruumi M
teisendus oleks poore. Jargmises punktis paneme téhele, et pseudoortogonaal-
teisendus Minkowski ruumis séilitab kauguse ja see motiveerib uurima lisaks pseu-
doortogonaalteisendustele ka kujutusi, mille suhtes kaugus on invariantne suurus.
Peale Lorentzi teisenduste osutuvad kaugusi séilitavateks teisendusteks siindmuste
nihked. Nihete ja Lorentzi teisenduste koos vaatlemisel tekivad Minkowski ruumi
siimmeetriad ehk Poincaré teisendused, mis moodustavad Poincaré rihma.

Neljandas peatiikis tutvustame kaasaegse teoreetilise fiiiisika keskset moistet,
superstimmeetriat. Supersiimmeetriliste teooriate matemaatiliseks kirjelduseks oli
arendatud geomeetria valdkond, mida véime nimetada supergeomeetriaks. Viimase
tahtsaimaks struktuuriks on Minkowski superruum, mis on iildjoontes klassikalise
Minkowski aegruumi laiend, kus neljale harilikule koordinadile lisatakse uued,
nondanimetatud antikommuteeruvad koordinaadid. Diferentsiaalgeomeetria vald-
konnast toome sisse Lie algebra ja tema esituse moiste ning rikastame mélemat
definitsiooni néidetega, mis on otseselt seotud Minkowski aegruumi geomeetriaga.



Edasi jouame Lie rithma moisteni, mille seome kirjeldaval viisil, ranget matemaati-
list formalismi véltides Lie algebraga. Peatiiki, ja sellega ka t606 lopetame iildistades
klassikalist Minkowski aegruumi, tuues selleks sisse Minkowski superruumi moiste.
Selle tarbeks defineerime superalgebra ja toome viimasest tuntuima néite, Grass-
manni algebra. Jéllegi iildistest formalismist hoidudes ja néidetega varustatuna
tutvustame lugejale kuidas on superruumil defineeritud funktsioonid ja nende di-
ferentseerimine ning integreerimine.

Koikjal selles t60s téhistab K suvalist korpust, mille karakteristika on null.
Kui moéeldakse reaalarvude korpust R, siis on see vastavalt téhistatud. Analoogili-
selt on siimboliga V tdhistatud suvaline vektorruum. Konkreetsete ruumide korral
kasutame neile vastavat siimboolikat, nditeks M Minkowski ruumi korral.

Ruumi kokkuhoiu ja mugavuse mottes kasutame t66s sageli summade tahista-
misel Einsteini summeerimiskokkulepet. See tdhendab, kui meil on indeksid i ja 7,
mis omavad vaartusi 1,...,n, n € N, siis jitame vahel summeerimisel summamérgi
kirjutamata ning séilitame summeerimise téhistamiseks vaid indeksid. Einsteini
summeeruvuskokkulepet arvestades kehtivad néiteks jargmised vordused:

n
rle; = E zle; = xle; + ey + - + 2",

a=1

n
)\ijxj = Z /\ij:cj = Nzt N N 2"
j=1

i, 1,1 1,2 1,n 2.1 n,n
MU'V = Nuu v + npu v+ N V" + N utv 4 - uu”,

ja nii edasi. Loomulikult tuleb arvestada, et sellise kirjutusviisi juures peab olema
indeksite hulk kontekstist selge.

Kui vektorruumil V on baas {e, es,...,e,}, kus n € N ja kontekstist on selge,
mis on n, siis selle asemel, kirjutada pikalt {ej, ey, ..., e,}, tdhistame seda baasi
ka lithidalt {e,}. Vajaduse korral mérgime, mis véértuseid indeks a voib omada.



1 Vajalikud eelteadmised

Selles peatiikis tuletame meelde definitsioonid ja tulemused, mida ldheb tarvis
t60 jargmistes osades.

1.1 Skalaarkorrutisega seotud abitulemused

Teoreem 1.1. Loplikumaootmelises skalaarkorrutisega varustatud vektorruumis V
leidub ortonormeeritud baas.

Toestus. Tahistame vektorruumi V skalaarkorrutise tdhega g.

Esiteks mérgime, et igas ithemodtmelises vektorruumis eksisteerib ortonormee-
ritud baas, sest kui {b} on mingi baas, kus b # 0 on ithemootmelise vektorruumi
mingi element, siis {l—})‘b} on ortonormeeritud baas, kus |b| téhistab vektori b
pikkust.

Eeldame niiiid, et igas (n—1)-modtmelises vektorruumis on olemas ortonormee-
ritud baas ja olgu n-médtmelise vektorruumi V baas {by, bo, . .., b, }. Olgu W baasi-
vektorite {by, by, ..., b,—1} lineaarne kate ning téhistame W = span{by, b, ..., b,_1 }.
On ilmne, et W on (n—1)-modtmeline alamruum vektorruumis V. Eelduse kohaselt
leidub W ortonormeeritud baas {eq, e, ..., €,_1}, kusjuures kehtib

span{ey, e, ..., e, 1} =span{by,bs, ..., b, 1}.

Seega tarvitseb meil leida veel a,, € V'\ {0} omadusega

an, L {e,e9,... 601}, (1.1)
sest siis {e1, €a,..., €, 1, |a_1n\“n} on ruumi V ortonormeeritud baas.
Otsime vektorit a,, kujul
n—1
an:bn—l—Zajej, kus of, ..., 0" e K. (1.2)
j=1

Paneme téhele, et kui a,, on sellisel kujul, siis a,, # 0, sest vastasel korral
b, € span{by, by, ..., by_1},

mis on vastuolus siisteemi {by, bs, ..., b, 1} lineaarse soltumatusega. Kuna otsitav

a, on kujul (|1.2) ja peab kehtima tingimus (1.1)), siis nduame, et koikide
ke{l,2,...,n—1}
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korral kehtiks a, L e,. Vilamne on aga samavéirne tingimusega g (a,,ex) = 0,
mille voime kirjutada kujul

n—1
g (bn + Zozjej, ek> = 0.
j=1

Samas, kuna

n—1
(b +Zoz ej,ek) =g (bn,ex) + Zoﬂ g(ej,ex) = g (b, ex) + ay,

j=1
siis a,, L ey, parajasti siis, kui oy = —g (bn, €x)-
Jarelikult voime votta a, = b, — > 7= g (ba,ej) ey O

Mirkus 1.1. Teoreemi toestuses antud algortimi ortonormeeritud baasi leid-
miseks nimetatakse Gram—Schmidti algoritmiks voi ortogonaliseerimisprotsessiks.

Teoreem 1.2 (Cauchy-Schwartz—Bunjakowski vorratus, vt [OQO]). Olgu V wvek-
torruum skalaarkorrutisega g: V x V — R. Sellisel juhul kehtib vorratus

lg (u,v) [* < g (u,u) g (v,v) (1.3)

koikide w,v € V korral. Seejuures vordus kehtib parajasti siis, kui elemendid u ja v
on lineaarselt soltuvad.

Toestus. Olgu V reaalne vektorruum skalaarkorrutisega g ning olgu u,v € V. Siis
iga A € R korral

0<g(u+Iv,u+ ) =g(uu)+2g(u,\v)+ g (A, \v) =
= g (u,u) +2Ag (u,v) + N9 (v,0) < g (u,u) + 2M|g (u,v) | + Ng (v,v).

Saime A suhtes vorratuse
g (v,0) N* + 2|g (u,v) A+ g (u,u) >0,

mille reaalarvuliste lahendite hulk on R. Kui g (v,v) > 0, siis on tegu ruut-
vorratusega. Seega vastava ruutvorrandi diskriminandi jaoks kehtib

4)g (u,v) |* — 4g (u,u) g (v,v) <0,

millest jéreldub vahetult vorratus (1.3)). Juhul g (v,v) = 0 peab koikide A € R
korral kehtima 2|g (u, v) [A+¢ (u,u) > 0, mis on voimalik vaid siis, kui ¢ (u, v) = 0.
Sellisel juhul on tingimuse ([1.3)) kehtivus aga ilmne.
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Veendume veel, et vorratuses (1.3) kehtib vordus parajasti siis, kui v ja v on
lineaarselt soltuvad.

Oletame esiteks, et vektorid u ja v on lineaarselt soltuvad. Siis leidub a € R
selliselt, et u = av. Seega

= :

|g (uv U) |2 = |g (CYU, U) (ag (Ua U)) = CYQQ (va) g (’U,U)
=9 (ow,ow)g (va) =g (uvu)g (U,U) )
nagu tarvis.

Kehtigu niiiid tingimuses (1.3) vordus. Veendume, et siis u ja v on lineaar-
selt soltuvad. Uldistust kitsendamata voime eeldada, et u # 0 ja v # 0. Siis ka
g (u,u) # 0 ja g (v,v) # 0. Paneme téhele, et

9 (u,v) |* = g (u,u) g (v,v)
on eelnevat arvestades samavédrne tingimusega

|9 (u,v) [Pg (v, v)
92 (v, )

=g (u,u).

Téhistades a := %, saame, et a?g (v,v) = g (u,u) ehk g (av,av) = g (u,u),

millest © = av. [

1.2 Tulemusi lineaaralgebrast

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et vektorruumid V; ja V, iile korpuse K on isomorf-
sed, kui leidub lineaarne bijektsioon f: V; — V,. Kujutust f nimetatakse sellisel
juhul vektorruumide V ja Vy isomorfismiks.

Lause 1.1. Olgu V vektorruum ja L: V — V lineaarne teisendus ning g skalaar-
korrutis ruumil V. Kui g (z,y) = g (Lz, Ly) koikide x,y € V korral, see tdhendab
L on (pseudo)ortogonaalteisendus, siis L on bijektsioon.

Toestus. Olgu V vektorruum ja L: V — V lineaarne teisendus ning kehtigu
g (z,y) = g(Lx, Ly) koikide x,y € V korral. Veendumaks, et L on bijektsioon,
tuleb néidata, et L on injektiivne ja siirjektiivne. Veendume koéigepealt kujutuse
L iiksiihesuses.

Olgu z,y € V, x # y. Oletame vastuvaiteliselt, et Lx = Ly, siis Lv — Ly = 0
ja seega iga z € V korral
g(Lx — Ly,Lz) = 0.
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Teisalt, kuna ¢ on skalaarkorrutis ja et x # y, siis leidub selline 2’ € V, et
g (z —y,2") # 0. Kokkuvottes saime

O%g(:v—y,z') :g(L[L'—Ly,LZ/) :07
mis on vastuolu.

Veendume niiiid teisenduse L siirjektiivsuses. Olgu x € V. Meie eesmérk on
leida y € V selliselt, et Ly = z. Fikseerime vektorruumi V baasi {e, es,...,€,} ja
tdhistame teisenduse L maatriksi selle baasi suhtes tdhega A. Siis

Ly = L (y%,) = y*A e, = 2%, kus a,b=1,2,...,n.

Saime vorrandisiisteemi y*A®, = 2P, mis on iiheselt lahenduv, kuna det A = +1.

Toepoolest, kuna L on (pseudo)ortogonaalteisendus, siis A on (pseudo)ortogonaal-
maatriks ja seega AnAT = 1, millest saame det (AnAT) = detn =1 ehk

det (AnpA”") = det A - det - det AT = det A - det A" = (det AP =1
Seega voime votta y = (Y1, Y2, - - -, Yn)- O
Mirkus 1.2. Tuletame meelde, et maatriksarvutuses on tdhtsaks funktsiooniks
maatriksi jilg. Kui A = (a;;);;-; on n-jirku ruutmaatriks, siis maatriksi A jélg

Tr A on peadiagonaali elementide summa, see tdhendab Tr A = )" | a;;. Vahetult
on kontrollitav, et kui A, B € Mat,, K, siis kehtib vordus Tr AB = Tr BA.

Blokkmaatriksid

Teoreem 1.3 (blokkmaatriksite korrutamine). Olgu meil m x p maatriks A ja
olgu meil p X n maatriks B. Jagame maatriksi A blokkideks, kus on q rea blokki ja

s veeru blokki ning jagame maatrikst B blokkideks, kus on s rea blokki ja r veeru
blokki kujul

A A o Agg By By ... By,

Agi Agp ... Ay , By Byy ... Do,
= ) . ) ja B = ) ) )

Ag Ap ... Ag By By ... By

Siis saame arvutada m x n maatriksi C' = AB, kus on q rea blokki ja r veeru blokki
kugul

Cll 012 o .. Cl?"
O C.21 QQ2 . Ci2r
Ca Cp ... Cy4



ning Cop = > | AaiBip.

Teoreem 1.4 (blokkmaatriksi poordmaatriks). Olgu M regulaarne maatriks, mis
A B
C D
rusega alammaatriksid, kusjuures A ja D on ruutmaatriksid. Siis saame maatriksi
M pésrdmaatriksi Mt arvutada blokkidena jirgmise eeskirja alusel:

(A B\
wi= (8 5) -
(A4 A'B(D—-CA'B)'CAY —AT'B(D—-CA'B)!
B —(D—CA'B) 'cA™ (D—CA'B)™! '

on esitatud blokkmaatriksina kujul M = , kus A, B,C, D on suvalise suu-

Maatrikseksponentsiaal

Olgu A € Mat,, K mingi ruutmaatriks. Analoogilisest analiiiisist tuttavale eks-

ponentfunktsisoonile e® defineeritakse ka maatrikseksponent e = o Ak—f, kus
AY = FE ja AF tihendab korrutist, kus maatriksit A korrutatakse iseendaga k

korda. Osutub, et e on selles méottes korrektselt defineeritud, et rida o Ak—f

koondub alati. Sageli kasutatakse e4 asemel ka tdhistust exp A.
Jargnevas lauses toome moned lihtsamad maatrikseksponendi omadused.
Lause 1.2. Olgu X,Y € Mat, K ruutmaatriksid ja k,l € K. Siis

o =1L,
° €aX€bX — e(a—l—b)X}

o Xe X =F,

o kui XY =YX, siis e¥eX =eXe¥ = €(X+Y)7
. o oo .. —1 _

o kuiY on pédratav, siis e¥ XY =YeXY !
: v .. -1 B

o kuie® on pioratav, siis (eX) =e X,

o deteX =T X,



1.3 Muutkond

Definitsioon 1.2. Topoloogilist ruumi (X, 7) nimetatakse n-maddtmeliseks topo-
loogilseks muutkonnaks, kui

1) (X, 7) on Hausdorfhi topoloogiline ruum,
2) topoloogial 7 leidub loenduv baas,

3) iga punkti z € X korral leidub tema iimbrus, mis on homéomorfne mingi R”
lahtise alamhulgaga.

Muutkonda tahistame tdhega M.

Muutkonda voime vaadelda kui geomeetrilise pinna iildistust. Vahetult muut-
konna definitsiooni pohjal on selge, et muutkonna iga punkti mingit timbrust véime
vaadelda kui n-mootmelist eukleidilist ruumi. Seega muutkonna punktidel leiduvad
lokaalselt koordinaadid.

Definitsioon 1.3. Me iitleme, et muutkond M on dhelisidus, kui suvalise kinnise
joone voib pideva deformatsiooni abil sellel muutkonnal témmata iiheks punktiks.

Naiide 1.1. Jargmised hulgad on topoloogilised muutkonnad.
(a) Ringjoon on ithem&otmeline mittetriviaalne topoloogiline muutukond.

1) Topoloogiaks véime votta alamruumi topoloogia, mis on Hausdorffi to-
poloogiline ruum.

2) Alamruumi topoloogial on samuti loenduv baas.

3) Homéomorfismideks sobib votta neli lokaalset kaarti, mille saame, kui
projekteerime iilemise ja alumise poolringi z-teljele ning vasak- ja pa-
rempoolse poolringi y-teljele.

(b) Sfadr on topoloogiline muutkond. (Pohjendus on analoogline osaga (a).)

Arvestades kiesoleva t60 peatiikis [4.3] antud Lie rithma definitsiooni, tutvus-
tame lithidalt ka diferentseeruva muutkonna moistet. Teeme seda tuginedes aine
Globaalanaliiiis loengukonspektile [Abi].

Definitsioon 1.4. Olgu M muutkond ja B C R” lahtine alamhulk. Paari (p, ),
kus p € U C M ja¢: U — B on homéomorfism nimetatakse muutkonna M
lokaalseks kaardiks punktis p. Analoogiliselt itleme paari (U,) kohta piirkonna
U lokaalne kaart. Kéikide muutkonna M lokaalsete kaartide kogumit nimetatakse
atlaseks.
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Kui muutkonna M saab katta iihe lokaalse kaardiga, siis 6eldakse, et muutkond
M on triviaalne.

Olgu meil n-mdotmeline topoloogiline muutkond M ja U,V selle muutkonna
piirkonnad, kusjuures U NV # (). Vaatleme muutkonna M lokaalseid kaarte (U, ¢)
ja (V,4). Kui p € UNV, siis saame esitada punkti p lokaalsed koordinaadid kahel
jargmisel viisil:

(¢' (), 9> (),....0" (p) €R",
(W' (), ¥* (), ¥" (p) €R™

Tekib loomulik kiisimus, kuidas avalduvad punkti p iihed lokaalsed koordinaadid
teiste kaudu. Et kujutused ¢ ja 1) on homéomorfismid, siis leiduvad poordkujutused
¢! ja ¢! ning seega saame koostada kompositsioonid

gpoy i p(UNV) = (UNV),
Yool p(UNV) = (UNV).
Selge, et kujutused ¢ o ¥~ ja 1 o ¢! on ruumi R" lahtiste hulkade v (U NV)

ning ¢ (U N V') homdomorfismid, seejuures koguni iiksteise poordkujutused. Kom-
ponentides kirjutades saame

gpoypti ¢t =g" (VY7 0",
ol )t =N (¢h 7., 9",

kus i = 1,2,...,n. Niisiis iga 4 korral on funktsioonid ¢’ ja h’ pidevad ja kehtivad
vordused

Seejuures funktsioone ¢ ja h', kus i = 1,2, ..., n, nimetatakse dileminekufunktsioo-
nideks.

Niitid, kui (U, ¢) , (V,%) on muutkonna M lokaalsed kaardid ja U NV # () ning
sellest jéreldub, et iilleminekufunktsioonid ¢ (v) , h* (¢) on 1opmata diferentseeru-
vad ehk siledad, siis iitleme, et kaardid (U, ¢) ja (V, 1) on C*°-kooskdélalised.

Olgu A on mingi indeksite hulk. Kui muutkonnal M on mé&iratud kogum
U={(Uys, ¢o) : a € A}, mis rahuldab tingimusi

(i) UaU, on muutkonna M kate;
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(ii) suvaliste o, 8 € A korral on lokaalsed kaardid (Us,, @) ning (Ug, ¢pg) C>-
kooskolalised;

(iii) kui (V,%) on topoloogilise muutkonna M lokaalne kaart, mis on kogumi ${
koigi kaartidega C'*°-kooskolaline , siis (V1)) € 4;

siis kogumit 4 nimetatakse topoloogilisel muutkonnal M méaaratud diferentseeru-
vaks struktuuriks.

Definitsioon 1.5. Kui n-mo6tmelisel topoloogilised muutkonnal M on méaératud
diferentseeruv struktuur LI, siis nimetatakse muutkonda M diferentseeruvaks muut-
konnaks.
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2 Minkowski ruumi geomeetriline struktuur

2.1 Skalaarkorrutise definitsioon ja omadused

Olgu V reaalne n-méotmeline vektorruum. Me iitleme, et kujutus g: VxV — R
on bilineaarvorm, kui g on molema muutuja jéargi lineaarne, see tdhendab

g (quy + agus, v) = agg (u1,v) + aag (ug, v),

g (u, vy + aove) = a1g (u, v1) + asg (u, v2)

kus a; ja as on suvalised reaalarvud ning u, uq, us,v,v; ja vy on vektorruumi V
elemendid.

Olgu u,v € V. Bilineaarvormi g nimetatakse simmeetriliseks, kui g (u,v) =
g (v,u), ja mittekidunuks, kui tingimusest g (u,v) = 0 iga v € V korral jareldub
u=0.

Definitsioon 2.1. Mittekidunud siimmeetrilist bilineaarvormi g: V x V — R
nimetatakse skalaarkorrutiseks. Vektorite u ja v skalaarkorrutist téhistame sageli
ka kujul w - v.

Ténu skalaarkorrutise bilineaarsusele on kergesti tuletatavad jargmised oma-
dused:

e u-0=0-v =0 koikide u,v € V korral, sest skalaarkorrutise g bilineaarsuse
tottu g (0,v) =¢(0-0,v) =0-¢g(0,v) =0,

. .. n n :
o kui ug,ug, ..., Up, U, V1,00, ...,0, € V, siis (O w)-v=>,(u-v) ja
n n
we (Do vi) =D (u-vy),
o kui {e,es,...,€,} on vektorruumi V baas ning kui tdhistame 7;; = e; - €;,
i, =1,2,...,n,slisu-v =370 >0 nyutv) = mutt?, kus u = u'e; ja
v = v'e;.

Naiide 2.1. Vaatleme ruumi R". Olgu

u = (ul,uz,...,u”), v = (01,112,...,1)") e R".

Lihtne on veenduda, et kujutus g (u,v) = u'v'+u?v?+- - -+u"v™ on skalaarkorrutis.

Naites defineeritud skalaarkorrutis on positiivselt mddratud, see tdhendab
iga v # 0 korral g (v,v) > 0. Kui g (v,v) < 0 koikide v # 0 korral, siis iitleme, et
g on negatitvselt mdadratud ja kui g pole ei positiivselt ega negatiivselt méasdratud,
siis Oeldakse, et g on mddramata.
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Definitsioon 2.2. Kui g on skalaarkorrutis vektorruumil V, siis nimetame vek-
toreid u ja v g-ortogonaalseteks, kui g (u,v) = 0 (voi lihtsalt ortogonaalseteks, kui
g roll on kontekstist selge). Kui W C V on alamruum, siis ruumi W ortogonaalne
tdiend W+ on hulk Wt = {u € V: iga v € W korral g (u,v) = 0}.

Definitsioon 2.3. Skalaarkorrutise g poolt méaératud ruutvormiks nimetame ku-
jutust Q: V- R, kus Q (v) =g (v,v) =v-v,veEV,

Lause 2.1. Olgu ¢, ja go kaks skalaarkorrutist vektorruumil V, mais rahuldavad
tingimust gy (u,u) = g2 (u,u) iga u € V korral. Siis kehtib g, (u,v) = ga (u,v)
koikide u,v € V korral, ehk teisi sonu, g, = gs.

Téestus. Olgu V vektorruum ning olgu u,v € V ja kehtigu vordus g; (u,u) =
g2 (u, u) iga u korral. Defineerime uue kujutuse
g:VXV_)Rv g(U,U)’—)gl(’LL,U>—g2(U,U).
Paneme esiteks téahele, et selliselt defineeritud g on siimmeetriline ja bilineaarne.
Toepoolest, olgu uy, us € V. Siis
g (auy + Pug,v) = g1 (auy + Pug,v) — ga (auy + Bus,v) =

= agi (u1,v) + Bg1 (us2,v) — ags (u1,v) Bga (us,v) =

= a (g1 (u1,v) = g2 (u1,v)) + B (g1 (uz,v) — g2 (uz,v)) =

= ag (ubv) + ﬂg (u27 U)
ja analoogiliselt g (u, avy + fvg) = ag (u,v1) + Bg (u, va).

Kujutuse g siimmeetrilisus on ¢; ja go stimmeetrilisust arvestades ilmne. Niiiid
piisab toestuse 16petamiseks veel nédidata, et g = 0. Uhelt poolt paneme tahele, et

gu+v,u+v)=g (ut+v,ut+v)—g (u+v,u+v)=0.

Teisalt,
gu+v,u+v)=guu+v)+gv,utv)=

=g (u,u)+g(u,v) +g(v,u)+g(vv) =

- g(uau) +2g(uvv) +g('U,U) =

=29 (u,v).
Kokkuvottes saime 2¢g (u,v) = 0 ehk g (u,v) = 0, mida oligi tarvis. O
Teoreem 2.1. Olgu V reaalne n-mootmeline vektorruum ning olgu g: V'V — R
skalaarkorrutis. Vektorruumil V leidub baas {ey, e, ..., e,} nii, et g(e;,e;) = 0
kui i # j ja Q(e;) = £1 iga i = 1,2,...,n korral. Enamgi veel, baasivektorite
arv, mille korral Q (e;) = —1 on koikide neid tingimusi rahuldavate baaside korral
sama.
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Toestus. Arvestades Granfl-Schmidtf]algoritmi ortonormeeritud baasi konstruee-
rimiseks, muutub teoreemi toestus ilmseks (vt mérkus [1.1). O

Definitsioon 2.4. Vektorruumi V baasi teoreemist 2.1l nimetame ortonormeeritud
baasiks.

Skalaarkorrutise g suhtses ortonormaalse baasi {es, e, . .., e, } vektorite arvu r,
mille korral @ (e;) = —1,7 € {1,2,...,n}, nimetame skalaarkorrutise g indeksiks.
Edasises eeldame, et ortonormeeritud baasid on indekseeritud nii, et baasivektorid
e;, mille korral @ (e;) = —1, paiknevad loetelu 16pus, ehk ortonormeeritud baasi

{e1,e0, .. €nry€nrity. -y €nt

korral Q(e;) =1, kuii=1,2,....n—r,ja@Q(e;) =1, kuii=n—r+1,...,n.
Tahistades u = u’e; ja v = v'e; saame sellise baasi suhtes skalaarkorrutise g
arvutada jargmiselt:

g (u,v) = ulvt F oo + . u T =TT "

Markus 2.1. Vektorruumi V skalaarkorrutisega g, mille indeks r > 0 nimetatakse
pseudoeukleidiliseks ruumiks.

2.2 Minkowski aegruumi moiste

Definitsioon 2.5. Minkowski aegruumiks nimetatakse neljamodtmelist reaalset
vektorruumi M, millel on defineeritud mittekidunud stimmeetriline bilineaarvorm
g indeksiga 1.

Ruumi M elemente nimetatakse sindmusteks ja kujutust g nimetatakse Lo-
rentzi skalaarkorrutiseks ruumil M.

Miirkus 2.2. Edasises iitleme Minkowski ruumi kontekstis Lorentz{} skalaarkor-
rutise g kohta lihtsalt skalaarkorrutis.

[Imselt on Minkowski ruum pseudoeukleidiline ruum. Vahetult Minkowski ruu-
mi definitsioonist selgub, et ruumil M leidub baas {ey, es, €3, €4} jirgmise omadu-
sega. Tahistades u = u'e; ja v = v'e;, siis

g (u,v) = u'vt +u?v? + o — utot.

2Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916) — taani matemaatik.
3Erhard Schmidt (1876-1959) — Tartus siindinud saksa matemaatik.
4Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) — hollandi fiiiisik.
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Olgugi {ey, es,e3,e4} voi lithidalt {e,} ruumi M ortonormeeritud baas. Kui
x = xle; + x%ey + 235 + xley, siis tahistame siindmuse = koordinaadid baasi {e.}
suhtes (z!, 2%, 23, %) ja seejuures iitleme, et (x!, 22, 2%) on ruumikoordinaadid ning

(z') on ajakoordinaat.

Kuna Lorentzi skalaarkorrutis g ei ole ruumil M positiivselt méaaratud, siis
leiduvad vektorid u € M\ {0} nii, et g (u,u) = 0. Selliseid vektoreid nimetatakse
nullpikkusega vektoriteks. Kui aga g (u,u) < 0, siis litleme, et u on ajasamanfﬂ ning
kui g (u,u) > 0, siis nimetame vektorit u ruumisamaseksﬂ Seejuures margime, et
nullpikkusega vektoried voib fiiiisikaliselt interpreteerida kui valguse kiiri. Osutub,
et ruumis M leidub koguni baase, mis koosnevad vaid nullpikkusega vektoritest.

Niide 2.2. Uheks ruumi M baasiks, mis koosneb vaid nullpikkusega vektoritest,
on niiteks {eY, €9, €3, el}, kus

=(1,0,0,1), €y=1(0,1,0,1), €3=(0,0,1,1), €= (-1,0,0,1).

Toepoolest, siisteemi {€?, €Y, €, )} lineaarne sdltumatus on vahetult kontrollitav

ja el ..., €Y on nullpikkusega, sest

Q(e) =1"+0+0-1°=0,
Q(e)) =0+1°+0—-1>=0,
(eg)zo+o+12 12 =0,
Q(eh) = (-1’ +0+0—-1*=0.

Samas paneme téhele, et selline baas ei saa koosneda paarikaupa ortogonaalse-
test vektoritest.

Teoreem 2.2. Olgu u,v € M\ {0} nullpikkusega vektorid. Vektorid u ja v on
ortogonaalsed siis ja ainult siis, kut nad on paralleelsed, st leidub t € R nii, et
u = tv.

Téestus. Piisavus. Olgu u,v € M\ {0} paralleelsed nullpikkusega vektorid. Siis
leidub ¢ € R nii, et u = tv. Seega

g (u,v) =g (tv,v) =tg(v,v) =0
ehk vektorid u ja v on ortogonaalsed, nagu tarvis.

Tarvilikkus. Olgu u,v € M \ {0} ortogonaalsed nullpikkusega vektorid, st
g (u,v) = 0. Cauchy—-Schwartz—Bunjakowski vorratuse (vt teoreem [1.2))

g (u,v) < g (u,u) g (v,v)

5Inglise keeles timelike.
SInglise keeles spacelike.
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pohjal 0 < g (u,u) g (v,v), sest u ja v on ortogonaalsed. Teisalt, et u ja v on null-
pikkusega vektorid, siis g (u,u) g (v,v) = 0 ja jarelikult kehtib Cauchy—Schwartz—
Bunjakowski vorratuses vordus 0 = 0, mis tdhendab, et u ja v on lineaarselt
soltuvad. O

Votame niitid vaatluse alla kaks sellist siindmust z, 29 € M, x # xg, mida
tihendab nullpikkusega vektor, see tdhendab @ (z — x¢) = 0. Seda asjaolu arvesse
vottes saame, et kui {e,} ruumi M ortonormaalne baas ja me tahistame x = x%¢,,
T = x{e,, siis kehtib vordus

Q(z — z9) = (2! — $(1))2 + (2% — x%)Q + (2® — :rg)Q — (z* = xé)Q =0. (2.1)

Koigi selliste € M hulka, mille korral on tingimus (2.1]) tdidetud nimetatakse
nullkoonuseksﬂ punktis xq ja téhistatakse Cy (zq). Seega

Cn (z9) ={z e M: Q(x — x¢) = 0}.

Piltlikult voime 6elda, et hulga Cy (xg) elemendid on ithendatavad siindmusega xg
valguskiire Ry, . = {xo+t(x —xo) : t € R} abil.

2.3 Ortogonaalteisendus ruumis M

Olgu {ey, ea, €3, €4} ja {é1, 2, €3, €4} ruumi M kaks ortonormaalset baasi. Osu-
tub, et leidub parajasti iiks selline lineaarne kujutus L: M — M, et L (e,) = é,,
a=1,2,3,4. Toepoolest, leiduvad arvud A% nii, et baasi {é,} vektorid avalduvad
baasi {e,} suhtes tiheselt kujul &, = A%e,. Arvudest A%, tekkiva maatriksiga assot-
sieeruv Lorentzi teisendus sobibki otsitavaks teisenduseks L. Jargnevaga uurime
kujutuse L omadusi veidi ldhemalt.

Definitsioon 2.6. Ruumi M lineaarset kujutust L: M — M nimetatakse pseu-
doortogonaalteisenduseks, kui ta siilitab skalaarkorrutise g, see tdhendab iga z ja
y korral ruumist M kehtib vordus ¢ (Lz, Ly) = g (x,y).

Lause 2.2. Olgu L: M — M lineaarne kujutus. Siis on jargmised vdited sama-
vddrsed:

(i) L on pseudoortogonaalteisendus;

(ii) L sdilitab ruumi M ruutvormi, see tihendab @ (Lx) = @ (x) iga v € M
korral;

7 Fiitisikas deldakse sageli nullkoonuse asemel valguse koonus.
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(ili) L kujutab suvalise ruumi M ortonormaalse baasi ruumi M ortonormaalseks
baasiks.

Téestus. (i) = (ii). Olgu L pseudoortogonaalne teisendus. Siis definitsiooni pohjal
g (Lz, Ly) = g (z,y) iga z,y € M korral. Seega kehtib ka

Q(Lz) =g (Lx, Lz) = g (v,7) = Q (v)
koikide x € M korral ehk L sailitab ruutvormi.

(ii) = (i) on tépselt lause 2.1]

(ii) = (iii). Kehtigu (ii) (ja seega ka (i)) ning olgu {ey, €3, €3, €4} ortogonaalne
baas ruumis M. Siis ka {Ley, Ley, Leg, Ley} on ortonormaalne baas ruumis M,
sest

-1, kuii=j=4,
g(Lei, Lej) = g(ei,e;) =<1, kuii=j,1,7€{1,23},
0, kui 7 # j.
ja arvestades kujutuse L lineaarsust, on ka siisteem { Ley, Leg, Leg, Ley} lineaarselt
soltumatu.

(iii) = (ii). Olgu {e1, €9, 3, e4} ruumi M ortonormeeritud baas ja kehtigu tin-
gimus (iii). Veendume, et alati Q) (Lz) = @ (x), kus z € M on suvaline. Fikseerime
x € M ning esitugu ta koordinaatides kujul x = z‘e;, i = 1,2, 3, 4.

Qx)=0Q (xiei) =2'Q (¢;) = 2'Q (Le;) =
=Q (2'Le;) = Q (L (2'¢;)) = Q (La). O

Ruumi kokkuhoiu moéttes toome sisse 4 x 4 maatriksi 7, mille me defineerime

kui

O O =

0
1
0

o O O

1’]:

O = O O

0 0 -1

ja mille elemente tihistame vastavalt vajadusele kas nq voi 7%, a,b = 1,2, 3,4.
Loomulik on maatriksit n nimetada Miknowski ruumsi meetrikaks.

Sellise tdhistuse korral n,, = 1, kuia =0b=1,2,3jany = —1, kuiia=b=14
ning 7, = 0 muudel juhtudel. Vahetult on kontrollitav, et n = 5’ ja

m'=n"'n=E,

kus E on iithikmaatriks.
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Arvestades sissetoodud tahistusi saame niitid kirjutada g (eq, €5) = 1ap, kus {e,}
on ruumi M ortonormeeritud baas. Enamgi veel, avaldades ruumi M vektorid u
ja v baasivektorite kaudu u = u'e; ja v = v'e;, saame summeerimiskokkulepet
kasutades kirjutada

g (u,v) = napu’.
Olgu L: M — M ruumi M pseudoortogonaalteisendus ja {ej, es, €3, €4} selle
ruumi ortonormeeritud baas. Lause pohjal on siis ka
él = Lel, ég = L62, ég = L63, é4 = L64

ruumi M ortonormeeritud baas, kusjuures iga e;, i = 1, 2, 3,4 saab esitada vekto-
rite ¢; lineaarkombinatsioonina kujul

ei = ALér + N%ey + NPés + Aeg = Ny, 0,5=1,2,3,4, (2.2)

kus arvud A’ , on mingid reaalarvulised konstandid. Arvestades valemit 1} voime
niitid ortogonaalsuse tingimuse g (€., €4) = Neq, ¢, d = 1,2, 3,4, kirjutada kujul

ALY+ A2 A2+ AN = N AT = 1
voi kasutades summeerimiskokkulepet, siis lithidalt
A% A% 1y = Neq. (2.3)
Seose saame maatrikskujul kirjutada kui
ATnA = 1. (2.4)

Korrutades vorduse (2.4) molemaid pooli maatriksiga A~! saame ATy = nA~—1L
Korrutades niiiid saadud tulemust veel paremalt maatriksiga n~! on tulemuseks
AT = pA~1n~L. Viimast arvesse vottes voime kirjutada

AT]AT _ A?]_lAT — An—l (nA—ln—l) — AA_lT]_l — 77_1 =7

ehk
AnAT = 1. (2.5)
Seos ([2.5) on koordinaatides kirjutatuna tépselt
A" Ay = . (2.6)

Definitsioon 2.7. Maatriksit A = [A%] ,_,,,, nimetame pseudoortogonaaltei-
sendusega L ja baasiga {e,} assotsiceruvaks maatriksiks. Kui baasi {e,} roll on
kontekstist selge, siis nimetatakse maatriksit A ka lihtsalt teisenduse L maatrik-
siks.
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Definitsioonile eelnevas arutelus toestasime maatriksi A kohta jérgmise lemma.

Lemma 2.1. Pseudoortogonaalteisendusega L ja baasiga {e,} assotsieeruva maat-

riksi A korral on tingimused (2.3), (2.4), (2.3) ja (@ samavidrsed.

Kuna ortogonaalteisenduse maatriks mistahes ortonormeeritud baasi suhtes on
ortogonaalmaatriks, ja vastupidi, kui ortogonaalteisenduse maatriks mingi ortonor-
meeritud baasi suhtes on ortogonaalmaatriks, siis sellest jareldub kergesti jargmine
lause.

Lause 2.3 (vt [Kil, Ik 271]). Kui A on ortogonaalteisendusega L ja baasiga {e,}
assotsieeruv maatriks, siis A on ka ortogonaalteisenduse L™ ja baasiga {é,} =
{Le,} assotsieeruv maatriks.

Lihtne on veenduda, et lause véide jaab kehtimaka juhul kui asendame lau-
se sonastuses ortogonaalteisenduse ja ortogonaalmaatriksi vastavalt pseudoortogo-
naalteisenduse ja pseudoortogonaalmaatriksz’ga.ﬁ

Me vaatleme ortogonaalteisendusega L ja baasiga {e,} seotud maatriksit A kui
koordinaatide teisenemise maatriksit tavalisel viisil. Seega, kui x € M esitub koor-
dinaatides baasi {e;} suhtes kujul z = x%e;, i = 1,2,3,4, siis tema koordinaadid
baasi {é;} = {Le;} suhtes avalduvad kujul z = #%¢;, kus

i,l AIIZEI +A12I2 +A13$3+AI4$4,
2 A21Q?1 +A22.CC2 +A23I3 +A24l’4,
3 A31£E1 —|—A32£L'2 +A33I’3+A34$4,

3 = ALzt + AL2? + AN + A2

=>
I

=>
I

mille voime liithidalt kirja panna kui
' = N2, kusi,j=1,2,34

Definitsioon 2.8. 4 x 4 maatriksit A, mis rahuldab tingimust (2.4)) (ja lemma [2.1]

pohjal siis ka tingimusi (2.3)), (2.5)) ja (2.6))) nimetatakse (homogeenseks) Lorentzi
teisenduseks.

Kuna ruumi M ortogonaalteisendus L on bijektsioon (vt lause [I.1)). ja seega
pooratav, siis temaga assotsieeruv maatriks A on samuti pooratav, kusjuures

At =pATy. (2.7)
Toepoolest, arvestades tingimust (2.4)) ja asjaolu, et n = n~!, siis saame
n=An\A <= g\ =ATyp = pIpAT = AT) —= AT = ATy,

8[Kil] antud toestuses tuleb asendada eukleidiline meetrika &;; Minkowski meetrikaga 7;; ja
seega jadb tulemus kehtima ka pseudoortogonaalsel juhul.
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Teoreem 2.3. Koigi (homogeensete) Lorentzi teisenduste hulk on rihm maatriksi-
te korrutamise suhtes. Seda riihma nimetatakse (homogeenseks) Lorentzi rithmaks
ja tahistatakse Lap.

Téestus. Veendumaks, et koigi (homogeensete) Lorentzi teisenduste hulk L5y on
rithm, peame néitama, et L5y on kinnine korrutamise ja poordelemendi votmise
suhtes.

Olgu A, Ay, Ay € Lgy. Veendume esiteks, et korrutis A;As kuulub hulka Lap.
Selleks piisab niidata, et (A1A)" 7 (A1A,) = 7.

(A1) (MAg) = (AFAT) n (Aihs) = A (ATnAL) As = AZnAs =1,

ja seega A1Ay € Loy nagu tarvis.

Jadb veel niiidata, et ka A™' € Lgp. Seose (2.7) ja vorduste n = 7, nmm = E
pojal saame kirjutada

(A A = (gATn)" 5 (nATn) =
= (" (AT) ") ATy =

= nAnA"n =
=nmmn=n.
Viimane aga tdhendabki, et A™' € Loy, O

Arvestades vordust (2.7)) voime vilja arvutada maatriksi A1 ja esitada ta maat-
riksi A elementide kaudu:

All A21 A31 —A41
A12 A22 A32 _A42
A13 A23 A33 —A43
_A14 _A24 _A34 A44

A =
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3 Lorentzi ja Poincaré rithmad

3.1 Lorentzi rithm
Eelmise peatiiki 16pus néitasime, et hulk L5y on rithm tavalise maatriksite kor-
rutamise suhtes. Jargnevalt uurime ldhemalt selle rithma konkreetsemaid omadusi.

Definitsioon 3.1. Me iitleme, et A € Lgy on ortokroonne, kui A*, > 1, ja
mitteortokroonne, kui A*, < —1.

Edasise teooriaarenduse seisukohalt on otstarbekas toestada jargmine teoreem.

Teoreem 3.1 (vt [Nabl teoreem 1.3.1)). Olgu u,v € M, kusjuures u on ajasarnane
ja v ajasarnane voi nullpikkusega ning olgu {e,} ruumi M ortonormaalne baas,
mille suhtes u ja v avalduvad kujul v = u®e, ja v = v®e,. Sits kehtib parajasti ks
gJdrgmistest tingimusest:

(a) utv* >0, mille korral g (u,v) <0,
(b) u'vt <0, mille korral g (u,v) > 0.
Toestus. Oletame, et teoreemi eeldused on téaidetud. Siis
g (u,u) = (ul)2 + (uz)2 + (u?’)2 - (u4)2 <0 ja
9(00) = (0 + (2 + ()" (o) <0

Niisiis

IV

() > () + ()" + (@)°) ()" + (03)" + (+")7)
> ulo! + w?0? + o,
kus vorratuse (*) kehtivuse annab meile Cauchy—Scwartz—Bunjakowski vorratus

ruumis R3. Niiiid aga [ulv?| > |ulov! + v?v? + u303|, millest saame, et utv? #£ 0 ja
g (u,v) # 0. Oletame konkreetsuse mottes, et utv? > 0. Siis

vt = [utv?] > [ulv! + utv? + uPe?| > ulot + uto® + u?,
millest
ulol + w0 + e —utet < 0
ehk g (u,v) < 0. Kui aga u*v? > 0, siis g (u, —v) < 0 ja seega g (u,v) > 0. O

Jareldus 3.1. Kui u € M\ {0} on ortogonaalne ajasarnase vektoriga v € M,
$41S U 0N TUUMISATNANE.
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Toestus. Olgu v € M ajasarnane ja olgu u € M nullist erinev ning ortogonaalne
vektoriga v. Oletame vastuviiteliselt, et u on ajasarnane. Siis eelmise teoreemi
pohjal kehtib kas ¢ (u,v) > 0 voi g (u,v) < 0. Et u ja v on ortogonaalsed, siis
g (u,v) = 0, mis on vastuolus eelnevaga. Jarelikult on « ruumisarnane. ]

Tahistame ruumi M koigi ajasarnaste vektorite hulga tdhega 7 ja defineerime
hulgas 7 seose ~ jargnevalt. Kui u, v € 7, siis u ~ v parajasti siis, kui ¢ (u,v) < 0.
Sedasi defineeritud seos ~ on ekvivalents:

(a) refleksiivsus jireldub vahetult ajasarnase vektori definitsioonist;
(b) seose ~ siimmeetrilisus tuleneb skalaarkorrutise siimmeetrilisusest;

(c) refleksiivsuseks mérgime, et kui g (u,v) < 0 ja g (v,w) < 0, siis teoreemi
pohjal u*v* > 0 ja viw?* > 0 ehk u* ja v* ning v* ja w* on sama mirgiga
ja seega signu* = signw?, millest saame u*w?* > 0. Rakendades niiiid veel
kord teoreemi , siis saame, et g (u, w) < 0.

Paneme téhele, et seos ~ jagab hulga 7 tépselt kaheks ekvivalentsiklassiks. Toe-
poolest, kui u, v € M on ajasarnased, siis on meil teoreemi[3.1] pdhjal kaks varianti.
Peab kehtima kas

g (u,v) <0 voi (1)
g (u,v) > 0. (2)

Kui kehtib vérratus (1), siis on u ~ v ja korras. Vastupidi, kui u ja v jaoks
kehtib (2), siis u ~ v ja piisab néidata, et kui w € 7 korral g (u,w) > 0, siis
v ~ w. Vorratuse (2) kehtivuseks peavad u,v ja w teoreemi pohjal rahuldama
vorratusi u*v? < 0 ja u*w?* < 0, mis tdhendab, et arvud u*, v* ja u*, w* on erinevate
mirkidega. Seega v* ja w? on samade mirkidega ja jirelikult g (v,w) < 0 ehk

v~ w.

Neid kahte ekvivalentsiklassi tdhistatakse 77 ja 77. Mirgime, et elementide
ekvivalentsiklassidesse 71 ja 7~ jaotamine toimub meie postuleerimise tdpsusega
ja on meelevaldne.

Teoreem 3.2 (vt [Nabl teoreem 1.3.3]). Olgu A = [A%],,_, , 5, Lorentzi teisendus,
see tihendab A € Lag ja olgu {e,} ruumi M ortonormeeritud baas. Jirgmised
vdited on samavddrsed:

(i) A on ortokroonne;

(ii) A sailitab koikide nullpikkusega vektorite ajakoordinaadi mdirgi, see tahendab,
kui u = u®e, on nullpikkusega, siis arvud u* ja 0* = A*u® on sama mdrgiga;

(i) A sdilitab koikide ajasarnaste vektorite ajakoordinaadi mdrgi.
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Toestus. Olgu u = u%e, € M ajasarnane voi nullpikkusega vektor. Cauchy—
Schwartz—Bunjakowski vorratusest ruumis R? saame

3 3
(ALl + AL? + Atd)? < (Z (Aa)?) (Z (uj)2) | (3.1)
i=1 j=1
Sooritades niitid vorduses asenduse a = b = 4 saame
(%) + (M%) + (A%)" = (A%)" = -1,
milllest jéarleldub
(A%)" > (M) + (A%)" + (A%)”. (3.2)
Et u # 0, siis tingimustest ja saame
(AL + Au? + A%®)? < (M)’
mille voime ruutude vahe valemit kasutades kirjutada kujul
(A u' + Au® + A'ye® — Ayut) (A et + A 4+ A + AYut) <00 (3.3)

Defineerides v € M vordusega v = Aje! + Alye? + Alye3 — A% e? on v ajasarnane
vektor, kusjuures seose (3.3)) saame esitada kujul

g (u,v)a* <0. (3.4)

Viimane vorratus iitleb meile, et arvudel g (u, v) ja 4* on erinevad mérgid. Niitame
viimaks, et A%, > 1 siis ja ainult siis, kui arvudel u* ja 4* on samad mirgid. Selleks
oletame esmalt, et A*, > 1. Kui u* > 0, siis teoreemi jéirgi g (u,v) < 0 ja seega
pohjal a4 > 0. Kui u* < 0, siis g (u,v) > 0, ja seega 4* < 0. Kokkuvottes
jireldub vorratusest A, > 1, et u? ja 4* on samamérgilised. Analoogiliselt saab
niiidata, et kui A%, < —1, siis u? ja 4* on erimirgilised. O

Teoreemi toestusest saame teha jargmise olulise jarelduse.

Jareldus 3.2. Kui A on mitteortokroonne, siis ta muudab koikide ajasarnaste ja
nullpikkusega vektorite ajakoordinaadi mdrgi.

Jéarelduse tulemust arvestades on moistlik edasises uurida vaid hulga Lgpy ele-
mente, mis on ortokroonsed. Kuna sellised Lorentzi teisendused ei muuda aja-
sarnaste ega nullpikkusega vektorite ajakoordinaadi maérki, siis voime konkreet-
suse mottes piirduda vaid selliste ortonormaalsete baasidega {ey, €2, e3,e4} ning
{€1, €9, 63,64}, kus ey ~ é,. Tuletame meelde, et siinjuures ei ole vahet kumba

24



faktorhulga M/~ ekvivalentsiklassi elemendid e4 ja é, kuuluvad, sest nende ekvi-
valentsiklasside tépne fikseerimine on meelevaldne.

Meenutades veel seost 1} siis saame kirjutada det (ATnA) = det 7, millest
tuleneb (det A)* = 1. Jérelikult kehtib kas

detA=1 voi detA=—1,

ja seejuures iitleme, et A on Lorentzi pdristeisendus, kui det A = 1.

Lause 3.1. Hulk £ := {A € Lgg: detA = 1, A*, > 1} on korrutamise suh-
tes riihma Lag alamrihm, see tihendab ortokroonsed Lorentzi pdristeisendusused
moodustavad rihma.

Toestus. Veendumaks, et hulk £ on rithm néitame, et ta on kinnine korrutamise
ja poordelemendi votmise suhtes. Olgu A, A;, Ay € L. Paneme téihele, et

det (AlAg) = det A1 det AQ =1
ja seose (12.7)) pohjal
det A7! = det (nATn) = (=1)*det AT = det A = 1.
Seose 1) pohjal on ilmne ka (A‘1)44 = (AT)44 = A%, > 1. Veendumaks, et
(A1hs)", > 1 tihistame @ = ((A1)"), (A1)'y, (A1)Yy) Ja b = (M), (A2)%y, (M2)%))

ning skalaarkorrustise a - b all motleme eukleidilist skalaarkorrutist ruumis R3.
Selliseid tahistusi arvestades véime kirjutada

(A1) = (A1) (A2)'y + (M), (A2)?s + (M) (M2), + (A1), (Ao), =
=d-b+ (M) (Ay)).

Vottes valemis 1) a = b =4 saame ((A1)44)2 —d-d =1, millest
. 2
@l =/ ((A)")" =1 < (M)

Analoogiliselt saame valemist 1) et \5| < (A2)44 ja seega kokkuvottes
@bl < lallb] < (A1), (A2)', -

Viimane aga tédhendab, et (A1As) > 0, millest piisab, et kehtiks (A;Az) > 1.

Toepoolest, kui A € Loy ja téhistame & = (A—All Ny A—43>, siis ([2.3)) pohjal

A447 A447 A44

= () (A)  (A) - () = - () a-ea.
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Viimane vordus saab kehtida vaid juhul, kui 1 — ¢- ¢ > 0. Jérelikult

) 2
<<A>44> B 1—15.52 !

A\ 4 A\ 4

ehk kehtib kas (A) > 1 voi (A) < 1. Sellega oleme naidanud, et £ on rithm.
4 4

0

Mairkus 3.1. Rithma £ lausest [3.1] nimetatakse sageli Lorentzi rihmaks, nagu ka
rithma ,CG H-

Jargnevalt vaatleme lihemalt hulga £ alamhulka R, mille elemendid avalduvad
kujul

R, Ry, R, 0
RS, R, R% 0
0 0 0 1
kus (R';). i_ 1.2, On ortogonaalne ja unimodulaarne, see tahendab (RY) = (Rij)T

ja det (R';) = 1. Mérgime, et tdepoolest R € L, sest R*, = 1 definitsiooni jérgi
ning kasutades Laplace’i teoreemi saame det R = 1-(—1)***-det (R’;) = 1. Samuti
on tdidetud ortogonaalsuse tingimus (2.4)) kuna

an= () 9140 9)=( (D 2)-
_ ((RZ-)T (7)) 0-0 ) _ ((RZ)1 (r) 0 ) _

0-0 —1-1 0 —1

(5 %)=

Paneme veel téhele, et hulk R on rithm. Téepoolest, kui Ry, Ry € R, siis

RlRF(OR&%) g) ((<R;>%> g>:<(<Rl>%> ((2))) 0)

0 1

ja seega (R R2)*, = 1 ning

det (((Rl)ij) ((Rz)ij)) — det ((Rl)ij) det ((Rl)ij) ~1.
Teisalt, kui R € R, siis valemist saame

o == (V) 0y ()7 0 (R 0)
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Jarelikult (R1)", = 1 ning det ((R™1)'}) = det (R)" = det (R',) =1

Et hulga R elemendid kirjeldavad koordinaatide teisendusi, mis pdoravad ruu-
mikoordinaate, siis iitleme teisenduse R € R kohta pdore ja rithma R nimetame
rithma £ pdédrete alamriihmaks.

Lause 3.2. Olgu A € L. Jirgmised vdited on samavddrsed:
(i) A on pdire, see tihendab A € R;
(i) A, =A%, =A3, =0;
(iii) A% =AY =AY =0;
(iv) A, =1.
Téestus. Implikatsioonid (i) = (ii), (i) = (iii) ja (i) = (ii) on poorde definitsiooni
arvestades ilmsed.
Naitamaks, et (ii), (iii) ja (iv) on samavéirsed mérgime, et fikseerides seostes
ja sobivalt indeksid saame
(ML) + (A%)" + (A%)" = (A%)" = -1,
(M) 4 (M) + (M%) = (A1) = -1,

2

Vottes arvesse, et A on ortokroonne, siis A, > 1 ja seega saame kirjutada
(AY)* + (A% + (A%)" — 1> —1,
(M%) + (A%)* + (A%) — 1> —1,
mis saab aga voimalik olla vaid juhul, kui A', = A%, = A3, = A*, =AY, = A% =0.

Toestuse 1opetamiseks jadb veel nédidata, et kui A € £ ja kehtib (ii) (ja see-
ga ka (iii) ning (iv)), siis (Aij)i,j=1,2,3 on ortogonaalne ja unimodulaarne. Vérdps
det (Alj) = 1 on toestatud osas, kus niitasime, et R on riithm ja seega on (A’j)

ortogonaalne. Jai#b veel niidata, et (Aij)_1 = (Aij)T. Selleks arvutame blokk-

maatriksi pooramise eeskirja jargi A=
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() () Mo (1-o(a) o) To(ay) T —(ay) Mo (1-o(an) o)
~(1-0(a) o) o) (1-0(a%)™"0) -

. ((A%)l 101) _ ((A%)l g) |

T
Osas, kus niitasime, et R on rithm tuli ka viilja, et A=! = <(A6) (1)), millest

(Aij)f1 = (Aij)T chk (A%;) on ortogonaalne. Kokkuvdttes oleme néidanud, et A
on podre, nagu tarvis. ]

3.2 Poincaré rithm

Vottes arvesse Pythagorase teoreemi tdhendust kahemootmelisel tasandil, iildi-
stame kahe punkti vahelise kauguse moiste kahe siindmuse vaheliseks kauguseks
Minkowski aegruumis.

Definitsioon 3.2. Olgu x = % jay = y*, a = 1,2, 3, 4, kaks siindmust Minkowski
ruumis M. Siindmuste z ja y vaheliseks kauguseks nimetame reaalarvu s, mis on
defineeritud valemiga

s=s(x,y) = N (z* — y*) (xb —yb) ,a,b=1,2,3,4,
kus 1 on Minkowski ruumi meetrika.

Meenutame, et Minkowski ruumi pseudoortogonaalteisendus L on defineeritud
kui kujutus, mis séilitab skalaarkorrutise g. Olgu x,y € M. Osutub, et kujutuse
L ortogonaalsusest jareldub lihtsasti, et siindmuste = ja y vaheline kaugus sama,
mis siindmustel Lz ja Ly, see tahendab s (z,y) = s (Lz, Ly). Téepoolest, kui A on
kujutuse L maatriks, siis valemi abil saame kirjutada

s (Lx, Ly) = nap (A 2° — A y?) (Ab ¢ — Abdyd) =
= N A%, (2 — o )Ab ( —y') =

= A A’ (2 — ( )
=1 (2°—y°) (wd —y') =
= s(x,y).
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Olgu n € Mat,; R komponentidega n% a = 1,2,3,4 mingi fikseeritud 1 x 4
reaalne maatriks. On viga loomulik oletada, et siindmuste x ja y jdigal nihutamisel

P =ab+nb PP =y"+n, b=122314, (3.5)

ruumis M nende siindmuste vaheline kaugus ei muutu. Arvestades meie antud
kauguse definitsiooni see nii ilmselt ka on. Seejuures teisendusi (3.5)) nimetame
nihketeisendusteks.

Kokkuvottes oleme leidnud kaks kujutuste klassi, nihked ja (homogeensed)
Lorentzi teisendused, mille suhtes ruumi M siindmuste vaheline kaugus on inva-
riantne. Uldisemalt nimetame teisendust, mille suhtes siindmuste vaheline kaugus
on invariantne suurus stmmeetriateisenduseks. Péorame jargnevas pisut téhele-
panu sellistele siimmeetriateisendustele, mille me saame, kui vaatleme nihkeid koos
Lorentzi teisendustega.

Definitsioon 3.3. Olgu A € Ly Lorentzi teisendus ja n € Mat,; R mingi nihke-
teisenduse maatriks. Poincaré teisendusekﬂ nimetame kujutust kujul

M3z A%t +nbe M
ja tihistame paarina {n, A}[[7
Definitsioon 3.4 (vt [BR]). Koikide Poincaré teisenduste hulka
P={{n,A}: neMaty; R,A € Lou}

koos tehtega o: P x P — P, {ni, A1} o {na, As} — {n; + Ains, AjAs}, nimetame
Poincaré riihmaks. Seda rithma téhistatakse siimboliga P.

Veendumaks Poincaré rithma defintsiooni korrektsuses piisab néidata, et hulk
P varustatuna tehtega o: P x P — P moodustab toepoolest rithma. Olgu meil
selleks fikseeritud kolm Poicaré teisendust {ni, A1}, {ns, Ao} ja {ns, As}. Esiteks
mérgime, et Ajny € Maty; R ja seega ka ny + Ajng € Maty1 R ja AqAy € Loy,
sest Lgy on rithm maatriksite korrutamise suhtes ja seega {ny, A1} o{ng, Ao} € P.
Assotsiatiivsus on vahetult kontrollitav:

({r1, Ar} o {no, Ao}) o {ns, As}t =
= {n1 4+ Aing, AiAs} o {ng, A3} =
= {n1 + Aing + AAong, AiAs A3} =
= {n1 + A1 (ng + Aanz) , A1 (A2A3)} =
= {n1, A1} o {ny + Asng, AoAs} =
= {n1, A1} o ({n2, Ao} o {ns, As})

9Jules Henri Poincaré (1854-1912) — prantsuse matemaatik.
10Vahel kasutatakse Poicaré teisenduse asemel terminit mittehomogeenne Lorentzi teisendus.
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Lihtne on néha, et iihikuks sobib votta {0, E'} ja seega on Poincaré teisenduse
{n1, A1} poordelemendiks teisendus {— (Ay)”" ny, (Ay) "'}, sest

n 4 A (= (M) ) =n — Eny =0ja A (A) " = E.

Kokkuvottes oleme nédidanud, et Poincaré rithm P on oma algebralistelt omadus-
telt toepoolest rithm.

Kuna teisendusi, mis séilitavad punktide vahelisi kaugusi nimetatakse isomeet-
riateisendusteks ja Poincaré teisendused séilitavad ruumi M siindmuste vahel kau-
gused, siis 6eldakse Poincaré rithma kohta Minkowski ruumi isomeetriarihm.

Mirkus 3.2. Paneme téhele, et kui vaatleme selliseid Poincaré teisndusi {n, A;}
ja {ng, As}, mille korral ny = ny = 0, siis on meil tegelikult tegu Lorentzi teisen-
dustega ja seejuures nende teisenduste korrutised on samad Lorentzi ja Poincaré
rithma kontekstis.
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4 Minkowski ruum teoreetilises fiiiisikas ja
diferentsiaalgeomeetrias

4.1 Lie algebra

Definitsioon 4.1. Vektorruumi L nimetatakse Lie algebraks'} kui on méiratud

bilineaarvorm | , |: Lx L — L, mis on antikommuteeruv, see tiahendab suvaliste
u,v € L korral [u,v] = — [v,u], ja kehtib Jacobi samasus
[u7 [U’ w“ + [U’ [wv u]] + [w7 [U>UH =0,

kus u,v,w € L.

Bilineaarvormi [ , |: L x L — L Lie algebra definitsioonist nimetatakse kom-
mutaatoriks.

Piltlikult voib 6elda, et kommutaator méodab, kui palju on Lia algebra elemen-
did mittekommuteeruvad.

Definitsioon 4.2. Olgu L 16plikumootmeline Lie algebra ja {¢;}7_; selle Lie al-
gebra vektorruumi bass. Kui tahistame [t;, ;] = cfjtk, kus 7,5 € {1,2,...,r}, siis

arve cfj nimetame Lie algebra struktuurikonstantideks.

Markus 4.1. Lie algebrate kontekstis nimetatakse baasivektoreid sageli ka Lie
algebra generaatoriteks.

Lie algebra struktuurikonstantide definitsiooni pohjal on selge, et struktuuri-
konstantide vaartus soltub Lie algebra baasi valikust. Lisaks saame vahetult kom-
mutaatori antikommuteeruvusest

cijte = [t t] = — [tj, t:] = —cfit
ehk
ij _ _C;?w (41)

kus t;,%;,1, on Lie algebra generaatorid.

Kasutades Jacobi samasust baasivektoritele tuletame niiiid seosed struktuuri-
konstantide jaoks:

1 Marius Sophus Lie (1842-1899) — norra matemaatik.
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[ti, [t5: te]] + [t5, [te, ta]] + [th, [ti, 85]] = O,
[ti, iti] + [ty chati] + [te, i) =0,
Cé‘k [ti, tl] + Cgm- [tj, tl] + Cij [tk, tl] = 0,

I m I m I m .
CikCit tm + CpiCiitm + ¢iCptnm = 0,

I m I m I m __
CipCii + CiCl + CijCy = 0.

Kokkuvottes saame Lie algebra generaatorite kohta sonastada jargmise téhtsa
tulemuse.

Lause 4.1. Lie algebra on tdelikult mddratud tema generaatorite kommutatsiooni-
eeskirjadega ehk struktuurikonstantidega.

Niide 4.1. Vaatleme teist jirku ruutmaatriksite hulka su(2) C Mat, C, mille
element u € su (2) rahuldab tingimusi

Tru =0, (4.2)

ul +u=0. (4.3)

Siin u" = 4’ ja maatirksit u, mille korral tingimus (4.3)) kehtib, nimetatakse anti-
Hermate’s maatriksiks.

Veendume, et su (2) koos tavalise maatrikskommutaatoriga [u,v] = uv — vu,
u,v € su(2), on Lie algebra.

Olgu u,v,w € su(2). Kdigepealt mérgime, et

(u+v)+ w+v) =u+v+u"+0f =0,
Tr(u+wv) =0
ehk u+v € su(2). Veendumaks, et su (2) on Lie algebra, piisab niitid veel néidata,
et kommutaator [ , | rahuldab definitsioonis antud tingimusi ning kehtivad
[u,v] € su(2) ja Tr[u,v] = 0.
Paneme téhele, et definitsiooni jargi [u,v] = uv — vu = — (vu — wv) = — [v, U]
ning kehtib Jacobi samasus, sest
o, [ )]+ [o, [, ]+ o, [, 0] =

= [u, vw — wv] + [v, Wwu — vw| + [w,uv — Vu] =

= [u, vw] — [u, wv] + [v, wu] — [u, vw] + [w, w] — [w, vu| =

= WW — VWU — YWV + WU + VWU — WUV —

— vuw + uwv + wuv — uwvw — wou + vuw = 0.
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Seega on definitsiooni 4.1|eeldused téaidetud. Méarkuse (1.2 pohjal Tr (uv) = Tr (vu),
millest saame Tr[u,v] = 0. Lopuks paneme veel tihele, et [u,v] + [u,v]" = 0.
Téepoolest, kuna vl = —u ja v = —v, siis

' = v — vu + (uwv —ou)’ =

[, ] + [u, v
= uv — vu+ (w)’ — (vu) =
= uv —vu + vl —uhl =

=uwv —ovu + vu —uv = 0.

Naites toodud Lie algebrat su (2) nimetatakse teist jarku spetsiaalsete uni-
taarsete maatriksite Lie algebraks. Osutub, et Yang-Millsi véljateooriaﬁ on Lie
algebral su (2) viga tihtis roll seoses lagranziaani siimmeetriatega@. Teiselt poolt,
kéesoleva t60 seisukohast on vahest isegi olulisem mérkida, et Lie algebrat su (2)
kasutatakse Lorentzi rithma spiinoresituse konstrueerimiseks.

Uurime edasises veel pisut Lie algebra su (2) omadusi. Tingimusest

NGO

millest saame jargmised tingimused:

a+a=0,
b+c=0.

Vottes a = v+ 1, siis peab kehtima v +ip+v —ip = 0 ehk v = 0, millest a = ip.

et u € su(2) peab omama kuju u = (CCL b ) . Arvestades ka tingimust

seega kehtima

- . . ) b
Vottes veel arvesse, et ¢ = —b, siis saab maatriks v kuju u = (Z_% _w), kus

b=x+1iy € Cjax,y,o € R. Viimane aga tdhendab, et maatriksis v on lineaarselt
soltumatuid reaalseid komponente kolm ehk dimg su (2) = 3. Arvestades téhistust
b = x + iy saame kirjutada

i 0 0 1 0 i
e 5 (Ga) (o)

12Yang-Millsi viljateooria on kalibratsiooniviljateooria, mille eesmirk on kirjeldada mit-
tekommutatiivse rithmateooria, kvantkromodiinaamika ja norga ning elektromagneetilise vas-
tasmoju ithendamisel elementaarosakesi.

BLagranziaan ehk Lagrange’i funktsioon on funktsioon, mis kirjeldab siisteemi diinaamikat.
Lagrangian on oma nime saanud itaalia matemaatiku Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) jérgi.
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Sellega oleme leidnud Lie algebra su (2) baasi ehk generaatorid:

(0 i (01 (i 0
pl_ Z OJ p2_ _1 O ) :03— O _Z .

Paneme téhele, et korrutades su(2) generaatoreid pq,ps, p3 arvuga —i ning
tahistame saadud maatriksid vastavalt oy, 09, 03, siis saame maatriksid

. 0 1 ) 0 —2 . 10
01 = —1-p1 = 1 0/ O = —1- P2 = i 0 ) 03 = —1-p3 = 0 1)/’

mis on tépselt Pauli maatriksitd'] baas. Pauli maatriksitel on teoreetilises fiiiisikas
véga téahtis roll.

4.2 Lie algebra esitus

Definitsioon 4.3. Olgu V vektorruum ja L Lie algebra. Me iitleme, et lineaar-
kujutus ¢: L — LinV on Lie algebra L esitus, kui ta siilitab kommutaatori, see

tdhendab iga u,v € L korral [¢ (u), ¢ (v)] = ¢ ([u, v]).

Definitsioon 4.4. Lie algebra L esitust ¢»: L — Mat, R nimetatakse maatrikse-
situseks.

Lause 4.2. Olgu L Lie algebra. Kujutus ad: L — Lin L, adu (v) := [u,v], kus
u,v € L, on Lie algebra L esitus.
Toestus. Arvestades kommutaatori lineaarsust ja seda, kuidas me kujutuse ad

defineerisime, on lineaarsus ilmne.

Veendumaks, et kujutus ad: L — Lin L on toepoolest Lie algebra esitus, tuleb
veel kontrollida, et kehtib vordus [ad uy, ad us] (v) = ad [u, us] (v). Selle vorduse
annab meile Jacobi samasus, kuna

0 = [u, [ug, v]] + [uz, [v,u1]] + [v, [ur, ug]] =

= [ug, [ug, v]] + [ug, — [u1,v]] — [[u, us] ,v] =
= [un, [ug, v]] = [ug, [ur, v]] — [[u, ua] , ],
ehk [uq, [ug, v]] — [ug, [u1, v]] = [[u1, us] , v] ja seega
[ad uy, ad ug] (v) = [uy, [ug, v]] — [ug, [u1,v]] = [[u1, us] ,v] = ad [uy, us] (v),
ehk ad: L — Lin L on toepoolest Lie algebra L esitus. 0

MWolfgang Ernst Pauli (1900-1958) — austria fiiiisik, iiks kvantmehaanika rajaid.
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Definitsioon 4.5. Esitust lausest nimetame Lie algebra L adjungeeritud esi-
tuseks.

Niide 4.2. Leiame Lie algebra su (2) baasi {p1, p2, p3} adjungeeritud esituse
{ad P1, ad P25 ad IO3}

maatrikskuju. Arvestades adjungeeritud esituse definitsiooni, tuleb meil selleks
arvutada vektorid ad p; (p1),ad p1 (p2),...,ad ps3 (p2) ja ad ps (ps3). Teemegi seda:

ad py (p1) = [p1, p1] = p1p1 — p1p1 =0,

ad p1 (p2) = [p1, p2] = p1p2 — p2p1 = —2ps,

ad p1 (p3) = [p1, p3] = p1p2 — p3p1 = 2ps,

ad p (p1) = [p2, p1] = — [p1, p2] = —ad p1 (p2) = 2p,
ad pa (p2) = [p2, p2] = pap2 — p2p2 = 0,

ad pg (p3) = [p2, p3] = pap2 — pap2 = —2p1,

ad p3 (p1) = [p3, p1] = — [p1, p3] = —ad p1 (p3) = —2p2,
ad p3 (p2) = [p3, p2] = — [p2, p3] = —ad pa (p3) = 2px,
ad p3 (p3) = [p3, p3] = p3ps — p3ps3 = 0.

Saadud vorduste pohjal voime niiiid kirjutada

0 0 0 00 —1 0 10
adpr =20 0 1], adpm=2[00 0], adps=2|-1 0 0],
0 -1 0 10 0 0 00

mis tdhendab, Lie algebra su(2) adjungeeritud esituse baasiks sobib kolmandat
jarku antistimmeetriliste maatriksite siisteem

0 0 0\ /00 —1 0 10
0 0 1],{oo o],[-100
0 -1 0 10 0 0 00

Osutub, et saadud maatriksid moodustavad kolmemootmelise ruumi poorete
rithma Lie algebra baasi. Sellega oleme sisuliselt ndidanud, et tegelikult on Lie
algebra su (2) ja poorete rithma vahel viga tihtis seos.

4.3 Lie rithm

Definitsioon 4.6. Rithma G nimetatakse Lie rihmaks, kui ta on diferentseeruv
muutkond ja tema (rithma) tehe on diferentseeruv.
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Definitsioon 4.7. Olgu G Lie rithm ja e selle rithma iihikelement. Rithma G
puutujaruumi 7,G punktis e nimetatakse Lie rithma G (poolt méératud) Lie al-
gebraks.

Osutub, et eespool vaatluse all olnud Lorentzi rithm Lgy ja Poincaré rithm
P on oma matemaatilistelt omadustelt koguni Lie rithmad [AK] peatiikk Poincaré
algebral. Et selle viite formaalne tdestamine nouab palju tehnilist t66d ja tulemusi
diferentsiaalgeomeetriast ning Lie algebrate teooriast, siis jatame siinkohal range
toestuse andmata ja piirdume vaid faktilise teadmisega.

Et edasist teooriaarendust oluliselt lihtsustada, on jargnevas otstarbekas piir-
duda vaid Lie maatriksrithmade vaatlemisega. Samas mérgime, et kuna maat-
riksrithmad moodustavad viga suure ja olulise rithmade klassi, siis koik tdhtsamad
rithmad, muuhulgas ka selles t66s késitletavad juhud, jaavad kaetuks ka pérast sel-
lise kitsenduse lisamist. Niisiis, koikjal selles paragrahvis eeldame, et kui tegemist
on Lie rithmaga, siis see rithm on maatriksrithm.

Lie rithmade teoorias noidatakse, et igale Lie rithmale vastab tema Lie algeb-
ra. Meie uurime jargnevalt, kuidas tekib Lie riithma poolt méaratud Lie algebra
kommutaator. Olgu G Lie maatriksriithm ning FE selle rithma iihikelement. Kuna
G on Lie rithm, siis definitsiooni jérgi on G' ka muutkond. Muutkonnal G' vGime
vaadelda parameetrilist joont ¢ (t) € G, t € (—9,6), kus § € R on mingi fiksee-
ritud arv ja nduame, et g (0) = E. Sel viisil saame muutkonna G puutujavektori
v =¢"(0) € TgG punktis E.

Fikseerime elemendi h € G. Niiiid méadrab meie fikseeritud h loomulikul viisil
automorfismi g — h-g-h~'. Nii voime vaadelda joone h- g (t) h~' puutujavektorit
vp. Meie eesmérk on vélja selgitada millises vahekorras on puutujavektorid v ja vy,.

Oletame jargnevalt, et meil on muutkonnal G antud kaks parameetrilist joont
g(t) ja h(t), t € (—0,0), selliselt, et g(0) = h(0) = E. Sellisel juhul voime
vaadelda kommutanti g () h (t) g~* (t) h=! (t), kusjuures on selge, et kommutatiivse
rithma korral annab vaatluse all olev kommutant tulemuseks alati iihikelemendi
E. Lie rithmade teooriast on histi teadd| fakt, et kui G on Lie maatriksriihm,
siis eksisteerib siirjektsioon exp: TpG — G, kus TG on rithma G iihikelemendi
puutujaruumi Lie algebra. Seega saame leida A, B € TG selliselt, et g (t) = 4
ja h(t) = e'B.

Nonda saame kommutandi g (t) h () g~ (t) h™ (t) arvutamise taandada juba
Lie algebrale TrG, sest arvestades eelnevat ja maatrikseksponendi omadusi, kehtib
vordus g (t)h(t) g7t () b1 (t) = eetBe4e™tB. Viimast oskame aga juba viilja
arvutada:

15Vaata niiteks [Kir, Exponential map].
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g h(t) g ()R (t) = eePe e =
( +At+;A2t2 )(

1 242 1 2,2
E — At+2At E—Bt+§Bt—... =

+(A+B—-A—-B)t

1
E+Bt+§B2t2+...>

1 1 1 1
+(AB—A2—AB—BA—BQ+AB+§A2+§B2+§A2+532)t2+...
=E+0t+(AB—-BA)t* +... =

=E+[A B]t* +

Meie arvutused néitavad, et esimeses lahenduses on Lie maatriksrithm kommu-
tatiivne (see tuleneb asjaolust, et lineaarliitkme ¢ kordaja on null). Kui aga arves-
tame saadud valemis ka ruutliikmeid, siis tekib avaldis [A, B] = AB — BA, millega
saab moota rithma mittekommutatiivsust. See ongi vastava Lie algebra kommutaa-
tor. Kokkuvottes oleme andnud skeemi kuidas konstrueerida Lie maatriksrithmale
vastav Lie algebra.

4.4 Minkowski superruum

Teoreetilise fiiiisika vajadustest ldhtudes on sageli otstarbekas vaadelda siind-
musi ja fiiiisikalisi protsesse mitte ainult neljamdotmelises aegruumis, vaid hoopis
iildisemas d-mootmelises Minkowski superruumis. Selles alapeatiikis uurime pisut
vabamas vormis, mida Minkowski superruum endast kujutab ja kuidas ta on seo-
tud tavalise Minkowski aegruumiga. Alustuseks defineerime superruumi ja super-
algebra.

Definitsioon 4.8. Vektorruumi V nimetatakse supervektorruumiks ehk superruu-
maks, kui ta esitub otsesummana V = V5 @ Vq, kus V5 ja V7 on vektorruumi V
alamruumid ja Vg elemente nimetame paarisvektoriteks ning V1 elemente paaritu-
teks vektoriteks.

Kui vektor x € V kuulub kas alamruumi Vg voi alamruumi V7, siis {itleme, et
see vektor on homogeenne. Homogeense vektori x korral voime vaadata kujutust
p: V — Z,, mida nimetame paarsuseks ja mille defineerime jarmiste vordustega:

6, kui x € V@,
p(@) =92 .
1, kuix e V.
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Viimast arvesse vottes on véiga loomulik superruumi kohta 6elda ka Zs-graduee-
ritud vektorruum. Tegelikult ongi supermatemaatika pohilisteks uurimisobjekti-
deks Zs-gradueeritud struktuurid. Teoreetilise fiiiisika seisukohalt on superruumil
eriti tdhtis roll, kuna see annab voimaluse iihes avaldises siduda oma iseloomult
téiesti erinevad fermionid ja bosonid, see on aine- ja véljaosakesed. Analoogiliselt
nagu me defineerisime supervektroruumi, iildistame ka tavalise algebraE] moistet,
ja defineerime tema superanaloogi.

Definitsioon 4.9. Olgu supervektorruumil A antud binaarne lineaarne algebrali-
ne tehe o (see tihendab supervektorruum A on algebra). Me {itleme, et supervek-
torruum A on superalgebra, kui tehe o rahuldab tingimust

plroy)=p(@)+py),
kus z ja y on supervektorruumi A suvalised homogeensed elemendid.

Sageli kasutatakse kirjanduses superalgebra asemel ka terminit Zs,-gradueeritud
algebra. On ilmne, et superalgebra assotsiatiivsus ja iihikelement defineeritakse
nagu tavaliselt. Veidi teistsugune sitatsioon on kommutatiivsusega, siin seab ele-
mentide paarsus kommutatiivsusele iihe lisatingimuse. Defineerime superalgebra
A homogeensete elementide kommutaatori seosega

1)p(x)p(y)

[z,yl =xoy— (- yor,

kus z,y € A. Kui iga kahe suvalise elemendi a, b € A korral [a, b] = 0, siis nimetame
superalgebrat A kommutatiivseks.

Tuntuim ja praktikas ilmselt enim kasutust leidev superalgebra nédide on Grass-
manni algebra. Osutub, et Grassmanni'’| algebral on oluline roll ka Minkowski
superruumi kontekstis. Seetdttu teeme siinkohal Grassmanni algebraga ka pisut
lahemalt tutvust.

Definitsioon 4.10. Me iitleme, et iihikelemendiga assotsiatiivne algebra on Grass-
manni algebra, kui temas leidub 16plik moodustajate siisteem {6',6% ... 6™},
m € N, mille elemendid rahuldavad tingimusi

(i) suvaliste i,j € {1,2...,m} korral 6’07 = —076"
(ii) 6162...6m # 0.

Grassmanni algebrat, mille moodustajate siisteem koosneb m elemendist tédhistame
siitmboliga G™.

16 Tuletame meelde, et algebraks nimetatakse vektorruumi V temal defineeritud binaarse
tehtega o: V x V — V, kui tehe o on mélema argumendi suhtes lineaarne.
"Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) — saksa matemaatik.
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Vahetult definitsioonist saame Grassmanni algebra G™ kohta teha iihe olulise
jarelduse. Kui votame definitsiooni tingimuses (i) indeksid i = j, siis saame
010" = —0'6", millest (01‘)2 = 0. See tingimus iitleb viiga palju Grassmanni algebra
elementide kuju kohta. Nimelt, kuna {#',6% ... 0™} on moodustajate siisteem,
siis saame suvalise £ € G™ panna kirja poliinoomi kujul, ja et (0’)2 = 0 koikide
i € {1,2,...,m} korral, siis moodustaja 6" kas kuulub selle poliinoomi liidetavate
hulka parajasti iiks kord, voi iildse mitte. Niisiis elemendi £ iildkuju on

E=ae+ Y b+ .+ D iy 0i0h .0,
% i1i2---im
kus e on g™ tiihikelement.

Grassmanni algebra supervektorruumi struktuur tekib viga loomulikul viisil.
Kahte tiilipi homogeenseteks elementideks sobib votta esiteks paarituarvuliste
muutujate arvuga elementaarmonoomide lineaarkombinatsioonid kujul

Z Oéili2_._i2r+19192 Ce 927’—&—1) (44)

0150082041

ja teiseks paarisarvulise muutujate arvuga elementaarmonoomide lineaarkombi-
natsioonid kujul

ST Qg 06267, (4.5)

U1 yeees02p

kusjuures molemas avaldises r € {1,2,..., % |}. Seejuures elemente, mis on kujul
(4.4) nimetame algebra G™ paarituteks elementideks ja elemente kujul paaris-
elementideks. On kerge veenduda, et sel viisil paariselemendid kommuteeruvad ja
paaritud elemendid antikommuteeruvad. Lisaks on selge, et kui £ ja 7 on algebra
G™ mingid homogeensed elemendid, siis

p(&-n)=p&)+p), (4.6)
kus p téhistab paarsust. Elementide £ ja n kommutatsioonieeskirjade kohta saame
niiiid mérkida € - = (=1)POPM 5. ¢ kus (-=1)° = 1ja (—1)' = —1.

Paaris- ja paaritud elemendid moodustavad ruumis G™ alamruumid. Tahistame
neid vastavalt GI* ja GI. Paneme tihele, et valemi phjal on alamruum G
koguni algebra ¢™ alamalgebra. Niiiid, kuna Qam U g%” = {0}, siis saame mistahes
¢ € g™ lahutada paaris- ja paaritute elementide summaks ehk teisi sonu Grass-
manni algebra g™ on lahutatav alamruumide G5* ja G* otsesummaks. Niisiis

G" =graogr
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ja Grassmanni algebra on toepoolest superalgebra.

Sellega oleme kirjeldanud piisava aparatuuri, et defineerida klassikalise Min-
kowski ruumi superanaloog, Minkowski superruum.

Definitsioon 4.11. Olgu d € N ja {#',6?, ...,6™} Grassmanni algebra G™ moo-
dustajate siisteem. Hulka {z#, 0%}, kus « = 1,...,m ning z*, p = 1,...,d, on
klassikalised kommuteeruvad koordinaadid, nimetatakse d-madotmeliseks Minkows-
ki superruumiks, mida tihistame SM.

Vahel eristatakse Minkowski superruumi definitsioonis selguse mottes Grass-
mani algebra moodustajate paarsust ning téhistuse {x#, 0%} asemel kirjutatakse

{x“, 05, 0%}, kus 0% ja 07 on vastavalt paaris- ja paaritud moodustajad.

Osutub, et Minkowski superruumis saab defineerida funktsioonid, tuletised ja ka
integraalid. Tutvustame jargnevas néidete varal ja rangeid definitsioone andmata,
mida nende terminite all superruumis moeldakse. Ruumi SM funktsiooniks F
nimetame Grassmanni algebra véirtustega funktsiooni, mille véime kirja panna
kujul

F(a",0%) = ¢ () + g (a") 0 + 05,0, (27) 07107+

+ ¢21a2a3 (") 010209 + ...+

+ U0 g, (@) 00072 O™,
kus @, 08, V2 nor s VL oy, O0 mingid (analiiiitilised) funktsioonid, mille muu-
tumispiirkonnaks on korpus, iile mille me vaatleme algebrat G™. Méarkimist vaérib
asjaolu, et nii saab koik Minkowski superruumi funktsioonid esitada 16plike sum-
madena, mille liidetavateks on monoomi ja korpuse elemendi korrutis. Ehk kok-
kuvottes on funktsioonidel vordlemisi lihtne struktuur.

Uldistame niiiid meile analiiiisist tuttavat funktsiooni diferentseeruvuse maistet
ka superruumile. On loomulik eeldada, et ka Minkowski superruumis on funkt-
sioonide summa tuletis nende funktsioonide tuletiste summa ja arvuga korrutatud
funktsiooni tuletiseks on see sama arv korda funktsiooni tuletis, just nagu tavali-
selt, see tdhendab

(F+G) =F +G, ja (aF) = aF’,

kus ¢ € K ja F ning G on mingid Minkowski superruumi funktsioonid. Samas
vottes niiiid arvesse, et koik funktsioonid saab kirja panna summadena, mille liik-
meteks arv korda mingi monoom, siis piisab meil niiiid defineerida vaid monoomi
diferentseerimine. Viimane on aga véaga lihtne. Nimelt monoomi

016 .. gy g
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tuletiseks Grassmanni algebra moodustaja 6% jirgi nimetame monoomi, mille saa-
me kui liigutame esialgses monoomis kommutatsioonieeskirju arvestades elemendi
0% selles monoomis esimesele kohale ja seejirel eemaldame ta sealt siilitades mérgi.
See tdhendab

0

g (0707 0h ) = (1) g g g,

Kui monoomis ei leidu moodustajat, mille jérgi diferentseerimine toimub, siis on
tuletis loomulikult null.

Niide 4.3. Leiame monoomide 01030% ja 61620*0° tuletised elemendi #? jirgi.

0

D O0P) = 2 (00) = T (00 = 0
% (6'6%0"6%) = % (~626'6%6°) = —0'66".

Nagu varem juba mainitud, on Minkowski superruumis lisaks diferentseerimise-
le defineeritud ka integreesimise operatsioon. Integraaliks superruumis on nonda-
nimetatud Berezini mtegmaﬁ, mis on lineaarkujutus |, SM den g . .. f% omadu-
sega

/ 01102 . 0% deg= .. 0% =1
SM
ning null muudel juhtudel.

Naide 4.4. Leida funktsiooni F' (z#,6*) Berezini integraal [g,, F (z*,60%) d6'6°6°,
kui F (2, 0%) = 05 + 6102 + 4 () 016%6°.

/ F(2",0%) dy (z") 0'6%0° = / (0° +0'6% + 0'0%6%) d6'6°0° =

SM SM

= [ 0°d0'020° + [ 092 d0'0%0° + | o (a") 0663 46 6%0° =
SM SM SM

=040+ (2 / 010203 d0'0%0° = o (z) - 1 = 1) (a*)
SM

18Felix Berezin (1931-1980) — vene matemaatik.
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On the geometry of Minkowski spacetime

Bachelor’s Thesis
Priit Latt
Summary

We consider a four-dimensional real vector space in which three coordinates
describe the space, and the fourth coordinate describes time. Such a vector space,
equipped with Minkowski metric, is said to be a Minkowski spacetime, denoted M
and sometimes referred just as Minkowski space. In the beginning of 20th century
it emerged from the works of Hermann Minkowski and Henry Poincaré that this
mathematical tool can be really useful in areas like the theory of special relativity.

The first objective of this thesis is to introduce the classical properties of
Minkowski spacetime in a way that doesn’t get into the details about the physical
meaning of the topic. The main focus is on the elements of the spacetime and
the orthogonal maps that describe the transformations of these elements. As this
topic, the Minkowski spacetime, has many applications in physics, most of the lit-
erature on it originates from physics, rather than mathematics. In the books that
are written by physicists, strict proofs are not given properly or they are avoided
entirely. Sometimes physical discussion is considered as a proof, but as shown in
proposition for example, things are not so obvious after all in a mathematical
point of view. In contrary, the aim of this thesis is to fill this gap by giving rigorous
proof to all the statements that are made.

The last part of the thesis takes a new course and tries to introduce tools from
branch of mathematics called differential geometry. Apparatus described there
can be useful not just describing the structure of Minkowski spacetime, but also
wide areas of theoretical physics. At last, we generalize classical spacetime and
present the Minkowski superspace — a space with anticommuting coordinates that
has become a useful tool in the field theory. This is all done in a bit less formal
way.

This thesis consists of four sections.

In the first section we recall such topics that are not strictly connected to the
thesis but have great impact on further understanding of the paper. For example
Gram—Schmidt orthogonalization process is reminded and we prove one of the

fundamental results related to dot product, the Cauchy—Schwartz—Bunjakowski
inequality. We also describe the rules of the multipication of block matrices as
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well as finding the inverse of block matrix. Map called matrix exponential is
introduced as it plays a key role in the final part of the thesis. Considered the
geometrical meaning of the paper we find ourselves stopping for a bit longer to
study the idea of topological manifold.

Second section sets an objective to describe the elements or events of the
Minkowski spacetime. For that we give a strict definition of dot product and
move on to the concept of pseudoeucleidic space. After that we describe the dot
product in Minkowski spacetime, which gives us the metric. It appears that by the
metric we can factorize the elements of spacetime into three distinct classes, these
are spacelike, timelike and nullvectors. The last subsection is there to describe the
orthogonal transformations of Minkowski space, referred as Lorentz transforma-
tions. We show how these transformations can be represented in both coordinates
and matrix form and what is the connection between the transformations and the
metric of M. Finally we prove that the set of all Lorentz transformatioins has a
very natural group structure, the Lorentz group.

In the third section we continue with the observation of Lorentz transforma-
tions. In the firts subsection we take a closer look at the properties of such trans-
formations and concentrate on the most important of them. As a result we find a
rotation subgroup of Lorentz group. We proceed with noting that Lorentz trans-
formations remain the distances invariant. That encourages us to look for other
such transformations that share the same property. As it happens translations are
of this kind and by observing translations with Lorentz transformations together,
we get the symmetry group of Minkowski spacetime, the Poincaré group.

The fourth section takes another course. In this section the objective is to intro-
duce, via more popular approach, the connections between Minkowski spacetime
and differential geometry, and to uncover the term superspace with the surround-
ing mathematics. In the part of differential geometry we define Lie algebra with
its representation and give examples to clear the topic. As expected we then find
ourselves defining Lie group which we later connect with Lie algebra by giving an
informal description. The section, as well as the paper is then finished with the
introduction of Minkowski superspace. For that we define terms such as superal-
gebra and give a well known example, the Grassmann algebra. By avoiding strict
mathematical formalism, we show what are functions on superspace and how to
find integral or derivative of such functions.
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