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I. О пряным, лпнях ь и плоскостяхъ 
въ пространств!*.

§ *45-
плоскостей и 
поверхности и

1) Стерео мет pi я разсматриваетъ различный сочетания 
линий въ пространстве, изучаетъ геометрическ1‘я тела и 
даетъ способы ихъ измерена.

2) Провести плоскость чрезъ данную прямую значить 
провести плоскость такъ, чтобы съ нею вполне совпала данная прямая.

Если прямая имеетъ съ плоскостью тольку одну общую точку, а 
всеми остальными точками лежить вне плоскости, то говорить, что прямая 
пересекавтъ плоскость.

Если прямая лишя пересЪкаетъ плоскость и перпендикулярна къ 
всВмъ прямымч., проведеннымъ въ этой плоскости чрезъ точку пересе- 
чешя, то она называется перпендикуляромъ къ плоскости, а плос­
кость перпендикулярна къ прямой лиши.

Прямая лиши и плоскость параллельны, если оне при произволь- 
номъ продолжены въ обе стороны не nepecbKalTCA; точно такъ же и 
две плоскости параллельны, если не пересекаются, сколько бы оне не 
были продолжены.

3) ДвТ, прямыя, лежапря въ одной плоскости, всегда параллельны, 
если при произвольномъ продолжены не встречаются. Но въ про­
странстве две прямыя могутъ иметь такое пол о женie, что не 
встречаются при п р и з в о л ь н о м ъ п р о д о л ж е н i и, а все таки не па­
раллельны. Положимъ что две плоскости С и О про- 
ходятъ чрезъ прямую АВ, и что изъ двухъ какихъ ни- 
будь точекъ этой прямой возставлены къ ней перпен­
дикуляры АС и BD, одинъ въ плоскости С, другой въ
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Соединить двТ, произвольный точки С и D нря- 
мыхъ ВС и BD AIIHier Ci), которая пересЬкаетъ BE 
въ точкТ, Е, продолжимъ АВ по другую сторону 
плоскости М такъ что BF — АВ, и проведемъ 
АС, АЕ, AD, FC, FE. El). Такъ какь

АС = ЕС и AI) = FD (§ 28, 2), то (§ 24), 
ДАСВ^ЕСГ), слЪд. 2CACB = FCD, и (^ 17) 
Д АСЕ 25 ЕСЕ, слъд. АЕ — ЕЕ, потому (§ 24) 
Д АВЕ 25 j- BE, слТ,д. АВЕ — ЕВЕ, и потому

АВ J BE. '

§ 150. Если три прямыя СВ, DB, ЕВ перпендикулярны 
къ одной и той же прямой АВ въ одной и гой же точкъ В, то 
онВ -находятся въ одной плоскости, которая перпендикулярна 
къ прямой АВ.

Проведемъ чрезъ двТ, изъ этихъ линш ВС и BE 
плоскость СВЕ. Лишя АВ будетъ перпендикулярна къ 
этой плоскости (§ 149). Если положимъ, что BD не 
лежитъ въ плоскости СВЕ, то мы можемъ чрезъ лиши BD 
и АВ провести плоскость АВ4, которая пересЬчетъ СВЕ 
по лиши Bd, такъ что ВС, Bd и BE будутъ лежать въ 
одной и той же плоскости СВЕ. Такъ какъ AB J СВЕ, то АВ пер­
пендикулярна и къ Bd, лежащей въ плоскости СВЕ. Въ такомъ случат 
къ прямой АВ въ одной и той же плоскости ABD чрезъ точку В были 
бы проведены два перпендикуляра Bd и BD, что не возможно (§11), 
слТд. не можетъ быть также, чтобы лишя BD лежала внТ плоскости СВЕ.

СлТдств1е. Если прямой уголъ ABD обращается около 
одной изъ с в о и х ъ ст о р о нъ АВ, какъ около оси, то другая 
сторона BI) опишетъ плоскость, перпендикулярную къ АВ.

§ 151. Изъ данной точки А, находящейся на плоскости 
М или вне ея, можно провести только одинъ пернендикуляръ 
АВ къ плоскости М.

Положимъ, что кромТ линш АВ еще и лин!я 
ACJ_M, тогда проведя чрезъ АВ и АС плоскость, 
которая пересТчетъ плоскость М въ первомъ слу­
чат, по лиши AD, а во второмъ по ВС, мы получимъ 
въ первомъ случат 2С BAD = В — CAD , а въ вто­
ромъ тре—къ АВС, имТющш два прямыхъ угла, что 
одинаково невозможно.

В С А

1*
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плоскости D; эти перпендикуляры не будутъ параллельны между собою, 
но и не пересекутся.

§ 146. Чрезъ три точки, не лежания на одной прямой, 
МОЖНО провести ТОЛЬКО одну ПЛОСКОСТЬ; следовательно положеше 
плоскости совершенно определяется тремя точками, не лежащими 
на одной прямой.

Положимъ, что двЬ точки будутъ соединены прямою, чрезъ кото­
рую проведена плоскость. Обращая около прямой, какъ около неподвижной 
оси, эту плоскость, мы ей можемъ дать безконечно большое число различ- 
ныхъ положен™. Возмемъ где нибудь вне прямой еще точку и будемъ 
вращать плоскость до тЬхъ поръ, пока она не пройдетъ и чрезъ эту точку, 
тогда отъ малейшаго вращешя плоскость должна оставить взятую нами 
третью точку, следовательно положеше плоскости, проходящей чрезъ три 
данный точки, не лежагщя на одной прямой, неизменно, и все плоскости, 
проходящ!я чрезъ три общ1я точки, сольются.

§ 147. 1) Чрезъ две и е р е се к а ю щ i я с я или параллельный
прямыя можно провести только одну плоскость, потому что 
все плоскости, проходящ!я чрезъ две так!я лиши, будутъ иметь три 
общ!я точки, не лежащ!я на одной прямой, и потому совмещаются.

2 ) Чрезъ данную точку въ пространстве можно провести 
только одну л и н i ю параллельную данной прямой.

3 ) Чрезъ четыре или более точки можно провести или 
только одну плоскость или ни одной.

§ 14S. Пересечете двухъ плоскостей есть прямая лишя.

Если бы между точками, общими той и другой плоскости, были три 
не лежащ!я на одной прямой точки, то плоскости слились бы, а не пере­
секлись.

§ 149. Если прямая АВ, пересекающая плоскость М 
въ точке В, перпендикулярна къ двумъ прямымъ ВС и BD, 
проведеннымъ на плоскости М чрезъ точку пересечения В, то 
она перпендикулярна и ко всякой другой прямой BE, прове­
денной чрезъ ея основаше В на той же плоскости, а след, пер­
пендикулярна и къ самой плоскости.
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§ 152. Чрезъ точку А, находящуюся на прямой ВС или 
внЬ ея, можно провести только одну плоскость Р, перпендику­
лярную къ этой прямой.

Положимъ, что кромв Р можно провести еще плос­
кость Q I ВС, тогда, проведя въ первомъ случав чрезъ 
ВС плоскость, которая пересВчетъ плоскости Р и Q но 
лишямъ AD и АЕ, получимъ 2д BAD = R = BAE. Про­
ведя же во второмъ случав плоскость чрезъ точку А и 
лишю ВС, получимъ тре—къ ADE съ двумя прямыми 
углами. Такъ какъ оба слВдств1я невозможны, то и 
самое предположеше, что Q | ВС, также невозможно.

§ 153. Если изъ точки А, лежащей внй плоскости М, 
проведемъ къ этой плоскости перпендикуляръ АВ и нисколько 
наклонныхъ AC, AD, АЕ . . . , то

1) перпендикуляръ будетъ короче всякой наклонной;
2) наклонный АС и AD, которыхъ основашя равно уда­

лены отъ основашя перпендикуляра, равны между собою;
3) изъ двухъ наклонныхъ АЕ и АС та болЕе, которой ос- 

новаше далЪе отстоитъ отъ основашя перпендикуляра.

I) Всякая наклонная, напр. АС, какъ гипотенуза прямо- 
угольнаго тре—ка, болВе катета АВ.

2) Если ВС = BD, то ДАВС ^АВО (§ 17), слвд. 
АС = AD.

3) Если ВЕ>ВС, и если въ тре—кВ АВЕ будетъ 
проведена лишя AD такъ, что BD = ВС, то AE>AD (§28,3), 
слвд. и АЕ>АС.

Сл Вдств1е. Перпендикуляръ АВ, какъ кратчайшая лишя, 
которую можно провести изъ точки А на плоскость М, слу- 
житъ мЪрою разстояшя точки А отъ плоскости М.

§ 1*^4. 1 j Если изъ концовъ прямой лиши 
АВ опустимъ на какую нибудь площадь М перпен­
дикуляры АС и BD, то прямая CD, соединяющая 
ихъ основашя С и D, называется проэкц1ею ли Hi и 
АВ на плоскость М. Плоскость М, въ которой 
лежитъ проэкщя лиши АВ, называется плоскостью 

проэкц!й, а плоскость ACBD, проходящая чрезъ перпендикуляры АС 
И BD, — п р о э ктир у юще ю плоскостью.
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2) Когда прямая АВ пересЪкаетъ плоскость М (какъ въ ФигурЪ 
§ 155), тогда проэкц!я прямой АВ будетъ разстояше (ВС) точки пере- 
с-Ьчешя В отъ основала перпендикуляра АС, опущеннаго изъ другаго 
конца на плоскость. — Уголь АВС, заклочающшся между лижею АВ и 
ея проэкщею ВС, называется угломъ наклонен!я лиши АВ на плос­
кость М, или просто угломъ nHin АВ съ плоскостью М.

§ 155. Уголь АВС наклонешя лиши АВ съ плоскостью М 
есть самый менышй изъ вс/Ьхъ угловъ, которые наклонная 
АВ образуетъ съ прямыми, проведенными на плоскости М чрезъ 
ея основаше В, напр. съ прямою BD.

Отложимъ ВГ) = ВС и проведемъ AD. Такъ 
какъ AC I М, то АС < AD (§ 153. 1), след. и 
< АВС САВВ (§ 32).

СлЪДСТВ1Я. 1) Уголъ АВЕ, смежный съ 
АВС, самый большой изъ всЪхъ угловъ, которые 
прямая АВ образуетъ съ прямыми, проведенными 
въ плоскости М чрезъ ея основаше В.

2) Уголъ, который наклонная АВ образуетъ съ какою нибудь пря­
мую въ плоскости М, тЪмъ болЪе, чЪмъ болКе уголъ, образуемый этою 
прямою съ проэкщею наклонной АВ. Если две прямыя, проходящая чрезъ 
точку В въ плоскости М, образуютъ равные углы съ проэкщею прямой 
АВ, то оне образуютъ равные углы съ самою прямою АВ.

А

§ 156. Лиш я DE, проведенная въ плоскости М чрезъ 
основаше наклонной АВ перпендикулярно къ ея проэкщи ВС, 
перпендикулярна и къ самой наклонной АВ.

Отложимъ В В —BE и проведемъ АВ, АЕ, CD, СЕ, 
тогда СВ = СЕ (§ 28, 2), след. АВ = АЕ (§ 153, 2), 
и потому ДАВВ^АВЕ(§ 24), изъ чего следуетъ, что 
X ABD = АВЕ и АВ L DE.

Следств1я. 1) Прямая DE перпендикулярна къ 
проходящей чрезъ л и н i и АВ и ВС (§ 149).

плоскости,

2) Кратчайшее разето я Hie линий DE и АС, не параллель­
ны хъ и не встречающихся, есть ли ui я ВС, перпендикулярная 
къ обеимъ прямымъ, потому что соединивъ две друпя произвольны я 
точки А и Е этихъ лиши, мы получимъ e АЕ > АВ > ВС (§ 23, 1 
и § 153, 3).
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§ 151. Если изъ двухъ параллельныхъ лишй одна (АВ) 
перпендикулярна къ плоскости М, то и другая (CD) перпенди­
кулярна къ этой плоскости.

Соединимъ прямою В!) OcHOBaniN параллельныхъ 
ппий, проведемъ въ плоскости М прямую EF У BD, и 
соединимъ точки А и D. Такъ какъ АВ [ BD и CD 1| АВ. 
то и CD I BD (§ 8 слЬд.). Junia FE перпендикулярна 
къ плоскости ADB (§ 166, 1), слЪд. и къ uuiu CD, 
лежащей въ этой плоскости. Такъ какъ теперь CD перпен­
дикулярна къ BD и FE, то CD J М (§ 149).

§ 158. Если двЬ прямыя АВ и CD перпендикулярны къ 
одной и той же плоскости М, то опт, параллельны. (Фиг. §157).

Положимъ что CD не параллельна АВ, тогда чрезъ точку D можно 
провести прямую, параллельную АВ, которая будетъ перпендикулярна къ М 
(§ 157). Такимъ образомъ мы получили бы въ точкъ D два перпендику­
ляра къ плоскости М, что невозможно (§ 151).

§ 159. Дв! лиши Вт, пространств!, параллельный третьей, 
параллельны между собою.

Плоскость, проведенная перпендикулярно къ третьей лшйи, должна 
быть перпендикулярна и къ двумя, остальнымъ (§ 157), потому двЪ пер­
вый прямыя, кака, перпендикуляры къ одной и топ же плоскости, парал­
лельны между собою (§ 158).

§ 160. Прямая АВ параллельна плоскости М, если она 
параллельна прямой CD, лежащей въ этой плоскости.

д_ У Если бы прямая АВ, лежащая въ плоскости
рД.____ : j ABCD, пересЬкла плоскость М, то это могло бы слу-

/6Д------- Ъ /M читься только въ какой нибудь точкЬ прямой CD,
общаго пересЪчешя обьихъ плоскостей; но АВ || CD, 
сл'бд. прямая АВ не можеть пересЪчь плоскость М.

СлЪдств1е. Чрезъ какую нибудь точку внЪ плоскости 
можно провести безчисл енн оемножество прямых ъ, парал л ель • 
ныхъ этой плоскости. Если чрезъ произвольную точку на плоскости 
проведутся на ней въ различныхъ направлешяхъ прямыя, а чрезъ точку 
внТ, плоскости параллельный имъ, то эти посл'бдшя будуть параллельны 
и плоскости.
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§ 161. ПересЪчешя АВ и CD двухъ параллельныхъ плос­
костей Р и Q третьего плоскостью, параллельны между собою.

Прямым АВ и CD, лежапря въ одной и той же 
плоскости, не могутъ пересечься, потому что оне на­
ходятся въ то же время въ параллельныхъ плос- 
костяхъ Р и Q, слЪдовате льно параллельны между 
собою.

§ 162. Дв-Ь плоскости Р п Q, перпендикулярный къ од­
ной и той же прямой АВ, параллельны между собою.

Если бы плоскости пересеклись, то соединивъ 
какую нибудь точку С, лежащую на лиши нересбчешя, 
съ точками А п В, мы получили бы тре —къ АВС съ 
двумя прямыми углами, что не возможно. след. пло­
скости Р и 0 должны быть параллельны.

§ 163. Если двЬ плоскости Р и Q параллельны, то пря­
мая АВ, перпендикулярная къ одной плоскости Q, перпендику­
лярна п къ другой Р. *

Проведемь чрезъ АВ две произвольный плос­
кости , который пересекутъ плоскость Р по лишямъ АС 
и AD, а плоскость Q по лишямъ BE и BF. Такъ какъ 
АС И BE, AD И BF (§ 161) и X ABE = R = ABF 
(§ 145, 2), то и X ВАС = В = BAD (§ 8, след.), 
следовательно AB J_ Р 149).

§ 164. Параллельный лиши АВ и CD, заключаюпцяся 
между параллельными плоскостями Р и Q, равны между собою.

Проведемъ чрезъ АВ и CD плоскость, тогда лиши W ... с/
nepectuenin этой плоскости съ плоскостями Р И О L-----
параллельны (§ 161), следовательно ABCD параллелограмъ,  
и потому АВ = CD. /в.. /

СлЪдств1я. 1) Параллельныя плоскости во всЪхъ своихъ 
точкахъ равно удалены другъ отъ друга, потому что прямыя 
АВ и CD и въ такомъ случае будуть равны, когда оне перпендикулярны 
къ обеимъ плоскостямъ.

2) Всякая прямая, проведенная между двумя параллель­
ными плоскостями перпендикулярно къ каждой изъ нихъ, 
с л у ж итъ меро ю р а зет о я н i я эт и хъ п лоск о ст е й другъ отъ друга.
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§ 165. Если стороны двухъ угловъ АВС и DEF, лежа- 
щихъ въ разныхъ плоскостяхъ и обращенныхъ отверстиями въ 
одну и туже сторону, взаимно параллельны, то 1) такое углы 
равны, и 2) плоскости ихъ параллельны.

1) Отложимъ BA — EL), ВС = ЕЕ. и проведемъ 
AC, DE, BE . . ., тогда ABED будетъ параллело- 

j грамъ (§ 34, 2) и потому AD ЕЕ. Точно также
i p CF HBE, след. АО^фСЕ, т. е. ACFD параллелограмъ,

откуда АС = DF. Такъ какъ Д АВС — DEF (§ 24), то 
2С АВС = DEF.

2) Положимъ, что плоскости АВС и DEF не параллельны, и что чрезъ 
точку В проведена плоскость, которая параллельна къ плоскости DEF и 
пересЪчетъ прямую CF въ точке G, тогда GF — BE (164); но такъ какъ 
CF = BE, то GF =CF, что невозможно, почему плоскости АВС и DEF 
должны быть параллельны.

Следств!е. Е с ли со еди н ить концы трехъ равныхъ и парал- 
лельныхъ прямыхъ BE, AD, CF, не лежащихъ въ одной плос­
кости, то образуются равные тре—ки, которыхъ плоскости 
параллельны. Такъ какъ BE + AD# CF, то AB = DE, AC = DF, 
ВС —EF, след. Д ABC DEF и по прежнему доказательству плос­
кости этихъ тре—ковъ параллельны.

§ 166. Дв-в прямыя въ пространств^ АС и DF делятся 
параллельными плоскостями О, Р, Q на пропоршональныя части.

§ 16Т.

Соединимъ точки А и F прямою AF, которая пере- 
сечетъ плоскость Р въ точке G, и проведемъ чрезъ 
точки A, D, F, и чрезъ точки А, С, F плоскости, 
которыя пересекутся съ плоскостями О, Р, Q по лишямъ 
AD, GE и CF, BG. Такъ какъ AD || GE, CF || BG (§ 161), 
то получаемъ (§ 88)

АВ : ВС = (AG : GF =) DE : EF.

1) Неопределенное пространство, содержащееся между
двумя пересекающимися плоскостями , 
угломъ; самый плоскости сторонами, а 
ре бром ъ двуграннаго угла.

называется двуграннымъ 
лин1я пересечешя сторонъ —

2) Два двугранные угла равны, если ихъ можно такъ наложить 
другъ на друга, что ихъ ребра и стороны совпадутъ.
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Если одна плоскость пересЪкаетъ другую такъ, что по обкимъ 
сторонами образуегъ ( ь Heli ранные двугранные угла, то эти углы назы­
ваются прямыми, а каждая изъ плоскостей и ер п ен д ику л а р н о ю 
къ другой.

3) Если изъ какой нибудь точки ребра двуграннаго угла въ плос- 
костяхъ сторонъ возставимъ перпендикуляры къ ребру, то образованный 
ими уголъ называется шнейнымь угломъ двуграннаго, ими углом ъ 
н а кл о н е н i я плоскостей сторонъ.

Плоскость uineuaro угла перпендику 1ярна къ ребру двуграннаго 
утла (149).

Въ какой бы точки ребра мы ни образовали линейные углы, век 
они равны между собою (§ 165).

§ 168. Два двугранные угла В A DC и bade относятся 
какъ ихъ линейные углы FEG и feg.

Если двугранные углы равны, то и ихъ 
пшенные углы также равны. Наложимъ одинъ 
двугранный угол ь на другой такъ, чтобы они сов­
пали другъ съ другомъ, и точка е упала въ 
точку Е, тогда лиши ef и EF, eg и EG должны такъ же совместиться,
потому что углы Геа и FEA, gea и GEA какъ прямые равны между собою.

Если же двугранные углы не равны, но соизмеримы, такъ что ихъ 
общую меру, которая также двугранный уголъ, можно отложить въ 
BADC m разъ, и въ bade п разъ, то будемъ иметь

BADC : bade = m : п.
При отложеши общей мкры въ двугранныхъ углахъ линейный уголъ 
FEG разделяется на т, а уголъ feg на п равныхъ частей, потому что 
равнымъ двуграннымъ угламъ соотвВтствуютъ и равные линейные углы, 
след. будетъ

FEG : feg — m : n.
Изъ обкихъ этихъ пропорщй слВдуетъ что

BADC : bade = FEG : feg.
Если углы BADC и bade несоизмеримы, то разеуждая подобно 

какъ въ § 53 можно доказать, что отношеше двугранныхъ угловъ не 
можетъ быть ни болке, пи менке отношешя линейныхъ угловъ FEG 
и feg, и след, будеть равно ему.

§ 100. Слкдств1я. 1) Двугранный уголъ измеряется 
соответ ст вующимъ ему линейнымъ угломъ. Если мы примемъ 
прямой двугранный уголъ за единицу меры двугранныхъ угловъ вообще, 
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то числовая величина всякаго двуграннаго угла будетъ равна число­
вой величине его линейнаго угла, т. е. всякш изъ нихъ, измбрянный своею 
единицею, даетъ одно и тоже число.

2) Такъ какъ измереше двуграннаго угла приводится къ M3MBpenit 
соответствующаго ему линейнаго, то и дуга круга, заключающаяся между 
сторонами линейнаго угла, можетъ также служить мерою соответствую­
щаго ему двуграннаго угла.

3) Двугранные углы бываютъ острые, прямые, тупые, дополнитель­
ные, смежные, вертикальные и. т. д., смотря по тому, какое изъ этихъ 
названий соотвЪтствуетъ ихъ линейнымъ угламъ. Точно также: дву­
гранные вертикальные углы равны; сумма двухъ смежныхъ двугранныхъ 
угловъ равна двумъ прямымъ двуграннымъ угламъ и. т. д.

§ ПО. Если прямая АВ перпендикулярна къ плоскости 
М, то и всякая плоскось CF, проведенная чрезъ эту прямую, 
также перпендикулярна къ плоскости М.

Проведемъ на плоскости М прямую АЕ перпендику­
лярно къ лин1'и CD пересечения обеихъ плоскостей, тогда 
прямая АВ, какъ перпендикуляръ къ плоскости М, будетъ 
перпендикулярна и къ каждой изъ прямыхъ CD и АЕ. 
ВАЕ, уголъ наклонения обеихъ плоскостей прямой, следо­
вательно плоскость CF L М.

§ lil. СлЪдств1‘я. 1) Если три прямыя АВ. АС, АЕ, 
пересекающаяся въ одной точке А, взаимно перпендику­
лярны, то всякая изъ нихъ перпендикулярна къ плоскости^ 
проходящей чрезъ две остальныя, и плоскости М, CF и ВАЕ 
взаимно перпендикулярны,

2) П лоскость угла наклонен!я двухъ плоскостей перпен­
дикулярна къ каждой изъ нихъ.

3) П роэктирующая плоскость какой либо прямой пер пен- 
дикул яр на къ плоскости проэкц!й.

§ 173. Если двЬ плоскости М и СЕ взаимно перпендику­
лярны, то прямая АВ, проведенная въ одной плоскости СЕ1 
перпендикулярно къ лиши перес^чемя CD, будетъ перпен­
дикулярна и къ другой плоскости М. (Фиг. § 170).

Если проведемъ въ плоскости М прямую AE J CD, то 2<ВАЕ=В, 
потому что CF J М, а такъ какъ и 2 ВАС = В, то АВ | М (§ 149).
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§ 173. Если двк плоскости М и CF взаимно перпенди­
кулярны, и изъ какой нибудь точки ихъ пересЪчешя будетъ про- 
ведепъ перпеидикуляръ А В къ одной изъ этихъ плоскостей напр. 
М, то этотъ перпеидикуляръ долженъ лежать въ другой плос­
кости СЕ. (Фиг. § 170).

Предположимъ, что АВ не южить въ CF, тогда въ этой плоскости 
изъ точки А можно было бы провести перпендикулярную къ общему 
сЪченйо CD прямую, которая въ тоже время перпендикулярна къ плос­
кости М (§ 172); следовательно въ точке А мы имели бы два пер­
пендикуляра къ плоскости М, что невозможно (§ 151).

§ 174. Если двй плоскости Р и Q перпендикулярны къ 
третьей М, то и лишя АВ иересйчешя двухъ иервыхъ плос­
костей перпендикулярна къ третьей плоскости.

Если возставимъ изъ точки А перпендикуляръ къ 
плоскости М, то онъ долженъ находиться въ плоскости Р 
и въ плоскости V (§ 173), следовательно этотъ перпен­
дикуляръ будет ь общим ь пересбчешемъ АВ плоскостей Р и Q.

§ 175. Задач и.

1) Опустить перпендикуляръ на плоскость М изъ 
точки А, лежащей внь плоскости.

2) Изъ данной точки, лежащей на плоскости М 
возставить перпендикуляръ къ этой последней.

3) Чрезъ точку Р, лежащую 1) на прямой АВ, 
2) вне прямой АВ, провести плоскость, перпендику­
лярную къ этой прямой.

А

С

4) Провести плоскость, параллельную данной плоскости М и про­
ходящую чрезъ точку А.

5) Провести плоскость, которая бы проходила чрезъ точку А, и 
отстояла на одно и тоже разстояше отъ трехъ данныхъ точекь О, М, N.

G) На данной плоскости М найти точку, равно удаленную отъ дан­
ныхъ точекъ О, Р, Q, лежащихъ вне этой плоскости.

7) На плоскости .даны три точки А, В. С, не лежащ!я на одной пря­
мой : найти вне плоскости точку, равно отстоящую отъ данныхъ.

8) Провести чрезъ данную прямую AD плоскость, которая бы была 
перпендикулярна къ данной плоскости М, I) если AD лежить въ плос­
кости М (фиг. § 170), 2) если Al) пересвкаетъ плоскость М (фиг. § 157)-
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9) Чрезъ данную точку Р провести плоскость, параллельную данной 
прямой АВ, и перпендикулярную данной плоскости М.

10) Провести плоскость, которая оы была равно удалена отъ дан- 
ныхъ точекъ А, В, С, D, не лежащихъ въ одной и тойже плоскости.

11) Дана плоскость М и две точки А и В вне ея. Провести на 
плоскости М прямую, которой разстояшя отъ А и В равнялись бы' 
лин1ямъ а и Ь.

12) Даны две прямыя АВ и АС, который 
пересекаются въ точке А. Провести плоскость
такъ, чтобы каждая точка этой плоскости, наир.
точка Р, была равно удалена отъ нрямыхъ 
АВ и АС.

13) Провести плоскость, равно отстоящую отъ трехъ данныхъ 
не лежащихъ въ одной и тойже плоскости, параллельныхъ А, В, С.

14) Провести плоскость, перпендикулярную къ двумъ nepectkat- 
щимся плоскостямъ М и N такъ, чтобы она прошла чрезъ точку Р, ле­
жащую вне этихъ плоскостей.

15) Чрезъ точку Р провести прямую параллельно пересекающимся 
плоскостямъ М и N.

16) Внутри двуграннаго угла провести прямую, которой разстояшя 
отъ его сторонъ равнялись бы лишямъ m и п.

17) Провести плоскость, которая бы 
проходила чрезъ прямую ОР, лежащую на 
плоскости MN, и составляла съ этою плос­
костью уголь, равный in.

18) Чрезъ прямую АВ, параллельную 
данной плоскости MN, провести плоскость, 
каторая бы составила съ данной плоскостью 
уголъ П1.

19) Даны две лиши АВ и DF, не пересЪкакищяся и не параллель- 
ныя; чрезъ одну изъ нихъ (DF) провести плоскость, параллельную 
другой АВ.

2(1) Чрезъ данную точку Р провести прямую, которая бы пересекла 
две не пересекаюнряся и не параллельный прямыя М и X.

21) Чрезъ данную точку Р провести плоскость, которая бы была 
параллельна двумъ лишямъ М и N, не пересекающимся и не парал­
лельным ъ.
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22) Чрезъ две лиши АВ и CD, не пересекающ!яся 
и не параллельный, провести две параллельный плоскости.

23) Найти кратчайшее разстояше двухъ лиши АВ 
и CD, не пересекающихся и не параллельныхъ, т. е. 
провести прямую, перпендикулярную къ лишямъ АВ и 
CD (§ 156, 2).

24) Чрезъ точку Р, лежащую вне плоскости М, провести къ этой 
последней наклонную, которая бы была параллельна данной плоскости N, 
и равнялась данной прямой Q.

25) Даны точка Р, плоскость М и параллельная ей прямая АВ. 
Чрезъ точку Р провести прямую, которая бы пересекла лишю АВ и плос­
кость М такъ, чтобы отрезокъ ея, заключающшся между лишею АВ и 
плоскостью М, равнялся прямой а.

26) Между двумя лишями АВ и CD, не лежащими въ одной плос- 
кос1и, провести прямую, параллельную лиши EF, которая не лежитъ ни 
съ одною изъ данныхъ лиши въ одной плоскости.

27) Чрезъ данную прямую АВ провести плоскость, которой раз­
стояше отъ данной точки Р равнялось бы прямой а.

28) Чрезъ данную точку Р провести плоскость, которой разстояше 
отъ данной прямой АВ равнялось бы прямой а.

ЗУ) Дана плоскость М, прямая АВ и точка Р. Чрезъ точку Р 
провести прямую, которая бы была параллельна плоскости М и отстояла 
отъ прямой АВ на разстояше а.

30) Чрезъ точку Р провести прямую, которой разстояшя отъ двухъ 
данныхъ прямыхъ АВ и CD, не лежащихъ въ одной плоскости, равнялись 
бы лишямъ а и 1).

31) Даны две не лежащ!я въ одной плоскости прямыя АВ и CD. 
На одной изъ нихъ определить точку, которая 1) отстояла бы отъ другой 
прямой на разстояше а, 2) была оы равно удалена отъ другой прямой 
и отъ точки Р, лежащей вне обеихъ прямыхъ.

32) Дана плоскость М, прямая АВ и точка Р. На прямой найти 
точку, равно удаленную отъ точки Р и плоскости М.

33) Провести плоскость такъ, чтобы она имела отъ данныхъ 
ючехъ А, В, С, не лежащихъ на одной прямой, разстояшя а, Ь, с.
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II. О чногограиныхъ yrax.

§ llU. 1) Если нисколько плоскостей пересекаются въ одной 
и тоиже точке, то неопределенное пространство, .заключающееся между этими 
плоскостями, называется м но го г р а н н ы м ъ или телесными угломъ, 
а точка общаго пересЪчешя плоскостей — в ерш иною многогран- 
наго угла.

Плоскости, составляют!« многогранный уголь, называются его 
соторонами или гранями, а ирямыя лиши, по которыми пересекаются 
стороны, ре 0 рамп угла. -йшейные углы, составляемые ребрами, 
называются плоскими углами. Каждыя две последовательный грани 
образуюсь двугранный уголъ.

По числу граней или плоскихъ угловъ, которое всегда равно числу 
реберъ, телесные углы бываютъ 3, 4, а . . . гранные. Подъ именемъ 
частей телеснаго угла подразумеваются его плоск!е и двугранные углы, 
напр. трегранный уголъ имеетъ шесть частей, три плоскихъ угла и три 
дв) гранныхъ.

2) Два телесные углы равны, когда при наложеши другъ на 
Друга они совпадають всеми своими частями.

Вь равныхъ телесныхъ углахъ все mockie и двугранные углы од- 
наго порознь равны тЬмъ же частямъ Apyraro, но обратно изъ равенства 
частей двухъ телесныхъ угловъ следуетъ равенство самыхъ угловь только 
въ такомъ случае, когда соответственно равный части въ обонхъ углахъ 
однако в о расположены. Если же равныя части расположены вь 
ооратномъ порядке, напр. въ одномъ угле такой порядокъ слева на 
право, какой въ другомъ справа на лево, то так!е телесные углы при 
наложеши совместиться не могутъ и называются с и м м е т р и ч е с к и м и.

Если въ трегранныхъ углахъ
S, S, s' будетъ
2£ А SB = asb = a's'b'
2С ASC = ase — a‘s‘c‘ 

BSC = bsc = b's'c',

и если кроме того соответствукшре двугранные углы равны, тогда три- 
гранный уголъ S можетъ быть приведенъ въ совпадете съ угломъ s, но 
не можетъ совпадать съ угломъ s'. .Углы S и s равны между собою, 
но S и s симметричны. Два телесные угла, симметричные третьему, равны 
между собою.
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§ 177. Во всякомъ трегранномъ углЕ SABC сумма двухъ 
плоскихъ угловъ бо.гЬе третьяго.

Если всЪ IOCKie углы равны, то предложеше g
ясно само собою; если же они не равны, то слЪ- А
дуетъ только доказать, что найбольппй уголъ менЖе / \\
суммы двухъ остальныхъ. Пусть ASB найбольппй / 
ИЗЪ ПЛОСКИХЪ угловъ. СоеДИНИМЪ ДВЪ произвольный / ....-

точки на сторонахъ этого угла прямою МР и отложимъ ' Q
въ его плоскости уголъ MSN = ASC, а на ребръ SC 
линпо SO ~ SN. Проведемъ прямыя МО и PQ, тогда
AMSNGMSQ (§ 17), сл-Ьд. MN=MQ. Такъ какъ MQ + PQ>PM, то 

и PO > PN. Въ тре—кахъ PSQ и PSN сторона PS общая, а SQ — SN, 
слЪд. 24 PSQ > PSN (§ 32), и такъ

PSO + MSO > PSN 4- MSN или 
BSC + ASC > ASB.

§ ns. Во всякомъ многогранномъ углЬ сумма плоскихъ 
угловъ всегда менЪе четырехъ прямыхъ.

ПересЪчемъ стороны утла S произвольною плос- 
кост!ю ABCDE, и изъ какой нибудь точки G произ- 
шедшего мно—ка проведемъ къ вершинамъ его угловъ / \\
прямыя; тогда около g убразуется столько же тре—ковъ / "\\ 

AGB, BGC . . ., сколько ихъ находится около вершины
S многограннаго угла, слЪд. и сумма угловъ какъ /V-—  
тЪхъ, такъ и другихъ тре—ковъ будетъ одна и таже.
Но по § 177

2£ АВС <: SBA + SBC,
2С BCD < SCB + SCD и т. д., 

посему сумма угловъ мно—ка ABCDE менЪе суммы угловъ при осно- 
вашяхъ тре—ковъ ASB, BSC . . ., слъд. сумма угловъ ASB, BSC . . . 
при вершинТ, S должна быть менЪе суммы угловъ около точки G, 
т. е. менЪе четырехъ прямыхъ.

ПримЬчан1е. Если одинъ пли нисколько угловъ мно—ка ABCDE 
входяпуе, т. е. так!е, которыхъ отверст!я обращены къ внешней сторонЪ 
мно—ка, то сумма плоскихъ угловъ при верпшнЪ S можеть быть равна 
или болЪе четырехъ прямыхъ.

§ т. Если изъ произвольной точки М внутри Tperpan- 
наго угла ABCD проведутся плоскости перпендикулярно къ 
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его ребрамъ, то эти плоскости образу ютъ другой трегранный 
уголъ MNOP, котораго плоские углы дополняютъ соотвЬт- 
ствуюпце двугранные углы, а двугранные соотвЬтствуюпце плосые 
углы перваго треграннаго угла до двухъ прямыхъ.

D Пусть ребра треграннаго угла А пересЪ-
/V чены плоскостями въ точкахъ В, С, Г). По

/ \ самому построешю уголъ NBP есть линейный дву-
\/—_ \ / граннаго угла при ребрЪ АВ, сл-вд. 2 ABN — R
В\ ~/С и равнымъ образомъ 2 ACN — R. Плоскости

\ / BAI и СМ перпендикулярны къ плоскости ВАС,
\ / проходящей чрезъ перпендикуляры АВ и АС

X. / къ плоскостями ВМ и СМ (§ 170): слКд. прямая
V MN J. ВАС (§. 174), а потому 22 МАВ = R = MNC,

А такъ что BNC есть линейный уголь двугранного
при ребр-Ь MN. Точно также можно доказать, что X МРВ = В=МРР. 
Такъ какъ въ четыреугольнпкЪ MNBP сумма всЪхъ угловъ равна 4В, и 
углы N и Р прямые, то

22 NBP 4- NMP = 2R.
Въ четыреуготышкК BACN ио топ же причинЪ

22 ВАС 4 BNC - 2R.
Такимъ же образомъ можно доказать, что

22 NCO 4* АМО = 2R. и т. д.

С л Ъ дет nie. 4|>мъ тупЪе одпнъ изъ оооихъ трегранныхъ угловъ, 
тЪмъ болКе заостренъ другой и обратно.

Ребра каждаго изъ этихъ угловъ перпендикулярны къ сторонамъ 
другаго.

Каждый изъ трегранныхъ угловъ А и М называется полярнымъ 
угломъ другаго.

§ ISO. Во всякомъ трегранномъ углЬ сумма трехъ дву- 
гранныхъ угловъ болЪе 2 прямыхъ и мЪнЪе 6 прямыхъ.

Обозначимъ чрезъ А, В, С двугранные углы даннаго треграннаго 
угла, и чрезъ М, N, Р соотвЪтствукшре плоскте углы его полярнаго угла, 
тот’да (§ 179)

А 4- М = 2R
В 4- N = 2R
С + Р = 2R, сл-ьд.

(А + В 4 С) 4- (М 4- N 4- Р) - 6R.
Такъ какъ М 4* N 4" В < 4R (§ 178), то

А + В 4- С > 2R и
А 4 В 4- В <г 6R.
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ичныхъ

§ 1S1. Два трегранные угла равны между собою или 
симметричны, если въ нихъ соответственно равны:

1) три плоск!е угла, или
2) три двугранные угла, или
3) два плосше угла и лежащШ между ними двугранный

УГОЛЪ, или
4) два двугранные угла и 

уголъ.
Докажемъ, что все части тре- 

гранныхъ угловъ М, m (I) и m (II) 
удовлетворяющихъ одному изъ 4хъ 
приведенныхъ условш соответственно 
равны, при чемъ углы М и m (I), въ 
кото рихъ соответственно равный 
части одинаково расположены, равны 
между собою, а углы М и in (II) 
симметричны, потому что въ нихъ 
соответственно равный части рас­
положены въ обратномъ порядке. 
Представимъ себе что во всехъ тре- 
гранныхъ углахъ грани МВС и mbc 
лежатъ въ плоскости бумаги, а ребра 
МЛ и та выдаются передъ бума­
гою. — Доказательство равенства ч< 
трегранныхъ углахъ одно и тоже. Соответствуюпре двугранные углы 
телесныхъ угловъ будемъ называть чрезъ А, В, С и а, Ь, с.

лежащШ между ними плоскШ

1) Пусть AAMB=amb, 2САМС = атс, 2 ВМС = Ьтс. Отложимъ 
на двухъ соответствующихъ ребрахъ равные отрезки MN и mn, и изъ 
точекъ N и п проведемъ плоскости PNO и рпо, перпендикулярный къ 
ребрамъ АМ и ат. Тогда легко выводится, что

Д MNO 252 mno, Д MNP mnp,
А МОР £2 mop, A NOP 22 пор,

след. 2£ ONP — опр, т. е. 2СА = а. Такимъ же построетемъ на другихъ 
ребрахъ можно доказать, что А В — li и 2 С = с. Изъ этого следуетъ 
равенство угловъ М и m (I), и симметричность угловъ М и m (II).

2) Пусть А = а, B = b, С — с. Если построимъ полярные углы, 
соответствукище даннымъ треграннымъ М и т, то въ нихъ плоекie 
углы равны, потому что дополняютъ равные углы до 2R. (§ 179), 
след, по предъидущему и соответствуюпре двугранные углы также 
равны. Отсюда следуетъ обратно равенство соответствующихъ пло- 
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скихъ угловъ данныхъ трегранныхъ М и in, потому М и m (1) 
равны, а М и m (11) симметричны.

3) Пусть 2 АМВ = amb, X. АМС — ашс, А = а. Если при ре- 
брахъ МА и та сделаемъ TOxe построение какъ въ первомъ случай, 
тогда по нашему услов!ю 2 ONP = опр. Такъ какъ

/\ MNO 32 mno, Д MNP mnp, 
Д NOP 22 пор, Д МОР 22 тор,

то 2£.BMC = bmc, след. по первому случаю и В = b, С = с.
4) Пусть А = а, В = b, Д AMB — amb. Въ полярныхъ углахъ 

соответствующпхъ угламъ М и in два плоск!е и лежащш между ними дву­
гранный уголъ оудутъ равны, след. по третьему случаю и остальныя 
части полярныхъ угловъ также равны, изъ чего следуетъ, что въ 
данныхъ углахъ М и m С = с, 2 АМС = amc, X ВМС = Ьтс.

СлЪдств1е. Трегранный уголъ вполне определяется, 
если даны величина и расположен!е трехъ его частей, соот­
ветственно одному изъ раземотренныхъ случаевъ.

§ 182. Задачи.
1) Внутри даннаго треграннаго угла найти точку, которой разстоя-

н!я отъ его граней равнялись бы прямымъ а, Ь, с.

2) По даннымъ тремъ плоскимъ угламъ 
треграннаго угла SABC найти съ помоирею 
построешя на плоскости одинъ изъ его 
двугранныхъ угловъ, напр. уголъ, лежащш 
при ребре AS.

3) Въ трегранномъ угле SABC даны 
два плоскихъ угла ASB и ASC, и заключаю- 
щшея между ними двугранный уголъ ВАР. 
Найти построешемъ на плоскости третш плос- 
кш уголъ.

4) Въ трегранномъ угле даны два его двугранные угла А и В, и 
заключающшея между ними плоскш уголъ М. Найти два остальные плос- 
к!е угла и третш двугранный уголъ.

5) По тремъ двуграннымъ угламъ А, В, С треграннаго угла найти 
его плоск!е углы.

6) Построить трегранный уголъ по тремъ даннымъ плоскимъ 
угламъ ASB, ASC, CSD.

7) Построить трегранный уголъ по двумъ даннымъ его плоскимъ 
угламъ и заклучающемуся между ними двугранному углу.



19

8) Построить Tperpai уголъ, равный данному углу SABC.

9) При данной прямой въ данной точке построить трегранный 
уголъ, равный данному.

III. О Многогранниках!*.

§ lj Часть пространства, ограниченная со всехь сторонъ
кривыми поверхностями или плоскостями, называется теломъ, а граница 
или предЪлъ тела ■— его поверхностью. Если мы измеряемъ тЬло съ 
помощ1ю соответствующей единицы, то получимъ его объем ъ. Два 
тела, независимо отъ ихъ Формы, называются равновеликими или 
равномерными, если они имеютъ равные объемы. Равными же 
ела называются тогда, когда можно ихъ представить такъ наложенными 
ДРУГЪ иа ДРУга, что они совпадутъ взаимно всеми своими частями.

2) Если поверхность тела состоитъ изъ плоскостей, то такое тело 
называется многогранникомъ. Многоугольники, ограничиваюице много- 
гранникъ, называются его сторонами: прямыя, по которымъ пересе­
каются стороны, — ребрами, точки пересечешя реберъ — верши­
нами, а углы, ооразованные двумя последовательными ребрами — плос­
кими углами. При каждомъ ребре лежить двугранный уголъ, а 
при каждой вершине — многогранный или по крайней мере тре­
гранный уголъ.

Изъ многограшшковъ мы будемъ разсматривать только выпуклые 
т. е. так!е, въ которыхъ каждый двугранный уголъ менее 2R, такъ что каж­
дая сторона многогранника при своемъ продолженш не встретите поверх­
ности многогранника.

3) Всякая прямая, соединяющая две вершины многогранника и не 
лежащая въ плоскости какой — либо его стороны, называется д! агона лью 
многогранника. Плоскость, разсекающая многограннике и прохо­
дящая чрезъ ребро и вершину или чрезъ два ребра, называется д|’аго­
нальною плоскостью.

4) Многогранники называются подобными, если они огранничены 
подобными и одинаково расположенными сторонами, пересекающимися 
поде соответственно равными двугранными углами.

о) Изъ определеш'я равенства теле видно, что въ равныхъ много- 
гранникахе все части (стороны, ребра, плоение и двугранные углы) одного 
должны быть равны соответствующимъ частямъ другаго, и что равныя 

2*
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части совершенно одинаково расположены, если мы поместимъ оба много­
гранника какими либо двумя соответственными сторонами по одну и туже 
сторону какой либо плоскости.

Но обратно изъ равенства всехъ частей не следуетъ всегда равен­
ство самыхъ многогранниковъ. Если соответственно равный части рас­
положены въ обратномъ порядке, то многогранники будутъ симме­
тричны и при наложеши другъ на друга не совпадутъ всеми своими 
частями.

Два многогранника, симметричные третьему, равны между собою. — 
Изображеше многогранника въ плоскомъ зеркале симметрично ему самому.

§ Многогранникъ, въ которомъ две противоположный сто­
роны равные и параллельные многоугольники, а все проч!я стороны парал- 
лелограмы, называется призмою. Эти два противоположныхь много­
угольника служатъ основан!ями призмы. Совокупность площадей всехъ 
параллелограмовъ составляетъ боковую поверхность призмы. Призмы 
бываютъ трехсторонними, четырехсторонними...., смотря по 
числу сторонъ многоугольниковъ, служащихъ основашями.

Высота призмы есть разстояше между ея основашями, т. е. пер- 
пендпкуляръ, опущенный изъ произвольной точки верхняго основашя 
на нижнее. Прямыя, по которымъ пересекаются плоскости, образующая 
боковую поверхность, называются боковыми ребрами. — Если 
боковыя реора перпендикулярны къ основашю, тогда призма назы­
вается прямою, и каждое ребро равно высоте призмы; во всякомъ же 
Другомъ положеши ребръ призма называется косою, или наклонною, 
и ея Bbcora менее боковаго ребра.

Всякое сечеше призмы плоскостью, параллельною основашю, обра- 
зуетъ Фигуру, равную OCHOBaHil, потому что въ полученномъ такимъ 
образомъ мно—ке и въ основаши какъ стороны такъ и углы соответ­
ственно равны (§ 161, § 33, § 165).

Каждой вершине призмы прилежатъ три плосше угла. Всякая 
п—сторонная призма имеетъ п 2 ограничивающихъ ее плоскостей, 
2п вершины и Зп реберъ.

§ 13”. I) Если основаше призмы будетъ параллелограмъ, то 
такую призму называютъ и ара лл елей ип ед омъ, след, параллелепипедъ 
ограничивается шестью параллелограмами.

G Въ параллелепипеде каждые два противолежапре
параллелограма, напр. AF и DG равны другъ другу и 
лежатъ въ параллельныхъ плоскостяхъ, потому что сто­
роны этихъ параллелограмовъ соответственно равны и 
параллельны (АВ DC, AE ^ф DH . ..), след, и углы 
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параллелограмовъ равны (§ 165, 1) а потому AFQDG и AF ]| DG 
(§ 165, 2).

Всякая двЪ противолежанря стороны параллелепипеда можно раз- 
сматривать какъ о снова ui я. Разстояше сторонъ, принятыхъ за осно- 
вашя, будетъ высота параллелепипеда.

Параллелепипедъ, въ которомъ боковыя стороны перпендикулярны 
къ основание, называется прямымъ, въ противномъ же случав — 
косымъ. Очевидно, что въ прямомъ параллелепипед^ всё боковыя сто­
роны прямоугольники; если сверхъ того и основашя прямоугольники, 
то параллелепипедъ называется и ря м оуго л ьнымъ. Въ прямоуголь- 
номъ параллелепипед^ каждыя двк пересЪкаю1щяся стороны образуютъ 
прямые двугранные углы.

2) Кубомъ называется прямоугольный параллелепипедъ, ограни­
ченный со всЪхъ сторонъ квадратами.

нътъ.

А В

§ 1S6. Два параллелепипеда, пмЬюице равный осповашя 
п равныя высоты, равновелики.

Дадпмъ параллелепипедамъ такое положеше, что ихъ нижшя осно- 
ван!я совместятся, а верхш'я будутъ лежать въ одной и тойже плоскости. 
При этомъ могутъ быть два случая, а именно будутъ кроме того две 
боковыя стороны лежать въ одной плоскости или

1) Параллелепипеды АН и AL, имЪюпре 
общее OCHOBanie ABCD, ограничены съ двухъ 
боковъ параллельными плоскостями АВКЕ и DCLH, 
отчего ихъ верхшя осповашя лежатъ между парал­
лельными прямыми ЕК и HL. — Две трехсто- 
pounin призмы AEIDHM и BFKCGL равны, такъ
какъ легко доказать, что все ихъ части соответственно равны и совер­
шенно одинаково расположены. Если мы отнимемъ отъ всего тела ABHL 
первую призму, то получимъ параллелепипедъ AL, а если отнимемъ вто­
рую, то получимъ параллелепипедъ ВН, изъ чего слВдуетъ, что эти парал­
лелепипеды равны между собою.

2) Параллелепипеды NP и NQ имеютъ общее 
нижнее основаш'е ТО, а верхш'я основаш'я лежатъ 
въ одной плоскости, но не между параллельными 
прямыми. Продолжимъ плоскости OS, ТО, TR, ОЕ, 
чтобы образовать новый параллелепипедонъ NG, 
который будетъ имЪть основашями ТО и XY. 
Такъ какъ по предъидущему каждый изъ данныхъ 
параллелепипедонъ равенъ этому новому, то они 
должны быть равны и между собою.
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§ 1ST. Всякш параллелепипедъ А ВС DE FH можетъ быть 
обращенъ въ прямоугольный, им^юпий ст, яимъ равновеликое 
OcxOBanie и равную высоту.

Проведемъ чрезъ ребра АВ, ВС, CD, AD 
плоскости, перпендикуларныя къ нижнему осно- 
ваш'ю ABCD, и продолжимъ до пересечен!» съ 
ними плоскость верхняго основами, тогда полу­
ченный такимъ образомъ параллелепипедъ A BML 
будетъ иметь съ даннымъ одно и тоже осно-

Bahie и равную высоту, а потому будетъ равновеликъ данному (§ 186). 
Если теперь АС прямоугольникъ, то прямоугольный параллелепипедъ 
A BML и будетъ требуемый.

Если же АСМ Р не прямоугольникъ, то стоптъ только
чрезъ ребра AI и ВК провести плоскости, перпендику- 
лярныя къ сторон li ABKI, и продолжать сторону CLMD, 
тогда образуется прямоугольный параллелепипедъ ABPQ, 
который равновеликъ съ ABML (§ 186, I), потому что 
за основаш'е обоихъ параллелепипедовъ можно принять

ихъ общую сторону ABIK. Кроме того, такъ какъ въ этихъ параллелепи- 
педахъ основания равновелики, ABON = ABCD 79, след.), и высоты 
равны, то изъ этого слЬдуетъ, что параллелепипеды ABGH и ABPQ имЬютъ 
равновелию'е основаш'я, равный высоты и объемы.

§ 188. Всякий параллелепипедъ ABCDabcd разделится 
Диагональною плоскостью на две’” равновелишя трехстороншя 
призмы АВСаЬс и ADCadc.

Проведемъ чрезъ оконечности ребра Аа пер­
пендикулярный къ нему плоскости, тогда параллелепи­
педъ' AFGEafge, образованный пересечешемъ этихъ 
плоскостей съ боковыми сторонами даннаго парал­
лелепипеда будетъ прямой и разделяется д!агональ- 
ною плоскостью на две равны я призмы AFGafg и 
AEGaeg, потому что ихъ части равны и одинаково 
расположены. Гакъ какъ по той же самой причины 
многогранныя тела ABCGF и abegf, ACDEG и acdeg 
попарно равны, то половины прямаго параллелепипеда 
равновелики по одиначке косымъ призмамъ АВСаЬс 
и ADCadc, след, и эти последшя также равновелики 
Другъ другу.
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напалл

С л 1 д с т в i е. Грехсторонн! я призмы, на который разде­
ляется косой параллелепипедъ д! агональною плоскостью, 
симметричны д р у г ъ друг у.

§ ISO. Прямоугольные параллелепипеды Al) п ad, wrBomie 
равный основания, относятся какъ ихъ высоты.

Если высоты АС и ас соизмеримы 
и ихъ общая мера заключается m разъ въ 
АС, и п разъ въ ас, тогда 

АС : ас — m : п.
Представимъ себе, что по всей длине сто- 
ронъ АС и ас отложена общая мера и чрезъ 
полученный такимъ образомъ точки делешя 
проведены плоскости, параллельный основашямъ
AD разделится на т, и ad на п равныхъ пара ыелепипедовъ (§ 186), 
такъ что

AD : ad = m : n.
Изъ обеихъ пропорщй получимъ

AD : ad = АС : ас.
Эта пропорщя должна существовать и въ такомъ случае, когда 

высоты АС и ас несоизмеримы. Положимъ что эта пропорщя не 
верна, а существуетъ другая

AD : ad = АС : ag,
где ag <7 ас. Разделимъ сторону АС на токое число равныхъ частей, 
чтобы каждая изъ нихъ была <7 gc. Если будемъ откладывать эти части 
на лиши ас, начиная отъ точки а, то одно изъ делешй должно упасть 
где нибудь въ точке е между g и с. Проведемъ чрезъ точку е плос­
кость, параллельную плоскости ab, тогда параллелепипеды AD a af, имЪюпце 
соизмеримый высоты, будутъ относиться

1 AD : af = АС : ас.

Изъ обеихъ пропорщй получимъ
ad : af = ag : ae,

что невозможно, потому что ad > af, a ag <7 ae. Точно также можно 
доказать, что четвертый членъ пропорщй AD : ad = АС: ас не можетъ быть 
болше лиши ас, а потому эта пропорщя всегда должна быть справедлива.

§ 190. Измерить какое нибудь ТЁЛО значить определить,
сколько разъ заключается въ немъ другое тело, принятое за единицу 
меры. Какъ для измЁрешя площадей пользуются квадратомъ, построен- 
нымъ на единице длины, точно также для измерешя объема или куби- 
ческаго содержашя тела употребляютъ за единицу кубъ, котораго ребро 
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есть какая нибудь единица длины. Кубъ, котораго ребро Футъ, дюймъ 
и т. д., называется кубическими Футомъ, дюймомъ и т. д.

Для опредблешя объема тела нВтъ надобность, измерять его не­
посредственно кубическою единицею, но достаточно измерять линейною 
единицею некоторый лиши, отъ которыхъ зависить величина тела.

§ 191. Объемъ прямоугольнаго параллелепипеда равенъ 
произведение трехъ его реберъ, пересекающихся въ одной изъ 
его вершинъ, пли произведение его^основашя на высоту.

Эту теорему нужно понимать такъ: Если мы измеряемъ одною 
и Tolo*e единицею длины три п ер есВкающ1яся въ одной 
вершине ребра, и получимъ числа ш, п, р, то параллелепи­
педъ, измерянный соответствующею кубическою единицею,
дастъ число mnp.

Положимъ, что AG прямоугольный парал­
лелепипед ъ, и какая нибудь единица линей­
ной меры, напр. Футь, заключается m разъ 
въ ребре АВ, и разъ въ AD. р разъ въ АЕ< 
при чЪмъ т, п, р могутъ быть целыми дроб­
ными и иррацюнальными числами. Отложпмъ 
отъ вершины А по тремъ ребрамъ лиши 
AM, AN, АО, равныя единице длины, такъ 
ЧТО АВ=тп.АМ, AD=n.AN, АЕ —р.АО 
Проведемъ чрезъ точку М плоскость, парал­
лельную стороне АН, чрезъ точку N плоскость 
параллельную стороне AF, и чрезъ точку О 

плоскость параллельную основание АС, тогда полученное такимъ образомъ 
тело AR будетъ кубическая единица, соответствующая принятой нами 
линейной. Такъ какъ параллелепипедъ AQ и кубъ АВ имеютъ общее 
OCHOBaHie, то они относятся какъ АЕ: АО 189), и такъ какъ АЕ равна 
р разъ взятой лиши АО, то и кубъ АВ нужно взять р разъ, чтобы 
образовать параллелепипедъ АО, след.

AQ = р. АВ.
Параллелепипеды АР и АО имеютъ общее основаше ME и при томъ 
AD — n . AN, потому АО должно взять п разъ, чтобы образовать АР, след. 

АР = п . АО или АР — о . р . АВ.
Наконецъ параллелепипеды AG и АР имеютъ общее основаше АН и 
кроме того АВ = m . АМ, след.

AG = m . АР, и такъ какъ АР = п . р . АВ, то

AG = mnp . АВ или = тпр.
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Такъ какъ nm есть площадь основашя, и р высота даннаго парал- 
шлешшеда AG, то его объемъ mnp равенъ произведешю основашя inn 
на высоту р.

Если tn, п, р цЪлыя числа, наир. 3, 4, 5, то отложивъ принятую 
линейную единицу на реорахъ AB, AD, АЕ и проведя изъ точекъ дбле- 
1пя плоскости параллелныя сторонамъ параллелепипеда, мы убедимся на­
глядно, чти опъ заключаеть 3 . 4.5 — 60 соотвВтствующихъ кубическихъ 
единицъ.

СлВдств1'я. 1) Объемъ куба равенъ третьей степени 
числа, выражающего длину его ребра. Посему третью степень 
числа называютъ его кубомъ.

-) Если двЪ как! я нибудь линейный мЪры относятся 
какъ Ш:П, то соотвВтствующ!я кубическая мЪры относятся 
какъ т3: п3. Няпр.

1 Метръ = 10 дециметровъ = 100 сантиметровъ,

I кубичный метръ = 1000 куб. децим. = 1000000 куб. сантим.

1 Футъ = 12 дюймамъ, 1 куб. Футъ — 1728 куб. дюймамъ.

§ 192. Объемъ всякаго параллелепипеда равенъ произве­
дешю изъ его основатя на высоту.

Такъ какъ всякш параллелепипедъ равновеликъ прямоугольному, 
имеющему съ нимъ равновеликое основаше и равную высоту (§ 187), 
а объемъ прямоугольнаго параллелепипеда равенъ произведен!ю основатя 
на высоту (§ 191), то и объемъ всякаго параллелепипеда равенъ произ­
ведешю основатя на высоту.

§ 193. Объемъ всякой призмы равенъ произведешю ея 
основашя па высоту.

1) Разсмотримъ сначала треугольную призму 
ABCDEF которой высота h. Проведя изъ точекъ В, 
С, Е, F лиши, параллельный ребрамъ АС, AB, DF, DE. 
дополнимь призму до параллелепипеда AG, имЪющаго 
туже высоту Ь. Такъ какъ AG = АВКС X Ь (§ 192) 
и призма ABCDEF = ^AG (§ 188), то

ABCDEF = X h = ABC X h.
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2) Многоугольную призму ABCDEFGHIK можно 
разделить на несколько треугольныхъ, имеющихъ съ 
нею туже высоту h. Объемы этихъ призмъ будутъ, 
ABE Xh, ВСЕХ h, CDE X h, след. сумма ихъ, т. е. 
объемъ многоугольной призмы равна

(АВЕ 4- ВСЕ + CDE) h = АВСОЕ X h.

ледств!я. 1) Два параллелепипеда или две 
призмы, и м е ю щ i я равновелик1Я основа н i я и р а в н ы я высоты, 
равновелик и.

2) Параллелепипеды или призмы относятся какъ произ- 
вeдeнiя ихъ оснований на высоты.

3) Пар аллеле пип еды или призмы, имёющ!я равновелик in 
основан!я, относятся какъ ихъ высоты, а имеющ!я равны я 
высоты, относятся какъ о снова ui я.

у 1) Многогранникъ, котораго одна сторона многоуголышкъ,
а все остальныя—треугольники, имеюпце одну общую вершину, называется 
пирамидою. Пирамиду можно построить, проведя последовательно 
плоскости чрезъ каждую изъ сторонъ какого нибудь мно—ка и точку, 
не лежащую съ нимъ въ одной плоскости. Точка, въ которой сходятся 
все тре—ки, называется вершиною пирамиды, а сторона, противо­
лежащая этой вершине, — основашемъ. Перпендикуляръ, опущен­
ный изъ вершины пирамиды на плоскость основашя, называется 
высотою пирамиды.

2) Пирамиды бываютъ трехстор оншя четырехстороншяит. д. 
смотря по числу сторонъ основашя или по числу тре—ковъ, составляющихъ 
боковую поверхность. Самая простая изъ всехъ пирамидъ— трехсто, 
р о нн я я, потому что она образована четырмя плоскостями, а чтобы зам. 
кнуть пространство со всехъ сторонъ нужно по крайней мере 4 плоскости. 
Все телесные углы пирамиды въ такомъ случае трехгранны, и всякая изъ 
ея сторонъ можетъ быть принята за OCHOBanie. Всякая п—сторонняя пира­
мида имеетъ п - 1 ограничивающихъ ее плоскостей, п Д- 1 вершинъ и 
2п реберъ.

3) Если основан1е пирамиды правильный мно—къ, и перпендикуляръ, 
опущенный изъ вершины на основаше, пересЁчетъ это последнее въ его 
центре, то пирамида называется правильною. Въ ней все ооковыя 
стороны равнобедренные треугольники.

4) Если пирамида пересекается плоскостью, параллельною основашю, 
то часть ея, заключающаяся между плоскостью сечешя и основашемъ, 
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называется усеченною пирамидою, а разстояше двухъ ея параллель- 
ныхъ сторонъ — высотою усеченной пирамиды. Всякая п—сторонняя 
усеченная пирамида имЪетъ п 2 ограничивающихь ее плоскостей, 2п 
вершинъ и Зп реберъ.

§ 196. Если пирамида SABCDE будетъ пресечена плос­
костью, параллельною основание, то 1) cwenie abode будетъ 
мно—къ, подобный основашю ABCDE, 2) площади подобныхъ 
мно—ковъ ABODE и abode относятся какъ квадраты ихъ раз- 
стояшй (SP и sp) отъ вершины пирамиды.

I) С тороны мно—ковъ ABCDE и abode па­
раллельны (§ 161), отчего и углы ихъ соот- 
вЪтственно равны (§ 165). КромЪ того мы имЪемъ 
nponopuin:

АВ: ab = (AS : aS =) AE; ae = EI): ed... 
слЪд. ABCDE cx) abode.

2) Н роведемъ чрезъ ребро SA и высоту SP 
плоскость. , Innin АР и ар сЬчешя этой 
кости съ плоскостями ABCDE и abode 
дельны, почему A ASP со aSp, а такъ какъ 
того и Д ASB со aSb, то

SP : Sp = SA : Sa = AB : ab, пли

SP2; Sp2 —AB2: ab2. Ho HO § 101

ABCDE: abode — AB2: ab2, слЪд.

ABCDE: abode = SP2: Sp2.

Сл-Вдств1я. 1) Если пирамида разсКчена плоскостью, 
п а р а л л е л ьн о ю о с н о в а н i ю, то отреза н и ая та к имъ о б р азом ъ 
меньшая пирамида подобна цЪлой (§ 183, 5).

2) О с н о в а н i я подобныхъ иирамидъ относятся как ъ 
квадраты ихъ высот ъ.

кромЪ

§ 197. Если две пирамиды SABCD и PFGH, имею!щя 
равновелишя осповашя и равный высоты, пересечены плос­
костями, параллельными основашямъ, на равныхъ разстояшяхъ 
(Se = Pk) отъ вершины, то площади пересечений (abcd и fgh) 
равновелики.
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Положимъ, что 00 пирамиды по­
мещены своими основашями въ одной 
и тойже плоскости и пересечены плос­
костью , eil параллельною. Если SE и 
РК высоты пирамидъ, то 196)

ABCD: abcd = SE2Sc2
FGII: fgh = PK2: Pk2.

Ho no ycOBil
ABCD=FGH, SE = PK, Se = Pk, 

потому и SE2 = PK2, Se2 = Pk2, след, и 
abcd = fgh.

§ 198 ДвЪ трехсторошпя пирамиды MMBomiN равповелшая 
основашя и равиыя высоты, равновелики.

Нредставимъ себе, что высоты обеихъ пирамидъ разделены на 
одно и тоже безконечно большое число равпыхъ частей и чрезъ точки 
делешя проведены плоскости, параллельный основашямъ, тогда каждый 
два сечешя обеихъ пирамидъ, одинаково удаленный отъ вершинъ, равны 
(§ 196). Каждую часть пирамиды, заклющающуюся между двумя последова­
тельными секущими плоскостями, можно разсматривать какъ трегранную 
призму (хотя строго говоря она усеченная пирамида), потому что два 
безконечно 6лизк5я сечешя пирамиды безъ заметной ошибки равны одно 
другому. Такимъ образомъ пирамида разложится на безконечно большое 
числа чрезвычайно низкихъ призмъ, и такъ какъ каждая изъ нихъ въ 
одной пирамиде равна соответствующей ей въ другой, то и суммы ихъ 
т. е. самыя пирамиды должны быть такъ же равны.

Другое доказательство. Поме- 
стимъ обе пирамиды ихъ основашями 
въ одной плоскости, и предположимъ. 
что PARC > pabc и именно что 

РАВС — pabc = Q.
Разность 0 всегда можно предста­
вить въ виде призмы, которой осно- 
ваше АВС, а высота х. Разделимъ 
общую высоту Н обеихъ пирамидъ 
на такое число равныхъ частей, 

чтобы каждая изъ нихъ была менее х, и чрезъ точки делешя проведемъ 
плоскости, параллельныя основашямъ АВС и abc, тогда каждый два се- 
чешя, равно удаленный отъ основашя, будутъ равны (§ 197). Построимъ 
въ первой пирамиде на ея основаши и на каждомъ сечеьйи внешшя 
призмы 1, II, III...., которыхъ боковыя ребра параллельны ребру
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АР, а во второй пирамид-Ь постропмъ подъ каждымъ сЪчен1емъ вну­
тренняя призмы 1, 2, 3. . . . такъ, чтобы ихъ боковыя ребра были парал­
лельны ребру ар, тогда по равенству оснований и высотъ (§ 194, 1) 
будетъ 1=1, II = 2, III = 3, такъ что нпжная призма IV составляетъ 
разность между суммою всЪхъ внЪшнихъ и суммою всЪхъ внутренныхъ 
призмъ. Такъ какъ

I 4- II 4- III + IV > РАВС
I 4~ 2 4- 3 С pabc, то

(I 4~ И 4~ HI 4~ IV) — (1 4~ 2 4~ 3) > РАВС — pabc, т. е.
IV > Q.

Однакожъ призма IV не можетъ быть болЪе призмы Q, потому что хотя 
оби онЪ имЪютъ одно и тоже основаше АВС, но высота призмы IV 
выбрана нами менЪе х, высоты призмы Q, слЪд. преположеше, что 
РАВС > pabc, невозможно. Точно также можно доказать, что не можетъ 
быть РАВС < pabc, а потому должно быть РАВС = pabc.

§ 199. Объемъ трехсторонней пирамиды ЕАВС равенъ
трети объема призмы, имеющей съ нею одно и тоже основаше
и туже высоту.

Если изъ вершинъ А и С проведемъ лиши AD и 
CF параллельный ребру БЕ, и чрезъ точку Е плоскость 
параллельную основашю АВС, то образуется трехсто­
ронняя призма ABCDEF, которая имЪетъ одно и тоже 
основан!е и туже высоту съ данной пирамидою. Чрезъ 
это nocrpoenie къ данной трехсторонней пирамидъ ЕАВС 
прибавится четырехсторонняя EACFI). Проведя плоскость В

ECD, мы разд’Ьлимъ EACFD на двЪ трехстороншя пирамиды EACD и 
ECDF, который равновелики (§ 198). Но пирамиды ECDF и ЕАВС имЪютъ 
равныя основанн'я DEF и АВС и равныя высоты (§ 164, 1) и потому равно­
велики. Такимъ образомъ три равновелиюя пирамиды EACD, ECDF, ЕАВС 
составляютъ призму ABCDEF, слЪд.’ ЕАВС есть третья часть этой призмы.

§ 200. Объемъ всякой пирамиды равенъ третьей части
произведешя ея основашя па высоту.

Для трехсторонней пирамиды это предложение 
прямо слЪдуетъ изъ § 193 и § 199.

Многосторонняя пирамида ABCDEF можетъ 
быть разд-Ьлепа на трехстороншя ABCF, ACDF, ADEF, 
имЪюнря съ нею одну и туже высоту h. Объемы 
этихъ пирамидъ будутъ

jh.BCF, |h. CDF, ]h . DEF,
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слЪд. сумма ихъ или объемъ многосторонней пирамиды 
ABCDEF=Jh (ВСЕ + CDF 4- DEF) = }h . BCDEF.

§ 201. СлЪдств1я. 1) ДвЪ пирамиды, имЪющ1я равно- 
велик!я основашя и равыыя высоты, равновелики.

2) Объемъ всякой пирамиды равенъ трети объема 
призмы, имеющей т!>же основаш'е и высоту.

3) Пи р а м и д ы, и м Т> ю щ i я р а в н о в е л и к i я о с и о в а и i я, отно­
сятся к а к ъ ихъ высоты, и м Ъ ю щ i я же равный высоты, отно­
сятся какъ ихъ основан!я.

§ 202. Определить объемъ усеченной пирамиды ABCD 
по данной высоте h и основашямъ G и g.

Представимъ себъ, что стороны усеченной пирамиды продолжены 
до пересЪчешя ихъ въ вершинЪ S, такъ что усеченная пирамида допол-
нится до цЪлой 8ДВ. Обозначимъ высоту верхней дополнительной 

пирамиды чрезъ х, тогда (§ 200)
вся пирамида SAB = JG (h 4~ х),
верхняя пирамида SCD = 1gx, слЪд.

усеченная пирамида ABCD=4G (h+x)—Jgx иди 
ABCD=i [Gh 4-(G — g) х].

Для выражешя x посредствомъ данныхъ величинъ 
мы имъемъ (§ 196, 2)

G: g = (h 4- х)2 : X2 или — h4~X;X,

hy g
х — ус —Yg’ сл^‘

ABCD = | Gh + (G — g) или

ABCD = jh [б + р “ _ К X Гg ] Но 

G —g = (KG + Kg)(KG -Kg).

]<G— Kg = ” П0Т0МУ

ABCD = |h [G + (KG 4- fg) Kg] или 
ABCD = ih (G 4- ]/Gg + g).

И такъ мы получимъ объемъ усеченной пирамиды, если сложимъ пло­
щади верхняго и нижняго основашя и среднее геометрическое между 
ними, и полученную сумму умножимъ на треть высоты.

У сbчениа я и ирамида равновелика полпой п ирамидh тойж е 
высоты, но основан ie которой равновелико сумм!, верхнаго
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ii нижняго основан! я и средняго пропорц!альнаго между 
обоими основ ан!ями усеченной пирамиды.

§ 203. Объемъ трехсторонней призмы ABCDEF, усе­
ченной непараллельно основание, равняется произведешю ея осно-
вашя АВС на треть суммы перпендикуляровъ, 
вершинъ D, Е, F на основаше АВС.

Чрезь вершину Е, которая ближе всехъ 
прочихъ къ основан!ю АВС, проведемъ плоскость 
ЕМР, параллельную этому последнему; тогда 
/\ МЕР 22 АВС (§ 184). Усеченная призма разде­
лится на призму АВСМЕР и на четырехстороннюю 
пирамиду EMDFP. Эту последнюю можно разсечь 
плоскостью EDP на две трехсторонн!я пирамиды 
DMEP и FDEP. '

Проведемъ плоскость EFM, тогда

/\ FDP = FMP (§ 80, след.), и потому 
пир. EFDP = пир. EFMP (198), т. е. 
пир. FDEP — пир. FMEP.

Если обозначимъ разстоян!я вершинъ Е, D,

опущенныхъ изъ

F отъ
АВС чрезъ h, h m, h -j- р, то m и р будутъ разстояшями 
D и F отъ плоскости ЕМР, след, имеемъ (§ 193, § 200)

призма АВСМЕР = ABC X h = ABC Х~ ++ Ь

пирамида DMEP = МЕР = ABC X ™

основашя
вершинъ

пир. FDEP = пир. FMEP = МЕР X = ABC X 3- 

Сложивъ эти три равенства, найдемъ что
ABCDEF = АВС X Щ^±Лй+_(!1+Р).

Следств!я. 1) Такъ какъ это выражеше равно
4 ABC h -|- у АВС (Ь -4- ш) у ABC (h р), то 

трехсторонняя призма, усеченная непараллельно основан!ю, 
равновелика т р е м ъ пирамидам ъ, и м е ю щ и м ъ тоже основан!е 
АВС, а вершины въ вершинах ъ D, Е, F.

2) Если призма прямая, то высоты ея оудутъ боковые ребра, 
след, объемъ прямой трехсторонней призмы, усеченной не­
параллельно основ ан!ю, равняется произведен!ю ея осно- 
ван!я на одну треть суммы всехъ боковыхъ реберъ.
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§ 204. Симметричные многогранники равновелики.
Симметричный пирамиды равновелики, потому что объемъ пирамиды 

зависить только отъ ея высоты и площади основания, а въ симметри- 
ческихъ многогранникахъ все соответственный части равны между собою. 
Такъ какъ два симметричные многогранника могутъ быть разсечены 
плоскостями на равное число попарно симметрическихъ пирамидъ, то 
они должны иметь равные объемы.

§ 205. Две трехстороншя пирамиды SABC и sabc по­
добны, если имеютъ по равному двугранному углу, заключаю­
щемуся между двумя соответственно подобными и одинаково
расположенными сторонами.

Пусть Д ASB со asb, Д ASC со ase
и двугранный уголъ BASC ~ base. Отло- 
жимъ Sa' = sa, Sb’ = sb, Sc' = sc и про- 
ведемъ чрезъ точки а', Ь', с', плоскость, 
тогда пирамида Sa‘b‘c2sabc (§ 181, 3) 
Такъ какъ Д ASB оо a'Sb' и Д ASC со a'Sc', 
то AB Л а'Ь' и АС || а'с' (§ 89). Изъ парал­
лельности этихъ линий слЪдуетъ параллель­
ность плоскостей АВС и а'Ь'с' (§ 165, 2), и 
потому пирамиды SABC и Sa’b’c’ подобны 
(§ 196, след. 1), след, и SABC ехэ sabc.

§ 200. Два подобные многогранника ABCDEFG и 
abcdefg можно разложить на равное число соответственно 
подобныхъ и одинаково расположенныхъ пирамидъ.

Пусть одна сторона ABCDE будетъ пятиуголь- 
никъ, къ которому какъ къ основание примыкаютъ 
два четыреугольника BCGF и DEFG и три тре—ка 
ABF, AEF и CDG. Проведя изъ вершины G д!аго- 
нальныя плоскости, мы разсечемъ многогранникъ на 
трехстороншя пирамиды GCDE, GACE, GABC, GAEF, 
GABF. Другой многогранникъ, въ которомъ теже 
буквы обозначаютъ соответствующая вершины, и части 
котораго расположены въ томъ же порядке, раз- 
сЬчемъ также плоскостями изъ вершины g. Такъ 
какъ въ обоихъ многогранникахъ все двугранные 
углы попарно равны другъ другу (§ 183, 4) и кроме 
того все стороны многогранниковъ подобны [а по­
тому и тре—ки, на которые они распадаются соот­
ветственно подобны (§ 100, 2)], то по § 205 пира­
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мида GCDEcogede, GABC co gäbe, GAEF co gaef, GABF co gabf, по­
тому что каждая пара этихъ пирамидъ имеетъ по равному двугранному 
углу, заключающемуся между двумя соответственно подобными и одинаково 
расположенными сторонами. Наконецъ пирамида GAEC со gaec (§ 205), 
потому что стороны АСЕ со асе, GCE со gee и лежапре при ребре СЕ и 
се углы равны, какъ допольнешя до двухъ прямыхъ двухъ равныхъ дву- 
гранныхъ угловъ въ пирамидахъ GCDE и gede.

§ 207. Въ двухъ подобныхъ многогранникахъ 1) поверх­
ности относятся какъ квадраты, а 2) объемы — какъ кубы двухъ 
сходственныхъ реберъ.

1) Въ двухъ подобныхъ многогранникахъ стороны попарно подобны, 
и потому все соответствующ1я ребра пропорцюнальны. Площади двухъ 
соответствующихъ сторонъ многогранниковъ относятся какъ квадраты 
соответствующихъ реберъ, почему и суммы площадей сторонъ будутъ 
относиться также какъ квадраты реберъ.

2) Если многогранниками будутъ две трехсторонн1’я пирамиды Р и р, 
то обозначивъ ихъ основашя чрезъ G и g, а высоты чрезъ Н и Ь, 
и как!я нибудь два соответствующ!я ребра чрезъ Кик, получимъ 
(§ 196, след. 2) '

G : g — Н2 : Ь2, след, и
GH:gh = H3:h3. Но такъ какъ
GHgh=P:p

Н3 : h3 = К3 : к3, то
Р : р = К3 : к3.

Два подобные многогранника разсекаются площадями на равное 
число подобныхъ и одинаково расположенныхъ пирамидъ (§ 206) а по­
добный пирамиды относятся какъ кубы ихъ соответствующихъ реберъ. 
Такъ какъ крометого въ подобныхъ многогранникахъ соответствуюиря 
ребра пропорцюнальны, то ясно, что сумма пирамидъ однаго многогран­
ника будетъ относиться къ сумме всехъ пирамидъ другаго какъ кубы 
соответствующихъ реберъ.

Следств!е. Соответствующ1я ребра двухъ подобныхъ 
многогранниковъ относятся какъ квадратные корни и з ъ 
числовой величины поверхностей, или какъ кубическ1е 
корни изъ числовой величины объемовъ многогранниковъ.

Если наир, дано построить многогранникъ, который бы былъ по- 
добенъ данному и имелъ вдвое большую поверхность, то два соответ- 

3



34

ствуюиря ребра должны относиться какъ 1 : |^2. Если же объемъ 
искомаго многогранника долженъ быть вдвое oonse объема даннаго, то 
соотвЪтствуюпря ребра должны относиться какъ 1:^2.

§ 208. Правильными многогранниками называются таме, 
которые ограничены со всВхъ сторонь равными правильными многоуголь­
никами, и въ которыхъ всЬ телесные углы между собою равны.

Могутъ быть только пять различныхъ правильныхъ мпого-
гранниковъ.

Сл-Ьдуюцця Фигуры 
ности, разпрямленныя въ

представляютъ эти многогранники и ихъ поверх- 
плоскость, но взятыя въ меньшемъ масштаба.

1) Для образовашя тКлеснаго угла нужно 
по крайней мЪрЪ 3 многоугольника, и сумма 
плоскихъ угловъ, ограничивающихъ много­
гранный уголъ, должна быть менке, четы­
рехъ прямыхъ (§ 178). Если мы предста- 
вимъ себъ, что три равные правильные 
треугольника составлены вмЬстЪ такъ, что 
образуютъ телесный уголь, то сумма всЪхъ 
плоскихъ угловъ, лежащихъ около вершины 
тЪлеснаго будет ь равна 3 X 2R = 2R, а от- 
Bepcrie этого угла можетъ быть закрыто 
правильнымъ тре—комъ, равнымъ осталь- 
нымъ. Такое тЪло, ограниченное четырмя 
тре—ками есть правильный чет ы ре г ран­
ни къ или тетраэдръ.

2) Представимъ себ-Ь, что четыре рав­
ные правильные треугольника, пересКкаю- 
щ!еся подъ равными двугранными углами, 
образуютъ телесный уголъ, тогда сумма плос­
кихъ угловъ этого тЬлеснаго менЪе 4R, и 
OTBepcrie его представляетъ квадратъ. Если 
мы приложимъ два составленные такимъ обра- 
зомъ четырегранные угла ихъ отверст!ями 
одинъ къ другому, то образуется ограничен­
ный осмью тре—ками правильный осми- 
граннпкъ или октаэдръ.

3) Если составимъ телесный уголъ изъ 
пяти равныхъ правильныхъ треуголышковъ, 
nepecbkasonuxcn подъ равными двугранными
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углами, тогда сумма плоскихъ угловъ такого 
тЬлеснаго менбе 4R, и его отверспе будетъ 
представлять правильный пяти—къ. Нало- 
жимъ два так!е угла А и В, одинъ сверху, 
другой снизу на поясь, сложенный изъ 10 та- 
кихъ же тре—ковъ, такъ чтобы пять тре—ковъ 
пояса совпали своими боками съ краями от- 
верст!я тЪлеснаго угла А, и пять тре—ковъ съ 
краями отверспя угла В, тогда образуется 
ограниченный 20 тре—ками правильный 
двадцатигранники или икосаадръ.

Изъ шести правильныхъ тре—ковъ нельзя составить тВлеснаго 
угла, потому что шесть плоскихъ угловъ такого угла равнялись бы 
6 X 2R — 4R. Такимъ образомъ видно, что изъ правильнаго тре —ка 
можно составить только т р и различныхъ правольнихъ многогранниковъ.

4) Изъ трехъ равныхъ квадратовъ обра­
зуется трегранный уголь, котораго отверст!е 
можно закрыть, приложивъ еще три таме же 
квадрата. Ограниченное шестью равными 
квадратами тЪло есть правильный шести- 
гранникъ или кубъ или гексаэдръ.

Изъ 4 квадратовъ нельзя составить тё 
леснаго угла, потому что сумма его плоскихъ 
угловъ равнялась бы 4В.

5) Изъ трехъ равныхъ правильныхъ 
пятиугольниковъ можно составить тЪлесный 
уголъ, потому что сумма плоскихъ угловь 
такого угла 3 X зВ<4В. Представимъ себв, 
что къ каждой сторонВ правильнаго пяти­
угольника приложено по одинаковому съ 
нимъ пятиугольнику такъ, что около каждой 
его вершины составится по трегранному углу. 
Тогда образуется полузамкнутая поверхность, 
въ которой края отверст!я состоитъ изъ 5 
входящихъ и 5 выходящпхъ угловъ. Если двь 
составленный такимъ образомъ поверхности 
сложить такъ, чтобы выходяице углы одной 
вошли во вдавипеся углы другой, то получится 
многогранники, ограниченный 12 пятиугольни­
ками и называемый и ра в и л ь и ы мъ двВнад- 
цатигранникомъ пли додекаэдром ъ.
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Изъ правильныхъ многоугольников!, большего числа сторонъ не 
могутъ быть составлены многограники, потому что уже сумма пдоскихъ 
угловъ трегранника, составленнаго изъ правильных!. шестиугольниковъ 
= 3 X IR = 4R.

§ 209. Задачи.

1) По данному ребру а построить кубъ.

2) РазсЬчь кубъ плоскостью такъ, чтобы лшпя сЬчешя была пра­
вильный шестиуголышкъ.

3) Даны длина и положенie трехъ выхо- 
 q дящихъ изъ одной точки прямыхъ: построить na- 

е/-4—F/ раллелепипедь, у котораго эти прямыя были бы
ребрами.

/и Т/с 4) Даны величина и положеше двухъ не
А В пересйкающихса и не параллельныхъ прямыхъ

АВ п FG; построить параллелешшедъ, у котораго 
эти лиши были бы ребрами.

5) Построить параллелешшедъ, подобный данному такъ, чтобы пря­
мая а была однимъ изъ его реберъ, которое соотвЪтствуетъ одному изъ 
реберъ даннаго параллелепипеда.

6) Построить прямоугольный параллелепипедъ, который бы имЪлъ 
ребро а и былъ равновеликъ кубу, котораго ребро равно лиши Ь.

7) Построить призму по данному OCHOBanit, величин^ и положешю 
боковаго ребра.

8) Начертитъ квадрать, котораго площадь равнялась бы 1) боковой 
поверхности, 2) всей поверхности данной призмы или пирамиды.

9) Распрямить на плоскости поверхность 1) трехсторонней призмы 
по даннымъ тремъ ребрамъ какого либо ея угла и плоскимъ угламъ, за­
ключающимся между этими ребрами, 2) пятисторонней призмы по дан­
ному основанию и двумъ прилежащимъ гранямъ.

10) Обратить 1) многостороннюю призму въ трехстороннюю, 2) много­
стороннюю призму въ параллелепипедъ.

11) Усеченную трехстороннюю призму обратить въ прямую, кото­
рой основание равнялось бы сЬчшпю данной призмы плоскостью, пер­
пендикулярною къ боковымъ ребрамъ.

12) По даннымъ боковымъ ребрамъ трехсторонней пирамиды и 
образованным!, ими плоскимъ угламъ начертить ея поверхность на 
ПЛОСКОСТИ, ВЪ ВИД1) СПЛОШНОЙ Фигуры.
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13) По даннымъ шести ребрамъ трехсторонней пирамиды начертить
ея поверхность на плоскости въ виде сплошной Фигуры.

14) Начертить на плоскости поверхность трехсторонней пирамиды,
которой ocHOBanie и его углы наклонешя относительно боковъ даны.

16) Начертить на плоскости поверхность 
пирамиды, если даны основаше ABCDE, вы­
сота ОР и точка В пересечешя основашя съ
высотою.

16) Начертить на плоскости поверхность 
пирамиды, если даны: основаше ABCDE, 
боковое ребро ВО и телесный уголь В.

11) Дано основаше ABCDE пирамиды 
п две ея смежный грани АВО и ВСО, по­
строить на плоскости въ виде сплошной Фи­
гуры поверхность этой пирамиды.

18) Чрезъ точку М на ребре AS тре- 
граннаго угла провести плоскость MPQ такъ, 
чтобы площади трехъ боковыхъ сторонъ 
пирамиды SMPO были равны между собою.

19) Разделить трехстороннюю пира­
миду пополамъ плоскостью, проходящею 
чрезъ ея вершину и пересекающею осно- 
ваше по прямой даннаго направлешя.

20) Пирамиду SABCDE разделить плос­
костью, параллельною основашю 1) такъ, чтобы 
площади основашя и сечешя относились какъ 
лиши in п и, 2) такъ, чтобы поверхность 
отсеченной пирамиды Sabcde составляла треть 
поверхности целой пирамиды.

21) Построить тетраэдръ 1) по дан­
ному ребру, 2) по данной высоте.

22) Построить октаэдръ 1) по данному ребру,2) по данной
д1агонали.

23) Построить додекаэдръ, котораго ребро равнялось бы лиши а.

24) Построить пкосаэдръ, котораго ребро равнялось бы а.

25) Начертить на плоскости уголъ наклонешя двухъ смежныхъ 
плоскостей 1) тетраэдра, 2) октаэдра, 3) додекаэдра, 4) икосаэдра.
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26) Построить треугольник/ь, котораго пло­
щадь была бы среднею пропорцюнальною между 
площадями основашй данной усеченной пирамиды 
ABCDEF.

27) Даны двЪ и—стороншя пирамиды, имЪ- 
инщя равный высоты и подобный основания: по­
строить трехстороннюю пирамиду, которая бы была 
среднею пропорцюнальною между данными.

28) Усеченную пирамиду разсЬчь плоскостью, параллельною осно- 
ван!ямъ такъ, чтобы полученная площадь сЪчен1я была среднею пропор­
цюнальною между площадями оснований данной усеченной пирамиды.

IV*. О цилиндр^.
§ 310. 1) Если прямая движется по окружности двухъ круговъ,

лежащихъ въ параллельныхъ плоскостяхъ, постоянно оставаясь парал­
лельною лиши, соединяющей центры этихъ круговъ, то образуется кри­
вая поверхность, называемая цилиндрическою; тЪло, ограниченное этою 
последнею и двумя параллельными кругами, называется цилиндромъ, 
каждый изъ параллельныхъ круговъ — основан!емъ, лишя, соединяющая 
центры основанн'й, — осью, а разстояше плоскостей основашй другъ 
отъ друга — высотою цилиндра.

2) Всякая лишя, соединяющая двЪ точки обоихъ основашй и про­
веденная параллельно оси, называется образующею. Эта лишя должна 
совпадать съ цилиндрическою поверхностью, потому что ее можно раз- 
сматривать какъ одно изъ положешй прямой, которая своими движешемъ 
описываетъ цилиндрическую поверхность. ВсЪ образуюпця параллельны 
оси, а сл-ЬдоватЪльно и другъ другу и равны между собою (§ 164).

Отсюда слЪдуетъ, что всякое сйчеше, проходящее чрезъ ось или 
параллельное оси параллелограмъ.

3) Прямымъ цилиндромъ называется такой, въ которомъ ось 
перпендикулярна основаш'ю. При всякомъ же другомъ положешй оси 
цилиндръ называется косыми. Въ прямомъ цилиндрЬ всЪ образующн'я 
перпендикулярны основаш'ю и равняются его высота, въ косомъ же ци- 
линдр'Ь высота всегда менЪе образующей.

Если представимъ себь, что прямоугольникъ обращается около одной 
изъ своихъ сторонъ, какъ около неподвижной оси, то другая сторона 
опишетъ прямой цилиндръ.
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Въ прямомъ цилиндре все (*ечен!я, проходящ!я чрезь ось его 
или параллельно ей, прямоугольники.

4) Два цилиндра подобны, если ихъ оси наклонены подъ рав­
ными углами къ основашямь и если отношешя ихъ осей къ рад!усамъ 
основашй равны.

§ 211. Всякое ebuenie (emd) цилиндра плоскостью, парал­
лельною OCHOBaHil0, образует!» кругъ, который равенъ основашю,
и KOTOParo центръ лежигь на оси цилиндра.

Проведемъ чрезь ось по двумь ироизвольнымъ 
навравлешямъ плоскости, который пересЪкутъ осно- 
Banin и параллельную имъ плоскость сечешя по 
шшямь Ат и am, AN и ап. Такимъ образомъ 
получатся параллелограмм АМат и ANan (§ 210,2 
и § 101), следовательно АМ = ат и AN = an; 
а такъ какъ АМ = AN, то и am = ап, т. е. точки 
m ii п одинаково удалены отъ а. Это заключеше 
справедливо для всЬхъ точехъ, лежащихъ на 
кривой пересечешя цилиндра, следовательно эта кривая есть кругъ,
котораго центръ находится на оси цилиндра, 
его основашя.

а рад!усъ равенъ рад!усу

§ 212. Объемъ цилиндра равенъ произведешю площади 
его основашя на высоту.

Мы разсматривали кругъ какъ правильный многоугольникъ съ без- 
конечно болыиимъ числомъ сторонъ, потому и цилиндръ можно прини­
мать за призму, которой основаше такой мно—къ, а высота равна 
высоте цилиндра. Отсюда следуетъ, что объемъ цилиндра, какъ объемъ 
призмы, равняется произведешю площади основашя на высоту.

§ 213. 1) Если обозначимъ чрезъ b высоту цилиндра, а чрезъ г
рад!усъ его основашя, то

об ъемъ цилин др а — г2лй,

2) Цилиндры, имВюшде равны я основян!я и равныя вы­
соты, равновелики.

3) Цилиндры относятся какъ произ в еден! я ихъ осно­
ва н i и на вы с о ты.

4) Цилиндры, имеюпЦе равныя основан!я, относятся 
какъ ихъ высоты, а и м e ю щ i е равныя высоты, какъ о с н о - 
ван!я, а след, и какъ квадраты рад!усовъ основан!й ($ 141).
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§ 214. Боковая поверхность прямаго цилиндра равна
произведешю окружности его основашя на высоту.

Такъ какъ всякая прямая, парал­
лельная оси цилиндра, и соединяющая 
двЪ точки, лежапця на верхнемъ и ниж- 
немъ его основашй, совпадаетъ съ боко­

разсКченною по длинЪ одной

вою поверхностью цилиндра, то мы мо- 
жемъ представить себк эту поверхность 
изъ образующихъ и развернутою на плос­

кости. Такимъ образомъ получится прямоугольникъ, котораго одна 
сторона равна окружности основашя, а другая высотЪ цилиндра. Такъ 
какъ площадь прямоугольника равна произведешю двухъ его перпенди- 
кулярныхъ сторонъ, то боковая поверхность цилиндра равна произве­
дешю окружности его основашя на высоту.

§ 215. 1) Если о б о з н а ч и м ъ ч р е з ъ h в ы со т у прямаго
цилиндра, чрезъ s образующую, и чрезъ г рад!усъ осно- 
ван!я, тогда окружность основашя будетъ 2m, слЪд.

боковая поверхность цилиндра = 2mh = 2rzis.

2) Так ъ какъ площадь основан!я = лг2, то вся поверх­
ность (О) прямаго цилиндра равна 2глЪ 4~ г2тт 4- г2я, т. е.

О = 2гтт (г 4- h) = 2гл (г 4- s).

§ 216. 1) Два подобные цилиндра С и с относятся какъ 
кубы рад!усовъ ихъ основашй или какъ кубы производящихъ.

2) Боковыя поверхности Ойо двухъ подобныхъ цилин- 
дровъ относятся какъ квадраты ихъ рад!усовъ основашй или 
квадраты ихъ производящихъ.

1) Пусть Айа будутъ, оси S и s производяиця, R и г рад!усы 
основашй, Н и h высоты цилиндровъ, тогда (§ 213, 1)

С : С = R2nH : r2Tlh = R2H : r2h.

Но по § 210, 4 A:a = S:S = R:r=H:h, и S3 : S3 = R3 : Г3, откуда 

С : с = R3 : г3 = S3 : S3.

2) Такъ какъ (§ 215, 1) О : о = 2RtzS : 2r/rs — RS : rs, то и

O:O = R2:r2 = S2:S2.
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V. о Kolycb.

§ 317. lj Если прямая АВ (фиг. § 218) движется по окруж­
ности АВС круга такъ, что постоянно проходить чрезъ неподвижную точку 
А. лежащую внЪ плоскости круга, то образованная ея движешемъ кривая 
поверхность называется коническою, а тЪло, ограниченное этою по­
верхность и площадью круга, — конусом ъ; движущаяся прямая на­
зывается образующею, неподвижная точка А — вершиною, кругъ 
BDC — основан!емъ, лишя АЕ, соединяющая вершину А съ цен- 
тромъ основашя Е — осью, а перпендикуляръ, опущенный изъ вершины 
на OCHOBaHie, — высотою конуса.

2) Прямымъ конусомъ называется такой, котораго ось перпен­
дикулярна къ основашю, въ противномъ же случаЪ конусъ называется 
косымъ. Прямой конусъ образуется движешемъ прямоугольнаго 
тре—ка около однаго изъ его катетовъ, причемъ другой катетъ описы- 
ваетъ основан1е, а гипотенуза боковую поверхность конуса. Въ прямомъ 
конусЪ высота совпадаетъ съ осью и всЪ образующая равны (§ 153, 2).

3) Всякое сЪчеше, проходящее чрезъ вершину конуса, есть треуголь- 
никъ, въ которомъ двЪ стороны — образующая, а третья — хорда осно­
вашя конуса. Если сЪчеш'е проходить чресъ ось, то треугольникъ 
состоить изъ двухъ образующихъ и д!аметра основашя. Въ прямомъ 
конусЪ всЪ его сЪчешя равнобедренные тре—ки, а всЪ осевыя сЪчешя 
образуютъ равные равнобедренные тре—ки, перпендикулярный къ 
основашю.

4) Два конуса подобны, если ихъ оси наклонены подъ одина­
ковыми углами къ основашямъ и относятся какъ рад!усы основашй.

5) Если конусъ разсЪкается плоскостью, параллельною основашю, 
то часть его, заключающаяся между плоскостью сЪчешя и основашемъ, 
называется усЪченнымъ кону со мъ, остальная же часть, заключаю­
щаяся между плоскостью сЪчешя и вершиною, до п олнительнымъ 
конусом ъ.

Основаше конуса и площадь его сЪчешя называются основян!ями, 
разстояше основашй другъ отъ друга — высотою, а лишя, соединяющая 
центры оснований — осью усЪченнаго конуса. Смотря потому, будетъ 
ли ось перпендикулярна къ основашямъ или нЪтъ, конусъ называется 
прямымъ или косымъ.

Всякая прямая, совпадающая съ боковою поверхностью конуса и 
соединяющая двЪ точки основашй, проходить при продолжеши чрезъ 
вершину дополнительнаго конуса, и называется образук/щею. Въ пря­
момъ конусЪ всЪ образующая равны.
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§ О Всякое с'Ьчеше bde конуса, параллельное осно- 
вашю BDC, есть кругъ, котораго центръ находится на оси 
АЕ конуса.

2) Площадь основашя конуса и площадь с/Ьчешя, проведен- 
наго параллельно основашю, относятся какъ квадраты ихъ раз- 
стояшй (AE, Af) отъ вершины.

I) Проведемъ чрезь ось въ произвольныхъ на- 
правлешяхъ двъ плоскости, которым иересъкутъ ос- 
HOBanie ii параллельную ему плоскость сЪчешя по 
лишямъ ВС и be, DE и de, тогда ВС || Ьс и DE || de 
(§ 161). Изъ подоб!я тре—ковъ слЪдуетъ

BE : be = AE : ae = DE : de.

Такъ какъ BE — DE, то и be =de. Точно также можно доказать, что 
разстояше точки е отъ остальныхъ точекъ лиши сЪчешя равно be, сдъд. 
кривая сЪчешя есть кругъ.

2) Если прямая AF перпендикулярна къ основашямъ BDC и bde, 
то изъ подоб!я тре—ковъ слЪдуетъ

BE : be — AB : ab = AF : af, слъд. и
BE2: be2 — AB2: ab2 = AF2: af2.

Такъ какъ площади круговъ относятся какъ квадраты ихъ рад1усовъ. то 

кругъ BE : кругъ be = АВ2: ab2 = AF2: af2.

§ 219. 1) Если конусъ разсЪченъ плоскостью парал­
лельною основанию, то полученный т а к и м ъ о б р а з о м ъ м е и ш i й 
ко ну с ъ подобен ъ целому (§ 217, 4).

2) П лощади основаны подобныхъ конусовъ относятся 
какъ квадраты высотъ конусовъ.

§ 220. Объемъ всякаго конуса равеиъ трети произве- 
дешя площади его основашя па высоту.

Если разсматривать кругъ какъ правильный многоугольникъ без- 
численнаго числа сторонъ, то конусъ можно принимать за пирамиду съ 
безконечно большимъ числомъ граней, изъ чего слЪдуетъ, что объемъ 
конуса, какъ и пирамиды, равенъ трети произведешя площади основашя 
на высоту.
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§ 221. 1) О 6 о з н а ч и м ъ ч р е з ъ h высоту конуса, и ч р е з ъ
г рад!усъ его основан!», тогда ос нован !е = г2тг, слЪд.

объемъ конуса = £г2лЬ.

2) Если s б у детъ образующая прямагоконуса,иград!усъ 
основан!я, то высота конуса = | s2 — г2, а

объемъ — $ г 2л у/s2 — г2

3) Два конуса, имД3ющ!е равные основан!« и равныя- 
высоты, равновелики.

4) Два конуса относятся какъ произведен!» ихъ осно 
ван!й на высоты.

5) Объемъ конуса равновелики трети объема цилиндра, 
имеющего съ конусумъ равный основан!е и высоту.

§ 222. Определить объемъ усеченнаго конуса по данной 
высоте h и рад!усамъ R и г верхняго и нижняго основанШ.

Положимъ, что усеченный конусъ дополненъ до 
цЪлаго чрезъ продолжеше его боковой поверхности. 
Если назовемъ высоту дополнительна™ конуса чрезъ 
х, то высота цЪлаго будетъ x—h, слЬд. (§ 221, 1)

цЪлый конусъ = (h—x)

дополнительный = ^г2лх, слЪд. 

усеченный = (h 4- х) —- ^т2тгх,
[R2h 4- (R2 — г2) х].

Такъ какъ R : Г = h - X : х, то

х = R----- -» потому

усеченный конусъ — п

Но R2 — г2 = (R 4~ г) (R — г), слЪд.

усеченный конусъ = ^7zh [R2-]- (R г) г] 

= }nh (R2 4- Rr 4- г2).

Это выражеи!е можетъ быть представлено и въ слЪдующемъ видь: 
yh (7R2—nr2—TRr), и такъ какъ лйг = Д/ zzR2.rcr2, то объемъ 
усеченна г о конуса р а в е н ъ объему п о л н а г о той же высоты,
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но о с но в ан i е котораго равновелико суммЪ верхняго и н и ж. 
ня г о основан1й усЪченнаго конуса, сложенной съ с ре днимъ 
геометрически мъ между этими же основан! я ми.

С л Ъ д. Если положимъ въ выраженш з7/П (R2 Ц- Rr г2), что 
рад!усъ меньшаго основан!я г = о, то получимъ yR2?rh, т. е. выражеше 
объема цЬлаго конуса; а положивъ R == г, получимъ R2?ih, т. е. вы- 
ражеше объема ци л индра.

§ 223. Боковая поверхность прямаго конуса равна по- 
ловинЪ произведешя окружности его основашя па производящую.

д Такъ какъ прямая, соединяющая вершину конуса
А съ какою—либо точкою основашя, совпадаешь съ бо-

/л \ ковою поверхностью, то мы можемъ представить сеоЪ
что поверхность конуса разрезана по какой—либо 

А образующей и развернута на плоскости. Такъ какъ
всЪ точки окружности OCHOBanis равно удалены отъ 

€/" ' ,Г* г/ъ вершины, то развернутая Покован поверхность конуса
“ у... будетъ круговой BBIp3OKb, котораго рад!усъ равенъ 

образующей конуса, а дуга — окружности основашя. 
Площадь крутоваго вырЬзка равняется половин-Ь произведешя его дуги 
на рад!усъ (§ 139), слЪд. и боковая поверхность прямаго конуса равна 
половинЬ произведешя его окружности основашя на образующую.

§ 224. 1) Если обозначимъ чрезъ s образующую пря­
маго конуса, и чрезъ г рад!усъ основан!я, тогда окружность 
основан!я будетъ равна 2гя, слКд.

[.боковая поверхность — rsTi.

2) Вся поверхность конуса будетъ равна 

rsn Г2^ — Y5T (Г S).

3) Если будутъ даны рад!усъ основашя г, и высота 
конуса h, то убразующая s = 1/г2 4-h2, слЬд.

боковая поверхность — гтт V г2 4“ h2 

вся поверхность — гтг (г 4“ \z г2 — h2).

4) Окружность средняго еЬчешя конуса, т. е. сЬчешя, проведеннаго 
параллельно основашю и дЪлящаго высоту пополамъ, равна половине 
окружности основашя, потому что окружность основашя относится къ 
окружности сЬчешя, какъ рад!усъ первой окружности къ рад!усу второй, 
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рад!усы же эти относятся какъ цЬлая высота къ половинЬ. Отсюда видно 
что боковая поверхность конуса равна п р о и зв е д е н i ю окруж­
ности средняго сЬчешя на производящую.

§ 225. Определить боковую поверхность прямаго усечен- 
паго конуса по данной производящей s и рад!усамъ R и г ниж- 
няго и верхияго основашй.

Представимъ себь, что усеченный конусъ допол- 
ненъ до цЬлаго и обозначимъ образующую дополни- 
тельнаго чрезъ х, а цЬлаго чрезъ s 4-х, тогда

боков, пов. цЬлаго кон. = R (s — х) л

боКОВ. ПОВ. ДОПОЛИ. КОН. = ГХЛ, СЛЬД.

боков, пов. усъч. КОН. = R (s -j- х) л— rx7 

= (Rs + (R — г) х) л.

Такъ какъ R : г = s + х : х, то
rs

X = R_r » сл-ьд.

боков, пов. усЬч. КОН. = (Rs + rs) л

= (R + г) ts.
Это выражеше равно (nR 4~ тгг) s, слЬд. боковая поверхность 

усЬченнаго конуса равна полусуммЬ окружностей нижняго 
и верхи яго о с н о в а н i я, умноженной на образующую.

§ 236. 1) Если чрезъ средину оси АВ проведемъ плоскость,
параллельную основаш'ю, тогда рад1усъ круга сЬчешя

CD =
R 4- г 
~9’ и окружность его —

Выражеше боковой поверхности усЬченнаго конуса (R-f-r)7^ показы- 
ваетъ, что боковая поверхность усЬченнаго прямаго конуса 
равна произведен™ его образующей на окружность сред­
няго сЬче нi я.

2) Вся поверхность прямаго усЬченнаго конуса равна

(R 4- г) ns 4- К2л 4- г2л = п [R2 4- г2 4- (R 4" г)s].

3) Если ВЪ Формулъ (R 4" г) лъ положимъ г = о, то получимъ вы- 
ражеше боковой поверхности цЬлаго конуса, а положивъ R = г получимъ 
2r?is, т. е. выражеше боковой поверхности цилиндра (§ 215, 1).
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4) Если KpomB R и г дана высота АВ = h прямаго усЬченнаго 
конуса, то опустивъ изъ точки Е на нижнее основан!е конуса перпен- 
дикуляръ ЕЕ = h, получимъ s = Vh2—(R — г)2; тогда боковая поверх­
ность М и вся поверхность О усВченнаго конуса будутъ равны

М = (R + + (R — г)2
О = п [R2 4- г2 + (R -4- r)|/Zh2 + (R—r)2 ]

§ 227. 1) Объемы двухъ подобныхъ конуеовъ относятся 
какъ кубы ихъ осей или рад!усовъ.

2) Боковыя поверхности Ойо двухъ подобныхъ прямыхъ 
конуеовъ относятся какъ квадраты ихъ осей (А, а), или образую- 
щихъ (S, s) или рад!усовъ (R, г).

1) Такъ какъ объемъ конуса равенъ трети объема цилиндра, имЪю- 
щаго съ нимъ равное основаме и равную высоту (§ 221, 5), а объемы 
подобныхъ цилиндровъ относятся какъ кубы ихъ осей или рад!усовъ 
(§ 216), то объемы конуеовъ будуть имЪть тоже отномеме.

2) Такъ какъ 0:0 = RS7 : rsn, и

А : а = R : Г = S : S, то и

О : О = R2 : Г2 = S2 : S2 = А2 : а2.

§ 22S. Задачи.

1) Построить цилиндръ и конусъ, если даны рад!усъ основами г 
высота h и уголъ а наклонемя оси къ основами».

2) Даны рад!усъ основами и высота прямаго цилиндра. Построить 
другой прямой цилиндръ, котораго боковая поверхность равнялась бы 
всей поверхности, а основаме—основами» перваго цилиндра.

3) Начертить кругъ, котораго площадь равнялась бы цклой поверх­
ности 1) прямаго цилиндра, 2) прямаго конуса, которыхъ рад!усы осно- 
вамя и высоты даны.

4) Начертить кругъ, котораго площадь равнялась бы всей поверх­
ности прямаго усЬченнаго конуса.

5) Даны два подобные конуса; построить третш, который бы быть 
иодобемъ данными, а объемъ его быль среднее геометрическое между 
ихъ объемами.

6) Построить цилиндръ, который бы былъ подобенъ данному ци­
линдру и котораго поверхность относилась бы къ поверхности даннаго 
цилиндра, какъ m : п.
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7) Въ прямой цилиндръ вписать прямой же параллелепипедъ, кото- 
раго ребра основания относились бы между собою какъ 1 : у 2. Это от- 
Houenie берутъ, если желаютъ вырубить изъ бревна брусокъ, который 
бы могъ вынести наибольшую тяжесть.

8) Выразить въ лишяхъ отношеше между объемами двухъ данныхъ 
конусовъ.

9) Построить цилиндръ и конусъ, сумма объемовъ которыхъ рав­
нялась бы объему даннаго усЪченнаго конуса, а высота всЬхъ трехъ 
тЪлъ была бы одинакова.

10) Дано сЬчеше ABCD по оси EF 
ус/Ьченнаго прямаго конуса. Построить 
прямой цилиндръ одинаковой съ конусомъ 
высоты, такъ что боковая поверхность 
равнялась бы боковой поверхности усечен- 
наго конуса.

А Е В N

11) Усеченный прямой конусъ разсЪчь плоскостью, параллельною 
основашямъ такъ, что бы площадь csuenin была среднею пропорцюналь- 
ною между площадями оснований.

12) Чрезъ точку А, данную внЪ цилиндра, провести плоскость, ко­
торая бы коснулась его по образующей.

13) {резь точку А вн1т конуса провести къ нему касательную 
плоскость.

14) Данный тре—къ АВС вращается около 
одной изъ его сторонъ АВ, какъ около оси; по­
строить конусъ, равновеликш полученному такимъ 
образомъ тЪлу вращешя такъ, чтобы площадь основа- 
шя этого конуса равнялась кривой поверхности, произ- 
шедшей отъ вращешя одной изъ сторонъ АС или ВС 
даннаго треугольника.

С

15) Данный тре—къ АВС вращается 
около проходящей чрезъ вершину А оси AD, 
которой иоложеше дано и которая nepct- 
кается съ продолжешемъ стороны ВС въ 
точкТ> I). Построить конусъ, котораго высота 
равнялась бы высотЪ АЕ даннаго тре —ка, а 
объемъ —тЬлу, произшедшему отъ вращешя 
тре — ка АВС.
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16) Данный равноберенный тре—къ 
АВС вращается около проходящей чрезъ 
вершину А лиши AD, которой положеше 
дано, и которая пересЪкаетъ продолжеше 
стороны ВС въ точкЪ D. Построить конусъ 
и цилиндръ, которыхъ объемы равнялись бы 
поразнь объему тЬла вращешя, кромЪ того 
площадь основашя конуса равнялась бы кри­
вой поверхности, описанной лишею ВС, а ра- 
д!усъ основашя цилиндра былъ бы равенъ 
перпендикуляру АВ на СВ.

17) Тре—къ АВС вращается около 
лиши MN, параллельной его сторонЪ ВС и 
проходящей чрезъ вершину А. Построить 
цилиндръ и конусъ, чтобы объемъ каждаго 
изъ нихъ равнялся тЬлу, произшедшему отъ 
вращешя АВС, и кромЪ того чтобы рад!усъ 
основашя цилиндра и высота конуса равнялись 
высота AD тре—ка.

18) Половина правильнаго многоугольника, вписаннаго въ кругъ 
вращается около д!аметра круга. (Фиг. § 237). 1) Построить прямой 
цилиндръ, котораго высота равнялась бы оси AF, а боковая поверх­
ность — поверхности тЪла вращешя. 2) Построить цилиндръ и конусъ, 
чтобы ооъемъ каждаго изъ нихъ равнялся объему т^ла вращешя и 
KPOMb того рад!усъ основашя цилиндра и высота конуса равнялись бы 
порознь апоеемЪ (ОТ) вписаннаго многоугольника.

VI. о Ilapb.
2 ДДМ. Если полуокружность вращается около д!аметра, какъ 

около оси, до тЪхъ поръ, пока она возвратится въ первоначальное поло- 
жен!е, то дуга полуокружности описываетъ шаровую поверхность. 
1-Ьло, ограниченное шаровою поверхностью, называется шаромъ, а 
центръ вращаемаго полукруга — центромъ шара. — Всякая прямая, 
соединяющая центръ шара съ какою нибудь точкою, лежащею на его 
поверхности, называется paдiycoмъ, а прямая, проходящая чрезъ 
центръ шара и соединяющая двъ точки его поверхности, д!а ме­
тр о мъ шара.

Изъ самаго образовашя шара слЬдуетъ, что всЪ его радиусы,
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а следовательно и все д[аметры равны. Поэтому гпаръ можно оа ;• 
сматривать к а к ъ те ло, ограниченное поверхностью, которой 
все точки равно отстоятъ отъ одной точки, находящейся 
в ну ри шара и называемой центромъ.

[Пары, имЪюпре равные рад[усы, равны; потому что если мы пред­
ставим ь себе что они наложены такъ другъ на друга, что ихъ центры 
совпадаютъ, тогда и все точки ихъ поверхностей должны также совпасть.

§ 230. Поверхность шара есть кривая по вс-^мъ направ- 
лешямъ поверхность.

Если бы мы предположили, что какая нибудь часть поверхности 
шара плоска, то могли бы провести на этой части прямую лишю, а 
взявъ на этой прямой три точки и проведя плоскость чрезъ эту прямую 
и центръ шара, мы получили бы три точки, лежапця на одной прямой 
и равно отстояпця отъ четвертой (центра шара), что невозможно (§ 29. 1).

Следств!е. Прямая лишя можетъ пересечь шаровую 
поверхность не более какъ въ двухъ точкахъ.

§ 231. Если шаровая поверхность пересекается плоскостью,
то лишя пересЪчошя будетъ кругъ.

Если плоскость сечешя проходить чрезъ центръ 
то справедливость этой теоремы видна изъ самаго 
определешя шара. Если же секущая плоскость не 
проходить чрезъ центръ С, то опустивъ на эту плос­
кость изъ центра перпендикуляръ СА и соединивъ 
две как!я либо точки В и 1) лиши пересечешя съ точ­
ками А и С, мы будемъ иметь /\ САВ САР (§ 25 
след.), след. АВ = AD. Этотъ выводъ справедливъ для всякихъ двухъ 
точекъ лиши пересечешя, и потому все точки этой последней равно 
удалены отъ точки А, след, лшня пересечешя есть кругъ.

§ -^32. 1) Перпендикуляръ, опущенный изъ
шара на пересекающую его плоскость проход и тъ 
центръ круга с е ч е н i я.

центра 
чрезъ

2) Лишя, соединяющая центръ шара съ центромъ круга, 
прои.зшедшаго отъ сечешя шара плоскостью, перпендику­
лярна к ъ этой п о с vi е д н е й.

3) Перпендикуляръ. в озс та влен н ы й изъ центра круга 
с е ч е н i я, п р о й д е т ъ чрезъ ц е н т р ъ шара, потому что онъ долженъ 
совпасть съ прямою, соединяющею эти центры (§ 151).

4
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4) Перпендикуляры, в оз ст а вленные изъ центровъ двухъ 
к а к и х ъ либо непараллельныхъ к р у г о в ъ с е ч е н i й встречаются 
въ це нтр е шара.

5) Центры двухъ параллельны хъ сеченirt лежатъ на од- 
номъ и томъ же Д1'аметрЪ, иерпендикуларномъ къ плос­
ко ст я мъ об о их ъ сЪчен!й.

6) Кругъ сТ>чен1я определяется тремя точками на по­
верхности шара (§ 146).

§ 233. 1) С^четя, находящаяся на равныхъ разстояшяхъ 
отъ центра шара, равны. 2) Плоскости равныхъ сЬчетпй нахо­
дятся на равныхъ разстояшяхъ отъ центра шара. 3) Обчетя 
тЪмъ бол^е, чЪмъ ближе къ центру шара. 4) Изъ двухъ не- 
равныхъ с^ченШ большее находится ближе къ центру чЪмъ 
меныпее.

Если изъ центра шара па две cbkyuiA плос­
кости опустимъ перпендикуляры m и п, то эти 
носледше будутъ служить разстояшями плоскостей 
отъ центра шара и пройдутъ чрезъ центры 
сЪчеш'й. Проведемъ въ обоихъ кругахъ сЪчешй 
рад1усы гири соединимъ ихъ концы съ цен- 
тромъ шара рад1‘усомъ В ; тогда изъ произшедшихъ 
такимъ образомъ прямоугольныхъ тре—ковъ бу-

демъ имЪть

R2 3 = г2 — т2 и 

г2 + т2

1) Если т = п, то

2) Если г = р, то

3) Если п < т, то

4) Если р > Г, ТО

R2 = p24-n2, след. 

= р2 + п2.
г2 —- р2 иш г —- р 

т2 = п2 или т = п 

р2 > г2 или р > г. 

п2 -С т2 или n С т.

§ *34. 1) Сечеше, проходящее чрезъ центръ шара, называете
б о ль ши мъ кругомъ, все же остальныя — м а лым и кругами 

2) Все больные круги одного и того же шара р а в н Ь1 
между собою, потому что имеютъ равные ра.цусы.

3) Два больппе круга делятся взаимно иополамь, такъ 
какъ ихъ плоскости проходятъ чрезъ центръ шара, потому и нш!я пере -
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сечешя плоскостей пройдетъ также чрезъ центръ и будетъ общимъ д!а- 
метромъ обоихъ круговъ.

4) Посредствомъ наложешя легко удостовериться, что шарь и его 
поверхность делятся пополамъ всякою плоскостью, проходящею чрезъ 
центръ шара. Каждая половина шара называется полушар)"емъ.

5) Чрезъ две д!аметрально противоположный точки поверхности 
шара можно провести безчисленнце множество болылихъ круговъ, а чрезъ 
две не д!аметрально противоположный только одинъ большой и безчис- 
ленное множество малыхъ круговъ.

§ 235. 1) Если плоскость М перпендикулярна къ рад!усу 
АС въ копий его А, то она касается шара, т. е. имЪетъ съ 
нимъ только одну общую точку.

2) Плоскость М, касательная къ шару, перпендикулярна къ 
рад!усу АС, проходящему чрезъ точку касашя.

1) Если AC I М, то соединивъ центръ С съ / 
произвольною точкою В лежащею въ плоскости М (за ( С А 
исключешемъ точки А), получимъ СВ > СА (153, 1); \ \ \ у \М
след. В и всякая другая точка плоскости М, за ис- \ а^В \ 
ключешемъ точки А, лежать вне шара.

2) Если плоскость М имЪетъ съ шаромъ только одну общую точку 
А, то всякая прямая ВС, соединяющая центръ С съ какою нибудь точ­
кою В плоскости М, будетъ более рад!уса СА, след. лишя CA будетъ 
кратчайшее разстояше точки С отъ плоскости М, т. е. перпендикуляръ 
изъ точки С на плоскость М.

СлЪдств1я. 1) Перпендикуляръ, опущенный изъ центра 
шара на касательную къ нему плоскость, Пересечеть эту 
последнюю въ точке каса ui я.

2) Перпендикуляръ къ касательной плоскости, воз- 
ста вленный въ точке ея касан!я, пройдетъ чрезъ центръ 
шара (§ 151).

§ 23Ъ. I) Всякая плоскость, пересекающая шарь, делитъ его 
на два шаровые отрезка или сегмента. Если секущая плоскость 
пройдетъ чрезъ центръ шара, то каждый сегментъ будеть полушар1емъ. 
Площадь круга сечешя называется основаш'емъ сегмента. Если про- 
ведемъ д!аметръ перпендикулярно къ основашю, то часть его, лежащая 
между центромъ основашя и поверхностью шара, называется высотою 
шароваго сегмента. ....... ,»

■■ *



52

2) Часть шаровой поверхности, заключающаяся между двумя парал­
лельными секущими плоскостями, называется зоною или шаровымъ 
поясомъ, а часть шара, лежащая между этими плоскостями, шаровымъ 
слоемъ. Площади параллельныхъ круговъслужатъ шароваму слою основа- 
ni ями, а разстояше между основашями — высотою, такъ что эта послед­
няя, измеряется частно рад!уса шара, перпендикулярнаго къ основашямъ и 
заключающагося между ними. — Если одна изъ параллельныхъ плоскостей 
касательна къ шару, то образуется сегментъ, имёющш только одно ос- 
HOBanie.

3) Если вырезокъ круга сдЁлаетъ полный оборотъ около одного 
изъ рад|‘усовъ, его ограничивающихъ, то образуется шаровой вырЁ- 
зокъ или сектор ъ, а дуга круговаго вырезка описываетъ при 
этомъ поверхность шароваго сегмента.

§ 231. Поверхность шара равна 4г2 л, если г означаетъ 
рад!усъ шара.

Если около полукруга MQN, котораго рад!усъ 
г, опишемъ полупериметръ прав, мно—ка ABCDEF 
съ четнымъ числомъ сторонъ и представимъ себе, 
что вся Фигура обращается около лиши AF, то 
ABCDEF onmmeTb тело вращеш'я, а каждая изъ 
сторонъ - поверхность конуса, или полнаго, или усе­
ченнаго плоскостью, параллельною основашю, или на- 
конецъ цилиндра. Опустимъ изъ вершинъ мно—ка 
перпендикуляры на ось AF, тогда отрезки оси 
AG, GK, KL . . . будутъ высотами полученныхъ отъ 
вращешя мно—ка полныхъ и усеченныхъ конусовъ 
и цилиндра.

1) Чтобы вычислить поверхность усеченнаго конуса, образованнаго 
движешемъ лиши ВС, проведемъ изъ точки В прямую BZ [ СК и изъ 
средины Т стороны ВС, т. е. изъ точки ея прикосновешя съ кругомъ, 
прямую TH J AF и кроме того рад|усъ То = г. Такъ какъ TH будетъ 
рад{усъ круга средняго сЁчешя усеченнаго конуса, то (§ 226, 1).

Поверхность ВС = 2л . TH . ВС.

Но (по § 93, 2) ABCZ~TOH, след.

ВС : ТО = BZ : TH или 

ВС : г = GK : TH. г. е. 

ВС . TH = г. GK, след, 

поверхность ВС — 2 тг . GK.
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2) Чтобы вычислить поверхность цилиндра, образованна™ движе- 
н<емъ лиши CD, проведемъ изъ точки касашя Q рад!усъ Q0. Такъ какъ 
Q0 = DL, то (§ 215, 1)

поверхность CD = 2nr . KL.

3) Наконецъ чтобы вычислить поверхность полнаго конуса, про­
ведемъ изъ точки kacauia S прямую SR J AF и рад!усъ S0, тогда 
(по § 224, 4)

поверхность EF = 2 . SR . EF.

Но такъ такъ △EFPooOSR, то

EF : г = FP : SR и ди EF . SR = г. FP, слВд.

поверхность EF ~ nr . FP.

Изъ всего этого видно, что поверхность цилиндра и пол­
наго или усеченнаго конуса равняется окружности большего 
круга (2пг), умноженной на высоту тВла, такъ что

нов. АВ — 2тг . AG

нов. ВС = 2ттг . GK

пов. EF = 2ur . PF.

Сложней всё эти части, получимъ:

поверхность т Вл а вращен!я = 2?r (AG 4- GK . . . . 4" PF)

= 2лг . AF.

Увеличивая число сторонъ описаннаго мно—ка, мы можемъ сдълать 
разность между его перпметромъ и окружностью менВе всякой дан­
ной величины. Съ увелпчешемъ числа сторонъ величина оси AF при­
ближается къ величинВ д!аметра, въ которую она и обращается, если 
число сторонъ мно—ка будетъ безконечно велико, т. е. когда мно — къ 
обратится въ кругъ, въ какомъ случав тВло вращешя обратится въ шарь. 
Если въ выражеше 2ттг . AF воставимъ AF = 2г, тогда

поверхность шара = 4г2тт.

§ 238. 1) Поверхность шара въ 4 раза больше пло­
щади его большего круга.

2) Поверхности шаровъ относятся какъ квадраты ихъ 
рад!усовъ или д!аметровъ. Если О и о поверхности шаровъ, R и г 
рад!усы, Dud д!аметры, то

О:о = 4R2Zt : 4г2Я = R2 : Г2 = D2 : d?.
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§ 239. Поверхность шарового пояса равна 2nrh, если 
h высота пояса, а г рад!усъ шара.

Вудемъ обращать полуокружность ABCD около Д1а 
метра AD, къ которому прямым BE и CF перпендику­
лярны , тогда дуга АВ оппшеть поверхность шароваго 
сегмента, а дуга ВС— шаровой поясь, которыхъ высоты 
будутъ АЕ и ЕЕ. Такимъ же образомъ какъ при вы- 
численш поверхности шара въ § 237 выводится, что 
поверхность шароваго сегмента или пояса равняется 
окружности болшаго круга, умноженной на высоту 
сегмента или пояса. Если AE = h, то поверхность 
АВ = 2тггЬ, и если ЕЕ = h, то поверхность ВС — 2//гЬ.

§ 440. I) Поверхности сегментовъ пли поясовъ од­
ного и того же шара относятся какъ ихъ высоты.

2) Поверхность сегмента или пояса относится къ по­
верхности шара, какъ его высота къ д! а метр у шара.

3) Если проведемъ хорду АВ (фиг. 2 § 239), то изъ прямоуголь- 
наго тре—ка ABD получимъ (§ 97, 2),

АВ2 = АО . АЕ = 2г . АЕ, слЪд. и

2тгг. АЕ — л . АВ2, т. е.

Поверхность шароваго сегмента равняется площади круга, 
котораго р а д i у съ равен ъ линейному разстоятю вершины 
сегмента о т ъ окружности о с н о в а н i я.

§ 241. Объемъ шара равенъ 4/3г3л, если г рад!усъ шара.

Первое доказательство. Пусть ABDC бу- 
детъ квадратъ, котораго стороны равны рад)усу г, 
АО Д1‘агональ квадрата и BGC четверть окружности, 
описанной рад!усомъ г. Если будемъ обращать всю 
Фигуру около лиши АС, какъ около оси, то квадратъ 
опишетъ прямой цилиндръ, тре—къ АСО — прямой 

конусъ, а четверть круга BGC — полушар!е. Если разсЬчемъ вей эти 
тЬла двумя плоскостями, перпендикулярными къ АС и безконечно близкими 
другъ къ другу, то цилиндрическш слой ЕЕ, шаровой слой EG и кони- 
ческШ ЕН можно разематривать какъ прямые цилиндры съ безконечно 
малою высотою, которую назовемъ чрезъ h. Тогда
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цилиндричесюе слой = EF2./ih

шаровый слои — EG2.7ih

kOHMecKi слои — EH2./rh.

Проведемъ 1uHit AG, тогда въ Д AEG

EG2 = AG2 — AE2.

Такъ какъ Ali - EF и AE — EH, потому что 2 CAD CDA =EHA, то

EG2 = EF2 — EH2, след.

EG2nh = EF2zih — EH2.^h,

t. e. шаровой слой равенъ цилиндрическому слою безъ коническаго. 
Три тела цилиндръ, полуокружность и конусъ, описанный Фигурами ABDC, 
ABGC, и ACD можно представить разсЪченными на безконечное множество 
такихъ безконечно тонкихъ слоевъ. Между частями тЪлъ вращешя, отсе­
ченными каждыми двуме последовательными плоскостями будетъ существо­
вать выведенное нами отношеше, а потому и между суммами всехъ 
этихъ частей, т. е. полушар!емъ, цилиндромъ и конусомъ будетъ та же 
зависимость, т. е. если

цилиндръ — Г37Г, конусъ — ^F37Z, ТО

, noxymapie = r37T --- ^Г371 = ^r37t, ИЛИ

весь шаръ= 4r3n.

Второе доказательство. Представимъ себе, 
что чрезъ концы д!аметра АВ проведено безчислен- 
ное множество большихъ круговъ и безчисленное мно­
жество малыхъ круговъ, перпендикулярныхъ д!аметру 
АВ. Тогда вся поверхность шара разделится на без­
численное множество четыреугольниковъ и треугольни- 
ковъ, которые по причине своей малости могутъ быть 
приняты за плосюе. Если представимъ, что точки 
пересечения этихъ круговъ будутъ соединены съ цен- 
тромъ шара, то шарь распадется на безконечно малыя пирамиды. Высота 
каждой изъ этихъ пирамидъ равна рад!усу шара (г), а сумма ихъ — объе- 
мовъ равна сумме всехъ ихъ основаюй (т. е. поверхности шара), умно­
женной на треть общей высоты (т. е. рад!уса г). Такъ какъ поверхность 
шара = 4г2тт, то объемъ шара = 4г2тгX — 4r37, т. е. объемъ шара 
р а в е н ъ трети произведена его поверхности на р а д i у с ъ.
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§ 242. I) Если обозначимъ чрезь ci д1аметръ шара, то — = г, слДд.

Ч / U \ ? I
объемъ шара -т-|т| ч= <v.i. 1 3 \ 2 / п

2) Объемы К и к 
ихъ рад!усовъ (R и г)

двухъ шаровъ относятся какъ куоы 
или Д1аметровъ (D и d) потому что

К ; к = |Н3Л : |г3Л = R3 : г3 = D3 : d3.

3) Ес ш объемъ шара |г3л извВстень, а требуется вычислить по­
верхность шара, то обозначая эту последнюю чрезь х, можемъ поставить,

|r3/i = |гх, слЪд. х — 412л.

243. (Архимедъ.) Если около шара опишемъ прямо и 
цилиндръ, а въ этотъ нослВдн!й впишемъ прямой конусъ 
т а к ъ, чтобы большой к р у г ъ шэра б ы л ъ о б щ и м ъ о с н о в а н i е м ъ 
цилиндра и конуса, а д!аметръ шара общею высотою этихъ 
же тБлъ, то будемъ имВть такое отношеюе:

объемъ к о н. : о б. ш а р а : об. Ц и Л. = 1:2:3.

Если обозначимъ чрезъ г рад!усъ шара, то объемы 
конуса, шара и цилиндра будутъ $г3д, |г3^, 2г3л, 
слвд. объемы этихъ трехъ тВлъ относятся какъ

|Г3,1 : |г3Л ; 2г3Л = 1:2 : 3.

§ 244. Объемъ соерическаго вырезка равняется ^г2Ь, 
гдЪ г означаетъ рад!усъ шаръ, a h высоту шароваго сегмента, 
ограпичивающаго шаровой вырЬзокъ

Пусть АВС будетъ круговой секторъ, отъ обраще- 
шя котораго окою рад1уса АС получился шаровой сек­
торъ ARCEA. Такъ какъ шаръ можно разсматрпвать 
какъ совокупность пирамидъ, имВющихъ безконечно ма­
лый основашя и равную рад!усу шара высоту, то и ша­
ровой секторъ можно разбить на подобный же пирамиды. 
Изъ этого представлешя легко найти объемъ сектора, 

умноживъ ограничивающую его поверхность шароваго сегмента на треть 
рад!уса. Если AD=h, то поверхность шароваго сегмента, описаннаго 
вращешемъ дуги АВ около рад!усу АС, равна 2тггЬ, сл'Вд. объемъ 
сектора = ^лг2Ь.
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§ 245. Объемъ сФерическаго сегмента равняется Ь2л(г— |), 
гдЬ г рад!усъ шара, a h высота сегмента.

Если въ круговомъ сектор 6 АВСЕА (фиг. § *244) проведемъ рад!усъ 
АС перпендикулярно къ хордъ ВС и всю Фигуру будемъ вращать около 
рад!уса АС, то отъ вращешя сектора получимъ сферически секторъ, отъ 
вращешя площади ДВО — сферический сегментъ, и наконецъ отъ вращен!я 
гре—ка BDC — прямой конусъ. Изъ самаго образовали сегмента АВЕА 
видно, что онъ равняется сектору АВСЕА безъ прямаго конуса СВЕ. 
Обозначивъ АС чрезъ г, a AD чрезъ h, получимъ

CD = г — h и BD2 = г2 — (г — h)2 — (2г — h) h, слфд.

конусъ СВЕ = ^ВО2л . CD — | (2г — h) Ьл (г — Ь).

Но такъ какъ секторъ АВСЕА = |лг2Ь, то

сегментъ = |лг2Ь — | (2г — h) Ьл (г — h)

— |Ьл [2 г2 — (2г — h) (г — h)J '

= (Зг — h) = Ь2л (г — |Ь).

Q Сферически слой ADEB равенъ раз­
ности между сегментами FABF и ЕДЕЕ. Если даны 
высоты сегментовъ FK=H и FG = h, и рад!усъ 
napa АС — г, то

сфер, слой = Н2л (г — уН) — Ь2л (г — }h)

= лг(Н2 —h2) — Д (Н3 — h3).

§ 247. Задачи.

1) Провести къ шару касательную плоскость, которая бы проходила 
чрезъ данную точку Р, лежащую внБ шара.

2) Провести плоскость касательную къ двумь шарамъ.

3) Построить цилиндръ, котораго основаше равнялось бы большему 
кругу шара, а боковая поверхность была равновелика данному поясу того 
же шара.

4) Построить кругъ, котораго плошадь равновелика данному шаро­
вому поясу.

5) Разделить параллельными кругами поверхность шара на части, 
который бы относились какъ m : п : р.

б) Построить шаровой поясъ, который бы относился къ площади 
основашя его какъ m : п.
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7) Данъ прямой конусъ. Построить въ немъ 
Iapb, который бы соприкасался съ боковою поверх­
ностью конуса по кругу, и касался OcHOBaHis конуса 
въ центре (D); выразить радцусъ (EG) круга сопри- 
KOCHOBeHiH конуса съ шаромъ посредствомъ обра­
зующей (АВ) и рад!уса основашя (BD).

8) Около даннаго конуса описать шаръ, котораго поверхность 
прошла бы чрезъ вершину конуса и совместилась съ окружностью 
основашя.

9) Въ данную трехстороннюю пирамиду вписать шаръ, который бы 
коснулся каждой стороны пирамиды.

10) Даны рад1'усы а, Ь, с трехъ шаровъ, лежащихъ на одной плос­
кости и соприкасающихся между собою. Найти стороны тре—ка, котораго 
вершины лежатъ въ точкахъ прикосновешя плоскости съ шароми.

11) Построить шаровой секторъ, котораго объемъ равнялся бы 
объему, а ограничивающей его шаровой сегментъ — основашю косаго 
конуса. .

12) Построить шаровой сегментъ, котораго объемъ равняется ко­
нусу, имеющему съ нимъ общее основаше. а вершину въ центре шара.

13) Посроить шаровой сегментъ, котораго поверхность равняется 
поверхности конуса, имеющего съ первымъ общее OCHOBanie, а вершину 
въ центре шара.

14) На основаши щароваго сегмента построить равновеликш ему 
конусъ.

15) Отъ даннаго шара отрезать 
сился бы къ объему соответствующаго

сегменть, котораго объемъ отно- 
ему сектора какъ ш: и.

16) Около mapoBaro сегмента ВАС описанъ 
прямой усеченный конусъ ВНЕС равной съ сег- 
ментомъ высоты и при томъ такъ, что все обра- 
зуюпця этого конуса касаются шара въ точкахъ 
основашя сегмента. Ооратить тело, заключающееся 
между поверхностью шара и усеченнаго конуса, 
въ полный конусъ, который бы имелъ равную съ 
сегментомъ высоту. -

17) Даны высота h и рад!усы а, и b верхняго и нижняго осно- 
ванш шароваго слоя. Построить цилиндръ, котораго высота = h, и 
котораго объемъ, сложенный съ шаромъ д!аметра h, равновеликъ данному 
шаровому слою.



39

18) Доказать, что 
А, В, С, D, не лежащ!я 
можно провести только 
верхность.

19) Около данной 
ды описать сферическую

чрезъ четыре точки 
въ одной плоскости, 

одну сферическую по

трехсторонней пирами- 
поверхность.

20) Описать шаровую поверхность, которая бы прошла чрезъ все 
точки двухъ пересекающихся въ пространстве круговъ.

21) Описать шаровую поверхность, если дана какая нибудь часть 
этой поверхности. z

22) Доказать, что внутри всякаго правильнаго многогранника есть 
точка, которая равно удалена отъ всехь его вершинъ, и отъ всЪхъ 
сторонъ.

23) Около правильнаго многогранника описать шарь, и въ правиль- 
номъ многограннике вписать шаръ,

24) Описать шаръ, который бы касался всехъ реберъ правильнаго 
многогранника.

§ 248. Подъ СФерическимъ р азст оян!емъ двухъ лежащихъ 
на одномъ и томь же шаре точекъ разумеется меньшая изъ дугъ боль- 
шаго круга, проходящаго чрезъ эти точки.

Полюсами какого либо круга, проведеннаго на шаре, называются 
точки, въ которыхъ д!аметръ, перпендикулярный къ плоскости этого 
круга, пересекаетъ поверхность шара. Д1аметръ, соединяющш полюсы 
круга называется осью этого последняго

§ 240. Каждый изъ полюсовъ равно удаленъ отъ всЪхъ
точекъ соотвЪтствующаго ему круга.

Положимъ что д!аметръ АВ перпендпкуля- 
ренъ къ площади большего круга CDE и малаго 
FGK. Дуги AC, AD. ВС, BD . . . равны между 
собою, потому что каждая изъ нихъ есть чет­
верть окружности.

Относительно малаго круга хорды F и 
AG равны (§ 153, 2), след, и дуги AF и AG, 
BF и BG также равны.
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Следств!я. 1) Каждый полюсъ большего круга отстоитъ 
отъ всякой точки этого послЪдняго на 90°.

2) Параллельные круги имЪютъ общ!е полюсы и об­
щую ОСь.

3) Если точка А шара отстоитъ на 90° отъ двухъ какихъ 
либо т о ч е к ъ С и D, того же шара не лежащихъ на к о н ц а х ъ 
одного и того же диаметра, то она есть полосъ большего 
круга, преходяща г о ч р е з ъ эти точки.

Такъ какъ дуга АС = AD = 90°, то АОС,—AOD = В , а по­
тому АО перпендикулярна къ плоскости CDE, след. А есть полюсъ 
круга CDE.

У 250. 1) У гл ом ъ двухъ большихъ
круговъ, напр. САЕ называется уголъ наклонешя 
плоскостей этихъ круговъ. — Уголъ САЕ называется 
СФерическимъ угломъ, дуги АС и АЕ его сто­
ронами, а точка А — его вершиною.

2) Сферический уголъ САЕ р а в е н ъ углу НАК, образован­
ному лин i ями, касающимися его сторонъ въ верш ин е А. 
Такь какъ эти касательный находятся въ плоскостяхъ сторонъ АС и АЕ. 
и перпендикулярны къ лиши AD nepectvenia этихъ плоскостей (§ 48 *2), 
то НАК служитъ мерою наклонешя плоскостей (§ 107, 3).

3) СФерическ1‘й уголъ САЕ измеряется дугою СЕ, опи­
санною и з ъ его вершины А четвертью окружности б о л ьш а г о 
круга, какъ рад!усомъ, и заключающеюся между сторонами 
этого угла. Такъ какъ X. AGC = AGE = R, то X CGE будетъ угломъ 
наклонешя плоскостей кругъ СА и ЕА; но дуга СЕ служитъ мерою углу 
CGE, след, она будетъ измерять и уголъ САЕ.

4) Часть поверхности шара, ограниченная двумя полуокружностями 
большаго круга называется СФерическимъ двусторонникомъ. Оба 
СФерическ1'е угла двусторонника равны.

5) Часть поверхности шара, ограниченная тремя дугами большихъ 
круговъ, называется СФерическимъ треугольникомъ. Сферичесше 
тре — ки, подобно прямолинейнымъ, бываютъ прямоугольные, тупоуголь­
ные и остроугольные. Мы будемъ разематривать только таю’е СФери- 
чесше треугольники, которыхъ стороны и углы, каждый въ отдельности, 
менее 180°.
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6) Равными сферическими тре— ками называются так!е, которые 
при взаимномъ наложеши други на друга совмВщаются всеми своими 
частями. Если же все части сФерическихъ тре—ковъ попарно равны, 
но расположены въ обратномъ порядк-fi, то тре—ки называются симме­
тричными.

§ 251. Если чрезъ центръ шара и стороны СФерическаго 
тре—ка проведемъ плоскости, то получится трегранный уголъ, котораго 
плоск1е углы равны сторонами, а двугранные равны угламъ СФерическаго 
тре—ка. Такими образомъ каждому СФер. тре—ку соотвЪтствуетъ тре­
гранный уголъ, съ вершиною въ центре шара и наоб^ротъ, — каждому 
трегранному углу соотвВтствуетъ сФерическнл тре—къ, который полу­
чится, если мы какимъ нибудь рад!усомъ изъ вершины треграннаго угла 
какъ изъ центра опишемъ шара, при чемъ точки пересВчешя реберъ 
угла съ поверхноствю шара будутъ вершинами СФерическаго тре—ка.

Изъ сказаннаго слВдуетъ, что всЪ теоремы, выведенным въ§§177до 
184 для плоскихъ и двугранныхъ угловъ треграннаго угла, могут и 
бытв прямо отнесены къ сферическими тре—камъ, если мы вместо дву­
гранныхъ и п юскпхъ угловъ треграннаго вставимъ соотв-Втствукищя 
части СФерическаго тре—ка, т. е. стороны и углы. Такими образомъ мы 
получимъ слЪдукищя теоремы.

I) В ъ сфе рич е с ком ъ тре — кВ сумма двухъ с т о р о н ъ более 
трет вей. (§ 177).

2) В ъ с ф е р и ч е с к о м ъ тре — к "В сумма в с В х ъ с т о р о н ъ 
мен Be 4R. т. е. менЪе периметра большаго круга сферы 
(§ 178).

3) Сумма трехи у г ло въ СФерическаго тре— к а б о л Ве 2 В 
и мен Be 6R. (§ 180).

4) Два СФерическ!е те—к а равны или симметричны, если 
и ъ н и х в попарно р а в н bi :

а) три стороны (§ 181, 1), или

Ь) три угли (§ 181, 2), или

,с) две сторонвг п лежашдй между ними угол в (§ 181, 3), 
или

d) два угла и лежащая между ними сторона (§ 181, 4).
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§ 252.
велики.

Два симметричные тре—ка АВС и abc равно-

Такъ какъ дуги АВ и ab, АС и ас, АС и Ьс 
равны между собою, то и хорды ихъ равны, след, 
плоскш Д АВС 25 abc. Если мы около этихъ 
тре—ковъ опишемъ окружности, то эти последшя 
будутъ равны между собою, след. и равно удалены 
отъ центра шара (§ 233, 2), а потому поверхности 
шаровыхъ сегментовъ, которыхъ основашями слу- 
жать эти круги, должны быть равны другъ другу 
(§ 240, 1). Очевидно, что двухугольная Фигура М,

ограниченная двумя пересекающимися дугами, равна Фигуре ш; подоб- 
нымъ образомъ N = и и О = о. Отнявъ отъ равныхъ между собою по­
верхностей шаровыхъ сегментовъ равный Фигуры М, N, О и ш, п, о, мы 
получимъ въ остатке равновелик|‘е тре—ки АВС и abc.

§ 253. Поверхность СФерическаго двусторонника отно­
сится къ поверхности шара, какъ уголъ двусторонника къ четы-
ремъ прямымъ.

Если два СФер. двусторонника имеютъ равные 
углы CAD и DAE, то они равны, потому что при 
наложенш взаимно закроются. Если одинъ двусто- 
ронникъ ADBEA откладывается целое число разъ 
на другомъ, AEBFA то и уголъ перваго отложится 
целое число разъ на угле втораго, а если большой 
кругъ CDEF перпендикуляренъ къ сторонамъ дву­
сторонника , то и дуга DE отложится тоже число 

разъ на дуге ЕЕ. Если при наложенш получится остатокъ, то съ по- 
мощпо такого же какъ въ 53 и 168 npiema можно убедиться, что и 
въ этомъ случае двусторонники будутъ относиться какъ ихъ углы. 
Разсматривая всю поверхность шара какъ двусторонникъ котораго 
уголъ = 4В, мы получимъ такую пропорщю: поверхность СФер. двусто­
ронника относится къ поверхности шара, какъ уголъ его къ 4R, или из­
меряющая его уголь дуга къ окружности большаго круга.

§ 251. 1) Двусторонники того же шара, имеющ1е рав.
ные углы, равны между собою.

2) Для вычислешя поверхности двусторонника 7 по данному углу 
А и радиусу г или поверхности О шара имеемъ:

Z : 4г2тт =
„ Аг27Т

В

: 4R или Z : О = А : 4R, 

или Z — • О.
4R
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Углы А и R должны быть выражены въ единицахъ одного и тогоже 
назвашя, т. е. въ градусахъ минутахъ, или секундахъ.

3) Тело К, отсекаемое отъ шара плоскостями, проходящими чрезъ 
стороны двугранника, заключается столько разъ въ шаре, сколько разъ 
уголъ двусторонника заключается въ 4R, т. е.

К : |гЗтг = А : 4R, след. К = • А.

§ 255. Поверхность СФерическаго треугольника АВС от­
носится къ цЪлой поверхности шара О, какъ сферически! из- 
бытокъ, т. е. разность между суммою его угловъ и 2R, отно­
сится къ 8R.

АПродолжимъ стороны тре—ка АВС такъ, чтобы 
оне составили полные круги, которые пересекутся въ / / \ \
точкахъ D, Е, F, д!аметрально противоположныхъ точ- ВкУ I \ 
камъ А. В, С, тогда (§ 254, 2) \ гг—L—7®

\ \ / /
ABC -j- BCD = двустороннику ABDCA = р

АВС + АСЕ = двустороннику ВАЕСВ =

АВС 4- ABF — двустороннику CAFBC = —,— • О

Сложивъ эти равенства и вставивъ ABF = DCE (§ 252), получимъ 

ЗАВС + BCD + АСЕ + DCE = At- • О

Но АВС + BCD + АСЕ + DCE = у О, след.

2 А ВС 4^0= ~^4R™— 0ТКУ^а

анг (A + B + C-2R)0АВС= '---------- --------------------- или

АВС _ А + В + С — 2R
О "" 8R '

§ 256. I) Такъ какъ поверхность шара О = 4г2тт, то плоскость 
СФерическаго тре —ка выражается помосщю угловъ тре ка и рад!уса 
Г такъ:
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ДАВС = ^+В±£^^ 4r-, = A + W^.r 
OR 2 К

XAe A—B—C—1800
T. e. △ ABC =------- ------------------ r=/z.

Вь этихъ Формулахъ углы А, В, С и R должны быть выражены 
въ однехъ и техъ же единицахъ угловой меры.

2) Все сФерческ!е т р е — к и на о д н о м ъ и т о м ъ же uaps 
равновелики, если сумма ихъ угловъ равна.

3) Поверхности сфер, тре — ковъ одного и тогоже шара 
относятся к а к ъ ихъ сФерическ!е избытки.

§ гзт. 1) Тремя плоскостями, проведенными
чрезь центръ шара перпендикулярно другъ къ другу, 
шаровая поверхность делится на 8 частей, который 
равны между собою, въ чемъ легко удостовериться 
чрезъ наложеше. Каждая изъ этихъ частей, напр. 
АВС, замкнута дугами, равными четвертями окружно­
стей большихъ круговъ, пересекающихся подъ прямы­
ми, углами, называется сферически мъ октант ом ъ.

2) За единицу меры шаровой поверхности иногда при­
нимается сФер. октантъ. При такой единице меры поверх­
ность шара равна 8.

3) Если за единицу угловой меры примемъ прямой 
у г о л ъ, а за единицу меры сферической поверхности — сфери­
ческий октан ть, то поверхность с ф е р. треугольника равна 
сферическому избытку.

Такъ какъ сфер. октантъ = . 4г2/ , то г2/г ~ 2 СФер. октантам и. 
Вставивъ это выражеше въ выведенную выше Формолу

Д АВС А + В + С - 2R 
2R

г2/т, получимъ

A ARP (A—B—C—2R/\ АВС = I ----------—------------ I СФер. окт.

Но R и СФер. октантъ единицы меры, след.

А АВС = А + В + С — 2.

Если напр. каждый изъ угловъ СФер. тре ка АВС равенъ 4R, 
то А АВС = X 3 — 2 = 2, т. е. равенъ 2 СФер. октантами или 
четверти поверхности СФеры.

4) Если обозначимъ чрез и А отношеше угла СФер. двусторонние Z 
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къ прямому углу, то поверхность двусторонние Z равна 2А 
in а р о в ы м ъ окта н т а м -ь.

Это предложете выведется изъ пропорций Z;8 = A:4, слЪд. 
Z — 2А.

5) Поверхность СФер. тре—-ка равняется поверхности 
соер. двусторонние, котораго уголъ равенъ половинЬ СФер. 
избытка этого тре — к а.

Обозначимъ чрезъ х уголъ СФер. двусторонним, равновеликаго 
данному c<i>ep. тре—ку, и прправняемъ выражешя этихъ поверхностей; 
тогда получимъ (§ 254, 2 и § 256, 1.)

xr2/z
R

А 4- В 4- С — 2R
2R • г2/г, слЪд.

X = 1- (А 4- В + С) - R.

§ 258. 1) Найти поверхность СФер. многоугольника,
т. е. части шаровой поверхности, ограниченной болЪе ч1змъ 
тремя дугами большихъ круговъ, если дано число сторонъ 
(н), сумма угловь (S) и рад!усъ шара (г).

Проведя изъ какой либо вершины много—ка дуги большихъ 
круговъ въ остальныя его вершины, мы получимъ (п—2) СФерическихъ 
тре—ковъ. Если обозначимъ чрезъ S, s‘, s" . . . суммы угловъ каждаго 
изъ этихъ тре—ковъ, то поверхности ихъ будутъ (§ 256, 1): 

S— 180° 
180°

• г2тг, s‘ — 180°
186° г2//,

sH — 180°
180°

... слЪд.

мио—къ =
s4-sj (п—2) 180°

18()о
. Г2Т1 =

S —(п-2) 180°
180

Г27Г

гдЬ S должно быть выражено въ градусахъ и частяхъ градуса.
2) Если принимать за единицы мЪры прямой уголъ и СФерическш 

октангь, то поверхность СФер. мно—ка равна S—2 (п—2).

§ Найти объемъ шаровой пирамиды, т. е. части
шара, ограниченной СФер. много — комъ и плоскостями, про­
веденными чрезъ стороны СФер. мно — ка, если даны рад!усъ 
(г) шара и углы много—ка.

Можно представить себъ, что шаровая пирамида состоять изъ без- 
конечно большего числа безкопечно малыхъ пирамидъ, который имЪютъ 
общую вершину въ центра шара, основашя которыхъ составляютъ огра 
нпчпвакицш пирамиду СФер. мно—къ, а высоты равны рад!усу (г) шара. 
Изъ этого слЬдуетъ, что объемъ шаровой пирамиды равняется 
по верх носи сфер, мно — ка, умноженной на ^г.

5
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Если OCHOBanie сфер, пирамиды будетъ СФер. тре— къ, котораго 
углы А, В, С, то объемъ шаровой пирамиды (§ 256, 1)

_ Л + В 4- 0— 180°
" 540° r37Z

Если же ociioBanie мн о — къ, въ которомъ п сторонъ и сумма 
угловъ = S, тогда объемъ шаровой пирамиды (§ 258, 1)

_ 8 —(п—2) 180° 
540°

§ 260. Заха ч вь

1) На данномъ шарЪ провести большой кругъ, котораго полюсомъ 
была бы данная точка А.

2) На шарЪ начертить кругъ, котораго полюсъ и рад!усъ даны.

3) Провести дугу большаго круга чрезъ данный двЬ точки на шарЪ.

4) Продолжить данную дугу большаго круга.

5) Найти полюсъ большаго или малаго круга, проведеннаго на шарЪ.

6) Построить СФер. мно—къ, который былъ бы симметриченъ дан­
ному СФер. мно—ку.

7) Чрезъ данную точку на дугЪ большаго круга провести дугу, 
перпендикулярную къ первой.

8) Изъ данной точки, лежащей внЪ большаго круга, провести къ 
этому кругу перпендикулярную дугу.

9) Разделить пополамъ данную на шарЪ дугу.

10) Разделить пополамъ данный СФерическш уголъ.

11) Чрезъ данную на шарЪ точку провести большой кругъ, кото­
рый бы перес/Ькъ другой большой кругъ подъ данными угломъ.

12) При данной точкЪ большаго круга построить СФер. уголъ, рав­
ный данному.

13) Около даннаго СФер. тре—ка описать кругъ.

14) Въ данномъ СФер. тре—кЪ вписать кругъ

15) Построить СФер. тре—къ по данными 1) тремъ сторонамъ, 
2) тремъ угламъ, 3) двумъ сторонамъ и заключающемуся между ними 
углу, 4) двумъ угламъ и лежащей между ними сторонЪ.



16) Чрезъ данную на mapt точку Р провести большой кругъ, ко­
торый бы касался даннаго малаго круга.

17) Провести большой кругъ, который бы касался даннаго малаго 
круга К, и имЪлъ бы полюсомъ точку Р.

1S) Провести большой кругъ, который бы касался двухъ данныхъ 
малыхъ круговъ.

19) Доказать, что меньшая дуга окружности большаго круга, за 
ключающася между двумя лежащими па шарЪ точками, менЪе дуги вся- 
каго малаго круга, заключеющейся между тЬмъ же точками.
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