A.KISSELIOV

R U

STEREOMEETRIA-

XI

KLASSILE













A. KISSELJOV

GEOMEETRIA

STEREOMEETRIA

KESKKOOL!I XI KLASSILE

Prof. N. Glagolevi toimetusel ja lisaga

EESTI RIIKLIK:KITRIJASTUS
TALLINN 1962



Originaali tiitel: A. I1. Kucenés. Feomerpus. Yacts BrOpas. Crepeo-
MeTpus. YueGHHK aasi 9—10 KiaccoB cpegHel MIKOJIbL.

Y1Bepxkaén Murncrepcrsom mnpocseurenusi PCOCP,
Yunenrusz 1960.

Tolkinud A. Vihman.
Kaane kujundanud S. Liiberg.

Tolge kinnitatud Eesti NSV Haridusministeeriumi poolt.

ARHIIVIiOGU 2,

Tartu Riikiiku Olikooll
Raamatukogu

J2 965




STEREOMEETRIA.

EELMARKUSI.

1. Stereomeetrias késitletakse geomeetrilisi kehasid ja
ruumilisi kujundeid, mille koik punktid ei asetse iihel tasa-
pinnal. Ruumilisi kujundeid kujutatakse joonisel nii, et
nad kutsuvad silmas esile umbes samasuguse mulje nagu
kujundid ise. Need joonised valmistatakse kindlate reeglite
jargi, mis pohinevad kujundite geomeetrilistel omadustel.

Uhte ruumiliste kujundite kujutamise votet tasapinnal
kasitleme edaspidi (§§ 54—66).

Esimene peatikk
SIRGED JA TASAPINNAD.
I. TASA_PINNA ASENDI MAARAMINE.

2. Tasapinna kujutamine. Paljudel igapdevases elus
tarvitatavatel esemetel, mille pind meenutab tasapinda, on
ristkiiliku kuju, néiteks: raamatit koide, aknaklaas, kirju-
tuslaua plaat jne. See-
juures, vaadeldes neid
esemeid korvalt ja suu-
rest kaugusest, néib
neil olevat ro6pkiiliku a
kuju. Seepérast on saa-
nud kombeks kujutada
tasapinda joonisel ro6p-
kiilikuna. Tasapinda tédhistatakse tavaliselt {ihe kreeka
tdahega, nditeks «tasapind a» (joon. 1).

3. Tasapinna pohiomadused. Mainime jirgmisi tasa-
pinna omadusi, mida tunnustatakse toestuseta, s. t. kasu-
tatakse aksioomidena.

1) Kui sirgjoone kaks punkti asetsevad mingil tasa-
pinnal, siis asetsevad sellel tasapinnal ka selle sirge koik
teised punktid.

Joon. 1.
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2) Kui kahel tasapinnal on iiks iihine punkt, siis
need tasapinnad loikuvad mooda sirget, mis ldabib seda
punkti.

3) Labi kolme punkti, mis ei asetse thel sirgel, saab
panna tasapinna ja ainult ihe.

4. Jareldused. Viimasest lausest saab teha jérg-
mised jareldused:

1) Labi sirge ja sellest wvdljaspool asetseva punkii
saab panna tasapinna (ja ainult ihe). Toepoolest, val-
jaspool sirget asetsev punkt koos mingi kahe punktiga,
mis on voetud sellel sirgel, moodustavad kolm niisugust
pgnkti, milledest 14bi saab panna tasapinna (ja ainult
ithe).

2) Ldbi kahe loikuva sirge saab panna tasapinna (ja
ainult ihe). Toepoolest, voties sirgete 16ikepunkti ja veel
tihe punkti kummalgi sirgel, saame kolm niisugust punkti,
milledest 1dbi saab panna tasapinna (ja ainult iihe).

3) Ldbi kahe paralleelse sirge saab panna ainult
iihe tasapinna. Toepoolest, paralleelsete sirgete definit-

siooni jargi kaks paralleelset sirget

% asetsevad tihel ja samal tasapinnal;
{'\ seejuures on neid tasapindu ainult {iks,
© sest ldbi iihe sirge ja 1dbi punkti, mis

8-/ on voetud teisel sirgel, saab panna
l ainult {ihe tasapinna.
5. Tasapinna poorlemine {imber sirge.

!
i Ruumis saab ldbi iga sirge asetada
& Iopmatu hulga tasapindu. Toepoolest,
e A B olgu antud mingi sirge a  (joon. 2);

Fia votame viljaspool seda sirget mingi
punkti A. Punkti A4 ja sirget a ldbib
ainult tiks tasapind (§ 4). Nimetame
seda tasapinnaks a. Votame uue punkti
B viljaspool tasapinda a. Punkti B ja sirget a 1&bib uus
tasapind. Nimetame seda tasapinnaks pB. See tasapind
ei saa iihtida tasapinnaga a, sest temal asetseb punkt B,
mis ei kuulu tasapinnale a. Meie voime votta ruumis
véljaspool tasapinda « ja g jille uue punkti C. Punkti C
ja sirget a labib jallegi uus tasapind. Nimetame seda tasa-
pinnaks y. Ta ei saa iihtida ei tasapinnaga a ega ka tasa-
pinnaga f, sest temal asetseb punkt C, mis ei kuulu tasa-
‘pinnale « ega ka tasapinnale g. Jidtkates jarjest uute

Joon., 2.
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punktide votmist ruumis, saame jérjest uusi tasapindu, mis
ldbivad sirget a. Niisuguste tasapindade hulk on l6pmatu.
Koiki neid tasapindu voime aga késitleda ka kui iihe ja
sama tasapinna eri asendeid selle tasapinna pdorlemisel
tiimber sirge a.

Jérelikult voime véiljendada veel ithe tasapinna oma-
duse: tasapind voib poédrelda iga sellel
tasapinnal asetseva sirge iimber.

6. Konstruktsiooniilesannetest ruumis. Koiki konstrukt-
sioone, millega fegeldakse planimeetrias, on voimalik teos-
tadaiihelainsal tasapinnal, kasutades selleks joonestamis:
vahendeid. Ruumilisteks konstruktsioonideks aga joones-
tamisvahendeid ei saa kasutada, sest on voimatu joones-
tada kujundeid ruumis. Peale selle esineb ruumilistes
konstruktsioonides uus element — tasapind, mille ehi-
tamist ei saa teostada samasuguste lihtsate vahenditega
nagu sirgjoone ehitamist tasapinnal.

Seepédrast on tarvis tdpselt kindlaks maarata,
mida moista noude all teostada iliks voi
teine ruumiline konstruktsioon, eriti aga,
mida moista noude all ehitada tasapind ruumis. Koigi
ruumiliste konstruktsiooniilesannete kohta eeldame jarg-
mist:

1) et konstrueerida tasapind, tuleb leida tema asendit
ruumis méddravad elemendid (§ 3 ja § 4), see tdhendab, et
‘tasapinna echitamise iilesande loeme lahendatuks, kui on
leitud kolm mitte {ihel sirgel asetsevat punkti, voi sirge ja
punkt vidljaspool seda sirget, voi kaks loikuvat voi paral-
leelset sirget, mida ldbib otsitav tasapind,;

2) kui on antud kaks l6ikuvat tasapinda, siis on antud
ka nende loikesirge, see tdhendab, et sirge ehitamise iiles-
ande loeme lahendatuks, kui on leitud need kaks tasa-
pinda, mille l6ikejooneks on otsitav sirge;

3) kui ruumis on antud tasapind, siis sellel tasapinnal
on teostatavad koik need tasapinnalised konstruktsioonid,
mis on teostatavad planimeetrias.

Teostada mingi ruumiline konstrukt-
sioon tdhendab taandada see iilesanne
loplikuks arvuks mainitud pohikonst-
ruktsioonideks.

Nende eelduste ja kokkulepete pohjal lahendataksegi
stereomeetrilisi konstruktsiooniilesandeid.



7. Ruumilise konstruktsiooniilesande ndide. Ules-
anne. Leida antud sirge a (joon. 3) ja antud
tasapinna f loikepunkt. Votame -tasapinnal g mingi
punkti A. Labi punkti A
ja sirgeapaigutame tasa-
pinna y. See tasapind 10i-
kab tasapinda p modda
mingit sirget 6. Leiame
tasapinnal y sirgete ajab
16ikepunkti. See punkt
ongi otsitav punkt. Kui
sirged a ja b osutuvad
i 2 paralleelseteks, siis iiles-

andel lahendit ei ole.

II. PARALLEELSED SIRGED JA TASAPINNAD.
Paralleelsed sirged.

8. Eelmidrkus. Kaks sirget voivad ruumis asetseda nii,
et 1dbi nende ei saa panna tasapinda. Votame nditeks
(joon. 4) kaks niisugust sirget AB ja DE, millest iiks 16i-
kab mingit tasapinda «, teine aga asetseb sellel tasapinnal,

A kuid ei ldbi esimese sirge ja
tasapinna «a loikepunkti (C).
Labi kahe niisuguse sirge ei ole
voimalik panna tasapinda, sest
vastasel korral lédbiks sirget
DE ja punkti C kaks eri tasa-
pinda: tasapind «, mis loikub
sirgega AB,ja mingi teine tasa-
pind, millel asetseb sirge AB, —
kuid see on voimatu (§ 3).

Kaks sirget, mis ei asetse iihel tasapinnal, ei saa mui-
dugi 16ikuda; siiski neid ei nimetata paralleelseteks, sest
see nimetus sailitatakse sirgetele, mis teineteisega ei 1oiku,
kuid asetsevad seejuures ihel ja samal
tasapinnal

Kaht sirget, mis ei asetse iihel tasapinnal, nimetatakse
kiivsirgeteks.

Joon. 4.
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Sirge ja tasapinna paralleelsus.

9. Definitsioon. Tasapinda ja viljaspool seda tasapinda
asetsevat sirget nimetatakse paralleelseteks, kuinad
teineteisega ei 10iku, iikskoik kui palju neid ka pikendada.

10. Teoreem. Kui ‘sirge (AB, joon. 5) on paral-
leelne mingi sirgega (CD), mis asetseb tasapinnal («),
siis on ta paralleelne ka selle tasapinnaga.

Lébi sirgete AB ja CD paneme tasapinna g ja oletame,
et sirge AB 16ikab kusagil tasapinda «. Siis oletatav loike-
punkt, asetsedes sirgel AB, peab kuuluma ka tasapinnale g,
millel asetseb sirge AB; samal ajal l6ikepunkt peab mui-
dugi kuuluma ka tasapinnale «. Tdhendab, oletatav loike-
punkt, asetsedes samaaegselt nii tasapinnal a kui ka tasa-
pinnal B, peab asetsema nende loikesirgel CD. Jarelikult

A

F
Joon. 5. Joon. 6. Joon. 7.

-~

sirge AB l6ikub sirgega CD. Kuid see on voimatu, kuna
eelduse jargi AB|CD. Seega on voimatu, et sirge AB 16i-
kaks tasapinda a, ja seepirast AB|la.

I1. Teoreem. Kui iihel tasapinnal (8, joon. 5)
asetsev sirge (AB) on paralleelne teise tasapinnaga ()
ja need tasapinnad Iikuvad, siis see sirge (AB) on paral-
leelne nende tasapindade I6ikesirgega (CD).

Toepoolest, esiteks, sirge CD asetseb sirgega AB iihel
ja samal tasapinnal g; teiseks, sirge CD ei saa ldikuda sir-
gega AB, sest vastasel korral sirge AB 16ikwks tasapin-
naga a, mis on aga voimatu. :

12. Jédreldus 1. Kui sirge (AB, joon. 6) on paral-
leelne kummagagi kahest [Gikuvast tasapinnast (a ja B),
siis ‘on ta paralleelne ka nende tasapindade lbikesir-
gega (CD). :
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Paneme labi sirge AB ja ldbi sirge CD mingi punkti M
tasapinna. See tasapind peab loikuma tasapindadega a ja
p mooda sirgeid, mis on paralleelsed sirgega AB ja 1ébi-
vad punkti M. Kuid punkti M ldbib ainult iiks sirge, mis
on paralleelne sirgega AB; see tdhendab, et abitasapinna
ning tasapindade « ja g kaks oletatavat l6ikesirget pea-
vad {ihtinmra. See sirge, asetsedes samaaegselt tasapinnal «
ja tasapinnal g, peab iihtima nende tasapindade loikesir-
gega CD; seega CD||AB.

13. Jareldus 2. Kui kaks sirget (AB ja CD,
joon. 7) on paralleelsed kolmanda sirgega (EF), siis nad
on paralleelsed ka teineteisega. :

Paneme tasapinna a ldbi paralleelsete sirgete AB ja EF.
Bt CDIEF; siis CDl|la (§ 10).

Paneme labi sirge CD ja libi sirge AB mingi punkti A
tasapinna g. Et EF||CD, siis EF||g. Jdrelikult tasapind g
peab l6ikuma tasapinnaga « mooda sirget, mis on paral-
leelne sirgega EF (§ 11) ja mis labib punkti A. Kuid
tasapinnal a 1dbib punkti A ainult {iks sirge, mis on paral-
“leelne sirgega EF, nimelt sirge AB. Jarelikult tasapinnad
a ja B loikuvad mooda sirget AB, seega CD|AB.

Paralleelsed tasapinnad.

14. Definitsioon. Kaht tasapinda, mis ei loiku teine-
teisega, iikskoik kui palju neid ka pikendada, nimetatakse
paralleelseteks.

15. Teoreem. Kui iihe tasapinna («, joon. 8) kaks
I6ikuvat sirget (AB ja AC) on vastavalt paralleelsed teise
tasapinna (3) kahe lgikuva sirgega (4B, ja A,Cy), siis
need tasapinnad on paralleelsed.

8



Sirged AB ja AC on paralleelsed tasapinnaga g (§ 10).

Oletame, et tasapinnad « ja g loikuvad mooda mingit
sirget DE (]oon 8). Niisugusel "juhul ABJ|DE ja AC||DE
(§ 11). Seega ldbib punkti A tasapinnal « kaks sirget AB
ja AC, mis on paralleelsed sirgega DE, mis on aga voi-
matu. Jérelikult tasapinnad « ja g ei loiku. ;

16. Teoreem. Kui kahte paralleelset tasapinda
(a ja g, joon. 9) loigata kolmanda tasapinnaga (y), siis
16ikesirged (AB ja CD) on paralleelsed.

Toepoolest, esiteks, sirged asetsevad iihel ja samal tasa-
pinnal (y), teiseks, nad ei saa 16ikuda, sest vastasel korral
loikuksid tasapinnad « ja g, mis on aga vastuolus eeldu-
sega.

17. Teoreem. Paralleelsete tasapindade (a ja B,
joon. 9) vahelised paralleelsete sirgete 16igud (AC ja BD)
on vordsed.

Joon. 9. Joon. 10.

Paneme ldbi paralleelsete sirgete AC ja BD tasa-
pinna y; see tasapind 16ikab tasapindu «ja # modda paral-
leelseid sirgeid AB ja CD.” Jarelikult nelinurk ABDC on
roopkiilik ja seepdrast AC=BD.

18. Teoreem. Vastavalt paralleelsete ja samasuuna-
liste haaradega kaks nurka (BAC ja B4ACy, joon. 10) on
vordsed ja asetsevad paralleelsetel tasapindadel (« ja ).

Et tasapinnad « ja g on. paralleelsed, oli juba eespool
toestatud (§ 15); jdab toestada, et nurgad A ja A; on
vordsed. '

Votame nurkade haaradel vabalt valitud, kuid vastavalt
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vordsed loigud AB=A;B, ja AC=A,C; ning tombame
sirgloigud AA,, BB,, CC,, BC ja B,C,. Et loigud
AB ja AB; on vordsed ja paralleelsed, siis nelinurk
ABBA; on roopkiilik; seetottu on paralleelsed ja vordsed
ka loigud AA;ja BB,. Samal pohjusel onvordsed ja paral-
leelsed ka loigud AA, ja CC,; jarelikult BB,||CC, ja
BBI=CC1. Seepérast BC=3161 ja AABC= AA131C1
(kolme kiilje jargi); jarelikult £A=ZA;.

Konstruktsiooniilesandeid.

19. Ehitada ruumis [dbi vdljaspool antud sirget (a,
joon. 11) asetseva punkti (A) sirge, mis oleks paralleelne
antud sirgega (a).

Lahendus. Paneme labi sirge a ja punkti A tasa-
pinna a. Sellel tasapinnal tombame ldbi punkti A sirge b
paralleelselt sirgega a.

Joon. 11. Joon. 12.

-

Ulesandel on ainult iiks lahend. Toéepoolest, otsitav
sirge peab asetsema sirgega a iihel ja samal tasapinnal.
Samal tasapinnal peab asetsema ka punkt A, mida peab
labima otsitav sirge. Tdhendab, see tasapind peab iihtima
tasapinnaga a. Kuid 1dbi punkti A tasapinnal « saab tom-
mata ainult iihe sirge, mis on paralleelne sirgega a.

20. Ldbi antud punkti (A, joon. 12) ehitada tasapind,
mis oleks paralleelne antud tasapinnaga (a), mis ei ldbi
antud punkti (A).

Lahendus. Tombame ldbi mingi punkti B tasapin-
nal « mingid kaks sirget BC ja BD. Kujundame kaks abi-
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tasapinda: labi punkti A ja sirge BC — tasapinna § ning
labi punkti A ja sirge BD — tasapinna y. Otsitav, tasa-
pinnaga a paralleelne tasapind peab loikama tasa-
pinda g moéoda sirget, mis on paralleelne sirgega BC, ja
tasapinda y mooda sirget, mis on paralleelne sirgega BD
(§ 16). Sellest jareldub niisugune konstruktsioon: tom-
bame labi punkti A tasapinnal g sirge AC,||BC ja tasapin-
nal y sirge AD,||BD. Lébi sirgete AC, ja AD, paneme
tasapinna o. See tasapind ongi noutav tasapind. Toepoo-
lest, tasapinnal o asetseva nurga D{AC; haarad on paral-
leelsed tasapinnal « asetseva nurga DBC haaradega. Jare-
likult dla. :

Et tasapinnal g on ldbi punkti A voimalik tommata
ainult iiks sirgega BC paralleelne sirge, siis iilesandel on
ainult iiks lahend. Jérelikult on 1dbi viljaspool tasapinda
asetseva punkti voimalik panna ainult iiks antud tasa-
pinnaga paralleelne tasapind.

-
o
a
A =
b
Joon. 13. Joon. 14.

21. Labi antud sirge (a, joon. 13) ehitada teise antud
sirgega (b) paralleelne tasapind.

Lahendus. I. juhtum: sirged a ja b ei ole paral-
leelsed. Labi sirge @ mingi punkti A ehitame sirgega b
paralleelse sirge by; 1dbi sirgete a ja b; paneme tasapinna.
See tasapind ongi noutav tasapind (§ 10). Ulesandel on
sel juhul ainult iiks lahend.

2. juhtum: sirged a ja b on paralleelsed. Sel juhtu-
mil iilesanne on madaramatu, sest iga tasapind, mis ldbib
sirget a, on paralleelne sirgega b.

22. Keerulisema konstruktsiooniilesande ndide. On antud kaks
kiivsirget (a ja b, joon. 14) ja punkt A, mis ei asetse kummalgi
nendest sirgetest. Ehitada labi punkti A sirge, mis [6ikab mdlemat
antud sirget.
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Lahendus. Et antud sirge peab ldbima punkti A ja_ loikama
sirget a, siis peab'ta asetsema punkti A ja sirget a ldbival tasapinnal
(sest kaks tema punkti, A ja loikepunkt sirgega a, asetsevad sellel
tasapinnal). Just samuti veendume, et otsitav sirge peab asetsema
tasapinnal, mis ldbib punkti A ja sirget b. Jarelikult, see sirge peab
olema nende tasapindade loikesirge. Siit jdreldub jdrgmine konstrukt-
sioon. Asetame labi punkti A ja sirge a tasapinna «; labi punkti A
ja sirge b asetame tasapinna f. Votame tasapindade o ja f loike-
sirge ¢. Kui sirge ¢ ei ole paralleelne kummagagi antud sirgetest.
siis ta loikab molemat (sest ta asetseb kummagagi neist iihel tasa-
pinnal: a ja c asetsevad tasapinnal «, b ja ¢ — tasapinnal f). Sel
juhul sirge a ongi otsitav sirge. Kui aga allc voi b||c, siis iiles-
andel pole lahendit. Sirged a ja ¢ on paralleelsed sel juhtumil, kui
punkti A ja sirget b ldbiv tasapind on paralleelne sirgega a. Analoo-
giliselt: blc, kui allb.

III. TASAPINNA RIST- JA KALDSIRGED.

Seame endale {ilesandeks médrata, missugusel juhul
voib sirget lugeda ristuvaks tasapinnaga. Toestame
esmalt jargmise lause.

Joon. 15.

23. Teoreem. Kui tasapinnaga Ioikuv sirge (AA4;.
joon. 15) on risti selle tasapinna mingi kahe sirgega (OB
ja OC), mis ldbivad antud sirge ja tasapinna l6ikepunkti
(O), siis antud sirge on risti ka selle tasapinna iga kol-
manda sirgega (OD), mis ldbib sedasama 16ikepunkti (O).

Votame sirgel AA; vabalt valitud pikkusega, kuid vord-
sed 16igud OA ja OA,, ja tombame tasapinnal mingi sirge,
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mis loikab punkti O labivat kolme sirget mingites punkti-
des C,D ja B. Uhendame need punktid punktidega A ja A;.
Siis saame rea kolmnurki. Vaatleme neid jargemodda.

Esmalt vaatleme kolmnurki ACB ja A;CB; need on
kongruentsed, sest neil on iihine killg CB, AC=A4,C kui
kaldloigud AA, suhtes, millede aluspunktid on vordsel
kaugusel ristloigu OC aluspunktist O, AB=A;B samal
pohjusel. Nende kolmnurkade iihtivusest jédreldub, et
ZABC=ZA;BC.

Seejéarel siirdume kolmnurkade ADB ja A;DB vaatle-
misele: need on kongruentsed, sest neil on iihine kiilg DB,
AB=AB ja ZABD=/A,BD. Nende kolmnurkade
ithtivusest jareldame, et AD=A4,D.

Niiiid votame kolmnurgad AOD jaA,0D; need on kong-
ruentsed, sest nende vastavad kiiljed on vordsed. Nende
kolmnurkade iihtivusest jareldame, et ZAOD=A,0D;
et need nurgad on aga korvunurgad, siis A4; L OD.

24. Definitsioon. Sirget nimetatakse tasapinna ristsir-
geks, kui ta loikudes  tasapinnaga moodustab tdisnurga
selle tasapinna iga sirgega, mis ldbib seda 1oikepunkti.
Sel juhul Geldakse ka, et tasapind on risti sirgega.

Eelmisest teoreemist (§ 23) jédreldub, et sirge on risti
tasapinnaga, kui ta on risti selle tasapinna kahe sirgega,
mis ldbivad antud sirge ja tasapinna loikepunkti.

Sirget, mis 16ikub tasapinnaga, kuid ei ole temaga risti,
nimetatakse selle tasapinna kaldsirgeks. Sirge jatasapinna
16ikepunkti nimetatakse ristsirge voi kaldsirge aluspunktiks.

25. Ristloigu ja kaldloigu pikkuste vordlemine.l Kui
ithest ja samast, punktist A (joon. 16) on tasapinnale
ehitatud ristloik AB ja kaldloik AC, siis kaldloigu pro-
jektsiooniks tasapinnal « nimetame 16iku BC, mis
ithendab ristloigu ja kaldloigu aluspunkte. Niiviisi 16ik
BC on kaldloigu AC projektsioon, 16ik BD on kaldldigu
AD projektsioon jne.

26. Teoreem. Kui lhest ja samast véljaspool tasa-
pinda (a, joon. 16) asetsevast punktist (4) on sellele tasa-
pinnale ehitatud ristloik (AB) ja kaldldigud (AC, AD,
AE. ), shis

! «Tasapinnani ehitatud ristloigu» ja «tasapinnani ehitatud
kaldloigu» all motleme ristsirge 16iku antud punktist kuni ristsirge
aluspunktini ja kaldsirge 16iku antud punktist kuni kaldsirge alus-
punktini.
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1) vordsete projektsioonidega kaldldigud on vordsed;
2) kahest kaldldigust on suurem see, mille projekt-
sioon on suurem.

A A
Z%B ; /
// E
e
Joly 8 ¢
. Gl I A S
Joon. 16. : Joon. 17.

Poorates tdisnurkseid kolmnurki ABC ja ABD kaateti
AB iimber, voime nenide tasapinnad viia iihtivusse kolm-
nurga ABE tasapinnaga. Siis ristloik ja koik kaldloigud
asetsevad iihes ja samas tasapinnas ning nende projektsioo-
nid asetsevad iihel ja samal sirgel. Seega on toestatav teo-
reem taandatud analoogilistele teoreemidele planimeetriast.

Mirkus. Et ristloik AB on tdisnurkse kolmnurga
kaatetiks ja iga kaldloik: AC, AD, AE, ... on hiipotenuu-
siks, siis ristloik on vidiksem igast kaldloigust, tihendab,
punktist tasapinnale ehitatud ristloik on lithim koigist 16i-
kudest, mis seda punkti ithendavad selle tasapinna mis-
tahes punktidega, ja seepérast ristloiku loetakse punkti A
kauguseks tasapinnast a.

27. Poordteoreemid. Kui iihest ja samast val-
jaspool tasapinda asetsevast punktist on tasapinnale
ehitatud ristloik ja kaldldigud, siis: 1) vordsetel kaldlgi-
kudel on vordsed projektsioonid, 2) kahest projektsioo-
nist on suurem see, mis vastab suuremale kaldlgigule.

Jatame opilastele endile toestada need teoreemid
(vastuvditeliselt).

Vaatleme veel jargmist teoreemi ristloikudest, mida
vajame edaspidi. :

28. Teoreem. Tasapinnal (a, joon. 17) asetsev
sirge (DE), mis ldabib kaldsirge (AC) aluspunkti ja on
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risti kaldsirge projektsiooniga (BC), on risti ka kaldsirge
endaga.

Votame sirgel DE meelevaldsed, kuid vordsed Iloigud
CD ja CE ning ithendame sirgloikude abil punktid A ja B
punktidega D ja E. Siis saame, et BD=BE kui kaldloigud
sirgele DE, mille aluspunktid D ja E asetsevad vordsel
kaugusel ristloigu BC aluspunktist C, ning et AD=AE
kui vordsete projektsioonidega BD ja BE kaldloigud tasa-
pinnale a. Seetottu AADE on vordhaarne kolmnurk ja
seega tema mediaan AC on risti alusega DE.

Seda teoreemi nimetatakse kolme ristsirge teoree-
miks. Toepoolest, see teoreem kasitleb kolme jdrgmise ristsirge

vahelist seost: 1) ristsirge AB tasapimnale «, 2) ristsirge BC sir-
gele DE ja 3) ristsirge AC samale sirgele DE.

29. Poordteoreem. Tasapinnal (a, joon. 17)
asetsev sirge (DE), mis labib kaldsirge (AC) aluspunkti
ja on risti kaldsirgega, on risti ka tema projektsioo-
niga (BC).

Teeme sama konstruktsiooni, mis otsesegi teoreemi
toestamiseks. Votame meelevaldsed, kuid vordsed loigud
CD ja CE ning ithendame sirgloikude abil punktid 4 ja B
punktidega D ja E. Siis saame, et AD=AE kui kald-
loigud sirgele DE, mille aluspunktid D ja E asetsevad
vordsel kaugusel ristloigu AC aluspunktist C, ning et
BDR=BE kui vordsete kaldloikude AD ja AE projekt-
sioonid. Seetottu ABDE on vordhaarne kolmnurk ja
seega tema mediaan BC on risti alusega DE.

IV. SIRGETE JA TASAPINDADE PARALLEELSUSE JA
RISTSEISUDE VAHELINE SEOS.

30. Eelmidrkus. Sirgete ja tasapindade paralleelsuse
ning nende ristseisu vahel valitseb monesugune seos.
Nimelt iihtede elementide paralleelsus tingib teiste ele-
mentide ristseisu ja, timberpodrdult, tihtede elementide
ristseisust on voimalik jareldada teiste elementide paral-
leelsust. See sirgete ja tasapindade paralleelsuse ja rist-
seisu vaheline seos viljendub jargmistes teoreemides.

3l. Teoreem. Kui tasapind (o, joon. 18) on risti
tthega paralleelsetest sirgetest (AB), siis on ta risti ka
teisega (CD).
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' Votame tasapinnal « kaks punktist B viljuvat kiirt BE
ja BF ning punktist D tombame kiired DG ja DH, mis on
vastavalt paralleelsed kiir-

tega. BE ja BF. Siis saame

et .  LZABE .= ACDG:ija

ZABF = ZCDH kui vasta-

valt paralleelsete ja sama-

suunaliste haaradega nur-

& g gad. Kuid ZABE ja ZABF

. 8 D on tdisnurgad, sest ABla.
H Jarelikult .-on - Z€CDG fa
Tootie18: ZCDH samuti tdisnurgad

(§ 18). Seega CD La (§ 24).

32. Poordteoreem Kui kaks sirget (AB T4 GB,
joon. 19) on risti lihe jo sama tasapinnaga, siis nad on
paralleelsed.

e
B' //
A 0.

Joon. 19. Joon. 20.

Oletame vastupidist, s. 0. et AB ja CD ei ole paralleel-
sed. Votame siis 1dbi punkti D sirge, mis on paralleelne
sirgega AB. Tehtud oletusel on see mingi sirge DC,, mis
ei iithti sirgega DC. Otsese teoreemi jéargi sirge DCy on
risti tasapinnaga a. Labi sirgete CD ja CyD paneme tasa-
pinna p ning votame tasapindade a ja B loikesirge DE.
Et (eelmise teoreemi jargi) C;D | «, siis £CDE on tais-
nurk, kuid et teoreemi eelduse kohaselt CD L q, siis ZCDE
on samuti tdisnurk. Niiviisi selgub, et tasapinnal g on sir-
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gele DE iihest ja samast punktist D ehitatud kaks ristsir-
get DC ja DC,. Et see on voimatu, siis on ka voimatu, et
sirged AB ja CD ei ole paralleelsed.

33. Teoreem. Kui sirge (BB, joon. 20) on risti
uhega paralleelsetest tasapindadest («), siis on ta risti
ka teisega (f).

Asetame ldbi sirge BB; mingid kaks tasapinda y ja 4,
milledest kumbki 16ikub tasapindadega « ja g mododa-
paralleelseid sirgeid; iiks mooda sirgeid BC ja B;C, ning
teine mooda sirgeid BD ja B{D,. Eelduse kohaselt sirge
BB, on risti sirgetega BC ja BD, jarelikult ta on risti ka
nendega paralleelsete sirgetega B;C; ja B{D; ning see-
parast ta on risti ka tasapinnaga p, millel asetsevad sir-
ged B]Cl ja BID1~

34. Poordteoreem. Kui kaks tasapinda (« ja f,
joon. 21) on risti ithe ja sama sirgega (AB), siis nad on
paralleelsed.

Joon. 21.

Oletame vastupidist, s. o. et tasapinnad « ja g loiku-
vad. Votame nende I6ikesirgel mingi punkti C ning
paneme tasapinna y ldbi punkti C ja sirge AB. Tasa-
pind y loikab tasapindu a ja  vastavalt méoda sirgeid AC
ja BC. Et AB 1 q, siis AB1 AC, ja et AB L, siis AB 1 BC.
Sel viisil saame tasapinnal y sirgele AB kaks ristsirget AC
ja BC, mis ldbivad iihte ja sama punkti C. Et see on voi-
matu, siis oletus, et tasapinnad « ja g l6ikuvad, oli vale.
Jérelikult tasapinnad on paralleelsed.

2 Geomeetria XI kl. 4 17



Konstruktsiooniilesandeid.

35. Ldbi antud punkti ehitada tasapind, mls on risti
antud sirgega AB (joon. 22).

Lahendus. 1. juhtum. Antud punkt C asetseb
sirgel AB.

Joon. 22.

Paneme ldbi sirge AB mingid kaks tasapinda « ja f.
Otsitav tasapind peab l6ikama neid tasapindu mooda sir-
geid, mis on risti sirgega AB (§ 24). Siit saame jargmise
konstruktsiooni. Paneme 1dbi sirge AB kaks meelevaldset
tasapinda « ja p. Kummalgi tasapinnal tombame lébi
punkti C ristsirged sirgele AB (tasapinnal a — rist-
sirge CD ja tasapinnal g — ristsirge CE). Sirgeid CD
ja CE labiv tasapind ongi noutud tasapind y.

2. juhtum. Antud punkt D asetseb viljaspool sirget
AB (joon. 22). Paneme ldbi punkti D ja sirge AB tasa-
pinna ¢ ning tombame sellel tasapinnal sirge DC risti
sirgega AB. Ldbi sirge AB paneme veel meelevaldse tasa-
pinna g ning sellel tasapinnal tombame sirge CE risti sir-
gega AB. Otsitav tasapind peab loikama tasapindu « ja
p mooda sirgeid, mis on risti sirgega AB. Siit saame jérg-
mise konstruktsiooni. Tombame tasapinnal « ldbi punkti
D sirge DC risti sirgega AB. Sirge DC l6ikab sirget AB
mingis punktis C. Tasapinnal g tombame ldbi punkti C
sirge CE risti sirgega AB. Sirgeid CD ja CE lébiv tasa-
pind ongi noutud tasapind y.
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Et kummalgi tasapinnal « ja g on ldbi antud punkti
voimalik tommata ainult iiks sirge, mis on risti antud sir-
gega, siis molemal juhul on iilesandel ainult iks lahend,
s. o. 1labi iga ruumipunkti on voimalik
panna ainult iiks tasapind, mis on risti
antud sirgega. :

36. Ldabi antud punkti O ehitada sirge, mis on risti
antud tasapinnaga.

Joon. 23.

. juhtum. Punkt O asetseb tasapinnal a (joon. 23).
Tombame tasapinnal « ldbi punkti O mingid kaks teine-
teisega ristuvat sirget QA ja OB. Libi sirge OA paneme
veel mingi tasapinna g ja tasapinnal g tombame sirge OC
risti sirgega OA. Lébi sirgete OB ja OC asetame uue tasa-
pinna y ja sellel tasapinnal 8 0
tombame sirge OM risti sir-
gega OB. Sirge OM ongi
noutud ristsirge tasapinna-

le a. Kuna OA1 OB ja OAL 7

OC, siis sirge OA on risti A
tasapinnaga y ja jérelikult A C
OA1OM. Nii naeme, et A

OM10OA ja OML1OB, jire-
likult sirge OM on risti tasa- JobrsoL,
pinnaga a.

2. juhtum. Punkt O asetseb viljaspool tasapinda «a
(joon. 24). Votame tasapinnal « mingi punkti A ja teos-
tame sellest ldhtudes sama konstruktsiooni, mis eelmi-
selgi juhul. Siis saame tasapinnaga a ristuva sirge AB.
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Seejdrel ehitame 1dbi punkti O sirge paralleelselt sir-
gega AB. See sirge ongi noutud ristsirge.

Ulesandel on molemal puhul ainult iiks lahend. Toe-
poolest, kuna kaks sirget, mis on risti {ihe ja sama tasa-
pinnaga, on paralleelsed, siis punktist O ei ole voimalik
ehitada tasapinnale « kahte ristsirget. Jarelikult, 14dbi
igaruumipunktionvoimalikehitadaainult
iks sirge, mis onristi antudtasapinnaga.

Joon. 25.

37. Keerulisema iilesande ndide: On antud kaks kiivsirget (a ja
b, joon. 25). Ehitada sirge, mis loikab mdlemat antud sirget ja on
molemaga risti.

Lahendus. Paneme ldbi sirge a tasapinna «, mis on paral-
leelne sirgega b (§ 21). Sirge b mingist kahest punktist ehitame rist-
sirged AA, ja BB, tasapinnale «. Uhendame sirge abil punktid A,
ja B; ning leiame sirgete A4,B; ja a loikepunkti C;. Labi punkti C,
ehitame ristsirge tasapinnale «: Jdtame oOpilastele endile tGestada,
et see sirge 1) loikab sirget b mingis punktis C ja 2) on risti nii
sirgega a kui ka sirgega b.

Jérelikult sirge CC; ongi noutud sirge.

Mirgime, et 16ik CC; on viiksem koikidest teistest Ioikudest,
mis iihendavad sirge a punkte sirge b punktidega. TGepoolest, votnud
sirgel @ mingi punkti E ja sirgel b mingi punkti F, {ihendame nad
sirgloigu abil ja toestame, et EF<<CC;. Ehitame punktist F tasa-
pinnale o ristsirge FF,. Siis saame, et EF>FF, (§ 26). Kuid FF,=
=CC,, jérelikult EF>CC,. Sel pohjusel nimetatakse 16iku CC, liihi-
maks kauguseks sirgete a ja b vahel.
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V. KAHETAHULISED NURGAD, SIRGE JA TASAPINNA
VAHELINE NURK, KIIVSIRGETE-VAHELINE NURK,
MITMETAHULISED NURGAD.

Kahetahulised nurgad.

38. Definitsioonid. Tasapinna osa, mis asetseb iihel pool
selle tasapinna mingit sirget, nimetatakse pooltasapinnaks..
Kujundit, mille moodustavad kaks {ihest sirgest (AB)
viljuvat pooltasapinda (a ja g, joon. 26), nimetatakse
kahetahuliseks nurgaks. Sirget AB nimetatakse kahetahu-
lise nurga servaks ning pooltasapinda a ja § — kahetahu-
lise nurga tahkudeks.

% N B

Joon. 26. Joon. 27. Joon. 28.

Kahetahulist nurka tédhistatakse tavaliselt tema serva
juurde kirjutatud kahe tdhega (kahetahuline nurk AB).
Kui aga iihe serva juures on mitu kahetahulist nurka, siis.
igaiihte neist tédhistatakse tema tahkude tdhistega (naii-
teks kahetahuline nurk yd (joon. 27).

Kui serva AB mingist punktist D tommata kummalgi
tahul ristsirged servale (joon. 28), siis nendevahelist
nurka CDE nimetatakse kahetahulise nurga joonnurgaks.

Joonnurga suurus ei olene tema tipu asukohast serval.
Nii on joonnurgad CDE ja CD.E, vordsed, sest nende
haarad on vastavalt paralleelsed ja samasuunalised.

Joonnurga tasapind on servaga risti, sest temal aset-
seb kaks servaga ristuvat sirget. Seepdrast joonnurga
leidmiseks piisab, kui loigata kahetahulist nurka tasa-
pinnaga, mis on servaga risti.
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39. Kahetahuliste nurkade vordsus ja mittevordsus.
Kaht kahetahulist nurka loetakse vordseiks, kui nad teine-
teise sisse paigutamisel iihtivad; vastasel korral loetakse
védiksemaks seda nurka, mis moodustab osa teisest nurgast.

Analoogiliselt nurkadega planimeetrias voivad ka kahe-
tahulised nurgad olla kérvunurgad, tippnurgad ijt.

Kui kaks kahetahulist korvunurka on vordsed, siis kum-
bagi neist nimetatakse kahetahuliseks tdisnurgaks.

Teoreem. 1) Vordsete kahetahuliste nurkade joon-
nurgad on vordsed.

2|)( Suuremal kahetahulisel nurgal on suurem joon-
nurk.

Joon. 29.

Olgu af ja ayp; (joon. 29) kaks kahetahulist nurka.
Paigutame nurga a;f; nurga af sisse nii, et serv A4B,
ithtib servaga AB ja tahk «; iihtib tahuga «. Kui need
kahetahulised nurgad on vordsed, siis tahk g, iihtib
tahuga B. Kui aga nurk «8; on vdiksem kui nurk af,
siis tahk p; satub mingisse asendisse pfs kahetahulise
nurga af sees.

Seda tdhele pannud, votame iihisel serval mingi
punkti B ja paneme sellest ldbi tasapinna y risti ser-
vaga AB. Selle tasapinna loikumisel kahetahuliste nurkade
tahkudega tekivad nende nurkade joonnurgad. On selge, et
kui kahetahulised nurgad iihtivad, siis neil on iiks ja sama
joonnurk; kui nad aga ei iihti, s. o. kui néiteks tahk f; sa-
tub asendisse f, siis on suuremal kahetahulisel nurgal ka
suurem joonnurk (nimelt £CBD> ZCyBD).
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40. Poordteoreemid. 1) Vordsetele joonnurka-
dele vastavad vordsed kahetahulised nurgad. ;

2) Suuremale joonnurgale vastab suurem kahetahu-
line nurk. g

Neid teoreeme on kerge toestada vastuviiteliselt.

41. Jareldused. 1) Kahetahulise tdisnurga joon-
nurk on tdisnurk ja dmberpéordult.

Olgu af (joon. 30)
kahetahuline tdisnurk. See ¢/F
tahendab, et ta on vordne
oma korvunurgaga fa;.
Kuid niisugusel korral on
joonnurgad CDE ja CDE, B
samuti vordsed; et nad on o
aga korvunurgad, siis E——— E
kumbki peab olema téis- IS
nurk. Umberp6ordult: kui A
joonnurgad CDE ja CDE,
on vordsed korvumurgad,
siis on vordsed ka kahetahulised korvunurgad, s. o.
kumbi neist on tdisnurk.

2) Koik kahetahulised tdisnurgad on vordsed, sest
nende joonnurgad on vordsed.

Samal viisil on kerge toestada, et:
3) Kahetahulised tippnurgad on vordsed.

4) Paralleelsete ja samasuunaliste (voi vastassuuna-
liste) fahkudega kahetahulised nurgad on vordsed.

5) Kui kahetahulise nurga mootithikuks votame nii-
suguse kahetahulise nurga, mis vastab joonnurga moot-
ithikule, siis voib oelda, et:

kahetahulist nurka mooédab tema joonnurk.

Joon. 30.

Risttasapinnad.

42. Definitsioon. Kahte tasapinda nimetatakse teine-
teise risttasapindadeks, kui nad moodustavad teineteisega
1oikudes kahetahulise tdisnurga.
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43. Teoreem (kahe tasapinna ristseisu tumn-
nus). Kui tasapind (a, joon. 31) labib teise tasapinna (f)
ristsirge (AB), siis on ta risti selle¢ tasapinnaga.

Joon. 32.

Olgu DE tasapindade « ja f loikejoon. Tombame tasa-
pinnal g sirge BC L DE. Siis nurk ABC on kahetahulise
nurga af joonnurk. Et sirge AB on eelduse pohjal risti
tasapinnaga g, siis AB_L BC, tdhendab, nurk ABC on tiis-
nurk ja seega ka kahetahuline nurk on tdisnurk, s. o. tasa-
pind « on risti tasapinnaga §g.

44. Teoreem. Kui kaks tasapinda (a ja f, joon. 31)
on teineteisega risti ja tihele neist (f) on ehitatud rist-
sirge (AB), millel on iihine punkt (A) teise tasapinnaga
(a), siis see ristsirge asetseb tdielikult teisel tasa-
pinnal («).

Oletame, et ristsirge AB ei asetse tasapinnal a (nagu
joonisel 32). Olgu DE tasapindade a ja g loikejoon. Tom-
bame tasapinnal « sirge AC L.DE ja votame tasapinnal g
sirge CF1 DE. Siis nurk ACF on téisnurk kui kahetahu-
lise taisnurga joonnurk. Seepérast sirge AC, moodusta-
des sirgetega DE ja CF tidisnurgad, on risti ‘tasapin-
naga f. Meil on siis iihest ja samast punktist A tasapin-
nale p ehitatud kaks ristsirget — AB ja AC. Et see on
voimatu (§ 36), siis oletus on vale, tahendab, ristsirge AB
asetseb tasapinnal « (§ 36).

45. Jareldus. Kui kaks l6ikuvat tasapinda (a ja p,
joon. 33) on risti kolmanda tasapinnaga (y), siis ka nende
loikejoon on risti kolmanda tasapinnaga.
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Toepoolest, kui tasapindade a ja g loikejoone mingist
punktist A ehitada ristsirge tasapinnale y, siis see rist-
sirge asetseb eelmise teoreemi pohjal tasapinnal « ja ka

tasapinnal p, tihendab, ta iihtib sirgega AB.
et
/ y
sl
v,

¢ 0
s
et

AT e A A
0’ o

Joon. 33. Joon. 34.

Kahe kiivsirge vaheline nurk.

46. Definitsioon. Kahe kiivsirge (AB ja CD, joon. 34)
vaheliseks nurgaks, kui kiivsirgete asendid ja suunad om
antud, nimetatakse niisugust nurka (MON), mille saame,
kui ruumis vabalt voetud punktist (O) ehitame antud
kiivsirgetega (AB ja CD) vastavalt paralleelsed ja sama-
suunalised kiired (OM ja ON). :

Selle nurga suurus ei olene punkti O asukohast, sest
kui ndidatud viisil ehitame nurga M,0,N, tipuga mingis
punktis Oy, siis £LMON= £ M,0{N,, sest neil nurkadel
on vastavalt paralleelsed ja samasuunalised haarad.

Nurk sirge ja tasapinna vahel.

47. Punkti ja sirgjoone projektsioon tasapinnal. Varem
iitlesime (§ 25), et kui ithest ja samast punktist on tasa-
pinnale ehitatud ristloik ja kaldloik, siis selle kaldldigu
projektsiooniks tasapinnal nimetatakse 16iku, mis iihen-
dab ristloigu ja kaldloigu aluspunkte. Niiiid anname pro-
jektsiooni jaoks {ildisema definitsiooni.

1) Mingi punkti normaalprojektsiooniks (ehk rist-
projektsiooniks) anfud tasapinnal (nditeks punkti M pro-
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jektsiooniks tasapinnal «, joon. 35) nimetatakse punktist
tasapinnani ehitatud ristloigu aluspunkti (M’).

2) Mingi joone normaalprojektsiooniks tasapinnal
nimetatakse selle joone punktide projektsioonidest koos-
nevat joont.

Eriti, kui projekteeritav joon on sirge (nditeks
AB, joon. 35), mis ei ole risti tasapinnaga (a), siis ka
tema projektsioon sellele tasapinnale on sirge. Tae-
poolest, kui paneme tasapinna g ldbi sirge AB ja lébi rist-

b

Joon. 35. Joon. 36.

sirge MM’, mis on tommatud projektsioonitasapinnale sirge
AB mingist punktist M, siis see tasapind peab olema risti
tasapinnaga a; seepérast sirge AB mistahes punktist (nai-
teks punktist N) tasapinnale a ehitatud ristsirge peab aset-
sema tasapinnal g (§ 44), jarelikult sirge AB iga punkti
projektsioon peab asetsema sirgjoonel A’B’, mida modda
16ikuvad tasapinnad a ja g. Umberpoordult: sirge A’B’ iga
punkt on sirge AB mingi punkti projektsiooniks, sest sirge
A’B’ mistahes punktist ehitatud ristsirge asetseb tasapin-
nal g ja 16ikub jarelikult sirgega AB. Seega sirge A’B’ on
antud sirge AB punktide projektsioonidest koosnev joon,
jérelikult tema projektsioon.

Lithiduse pérast iitleme «normaalprojektsiooni» asemel
lihtsalt &projektsioon».

48. Sirge ja tasapinna vaheline nurk. Juhul kui sirge
on tasapinnaga kaldu, siis sirge (AB, joon. 36) ja tasa-
pinna (a) vaheliseks nurgaks nimetatakse teravnurka
(ABA’) selle sirge ja tema projektsiooni vahel.

Sellel nurgal on see omadus, et ta on vidiksem koi-
kidest nurkadest, mis kaldsirge moodustab tasapinnal «
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asetsevate ja kaldsirge aluspunkti ldbivate sirgetega. Toes-
tame néiteks, et nurk ABA’ on viiksem kui nurk ABD.

Selleks votame loigu BD=BA’ ja iihendame punkti D
punktiga A. Kolmnurga ABA’ kaks kiilge on kolmnurga
ABD kahe kiiljega vastavalt vordsed, kuid kolmandad kiil-
jed ei ole vordsed, nimelt AD>AA" (§ 26). Seetottu nurk
ABD on nurgast ABA’ suurem.

Mitmetahulised nurgad.

49. Definitsioonid. Votame nurgad (joon. 37): ASB,
BSC, CSD, ..., mis on paigutatud jargemooda iiksteise
kiilge nii, et nad asetsevad iihel tasapinnal ja et neil on
tthine tipp S. Péorame nurga ASB tasapinna timber haara
SB nii, et see tasapind moodustaks tasapinnaga BSC
mingi kahetahulise nurga. Seejdrel, muutmata saadud
kahetahulist nurka, pooérame viimast {imber sirge SC nii,
et tasapind BSC moodustaks tasapinnaga CSD mingi
kahetahulise nurga. Jatkame séddrast jarkjargulist poora-
mist iga iihise haara {imber. Kui seejuures viimane haar
SF iihtib esimese haaraga SA, siis tekib kujund (joon. 38),
mida nimetatakse mitmetahuliseks nurgaks. Nurki ASB,
BSC, . .. nimetatakse mitmetahulise nurga tasanurkadeks
ehk tahkudeks, haarasid SA, SB,... nimetatakse serva-
deks ning iihist tippu S nimetatakse mitmetahulise nurga
tipuks. Mitmetahulise nurga iga serv on iihtlasi kahe-

S

Joon. 37. Joon. 38.
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tahulise nurga servaks, seepdrast on mitmetahulisel nurgal
nii mitu kahetahulist nurka ja nii mitu tasanurka, kui mitu
serva tal on. Mitmetahulise nurga viikseim tahkude arv
on kolm; niisugust nurka nimetatakse kolmetahuliseks nur-
gaks. Mitmetahulised nurgad voivad olla neljatahulised,
viietahulised jne.

Mitmetahulist nurka tdhistatakse kas tipu juures oleva
ithe tdhega S voi tdhtede reaga SABCDE, milledest esi-
mene tdhistab tippu ning teised — jérjestikku asetsevate
servade punkte.

Mitmetahulist nurka nimetatakse kumeraks, kui ta aset-
seb tervenisti iihel pool iga tahu tasapinda. Selline on néi-
teks nurk, mis on kujutatud joonisel 38. Kuid mitmetahu-
list nurka, mis on kujutatud joonisel 39, ei voi nimetada
kumeraks, sest ta asetseb kahel pool tahu ASB tasapinda
ja kahel pool tahu BSC tasapinda. Kui tasapinnaga loigata
mitmetahulise nurga koiki tahke, siis tekib hulknurk
(A;B,C,DE;). Kumeral mitmetahulisel nurgal on see
hulknurk kumer.

. Meie kasitleme ainult kumeraid mitmetahulisi nurki.

50. Teoreem. Kolmetahulise nurga iga tasanurk on
vdiksem kui teiste tasanurkade summa.

Olgu™ kolmetahulise nurga SABC (joon. 40) tasanur-
kadest suurim nurk ASC. Paigutame sellele nurgale nurga
ASD, mis on vordne nurgaga ASB, ja votame mingi sirge
AC, mis l6ikab sirget SD mingis punktis D. Votame loigu
SB=S8D. Uhendades punkti B punktidega A ja €, saame
kolmnurga ABC, milles

AD+DC<AB+BC.
Kolmnurgad ASD ja ASB on kongruentsed, sest neil on

iiks paar vordseid nurki vastavalt vordsete kiilgede vahel,;
~ jérelikult

AD:AB.

Seega, kui iilaltoodud vorratuses dra jdtta vordsed litkmed
AD ja AB, siis saame, et

DC<BC.
Niiiid ndeme, et kolmnurga SCD kaks kiilge on vordsed
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kolmnurga SCB kahe kiiljega, kuid kolmandad kiiljed ei ole
vordsed; sdarasel juhul suurema kiilje vastas asetseb suu-
rem nurk, tdhendab

ZCSD< £CSB.

Lisades selle vorratuse vasakule poolele nurga ASD ja
paremale poolele temaga vordse nurga ASB, saame vor-
ratuse '

LASC< £CSB+ £ASB,

mida pidimegi toestama.

Joon. 39.

Meie toestame, et isegi suurim tasanurk on viik-
sem kui teiste tasanurkade summa.

Tahendab, teoreem on toestatud.

Jareldus. Lahutades viimase vorratuse molemast
poolest kord nurga ASB, kord nurga CSB, saame, et

ZLASC—AASB« 2 CSB
ja
ZASO - LOSBE LA ASE:

Lugedes neid vorratusi paremalt vasakule ning pida-
des veel silmas, et ka nurk ASC kolmest suurimana on
suurem kui teiste nurkade vahe, jouame jareldusele, et

kolmetahulise nurga iga tasanurk on
suurem kui teiste tasanurkade vahe.
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51. Teoreem. Kumera mitmetahulise nurga tasa-
nurkade summa on vdiksem kui 2x.

Loikame kumera mitmetahulise nurga SABCDE (joon.
41) tahke mingi tasapinnaga; loikeks saame kumera hulk-
nurga ABCDE.

Rakendades eelmise pa-
ragrahvi teoreemi igale
kolmetahulisele  nurgale,
mille  tipud  asetsevad
punktides 4, B, C, D ja E,
saame, et

LABC< LABS+ £SBC;

LBCD< £ BCS+ £SClk;
jne.

Liidame nende vorra-
tuste vastavad pooled. Va-
sakul poolel saame siis
hulknurga ABCDE koikide
nurkade summa, mille suu-
rus on (n—2)a, ning paremal poolel — kolmnurkade ABS,
SBC jne. nurkade summa ilma nende nurkadeta, mis aset-
sevad tipu S juures. Tdhistanud nende viimaste nurkade
summa tdhega x, saame liitmisel:

Joon. 41.

(n—2) a<na—x.

Et vahedel nax—2n ja na—x vidhendatavad on vord-
sed, siis selleks, et esimene vahe oleks teistest vdiksem,
peab lahutatav 2z olema lahutatavast x suurem, tdhendab

2n>x,

X< 2.

Kolmetahuliste nurkade vordsuse lihtsamad juhud.

52. Teoreemid. Kolmetahulised nurgad on vord-
sed, kui neil on

1) itks paar vordseid kahetahulisi nurki vastavalt
vordsete ja lihteviisi asetsevate tasanurkade vahel voi

2) iiks paar vordseid tasanurki vastavalt vordsete ja
iihteviisi asetsevate kahetahuliste nurkade vahel.
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1) Olgu S ja S; kaks kolmetahulist nurka (joon. 42),
milledel :
ZASBZ ZA'].S]BI,
ZASC= ZAIS]CI

S

Joon. 42.

(seejuures need vordsed nurgad asetsevad iihteviisi) ning
kahetahuline nurk AS vordub kahetahulise nurgaga A;S;.
Paigutame nurga $; nurga S sisse nii, et {ihtiksid tipud S;
ja S, servad S;4, ja SA ning tahud A4,S,B, ja ASB. Siis
serv S{B; satub servale SB (tasanurkade A;8B; ja ASB
vordsuse tottu), tahk A4;S;C, iihtib tahuga ASC (kahetahu-
liste nurkade vordsuse tottu) ning serv S;C; {ihtib servaga
SC (tasanurkade A;S;C; ja'ASC vordsuse tottu). Seega
need kolmetahulised nurgad iihtivad koigis servades, s. t.
nad on vordsed.

2) Teine tunnus toestatakse nagu esimenegi sissepai-
gutamise teel.

53. Siimmeetrilised mitmetahulised nurgad. Nagu teada,
tippnurgad on vordsed, kui neid nurki moodustavad sirged
voi tasapinnad. Vaatame, kas see vdide on oige ka mitme-
tahuliste nurkade kohia.

Pikendame mitmetahulise nurga SABCDE koiki servi
tipust S (joon. 43), siis saame teise mitmetahulise nurga
SA,B,C,DE, mida esimese suhtes voib nimetada tippnur-
gaks. Ei ole raske nidha, et nende nurkade tasanurgad on
vastavalt vordsed ja et ka kahetahulised nurgad on vas-
tavalt vordsed, kuid nii need kui ka teised asetsevad
vastupidisesjdrjestuses. Toepoolest, kui kujut-
leme vaatlejat, kes véljaspool kahetahulist nurka vaatab
tema tippu, siis servad SA, SB, SC, SD, SE on jarjestatud
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‘kellaosuti liikumisele vastupidises suunas, kuid vaadates
nurka SA;B,C,D.E; nihakse servi SA;, SBy ... jirjesta-
tult kellaosuti liikumise suunas. :

Joon. 43.

Vastupidi jarjestatud vastavalt vordsete tasanurkadega
ja vastavalt vordsete kahetahuliste nurkadega mitmetahu- -
lised nurgad ei saa iildse iihtida sissepaigutamise teel.
Sédaraseid nurki nimetatakse simmeetrilisteks
(punkti S suhtes). Kujundite siimmeetriast ruumis kone-
]eme tiksikasjalisemalt edaspidi.

HARJUTUSI.

Toestada teoreemid:

1. Kaks tasapinda, mis .on paralleelsed kolmanda tasapinnaga,
on omavahel paralleelsed.

2. Koik iihte punkti ldbivad antud tasapinnaga paralleelsed. sir-
ged asetsevad {ihes tasapinnas, mis on paralleelne antud tasa-
pinnaga.

3. Kui tasapind « on paralleelne sirgega a, siis sirge a koik punk-
tid asetsevad vordsetel kaugustel sellest tasapinnast.

4. Uhe paralleeltasapinna punktid asetsevad vordsetel kaugustel
teisest paralleeltasapinnast.

5. Kui kahest I6ikuvast tasapinnast kumbki 14dbib iihte kahest
paralleelsest sirgest, siis nende tasapindade 16ikesirge on paralleelne
nende sirgetega.
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6. Kui sirge a on paralleelne tasapinnal « asetseva sirgega b,
siis iga tasapind, mis 16ikub tasapinnaga « ja ldbib sirget a,« 16ikub
tasapinnaga « kas sirgega b paralleelset sirget méoda voi méoda sir-
get b. ;

7. Kui sirge a on paralleelne tasapinnaga «, siis iga sirge, mis
labib tasapinnal « asetsevat punkti ja on paralleelne sirgega a,
asetseb tasapinnal c. ;

8. Kui on antud kaks kiivsirget a ja b ning labi esimese sirge
on pandud tasapind paralleelselt teise sirgega ja ldbi teise sirge on
pandud tasapind paralleelselt esimese sirgega, siis need tasapinnad
on paralleelsed.

9. Koik sirged, mis ldbivad sirge a iihte ja sama punkti ning
on risti sirgega a, asetsevad iihel ja samal tasapinnal, mis on risti
sirgega a.

10. Kui tasapind ja sirge on risti iihe ja sama sirgega, siis nad
on paralleelsed.

11. Kui tasapinnaga « paralleelne sirge a I16ikub sirgega b, mis
en risti selle tasapinnaga, siis sirged a ja b on omavahel risti.

Konstruktsiooniilesandeid.

\

12. Labi antud punkfi ehitada kahe antud sirgega a ja & paral-
leelne tasapind.

13. Labi antud punkti ehitada antud tasapinnaga paralleelne
sirge, mis 16ikub antud sirgega.

14. Ehitada sirge, mis 16ikub kahe antud sirgega ja on paral-
leelne kolmanda antud sirgega.

15. Ehitada mingi sirge, mis Ioikab kahte antud ® sirget ja on
paralleelne antud tasapinnaga (méaramatu {ilesanne).

16. Ehitada mingi sirge, mis 16ikab kolme antud sirget (mé&éra-
matu iilesanne).

17. Labi antud punkti ehitada sirge, mis on risti kahe antud kiiv-
sirgega.

18. Libi antud sirge ehitada tasapind, mis on risti antud tasa-
pinnaga. 4

19. Antud on: tasapind « ja sirge alla.  Ehitada ldbi sirge a
tasapind, mis 16ikub tasapinnaga « ja moodustab temaga antud
nurga.

20. Antud on tasapind « ning iihel pool seda tasapinda punktid
A"lj'l? B. Leida tasapinnal @ punkt C nii, et summa AC+CB oleks
vahim,

3 Geomeetria XI kl.



dieineipeatiki

PUNKTI, LOIGU JA KUJUNDI
RISTPROJEKTSIOONID.

54. Punkti kujutamine kahel tasapinnal tema projekt-
sioonide abil. Kujutleme kahte projektsioonitasapinda, hori-
sontaalset ehk pohitasapinda ¢, ja vertikaalset ehk piist-
tasapinda ¢y, mis 16ikuvad tdisnurgi mooda sirget {, mida
nimetame projektsiooniteljeks (joon. 44). Need
tasapinnad moodustavad neli kahetahulist nurka, milledest
vaatleme lihtsuse pérast ainult iihte, nimelt eesmist iilal.
Oletame, ‘et selle nurga sisepiirkonnas asetseb mingi
punkt A. Tombame sellest punktist ristloigud tasapinda-
dele ¢, ja @o. Siis saame nendel tasapindadel punkti A
projektsioonid: A’ on pohiprojektsioon, A” — piistprojekt-
sioon (neid nimetatakse normaal- ehk ristprojektsiooni-
deks, ka ortogonaalprojektsioonideks, sest nad tekivad rist-
sirgete abil).

Projektsioone tédhistatakse harilikult sama tahega, mil-
lega on tahistatud projekteeritav punkt, lisades tdhele
margikesed ’ (prim) ja ” (sekund) vastavalt esimese ja
teise projektsiooni puhul. Ristloike, mille abil saadakse
punkti. projektsioonid, nimetatakse projekteerijateks: AA’
on iilalt-projekteerija nine AA” on eest-projekteerija.

Projekteerijaid labiv tasapind on risti nii tasapinnaga
@1 kui ka tasapinnaga ¢o (§ 43), jarelikult ka risti tel-
jega t (§ 45) ja seepirast on loigud A’A, ja A”A,, mida
mooda see tasapind 1oikub tasapindadega ¢y ja ¢g, risti
teljega f; seega nad moodustavad tasapindade ¢ ja ¢@»
vahelise kahetahulise nurga joonnurga, ning et kahetahu-
line nurk on téisnurk, siis ka tema joonnurk on tdisnurk. Nii
on nelinurk AA’A,A” ristkiilik, mille tasapind on' risti
teljega . ‘
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Seda silmas pidades poorame horisontaalset pooltasa-
pinda ¢, telje ¢ imber 90° vorra allapoole; siis iihtib ta
alumise vertikaalse pooltasapinnaga, moodustades iilemi-
sega iihise vertikaalse tasapinna. Seejuures punktid A,
ja A” jadavad paigale, kuid punkt A” saab asukoha allpool
telge ¢ ning tuleb ristloigu A”A, pikendusel kaugusele
AyA’, mis on vordne 1oiguga AA”. Saame tasapinnale lao-
tatud joonise (joon. 45), mida edaspidi nimetame epiiiiriks;

% A"
A 4"
it £ Yol i :
v
|
: Ao
| / 1
g /
A'
Joon. 44, Joon. 45.

see joonis koosneb sirgest 7, mis kujutab projektsiooni-
telge, ja kahest punktist, mis asetsevad telje f ristjoonel;
alumine punkt on punkti A pohiprojektsioon ja iilemine
on piistprojektsioon.

Igale kahetahulise nurga (joon. 44) sisepiirkonnas voe-
tud punktile A vastab joonisel muidugi kaks iiheselt
madratud punkti A’ ja A”, mis asetsevad telje ¢ rist-
sirgel. Umberpodrdult, epiiiiri igale kahele punktile A’ ja
A”, mis asetsevad telje ¢ ristsirgel (punkt A’ allpool ja
punkt A” iilalpool telge #), vastab iiks maaratud punkt A
kahetahulise nurga sisepiirkonnas.

Et saada seda punkti, peame kujutlema, et joonise alu-
mine pool on pooratud telje ¢ iimber 90° vorra {ilespoole,
s. 0. tagasi oma endisesse asendisse, ning et seejirel on
punktidest A” ja A” voetud kahetahulist nurka moodusta-
vate tasapindade ristsirged; nende sirgete 16ikepunkt ongi
punkt A.

55. Erijuhud: Joonistest 46 ja 47 selgub, et
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1) kui punkt A asetseb pohitasapinnal, siis tema piist-
projektsivon A” asetseb teljel ¢ ja pohiprojektsioon thtib
punkti endaga;

Bl
B" B
Au lcl
A" s g C f
Y Ok
A°A X
Joon. 46. Joon. 47.

2) kui punkt B asetseb piisttasapinnal, siis tema pohi-
projektsioon |asetseb teljel # ja piistprojektsioon iihtib
punkti endaga; -

3) kui punkt C asetseb teljel ¢, siis molemad tema pro-
jektsioonid iihtivad punkti endaga.

'56. Sirgloigu kujutamine. Meie ndgime juba (§ 47),
et kui projekteeritav joon on sirge, siis ka tema pro-
jektsioon on sirge.

All
8.
t t
/,B,
Al

Joon. 48. Joon. 49.

Téhendab sirgloiku, mis iihendab punkte A ja B
{(joon. 48), kujutavad epiiiiril (joon. 49) loigud A’B’ ja
A”B”, milledest esimene on 16igu AB pohiprojektsioon ja
teine on piistprojektsioon.

'Et saada sirgjoone projektsiooni mingil tasapinnal, sel-
leks on vaja leida tema kahe punkti projektsioonid sellel
tasapinnal ning ldbi nende projektsioonide joonestada .
sirgjoon.
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Sirgjoone projektsiooni voib saada ka teisiti: nimelt
voime lédbi selle sirge panna kaks tasapinda — iihe risti
pohitasapinnaga, teise risti piisttasapinnaga. Neid tasa-
pindu nimetame projekteeritavateks tasapindadeks.

Nende tasapindade l6ikumine prolektsmomtasapmda-
dega annab 16igu AB projektsioonid A’B” ja A”B”.

Joon. 50.

Margime siinjuures, et kui sirgloik on tdhistatud tahte-
dega AB, siis tahistatakse tema projektsioone tahtedega
A’B’ (pohxprolektsmon) ja A”B” (piistprojektsioon); kui

" C"
A 1
.DII
B 1 g :
/B' D\
A :

. Joon, 51.

sirge on tdhistatud {ihe tdhega, néiteks tdhega £, siis tema
projektsioone tahistatakse ka iihe tdhega: k" (pohiprojekt-
sioon) ja kR” (piistprojektsioon).

57. Erijuhud. 1) Loigu AB iiks otspunkt asetseb
pohitasapinnal.

2) Loigu CD iiks otspunkt asetseb piisttasapinnal.
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3) Loik EF toetub oma otspunktidega projektsiooni-
tasapindadele.

Need kolm juhtu on kujutatud naitlikult joonisel 50
ning projektsioonidena epiiiiril joonisel 51.

|

A.IB‘ (o
ﬁ
; D,
B
5 A: CI DI
Joon. 52. Joon. 53.

4) Loik AB on risti pusttasapmnaga nmg toetub vii-
masele (joon. 52 ja 53).

Joon. 54. : Joon. 55.

5) Loik CD on risti pohitasapinnaga ning toetub vii-
masele (joon. 52 ja 53).

Joon. 56. Joon. 57.
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6) Loik AB asetseb mingil tasapinnal «, mis on risti
teljega f. Siis molemad projekteerivad tasapinnad iihtivad
tasapinnaga « ja seetottu loigud A’B’ ja A”B” asetsevad
epiiiiril telje ¢ {ihel ja samal ristsirgel (joon. 54 ja 553).

7) Loik AB on paralleelne piisttasapinnaga. Siis tema
pohiprojektsioon on paralleelne teljega ¢ (joon. 56 ja 57)
ja pistprojektsioon on vordne ning paralleelne l6iguga AB.

rA‘, " A 8"
B

A I \

| g ¢

/ B /B'
A 4 A
A3
Joon. 58. Joon. 59.

8) Loik AB on paralleelne pohitasapinnaga (joon. 58
ja 89); tema piistprojektsioon on siis paralleelne teljega ¢
ja pohiprojektsioon on vordne ning paralleelne loigu AB
endaga.

Joon. 60. Joon. 61.

58. Loikuvate sirgete projektsioonid. On ilmne, et kui
kaks sirget (k ja !) l6ikuvad, siis 1oikuvad ka nende iihe-
nimelised projektsioonid (joon. 60), kusjuures ldikepunktid
M’ ja M” asetsevad telje #iihel ja samal ristsirgel. Umber-
poordult, kui kahe sirge iihenimelised projektsioonid 16i-
kuvad, kusjuures loikepunktid asetsevad telje ¢ iihel ja
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samai ristsirgel, siis 10ikuvad ka need sirged ise, sest pro-
jektsioonide loikepunktidega médratud punkt (M’, -M”)
kuulub molemale sirgele.

59. Paralleelsete sirgete projektsioonid on paralleelsed.
Toepoolest, kui AB||CD (joon. 61), siis on nurkade BAA’
ja DCC’ haarad paralleelsed ja seega on ka projekteerivad
tasapinnad paralleelsed (§ 15), kuid paralleelsed tasapin-
nad 16ikuvad kolmanda tasapinnaga (¢) mooda paralleel-
seid sirgeid (A’B’ ja C’'D’) (§ 16)

-

Bn 8

; Joon. 62. Joon. 63.

60. Sirgjoonte kujutamist nende kahe projektsiooni
abil kahel risttasapinnal voib rakendada mitmesuguste
iilesannete lahendamisel sirgete asendi kohta ruumis.

Vaatleme monda sdéraste iilesannete niidet.

Ulesanne 1. Epiiiril on antud sirgléigu AB projekt-
sioonid A’B’ ja A”B” (ioon. 62). Leida selle sirgloigu
toeline pikkus.

Esimene lahendamisviis. Et oleks parem
ette kujutada sirgloigu asendit ruumis, votame sirgloigu
AB ja tema pohiprojektsiooni A’B’ nditliku kujutise
(joon. 63), s. o. niisuguse kujutise, mida kasutasime esi-
meses peatiikis.

Nelinurk ABB’A” on tédisnurkne trapets tédisnurkadega
punktide A” ja B’ juures. Vottes selles trapetsis kiiljega
A’B’ paralleelse loigu AC, saame tdisnurkse kolm-
nurga ABC.

Loik AB on selles kolmnurgas hiipotenuusiks, kaatet
AC, nagu niha, on vordne loigu AB pohiprojektsiooniga
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A’B’. See projektsioon on joonisel antud. Kaatet BC on
vordne loikude BB’ ja AA’ vahega.

Loigud BB’ ja AA’ on samuti joonisel antud; nad on
nimelt vordsed punktide B” ja A” kaugustega teljest ¢,
seega voib nende vahe joonisel leida. Loikude BB’ ja AA’
vahe vordub seega punktide B” ja A” ning telje f vaheliste
kauguste vahega. Siit jareldub, et loigu AB toelise
pikkuse leidmiseks tuleb ehitada tdisnurkne kolmnurk,
mille itheks kaatetiks on otsitava 16igu pohiprojektsioon
A’B’ ning teiseks kaatetiks on 16ik, mis vordub otsitava

Joon. 64.

lIoigu otspunktide piistprojektsioonide A" ja B” kauguste
vahega teljest 7. Selle kolmnurga hiipotenuus on 16igu AB
toeliseks pikkuseks.

Teine viis. Kujutleme, et 16ik AB ja 16ik AA’ on
teineteisega jdigalt kinnitatud; podrame 16iku AB sirge
AA’ timber seni, kuni ta saab paralleelseks piisttasapin-
naga (joon. 64). \

Sddrasel 16igu AB pooramisel tema projektsioonid A’B’
ja A”B” muutuvad, kuid tema kaldenurk 16igu AA” suhtes
ei muutu, seega ei muutuka tema pohiprojektsiooni pikkus
(muutub ainult selle siht). Tdhendab, sellel 16igu pdora-
misel tema pohiprojektsioon muutub nii, et punkt A” jaab
joonisel paigale ja punkt B’ liigub ringjoone kaart mooda.
Kui 16ik AB saab paralleelseks piisttasapinnaga, siis tema
pohiprojektsioon saab paralleelseks teljega 7. Ka piist-
projektsioon A”B” muutub sellel pééramisel, kuid et punkti
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B kaugus pohitasapinnast jaab endiseks, siis jddb endi-
seks ka punkti B” kaugus teljest £ Siit selgub, et punkt B”
liigub modda telje ¢ paralleeli. Oeldust jareldub, et epiiiiril
voib saada loigu AB projektsioonid parast podramist piist-

ey

8

Bv

Joon. 65.

sirge AA’ iimber jargmise konst-
ruktsiooni abil (joon. 65): joones-
tame raadiusega A’B’ ringjoone
kaare keskpunktiga punktis A’ ja
leiame selle kaare 1oikepunkti B4
telje ¢ paralleelsirgega, mis ldbib
punkti A’; 14bi B” joonestame tel-
jega t paralleelse sirge loikumi-
seni punkti B’y ldbiva telje #rist-
sirgega punktis B”. Loigud A’B’,
ja A”B”, ongi loigu AB projekt-
sioonid - parast pooramist. Tema
piistprojektsioon A”B”; on see-
juures loigu AB toeliseks pikku-
seks.

61. Ulesanne . 2. Epiiiril
on antud sirge projektsioonid I

ja l” (joon. 66). Leida selle sirge loikepunktid projekt-
sioonitasapindadega (neid loikepunkte nimetatakse sirg-
joone jdlgedeks projektsioonitasapindadel).

@

Joon. 66.

c"
A"
B“
f-
¢
8'
AI
Joon. 67.

Lahendus. Antud sirge ja piisttasapinna l6ikepunkti
pohiprojektsioon asetseb teljel 7 Teiselt poolt selle punkti
pohiprojektsioon peab asetsema sirgel I’. Seega sirge jilje
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saamiseks pisttasapinnal pikendame tema‘ pohiprojekt-
siooni /” loikumiseni teljega ¢ punktis F”.

Punkt F’ on otsitava jdlje pohiprojektsioon. Et leida
tema piistprojektsiooni, votame punktist F” telje ¢ ristsirge
loikumiseni sirgega [” punktis F”. Punkt F” ongi jilje
piistprojektsiooniks, ilmselt iihtib ta jilje endaga. Samal
teel leiame ka jdlje pohitasapinnal: pikendame sirget [”
l1oikumiseni teljega ¢ punktis G”, punktist G” votame telje
t ristsirge loikumiseni sirgega !’ punktis G’; punkt G’ ongi
noutud jalg pohitasapinnal.

62. Kolmnurga projekisioonid. Kui ruumis on antud
kolmnurk, siis voib ehitada tema tippude ja kiilgede pohi-
ja piistprojektsioonid. Niiviisi tekib joonisel kaks kolm-
nurka, mis on ruumis antud kolmnurga pohi- ja piistpro-
jektsioonideks.

Kui kolmnufga. kuju ja asend ruumis ei ole ette maa-
ratud, siis voib tema tippude projektsioone anda vabalt,
silmas pidades ainult tingimust, et iihe ja sama tipu pohi-
ja piistprojektsioon asetseksid telje ¢ ristsirgel. Toepoo-
lest, tasapinna asend ruumis on taiesti maaratud tema
kolme punkti asukohaga, mida voib ruumis votta téiesti
vabalt, ainult mitte iihel ja samal sirgel.

Joonisel 67 on esitatud mingi kolmnurga ABC projekt-
sioonid. Kasutades neid projektsioone voib kolmnurga
asendi kohta ruumis lahendada mitmesuguseid iilesandeid.

63. Ulesanne 1. On antud kolmnurga projektsioo-
nid A’B’C’ ja A”B”C” (joon. 68). Ehitada epiiiiril niisu-
guse sirge pistprojektsioon, mis asetseb selle kolmnurga
tasapinnas ja mille pohiprojektsioon on antud.

Lahendus. Olgu ¢ sirge pohiprojektsioon, ta 16ikub
sirgetega A’C’ ja B’C’ vastavalt punktides P’ ja Q’.

Et see sirge asetseb kolmnurga ABC tasapinnas, siis
16ikub ta kiilgedega AC ja BC nendes punktides, mille
pohiprojektsioonideks on P’ ja Q’. Nendesamade punktide
piistprojektsioonide saamiseks tuleb punktidest P’ ja Q’
joonestada teljele ¢ ristsirged 16ikumiseni vastavalt sirge-
tega A”C” ja B”C"” punktides P” ja Q”. Sirge P”Q” on
kolmnurga ABC tasapinnas asetseva otsitava sirge piist-
projektsioon.

43



64. Ulesanne 2. Epiiiril on antud kolmnurga ABC
projektsioonid A’B’C’ ja A”B”C” (joon. 69). Peale selle on
antud kolmnurga tasapinnas asetseva punkti D pohipro-
jektsioon D’. Ehitada selle punkti piistprojektsioon.

Joon. 70.

Lahendus. Uhendades omavahel punktid D’ ja A’,
saame kolmnurga ABC tasapinnas asetseva ning punkte D
ja A ithendava sirgloigu pohiprojektsiooni A’D’ (joon. 70).
Punkt P’, milles sirge A’D’ loikub sirgega B’C’, on sirge
AD ja kiilje BC loikepunkti P pohiprojektsioon (joon. 70).
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Joonestades punktist P’ teljele ristsirge, leiame sirgel
- B”C” selle punkti piistprojektsiooni P”. Siis joonestame
sirge A”P” ja sellel leiame endisel viisil otsitava punkti D
plistprojektsiooni D” (joon. 69).

65. Hulknurga projektsioonid. Hulknurga projektsioo- .
nide ehitamisel ei saa tippude projektsioone enam vabalt
votta. Kui hulknurga tippude pohiprojektsioonid votta
vabalt, siis nende piistprojektsioonidest voib votta vabalt
(muidugi iihel ja samal ristjoonel vastava pohiprojekt-
siooniga) ainult kolm. Toepoolest need kolm piistprojekt-
siooni koos pohiprojektsioonidega maédravad taielikult
selle tasapinna, milles asetseb hulknurk.

Ld
8 2
A D"
t
Le
]
8 'l
Joon. 7v1. Joon. 72.

Seepirast tuleb teiste tippude piistprojektsioonid votta
nii, et nad oleksid selles tasapinnas asetsevate punktide
projektsioonideks. Joonisel 71 on antud epiilir pohitasa-
pinna risttasapinnas olevast ristkiilikust, mille kaks kiilge
on risti pohitasapinnaga. Joonisel 72 on néaidatud kuus-
nurga projektsioonide ehitamine, kusjuures tema tippude
pohiprojektsioonid A’, B’, C’, D’, E’, F’ on voetud vabalt.

Piistprojektsioonid A”, B”, C” on voetud - projektsiooni-
telje ristsirgetel, mis labivad punkte A’, B, C’. Seejuures

45



punkti A” voib punkti A’ ldbival telje ristsirgel votta kus
tahes, punkti B” voib punkti B’ 1dbival telje ristsirgel votta
kus tahes ning punkti C” voib votta punkti C’ labival telje
ristsirgel kus tahes. Teiste tippude piistprojektsioone voib
ehitada § 64 nididatud votte abil. Uhendades iiksteisega
punktid A’, B’ ja C’, saame kuusnurga kahe kiilje pohi-
projektsioonid (A’B’ ja B’C’) ning iihe diagonaali pohi-
projektsiooni (A’C’). Uhendades iiksteisega punktid A”, B”
ja C”, saame nendesamade kiilgede ja sama diagonaali
piistprojektsioonid (A”B”, B”C”" ja A”C”). Seejarel iihen-
dame punkti- B” teiste tippude pohiprojektsioonidega D’, E’
ja F’. Sirgete B’D’, B’E’ ja B’F’ loikepunktid sirgega
A’C’ tahistame vastavalt tdhtedega P/, Q" ja R’. Joones-
tades punktidest P/, Q” ja R’ projektsiooniteljele ristsirged
16ikumiseni sirgega A”C”, saame punktid P”, Q" ja R”.
Need on piistprojektsioonis kuusnurga kolme diagonaali
loikepunktid neljanda diagonaaliga, mille pistprojekt-
siooniks on sirge A”C”. Nende diagonaalide piistprojekt-
sioonid saame sel teel, et iihendame punktid P”, Q" ja R”
punktiga B”. Kui niitid pikendada sirgloiku B”P” ja
punktist D’ joonestada projektsioonitelje ristsirge kuni
lIoikumiseni sirgega B”P”, siis nende sirgete 16ikepunkt D”
ongi kuusnurga neljanda tipu piistprojektsiooniks. Samal
viisil, pikendades sirgloike B”Q” ja B”R’ ning joonesta-
des punktidest E” ja F’ projektsioonitelje ristsirged, leiame
kuusnurga viienda ja kuuenda tipu piistprojektsioonid E”
“ja F”. Uhendades jargemooda punktid A”, B”, G, E”,
F”, saame kuusnurga otsitava piistprojektsiooni.

66. Markus. Kujundite ja kehade kujutamise mee-
tod ristprojektsioonide abil kahel tasapinnal on viimistle-
tud prantsuse matemaatiku Gaspard Mongei
[1.: gaspa’r mon(g)Z] (1746—1818) poolt. Gaspard Monge
oli XVIII sajandi lopul ja XIX sajandi alguses suurim
prantsuse matemaatik. Prantsuse revolutsiooni ajal oli
tema konvendi poolt loodud kuulsa Ecole polytechnique’i
asutajaid. Monge’i meetod on kiesoleval ajal {iks pohilise-
maid selles geomeetria osas, mis kasitleb geomeetriliste
kehade kujutamisviise tasapinnal ja mida nimetatakse
kujutavaks geomeetriaks. Monge’i meetodit rakendatakse
laialdaselt tehnikas ehituste projektide, hoonete plaanide,
masinate osade ja detailide joonestamisel jne.

Selle meetodiga teostatakse joonisel konstruktsioone
monikord keeruliste reeglite jargi, mida voib kasutada
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ainult hdsti omandades stereomeetria todesid ja lauseid.
Seepdrast kasutatakse geomeetria opikutes, nagu ka kées-
olevas raamatus, geomeetriliste kujundite ja kehade kuju-
tamisel lihtsustatud jooniseid.

Need joonised on uuritavate kujundite projektsioonid,
kuid mitte kahel, vaid {ihel tasapinnal, nimelt joonise
tasapinnal.

Nagu koigest eelnenust jareldub, ei médra iiks sdédrane
projektsioon veel ei kujundi asendit ruumis ega ka tema
tdpseid mootmeid, kuid ta annab selge iilevaate uuritava
kujundi kujust. Sellest iilevaatest piisab, et, tuginedes
stereomeetria {iildistele teoreemidele, tundma oppida geo-
meetriliste kujundite ja kehade omadusi. 4



Kolmas peatiikk.
HULKTAHUKAD.
1, ROOPTAHUKAS JA PURAMIID.

67. Hulktahukas. Hulktahukaks nimetatakse
tasaste hulknurkadega piiratud keha. Nende hulknurkade
kiilgi nimetatakse hulktahuka servadeks. Hulktahukat pii-
ravaid hulknurki nimetatakse tema tahkudeks. Uhte punkti
koonduvad hulktahuka tahud moodustavad mitmetahulise
nurga; saaraste mitmetahuliste nurkade tippe nimetatakse
hulktahuka tippudeks. Sirgloike, mis iihendavad mitte
tthel tahul asetsevaid tippe, nimetatakse hulktahuka dia-
gonaalideks.

Meie kasitleme ainult kumeraid hulktahukaid, s. o.
saaraseid, mis tervenisti asetsevad iihel pool iga tema
tahu tasapinda.

Hulktahuka viéikseim tahkude arv on neli; niisugune
hulktahukas tekib kolmetahulise nurga l6ikamisel mingi
tasapinnaga.

68. Prisma. Prismaks nimetatakse niisugust hulk-
tahukat, mille kaks tahku on vordsete ja vastavalt paral-
leelsete kiilgedega hulknurgad ning koik teised tahud on |
roopkiilikud. ;

Selleks et nédidata, et niisugune hulktahukas on voima-
lik, votame mingi hulknurga ABCDE (joon. 73) ja ehi-
tame tema tippudest ldbi rea viljaspool tema tasapinda
asetsevaid paralleelseid sirgeid.

Votnud seejirel iihel paralleelsel sirgel vabalt punkti 4,4,
paneme ldbi selle punkti tasapinnaga ABCDE paralleelse
tasapinna; l4bi iga korvuti asetsevate paralleelsete sirgete
paari paigutame samuti tasapinnad. Koik need tasapinnad
maaravad loikumisel hulktahuka ABCDEA:B{C{D+E,,
mis vastab prisma definitsioonile. Toepoolest, paralleelsed
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tasapinnad ABCDE ja A,B,C,DE; loikuvad kiilgtasapin-
dadega mooda paralleelsexd 51rge1d (§ 16); seeparast neli-
nurgad AA,E\E, EE\D,D jne. on roépkiilikud. Teiselt
poolt on hulknurkade ABCDE ja A{B,C,D+E, kiiljed vas-
tavalt vordsed (kui roopkiilikute vas-
taskiiljed) ja nende nurgad on vas-
tavalt vordsed (kui paralleelsete ja
samasuunaliste haaradega nurgad);
seega need hulknurgad on kong-
ruentsed.

Paralleelsetes tasapindades asetse-
vaid hulknurki ABCDE ja AB,C,DE,
nimetatakse prisma pohjadeks, iihe
pohja mingist punktist teisele pohjale
ehitatud - ristloiku OO, nimeta-
takse prisma korguseks. RoOpkiili-
kuid AA]B]B’ BB]C1C jne. nime-
tatakse prisma kiilgtahkudeks ja
nende kiilgi AA,;, BB, jne., mis iihen-
davad pohjade vastavaid tippe, nimetatakse kiilgserva-
deks. Prisma koik: kiilgservad on vordsed kui paralleel-
sete sirgete 16igud paralleelsete tasapindade vahel. .

"~ Mitte iihel tahul asetsevat kahte tippu ithendavat sirg-
loiku nimetatakse prisma diagonaaliks. Sddrane on nai-
teks sirgloik AD; (joon. 73).

Joon, 73.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

ey
Ly
/

/

Joon, 74 s ; Joon. 75.

Kahte mitte ihele tahule kuuluvat kiilgserva (naiteks
servi AA, ja CC,, joon. 73) ldbivat tasapinda nimetatakse
diagonaaltasapinnaks.

Prismat nimetatakse kas piistprismaks voi kaldpris-
maks vastavalt sellele, kas tema kiilgservad on pohjadega
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risti voi kaldu. Piistprisma kiillgtahud on ristkiilikud.
Piistprisma korguseks voib lugeda tema kiilgserva.

Piistprismat nimetatakse korrapdraseks, kui tema poh-
jad on korrapidrased hulknurgad. Sédirase prisma kiilg-
tahud on koik kongruentsed ristkiilikud.

Prismad on: kolmnurksed, nelinurksed jne. vastavalt
sellele, kas pohjaks on kolmnurk, nelinurk jne.

69. Rooptahukas. Ro6ptahukaks nimetatakse nii-
sugust prismat, mille pohjadeks on réopkiilikud (joon.74).

$é

Joon. 76. ° Joon. 77.

Rooptahukas nagu iga prisma voib olla kas piistroop-
tahukas voi kaldrooptahukas. Piistrooptahukat, mille pohi
on ristkiilik, nimetatakse risttahukaks (joon. 75).

Nendest definitsioonidest jéareldub:

1) rooptahuka koik kuus tahku on roopkiilikud;

2) piistrooptahuka neli kiilgtahku on ristkiillikud ja

kaks pohitahku on rodpkiilikud;

3) risttahuka koik kuus tahku on ristkiilikud.

Uhest tipust ldhtuvat kolme risttahuka serva nime-
tatakse tema mootmeteks, iihte neist voib vaadelda
pikkusena, teist — laiusena ja kolmandat — korgusena.

Vordsete mootmetega risttahukat nimetatakse kuubiks.
Kuubi koik tahud on ruudud.

70. Piiramiid. Piiramiidiks nimetatakse niisugust
hulktahukat, mille iiks — pohjaks nimetatav — tahk on
hulknurk ja koik teised — kiilgtahkudeks nimetatavad —
tahud on iihise tipuga kelmnurgad.
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Piiramiidi saamiseks voib mingi mitmetahuline nurk
S lébi Idigata vabalt voetud tasapinnaga ABCD (joon. 76)
ja votta araloigatud osa SABCD.

Kiilgkolmnurkade iihist tippu S nimetatakse piiramiidi
tipuks ja tipust pohitasapinnale ehitatud ristloiku nimeta-
takse tema korguseks.

Harilikult, piiramiidi tdhtedega tahistades, kirjutatakse
esikohale see taht, mis on tipu tdhiseks, néditeks SABCD
(joon. 76).

Joon. 78. Joon. 79.

Piiramiid tippu ja pohja mingit diagonaali (naiteks
BD joonisel 78) labivat tasapinda nimetatakse diagonaal-
tasapinnaks.

Piiramiidid on: kolmnurksed, nelinurksed jne. vastavalt
sellele, mis on pohjaks, kas kolmnurk, nelinurk jne. Kolm-
nurkset piiramiidi (joon. 77) nimetatakse nelitahukaks ehk
tetraeedriks; tetraecedri koik neli tahku on kolmnurgad.

Piiramiidi nimetatakse korrapiraseks (joon. 78), kui
tema pohjaks on korraparane hulknurk ja tema korguse
aluspunktiks on selle hulknurga keskpunkt. Korraparase
ptiramiidi kiilgservad on koik vordsed (kui vordsete pro-
jektsioonidega kaldloigud). Seepdrast on Kkorrapérase
piramiidi koik kiilgtahud kongruentsed vordhaarsed kolm-
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nurgad. Iga niisuguse kolmnurga korgust SM (joon. 78)
nimetatakse piiramiidi apoteemiks. Korrapédrase piiramiidi
apoteemid on vordsed.

71. Tiivipiiramiid. Pohja (ABCDE) ja pohjaga paral-
leelse loiketasapinna (A,B,C{D,E;) vahelist piramiidi osa
nimetatakse tiivipiiramiidiks (joon. 79). Paralleelseid tahke
nimetatakse tiivipiiramiidi pohjadeks, pohja A;B,C,D.E,
mingist punktist O, teise pohjani ehitatud ristloiku OO,
nimetatakse tiivipiramiidi korguseks. Tiivipiiramiidi nime-
tatakse korrapdraseks, kui ta moodustab osa korraparasest

piiramiidist. i

Rooptahuka tahkude ja diagonaalide omadused.

72. Teoreemid. 1) Roéptahuka vastastahud on
kongruentsed ja paralleelsed.

2) Rédptahuka ksik neli dlagonaall I16ikuvad iihes ja
samas punktis ning poolitavad iiksteist.

1) Tahud BB;C{C ja AAD.D (joon. 80) on paral-
leelsed, sest ithe tahu kaks loikuvat sirget BB, ja B;C; on

B
Joon, 80.

Joon. 81.

paralleelsed teise tahu kahe Idikuva sirgega AA, ja A;Dy

(§ 15); need tahud on kongruentsed, sest B Cl—AlDl,

B{B=A,A (kui roopkiilikute vastaskiiljed) ja
ZBBIC1=ZAAlD].

©2) Votame mingid kaks diagonaali (joon. 81), néiteks
diagonaalid AC, ja BD,, ning abisirged AD, ja BC,. Et
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servad AB ja D,C; on vastavalt paralleelsed ja vordsed
servaga DC, siis nad on paralleelsed ja vordsed ka teine-
teisega; seega nelinurk AD,C,B on roopkiilik, milles 1oigud
AC, ja BD, on diagonaalideks, roopkiiliku diagonaalid aga
poolitavad teineteist. Votame niiiid

ithe nendest diagonaalidest, néi- D, A,
teks diagonaali AC; koos kolman- ,

da diagonaaliga, iitleme diago- c !

naaliga B{D. Tépselt samal viisil SR 8
voime toestada,et nad poolitavad \:\\

teineteist 10ikepunktis. Jéarelikult |
diagonaalid B;D ja AC, ning dia- |
gonaalid AC, ja BD, (mis votsi- :

me varem) loikuvad iihes ja samas pls sEbiH
punktis, nimelt diagonaali AC; g L
poolituspunktis. =~ Vottes Iopuks  plki== A
sama diagonaali AC; koos nel-

janda diagonaaliga A,C,toestame Joon. 82.
samuti, et ka nemad poolitavad

teineteist. Tdhendab ka selle dia-

gonaalide paari 16ikepunktiks on diagonaali. AC; poolitus-
punkt. Seega rooptahuka koik neli diagonaali loikuvad
ithes ja samas punktis ning poolitavad iiksteist.

73. Teoreem. Risttahuka diagonaali (AC,, joon. 82)
ruut vordub tema kolme modtme ruutude summaga.

Vottes pohja diagonaali AC, saame kaks kolmnurka:
AC,C ja ACB. Nad molemad on tidisnurksed; esimene see-
~pérast, et risttahukas on piistprisma, seega CCy
on pohjaga risti; teine séepérast, et risttahuka pohi on
ristkiilik. Nendest kolmnurkadest leiame, et

AC=AC’ + CC® ja AC* =AB’ + BC".

Seega
AC’ = AB*+4 BC* 4 CC, = AB" + AD" + AA’.

Jareldus. Risttahuka diagonaalid on vordsed.

Piiramiidi paralleelsete 10igete omadused.

74. Teoreemid. Kui piliramiid (joon. 83) on léiga-
tud pcohjaga paralleelse tasapinnaga, siis
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1) see tasapind jaotab kiilgservad ja kérguse vérdelis-
teks osadeks;

2) loige on péhjaga sarnane hulknurk;

3) loike pindala ja péhja pindala suhtuvad nagu vasta-
vate piiramiidide korguste ruudud.

1) Sirgeid AB, ja AB voib vaadelda kui paralleelsete
tasapindade (pohja ja loikaja) loikejooni kolmanda tasa-
pinnaga ASB; seeparast A{B||AB (§ 16). Selsamal poh-
jusel B;C,||BC, C.D4||CD,... ja A;M;||AM; seepérast

S Sy T SB SO0
GAA BB C e T ML
2) Kolmnurkade ASB jaASB,,

kolmnurkade BSC ja B,SC, jne.
sarnasusest jareldame, et

10 R e g
A T BS BS TG
millest saame, et
s AR O
ABy T BiGy

Samuti saame, et
| SRR SR o
B G 1868 LGiDy)
millest jareldub, et
BC D
Joon. 83. "BiGy C\D, "’

Samal viisil toestame hulknurkade ABCDE ja
AB,CDE; teiste kiilgede vordelisuse. Et peale selle
nende hulknurkade vastavad nurgad on vordsed (sest
nende haarad on paralleelsed ja samasuunalised), siis on
nad sarnased.

3) Sarnaste hulknurkade pindalad suhtuvad .nagu
vastavate kiilgede ruudud; seepérast

g pindala ABCDE ~ _ AB* _ [ AB \?
pindala AIBlClDlEl —AIB? A131 2
Kuid
AB _ AS _ Ms
AB,  AS  MS"
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Tahendab
pindala ABCDE ' { MS\*_ MS®
pindala A]Blch]El MIS M]S v

~75. Jareldus. Korraparase tivipiramiidi iilemine
pohi on korrapdirane hulknurk ning kilgtahud on kong-
ruentsed ja vordhaarsed trapetsid (joon. 83). -

Iga sddrase trapetsi korgust nimetatakse korrapérase
tiivipliramiidi apoteemiks.

76. Teoreem. Kui kahte vordsete korgustega pira-
miidi Idigata tippudest vordsetel kaugustel asetsevate poh-
jadega paralleelsete tasapindadega, siis Idigete pindalad
on vordelised pohjade pindaladega.

Joon. 84.

Olgu S, ja S, (joon. 84) kahe piiramiidi pohjade pind-
alad, kummagi korgus olgu H; s; ja s, olgu tippudest
ithel ja samal kaugusel & asetsevate pohjadega paralleel-
sete loigete pindalad.

Eelmise teoreemi pohjal saame:

oSqicn h? . Sy _}12

€ AET T RN i T
millest jareldub; et

93 Lol e Y

S5, ehk g



79 darelduss K S50, si1s "Ka "Sy="8s, .57 0.1kl
vordsete korgustega piiramiidide pohjad on pindvordsed,
siis on pindvérdsed ka nende tippudest vordsetel kaugus-
tel asetsevad pohjadega paralleelsed [Giked.

Prisma ja piiramiidi kiilgpindala.

78. Teoreem. Prisma kiilgpindala vérdub tema rist-
16ike iimberméodu ja kiilgserva korrutisega.
Ristldikeks (joon. 85) nimetatakse hulknurka AqBoCoDoEs,

Joon. 85. Joon. 86.

mis tekib prisma loikamisel kiilgservadega ristuva tasa-
pinnaga. Selle hulknurga kiiljed on risti prisma kiilg-
servadega (§ 24). '

Prisma kiilgpindala on roopkiilikute pindalade summa;
iga roopkiiliku aluseks voib votta siin kiilgserva ning kor-
guseks — ristloike kiilje. Seega

prisma kiilgpindala = AA{ + AgBo+ BB, * BoCo+
+CC, - CoDy+DD, * DoEy+EEy * EqAg= (AoBo+
+BoCo+CoDy+DoEy+EyAg) - AA,.



79. Jareldus. Pastprisma kilgpindala vordub pohja
imbermoodu ja korguse korrutisega, sest piistprisma rist-
loikeks voib votta pohja enda ja tema kiilgserv on vordne
korgusega.

. 80. Teoreem. Korrapdrase piiramiidi kiilgpindala
vordub pohja timberm6ddu ja piiramiidi apoteemi poole
korrutisega.

Olgu (joon. 86) SABCDE korrapdrane piiramiid ning
SM tema apoteem. Selle piiramiidi kiilgpindala on kong-
ruentsete vordhaarsete kolmnurkade pindalade summa.
Uhe kolmnurga, néiteks kolmnurga ASB pindala on
vordne korrutisega 4+ AB + SM. Kui koikide kolmnurkade
arv on n, siis: ;
pliramiidi kiilgpindala =4 - AB + SM * n= E ABQ*EA_/I’

kus n - AB on péhja timbermoot ja SM on piliramiidi
apoteem.

81. Teoreem. Korrap&rasé tiviptiramiidi ~ kiilg-
pindala vordub pohjade ilimbermostude poolsumma ja
apoteemi korrutisega.

Korrapérase tiiviptiramiidi kiilgpindala on kongruent-
sete trapetsite pindalade summa. Uhe trapetsi, nditeks
trapetsi AA,BB (joon. 86) pindala vordub korrutisega
HAB+A.B;) - MM;. Kui koikide trapetsite arv on n, siis

tiivipiiramiidi killgpindala = 2248 . pip, - n=
2 n-AB-{;n-All_iL - MMy,

kus n - AB ja'n + A;B, on pohjade imbermoodud.

HARJUTUSIL.

1. Korrapdrase kolmnurkse piistprisma korgus on 12 m ja pdohi-
serv on 3 m. Arvutada prisma téispindala.

‘2. Risttahuka taispindala on 1714 m? ning pohja léhisservade
pikkused on 25 m ja 14 m. Arvutada kiilgpindala ja kiilgserv.

3. Ruudukujulise pohjaga risttahukas, mille kérgus on A, on 15i-
gatud tasapinnaga, mis 14bib kahte vastaskiilgserva. Avaldada rist-
tahuka tdispindala, teades, et 16ike pindala on S.
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4. Korraparase kuusnurkse piiramiidi pohiserv on a ja korgus h.
Avaldada kiilgserv, apoteem, kiilgpindala ja tdispindala.

5. Avaldada kolmnurkse piiramiidi tdispindala ja korgus, kui iga
tema serv on a.

6. Korrapdrane kuusnurkne piiramiid, mille korgus on 25 cm ja
pohiserv 5 c¢cm, on l6igatud pohjaga paralleelse tasapinnaga. Arvu-
tada selle tasapinna kaugus piiramiidi tipust, teades, et 16ike pindala
on2V3 cm?,

7. Ruudukujulise pohjaga tiviptiramiidi korgus on A, alumise
pohja serv on a ja iilemise pohja serv on b. Avaldada tiivipiiramiidi
tdispindala.

8. Tiivipiiramiidi korgus on 6 ja pohjade pindalad on 18 ning 8.
See tiivipiiramiid on 16igatud pohjadega paralleelse tasapinnaga, mis
poolitab korguse. Arvutada loike pindala.

II. PRISMA JA PURAMIIDI RUUMALA.

82. Pohilauseid ruumalade kohta. Geomeetrilise keha
pinnaga piiratud ruumiosa suurust nimetatakse selle keha
ruumalaks.

Meie seame endale iilesandeks avaldada see suurus
arvu abil, mis moodab seda suurust. Seejuures peame sil-
'mas jargmisi pohilauseid.

1) Kongruentsete kehade ruumalad on vordsed.

Joon. 87.

2) Osadest (P ja Q) koosneva keha ruumala (naiteks
kummalgi joonisel 87 kujutatud réoptahuka ruumala) vor-
dub nende osade ruumalade summaga.

Vordsete ruumaladega kehasid nimetatakse ruumvord-
seteks.

83. Ruumalaiihik. Ruumalade moo6tmisel voetakse
thikuks niisuguse kuubi ruumala, mille iga serv vordub
pikkusiihikuga. Nii on ruumalaiihikutena tarvitusel kuup-
meeter (m3), kuupsentimeeter (cm?) jne.
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Rooptahuka ruumala.

84. Teoreem. Risttahuka ruumala vordub tema
kolme m&otme korrutisega.

Selles lithikeses lauses véljendatud teoreemi tuleb
moista nii: risttahuka ruumala mootarv vordub tema kolme
mootme mootarvude korrutisega, kui risttahuka kolm léhis-
serva on moodetud pikkusiihikuga, mis vordub ruumala-
tihikuks voetud kuubi servaga. Nii et kui x on arv, mis
vdljendab risttahuka ruumala kuupsentimeetrites, ning a, b
ja ¢ on arvud, mis viljendavad tema kolme lédhisserva
pikkusi sentimeetrites, siis teoreem viidab, et x=abec.

Toestamisel vaatleme eraldi kolme juhtu.

1) Mootmed valjenduvad tdisarvudena.

Olgu mootmed nditeks jargmised (joon. 88): AB=a,
BC=b ja BD=c,tkus a, b ja c¢ on tdisarvud (nditexs
meie joonisel a=4, b=2 ja ¢=5). Siis risttahuka pohi
sisaldab ab niisugust ruutu, mis on vastavaks ruutiihi-
kuks. On ilmne, et igale ruudule voib paigutada ithe kuup-
ithiku. Siis tekib kiht (nagu joonisel kujutatud), mis koos-
neb ab kuupiihikust. Et selle kihi korgus vordub iihe pik-
kusiihikuga ja kogu risttahuka korgus on ¢ pikkusiihikut,
siis risttahukasse voib paigutada ¢ niisugust kihti. Seega
selle risttahuka ruumala vordub abe kuupiihikuga.

2) Mootmed véljenduvad murdarvudena.

Olgu risttahuka mootmed jargmised:

m

—— g S

q

(moned neist murdudest voivad olla tdisarvud).
Teisendades murrud tithenimelisteks, saame:
mqs pns rng
-"ngs ' "ngs ' "ngs

Votame

osa pikkusithikust uueks (abi-) pikkus-

iihikuks. Selle uue tthikuga moodetud risttahuka servi
viljendavad siis tdisarvud, ja nimelt:

mgqs, pns ja rng

ning seega, nagu toestatud (juhtum 1), risttahuka ruum-
ala vordub korrutisega (mgs) - (pns) * (rng), kui seda
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tuumala moota uuele pikkusiihikule vastava kuupiihikuga.
Endisele pikkusiihikule vastav kuupiihik sisaldab sdara-
seid uusi kuupiihikuid (ngs)3 tiikki; tdhendab uus kuup-
ithik moodustabm osa endisest. Seeparast endise kuup-
ithikuga moodetud risttahuka ruumala on:

1 2 _mgs pns rnq_m p _r
(ngs)? (mgs) (pns) (rng) = nqs ngs ngs n  q s

| 0
Bl an Bl
{ D Q. , ;l D,
: /N, it
} /O.h'i 0,
I ¢ ill
'I 1‘:
i
I G W | 42
/——/+——+——+— 87 Bl ot e
Y AR
i l b & .13
A a B B, BB, A
Joon. 88. Joon. 89.

'3) Mootmed viljenduvad irratsionmaalarvudena. 7
Olgu antud risttahukal (joon. 89), mida liihiduse péarast tahis-
‘tame tihe tdhega Q, jirgmised mootmed:

AB=a; AC=§; AD=y,

‘kus arvud «, f ja y voi moned neist on irratsionaalsed. Igaiihte arvu-
dest a, B ja y voib viljendada I6pmatu kiimnendmurru kujul.
Votame nende murdude ligikaudsed vaartused n kohaga murdosas
esiteks puuduga, seejérel lilaga. Puuduga voetud vaartusi tahis-
tame tdhtedega a,B,,7,ia liilaga voetud vaartusi tahtedegaa’ ' 7',
Paigutame servale AB punktist A kaks 16iku: AB,:anja AB,=
=a’ . Servale AC paigutame samast punktist A 16igud: AC,=§,
ja AC;=p’n ning servale AD samast punktist 16igud AD,=y,
ja ADy=7"n.
Seejuures on:

AB;<AB<AB;, AC;<AC<AC,y;; AD,<AD<AD:,,

Ehitame niiiid kaks abi-risttahukat: ithe mootmetega AB,, AC, ja
AD,; (tdhistame ta téheFa Q) ning teise mootmetega ABj, AC, ja

‘60



AD, (tdhistame ta tdhega Q.). Risttahukas Q; on tervenisti risttahuka
Q sees ning risttahukas Q. sisaldab endas risttahukat Q.
Toestatu pohjal (juhtum 2) on:

ruumala Qi=a 8 v, (1)

ruumala Qz—a’np’n*;’n, (2)
‘kusjuures ruumala Q,<ruumala Q..

Hakkame niiid suurendama arvu n. See tahendab, et votame
arvude «, f ja y ligikaudsed vairtused jdrjest suurema tédpsusega.
Vaatame, kuidas muutuvad seejuures risttahukate Q; ja Q2 ruumalad.

Arvu n piiramatul kasvamisel ruumala Q; ilmselt suureneb ning
vorduse (1) tottu on tema piirvdédrtuseks korrutise (anﬁnyn) piir-
vaartus. Ruumala Q. ilmselt kahaneb ning vorduse (2) tottu tema
piirvadrtus on korrutise (a’ a' B’ y')  piirvaartus. Kuid algebrast
on teada, et arvu n pilramatu] kasvamisel on korrutistel anﬂny.
ja a’nﬁ’;ly’n ithine piirvadrtus, mis on irratsionaalarvude «, f ja
7 korrutiseks. :

Seda  piirvdartust loemegi rist-
tahuka Q ruumald® mootarvuks; seega:

ruumala Q=apy. i

Voib toestada, et sadrasel viisil |
maddratud ruumala rahuldab ruumala- c !
de kohta seatud noudeid (§ 82). )'___.ﬁ_#__
Toepoolest, ruumala niisuguse defmlt- 10,
siooni puhul on vordsetel risttahuka- 44 Il
tel ilmselt vordsed ruumalad. Seega 7 |
esimene tingimus (§ 82) on tididetud. A DL B,
Jaotame niiiid antud risttahuka Q poh- R e R o
jaga paralleelse tasapinnaga kaheks: il
Q, ja Qo (joon. 90). Siis: i

ruumala Q=AB.AC.AD, A B

ruumala Q,=AB.AA,.-AD;

ruumala QQ:AlBl-AlC'Ale. Joon. 90.

Liites liikmeti kaks viimast vordust <

ning pidades silmas, et AB;=AB

ja A\Dy=AD, saame, et ruumala Q;+ruumala Q:=AB.AA,- AD+
+AB.A,C.-AD=AB.AD (AA,+A,C)= AB.AD . AC;

siit saame, et:

ruumala Q;-+ruumala Q;=ruumala Q.
Seega ka teine tingimus (§ 82) on tdidetud, kui risftahukas koostada
kahest osast, mis -tekkisid tema ldoikamisel iihe tahuga paralleelse
tasapinnaga.

85. Jdireldus. Olgu risttahuka pohiservade mdot-
arvud a ja b ning olgu kolmanda mootme (korguse) moot-
arv c. Siis, tdhistades tema vastava kuupiithikuga moode-
tud ruumala tdhega V, voime kirjutada:

V=abc.
Et korrutis ab vdljendab pohja pindala, siis voib delda, et
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risttahuka ruumala vérdub péhja pindala ja kérguse

korrutisega.

Mirkus. Kahe eri nimega kuupithiku suhe vordub
nende {ihikkuupide servadeks olevate pikkusiihikute suhte

%

//

Joon. 91.

kolmanda astmega. Nii on
kuupmeetri  suhe  kuup-
detsimeetriga vordne 103,
s. 0. 1000.

Seepdrast, kui meil on
nditeks kuup serva pikku-
sega a pikkusiihikut ning
teine kuup serva pikkuse-
ga 3a pikkusiihikut, siis
nende ruumalade suhe
on 33, s. 0. 27, mis on ilm-
sesti ndha joonisel 91.

86. Lemma. Kaldprisma on ruumvordne niisuguse
piistprismaga, mille pohjaks on kaldprisma ristléige ja
mille kdrgus on vordne kaldprisma kiilgservaga.

Olgu antud kaldprisma
ABCDEA]B]C]D]E1 (joorl.
92). Pikendame iihele poo-
le koiki tema kiilgservi ja
kiilgtahke.

Votame mingi iihe ser-
vapikendusel vabalt punk-
ti A’ ning lébi selle punk-
ti ristloike A’B’C’D’E’.
Seejirel, paigutanud sel-
lele servale punktist A’
loigu A’A”=AA,, votame
ldabi punkti A” ristloike
AYB"CI'DYE"; “Et nende
ristloigete tasapinnad on
paralleelsed, siis B’B”=
AR C/C” s DID//=E/E// Pt
= ATA A A S ST
Seetottu risttahukas A”D’,
mille pohjadeks on need
ristloiked, on pilistpris-
ma, millest koneldakse
teoreemis.
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Toestame, et antud kaldprisma on ruumvordne selle
piistprismaga. Selleks veendume esmalt, et hulktahukad
A’D ja A”D; on kongruentsed. Nende pohjad A’B’C’D’E’
ja A”B”C”D"E” on kongruentsed kui ithe ja sama prisma
A”D’ pohjad; teiselt poolt, lisades vorduse A;A=A"A’
kummalegi poole {ihe ja sama 16igu A;A’, saame, et

A’A=A"Aq;
samal viisil saame, et
BiB=BLB.
CiC=Ca0
jne.

Kujutleme niilid, et hulktahukas A’D on asetatud hulk-
tahuka A”D, sisse nii, et nende pohjad iihtivad; siis iihti-
vad ka nende kiilgservad, sest nad on risti pohjadega ja
on vastavalt vordsed; seetottu hulktahukas A’D iihtib
hulktahukaga A”D,, tihendab need kehad on kongruent-
sed. Niilid paneme téhele, et kui piistprismale A”D’ lisame
hulktahuka A’D ja kaldprismale A;D lisame hulk-
tahuka A”D,, mis on ruumvordne kehaga A’D, siis saame
ithe ja sama hulktahuka A”D. Sellest jareldub, et pris-
mad A,D ja A”D’ on ruumvordsed.

A p o
] | I A, P D,
|
LR C, 5 | . /
o SR N | NT /
| i N\ /
: | THI / §
: { A a_ )
A e e s olb O R e
{_\ \ Q\\ \\
\ \ A N
8 M C B ™M £
Joon. 93. Joon. 94.

87. Teoreem. Réoptahuka - ruumala vérdub pohja
pindala ja kérguse korrutisega.

Varem toestasime selle teoreemi risttahuka kohta,
niitid toestame ka piistrooptahuka kohta ja seejarel
kaldrooptahuka kohta.

1) Olgu AC; (joon. 93) piistréoptahukas, s. o. nii-
sugune rooptahukas, mille pohi ABCD on roopkiilik ja koik
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kiilgtahud on ristkiilikud. Votame tema pohjaks kiilgtahu
AAB.B, siis saame kaldrooptahuka. Vaadeldes
teda kui kaldprisma erijuhtu, voime eelmise para-
grahvi lemma pohjal kinnitada, et see réoptahukas on
ruumvordne niisuguse piistrooptahukaga, mille pohjaks on
ristloige MNPQ ja korguseks on 1oik BC. Nelinurk MNPQ
on ristkiilik, sest koik tema nurgad on kahetahuliste tais-
nurkade joonnurgad; seepérast piistrooptahukas, mille poh-
jaks on ristkiilik MNPQ, peab olema risttahukas ja seega
tema ruumala vordub tema kolme mootme korrutisega,
milledeks voib votta 1oigud MN, MQ ja BC. Seega:

ruumala AC;=MN - MQ - BC= (MQ - BC) - MN.

Kuid korrutis MQ + BC viljendab roopkiiliku ABCD
pindala, seepdrast:

ruumala AC,= (pindala ABCD) + MN =

= (pindala ABCD) - BB;.

2) Olgu ACy (joon. 94) kaldrooptahukas. Ta on ruum-
vordne niisuguse piistrooptahukaga, mille pohjaks on rist-
1oige MNPQ (s. o. servadega AD, BC, ... ristiolev 1oige)
ja korguseks on serv BC. Kuid varem toestatu pohjal piist-
rooptahuka ruumala vordub pohja pindala.ja korguse kor-
rutisega, tdhendab:

ruumala AC,= (pindala MNPQ) - BC.
Kui 16ike MNPQ korgus on TU, siis: '
.pindala MNPQ=MQ - TU,
seega:
riumala AG; =MQ = FU - BC={BC< M= TL

Korrutis BC - MQ on roopkiiliku ABCD pindala, jarelikult
ruumala AC,;= (pindala ABCD) - TU.

Jadb veel toestada, et 16ik TU on rooptahuka korgu-
seks. Toepoolest, servadega BC, B;Cy,... ristuv loige
MNPQ on risti ka neid servi labivate tahkudega ABCD,
BBC,C, ... (§ 43). Seepirast, kui punktist U ehitada
ristsirge tahule ABCD, siis see ristsirge peab asetsema .
tasapinnal MNPQ (§ 44) ja jarelikult peab iihtima sirgega
UT, mis asetseb sellel tasapinnal ja on risti sirgega MQ.
Tahendab 16ik UT on rooptahuka korgus. Seega ka kald-
rooptahuka ruumala vordub pohja pindala ja korguse kor-
rutisega.
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Jiareldus. Kui V, S ja h on arvud, mis viljendavad
vastavates ihikutes vastavalt rooptahuka ruumala, pohja
pindala ja réoptahuka korgust, siis vGib kirjutada:

V=_S8kh

Prisma ruumala.

88. Teoreem. Prisma ruumala vordub pdhja pind-
ala ja korguse korrutisega. ;

Esiteks toestame selle teoreemi kolmnurkse prisma,
siis hulknurkse prisma kohta. :

1) Votame ldbi prisma ABCA,B,C, serva AA, tahuga
BB,C,C paralleelse tasapinna ja labi serva CC, tahuga
AA,B.B paralledlse tasapinna; seejarel pikendame kum-
magi pohja tasapinda 1oi-
kumiseni voetud tasapinda-
dega. Siis saame rooptahuka
BD,, mille diagonaaltasapind
AA,C,C jaotab kaheks kolm-
nurkseks prismaks (milledest
iiks on antud prisma). Toes-
tame, et need prismad on
ruumvordsed.- Selleks votame
ristloike A’B’C’D’. See loige
on roopkiilik, mille diagonaal
A’C’ jaotab kaheks kongru-
entseks kolmnurgaks. Antud
prisrrea on ruumvordne nii-
suguse piistprismaga, mille
pohjaks on AA’B’C’ ja kor-
guseks on serv A4; (§ 86).
Teine kolmnurkne prisma on
ruumvordne niisuguse piistprismaga, mille pohjaks on
AA’D’C’ ja korguseks serv AA,. Kuid kaks kongruentsete
pohjadega ja vordsete korgustega piistprismat on kongru-
entsed (sest teineteise sisse paigutamisel nad iihtivad);
tdhendab prismad ABCA.B,C, ja ADCA,D,C; on ruum-
vordsed. Sellest jdareldub, et antud prisma ruumala moo-
dustab poole rooptahuka BD; ruumalast; tdhistades
prisma korguse tdhega h, saame seega, et:

Joon. 95.

5 Geomeetria XI kl.
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kolmnurkse prisma ruumala =
__ pindala ABCD-h __ ~ pindala ABCD
o 2 o 2
=(pindala ABC) * h.

2) Votame labi hulknurkse prisma (joon. 96) serva
AA, diagonaaltasapinnad AA,C,C ja AA,DD.

i =

Joon. 96. Joon. Y7.

Siis antud prisma jaguneb kolmnurkseteks prismadeks.
Viimaste ruumalade summa moodustab otsitava ruumala.
Kui nende pohjade pindalasid tahistada tdhtedega S;, Ss,
S; ja iihist korgust tdhega A, siis saame, et:

hulknurkse prisma ruumala =
=Sl . /Z+S-2 " h+83 - h= (S] —{—S__)—i—s.;) 5 /’l:
= (pindala ABCDE) - h. ~

Jareldus. Kui V, S ja & on arvud, mis viljendavad
vastavates iithikutes vastavalt prisma ruumala, pohja pind-
ala ja prisma korgust, siis voib kirjutada:

V=S :h

89. Cavalieri printsiip. Itaalia XVII sajandi matemaatik Cavalieri
avaldas toestuseta jargmise véite:

kui  kahte -keha (mida piiravad tasapinnad voi koverpinnad) on
voimalik asetada nii, et iga tasapind, mis on paralleelne mingi antud
tasapinnaga ja loikab molemat keha, annab [bikes nendega vordpind-
sed kujundid, siis nende kahe ruumalad on vordsed.
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Sellel lausel on olemas range toestus, kuid see toestus ei mahu
elementaarmatemaatika piiridesse, seepérast piirdume tema kontrolli-
misega mone ndite varal.

Cavalieri printsiibi noudeile vastavad naiteks - kaks pindvordsete
pohjadega ja vordsete korgustega prismat (iikskoik, kas kolmnurksed
voi hulknurksed, joon. 97). Niisugused, prismad, nagu teame, on
ruumvordsed. Kui need prismad asetada pohjadega mingile tasapin-
nale, siis iga pohjadega paralleelne tasapind, mis Ioikab iihte prismat,
16ikab ka teist, kusjuures loiked on pindvordsed kujundid, sest need
kujundid on kongruentsed pohjadega, pohjad aga on pindvordsed.
Tahendab Cavalieri printsiip leiab kinnitust sellel erijuhul.

See printsiip leiab kinnitust ka planimeetrias tema rakendamisel
pindalade vordlemiseks, nimelt:

kui kahte kujundit voib asetada nii, et iga sirge, mis on paral-
leelne mingi antud sirgega ja loikab mélemat kujundit, annab lGikes
nendega vordsed [6igud, siis sellised kujundid on pindvordsed. Selle
naiteks on kaks vordsete aluste ja vordsete korgustega roopkiilikut
voi kolmnurka (joon. 98).

Piiramiidi ruumala.

90. Lemma. Pindvordsete pohjadega ja vordsete
korgustega kolmnurksed piiramiidid on ruumvéordsed.

Meie toestus koosneb kolmest osast. Esimeses osas:
toestame mitte piiramiidide eneste, vaid niisuguste abi-
kehade ruumvordsuse, mis koosnevad iiksteise peale pai-
gutatud kolmnurksetest prismadest. Teises osas toestame,
et nende abikehhade ruumalad neid moodustavate prismade
arvu suurendamisel ldhenevad piiramiidide ruumaladele
kuitahes ligidale. Lopuks kolmandas osas veen-
dume, et piiramiidid ise on ruumvordsed.

I. Kujutleme, et piiramiidid on paigutatud pohjadega
mingile tasapinnale (nagu kujutatud joonisel 99); siis
nende tipud asetsevad pohjade tasapinnaga paralleelsel
sirgel ning piiramiidide korgust voib kujutada iihe ja sama
sirgloiguga h. Jaotame selle korguse n vordseks osaks,
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Joon. 99.

kusjuures n on mingi taisarv (nditeks 4 vordseks osaks,
nagu néidatud joonisel), ja asetame ldbi jaotuspunktide
rea pohjadega paralleelseid tasapindu.

Nende tasapindade ja piiramiidide loikumisel tekib rida
kolmnurgakujulisi loikeid, kusjuures piiramiidi S loiked
on pindvordsed piiramiidi S; vastavate loigetega (§ 77).
Ehitame kummagi piiramiidi sisse rea prismasid nii, et
nende {ilemisteks pohjadeks on kolmnurksed 16iked ja kiilg-
servad on iihes piiramiidis paralleelsed servaga SA, teises

3 S ] ; 2 % h
piiramiidis servaga S;A; ning iga prisma korgus on =

Sédraseid prismasid tekib kummaski piiramiidis n—1;
nad moodustavad mingisuguse astmelise keha, mille ruum-
ala on ilmselt védiksem kui selle piiramiidi ruumala, mil-
lesse prismad on ehitatud. Tdhistame piiramiidi S pris-
made ruumalad, alates tipust, jirgemoéoda tdhtedega py,
P2, P3, ..., Pn-1 ja piiramiidi S; prismade ruumalad,
samuti alates tipust, jargemdoda tdhtedega ¢4, g2, ¢3, .. .,
gn—1; siis, pidades silmas, et iga vastavate prismade
paari (py; ja ¢y, p2 ja gs,...) pohjad on pindvordsed ja
korgused on vordsed, voime kirjutada rea vordusi:

P1=q1; P2=q2; P3=4q3; ... Pn-1 ={n—1.
Liites liikmeti koik vordused, leiame, et
P1tpP2+pPst ... +Paa =
=¢1+g2+g3+ ... +qu1. (1)
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Seega oleme toestanud, et meie poolt ehitatud astme-
liste abikehade ruumalad on vordsed (iga arvu n puhul,
" milleks jaotame korguse h).

II. Tahistanud piiramiidide S ]a S, ruumalad vasta-
valt tahtedega V ja V,, oletame, et

g V—(P1+p2+p3+ ... +Pny) =x
ja

B (‘7;+42+‘73+ e RS = Y
siit saame, et

| (P1+p2+ps+ ... +Pa1)=V—x
ja :

(91+92+g3+ ... +goa)=V;—
Siis voime vorduse (1) kirjutada nii:

-

Voipny oy (2)

Kujutleme niiiid, et vordsete osade arv n, milleks jao-
tame korguse A, kasvab piiramatult: kujutleme naiteks, et
4 osa asemel jaotame korguse
8-ks vordseks osaks, siis 16-ks,
siis 32-ks jne. ja et iga kord
ehitame néidatud viisil kum-
maski  piiramiidis  astmelise
keha. Kuidas ka ei kasva astme-
lisi kehi moodustavate prismade
arv, vordus (1) ja seega ka vor-
dus (2) jdavad ikka kehtima.
Seejuures ruumalad V ja V,
muidugi ei muutu, kuna.suuru-
sed x ja y, mis nditavad, mille
vorra piiramiidide ruumalad iile-
tavad vastavate astmeliste ke-
hade ruumalasid, ilmselt jérjest
vahenevad. Toestame, et suu- Satn o0
rused x ja'y voivad saada kui-
tahes véikesteks (teisiti Oeldes,
et nad lahenevad nullile). Piisab, kui seda toes-
* tame iithe suuruse kohta kahest, naiteks suuruse x kohta.

Selleks ehitame piiramiidile S veel teise rea prismasid
(joon. 100), mis moodustavad ka astmelise keha, kuid
mille ruumala on piiramiidi ruumalast suurem. Need pris-
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mad ehitame samal viisil, nagu ehitasime sisemised 'pris-
mad, ainult selle vahega, et me kolmnurgakujulisi 16ikeid
ei vota mitte prismade iilemisteks, vaid alumisteks poh--
jadeks. Seetottu saame niiiid rea prismasid, mis on osa-
liselt viljaspool piiramiidi, ning seepdrast nad moodus-
tavad uue, piliramiidi ruumalast suurema ruumalaga
astmelise keha. Séddraste prismade arv_ ei ole niiiid mitte
n—1, nagu varem, vaid n. Tédhistame nende ruumalad,
alates tipust, jdrgemo6dda tdhtedega p’y, p’s, P's, - .., P'pe
Vaadeldes joonist ndeme, et:

P'1=p1, P'2=P2 P'3=P3, ..., P'nm1 =Pn—is
Seepérast
s 5 RN YRR o ey
— Pt Put o Paca) =P,

Et
pi+pe+ ... +p a1 +p'n sl

ja

prtpe+ i +HpaiaLV,
siis

V—(p1+p2+p3+ ... +pn1) <p’y,
80,
0 i

Kuid

p’, = (pindala ABC) - %,
seega

x< (pindala ABC) + 1,

Arvu n piiramatul kasvatamisel suurus % voib ilmselt

saada kuitahes viikeseks (ldheneb nullile). Seepédrast kor-
rutis, mille iiks tegur ei muutu, kuid teine tegur ldheneb
nullile, 1dheneb ka nullile, ja et positiivne arv x on sellest
. korrutisest viiksem, siis ldheneb tema ammugi nullile.
Seesama arutlus kehtib ka suuruse y kohta.

Seega oleme toestanud, et prismade arvu piiramatul
kasvamisel astmeliste abikehade ruumalad ldhenevad vas-
tavate piiramiidide ruumaladele kuitahes ligidale.
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III. Seda silmas pidades votame iilalkirjutatud vor-
duse (2) ja anname temale niisuguse kuju:

V-=-Vi=x—y (3)

Niiiid toestame, et see vordus on voimalik ainult siis,
kui V=V, ja x=y. Toepoolest, vahe V—V;, nagu iga
jaavate arvude vahe, peab olema jdav. arv, kuid vahe
X—y nagu iga muutuvate, nullile ladhenevate
arvude vahe, peab olema kas muutuv (nullile ldhenev)
arv voi null. Et jdav arv ei saa vorduda muutuva arvuga,
siis jadb kahest voimalusest ainult {iks: vahe x—y=0,
siis V=V, ja x=y.

Nii oleme toestanud, et uuritavad piiramiidid on ruum-
vordsed.t

Toestatud lemma jareldub vaga lihtsalt ka Cavalieri printsiibist.
Toepoolest, kujutleme, et kaks pindvordse pohjaga ja vordse korgusega
ptiramiidi on asetatud pohjadega mingile tasapinnale « (joon. 101),
siis iga tasapinnaga « paralleelne tasapind f annab piiramiide 16iga-

Joon. 101.

fes pindvordsed kolmnurgad (§ 77); jérelikult need piiramiidid vas-
tavad Cavalieri printsiibi noudeile ning seepirast nende ruumalad
peavad olema vordsed. Kuid seda toestust ei saa nimetada rangeks,
sest meie ei toestanud Cavalieri printsiipi.

I Selle teoreemi nii keerulise toestuse vajalikkust pohjustab fakt,
et kahte ruumvordset keha ei saa nii holpsasti teisendada teineteiseks,
nagu seda oli voimalik teha pindvordsete hulknurkadega tasapinnal.
Nimelt kui on antud kaks ruumvérdset hulktahukat, siis iildisel juhul
osutub voimatuks iihte neist tiikeldada niisugusteks osadeks (ka tédien-
duste abil), milledest saaks koostada teise. Eriti on see vodimatu
kahe vabalt voetud pindvordse pohjaga ja vordse korgusega kolm-
nurkse piiramiidi puhul.
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91. Teoreem. Piiramiidi ruumala vérdub pdhja
pindala ja kolmandiku kérguse korrutisega.

Esiteks toestame selle teoreemi kolmnurkse, siis
hulknurkse piiramiidi kohta.

1) Ehitame kolmnurkse piiramiidi SABC (joon. 102)
pohjale niisuguse prisma SABCDE, mille korgus vordub
pliramiidi korgusega ja mille iiks kiilgserv {ihtib servaga
SB. Toestame, et piiramiidi ruumala moodustab iihe kol-
mandiku selle prisma ruumalast. Eraldame prismast antud
piiramiidi. Siis jddb jarele nelinurkne piiramiid SADEC
(mis selguse péarast on eraldi kujutatud). Loikame seda
piiramiidi tippu S ja pohja diagonaali DC labiva tasapin-
. naga. Sel teel tekkinud kahel kolmnurksel piiramiidil .
on iihine tipp S ning vordsed pohjad DEC ja DAC, mis
asetsevad iihes tasapinnas; tdhendab, vastavalt eespool .
toestatud lemmale, need piiramiidid on ruumvordsed. Vord-

T

A c B ¢
Joon. 102. Joon. 103.

leme {ihte neist, nimelt piiramiidi SDEC, antud piiramii-
diga. Piiramiidi SDEC pohjaks voib votta kolmnurga
SDE; siis tema tipuks on punkt C ja korgus on vordne
antud piiramiidi korgusega. Et ASDE=AABC, siis
vastavalt samale lemmale on piiramiidid CSDE ja SABC
ruumvordsed.

Meie tiikeldasime prisma SABCDE kolmeks ruum-
vordseks piiramiidiks: SABC, SDEC ja SDAC (on ilmne,
et nii on voimalik titkeldada iga kolmnurkset prismat —
see on kolmnurkse prisma {iks tdhtsamaid omadusi). Seega
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antud piiramiidiga kolme ruumvordse piiramiidi ruum-
alade summa moodustab prisma ruumala; jarelikult:

ruumala SABC= {ruumalast SDEABC=

e (pmé?EBﬁQ_'L’ = (pindala ABC) - L;

kus A tdhistab piiramiidi korgust.

2) Ehitame hulknurkse piiramiidi TABCDE (joon. 103)
pohja mingist tipust E diagonaalid EB ja EC. Seejirel
paneme loiketasapinnad 14bi iga diagonaali ja serva TE.
Siis hulknurkne piiramiid tiikeldub kolmnurkseteks piira*
miidideks, milledel on antud piiramiidiga iihine korgus.
Tahistades kolmnurksete piiramiidide pohjade pindalad
tihtedega S;,S,, S3 ja korguse tédhega 4, saame, et:

ruumala. TABCDE= 1S, * h+4Ss * h+ 1S3 * h=
= (S1+85+8Ss) * = = (pindala ABCDE) - 4.

dareldws. i KuisV, 185 ja
h tahendavad arve, mis vas-
tavates iihikutes viljendavad
mistahes piiramiidi ruumala,
pohja pindala ja korgust, siis:

V=1Sh.

92. Teoreem. Tivi-
piramiidi  ruumala vordub
kolme piliramiidi ruumalade.
summaga, millede kérgused |
on vordsed antud tiivipiira- ~ Joor. 104.

miidi korgusega ja millede

pohjadeks on: esimesel —

tuvipiiramiidi alumine pohi, teisel — iilemine pohi, kol-
manda piiramiidi pohja pindala vordub tema ilemise ja
alumise pohja pindala geomeetrilise keskmisega.

Olgu tiivipiiramiidi (joon. 104) pohjade pindalad S; ja
S,, korgus A ning ruumala V (tiiviptiramiid voib olla
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iikskoik kas kolmnurkne voi hulknurkne). Peame toes-
tama, et:
V=181h+1Soh+1hVS Sy =1h(S1+S2+VS1S2),
kus V885 on suuruste S; ja S, geomeelriline keskmine.
Toestuseks paigutame viiksemale pohjale -viikese piira-
miidi, mis antud tivipliramiidi tdiendab taispiiramii-
diks. Siis voime tiivipiiramiidi ruumala V vaadelda kui
tdisptiramiidi ja tdienduspiiramiidi ruumalade vahet.
Tahistades tdienduspiiramiidi korguse tdhega x, leiame,
S
V=181 (A+x)—1Sox=1%(S1A+S1x—S8sx) =
=$[S1h+ (51—S2) 7).
Korguse x leidmiseks kasutame teoreemi § 74, millele
vastavalt voime kirjutada vorrandi:
St K x)t
0T g
Selle vorrandi lihtsustamiseks votame tema molemast
poolest positiivse ruutjuure:

Vs, _atx,
Vs o %
Sellest vorrandist (mida voime vaadelda kui vorret)
saame:

XV Si=hVSy+xVSs,
millest leiame, et: Y o Vo
; (VS1—VS2)x=hVS,,
seega:
PR 1
S S
Asendades leitud ruumala valemis tidhe x selle avaldi-
sega, saame:

v [ S ]
P s,
Et S;—S;=(VS1+VS,) (XE—LTS—Q), siis -~ parast
murru taandamist vahega VS;— VS, saame:
V=4[S1h+ (VS1+VS2) v/ Ss]=
= {(S1h+hVS;8;5+S5h) =
=1h(S1+S2+VS81Sy),
s. 0. saame valemi, mida pidimegi toestama.
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III. HULKTAHUKATE SARNASUS.

93. Definitsioon. Kahte hulktahukat nimetatakse sar-
nasteks, kui neil on vastavalt kongruentsed mitmetahulised
nurgad ja vastavalt sarnased tahud. Elemente, mis sarnas-
tel hulktahukatel on nii vastamisi seotud, nimetatakse
vastavateks.

Sellest definitsioonist jareldub, et sarnastel hulk-
tahukatel

1) kahetahulised nurgad on vastavalt vordsed ja aset-
sevad iihteviisi, sest mitmetahulised nurgad on kongruent-
sed;

2) vastavad servad on vordelised, sest iga kahe sar-
nase tahu vastavate servade suhe on iiks ja sama ning
kummagi hulktahuka ldhistahkudel on iihine serv.

Sarnaste hulktahukate olemasolu voimalust néitab jérg-
mine teoreem.

94. Teoreem. Puramiidi (joon. 105) péhjaga paral-
leelne loiketasapind (A,B,CDE,) eraldab piiramiidist
temaga sarnase piiramiidi (SA;B,C,D E,).

Et AB.l[AB, B,C,|BC jne., siis nende kahe piira-
miidi kiilgtahud on sarnased (§ 74). Jddb veel toestada
mitmetahuliste nurkade kongruentsus. Mitmetahuline nurk
S on molemal piiramiidil iihine; kolmetahulised nurgad
Ay, By, Cy, ... on vastavalt vordsed nurkadega A, B,
C, ..., sest igal nende nurkade paaril on iihine kahetahu-
line nurk vastavalt vordsete ja {ihteviisi asetsevate tasa-
nurkade vahel; nii on nurkadel A ja A, iihine kahetahuline
nurk (servaga AS) vordsete tasanurkade vahel:

£LSAE = £SAE ja £SA,B,=4ZSAB.

95. Teoreem. Sarnaste hulktahukate pindalad suh-
tuvad nagu vastavate servade ruudud.

Téhistagu tdhed Py, Ps, Ps, ..., P, iihe hulktahuka
iiksikute tahkude pindalasid, tahed py, ps, p3,...,p, téhis-
tagu teise, esimesega sarnase hulktahuka vastavate tah-
kude pindalasid; oletame veel, et 16igud L ja / on mingi
kahe teineteisele vastava serva pikkused.

Siis vastavate tahkude sarnasuse ja vastavate servade
vordelisuse tottu saame, et:

¢ o A £ R xRk e R

L2
e’

Pn —
= —_—
i ¢ P,

T e T
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millest vordsete suhete omaduse pohjal leiame, et:

Pot- Pyt Pt .4 Py [ L3
pitp+ps+...+p, B

96. Teoreem. Sarnaste hulktahukate ruumalad suh-
tuvad nagu vastavate servade kuubid. ' _

Piirdume selle teoreemi toestamisega ainult sarnaste
piiramiidide kohta. Olgu (joon. 106) piiramiidid SABCDE
ja S1A4,B,CDE, sarnased. Paigutame teise piiramiidi esi-
mese sisse nii, et nende mitmetahulised nurgad S ja S;
ithtivad.

Siis pohi A{B{C,DE, satub asendisse A’B’C’D’E’, kus-
juures kiiljed A’B’, B’C’, ... on vastavalt paralleelsed

~Joon. 105, Joon. 106.

kiilgedega AB, BC, ... (selle tottu, et kolmetahuliste nur-
kade A ja Ay, B ja B; jne. vastavad tasanurgad on
vordsed). Seepirast tasapind A’B’C’D’E’ on paralleelne
tasapinnaga ABCDE. Olgu SO ja SO’ piiramiidide

korgused.
Siis: LA
indala ABCDE) -
ruumala SABCDE = PN 3 ) ;
ipindala A'B'C'D'E') - SO
ruumala SA’B’C'D'E’ = P"924 3 ) .
Seega:
ruumala SABCDE ~__ pindala ABCDE s StLd
ruumala SA'B'C'D'E' ~  pindala AB'C'D'E'  SO"’
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kuid:

pindala ABCDE __ SO?
pindala A'B'C'D'E' — (S0")?’
seega:
ruumala SABCDE .. - SO8 . .. S§A
ruumala SA'B'C'D'E' ~ (SO ~ (SA")3 °
Jarelikult ka:
ruumala SABCDE 3L ASAY

ruumala S;A;B,C;D,\E; " S1A®°

IV. KORRAPARASED HULKTAHUKAD.

Hulktahukat nimetatakse korrapdraseks, kui koik tema
tahud on vordsed korrapédrased hulknurgad ja koik mitme-
tahulised nurgad on kongruentsed (sddrane on nditeks
kuup). Sellest definitsioonist jdreldub, et korraparastel
hulktahukatel on vordsed koik tasanurgad, koik kahetahu-
lised nurgad ja koik servad.

97. Korrapiraste hulktahukate loetelu. Peame silmas,
et mitmetahulise nurga viikseim tahkude arv on kolm ja
et kumera mitmetahulise nurga tasanurkade summa on
védiksem kui 2z ehk 360° (§ 51). Korrapdrase kolmnurga
iga nurk on 60°. Kui votame 60° liidetavana 3, 4 ja
5 korda, siis saame summad, mis on viiksemad kui 360°;
kui aga votame 60° liidetavana 6 voi rohkem korda, siis
saame summa, mis on 360° voi suurem kui 360°. Seepédrast
voib vordsetest tasanurkadest, mis on vordsed korraparase
kolmnurga nurkadega, moodustada -ainult kolme liiki
mitmetahulisi nurki: kolmetahulisi, neljatahulisi ja viie-
tahulisi. Jarelikult, kui korrapédrase hulktahuka tahkudeks’
on korrapdrased kolmnurgad, siis hulktahuka tipust voib
ldhtuda kas 3 'voi 4 voi 5 serva. Sellele vastavalt on
kolm liiki kolmnurksete tahkudega korraparaseid kehasid.

1) Korrapédrane nelitahukas ehk korrapédrane tetraee-
der, mille pind koosneb neljast korrapérasest kolmnurgast
(joon. 107). Tal on 4 tahku, 4 tippu ja 6 serva.

2) Korrapérane kaheksatahukas ehk korrapédrane oktaee-
der, mille pind koosneb kaheksast korrapédrasest kolmnur-
gast (joon. 108). Tal on 8 tahku, 6 tippu ja 12 serva.

-
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3) Korraparane kakskiimmendtahukas ehk korrapérane
ikosaeeder, mille moodustavad kakskiimmend korraparast
kolmnurka (joon. 109). Tal on 20 tahku, 12 tippu ja
30 serva. ‘

Ruudu nurk on 90° ja korrapidrase viisnurga nurk
on 108°% vottes neid nurki liidetavana 3 korda, saame

A

Joon. 107. Joon. 108. Joon. 109.

360°-st vdiksemad summad, vottes aga 4 voi enam Kkorda,
saame summas 360° voi rohkem. Seepédrast voib sdédrastest
tasanurkadest, mis on vordsed ruudu voi korraparase viis-
nurga nurkadega, moodustada ainult kolmetahulisi nurki.
Ja seepirast, kui hulktahuka tahkudeks on ruudud, siis
igast tipust voib ldhtuda ainult 3 serva. Seda liiki korra-

| R
i Ny

Joon. 110. Joon, 111.

paraseid hulktahukaid on ainult iikks — see on korrapéarane
kuustahukas ehk korrapdrane heksaeeder ehk kuup
(joon. 110), tal on 6 tahku, 8 tippu ja 12 serva.

Kui korrapérase hulktahuka tahkudeks on korrapérased
viisnurgad, siis igast tipust voib lahtuda ainult 3 serva.

Seda liiki korrapéraseid hulktahukaid on ainult iiks —
korrapirane kaksteisttahukas ehk korraparane dodekaeeder.
Tal on 12 tahku, 20 tippu ja 30 serva (joon. 111).

’
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Korraparase kuusnurga nurk on 120° seega sdiras-
test nurkadest ei saa moodustada isegi kolmetahulist
nurka. Kui korrapédrase hulknurga kiilgede arv on suurem
kuuest, siis tema nurkadest ei saa ammugi moodustada
mingit kumerat mitmetahulist nurka.

Siit jareldub, et korrapédrase hulktahuka tahkudeks
voivad olla ainult korraparased kolmnurgad, ruudud ja
korrapirased viisnurgad.

Seega on voimalikud ainult viis liiki korrapéraseid
hulktahukaid.

98. Korrapiraste hulktahukate konstruktsioon. Eespool

toodud arutlused korrapéraste hulktahukate voimalikkude
liikide kohta niitavad, et korrapdraseid hulktahukaid ei
voi olla rohkem kui viis liiki.
. Kuid sellest ei saa jdreldada, et koik need viis liiki
korraparaseid®hulktahukaid ka toeliselt on olemas, s. o. et
tasapindade asetamiste abil ruumis voib teostada koige
viie liigi korrapidraste hulktahukate konstruktsioone. Et
veenduda koikide korraparaste hulktahukate olemasolus,
selleks piisab, kui néditame iga keha ehitamise viisi. Kuubi
ehitamise viis,on eriti lihtne. Votame vabalt tasapinna « ja
sellel mingi ruudu; 1dbi selle kiilgede paneme risttasapin-
nad tasapinnale «. Sédidraseid tasapindu on neli. Edasi
votame tasapinnaga « paralleelse tasapinna g, mis asetseb
viimasest ruudu kiilje pikkusega vordsel kaugusel.

Need kuus tasapinda moodustavad kuubi tahud; kaks-
teist sirget, mida modda loikuvad loikuvate tasapindade
paarid, on kuubi servadeks ja kaheksa punkti, milles 106i-
kuvad loikuvate tasapindade kolmikud, on kuubi tippudeks.
Selles on kerge veenduda, vaadeldes vahetult tekkinud
punktide, sirgete ja tasapmdade kogu.

Kui oskame ehitada kuubi, siis on kerge leida ka k01-
kide teiste korrapédraste hulktahukate ehitamise viise.

Korraparase tetraeedri konstruktsioon.

Olgu antud kuup (joon. 112). Votame mingi tema tipu,
naiteks tipu A. Selles loikuvad kuubi kolm ruudukujulist
tahku. Votame igal ruudul tipu A vastastipu. Olgu need
kuubi tipud B, C ja D. Punktid A, B, C ja D on Kkorra-
parase tetraeedri tippudeks. Toepoolest, l6ikudest AB, BC,
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CD, AD, BD ja AC on igaiiks ilmselt kuubi iihe tahu dia-
gonaaliks. Ja seepirast koik need 16igud on vordsed. Siit
jdreldub, et kolmnurkses piiramiidis, mille tipp on A ja
pohi on BCD, on koik tahud korrapdrased kolmnurgad,
seega see piliramiid on korrapdrane tetraeeder. See
tetraeeder on kujundatud antud kuupi.

On kasulik tdhele panna, et kuubi iilejddanud neli tippu
on teise samasse kuupi kujundatud korrapdrase tetraeedri
tippudeks, mis on kongruentne esimesega.

Oktaeedri konstruktsioon.

Kui antud kuubil echitada koikide tahkude keskpunktid,
siis sel teel saadud kuus punkti on korrapiraSe oktaeedri
tippudeks. Selles on kerge veenduda, vaadeldes joonist 113.

Joon. 112. Joon. 113.

Dodekaeedri ja ikosaeedri konstruktsioon.

Kui 14dbi kuubi iga serva votta tasapind, millel kuubi pinnaga ei
ole teisi ithiseid punkte peale selle serva punktide, siis 12 saadud
tasapinda on mingi 12-tahuka tahkudeks. Selle hulktahuka lanhen:
uurimine niitab, et tasapindade kalded kuubi -tahkude suhtes v&ib nii
valida, et tekib korrapdrane dodekaeeder.

Lopuks, kui oskame ehitada dodekaeedrit, siis ikosaeedri ehita-
mine ei tee raskusi: dodekaeedri tahkude keskpunktid on ikosaeedri
tippudeks.
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V. RUUMILISTE KUJUNDITE SUMMEETRIA.

99. Tsentraalne siimmeetria. Kahte kujundit nimeta-
takse ruumi mingi punkti O suhtes siimmeetrilisteks, kui
ithe kujundi igale punktile A vastab teise kujundi punkt A’
mis asetseb sirgel OA teisel pool punkti O samal kaugusel
sellest punktist nagu punkt A (joon. 114). Punkti O nime-

A 0 A

Joon. 114.

tatakse kujundite siimmeetriakeskpunktiks. Sdaraste stim-
meetriliste kujundite ndidet ruumis me juba ndgime (§ 53),
kui pikendasime mitmetahulise nurga servi iile tema tipu
ning saime antud mitmetahulise nurgaga stimmeetrilise
mitmetahulise nurga.

Siimmeetriliste kujundite vastavad loigud ja vastavad
nurgad on vordsed. Sellele vaatamata ei saa nimetada
neid kujundeid kongruentseteks: neid ei saa paigutada.
teineteise sisse seetottu, et ithe kujundi elementide jérje-

Z

Joon. 115.

kord on erinev teise kujundi elementide jarjekorrast, nagu -
ndgime siimmeetriliste mitmetahuliste nurkade néites.

Erijuhtumitel siimmeetrilised kujundid voivad ka iihtida,
kuid seejuures ei iihti nende vastavad elemendid. Néiteks
votame kolmetahulise tdisnurga (joon 115) tipuga O ja
servadega OX, OY, OZ.

Ehitame temale siimmeetrilise nurga OX'Y'Z’. Nurga
‘OXYZ voib paigutada nurga OX’Y’Z’ sisse nii, et serv OX
ithtib servaga OY’ ning serv OY iihtib servaga OX’. Kui
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aga paigutada iihte vastavad servad OX ja OX’ ning OY
ja OY’, siis servad OZ ja OZ’ lihevad teineteisele vastas-
suundades. :

Kui siimmeetrilised kujundid moodustavad teineteisega
koos iihe geomeetrilise keha, siis Geldakse, et sellel geo-
meetrilisel kehal on siimmeetriakeskpunktid. Seega, kui
-antud kehal on stimmeetriakeskpunkt, siis igale selle keha
punktile vastab mingi teine sellesama keha siimmeetriline
punkt. Meile tuttavatest geomeetrilistest kehadest on siim-
‘meetriakeskpunkt nditeks: 1) rooptahukal; 2) prismal,
mille pohjaks on paarisarvulise kiilgede arvuga korra-
péarane hulknurk.

Korrapdrasel tetraeedril ei ole siimmeetriakeskpunkti.

100. Siimmeetria tasapinna suhtes. Kahte ruumilist
kujundit nimetatakse siimmeetrilisteks tasapinna « suhtes,
kui ihe kujundi igale punktile A vastab teise kujundi
punkt A’, kusjuures 16ik AA’ on risti tasapinnaga a ja
poolitub loikumisel selle tasapinnaga.

~ Teoreem. Kahe siimmeetrilise kujundi iga paar vas-
tavaid 16ike on vordsed.

Olgu antud kaks tasapinna a suhtes siimmeetrilist
kujundit. Eraldame iihes kujundis mingid kaks punkti
A ja B. Olgu punktid A” ja B’ neile vastavad teise kujundi
" punktid (joon. 116, joonisel kujundeid endid ei ole néida- -
tud). Punkt C olgu 16igu AA’ ja tasapinna « l6ikepunkt,
D olgu 16igu BB’ 16ikepunkt sellesama tasapinnaga. Uhen-
dades sirgloigu abil punktid C

A ja D, saame kaks nelinurka,
i ABDC ja A’/B'DC. Et ' AC=A’C,
4 BD=RB'D: ‘ja ZACD = Z 3 CL);
o T al ZBDC=/B'DC kui. tiisnur-
C——HJD oad, siis need nelinurgad on

; kongruentsed (milles veendume

. L : kergesti nende paigutamise teel

- teineteisele). Jarelikult AB=
A =A’B’. Sellest teoreemist jarel-
8' dub otseselt, et tasapinna suh-

tes stimmeetriliste kujundite
vastavad tasanurgad ja vasta-
vad kahetahulised nurgad on
vordsed. Sellele vaatamata neid kujundeid ei saa teine-
teise sisse paigutada nii, et nende vastavad osad iihtiksid,

Joon. 116.
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sest iithe kujundi osade jarjestus on vastupidine teise
kujundi osade jérjestusega (seda toestatakse hiljem, § 102).
Tasapinna suhtes siimmeetriliste kujundite lihtsaimaks
niditeks on mistahes ese ja tema peegeldus tasapinnalises
peeglis: iga kujund on peegli tasapinna suhtes siimmeet-
riline oma peegeldusega.

Kui mingit geomeetrilist keha voib tiikeldada kaheks
osaks, mis on siimmeetrilised mingi tasapinna suhtes, siis
seda tasapinda nimeta-
takse antud keha siim- l\
meetriatasapinnaks. e o

Geomeetrilisi kehi, mil- shr
ledel on siimmeetriatasa- l 1
pind, esineb vaga palju R L R RN
looduses ja igapédevases ; 1 528
elus. Inimese ja looma ke- .
hal on siimmeetriatasa- I
pind, mis jaotab keha pare- ¢
maks ja vasakuks pooleks. S

Sellest nditest nahtub
eriti selgesti, et siimmeet- -
rilisi - kujundeid ei saa
teineteise sisse paigutada.

Nii on parema ja vasaku

kde labad siimmeetrilised, kuid iithtima neid viia ei saa,
mis ndhtub sellestki, et iikks ja sama kinnas ei sobi nii
paremale kui vasakule kédele. Igapédevastest tarbe-
asjadest on paljudel siimmeetriatasapind: toolil, s66gi-
+ laual, raamatukapil, diivanil jm. Monel esemel, nditeks
soogilaual, on isegi kaks stimmeetriatasapinda (joon. 117).

Stimmeetrilist eset vaadeldes piiilame tema suhtes hari-
likult votta niisugust asendit, et meie keha v6i vahemalt
meie pea stimmeetriatasapind iihtiks selle eseme siim-
meetriatasapinnaga. Sel juhul on eseme kuju siimmeetrili-
sus eriti margatav.

101. Teljeline siimmeetria. Teist jarku siimmeetriatelg.
Kahte kujundit nimetatakse siimmeetri-
listeks telje / suhtes, kui esimese kujundi
igale punktile A vastab teise kujundi
punkt A" nii et loik A4 on risti teljegal,
16ikub temaga ja loikepunktis poolitub.

Telge [ ennast nimetatakse teist jarku slimmeetria-
teljeks.

Joon. 17.

6" : 83



Sellest definitsioonist jdreldub otseselt, et kui kahte
mingi sirge suhtes siimmeetrilist keha 1oigata selle sirge
risttasapinnaga, siis tekib kaks tasapinnalist kujundit, mis
on siimmeetrilised sirge ja tasapinna loikepunkti suhtes.

Edasi on siit kerge jdreldada, et kahte telje suhtes stim-
meetrilist keha on voimalik viia teineteisega iihtima, p6o6-
rates {ihte neist siimmeetriatelje iimber 180° vorra. Kujut-
leme koiki voimalikke siimmeetriateljega ristuvaid tasa-
pindu.

[ga niisugune tasapind, loigates kumbagi keha, sisal-
dab kaks kujundit, mis on siimmeetrilised tasapinna ja
kehade stimmeetriatelje 10ikepunkti suhtes. Kui pddrata
loiketasapinda siimmeetriatelje timber 180° libistades teda
iseennast modda, siis esimene kujund iihtib teisega.

See on Oige iga I6ike ja tasapinna kohta. Kuid keha
koikide loigete poéoramine 180° vorra siimmeetriatelje
iimber on samaviirne keha enda podramisega 180° vorra.
Sellest jareldubki, et meie vdide on oige.

Kui ruumilise kujundi poéramisel mingi sirgjoone
iimber 180° vorra see kujund iihtib ‘iseenesega, »siis 0Oel-
dakse, et see sirge on kujundi teist jdrku summeetrla-
teljeks. -

Nimetus «teist jarku siimmeetriatelg» tuleneb sellest,
et tdispoorde jooksul selle telje {imber keha satub kaks
korda esialgse asendiga {ihtivasse asendisse (arvestades
ka esialgset asendit). Geomeetriliste kehade ndideteks,
milledel on teist jarku siimmeetriatelg, voivad olla:

1) korrapdrane piiramiid, mille kiilgtahkude arv on
paarisarv; tema siimmeetriateljeks on tema korgus;

2) risttahukas; tal on kolm siimmeetriatelge: nendeks
on vastastahkude keskpunkte ldbivad sirged;

3) korrapdrane prisma, mille kiilgtahkude arv on
paarisarv. Tema siimmeetriateljeks on iga sirge, mis ldbib
vastastahkude (kas kiilgtahkude vo6i pohitahkude) kesk-
punkte. Kui prisma kiilgtahkude arv on 2k, siis
siimmeetriatelgede arv on k4 1. Peale selle on niisuguse
prisma siimmeetriateljeks iga sirge, mis 1&dbib tema teine-
teise vastas asetsevate kiilgservade keskpunkte.' Sddraste
stimmeetriatelgede arv on k.

Seega on korrapidrasel 2k-nurksel prismal 2k-+1 stim-
meetriatelge.

102. Seos mitmesuguste ruumiliste siimmeetria liikide
vahel. Eri liiki siimmeetriate vahel ruumis — teljelise,
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tasapinnalise ja tsentraalse siimmeetria vahel — kehtib
seos, mida viljendab jdrgmine teoreem.

Teoreem. Kui kujund F on siimmeetriline kujun-
diga F’ tasapinna « suhtes ja iihtlasi siimmeetriline kujun-
diga F” tasapinnal « asetseva punkti O suhtes, siis kujun-
did F’ ja F” on simmeetrilised telje suhtes, mis ldabib
punkti O ja on risti tasapinnaga «.

Votame kujundi F mingi punkti A (joon. 118). Sellele
vastab kujundi F” punkt A” ja kujundi F” punkt A” (kujun-
deid F, F’ ja F” ise ei ole joonisel kujutatud).

Olgu B sirgloigu AA’ ja tasapinna aloikepunkt. Votame
punktidega A, A’ ja O méddratud tasapinna. See tasapind
on risti tasapinnaga a, sest H
ta labib sirget AA’, mis on F A l
risti tasapinnaga a. Tombame :
tasapinnal AA’O sirgele OB

i
ristsirge OH. Sirge OH on el
ka risti tasapinnaga . Olgu %0
punkt C sirgete A’A” ja OH 8 Ay

] \

! \ A" £

loikepunkt.

~ Sirgloik BO tihendab kolm- B

nurgas AA’A” kiilgede AA’

ja AA” keskpunkte, seega |C

BOlA’A”, " kuid ' BO1OH, A
tahendab A’A” 1 OH. Edasi,
et punkt O on kilje AA”
keskpunkt ja CO|AA’, siis
A’C=A"C. Siit jareldame, et punktid A’ ja A” on siim-
meetrilised telje OH suhtes. Seesama on kehtiv kujundi
koikide teiste punktide kohta. Seega meie teoreem on toes-
tatud. Sellest teoreemist jdreldub otseselt, et kaks tasa-
pinna suhtes stimmeetrilist kujundit ei saa iihtida nii, et
nende vastavad osad iihtiksid. Toepoolest, kujund F’ iihtib
kujundiga F” tema pooramisel 180° vorra telje OH iimber.
Kuid kujundid F” ja F ei saa iihtida, sest nad on siimmeet-
rilised punkti suhtes; jarelikult ei saa iihtida ka kujun-
diitga ' F

103. Korgemat jarku siimmeetriateljed. Kujund, millel
on siimmeetriatelg, iihtib iseenesega pédrast siimmeetria-

telje iimber p&oramist 180° vorra. Kuid on voimalikud
juhud, mil kujund {ihtib oma esialgse asendiga péarast poo-

Joon, 118.

85



" ramist mingi telje iimber vdhem kui 180° vorra. Nii et kui
keha teeb selle telje iimber tdispoorde, siis iihtib ta tais-
poorde viltel oma esialgse asendiga mitu korda. Niisugust
telge nimetatakse korgemat jarku simmeet-
riateljeks, kusjuures tdispoorde viltel keha esialgse
asendiga iihtivate asendite arvu nimetatakse siimmeetria-
telje jarguks. See telg ei tarvitse {ihtida teist jarku siim-
meetriateljega. Nii ei ole korrapdrasel kolmnurksel piira-
miidil teist jarku siimmeetriatelge, kuid korgus on tema
kolmandat jarku siimmeetriateljeks. Toepoolest, parast selle

— = —=0

Joon. 119. Joon. 120.

piiramiidi p6oramist tema korguse timber 120° vorra ta iihtib
iseenesega (joon. 119). Piiramiidi p66ramisel korguse iimber
votab ta kolm asendit, mis iihtivad ldhteasendiga, lahte-
asend kaasa arvatud. Kergesti ndhtub, et iga paarisjarku
siimmeetriatelg on ithtaegu ka teist jarku stimmeetriateljeks.

Korgemat jarku siimmeetriatelgede ndited:

1) korraparasel n-nurksel piiramiidil on n-ndat jarku
stimmeetriatelg; selleks teljeks on piiramiidi korgus;

2) korraparasel n-nurksel prismal on n-ndat jarku
siimmeetriatelg; selleks teljeks on prisma pohjade kesk-
punkte ldbiv sirge.

104. Kuubi siimmeetria. Nagu iga rooptahuka, nii ka
kuubi diagonaalide l6ikepunkt on tema siimmeetriakesk-
punktiks.

Kuubil on iiheksa siimmeetriatasapinda: kuus diago-
naaltasapinda ja kolm tasapinda, mis ldbivad iga nelja
paralleelse serva keskpunkte.
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Kuubil on iiheksa teist jarku stimmeetriatelge: kuus
sirget, mis ithendavad tema vastasservade keskpunkte, ja
kolm sirget, mis iihendavad vastastahkude keskpunkte
(joon. 120). Viimased sirged on neljandat jarku siimmeet-
riatelgedeks. Kuubil on peale selle neli kolmandat jarku
stimmeetriatelge, mis on tema diagonaalideks. Toepoolest,
kuubi diagonaal AG (joon. 120) on ilmselt {ihteviisi kaldu
servade AB, AD ja AE suhtes ja need servad on iihteviisi
kaldu {iksteise suhtes. Kui ithendada punktid B, D ja E,
siis saame korrapdrase kolmnurkse piiramiidi, mille kor-
gus asub kuubi diagonaalil. Kui piiramiidi podramisel
korguse iimber piiramiid {ihtib iseenesega, siis ka kogu
kuup iihtib oma lidhteasendiga. Muid siimmeetriatelgi,
nagu kerge on veenduda, kuubil ei ole.

Vaatame, mitmel eri viisil kuup voib iihtida iseenesega.
Pooramine hariliku siimmeetriatelje timber annab iihe
ldhteasendist erineva kuubi asendi, milles kuup {ihtib ise-
enesega. Pooramine kolmandat jarku slimmeetriatelje
iimber annab kaks niisugust asendit ning pééramine nel-
jandat jarku slimmeetriatelje {imber — kolm niisugust
asendit. Et kuubil on kuus teist jarku siimmeetriatelge
(need on harilikud siimmeetriateljed); neli kolmandat
jarku ning kolm neljandat jarku siimmeetriatelge, siis on

6°1+4-2+3-3=23 ]

lahteasendist erinevat kuubi asendlt milles ta uhtlb ise-
enesega.

On kerge otseselt veenduda, et koik need asendid eri-
nevad fiiksteisest ja ka kuubi ldhteasendist. Koos ldhte-
asendiga moodustavad nad 24 voimalikku kuubi iseene-
sega tiihtimise juhtu.

HARJUTUSI.

1. Antud kuubi serva pikkus on a. Avaldada kaks korda suurema
ruumalaga kuubi serva pikkus.

Mirkus. See vanast ajast tuntud kuubi kahekordlstamlse iiles-
anne lahendub kergesti arvutamise | teel (nimelt: x= \/2a3—a\/2—
=a-1,25992 ...). kuid konstruktsiooni teel (sirkli ja joonlaua abil)

teda lahendada ei saa, sest otsitav avaldis sisaldab kuupjuurt arvust,
mis ei ole ratsionaalarvu kuup.

2. Arvutada niisuguse piistprisma pindala ja ruumala, mille
pohjaks on korrapédrane koolkolmnurk ringis raadiusega r=2 m ja
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anille korgus vordub sama ringi korraparase puutujakuusnurga
kiiljega.

3. Arvutada korrapdrase kaheksanurkse prisma pindala ja ruum-
ala, kui prisma korgus £=6 dm ja pohiserv a=8 cm.

4. Arvutada korrapdrase kuusnurkse piiramiidi kiilgpindala ja
ruumala, kui pliramiidi korgus on 1 m ja apoteem moodustab korgu-
sega J0°-se nurga.

5. Avaldada kolmnurkse piiramiidi ruumala, kui piiramiidi iga
’kiilgserv on [ ja pohiservad on a, b ja c. :

6. Antud on kolmetahuline nurk SABC, mille koik kolm tasa-
nurka on tdisnurgad. Tema servadele on paigutatud pikkused: SA=
=a, SB=b ja SC=c. Labi punktide A, B ja C on pandud tasa-
-pind. Avaldada piiramiidi SABC ruumala.

7. Piiramiidi korgus on h ja pohi on korraparane kuusnurk
kiilljega a. Missugusel kaugusel x, piiramiidi tipust arvates, tuleb
piiramiidi 16igata pohjaga paralleelse tasapinnaga, et tekkinud tiivi-
pliramiidi ruumala oleks V?

8. Korrapérase tetraeedri serv on a. Avaldada ruumala.

9. Korrapédrase oktaeedri serv on a. Avaldada ruumala.

10. Tivipiiramiidi ruumala V=1465 cm? tema pohjadeks on
korrapédrased kuusnurgad servadega a=23 cm ja b=17 cm. Arvu-
tada selle tiivipiiramiidi korgus.

11. Tiivipiiramiidi ruumala V=105 mé korgus h=V3 m ja
tema alumiseks pohjaks oleva korrapdarase kuusnurga kiilg a=2 m.
Arvutada iilemiseks pohjaks oleva korrapdrase kuusnurga kiilje
pikkus.

12. Kui kaugel piiramiidi SABC tipust S tuleb votta pohjaga
paralleelne tasapind, et nende osade, milledeks see tasapind jaotab
piiramiidi, ruumalade suhe oleks m?

13. Piiramiid korgusega h on pohjaga paralleelsete tasapindadega
jaotatud kolmeks osaks, kusjuures nende osade ruumalad suhtuvad
nagu m:n:p. Avaldada nende tasapindade kaugused piiramiidi
tipust,

14. Kahe sarnase hulktahuka ruumalade summa on V ja vasta-
vate servade suhe on m: n. Avaldada nende ruumalad.

15. Loigata tiivipiiramiid. pohjadega S; ja. S. paralleelse tasa-
pinnaga kaheks niisuguseks osaks, mille ruumalad suhtuvad nagu
m:n,

16. Leida summeetnakeskpunkt -teljed ja -tasapinnad kujundile,
mis koosneb tasapinnast ja teda kaldu loikavast sirgest.

Vastus: siimmeetriakeskpunktiks on sirge ja tasapinna I6ike-
punkt; siimmeetriatasapinnaks osutub antud tasapinnaga ristuv ja
antud sirget l4dbiv tasapind; siimmeetriateljeks on sirge, mis asetseb
antud tasapinnas ja on risti antud sirgega.

17. Leida siimmeetriakeskpunkt, -teljed ja -tasapinnad kujundile,
mis koosneb kahest 16ikuvast sirgest.

V astus: kujundil on kaks siimmeetriatasapinda ja kolm siim-
‘meetriatelge (ndidata millised).



Neljas peatiikk
UMARKEHAD.

I. SILINDER JA KOONUS.

105. Poordpind. Poordpinnaks nimetatakse pinda, mis
tekib mingi moodustajaks nimetatava joome (MN, joon. 121)
poorlemisel liikumatu sirge (AB) {imber, mida nimetatakse
teljeks; seejuures eeldatakse, et moodustaja (MN) on
poorlemisel muutumatult seotud teljega (AB).

Votame moodustajal mingi punkti P ja ehitame sellest
teljele ristloigu PO. On ilmne, et péorlemisel ei muutu ei

M

<G AT g

8

Joon. 121. Joon. 122.

selle ristloigu pikkus, ei nurga AOP suurus ega ka
punkti O asend. Seepédrast moodustaja iga punkt joones-
tab ringjoone, mille tasapind on risti teljega AB ja mille
keskpunktiks on selle tasapinna ja telje loikepunkt.

Siit jareldub:

teljega ristuva tasapinna ja péérdpinna [oikejoon on
ringjoon.
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Iga loiketasapinda, mis labib podrdpinna telge, nimeta-
takse meridiaantasapinnaks ia tema loikejoont po6rd-
pinnaga nimetatakse poordpinna meridiaaniks. Koik
meridiaanid on kongruentsed, sest poorlemisel igaiiks neist
1ébib selle asendi, milles varem oli moni teine meridiaan.

106. Silindriline pind. Silindriliseks pinnaks nimeta-
takse pinda, mille moodustab sirge (AB, joon. 122) liiku-
des ruumis nii, et ta jadb paralleelseks antud sirgega ja
16ikab seejuures antud joont (MN). Sirget AB nimetatakse
moodustajaks ja joont MN juhtjooneks.

e e

(1D Ul g M, A
XL e

Joon. 123. : Joon. 124.

107.- Silinder. Silindriks nimetatakse keha, mida piira-.
vad silindriline pind ja kaks paralleelset tasapinda
(joon. 123).

Silindrilise pinna osa, mis asetseb tasapindade
vahel, nimetatakse silindri kiilgpinnaks, silindrilise pin-
naga tasapindadest draloigatud osi nimetatakse silindri
pohjadeks. Pohjadevahelist kaugust nimetatakse _silindri
korguseks. Silindrit nimetatakse kas piist- voi kaldsilind-
riks vastavalt sellele, kas moodustajad on pohjadega risti
voi kaldu.

Piistsilindrit (joon. 124) nimetatakse ringsilindriks, kui
tema pohjad on ringid. Sédarast silindrit voib vaadelda kui
keha, mis tekib ristkiiliku OAA;0 poorlemisel kiilje OO0,
kui telje timber; kiilg AA; kujundab seejuures kiilgpinna
ning kiiljed OA ja OA,; — pohiringid. Iga sirgloik BC,
mis on paralleelne ldiguga OA, kujundab samuti ringi,
mille pind on risti teljega. Siit jareldub:
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pistringsilindri [6ige pohjadega paralleelse tasapin-
naga on ring.

Elementaargeomeetrias kasitletakse ainult piistring-
silindrit; lithiduse pérast nimetatakse teda lihtsalt
silindriks.

Monikord tuleb késitleda niisuguseid prismasid, mille
pohjad on silindri pohjadesse kujundatud koolhulknurgad
voi silindri pohjade iimber kujundatud puutujahulknur-
gad, aga korgused on vordsed silindri korgusega; séddra-
seid prismasid nimetatakse silindri sisse voi silindri
iimber kujundatud prismadeks.

108. Kooniline pind. Kooniliseks pinnaks nimetatakse
pinda, mis tekib sirge (AB, joon. 125) liikumisel ruumis
nii, et see sirge ldbib liikumatut punkti (S) ja Iloikub
antud joonega (MN). Sirget AB nimetatakse moodusta-
jaks, joont MN — juhtjooneks ja punkti S — koonilise
pinna tipuks.

Joon. 125. Joon, 126.

109. Koonus. Koonuseks nimetatakse keha, mida piira-
vad iihel pool tippu asetseva koonilise pinna osa ja tasa-
pind, mis loikab koiki moodustajaid {ihel ja samal pool
tippu (joon. 126). Selle tasapinnaga piiratud koonilise
pinna osa nimetatakse koonuse kiilgpinnaks ja koonilise
pinnaga tasapinnast draloigatud osa nimetatakse koonuse
pohjaks.

Koonuse tipust pohitasapinnale tommatud ristloiku
nimetatakse koonuse korguseks.
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Koonust nimetatakse piistringkoonuseks, kui tema pohi
on ring ja korguse aluspunkt on pohja keskpunktiks
(joon. 127). Sairast koonust voib vaadelda kui keha, mis
tekib tdisnurkse kolmnurga SOA poorlemisel kaateti OS
kui telje {imber. .

Joon. 127. Joon. 128.

Seejuures hiipotenuus SA kujundab kiilgpinna ja kaatet
©OA — koonuse pohja. Iga 16ik BO;, mis on paralleelne
loiguga OA, moodustab poorlemisel ringi, mille pind on
teljega risti. Siit jareldub:

pustringkoonuse loige pohjaga paralleelse tasapinnaga
on ring.

Elementaargeomeetrias késitletakse ainult piistring-
koonust, mida lithiduse pérast nimetatakse lihtsalt
koonuseks.

Monikord tuleb késitleda niisuguseid piiramiide, mille
pohjadeks on koonuse pohjasse kujundatud koolhulknurk
voi koonuse pohja iimber kujundatud puutujahulknurk ja
mille tipp 1iihtib koonuse tipuga. Sédraseid piiramiide
nimetatakse koonuse sisse voi koonuse timber kujun-
datud piiramiidideks.

110. Tiivikoonus. Tiivikoonuseks nimetatakse koonuse
osa, mis asetseb pohja ja pohjaga paralleelse
loiketasapinna vahel.

Ringe, mida mo6oda paralleelsed tasapinnad loikavad
koonust, nimetatakse tiivikoonuse pohjadeks.

Tiivikoonust v6ib vaadelda kui keha (joon. 128), mis
tekib tdisnurkse trapetsi OAA,0, poorlemisel trapetsi
alustega ristuva haara OO, {imber.
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Silindri ja koonuse pindala.

111. Definitsioonid. Silindri ja koonuse kiilgpinnad
kuuluvad koverate pindade hulka, s. o. niisuguste pindade
hulka, mille iikski osa ei iihti tasapinnaga. Seeparast
peame eriti defineerima, mida moista silindri v6i koonuse
kiilgpindala all, kui neid pindalasid vorreldakse tasase
pindala {ihikuga. Edaspidi toetume jargmistele definit-
sioonidele:

1) Silindri killgpindalaks loetakse silindri sisse kujun-
datud korrapdrase prisma kilgpindala piirvdadrtust selle
prisma pohiservade arvu piiramatul suurenemisel (jareli-
kult iga kiilgtahu pindala kahanemisel).

2) Koonuse (voi tiivikoonuse) kilgpindalaks loetakse
koonuse (voi tiivikoonuse) sisse kujundatud korrapdrase
piiramiidi (voi tivipiiramiidi) kilgpindala piirvddrtust
pohiservade arvu piiramatul suurenemisel (jarelikult iga
kiilgtahu pindala kahanemisel). :

112. Teoreem. Silindri kiilgpindala vérdub pohja
iimbermé6odu ja kérguse korrutisega.

Kujundame silindrisse (joon. 129) mingi korrapérase
prisma. Tdhistame selle prisma pohja iimbermootu ja kor-
gust viéljendavad arvud tdhtedega p ja A. Tema kiilgpind-
ala viljendab siis korrutis p + 4. Kujutleme niiiid, et pohja
koolhulknurga kiilgede arv piiramatult kasvab.

Siis iimbermoot p ldheneb piirvdaartusele, mida loetakse
silindri pohja timbermoodu pikkuseks C, kuna aga kor-
gus A jaab muutumatuks; seega prisma kiilgpindala, mis
alati vordub korrutisega p - A, ldheneb piirvdartusele
C - h. Seda piirvaartust loetaksegi silindri kiilgpindalaks.
Téhistades silindri’ kiilgpindala tahega S, voime kirjutada:

S=C:h.

113. Jidreldused. 1) Kui R tidhendab silindri pohja
raadiust, siis C=2xR, seepérast silindri kiilgpindala val-
jendub valemiga

¢ S=23R *h.

2) Et saada silindri tdaispindala, tuleb kiillgpind-
alale lisada pohjade pindalade summa; seega, tdhistades
taispindala tdhega T, saame:

T=2aRh+aR2+aR2=2aR (h+R).
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114. Teoreem. Koonuse kiilgpindala vordub péhja
timberm6odu ja moodustaja poole korrutisega.

Kujundame koonuse sisse (joon. 130) mingi korra-
pdrase piiramiidi ning tdhistame selle piiramiidi pohja
iimbermoodu ja kiilgtahu apoteemi tédhtedega p ja I. Piira-
miidi kiilgpindala véljendub siis korrutisega 4p - /. Kujut-
leme niiiid, et pohja koolhulknurga kiilgede arv piirama-
tult kasvab; siis {imbermoot p ldheneb piirvdartusele, mida
loetakse koonuse pohja iimbermoodu pikkuseks C, kuna
apoteemi [/ piirvdartuseks on koonuse moodustaja (sest
kolmnurgast SAK jareldub, ~t SA—SK< AK); tahendab,
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D '::71' ')
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|
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Joon. 129.

kui koonuse moodustaja tdhistada tdhega L, siis sisseku-
jundatud piiramiidi kiilgpindala, olles alati vordne kor-
rutisega 1 p I, ldheneb piirvdartusele +C - L. Seda piir-
vadrtust loetaksegi koonuse kiilgpindalaks. Tahistades
koonuse kiilgpindala tdhega S, voime kirjutada: -
S= 10 s L= =4 L.
115. Jiareldused. 1) Et C=2aR, siis koonuse kiilg-
pindala véljendub valemiga:
Sesil RO ) =

2) Koonuse tdispindala saame, kui kiilgpindalaga lii-
dame pohja pindala; seega, tahistades tédispindala tihega

T, saame:
T=aRL+aR2=aR(L+R).
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116. Teoreem.  Tiivikoonuse kiilgpindala vordub
pohjade ilimbermo6dtude poolsumma ja moodustaja kor-
rutisega.

Kujundame tiivikoonuse sisse (joon. 131) mingi korra-
parase tiivipliramiidi ning tadhistame selle tiivipiiramiidi
pohjade iimbermoodud ja kiilgtahu apoteemi tdhtedega p,
p1 ja [ Siis sissekujundatud tiivipiiramiidi kiilgpindala
on } (p+pi)l .

Sissekujundatud tiivipiiramiidi kiilgtahkude arvu piira-
matul kasvamisel {imbermoodud p ja p; ldhenevad piir-
vadrtustele, mida loetakse tiivikoonuse pohjade {imber-
mootude pikkusteks C ja Cy, kuna apoteemi [/ piirvédartu-
seks on tiivikoonuse moodustaja L. Jérelikult sissekujun-

N MO

Joon. 131, Joon, 132.

datud tiivipiiramiidi kiilgpindala ldheneb piirvdirtusele
3(C+Cy)L. Seda arvu loetaksegi tiivikoonuse kiilgpind-
alaks. Téhistades tiivikoonuse kiilgpindala tihega S,
saame: v

S=4 (C+Cy)L.

117. Jareldused. 1) Kui R ja r tahendavad alu-
mise ja iilemise .pohja raadiusi, siis tiivikoonuse kiilg-
pindala on:

S=1(2aR+2ar)L=a(R+r)L.
2) Kui trapetsis 00,44 (joon. 131), mille poorlemisel

tiivikoonus tekib, votame keskloigu BC ja tdhistame tema
pikkuse tdhega k&, siis saame:

BC=1(0A+0,4,)
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ehk

k=1(R+r),
, millest leiame, et
R+r=2k.
Seega:
S=2aks:L;
Slio;

tilvikoonuse kiilgpindala vordub keskloike iimbermoodu
ja moodustaja korrutisega.
~ 3) Tiivikoonuse tédispindala T véljendub nii:

T=n(R2+4+r2+RL+rL).

118. Silindri ja koonuse pinnalaotus. Kujundame
silindri sisse (joon. 132) mingi korrapédrase prisma ja
kujutleme seejarel, et tema kiilgpind on {ihte kiilgserva
mooda lahti loigatud. On ilmne, et tahkusid servade iimber
poorates voime selle kiilgpinna kéristamata ja voltideta
laotada tasapinnaliseks kujundiks. Siis tekib see, mida
nimetatakse prisma kiilgpinnalaotuseks. Ta kujutab endast
ristkiilikut KLMN, mis on moodustatud nii mitmest rist-
kiilikust, kui mitu kiilgtahku on prismal. Tema alus MN
vordub prisma pohja {imbermododuga ja tema korguseks
“KN on prisma korgus.

Kujutame niiiid, et sissekujundatud prisma kiilg-
tahkude arv jdrjest suureneb; siis tema kiilgpinnalaotus

Joon, 133.

kiill jarjest pikeneb, kuid ldheneb piir-ristkiilikule KPON,
mille alus on vordne silindri pohja i{imbermooduga ja
mille korguseks on silindri korgus. Seda ristkiilikut nime-
tatakse silindri kiilgpinnalaotuseks.

Samal viisil kujutleme, et koonusesse on kujundatud
mingi korrapdrane piiramiid (joon. 133). Meie voime tema
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kiilgpinna lahti loigata iihte kiilgserva modda ning see-
jarel tahkusid servade {imber poorates saada kiilgpinna
tasapinnaliseks laotuseks hulknurkse sektori SKL, mis on
‘moodustatud nii mitmest vordhaarsest kolmnurgast, kui
mitu kiilgtahku on piiramiidil. Loigud SK, SA, SB, ... vor-
duvad piiramiidi kiilgservaga (ehk koonuse moodusta-
jaga) ning murdjoone KAB ... L pikkus vordub piiramiidi
pohja iimbermooduga. Koonusesse kujundatud piiramiidi
kiilgtahkude arvu piiramatul suurenemisel tema pinna-
laotus ,kiill jdrjest suureneb, kuid ldheneb piir-sektorile
SKM, mille kaare KM pikkus vordub koonuse pohja iimber-
moodu pikkusega ja raadius SK vordub koonuse moodus-
tajaga. Seda sektorit nimetatakse koonuse kiilgpinna-
laotuseks.

Samal viisil voime saada tiivikoonuse kiillgpinnalaotuse
KMNP (joon. 133), mis kujutab endast ronga osa. On
kerge naha, et silindri ja koonuse kiilgpindala on vordne
vastava pinnalaotuse pindalaga.

Silindri ja koonuse ruumala.

. 119. Definitsioonid. 1) Silindri ruumalaks loetakse
silindrisse kujundatud korrapdrase prisma ruumala piir-
vddrtust selle prisma kiilgtahkude arvu piiramatul suure-
nemisel.

2) Koonuse (voi tiivikoonuse) ruumalaks loetakse
koonusesse (voi tiivikoonusesse) kujundatud korrapdrase
piramiidi (voi thuvipiiramiidi) ruumala piirvidrtust kilg-
tahkude arvu piiramatul suurenemisel.

120. Teoreemid. 1) Silindri ruumala vordub pohja
pindala ja kdrguse korrutisega. '

2) Koonuse ruumala vérdub pohja pindala ja kérguse
ithe kolmandiku korrutisega.

Kujundame silindrisse mingi kotrapdrase prisma ja
koonusesse mingi korrapérase piiramiidi; tdhistanud siis
prisma voi piiramiidi- pohja pindala tdhega S;, nende
korguse tahega A ja ruumala tihega V,, saame:

prisma ruumala V=384,
piiramiidi ruumala V= 1S,A.

Kujutleme niiiid, et nii prisma kui ka piiramiidi kiilg-
tahkude arv piiramatult suureneb. Siis suuruse S; piir-
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vaartuseks on silindri voi koonuse pohja pindala S, nende
korgus 4 jdab aga muutumatuks; tahendab korrutised
Sih ja 1S,h ldhenevad piirvdartustele Si ja 1Sk ja see-
parast silindri ja koonuse ruumalad on:

silindri ruumala V=_38#;
koonuse ruumala V=1}S8h.

121. Jareldus. Kui tdhistada silindri voi koonuse
pohja raadius tdhega R, siis S=nR?2; seepirast:

silindri ruumala V=aR2k;
koonuse ruumala V= 1 aR2A.

122. Teoreem. Tivikoonuse ruumala vordub koime
niisuguse koonuse ruumala sum-
maga, millede korgused on vordsed
antud tlivikoonuse kérgusega ja mil-
lede pdhjadeks on: esimesel -—
tiivikoonuse alumine pohi, teisel —
.lilemine pohi, kolmanda koo_nuse
pohja pindala vérdub aga iilemise ja
alumise pdhja pindalade ggomeet-
rilise keskmisega.

Seda teoreemi toestame tédiesti
samal viisil, nagu toestasime tiivi-
pliramiidi ruumala teoreemi (§ 92).
Paigutame tiivikoonuse iilemisele pohjale (joon. 134) nii-
suguse koonuse (korgusega /), mis tdiendab antud tiivi-
koonuse tidiskoonuseks. Siis voib tiivikoonuse ruumala V
vaadelda nagu tédiskoonuse ja tdienduskoonuse ruum-
alade vahet. Seepérast:

V=4aR2(H+h) — ;’Tf t A[R2H + (R2—r2) h).

Joon. 134,

Kolmnurkade sarnasusest leiame, et:

Ry B~k
ST T iy

mmillest saame:

rH

R—r"~ L

Rh=rH+rh; (R—rYh=rH;, h=
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Seepdrast: :

V= 1alR2H+ (R+r)rH]=
=3aH (R2+Rr+r2) =
=3';:1R2H+:—‘;rerH+-§»nr2H.

Et aR? viljendab alumise pohja pindala, ar? viljendab
iilemise pohja pindala ja @wRr ehk VVaR?2 * ar2 on nimeta-
tud pohjade pindalade geomeetriline keskmine, siis saa-
dud valem on tdiesti kooskolas teoreemiga.

Sarnased silindrid ja koonused.

123. Definitsioon. Kahte silindrit voi kahte koonust
nimetatakse sarnasteks, kui nad on tekkinud sarnaste rist-
kiilikute voi sarnaste tdisnurksete kolmnurkade poorlemi-
sel vastavate kiilgede iimber.

A A

Joon. 135. Joon. 136.

Olgu (joon. 135 ja 136) A& ja h; kahe sarnase silindri
voi kahe sarnase koonuse korgused, r ja ry — nende poh-
jade raadiused ning / ja /; — moodustajad; siis definit-
siooni pohjal:

Sl et AR ST dn

S e S Pt ERNEY |
Ty hy r 1y

millest (vordsete suhete omaduste pohjal) leiame, et
: e 0 LA 5 ) rop P

ri+hy T e+l
Silmas pidades neid vordeid, toestame jargmise teoreemi.
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124. Teoreem. Sarnaste silindrite véi sarnaste koo-
nuste kiilg- ning tdispindalad suhtuvad nagu raadiuste voi
korguste ruudud; ruumalad suhtuvad aga nagu raadiuste
voi korguste kuubid.

Olgu S, T ja V vastavalt iihe silindri voi {ihe koonuse
kiilgpindala, tdispindala ja ruumala; S;, Ty ja V; téhis-
tagu teise sarnase silindri voi teise sarnase koonuse vas-
tavaid suurusi. Siis. voime silindrite kohta kirjutada:

2rle s rrh r h re h?

)

S
57 T IR S S S g h?
i
I

-

o hdan(n-el) sl e (i Dl RN i
B e ey o Sl PR B el T T

-t

LADRIE, Lol s B sdpard
Vl——ﬂr%hl_—-r% hl_r'? _hl‘
ja koonuste kohta:
£ SEERR . i 0 R L B
Sl_.ﬂ;rlll.'_ ry ll '_'r‘i —hf’
Lo fr ) ) s o SN & el L RS
RN TR AR T s B i
AL S N T
Al T e R T B T
II. KERA.

Kera tasapinnaline loige.

125. Definitsioon. Keha, mis tekib poolringi poorlemi-
sel diameetri {imber, nimetatakse keraks, seejuures pool-
ringjoone poolt moodustatud pinda nimetatakse kera
pinnaks ehk sfididriks. Voib oelda, et see pind on iihest ja
samast punktist (mida nimetatakse kera keskpunktiks)
vordsetel kaugustel asetsevate punktide geomeetriliseks
kohaks.

Loiku, mis ithendab keskpunkti kera pinna mingi punk-
tiga, nimetatakse kera raadiuseks ja kera pinna kahte
punkti ithendavat 16iku, mis 1abib keskpunkti, nimetatakse
kera diameetriks.

Uhe ja sama kera raadiused on koik vordsed; iga dia-
meeter vordub kahe raadiuse summaga.
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Kaks vordsete raadiustega kera on kongruentsed, sest
teineteise sisse paigutamisel nad {ihtivad.

126. Teoreem. Kera iga tasapinnaline 18ige on ring.

1) Oletame esiteks, et loiketasapind AB (joon. 137)
labib kera keskpunkti O. Loikejoone koik punktid asetse-
vad kera pinnal ja on seepirast
vordsetel kaugustel punktist O, mis
asetseb loiketasapinnal; seega 10i-
ge onring keskpunktiga punktis O.

2) Oletame niiiid, et loiketasa-
pind CD ei 14bi keskpunkti. Ehitame
kera keskpunktist loiketasapinnale
ristloigu OK ning votame kera
ja tasapinna loikejoonel mingi
punkti M. Uhendades selle punkti-
dega O ja K, saame tdisnurkse Joon. 137.
kolmnurga MOK, millest leiame, et:

MK=+/OM2—0K2. o

Et punkti M liikumisel mooda loikejoont loikude OM
ja OK pikkused ei muutu, siis antud loike puhul kaugus
MK on jadiv suurus; tdhendab, loikejoon on ringjoon,
mille keskpunktiks on punkt K. '

127. Jéareldused. Olgu R ja r vastavalt kera ja
16ikeringi raadiused ning d — loiketasapinna kaugus
keskpunktist; siis vordus (1) omandab kuju:

r= VR2—dz2.

Sellest valemist jdreldame:

1) Loike raadius on suurim juhul, kui d=0, s. o. siis,
kui loiketasapind libib kera keskpunkfi. Sel juhul r=R.
Saadud ringi nimetatakse sel juhul suurringiks.

2) Loike raadius on vdiksem juhul kui d=R. Sel
juhul r=0, s. o. 16ige taandub punktiks.

3) Kera keskpunktist vordsetel kaugustel asetsevad loi-
ked on vordseéd

4) Kera keskpunktist mittevordsetel kaugustel asetse-
vaist loikeist on suurem raadius sellel, mis asetseb kesk-
punktile ligemal.
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128. Teoreem. lIga tasapind (a, joon. 138), mis
labib kera keskpunkti, jaotab kera pinna kaheks siim-
meetriliseks ja kongruentseks osaks.

Votame kera pinnal mingi punkti 4; olgu AB punktist
A tasapinnale « ehitatud ristloik. Pikendame loiku AB
loikumiseni kera pinnaga punktis C. Ehitades 16igu BO
saame kaks kongruentset tdisnurkset kolmnurka AOB ja
BOC (kaatet BO on iihine ja hiipotenuusid on vérdsed kui
kera raadiused); seega AB=BC. Nii vastab kera pinna
igale punktile A selle pinna teine, punktiga A tasapinna «
suhtes stimmeetriline punkt C. Tdhendab, tasapind a jao-
tab kera pinna kaheks siimmeetriliseks osaks.

Need osad ei ole mitte ainult siimmeetrilised, vaid ka
kongruentsed, sest 16iganud kera tasapinnaga « kaheks
osaks, voime ithe osa ' paigutada teisesse nii, et nad
ithtivad.

129. Teoreem. Kera pinna kahte punkti, mis ei ole
ithe diameetri otspunktideks, Iabib iiksainus suurringjoon.

Joon. 138. Joon. 139.

Olgu kera pinnal, mille keskpunktiks on punkt O
(joon. 139), voetud kaks mingit punkti, néditeks punktid C
ja N, mis ei asetse iihel ja samal sirgel punktiga O. Siis
punktid C, O ja N miiravad tasapinna. See tasapind,
labides keskpunkti O, 16ikub kera pinnaga modda suur-
ringjoont. '

Teist suurringjoont 1dbi punktide C ja N ei saa panna.
Toepoolest, definitsiooni pohjal peab iga suurringjoon
asetsema kera keskpunkti labival tasapinnal; jarelikult,
kui punkte C ja N lédbiks veel teine suurringjoon, siis ilm-
neks, et kohm mitte iihel sirgel asetsevat punkti C, N ja O
madravad kaks erinevat tasapinda, mis on aga voimatu.
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130. Teoreem. Kaks Ioikuvat suurringjoont pooli-
tavad teineteist. :

Keskpunkt O (joon. 139), asetsedes molema suurringi
tasapinnal, asetseb nende suurringide loikesirgel; tdhen-
dab, sellel sirgel asetseb nii iihe kui teise ringi diameeter,
kuid diameeter poolitab ringjoone.

Kera puutujatasapind.

131. Definitsioon. Tasapinda, millel on kera pinnaga
iiksainus iihine punkt, nimetatakse puutujatasapinnaks.
Sidrase tasapinna olemasolu voimalikkust néditab jarg-
mine teoreem.

132. Teoreem. Tasapind (e, joon. 140), mis ldbib
kera pinna iihte punkti ja on risti sellesse punkti ehitatud
raadiusega (OA), on puutujatasapind.

Votame tasapinnal « vabalt punkti B ja ithendame
punktid O ja B sirgloiguga OB. Et sirgloik OB on tasa-
pinna a suhtes kaldu ja sirgloik OA on risti selle tasapin-
naga, siis OB>0A. Seeparast punkt B asetseb viljas-
pool kera pinda; seega on tasapinnal a« kera pinnaga iiks-
ainus iihine punkt A; tdhendab, see tasapind on puutuja-
tasapind.

133. Poordteoreem. Puutujatasapind (e, joomn.
140) on risti puutepunkti tommatud raadiusega (0OA).

Et punkt A on definitsiooni pohjal puutujatasapinna ja
kera pinna ainus iithine punkt, siis selle tasapinna iga muu
punkt asetseb vialjaspool kera pinda ja asetseb seega kesk-
punktist kaugemal kui punkt A; nii on 16ik OA punkti O
védikseim kaugus tasapinnast «a, s. 0. 16ik OA on risti tasa-
pinnaga a.

Sirget, millel on kera pinnaga iiksainus iihine punkt,
nimetatakse kera puutujaks. On kerge niha, et on olemas
lopmatu palju sirgeid, mis puudutavad kera antud punktis.
Toepoolest, iga ‘sirge (AC, joon. 140), mis asetseb kera puu-
tujatasapinnas jalabib puutepunkti (4), onkera puutujaks.

Kera ja tema osade pindalad.
134. Definitsioonid. 1) Kera pinnast mingi tasapinnaga

(AA;) eraldatud osa (joon. 141) nimetatakse segmendi
pinnaks e. sfdiri segmendiks.
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Ringjoont AA, nimetatakse segmendi pinna dérjooneks,
loiketasapinnaga ristuva raadiuse 1oiku KM nimetatakse
segmendi pinna korguseks.

Joon, 140. Joon. 141.

2) Kahe paralleelse loiketasapinna (A4, ja BB;) vahe-
list kera pinna osa nimetatakse kera vooks.

Loikeringjooni AA; ja BB; nimetatakse v06 ddrjoon-
teks ja paralleelsete loiketasapindade vahelist kaugust
nimetatakse vo6 korguseks.

Kera vood’ ja segmendi pinda voib vaadelda kui p6ord-
pindu: kui mingi poolringjoon MABN diameetri MN
timber pooreldes kujundab kera pinna, siis tema kaar AB
kujundab vo6 ja kaar MA kujundab segmendi pinna.

Kera ja tema osade pindalade leidmiseks toestame jérg-
mise lemma. ;

135. Lemm a. Nii koonuse, tiivikoonuse kui ka silindri
kiilgpindala vérdub keha kérguse ja niisuguse ring-
joone pikkuse korrutisega, mille raadiuseks on moo-
dustaja keskpunktist teljeni tommatud moodustajaga ris-
tuv loik.

1) Tekkigu koonus (joon. 142) kolmnurga ABC poorle-
misel kaateti AC {imber. Kui punkt D on moodustaja AB
keskpunkt, siis (§ 115):

koonuse kiilgpindala = 2z - BC - AD. (1)
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Vottes DE L AB, saame kaks sarnast kolmnurka ABC
ja AED (nad on tdisnurksed ja neil on iithine nurk A);
nende kolmnurkade sarnasusest jareldame, et:

BC:ED=AC:AD,
millest leiame, et:
BC :AD=ED - AC,;
ning vorduse (1) pohjal saame:
koonuse kiilgpindala = 2x + ED * AC,
mida pidimegi toestama.

Joon. 142. Joon. 143.

2) Tekkigu tiivikoonus (joon... 143) trapetsi ABCD
poorlemisel kiilje AD timber. .
Votnud keskloigu EF, saame (§ 117):
titvikoonuse kiilgpindala = 2z + EF - BC. (2)
Tombame EO 1 BC ja BH_1DC, siis saame kaks sar-
nast kolmnurka EFO ja BHC (ithe kiiljed on risti teise
omadega); nende kolmnurkade sarnasusest jiareldame, et:
" EF:BH=EO:BC;
siit saame, et: \
EE :BU R BO= A,
Seepérast voib vorduse (2) kirjutada nii:
tiivikoonuse kiilgpindala = 2x + EO + AD,
mida pidimegi toestama.
3) Teoreem jddb oigeks ka silindri kohta, sest teoree-
mis nimetatud sirgloik on vordne silindri pohja raadiusega.
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-136. Definitsioon. Poolringjoone mingi kaare (BE,
joon. 144) poorlemisel diameetri (AF) iimber tekkinud
kera v00 pindalaks loetakse piirvdartust, millele ldheneb
sama diameetri iimber poorleva korrapédrase koolmurd-
joone (BCDE) poolt kujundatud pinna pindala, kui kiil-
gede arv piiramatult kasvab.

Seda definitsiooni laiendatakse ka segmendi pindala ja
kera pindala jaoks; viimasel juhul holmab kodolmurdjoont
terve poolringjoon.

137. Teoreemid. 1) Segmendi pindala vordub seg-
mendi korguse ja kera suurringi iimberméddu korruti-
sega.

2) Kera vé6 pindala vordub véd kérguse ja kera suur-
ringi imbermdodu korrutisega.

Joon. 144. Joon. 145.

1) Ehitame kaaresse AF (joon. 145), mis poorlemisel
kujundab segmendi pinna, vabalt voetud kiilgede arvuga
korraparase murdjoone ACDEF.

Pind, mis tekib selle murdjoone p&orlemisel, koosneb
kiilgede AC, CD, DE jne. poolt kujundatud osadest. Need
osad on kas koonuse (kiilje AC kujundatud) voi tiivi- .
koonuse (kiilgede CD, EF, ... kujundatud) voi silindri
(kiilje DE kujundatud, kui DE|AB) kiilgpindalad. See-
parast voime siin rakendada lemmat § 135. Seejuures
paneme tédhele, et iga moodustajaga ristuv 16ik, mis on
tommatud moodustaja keskpunktist teljeni, vordub murd-
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joone apoteemiga. Téhistades selle apoteemi tdhega a,
saame:
kiilje AC poolt kujundatud pinna pindala = AC’ - 2aa;

- CE o 18 5 o =0 i2ma;

Sl ol 5 s ST Y s={BUP S R
. Liitnud liikmeti need vordused, leiame, et murdjoone
ACDEF poelt kujundatud pinna pindala = AF’ - 2aa.

Koolmurdjoone kiillgede arvu piiramatul kasvamisel
apoteemi a piirvdartuseks on kera raadius R, aga 16ik AF’
jaab muutumatuks; jarelikult murdjoone ACDEF pdoorle-
misel kujundatud pinna pindala piirvdartuseks on
AF’ - 2aR. Kuid murdjoone ACDEF poorlemisel tekkinud
pinna pindala piirvdédrtust loetakse segmendi pindalaks ja
16ik AF” on segmendi korgus 4, seeparast:

segmendi pindala = A - 2aR=2aRh.

2) Oletame, et korrapdrane murdjoon ei ole kujunda-
tud mitte kaaresse AF, mille poorlemisel tekib segmendi
pind, vaid mingisse kaaresse CF, mille poorlemisel tekib
kera voo (joon. 145). See muudatus, nagu ndha, ei mojuta
mingil méaéiral eelneva arutluse kaiku, seepédrast ka tule-
mus jdab samaks, s. o.:

kera voo pindala = & - 2aR=2=Rh,
kus tdhega A on niiiid tdhistatud kera voo korgust C'F’.

138. Teoreem. Kera pindala vérdub suurringi
timbermdddu ja diameetri korrutisega.

ehk kera pindala vérdub neljakordse suurringi pind-
alaga.

Poolringjoone ADB (joon. 145) poorlemisel tekkinud
kera pindala voib vaadelda kui kaarte AD ja DB pdorle-
misel tekkinud pindade summat. Seepdrast voime eelneva
teoreemi_pohjal kirjutada:

kera pindala = 2aR - AD"+2aR + D'B=
=2aR(AD’+D’'B) =2aR * 2R=4aR2.

139. Jireldus. Kerade pindalad suhtuvad nagu
nende raadiuste v6i diameetrite ruudud, sest tahistades

kerade raadiused tihtedega R ja R, ning pindalad tihte-
dega S ja S, saame:

5:8:=4aR” 4nR’ =R : R1 =4R" 4R =
= (2R)2: (2R)2.
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Kera ja tema osade ruumalad.

140. Definitsioon. Ringi sektori (COD, joon. 146) poor-
lemisel tema kaarega mitteloikuva diameetri (AB) timber
tekkinud keha nimetatakse kera sektoriks.

Seda keha piiravad kahe koonuse kiilgpinnad ja kera
v6o pind. Viimast nimetatakse kera sektori pohjaks. Uks
ringi sektorit piiravatest raadiustest voib {ihtida pdorle-
misteljega; nditeks sektor AOC, pooreldes telje AO iimber,
kujundab kera sektori OCAC,, mida piirab koonuse kiilg-
pind ja segmendi pind. Kera sektori ja kera ruumala leid-
miseks toestame algul jargmise lemma.

A
e i

B
Joon. 146. Joon. 147.

141. Lemma. Kui A ABC (joon. 147) péorleb telje ¢
iimber, mis asetseb kolmnurga tasapinnas ning ldbib
tippu A ja ei I6ika kiilge BC, siis poorlemisel tekkiva
keha ruumala vordub kiilje BC poolt kujundatud pinna
pindala ja sellele kiiljele joonestatud kérguse / tihe kol-
mandiku korrutisega.

Toestamisel eristame kolm juhtu.

1) Telg iihtib kiiljega AB (joon. 148). Sel juhul otsitav
ruumala vordub tdisnurksete kolmnurkade BCD ja DCA
poorlemisel tekkivate koonuste ruumalade summaga. Esi-
mene ruumala on }nCD2 - DB ja teine on }1xCD2 - DA;
seepdrast kolmnurga ABC poolt kujundatud keha ruumala

=3i7CD2(DB+DA)= {aCD - CD + BA.

Korrutis CD - BA vordub korrutisega BC * h, sest
kumbki neist korrutistest védljendab kolmnurga ABC kahe-
kordset pindala; seega:

ruumala ABC= }{aCD + BC - h.
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Kuid korrutis zCD + BC vordub koonuse BDC Kkiilg-
pindalaga, tahendab:

ruumala ABC=(pindala BC) * 1A.

M
|
tl B
|
| - ;
Joon. 148. Joon. 149,

2) Telg ei iihti kiiljega AB ega ole paralleelne kiiljega
BC (joon. 149). Sel juhul otsitav ruumala vordub kolm-
nurkade AMC ja AMB poorlemisel tekkivate kehade ruum-
alade vahega. Esimesel juhul toestatu pohjal:

ruumala AMC=1h - (pindala MC),
ruumala AMB=1h + (pindala MB);
jéarelikult:
ruumala ABC=1h - (pindala MC—pindala MB)=
=1h - (pindala BC).

3) Telg on paralleelne kiiljega BC (joon. 150). Siis
otsitav ruumala vordub ristkiiliku DEBC poorlemisel tek-
kiva silindri ruumalaga, millest on lahutatud kolmnurkade
AEB ja ACD poolt kujundatud koonuste ruumalade
summa; esimene neist ruumaladest on #DC2 + ED; teine
ruumala on LaEB2 + EA ja kolmas on {aDC2 - AD. Pida-
des niilid silmas, et EB=DC, saame:

ruumala ABC=aDC2[ED— 1 (EA+AD)]=
=aDC2(ED—LED)=2%aDC2 + ED.

Korrutis 2zCD + ED véljendab kiilje BC poolt kujunda-
tud silindri kiilgpinna suurust, seepdrast:

ruumala ABC=(pindala BC) + 1 DC=(pindala BC) * 1 h.
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142. Definitsioon. Ringi sektori (40D, joon. 151) pdor-
lemisel ‘diameetri (EF) iimber tekkiva kera sektori ruum-
alaks loetakse piirvdartust, millele ldheneb sektori dar-
miste raadiustega (OA ja OD) ja sektori kaaresse kujun-
datud korrapédrase murdjoonega (ABCD) piiratud hulk-
nurkse sektori poodrlemisel tekkiva keha ruumala, kui
murdjoone kiilgede arv piiramatult kasvab.

143. Teoreem. Kera sektori ruumala vordub vas-
tava voo (voi vastava segmendi pinna) pindala ja kera
raadiuse iihe kolmandiku korrutisega.

Tekkigu kera sektor ringi sektori AOD poorlemisel dia-
meetri EF (joon. 151) iimber. Avaldame ruumala V. Sel-
leks kujundame kaaresse AD vabalt voetud kiilgede
arvuga korrapédrase murdjoone ABCD.

Joon. 150. Joon. 151. Joon. 152.

Hulknurkne sektor OABCD kujundab poorlemisel mingi
keha, mille ruumala tahistame tahega V. See ruumala on
nende kehade ruumalade summa, mille kujundavad dia-
meetri EF {imber poorlemisel kolmnurgad OAB, OBC ja
OCD. Rakendame siin § 141 toestatud lemmat, markides
seejuures, et kolmnurkade korgused vorduvad koolmurd-
joone apoteemiga a. Vastavalt sellele lemmale saame:

Vi= 1 (pindala AB) * a+ } (pindala BC) *a+ ...=
=1 (pindala ABCD) ' a.
Kujutleme niiiid, et murdjoone kiilgede arv piiramatult
kasvab. Sdirasel tingimusel on pindala ABCD piirvaartu-

seks kera v66 AD pindala, apoteemi a piirvdirtuseks on
raadius R ja V, piirvdartuseks on V; seega:

V=1 (vo6 AD pindala) - R.
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Miéarkus. See teoreem ja tema toestus ei soltu sellest,
kas iiks ringi sektorit piirav raadius {ihtib poorlemis-
_teljega voi mitte.

144. Teoreem. Kera ruumala vérdub tema pindala
ja raadiuse iihe kolmandiku korrutisega.

Tiikeldanud poolringi ABCD (joon. 152), mis kujundab
kera, mingiteks ringi sektoriteks A0B, BOC, COD, mar-
kame, et kera ruumala voib vaadelda nende ringi sektorite
poorlemisel kujundatud kera sektorite ruumalade sum-
mana. Et eelmise teoreemi pohjal:

ruumala AOB=1 (pindala AB) - R,

ruumala BOC=1 (pindala BC) * R,
_ ruumala COD=1} (pindala CD) - R,
siis
kera ruumala = { (pindala AB+pindala BC+
+pindala ,CD) - R= L (pindala ABCD) * R.

Miarkus. Kera ruumala voib vaadelda ka kui dia-
meetri iimber podrleva 180°%se ringi sektori kujundatud
keha ruumala.

Séaarasel juhul saadakse kera ruumala niisuguse kera
sektori ruumalana, mille v66 pindala moodustab kogu kera

- pindala.

Eelmise teoreemi pohjal:

kera ruumala vérdub tema pindala ja raadiuse iihe
kolmandiku korrutisega.

145. Jédreldus 1. Tdhistame kera vo0 voi segmendi
pinna korguse tahega A, kera raadiuse tdhega R ja dia-
meetri tdhega D; siis v06 voi segmendi pindala, nagu
nagime (§ 137), vdljendab avaldis 27RA ja kera pindala
(§ 138) viljendab avaldis 4a2R2, seepérast:

kera sekteri ruumala =1 * 22RAh - R=%aR2 * h;
kera ruumala =} *4aR2 - R=4aR3

ehk
kera ruumala = éw(%)”‘ =4mwD?3,

b . - .
Siit on néha, et kerade ruumalad suhtuvad nagu nende
raadiuste voi diameetrite kuubid.
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Miérkus. Kera ruumala valemi voib tuletada (muide mitte tdiesti
rangelt) jargmise lihtsa arutluse teel. Kujutleme, et kogu kera pind-
ala on titkeldatud viga viikesteks osadeks ja et iga osa piirjoone koik
punktid on raadiuste abil ithendatud kera keskpunktiga. Siis kera
titkeldub vdga suureks arvuks védikesteks kehadeks, milledest igaiihte
voib vaadelda kui piiramiidi, mille tipuks on kera keskpunkt. Et piira-
miidi ruumala vordub pohja pindala ja korguse (mille voib votta
vordseks kera raadiusega) iihe kolmandiku korrutisega, siis kera
ruumala, mis ilmselt vordub koikide piiramiidide ruumalade sum-
maga, véljendub nii:

kera ruumala = {S.R,

kus S on koikide piiramiidide pohjade pindalade summa: Kuid see
pohjade pindalade summa peab moodustama kera pindala, tdhendab:

. kera ruumala = }-4aR2. R = {aR®.

Nii voib kera ruumala valemi tuletada tema pindala valemi abil.
Umberpoordult, kera pindala valemi voib tuletada tema ruumala
valemi abil vordusest:

1S« R=4nR3; siit §'= 4nR%

146, Jareldus 2. Kera pindala ja ruumala moodustavad vas-
tavalt 3 kera imber kujundatud silindri tdispindalast ja ruumalast.
To6epoolest, kera iimber kujundatud silindri pohja raadius vordub
kera raadiusega ja korgus vordub -kera diameetriga; seepédrast:
sdarase !
silindri tdispindala = 2aR - 2R+2aR2=6x R
silindri ruumala =aR?2R=2aR5.

Siit on ndha, et 2 selle silindri tdispindalast vordub 4aR?
s. 0. vordub kera pindalaga, ja 3 silindri ruumalast‘moodustab
4 aR?, s, 0. kera ruumala.!

147. Midrkus. Kera ruumala valemi voib vidga lihtsalt saada
Cavalieri printsiibi (§ 89) pohjal jargmisel viisil. .

Olgu tihele ning samale tasapinnale « (joon. 153) paigutatud
kera raadiusega R ja silinder, mille pohja raadius on R ja korgus
on 2R (tahendab, see on niisugune silinder, mida vo6ib kujundada
nimetatud kera iimber). Kujutleme edasi, et silindrist on vélja 66nes-

*

1 Selle lause toestas Arhimedes (III sajandil e. m. a.). Arhi-
medes avaldas soovi, et selle teoreemi joonis tehtaks tema haua-
kivile, mis rooma sojapealiku Marcelluse poolt ka teostati (F. Cajori,
Elementaarmatemaatika ajalugu).

Soovitame lugejatele kasuliku harjutusena.toestada, et kera pind-
ala ja ruumala moodustavad § vastavalt kera iimber kujun-
datud koonuse tdispindalast ja ruumalast, kui moodustaja vor-
dub pohja diameetriga. Uhenduses selle lause jdreldusega 2 voime
kirjutada niisuguse vorduse, milles tdht Q tadhistab kas pindala voi

o

ruumala:
1 M Qsilinder s Qkoouus ¥
4 6

-
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tatud kaks koonust, millede {ihine tipp asetseb silindri telje kesk-
punktis O ja millede pohjadeks on: iihel — silindri {ilemine pohi,
teisel — silindri alumine pohi. Silindrist jaab siis jarele keha, mille
ruumala, nagu kohe ndeme, vordub antud kera ruumalaga.

Votame tasapinnaga o« mingi paralleelse tasapinna, mis loikab
molemat keha. Olgu selle tasapinna kaugus tema késkpunktist d ja
olgu tasapinna ning kera loikeringi raadius r. Siis selle ringi
pindala on @r?=n(R?>—d?). Sellesama tasapinna l6ikumisel silind-
rist saadud kehaga tekib rongas (mis joonisel on kriipsutatud), mille
vdlimine raadius on R ja sisemine raadius on d (tdisnurkne kolm-
nurk, mille moodustavad see raadius'ja.loik OM, on vordhaarne, sest
tema kumbki teravnurk on 45°). Tahendab, selle ronga pindala on
aR?>—ad?=na(R>—d?). Nii ndeme, et kera ja silindrist saadud
keha loiked tasapinna « paralleeltasapinnaga on pindvordsed kujun-
did; jarelikult vastavalt Cavalieri printsiibile nende kehade ruum-
alad on vordsed. Kuid silindrist saadud keha ruumala on vordne
silindri ruumalaga, millest on lahutatud kahekordne koonuse ruumala,
s. o. ta vordub avaldisega

wR2-2R — 2 - 4aR?+« R = 2naR% — 3aR% = {aR3,
tdhendab, see ongi kera ruumala.

—_———— e A
R | ! |

Joon. 153.

148. Definitsioonid. 1) Mingi tasapmnaga (CC’
joon. 154) kerast eraldatud osa (ACC’) nimetatakse kera
segmendiks. Loikeringi nimetatakse segmendi pohjaks ja
pohjaga risti asetseva raadiuse 16iku AM nimetatakse
segmendi korguseks.

2) Kahe paralleelse 16iketasapinna (CC’ ja DD’) vahe-
list kera osa nimetatakse kera kihiks. Paralleelseid loike-
ringe nimetatakse kihi poh]adeks ja nendevahelist kaugust
MN kihi korguseks.

Molemat keha voib vaadelda kui mingi ringi osade

AMC ja MCDN poorlemisel diameetri AB {imber tékkinud
kehasid.
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149. Teoreem. Kera segmendi ruumala vordub
miisuguse silindri ruumalaga, mille péhja raadiuseks on
segmendi korgus ja mille kdrguseks on iihe kolmandiku
segmendi kdrguse vorra viahendatud kera raadius,

s. 0.
V=nah?2(R—1h),

kus £ on segmendi korgus ja R on kera raadius.

Ringi osa ACB (joon: 155) poorlemisel diameetri AD
iimber saadud kera segmendi ruumala leiame sel teel, et
ringi sektori AOB poorlemisel tekkinud kera sektori ruum-
alast lahutame koonuse ruumala, mis tekib kolm-
nurga COB poorlemisel. Esimene neist on 3 7R2A ja teine
on ! aCB2 - CO. Et 16ik CB on 16ikude AC ja CD keskmine
vordeline, siis CB2=h(2R—h), seega: j

Joon, 154.

CB2 - CO=h(2R—h) (R—h)=
=2R2h— Rh2—2Rh2 4+ h3=
=2R2h—3h2R + h3,
jarelikult:
ruumala ABB,=ruumala OBAB;—ruumala OBB,=

= xR?h — {nCB? . CO=
= 3R — 3Rk + wRh? — ah® =
= awh* (R — h).

HARJUTUSI.

1. Pohja raadiusest kaks korda suurema korgusega  silindri
ruumala on 1 m3. Arvutada silindri korgus.
2. Tiivikoonuse pohjade raadiused on 27 cm ja 18 cm ning moo-
dustaja on 21 cm. Arvutada tiivikoonuse kiilgpindala ja ruumala.
|
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3. Missugusel kaugusel keskpunktist peab tasapinnaga loikama
kera, mille raadius on 2425 m, et vidiksema segmendi pindala
ja niisuguse koonuse kiilgpindala suhe, millel on segmendiga
tthine pohi ja mille tipuks on kera keskpunkt, on 7:4?

4. Avaldada niisuguse poordkeha ruumala, mis tekib korraparase
kuusnurga poorlemisel tema kiilje a iimber.

5. Arvutada kuubi iimber kujundatud kera raadius, kui kuubi
serv on 1 m.

6. Avaldada niisuguse poordkeha ruumala, mis tekib vordkiilgse
kolmnurga poorlemisel telje iimber, mis ldbib iiht tippu ja on vastas-
kiiljega paralleelne, kui kolmnurga kiilg on a.

7. On antud vordkiilgne AABC, mille killg on a; kiljele BC
chitatakse ruut BCDE, mis asetseb viljaspool kolmnurka. Viisnurk
ABEDC poorleb kiilje AB {imber. Avaldada poordkeha ruumala.

8. On antud ruut ABCD, mille kiilg on a. Labi tipu A on
joonestatud diagonaaliga AC ristuv sirge AM ja selle sirge iimber
pooratakse ruutu. Avaldada pindala, mille kujundab ruudu piirdejoon,
ning ruumala, mille kujundab ruudu pind.

9. On antud korrapdrane kuusnurk ABCDEF, mille kiilg on a. .
Labi tipu A joonestatakse raadiusega OA ristuv sirge AM ja selle
iimber pooratakse kuusnurka. Avaldada kuusnurga poolt kujundatud
keha pindala ja ruumala.

10. Kerasse, mille raadius on 2, on puuritud silindriline auk
piki diameetrit. Arvutada {ilejddanud ruumala, kui silindrilise augu
raadius on 1.

11. Kera, paigutatuna koonilisse lehtrisse, mille pohja raadius
r=5 cm ja moodustaja /=13 cm, puudutab lehtri &arjoone tasa-
pinda. Arvutada kera ruumala. :

12. Ringi {imber, mille raadius on 2, on kujundatud vordkiilgne
kolmnurk. Leida kehade ruumalade suhe, mis tekivad ringi ja kolm-
nurga pindalade poorlemisel kolmnurga korguse iimber.

13. Silindrilisse nousse, mille pohja diameeter on 6 cm ja korgus
on 36 cm, on valatud vett poole korguseni. Kui palju touseb vee-
pind nous, kui asetada iileni vette kera, mille diameeter on 5 cm?

14. Obnes raudkera, mille viline raadius on 0,154 m, ujub poo-
lest saadik vees. Arvutada selle kera kesta paksus, teades, et raua
erikaal on 7,7.

15. Marsi 14bimoot on pool Maa labimoodust. Mitu korda on
Marsi pindala ja ruumala viiksemad kui Maa pindala ja ruumala?

16. Jupiteri 1abimoot on Maa ldbimoodust 11 korda suurem; mitu
korda Jupiter iiletab Maad pindala ja ruumala poolest?
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LISA.

GEOMEETRIA AKSIOOMIDEST.

1. Geomeetria erineb teistest matemaatika harudest (algebra,
* aritmeetika) ainult temale omase isedrasusega. See isedrasus seisneb
selles, et need teoreemid ja kujundite omadused, mida uuritakse
. geomeetrias, ei pohine mitte iiksi arutluste real, vaid paljudel juhtu-
mitel voivad olla ka otsese vaatluse objektiks; nende omaduste keh-
tivust mitte ainult ei tGestata, vaid nad leiavad kinnitust ka ndgemis-
meele abil. Nii voib vordhaarse kolmnurga alusnurkade vordsust voi
kahe vastavalt vordsete kiilgedega kolmnurga vordsust ja paljusid
teisi kujundite omadusi otseselt naha.

Geomeetriliste objektide kaemuslikkus aitab avastada ja ette nédha
paljusid geomeetrilisi todesid enne nende toestamist. Muistsetel egipt-
lastel (2000 aastat enne meie ajaarvamist) oli geomeetriliste kujun-
dite otsene vaatlemine peamiseks vahendiks nende kujundite iihtedes
voi teistes omadustes veendumisel. Kuid sdirane vahend oli kolblik
ainult lihtsamate geomeetriliste todede kindlaksmdaramisel, ja just
sddraste todedega tegelesid egiptlased, kes kasutasid geomeetriat
kitsal praktilisel eesmargil. Kuid juba praktiliste iilesannete rohkus
ja komplitseeritus sundis oppima iitha keerulisemate geomeetriliste
kujundite omadusi ning selleks ei piisanud enam joonise lihtsast
vaatlusest; tekkis vajadus rakendada iiha komplitseeritumaid arutlusi.

Peale selle on keerulisemate geomeetriliste kujundite néitlikkus
sageli vdga petlik ja juhib monikord lausa valedele jareldustele.

Voib tuua palju naiteid sellest, kuidas joonise iildine kuju sisen-
dab vale otsuse joonisel kujutatud kujundite vastastikuste asendite
ja omaduste kohta. Sellel pohineb palju geomeetrilisi paradokse,
mida meie siin ei hakka esitama.

Muistsed kreeklased, kes geomeetria said egiptlastelt, {ildistasid
iiksikuid egiptlastele. tuntud tosiasju ning to6tasid vilja kindla-
kujulised arutlused, mille abil nad avastasid uusi geomeetrilisi tode-
sid. Umbes 300 aastat enne meie ajaarvamist andis kreeka mate-
maatik Eukleides oma raamatutes nimetusega «Elemendid» geomeet-
riale esimese teadusliku aluse.

Ta piiiidis voimalikult tédpselt kirjeldada sédéraseid lihtsamaid
geomeetrilisi kujundeid, nagu punkt, joon, pind, ja nendevahelisi
seoseid, mida seile ajani loeti endastmoistetavaiks.

Tuginedes sellele, ta andis loogiliselt range geomeetria iiles-
ehituse, mis oma vormilt niiiidisaegsegi teaduse vaatepunktist on
iilimal maééaral tdiuslik.
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Ta taotles koigepealt anda tdpseid definitsioone geomeetrilistele
pohimoistetele: punkt, joon, sirgjoon, pind, tasapind ja geomeetriline:
keha. Toome siin tema poolt antud definitsioonid:

1. Punkt on see, millel ei ole osi.

2. Joon on laiuseta pikkus.

3. Joone piirideks on punktid.

4. Sirgjoon on see, mis on asetatud koigi oma punktide suhtes.
tthteviisi.

5. Pind on see, mis omab ainult pikkust ja laiust.

6. Pinna piirideks on jooned.

7. Tasapind on pind, mis on asetatud koigi oma sirgjoonte
suhtes iihteviist. 3

8. Kehaks nimetatakse seda, mis omab pikkust, laiust ja korgust.

9. Keha piirideks on pinnad.

Nende definitsioonide eesmérgiks oli saavutada seda, et nime-
tused «punkt», «sirge» jne. mitte ainult” ei kutsuks esile kindlat
visuaalset kujutlust, vaid iihtaegu sellega maédraksid kindlaks ka
vastava moiste, millele tuginedes vois teha edaspidiseid loogilisi:
jdreldusi. Ja kuigi need definitsioonid niiiidisaja teaduse seisukohalt
ei ole tdiuslikud, ometi vastasid nad taielikult tolleaegse teadusliku
motlemise tasemele ja olid kujutlustelt moistetele iilemineku esime-
seks sammuks.

Nad olid koigi jdrgnevate geomeetriliste teoste ldhtepunktiks ja
maidrasid tee geomeetria edaspidiseks arenemiseks.

Koik geomeetrias tunnetatud toed liigitas Eukleides kolme liiki:
postulaadid, aksioomid ja teoreemid. Esimesse kahte liiki! kuulusid
tdhtsaimad toed, mis ei tekitanud mingeid kahtlusi, olid vahetult
ilmsed ning voisid olla seepdrast ldhtelauseteks, milledest loogili-
selt tuletati teised toed.

Kolmas liik lauseid — teoreemid — on toed, mille kehtivust
peab toestama, s. o. rea arutluste teel tuletama esimese kahe liigi
todedest. Toome Eukleidese postulaadid ja aksioomid.

a) Postulaadid. Noutakse, et

1) igast punktist voib igasse teise punkti ehitada iihe sirgjoone;

2) sirgloiku ja kiirt v6ib pidevalt pikendada sirgjoont méoda;

3) mistahes punktist voib joonestada mistahes raadiusega ring-
joone; -

4) koik tdisnurgad on vordsed;

5) kaks sirget loikuvad teineteisega sealpool, kuspool nad kol-
manda neid loikava sirgega moodustavad ldhisnurki, millede summa:
on vdiksem kui kaks tdisnurka.

b) Aksioomid.

1) idihe ja samaga vordsed on omavahel vardsed;

2) kui vordsetega liita iihepalju, siis summad on vordsed;

3) kui vérdsetest lahutada iihepalju, siis jadgid on vordsed;

4) iksteisega iihtivad on vérdsed;

5) tervik on suurem kui tema osa.’

! Missugune on pohimdtteline vahe iihtede ja' teiste vahel, sedé

Eukleides ei niita, kuid postulaatidega on tal tavaliselt ikka seotud
vaide, et {iht voi teist konstruktsiooni on voimalik teostada.
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Need Eukleidese aksioomid ja postulaadid olid sajandeid aluseks,
millele ehitati kogu geomeetria.

2. Juba lahemad Eukleidese jarglased poorasid erilist tdhelepanu
Eukleidese viiendale postulaadile. See tombas endale tdhelepanu oma
sonastuse keerulisusega ja sellega, et ta kehtivus ei olnud kaugeltki
tdiesti ilmne.

Viimane asjaolu pohjustas piiiideid postulaadi kehtivust iiht- voi
teistviisi toestada, s. o. jdreldada teda teistest, mitte kahtlust é&ra-
tavatest todedest. Viienda postulaadi toestamise katsed kestsid enam
kui 2000 aastat, kuid ei viinud, ja nagu hiljem selgus, ei voinudki viia
positiivsele tulemusele. Onnestus vaid postulaati asendada teise,
temaga samavéirse lausega, mis oli aga niisama silmandhtamatu
ning mis ei jareldunud teistest geomeetrilistest aksioomidest ja pos-
tulaatidest.

On kerge nididata, et Eukleidese postulaat on samavéidrne vii-
tega, et antud tasapinnas voib igast punktist igale sirgele’ joonestada
itheainsa paralleelse sirge (s. o. antud sirgega mitteloikuva sirge).
Toepoolest, kui see oletus votta aksioomiks, siis planimeetrias tGesta-
tud teoreemidest jdreldub otseselt Eukleidese postulaat. See lause
ainsast paralleelsest sirgest voetaksegi harilikult aksioomiks Euklei-
dese postulaadi asemel (nagu seda on tehtud ka selle raamatu esi-
meses 0sas). 4

Teiseks Eukleidese postulaadiga samavéirseks lauseks on kolm-
nurga nurkade summa teoreem. °

Matemaatikute pingutused olid mitme sajandi valtel sihitud
sellele, et toestada kas Eukleidese postulaati ennast voi mond sellega
samavdirset lauset.

- Toome siin illustratsiooniks moned sddrased toestused.

Proklose toestus (V sajandil). Votame antud tasapinnast
sirge a ja viljaspool seda punkti A (joon. 156). Joonestame punk-
tist A sirgele a ristloigu AB ning punktist A joonestame sirgele AB
ristsirge AC. Sirged a ja AC ei I6iku, sest vastasel korral oleks
nende 16ikepunktist sirgele AB joonestatud kaks ristsirget. Olgu niiiid
labi punkti A joonestatud veel mingi sirge AD. Proklos toestab, et
see sirge peab loikuma sirgega a. Siin on tema toestus.

Joon, 156.

Hakkame joonestama sirge AC punktidest sellele sirgele rist-
1oike, pikendades neid kuni loikumiseni sirgega AD. Ristloigu alus-
punkti kaugenedes punktist A tema pikkus kasvab, ning kiillalt
‘kaugel punktist A see pikkus saab suuremaks kui paralleelide a
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ja AC vaheline kaugus. Sirge AD vastavad punktid asetsevad niisiis
teisel pool sirget a, nii et sirge AD ldheb sirge a {iihelt poolt teisele
poole. Kuid see voib juhtuda ainult siis, kui ta Ioikub sirgega a.
Proklos toetub oma toestuses oletusele, et iihe paralleelse sirge-
punktide kaugus teisest paralleelsest sirgest ei voi piiramatult
kasvada. Kuid see oletus on omakorda uus postulaat, mis on sama-
_védarne Eukleidese postulaadiga.

Toome veel kolmnurga nurkade summa teoreemi téestamise katse,.
mis ei rakenda paralleelsete sirgete omadusi. See toestus on parit
XIX sajandist ja kuulub Goéttingeni
iilikooli  professorile =~ Thibaut’le
(I.. tiboo). Olgu antud AABC
(joon. 157). -Pikendame kiilge CA
punktist A, kiilge AB punktist B
ja kiilge BC punktist C. Toestame,
et sel teel tekkinud valisnurkade
summa on 360°. Poorame sirget
AC punkti A iimber valisnurga
A vorra. Piérast seda pd6oramist
tihtib ta sirgega AB. Poorame
niiiid edasi seda sirget punkti B
imber tema uuest asendist vélis-
nurga B vorra; parast podramist Joon. 157.
iihtib ta sirgega BC. .P6orame seda
sirget niitid tema viimasest asen-
dist punkti C {imber valisnurga C vorra. Parast kolme podramist
sirge tuleb oma esialgsesse asendisse. Jarelikult, iildse poordub ta
tdispoorde vorra, s. o. 360° vorra, kuid tema kolm pdéoret koosnesid
kolmnurga kolme valisnurga suurustest pooretest: Jarelikult on nende
vilisnurkade summa 360°. Kuid on ilmne, et kolmnurga koigi valis-.
ja sisénurkade summa on 3. 180° seega sisenurkade summaks osutub
540°—360° ehk 180°. \

Selles toestuses Thibaut teostas sirgega kolm pooret {iiksteisest
erinevate punktide imber ning eeldas vaikides, et sddrane pdora-
mine on samavadrne tdispéordega iihe keskpunkti {imber.

Niisugune oletus on omakorda teatav postulaat. Selle postulaadi
ldhem uurimine nditab, et ta on samavdiarne Eukleidese postulaadiga.

Vaatamata Eukleidese postulaadi arvukate toestamiskatsete eba-
onnestumisele, selle toestamise katsed ei lakanud, ning selle pohjuseks
oli matemaatikute tdielik veendumus selles, et ilma selle postulaadita
on geomeetria filesehitus voimatu.

3. XIX sajandi. esimesel poolel vene matemaatik, Kaasani iili-
kooli professor Nikolai LobatSevski, ungari matemaatik Janos Bdlyai
ja saksa matemaatik Karl Friedrich Gauss avaldasid julge matte, et
Eukleidese postulaat -ei ole geomeetria teiste aksioomide loogiline
jareldus ning seepirast ei olegi voimalik teda toestada ja et selle
postulaadi tarvituselevotmine ei ole geomeetria {ilesehitamiseks
vajalik.

Oma  viite kinnitamiseks nad ehitasid uue geomeetria, milles
‘Eukleidese postulaat oli asendatud teise oletusega, nimelt, et antud
tasapinnal antud punktist voib joonestada kuitahes palju sirgeid, mis
ei I6iku antud sirgega.
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Selle geomeetria laused erinesid oluliselt Eukleidese geomeetria
teoreemidest. Nii osutus kolmnurga nurkade summa viiksemaks
kui 360°, kolmnurga kongruentsuse teoreemidele lisandus uus: «kolm-
nurgad on kongruentsed, kui kolm nurka on vordsed kolme nur-
gaga teises». Seega selles geomeetrias ei ole kolmnurki, mis on
sarnased, kuid iithtimatud.

Vaatamata uue geomeetria sdidraste lausete uudsusele, oli tal
siiski harmooniline ja téiuslik kuju nagu Eukleidese geomeetrialgi.
Hlllj(em hakati teda nimetama mitte-eukleidiliseks geomeet-
riaks

Uhtaegu mitte- eukleldlhse geomeetria avastamisega kerkis kiisi-
mus, milline geomeetria vastab toeclisele materiaalsele maailmale ja
millist geomeetriat tuleb rakendada rakendusteaduste — fiiiisika, astro-
noomia jt. probleemide lahendamisel. LobatSevski ja Gauss piiiidsid
seda kiisimust lahendada katselisel teel (LobatSevski — astronoomi-
liste vaatluste abil, Gauss — mooGtmise abil maapinnal; viimane
mootis nurgamootmise riistade abil niisuguse kolmnurga nurkade
summat, mille tippudeks olid {iksteisest suurel kaugusel olevad mae-
tipud). Kuid selle kiisimuse lahendamine lihtsate vahenditega osutus
voimatuks. Meie ruumilised tajumised ei ole absoluutselt tdpsed ja
peegeldavad ainult ligikaudu materiaalse maailma ruumilisi suhteid.

Eukleidese geomeetria arenes tdhelepanekutest materiaalses maa-
ilmas ja peegeldab seepdrast suure tdpsusega selles esinevaid seoseid,
vahemalt nende lihtsamais avaldusis.

LobatSevski ja Gauss’i katsed ei andnud seeparast seatud Kkiisi-
mustele ammendavat vastust: nad ei leidnud margatavaid korvale-

. kaldumisi sellest, mida andis Eukleidese geomeetria, kuid nad ei
saanud ka kindlaks teha selle geomeetria lausete ja materiaalse maa-
ilma ruumiliste suhete absoluutset vastavust. :

Mitte-eukleidilise geomeetria avastamine mojutas siigavalt mate-
maatikute teddvust. Juba see tosiasi, et on olemas harmooniline ja
vasturddkivusteta mitte-eukleidiline geomeetria, purustas sajandeid
kestnud usalduse «kaemusse» ja «silmandhtavusse», mis juhtisid
muistsete geomeetrite-matemaatikute motlemist. Viienda postulaadi
sajanditepikkune analiiiis pani vankuma geomeetriliste pdhikujutluste
alustoed, milledel rajanes Eukleidese geomeetrial See analiiiis avastas
liksikute, ndiliselt iiksteisest kaugete geomeetriliste todede siigavad
soltumused ja néitas materiaalse maailma ruumilisi suhteid uues
valguses.

Seepdrast osutus Eukleidese aksioomide ja definitsioonide siis-
teem kui geomeetria {ilesehituse alus puudulikuks ja ei vastanud enam
teadusliku ranguse kasvavaile noudeile.

Sdarane definitsioon, nagu nditeks «joon on laiuseta plkkus» ei
rahuldanud enam matemaatikuid, sest pikkuse ja laiuse moisted ise
kaotasid nende teadvuses selle absoluutse selguse ja aprioorsuse ise-
loomu, mis neil moistetel oli Eukleidese ajal. Uue aja matemaatikud
ei pidanud kiillaldaseks mitmeid Eukleidese definitsioone ilma monin-
gate tdiendusteta, mida ei olnud selgesti viljendatud, kuid vaikides
ja markamatult tunnustati muistsete matemaatikute poolt. Teisiti on
raske seletada, miks nditeks definitsiooni 4 ei tohi rakendada ring-
joone puhul ning definitsiooni 7 silindri v6i koonuse pinna puhul.

Geomeetriliste definitsioonide ja aksioomide taiuslikkuse noudlus
viis selleni, et XIX sajandi 1Gpul seati iiles kogu geomeetria aksio-
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maatilise aluse revideerimise ja tdpsustamise kiisimus. Téodega sel
alal loodi geomeetria uus aksiomaatika, mis taielikult vastab mate-
maatika niitidisaegseile rangeile noudeile.

Alamal anname lithikese iilevaate selle kiisimuse niiiidisaja sei-
sundi kohta.

4. Koige esmalt seame kiisimuse, kuidas defineerida - geomeetrilisi
pohikujundeid: punkti, sirgjoont ja tasapinda. Margime, et defineerida
mingit moistet tdhendab kirjeldada teda varem kindlaksmadaratud
moistete abil. Kui aga otsida lihtsaimate moistefe definitsiooni,
siis jouame véltimatult ainult iihe nimetuse asendamisele teisega, mis
omakorda nouab defineerimist. Nii oli lugu ka Eukleidesega, kes
moistet «joon» defineeris «pikkuse» voi «piiri» moistete abil, jattes
viimased defineerimata.

Seepédrast voib algusest peale jdtta defineerimata lihtsamad geo-
meetrilised moisted ja votta nad algmoisteteks, mida ei saa viljen-
dada lihtsamate moistete abil. «Punkt», «sirge» ja «tasapind» voetak-
segi sellisteks iirgseteks, mittedefineeritavaiks geomeetrilisteks mais-
teteks. Vastavalt nendele méaratakse terve pohioletuste, «aksioomide»
siisteem, mida tunnustatakse tdestamatute ldhtetodedena. Oma ole-
muselt on need aksioomid materiaalse maailma ruumiliste seoste
otstarbekohased abstraktsioonid.

Toome siin -saksa matemaatiku Hilbert'i poolt loodud aksicomide
siisteemi. Selle siisteemi geomeetria aksioomid liigitatakse 5 rithma.

Esimene riihm — «ithendamisaksioomid». Selle rithma aksioo-
mide iilesandeks on kindlaks méaarata moistete punkt, sirge ja
tasapind need suhted, mida harilikult iseloomustatakse sonadega:
«sirge ldbib punkti», «punkt asetseb sirgel vo6i tasapinnal» jne. See
rithm koosneb jargmistest aksioomidest:

1. Kaks punkti mddravad iiheainsa neid ldbiva sirge.

2. lgal sirgel asetseb vdhemalt kaks punkti; on olemas vdahemalt
kolm punkti, mis ei asetse iihel sirgel.

3. Kolme mitte iihel sirgel asetsevat punkti ldbib viksainus tasa-
pind. Igas tasapinnas asetseb vdihemalt iiks punkt.

4. Kui sirge kaks® punkti asetsevad iihel tasapinnal, siis selle sirge
koik punktid asetsevad samal tasapinnal.

5. Kui kdhel tasapinnal on iks iihine punkt, siis on neil veel
vdhemalt iiks iihine punkt.

6. On olemas vihemalt neli punkti, mis ei asetse iihel tasa-
pinnal.

Esimesel pilgul moned neist- aksioomidest voivad ndida puudu-
likud voi iildse mittevajalikud. Niiteks aksioom 2 oleks nagu vastu-
olus hariliku kujutlusega sirgest, millel me kujutleme loendamatut
hulka punkte. Kuid ei tohi unustada, et punkti ja sirge mbdisted on
siin tarvitusele voetud kui iirgsed teineteisest soltumatud maoisted.
Nad voivad esineda iiksikult. Seepidrast, kui me iitlesime, et punkt
asetseb sirgel voi et sirge ldbib punkti, siis meie anname punktile ja
sirgele omaduse. olla teineteisega mingis iihenduses. Et selgemini
ette kujutada sddrast punktide, sirgete ja tasapindade olemasolu
itksikult ja nendevahelisi seoseid, kujutleme neid kui konkreetseid
fiiisikalisi esemeid. Punkte kujutleme kui mingi kindla suurusega
herneteri. Oletame, et need herneterad on kerakujulised ja kiillalt
pehmed (niiteks vees leotatud), et neid saab noelaga 14bi torgata ja
tiikkideks 1oigata. Sirgeid kujutleme kui hésti peeni terasvardaid ja
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tasapindu kui hésti ohukesi lesti. Esmalt kujutleme, et need lestad, var-
dad ja herneterad ei ole millegagi seotud ja et nad asetsevad kogum
eri kohtades: iihes kohas kuhi herneid, teises — kimp terasvardaid ja
kolmandas — virn lesti. Hakkame niiiid neid allutama nendele tingi-
mustele, mida sisaldavad meie aksioomid. Meie iitleme, et punkt aset-
seb sirgel, kui varras on hernest ldbi torgatud voi vdhemalt osaliselt
tungib temasse. Meie iitleme, et punkt asetseb tasapinnal, kui Ghuke
lest I6ikab hernetera pooleks voi tungib ainuit servaga herneterasse.
Lopuks iitleme, et sirge asetseb tasapinnal, kui peenike varras on lesta
servaks, s. o. kui varras kogu ulatuses liibub lesta servale, ei iihele
ega teisele poole vilja ulatudes. Mida tdhendavad neil tingimustel
aksioomid? Nad noduavad, et meie herneterad, vardad ja lestad aset-
seksid ruumis nii, et iga paar herneteri oleks ldbi torgatud vahemalt
ithe vardaga voi oleks iihele vardale liikitud (aksioom 1); et iga
varras labiks vdhemalt kahte hernetera (aksioom 2); et iga kolmik
herneteri oleks iihe lestaga ldbi 1oigatud ja et iga lest ldbiks vahe-
malt iihe. hernetera (aksioom 3); et kui iihele vardale liikitud kaks
hernetera mingi lestaga 14bi loigata, siis see lest l6ikab koiki herne-
teri, mis voiksid veel olla liikitud sellele vardale (aksioom 4); et
kui kaks lesta loikavad iihte ja sama hernetera, siis 16ikavad nad veel
vahemalt iihte hernetera (aksioom 5); et on olemas védhemalt neli
hernetera, mida iiks ja sama lest ei I6ika (aksioom 6). Neile noudeile
peavad vastama meie herneterad, vardad ja lestad. Sadrast hernetera,
varraste ja lestade kombinatsiooni ei ole raske ehitada. Toepoolest,
eraldame lestade virnast neli lesta. Loikame neid servi méoda nii, et
igaiihel oleks kindla suurusega vordkiilgse kolmnurga kuju. Varraste
kimbust votame 6 varrast ja murrame otstest tiikid dra nii, et koik var-
dad oleksid vordkiilgse kolmnurga kiiljega iihepikkused. Edasi votame
4 hernetera ja moodustame - jargmise kujundi: 4 lestast koostame
korrapédrase tetraeedri; lestade servade liitekohtadele paigutame var-
«dad ning tetraeedri tippudesse asetame herneterad nii, et lestade ser-
vad oleksid neile sisse Ioigatud ja vardad otsapidi neisse torgatud.

See herneste, varraste ja lestade komplekt rahuldab koiki iilemal
seatud noudeid, s. o. vastab koigile meie aksioomidele.

Sellest nditest nahtub, et 1. rithma aksioomidele vastavate punk-
tide, sirgete ja tasapindade hulk voib olla 1oplik. Meie niites on meil
ainult 4 punkti, 6 sirget ja 4 tasapinda.

Teise rithma aksioomide — «jdrjestuse aksioomide» iilesandeks
on selgesti viljendada need oletused, millele toetume, kui koneleme
ithest voi teisest punktide jéirjestusest sirgel ja tasapinnal. Tahtsa-
maks moisteks on siin {ihe punkti asetsemine sirgel kahe teise punkti
vahel Selle maiste loogiline sisu véljendubki teise riihma aksioo-
mides. Selle rithma aksioomid on jargmised:

1. Kui punkt B asetseb punktide A ja C vahel, siis A B ja C
on tksteisest erinevad sirgjoone punktid ning B asetseb ‘ka C ja A
vahel.

2. Kui sirgel on antud kaks punkti A ja B, siis on sellel sirgel
veel vdhemalt iiks punkt C nii, el B asetseb A ja C vahel.

3. Kolmest sirgel antud punkttst el asetse rohkem kui iiks kahe
teise vahel.

4. Kui antud tasapinnal on antud kolmnurk ABC ja mingi sirge a,
mis ei labi iihtegi kolmnurga tippu ja loikub loiguga AB, siis loikub
ta tingimata kas loiguga BC voi loiguga AC.
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Neis aksioomides esitatud- noudeid peavad rahuldama meie punk-
tid, sirged ja tasapinnad. See tetraeedri tahkude, servade ja tippude
komplekt, mis rahuldas 1. rithma aksioomide noudeid, ei vasta enam
2. rithma aksioomidele. Toepoolest, igale meie vardale oli liikitud ainult
kaks hernest, kuna teise rithma 2. aksioom nouab, et sirgel oleks véhe-
malt kolm punkti. Pohjalikum analiilis néditab, et igal sirgel peab aset-
sema loendamatu hulk punkte ning et 1. ja 2. rithma aksioome koos-
voetult rahuldab ainult I6pmatu hulk punkte, sirgeid ja tasapindu.!

Kolmanda riihma aksioomide — «kongruentsi aksioomide» — iiles-
andeks on kindlaks maédrata l6ikude ja nurkade vordsuse pohitingi-
mused. See rithm sisaldab jargmisi aksioome:

1. Igale sirgele voib igast punktist paigutada antud lGiguga
vordse loigu.

2. Kaks loiku, mis on véordsed kolmandaga, on omavahel vérdsed.

3. Olgu A, B, C punktid ihel sirgel ja A,, By, C, samuti punk-
tid iihel sirgel ning olgu AB=AB,, BC=B\Cy; kui loikudel AB ja
gg r;;ng samuti loikudel A\B, ja B,C, ei ole tiihiseid punkte, siis

Ci.

4. Antud sirge mistahes punktist voib selle sirge uhele 00l teisele
poole ehitada iihe ja ainult ihe nurga, mis on vordne antuga; iga
nurk on vordne iseenesega. .

5. Kui kahes kolmnurgas ABC ja Ai\B,C, kiilied AB=A,B,,
AC=A,C, ja £ZBAC=/B;A\C,, siis ABC= éABCl

Paneme téhele- viimast aksioomi.

Geomeetria Opikutes see aksioom esineb kolmnurkade kongruent-
suse teise tunnuse jareldusena. Kuid kolmnurkade kongruentsus ise
toestatakse sel juhul pealepaigutamise teel ja eeldab seega kujundite
iimberpaigutamise voimalust. Kuid sdarane {imberpaiguta-
mine moodustab omakorda mingi uue, seejuures meie siisteerni mitte-
kuuluva aksioomi. Seepérast tulebki 5. lauset votta kui uut aksioomi.
Tema rakendamine asendab geomeetrias tarvitusel oleva kujundite
iimberpaigutamise votte.

A A A A At B A, L Ay

Joon. 158.

Neljanda aksioomide rithma moodustab iiksainus — «paralleelide
aksioom». Seejuures paralleelsirgete olemasolu voimalus toestatakse
ilma uute aksioomideta. Seepdrast aksioom nouab ainsa paralleel-
sirge voimalust:

antud tasapinnal ei saa ehitada ldbi antud punkti rohkem kui iihe
sirge, mis ei loiku antud sirgega. Sellest aksioomist konelesime juba
eespool.

! Selle toestus ei kuulu selle raamatu piiridesse.
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Lopuks viienda ja viimase aksioomide rithma moodustavad "«pide-
vuse aksioomid». See rithm koosneb kahest aksioomist.

1. Arhimedese aksioom. Kui AB ja CD on mistahes loigud, siis
sirgel AB on olemas niisugune punktide hulk Ay, As, As, ..., A,
et AA =AAy=AA;= ... ':-An——l An:CD ja et B asetseb An—l
Jja A vahel (joon. 158).

2. Sirge tiielikkuse aksioom. Sirge punktid moodustavad punk-
tide siisteemi, millele ei saa lisada uusi punkte, mida voiks lugeda
samale sirgele kuuluvateks, rikkumata varem iilesseatud aksioome.!

Esimene — Arhimedese aksioomi sisu on selge: aksioom nouab,
et sirge iga punktini, kui kaugel ta olekski margitud, voib kiiiindida.
tehes lopliku arvu vordseid samme, ja et seega on voimalik moota
sirge iga punkti kaugust antud punktist. Seepdrast seda aksioomi
nimetataksegi monikord mootmise aksioomiks.

Vaatame, milles seisneb sirge tdielikkuse aksioom.

Algebra kursusest on teada, et kui arvteljel markida koik ratsio-
naalsete abstsissidega punktid, siis sellega ei ole veel arvtelje koik
punktid ammutatud: nende punktidega iiksi ei ole sirge veel pidevalt
‘tdidetud. Irratsionaalsete abstsissidega punktid on veel markimata.
Kui voetakse tarvitusele algebralised irratsionaalarvud igasuguste
juurijatega ratsionaalarvude juurte ja ratsionaalsete kordajatega
algebraliste vorrandite lahendite ndol ja margitakse nendele vastavad
punktid arvteljel, siis arvtelg rikastub uute punktidega, millede abstsis-
sid on irratsionaalsed. Kuid arvteljele jdab ikka veel tithje kohti, kuhu
voib paigutada veel uusi punkte. Nii néditeks on arvteljel méarkimata

b

punktid abstsissidega 7, -7, ™, Y7 jne. Arvtelg tditub alles siis,
3 Vo ]

2
kui voetakse tarvitusele koik reaalarvud. Pdrast seda ei saa sinna
enam uut punkti paigutada. Sirgel ei ole enam tiihja kohta. Tiie-
likkuse aksioom nouab, et geomeetrilisel sirgel oleks nimelt see oma-
dus: et temas ei oleks tiihja kohta, kuhu voiks paigutada uue punkti.

Sellest aksioomist . jareldub, et igale reaalarvule vastab walitud
abstsisside lugemise alguse ja ithiku ning suuna puhul kindel sirg-
joone punkt ja iimberpoordult — igale sirge punktile vastab kindel
reaalarv. :

Sddrane on aksioomide loetelu, milledel praegusel ajal baseerub
eukleidiline geomeetria.

5. Kui niiiid analiiiisida kogu elementaargeomeetria kursust, siis
markame, et iiheski toestuses meie ei toetunud muule kui iilaltoodud
aksioomide stisteemile. Moned meie oletused, nagu paralleelide
aksioom ja moned ithendamisaksioomid, olid sonades otse véljendatud,
teisi rakendasime vaikides kui endastmoistetavaid. Kongruentsi aksioo-
‘mid asendasime oletusega, et kujundeid on voimalik ruumis {imber
paigutada. Kuid see oletus ise, nagu naitab tema pohjalikum ana-
litis, on komplitseeritud aksioom, mis on samavdirne kongruentsi
aksioomide rithmaga.

! Téapsemalt: rikkumata kahte esimest ithendamisaksioomi, jar-
jestuse aksioome, esimest ‘kongruentsi aksioomi ja Arhimedese
aksioomi.
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