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Liihikokkuvote Bakalaureuset6o koosneb kahest osast. Neist esimeses konst-
rueeritakse Banachi ruumide £,-summade abil mitterefleksiivne Banachi ruum,
mis on isomorfne oma teise kaasruumiga. See on toodud omadustega alter-
natiivne ndide Jamesi ruumile. Teises osas modifitseeritakse loodud konst-
ruktsiooni ja selle abil tuuakse uus lahendus lineaarse mootme probleemile.
T66 pohineb A. Plichko ja M. Wojtowiczi artiklil 2003. aasta “Note on a
Banach Space Having FEqual Linear Dimension with its Second Dual”, mis
omakorda kasutab Ezrohhi 1998. aasta artiklis “On linear dimension” loodud

konstruktsiooni.
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Abstract This Bachelor’s thesis consists of two parts. In the first part, a non-
reflexive Banach space, which is isomorphic to its second dual, is constructed
using Cartesian ¢,-products of Banach spaces. It is an alternative example
to James’ space with the these properties. In the second part, the created
construction is modified to give a new solution to the linear dimension prob-

lem. The thesis is based on A. Plichko and M. Wojtowicz’s article “Note on a



Banach Space Having Equal Linear Dimension with its Second Dual”, which

uses the construction created by Erokhi in his article “On linear dimension”.
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Sissejuhatus

1950. aastal toi R. C. James esimesena néite pikalt otsitud mitterefleksiivsest
Banachi ruumist (vt. alapeatiikk 1.1), mis on isomorfne oma teise kaasruu-
miga [3].

Lineaarse mootme probleemi piistitas Banach 1932. aastal [4]. Nimelt, kui
ruum X on isomorfne mingi ruumi Y alamruumiga ja ruum Y on isomorfne
mingi ruumi X alamruumiga, kas sellest jareldub, et ruumid X ja Y on
isomorfsed? Selle probleemi klassikaline lahendus esitati Banachi ja Mazuri
poolt 1933. aastal [5].

Kéesolev bakalaureuset66 pohineb A. Plichko ja M. Wojtowiczi 2003. aas-
ta artiklil “Note on a Banach Space Having Equal Linear Dimension with its
Second Dual” [1]. See artikkel kasutab Ezrohhi 1948. aasta artiklit “On linear
dimension” [2|, milles piiiiti leida uut lahendust lineaarse mootme problee-
mile. See lahendus osutus valeks. Plichko ja Wéjtowicz aga néitasid, kui-
das Ezrohhi poolt loodud konstruktsiooniga anda alternatiiv Jamesi ruumile
ja sarnase konstruktsiooniga anda alternatiivne lahendus lineaarse mootme
probleemile.

Bakalaureuset66 koosneb kahest osast.

Esimeses osas seletatakse lahti Ezrohhi konstruktsioon, mis kasutab Ba-
nachi ruumide £,-summasid. Naidatakse Plichko-Woéjtowiczi artikli eeskujul,
et loodud ruum on mitterefleksiivne Banachi ruum, mis on isomorfne oma
teise kaasruumiga.

To0 teises osas muudetakse konstruktsiooni nii, et see tooks lihtsa la-
henduse lineaarse mootme probleemile. Selle osa toestus kasutab kvaasikaas-

ruume ja erineb Plichko-Wéjtowiczi omast, milles kasutatakse Grothendiecki



ruumide omadusi. See on uus ja monevorra lihtsam l&dhenemine.



1 Vajalikud moisted ja eelteadmised

Selles osas esitame hiljem vajalikke definitsioone ja abitulemusi. Seejuures
kasutame jargmisi tahistusi:

Suured tdhed X ja Y tahistavad Banachi ruume iile iihe ja sama korpuse
K, kus K = R voi K = C. Kujutuse A : X — Y korral tdhistame kujutist
A(X) = {A(z) | € X}. Koigi ruumide X ja Y vahel tegutsevate pidevate
lineaarsete operaatorite Banachi ruumi A : X — Y tahistame £(X,Y). Té&-
hituse £(X) all moéistame ruumi £(X, X'). Koigi pidevate lineaarsete funkt-
sionaalide f : X — K nimetatakse ruumi X kaasruumiks ja tdhistame X*.
Seejuures ruumi X teist kaasruumi (tema kaasruumi X * kaasruumi) téhistme

X** ja k-ndat kaasruumi X *.

Definitsioon. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning 7' : X — Y bijekt-
sioon. Oeldakse, et T on isomorfism, kui ta on lineaarne, pidev ja tema
podrdoperaator T~ on pidev. Siis 6eldakse ka, et normeeritud ruumid X ja

Y on isomorfsed ja kirjutatakse X ~ Y.

Lause 1 (Banachi teoreem poordoperaatorist, vt nt 139 [6] ). Olgu X ja Y
Banachi ruumid ning operaator A € L(X,Y) bijektiivne. Siis ka poordope-
raator A~! on pidev ja lineaarne, st A~ € L(Y, X).

Siit on ilmne, et pidev lineaarne bijektsioon Banachi ruumide vahel on

isomorfism.

Definitsioon. Operaatori A € L(X,Y) kaasoperaatoriks nimetatakse ope-

raatorit A* : Y* — X* mis on méadratud vordusega
A*(g) = g(A), g e Y™
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Lause 2 (vt nt 1k 178 [6]). Kui A € L(X,Y), siis ka A* € L(Y™*, X*).

Lause 3 (vt nt 1k 179 [6]). Kui A € L(X,Y) ja leidub A~ € L(Y, X)), siis
on olemas ka (A*)™' € L(X*,Y*) ning (A*)~! = (A71)*,

Siit on selge, et kui kujutus 7" € £(X,Y’) on isomorfism, siis on isomorfism

ka T* € L(Y*, X*).

Definitsioon. Operaatori A : X — Y graafikuks nimetatakse otsekorrutise
X x Y alamhulka {(z, A(z)) e X xY | z € X}.

Lause 4 (teoreem kinnisest graafikust, vt nt lk 148 [6]). Olgu X jaY Banachi
ruumid ning A : X — Y lineaarne operaator. Kui operaatori A graafik on

kinnine ruumis X XY, siis A on pidev.



2 Jamesi ruumi alternatiiv

Selles peatiikis selgitatakse, milles seisneb refleksiivsus, ja tutvutakse Ba-
nachi ruumide ¢,-summadega. Neid teadmisi kasutades ndidatakse, kuidas
Plichko-Wojtowiczi artikkel kasutab Ezrohhi konstruktsiooni Jamesi ruumi

alternatiivi loomisel.

2.1 Refleksiivsus

Jargnev késitlus pohineb suuresti E. Oja ja P. Oja opikul “Funktsionaalana-
litis” [6].
Olgu X Banachi ruum iile korpuse K ja X** tema teine kaasruum. Vaa-

tame funktsionaali F, : X* — K, mis on defineeritud vordusega

F(f) = f(2), f € X

Saab vahetult kontrollida, et kujutus F), on lineaarne. Funktsionaali F}, normi

leiame rakendades jargmisi tulemusi.

Lause 5 (Hahn-Banach, vt nt lk 165 [6]). Olgu Y normeeritud ruumi X
alamruum. Kui fo 1Y — K on pidev lineaarne funktsionaal, siis leidub talle

pidev lineaarne jatk f: X — K nii, et || f]| = || fol|-

Jareldus 6. (teoreem piisavast arvust funktsionaalidest) Olgu X # {0}. Siis
iga v € X korral leidub f € X* nii, et ||f|| =1 ja f(x) = ||z

Jéreldus 7. Iga x € X korral ||z[| = supy < [|f()]]-

Niiiid saame

[Fall = sup [ F(f) |= sup | f(z) |= ]|
! 1<t



Defineerime niiiid kujutuse jx : X — X** seosega
Jjx(x) = F,,x € X.

Kujutust jx nimetatakse ruumi X kanooniliseks sisestuseks teise kaasruumi

X**. Kujutus jx on ka lineaarne, sest
Jx (@1 + 22)(f) = Foyya, (f) = (@1 + 22) = f(21) + fl22) =

= Fo, (f) + Foo () = Jx (20)(f) + jx (22)(f),
ixAz)(f) = Faa(f) = f(Az) = Af(x) = Njix (2)(f),

kus z1,z9,x € X ja A € K. On selge, et ||jx(x)| = ||z]|, z € X.
Seega kujutus jx on isomeetriline isomorfism ruumi X ja teise kaasruumi

X** alamruumi jx(X) vahel.

Lemma 8 (vt nt lk 181 [6]). Olgu A € L(X,Y'). Siis kehtib vordus
A% jx = jy A.

Definitsioon. Oeldakse, et Banachi ruum X on refleksiivne, kui tema ka-

nooniline sisestus jx oma teise kaasruumi on siirjektsioon.

Lemma 9. Refleksiivse ruumiga isomorfne normeeritud ruum on refleksiiv-

ne.

Toestus. Olgu X refleksiivne ruum, Y normeeritud ruum ja 77 : X — Y
isomorfism. Siis ka operaatori T" kaasoperaator 1™ on isomorfism ja T™* iso-
morfism. See tdhendab, et T™** on siirjektsioon.

Niitame, et Y on refleksiivne. See tdhendab, et jy (Y) = Y**. Valime vabalt

elemendi y** € Y**.
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Téanu kujutuse 77 stirjektiivsusele leidub z** € X** = jx(X) nii, et y™ =
T (x**) = T* jxx mingi z € X korral. Seega y** = jy(T'(z)). See tdhendab,
et y™* € jy(Y). Teisisonu, jy on siirjektsioon, mis tdhendab, et Y on reflek-

siivne. O
Lause 10 (Pettis). Refleksiivse ruumi kinnine alamruum on refleksiivne.

Toestus. Olgu X refleksiivne ruum ja olgu Z C X kinnine alamruum. Olgu
1: Z — X sisestusoperaator. Teame, et jxt = 1**j.

Néatame, et jz on siirjektiivne. Selleks fikseerime vabalt z** € Z**. Siis
i (2*) € jx(X) = X*. See tdhendab, et leidub z € X nii, et i**z* =
jx(z). Naitame, et x € Z. Oletame vastuviiteliselt, et « ¢ Z. Hahn-Banachi
teoreemi pohjal tahendab see, et leidub z* € X* nii, et 2*|z = 0 ja |2*(x)| =
1. See téhendab, et i*z* = 0, aga x*(z) # 0. Seega (i**z**)(2*) = 2**(i*z*) =
0 ja samas (" 2™)(z*) = (jx(x))(z*) = 2*(z) # 0. Oleme saanud vastuolu.
Jarelikult z € Z.

Seega i**jz(x) = jxi(x) = jx(z) = **2**, kuna i** on injektiivne, saame

Jz(x) = z**. O

Jareldus 11 (Pettis). Olgu X Banachi ruum. Siis X on refleksiivne parajasti

siis, kut tema kaasruum X* on refleksiivne.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et X on refleksiivne ja nditame, et siis ka X*
on refleksiivne. Selleks peame veenduma, et iga *** € X*** korral leidub

r* € X* nii, et jx-(2*) = 2***. See tdhendab, et

Teame, et X** = jx(X). Seega piisab nédidata, et (jx+)(jxz) = 2™*(jxx) iga

x € X korral. Seega on kujutus jx- siirjektsioon.
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Pirsavus.Olgu X* refleksiivne. Toestatu pohjal tdhendab see, et ka X**
on refleksiivne. Tanu lausele 10 teame, et kujutis jx(X) ruumi X** kinnise
alamruumina on refleksiivne. Kujutise jx (X ) kinnisuseks piisab néha, et tdnu
ruumi X taielikkusele ja faktile, et jx on isomorfism, on téielik ka alamhulk
Jx(X). Ning téielik alamhulk on kinnine. Kuna jx(X) on refleksiivne ja jx

on isomorfism, siis lemma 9 pohjal on X refleksiivne. O]

Teame, et ¢ ~ {1 ja cf* ~ {7 ~ l. Kirjeldame niiiid kujutust j.,. Olgu
x = (x,) € ¢g. Kuna = € l, siis iga f = («a,) € ¢; korral
z(f) = anan = Zanxn = f(x).
neN neN
Jarelikult F,, = x, mistottu j,(z) = =, € cp. Seega jq,(co) =~ co # oo €hk
ruum c¢g pole refleksiivne. Ténu jéareldusele 11 on selge, et refleksiivne pole

siis ka ruum cjj =~ ¢;.

2.2  Alamruumi taiendatavus

Alljargnev alapeatiikk tugineb oma kisitluses tugevasti Joosep Lippuse ba-

kalaureuse t66le “Alamruumide taiendatavus” [9)].

Definitsioon. Olgu X vektorruum ning Y ja Z tema alamruumid. Kui iga
element x € X esitub iihesel viisil summana x =y + z, kusy € Y ja z € Z,
siis 6eldakse, et X on alamruumide Y ja Z sisemine otsesumma (tdhistatakse

X =Y&Z).

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ja Y C X tema kinnine alamruum.
Oeldakse, et Y on tdiendatav ruumis X, kui leidub kinnine alamruum Z ¢ X

nii, et X = YPZ.
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Definitsioon. Olgu X vektorruum. Lineaarset operaatorit P : X — X

nimetatakse projektoriks, kui P? = P.

Lemma 12. Olgu Y vektorruumi X alamruum. Lineaarne operaator on pro-
jektor ja P(X) =Y parajasti siis, kui P(X) CY ja Ply) =y igay € Y
korral. Seejuures P(X) = {z € X | P(z) = z}.

Toestus. Olgu P : X — X projektor. Naitame esmalt, et P(X) = {z €
X|P(xz) = z}. Kul P(z) = z, siis ¢ € P(X). Kui aga x € P(X), siis leidub
y € X nii, et P(y) = z. Niiiid P(z) = P*(y) = P(y) = =.

Tarvilikkus. Eelneva pohjal ilmne.

Piisavus. Valime vabalt x € X. Kuna P(X) C Y, siis P(z) =y € Y.
Seega P%*(z) = P(y) = y = P(z) ja P? = P. Kuna iga y € Y korral
P(y) = y, siis eelneva pohjal Y C P(X). Jarelikult P(X) =Y. ]

Kujutuse tuuma all moistame koikide ldhteruumi elemente hulka, mis

kujutuvad sihtruumi null elemendiks ehk kujutise A : X — Y tuum on
ker A ={z € X | A(x) =0}.

Lemma 13. Olgu X vektorruum ja P projektor. Siis P(X) = ker(I — P) ja
(I — P)(X) = ker P.

Téestus. Esimese vorduse toestamiseks néitame, et P(X) C ker(I — P) ja
ker(I — P) C P(X). Olguz € P(X). Eelneva pohjal tahendab see, et P(x) =
x ehk v — P(z) = 0 ja jérelikult o € ker(/ — P). Olgu ntiiid x € ker(I — P), see
tahendab . — P(z) = 0 ehk P(z) = x. Eelneva pohjal saame sellest jareldada,
et z € P(X).

13



Veendume veel, et operaator I — P on projektor. Tdepoolest,
(I-P?=(I-P{I-P)=I°-P-P+P=]-P-P+P=I1-P.

Niiiid saame eelneva vorduse pohjal (I — P)(X) = ker(I — (I — P)) = ker P.
[l

Lemma 14. Olgu X Banachi ruum. Tema kinnine alamruum Y on tdien-

datav parajasti siis, kui leidub projektor P € L(X) nii, et Y = P(X).

Toestus. Tarvilikkus. Olgu Y C X tdiendatav alamruum. Definitsiooni ko-
haselt tahendab see, et leidub kinnine alamruum Z C X nii, et X = Y& Z.
Seega iga x € X on iiheselt esitatav kujul z = y + 2, kusy € Y ja z € Z.
Defineerime operaatori P : X — X seosega P(x) = y ja néitame, et P ongi
otsitav operaator.

Kontrollime esmalt, et operaator P on lineaarne. Selleks fikseerime vabalt
x1, 9 € X. Eelduse kohaselt leiduvad siis y1, y2 € Y ja 21, 2o € Z nii, et

r1 =Y + 21 ja xo = Y3 + 2. Operaatori P definitsiooni kohaselt
P(z1+x2) = P(yh+21+y2+22) = P +yeta1+22) = yitye = P(x1)+P(x2).

Valime niitid vabalt x € X ja A € K. Seejuures olgu elemendi z esitus

xr =y + 2. Siis
PA\x) =P(ANy+2)) = P(Ay+ A\z) = \y = A\P(x).

Seega on P lineaarne operaator.

Operaatori P definitsioonist on selge, et P(X) C Y. Olgu y € Y suvaline.
Element y esitub ruumi X = Y@ Z elemendina kui y = y + 0. Operaatori P
definitsiooni pohjal P(y) = y. Lemma 12 pohjal on P projektor ja P(X) =Y.
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Néitame niitid, et projektor P on pidev. Selleks kasutame teoreemi kinni-
sest graafikust. Selle kohaselt on Banachi ruumide vahel tegutsev lineaarne
operaator pidev, kui tema graafik on kinnine.

Veendume, et projektori P graafik on kinnine. Vaatleme jada (x,) C X,
kus z, — z. Olgu P(z,) — y. Niitame, et siis P(x) = y. Projektori P
definitsiooni kohaselt iga n € N korral x, = P(x,) + z,, kus z, € Z. Kuna
x, — xja P(x,) — vy, siis z, = ©, — P(z,) =  —y. Alamruumi Z kinnisuse
tottu z—y € Z ja alamruumi Y = P(X) kinnisuse tottuy € P(X). Jarelikult
leidub xy € X nii, et y = P(x). Seega v = P(x) + (¢ — y). Projektori P
definitsiooni kohaselt saame y = P(zo) = P(x). Seega on projektori P graafik
kinnine.

Veendusime, et projektor P on lineaarne ja rakendades teoreemi kinnisest
graafikust, saame, et P € L(X).

Piisavus. Eeldame, et leidub projektor P € £(X) nii, et P(X) =Y. Iga
elemendi z € X korral x = P(x)+ (z — P(z)). Kuna P ja I — P on molemad
pidevad projektorid, siis P(X) ja (I — P)(X) on mdlemad kinnised ruumi
X alamruumid. Téahistades y = P(x) ja z = (I — P)(z), saame elemendi x
esituse z =y + 2,y € P(X) jaz e (I — P)(X).

Néitame, et see esitus on iihene. Olgu veel z = y; + 21, kus y; € P(X) ja
z1 € (I —P)(X). Lemma 13 pohjal (I — P)(X) = ker P, ehk P(z;) = 0. Seega
P(z) = y;. Samas y; € P(X), mistottu P(y1) = y1. Seega y = P(x) = y;
jazy =x —y, =x — P(x) = z. Esitus on seega iihene, mistottu téhistades

Y = P(X) saame X = Y&(I — P)(X). O

Lause 15 (Dixmier). Olgu X normeeritud ruum ning olgu jx : X — X**

ja jx= + X* = X** kanoonilised sisestused. Stis jx-j% on projektor, mille
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kugutisruum on isomorfne ruumiga X*. Teisisonu, X* on alati tdiendatav

ruumis X .
Toestus. On selge, et pidevate lineaarsete operaatorite kompostisioon jx«j% €
L(X**). Paneme veel téhele, et
(x=dx)Uxdx) = Jx-Ix<Jx = jx+Jx-
Seega kujutus jx-j% on projektor. Teame, et kujutus j% on siirjektsioon.

Tanu sellele saame
JxJx (X)) = jx«(X") ~ X*.
O]

Lemma 16. Olgu X ~Y ja ruumi X kanooniline kujutis jx(X) tdiendatav
tema teises kaasruumis X**. Siis on ka ruumi'Y kanooniline kujutis jy (Y)

tdiendatav tema teises kaasruumsis Y **.

Toestus. OlguT € L(Y, X ) isomorfism. Teame, et siis on ka 7" € L(Y**, X**)
isomorfism. Olgu Px € L(X**) projektor alamruumile jx (X). Vaatame kuju-

tust Py = jyT~'j' PxT**. On lihtne veenduda, et Py € L(Y**)ja Py (Y**) =
Jy (Y). Jaab veel nédidata, et Py on projektor. Toepoolest,

P = Gy Py ™) Gy T P T™)
= yT jx Px(xT)T i PxT™ = jy T Px (xdx ) Px T
= T jx (PxPx)T™ = jyT~'jx' PxT™ = Py.
O
Tanu teadmisele, et ¢ ~ ¢; [6, vt nt 1k 163], saame jargmise jarelduse.

Jareldus 17. Ruum ¢, on tdiendatav oma teises kaasruumis (7*.
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2.3 Banachi ruumide /,-summa

Alljargnev késitlus tugineb Pietchi raamatule “Operator Ideals” 7).

Definitsioon. Olgu X;,: € I C N, Banachi ruumid ja 1 < p < oo, antud arv.
Siis Banachi ruumide X; ¢,-summaks (3, ; X;) 0 nimetatakse koigi selliste
jarjendite x = (x;);cr hulka, kus x; € X;, i € I, ja (||z;]]) € ¢, kui I on
lopmatu.

Tehted Banachi ruumide ¢,-summas on defineeritud punktiviisi.

Lemma 18 (vt nt 1k 35 [7]). Vektorruum (3, cy X”)ep on Banachi ruum
normiga |al| = (3 ,ex lal”)7-

Lemma 19. Ruum X, j € I, onisomorfne tiiendatava alamruumiga ruumis
(Ziel Xi)e,,'

Toestus. Olgu j € I fikseeritud. Vaatame kujutust 7" : X; — (Zie[ Y;)Ep,
kus ¥; =0, kui ¢ # 7, ja ¥; = X, kui ¢ = j, mis on defineeritud seosega

T(x)=(0,0,..,0,2,0,...), z € X;

kus z on jada j-s liige. Kuna Banachi ruumide ¢,-summas on tehted definee-
ritud punktiviisi, on kujutuse 7' lineaarsus ilmne. Tema pidevuse nditamiseks

veendume normi tokestatuses

Il = sup [ T(x)]| = sup [z[| =1.
Jall <1 Jall <1

Néitame niiiid, et ruum (3,.,¥;), on ruumi (3, ,X;), téiendatav
P P
alamruum. Selleks defineerime kujutuse P : (3, ; Y;) 6 (Xier Xi) y, S€0-

sega

iel

P(QJ) = (0,0,...,0,1‘j,0,...), xr = (I‘l, T2, ..., IJ7) - (ZXz) .
V4

p
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Naitame, et kujutus P on projektor. Taaskord on ilmne, et P on lineaarne.

Jaiab veel veenduda, et ta on pidev. Selleks paneme téhele, et

IP||P = sup [[P(x)]|P = sup [lz;][” < 1.

llzll<1 llzll<1
Kujutuse P definitsioonist on ka ilmne, et P? = P. Kokkuvottes olemegi

saanud, et P on projektor. O

Maérkus 1. Edaspidi tdhistame kahe Banachi ruumi X ja'Y £,-summat konk-
reetset ¢, ruumi mdrkimata. Voime nii teha, sest mis tahes 1 < p, ¢ < 00

korral letdub C' > 0 nui, et saame kirjutada

Gz, 9)lle, = M1, NyDlle < ClIll, ylDlle = Cllz, y)lle,-

See tihendab, et lopliku otsesumma X @Y £,- ja {,-normid on ekvivalentsed.

Lause 20. Olgu X Banachi ruum ning Y ja Z tema alamruumid, kusjuures

X=Y®Z Siis XY ~ Z.
Toestus. Defineerime kujutuse 7' : Y & Z — X seosega
T(y,z)=y+z.

Kujutuse T' lineaarsus ja bijektiivsus on vahetult kontrollitavad. Et kujutus
oleks isomorfism, piisab 1 pohljal ndidata selle normi tokestatust. Tanu eel-
nevale mérkusele piisab, kui néditame tokestatust Banachi ruumide ¢;-normi
jargi. Toepoolest,
1Tl = sup [[T(y,2)[[ = sup [ly+z] <1
lly+z[|<1 lly+=2l1<1

Seega kujutus 7' on isomorfism. O
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Lause 21. Banachi ruumide X, Y ja Z {,-summal on jargmised omadused:
I. XY ~>YpX
2. XeY)oZ~Xo (Y& Z2),
3. XY ~2XpZ kY ~ 7.

Toestus. Tanu méarkusele 1 piisab, kui toestame lause mis tahes ekvivalentse

normi jaoks. Siinkohal kasutame ¢; normi.

1. Defineerime kujutuse 7' : X @y, Y — Y @y X seosega T'(z,y) =
(y,z), © € X, y € Y. Kujutus T on ilmselt lineaarne siirjektsioon

ning on lihtne néha, et see siilitab ka normi.

2. Olgu kujutus 7' : (X @, Y) @y, Z — X @y (Y @y, Z) defineeritud
seosega T ((x,y),2) = (z,(y,2)), x € X, y €Y, z € Z. On ilmne, et T
on korrektselt defineeritud lineaarne stirjektsioon.

Néitame, et T séilitab normi. Fikseerime vabalt x € X,y € Y jaz € Z.

Vaatame normi
|T((z,y), 2)|| = |(z, (g, 2)|| = |=|| + || (g, 2)]| =

= llzll + Nyl + Nzl = [ )l + N2l = 11, 9), 2)-

Seega on T isomorfism ruumide (X @y, Y) @y, Z ja X &y, (Y &y, Z)

vahel.

3. Olgu ¢ isomorfism Banachi ruumide Y ja Z vahel. Defineerime kujutuse

T: XY — X ® Z seosega T(x,y) = (z,¢(y)). Kuna ¢ on lineaarne,
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on selge, et ka T" on lineaarne. Niitame veel, et T" on tokestatud ja

seega pidev. Toepoolest,

|7 = sup |T(z,y)ll= sup |[(z,0(y)) < oo,
ll(z,y)]|<1 (=) <1

sest ¢ on tokestatud.

]

Lauses 21 toestatud omadusi saab loomulikul viisil laiendada mis tahes
loplikule Banachi ruumide ¢,-summale. Samuti on teisest omadusest selge,

et lopliku £,-summa puhul voime sulud ara jatta.

Lause 22. Olgu X,,, n € N, ja Y Banachi ruumid. Nende {,-summadel on

stis jargmised omadused:

1. (ZREN X”)fp = X'L D <Zn6N\{z} Xn)g ) (S N;

2 (CoenXn)y, 2V & (Lo Xn), o bui X 2V, i € N,

Toestus. 1. Fikseerime vabalt 7 € N. Defineerime kujutuse 7" : (ZneN Xn) 0
Xi®y, (Z%N\{i} Xn)ep i € Nyseosega T'(x) = x;®(x1, ..+, Tie1, Tig1,---),
kus z = (21, 9,...) € Njaz, € X,,,n € N. Kujutus T" on korrektselt
defineeritud lineaarne siirjektsioon. Selleks, et 7" oleks isomorfism jaab
veel néidata, et ta siilitab normi. Toepoolest,

IT@I7 = llzill? + > Naal® =D llzall? = |l

neN\{i} neN

2. Eelneva pohjal ilmne.
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Lemma 23. Kujutus T': {1 @y, {1 — {1, kus
T(':an) =z, T = (gjn)?y = (yn)7Z = (Zn) € gla
kusjuures

Zp = Tnt1, kuin on paaritu,
2
Zn = Ym, kui n on paarisarv,

on isomeetriline isomorfism.

Toestus. Ilmselt on kujutus T" korrektselt defineeritud lineaarne siirjektsioon.
Naitame, et T séilitab normi. Selleks fikseerime vabalt x, y € ¢; ja vaatame

elementi (z,y) € (1 ® {1),,, mille norm avaldub kujul

(@, )l = [lz| + [lyl]-
Siis

IT@l =) lzl= > leanl+ D lyzl=
n=1

neN, n on paaritu neN, n on paaris
00 )
=zl + ) [y =zl + llyll = [I(z.9)]-
n=1 n=1

]

Margime, et 5 normi korral sarnaselt defineeritud kujutus 7T pole iso-

meetriline isomorfism.

Lause 24 (vt nt 1k 35 [7]). (3,; Xi)z ~ (3 ier X7), > kus p,q € (1,00) on

- 1,1 _
sellised, et e = 1.
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Olgup, q € (1, 00), %—I—% = 1. Sobiv isomorfism on kujul 7" : (}°,; Xi*)eq —

(Xier Xi)zp, mis on defineeritud seosega

T(f1; f2:-) =,

kus f(x1, xo,...) = (fi(x1), fo(za),...), fi € X[ jax; € X;.

2.4 Teise kaasruumiga isomorfne mitterefleksiivne

Banachi ruum

Teoreem 1. Olgu X = <22°:D é?’“))e . Stis ruum X on mitterefleksiivne
2

Banachi ruum, mis on isomorfne oma teise kaasruumiga.

Toestus. On selge, et X on Banachi ruum. Alapeatiikis 1.1 négime, et ruum
{1 on mitterefleksiivne. Lemma 19 pohjal on ruum ¢; isomorfne tédiendata-
va alamruumiga (seega kinnine) ruumis X ja jdrelduse 11 pohjal on seega
mitterefleksiivne ka ruum X ise.

Lause 24 pohjal teame, et X** ~ ( ;‘;le?’“’)é . Seega jédb teoreemi

2

. 0 2k
kehtivuseks néaidata, et X ~ (Zk:l €§ )>€

2

Lausete 15 ja 23 pohjal voime kirjutada
Ténu sellele isomorfismile ja ¢,-summa omadustele saamegi

X = (Z €§2’“)> ~ 0 DU D (Z €§2’“)> ~
n=0 k=2

Lo

k=2 2 k=1 l2

Teisisonu, oleme naidanud, et mitterefleksiivne Banachi ruum X on isomorfne

lo

oma teise kaasruumiga. O
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3 Lineaarse mootme probleem

Alljargnevas osas toome lahenduse lineaarse mootme probleemile, konstruee-
rides teoreemis 2 ruumi Plichko-Wojtowiczi artikli eeskujul. Teoreemi 2 toes-
tus on aga meie arvates lihtsam ja kasutab Grothendiecki ruumide asemel

kvaasikaasruume.

3.1 Ruumideaal

Definitsioon. Banachi ruumide klass A on ruumideaal, kui kehtivad jéarg-

mised tingimused
1. tthem66tmeline Banachi ruum K € A,
2. kui X7, X, kuuluvad klassi A, siis ka X7 & X5 kuulub klassi A,

3. kui Z ~Y jaY C X on tidiendatav alamruum, siis ruumi X kuulumi-

sest klassi A jareldub ruumi Z kuulumine klassi A.

Definitsioonist on selge, et ruumideaal on kinnine isomorfismi suhtes.
Tuntumad néited ruumideaalidest on koikide Banachi ruumide klass, koi-
kide loplikumootmeliste Banachi ruumide klass ja koikide refleksiivsete ruumi-

de klass.

3.2 Kvaasikaasruumid

Definitsioon. Banachi ruumi X nimetatakse kvaasikaasruumiks, kui tema

kanooniline kujutis jx(X) on tdiendatatav tema teises kaasruumis X**.
Lause 15 pohjal on ilmne, et iga kaasruum on kvaasikaasruum.
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Lause 25 (vt nt lk 68|7]). Koigi kvaasikaasruumide klass on ruumideaal.

Toestus. Olgu A koigi kvaasikaasruumide klass. Lemma 16 pohjal on A kin-

nine isomorfismi suhtes.

1. Ilmne tdnu teadmisele, et ithemootmelise Banachi ruumi K teine kaas-

ruum on isomorfne tema endaga.

2. Olgu X ja Y kvaasikaasruumid. Vaatame nende summa X ¢ Y ka-
noonilist kujutist jxey (X @ Y) ruumis (X @& Y)**. Lausest 24 teame,
et (X ®Y)™ ~ X* @Y™ Lause 21 alapunkti 3 pohjal on selge, et
XY ~jx(X) @ jy(Y).

On jadnud veel néidata, et jx(X) @ jy(Y) on tdiendatav alamruum
ruumis X** & Y**. Defineerime kujutuse P : X* @ Y™ — X* ¢ YV**
seosega

P(x,y):(PX(x),Py(y)), reX jayey,

kus Px ja Py on projektorid vastavatele kanoonilistele kujutistele. Ku-
na Banachi ruumide /,-summas on tehted defineeritud punktiviisi, on
lihtne néha, et defineeritud kujutus on pidev ja lineaarne. Vahetult on
voimalik kontrollida, et kujutus P on projektor alamruumile jx(X) @

Jy (Y) nagu vaja.

3. Olgu Z ~ Y jaY C X taiendatav alamruum. Seejuures olgu X kvaasi-
kaasruum. Nagu toestuse alguses meenutatud, siis piisab siin naidata,

et jy(Y) on tdiendatav teises kaasruumis Y **.

24



Lemma 26 (vt nt lk 46 [8]). Igal lopmatul loenduval hulgal S leidub mit-
teloenduv alamhulkade stisteem (A;)ier nii, et sisteemi mis tahes kahe hulga

tihisosa on loplik.

Téestus. Uldisust kitsendamata voime lugeda hulga S vordseks ratsionaalar-
vude hulgaga Q. Mis tahes irratsionaalarvu p korral leidub ratsionaalarvude
jada (r,) nii, et r, — p. Siis hulgad kujul A, = {r, |7, — p} toestavad

lemma. O

Olgu A C N. Siis hulga ¢,,(A) all méistame hulga ¢, alamhulka kujul
loo(A) ={x = (Tp)nen € oo |, =0, kuin ¢ A}.

Lemma 27 (vt nt lk 46 [8]). Olgu T : {y — ( tokestatud operaator,
kusjuures T'(x) = 0 iga x € ¢y korral. Siis leidub lopmatu A C N nii, et iga
x € Uso(A) korral T(x) = 0.

Toestus. Vaatame naturaalarvude hulga mingite lopmatute alamhulkade stis-
teemi (A;);c; nagu lemmas 26. Oletame, et iga hulga jaoks leidub element
2" € lo(A;) nii, et T(x') # 0. Kuna saame alati elemente z° normeerida,
voime iildisust kitsendamata eeldada, et ||z*||o = 1 iga ¢ € I korral.

Leidub n € N nii, et hulk [, = {i € I |T(2%), # 0} on loendumatu.
Toepoolest, oletame, et iga n € N korral on hulk 7, loenduv. Sel juhul on
loenduv ka nende loenduv iihend |J, . n = I, mis on vastuolus lemmaga
26. Niisamuti leidub & € N nii, et hulk I, = {i € I ||T(2%),| > k~'} on
loendumatu. Toepoolest, kui hulk 7, oleks loenduv iga k € N korral, siis
peaks olema loenduv ka nende loenduv thend J, oy Ing = {i € I |2}| >

k~'} = I,,. Valime iga i € I, jaoks arvu «; nii, et |o;| =1 ja aya?, = |27].
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Olgu F C I, 16plik. Téhistame y = Y, p o;z’. Kuna mis tahes kahe
erineva x' vordsete nullist erinevate liikmete hulk on loplik, voime vaadata
y =u+ v, kus ||ull <1 ja v nullist erinevate liikmete hulk on 16plik. Kuna
v € ¢, Siis

1T (W) lloe = [IT'(w)]loe < [IT]]-
Siit
en(T(y) =Y IT(a")a] < (1T
i€F
Seega, kui |F| = m, siis mk™" < ||T||, st m < k||T||. Kuna see kehtib iga
I, . 1opliku alamhulga korral, oleme néidanud, et hulk 7, ; on loplik. Oleme

saanud vastuolu. O

Lause 28 (Phillips-Sobcezyk [8, vt nt lk 46]). Ei leidu tokestatud projektorit

ruumist oo ruumi cg.

Toestus. Oletame vastuvéiteliselt, et leidub projektor P : o, — ¢y. Vaatame
niitid operaatorit I — P. Lemma 27 pohjal saame P(x) = v iga x € (o (A), kus

A C N on lopmatu. On ilmne, et (o (A) € ¢o. Oleme saanud vastuolu. O
Jareldus 29. Ruum cq pole kvaasikaasruum.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et ruum ¢y on kvaasikaasruum. See ta-
hendab, et j.,(co) on tdiendatav alamruum ruumis ¢, mis on vastuolus lau-

sega 28. O

3.3 Lineaarse mootme probleem

Teame, et ruum X on alati isomorfne alamruumiga jx(X) oma teises kaas-
ruumis X**. Jargnevalt konstrueerime ruumi X nii, et ruum X** oleks iso-

morfne mingi alamruumiga ruumis X, aga ruumid X ja X** pole isomorfsed.
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Teoreem 2. Olgu X = (220:0 cé%)) . Sits X** on isomorfne alamruumiga
Lo

ruumis X, aga pole isomorfne ruumiga X .

Téestus. Lause 24 pohjal X** ~ (Z:ozl c[(]%)) . Niiiid lause 6 omaduse 1
¢

2
pohjal saame

o o
(Z C((JQk)) ~ co ® <Z C(()%)) ~ co B X
k=0 lo k=1 0o
Seega X** on isomorfne tidiendatava alamruumiga ruumis X.
Oletame niitid vastuviiteliselt, et X ~ X**. Kuna X™** on kvaasikaasruum,
peaks siis kvaasikaasruum olema ka ruum X. Lemma 19 pohjal on ¢, téien-

datav alamruum ruumis X. Seega peaks ka ¢y olema kvaasikaasruum. See on

vastuolus jareldusega 29. O]
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