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Sissejuhatus

Kaéesolev t66 keskendub loplikele korpustele ning nendes moodustatud mitmemuu-
tuja poliinoomidele ja nendest siisteemidele. T66 pohiliseks kiisimuseks on, kas on
tingimusi, millal poliinoomidel ja ka nende siisteemidel leidub lahendeid ning kui
neid leidub, siis kui palju neid on. T606s toestatakse tulemusi, mis seavad lahendite

arvule alumise tokke.

T66 koige olulisem teoreem on tuntud Chevalley-Warningi teoreemi nime all. Seda
seetottu, et Claude Chevalley ja Ewald Warning avaldasid 1935. aastal samas aja-
kirjanumbris artiklid, millest kujunes vélja tdnapéaeval nende nimede jérgi tuntud

teoreem [1].

To60 esimeses osas tutvustatakse hilisemate toestuste moistmiseks vajalikke mois-
teid ja tulemusi. Defineeritakse 16plikud korpused ning késitletakse nende omadusi.
Tutvustatakse mitmemuutuja poliinoomide ringi moodustamist ja poliinoomide

omadusi. Antakse ka ililevaade afiinsetest alamruumidest.

T66 teises osas toestatakse Warningi teoreem, Chevalley teoreem, Chevalley-Warningi
teoreem ja lisaks veel paar teoreemi, mis piiravad poliinoomide ja nende siisteemide
lahendite arvu. Vaadeldakse ka paar naidet, mis illustreerivad toestatud teoreemide

toimimist ja seatud piiride optimaalsust.

Bakalaureuset66 on referatiivne ning pohiliseks allikaks on Rudolf Lidli ja Harald
Niederreiteri opik "Finite Fields"[4]. Lisaks on kasutatud ka teiste autorite teoseid:

Paul R. Halmose [2], S. Langi [3| ja Gary L. Mulleni ja Daniel Panario [5].



1 Pohimoisted ja -tulemused

Enne selle t66 pohilise osa juurde asumist on vaja meil sonastada moned definit-

sioonid ja tulemused, mida on hiljem toestustes tarvis.

1.1 Loplikud korpused

Definitsioon 1.1 ([4, Definitsioon 1.28.|). Ringiks (R, +, -) nimetatakse hulka R,
millel on defineeritud kaks kahekohalist algebralist tehet + ja - nii, et

1. R on + tehte osas Abeli rithm.

2. - on assotsiatiivne ehk (a-b)-c=a- (b-c) koigi a,b,c € R korral.

3. Kehtib distributiivsuse seadus ehk koigi a, b, ¢ € R korral a-(b+c¢) = a-b+a-c
ja(b+c)-a=b-a+c-a.

Definitsioon 1.2 ([4, Definitsioon 1.29.]). 1. Oeldakse, et ring on iihikelemen-

diga ring, kui leidub element e nii, et ae = ea = a iga a € R korral.
2. Oeldakse, et ring on kommutatiivne, kui - tehe on kommutatiivne.

3. Ringi nimetatakse integriteetkonnaks, kui tegemist on kommutatiivse rin-
giga, millel on olemas iihikelement e # 0, kus vordusest ab = 0 jareldub, et

a=0voib=0.

4. Ringi nimetatakse kaldkorpuseks, kui tema nullist erinevad elemendid moo-

dustavad - suhtes rithma.
5. Kommutatiivset kaldkorpust nimetatakse korpuseks.

Definitsioon 1.3. Lopliku arvu elementidega korpust nimetatakse loplikuks kor-

puseks.



Mairkus 1.4. Kirjapildiga Na, kus a on korpuse element ja N € N, tdhistame me

N liidetavaga summat, kus iga liidetav on a.

Olgu F korpus ja K selle korpuse alamhulk. Kui K on ise samade tehete osas korpus
nagu F', siis 6eldakse, et K on korpuse F' alamkorpus. Korpust F' nimetatakse

korpuse K iilemkorpuseks.

Definitsioon 1.5 ([4, Definitsioon 1.6.]). Lopliku rithma G jirguks nimeta-

takse selle rithma elementide arvu |G].

Definitsioon 1.6 ([5, Definitsioon 2.1.40]). Elemendi a € G jarguks nimeta-

takse vahimat positiivset tdisarvu n nii, et a”™ = e, kus e on rithme G {ihikelement.

Definitsioon 1.7 (|5, Definitsioon 2.1.6]). Ringi R karakteristikaks nimetatakse
vahimat sellist positiivset taisarvu n, mille korral nr = 0 iga r € R puhul. Kui sellist

tdisarvu ei leidu, siis 6eldakse, et ringi karakteristika on null.

Lemma 1.8 (|4, Lemma 2.3.]). Kui F' on loplik korpus, kus on q elementi, siis iga

a € F korral a? = a

Teoreem 1.9 (|4, Teoreem 1.14.]). Lopliku rihma mistahes alarihma jark on selle
rihma jargu jagaja. Muuhulgas lopliku rihma iga elemendi jirk on selle rihma
Jjargu jagaja.

Definitsioon 1.10 ([4, Ik 50]). Lopliku korpuse F, multiplikatiivseks rithmaks

nimetatakse rithma, kuhu kuuluvad koik korpuse elemendid peale nullelemendi, ja

tahistatakse IE“qX )

Definitsioon 1.11 (|4, Definitsioon 1.3.]). Rithm G on tsiikliline, kui leidub
element @ € G nii, et iga b € G korral leidub mingi tdisarv j nii, et b = a’.

Sellist elementi a nimetatakse selle tsiiklilise rithma moodustajaks ja kirjutatakse

G = (a).

Definitsioon 1.12 ([4, Definitsioon 2.9.]). Tsiiklilise riihma Fy moodustajat ni-

metatakse selle rithma primitiivseks elemendiks.



Teoreem 1.13 (|4, Teoreem 2.8.]). Lopliku korpuse multiplikatiivne rihm on tsik-

liline.

Definitsioon 1.14 ([4, Definitsioon 2.27.]). Olgu a € Fgm = F ja K = F,.

Elemendi a norm Np/ () iile korpuse K avaldub kujul

a-ad-.. . a8 = glam=1/(a-1)

ning téhistatakse Np/g ().

Lemma 1.15 (|4, Teoreem 2.28.]). Olgu Fgm = F ja K =TF,. Kehtivad jirgmised

vdited.

1. Iga o, B € F korral Npg(af) = Npjg(a)Np/k(B)

2. Np/k kujutab korpuse F korpusele K ja rihma F* rihmale K*
8. Iga a € K korral Np/k(a) = a™

4. Iga o € F korral Np)i(a?) = Np/g ()

Definitsioon 1.16 (|4, Definitsioon 2.17.]). Olgu Fym korpuse Fy laiend ja olgu
a € IF,. Siis elemente o, a4, aq2, ...,a?" nimetatakse elemendi o kaaselementideks

korpuse F, suhtes.

1.2 Poliinoomid

Definitsioon 1.17 (|4, Definitsioon 1.49. ja lk 19]). Olgu R ring. Funktsiooni

f: R — R, mis defineeritakse eeskirjaga
f(X)=ap+ a1 X +as X+ ... +a, X",

nimetatakse lihemuutuja poliinoomiks iile ringi R. Poliinoomi f astmeks nime-

tatakse arvu n, kui a,, # 0, ja tdhistatakse stimboliga deg(f).
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Jargnev osa n-muutuja poliinoomide ringi moodustamisest on kirjutatud [4, lk 28|
pohjal.
Selleks, et moodustada n-muutuja poliinoom on meil vaja moodustada selleks sobiv

poliinoomide ring. Olgu R kommutatiivne ring koos {ihikelemendiga ja t1, ..., t, on

muutujad. Poliinoomide ringi R[t;] moodustatakse tavapérasel viisil. Mitme muu-

tujaga poliinoomide ringi moodustame rekursiivselt. Ringi R[t1, ..., t,] = R[t1,. .., tn—1][tn]
moodustame vaadeldes polilnoome muutujaga t, ile ringi R[t1,...,t,—1]. Ringi
Rl[t1,...,t,] elemendid on siis kujul

F=Ftn . t) = ai Lttty

kus kordajad a;, .. ;, € R. Sellist avaldist nimetatakse poliinoomiks muutujatega

ty,...,ty ile ringi R.

Definitsioon 1.18 (|4, Definitsioon 1.72.]). Olgu f € RJti,...,t,] antud kujul

Fltn,tn) = ai it i

Kui a;,. 4, # 0, siis ail,__int;:l . tﬁ{b nimetatakse poliinoomi f liikmeks ja i; +
...+ 1, nimetatakse likkme astmeks. Sellise poliinoomi astmeks loetakse tema
liikkmete astmete maksimumi. Poliilnoomi astet téhistatakse deg(f). Kui f = 0,
siis defineerime, et deg(f) = 0. Kui f = 0 voi koik litkmed on sama astmega, siis

oeldakse, et poliinoom on homogeenne.

Mairkus 1.19. Tavaliselt defineeritakse poliinoomi f = 0 aste kui deg(f) = —oo.
Kéesolevas t60s, aga defineerime, et deg(f) = 0, sest sellisel juhul on arv deg(f)

samastatav korpuse nullelemendiga.

Definitsioon 1.20 ([4, Definitsioon 1.90.]). Olgu f € F[t] positiivse astmega ja

olgu K korpuse F iilemkorpus. Oeldakse, et f lahutub korpuses K, kui leiduvad



elemendid oy, a9, ...,q, € K nii, et

flx)=a(t —a1)(t —ag)...(t —ay),

kus a on pealiikme kordaja.

Definitsioon 1.21 (|4, Definitsioon 1.90.]). Poliinoomi f € F[t] lahutuskorpu-
seks nimetatakse korpust K, kui poliinoom f lahutub korpuses K ja K on vahim

selline korpus, mis sisaldab koiki poliinoomi f juuri.

Teoreem 1.22 ([4, Teoreem 2.5.]). Olgu p algarv ja n positiivne tdisarv. Kehtivad

Jdrgmised vdited.

1. Leidub loplik korpus, milles on p™ elementsi.

2. Mistahes p™-elemendiline korpus on isomorfne polimoomi t*" —t € Fpt]

lahutuskorpusega.

Eelneva teoreemi tottu tahistatakse (isomorfismi tdpsuseni) tiheselt méératud p™-
elemendilist korpust siimboliga F,» ja ka GF(p"). Erijuhul n =1 on F,, isomorfne

korpusega Zj,.

Teoreem 1.23 (|4, Teoreem 1.50.]). Olgu f, g € R|x], siis

1. deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}
2. deg(fg) < deg(f)+ deg(g)

3. Kut R on integriteetkond, siis

deg(fg) = deg(f) + deg(g).



1.3 Afiinsed alamruumid

Definitsioon 1.24 (|4, 1k 114, 273|). Vektorruumi V' alamhulka W nimetatakse

afiinseks alamruumiks, kui leidub alamruum U C V ja a € V nii, et

a+U={a+u|lueclU}=W.

Afiinse alamruumi W méo6tme dim W all peetakse silmas arvu dim U. Oeldakse

ka et afiinne alamruum b+ U on paralleelne alamruumiga W.

To66 pohiosas vajame moningaid tehnilisi tulemusi afiinsete alamruumide kohta.
Esitame need kdesolevas alapeatiikis lemmadena. Esimene lemma on formuleeritud
[4, Lemma 6.10] toestuse esimese argumendi pohjal, mille kohaselt saame tildisust
kitsendamata afiinseid alamruume koordinaatide teisenduste abil sobival kujul esi-

tada.

Lemma 1.25. Olgu K korpus ja K™ vektorruum dle K. Kui Wy # Wa C K™ on
paralleelsed m-mootmelised afiinsed alamruumid, siis leidub koordinaatide teisendus

nat, et

WlH{(kl,...,kn)EKn’k)lzkg:...:kn_m:()},

WQ'-){(k‘l,...,kn)EKn’k‘l:l,]@:...:kn_m:()}.

Téestus. Olgu U m-moo6tmeline vektoralamruum ja a; # ag € K" sellised, et

W; = a; + U. Rakendame bijektiivset teisendust x — x — aj. Siis

W1'—>U ja W2|—>(a2—a1)—|—U.

Valime alamruumi U baasi ug,...,u,, € K" Kuias—a; € U, siis ag = a;+u mingi
u € U korral, seega ag € Wy ja a; € Wy, mis on vastuolus eeldusega Wy # Wh.

Eelduse kohaselt ka ag —a; =: v # 0 ja seega siisteem v, uy, ..., u,, on lineaarselt

10



soltumatu. Laiendame selle ruumi K™ baasiks
v,ba,....,bp_m,uy, ..., Up.
Defineerime niiiid lineaarteisenduse 1" nii, et
T(V):el, T(bz):el, i:2,...,n—m, T(uz) = €n—m+i» ’i:l,...,m,

kus ey,...,e, on ruumi K" kanooniline baas. Kuna T kujutab baasi baasiks, siis

ta on automorfism. Iga u € U korral

m m
u= Z kiu;, seega T(u)= Z ki€n—_mi-
i=1 i=1

Jareldame, et U kujutub alamruumiks
TU) ={(k1,...,kn) € K" | k1 =...=kp_m =0}
ja seega v + U kujutub paralleelseks afiinseks alamruumiks
T(v+U)=e1+TWU)={(k1,...,kn) € K" | k1 =1,ko = ... = ky_p, =0},

nagu tarvis. O

Lemma 1.26 (|2, Teoreem 2, Ik 34|). Olgu R n-madotmeline vektorruum ja S selle

vektorruumi m-mootmeline alamruum. Sis faktorruumi R/S moode on n —m.

Lemma 1.27. Olgu F, loplik korpus ja W C Fy (m —1)-maootmeline afiinne alam-

ruum. Stis leidub tapselt
qnferl -1
qg—1

m-mootmelist afiinset alamruumi, mis sisaldavad W .

Toestus. Eelduse kohaselt leidub (m —1)-m6dtmeline vektoralamruum U ja a € Fy
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nii, et W = a+ U. Kui W’ on m-mootmeline afiinne alamruum, mis sisaldab W,

siis leidub m-mootmeline vektoralamruum U’ ja vektor b nii, et
a+U=WCW =b+ U,

seega ka a = b + v mingi v € U’ korral. See tdhendab, et piisab kokku lugeda
koik m-mootmelised vektoralamruumid, mis sisaldavad U. Selleks nditame, et on
iikstihene vastavus m-mootmeliste vektoralamruumide, mis sisaldavad U, ja fak-
torruumi Fy /U 1-mo6tmeliste alamruumide vahel. Olgu V' m-mo66tmeline vektora-
lamruum, mis sisaldab U. Valime alamruumi U baasi uy, ..., u,,—1 ning laiendame
selle alamruumi V' baasiks

v,uy, ..., Un-1,

kus v € V' \ U. Vaatleme niitid kujutust, mis kujutab sellise alamruumi V' alam-

ruumiks span(v + U) vektorruumis Fy /U.

Kujutus on injektiivne, sest kui kaks alamruumi V7, V5 peaksid kujutuma samaks
1-mo6otmeliseks alamruumiks faktorruumis, siis on nende baasivektorid vastavalt
Vi,Ul,...,Uyu_1 ja V2,U1,...,0y_1. Need baasivektorid peavad rahuldama tingi-
must, et vi + U = ¢(ve + U) mingi ¢ # 0 korral. See tdhendab, et vi — cve € U,

mistottu vi € span(U, va) = Va. Analoogiliselt saame ka Vo C Vj ja seega Vi = Va.

Néitame siirjektiivsust. Olgu S C Fy /U suvaline 1-mootmeline alamruum. Siis
leidub v ¢ U nii, et S = span(v+U). Alamruum V' := span(U, v) on m-mootmeline
alamruum, mis sisaldab alamruumi U, ning konstrueeritud kujutuse korral kujutub
V alamruumiks S. Seega iga faktorruumi Fg /U 1-mo6dtmeline alamruum on mingi
m-mootmelise alamruumi kujutis. Jarelikult on kujutus siirjektiivne ning seega ka
bijektiivne.

Lemma 1.26 pohjal on dim(Fy/U) =n —(m—1) =n—-m+ L. Uhemootmelise
alamruumi leidmiseks valime suvalise nullist erineva vektori, selleks on ¢t —1

valikut. Selle vektoriga kollineaarseid nullist erinevaid vektoreid on kokku ¢ — 1,
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seega 1-mootmelisi alamruume on kokku

qn—m+1 -1

)

q—1

nagu tarvis.
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2 Chevalley-Warningi teoreem

Lemma 2.1 (|4, Lemma 6.3]). Olgu k mittenegatiivne tdisarv. Kehtib vordus

L 0, k=0 woi qg—1¢tk
S ok = .

z€l, -1, k>0 ja q—1]|k

Téestus. Loeme, et 0° = 1, siis juhul k& = 0 viide kehtib. Olgu k& > 0 ja a € F,

primitiivne. Kuna 0 voime &ra jétta, siis saame vordused

[\

q—2

DELED DELED DICHEED DI ()

zelF, z€F =0 i

<

Il
=)

—14a*+a% .. 4+ qlaDk,

Kui lisaks ¢ — 1 | k, siis koigi indeksite korral a’* = 1. Seda seetdttu, et Lemma
1.8 tottu teame, et a? = a ning sellest jireldub, et a4~!' = 1. Summas on kokku
g — 1 liiget, seega need summeeruvad elemendiks —1 korpuses F,. Kui aga ¢ —11k,
siis elemendid a** katavad #ra koik rithma F7 elemendid. Ringi koikide elementide

summa on vordne nullelemendiga. O

Poliinoomide analiitisimisel piisab lineaarsuse tottu tihti analiiiisida, kuidas kaitu-

vad iiksliikmed. Distributiivsuse pohjal kehtib vordus

n

T1,..,2n€EFg i=1 \xz;€Fq

Lemma 2.2 ([4, Lemma 6.4]). Olgu P € Fy[ty,...,t,] ja deg(P) < n(q — 1).
Kehtib vordus

Z P(z1,...,2,) =0.

T1,...,2n€Fg

Téestus. Vaatleme iiksliiget 5 . .. 25 kus Y k; < n(g—1). Vorratuse tottu leidub
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indeks, mille korral k; < ¢ — 1. Selle viite kehtivuse négemiseks oletame vastuvai-

teliselt, et iga j korral k; > g — 1. Sellisel juhul oleks iiksliikme aste:
n n
dai=) (g—1)=n(g—1),

i=1 i=1

Seega oleme saanud vastuolu, sest teame, et liksliikme aste ei saa olla suurem kui
(¢ — 1)n. Vastav tegur esituses (1) on siis lemma 2.1 tottu vordne nulliga. Suvalise

poliinoomi P saame esitada lineaarkombinatsioonina iiksliikmetest. O
Jargnevat teoreemi tuntakse Warningi teoreemina.
Teoreem 2.3 ([4, Teoreem 6.5]). Olgu P € Fy[t1,...,t,] ja deg(P) < n. Siis

poliinoomi P juurte arv hulgas Fy jagub korpuse F, karakteristikaga p.

Téestus. Vaatleme poliinoomi F = 1 — P41 kus siimboli 1 all moistame kons-
tantset poliinoomi, mille vadrtus on 1 € Fy. Kui x € F ei ole poliinoomi P juur,

siis P(x)97! = 1 ja seega F(x) = 0. Vastasel juhul F(x) = 1. Niisiis

Z F(zy,...,xy) = N1,
T1,e.,2n€Fg
kus N on poliinoomi P juurte arv. Et deg(P) < n, siis deg(F') < n(g — 1) ja seega
lemma 2.2 pohjal N1 = 0 korpuses F,. Jarelikult arv N peab jaguma arvuga p. [
Jareldusena Warningi teoreemist saame iihe Chevalley teoreemi.
Jéreldus 2.3.1 ([4, Jéreldus 6.6]). Olgu P € Fy[t1,...,t,] nii, et P(0,...,0) =0

ja deg(P) < n. Siis poliinoomil P on mittetriviaalne juur.

Toestus. Eelduse tottu on poliinoomil P vihemalt {iks juur. Teoreemi 2.3 tottu

aga peab koikide juurte arv jaguma arvuga p > 2. O

Warningi ja Chevalley teoreemid saab holpsasti ka tildistada poliinoomide siisteemi-

dele ning jargmine tulemus ongi tuntud Chevalley-Warningi teoreemina.
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Teoreem 2.4 ([4, Teoreem 6.8]). Olgu Pi, ..., Py, € Fyltq,. ..

n. Siis ststeemi

Pi(z1,...,2,) =0, i=1,...,m,

lahendite arv jagub korpuse Fy karakteristikaga p.

Toestus. Eeldame, et x € IF,. Siis saame, et

1,z#0

0,z =0.

Moodustame niiiid poliinoomi L nii, et

r

L:=]Ja-P) eFyltr,... tal.
j=1

Niiiid saame, et

1,x on siisteemi (2) lahend
L(x) =

0,x ei ole siisteemi (2) lahend

o] nii, et Y deg(P;) <

(2)

See seos tuleneb asjaolust, et kui x on poliinoomide siisteemi lahend, siis P;ﬁl(x) =

0 iga indeksi j korral ning seetottu vordub korrutis iihikelemendiga. Kui x ei ole

lahend, siis vdhemalt iihe indeksi j korral ij_l(x) = 1 (see tuleneb omakorda

poliinoomi 29~! omadusest) ning seetdttu vordub korrutis nulliga.

Olgu poliinoomide siisteemi lahendite arv N. Siis saame, et

> L(x)= N1

xelFy
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Kuna korpuse I, karakteristika on p, siis ndeme p | N kehtib siis ja ainult siis kui

Z L(x) = 0 korpuses Fj,.
xeFy
Seda seetottu, et kui N1 = 0 korpuses F,, siis peab karakteristika definitsiooni

pohjal N olema p kordne ning seega p | N. Lisaks mérkame ka, et
T T
deg(L) = deg(l—P{ ") =(q—1)> d;j < (¢—1)n
j=1 j=1

Vorduse > %, deg(l—P]q*l) = (q—1) >_"_, d; kehtivust saab kontrollida kasutades

Teoreemi 1.23, mille pohjal kui f; aste on dj, siis f;-]_l aste on (¢ — 1)d;.

Niilid saame Lemma 2.2 pohjal, et iga poliinoomi P € Fy[ti,...,t,], mille aste on
viiksem kui (¢ — 1)n, korral ) . P(2) = 0 korpuses F,. Kuna poliinoomi L aste
q

on viiksem kui (¢ — 1)n, siis olemegi saanud, et > . L(x) =0
q

Niiiid kuna oleme saanud, et » pn L(x) = 0 korpuses [Fg, siis olemegi ndidanud,
q

et p| N.

O

Jareldus 2.4.1. Olgu P1,..., P, € Fylt1,...,t,] nii, et Pi(0,...,0) = 0 iga i

korral ja y deg(P;) < m. Sis ststeemil (2) on mittetriviaalne lahend.

Maéarkus 2.5. Aastal 1935 piistitas Artin hiipoteesi, et 16plikud korpused on kvaasi-
algebralisest kinnised. See tdhendab, et iile 16pliku korpuse mistahes n-muutuja
homogeensel poliinoomil astmega d < n on olemas mittetriviaalne juur [3]. Hii-
poteesi juured on projektiivses geomeetrias, mida me kiesolevas t66s tdpsemalt ei
kasitle. Kiill aga jareldub Chevalley-Warningi teoreemist, et 16plikel korpustel on

eelnimetatud omadus.

Ehkki stisteemi (2) lahendite arv jagub arvuga p, sellest ei jireldu, et lahendeid

leidub. Poliinoomide siisteem ei tarvitse ka olla omadusega jarelduse 2.4.1 sOnas-
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tuses. Osutub siiski, et kui siisteem (2) teoreemi 2.4 eeldustel on lahenduv, siis tal

on palju lahendeid.

Lemma 2.6 (|4, Lemma 6.10]). Olgu Pi, ..., Py € Fyltq, ..., t,] nii, et ) deg(P;) <
n. Olgu d := Y deg(P;) ja Z siisteemi (2) lahendite hulk. Kui Wy ja Wy on vek-

torruumi By d-mootmelised afiinsed alamruumid, siis
(WinZ|=|WanZ| (mod p).

Téestus. Voime eeldada, et Wi # Wy, Lemma 1.25 pohjal saame iildisust kitsen-

damata defineerida alamruumid W; ja Wy jargnevalt

Wl:{(:ﬁl,...,iﬂn)EFg|x1:‘..:$n_d:0}

WQZ{(l‘l,...,LL‘n)EF;’;|$1:1,l‘2:...:fl}n_d:0},

sest leidub bijektiivne kujutus 7' : Fy — Fg, mis kujutab afiinsed alamruumid

vastavale kujule. Kuna 7' on bijektsioon, siis piisab néidata, et |T'(W; N Z)| =

|T(WaNZ)| (mod p). Kujutuse T rakendamisel ei muutu ka poliinoomide astmed.

Defineerime poliinoomi G vordusega
G, yan) = (1) (2724w 1) (o7 = 1) (00T - 1))

Mérgime, et deg(G) = (n — d)(q — 1) — 1. Defineerime veel poliinoomi
m
H=G[(1-P)

=1

ning margime, et

deg(H) <d(g—1)+(n—d)(¢g—1)—1=n(¢g—1)-1<n(¢g—1)
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ning
-1, xeWinZz
Hx)=11, xeWynZ-
0, muidu

Jarelikult
> H(x)=([WanZ|—|WinZ|)1.

XEFZ’
Lemma 2.2 tottu on aga see summa vordne nulliga korpuses F,. Jarelikult arv

|Wo N Z| — |W1 N Z| jagub arvuga p, nagu tarvis. O

Teoreem 2.7 (|4, Teoreem 6.11]). Olgu Py,..., P, € Fylt1,...,t,] nii, et d =
n—d

> deg(P;) < n. Kui siisteem (2) on lahenduv, siis lahendite arv on vihemalt q
Toestus. Téhistame siisteemi (2) lahendite hulka stimboliga Z. Vaatleme kahte
juhtu. Esiteks, leidugu ruumi Fy d-mo66tmeline afiinne alamruum Wy, mille korral
|[WiNZ| # 0 (mod p). Siis mistahes afiinse alamruumiga W paralleelse alamruumi
Wy korral [Wyo N Z| # 0 (mod p) ténu lemmale 2.6. Jarelikult ka [Wo N Z| > 1.

Niilid saame hulga Z esitada loikumatu ihendina

zZ=Jwnz),
w

n—d

)

iile koikide alamruumiga W7 paralleelsete alamruumide. Kuna neid on tépselt ¢
siis
12| =) IWnZ| =g
W

Vastasel juhul mistahes d-mootmelise afiinse alamruumi W korral jagub arv [IWNZ|
arvuga p. Olgu siis 1 < k < d vahim selline arv, mille korral mistahes k-mo66tmelise
afiinse alamruumi V korral [VNZ| =0 (mod p). Minimaalsuse tottu leidub (k—1)-
mootmeline afiinne alamruum U, mille korral |U N Z| # 0 (mod p), valimegi siis

U sellise. Afiinseid alamruume V' mootmega k, mis sisaldavad U, on Lemma 1.27
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pohjal tapselt
qg—1
Iga sellise alamruumi V' korral kehtib
(VAU)NZ|=VnZ|-[UnZ[#0 (mod p),
jarelikult [(V \ U) N Z| > 1. Sellest jareldame, et

Z =UNZ|+> |((V\U)NZ|=q¢"F+.. +q+2>q"9
14

nagu tarvis. O

Jérgmisena vaatame kahte néidet, mis nditavad Chevalley-Warningi teoreemi eel-

duste ja lahendite arvu alumise tokke optimaalsust.
Naide 2.8 ([4, Néaide 6.7]). Olgu n € N ja olgu {a1,...,a,} iile korpuse Fy
moodustatud tilemkorpuse £ = Fyn baas.

Vaatleme poliinoomi

n—1
i .
flx,. .. zp) = H(o/f r1+ ... +alz,).
=0
Kuna agj ,7=20,1,...,n—1 on o; kaaselemendid [F, suhtes, siis poliinoomi f korda-

jad on korpuse [, elemendid. Lihtne on néha, et deg(f) = n. Olgu (c1,...,cn) € Fy

jaolgu vy =cia; + ...+ chay € E. Siis

n—1 ) ) n—1 )
flei, .. en) = H(o/fjcl +...+alc,) = H(mq ot ane)? = Ngyr,(7)
j=0 j=0
Seega saame, et f(ci,...,c,) = 0 on samavéirne vordusega Ng/p, (7) = 0. See on
aga voimalik ainult juhul kui v = 0, seega ¢y = ... = ¢, = 0. Seega vorrandil
f(z1,...,7,) = 0 ainukeseks lahendiks korpuses Fy on (0,...,0). Seega oleme
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naidanud, et teoreemis 2.3 ja jérelduses 2.3.1 saadud tulemused ei kehti poliinoomi

f korral.

Niide 2.9 ([4, Niide 6.12.]). Teoreemis 2.7 antud vorratus N > ¢"~¢ on parim
voimalik, isegi juhul m = 1, selles mottes, et koikide positiivsete tdisarvude d ja n
nii, et d < n korral leidub poliinoom f; € Fy[x1,...,z,] astmega d nii, et vorrandil
fi(z1,...,z,) = 0 on tédpselt ¢"~¢ lahendit ruumis Fy. Olgu g € Fylre, ..., zn]

defineeritud peaaegu tédpselt samamoodi nagu néites 2.8 aga n asemel on d ehk

d—1
g(x1,. .., xy) = H(o/fj:vl +...+ agjxd).
j=0
Vétame niitid, et fi(x1,...,2,) = g(21,...,Ty) nii, et muutujaid zg4q, ..., 2, €l
esine poliinoomis fi. Néite 2.8 pdhjal teame, et fi(c1,...,¢,) = 0 ainult siis, kui
1 =...=cq=0. Kuna cq4q1,...,c, saavad olla suvalised korpuse F, elemendid,
on vorrandil fi(x1,...,7,) = 0 tipselt ¢"~% lahendit ruumis Fy-

Teoreem 2.10 (|4, Teoreem 6.13]). Olgu P € Fy[t1,...,t,] nii, et deg(P) =d > 1.

Siis vorrandil P(z1,...,z,) = 0 on dlimalt dg" ! lahendit.

Toestus. Toestame véite induktsiooniga muutujate arvu n ja poliinoomi astme d

jargi. Olgu d = 1, siis

P(zy,...,xp) =121+ ...apTy +b=0

1

ning lahendite arv on ¢"*, sest leidub a; # 0 ja kui iilejadnud n — 1 muutujat

vadrtustada, siis x; vadrtus on iitheselt méaaratud. Juhul n = 1 on vaite kehtivus

selge.

Olgu niiiid n > 1 ja d > 1 ning eeldame, et teoreemi viide kehtib koigi mittekons-

tantsete

i) iilimalt n muutujaga astmega iilimalt d — 1 poliinoomide korral,
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ii) tlimalt n — 1 muutujaga astmega iilimalt d poliinoomide korral.

Vaatleme kahte juhtu.

Esiteks, oletame, et leidub ¢ € F, nii, et

P(zy1,...,zyn) = (v1 — ¢)Q(z1,...,%n) (3)

mingi @ € Fy[t1,...,t,] korral, mille korral deg(Q) < d — 1. Induktsiooni eelduse
pohjal on vorrandil Q(z1, . .., x,) = 0 iilimalt (d —1)¢"~! lahendit. Kuna korpuses

pole nullitegureid, siis (3) pohjal on lahendeid iilimalt
(d . 1)qn71 + qnfl — dqnfl.

Teiseks, kui sellist ¢ € [Fy, ei leidu, siis iga ¢ € Fy korral P(c,ta,...,t,) onn —1
muutuja poliinoom, mille aste on iilimalt d. Induktsiooni eelduse pohjal on vorran-
dil P(c,za,...,r,) = 0 iilimalt dg"2 lahendit ruumis Fg_l. Kuna ¢ valikuks on ¢

varianti, siis esialgsel vorrandil on lahendeid iilimalt ¢ - dg" 2 = d¢™ . O

Vaatame niiiid iihte niidet poliinoomist, millel on d¢™~' lahendit.

Niide 2.11 ([4, Niide 6.14.]). Ulemine piir dg"~!, mis on toodud vilja teoreemis

2.10, on saavutatav ainult juhul kui d < ¢q. Vaatame poliinoomi

f(@1,.. zn) = (21 —a)(z1 — ) ... (21 — ca),
kus c1,¢2,...,cq € Fy on koik erinevad elemendid. Selle poliinoomi aste on d ja on
lihtne veenuda, et vorrandil f(x1,...,2,) = 0 on tipselt dg" ' lahendit korpuses

[Fy. Selleks, et (r1 — c1)(x1 — ¢2)...(x1 — ¢q) = 0 peab x7 vorduma c;-ga, kus
t=1,2,...,d ning teised muutujad voivad votta mis tahes viadrtuse korpusest [F,.
Seega iga ¢; puhul on ¢" ! lahendit ning kokku on d erinevat viirtust, mis muutujal

x1 saab olla. Seega on kokku dg™ ! lahendit.
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Teoreem 2.12 ([4, Teoreem 6.15.]). Olgu P € Fy[t1, ..., t,] mittekonstantne homo-
geenne d-astme poliinoom. Siis vorrandil P(z1,...,x,) = 0 on dilimalt d(¢" ' — 1)

mattetriviaalset lahendit.

Toestus. Toestus topeltinduktsiooniga nii nagu teoreemi 2.10 toestuses. Baasjuh-
tudel d = 1 v6i n = 1 on viite kehtivus selge ning olgu induktsiooni eeldus sonas-

tatud samamoodi nagu teoreemi 2.10 toestuses. Vaatleme kahte juhtu.

Esiteks, kui leidub poliinoom @ € Fg[ti,...,t,], mis on mittekonstantne, homo-

geenne ja viiksema astmega kui d nii, et
P(zy,...,2yn) = 21Q(1, ..., Tn),
siis induktsiooni eelduse pohjal on vorrandil P(zq,...,x,) = 0 ilimalt
(@ =D+ A=D1 =d(g" — 1)

mittetriviaalset lahendit.

Vastasel juhul sellist poliitnoomi @ ei leidu. Siis fikseeritud ¢ # 0 korral on P(c, z2, ..., Zy)
(n—1)-muutuja poliinoom astmega d. Teoreemi 2.10 pohjal on vorrandil P(x1,...,z,) =
0 iilimalt (¢—1)dg"~? lahendit kujul (1, ..., ¢,), kus ¢; # 0. Teisalt, P(0, za, ..., z,)
on (n — 1)-muutuja homogeenne poliinoom, mille aste on d. Induktsiooni eelduse
kohaselt on vorrandil P(z1,...,z,) = 0 iilimalt d(¢"~2 — 1) mittetriviaalset lahen-
dit kujul (0, g, ..., ¢,). Niisiis, n-muutuja homogeense d-astme poliinoomi korral

saab vastaval vorrandil olla mittetriviaalseid lahendeid tlimalt
(q—1Ddq" > +d(¢" = 1) =d(¢" " = 1),

nagu tarvis. [
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Kokkuvote

Kaéesolevas bakalaureuse t66s kasitleti 1oplikel korpustel defineeritud poliinoome ja

nendest poliinoomidest moodustatud siisteeme.

Bakalaureuse t66 esimeses peatiikis tutvustasime t66 moistmiseks vajalike tulemu-
si ja definitsioone. Selgitasime loplikke korpuseid ja nende olulisemaid omadusi.
Kasitlesime mitmemuutuja poliinoomide ringe ning poliinoomidega seotud pohilisi

omadusi ja moisteid. Viimasena andsime iilevaate afiinsetest alamruumidest.

Teises osas toestasime Warningi teoreemi, Chevalley teoreemi ja Chevalley-Warningi
teoreemi. Need teoreemid andsid meile tingimused, mille korral leiduvad polii-
noomidel ja nende siisteemidel lahendeid. Seejéirel toestasime teoreeme, mis andsid

lahendite arvule alumise tokke ning tegime labi ka paar selgitavat naidet.
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