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Liihikokkuvote. Magistritdos esitatakse jargneva K. T. Andrewsi teoreemi
|[J. London Math. Soc., 1983]| iiksikasjalik toestus: kui X ja Y on Banachi
ruumaid, kusjuures kaasruumil X* ja ruumil Y on Radon—Nikodymi omadus,
1ga pidev lineaarne operaator X — Y on kompaktne ning kaasruumi X*
1ga normi jargi tokestatud separaabli alamhulga +-norga sulundi suhteline x-
nork topoloogia on metriseeruv, sis pidevate lineaarsete operaatorite X — Y
ruumil L(X,Y) on Radon—Nikodgmi omadus.
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Abstract. In this Master’s thesis, a detailed presentation of the proof of
the following theorem by K. T. Andrews [J. London Math. Soc., 1983] is
given: Let X andY be Banach spaces. Suppose that the dual space X* and 'Y
have the Radon—Nikodym property, that every bounded linear operator X —
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Sissejuhatus

Banachi ruumi Radon-Nikodiymi omaduse defineerimisel on ldhtekohaks klas-
sikaline Radon—Nikodymi teoreem.

Radon—Nikodymi teoreem (vt nt [F, 1k 90, teoreem 3.8]). Olgu (Q, %, p)
lopliku mooduga ruum ning olgu v: X — R mdrgiga moot, kusjuures v & [
(st v on absoluutselt p-pidev). Siis leidub funktsioon g € Ly(u) nii, et v on
mdadramata integraal funktsioonist g, st

v(E) = J gdu iga E €3 korral.
E

Funktsiooni g eelnevast teoreemist nimetatakse moodu v Radon—Nikodyms
tuletiseks moodu p jargi (voi ka moodu v tiheduseks moodu p suhtes) ja

tahistatakse siimboliga el
dp

Loomulik on kiisida, kas Radon-Nikodymi teoreem jaab kehtima, kui seal
vaadelda mirgiga moodu v rollis Banachi ruumi X vaartuselist tokestatud
variatsiooniga loenduvalt aditiivset hulgafunktsiooni ning ndéuda, et funkt-
sioon g: @ — X oleks Bochneri méttes integreeruv. (Bochneri integraal on
Lebesgue’i integraali loomulik iildistus Banachi ruumi vaartuselistele funkt-
sioonidele.) Osutub, et Radon—Nikodymi teoreemi sellise iildistuse kehtivus
soltub ruumist X. Kui Banachi ruumi X korral selline Radon—Nikodymi teo-
reemi iildistus kehtib, siis 6eldakse, et ruumil X on Radon—Nikodymi omadus.
(Banachi ruumi Radon-Nikodymi omadus on tiie matemaatilise rangusega
defineeritud kiesoleva magistritoo paragrahvis 2.)

Kiéesoleva magistritoo eesméark on kirjutada iiksikasjalikult lahti jargmise
reaalsete Banachi ruumide X ja Y wvahel tegutsevate pidevate lineaarsete
operaatorite ruumi £(X,Y) Radon-Nikodymi omadust kirjeldava teoreemi
toestus.

Magistrito6s keskne Andrewsi teoreem (K. T. Andrews (1983); vt [A?,
teoreem b|). Olgu ruumidel X* ja Y Radon-Nikodymi omadus ning olgu
L(X,Y)=K(X,Y) (st iga pidev lineaarne operaator X — Y on kompaktne).
Kui

(8) kaasruumi X* iga normi jirgi tokestatud separaabli alamhulga +-norga
sulundi suhteline «-nork topoloogia on metriseeruv,

sits ruumil L(X,Y) on Radon—Nikodgmi omadus.



Eelnev teoreem parendab J. Diesteli ja T. J. Morrisoni teoreemi [DM,
Ik 10, jareldus| aastast 1979, kus eelduse (%) asemel oli tugevam eeldus,
et X on mingi norgalt kompaktselt genereeritud Banachi ruumi alamruum
(pohjenduse, et sellest eeldusest jéreldub eeldus (), voib leida nt artiklist
[A%) 1k 117]). Kui X # {0} ja Y # {0}, siis eeldus ruumide X* ja YV
Radon-Nikodymi omaduse kohta on ruumi £(X,Y) Radon-Nikodymi oma-
duseks tarvilik, sest Radon—Nikodymi omadus parandub Banachi ruumilt
kinnistele alamruumidele (vt nt [DU, lk 81, teoreem 2|) ning £(X,Y") sisal-
dab nii kaasruumiga X* isomeetriliselt isomorfse alamruumi kui ka ruumiga
Y isomeetriliselt isomorfse alamruumi (vt nt teoreemi 1.12; (i)=(ii), tOes-
tust). Samuti pole eelnevas teoreemis iildjuhul voimalik loobuda eeldusest
L(X,Y) =K(X,Y). Toepoolest, olgu nditeks X =Y = ;. Kuna ruumi /¢,
tihikoperaator I € L({y, l2)\K ({2, ls), siis L(X,Y) # K(X,Y). Kuna ruum ¢,
on refleksiivne, siis nii kaasruumil X* kui ka ruumil ¥ on Radon-Nikodymi
omadus (sest refleksiivsetel Banachi ruumidel on Radon-Nikodymi omadus,
vt nt [DU, 1k 76, jareldus 13]). Samuti kehtib (%), sest kaasruumi tokestatud
alamhulga #-nork sulund on tokestatud ning ruumi X = /5 separaabluse tot-
tu on kaasruumi X* iga tokestatud alamhulga suhteline =-nork topoloogia
metriseeruv (vt nt [M, lk 230, jareldus 2.6.20] voi kiesoleva magistritoo lau-
set 1.8). Samal ajal ei ole ruumil £(X,Y) Radon-Nikodymi omadust, sest
kompaktsete operaatorite alamruum IC(X,Y) = KC(ls, {5) sisaldab ruumiga
co isomorfse alamruumi (vt nt [FHHMZ, 1k 681, iilesanne 15.17]) ning ruu-
mil ¢y ei ole Radon—Nikodymi omadust (vt nt [DU, 1k 60, néide 1, ja lk 61,
definitsioon 3]). Kui Y on kaasruum (st Y = W* mingi Banachi ruumi W
korral), siis eelnev teoreem kehtib ka ilma eelduseta (£) (vt [A?, teoreem 6]).
Pole aga teada, kas see teoreem jiib ilma eelduseta (1) kehtima ka {ildjuhul.

Magistritoo koosneb neljast paragrahvist.

Esimeses ja teises paragrahvis esitatakse magistrit6os keskse Andrewsi
teoreemi toestamiseks vajalikud iildtuntud eelteadmised vastavalt Banachi
ruumide (ning, iildisemalt, lokaalselt kumerate ruumide) ja vektorm&otude
teooriast. Seejuures folkloorsema iseloomuga tulemused, millele me kirjandu-
sest viidet ei suutnud leida, (aga mitte ainult sellised tulemused!) on esitatud
koos toestusega. Késitletavatest teemadest annab hea iilevaate nende parag-
rahvide alajaotiste pealkirjade loend sisukorras.

Kolmandas paragrahvis keskendutakse operaator-vaartuselistele vektor-
mootudele: koigepealt toestatakse {iks histi tuntud iildine teoreem operaator-
vadrtuselise vektorméodu norga tiheduse olemasolust (|Din, 1k 263-264, teo-
reem 4|; vt teoreemi 3.3) ning uuritakse selle tiheduse omadusi (vt lauset
3.4); seejirel toestatakse Andrewsi teoreem kompaktsete operaatorite véiér-
tuselise tokestatud funktsiooniga norgalt ekvivalentse mootuva funktsiooni
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olemasolust ([A2, teoreem 1]; vt teoreemi 3.5).

Lopetuseks, neljandas paragrahvis toestatakse eelnevale tuginedes ma-
gistritoos keskne Andrewsi teoreem (JA?, teoreem 5]; vt teoreemi eespool voi
teoreemi 4.1).

Koik magistritoos vaadeldavad (vektor)ruumid on reaalsed. T66s on ka-
sutatud Banachi ruumide teoorias standardseid tdhistusi. Olgu X (reaalne)
normeeritud ruum. Lahtist kera ruumis X keskpunktiga a € X ja raadiusega
r > 0 tdhistatakse siimboliga B(a,r), st

B(a,r) :={reX: |r—a| <1}

Ruumi X kinnist iihikkera ja {ihiksfadri tdhistatakse vastavalt siimbolitega
Bx ja Sy, st

By :={reX:|z]| <1} ja Sx:={reX:|z]=1}

Alamhulga A < X lineaarset, kumerat ja absoluutselt kumerat katet t&-
histatakse vastavalt siimbolitega span A, conv A ja absconv A ning kinnist
lineaarset, kinnist kumerat ja kinnist absoluutselt kumerat katet vastavalt
spanA, convA ja absconvA. Kui Y on samuti (reaalne) normeeritud ruum,
siis £(X,Y) téhistab pidevate lineaarsete operaatorite X — Y ruumi ning
K(X,Y) selle ruumi kompaktsete operaatorite alamruumi. Ruumi X kaas-
ruumi (st pidevate lineaarsete funktsionaalide X — R ruumi) tdhistatakse
stimboliga X* (niisiis, X* := L(X,R) = K£(X,R)) ning jx: X — X** on
ruumi X loomulik sisestus oma teise kaasruumi X** := (X*)*. Kui E on
vektorruum, siis lineaarse funktsionaali f: £ — R rakendamist elemendile
x € E mirgime tavapdrasema f(x) asemel {(z, f) voi iliksikutes olukordades
ka {f,z). Kui E on lokaalselt kumer ruum, siis £’ tihistab tema topoloogilist
kaasruumi, st koigi pidevate lineaarsete funktsionaalide £ — R vektorruumi.



1 Tarvilikke eelteadmisi Banachi ruumidest ja,
iildisemalt, lokaalselt kumeratest ruumidest

Koikjal selles paragrahvis on X ja Y Banachi ruumid, vélja arvatud juhul,
kui tekstis on eksplitsiitselt sedastatud teisiti.

1.1 Mazuri kompaktsusteoreem

Teoreem 1.1 (Mazuri kompaktsusteoreem; S. Mazur (1930); erinevaid toes-
tusi vt [M, 1k 254, teoreem 2.8.15|, [D?, 1k 4, iilesanne 1 (kasutada lk 3, teo-
reemi 5)| ja [DU, 1k 51, teoreem 12|). Banachi ruumi kompaktse alamhulga
kinnine kumer kate on kompakine.

1.2 Fakte =-norga topoloogia kohta

Lause 1.2 (vt [M, lk 226, jareldus 2.6.10]). Iga *-norgalt koonduv jada kaas-
ruumis X* on tokestatud.

TOESTUS. Olgu (z¥) #-norgalt koonduv jada kaasruumis X*. Siis iga z € X

korral (arv)jada ((x,z%)) koondub, seega see (arv)jada on tokestatud; niisiis

operaatorite (tdpsemalt, funktsionaalide) z%: X — R jada (x}) on punktiviisi
tokestatud. Banach—Steinhausi iihtlase koonduvuse printsiibi pohjal on see
jada tokestatud (ruumis X*). O

Teoreem 1.3 (vt [M, lk 224, lause 2.6.4]). Olgu X normeeritud ruum (me ei
eelda siin ruumi X taielikkust!) ning olgu f: X* — R lineaarne funktsionaal.
Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) f on =-norgalt pidev;
(ii) leidub xo € X nii, et {x*, f) = {(xo, x*) iga * € X* korral.

Teoreem 1.4 (vt [M, 1k 287, teoreem 3.1.11|). Olgu X ja Y Banachi ruumid
ning olgu S € L(Y*, X*). Jdrgmised viited on samavddrsed:

(i) S on kaasoperaator, st leidub T € L(X,Y) nii, et S =T%;
(i) S on w*-—w*-pidev;
(iii) iga x € X korral funktsionaal
S*jxx: Y* o y* v (Y, S¥jxx) = (x,5y") e R

on w*-pidev;



(iv) S*(jx (X)) < jy(Y).
TOESTUS. (i)=>(ii). Kehtigu (i) ning koondugu kaasruumi Y* elementide
pere (y*) =norgalt nulliks, st y* — 0 =-norgalt kaasruumis Y*. Siis mistahes

x € X korral
(2, Sy = @ T*y2 = T,y =0,
seega Sy - 0 =-norgalt kaasruumis X*; niisiis S on w*~w*-pidev.
(ii)=>(iii) on ilmne.
(iii)=(iv) jareldub vahetult teoreemist 1.3.
(iv)=>(i). Kehtigu (iv). Defineerime operaatori
T: X 32— j,'S*jxxeY;
siis ilmselt 7€ £(X,Y). Kuna mistahes x € X ja y* € Y* korral
Tz, y*) = Gyt S*jxa, y*) = y*, S*jxa) = (Sy*, jxa) = (x, Sy*),
siis S = T*. [
Jareldus 1.5. Olgu T € L(X,Y**). Jargmised vdited on samavddrsed:
() ranT < jy(V);
(i) operaator T* jyx € L(Y*, X*) on w*-w*-pidev.

TOESTUS. (i)=(ii). Kehtigu (i) ning koondugu kaasruumi Y* elementide
pere (y*) »-norgalt nulliks, st y* — 0 =-norgalt kaasruumis Y*. Implikatsiooni

toestuseks piisab néidata, et T™jy«y% — 0 +-norgalt kaasruumis X*. Selleks,
(03

fikseerides vabalt elemendi x € X, piisab néidata, et
@, T jy=ys) — 0.
Selleks mérgime, et eelduse (i) pohjal leidub y € Y nii, et Tz = jyy. Niiiid
e, T jywya) = (T, y=ys) = Wi, Te) = WYar dvy) =, ya) — 0.
(ii)=(i). Kehtigu (ii). Siis teoreemi 1.4 pohjal leidub S € £(X,Y) nii, et
T*jy« = S*. Implikatsiooni toestuseks piisab niilid nédidata, et
Tx = jySx iga x € X korral.

Fikseerides vabalt = € X ja y* € Y*, piisab selleks nédidata, et (y*, Tz) =
{y*, jy Sz). Veendume selles:

y* Ty =T, jy=y*) = {x, T jy=y*) = {x, S*y*) = (Sx,y*) = {y*, jy Sz).
L]



Lause 1.6 (vt nt [M, lk 324, teoreem 3.4.16|). Olgu T € K(X,Y') ning olgu
D c Y* tokestatud alamhulk. Siis kaasoperaatori ahend T*|p: D — X* on
w*—| - |-pidev.

Lause 1.7 (Banach-Alaoglu teoreem; S. Banach (1932), L. Alaoglu (1940);
vt nt [M, lk 229, teoreem 2.6.18|). Olgu X normeeritud ruum. Siis kaas-
ruumi X* kinnine tihikkera Bxx on oma suhtelises =-norgas topoloogias kom-
paktne.

Lause 1.8 (vt nt [M, 1k 230, jareldus 2.6.20]). Olgu X separaabel normee-
ritud ruum. Siis iga tokestatud hulga A < X™* suhteline «-nork topoloogia on
indutseeritud meetrika poolt.

Lause 1.9 (vt nt [M, lk 231, teoreem 2.6.23|). Olgu X normeeritud ruum.
Stis kinnise ihikkera By« suhteline «-nork topoloogia on metriseeruv parajasti
si1s, kut ruum X on separaabel.

Lemma 1.10 (vt [A?% teoreemi 1 toestus|). Olgu A kaasruumi X* =-norgalt
kompaktne absoluutselt kumer mittetihi alamhulk, mille suhteline «-nork to-
poloogia on metriseeruv. Sis leidub separaabel alamruum Z < X nii, et
hulga A suhteline =-nork topoloogia langeb thte tema suhtelise o(X*, Z)-
topoloogiaga.

TOEsTUS. Hulga A absoluutse kumeruse ja mittetiihjuse tottu 0 € A. Kuna
hulga A suhteline =-nork topoloogia on metriseeruv, siis leidub punktil 0
selles topoloogias loenduv iimbruste baas; niisiis leiduvad elemendid x; € X,
i=1,2,..., nii, et siisteem B := {U,: n € N}, kus iga n € N korral

Uy :={a* € A: Kz, a*)| < L i=1,...,n},

on punkti 0 timbruste baas hulga A suhtelises *-norgas topoloogias. Tahista-
me Z :=Span{x;: i € N}; siis Z on ruumi X separaabel alamruum.

Paneme téhele, et A on oma suhtelise o(X*, Z)-topoloogia suhtes Haus-
dorffi ruum. Toepoolest, olgu u*, v* € A, u* # v*. Siis %(u* —v*) # 0. Kuna
hulga A absoluutse kumeruse tottu 5 (u* — v*) € A, siis leidub n € N nii, et
T(u* —v*) ¢ U,, jirelikult leidub ¢ € N nii, et ¢ := |(z;, (u* — v*))| # 0.
Niiiid hulgad

U:={z*eA: (zj,u* —2*)| <6} ja V:={z*eA: [(x;,v* —z*)| <}

on vastavalt punktide u* ja v* imbrused hulga A suhtelises o(X*, Z)-topo-
loogias, kusjuures U n'V = .

Ilmselt on samasuskujutus (A,w*) — (A,J(X*,Z)) pidev bijektsioon.
Kuna pidev bijektsioon kompaktsest ruumist Hausdorffi ruumi on homoéo-
morfism (vt nt [F, Ik 129, lause 4.28]), siis langevad hulga A suhtelised w*-
ja o(X*, Z)-topoloogia iihte, nagu soovitud. O]
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1.3 Kompaktsete operaatorite ruumi separaabli
alamruumi omadusi

Lemma 1.11. Olgu S ruumi K(X,Y) separaabel alamruum. Siis
(a) ruumi Y alamruum span{Txz: T € S, x € X} on separaabel;

(b) kaasruumi X* alamhulk
W := absconv{T*y*: T € Bs, y* € Byx}
on separaabel.

TOESTUS. (a). Kuna
span{Tz: Te S,z € X} =span{Tz: T € S, x € Bx}

ja separaabli hulga kinnine lineaarne kate on separaabel, siis piisab viite
toestuseks ndidata, et hulk B := {Tx: T € S,z € Bx} = (UpesT(Bx)
ruumis Y on separaabel.

Olgu D < § iilimalt loenduv koikjal tihe hulk ruumis §; siis iga T €
D korral on hulk T'(By) suhteliselt kompaktne (sest kompaktne operaator
teisendab kinnise iihikkera suhteliselt kompaktseks hulgaks); seega iga T' € D
korral on hulk T'(Bx) separaabel; jirelikult ka ithend C' := | J;., T(Bx) on
separaabel (sest separaablite hulkade loenduv iihend on separaabel); niisiis ka
sulund C on separaabel (sest separaabli hulga sulund on separaabel). Hulga B
separaabluseks (ja viite tdestuseks) jiiib niilid veenduda, et B = C. Olgu
y € B jaolgu e > 0. Siis leiduvad T'e€ S ja x € Bx nii, et y = Tx. Kui x = 0,
siis y = 0 € C, seega voime iildisust kitsendamata eeldada, et x # 0. Kuna
hulk D on koéikjal tihe ruumis S, siis leidub Ty € D nii, et |T — Tp| < o
Aga niiiid Tyz € C, kusjuures ||y — Tox|| < |T — Ty |z| < e. Siit jareldub, et
y € C ning seega ka B c C, nagu soovitud.

(b). Kuna kompaktse operaatori kaasoperaator on kompaktne, siis 7% €
K(Y*, X*)iga T € S korral. Arvestades, et seejuures |T*|| = |T'||, on §* :=
{T*: T e S} ruumi K(Y*, X*) separaabel alamruum. Viite (a) pohjal on
hulk

V :=span{Sy*: Se 8*,y* e Y*} =span{T*y*: Te S,y* e Y"*}

separaabel alamhulk kaasruumis X*. Kuna W < V, siis ka W on separaabel
alamhulk kaasruumis X*. O]
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1.4 Ruumi £(X,Y) separaablus

Selles punktis on meie eesmérk toestada jargnev (folklooris hésti tuntud)
kompaktsete operaatorite ruumi separaabluse kriteerium.

Teoreem 1.12. Olgu X # {0} ja Y # {0}. Jargmised vdited on samavidrsed:
(i) ruum K(X,Y) on separaabel;
(i) kaasruum X* ja ruum Y on separaablid.

Mirkus 1.13. Kui X = {0} voi Y = {0}, siis ruum K(X,Y) = {0} on
separaabel; niisiis teoreemi 1.12 implikatsioon (ii)=>(i) jadb kehtima ka ilma
eeldusteta, et X # {0} ja Y # {0}.

Teoreemi 1.12 toestuseks vajame me jirgmisi topoloogilise sisuga lauseid.
Neist esimene {iildistab matemaatilise analiiiisi kursusest tuttavat Cantori
teoreemi 16igus pideva funktsiooni iihtlasest pidevusest.

Lause 1.14. Olgu (K,dk) ja (L,dy) meetrilised ruumid, kusjuures (K, dy)
on kompaktne. Siis iga pidev funktsioon f: K — L on ihtlaselt pidev.

TOESTUS. Oletame vastuvaiteliselt, et leidub pidev funktsioon f: K — L,
mis pole iihtlaselt pidev. Siis leiduvad € > 0 ning jadad (z,,) ja (z,) ruumis
K nii, et dg(zp, 2,) — 0, kuid

dr(f(z4), f(z2)) =€ igan e N korral. (1.1)

Kuna ruum K on kompaktne, siis jadal (x,) leidub koonduv osajada (zy, ).

Olgu z € K selle osajada piirviartus, st xy, — x; siis ka z;, — x. Kuna f
n n

on pidev, siis f(xy, ) — f(x) ja f(z,) — f(z) ruumis L, seega

dy (f (@), f(z,)) < dy (f(zn,), f(2)) + dy (f(2), f(z1,)) — O,

n—0oo

mis on vastuolus tingimusega (1.1). Seega iga pidev funktsioon K — L on
iihtlaselt pidev. O

Olgu K kompaktne metriseeruv topoloogiline ruum ja olgu (L, d) meet-
riline ruum. Jargnevas tahistab C'(K, L) kdigi ruumist K ruumi L tegutsevate
pidevate funktsioonide meetrilist ruumi, kus kaugus p on defineeritud seosega

o(f.9) = supdr(f(z),9(z)), f,g€C(K L) (1.2)

zeK
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Lause 1.15 (vt nt [K, lk 24|). Olgu (K,dy) kompaktne meetriline ruum
ning olgu (L,dyr) separaabel meetriline ruum. Siis meetriline ruum C(K, L)
on separaabel.

TOESTUS. Fikseerime vabalt ¢ > 0. Ruumi C(K, L) separaabluseks piisab
niidata, et tal leidub iilimalt loenduv 5e-vork.
Iga n € N korral defineerime hulga

:{feC’(K,L): x,x'eK,dK(x,x')<% — dL(f(x),f(x’))<6}

ning valime hulga K 16pliku %—Vérgu A, = {af,...,a} }. Olgu B iilimalt
loenduv koikjal tihe hulk ruumis L; siis mistahes n € N ja f € C), korral
leiduvad by, ...,b,, € B nii, et f(al') € B(b;,¢),i=1,...,1,. Defineerime iga
n € N korral

Bn = {(bl,...,bln)Z bl;--'abln € B}

(mérgime, et hulk B, on iilimalt loenduv) ning koikide n € N ja f =
(by,...,b,) € B, korral
Cl={geC,: g(a}) e B(b,e),i=1,...,1,};
kui C? # (¥, siis valime g° € C?. Niiiid hulk
{¢g5e C(K,L):neN, BeB,, C!+ &)

on iilimalt loenduv; seega piisab lause toestuseks néidata, et see hulk on
ruumi C(K, L) be-vork. Olgu f € C(K, L). Kuna funktsioon f on tihtlaselt
pidev, siis leidub n € N nii, et f € C,. Valime 5 = (by,...,b,,) € B, nii,
et f(a) € B(by,e), i = 1,...,1,; siis C? # @& (sest f € CP), seega leidub
g = gﬁ e CP. Jaib niidata, et o(f, g) < 5e. Olgu z € K suvaline; siis leidub
ie{l,...,1,} nii, et dg(z,al) < I, seega

di(f(x),9(2)) < dp(f(x), f(a})) + dr(f(a}), bi)
+dL(bz‘>9 a;’) ) +dL( (ai), 9(55))
<e4e+e+e=4e,

jarelikult o(f, g) < 5e. O

TEOREEMI 1.12 TOESTUS. (i)=>(ii). Mistahes x* € X* ja y € Y korral on
operaator
*Quy: Xszr— (z,2")yeY

pidev ja lineaarne, st z* ® y € L(X,Y), kusjuures |z* @ y|| = |z*|| |y|;; kuna
see operaator on 16plikumodtmeline, siis * ®y € (X, Y). Fikseerides vabalt
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xy € Sx» ja yo € Sy (selliste elementide olemasoluks kasutame me eeldust,
et X # {0} jaY # {0}), paneme téhele, et ruumi K(X,Y) alamruumid
{r*®uyo: * € X*} ja {zf ®y: y € Y} on isomeetriliselt isomorfsed vastavalt
kaasruumiga X* ja ruumiga Y; niisiis, kui ruum K(X,Y’) on separaabel, siis
ka kaasruum X* ja ruum Y on separaablid.

(ii)=(i). Olgu kaasruum X* ja ruum Y separaablid. Siis topoloogiline
ruum K := (Bys,w*) on Banach—Alaoglu teoreemi (vt lauset 1.7) pohjal
kompaktne ja lause 1.9 pohjal metriseeruv; meetriline ruum L := (X*,| - ||)
on separaabel. Vaatleme kujutust

K(X,Y)5T —> T*j,, € C(K, L) (1.3)

(see kujutus on korrektselt defineeritud, sest iga 7' € K(X,Y’) korral on
kaasoperaatori ahend T™|p_, : By — X* lause 1.6 pohjal w*~| - |-pidev, st
T*|p,, € C(K, L)). Kujutus (1.3) on isomeetria (meenutame, et me vaatleme
ruumi C(K, L) varustatuna kaugusega (1.2)), sest mistahes 7', S € K(X,Y)
korral

|7 = 5] =[T"= 5% = sup [T7y* = S*7|

y*EBY*
= SUI;(dL(T*|BY*(y*)75*|BY* (4*)) = o(T*|By, S*|Bys)-
y*e
Kuna lause 1.15 pohjal on ruum C(K, L) separaabel, siis jareldub siit, et ka
ruum K(X,Y) on separaabel. O

Mirkus 1.16. Teistsuguse (mones mottes lihtsama) toestuse teoreemile 1.12
voib leida artiklist [AU, lemma 2|. See toestus toetub jargnevale ruumi C'(K)
separaabluse kriteeriumile.

Lause 1.17 (vt [DSch, 1k 340, ilesanne 16|). Olgu S tdielikult requlaarne
topoloogiline ruum. Siis (ruumil S madratud pidevate arv-vidrtuseliste funkt-
sioonide) ruum C(S) on separaabel parajasti siis, kui ruum S on kompaktne
ja metriseeruu.

1.5 Norgalt kompaktselt genereeritud ruumid
(WCG-ruumid)

Definitsioon 1.18. Oecldakse, et (Banachi) ruum X on nérgalt kompakt-
selt genereeritud ehk WCG-ruum, kui leidub ruumi X norgas topoloogias
kompaktne alamhulk K nii, et spank = X.

Jargnev lause annab kaks lihtsat ndidet norgalt kompaktselt genereeritud
ruumidest.
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Lause 1.19. (a) Separaablid Banachi ruumid on norgalt kompaktselt ge-
nereeritud.

(b) Refieksiivsed Banachi ruumid on norgalt kompaktselt genereeritud.

Markus 1.20. Lause 1.19 toestusest nieme, et separaabel Banachi ruum X
on isegi kompaktselt genereeritud, st leidub ruumi X (normi topoloogias)
kompaktne alamhulk K nii, et spank = X.

LAUSE 1.19 TOESTUS. (a). Olgu ruum X separaabel ning olgu {z,: n € N}
koikjal tihe hulk ruumis X. Siis K := {ﬁ z,:n € Nz, # 0} u {0} on
kompaktne hulk ruumis X, kusjuures spm}( = X; seega ruum X on norgalt
kompaktselt (ning isegi kompaktselt) genereeritud.

(b). Olgu ruum X refleksiivne. Kuna X = spanByx siis jadb viite toes-
tuseks markida, et refleksiivse Banachi ruumi kinnine iihikkera on norgalt
kompaktne (vt nt [M, lk 245, teoreem 2.8.2]). O

Lause 1.21 (vt [D', 1k 148, jireldus 4]|). Olgu X norgalt kompaktselt gene-
reeritud ning olgu x** € X**. Jargmised vaited on samavadrsed:

(1) ** on =-norgalt pidev (st ** € jx(X));

(ii) =** on jadaliselt =-norgalt pidev.
Jareldus 1.22. Olgu Y on norgalt kompaktselt genereeritud, ning olgu S €

L(Y*, X*). Jargmised viited on samavddrsed:
(i) S on kaasoperaator, st leidub T € L(X,Y) nii, et S =T%*;

(ii) S on jadaliselt w*—w*-pidev.
TOESTUS. (i)=>(ii) jareldub vahetult teoreemi 1.4 implikatsioonist (i)=>(ii).
(ii)=(i). Kehtigu (ii). Olgu x € X. Teoreemi 1.4 pohjal piisab implikat-
siooni toestuseks nédidata, et funktsionaal
S*jxx: Y 2 y* — (Y, Sjxw) = (x,5y*) e R
on w*-pidev. Kuna &, := S*jxx € Y**, siis lause 1.21 pohjal piisab selleks

niidata, et @, on jadaliselt =-norgalt pidev. Koondugu kaasruumi Y* elemen-
tide jada (y) »-norgalt nulliks, st y* — 0 =-norgalt kaasruumis Y*. Siis ope-

raatori S jadalise w*-w*-pidevuse tottu Sy’ — 0 #-norgalt kaasruumis X*,
jarelikult
WY ©2) = (x, 5y,) —— 0.
n—0o0
Seega @, on jadaliselt *-norgalt pidev, nagu soovitud. O

Lause 1.23 (vt [D', 1k 137, lemma 4|). Olgu X norgalt kompaktselt generee-
ritud ja olgu Z < X* separaabel alamruum. Siis leidub projektor P € L(X, X)
nii, et |P| =1, ran P on separaabel jo P*z = z iga z € Z korral.
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1.6 Eidelheiti ja Tukey—Klee eraldamisteoreemid ning
kinniste kumerate hulkade esitamine lokaalselt
kumerates ruumides

Teoreem 1.24 (M. Eidelheit (1936), J. Dieudonné (1941); vt [M, 1k 179,

teoreem 2.2.26|). Olgu E (reaalne) lokaalselt kumer ruum ning olgu Cy, Cy <

E kumerad mittetihjad hulgad, kusjuures hulga Cy sisemus C5 on mittetiihi.
Kui Cy n CS = &, siis leiduvad funktsionaal f € E' ja arv a € R nii, et

(1) <z, f) = « iga x € Cy korral;
(2) {x, f) < a iga x € Cy korral;
(3) {x, ) < aiga x € C3 korral.

Teoreem 1.25 (J. W. Tukey (1942), V. L. Klee (1951); vt [M, 1k 180, teo-
reem 2.2.28]). Olgu E (reaalne) lokaalselt kumer ruum ning olgu K,C < E
kumerad loikumatud mittetihjad hulgad, kusjuures K on kompakine ja C on
kinnine. Siis leidub funktsionaal f € E' nii, et

mindz, f) > S}Elg@, 2

Jareldus 1.26. Olgu E (reaalne) lokaalselt kumer ruum ning olgu C < E
kinnine kumer mittetihi alamhulk. Siis leidub alamhulk F < E' nii, et

C=({zeE: (o fy<1}). (1.4)

feF

Kui seejuures C' on absoluutselt kumer, siis saab alamhulga F < E' leida nii,

et
C=(V{zeE: [z f)| <1}

feF

TOESTUS. Iga z € E\C korral leidub Tukey-Klee eraldamisteoreemi 1.25
pohjal (vottes seal K = {z}) funktsionaal f, € E’ nii, et

(z, [y > Slelg@r, f) =

seejuures voime {iildisust kitsendamata eeldada, et o = 1. Aga niiiid kehtib
(1.4), kus F = {f.: ze E\C}.

Eeldame niiiid, et C' on absoluutselt kumer. Fikseerides vabalt u € C,
piisab jérelduse toestuseks niidata, et |[(u, f)| < 1iga f € F korral. Olgu
f € F suvaline; siis (u, f) < 1. Kuna hulga C' absoluutse kumeruse tottu ka
—u € C, siis —(u, fy = (—u, f) < 1; niisiis —1 < (u, f) < 1, st Ku, f)| < 1,
nagu soovitud. O
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2 Tarvilikke eelteadmisi vektormootudest

Koikjal selles paragrahvis on X ja Y Banachi ruumid, (2,3, ) on 16pliku
mooduga ruum ning 2 hulga €2 alamhulkade algebra. Funktsiooni f: 2 — R
p-modtuvuse all mdistame me tema L-moctuvust (st, et f~1(B) € ¥ iga
Boreli hulga B < R korral), kus (Q, %, 7) on ruumi (2, %, x) tiield.

2.1 Vektormoodu moiste ja variatsioon

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et hulgafunktsioon F: 2 — X on vektormdot,
kui ta on adititvne, st

D,EeA,DnE=g = F([DUE)=F(D)+F(E).

Oeldakse, et vektormodt F': A — X on loenduvalt aditiivne, kui

0
Eiem,izl,Q,...,EiﬁEj:®,2.7éj,UEZ'EQI

i=1

Margime, et vektormoodu F': 2l — X puhul

F(&) = F(@ v @) = F(D) + F(D) = 2F(9),
millest F'() = 0.

Definitsioon 2.2. Olgu F € 2. Kogumit {E1,...,E,}, kusne Nja Ey,...,
E, € 2 on paarikaupa 16ikumatud hulgad, mille ithend | J! |, E; = E, nimeta-
takse hulga F loplikuks A-mootuvaks tikelduseks (ehk lihtsalt A-mootuvaks
tlikelduseks).

Kui algebra 2 roll on kontekstist selge, siis nimetatakse 2A-mootuvaid
tiikeldusi ka lihtsalt maotuvateks tikeldusteks.

Definitsioon 2.3. Vektormoodu F': A — X wvariatsiooniks nimetatakse hul-
gafunktsiooni |F|: 20 — [0, o0], mis on defineeritud vordusega

[F|(E) =sup )| |[F(D)|, Ee,
T Derm

kus supreemum voetakse iile hulga F koigi loplike mootuvate tiikelduste 7.
Kui |F|(Q) < oo, siis eldakse, et F' on tokestatud variatsiooniga vektor-
moot.
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Lause 2.4 (vt [DU, 1k 3, lause 9] voi [Ma, 1k 13, lause 1.11]). Olgu F': A — X
tokestatud variatsiooniga vektormoot. Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) F on loenduvalt aditiione;

(ii) |F| on loenduvalt aditiivne.

2.2 Vektormo6odu (absoluutne) pidevus moodu suhtes

Definitsioon 2.5. Olgu v: A — [0,00] mdot. Oeldakse, et vektormdot
F: 20 — X on absoluutselt v-pidev (ehk lihtsalt v-pidev), kui

lim F(E) =0,

v(E)—0
st iga € > 0 korral leidub 0 > 0 nii, et
Fed v(E)<d = |F(F)|<ec.

Jargnev teoreem iildistab iihe mirgiga moodu p-pidevusega samaviirse
tingimuse (o-algebral midratud loenduvalt aditiivsete) vektormootude juhu-
le.

Lause 2.6 (vt nt [Ma, 1k 15, lause 1.12]). Olgu F': ¥ — X tokestatud variat-
stooniga loenduvalt aditiiune vektormoot. Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) F on p-pidev;
(ii
(i
(iv) FEeX, w(EF) =0 = |F|(F)=0.

)
) |F| on p-pidev;

i) EeX, y(B)=0 — F(E)=0;
)

Mirkus 2.7. Samavéérsus (i)<>(iii) lauses 2.6 kehtib ka ilma eelduseta va-
riatsiooni |F| tokestatusest (vt Pettise teoreemi |[DU, lk 10, teoreem 1|).

Selle jaotise viimane lause annab héstituntud lihtsa tingimuse vektormoo-
du loenduvaks aditiivsuseks.

Lause 2.8 (vt nt [Ma, lk 15, lause 1.13|). Olgu v: A — [0, 00) (loplik) maot.
Siis 19a v-pidev vektormoot F: A — X on loenduvalt adititvne.
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2.3 Banachi ruumi vaartuselise funktsiooni mootuvus

Definitsioon 2.9. Oeldakse, et funktsioon ¢: Q — X on X-médtuv liht-
funktsioon, kui ta esitub kujul

¢:ZXE7;$¢7 kusneN, E,...,E,eXjax,...z,€X. (2.1)
i=1
Kui seejuures hulgad E, ..., E, on paarikaupa loikumatud, siis 6eldakse, et

esitus (2.1) on funktsiooni ¢ kanooniline esitus.

Kui o-algebra X roll on kontekstist selge siis nimetatakse Y»-mootuvaid
lihtfunktsioone ka lihtsalt mootuvateks lihtfunktsioonideks voi ka lihtsalt liht-
funktsioonideks.

Mairkus 2.10. On ilmne, et lihtfunktsiooni kanooniline esitus pole kunagi
itheselt méaratud.

Definitsioon 2.11. Oeldakse, et funktsioon f: Q — X on

o tugevalt pu-mootuv (ehk lihtsalt p-maootuv), kui leidub (X-mdodtuvate)
lihtfunktsioonide Q@ — X jada (¢,) nii, et ¢, — f p-peaaegu kaikjal;

e norgalt p-mootuv, kui iga x* € X* korral funktsioon
2 f ={f(-),z*): QA >R
on p-mootuv;

e Boreli méttes p-méotuv, kui ta on Boreli mattes Y-mootuv (st f~1(B) e
Y iga Boreli hulga B < X korral), kus (Q,%,7) on ruumi (Q, X, 1)
téield.

Kui moodu i roll on kontekstist selge, siis nimetatakse p-mootuvaid ja nor-
galt p-mootuvaid funktsioone ka lihtsalt vastavalt mootuvateks ja norgalt
mootuvateks funktsioonideks.

Definitsioon 2.12. Oeldakse, et funktsioon f: Q — X on p-oluliselt sepa-
raabel-vidrtuseline (ehk lihtsalt oluliselt separaabel-vddrtuseline), kui leidub
hulk £ € ¥ nii, et u(Q\E) = 0 ja hulk f(F) ruumis X on separaabel.

Teoreem 2.13 (Pettise mootuvusteoreem; vt nt [R, 1k 26, lause 2.15]). Olgu
f:Q— X. Jirgmised viited on samavddrsed:

(i) f on p-mootuv;
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(ii) f on norgalt p-mootuv ja p-oluliselt separaabel-vidirtuseline;
(iii) f on Boreli mottes pu-mootuv ja p-oluliselt separaabel-vidrtuseline.

Definitsioon 2.14. Oecldakse, et hulk B By on normeeriv ruumi X
jaoks, kui
|| = sup |[{z,x*)| iga xz € X korral.
r*eB

Jargnev tulemus on tdhelepanek Pettise mootuvusteoreemi 2.13 toestu-
sest.

Jéreldus 2.15 (vt [DU, lk 42-43, jareldus 4|). p-oluliselt separaabel-vidrtu-
seline funktsioon f: Q — X on pu-mootuv parajasti siis, kui lesdub ruumi X
jaoks normeeriv alamhulk B < Bx= nii, et funktsioon x*f: Q — R on u-
mootuv iga x* € B korral.

Definitsioon 2.16. Olgu f: 2 — X. Funktsioon || f||: 2 — R on defineeri-
tud vordusega

[flw) = [f @), we.

Lause 2.17 (vt nt [Ma, 1k 27, lause 2.1]). Olgu f: Q — X p-mdotuv funkt-
stoon. Siis ka funktsioon |f|: © — R on p-modtuv.

Jargnev lemma leiab rakendamist lause 2.35 ja lemma 3.7 tdestuses.

Lemma 2.18. Olgu h: Q) — X p-mootuv tokestatud funktsioon. Siis leidub
Y-mootuvate lihtfunktsioonide Q@ — X jada (hy,) nii, et

(1) h, — h p-peaaegqu koikjal;
(2) jada (hy,) on ihtlaselt tokestatud, st sup, ey SUPLeq ||hn(W)| < 0.

TOESTUS. Funktsiooni h tokestatuse tottu L := sup,.q |h(w)| < 0. Kuna
funktsioon h on p-mootuv, siis leidub »-mootuvate lihtfunktsioonide 2 — X
jada (¢,) nii, et ¢, — h p-peaaegu koikjal, st leidub A € ¥ nii, et pu(A) =0

ja ¢n(w) — h(w) iga w € Q\A korral. Defineerime iga n € N korral
Ep = {weQ: on(w) - Mw)| < 1}
siis mistahes n € N ja w € E,, korral ||¢,(w)| < |h(w)]| + 1 < L + 1, jarelikult
IxE, (W dn(w)| < L+1 kdikide n € N ja w € Q korral.
[ga w € NA korral xg, (w)p,(w) — h(w) (sest kuna ¢,(w) — h(w), siis

“piisavalt suurte” indeksite n korral w € E,, st xg, (w) = 1). Iga n € N korral
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funktsiooni ¢, — h|| p-mddtuvuse tottu E, € ¥ (meenutame, et (Q, %, 1)
tahistab ruumi (2, X, 1) taieldit), seega me voime esitada E, = D, u N,
kus D, € ¥ ja hulk N, on p-hiiljatav. Uhendi | JI7, N, hiiljatavuse tottu
leidub hulk C' € ¥ nii, et u(C) = 0 ja |, N, = C. Paneme tihele, et
mistahes n € N ja w € Q\C korral xp, (w) = xg, (w).

Niiiid iga n € N korral on h,, := xp, ¢, 2-mootuv lihtfunktsioon, kusjuu-
res kehtivad (1) ning (2), sest u(A v C) =0 ja

hn(w) = xE, (W)dn(w) — h(w) iga we Q\(Au C) korral

ning
sup sup ||hn (w)|| < supsup [xg, (w)én (W) < L+ 1.

neN we) neN we

2.4 Bochneri integraal

Selles jaotises anname iilevaate iihest Lebesgue’i integraali {ildistusest Banac-
hi ruumi véartuseliste funktsioonide jaoks — ( Lebesgue—) Bochneri integraalist,
mida tuntakse ka Dunfordi ja Schwartzi integraali voi Dunfordi esimese in-
tegraali nime all.

Definitsioon 2.19. Olgu f: 2 — X »-mootuv lihtfunktsioon kanoonilise
esitusega

f=> xpw. (2.2)
=1

Bochneri integraal funktsioonist f iile hulga £ € ¥ (m6odu p jargi) definee-
ritakse vordusega

Lﬂmwm»:ﬁjmu=EM&mEnT (2.3

Mairkus 2.20. Lihtfunktsiooni kanooniline esitus pole kunagi iiheselt maa-
ratud. Pole siiski raske nédidata, et definitsioon 2.19 on korrektne, st vordu-
sega (2.3) defineeritud integraal {, fdu ei soltu funktsiooni f kanoonilisest
esitusest (2.2).

Paneme téhele, et {_ fdu =\, fxedpu.

Definitsioon 2.21. Oeldakse, et y-modtuv funktsioon f: Q — X on Boch-
neri mottes p-integreeruv, kui leidub (3-mootuvate) lihtfunktsioonide jada

(fn) nii, et
i [ 12— rldn=o.
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Sellisel juhul defineeritakse Bochneri integraal funktsioonist f iile hulga E e
Y (moodu p jérgi) vordusega

| s@rane) = | o= tim | g 2.4)

Kui moodu g roll on kontekstist selge, siis 0eldakse Bochneri mottes pu-
integreeruva funktsiooni kohta ka lihtsalt Bochneri mottes integreeruv funkt-
sioon.

Mairkus 2.22. On kergesti kontrollitav, et definitsioon 2.21 on korrektne,
st piirvidrtus (2.4) eksisteerib ja ei soltu jada (f,,) valikust (vt nt [Ma, lk
31-32]).

Jargnev lause annab iihe kergesti kontrollitava tarviliku ja piisava tingi-
muse mootuva funktsiooni f integreeruvuseks (Bochneri mottes).

Lause 2.23 (vt [DU, lk 45, teoreem 2| voi [Ma, lk 32, teoreem 2.4|). -
mootuv funktsioon f:Q — X on Bochneri mottes p-integreeruv parajasti
siis, kui {, | f| dp < oo.

Lause 2.24 (vt [DU, 1k 46, teoreem 4, (ii)] voi [Ma, lk 33, lause 2.5|). Olgu
funktsioon f: Q) — X Bochneri mottes pu-integreeruv. Siis

HJ fd,u‘ < J |fldu iga E €% korral.
E E

Jargnev lause iitleb, et pideva lineaarse operaatoriga voib minna Bochneri
integraali margi alla.

Lause 2.25 (vt [DU, lk 47, teoreem 6] voi [Ma, lk 33, teoreem 2.6]). Olgu
f:Q — X Bochneri mottes p-integreeruv funktsioon, olgu Y Banachi ruum
ning olgu T € L(X,Y). Siis funktsioon Tf: Q — Y on Bochneri mattes
p-integreeruv, kusjuures

ijdM:T(J fdu) iga E € X korral.
E E

Definitsioon 2.26. Olgu funktsioon f: €2 — X Bochneri mottes p-integ-
reeruv. Vektormootu

F:zf fd/uLZZBEHJ‘fd/LEX (2.5)
) E
nimetatakse mddramata integraaliks funktsioonist f.
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Jargnev teoreem iitleb muuhulgas, et mddaramata integraal Bochneri mot-
tes p-integreeruvast funktsioonist on u-pidev tokestatud variatsiooniga loen-
duvalt aditiivne vektormoot.

Teoreem 2.27 (vt |DU, 1k 46, teoreem 4| voi [Ma, lk 34-35, teoreem 2.7|).
Olgu funktsioon f: Q — X Bochneri mattes p-integreeruv. Siis

(a) hm,u(E)—»O SE fd,u = 0;
(b) kut hulgad E,, € ¥, n = 1,2,..., on paarikaupa loitkumatud ning E :=

U, En, siis
(e8]
Fin=Y | fan

kusjuures rida Zle SEH fdu koondub absoluutselt;

(¢) mddramata integraal (2.5) on tokestatud variatsiooniga vektormoot,
kusjuures

F|(E) = J \fldy iga E e korral
E
Selle jaotise viimane lause annab kasuliku piisava tingimuse kahe Bochneri
mottes integreeruva funktsiooni vordsuseks peaaegu koikjal.
Lause 2.28 (vt [DU, lk 47, jareldus 5| voi [Ma, lk 37, lause 2.8|). Olgu

f,9: Q@ — X Bochneri mottes p-integreeruvad funktsioonid, kusjuures

deuzj gdu iga E € X korral.
E E

Siis [ = g p-peaaegu koikjal.

2.5 Banachi ruumi Radon—Nikodymi omadus

Definitsioon 2.29. Oeldakse, et Banachi ruumil X on Radon-Nikodijmi
omadus ruumi (2, %, 1) suhtes, kui iga p-pideva tokestatud variatsiooniga
loenduvalt aditiivse vektormoodu G: % — X korral leidub Bochneri mot-
tes p-integreeruv funktsioon g: €2 — X nii, et G on méiidramata integraal
funktsioonist g, st

G(E) = f gdu iga E € ¥ korral. (2.6)
B

Oeldakse, et Banachi ruumil X on Radon-Nikodymi omadus, kui ruumil X
on Radon—Nikodymi omadus iga lopliku mooduga ruumi suhtes.
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Teoreem 2.30 (vt [DU, lk 72, teoreem 7]). Olgu G: ¥ — X mddramata
integraal Bochnert mottes p-integreeruvast funktsioonist g: Q0 — X, st kehtib
(2.6). Siis |G| on loplik moot, kusjuures iga € > 0 korral leidub E € ¥ nii, et
p(Q\E) < € ja hulk

G(D) }
——=:Y3DcFE, uD)#0

e )
on suhteliselt kompakine.

Jareldus 2.31. Olgu ruumil X Radon-Nikodymi omadus ning olgu G: ¥ —
X p-pidev tokestatud variatsiooniga loenduvalt aditiiune vektormoot. Suis lei-
duvad paarikaupa lotkumatud hulgad Eq, By, Es, ... € X nii, et Uio E;, =Q,
w(Eo) = 0 ja iga i € N korral hulk

on suhteliselt kompaktne.

ZaDcEi,u(D);éO}

Lause 2.32. Olgu G: ¥ — X mddramata integraal Bochneri mottes pi-
integreeruvast funktsioonist g: Q — X, st kehtib (2.6). Siis leidub hulk E € 3
nii, et u(Q\E) =0 ja

__[G(D) _.
g(E) c conv{ D) De ¥, u(D) +# 0} =: K.
TOEsTUS. Koigepealt méirgime, et kuna g on u-maootuv, siis Pettise mootu-
vusteoreemi 2.13 pohjal mistahes Boreli alamhulga W < X korral g7 (W) €
3, kus (2,3, %) on ruumi (2, %, p) tiield.

Lause toestuseks piisab néidata, et hulk ¢~ '(X\K) on p-hiiljatav. Toe-
poolest, sellisel juhul leidub hulk C' € X nii, et u(C) = 0 ja g H(X\K) < C;
seega me voime votta £ = Q\C, sest siis p(Q\E) = u(C) =0ja £ = ON\C <
Qg (X\K) = 7'(K), st g(E) < K.

Hulga ¢g7'(X\K) p-hiiljatavuseks piisab niidata, et iga hulka K mitteldi-
kava lahtise kera U korral ruumis X on originaal g~ (U) p-hiiljatav. Toepoo-
lest, kuna ¢ on oluliselt separaabel-vairtuseline, siis leidub hulk B € ¥ nii,
et g(B) on separaabel ja u(Q\B) = 0. Niiiid ka hulk g(B)\K on separaabel,
seega temas leidub {ilimalt loenduv koikjal tihe alamhulk S. Defineerime iga
x € S korral

ry :=sup{r >0: B(z,r)c X\K} ja U,:=B(z,r,),
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siis g(B)\K € ,eg Uz © X\K, seega

(X\K)nBc g (9(B\K) c g (U Ux) =g )

€S zeS

ning jarelikult

T(X\K) = (\B) U (¢7H(X\K) n B) = (A\B)u | g7 (U.).

zeS

Kui niiiid iga # € S korral oleks originaal ¢g~!(U,) w-hiiljatav, siis eelneva
sisalduvusteahela parem pool oleks loenduv iithend p-hiiljatavatest hulkadest,
seega see parem pool oleks p-hiiljatav hulk, jirelikult ka vasak pool g~ (X\K)
oleks p—hiiljatav.

Olgu U lahtine kera ruumis X, mille korral U n K = ¢&. Oletame vastu-
viiteliselt, et originaal ¢g='(U) pole p-hiiljatav; siis, arvestades, et ¢g71(U) €
3, leidub D € ¥ nii, et D < ¢7'(U) ja (D) > 0. Eidelheiti eraldamis-
teoreemi 1.24 pohjal leiduvad z* € X* ja o € R nii, et

(u,z*) < a < {x,xz*) koikide u € U ja x € K korral.

Niitid, iihelt poolt,

o= (| s = [ s dute) < au(o)

D
teiselt poolt, arvestades, et G(D) e K,
(D)

(G(D).2* = p(D) <%> > au(D).

Oleme joudnud vastuoluni. O

Jargnev teoreem iitleb muuhulgas, et Banachi ruumi Radon—Nikodymi
omadus on separaablilt m&aaratud.

Teoreem 2.33 (vt [DU, lk 81, teoreem 2|). Kui Banachi ruumil on Radon—
Nikodymi omadus, sius ka 1gal tema kinnisel alamruumsil on see omadus. Tei-
selt poolt, kur Banachi ruumsi igal separaablil kinnisel alamruumil on Radon—
Nikodymi omadus, siis ka sellel Banachi ruumil endal on see omadus.

Teoreem 2.34 (vt [DU, lk 198, jireldus 8, (a)<(c)]). Kaasruumil X* on
Radon—Nikodymi omadus parajasti sus, kui ruumi X iga separaabli alam-
ruumi Z < X kaasruum Z* on separaabel.
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Magistritoos keskse Andrewsi teoreemi (vt sissejuhatust voi teoreemi 4.1)
toestus toetub jargmisele lausele.

Lause 2.35. Ku:

(1) mistahes mootuva ruumi (Y,Z) ja mistahes tokestatud variatsiooniga
loenduvalt adititvse vektormoodu G: = — X korral, mille variatsioon
|G|: 2 — [0,00) on tdielik moot, leidub tokestatud |G|-mootuv funkt-
sioon g: ¥ — X nii, et

G(F) = J gd|G| iga E € = korral, (2.7)
E

sits ruumil X on Radon—Nikodymi omadus.
Lause 2.35 toestus kasutab jargnevat lauset.

Lause 2.36 (vt nt [F, lk 91, lause 3.9, (a)]). Olgu v: ¥ — [0,00) (loplik)
moot, kusjuures v < i (st v on absoluutselt j-pidev). Siis iga g € Ly(v) korral

d
Jng:J g—yd,u.
0 o du

LAUSE 2.35 TOESTUS. Kehtigu (f). Olgu F: ¥ — X p-pidev tokestatud
variatsiooniga loenduvalt aditiivne vektormoot. Ruumi X Radon-Nikodymi
omaduseks piisab leida p-integreeruv funktsioon f: 2 — X nii, et

d
g ﬁ € Li(u), kusjuures

F(D) = JD fdu iga D € ¥ korral. (2.8)

Kuna lausete 2.4 ja 2.6 pohjal on |F|: ¥ — [0,00) p-pidev moot, siis
klassikalise Radon—Nikodymi teoreemi pohjal leidub p-integreeruv funktsioon
¢: ) — R nii, et

|F|(D) = J ¢dp iga D € ¥ korral.
D

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et ¢ on Y-mé6tuv ning et d(w) =0
iga w € ) korral.

Olgu (Q, Z, v) ruumi (2, X, | F'|) taield; siis, tdhistades hulga 2 | F'|-hiiljata-
vate alamhulkade (ehk, samavéérselt, v-hiiljatavate alamhulkade) kogumi
stimboliga N,

E={DuUN:DeX NeN}.
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Defineerime hulgafunktsiooni
G:Z23DUNw+>F(D)eS, DeX NeN.

Margime, et see hulgafunktsioon on korrektselt defineeritud. Toepoolest, olgu
Dy,D, € ¥ ja Ny, Ny € N sellised, et D; U Ny = Dy U N,. Hulgafunktsioo-
ni G definitsiooni korrektsuseks piisab veenduda, et F'(D;) = F(Ds). Olgu
Ch,Cy € ¥ sellised, et |F|(C;) = 0ja N; < C;, i = 1,2. Siis Dy < Dy U Cs,
jarelikult D1\Dy < Cs, seega ||F'(Di\Ds2)| < |F|(Di\D2) < |F|(Cy) = 0,
niisiis F'(D;\D2) = 0. Analoogiliselt saame, et F'(Dy\D;) = 0, seega

F(Dy) = F(D1 n Ds) + F(D1\D3) = F(Dy n Ds)
= F(Dy n Dy) + F(Do\Dy) = F(Dy),

nagu soovitud. Paneme tdhele, et G on loenduvalt aditiivne vektormoot,
kusjuures |G| = v. Tdepoolest, hulgafunktsiooni G loenduv aditiivsus on
ilmne. Olgu niiiid £ € = suvaline. Kui {F1, ..., F,}, kus n € N, on hulga F
E-mootuv tiikeldus, siis iga i € {1,...,n} korral E; = D; U N;, kus D; € 3 ja
N; € N; seejuures

N6 = Yiro) < |r|(UD:) - v

jarelikult |G|(E) < v(E). Teiselt poolt, olgu D € X ja N € N sellised, et
E =D u N, ning olgu 7 hulga D »-mootuv tiikeldus. Siis

DEE@)] = 1G] = X 1GO)] + IGED)| < |GI(E),
Cem Cem Cem
jarelikult v(F) = |F|(D) < |G|(E). Niisiis |G|(E) = v(F) ning seega |G| = v.

Eelduse () pohjal leidub |G|-integreeruv tokestatud funktsioon g: Q —
X, mis rahuldab tingimust (2.7). Lause toestuseks jadb niilid naidata, et,
funktsioon

[ = g6 Q50— dw) glw) € X
on p-mootuv ja rahuldab tingimust (2.8).

Kuna funktsioon ¢: €2 — R on X-mootuv, siis leiduvad Y-mootuvad liht-
funktsioonid ¢,: Q@ - R, n=1,2,..., nii, et ¢, — ¢ punktiviisi ruumis §2.
Kuna funktsioon ¢g: 2 — X on v-mootuv, siis arvgstades, et v on variatsioo-
ni |F| téield, on g ka |F|-mootuv; kuna g on tokestatud, siis lemma 2.18
pohjal leiduvad »-mdéotuvad lihtfunktsioonid ¢,: @ — X, n = 1,2,...,
nii, et g, —9 |F'|-peaaegu koikjal ruumis €, kusjuures jada (g,) on iiht-

laselt tokestatud, st sup,ey SUpP,eq |gn(w)|| < co. Nidd f, := gnon: Q2w —
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On(W)gn(w) € X, n=1,2,..., on X-mo6otuvad lihtfunktsioonid, seega funkt-
siooni f pu-mootuvuseks piisab néidata, et f,, — f p-peaaegu koikjal ruumis
Q.

Olgu C € ¥ selline, et |F|(C) = 0 ja gp(w) — g(w) iga w € Q\C korral.

Kuna {,¢dp = |F|(C) = 0, siis ¢p(w) = 0 p-peaaegu koikide w € C' korral
(siin me arvestame, et ¢ on mittenegatiivne funktsioon), st leidub Cj € X,
Co < C, nii, et u(Cy) = 0 ja ¢(w) = 0 iga w € C\Cy korral. Niiiid iga
w € ANCy korral f,(w) — f(w), sest kui w € Q\C, siis g,(w) — g(w) ja

bn(w) — Bd(w), jarelikult

fn(W) = ¢n(W)gn(w) —— d(w)g(w) = fw);

n—a0

kui aga w € C\Cy, siis ¢, (w) — ¢(w) = 0, jarelikult, arvestades, et jada (gn)
on iihtlaselt tokestatud,

fn(w) = ¢n(W)gn(w) —— 0 = p(w)g(w) = f(w).

n—o0

Seega f, — f p-peaaegu koikjal (sest u(Co) = 0).

Jadb veel néidata, et funktsioon f rahuldab tingimust (2.8). Selleks mér-
gime esmalt, et funktsioon f on p-integreeruv, sest

f £l du = f gl 16l dit < lglo j 6ldu = lglalél < co.
Q Q Q

Fikseerides vabalt D € ¥ ja x* € X* piisab tingimuse (2.8) rahuldatuseks

niiiid naidata, et
o).t =( | rawat)
D
d| F|

Selleks mérgime, et kuna F(D) = G(D) = {,gdv ning ¢ = 7 siis
1

lause 2.36 pohjal

D)ay = { [ advat) - f<g 2"y du(w f<g 2"y d|F|(w)

- | )t o du) = | @llglo).a dute)

=L<f( x*) dp(w <J fdu,x >

nagu soovitud. ]
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2.6 Lebesgue-Bochneri ruumid L,(y, X), kus 1 < p < o

Kéesolev jaotis on kogu ulatuses tsiteeritud magistritoost [Ma, lk 3839, jao-
tis 2.4].

Koigi Bochneri mottes p-integreeruvate funktsioonide f: Q@ — X ruu-
mi tdhistatakse siimboliga Li(Q, %, p, X) voi lihtsalt Ly (u, X). Siis L (u, X)
on vektorruum loomulike tehete suhtes. Kui ruumis L (u, X) lugeda kaks
funktsiooni vordseks, kui nad on vordsed p-peaaegu koikjal, siis Ly (p, X) on
Banachi ruum jérgmise normi suhtes:

Wl:ﬁfﬂw,feth)

Uldisemalt, kui 1 < p < oo, siis siimboliga L,(Q, %, 4, X) voi lihtsalt
L,(1, X) téhistatakse selliste p-mootuvate funktsioonide f: Q — X klassi,
mille korral

| 11 <
Q

Niisiis, Ly,(p, X) = {f: Q@ — X, |f|| € Ly(1)}. Paneme téhele, et L,(u, X)
on vektorruum loomulike tehete suhtes. Kui ruumis L,(u, X) lugeda kaks
funktsiooni vordseks, kui nad on vordsed p-peaaegu koikjal, siis L, (1, X) on
Banachi ruum jérgmise normi suhtes:

wm:(prmy,fe%mxy

Me iitleme et p-mootuv funktsioon f: Q — X on p-oluliselt tokestatud
(ehk lihtsalt oluliselt tokestatud, kui moodu p roll on kontekstist selge), kui

| flloo := esssup [ | < 0,
kus
esssup | f|| = inf{a e R: hulk {we Q: |f(w)]| > a} on ,u-hiiljatav}
- min{a e R: hulk {we Q: [f(w)] > a} on u-hiﬂjatav}
= min{a e R: | f|| € a p-peaaegu kéikjal}.

Koigi p-oluliselt tokestatud p-mootuvate funktsioonide klassi tdhistatakse
stimboliga L (2, %, u, X) (ehk, lithidalt, Ly (u, X)). Juhime tdhelepanu, et
klass Lo, (1, X) koosneb funktsioonidest, mis on véljaspool mingit nullmoédu-
ga hulka tokestatud. Margime, et Lo, (1, X) on vektorruum loomulike tehete

28



suhtes; kui ruumis Lo (1, X) lugeda kaks funktsiooni vordseks, kui nad on
vordsed p-peaaegu koikjal, siis Lo (1, X') on Banachi ruum normi |- |, suhtes.

Banachi ruume L,(p, X), 1 < p < oo, nimetatakse Lebesque—Bochneri
ruumideks. Lebesgue-Bochneri ruumid on ruumide L,(x) loomulik ildistus.
Margime, et kui 1 < p < g < o0, siis

Loo(p, X) < Lo, X) < Lyp(p, X) < La(p, X).

2.7 Bochneri mottes integreeruvate funktsioonide
ruumi kaasruum

Lemma 2.37. Olgu p,q € [1,00] kaaseksponendid, st % —i—% = 1 (seejuures
Juhtudel p = 1 ja p = oo loeme vastavalt ¢ = o ja q = 1), ning olgu g €
L,(u, L(X,Y)) ja f e Ly(p, X). Siis funktsioon

gf: Qswr— g(w)f(w)eY
on Bochneri mottes integreeruv.

TOEsTUS. Niitame esmalt, et funktsioon ¢f on modtuv. Funktsioonide g
ja f mootuvuse tottu leiduvad lihtfunktsioonide 2 — L£(X,Y) jada (g,) ja
lihtfunktsioonide Q — X jada (f,) nii, et g, — ¢ peaaegu koikjal ja f, — f

peaaegu koikjal, seega peaaegu koikide w € €) korral

[9n(w) fu(w) = g(w) Fw)]
< gn (@) = g()Ilfn)] + [lg(@)]l fnlw) = f@)] —0,

n—oo

st gnfn — gf peaaegu koikjal. Kuna g, f,: €2 — Y on lihtfunktsioonid, siis

funktsioon gf on mootuv. Funktsiooni ¢gf Bochneri mottes integreeruvuseks
piisab mérkida, et Holderi vorratuse pohjal

L lgf1 dp < L lgl 171 die < gl fllp < oo

]

Lause 2.38 (vt [DU, 1k 98|). Operaator T: Lq(pt, X*) — Lo (11, X)*, kus

(. Tg) = f of dyt = L<f(w>,g<w>>du<w>, g€ L1 X*), f e L, X).

on lineaarne isomeetria.
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TOESTUS. Mérgime esmalt, et mistahes g € Ly(u, X*) ja f € Loo(p, X) kor-
ral on funktsioon gf: 2 — R lemma 2.37 pohjal Bochneri mottes integreeruv
(mis antud juhul tdhendab tavalist Lebesgue’i mottes integreeruvust); samuti
on lihtne néha, et Tg: Lo (1, X) — R on lineaarne funktsionaal. See lineaar-
ne funktsionaal on pidev, sest mistahes f € Lo, (i, X) korral

<701 = || afdel < [ lal171dn < 151 [ Told = ol

niisiis 7g € Lo (11, X)*, kusjuures |Tg| < |g[1. Ilmselt on operaator T' line-
aarne, seega jaib lause toestuseks naidata, et iga g € Ly(u, X*) korral |Tg| >
|lg|1- Fikseerides vabalt g € Li(u, X*) ja ¢ > 0, piisab selleks néidata, et
gl > gl —e.

Olgu (g,) selline lihtfunktsioonide 2 — X* jada, et | g, — g[1 — 0; siis iga

* *

n € N korral leiduvad m,, € N, a7, 1,... @} . € X* ja paarikaupa loikumatud

hulgad A, 1,..., Ay m, € X nii, et

Mn
&
gn = Z XAn,i x’ﬂ,’t
=1

Mistahes n € Njaie {1,...,m,} korral leidub z,,; € Bx nii, et

€
Ty Ty > |z || — )
Conin ) > ol =~

Iga n € N korral defineerime funktsiooni
fn = ZXAW' Tnit 0 — X,
i=1

siis ilmselt | f,,|o < 1, kusjuures

Mmn Mn

g
afadi= [ Sixa onsatdn> | xM(mm———)m
fﬂ Qi ’ Q ZZ; ’ ’ ()
2 Jv Z XAn,i
Q-1

seega |{fn, Tgn)| = |lgn]1 — €. Seega

*
xn,i

du—azjﬂ%fw—€=”%1—@
Q

ITgn| = |gnl1 —e iga n e N korral,

jarelikult
Tgl = tim [Tgu] > lim g,]s — = = gl <.
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Teoreem 2.39 (vt [DU, 1k 98, teoreem 1]). Olgu p € [1,20) ja q € (1, 0]
kaaseksponendid, st %—l—% =1 (seejuures juhul p = 1 loeme q = o). Jargmised
vdited on samavddrsed:

(i) kaasruumil X* on Radon—Nikodgmi omadus ruumi (2, X, u) suhtes;

(ii) operaator T: Ly(p, X*) — Ly,(u, X)*, kus

(. Tg) = f<f W) du(w), g€ Lo(u, X*), f € Lyl X)*,

on isomeetriline isomorfism.

2.8 Liftingu moiste. Liftingute olemasoluteoreem

Téhistame siimboliga M (X)) koigi X-mdotuvate funktsioonide f: Q — R hul-
ka.

Definitsioon 2.40 (vt [T, 1k 4, jaotis (1-1-11)]). Funktsiooni ¢: Le(u) —
M (X) nimetatakse liftinguks, kui mistahes f,g € Lo (1) ja a, 8 € R korral

(1) o(f) = f p-peaaegu kéikjal;
(2) olaf + Bg) = ao(f) + Bolg);
(3) o(fg) = o(f)el9);

(4) o(1) =

5) fz0 = off) =0

Mirkus 2.41. Definitsiooni 2.40 tingimuses (5) tdhendab tingimus “f > 07,
et f = 0 ruumis Le (1), st f = 0 p-peaaegu koikjal; tingimus “o(f) = 07
tihendab, et (o(f))(w) = 0 iga w € Q korral.

Sisuliselt valitakse liftinguga (faktor)ruumi L (u) igast peaaegu koikjal
vordsete funktsioonide ekvivalentsiklassist vilja iiks kindel funktsioon (ehk
selle ekvivalentsklassi iiks esindaja).

Toome vilja veel kaks meie jaoks edasises olulist liftingute omadust: mis-
tahes f,g € Lo (u) korral

©6) f=g = of)=o(9);
(7) To(H)I < e(|f])-
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Toestame viited (6) ja (7). Olgu f, g € Lo (p).
Olgu f > g ruumis Lo (p); siis f — ¢ = 0 ruumis Le (), seega omaduste

(2) ja (5) pohjal o(f) — o(g) = o(f — g) = 0, millest o(f) = o(g). Viide (6)
on toestatud.
Kuna

=< f<Ifl ruumis Le(p),
siis omaduste (2) ja (6) pohjal
—o(f]) = e(=1f]) < o(f) < e(lf),
seega |o(f)] < o(|f]). Véide (7) on toestatud.
Teoreem 2.42 (vt [T, lk 4, jaotis (1-1-11)]). Kui mooduga ruum (€2, 3, u)
on taielik, siis leidub lifting Lo (pn) — M(X).

2.9 Tokestatud variatsiooniga loenduvalt aditiivse
vektormoodu norga tiheduse olemasolu ja
omadused

Definitsioon 2.43. Oeldakse, et alamruum Z < Y* on normeeriv alamruum
ruumi Y jaoks, kui tema kinnine iihikkera Bz on normeeriv hulk ruumi Y
jaoks (vt definitsiooni 2.14), st

lyll = sup |<y,2)| iga y €Y korral.

2€By

Teoreem 2.44. Olgu G: X — Y tokestatud variatsiooniga loenduvalt adi-
titune vektormoot, kusjuures leidub k = 0 nii, et

|G|(F) < ku(E)  iga E € X korral,
ning olgu 0: Lo (1) — M(X) lifting.

(a) Olgu Z < Y* normeeriv alamruum ruumi Y jaoks. Siis leidub parajasti
tiks tokestatud funktsioon h: Q0 — Z* nui, et

(1) (G(E), z) = § (2, h(w)) du(w) kéikide E € X ja z € Z korral;
(2) o({z,h(:))) =<z, h(")) iga z € Z korral;

seejuures |h(w)|| < K iga w € Q korral.

(b) Olgu ruum Y kaasruum, st Y = W* mingi Banachi ruumi W korral.
Stis leidub parajasti iiks tokestatud funktsioon f: € — Y nii, et
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(1*) {w,G(E)) = § (w, f(w)) du(w) kéikide E € ¥ ja w e W korral;
(2%) o(w, f(-))) = (w, f(-)) iga we W korral;
seejuures | f(w)| < k iga w € Q korral.

Jareldades teoreemis 2.44 (ning ka teoreemides 2.46 ja 3.3) viitest (a)
viidet (b), on mugav toetuda jirgnevale lemmale.

Lemma 2.45. (a) Olgu Z < Y* normeeriv alamruum ruumi Y jaoks ning
olgu jy: Y — Y™ ja 5. Z — Y* loomulikud sisestused. Siis ¢ :=
759y Y — Z% on lineaarne isomeetria; seejuures

(2, Yy =y, z) koikide y €Y ja z € Z korral. (2.9)

(b) Olgu ruum Y kaasruum, st Y = W* mingi Banachi ruumi W korral,
ning olgu 7 = jy (W) c W** = Y*. Siis
(ba) @ :=j*jy: Y — Z* on isomeetriline isomorfism;

(bb) kui funktsioonid h: Q — Z* ja f: Q — Y on sellised, et h =
Of, siis funktsioon h rahuldab teoreemi 2.44 tingimusi (1) ja (2)
parajasti siis, kui funktsioon f rahuldab selle teoreemi tingimusi

(1%) ja (27).

TOESTUS. (a). Kuna Z < Y* on normeeriv alamruum ruumi Y jaoks, siis
viite toestuseks piisab toestada vordused (2.9): mistahes y € YV ja z € Z
korral

(2, @y) =<2, 5%gvy) = Gz, Jvy) = Y, j2) = Y, 2)-
(ba). Kuna (a) pohjal on ® lineaarne isomeetria, siis jidb viite toes-
tuseks nididata, et ® on siirjektsioon. Selleks mérgime, et antud juhul loo-

mulik sisestus j: Z — Y* on loomulik sisestus j: ju (W) — W**; seega

Y = W = (W) @ jw (W) = jy (V) @ jw (W),
kusjuures mistahes w* € jy (W) ja w € W korral
Gww, 7w = (jww, wh) = Gww, wh) =0,
st j*w’ = 0 ning seega j* (jw (W)*) = {0}, siis
Z* = (Y™) = j* (v (V) + 57 (w(W)?) = 7%y (Y) + {0} = @(Y);
niisiis ® on siirjektsioon, nagu soovitud.
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(bb). Olgu funktsioonid h: Q@ — Z* ja f: Q — Y sellised, et h = Of.
Viite toestuseks piisab mérkida, et mistahes £ € Y ja w € W korral iihelt

poolt
(G(E), jw(w)) = (w,G(E)),

teiselt poolt aga, arvestades, et vorduse (2.9) pohjal iga w € €2 korral

G (), h(@)) = G (), @) = (F(@), o (w)) = w, F(w)),
kehtib
f<yw ) dji(e f<w F()) dpu(w).

TEOREEMI 2.44 TOESTUS. (a). Iga z € Z korral on
2G: Y3 FE+—{(G(E),z)eR

p-pidev méargiga moot, seega klassikalise Radon—Nikodymi teoreemi pohjal
leidub g, € Li(u) nii, et

(G(E),z)=z2G(F) = J g-dp iga E € ¥ korral.
E

Kuna iga E € X korral

L 10:@)| duw) = [2GI(E) < 2] |GI(E) < |z|wu(E) = Lmn .
siis |g,(w)| < k|z| p-peaaegu koikide w € Q korral; niisiis g, € Lo (), kus-

juures
(0(g:])) (w) < k|z| iga w € Q korral. (2.10)

Defineerime iga w € Q korral funktsionaali h(w): Z — R vordusega

(z,h(w)) = (g(gz))(w), z€Z.

Siis iga w € Q korral h(w) € Z*. Tdepoolest, olgu w € Q. Kui 21,2 € Z ja
a € R, SiiS Gazy 12, = Gz, + sy, Sest iga B € X korral

jE Gomsny dpt = (G(E), 021 + 25) = alG(E), 2> + (G(E), )

= af Gz dpp + J Gz dpt = J (agz, + g2,) dp;
E FE FE
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seega

<az1 + 22, h(w)> = (Q(ga21+22))(w) = (Q ag + gz2))(w)
= (@0(g:,) + 0(g2,)) (W) = a(0(g=)) (W) + (0(g2,)) (w)
alzy, h(w)) + (za, h(w));

niisiis h(w) on lineaarne. Funktsionaal h(w) on ka pidev, kusjuures |h(w)| <
K, sest mistahes z € Z korral vorratuse (2.10) tottu

[z, hlw)l = [(e(g:)) )] = le(g2)(w) < (ellg:)) (w) < k=]

Funktsioon h: Q 3 w — h(w) € Z* rahuldab tingimusi (1) ja (2), sest
koikide E € ¥ ja z € Z korral

GE).2) = | 0:() () = | (p(00)(@)dle) = | ehe) dnte)

ja
oG h() = ofelg)) 2 olgs) = (. h())
(siin vordus (=) kehtib, sest o(g.) = g. peaaegu koikjal).
Oletame niiiid, et tokestatud funktsioon g: 2 — Z* rahuldab tingimusi
(1) ja (2), kus h asemel on g. Siis iga z € Z korral

L<z, (@) dp(w) = (G(E), =) JE@, hw)ydu(w) iga B e S korral,

seega
(z,9(w)) ={z,h(w)) p-peaaegu koikide w € Q korral,
jarelikult
(2,900 = 0((2.9())) = o((z. h(-))) = {2, (),
st
(z,9(w)) ={z,h(w)) iga w € korral.
Kuna viimane tingimus kehtib iga z € Z korral, siis g(w) = h(w) iga w € Q
korral, st g = h.

(b). Defineerime Z := ji (W) < W** = Y*; siis teoreemi (a)-osa poh-
jal leidub tokestatud funktsioon h: Q — Z* mis rahuldab tingimusi (1)
ja (2), kusjuures |h(w)| < k iga w € Q korral. Defineerime funktsiooni
f=0h:Q > Y, kus ® := j*jy: Y — Z* (meenutame, et lemma 2.45
pohjal on ® isomeetriline isomorfism); siis h = ® f, jarelikult lemma 2.45 pSh-

jal rahuldab f tingimusi (1*) ja (2*). Kuna ® on isomeetriline isomorfism,
siis iga w € (2 korral

[f@)l = [®f()] = Mw)] < &.
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Oletame niiiid, et funktsioon g:  — Y rahuldab tingimusi (1*) ja (2*),
kus f asemel on g. Defineerime funktsiooni g := ®g: 2 — Z*; siis lemma 2.45
pohjal rahuldab g tingimusi (1) ja (2), kus h asemel on g; jarelikult teoreemi
(a)-osa pohjal g = h. Niisiis, &g = g = h = ®f, millest, arvestades, et ® on
isomorfism, jareldub, et g = f. O]

Jargnev teoreem kirjeldab eelneva teoreemi funktsioonide h ja f omadusi.

Teoreem 2.46. Olgu G: X — Y tokestatud variatsiooniga loenduvalt adi-
tiiune vektormaot ning olgu o: Lo (p) — M(X) lifting. Tdahistame iga E € 3
korral

D) o p e c
HE.—{M(D).E D E,M(D)>O} Y.

(a) Olgu Z < Y* normeeriv alamruum ruumi Y jaoks ning olgu j: Z — Y*
loomulik sisestus. Rahuldagu tokestatud funktsioon h: Q — Z* teoreemi
2.44 tingimusi (1) ja (2).

(aa) Olgu E € . Kui hulk C := conv’ Y2 Hy ruumis Y on o(Y, Z)-
kompaktne, siis

hw) € j*jy(C) =: C' p-peaaegu koikide w € E korral; (2.11)
seejuures, kui E = ), siis

hw)eC igaweQ korral.

(ab) Kui ruumil Y on Radon—Nikodymi omadus, siis funktsioon h on -
mootuv. Seejuures leiduvad paarikaupa lotkumatud hulgad E; € 3,
t=1,2,..., nii, et hulgad Hg, € Y, i = 1,2,..., on suhteliselt
kompaktsed ja

hw) € j*jy(B) = B p-peaaegu koikide w € Q korral, (2.12)
kus B .= ), comv 1 Hy, c Y.

(b) Olgu ruum Y kaasruum, st Y = W* mingi Banachi ruumi W korral.
Rahuldagu funktsioon f: Q — Y teoreemi 2.44 tingimusi (1*) ja (2%).

(ba) Olgu E € X. Kui hulk Hg ruumis Y on (normi topoloogias) tokes-
tatud, siis

f(w)ecom Hy = A p-peaaegu koikide w € E korral (2.13)

(siin moeldakse ruumiY = W* =-nérga topoloogia w* all topoloo-
giat o(Y,W)); seejuures, kui E = €, siis

flw)e A dga w e Q korral.
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(bb) Kui ruumil Y on Radon—Nikodgmi omadus, siis funktsioon f on -
mootuv. Seejuures leiduvad paarikaupa lotkumatud hulgad E; € 3,
v =1,2,..., nii, et hulgad Hg, € Y, i = 1,2,..., on suhteliselt
kompaktsed ja

o0
flw) € UWH'”H&. p-peaaegu koikide w € Q korral.  (2.14)

i=1

TOESTUS. (aa). Eeldame, et hulk C ruumis Y on o(Y, Z)-kompaktne. Kuna
mistahes y € Y ja z € Z korral

<Z,j*jyy> = <j2,jyy> = <y>jz> = <y’ Z>’

siis hulk C kaasruumis Z* on o(Z*, Z)-kompaktne (ehk, teisisonu, =-norgalt
kompaktne). Jarelduse 1.26 pohjal leidub alamhulk F < Z nii, et

C=( ez (22" <1}

zeF

niisiis iga w € ) korral
hw) e C — (z,h(w))y <1 iga z € F korral.

Téhistame N := {w € E: (o(xg))(w) # 1}; siis u(N) = 0 (sest o(xg) =
XE p-peaaegu koikjal). Fikseerides vabalt z € F, piisab viite (2.11) toestuseks
seega naidata, et

(z,h(w)) <1 igawe E\N korral. (2.15)
Selleks piisab néidata, et
xe(w){z,h(w)) <1 p-peaaegu koikide w € Q korral. (2.16)
Toepoolest, kui (2.16) kehtib, siis
(Q(XE {z, h()>)) (w) <1 iga w e korral;

seega iga w € E\N korral

(7, Mw)) = xp(w) (2, hw))
( (xe (z,h(-))) ) (w

= ( ( ))(w) (e(¢z, h(-))) (w)
niisiis (2.15) kehtib.
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Tingimus (2.16) on samaviirne tingimusega

o (W) dpi(w) < f du(w) = j(E ~ F) iga F e ¥ korral,

EnF EnF

milleks piisab néidata, et
J (z,h(w)ydu(w) < w(D) iga De X, Dc E, u(D) > 0, korral.
D

Kui X s D c E, u(D) > 0, siis

[ G = @o)o = (S0 ) up) < wio),
G(D) . .. GD) ~ . .
sest kuna (D) € Hp < C, siis j ij € C ning jarelikult

M
(88~ (o)

Eeldame niiiid, et £ = 2. Nagu eelnevas toestuseski, saame, et koikide
we E\N = O\N ja z € F korral (z, h(w)) < 1; niisiis iga w € Q\N korral
h(w) € C. Viite toestuseks piisab seega niidata, et N = 5. See vordus
kehtib, sest antud juhul E = ), seega xp = xo = 1 ning jarelikult o(xg) =
o(1) = 1.

(ab). Olgu ruumil Y Radon—Nikodymi omadus. Kuna iga z € Z korral
on funktsioon 2 3w +— {z, h{w)) € R mo6otuv, siis jarelduse 2.15 pohjal jaab
funktsiooni h mootuvuseks niidata, et A on oluliselt separaabel-viirtuseline.

Jarelduse 2.31 pohjal leiduvad paarikaupa loikumatud hulgad E; € 3,
i=0,1,2,...,nii, et |J7, Ei = Q, u(Ep) = 0 jaiga i € N korral hulk

9D s peg -
HEi.—{M(D).E D EZ,M(D);&O} Y

on normi topoloogias suhteliselt kompaktne ruumis Y. Niitid iga ¢ € N kor-
ral on hulk C; := WH'HHEZ. c Y Mazuri teoreemi 1.1 pohjal normi topo-
loogias kompaktne, seega C; = convl'lHp, = comv?4 Hp on ka o(Y, Z)-
kompaktne; jarelikult véite (a) pohjal

h(w) € 7% jy (C;) =: C; p-peaaegu kéikide w € E; korral.

Iga i € N korral on hulk C; < Y normi topoloogias separaabel (sest ta on nor-
mi topoloogias kompaktne); jarelikult ka hulk C; € Z* on normi topoloogias
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separaabel (sest j*jy on pidev operaator); seega ka hulk J2, C; = C on
separaabel. Kuna p-peaaegu koikide w € € korral h(w) € C, siis h on oluliselt
separaabel-vadrtuseline ning jarelikult mootuv. Viite (ab) toestuseks jaab
vaid markida, et

C = U@ = Uj*jY(Cz’) = 7%jy (U Ci) = j*jy(B) = B.
=1 =1 =1

(b). Defineerime Z := jiy (W) ¢ W** = Y* ja h := j*jyf: Q —> Z*
(meenutame, et lemma 2.45 pohjal on j*jy isomeetriline isomorfism); siis
(2.9) pohjal iga z € Z korral

Sy

(z,h(w))y = {f(w),z) iga w € korral.

Lemma 2.45, (bb), pohjal rahuldab h teoreemi 2.44 tingimusi (1) ja (2).

(ba). Eeldame, et hulk Hgr ruumis Y on (normi topoloogias) tokesta-
tud. Siis tema #norgalt kinnine kumer kate A := Gomv®" Hg on #-norgalt
kompaktne ehk, teisisonu, o (Y, W)-kompaktne ruumis Y, niisiis, hulk A on
o (Y, Z)-kompaktne ruumis Y. Viide jareldub niiiid viitest (aa), sest mistahes
we QjayeY korral

h(w) = j*jvy — flw)=y.

(bb). Eeldame niitid, et ruumil Y on Radon-Nikodymi omadus. Kuna
funktsioon (w, f(-)): @ — R on méotuv iga w € W korral, siis jarelduse 2.15
pohjal jaab funktsiooni f mootuvuseks niidata, et f on oluliselt separaabel-
vidrtuseline. Selleks mérgime, et kuna viite (ab) pohjal funktsioon h on
mootuv, siis ta on oluliselt separaabel-vairtuseline, st leiduvad hulk N € X
ja ruumi Z* separaabel alamruum V nii, et u(N) = 0 ja h(Q\N) < V. Kuna
® = j*jy: Y — Z* on isomeetriline isomorfism, siis ®*(V) on ruumi Y
separaabel alamruum; seejuures f(Q\N) = @~ 1h(Q\N) < &~1(V). Niisiis on
f oluliselt separaabel-vidédrtuseline ning seega mootuv.

Teoreemi toestuseks jadb veel mérkida, et kui Fq, Es,... € ¥ on hulgad
véitest (ab), siis hulgad Hg,, Hg,, ... < Y on suhteliselt kompaktsed, kusjuu-
res kehtib (2.12), kus B := | J°, convl I Hp, = Y seega kehtib ka (2.14). O
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3 Fakte operaator-vaartuseliste
vektormootude ja vektorfunktsioonide kohta

Koikjal selles peatiikis on (€2, %, i) 1opliku mééduga ruum ning X ja Y on
Banachi ruumid.

3.1 Uks lihtne lemma

Lemma 3.1. Olgu G: ¥ — L(X,Y) u-pidev tokestatud variatsiooniga loen-
duvalt adititvne vektormoot ning olgu x € X ja y* € Y*. Siis

(a) G*: X3 E — G(E)* € L(Y*, X*) on u-pidev tokestatud variatsiooniga
loenduvalt aditiivne vektormoot, kusjuures |G*| = |G|;

(b) Go: X3 E — G(E)x €Y on u-pidev tokestatud variatsiooniga loendu-
valt aditiivne vektormoot, kusjuures

|G:|(E) < ||z| |G|(E) iga E € X korral; (3.1)

() Gy=: X 3 E — G(E)*y* € X* on p-pidev tokestatud variatsiooniga
loenduvalt adititvne vektormoot, kusjuures

|Gy |(B) < |y*|| |G|(E) iga E € X korral;

(d) Guyr: X3 E— (G(E)x,y*) € R on p-pidev tokestatud variatsiooniga
loenduvalt aditiivne (arvoddrtuseline) vektormoot, kusjuures

|Gy | (B) < |ly*|[ 2] |GI(E) iga E € X korral.

TOESTUS. (a). Hulgafunktsioon G* on vektormoot, sest mistahes 16ikuma-
tute hulkade D, E € ¥ korral

G*(DUE)=G(DuE)*=(GD)+GE)" =GD)"+G(E)*
= G*(D) + G*(E).

Mistahes hulga F € X ja selle hulga >-mootuva tiikelduse 7 korral

D Iex (D) = Y IGD)* = ), IG(D)],

Derm Dern Dem

jarelikult |G*|(E) = |G|(F) ning seega |G*| = |G|. Siit jireldub, et |G*| on
tokestatud variatsiooniga. Lausest 2.4 jireldub niiiid, et G* on loenduvalt
aditiivne, ja lausest 2.6, et G* on pu-pidev.
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(b). Tlmselt on hulgafunktsioon G, aditiivne ning seega vektormoot. Mis-
tahes hulga E € X ja selle hulga mootuva tiikelduse 7 korral

2 GD)] = X 16D < X IGD)] =] < ] |GI(E),

Der Der Dern
seega |G,|(E) < |z| |G|(E); niisiis (3.1) kehtib. Siit jareldub, et G, on tokes-
tatud variatsiooniga, ning samuti, et G, on p-pidev. Lause 2.8 pohjal on G,
loenduvalt aditiivne.

(¢) jireldub vahetult viidetest (a) ja (b), sest Gy = (G*),=.
(d) jareldub vahetult véidetest (c) ja (b), sest Gy ¢ = (Gyx)s,. O

3.2 Operaator-vairtuselise funktsiooni mootuvus

Teoreem 3.2 (vt [Din, lk 102, lause 18|). Funktsioon f: Q — L(X,Y) on
mootuv parajasti siis, kui funktsioon f(-)x: Q — Y on médotuv iga x € X
korral ja f on oluliselt separaabel-vidrtuseline.

TOESTUS. Mirgime koigepealt, et kui z € X ja y* € Y*, siis funktsionaal
@y LX) T — (T,2Qy*) :={Tz,y*)eR

on pidev ja lineaarne, st x @ y* € L(X,Y)*, kusjuures ||z ® y*| = |z |v*|;
seejuures hulk

Bx ® By« := {$®y* € ,C(X, Y)* S Bx,y* € By*} (@ BE(ny)*
on normeeriv hulk ruumi £(X,Y") jaoks, sest iga T'e L(X,Y) korral

|T) = sup [Tz| = sup sup [T'z,y*)| = sup [(z @y*)(T)| = sup KT, f)l.
reBx r€Bx y*eBy x r€Bx feBx®By «
y*€By

Tarvilikkus. Olgu funktsioon f mootuv ning olgu x € X. Pettise mootu-
vusteoreemi pohjal piisab funktsiooni f(:)z: £ — Y modtuvuseks niidata,
et ta on norgalt mootuv ja oluliselt separaabel viartuseline.

Funktsiooni f(-)x nork mo6otuvus tdhendab, et iga y* € Y* korral on
funktsioon {f(-)z,y*): Q@ — R mootuv. Mistahes y* € Y* korral (f(-)x, y*) =
{f(4), z®y*); kuna mdotuva funktsiooni f norga moéotuvuse tottu on funkt-
sioon (f(-), z®y*) méotuv, siis funktsioon {f(-)z, y*) on modtuv; niisiis f(-)x
on norgalt mootuv.

Kuna funktsioon f on mootuv, siis ta on oluliselt separaabel-vaartuseline,
st leidub E € ¥ nii, et u(Q\E) = 0 ja hulk f(F) ruumis £(X,Y") on separaa-
bel. Olgu D hulga f(FE) iilimalt loenduv koikjal tihe alamhulk. Funktsiooni
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f(-)z oluliseks separaabel-viidrtuselisuseks piisab niiiid tdhele panna, et hulk
Dz := {Tx € Y: T € D} on koikjal tihe hulgas f(E)z := {Tz: T € f(F)}
(sest, arvestades et hulga D iilimalt loenduvuse tottu on hulk Dz {ilimalt
loenduv, jéreldub siit, et hulk f(E)x on separaabel).

Piisavus. Eeldame niiiid, et funktsioon f(-)z: Q@ — Y on modtuv iga
x € X korral ja et f on oluliselt separaabel-vaértuseline. Kuna Bx ® By C
Br(x,yy+ on normeeriv hulk ruumi £(X,Y) jaoks, siis Pettise mootuvus-
teoreemi jdrelduse 2.15 pohjal piisab funktsiooni f mootuvuseks néidata,
et mistahes © € Bx ja y* € By« korral on funktsioon (f(-),z®y*): Q@ > R
mootuv. Mistahes x € By ja y* € By« korral (f(+), 2®y*) = {f(-)x, y*); kuna
modtuva funktsiooni f(-)x nérga méotuvuse tottu on funktsioon {f(-)z, y*)
mootuv, siis funktsioon (f(-), z ® y*) on moéotuv; niisiis f on mootuv. O

3.3 Operaator-viartuselise vektormoodu norga
tiheduse olemasolu

Teoreem 3.3 (vt [Din, 1k 263-264, teoreem 4|). Olgu G: ¥ — L(X,Y') tokes-
tatud variatsiooniga loenduvalt aditiivne vektormoot ning olgu o: Ly (|G|) —

M(X) lifting.

(a) Olgu Z < Y* normeeriv alamruum ruumi Y jaoks. Siis leidub parajasti
liks tokestatud funktsioon h: Q — L(X, Z*) nii, et

(1) (G(E)x, z) = { {2z, h(w)z) d|G|(w) koikide E€ ¥, xe X jazeZ
korral;

(2) o((z,h(-)x)) = (z,h(-)x) koikide x € X ja z € Z korral;
seejuures |h(w)|| < 1 iga w € Q korral;

(b) Olgu Y kaasruum, st Y = W* mingi Banachi ruumi W korral. Siis
leidub parajasti ks tokestatud funktsioon f: Q — L(X,Y) nii, et

(1*) (w,G(E)x) = § (w, f(w)z)d|G|(w) koikide E€ X, x € X ja we
W korral;

(2*) o(Cw, f()z)) = (w, f()x) kéikide x € X jawe W korral;
seejuures || f(w)| < 1 iga w € Q korral.

TOEesTUS. Téhistame v := |G|.

(a). Iga z € X korral on G,: ¥ 3 E — G(E)x € Y tokestatud variatsioo-
niga loenduvalt aditiivne vektormoot, kusjuures kehtib (3.1), seega teoreemi
2.44 pohjal leidub parajasti iiks funktsioon h,: Q — Z* nii, et
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(1) (G(E)x,z) = § (2, hy(w)) dv(w) koikide E € ¥ ja z € Z korral;

2) 0(¢2 ha(-))) = {2z, ha(:)) iga 2 € Z korral;

seejuures |hy(w)| < |z| iga w € 2 korral.
Defineerime iga w € ) korral operaatori

hw): X 32— h,(w) € Z*.

Veendumaks, et operaator h(w) on iga w € 2 korral lineaarne, piisab,
fikseerides vabalt x1, x5 € X ja a € R, nédidata, et

Ry +as (W) = ahy, (W) + hyy(w)  iga w e Q korral. (3.2)

Selleks méargime, et koikide z € Z ja F € X korral

| G hanes@) dv(e) = G(E) @+ 22).2
= o(G(E)x1,2) + (G(E)x2,2)

—a fE<z, By (@) di(w) + L<z, iy (@) ()
— | (@) + o) vl

seega iga z € Z korral
(2, hogy 42, (W)Y = a2, hyy (W))+(2, by, (w))  v-peaaegu koikide w € €2 korral,
jirelikult (2) pahjal iga z € Z korral

(% haayas (1)) = (€2, hawran (1)) = 0((z, hay (1)) + (2, hay (1))
= a0((z, hay () + 0(<2, hay () = 2, (4)) + (2 oy (4))
= (2, e, (4) + Dy (),

Kuna viimane vordusteahel kehtib iga z € Z korral, siis (3.2) kehtib, jarelikult
iga w € Q korral on operaator h(w) lineaarne . Iga w € € korral on operaator
h(w) ka tokestatud, sest

[h(w)x|| = |he(w)]| < |z| iga x € X korral.

Niisiis iga w € Q korral h(w) € L(X, Z*), kusjuures |h(w)]| < 1.
Funktsioon h: Q 5 w — h(w) € L(X, Z*) rahuldab tingimusi (1) ja (2),
sest koikide E € X, x € X ja z € Z korral tingimuse (1) pohjal

(G(E)z, =) = L<z, () di(w) = L@, h(w)z) dv(w)
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ja tingimuse (2) pohjal

o((z, h()7)) = 0((2. ha (1)) = (2, ha()) = (2, h()x).

Oletame niiiid, et funktsioon g: Q — L£(X, Z*) rahuldab tingimusi (1) ja
(2), kus h asemel on g. Siis iga = € X korral rahuldab funktsioon g(-)z: Q —
Z* tingimusi (1) ja (2), kus h, asemel on g(-)z, jirelikult g(-)z = hy = h(-)z
ning seega g = h.

(b). Defineerime Z := jy (W) < W** = Y*. Mérgime, et

(A) funktsioon h: Q — L(X,Z*) rahuldab tingimusi (1) ja (2) parajasti
siis, kui iga x € X korral rahuldab funktsioon h(-)x: Q — Z* teoreemi
2.44 tingimusi (1) ja (2), kus vektorméodu G: ¥ — 'Y rollis on G(-)z,
funktsiooni h rollis on h(-)x ja méddu p rollis on |G|;

(B) funktsioon f: Q — L(X,Y) rahuldab tingimusi (1*) ja (2*) parajasti
siis, kui iga x € X korral rahuldab funktsioon f()x: Q — Y teoreemi
2.44 tingimusi (1*) ja (2*), kus vektormoodu G: X — 'Y rollis on G(-)z,
funktsiooni f rollis on f(-)x ja moodu u rollis on |G|.

Olgu @ := j*jy: Y — Z* (meenutame, et lemma 2.45 pohjal on ® isomeet-
riline isomorfism); siis viidete (A) ja (B) ning lemma 2.45 pohjal

(C) funktsioon h: Q — L(X,Z*) rahuldab tingimusi (1) ja (2) parajasti
siis, kui funktsioon f = ®'h: Q — L(X,Y) rahuldab tingimusi (1*)
ja (2%).

Teoreemi (a)-osa pohjal leidub funktsioon h: Q — L(X, Z*), mis rahul-
dab tingimusi (1) ja (2), kusjuures ||h(w)| < 1 iga w € Q korral. Defineerime
funktsiooni f := ®'h: Q — L(X,Y); siis viite (C) pohjal rahuldab f tingi-
musi (1*) ja (2*). Kuna ® on isomeetriline isomorfism, siis iga w € Q korral

[f @) = [®f()] = Irw)] < 1.

Oletame niiiid, et funktsioon ¢: w — £(X,Y’) rahuldab tingimusi (1*) ja
(2*), kus f asemel on g. Defineerime funktsiooni g := ®g: Q — L(X, Z*);
siis g = @717, seega viite (C) pohjal rahuldab funktsioon g tingimusi (1) ja
(2), Funktsiooni h iihesuse tottu viites (a) kehtib vordus g = h, st &g = O f.
Kuna ® on ismorfism, siis jareldub siit, et g = f, nagu soovitud. O]

Jargnev lause toob vilja moned teoreemi 3.3 funktsiooni h meie jaoks
edasises olulised omadused.
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Lause 3.4 (vrd [DinU, lemma 3]). Olgu G: ¥ — L(X,Y) tokestatud variat-
siooniga loenduvalt aditiivne vektormaoot ning olgu 0: Ly (|G|) — M(X) lif-
ting. Olgu Z < Y* normeeriv alamruum ruum: Y jaoks ning olgu j: Z — Y*
loomulik sisestus. Rahuldagu tokestatud funktsioon h: Q — L(X, Z*) teoree-
mi 3.3 tingimusi (1) ja (2).

(a) Olgu ruumil Y Radon—Nikodiymi omadus. Siis iga x € X korral funkt-
s100m

h(-)z: Q3 wr— h(w)z e Z*

on |G|-maddtuv; seejuures
hw)x € j* 5y (Y) |G|-peaaegu kdikide w € Q korral. (3.3)

Kui Xo < X on separaabel alamruum, siis |G|-peaaegu koikide w € )
korral
h(w)x € j*jy(Y) iga x € Xy korral.

(b) Olgu Z =Y™* (niisiis, h: Q — L(X,Y**)) ning olgu y* € Y*. Vaatleme
funktsiooni y*h: Q — X*, kus koikide w € Q) ja x € X korral

@, y*h(w)) = Y*s h(w)z) = (hw)z, jy=y*) = (&, h(w) jy=y*).
Siis iga w € € korral

y*h(w) € conv"” {—: DeX, |G|(D)>0;.
GI(D)
Kui ruumil X* on Radon—Nikodymi omadus, sits funktsioon y*h: (2 —
X* on |G|-madotuv.

TOEsTUS. (a). Olgu = € X. Siis funktsiooni A(-)z modtuvus ja viide (3.3)
jarelduvad vahetult teoreemist 2.46, (ab), kui seal votta vektormoodu G,
moodu p ja funktsiooni A rolli vastavalt vektormoot G(+)z, tdisvariatsioon |G|
ja funktsioon h(-)x.

Olgu niitid X, ruumi X separaabel alamruum ning olgu B {ilimalt loenduv
koikjal tihe hulk alamruumis Xj. Siisiga b € B korral leidub véite (3.3) pohjal
|GJ-hiiljatav hulk M, € ¥ nii, et h(w)b € j*jy(Y) iga w € Q\M, korral. Kuna
hulk B on iilimalt loenduv, siis hulk M = | J,.5 M, on samuti hiiljatav. Olgu
niitid x € Xy ja w € Q\M suvalised. Siis leidub hulga B elementide jada (b,),
mis koondub elemendiks x (ruumi X normi topoloogias). Niiiid

h(w)z = lim h(w)b, € j*5y(Y),

n—aoo
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sest operaator h(w) on pidev ning j*jy(Y) on kaasruumi Z* kinnine alam-
ruum. Niisiis h(w)x € j*jy (V) iga w € O\M ja iga z € X, korral.

(b). Viide jareldub vahetult teoreemist 2.46, (b), kui seal votta ruumide
Y ja W rolli vastavalt kaasruum X* ja ruum X ning vektormoddu G, moo-
du p ja funktsiooni f rolli vastavalt vektormoot G(-)*y*: ¥ — X*, variat-
sioon |G| ja funktsioon y*h: Q — X*. Mirgime, et selles kontekstis rahuldab
funktsioon y*h teoreemi 2.44 funktsiooni f: 2 — Y eeldusi (1*) ja (2*), sest
mistahes £ € ¥ ja x € X korral

@ GEY) = GB)y")=] G 1)) iG] = | oy b)) dIGI)
ja
oG,y h () = o(Cy™, h()2)) = ™, h()a) = (x,y"h(:).
O

3.4 Kompaktsete operaatorite vaartuselise tokestatud
funktsiooniga norgalt ekvivalentse mootuva
funktsiooni olemasolu

Selle jaotise eesmérk on iiksikasjalikult lahti kirjutada jargneva teoreemi toes-
tus. Magistritoos keskse Andrewsi teoreemi 4.1 toestus toetub oluliselt sellele
teoreemile.

Teoreem 3.5 (vt [A?, teoreem 1]). Olgu kaasruumil X* Radon—Nikodgmi
omadus ja olgu Y norgalt kompaktselt genereeritud. Olgu f: Q — K(X,Y)
selline tokestatud funktsioon, et iga y* € Y* korral funktsioon y*f: Q — X*
on p-mootuv. Siis leidub tokestatud p-mootuv funktsioon g: Q — K(X,Y)
nit, et wga y* € Y* korral y* f = y*g p-peaaequ koikjal.

Teoreemi 3.5 toestuseks on otstarbekas eelnevalt toestada jargmised kolm
lemmat.

Lemma 3.6. Olgu f € K(X,Y) ja olgu E € 3.

(a) Operaator
T: Loo(p; X) 3 g —> J fo9(w) dp(w) = ff gdpey
E E
on kompaktne, st T € K(Lo(p1, X),Y).
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(b) Operaator
T LX) 20— | o) due) = f | odney

on kompaktne, st T € lC(Ll(,u, X), Y).

TOESTUS. (a). Ilmselt on operaator T' lineaarne, seega jadb viite toestuseks
niidata, et hulk T'(Bp, . x)) ruumis Y on suhteliselt kompaktne. Selleks
margime, et mistahes g € By (,, x) korral

HJQ@4<J‘QWM<ME%
E E

st §, gdu e u(E)Bx, jarelikult T'g € f(,u(E)BX) =: C} niisiis T(Br,, (u,x))
C'. Jadb vaid méirkida, et hulk C' on suhteliselt kompaktne (sest kompaktne
operaator f teisendab tokestatud hulgad ruumis X suhteliselt kompaktseteks
hulkadeks ruumis Y'), jarelikult ka tema alamhulk 7'(By, (. x)) on suhteliselt

kompaktne.
O

Lemma 3.7. Olgu h: Q — K(X,Y) tokestatud p-mootuv funktsioon. Siis
(a) iga ¢ € Li(p, X) korral funktsioon
h¢: Qs wr— h(w)p(w) e Y

on Bochneri méttes integreeruv, st ho € Li(n,Y); seejuures, kui ¢ €
Loo(t, X), siis ho € Loo(11,Y);

(b) operaator
T: Loo(p, X) 39— f hgdueyY
Q

on kompaktne, st T € IC(LOO(mX), Y) ;

(c) kui h on ihtlaselt lahendatav lihtfunktsioonidega, siis operaator
T: Li(p, X)>¢p—> J hodpeyY
Q

on kompaktne, st T € K(L1(p, X),Y).
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TOESTUS. Lemma 2.18 pdhjal leidub lihtfunktsioonide Q — K(X,Y) jada
(hy) nii, et h, — h peaaegu koikjal, kusjuures jada (h,) on iihtlaselt tokes-

tatud, st leidub L > 0 nii, et

[hnlloo = sup |hn(w)|| < L iga n € N korral.
we)
Tokestatud koonduvuse teoreemi pohjal
[NEE— (3.4
Q n—aoo0
sest
(1) [|hn(w) — h(w)| — 0 peaaegu koikide w € Q korral;

(2) |hn(w) = R(w)]| < ||hn(w)| + |A(w)| < L + ||h]|e koikide n € N ja w € Q
korral.

Iga n € N korral on h,, lihtfunktsioon, seega leiduvad m,, € N, operaatorid
fats-oy fum, € K(X,Y) ja paarikaupa 16ikumatud hulgad A, 1,..., Apm, €
> nii, et

hn = Z XAn,ifn,r
i=1
(a). Kui ¢ € Ly(u, X), siis funktsiooni h¢ Bochneri mottes integreeruvus

jareldub lemmast 2.37; seejuures, kui ¢ € Lg(u, X), siis ilmselt ka ho €
Loo(p,Y) (kusjuures [ho|o < [hlleo |@]loo)-

(b). Ilmselt on operaator T lineaarne; see operaator on ka tokestatud,
kusjuures [T < u(Q)||h]|w, sest iga g € Lo (1, X) korral

ITol < | In)ge)] du@) < | 1Al lglodu = n@lblo ol

Defineerime iga n € N korral operaatori
Tn: Lo(p, X) 3 g+— J ho,gdpeY;
Q

siis iga g € Lo (i, X) korral

= Z J fn,ig dlu = Z Tn,iga
i=1YAn,i i=1
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kus T, Loo(p, X) 3 g — SAM fnigdp € Y niisiis T, = > T, ;. Kuna lem-
ma 3.6, (a), pohjal on operaaforid T,,,; kompaktsed, siis ka 7;, on kompaktne,
st T, € IC(LOO(M,X),Y).

Kuna kompaktsete operaatorite alamruum on koigi vastavate pidevate
lineaarsete operaatorite ruumis kinnine, siis piisab viite toestuseks néidata,
et |T,, — T - 0 ruumis £(Le(p1, X),Y). Selleks mérgime, et mistahes g €
Br, (u,x) korral

17, = Tyl = | [ (i) = 1))

< JQH (hn(w) = h(w)) g(w) | dpa(w)

<;Jm#®—hWW9@MMM@

< (@) = h@)] ]l dpr(w)

r

= | lhn = hlldu
Q

ning seega (3.4) pohjal

T=Tl= sw IT=Thgl < | 1= bl dn 0.

9€BL (u,X)

(¢). Eeldame niiiid tdiendavalt, et h,, — h iihtlaselt, st ||, — k] — 0.

Ilmselt on operaator T' lineaarne; see operaator on ka tokestatud, kusjuu-
res |T|| < |h/w, sest iga ¢ € Li(p, X) korral

W¢<LhWWMMWW<MhL¢WWW=WhWh

Defineerime iga n € N korral operaatori

T.: Li(p, X) 9¢'_)J hppdueY:;
Q

siis iga ¢ € Li(u, X) korral

1,0 = | msdi= | xafuitdn= 3 | xa, St
Q Q=1 i=1 Y9

= if fn,ngdlu = znl Tn,igbv
i=1YAn; i=1
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kus T,,;: Li(p, X) 2 ¢ — SAM fni¢dp € Y niisiis T,, = > T,, ;. Kuna lem-
ma 3.6, (b), pohjal on operadtorid T,,; kompaktsed, siis ka 7;, on kompaktne,
st T, € IC(Ll(,u,X),Y).

Kuna kompaktsete operaatorite alamruum on koigi vastavate pidevate
lineaarsete operaatorite ruumis kinnine, siis piisab viite toestuseks néidata,
et T, - T ruumis £(Ly (i, X),Y). Selleks mérgime, et mistahes ¢ € By, x)

korral

1T = T)oll = || () = b)) )
< [ J(hate) = ) o)) e
< [ 1) = B 16 (o) < [ o = Bl 196 di(e)
= [ = Al j ol | ) = I =l 811 < o = e
ning seega
T=T1 = swp [(Tu=T)] < It — bl 0,

$EBLy (4, x)
O

Lemma 3.8 (vt [AZ teoreemi 1 toestus|). Olgu kaasruumil X* Radon-

Nikodymi omadus ja olgu ruum Y norgalt kompaktselt genereeritud. Olgu
f:Q — K(X,Y) selline tokestatud funktsioon, et iga y* € Y* korral funkt-
stoon y* f: Q — X* on pu-mootuv. Sis

(a) operaator
R:Y*sy* —y*f = f()"y" € Li(p, X¥)
on kompaktne, st R e KK(Y*, Ly(p, X*));

(b) iga € > 0 korral leidub E € ¥ nii, et n(Q\E) < € ja operaator

(

U:Y*2y" v— xpy™f = xe()f()y" € Lo(p, X*)  (3.5)
on kompaktne, st U € K(Y*, Loy (11, X*));

(c) operaator S:Y* — Li(u, X)*, kus

6.55% = [ @)y @) du(e), e Y, e Lifu X),
0
on kaasoperaator, st leidub T € L(Ly(p, X),Y) nii, et S = T*.
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TOESTUS. (a). Ilmselt on operaator R lineaarne. Oletame vastuviiteliselt,
et see operaator ei ole kompaktne, st hulk R(Byx) = {Ry*: y* € Byx} =
{y*f: y* € By=} ei ole suhteliselt kompaktne ruumis L (p, X*). Siis leiduvad
tihikkera By« elementide jada (y*) ja 0 > 0 nii, et

lynf —ym flliux#) =6 mistahes n,m € N, n # m, korral.

Lause 1.23 pohjal leidub projektor P € L£(Y,Y) nii, et ran P on separaabel ja
P*y* = y*igan € N korral. Iga n € N korral on funktsioon y? f mootuv, seega
y* f on oluliselt separaabel-viédrtuseline, st leidub E,, € ¥ nii, et u(Q\E,) =0
jay* f(E,) sisaldub ruumi X* mingis separaablis alamruumis W,,. Téhistame
W= spﬁ(uzo:l Wn); see alamruum on separaabel, kusjuures y* f(E,) ¢ W
iga n € N korral. Olgu D iilimalt loenduv koikjal tihe hulk ruumis W; siis
iga d € D korral saab leida iihikkera Bx elementide jada (x,,) nii, et

T [ ] = [d].
Olgu Z koikide selliste elementide x4, kinnine lineaarne kate ruumis X, st
Z :=span{zy,: neN,de D}.

llmselt Z < X on separaabel ja ruumi W jaoks normeeriv alamruum. Teoree-
mi 2.34 pohjal on kaasruum Z* samuti separaabel. Olgu j: Z — X loomulik
sisestus; siis

jrxz* =2z iga x* € X* korral

ning koikide wy, wy € W korral
Jwi — walxx = [lwr]z —walz]z« = |77 w1 — j*wa 2=,

sest Z on ruumi W jaoks normeeriv alamruum. Jarelikult mistahes n,m e N,
n # m, korral

7 ynf = 3 Ym Sl eruzy = lunf — UmFllLiguxs) = 6. (3.6)
Defineerime funktsiooni
h:=Pf(-)j: Q> K(Z,Y).

Naitame, et funktsioon A on mootuv. Teoreemi 3.2 pohjal piisab selleks néi-
data, et h on oluliselt separaabel-vddrtuseline ja funktsioon A(-)z: Q — Y
on mootuv iga z € Z korral. Kuna iga w € Q korral ranh(w) < ran P,
kusjuures ran P on separaabel, siis, arvestades, et ka Z* on separaabel, ji-
reldub teoreemist 1.12, et h on oluliselt separaabel-vaiartuseline. Veendume,
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et funktsioon h(-)z on mdotuv iga z € Z korral. Fikseerime z € Z. Nieme, et
h(-)z on oluliselt separaabel-viiirtuseline, sest ran P on separaabel. Pettise
mootuvusteoreemi 2.13 pohjal piisab seega niidata, et iga y* € Y* korral on
funktsioon y*h(-)z mootuv. Olgu y* € Y*. Iga w € 2 korral

y*h(w)z = (hw)z,y*) = (Pf(w)jzy*) = (f(w)iz, P*y*)
= (2, (P*y) f(w)) = {(P*y") f(w), jx (12))-
Kuna eelduse pohjal on funktsioon (P*y*)f mootuv ning seega ka norgalt
mootuv, siis jareldub siit, et funktsioon y*h(-)z on mostuv. Seega on h moo-
tuv.
Kuna funktsioon h on tokestatud, siis lemma 3.7, (b), p6hjal operaator

T: LOO(M,Z)ag»—>f hgdueyY
Q

on kompaktne, st 7' € K(Ly (1, Z),Y). Schauderi teoreemi kohaselt on kaas-
operaator T*: Y* — Ly (p, Z)* samuti kompaktne. Kuna mistahes y* € Y*
ja g € Loo(u, Z) korral

01 = 0.0 = ([ hgdnyt ) = [ () (o)
- | @)y h) dute,

siis lause 2.38 pohjal iga y* € Y* korral |T*y*||1, (uz)* = [[Y*h| L (2%, Seega
operaator Y* 3 y* — y*h € Li(u, Z*) on kompaktne. Iga n € N korral

Yl = h()yn = G5 FC) Pryn = 75 f () 'y = T unf, (3.7)
jarelikult leiduvad n,m € N, n # m, nii, et

l7*ynf = 3"y s uze) < 6,

mis on vastuolus tingimusega (3.6).

(b). Olgu e > 0. Viite (a) pohjal on operaator R: Y* 3 y* — y*f €
Lyi(p, X*) kompaktne, seega R(Byx) = {y*f: y* € By«} on suhteliselt kom-
paktne hulk ruumis L;(p, X*); niisiis leidub jada (y) tihikkeras Bys nii,
et hulk {y*f: n € N} on koikjal tihe hulgas R(By=). Defineerime, ldhtu-
des jadast (y¥), projektori P € L(Y,Y), alamruumi Z < X ja funktsiooni
h: Q — K(Z,Y) nagu viite (a) toestuses; siis h on mootuv, seega leidub
selline lihtfunktsioonide 2 — IC(Z,Y") jada (hy,), et h, — h peaaegu koikjal.
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Jegorovi teoreemi kohaselt leidub hulk F € ¥ nii, et u(Q\F) < ¢ ja h, — h

iihtlaselt hulgas F.

Viite toestuseks jadab naidata, et operaator (3.5) on kompaktne. Kuna
see operaator on ilmselt lineaarne, siis piisab selle kompaktsuseks néidata,
et U(Byx) = {xgy*f: y* € By} on suhteliselt kompaktne hulk ruumis
Lo (1, X*). Selleks piisab néidata, et

(1) {xgyrf: ne N} on suhteliselt kompaktne hulk ruumis L (@, X*);

(2) {xpyif: n e N} on koikjal tihe hulgas U(Byx) = {xpy*f: y* € Byx}
ruumis Lo (1, X*).

(1). Lemma 3.7, (c), pohjal on operaator
T:Li(p, Z) 3 ¢ —> J xehodu ey
Q

kompaktne, st T € K(Ll(u, 7Z), Y), seega Schauderi teoreemi kohaselt T €
K(Y*, Li(p, Z)*). Kuna koikide y* € Y* ja ¢ € Ly (i, Z) korral

(6. Ty = (Té,y™ — < [ xenodn y*> - [ elm)s), o) du
_ L<¢>(w>,xE<w>y*h<w>>du<w>,

siis, samastades loomulikul viisil (st teoreemi 2.39 abil — siin me kasutame
eeldust, et kaasruumil Z* on Radon-Nikodymi omadus) kaasruumi L; (u, Z)*
ruumiga Lo (u, Z*), jareldub siit, et operaator V:Y* 3 y* — ygy*h €
Loo(p, Z*) on samuti kompaktne; jarelikult hulk V(Bys) = {xgy*h: y* €
By} ruumis Lo (u, Z*) on suhteliselt kompaktne. Kuna iga n € N korral
yih = j*y*f (vt vordust (3.7)), siis on {xgj*y’f: n € N} suhteliselt kom-
paktne hulk ruumis Lo (u, Z*). Mistahes n, m € N korral

IXEYnS — XEYm S Lnux) = IXET Unf — XET Ym fl| Lo (1. 2%)

seega on hulk {xgy’f: n € N} suhteliselt kompaktne ruumis Lo, (u, X*).

(2). Olgu y* € By«. Et alamhulk {y?f: n € N} on tihe hulgas {y*f: y* €
By+} ruumis L;(p, X*), siis leidub selle alamhulga elementide jada (y; f)
nii, et

n— Q s
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seega |lyi f —y*f| — 0 moddu jargi, jarelikult leidub jada (y; f) osajada
(yx, f)nii, et [lyp f—y*f| — 0 peaaegu kéikjal, st

y;;nf — y*f peaaegu koikjal. (3.8)

Teiselt poolt, kuna véite (1) pohjal on hulk {xgy*f: n € N} suhteliselt kom-
paktne ruumis Lo (u, X*), siis leidub jadal (XEy,jlnf) osajada (XEysz ),
mis koondub ruumis L (p, X*) mingiks funktsiooniks F' € Lg (1, X*). Ku-
na koonduvusest ruumis Lo (p, X*) jareldub koonduvus peaaegu koikjal,
siis XEysznf - F peaaegu kaikjal. Koonduvusest (3.8) jéreldub niiiid, et

F = xpy* f peaaegu koikjal; niisiis xgy;, f — xpy*f ruumis Lo (p, X*).
(c). Vahetult on kontrollitav, et operaator S on pidev ja lineaarne, st
S e L(Y*, Li(n, X)*). Seega piisab jérelduse 1.22 pdhjal vilite toestuseks

ndidata, et operaator S on jadaliselt w*—w*-pidev. Koondugu jada (y*) =-
norgalt nulliks kaasruumis Y*. Peame nditama, et Sy* — 0 =-norgalt kaas-
n

ruumis Ly (p, X)*, st

L<¢(W)> Yo f(w)) dp(w) —0 iga ¢ € Li(p, X) korral. (3.9)

Olgu ¢ € Li(p, X). Et (y¥) on tdkestatud jada (lause 1.2 pohjal) ning f on
tokestatud funktsioon, siis leidub M > 0 nii, et |y f(w)| < M koikide n e N
ja w e Q korral. Niiiid iga w € €2 korral

(1) {o(w), ynfw)) = {f(w)e(w),yn) — 0 (sest y; — 0 =norgalt kaas-

ruumis Y*);
(2) o), ynf(w)l < M|¢(w)], kusjuures M [[o(-)] € La(u, R),
seega domineeritud koonduvuse teoreemi pohjal (3.9) kehtib. O

Teoreemi 3.5 toestus kasutab ka jirgmist teoreemi, mis iildistab kom-
paktsete operaatorite L;(u) — X héstituntud kirjeldust (vt [DU, lk 68, teo-
reem 2|).

Teoreem 3.9 (vt [Al, teoreem 2[; vrd [DU, lk 68, teoreem 2|). Olgu kaas-
ruumil X* Radon—Nikodymi omadus. Siis operaator

K(Li(1, X),Y) 3T+ g € L (1. K(X,Y)),
kus

Tf =J gfdu  iga f e Li(p, X) korral,
Q
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on lineaarne isomeetria. Seejuures selle operaatori kujutisruumi moodustavad
niisugused funktsioonid g € Lo, (p, K(X,Y)), mille korral leidub hulk C' €
nii, et u(Q\C) = 0 ja hulk {g(w)z: w e C, x € Bx} ruumis Y on suhteliselt
kompaktne.

Niiiid oleme valmis toestama kiesoleva jaotise pohiteoreemi.

TEOREEMI 3.5 TOESTUS. Teoreemi toestuseks piisab néidata, et mistahes
C e ¥ jae > 0 korral leiduvad hulga C alamhulk E € X, mis rahuldab
tingimust u(C\E) < ¢, ja tokestatud mootuv funktsioon gg: Q — K(X,Y)
nii, et

(1) llgelo < 1f]wo;
(2) iga y* € Y* korral y*f = y*gp peaaegu kdikjal hulgas E.

Toepoolest, selle viite kehtides leiduvad paarikaupa loikumatud hulgad F,, €
¥, n=0,1,2,..., nii, et u(Ey) = 0ja Q =J_, En, ning tokestatud moo-
tuvad funktsioonid gg,: Q@ — K(X,Y), n =1,2,..., nii, et iga n € N korral
kehtivad tingimused (1) ja (2), kus £ = E,. Aga niiiid g := Y., Xg,gg, on
soovitud omadustega funktsioon.

Olgu C € X ja e > 0. Samastades loomulikul viisil (st teoreemi 2.39 abil
— siin me kasutame eeldust, et kaasruumil X* on Radon-Nikodymi omadus)
kaasruumi Ly (1, X)* ruumiga Ly (1, X*), jireldub lemmast 3.8, (b), et leidub
hulga C' alamhulk E € ¥ nii, et u(C\E) < € ja operaator S: Y* — Li(u, X)*,
kus

(6, Sy*) = L<¢<w>, Ne@ F@) dulw), y* e Y*, de LX),

on kompaktne, st S € IC(Y*, Ll(,u,X)*). Lemma 3.8, (c), pohjal on S kaas-
operaator, st leidub T € E(Ll(u, X), Y) nii, et S = T*. Kuna S on kompakt-
ne, siis ka T on kompaktne, st T € IC(Ll(;L, X),Y). Kuna kaasruumil X*
on Radon—Nikodymi omadus, siis teoreemi 3.9 pohjal leidub funktsioon g €
Lo (1, K(X,Y)) nii, et

T = L g(w)p(w) du(w) iga ¢ € Li(u, X) korral;

seejuures

[gleo = 1TN =171 = 151 < [1£]eo-
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Niiiid mistahes y* e Y*, De X, D c E, ja x € X korral, vottes ¢ := xpx €
Lqi(p, X), iihelt poolt,

o o) ([ o
f<g )z, y*) dpw f<:cyg )y dp(w <fygdu>

teiselt poolt aga

(Té,y*) = (§, T*y*> = f Oop(@) 7, xp(@)y" F(w)) d(w)

- [ worspaut) = (o[ i),

Niisiis mistahes y* € Y* korral

<x,f y*g d,u> = <x,f y*f du> koikide D € X3, D < E, ja x € X korral,
D D

seega
J yrgdp = J y*fdu iga De X, D c E, korral,
D D

jarelikult lause 2.28 pohjal y*g = y* f peaaegu koikjal hulgas F. O]
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4 Magistritoos keskse Andrewsi teoreemi
toestus

Koikjal selles paragrahvis on X ja Y Banachi ruumid.

Selles paragrahvis toestame magistritoos keskse Andrewsi teoreemi ([A?
teoreem 5[; vt sissejuhatust). Parema jilgitavuse huvides sonastame ta siin-
kohal uuesti.

Teoreem 4.1 (vt [A?, teoreem 5|). Olgu ruumidel X* ja' Y Radon—Nikodgmi
omadus ning olgu L(X,Y) = K(X,Y). Kui

(8) kaasruumi X* iga normi jargi tokestatud separaabli alamhulga «-norga
sulundi suhteline =-nork topoloogia on metriseeruv,

sits ruumil L(X,Y) on Radon—Nikodgmi omadus.

TOESTUS. Kehtigu (£) ning olgu S ruumi (X, Y') separaabel kinnine alam-
ruum. Teoreemi 2.33 pohjal piisab niidata, et ruumil S on Radon—Nikodymi
omadus. Kuna lemma 1.11, (a), pohjal on span{Tz: T € S, z € X} ruumi Y
kinnine separaabel alamruum, siis voime iildisust kitsendamata eeldada, et
Y on separaabel.

Olgu (22, %) modtuv ruum ning olgu G: ¥ — S tokestatud variatsiooniga
loenduvalt aditiivne vektormo6a6t, mille variatsioon v := |G| on téielik moot.
Lausete 2.35 ja 2.32 pohjal piisab teoreemi toestuseks leida tokestatud v-
mootuy funktsioon g: Q — K(X,Y) nii, et

G(E) = f gdv iga E € X korral. (4.1)
E

Teoreemi 2.42 pohjal leidub lifting o: Ly (v) — M(X). Teoreemi 3.3, (a),
pohjal leidub {iheselt méadratud tokestatud funktsioon h: Q — L(X, Y**) nii,
et

(1) (G(E)z,y*) = {,(* hw)x)dv(w) koikide E € ¥, z € X ja y* € Y*
korral;
(2) o((y*, h(-)x)) = (y*, h(-)z) koikide = € X ja y* € Y* korral.

Kaasruumi X* alamhulk absconv{T*y*: T' € Bs, y* € By=} on tokesta-
tud ja lemma 1.11, (b), pohjal normi topoloogias separaabel, seega eelduse (f)
pohjal tema =-norga sulundi A := absconv {T*y*: T € Bs, y* € Byx} suh-
teline =-nork topoloogia on metriseeruv. Lemma 1.10 pohjal leidub separaa-
bel alamruum Z < X nii, et hulga A suhteline »-nork topoloogia langeb iihte
tema suhtelise o(X*, Z)-topoloogiaga.

Lause 3.4 pohjal
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(a) leidub N € X nii, et »(Q\N) =0 ja iga w € Q\N korral
h{w)z € jy (Y) iga z € Z korral;

(b) funktsioon y*h: Q — X* on mootuv iga y* € By= korral, kusjuures
mistahes w € Q) ja y* € By« korral

yh(w) e mw*{%; Des, |G|(D) > 0} c A
Niitame, et
ran h(w) < jy (Y) iga we Q\N korral. (4.2)

Selleks, fikseerides vabalt w € Q\N ja vaadeldes kaasoperaatorit h(w)* €
L(Y*** X*), piisab jarelduse 1.5 pohjal niidata, et operaator h(w)*jy= €
L(Y*, X*) on w*—w*-pidev. Olgu jada (y) ithikkeras By« selline, et y* — 0
#-norgalt kaasruumis Y*. Kuna ruum Y on separaabel ning seega nérgalt
kompaktselt genereeritud, siis operaatori h(w)*jy* w*-w*-pidevuseks piisab
teoreemi 1.4, (i)« (ii), ja jarelduse 1.22 pohjal ndidata, et

h(w)*jy=y; —— 0 =-nodrgalt ruumis X*. (4.3)

n—o0
Kuna h(w)*jy=(By=) < A ning hulga A suhteline =-nork topoloogia langeb
tihte tema suhtelise o(X*, Z)-topoloogiaga, siis piisab koonduvuseks (4.3)

néidata, et
(z, h(w)* jy*yn> —— 0 iga z € Z korral.

Olgu z € Z. Kuna h(w)z € jy(Y), siis leldub y €Y nii, et h(w)z = jyy. Niid
& h(W) Gyayn) = W)z, dyypn) = Yo (W) 2) = Yo Ty ) =Y 45) —— 0,

1—0
nagu soovitud.

Tingimusest (4.2) jareldub, et me véime funktsiooni h tolgendada funkt-
sioonina h: Q@ — L(X,Y) = K(X,Y). Teoreemi 3.5 kohaselt leidub niiiid
tokestatud v-mootuv funktsioon g: Q — (X, Y) nii, et iga y* € Y* korral
v-peaaegu koikide w € €2 korral

(h(w)z, y*) = (g(w)x,y*) iga x € X korral.

Niiiid mistahes E' € ¥ ning x € X ja y* € Y* korral

GCBYy) = | Wy iv(e) = | i ydvie)

= < (JE g(w) dV(W)) z, y*>;

seega tingimus (4.1) kehtib, nagu soovitud. O
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