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Kéesolevas bakalaureusettos defineeritakse ja uuritakse Segali topoloogilisi
algebraid (STA). T66s defineeritakse algebrate Dorroh’ laiendid ja punktivii-
silised laiendid ning hiljem topoloogiliste algebrate vastavad laiendid. Edasi
defineeritakse Segali topoloogilised algebrad ja vaadeldakse lihtsamaid néi-
teid neist struktuuridest. To66s toestatakse, et STA-st saab konstrueerida
uue STA, kui vaadelda esialgses kolmikus (A, f, B) esinevate algebrate A ja
B asemel nende Dorroh’ voi punktiviisilisi laiendeid.
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In this Bachelor’s thesis we study Segal topological algebras (STAs). We de-
fine the Dorroh extension and pointwise extension of algebras and later on
define the respective extensions of topological algebras. In addition, Segal
topological algebras are defined and simple examples of such algebras are
looked at. Finally we prove that from an existing STA (A, f, B) a new STA
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Sissejuhatus

Kaéesolevas bakalaureuset6os defineeritakse ja uuritakse Segali topoloogilisi algeb-
raid.

Algebrate definitsiooni abstraktse algebra baaskursuses ei esitata, kuid oma ole-
muselt on tegu vektorruumidega, millel on lisaks antud elementide vaheline teatud
omadustega korrutamistehe. Korpuses C vaadeldakse selle tehtena néiteks tavalist
kompleksarvude korrutamist. Topoloogilised algebrad seovad endas hulgal antud
algebralise ja topoloogilise struktuuri, noudes hulgal antud tehete pidevust topo-
loogia moistes.

Segali topoloogilised algebrad defineeriti esmakordselt Mart Abeli poolt 2018.
aastal [2]. Kuigi Segali algebrate endi moiste on juba pea 60 aastat vana (vt [7]),
siis senimaani on neid vaadeldud enim Banachi algebrate ja hiljem ka Fréchet’
algebrate kontekstis. Artiklis [2] naidati, et iildistus topoloogiliste algebrate juhule
on sisukas, sest mitmed esialgu Segali Fréchet’ algebrate voi Segali C*-algebrate
teooriast tuntud tulemused kehtivad ka Segali topoloogiliste algebrate (STA-de)
korral. Kédesolevas t66s naidatakse, et on voimalik kasutada topoloogilise algebra
nii punktiviisilist kui ka Dorroh’ laiendit selleks, et konstrueerida olemasolevast
Segali topoloogilisest algebrast uus STA.

Bakalaureuset66 sisuline osa jaotub kaheks peatiikiks.

Esimene peatiikk esitab vajalikud pohimoisted ja -lemmad selleks, et kasitleda
topoloogilisi vektorruume ja topoloogilisi algebraid. Selle peatiiki esimene alapea-
tikk tutvustab tarvilikke algebralisi, ja teine peatiikk topoloogilisi, eelteadmisi.
Sealjuures defineeritakse mistahes algebra jaoks kaks erinevat laiendit, millest {iks
toob algebrale alati iihikelemendi juurde. Kolmas alapeatiikk esitab ja kirjeldab vii-
si, kuidas siduda omavahel hulga algebraline ja topoloogiline struktuur, ning toob
néiteid erinevatest topoloogilistest algebratest.

Teine peatiikk taidab kdesoleva bakalaureuset66 pohieesmérki. Esmalt definee-
ritakse selles Segali topoloogilised algebrad ja vaadeldakse pohjalikumalt artiklis
[2] toodud néiteid. Seejérel toestatakse kaks tulemust, mis holmavad olemasolevast
STA-st uue STA konstrueerimist. Demonstreeritakse muuhulgas, et algebra iihi-
kustamine lisab sellele protsessile kitsenduse. Autorile ja juhendajale teadaolevalt

on teise peatiiki viimases alapeatiikis esitatud tulemused originaalsed.



1 Topoloogilised vektorruumid ja algebrad

1.1 Vektorruum ja algebra

Kaéesolevas t00s tahistab siimbol K koigi reaalarvude korpust R voi koigi komp-
leksarvude korpust C. Kui pole teisiti tdpsustatud, tdhistab 0 nullelementi ja 1

iihikelementi korpuses K.

Definitsioon 1.1. [6, 1k 47-48| Hulka A nimetatakse Abeli rihmaks, kui temal
on defineeritud kahekohaline algebraline tehe, mida nimetame liitmiseks, ning mis

rahuldab jargmisi tingimusi:

1° Va,b,ce A: (a+b)+c=a+ (b+c);
230 AVacA: a+O0=0+a=aq;
3°VaceAI—a€eA: a+(—a)=(—a)+a=06;
4° Va,be A: a+b=b+a.

Tingimuses 2° sisse toodud elementi © nimetatakse Abeli rithma nullelemendiks.

Definitsioon 1.2. [6, lk 55-56] Hulka V' nimetatakse vektorruumiks ile korpuse
K, kui temas on defineeritud liitmine nii, et hulk V' on selle suhtes Abeli rithm, ja
kui igale paarile (k,a) € K x V on iiheselt vastavusse seatud element ka € V nii,

et mistahes elementide a,b € V k,l € K korral:

1° k(a+b) = ka + kb;
2° (k+Da=ka+la;
3° (kl)a = k(la);

4° la = a.
Vektorruumi V nullelementi tdhistame siimboliga Oy, .

Definitsioon 1.3. [6, lk 6] Olgu I suvaline mittetiihi hulk ja {A4;,7 € I} mingi

hulkade siisteem. Selle hulkade siisteemi otsekorrutiseks HAi nimetatakse hulka
iel
koikvoimalikest jadadest, mille komponentide hulk on iiksiiheses vastavuses hulgaga

I ning mille ¢-ndal kohal seisab element, mis kuulub hulka A;. Teisisonu on

HAZ‘:{(...,CLZ‘,...)‘CLZ'EAZ',Z'EI}

el

antud hulkade siisteemi otsekorrutis.



Lemma 1.4. [6, 1k 77, 100] Olgu V;,i € I, vektorruumid ile korpuse K. Defineerime

nende vektorruumide kut hulkade otsekorrutisel V .= H Vi liitmise ja korpuse
el
elemendiga korrutamise jargmiselt:
(,JJZ,)—F(,yz,): (...,{Ei—l-yl',...),

Otsekorrutis V' on nende tehete suhtes vektorruum ile K.

Homomorfismi definitsiooni esitame siinkohal mistahes sama tiiiipi algebraliste
struktuuride jaoks, sest kiiesolevas t06s vaatleme homomorfisme nii vektorruumide

kui ka algebrate vahel.
Definitsioon 1.5. [6, lk 65-66] Olgu A ja B sama tiilipi algebralised struktuurid.

Homomorfismiks nimetatakse kujutust f : A — B, kui mistahes neil struktuuridel

defineeritud n-kohalise tehte w ja mistahes elementide a1, ..., a, € A korral

flwlar, ... an)) = w(f(ar), ..., f(an))

ning

£(03) =05

w

mistahes nendel struktuuridel defineeritud 0-kohalise tehte w poolt struktuuris A

mérgitud elemendi Oﬁ ja struktuuris B mérgitud elemendi 02 korral.
Vektorruumide vahelisi homomorfisme nimetatakse lineaarkujutusteks.

Definitsioon 1.6. [4, lk 34| Homomorfismi f : A — B nimetatakse epimorfismiks,
kui f on siirjektiivne kujutus ehk f(A) = B.

Definitsioon 1.7. Olgu A, B ja C vektorruumid iile korpuse K. Bilineaarseks
kujutuseks nimetatakse kujutust f : A x B — C, kui mistahes x € A jay € B

korral kujutused

fyII>—>f($,y) ja xfny(xvy)

on vektorruumide homomorfismid ehk lineaarkujutused. Teisisonu on kujutuse f
néol tegu bilineaarse kujutusega, kui fikseerides kujutuse f iihe argumendi ja lastes

teisel muutuda, saame tulemuseks lineaarkujutuse.

Definitsioon 1.8. Vektorruumi iile korpuse K nimetatakse algebraks tle korpu-
se K, kui sellel on lisaks antud elementide vaheline assotsiatiivne ja bilineaarne

algebraline tehe, mida nimetame elementide korrutamiseks.



Sarnaselt vektorruumidele téhistame algebra A nullelementi siimboliga © 4.
Kujutuse bilineaarsuses veendumisel on definitsiooni asemel tihti mugavam toe-

tuda jargnevale vahetulemusele.

Lemma 1.9. Olgu A, B ja C vektorruumid idile korpuse K. Kujutus f : Ax B — C
on bilineaarne parajasti siis, kui mistahes a1,a0 € A, by,bs € B ja k,l € K korral

kehtivad jiargmised omadused:

1° f(al, b + bg) = f(al, bl) + f(al, bg);
2° f(a1 +ag,b1) = f(a1,b1) + f(az,b1);
3° f(l-cal,lbl) = (kl)f(al,bl).

Toestus.

(=) Olgu kujutus f : A x B — C bilineaarne ning elemendid a;,as € A,
bi1,ba € B ja k,l € K vabalt fikseeritud. Kontrollime jarjest lemmas antud
kolme omaduse kehtivust.

Kujutuse f bilineaarsuse tottu on ., f ja fi, lineaarkujutused, seega

flar,by +b2) =, f(b1 + b2)

= o, J(01) + 4, f(b2)

= fla1,b1) + f(a, b2),
flar +az,b1) = fp, (a1 + a2)

= fou(a1) + fo, (a2)

= f(a1,01) + f(az,b1).

Ka fi, on lineaarkujutus, mistottu

f(ka1,lb1) = fi, (ka1) = k fi, (a1)
= kf(alv lbl) - k[alf(lbl)] - kl[alf(bl)]
= (k) f(a1,b1).

Oleme néidanud, et koik kolm omadust kehtivad.
(<) Kehtigu kujutusel f kolm iilaltoodud omadust 1°,2° ja 3°. Defineerime mis-
tahes a € A ja b € B jaoks kujutused

J:B—=C, L f(b) = f(a,b),



ja
fo: A= C, fola) = f(a,b).

Fikseerime vabalt elemendid a1,a2 € A, b1,bs € B ja k € K. Paneme téhele,
et kehtivad vordused

o F(br +b2) = flar, by +ba) = flar, by) + flar, ba) = o, F(b1) + o, F(b2),
o f(kb1) = flar, kbi) £ kf(ar,b1) = k[, £(b1)]

ning

Foular + az) = fla1 + ag,by) = far,br) + flaz, br) = fo,(a1) + fo, (a2),
fou(kar) = flkar,b1) E kf(ar,b1) = kfy, (a1):

Jérelikult on , f vektorruumide B ja C' vaheline lineaarkujutus ja fp, vek-
torruumide A ja C vaheline lineaarkujutus.

Vabalt valitud argumentide korral definitsioonis 1.7 ndidatud viisil kujutuse
f kummagi argumendi fikseerimisel saadud kujutused on homomorfismid.

Seega on f bilineaarne kujutus. O

Lemma 1.10. Olgu A;,i € I, algebrad iile korpuse K. Defineerime nende algebrate

kui hulkade otsekorrutisel A := HAi littmise ja korpuse elemendiga korrutamise
i€l
lemmas 1.4 naidatud viisil ning hulga elementide omavahelise korrutamise jargmi-

selt:
(,.CL‘Z,)(,yZ,):(,SL‘Zy“)

Otsekorrutis A on nende tehete suhtes algebra iile K.

Toestus. Lemma 1.4 jargi on liitmine ja korpuse elemendiga korrutamine kinnised
tehted hulgas A.

Fikseerime vabalt (..., z;,...),(...,¥i,...) € A. Kuna iga indeksi i € I korral
on z; ja y; algebra A; elemendid, siis elementide korrutamise kinnisuse tottu algeb-
ras on nende korrutis z;y; samuti algebra A; element. Jarjendi (..., x;y;,...) iga
komponent on vastava algebra element, seega (..., z;y;,...) € A ja eelpool toodud
korrutamistehe on hulgas A kinnine.

Olgu (..., miy... ), (co oy ¥iyoon),(oovy 26y ... ) € AL Toetudes korrutamise assot-



siatiivsusele algebrates A; ndeme, et korrutamine on assotsiatiivne ka ruumis A:

(Covymiy o )oY )Gz ) = (o miiy oo ) (e y iy o)
= (.., [wwilzi,...) = (. milyizil, .. )
=z )0 Yz, )
=,z )Gy )y ziy )]

Mérkame, et eelpool toodud korrutamistehe rahuldab koiki kolme lemmas 1.9
toodud omadust. Toetume jargnevas sellele, et igas algebras A; on korrutamistehe
bilineaarne, mistottu saame nende puhul rakendada lemmat 1.9. Esiteks ndeme, et
kehtivad omadused 1° ja 2°.

(oo )Gy )+ Gy zig o ) =Cosmiy o )y + 26500 )
= (.., xilyi + 2, .. 0)
= (., 2y +Tiziy .. .)
=(, @iy )+ (o TiZiy )
= (@i )y Yy en)
+ (o )y Ziy ),
(o )+ Gy DGz ) =Gy i+ Uiy ) (e Ziy e )

Y~~~ o~~~ T~ o~~~

C TR YiZis

On selge, et mistahes A, u € K korral kehtib ka omadus 3°.

A

yTiy e )] Yy

(-

MYis )

)

7x’lzl>)+(
,CCZ,)( 7Z’i7
--ayi7"')(""zi’

y YiZiy - -

)

Pyl ) = G Dl )
(...,xiyi,...)
I (..

-

ey Ly .- sy Yiy o -
Kuna eelpool toodud korrutamistehe on ruumis A kinnine, assotsiatiivne ja
O

bilineaarne, siis on otsekorrutis A algebra iile K.



Kaesolevas t60s ei eelda me algebrates tihikelemendi leidumist, mistottu tasuks
vaadelda vahemalt iiht viisi, kuidas {ihikelementi algebrasse juurde tuua. Koige
levinum tehnika on selleks kasutada Dorroh’ laiendit. Seda, et Dorroh’ laiendi abil
saadav ehk algebrale iihikelemendi juurdetoomisel tekkiv hulk on samuti algebra,

peaksime aga eraldiseisvalt kontrollima.

Definitsioon 1.11. Vaatleme hulka A x K. Defineerime selles liitmise, skalaariga
korrutamise ja elementide omavahelise korrutamise mistahes a,b € A ja A\, u € K

korral jargmiselt:

1° (a,A\) + (b, ) = (@ + b, A+ p);
2° pla, A) = (pa, pA);
3% (a,A) (b, 1) = (ab + pa + Ab, Ap).

Sel viisil méératud tehetega korrutisruumi (A x K;+,-, %) nimetame algebra A

Dorroh’ laiendiks ning tdhistame siimboliga A,.
Lemma 1.12. Kui A on algebra ile K, siis A, on samuti algebra tle K.

Toestus. Kuna A ja K on molemad korpused {ile K siis lemma 1.4 jargi on otsekor-
rutis A x K vektorruum iile K eelpool defineeritud liitmise ja skalaariga korrutamise
suhtes.

Olgu (a, A), (b, ), (¢,v) € A x K. Muuhulgas korrutamise assotsiatiivsusele al-
gebras A ja korpuses K ning skalaariga korrutamise omadustele algebras A toetudes
nieme, et tehe * on samuti assotsiatiivne:

(@, A) = [(b, ) * (¢, 7)] = + (be + b + pe, py)
a[bc + b + pe] + [pyla + Abe + vb + pel, Alpy])

(a,
= (
([ab + pa + Abjc + vy[ab + pa + Ab] + [Aple, [Ap]y)
= (
=

ab + pa + Ab, ) * (¢, )
(@, A) * (b, )] (¢, 7).

Kontrollime, kas iilal antud korrutamine on bilineaarne. Selleks néaitame, et tehe
« rahuldab lemmas 1.9 toodud kolme omadust. Olgu (a, \), (b, 1), (¢,y) € AxK ja



k,l € K. Esiteks

(a,A) * [(b, 1) + (¢, 7)] = (a, A) % (b + ¢, +7)

=(alb+c)+ (p+7)a+Ab+c), AMu+7))
= (ab+ pa 4+ Ab+ ac + ya + Ae, A\ + \y)
= (ab + pa + \b, \u) + (ac + vya + Ae, \vy)
= (a,

A) (b, 1) + (a, A) * (¢,7)-

Teiseks
[(a, A) 4 (b, )] % (¢,7) = (a+ b, A+ ) + (¢,7)
= ((a+b)c+y(a+b) + (A + p)e, (A + p)7)
= (ac+ ya + Ac+ be + b+ pe, My + uy)
= (ac+ ya + Ae, \y) + (be + b + pce, py)
= (a,A) * (¢,7) + (b, ) * (¢, 7)-
Viimaks

El)(ab + pa + Ab, Ap)

(
([
= ([kl)ab + [kl]pa + [KIAb, [kl Aw)
= (k0)

= (kD)[(a, A) * (b, w)]-

Et hulga A XK elementide korrutamine tehte * jargi rahuldab koiki kolme omadust,
on lemma 1.9 pohjal tegu bilineaarse tehtega.

Oleme ndidanud, et algebra A Dorroh’ laiend A, on algebra iile K. O

Markus 1.13. Saadud algebras on elementide korrutamise suhtes tihikelemendiks
14, = (O4,1). Mistahes (a, \) € A, korral

(©4,1) % (a,\) = (Oaa+\O4+1a,1N) = (O4+ 04 +a, ) = (a,\),
(a,A) % (©4,1) = (aO4 + la+ AO4, A1) = (O4 +a+ Oy, \) = (a,N).

Miarkus 1.14. Kéesolevas t60s vaatleme lisaks algebra A Dorroh’ laiendile ka

algebra A otsekorrutist korpusega K, milles on hulga elementide korrutamine de-
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fineeritud punktiviisi. See tdhendab, et mistahes elementide (a, A), (b,u) € A x K

korral defineerime nende korrutiseks

(a,\) o (b,p) := (ab, ).

Maérkame, et korpus K on algebra iile iseenda, mistottu saame lemmale 1.10 toe-
tudes véita, et hulk A x K on koos tavalise liitmise, skalaariga korrutamise ja
iilal kirjeldatud elementide korrutamisega o samuti algebra. Algebralist struktuuri
(AXK;+, -, o) nimetame algebra A punktiviisiliseks laiendiks ja tdhistame edaspidi
siimboliga A,.

Kiill aga ei leidu punktiviisilises laiendis korrutamise suhtes alati iihikelementi.
Kui (b, pt) oleks algebras A, elementide korrutamise suhtes tihikelement, siis peaks
kehtima mistahes (a, A) € A, korral (b, 1) o (a,\) = (a, A) ehk ba = a ja p\ = A.
Korpuse K elemendi p rolli sobiks 1, kuid elemendil b ei leidu iihest vaartust juhul,
kui algebra A on ilma {ihikelemendita. Kui A on iihikelemendiga 14, siis on A,
ithikelemendiks (14, 1).

1.2 Topoloogia ja topoloogiline ruum

Selles alapeatiikis anname topoloogiliste algebrate jaoks tarvilikud definitsioonid
iildisest topoloogiast. Esitleme viise méarata topoloogiat nii 1abi ruumi alamhulka-
de kui ka punktide timbruste. Viimaks defineerime nii topoloogia mottes pidevuse
kui ka korrutistopoloogia moisted.

Siin ja edaspidi tdhistab siimbol C mitteranget sisalduvust.

Definitsioon 1.15. [9, 1k 23] Olgu X mingi hulk ja 7 C P(X). Oeldakse, et

alamhulkade siisteem 7 on topoloogia hulgal X, kui kehtivad jéargmised tingimused:

1° siisteemi 7 kuuluvate hulkade mistahes ihend kuulub siisteemi 7;
2° stisteemi 7 kuuluvate hulkade mistahes 16plik tihisosa kuulub siisteemi 7;
3° tiihi hulk @ ja hulk X kuuluvad siisteemi 7.

Ruumi X koos temal antud topoloogiaga T ehk paari (X, 7) nimetatakse topo-

loogiliseks ruumiks. Topoloogia 7 elemente nimetatakse lahtisteks hulkadeks.

Definitsioon 1.16. |9, 1k 24| Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja £ C X. Hulka E

nimetatakse kinniseks parajasti siis, kui X \ E on lahtine topoloogias .

11



Definitsioon 1.17. [9, lk 38] Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Topoloogia 7 baasiks

nimetatakse kogumit B C 7, kus

T:{UB\ﬁcB}.

BeL

Teisisonu, topoloogia baasiks nimetame lahtiste hulkade kogumit, mille puhul ruu-

mi mistahes lahtine hulk avaldub selle kogumi hulkade mingi iihendina.

Definitsioon 1.18. [9, 1k 25] Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja F C X. Hulga E

sulundiks E nimetatakse koigi teda sisaldavate kinniste hulkade iihisosa:
E= ﬂ{K C X | K on kinnine, E C K}.

Hulga sulund on alati kinnine ning on vihim voimalik kinnine hulk, mis sisaldab
antud hulka. Sellest jareldub muuhulgas, et hulk on kinnine parajasti siis, kui ta

vordub oma sulundiga.

Definitsioon 1.19. |9, 1k 27] Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja £ C X. Hulga E

sisemuseks E° nimetatakse koigi temas sisalduvate lahtiste hulkade tthendit
EP=|J{GcX|Ger, GCE}

Hulga sisemus on alati lahtine ning on sealjuures suurim voimalik lahtine hulk,
mis esialgses hulgas sisaldub. Sellest jéreldub ka omadus, et hulk on lahtine para-

jasti siis, kui ta vordub oma sisemusega.

Definitsioon 1.20. [9, lk 31] Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja x € X. Hulka
U C X nimetatakse punkti z dmbruseks, kui selle puhul leidub lahtine hulk G nii,
et x € G C U. Punkti z koiki {imbrusi sisaldavat kogumit 91, nimetatakse punkti

x Umbruste stisteemiks.

Punkti x timbrusi, mis on ka lahtised hulgad, nimetatakse punkti x lahtisteks

umbrusteks.

Definitsioon 1.21. [9, 1k 32| Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja x € X. Punkti x
iimbruste slisteemi alamsiisteemi B, C 9, nimetatakse punkti x dmbruste baasiks,
kui iga U € M, jaoks leidub V € B, nii, et V C U. Suvalist hulka V € B,

nimetatakse punkti x baasitimbruseks.

12



Mairkus 1.22. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja z € X. Punkti « timbruste baas
pole iildjuhul {iheselt méisratud. Uheks voimalikuks punkti z iimbruste baasiks on

naiteks kogum

B,={Uer|zecU}.

Jargmised kolm lemmat néitavad, kui tihedalt on seotud punktide imbruste
baasid ja ruumi topoloogia. Selgub, et punkti timbruste baasil on topoloogiast tu-
lenevalt mitu head omadust ning hulga lahtisus on tugevalt seotud sellega, millises
ulatuses ta baasiiimbrusi sisaldab.

Teisipidi avastame, et kui hulga igale punktile panna vastavusse neid samu
iimbruste baasi omadusi rahuldav alamhulkade kogum, siis saame mistahes hul-
gast moodustada topoloogilise ruumi. Sealjuures on need alamhulkade kogumid

parajasti punktide iimbruste baasid.

Lemma 1.23. Olgu X topoloogiline ruum ja x € X. Punkti x imbruste baasil B,

on jérgmised omadused:

1° kui V €B,, siisx € V;

2° kui V1, Vo € B, siis leidub V3 € B, nii, et V3 C Vi NVy;

3° kut V € B,, siis leidub Vy € B, nit, et Vo C V ja iga y € Vi korral leidub
W eB, nu, et W CV.

Toestus.

1° Punkti x iimbrus sisaldab punkti z.

2° Olgu Vi, Ve € B,. Punkti iimbruse definitsioonist tulenevalt teame, et lei-
duvad lahtised hulgad G1,Gs9 nii, et x € G; C V5 ja x € Go C V5. Nende
lahtiste hulkade iihisosa G3 := G1NG> sisaldab elementi x ning on topoloogia
definitsioonist tulenevalt lahtine.
Paneme téhele, et z € G3 C Vi N Va. Seega on Vi N Vo punkti x iimbrus ja
punkti imbruse baasi definitsioonist tulenevalt leidub hulk V3 € 9B, nii, et
Vs CcVins.
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Joonis 1: Kolmas omadus lemmas 1.23

3° Olgu V € B,. Punkti iimbruse definitsioonist tulenevalt leidub lahtine hulk
U nii, et x € U C V. Kuna U on lahtine ja sisaldab punkti x, siis on ta ka
selle punkti timbrus ehk U € 91,. Rakendades timbruste baasi definitsiooni
punkti timbrusele U, saame leida Vy € B, nii, et Vj C U.
Hulk V' on timbruseks hulga Vj mistahes punktile, sest iga y € Vj korral
y € U C V. Fikseerime vabalt punkti y € Vj ja vaatleme tema timbruste
siisteemi 91,. Kuna V' on punkti y timbrus, siis V' € 9,. Punkti y iimbruste
baas ‘B, peab definitsiooni kohaselt sisaldama jérelikult hulka W € B, nii,
et WCV. O

Lemma 1.24. Topoloogilise ruumi X alamhulk G on lahtine parajasti siis, kui G

sisaldab iga temasse kuuluva punkti mingit baasitimbrust.

Toestus. Olgu G lahtine, siis G = G°. Mistahes y € G korral voime vaadelda
iimbruste baasina tema koigi lahtiste timbruste kogumit. Kuna y € G°, aga G° on
lahtine ning sisaldub hulgas G, siis G° kuulub sinna timbruste baasi.

Sisaldagu G iga oma punkti y kohta mingit baasiiimbrust V,, C G. Siis

vy ca.
yeG

Teisalt, iga y € G sisaldub G kéigi punktide lahtiste timbruste iihendis, seega

GclJvy.
yeG
Jarelikult
=y
yeG
Et lahtiste hulkade iihend on lahtine, siis on ka G lahtine. O
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Lemma 1.25. Olgu X hulk. Mddrame tema igale elemendile x vastavusse mingi

alamhulkade kogumi B, mis rahuldab lemma 1.23 omadusi 1° — 3°. Defineerides
lahtiseks koik hulgad, mis rahuldavad lemmat 1.24 ehk valides

r={UcX|VaeU 3B, €8, : B, C U},

saame topoloogia T hulgal X, kusjuures B, on punkti x imbruste baas iga x € X

korral.

Toestus. Olguiga x € X korral B, hulk, mis rahuldab lemma 1.23 omadusi 1°—3°.

Néitame, et tilaldefineeritud silisteem 7 rahuldab topoloogia omadusi hulgal X.

10

20

Néitame, et lahtiste hulkade iithend on lahtine. Selleks vaatleme siisteemi 7
mingite elementide Uy, € A, ithendit U := |J,c 4 Ua. Fikseerime vabalt
punkti x € U. Kuna z kuulub iihendisse, siis leidub hulkadest U, vdhemalt
iiks Uy, o € A, mis sisaldab punkti z.

Et U, on lahtine, siis hulga 7 definitsioni jargi leidub hulk B, € 8, nii, et
B, C Uy. Kuna U, C U, siis ka B, C U, ehk oleme naidanud, et U € 7.

Vaatleme siisteemi 7 16pliku arvu elementide U;, i € {1,...,n}, {ihisosa
n
i=1

Kui n =1, siis U = Uy € 7, seega eeldame edasises, et n > 1.
Fikseerime vabalt elemendi x € U. Kuna x sisaldub igas hulgas U;, siis
leidub iga i € {1,...,n} jaoks kogumi B, mingi element B’ nii, et B: C U;.

Hulkade B! iihisosa sisaldub igas hulgas U;, sest mistahes i korral

n
()Bi c B. c Ui
i=1
Jarelikult
n .
() B.cU.
i=1
Néeme hulkadele Bl ja B2 lemma 1.23 punkti 2° rakendades, et leidub ko-
gumi B, element B’ nii, et B, C Bl N B2 Kui siisteemist 7 viilja valitud
elemente oli kaks, on B, C U ja oleme ndidanud, et U € 7.
Kui n > 2, siis valime vilja hulgale Us vastava kogumi 9B, elemendi B3.

Hulkadele B ja B3 iilal kirjeldatud viisil lemmat 1.23 rakendades saame, et
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leidub hulk B! € 9B, nii, et BY C U. Jatkame seda protsessi, kuni oleme ara

kasutanud koik elementidele U; vastavad hulgad B? ja joudnud tulemuseni

n
B c (B cU.
i=1
Jarelikult U € 7.
3° Tiihi hulk @ kuulub ilmselt siisteemi 7. Hulk X kuulub siisteemi 7, sest

mistahes punkti korral on koik 8, elemendid ruumi X alamhulgad.

Kogum ‘B, on punkti x timbruste baas iga © € X korral, sest igale punkti z
imbrusele U, € 9, vastab lahtine hulk G nii, et z € G C U, ja igale lahtisele
hulgale G vastab 7 definitsiooni jargi kogumi B, element B, C G C U,. O

Enne topoloogiliste vektorruumide ja topoloogiliste algebrate defineerimist tu-
leb meil defineerida veel topoloogiliste ruumide vahel antud kujutuse pidevus. Muu-
hulgas peame eraldi vaatlema juhtu, kus kujutus lahtub korrutisruumist, sest aeg-
ajalt nouatakse kujutustelt hoopis iiht pidevusega sarnast, kuid mitte samavaéarset
omadust. Topoloogiliste ruumide korrutisruumi vaatlemiseks tuleb kasutusele votta
ka korrutistopoloogia moiste.

Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y) topoloogilised ruumid ning f : X — Y nendevaheline

kujutus.

Definitsioon 1.26. [9, lk 44| Kujutust f nimetatakse pidevaks punktis xog € X
parajasti siis, kui punkti f(zp) € Y iga imbruse V' jaoks leidub punkti zy iimbrus
U nii, et f(U) C V. Kujutust f nimetatakse pidevaks, kui ta on pidev ruumi X
igas punktis.

Teoreem 1.27. |9, lk 44| Jdargnevad vdited on samavddrsed:

1° f on pidev;
2° kui G C'Y on lahtine hulk topoloogias Ty, siis hulk f~1(G) C X on lahtine
topoloogias Tx;
3° kui F C'Y on kinnine hulk topoloogias Ty, siis hulk f~*(F) C X on kinnine
topoloogias Tx;
4° kui E C X, siis f(E) C f(E).
Definitsioon 1.28. [9, lk 53] Olgu (X;,7;),i € I, topoloogilised ruumid. Korru-
tistopoloogiaks hulgal H X; nimetatakse topoloogiat 7,,,4, mille baasiks on hulgad
i€l
kujul H U;, kusjuures kehtivad tingimused:
el
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1° U; on lahtine ruumis Xj; iga ¢ € I korral;
2° U; # X; vaid 16pliku arvu indeksite korral.

Hulka HXi koos korrutistopoloogiaga 7,,,q nimetatakse topoloogiliseks korrutis-
el
ruumiks.

Paneme téhele, et kui topoloogilisi ruume (Xj;,7;) on vaid loplik arv n € N

tiikki, siis on nende korrutistopoloogia baasiks parajasti kogum
B:{Ul x - x Uy : U GTi,i:L...,n}.

Lemma 1.29. 3, Ik 78] Olgu (X;,7;),1 € I, topoloogilised ruumid. Olgu A;, i € I,
hulgad, kus iga i € I korral A; C X;. Siis kehtib:

Ma-T%
icl icl
Kéaesolevas t06s vaadeldakse korrutisruumist lahtuva kujutuse peal kaht eri-
nevat omadust, mille nimetuses kasutatakse sona ,pidev. Neist aga ainult tiks -
ithispidevus - kirjeldab pidevust definitsiooni 1.26 mottes. Teine - eraldi pidevus
- on siinkohal vélja toodud, kuna just seda (norgemat) omadust peab hakkama
rahuldama korrutamistehe topoloogilises algebras.
Sonastame niiiid iihis- ja eraldi pidevuse korrutisruumist lahtuva kujutuse jaoks.

Olgu (X, 7x), (Y,7v) ja (Z,7z) topoloogilised ruumid.

Definitsioon 1.30. Kujutust f : X x Y — Z nimetatakse thispidevaks punktis
(z,y) € X x Y, kui punkti f(z,y) € Z iga iimbruse U C Z korral leiduvad punkti
x imbrus V ja punkti y timbrus W nii, et f(V x W) C U.

Definitsioon 1.31. Kujutust f : X xY — Z nimetatakse eraldi pidevaks punktis
(x,y) € X xY, kui punkti f(z,y) € Z iga imbruse U C Z korral leiduvad punkti
x imbrus V ja punkti y timbrus W nii, et f({z} x W) C U ja f(V x {y}) C U.

Paneme téhele, et iihispidevusest jareldub eraldi pidevus: kui f(V x W) C U,
siis ka f({z} x W) C U ja f(V x{y}) C U, sest {z} C V ja {y} C W. Teistpidi
jarelduvus aga tildjuhul ei kehti.
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1.3 Topoloogiline vektorruum ja topoloogiline algebra

Kaesolevas alapeatiikis toome algebratele ja vektorruumidele juurde topoloogilise
struktuuri. Selleks tuleb kooskélla viia algebra voi vektorruumi tehete poolt mééra-
tud struktuur ja hulga topoloogia. Selgub, et algebralise (voi lineaarse) ja topoloo-
gilise struktuuri iihitamiseks piisab nouda tehete pidevust hulgal antud topoloogia

suhtes.
Definitsioon 1.32. Punkti A € K e-imbruseks nimetame hulka
B:(\)={peK:|u-A<e}, e>0.
Korpuse K loomulikuks topoloogiaks Tg nimetame siisteemi
Tk :={UCK|VAeU JFe>0: B.(\) CU}.

Definitsioon 1.33. (vt ka [1, lk 12]) Vektorruumi V {ile korpuse K nimetatakse
topoloogiliseks vektorruumiks (tahistame TVR), kui hulgal V' on antud topoloogia
7 nii, et liitmine ja skalaariga korrutamine on selle topoloogia suhtes iihispidevad

kujutused.

Anname tépsemad kirjeldused vektorruumi tehete pidevusele. Esiteks, liitmine
on iithispidev parajasti siis, kui iga x,y € V korral leiduvad summa z + y mistahes

timbruse U jaoks punktide x ja y timbrused U, ja U, nii, et
U:.+U, CU.

Teiseks, korpuse elemendiga korrutamine on iihispidev siis ja ainult siis, kui iga
A € K,z € V korral leiduvad korrutise Az mistahes iimbruse U jaoks elemendi A

iimbrus U, ja punkti x timbrus U, nii, et
UnUp :=A{py :p€Uyy €U} CU.

Mairkus 1.34. Kéesolevas t00s moistame algebra kahe alamhulga korrutise all neis
sisalduvate elementide korrutiste hulka. Teisisonu, kui meil on antud algebra A kaks

alamhulka U ja V, siis nende kahe hulga korrutis avaldub kujul
UV :={uv:ueUwveV}.
Sarnaselt, kui vaatleme konkreetse elemendi u € U ja mingi hulga V korrutist, siis
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see avaldub kujul
uV ={uv:v eV}

Tépsustame seda asjaolu, kuna algebrad on ka ringid ja algebraistide tavasid jargi-
des peaks ringi alamhulkade korrutis koosnema mitte elementide korrutistest, vaid
elementide korrutiste lineaarkombinatsioonidest. Topoloogiaga tegelejate jaoks, ja

kéesolevas t60s, tahendab kirjapilt UV aga just iilal kirjeldatud hulka.

Definitsioon 1.35. (vt ka [1, lk 14]) Algebrat A iile korpuse K nimetatakse to-
poloogiliseks algebraks (tdhistame TA), kui hulgal A on antud topoloogia 7 nii, et
liitmine ja skalaariga korrutamine on iihispidevad kujutused ning algebra elemen-

tide korrutamine on eraldi pidev kujutus.

Algebra elementide korrutamiselt, erinevalt teistest tehetest, noutakse reeglina
vaid eraldi pidevust. Teisisonu loetakse korrutamine pidevaks parajasti siis, kui iga
xz,y € A korral leiduvad korrutise xy mistahes timbruse U jaoks punktide z ja y

timbrused U, ja Uy nii, et
2Uy, CU ja UgyCU.

Topoloogilise algebra saame naiteks moodustada mistahes algebrast A, kui
vaatleme seda koos triviaalse topoloogiaga. Samuti on TA néiteks korpus K koos

loomuliku topoloogiaga 7.

Niide 1.36. Olgu A algebra ning 7 = {), A}. Paneme tihele, et ruumi A mistahes
punktil on ainult iiks timbrus ja selleks on hulk A ise.

Olgu a,b € A, siis nende elementide endi, nende summa ja nende korrutise
ainsaks imbruseks on A. Tehete kinnisuse tottu on A + A C A ja AA C A ehk
liitmine ja korrutamine on algebras A {ihispidevad tehted.

Olgu A € K, siis elemendi Aa ainus timbrus on hulk A. Olgu B:()) elemendi
A mistahes e-limbrus korpuses K. Et skalaariga korrutamine on algebras A kinni-
ne tehe, siis mistahes p € B.(\) korral pA C A ehk skalaariga korrutamine on
iithispidev tehe. O

Jargnev lemma aitab lihtsustada eelseisva néite toestamist, sest korrutamine

on algebras teatavasti bilineaarne tehe, ning selgub, et algebras C lausa iihispidev.

Lemma 1.37. [8, 1k 118] Olgu A, B ja C topoloogilised vektorruumid ile K. Bi-
lineaarne kujutus f : A x B — C on thispidev parajasti siis, kui ta on thispidev
punktis (©4,0p).
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See lemma kehtib ka juhul, kui kujutust f rakendatakse TA-de peal, sest lisan-

duv korrutamistehe ei mojuta kujutuse f pidevust kui topoloogilist omadust.

Naiide 1.38. Vaatleme algebrat C iile korpuse R. Olgu algebral C antud loomulik
topoloogia 7¢. Naitame, et (C,7¢) tehted on igas punktis pidevad, ning demonst-

reerime seelébi, et tegu on topoloogilise algebraga.

10

20

Fikseerime vabalt z,w € C. Olgu V C C punkti z + w mistahes iimbrus.
Siis sisaldab ta mingit e-timbrust B.(z + w). Vaatleme 3-timbrusi B:(z) ja
Be (w). Fikseerime vabalt elemendid uy € Bz(2) ja uz € Bs(w). Soovime
naidata, et u; + uy € Be(z + w). Selleks peaks elementide u; + ug ja z + w

vahe moodul olema véiksem kui €. Toepoolest,

[(u1 4+ ug) — (z+w)| = [(u1 — 2) + (uz — w)|
< up — 2| + |ug — w|
g

<E+ €
2 2 7

Jarelikult U, + U,, C V ja liitmine on topoloogia 7¢ moistes iihispidev.
Fikseerime vabalt elemendid z € C ja A € R. Olgu V' C C punkti Az mistahes
timbrus, siis sisaldab ta mingit lahtist e-imbrust B:(Az). Defineerime 6 € R

jargmiselt:

5= -
 3max{v/e Al [2]}

Paneme téhele, et kuigi |A| ja |z| voivad vorduda nulliga, siis murru nimeta-
jasse jaab tingimuse € > 0 tottu alati positiivne reaalarv. Seega ei pea me
eraldi vaatlema alamjuhte, kus A, z voi molemad neist vorduvad nulliga.

Vaatleme elementide A ja z d-iimbruseid Bs(\) ja Bs(z). Fikseerime vabalt
elemendid p € Bs(A) ja v € Bs(z) ning vaatleme nende korrutist pv. Ndeme,

et element pv kuulub korrutise Az e-timbrusesse:

|uv — Az| = |pv — Az + pz — pz| = |pz — Az + po — pz|
< |pz = Az + [pv — pz| = |p = Allz| + [pllv — 2
<Olzl 4 |p|d = blz| + |p— A+ A6
< Olz] | — AS NS < S|z| + 6% + A0
Ve e

+ ¥+

<
- 9 3

M wlm

A
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Jarelikult Bs(A)Bs(z) C B:(Az) C V ehk skalaariga korrutamine on algebras
C pidev tehe.

3° Kuna kompleksarvude korrutamine on algebras C bilineaarne tehe, siis piisab
kontrollida, kas see tehe on iihispidev nullpunktis. Olgu O C C nulliiimbrus,
siis selles sisaldub e-timbrus B.(0). Peame leidma nullitimbruse O, mille kor-
rutis iseendaga sisaldub iimbruses O. Kui valime O" := B £(0) ja fikseerime

vabalt u € O'0’, siis leiduvad u1,us € O’ nii, et u = ujus ja

lu| = Jugug| < |ui|lug| < Veve =e.
Seega u € B:(0) ja O'O’" C O ehk korrutamine on algebras C iihispidev.

Kuna algebra C koik tehted on igas punktis topoloogia 7¢ suhtes {ihispidevad, siis
on (C, ¢) topoloogiline algebra. O

Peatiiki 16petuseks néitame, et nii topoloogilise algebra A Dorroh’ laiend A,

kui ka punktiviisiline laiend A, on topoloogilised algebrad.

Lemma 1.39. Olgu (A, 14) topoloogilne algebra, A, algebra A Dorroh’ laiend ning

Ta, korrutistopoloogia. Siis on (Ax,Ta,) topoloogiline algebra.

Toestus. Lemma 1.12 jargi on A, algebra iile K.
Peame seega néitama vaid, et Dorroh’ laiendis defineeritud tehted on korru-

tistopoloogia 74, suhtes pidevad.

1° (Liitmine.) Fikseerime vabalt elemendid (a,\), (b,u) € A,. Olgu V C A,
nende elementide summa (a+b, A+ ) mingi imbrus. Siis leiduvad elementide
a+bja A+ p imbrused Uy € A ja Us € K nii, et Uy x Uy C V. Kuna algebras
A on liitmine pidev, siis leiduvad elemendi a timbrus U, ja elemendi b timbrus
Up nii, et Uy + Uy C Uj. Tulenevalt liitmise pidevusest algebras K leiduvad
elemendi A iimbrus U) ja elemendi p iimbrus Uy, nii, et Uy + U, C Us.
Valime punktide (a,\) ja (b, u) timbrusteks vastavalt U, x Uy ja Uy x U,.
Fikseerime neis vabalt elemendid (c,v) € U, x Uy ja (d,9) € Uy x U,. Kuna

c+deU,+U,CU; ja ’Y+5€U)\+UNCU2,

siis
(c,7) +(d,8) = (c+d,y+6) €U x Uy C V.

Jérelikult on liitmine iihispidev algebras A,
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(Skalaariga korrutamine.) Fikseerime vabalt elemendid p € K ja (a, A) € A..
Olgu V C A, nende elementide korrutise p(a, \) = (pa, pA) mingi timbrus.
Siis leiduvad korrutistopoloogia definitsioonist tulenevalt elementide pa ja

pX imbrused U, ja Bo(pA) nii, et
Upa X Be(uA) C V.

Kuna skalaariga korrutamine on pidev TA-s A, siis leiduvad elemendi p {imb-

rus Bs, (1) ja a imbrus U, nii, et
B§1 (M)Ua C Uua~

Elementide korrutamise pidevusest algebras K jéreldub, et leiduvad elemendi

p imbrus Bs, (1) ja A imbrus By, (A) nii, et

Bis, (1) Bs; (A) € B=(pA).

Olgu 0 = min{dy, da,03}. Valime elemendi p timbruseks Bs(u) ja elemendi
(a,A) iimbruseks Uy, \) = U, x Bgs()). Fikseerime neis {imbrustes vabalt
elemendid v € Bs(u) ja (u,k) € Uy ). Vaatleme nende korrutist ~(u, %)
ning néitame, et see kuulub hulka V.

Mérkame, et Bs(u) C Bs, (), mistottu y € By, (11). Hulga U, ») definitsiooni

jargi omakorda u € U,. Seega
yu € Bs, (1)Uq C Upa.

Sarnaselt, kuna Bs(p) C Bs,(p), siis v € By, (1), ning et Bs(A) C Bs,(A),
siis k € Bs,(A). Jérelikult

7 € By (1) By (A) € Be(u\).
Viimaks néeme, et
Y(u, ) = (yu,vk) € Upa X Be(uA) C V.

Seetottu on skalaariga korrutamine algebras A, iihispidev tehe.
(Algebra elementide korrutamine.) Olgu (a, A), (b, ) € Ay ja V C A, nende
elementide korrutise (a, ) * (b, u) = (ab+ pa + \b, \r) mingi timbrus. Tdes-
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tuse esimeses pooles, nagu ikka, jaotame timbruse V osadeks, mida hakkame
hiljem veidi teistsugusel moel kokku kombineerima.

Korrutistopoloogia definitsioonist tulenevalt leiduvad summal ab+ pa+ Ab ja
korrutisel Ay iimbrused U4 ja Uk nii, et Ug x Ug C V. Liitmise tihispidevuse
tottu algebras A leiduvad punktide ab, pa ja Ab iimbrused Uy, U, ja Uy
nii, et Ugp + Upa + Uy C Ua.

Néitame siinkohal eraldi pidevust (a, A) suhtes ehk demonstreerime, et leidub
elemendi (b, p) timbrus Uy, ,) nii, et (a,\) x Ugy,,y C V.

Korrutamise ja skalaariga korrutamise eraldi pidevuse tottu algebras A lei-

duvad elementide b ja p imbrused Uy, Uy’ ja Uj, nii, et
U} C Uy, UlaCUu ja AUJ C Uy,

Korrutamise eraldi pidevusest algebras K jareldame omakorda, et leidub ele-
mendi p imbrus U}/ nii, et AU, C Uk.

/\/\

U)\b

AR

Joonis 2: V' jaotus alamhulkadeks lemma 1.39 punktis 3°

Olgu niiiid
Up:=UyN0y, Uy:=U,NU; ja Uppy = Uy x Uy

Paneme téhele, et Uy ja U, on vastavalt elementide b ja p timbrused, sest
punkti timbruste tihisosa on samuti punkti iimbrus. Seetottu sisaldab nende
otsekorrutis U, ,) elementi (b, ) ja korrutistopoloogia definitsioonist tule-
nevalt on selle elemendi timbrus.

Fikseerime vabalt (c,v) € U, ). Mérkame, et

celU,CU, = ac€ Uy, yeU,CU, = ~a€ Uy,
celU,CcU = Xce Uy, yeU,CU; = Melk.
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Jarelikult
(a, A) * (¢, ) = (ac+ya+Ae, \y) € (Uap + Upa + Unp) X Ug CUa x Ug CV

ehk oleme leidnud elemendile (b, 1) sobiva iimbruse. Analoogiliselt opereeri-
des saame niidata, et leidub ka elemendi (a, A) imbrus Uy, y) nii, et kehtib
eraldi pidevuse teine tingimus U, x) * (b, ) C V.

Seetottu on algebra elementide korrutamine algebras A, eraldi pidev tehe.

Kuna algebras A, on liitmine ja skalaariga korrutamine iihispidevad kujutused
ning korrutamine eraldi pidev kujutus topoloogia 74, suhtes, siis on (A, 74,) to-

poloogiline algebra. O

Lemma 1.40. Olgu (A, T4) topoloogilne algebra, Ao algebra A punktiviisiline laiend

ning T4, korrutistopoloogia. Siis on (Ao, Ta,) topoloogiline algebra.

Téestus. Lemma 1.10 jargi on A, algebra iile K. Lemmas 1.39 néitasime, et liitmine
ja skalaariga korrutamine, mis on algebrates A, ja A, defineeritud samaviisi, on
pidevad tehted. Naitame, et korrutamine algebras A, on eraldi pidev.

Olgu (a, ), (b,u) € As ja V. C A, nende elementide punktiviisilise korrutise
(a,\)o(b, ) = (ab, A) mingi imbrus. Korrutistopoloogia definitsioonist tulenevalt
leiduvad elementidel ab ja Au timbrused Uy, ja Uy, nii, et Ugy x Uy, C V.

Néitame siinkohal eraldi pidevust elemendi (a,\) suhtes. Korrutamise eraldi
pidevuse tottu algebrates A ja K leiduvad elemendi b iimbrus U, ja p timbrus U,
nii, et

alUy C Uy ja AU, C Uy
Paneme téhele, et nende timbruste otsekorrutis U, ) := Up X Uy, on elemendi

(b, ) imbrus. Fikseerime vabalt elemendi (c,v) € U, ). Mérkame, et
celUy=acelUyy,y ja ’YGqu)\’yEU)\“.

Jarelikult
(aa )‘) © (Ca 7) = (ac, )\7) € Uap X U)\},L cV.

Analoogiliselt kehtib ka eraldi pidevus elemendi (b, ;1) suhtes. Seega on punktivii-

siline korrutamine o eraldi pidev kujutus ning (4., 74,) topoloogiline algebra. [J

Lemmades 1.39 ja 1.40 uuritud topoloogilisi algebraid (A, 7a,) ja (Ao, 7a,)

nimetame vastavalt TA (A, 74) Dorroh’ laiendiks ja punktiviisiliseks laiendiks.
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2 Segali topoloogilised algebrad

2.1 Segali topoloogilise algebra definitsioon

Definitsioon 2.1. Olgu A algebra iile korpuse K. Algebra A mittetiihja alamhulka

A’ nimetatakse algebra A alamalgebraks, kui

1°Va,be A: a,bec A =a+bec A
2°Vaec AVANEK: ac A = dac A;
3° Va,be A: a,be A= abe A.

Definitsioon 2.2. [1, lk 18] Algebra A alamalgebrat I nimetatakse algebra A

1° wasakpoolseks ideaaliks parajasti siis, kui mistahes a € A,7 € I korral ai € I;
2° parempoolseks ideaaliks parajasti siis, kui mistahes a € A,i € I korral ia € I;
3° kahepoolseks ideaaliks parajasti siis, kui I on nii vasak- kui ka parempoolne

ideaal algebras A.

Definitsioon 2.3. [9, 1k 109] Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja D C X. Hulka D

nimetatakse tihedaks ruumis X, kui D = X.

Definitsioon 2.4. [2, Ik 59] Topoloogilist algebrat (A, 74) nimetatakse vasakpool-
seks (voi parem- voi kahepoolseks) Segali topoloogiliseks algebraks TA-s (B, 1g), kui
leidub algebra homomorfism f : A — B nii, et:

1° f(A) on tihe algebras B ehk f(A) = B;
2° f on pidev ehk koik kujutuse f jérgi voetud originaalid topoloogia 75 lah-

tistest hulkadest sisalduvad topoloogias 74:
{f~YU): U e 1} C 74;

3° f(A) on vasakpoolne (v6i parem- voi kahepoolne) ideaal algebras B.

Eelpool kirjeldatud situatsioonis titleme, et (A, 74) on vasakpoolne (voi parem-
voi kahepoolne) Segali topoloogiline algebra TA-s (B, 75) kujutuse f kaudu. Ruu-
mi kokkuhoiu mottes kasutame edaspidi lithendit STA ning iitleme ka, et kolmik
(A, f, B) moodustab STA.

Definitsioon 2.5. Olgu X mingi hulk. Kujutust idx : X — X nimetatakse sa-

masusteisenduseks, kui mistahes x € X korral idx(z) = x.
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2.2 Naiteid Segali topoloogilistest algebratest

Vaatleme lahemalt monda lihtsamalt ndidet STA-dest, mis parinevad artiklist [2].
Jargnevates néidetes voib asendada ideaali ja STA vasakpoolsuse ka parem- voi
kahepoolsusega, niidete toepéra see ei muuda.

Esiteks paneme téhele, et mistahes topoloogilise algebra tihe ideaal koos sama-

susteisendusega moodustab selles algebras samasusteisenduse kaudu STA.

Naide 2.6. Olgu (A, 74) topoloogiline algebra, I tihe vasakpoolne ideaal algebras
A ja 77 alamruumi topoloogia 77 = {O N1 : O € T4}. Siis (I, 77) on vasakpoolne
STA topoloogilises algebras (A, 74) samasusteisenduse id; : I — I C A kaudu.

Kontrollime TSA definitsiooni kolme tingimust.

1° Et id;(I) = I ja I on tihe algebras A, siis on esimene tingimus rahuldatud.

2° Samasusteisenduse jérgi voetud originaalid topoloogias 74 lahtistest hulka-
dest on parajasti lahtised hulgad topoloogias 7;. Et samasusteisendus on
algebra homomorfism, siis on tingimus rahuldatud.

3° Néeme, et id;(I) = I on vasakpoolne ideaal algebras A. O

Eeltoodud néidet voime veidi modifitseerida, vaadeldes ldhteruumina mitte to-
poloogilise algebra tihedat ideaali, vaid selle ideaali punktiviisilist laiendit. Sama-

susteisenduse asemel vaatleme projektsiooni ja saame taas konstrueerida STA.

Naide 2.7. Olgu (B, 7) topoloogiline algebra ja I tihe vasakpoolne ideaal algebras
B. Vaatleme algebra I punktiviisilist laiendit I,. Olgu

p:ls — B, (a,\) — a,
projektsioon iga (a, \) € I, korral. Varustame algebra I, topoloogiaga
, ={(0NI) xK=p10):0 e 7}

Siis (1o, 77,) on vasakpoolne STA topoloogilises algebras (B, 75) kujutuse p kaudu.
Maérkame esmalt, et lemma 1.40 jérgi on I, topoloogiline algebra. Kontrollime

STA tingimusi.

1° Paneme téhele, et p(I,) = I ja I on tihe algebras B.

2° Topoloogia 77, elementideks on parajasti 7p lahtiste hulkade originaalid, mis-
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tottu p on pidev. Kujutus p on algebra homomorfism, sest

p((a, )‘) + (bv :u)) = p(a +b, A+ M) =a+b= p(a, )‘) + p(b, )‘)7
p(u(a, A)) = p(pa, p)) = pa = pp(a, A),
p((a, )‘) © (b7 :u)) = p<ab7 )‘M) =ab= p(a, )‘>p(b7 M)

Viimaks néeme, et p(I,) = I ja I on vasakpoolne ideaal algebras B. O

Eelmises kahes néites vaatlesime Segali topoloogilisi algebraid, milles lahteruum

saadakse sihtruumist tiheda ideaali votmisel ja pidevaks homomorfismiks valitakse

koige lihtsam voimalik kujutus, mis elemendid paigale jétab. Opereerisime neis

néidetes iihes ja samas ruumis.

Selgub, et kui soovime minna sammu kaugemale ja tuvastada STA struktuuri

kahe erineva ruumi peal, piisab eeldada nendevahelise epimorfismi olemasolu.

Naide 2.8. Olgu A algebra, (B, 75) topoloogiline algebra ja 7 : A — B epimorfism.

Varustame A topoloogiaga 74 = {771(0) : O € 75}. Olgu I tihe vasakpoolne ideaal

algebras A. Varustame I alamruumitopoloogiaga 71 = {ONI : O € 14}. Siis (I, 77)

on STA topoloogilises algebras (B, 7p) kujutuse 7|; kaudu.

Kontrollime STA tingimusi.
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Olgu O € 7p. Siis leidub topoloogias 74 mingi lahtine hulk 7=1(0) ja topo-
loogias 7/ omakorda mingi lahtine hulk 7=*(0O) NI = 7|;*(O). Et topoloogia
Tp iga lahtise hulga originaal kujutuse m|; kaudu on topoloogias 77 lahtine,
siis on 7|y pidev.

Niitame, et 7|7(I) on tihe algebras B ehk «|;(I) = B.

a) Kuna kujutuse 7 sihthulk on B, siis «|;(I) C B.
b) Kuna 7 on epimorfism, I on tihe algebras A ja teoreemi 1.27 jargi saame

kujutuse 7| pidevust kirjeldada ka sulundi abil, siis

B =m(A)=x(I)=r|/(I) C «|;(I).

Et hulk B sisaldub hulgas 7|;(I) ja hulk 7|;(I) sisaldub hulgas B, siis on
need teineteisega vordsed. Jérelikult on hulk 7|7(I) tihe algebras B.

Naitame, et 7|7(I) on vasakpoolne ideaal algebras B.

a) Olgu ji,jo € m|r(I). Siis leiduvad 7 siirjektiivsuse tottu elemendid

i1,92 € I nii, et 7(i1) = j1 ja w(iz) = jo. Kuna I on vasakpoolne
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ideaal algebras A, siis nende summa 47 + io € I. Et kujutus 7 on ho-

momorfism, siis
J1+ j2 :Tr(il)—i-ﬂ'(ig) :W(il —i—ig) S 71'([) :71"[(]).

b) Olgu j € «|r(I) ja A € K. Siis leidub 7 siirjektiivsuse tottu element
i € I nii, et w(7) = j. Kuna I on vasakpoolne ideaal algebras A, siis

Ai € I. Kujutuse m homomorfismiks olekust tulenevalt
Aj = An(i) =7(\i) € (L) = 7|7 ().

c) Olgu j € 7|1(I) ja b € B. Siis leiduvad 7 siirjektiivsuse tottu elemendid
i€l jaae Anii et n(i) =7jjan(a) =b. Et I on vasakpoolne ideaal

algebras A, siis ai € I. Kuna 7 on homomorfism, siis
bj = m(a)n(i) = w(ai) € 7(I) = |1 (1).

Oleme niidanud, et kolmik (I, 7|7, B) moodustab STA. O

2.3 Segali topoloogilised algebrad ja algebrate laiendid

Kéesolevas alapeatiikis toestame bakalaureuset66 molemad pohitulemused. Esiteks
néitame, et algebrate punktiviisilisi laiendeid kasutades saame olemasolevast STA-
st konstrueerida ilma iihegi lisatingimuseta uue STA. Samas selgub, et Dorroh’
laiendeid kasutades sama tulemus iildjuhul ei kehti. Sonastame lisatingimuse, mis
on sel puhul tarvilik ja piisav uue STA konstrueerimiseks, ja veendume tulemuse
toeparas.

Teoreemid 2.9 ja 2.10 on sonastatud vaid vasakpoolsete STA-de jaoks, kuid
toodud toestused on analoogilised ka juhtudel, kui eeldame esialgse STA parem-

voi kahepoolsust.

Teoreem 2.9. Olgu (A, T4) vasakpoolne STA topoloogilises algebras (B, Tg) homo-
morfismi f : A — B kaudu ning (Ao, T4, ) ja (Bo,Tp,) nende TA-de punktiviisilised

laiendid. Siis kujutus
f iAo = Bo, (a,)\) = (f(a),)),

on algebra homomorfism ning (Ao, Ta,) on vasakpoolne STA topoloogilises algebras
(Bo,TB,) kujutuse [’ kaudu.
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Toestus. Kujutus f’ on algebra homomorfism, sest mistahes a1,as € Aja X\, xk € K

korral

f'((a1, A) + (a2, K))

I
~

"(a1 + az, A + k) = (f(a1 + a2), A + k)

flar) + fla2), A+ &) = (f(a1), A) + (f(a2), k)

"(a1,A) + f'(a2, K),

"(ka, kA\) = (f(ka), K))

= (rf(a),kA) = r(f(a), )

f'(a, ),

"(ara2, A\k) = (f(ar1az), A\k)

far) f(az), Ar) = (f(a1), A) o (f(a2), %)
f'(az, k).

—
—

R
>
I
~ =

f'((a, N))

—~

I
- 3

f'((a1, A) o (a2, k))

I
—~
—~

I
%
=
S

pd
S—
(@]

Paneme téhele, et kujutuse f” definitsioonist tulenevalt f/(A x K) = f(A) x K.

Kontrollime STA kolme tingimuse kehtivust.
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Kujutise f’(As) tihedus ruumis B, tuleneb otse lemmast 1.29 ja kujutise
f(A) tihedusest algebras B:

f(AxK)=f(A) xK=f(A) xK=B x K.

Fikseerime vabalt punkti (a, ) € A,. Vaatleme kujutise f'(a,A) = (f(a),\)
mingit imbrust V.

Punkti timbruse definitsiooni jérgi leidub punktil (f(a),\) lahtine timbrus
G € 1p, nii, et G C V. Korrutistopoloogia definitsioonist tulenevalt leiduvad
lahtised hulgad G € 75 ja G2 € 7k nii, et G = G1 X G2. Siinjuures markame,
et G1 on punkti f(a) lahtine imbrus.

Kujutuse f pidevuse tottu leidub punktil a timbrus U; nii, et f(U;) C Gy.
Paneme téhele, et hulk U := U; x G2 C A, on punkti (a, A) imbrus. Hulgale

U kujutust f’ rakendades ndeme, et
f,(U) = f,(Ul X GQ) = f(Ul) XxGy CGE L xGa=GCV.

Jarelikult on kujutus f’ igas punktis pidev ehk pidev kogu ruumis.
Néitame esmalt, et f'(As) on algebra B, alamalgebra. Selleks piisab naidata,
et hulk f(A) x K on algebra B, tehete suhtes kinnine. Fikseerime vabalt
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elemendid (a1, \), (az, k) € As ja u € K. Siis

(f(al)a)‘) + (f(a2)’ ) = (f(al) + f((lg),)\ + K)v
u(f(a1), A) = (pf(ar), pA),
(f(a1), A) o (f(az), k) = (f(a1) f(az), Ar).

=

x

Kuna f(A) on ruumi B alamalgebra, siis f(a1)+ f(a2), nf(a1) ja f(aq)f(a2)
on koik f(A) elemendid. Korpus K on oma tehete suhtes kinnine, mistottu
A+ K, puA ja Ak on korpuse K elemendid. Jarelikult on f’(A4,) algebra B,
alamalgebra.

Olgu (a,A) € Ao, (b, ) € Bo, siis

(b, 1) o f'(a,A) = (b,p) o (f(a),\) = (bf(a), p)).

Kuna f(A) on vasakpoolne ideaal ruumis B, siis bf(a) € f(A), ning kuna
korpus on korrutamise suhtes kinnine, siis pA € K. Jarelikult on f/'(A,)

vasakpoolne ideaal algebras B..

Kuna demonstreerisime, et f’ on homomorfism ja rahuldab koiki kolme STA definit-
sioonis toodud tingimust, siis on (Ao, 74,) vasakpoolne STA topoloogilises algebras

(Bo, 7B,) homomorfismi f" kaudu. O

Uldjuhul, paraku, ei kehti sama tulemus, kui vaatleme punktiviisiliste laiendite
A, ja B, asemel Dorroh’ laiendeid A, ja By.

Teoreem 2.10. Olgu (A, 74) vasakpoolne STA topoloogilises algebras (B,Tg) ku-
gutuse f: A — B kaudu ning (Ax,7a,) ja (Bx,7p,) nende TA-de Dorroh’ laiendid.
Topoloogiline algebra (As,Ta,) on vasakpoolne STA topoloogilises algebras (B, TR, )
kujutuse

' As — By, (a,)) = (f(a), ),

kaudu parajasti siis, kui f on epimorfism.

Toestus. Teoreemi 2.9 toestusest teame, et f’ on ruumide A, ja B, tehete suhtes

lineaarkujutus. Ndeme, et f' on mistahes elementide (a1, \), (a2, k) € A, korral ka
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algebra elementide korrutamisega kooskolas:

(a1, A) * (a2, k) = f'(aras + ka1 + Xaz, A\k)
= (f(araz + ka1 + Aaz2), Ak)
= (f(a1a2) + f(ka1) + f(Aaz), Ak)
= (f(a1)f(a2) + rf(a1) + Af(az), Ar)
= (fla1), A) = (f(az), k)
= f'(a1,\) = f'(az, k).

Seega on f’ algebra homomorfism.
Kui f(A) = B, siis

f(AxK)=f(A) x K= B xK

ehk kujutus f’ on siirjektiivne homomorfism elik epimorfism.

Paneme téhele, et teoreemi 2.9 toestuses ei soltu punktides 1° ja 2° toodud
arutluskéigud algebras antud korrutamistehtest, mistottu on nende punktide toes-
tused siinkohal analoogsed.

Kuna f'(As) = B, siis f'(A,) on algebra B, vasakpoolne ideaal.

Oleme demonstreerinud, et f’ on homomorfism ja rahuldab koiki kolme STA
definitsioonis toodud tingimust. Jarelikult on (A, T4, ) vasakpoolne STA topoloo-
gilises algebras (B, 7p,) homomorfismi f’ kaudu.

Moodustagu kolmik (A, f’, By) Segali topoloogilise algebra ja olgu by € B.

Kuna f’(A.) on vasakpoolne ideaal algebras B, siis iga a € A korral

(b0, 0) * (f(a), 1) = (bof(a) + b0, 0) € f(A.) = F(A) x K,

Jarelikult bgf(a) + by € f(A) iga a € A korral. Et f(A) on vasakpoolne ideaal
algebras B, siis bgf(a) € f(A) ning ka —bgf(a) € f(A). Algebra vasakpoolne

ideaal on liitmise suhtes kinnine, mistottu

bo = bof(a)+bo —bof(a) € f(A).

Oleme néidanud, et hulga B mistahes element sisaldub hulgas f(A) ehk f(A) =

Jérelikult on f epimorfism. O
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Kokkuvote

Kaéesolevas bakalaureuset6os uuriti Segali topoloogilisi algebraid. T66s defineeriti
algebrate Dorroh’ laiendid ja punktiviisilised laiendid ning hiljem ka topoloogilis-
te algebrate vastavad laiendid. Edasi defineeriti Segali topoloogilised algebrad ja
vaadeldi lihtsamaid néiteid neist struktuuridest. T66s toestati, et olemasolevast
STA-st saab konstrueerida uue STA, kui vaadelda esialgses STA-d moodustavas
kolmikus (A, f, B) esinevate algebrate A ja B asemel nende Dorroh’ voi punkti-
viisilisi laiendeid. Selgus, et Dorroh’ laiendeid vaadeldes rakendub kujutusele f ka
iiks kitsendus.

Segali topoloogiliste algebrate néol on tegu iildistusega struktuuridest, mida on
juba omajagu uuritud. Seetottu on kdesoleva t66 loogiliseks jatkuks leida tulemusi,
mis on sonastatud Segali Fréchet’ algebrate voi Segali C*-algebrate kohta, kuid
mille analoogilised véited kehtiksid ka STA-de kontekstis. Naiteks tasuks lahemalt
uurida artiklis [5] sonastatud tulemusi ja Jukka Kauppi teisi Segali C*-algebraid
kisitlevaid artikleid. Alternatiivselt voiks ldhemalt uurida ka monda konkreetset

Segali topoloogilist algebrat.
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