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Sissejuhatus

Algebraline K-teooria on matemaatika valdkond, mis arenes vélja 1950.-1970.
aastatel loplikult moodustatud projektiivsete moodulite uurimisest iile ihik-
elemendiga ringi. Nendest uurimustest selgus, et meil on voimalik seostada
loomulikul viisil ringiga R Abeli rithm K;(R) iga i € Ny puhul. Selliseid
rihmi nimetatakse K-rithmadeks. Abeli rithmi Ky(R) ja K;(R) on voimalik
tolgendada kui lineaaralgebrast tuntud invariantide iildistusi iildise ringi R
juhule. Nimelt rithma Ky(R) saab vaadelda kui vektorruumi modtme iildis-
tust ning rithma K7 (R) kui determinandi tldistust. Selle teema kohta leidub
kirjanduses palju sissejuhatavaid tekste (vt [12], [13], [17]).

Monoidide ja poolriihmade K-teooriat uuris esimest korda Song Guang-
tian, kes konstrueeris nullelemendiga monoidi S puhul rithmad Ky(S) [3] ja
K, (S) [4]. Lisaks on uuritud ortogonaalselt téiclike inverssete poolriihmade
K-teooriat [16], nullelemendiga osalise taandamisega monoidide K-teooriat

[5], |2] ning monoidide K-teooria rakendusi F;-geomeetrias [1].

Bakalaureuset66 eesmérk on defineerida iildise monoidi S korral Abeli rithm
Ky(S) ja uurida selle omadusi. Kéesolevas t66s tugineme teostes [14], [17]
valja toodud konstruktsioonidele tildise simmeetrilise monoidilise kategooria
puhul. Me eeldame, et lugeja on tuttav riihmateooria ja kategooriateooria
pohimoistetega. Poliigoonidega seonduvad moisted on toodud vélja tekstis

seal, kus neid laheb vaja.

Esimeses peatiikis tutvustame monoidide ja poliigoonidega seonduvaid pohi-
moisteid ning toestame moned projektiivsete poliigoonide kohta vajaminevad

tulemused.

Teises peatiikis toome sisse poliigoonide isomorfismiklassi moiste ning de-

fineerime monoidi struktuuri loplikult moodustatud projektiivsete poliigoo-
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nide isomorfismiklasside hulgal. Jargnevalt tutvustame vahede riithma kons-
truktsiooni, mille abil defineerime Abeli rihma Ky(S) monoidi S puhul.
Pohitulemuseks toestame, et Ky(S) on vaba Abeli rithm, mille astak on
vordne idempotentide D-klasside hulga voimsusega, kus D on Greeni D-seos.
Peatiiki l6petuseks toome moningaid néiteid rithma Ky (S) struktuurist konk-

reetsete monoidide korral.

Kolmandas peatiikis tutvustame poliigooni tensorkorrutise moistet ja
sellega seonduvaid tulemusi, mille abil toestame, et eeskiri S +— Koy(95)
madrab dra funktori Ky : Mon — Ab monoidide kategooriast Mon Abeli

rithmade kategooriasse Ab.

Neljandas peatiikis naitame, et ,loplikult moodustatus® ja ,tsiiklilisus® on
kategoorsed omadused. Selle tulemusega toome vilja monoidide K-teooria
seose Morita teooriaga, nimelt Morita ekvivalentsete monoidide S ja T puhul

Ko(S) = Ko(T).



1 Pohimoisted

Selles peatiikis tutvustame kdesoleva t60 peamiseid uurimisobjekte, nimelt
monoide ja poliigoone, ning nendega seonduvaid moisteid ja tulemusi. Vilja-
toodud definitsioonid on voetud emeriitprofessori Mati Kilbi raamatutest

»Algebra I [7] ja ,Algebra II“ [8].

1.1 Monoidid ja poliigoonid

Definitsioon 1.1. Monoidiks nimetatakse hulka .S koos sellel defineeritud
kahekohalise assotsiatiivse algebralise tehtega S x S — S, (s,t) — st, milles

leidub iihikelement, mida téhistame stimboliga 1.

Definitsioon 1.2. Monoidi elementi e € S nimetatakse idempotendiks

kui e? = e. Monoidi S koigi idempotentide hulka téhistatakse E(S).

Definitsioon 1.3. Olgu meil monoidi element a € S. Tahistame

aS={as|se€S} ja Sa={sa|seS}

Defineerime monoidil S binaarsed seosed L, R, H, D nonda: mistahes elemen-

tide a, b € S korral

alb <= Sa=5b aRb < aS =0>S5,
aHb <= aLbNaRb, aDb <= dce S(aLcNAcRb).

Need seosed on ekvivalentsiseosed, mida nimetatakse Greeni seosteks. Nen-
dele seostele vastavaid elementi a € S sisaldavaid ekvivalentsiklasse tahista-

me vastavalt L., R,, H,, D,.



Definitsioon 1.4. Hulka A nimetatakse parempoolseks poliigooniks iile
monoidi S ehk parempoolseks S-poliigooniks (téhistatakse Ag), kui on

antud kujutus A x S — A, (a,s) — a- s, nii, et iga a € A ja s,t € S korral

L. a-(st)=(a-s)-t;

2. a-1g = a.

Hulka A nimetatakse vasakpoolseks S-poliigooniks (tdhistatakse ¢A), kui

on antud kujutus S x A — A, (s,a) — s-a, nii, et igaa € A ja s,t € S korral

L. (st)-a=s-(t-a);
2. 1lg-a=a.
Kujutusi A x S — A ja S x A — A nimetatakse S-toimeteks hulgal A.

Kui ei ole ohtu segaduse tekkeks, siis tdhistame toimet ilma punktita, s.t.

kirjutame a - s asemel as.

Definitsioon 1.5. Olgu S, T monoidid. Hulka A nimetatakse (.S, T)-bipolii-
gooniks (tahistatakse gAr), kui gA on vasakpoolne S-poliigoon, Ar on

parempoolne T-poliigoon ja kehtib jargmine tingimus:

Vac AVse SVteT: (s-a)-t=s-(a-t).

Markus 1.6. Kéesolevas t60s loeme tiihja poliigooni Ag = @ poliigooniks,

mida edaspidiselt tahistame 0.

Definitsioon 1.7. Alamhulka B nimetatakse poliigooni Ag alampoliigoo-

niks, kui iga b € B ja s € S korral b- s € B.



Naide 1.8. Kui Ag on parempoolne S-poliigoon, siis suvalise elemendi a € A

puhul on alamhulk

aS:={a-s|seS}CA
poliigooni Ag alampoliigoon loomuliku S-toimega.

Naide 1.9. Kui vaadata monoidi S kui parempoolset S-poliigooni Sg, kus
S-toime on defineeritud iga a € Sg ja s € S puhul kui a - s := as, siis iga

a € Sg puhul on aS parempoolne S-poliigoon.

Niide 1.10. Olgu X suvaline mittetiihi hulk ja 7x == {f | [/ : X — X}
koikide hulga X teisenduste hulk. Siis 7x on monoid, kus elementide f,g €
Tx korrutis on defineeritud kui fg := g o f ja iihikelemendiks on hulga
X samasusteisendus idy. Defineerime parempoolse Tx-toime hulgal X kui
x - f:= f(x). Siis iga v € X ja f,g € Tx puhul kehtivad definitsiooni 1.4

tingimused 1. ja 2.:

(@-f)-g=flx)-g=9(f(@)) = (g0 f)(x) =2 (fg),
z-idy = idx(x) = .
Antud Tx-toimega on Xp, parempoolne Tx-poliigoon.

Definitsioon 1.11. Kujutust f : As — Bg nimetatakse parempoolsete

poliigoonide homomorfismiks, kui ta siilitab monoidi S toimet, s.t.

fla-s)=f(a)-s

iga a € A jas € S korral. Analoogselt on defineeritud ka vasakpoolsete
poliigoonide homomorfism. Isomorfism on bijektiivne homomorfism. Au-

tomorfism on isomorfism f : As — Ag poliigoonist iseendasse.



Definitsioon 1.12. Olgu [ indeksite hulk. Parempoolsete S-poliigoonide

A;,i € I, 1oikumatuks iihendiks nimetatakse poliigooni | |;.; A;, mille

hulgaks on hulkade A; 16ikumatu iihend

| |4 = J{(i.a) |ac A}

i€l el

ning mille parempoolne S-toime elemendil (i, a) on defineeritud nonda:
(i,a) - s:= (i,as), Vse€S.

Kahe poliigooni Ag ja Bg loikumatut tihendit tdhistame Ag LI Bg ning polii-
gooni Ag n-kordset 16ikumatut iithendit iseendaga tédhistame LI"Ag. Kui iga
1 € I korral f; : A; — Ag on poliigoonide homomorfismid, siis on olemas

kujutus

|_|fZ : |_|A,; — Ag, (|_| fz> (4,a) == fi(a).

el i€l el

Lihtne on néha, et selline kujutus on samuti S-poliigoonide homomorfism.

Definitsioon 1.13. Oeldakse, et parempoolne S-poliigoon Ag on

e tsiikliline, kui Ag = a5 mingi a € A korral,

e loplikult moodustatud, kui As = 0 voi kui leiduvad elemendid

ai,...,a, € Anii, et Ag =a;SU...Ua,S,;

e lahutumatu, kui poliigooni Ag ei saa esitada kahe mittetiihja alam-

poliigooni loikumatu iihendina;

e vaba, kui poliigoonil Ag leidub baas ehk hulk X C A nii, et igat

elementi a € A saab esitada iiheselt kujul a = x-s, kus s € S jax € X



e projektiivne, kui iga siirjektiivse homomorfismi 7 : Bg — Cs ja iga
homomorfismi f : Ag — Cg korral leidub homomorfism ¢g : As — Bg

nii, et mg = f, s.t. jirgmine diagramm on kommutatiivne:

Ag
dg /// 7

g
By —_— Cs.

Markus 1.14. Margime, et iga tsiikliline poliigoon on nii loplikult moodus-

tatud kui ka lahtumatu ning tiihi poliigoon 0 on projektiivne.

Toome veel sisse jargmised tahistused tdhtsate poliigoonide kategooriate jaoks.
Me eeldame, et lugeja on tuttav kategooriateooria pohimoistetega:
kategooria, objekt, morfism, kokorrutis, (téielik) alamkategooria, funktor ja
kategooriate ekvivalentsus. Kategooriateooriaga seonduvaid moisteid voib
leida raamatust [8]. Kéesolevas t60s kasutame téhist C' € C, et mérkida,

et C' on kategooria C objekt.
Definitsioon 1.15. Olgu S monoid. Kéesolevas t66s kasutame jargmisi té-
histusi:

e Actg — koigi parempoolsete poliigoonide kategooria iile monoidi S;

o Fgpgy — Actg taielik alamkategooria, mille objektideks on loplikult moo-

dustatud projektiivsed poliigoonid;

o Cpg — Fgpg tiielik alamkategooria, mille objektideks on tsiiklilised
projektiivsed poliigoonid.

Analoogselt tahistame vastavaid vasakpoolsete poliigoonide ja bipoliigoonide
kategooriaid. Viljatoodud kategooriates leiduvad koik kokorrutised, milleks

on poliigoonide loikumatu tihend.
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1.2 Projektiivsed poliigoonid

Kéesolevas t66s kasitleme peamiselt loplikult moodustatud projektiivseid po-
liigoone. Uheks pohjuseks on see, et nad kiituvad histi l6ikumatute ithendite
suhtes. Selle tottu tulevad jargmised tulemused kasuks nende struktuuri kir-

jeldamisel.

Lause 1.16 (|9, teoreem 1.5.10]). Mistahes poliigooni on voimalik tiheselt

esitada lahutumatute alampoliigoonide loikumatu tihendina.

Teoreem 1.17 (|10, lause 3.3]). Mittetiihi poliigoon Ps on projektiivne pa-
rajasti siis, kui leidub mittetihi hulk I ja leiduvad idempotendid e; € E(S),
i€, niiet Ps =[], eS.

Jareldus 1.18. Kui Ps, Qs on projektiivsed poliigoonid, siis on ka Ps U Qg

projektitvne poliigoon.

Jareldus 1.19. Mittetiihi poliigoon Ps on loplikult moodustatud ja projek-
titune parajasti siis, kui leidub n € N ja idempotendid ey, . .., e, € E(S) nii,

et Ps =", eS.

Toestus. TARVILIKKUS. Kuna Pg on projektiivne, siis teoreemi 1.17 pohjal
Ps = | |;c; €S, kus I on mittetiihi hulk ja e;,7 € I on idempotendid. Uldisust

kitsendamata eeldame, et Ps = | |._; ;5. Et Ps on 16plikult moodustatud, siis

icl

leiduvad n € Njaay,...,a, € Puii, et Py = J;_, a;5. Siisiga j € {1,...,n}

korral leidub indeks i; € I nii, et a; € €;,5 ja seega a;S C e;,S. Niitid

PgﬂeIJSQUeIS:P:leile,JS

j=1 iel J=1
P1isavus. See jareldub teoreemist 1.17. O
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Jareldus 1.20. Mittetihi poliigoon Ps on tsikliline ja projektiivne parajasti
siis, kui Ps = eS mingi idempotendi e € E(S) puhul.

Jargnevas lemmas néitame, et jarelduses 1.19 saadud esitus on iihene kuni

jarjekorra ja komponentide isomorfismi tdpsuseni.

Lemma 1.21. Kui As = | [[_, &S ja Bs = }_, f;S on loplikult moodusta-
tud projektitvsed poliigoonid ja As = Bs, sits m = n ja leidub substitutsioon

o €S, nii, et ;S = f,)S itgai € {1,...,n} korral.

Toestus. Olgu ¢ : As — Bg isomorfism ja oletame vastuvéiteliselt, et m # n.
Eeldame ildisust kitsendamata, et n > m. Siis ¢ peab kujutama elemendi
e1 € e15 C Ag iihte poliigooni Bs komponenti f;S. Kuna ¢ on poliigoonide

homomorfism, siis iga s € S korral

d(ers) = ¢ler - s) = ¢er) - s € f;S

ehk ¢ kujutab alampoliigooni e;.S alampoliigooni f;S.

Niitid naitame, et ¢ ei saa kujutada iihtegi teise alampoliigooni elementi
komponenti f;S. Selleks oletame vastuvéiteliselt, et leidub teine poliigooni
Ag element a = e;5 € ¢;5, kus ¢ # 1, nii, et ¢(a) € f;S. Siis ¢(e;) € f;5,
kuna

P(a) = ¢(eis) = pler - 5) = P(e;) - s € f;5,

ning véitest ¢(e;) ¢ f;S jarelduks, et ¢(a) ¢ f;S. Sellest saame, et leiduvad
sellised s1,s; € S, et ¢(e1) = fjs1, ¢(e;) = f;s;, millest jareldub

e = ¢ N (pler) = 7 (fis) = ¢ ([ s1) = ¢ (fy) - s,
ei =0 (olei) = o (fis:) =07 (f5 - s1) = & () - s
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ehk ey, e; kuuluvad samasse Ag alampoliigooni, mis on vastuolu.

Seetottuon e.S = f;5, millest saame jareldada, et kui kitsendada isomorfismi
¢ poliigoonile
As\erS = |eiS =S+ Ue,S,

1=2

siis me saame isomorfismi
n m
[Jes =[]
i=2 i=1
]

ehk
egSI_I~~~I_IenS%flSI_I...fj,lSl_IfjHS--~I_IfmS.

Rakendades seda argumenti induktiivselt jouame isomorfismini

mis on vastuolu. Selle tottu peab n = m ning igale alampoliigoonile ¢;,5 C Ag

saab seada vastavusse mingi temaga isomorfse alampoliigooni f;S C Bg. [

Jareldus 1.22. Olgu
AS = |_| I_Ikiez-S, BS = |_| |_|ljij, /{?Z‘, lj - N, €, fj € E(S)
i=1 j=1

loplikult moodustatud projektiivsed poliigoonid, kus poligoonid e1S, ..., e,S
on paarikaupa mitteisomorfsed ja samuti ka poligoonid f1.S,..., f.S.
Kui Ag = Bg, siis m = n ning leidub substitutsioon o € S, nii, et iga

i€ {1,...,n} korral k; = l,) ja e;S = fo)S.
Toestus. Selle jarelduse toestus on analoogne lemma 1.21 toestusega. O]
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Jargnev lemma annab meile piisava ja tarviliku tingimuse tstikliliste projek-

tiivsete poliigoonide isomorfsuseks.

Lemma 1.23. Olgu eS ja €'S, kus e,e € E(S), tsiklilised projektiivsed
poliigoonid. Siis €S ja €'S on isomorfsed parajasti siis, kui leiduvad x,y € S

nit, et e = xy ja e = yx.

Toestus. TARVILIKUS: Eeldusest, et leiduvad z,y € S nii, et ¢ = zy ja

e/ = yx, saame jareldada, et
eS =ayS ={ays|se S}, €S5=yxS={yxs|seS}

Seega kujutus
f:eS—€S, es—eys
on korrektselt defineeritud, kuna iga s,t € S puhul kehtib
es =el = zys = xyt
= Yyxys = yxryt

= eys = 'yt

= [les) = f(et).

Funktsioon f on parempoolsete S-poliigoonide homomorfism, kuna iga ele-

mendi a = es € eS ja s, € S korral kehtib
fla-s) = £((es)s') = f(elss))) = y(ss)) = (€ys)s' = fles) - s' = fla) - o'
Analoogselt saame vaadata homomorfismi

g: €S —eS, s+ ens.
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Eeldusest, et ¢/ on idempotent, ndeme, et iga s € S korral

flg(e's)) = flexs) = f(e(ws)) = e'y(xs) = €' (yx)s = 'e's = €'s.

Analoogselt g(f(es)) = es, seega homomorfismile f leidub p66rdfunktsioon

g. Jareldame, et f on isomorfism ja eS = €'S.

P11savus: Eelduse tottu, et eS ja €S on isomorfsed, peab leiduma isomorfism

f:eS—¢€S. Olguee€eS jae € €S puhul vastavalt
r=f1e)€eS, y=fle)ces.
Kuna e ja €' idempotendid, siis sellest jareldub, et x = ex ja y = €'y. Seega

e=f"1(f(e) =f ") =fey) = f()y =y,

nagu vaja. O

Markus 1.24. Viimane viide lemma 1.23 sonastuses on samavéaérne sellega,

et eD e, kus D on Greeni D-seos (vt. 6, lause 2.3.5]).
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2 K, defineerimine monoidide puhul

Selles peatiikis uurime S-poliigoonide isomorfismiklasse ning defineerime
nendel monoidi struktuuri. Jargnevalt tutvustame vahede rithma konstrukt-
siooni, mille abil defineerime rithma Ky(.S) monoidi S puhul. Kéesolevas t66s
vilja toodud konstruktsioon pohineb teostel [14] ja [17] ning on tildistus Song

Guangtiani artiklis 3] olevast konstruktsioonist.

2.1 S-poliigoonide isomorfismiklassid

Olgu S monoid, A, B, C' € Actg ja 0 tiihi poliigoon. Kahe S-poliigooni 16iku-
matut ithendit saab loomulikul viisil vaadelda S-poliigoonina. Meil on teada,

et poliigoonide loikumatu iihendi puhul kehtivad jargmised omadused:

(AUB)UC = AL (BLO), (2.1)
AUOXAXOUA, (2.2)
AUB=BUA. (2.3)

Antud isomorfismid sarnanevad seostele, mis defineerivad kommutatiivse
monoidi. Et saada iilaltoodud isomorfismidest vordused, tuleb meil vaadata

poliigoonide ekvivalentsiklasse isomorfismi suhtes.

Olgu ¢(A) poliigooni A ekvivalentsiklass ekvivalentsiseose = suhtes. Ekviva-

lentsiklassi definitsioonist jareldub, et

c(A) = ¢(B) parajasti siis, kui A = B.

Samuti saab veenduda, et kui A= A" ja B B, siis AUB= A LUPB.
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Nende teadmistega saame defineerida tehte B ekvivalentsiklasside vahel vor-
dusega

c(A)B ¢(B) := (AU B), (2.4)

mis on korrektselt defineeritud. Seda tehet nimetame ekvivalentsiklasside liit-
miseks. Kui on vaja tdhistada ekvivalentsiklasside ¢(A;),. .., c(A,) summat,

siis kasutame tahist
HH c(4) == c(A) B ... Be(A,).
i=1

Erijuhul, kui kéik liidetavad summas on vordsed mingi elemendiga ¢(A), kasu-
tame tahist nc(A). Juhul, kui n = 0, tekib meil tithi summa, mille vadrtuseks

loeme ¢(0).

Veel peab monoidi konstrueerimisel veenduma, et koik isomorfismiklassid
moodustavad hulga. Uldiselt see viide ei kehti naiteks kdikide parempoolsete
S-poliigoonide klassi Ob(Actg) puhul. Kuid on olemas poliigoonide klasse,

mille isomorfismiklassid moodustavad hulga.

Lemma 2.1. Koikide loplikult moodustatud projektiivsete poliigoonide iso-
morfismiklasside kogum Z(Fgpg) moodustab hulga, mis on kommutatiione

monoid tehtega H.

Toestus. Naitame, et Z(Fgpg) moodustab hulga. Olgu E(S) monoidi S kdigi
idempotentide hulk. Siis igale loplikult moodustatud projektiivsele poliigoo-
nile Pg vastab kujutus kp : E(S) = NU {0} (kp(e) ttleb mitu poliigooniga
eS isomorfset lahutumatut komponenti poliigoonis Ps on). Kui P 2 @), siis
lemma 1.21 tottu kp # kg. Seega isomorfismiklasside klassi saab sisestada
kujutuste hulka (N U {0})#) kujutuse c¢(P) + rp abil. Jirelikult isomorfis-

miklassid moodustavad hulga.
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Kui Ps, s on loplikult moodustatud projektiivsed poliigoonid, siis
Ps U Qg on ka loplikult moodustatud projektiivne poliigoon jérelduse 1.18
tottu. Seega hulk Z(Fgpg) on vordusega (2.4) defineeritud tehte H suhtes kin-
nine. Tdnu omadustele (2.1) ja (2.3) on see tehe ka assotsiatiivne ja kommu-
tatiivne. Mérkuse 1.14 tottu 0 € Fgpg, mistottu ¢(0) € Z(Fgpg) ja omaduse
(2.2) tottu kehtib

c(0)HBc(A) =c(A) = c(A) B ¢(0).

Saame, et Z(Fgpg) on monoid H tehte suhtes, mille ihikelemendiks on ¢(0).
[l

Kommutatiivsel monoidil (Z(Fgpg),H) on veel lisaks héid omadusi, mis

tulevad meile hiljem kasuks.

Lause 2.2. Monoid Z(Fgpg) on vaba kommutatiivne monoid baasiga
B = {c(eS) | e € E(S)}, s.t. et iga element ¢(P) € Z(Fgpg),c(P) # ¢(0),

esitub theselt kujul

o(P) = B} kic(e;S),

kus n,ky,....k, € N ja c(e15),...,c(e,S) € B on paarikaupa erinevad

baasi elemendid.

Toestus. Néitame, et igat elementi monoidis Z(Fgpg) on voimalik esitada
noutud kujul. Olgu ¢(P) € Z(Fgpg), c¢(P) # ¢(0). Siis jarelduse 1.19 ja vor-

duse 2.4 tottu esitub element ¢(P) nonda:
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Vordsed liidetavad kokku riihmitades saamegi tahetud esituse.

Niiiid néditame, et antud esitus on iiheselt madratud. Eeldame, et eeltoodud

elementi ¢(P) saab esitada veel kujul

= ue£:9)

kus [; € N, ¢(f;S) € B on paarikaupa erinevad baasi elemendid ja
j € {1,...m}. Siis kehtib vordus

HH k10(625> = HH le(ij)

ning rakendades vordust (2.4) saame

n

e é c (U9 £;8) (I;l u’“ieﬁ) =c (g ulffjs>

i=1 j=1

— |_| e, S = |i| L f;S.
i=1 j=1

Jareldusest 1.22 saame, et m = n, iga c(e;S) on vordne tapselt ithe baasi
elemendiga c(f;S) ning vordsete baasi elementide kordajad on vordsed, mida

oligi vaja naidata. O

Lause 2.3. Monoid Z(Fgpg) on taandamisega monoid, s.t. kehtib impli-
katsioon

c(P)Hc(R) =c(Q)BHc(R) = ¢(P) =c(Q)
ig9a P, Q), R € Fgpg puhul.

Toestus. Jérgnev toestus on voetud raamatust [12, lause 1.3.19]. Lauset 2.2

saab sonastada jargneval viisil: iga elemendi ¢(P) € Z(Fgpg) puhul leidub
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itheselt méaératud funktsioon fp: B — Ny, mis on ainult 16pliku arvul baasi

elementidel nullist erinev, nii et

o(P) = 3 1» ()b

beB

Seega kui ¢(P)Hc(R) = ¢(Q)HBc(R), siis ¢(PUR) = ¢(QU R) ning iga baasi
elemendi b € B puhul kehtib

fp(d) + fr(b) = frur(b) = four(b) = fo(b) + fr(D).

Kuna naturaalarvude liitmine on taandamise omadusega, siis fp(b) = fo(b)

iga b € B korral ning jérelikult ¢(P) = ¢(Q). O

2.2 Vahede ruhm

Siin me anname konstruktsiooni, kuidas meil on voimalik moodustada kom-
mutatiivsest monoidist Abeli rithma. Seda konstruktsiooni rakendame riih-
ma Ky(S) defineerimisel monoidi S puhul. Jargmine definitsioon on voetud

Charles A. Weibeli opikust ,, The K-Book* [17].

Definitsioon 2.4. Kommutatiivse monoidi M vahede rihm ehk Gro-

thendiecki rithm on Abeli rithm M koos monoidide homomorfismiga
[]: M — M, m~ [m],

mis rahuldab jargmist universaalomadust: iga Abeli rithma A ja monoidide

homomorfismi o« : M — A korral leidub iiheselt maaratud Abeli rihmade
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homomorfism & : M — A nii, et diagramm

M=

xi&

A
on kommutatiivne ehk iga m € M puhul &([m]) = a(m).

Tuleb vilja, et iga kommutatiivse monoidi M puhul leidub vahede rithm M.
Vahede rithma esituseks laheb meil vaja vaba Abeli rithma moistet. Vabade
Abeli rithmade kohta saab lugeda l&hemalt raamatust [8] voi loengukonspek-

tist [15]. Me eeldame, et rithmateooria pohimoisted on lugejale tuttavad.

Definitsioon 2.5. Olgu X Abeli rithma (A, +) alamhulk ja ky, ..., k, tais-
arvud. Avaldist
kiay + - -+ kpa,, a1,...,a, € X

nimetatakse elementide a4, ..., a, lineaarkombinatsiooniks. Abeli rithma
alamhulka X nimetatakse moodustajate siisteemiks kui iga element Abe-
li rithmast A esitub lineaarkombinatsioonina elementidest hulgast X. Abeli
rithma alamhulka X nimetatakse lineaarselt soltumatuks kui suvaliste

elementide a4, ..., a, € X puhul kehtib implikatsioon
kiai+ ... kpa,=0 = ky=---=k,=0.

Definitsioon 2.6. Abeli riithma A baasiks nimetatakse tema lineaarselt
soltumatut moodustajate siisteemi X. Abeli rithma nimetatakse vabaks, kui
temas leidub baas. Kui meil on antud hulk X, siis leidub vaba Abeli rithm,
mille baasi voimusus on |X|. Seda rithma tdhistame siimboliga F'(X) ning

see rithm on isomorfismi tépsuseni iiheselt médratud. Iga selline rithm on
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isomorfne rithmaga @, ¢ Z, kus liitmine on defineeritud komponenthaaval
(vt [7, Teoreem I11.1.3]). Kui X on 1&plik, siis F(X) = ZXI. Vaba Abeli

rithma baasi voimsust nimetatakse astakuks.

Markus 2.7. Olgu meil vaba Abeli rithm F'(X) baasiga X ning injektiivne
hulkade kujutus ¢ : X — F(X). Siis vaba Abeli rithm rahuldab jargmist
universaalomadust: iga Abeli riithma A ja iga hulkade kujutuse o : X — A
jaoks leidub tiheselt méadratud rithmade homomorfism 3 : F(X) — A nii, et

b oL=q,s.t. diagramm

on kommutatiivne. Antud universaalomaduse tottu on homomorfism vabast

Abeli rithmast F'(X) iiheselt madratud baasi X kujutise poolt.

Konstruktsioon 2.8. Olgu M kommutatiivne monoid tehtega 4. Moodus-
tame vaba Abeli rithma F(M), mille baasiks on formaalsed siimbolid 77, kus

m € M. Siis defineerime Abeli rithma M kui faktorriithma
N = F(M)/R(M),

kus R(M) on Abeli rithma F'(M) alamrithm, mis on moodustatud elementide
poolt kujul m + n—m —mn, kus m,n € M. Vastava monoidide homomorfismi
[ ]: M — M saame kujutades elemendi m € M faktorrithma korvalklassiks

m + R(M) € M, mida me téhistame edaspidi [m)].

Saadud Abeli riithm M rahuldab definitsiooni 2.4 ning antud konstruktsioo-

niga on voimalik ka toestada jérgnev lause, mida me kéiesolevas t60s ei tee.
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Lause 2.9. Olgu M kommutatiivne monoid. Siis

a) rihma M iga element on kujul [m] — [n] mingite m,n € M puhul,

b) kui m,n € M, siis [m] = [n] parajasti siis, kui leidub p € M nii, et

m+p=mn+tp,

¢) kujutus M — M, m — [m] on injektiivne parajasti siis, kui M on

taandamisega monoid.

Toestus. Vt [17], lause II1.1.1 ja jareldus II.1.3. O

Naide 2.10. Siin on toodud vélja paar piltlikku nédidet kommutatiivse mo-

noidi M vahede rithmast M.

o Kui M = (Ny,+), siis M = (Z, +).

e Kui M = (N,.), siis M = (Q*, ).

2.3 Riihm K,(S)

Niiiid oleme valmis defineerima iildise monoidi S puhul nullinda K-riihma.

Definitsioon 2.11. Monoidi S nullindaks K-riihmaks nimetatakse Abeli

rihma

o —

Ko(S) = Z(Fgps)

ehk 1oplikult moodustatud projektiivsete poliigoonide ekvivalentsiklasside
monoidi Z(Fgpg) vahede rithma. Selle Abeli rithma tehet téhistame siim-

boliga +.
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Selle Abeli rithma iihikelement on [¢(0)] ja iiks voimalik moodustajate stis-
teem koosneb elementidest kujul [¢(Ps)], kus ¢(Ps) € Z(Fgpg), mis rahulda-

vad seost

[c(Ps)] + [e(Qs)] = [e(Ps) B c(Qs)] = [e(Ps U Qs)]. (2.5)

Lause 2.9 (a) pohjal saame esitada Abeli rithma K(S) kui

Ko(S) = {[c(Ps)] = [e(Qs)] | Ps, Qs € Feps},

kus elementide [¢(P)] — [¢(Q)] ja [c(U)] — [¢(V)] liitmine toimub noénda:

([e(P)] = [e(@)]) + ([e(U)] = [e(V)]) = ([e(P)] + [e(U)]) = ([e(Q)] + [e(V)])
= [e(PUU)] = [«(QUV)].

Selgub, et rithma K(S) element ei soltu isomorfismiklassi ¢(Ps) esindajast.

Lause 2.12. Iga A, B € Fgpg puhul kehtib, et [c(A)] = [c(B)] parajasti siis,
kui A = B.

Toestus. P1isAvus. Kui A = B, siis ¢(A) = ¢(B) ning vahede rithma definit-

sioonist saame, et [c¢(A)] = [¢(B)].

TARVILIKKUS. Eeldame, et [c(A)] = [¢(B)]. Siis lause 2.9 (b) tottu leidub P €
Fgpg, et c(A)Bc(P) = ¢(B)He¢(P). Kuna monoid Z(Fgpg) on taandamisega
(lause 2.3), siis ¢(A) = ¢(B) ehk A= B. O

Tulenevalt eelnevast lausest kasutame lihemat téhist [Ps], et tahistada iso-

morfismiklassile ¢(Pg) vastavat elementi rithmas /(). Sellise téhistuse kor-
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ral kehtib iga Pg, Qg € Fgpg puhul, et

[Ps] = [Qs] <= Ps=Qs ja [Ps]+[Qs]=[PsUQs]. (2.6)

Eeltoodud tulemuste abil saame néidata, et rithma Ky(S) struktuur soltub

monoidi idempotentidest kuni Greeni D-seose tépsuseni.

Teoreem 2.13. Riihm Ky(S) on vaba Abeli rihm, mille baas X koosneb ele-
mentidest kujul [eS], kus e € E(S), kusjuures selle rihma astak on |E(S)/D],
kus E(S)/D on idempotentide D-klassidest koosnev hulk

B(S)/D = (D, | ¢ € B(S)}.

Toestus. Teoreemi toestamiseks peame naitama, et hulk

X ={leS] € Ko(5) | e € E(S)}

on baas ehk lineaarselt soltumatu moodustajate siisteem.

Esmalt nditame, et X on moodustajate siisteem. Selleks piisab niidata, et
iga element kujul [Ps|, kus Ps € Fgpg, Ps # 0, on esitatav kui hulga X
elementide lineaarkombinatsioon, kuna lause 2.9 (a) tottu esitub iga rithma

Ky(S) element kujul [Ps| — [Qs], kus Ps, Qs € Fgpg.

Jéareldusest 1.19 saame, et suvalise mittetiihja poliigooni Ps € Fgpg puhul

kehtib isomorfism

12

Pg

n
[Jess
=1

kus e1,...,e, € E(S) jan € N. Rakendades seost (2.5) saame, et rithmas
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Ky (S) kehtib vordus

[Ps] =

UeiS] = [e;S)]

i=1 i=1
ehk [Ps] esitub hulga X elementide lineaarkombinatsioonina.

Niiiid néditame, et hulk X on lineaarselt soltumatu. Oletame vastuvaiteliselt,

et meil on nulliga vorduv mittetriviaalne lineaarkombinatsioon

kilerS] + -+ + knlenS] = > KifesS] = [0, (%)
i=1
kus &y, ..., k, on téisarvud ja [e; 5], . .., [e,S] on paarikaupa erinevad elemen-

did hulgast X. Uldisust kitsendamata voime sellest lineaarkombinatsioonist
vilja jatta koik liidetavad, kus k; = 0. Kui oletame, et iga i € {1,...,n}

korral k; > 0, siis saame, et

n ki n

(0] = Z kilesS] = ) [eiS] =) [UFe;S] = [|_| I_IkieiS] .

=1 j=1 =1

Seose (2.6) tottu saame isomorfismi
n
| |ukes =o,
i=1

mis on vastuolu, kuna | |, U*e;S ei ole tiihi. Juhul, kui iga i € {1,...,n}
korral k; < 0, saame taandada eelnevalt vaadatud juhule viies liidetavad

vorduse (*) teisele poole ja analoogselt jareldada vastuolu.

Niiiid vaatame juhtu, kus osa kordajaid on positiivsed ja osa on negatiivsed.
Uldisust kitsendamata eeldame, et leidub naturaalarv [ nii, et 1 < [ < n,

ki > 0kuit <I[jak; <O0kuii> ][ Siis eeltoodud lineaarkombinatsiooni
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saame esitada kujul
n l n l n
Y kileiS] = kileS]+ Y kile;S] =D kilesS] = > (—k;)le; S,
i=1 i=1 j=1+1 i=1 j=l+1
millest jareldub vordus
l n
D kilesS] = (=kj)le;S).
i=1 j=141

Kuna —£&; > 0 iga j > [ puhul, siis saame

l n

D kileiS] =) (<kyle;S] = Y [WFeS] = ) [uMe;S]

=1 j=l+1 i=1 j=l+1
l n
— [ I_IkieiS] = [U I_kaejS]
=1 j=l+1

l n
- UuklezS% |_| I_I*kjejS (26)
i=1

=i+l

Lemma 1.21 tottu leidub isomorfism e;S = e;S mingi ¢ < [ ja j > [ puhul.

Sellest aga jareldub lause 2.12 tottu, et [e;S] = [e;S5], mis on vastuolus eeldu-
sega, et [e15],. .., [e,S] on paarikaupa erinevad elemendid. Sellega saamegi,
et kordajate kq,...,k, viartused peavad olema 0, mida oligi vaja naidata.

Et nédidata, et rithma K,(S) astak on vordne hulga E(S)/D voimsusega,

defineerime kujutuse

q: X — E(S)/D, q([eS]):= D.,

kus D, on indempotendi e ekvivalentsiklass monoidis S Greeni D-seose jargi.

Kujutus on korrektselt defineeritud ja injektiivne, kuna mistahes idempoten-
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tide e, ¢/ puhul kehtivad jargnevad samavéaarsused:

[eS] = [¢'S] < eS =S (lause 2.12)
< D¢ (lause 1.23 ja mérkus 1.24)
<= D.= Dy (ekvivalensiklassi def.)
= q([eS]) = q([¢'S])- (q def.)

Kujutus ¢ on siirjektiivne, kuna ekvivalentsiklassi D, puhul kujutub element
[eS] € X antud klassiks, kus e on klassi D, esindaja. Selle tottu on kujutus

q bijektsioon ning hulgad X ja F(S)/D on sama voimsusega. O

Peatiiki lopetuseks toome paar néidet, kuidas teoreemi 2.13 abil saab maéa-

rata rithma Ko(S) monoidi S puhul.

Naiide 2.14. Kui monoidi S puhul E(S) = {1}, siis E(S)/D = {D:1,}
ning Ko(S) = Z. Antud isomorfism viljendab fakti, et kui monoidi S ainuke
idempotent on iihikelement, siis iga projektiivne poliigoon on vaba. Erijuht

sellest on kui S on rithm.

Naiide 2.15. Olgu S kommutatiivne monoid ja idempotendid e, e’ € E(S).
Markuse 1.24 tottu kehtib eD e’ parajasti siis, kui leiduvad z,y € S nii,
et e = xy ja € = yr. Kuna S on kommutatiivne, siis e = xy = yxr =

¢/, mistottu eD e’ parajasti siis, kui e = €. Sellest saame jareldada, et

|E(S)/D| = |E(S)|. Teoreemist 2.13 jareldub, et Ky(S) on vaba Abeli rithm
astakuga | E'(S)|. Konkreetne niide oleks kommutatiivne monoid (Ny, -), mille

puhul E((Ny,-)) = {0,1}. Eelnevast saame, et Ky((Ny,)) = Z>.

Naiide 2.16. Olgu X = {1,2,3} kolmeelemendiline hulk ja 7x monoid néi-
test 1.10. Votame kasutusse tdhise (a,b,c), kus a,b,c € X, et tdhistada
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funktsiooni f € Ty, mis kujutab hulga X elemente jargmiselt:

Et rakendada teoreemi 2.13, peame leidma koik idempotentide D-klassid
E(S)/D. Uks viis neid leida on koostada munaresti diagramm (vt [6, 1k
48-49]). Kasutades definitsioonis 1.3 olevat notatsiooni, munaresti diagram-
mis asetsevad elemendid f,g € Ty on samas reas kui fR g, samas veerus
kui f £ g ning samas kastis kui fH g. Alltoodud joonisel 1 on idempotendid

rasvases Kkirjas.

1(1,1,1)[(2,2,2)](3,3,3)

(1,2,2)[(1,3,3)[ (2,3,3)

(2,1,1)](3,1,1) | (3,2,2)

(2,1,2)](3,1,3)[(3,2,3)

(1,2,1)](1,3,1) ] (2,3,2)

(2,2,1)](3,3,1)](3,3,2)

(1,1,2)](1,1,3)|(2,2,3)
(1,2,3)(2,3,1)
(3,1,2)(1,3,2)
(3,2,1)(2,1,3)

Joonis 1: Monoidi Tx munaresti diagramm

Jooniselt 1 on ndha kolme suuremat kasti, mis osutuvad olema Greeni D-
seose ekvivalentsiklassid. Valides igast D-klassist iihe idempotendi, naiteks

(1,1,1),(1,2,2),(1,2,3), saame hulga E(S)/D:

E(S)/D ={Da 1,4y, D22y, D23 }-

Teoreemist 2.13 jéreldame, et Ky(Tx) on vaba Abeli rithm astakuga

|E(S)/D| = 3 ehk Ko(Tx) = Z5,
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3 Funktor K,

Siin peatiikis nditame, et eelnev konstruktsioon, mis annab Abeli rithma
Ky (S) iga monoidi S puhul, médrab dra funktori K, : Mon — Ab monoidi-
de kategooriast Mon Abeli riihmade kategooriasse Ab. Me néitame, kuidas
see funktor kiitub morfismidel. Selleks on meil vaja poliigoonide tensorkor-
rutise moistet. Kéesolevas tekstis kasutatud tensorkorrutise definitsioon ja

konstruktsioon on voetud raamatust [9].

Definitsioon 3.1. Olgu Ag € Actg, sB € gAct ja olgu antud hulk Y.
Kujutust a : Ag x ¢B — Y nimetatakse S-tasakaalustatuks, kui kehtib

vordus a(as,b) = a(a, sb) iga a € Ag, b € B ja s € S puhul.

Definitsioon 3.2. Olgu As € Actg ja sB € gAct. Hulka T koos S-tasa-
kaalustatud kujutusega 7 : Ag x ¢B — T kutsutakse poliigoonide Ag ja ¢B
tensorkorrutiseks kui iga hulga Y ja S-tasakaalustatud kujutuse
a : As X ¢B — Y puhul leidub {iheselt méaratud hulkade vaheline kuju-

tus & :T"— Y nii, et @« = & o7 ehk diagramm

on kommutatiivne.

Selgub [9, Lause I1.5.3|, et tensorkorrutis on iiheselt méédratud hulkade iso-
morfismi tépsuseni. Jargnevalt toome vilja {ihe viisi, kuidas on voimalik

konstrueerida tensorkorrutist.

Konstruktsioon 3.3. Olgu Ag € Acts, sB € sAct ja olgu ¢ vihim selline

ekvivalentsiseos hulgal Ag X B, et iga a € Ag, b € B ja s € S puhul
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(as,b)¥(a, sb). Siis faktorhulka A ®g B = (Ag X sB) /9 nimetatakse poliigoo-
nide Ag ja ¢B tensorkorrutiseks. Selle hulga elemendid on ekvivalentsi-
klassid [(a, b)]y, mille tédhiseks on a®b. Konstruktsioonist on néha, et as®b =

a ® sb.
Markus 3.4. Selgub, et kui poliigoonil B on (S, T)-bipoliigooni struktuur

sBr monoidide S, T puhul, siis tensorkorrutisele A ®g B saab loomulikul

viisil maarata parempoolse T-poliigooni toime:

(a®b)t:=a®bt, a®be ARsB, teT.

Seetottu (A®g B)r on parempoolne T-poliigoon. Sarnaselt, kui Ag on (7, S)-
bipoliigoon 7Ag, siis 7(A ®g B) € rAct ning kui monoidide S,T,U korral
sAr on (S, T)-bipoliigoon ja By on (T, U)-bipoliigoon, siis (A @7 B)y on
(S, U)-bipoliigoon.

Et konstrueerida funktor Ky : Mon — Ab, on meil vaja paari abitulemust.

Lause 3.5. Olgu f : S — T monoidide homomorfism. Vaatame monoidi
T kui (S, T)-bipoliigooni sTr, kus monoidi S vasakpoolne toime hulgal T' on

defineeritud nonda:

s-t:=f(s)t, se€S, teT.

Siis iga e € E(S) korral on parempoolne T-poliigoon (eS ®sT)r projektiivne.

Toestus. Téhistame u := f(e) € T. Lihtne on nédha, et u on idempotent.
Meil piisab néidata, et (eS ®g T')r = uT parempoolsete T-poliigoonidena,
kuna «T" on projektiivne. Selleks defineerime kujutuse ¢ : (eS ®g T)r — uT
jargmiselt:

ples®@t) = fes)t = uf(s)t.
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Korrektsuse naitamiseks vaatleme kujutust

p:eSxT —ul, (es,t)— f(es)t.

See kujutus on S-tasakaalustatud, sest mistahes s,s" € S jat € T korral

p((es)s',t) = fless)t (¢ def.)
= f(es)f(s)t (f on hom.)
= f(es)(s' - 1) (sT toime def.)
= ¢(es, s’ - ). (¢ def.)

Sellest jéareldub, et ¢ on korrektselt defineeritud.

Injektiivsuse néitamiseks oletame, et p(es ®t) = p(es’ @ t'), kus 5,5’ € S ja
t,t" € T. Siis sellest jareldub, et f(es)t = f(es)t’. Kasutades tensorkorrutise

omadusi saame, et

es@t=e’s@t=celes) Dt (e =e?
=e®es-t (® def.
=e® f(es)t (sT toime def.
=e® f(es)t (fles)t = f(es")t
=e®es -t (sT toime def.

=e(es) @t (® def.

~— ~— ~— o o  ~—

=’ @t =es @, (e = ¢?

mistottu ¢ on injektiivne. Siirjektiivsus jdreldub sellest, et igale elemen-
dile ut € uT leidub originaal poliigoonis (eS ®g T')r, nimelt e ® t, sest
ple ®t) = f(e)t = ut. Lisaks ndeme, et ¢ on parempoolsete T-poliigoonide
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homomorfism, kuna suvaliste elementide 1, ¢y € T puhul kehtib
ples @ tity) = f(es)tita = p(es ® ty)ts.

Kuna ¢ on bijektiivne T-poliigoonide homomorfism, siis (eS ®g T)r = uT.

Jarelduse 1.20 tottu on (eS ®g T')r projektiivne, sest u € E(T). O

Lause 3.6. Olgu f : S — T monoidide homomorfism. Kui Ps on loplikult
moodustatud projektiivne S-poliigoon, siis (P®gsT)r on loplikult moodustatud

projektiivne T -poliigoon.

Selle lause toestuse jaoks ldheb meil vaja jargmist lauset.

Lause 3.7 (Jareldus I1.5.15, [9]). Kui As € Acts,sMp € sActy ning
Ags = | ;c; Ai, stis

(L) ) = (Laesam)

Lause 3.6 toestus. Kui Ps = 0, siis peab (P ®g T)r olema ka tiihi, kuna
tensorkorrutis on faktorhulk hulgast P x T', mis on eelduse tottu tiihi. Kuna

tiihi poliigoon on projektiivne, siis on ka (P ®g T')r projektiivne.

Eeldame niiiid, et Ps # 0. Kuna Ps on projektiivne, siiis jarelduse 1.19
tottu Ps = | |, €;S, kus e; € E(S). Lause 3.7 tottu kehtib parempoolsete

T-poliigoonide isomorfism

(PRsT)r = (([' ei5'> Rg T) = <|i|(el-5 Rg T)> .

Kuna loikumatu iihendi iga komponent e;S ® T" on projektiivne lause 3.5

tottu, siis on ka P ®¢ T projektiivne jarelduse 1.18 tottu. O
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Miirkus 3.8. Ulaltoodud lausetest saame iga monoidide homomorfismi

f S — T korral kujutuse

_ Ksg T: ngS — ngT7 AS — (A Ks T)T)

mis viib poliigooni Sg poliigooniks

(S @sT)r = (158 @5 T)r = f(15)Tr = 17Ty = T (3.1)

Jarelduse I11.5.15 [9] tottu on antud kujutus funktor Fgpg — Fgpy, mis kuju-
tab S-poliigoonide homomorfimsi ¢ : Ag — Bg T-poliigoonide homomorfis-

miks

pidp: (A®sT)r = (B@sT)r, (p®idr)(a®1) = pla) @t.

Eeltoodud lausete abil saame defineerida funktori K, : Mon — Ab.

Teoreem 3.9. Ky on kovariantne funktor monoidide kategooriast Mon Abeli
rihmade katgooriasse Ab, kus monoidide morfismide kujutised on defineeritud

nonda:

S, Te€Mon, f:S—T,
Ko(f) : Ko(S) = Ko(T),  Ko(f)([eS]) = [(eS ®s T)r].

Toestus. Algselt naitame, et kujutus Ko(f) on rithmade homomorfism. Kui

rihma K,(S) baasi elementide [eS], [¢/S] puhul kehtib [eS] = [¢/S], siis

eS = €'S. Kuna iga funktor séilitab isomorfisme, siis mérkuse 3.8 tottu iso-
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morfismi ¢ : eS — €S korral

dRidr: (eS@sT)r = ('S ®sT)r, es®tr— Pes) @t,

on parempoolsete T-poliigonide isomorfism. Sellest jareldub, et [(eS®sT)r] =
('S ®s T)r|. Kuna [eS] — [(eS ®g T)r] on korrektselt defineeritud hulka-
de kujutus, siis mérkuse 2.7 tottu saab selle iihesel viisil laiendada Abeli

rithmade homomorfismiks Ko(f) : Ko(S) — Ko(T).

Veel tuleb néidata, et kujutus Ky : Mon — Ab siilitab {ihikmorfisme ja
morfismide kompositsiooni. Isomorfismi (P ®g S)s = Ps tottu (vt [9] lause

I1.5.13) kehtib vordus

Ko(ids)([Ps]) = [(P ®s S)s] = [Ps] = id,(s)([Ps])

iga poliigooni Ps € Fgpg korral, mistottu Ko(idg) = idg,(s).-

Olguf:S—Tjag:T — U monoidide homomorfismid. Me saame vaadelda
monoide 7', U bipoliigoonidena 77, Uy, kusjuures monoid U on ka (S, U)-

bipoliigoon, kus vasakpoolne toime on defineeritud kui

On néha, et (T'®7 U)y ja Uy on isomorfsed kui parempoolsed U-poliigoonid
isomorfismi (3.1) tottu. Lisaks ¢(T®7U) = U kui vasakpoolsed S-poliigoonid,

kuna parempoolsete U-poliigoonide isomorfism

o: (Tor Uy — Uy, t@uw— g(t)u
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sédilitab monoidi S vasakpoolset toimet:

p(s(t®@u)) = o(f(s)t @ u) (s(T @7 U) toime def.)
= p(lrf(s)t ® u) (f(s)t =1rf(s)t)
= ¢(lr ® f(s)t - u) (® def)
= o(1r ® g(f(s)t)u) (sU toime def.)
= g(1r)g(f(s)t)u (¢p det.)
= g(f(s)t)u (9(1r) = 1y)
= g(f(s))g(t)u (g on hom.)
=s-g(t)u (sU toime def.)
= sp(t @ u). (¢ def.)

Seega iga poliigooni Ps € Fgpg puhul kehtib vordus

(Ko(g) o Ko(f))([Ps]) = Ko(g)([P ®s T7) (Ko(f) def.)
=[(P®sT)®r U] (Ko(g) def.)

_Pos(TerU)] (|9, niide V.13 (3)])

= [P ®s U] (s(T®erU)=sU)

= Ko(g o f)([Ps]), (Ko(go f) def)

millega saame, et Ko(g) o Ko(f) = Ko(g o f). O
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4 Kj ja Morita ekvivalentsus

Siin peatiikis toome vélja seose funktori Ky ja Morita ekvivalentsuse vahel.
On teada, et iihikelemendiga ringide algebralise K-teooria puhul kehtib see,
et Morita ekvivalentsete ringide nullindad K-rithmad on isomorfsed. Selles
peatiikis toestame, et analoogne vaide kehtib ka monoidide korral. Jargmise

abitulemuse toestuse idee on périt Benjamin Steinbergilt.

Lause 4.1. Poliigooni As € Actg korral on jargmised vdited samavddrsed.

1. Ag on loplikult moodustatud.

2. Mistahes poliigoonide A;, i € I, ja homomorfismide f; : A; — A korral

on

fl]a—A f=|]#

icl iel
epimorfism kategoorias Acts parajasti siis, kui leidub loplik alamhulk
FC 1 nu, et

fF:|_|Ai_>Aa fFZI_Ifi

1€l <

on epimorfism kategoorias Actg.

Toestus. On teada, et kategoorias Actg on epimorfismid parajasti siirjektiiv-
sed homomorfismid. On lihtne néha, et tithi poliigoon 0 rahuldab nii tingi-

must 1 kui ka 2. Seetottu eeldame edasises, et Ag # 0.

1 = 2. Eeldame, et Ag on loplikult moodustatud ehk leidub loplik
mittetithi alamhulk U C A nii, et (U) := J,cpuS = Ag. Oletame, et
[ = U fi o UWies A — A on siirjektiivne. Siis iga v € U puhul leidub
x €| ],c; A nii, et f(x) = u. Olgu o € A;. Siis iga s € S korral

us = f(x)s = flas) = f(s)
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ehk elemendil us leidub originaal poliigoonis A;. Kuna iga elementi poliigoo-
nis Ag on voimalik esitada kujul us mingite v € U ja s € S puhul, siis hulga U
l6plikuse tottu leidub 1oplik alamhulk F' C [ nii, et iga poliigooni Ag elemen-
dil leidub originaal poliigoonis | |, A;. Sellest jéreldub, et homomorfismi f

ahend fr on siirjektiivne ehk epimorfism.

Vastupidi, on selge, et kui fr on stirjektiivne, siis f on stirjektiivne.

2 = 1. Votame I := A. Iga a € A korral olgu A, := Sg ja f, : A, = A,
s+ as. Siis f = | |,cq fa @ Llic; Ai — A on siirjektiivne. Eelduse pohjal
leidub selline 16plik F' C A, et fr := | |;cp fi : | ];cp Ai — A on siirjektiivne.
Niitid

AZMWﬂ=h<U&>:ﬁOJg

i€F i€F
- <|_| fz-> (|_| S> =Jis.
i€F i€F i€F
Kuna F' on 16plik, siis (J;.4S = A on l6plikult moodustatud. ]

Sarnasel viisil saab ka toestada analoogse samavéarsuse tsiikliliste poliigoo-

nide puhul.

Lause 4.2. Poliigooni Ag korral on jargmised vdited samavddirsed.

1. Ag on tsiikliline.

2. Mistahes poliigoonide A;, i € I, ja homomorfismide f; : A; — A korral

on

Fl A=A r=s

i€l iel
epimorfism kategoorias Actg parajasti siis, kui leidub j € I nii, et f;

on epimorfism kategoorias Actg.
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Mairkus 4.3. Kategooriateooriast on teada, et ekvivalentsifunktor séilitab
epimorfisme ja kokorrutisi. Kuna kategoorias Actg on kokorrutiseks loiku-
matu iihend, siis lause 4.1 tottu on ,loplikult moodustatus” ja ,tsiiklilisus*
kategoorsed omadused. See tdhendab, et ekvivalentsifunktor siilitab loplikult

moodustatud poliigoone ja tsiiklilisi poliigoone.

Definitsioon 4.4. [10, lk 359] Monoidid S ja T" on Morita ekvivalentsed,

kui kategooriad Actg ja Acty on ekvivalentsed.

Teoreem 4.5. Monoidide S ja T jaoks on jirgmised vdited samavddrsed.

1. Kategooriad Acts ja Acty on ekvivalentsed (s.t. S ja T on Morita ek-

vivalentsed,).
2. Kategooriad Fgpg ja Fgpy on ekvivalentsed.

3. Kategooriad Cpg ja Cpy on ekvivalentsed.

Toestus. (1. <= 3.) See jareldub artikli [11] teoreemidest 1.1 ja 3.4. Tasub
mainida, et antud artiklis on toestatud véite 1. samavaarsus sellega, et ka-
tegooriad C(S) ja C(T') on ekvivalentsed, kus C(S) on monoidi S Cauchy
taield. Vastavalt teoreemi 3.4 toestuse viimasele lausele on kategooriad Cpg

ja C(9) ka ekvivalentsed.

(2. = 3.) Eeldame, et F' : Fgpg — Fgp on ekvivalentsifunktor. Kui eS on
tsiikliline projektiivne poliigoon, siis lause 4.2 tottu F'(eS) on samuti tsiik-
liline. Seega funktorit F' saab ahendada ekvivalentsifunktoriks kategooriate

Cpg ja Cpp vahel.

(3. = 2.) Kuna 1. < 3., siis piisab néidata, et 1. = 2. Eeldame, et

I : Actg — Acty on ekvivalentsifunktor. Kui Pg on loplikult moodustatud
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projektiivne poliigoon, siis lause 4.1 tottu F'(Pg) on samuti 16plikult moodus-
tatud ja projektiivne. Seega [’ ahendub kategooriate Fgpg ja Fgp, vaheliseks

ekvivalentsifunktoriks. ]

Teoreem 4.6. Kui monoidid S ja T on Morita ekvivalentsed, siis

Ko(5) = Ko(T).

Toestus. Kui monoidid S ja T" on Morita ekvivalentsed, siis tdnu teoreemi-
le 4.5 leiduvad ekvivalentsi funktorid F' : Fgpg — Fgpy ja G : Fgpy — Fgpg
nii, et F oG =1id ja G o F = id. Defineerime kujutused

Y : Z(Fgpg) — Z(Fgpr) ja ¢ :Z(Fgpy) — Z(Fgpg)

vordustega

Kuna funktorid séilitavad isomorfisme, siis

(P)=c(Q) = P=Q = F(P)ZF(Q) = c(F(P)) = c(F(Q)),

seega 1 on korrektselt defineeritud. Niiiid ¢) on monoidide homomorfism, sest

B(e(P) Be(Q)) = ¥(c(PUQ)) (2.4)
— o(F(PLQ)) (4 def)
= «(F(P)UF(Q)) (F siilitab L)
— o(F(P)) B(F(Q)) (2.4)
— ¥(e(P)) Bu((Q)) (4 def)



ja 1 viib nullelemendi nullelemendiks, kuna ekvivalentsifunktor F' séilitab
algobjekte. Analoogiliselt saab naidata, et ¢ on korrektselt defineeritud mo-

noidide homomorfism. Paneme téahele, et

p((c(P))) = p(c(F(P))) (¢ def.)
= c(G(F(P))) (¢p def.)
= c(P), (Go F)(P)=P)

seega o1 = id ja analoogiliselt 1) o ¢ = id.

Me oleme néidanud, et monoidid (Z(Fgpg), H) ja (Z(Fgps), B) on isomorfsed.
Vahede rithma universaalomadusest jareldub, et ka rithmad K (S) ja Ko(7T)

on isomorfsed. [

Markus 4.7. Teoreemis 4.6 teistpidine implikatsioon {ildiselt ei kehti. Ol-
gu G ja H mitteisomorfsed riithmad. Kuna ainuke idempotent riithmas on

iithikelement, siis teoreemi 2.13 tottu

Ko(G) = Z = Ko(H).

Kuid jarelduse 6.2 (4) tottu artiklist [10] langevad Morita ekvivalents ja iso-

morfsus kokku rithmade puhul, seega GG ja H ei ole Morita ekvivalentsed.
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Kokkuvote

Kaéesolevas bakalaureuset6os uuriti algebralist K-teooriat monoidide kon-
tekstis. Defineeriti tildise monoidi S puhul Abeli rithm Ky(.S) ning toestati, et
Ko(S) on vaba Abeli rithm, mille astak on vordne idempotentide
D-klassidest koosneva hulga voimsusega. Toodi ka vélja néiteid rithma Ky (S)
struktuurist konkreetsete monoidide S korral. Seejarel naidati, et eeltoodud
definitsioon annab funktori Ky : Mon — Ab kasutades poliigoonide tensor-
korrutise moistet. Lopus toestati et Morita ekvivalentsetel monoididel on

isomorfsed Ky-rihmad.

Autori arvates on voimalik bakalaureuset66s uuritud teemat edasi arendada.
Jargnevaks sammuks oleks defineerida monoidi S puhul Abeli rithm K (S5)
ning teha kindlaks selle struktuur. Selleks oleks otstarbekas Song Guangtiani
artikkel [4]. Léhtudes ringide K-teooria kirjandusest, oleks kasulik leida
sobilik definitsioon suhteliste K-riihmade jaoks kasutades monoidide
kongruentse, mille abil oleks voimalik tuua vélja seoseid rithmade K;(S) ja
Ko(S) vahel. Autori meelest oleks ka huvitav uurida, kuidas saaks antud
teooriat arendada poolrithmade puhul ning kas leidub seos monoidi S
K-teooria ja monoidiringi Z[S] K-teooria vahel. Autorile on teada, et

rihmade puhul on seda uuritud (vt [17, alampeatiikk IV.4]).
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