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mbisted). Neljandal semestril tutvuvad tulevased proviisorid,
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I. TOEBIOSUSTSOORIA

1 «JuhasUkud sundmused

Téendosusteooria uurimisobjektiks on juhuslikud sindmu-
sed ja ndhtused — juhuslikud katsed. Juhuslik on katse «als
Uhtedes ja samades tingimustes vOib anda erinevaid tulemusi.
Katseks nimetame ka mingi ndhtuse jalgimist ehk vaatlust.
Iga voimalikku katsetulemust nimetatakse elementaarsundmu-
sekst kdik voimalikud katsetulemused kokku moodustavad ele-
mentaarsundmuste siUsteemi .

lga vaidet katsetuleause kohta nimetatakse sundmuseks.
Kui huvituda sindmustest nende toimumise vOi mittetoimumise
seisukohalt, siis jagunevad stndmused kindlateks, juhusli-
kgks ja voimatuteks. Juhuslik stndmms on ks vojmalikest
sindmustest, mis etteantud tingimustes toimuda voib. Ti
sundmus on selline, mis antud tingimustee alati toimub._Kui
antud tingimustes sindmus toimuda ei saa, siis nimetatakse
seda voimatuk« pnnfnnue™s-

Sundmus on mdadratud parajasti siis, kui on fikseeritud
katse ja maaratletud, millised elementaarsindmused kuulu-
vad vaadeldavasse sundmusse. Sindmuse konkreetne iseloom po-
le tdenadosusteooria jaoks olutine.

Naide 1. Olgu katseks uhekordne taringuvise.Voimalikeks
katsetulemusteks ehk elementaarsindmusteks vdime lugeda vas-
tavalt 1,2,3,4,5 ja 6 silma tuleku. Sundmus, et taringu vis-
kel tuleb 1 silm, on juhuslik sindmus. Sundmus, et taringu
viskel saame 1,2,3,4,5 vbi 6 silma, on kindel sundmus. Sund-
mus, et taringu viskel saame 7 silma, on véimatu sindmus.

(el ja samal elementaarsundmuste siUsteemil madratud
sundmustest vOib loogiliste tehete abil moodustada uusi sind-
musi -

Kahe siUndmuse A ja B summaks nimetatakse liitsundmust
Al/B (kas A voi B), mille toimumine seisneb A vdi B (vBi md-
lema) toimumiseks.

Naide 2. Mangu alustamise tingimuseks on taringu vis-
kel kas 1 (stindmus A) voi 6 silma (sindmus B) saamine. Sund-
mus ,,mangu alustamine" (stundmus C)on seega sindmuste A ja B
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summa C = AU B.

Kahe sundmuse A ja B korrutiseka nimetama liitsundmust
AN B (nii A kui ka B), mis seisneb nii sindmuse A kui ka
stndmuse B toimumiseks«

Naide 3- Olgu jargnevale kursusele saamine siundmus S,
kusjuures on vajalik nii arvestuste (A) kui ka eksamite (E)
edukas sooritamine.Sundmust S v8ib vaadelda sindmuste A ja
E korrutisena S = AFIE.

2 .Sundmuse tdenaosus

Kaht sindmust nimetatakse teineteist valistavateks.kui
ube sundmuse toimumine antud tingimustes valistab teise
stindmuse toimumise. Olgu antud mingi bulk Uksteist valista-
vaid sundmusi. Kui antud katsel iks neist kindlasti toimub,
siis Oeldakse, et need siUndmused moodustavad taieliku sind-
muste silsteemi.

Naide 1. Mundi Uhekordsel viskel moodustavad vapi ja
kirja tulek taieliku sindmuste sisteemi .

Vaatleme taielikku stndmuste slsteemi. Juhuslikku sind-
must iseloomustatakse arvuga, mis naitab tema toimumise vOi-
malikkust. Seda arvu nimetame sindmuse tdendosuseks P.

Sindmuse A matemaatiline tdendaosus P(A) on vdrdne mur-
ruga, mille lugejaks on siindmuse tolmumiseks soodsate juh-
tude arv Kk , ja nimetajaks kdigi voimalike juhtude arv n

P(A) =1

Toenaosuse definitsioonist vOime jareldada:
1) kindla sindmuse tdendosus on 1 ;
2) vOimatu sundmuse tdendosus on O ;
3) tdendosus on arv, mis kuulub 18iku [o,1J , s.t.
mistahes sundmuse A korral
04 P(A) 4 1. _
Né%de 2. Taringu viskel 1 silma saamise t@énaasus on 6-
Naide 3» Mundi thel viskel on vapi esiletuleku téenéo-
sus vordne
Viskame munti n korda ja meid huvitab naiteks vapi esi-
letulek. Kui vapp tuli Kk korda, sijs voime leida vapi esile-
tuleku suhtelise sageduse. See on -.
Sundmuse suhteliseks sageduseks n katsest koosnevas kat-



seseerias nimetame jagatist

kus K on sundmuse toimumiste arv.

Haide 4. Et teada televiisorite tootaiael, kui td<MQ-
ne on praagi tekkimine, kontrolliti 1&bi 100 televiisorit.
Saadi 12 defektiga aparaati. Jarelikult on praagi esinealse
suhteline sagedus w = =0,12.

Vaikeste katsete arvuga erinevates katseseeriates vdib
suhteline sagedus olla oluliselt erinev. Katsete arvu suu-
renemisel on suhtelisel sagedusel tendents stabiliseeruda,
s.t. ta laheneb teatud kindlale arvule.

Statistiliseks tdendosuseks nimetatakse suhtelist sage-
dust kullalt suure katsete arvu korral.

Naide 5 1777»a. viskas Buffon [buffoonj manti 4040
korda. Vapp tuli 2048 korral ehk vapi sagedus oli k = 204S,
jJarelikult suhteline sagedus w = 0,507. Vapi esinemise ma-
temaatiline tdendosus P = 0,5 Nagu ndha w p.

5 .Téendosuste korrutamise teoreem

Kaht sindmust nimetatakse soltumatuteks,kui Uhe sind-
muse tdendosus el soltu teise sundmuse toimumisest vOi mit-
tetoimumisest.

Naide 1. Olgu urnis 10 sinist ja 16 rohelist kuuli.V6-
tame urnist the kuuli, pannes selle kohe tagasi. Siis tei-
sel korral voetud kuuli varvus ei soltu eelmisel katsel saa-
dud tulemusest ja mOlemal korral on sinise kuuli saamise
téenaosus p(S = -

Kaht sindmust nimetatakse sO6ltuvateks. kui Uhe sundmu-
se tbendosus sOltub teise sundmuse toimumisest. Olgu sund-
mused A ja B sbOltuvad, siis sUndmuse B tdenaosust,
arvutatuna eeldusel, et sindmus A on toimunud, nimeta-
takse sindmuse B tinglikuks ®endosuMtV-R ja tahistatak-
se PA®)-

Naide 2. Olgu umis 10 Sinist ja 16 rohelist kuuli.
Esimesel korral votame urnist kuuli ja teda tagasi ei pa-

ne. Teigel korral sinise kuuli saamise tdenaosus sBltub sel-
lest, mis varvi kuuli esimesel korral votsime. Kui esimesel



katsel saime sinise iuiuli, siis sinise kuuli saamise toe-
naosus Pg(S) = 25—~ esimesel katsel saime rohelise,siis

PRGS) =l -

Kahe sundmuse korrutise tdenaosus soltub sellest, kee
sundmused on séltumatud voi sdltuvad.

Teoreem 1. SoOltumatute siundmuste korrutise tdendosus on
vordne nende slndmuste tdendosjuste korrutisega

P(ANB) = P(A)P(B)-

Teoreem 2. Teineteisest sdltuvate sundmuste Kkorrutise
tdendosus on vOrdne Uhe sindmuse tdendosuse ja teise sundmu-
se tingliku tbenadosuse korrutisega, kus tinglik tdendosus on
leitud eeldusel, et Ska sindmustest on juba toimunud.

P(ANB) = P(A)PL(B)-

Naide 3» Loosirattas olevast 100 piletist vdidavad 10.
Kui tdendone on kahel jarjestikusel votmisel vOitude saamine.
Olgu sindmus A" voit esimesel votmisel, A2 — teisel votmi-
sel. Sundmust A (kahel jérjestikusel votmisel ainult vditude
saamine) vOib vaadelda sindmuste A" ja A" korrutisena,

A = ANAE.

St PCAYy) = ja = » Siis - P(AM A2)=
= P(AL)PAN(A2) = J - Q- -
W, Toéendoauate liitmise teoreem

sundmuste summa tdendosuse leidmisel tuleb eristada kaht
Jjuhtu: véalistavad ja mittevalistavad stndmused.

Teoreem 1. Teineteist valistavate siUndmuste summa tde-
naosus vordub liidetavate sundmuste tdendosuste summaga:

P(APB) = P(A) + P(B).

Teoreem 2. Teineteist mittevalistavate sindmuste summa
téendosus vOrdub liidetavate tdendosuste summaga, millest on
lahutatud nende siUndmuste koosesinemise ehk korrutise tdenao-
sus:

P(AVB) = P(A) + P(B) - P(A/IB).

Naide 1. Ahe téaringuviske korral tahistagu:

D siUndmust ,,tuleb paarisarv silmi



£ sundmust ,,tuleb vahemalt 3 silma'';
F siUndmust ,,tuleb 1 silm".
Siis D ja F on teineteist védlistavad sindmused, aga Jl ja S
mitte. Kasutame teoreeme 1 ja 2.
P(DUF) =PMD) +P(F) =-5 +2Z =2 *
P(OLIE) = P(D) ¢ P(E) - P(DFIE) =
=P +PE - PO-PdE =
12 1 1.5
=5+3-5*2=¢S5*

Olgu meil n Uksteist valistavat sindmuse, s.t. taielik
slindmuste slsteem A* A eeAq. Sundmust, mille puhul uks
neist kindlasti toimub, vOib vaadelda nende sundmuste sum-
mana A\J ANU .. <U A Taieliku sindmuste slsteemi moodus-
tavate sundmuste tbendosuste summa vOrdub Uhega.

ErPCA0 - p(ALUA2i/...UAn) =1

Nii ka sindmus A ja tema vastandsindmus A moodustavad
taieliku sindmuste sisteemi ja
P(A) + P(D) = 1.

Naide 2. Statistiliste andmete pdhjal vOib titarlapse
sundimise tdendosuse votta virdseks 0,482. Leiame poiss-
lapse sindimise tdenaosuse: 1 - 0,482 = 0,518.

5_Pidevad _ja diskreetsed _juhuslikud suunised

Juhusliku katse tulemuse vOime esitada arvu abil. Nii
saame jJuhusliku suuruse.mis vBib omandada antud tingimus-
tes Uhe oma vOimalikest vaartustest. Diskreetse juhusliku
suuruse vaartuste hulk on loenduv, pideva juhusliku suu-
ruse vaartusi (Ule loendada ei saa, nende hulk on mitte-
loenduvalt Idpmatu.

Pidevateks juhuslikeks suurusteks on naiteks aeg, pik-
kus; diskreetseteks - taringu silmade arv, laste arv peres.
Pideva juhusliku suuruse muutumine vOib olla kuitahes vai-
ke, diskreetne juhuslik suurus muutub alati huppeliselt.
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6 .Diskreetse juhusliku suuruse _jaotus.
Jaotustabel

Juhusliku suuruse iga voimaliku vaartuse esinemine an-
tud katsel on juhuslik sindmus. Jarelikult vdib iga vaar-
tom eelnemise voimalikkust iseloomustada vastava vaartuse
esinemise tdenadosuse abil.

Seadust, mis madrab seose juhusliku suuruse koigi vOi-
malike vdartuste ja nende tdendosuste vahel, nimetatakse
-juhusliku suuruse jaotusasaduaeks e. jaotuseks.

Téhistame juhuslikke suurusi tahestiku suurte tahtede —
ga, voimalikke vaartusi vaikeste tdhtedega ehk juhuslik suu-
rus X vOib omandada vaartusi , XN, ... . Taartuse x, toe-
naosuse téhis on p* (1 =1,2,...).

tlheks lihtsamaks jaotusseaduse esitamisviisiks on jao -
tustabel«

X1 X2 *n

p Pj P2 Pn

Jaotustabel vOib olla esitatud ka intervallitud tabeli-
na, s.t., et Uhes reas on voimalike vaartuste muuturnisvaha-
mlku intervallid ja telses reas vaartuste vastavasse inter-
valli kuulumise tdendosused.

XX Xo- X1 T %% xn1 - 2n

P P1 P2 eee Pn

7.Pideva _juhusliku suuruse .jaotusseadus.
Jaotuafunktsioon

Pideva juhusliku suuruse jaotusseadust on vdimalik esi-
tada intervallitud jaotustabeli abil, mis annab véaartuse an-
tud pikkusega Intervalli sattumise tfendosuse. Suuruse vaar-
tuste loendamatu hulga téttu pole vdimalik anda jaotustabe-
lit Uksikvaartuste kaupa.

Parem on aga pideva juhusliku suuruse jaotusseadust esi-
tada funktsioonina.

Toenadosust selleks, et juhuslik suurus X omandab antud



arvust x vaiksema vaartuse, nimetame juhusliku suuruse _jeo-
tusfunktsiooniks; F(X) = P(X<x).

Jaotusfunktsioon on reaalarvulise argumendi x funktsi-
oon. F(X) on kasutatav nii pideva kui ka diskreetse juhusli-
ku suuruse korral. Pideva juhusliku suuruse jaotusfunktsi-
oon on pidev.

Jaotusfunktsiooni omadusi .

1) Jaotusfunktsioon on null, kui X —*--00;
lim FX) =0 ehk F(-0°) =0.
X <7
2) Jaotusfunktsiooni piirvaartus on uks,kui x— *
Jim FOO -1 ehk F(°°) =1.
3) Jaotusfunktsioon on mittekahanev, s.t.
F(x2) > P(xqa), kui x2> XYJ.
4) Kui juhusliku suuruse kdik voimalikud vaartused
asuvad vahemikus (a,b), "iis
F(xX) =0, kui x < a;
0 < FO) < 1, kui ax™-b;
FCO =1, kui bMx.
Kokkuvote. Jaotusfunktsioon F(xX) on mittekahanev ja sel-
le vaartused asuvad 0 ning 1 vahel. Jaotusfunktsiooni graafik
(Joonis 1) asub sirgete y =0 ja y =1 vahel ning kulgeb
tdusvalt.
Jaotusfunktsiooni

graafikut nimetatakse
kumulaadiks.

Joonis 1

8. Tihedusfunktsioon

Juhusliku suuruse jaotuse Uheks esitusviisiks oli jao-
tusfunktsioon. Leides jaotusfunktsioonist tuletise, saame
funktsiooni p(x), mida nimetatakse tdendosustiheduseks an-
tud punktis x.

PGY = F=(x).

Jarelikult vdib juhusliku suuruse jaotust esitada ka tihedua-
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funktsiooni p(X) kaudu.
Tihedusfunktsiooni omadusi .

1) Tihedusfunktsioon on mittenegatiivne funktsioon
p(x)”™ 0, sest F(X) on mittekahanev funktsioon, jarelikult
tema tuletis on mittenegatiivne.

2) Teadaoleva tiheduse p(xX) jargi saab leida jaotus-
funktsiooni jargmiselt:

FOO lt])e pOX,

joonisel 2 S = F(XX)

3) Integraal Idpmatutes rajades toenaosustihedusest
on vordne Uhega
00 \pQOOdx =1,
p()dx = P(o0) _F(-%°)=1-0 =1.
- B

9. Juhusliku suuruse antud vah™i Vim
sattumise tdenaosus

Vaatleme Ulesannet, kui tdendone on, et juhuslik suu-
rus omandab vaartuse antud vaartuste x* ja vahel, s.t.
et tahame leida PO < X< Sundmus X< x» on kahe
teineteist valistava sund*use X < X, 3* x1 sum-

X<X2=X<xDU @ < X <x2>.
Toéendosuste liitmislause pohjal

PX < X2> =PX < xn) + PKI< X< XA
Siit leiame, et

P, < X< XN =P(X< x™ - PX< x1)
ehk

PO < X< XN =F(X2> - FOX).

Juhusliku suuruse antud vahemikku sattumise tdenaosus
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on vordne jaotusfunksiooni vaartuste vahega vahemiku ots-
punktides.
Kui juhusliku suuruse jaotus on antud tihedus funktsi-

ooni kaudu, siis 3B
P(xL < X < X" = F(x2) - P(x1) = J F*()dx - N p(x)dx
N 7]

Juhusliku suuruse antud vahemikku sattumise toenaosus
vordub maaratud integraaliga tdendosustihedusest vahemiku
otspunktidele vastavates rajades.

Geomeetriliselt vastab suuruse vahemikku sattumise tde-
naosusele jaotuskdvera alune pindala vastavas vahemikus

10. Arvkarakteristikud

Juhusliku suuruse arvkarakteristikuteks e. parameetriteks,
mis kirjeldavad selle suuruse teatud omadusi, on keskvaartus
Ja dispersioon.

Diskreetse juhusliku suuruse keskvaartuseks nimetatakse
suuruse voimalike véartuste ja nende tbenadosuse korrutiste
summat

Btf) = £
Is4
Intervallitud tabeli korral tuleb arvutuslikeks vaartus-

teks votta intervallide keskkohad.
Pideva suuruse keskvaartus™defineeritakse jargmiselt:

ECO = 7 xp()dx,

kus p(x) on tdendosustihedus.
Kui leida vahe antud vaartuse ja keskvaartuse vahel
- K(X), saame tsentreeritud halbe, ais iseloomustab vaar-

11



tuste hajumist keskvadrtuse suhtes. Hajuvuse karakteristi-
kuna kasutatakse kdige sagedamini dispersiooni D(X).
Juhusliku suuruse dispersiooniks nimetatakse suuruse
tsentreeritud hdlbe ruudu keskvaartust. Dispersiooni arvu-
tamine toimub jJargmiste eeskirjade kohaselt:
diskreetse suuruse korral

D) =Z2Z [xi “EQ)JI pilt

pideva suuruse korral

Dispersioon on alati mittenegatiivne. Ruutjuurt disper-
sioonist nimetatakse atandardhalbeks e. 6*= yo(X). Mi-
da suurem on dispersioon vOi standardhdlve ,3eda rohkem on
suuruse vaartused hajutatud keskvadrtuse suhtes.

Naide 1. Olgu antud jaotustabel

x -3 - 0 1 2 3
p 0,10 0,15 0,20 0,15 0,30 0,10

Leida keskvadrtus ja dispersioon.
E(X) = (-3) 0,10 + (-1)0,15 +0-0,2 + 1-0,15 + 2-0,30 +

+3-0,10 = 0.60
(-3-0,60)"0,10 ¢ (-1-0,b0)2 0,15 +
(0-0,60)2.0,20 + (1-0,60)2-0,15 +

+ (2-0,60)20,30 + (3-0,60)2 0,10 = 2.94

Naide 2. Leida Uhtlase jaotuse (vt. punkt 14) kesk-

vaartus ja dispersioon, kui tdendosustihedus
0, kui x ™ a;
p(x) = {bl , kui a<x b;

- a
0, kui b ™ x.

DCO

+

2_ a2
BCO x = gFB’\aa) -
*b
DOO = N (x-5%Db)" - dx =g - (atb)x +



S -WT[-T - LT A +A
¢24
Tihti tuuakse sisse normeeritud, halve t, mis on tsent-
reeritud hdlbe ja standardhdlbe jagatis
x. - EQO
t+-—- g .

Normeeritud halbe keskvaartus on alati null ja dispersioon
ning standardhalve uks.

11. Binoom.jaotus

Muutumatutes katsetingimustes sooritatavaid katseid,
kus iga jargmise katse tulemus ei sO6ltu eelmisest, nime-
tatakse sOltumatuteks katseteks. Kui igal katsel huvitab
meid ainult see, kas sundmus A toimus vOi ei toimunud,raa-
gime korduvate katsete skeemist.

Sundmuse A toimumisele Uhel katsel seame vastavusse
suuruse X jargmiselt: kui katsel A toimub, siis omistame
suurusele X vaartuse 1, ja kui ei toimu, toimub 1,siis *V.
Kui sUndmuse A tdendosus Uhel katsel di p, siis sundmuse
I téendosus on g = 1-p. Saame X jaotustabeli

0 1

Saadud jaotust nimetatakse kahepunktiliseks jaotuseks.Sel-
le jaotuse keskvadrtus on

EQ) =0 g+ 1 =p=p
jJa dispersioon
DX =1ep - p2 =pA-p) =pq -

Tihti tuleb aga lahendada jérgmine uUlesanne: kui suur on
tdendosus sundmuse A k-kordseks toimumiseks n séltumatul
katsel, kui A ja A tdendosused on uksikkatsel vastavalt
p ja q=1-p?

Uhel katsel on kaks vdimalust, vastavad tdendosused
P(A) = p vdi PA) = g.

Kahel katsel on neli vbimalust, ja tdenadosuste korru-
tise teoreemi kohaselt vastavad toenaosused P(KK) =q ,



P(AA) = gp, P(AD) = pq, P(AA) = p2.

Kolmel katsel on kaheksa vféimalust ja tdenadosused:
P(L) = g3, P(AAA) = q2p, P(AAD) = q2p, PCAID) = q2p»
P(AAA) = p2g, P(AAA) = p2g, P(AAA) = p2q, P(AAA) = p3.
Tahistame toendosust selleks, et sindmus A esineks n
katsel k korda Pn9n Vaatame Uht juhtu, kui n katsel A il-

mus K korda* Sel juhul saame toenaosuseks p . Aga mitu
voimalust on, et siUndmust A toimuks n katsel k korda? Neid
voimalusi on tépselt nii palju, kui suur on kombinatsiooni-
de arv n elemendist k kaupa

K nt

M =K"(H) =" *

Jarelikult
nl _k n-k
Pn,k = FITH=FyT p q

Saadud valemit nimetatakse Bernoulli valemiks. On kokku
lepitud, et 0! = 1.

Selgub, et sindmuse sagedus k korduvatel katsetel on ju-
huslik suurus, mis vdib omandada taisarvulisi vaartusi O-st
katsete arvuni n. Sageduse mistahes vaartuse K tdendosus on
leitav Bernoulli valenmist.

Juhuslikku suurust x, mille vaartuste kK tdendosused on
mé&dratavad Bernoulli valemist, nimetatakse binoomjaotusega
Junuslikules suuruseks ja tahistatakse X~B(n,p)

Binoomjaotuse tabel on jargmine:

K 0 1 2 . n
V Pho Pa1 Pn.2 * Pn,n
Maide 1. Koostada sageduse k jaotustabel.,kui p = 0,4 ja

n = 5.
Antud juhul on Bernoulli valem

P5 .k = EF(6-K)J °»A * °»65"k» kus k =0,1,2,..4

K 0 1 2 3 4 5

p5s,k 0,078 0,259 0,346 0,230 0,077 0,010
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Binoomjaotuse omadusi .

1) Sageduse k kdigi vOimalike vadrtuste tbendosuste
summa on uks,

2) Toenaosused Pn N k kasvades algul _.suurenevad,

siis vahenevad.

3) Sageduse k keskvaartus on vdrdne katsete arvu ja
toéendosuse uksikkatsel p korrutisega xi.= np.

4) Sageduse Kk dispersioon on O = npg.

5) Suhtelise sageduse w = K keskvaéﬁ'tus ei sgltu
katsete arvust ja vOrdub tbepdosusega uksikkatsel
xw = p,dispersioon 62 =

Sageduse seda vaartust, mille tdendosus on suurim, nime-
tatakse tlenaoseimaks sageduseks jhb.
Tdenaoseim sagedus on vordne:
1) Keskvaartusega - np, kui see on taisarv;
2) taisarvulise vaartusega vahemikus
np-g” X" np +p.
Naide 2. Leida tbendoseim sagedus, kui p = 0,4 jan = 5*
T6endoseim sagedus /= np e. 1= 5 <0,4 = 2.
Naide 3« Leida tdendoseim margi tabamiste arv Uheksast
lasust, kui Uksiklasuga tabamise tbendosus on p = 0,8.
Katsete arv n =9, p=0,8 jaq=n - 0,8 =0,2.
Korrutis np = 7,2, s.t. el ole tdisarv ja seepdrast leiame
np+p=7,2+0,8=8
np -q=72-0,2 =7
T6endoseimad sagedused on 7 ja 8.

12 . Normaaljaotus

Normaal jaotuseks nimetatakse jaotust, mille tdendosus-
tihedus on antud funktsiooniga

<

PU) = iz— me 26
n
kus parameetrid J1, ja 6<on vastavalt keskvaartus ja stan -
dardhalve.
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Suurust X, mille tdendosustihedus on antud kujuga, nimeta-
takse normaaljaotusega 3uurveekB ja margitakse luhidalt
X~ N (Ju,6%). Tahtsaks eri juhuks on standardiseeritud nor-
maal jaotusega suurus X~ N (O» 1)» kus |it=0 ja S’s 1.
Vastav tihedusfunktsioon

on tabuleeritud. Tihedusfunktsiooni graafikut nimetatakse
normaalkdveraks ehk Gaussi kdveraks.

lga normaaljaotuse jaotusfunktsiooni vOib esitada
standardiseeritud normaaljaotuse jaotusfunktsiooni kaudu.

kus

f@®-= \r Adt,

kusjuures t = * = on normeeritud halve. Kuna see jaotus-
funkteioon ei. avaldu elementaarfunktsioonides, siis antakse
tema vaartused tabelina. Sageli kasutatakse normaalse jao-
tusfunktsiooni asemel Laplace*l funktsiooni

4(t)=# \ eddt
voi selle kahekordset vaartust®

<E(t)=-j|br~ & Xdt = 2§(t),

ais esitatakse tabelitena.
Jaotusfunktsiooni ja Laplace*1 funktsiooni vahel kehtib
seos
F(t) =0,5 +8&<tJ.
Tabeli kasutamisel tuleb teada, et
&>EH = -I®
ja <(H—=0,5, kui t Praktiliselt on juba ¢ () =
= 0,5» ul et tabelis pole antudki rohkem vaartusi.
Normaaljaotusega suuruse X " antud vahemikku
sattumise tdenaosuse leiame tabeli abil
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PXXI < X< Xg) * P(t2) - F (™,
X. - U/ Xp - u, R
kus t,=- L= , t0=-—- on normeeritud.
6 N D
halbed =
Naide.On teada X "N(168; 5»9)« Kui tdendone on, et ju-
husliku suuruse véartused asuvad vahemikus (160, 180)?
Leiame normeeritud halbed:

160 - 168 . 180 -168 ~ n
@a=-"- =-1%1w=-J73 -2,
Tabelist 2 leiame vastavalt F(-1,5) = 0,0668 ja F(2,0) =

= 0,9772. Jdarelikult
P(160< X < 180) = 0,9772 - 0,0668 = 0,9104.
Saadud tulemus naitab, et umbes 91% suuruse X vaartustest
asuvad 160 ja 180 vahel.
Margime, et nn. Ljapunovi suurte arvude seadusest j£-
reldub, et rakendustes esineb kdige sagedamini just nor-
maal jaotus.

13. Sageduse tdendosuse leidmine normaaljaotuse
abil
Suure katsete arvu n korral on téendosuse PQ ~ arvuta-
mine Bernoulli valemi abil vaga tilikas. Selgub, et sagedus
kui juhuslik suurus allub normaaljaotusele, kui n — W00 ja
kullalt suure katsete arvu korral (praktikas n ~ 20) vBib
kasutada seost
P _ 1 ® ®
r
kus Cp(t) on normaaljaotuse tihedus ja t sageduse K nor-
meeritud halve.
Sageduse K tdendosuse leidmine toimub jargmise skeemi
Jargi:

n) leitakse sagedusele k vastav normeeritud halve

* _*=38pB ,
fnpq
2) leitakse saadud t vaartusele vastav tp () vaar-

tus tabelist, kusjuures ocNb) = t(-D);
3) leitakse odsitav tdendosus
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A0),
”n,k~ VH5T O

Naide 1. Ampulli purunemise toenaosus transportimisel
on 0,5%» Kui toenaone on, et 10 000-st ampullist on puru-
nenud 40?

Laht«andmed p = 0,005, n = 10 000, Kk = 40.

Leiame q =1 - p =0,995; fnpg = |/ 000-0,005*0,995=7,05
K - np 40 - 10000-0.005 .
*= e 7.TS m-1%42 -~
Tabelist leiame t£(Y) vaartuse kohal t = 1,42;
1,42) = <{>(-1,42) = 0,1456 ja

P10000,40 = °*7\05 = °»0206-

14. Ohtlane _jaotus

Kui juhusliku suuruse vaartused asuvad kdik vahemikus
(a,b) ning tdenausustihedus on selles vahemikus konstantne,
siis nimetatakse jaotust Uhtlaseks.

Tihedusfunktsioon avaldub kujul (joon.4a)

Mo, kui x~" a,
p & = c, kui a<x b,
yo, kui x ™ b.
Leiame c vaartuse, arvestades tihedusfunktsiooni omadust
N pdx = 1.

Leiame -eo b N

C I r |
\ p(x)dx x \o*dx + \ cdx +\O*dx = cxi = c(b-a)

e & 1 b_
Seega c(b-a) =1 ja c = m (joon. 4b)
Uhtlase jaotuse jaotusfunktsiooni leiame tihedusfunktsioo-
nist
fo ,x$a
FOO = f=|” aCx”b;
1 , x>b.
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Uhtlase jaotuse keskvaartuse ja dispersiooni leidsime
punktis 10 naide 2.

11. MATEMAATILINE STATISTIKA

1< Matemaatilise statistika Ulesanne _ja valimimeetod

Matemaatiline statistika kasitleb statistiliste andmete
susUematiseeerimise ja tottlemise meetodeid. Statistika uuri-
misobjektiks on mingi fikseeritud hulk kui tervik, mida nime-
tatakse statistiliseks uldkogumiks. Uldkogumi elemente nime-
tatakse tavaliselt ob.jektiks. Objektide arvu uldkogumis ni-

metatakse kogumi mahuks (N). Statistilist kogumit uuritakse
korraga kas mitme voi ainult Uhe tunnuse seisukohalt.Tunnus
on suurus, mis on madratud uldkogumi igal objektil ja mille
vaartust on voimalik mé6dta. Tunnuse iseloom vdib olla mitme-
sugune. Tunnuseid, mille vaartusteks on arvud, nimetatakse
kvantitatiivseteks tunnusteks. Tunnuseid, mis naitavad objek-
ti teatavaid omadusi vOi kuulumist teatavasse hulka, nimeta-
takse kvalitatiivseteks tunnusteks. Kvalitatiivse tunnuse
vaartused ei ole arvulised , kuid neid vdib kokkuleppeliselt
tahistada arvudega. L&ppkokkuvottes vdime delda, et uuritavad
tunnused on juhuslikud suurused, mis vdivad omandada erine-
vaid vaartusi.

Olgu meil tarvis uurida mingit tunnust, mis esineb tea-
tud objektidel. Harilikult ei ole vdimalik votta vaatluse al-
la kdiki objekte, vaid ainult osa nendest. Vaatluse alla voe-
tud objektid moodustavad valimi mahuga n. Valimi uurimise tu-
lemused aga uldistatakse kdigile samatiubilistele objektidele.
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Siin kirjeldatu kannab valimimeetodi nime. Valimimeetodiga
uuritakse Uldkogumit kaudselt — valimi kaudu. Valimis peab
uuritav tunnus jaotuma samuti kui Uldkogumis. Valimi ja uld-
kogumi kooskdla nimetatakse representatiivsuseks.Valimi moo-
dustamisel tuleb silmas pidada, et elemendi sattumine uld-
kogumist valimisse ei tohi sdltuda uuritavast tunnusest,
Uldkogumi elementidel peab olema valimisse sattumiseks vord-
ne voimalus.

Valimimeetodi puhul tehakse vahet kaht liiki valimite
vabel :

1) juhuslik korduv vallm, kus element tagastatakse uld-
kogumisse parast uurimist ja tal on vfimalik sattuda vali-
misse korduvalt;

2) juhuslik kordumatu vaiim. kus elemente valimisse ei
tagastata.

Eui eespool tutwvusime juhuslike suurustega, siis saime
nende jaotusseaduse, suuruse vaartuste ja tdéendosuste vahe-
lise seose™valja arvutada. Statistikas aga esineb olukord,
kus juhusliku suuruse jaotusseadus on tundmatu. Jaotussea-
duse ja selle parameetrite (keskvaartus, dispersioon) hin-
damiseks tuleb teha katseid.

2. Katseandmete esitusviise

Tehes n katset ja uurides Uht juhuslikku suurust, saa-
me selle suuruse véartusfe jat*. x*, x2,...xn, mida nimeta-
takse valimikB. Kui selles jadas esineb mdni vaartus kordu-
valt, on mdttekas saadud tulemused esitada sagedustabelina,

X

*

X1 *2 ®- *m
K *1 *2 e *m

kus Uhes reas on korrastatult kdik esinevad vaartused x® ja
teises reas nende vaartuste sagedused k (1 =1,...m).Arwu,
mis naitab ,mitu korda mingi vaartus esineb valimis, nimeta-
takse vadrtuse sageduseks. Valimi mahuks on kdikide sagedus-
te summa m
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Kui mdddetav tunnus on pidev, s.t. tal on vaga palju eri-
nevaid vaartusi, kasutatakse intervallitud tabelit

X X0 - X1 X1 - x2 --- ’4_1_4

K Kl *D .- 4
Vaartuse x” sageduse k™ ja valimi mahu n jagatist
nimetatakse vaartuse x» suhteliseks sageduseks wh:

W,
wl -n *
Tabelit

X1 *2 4

w Wi w2 LA d wm

nimetatakse suuruse statistiliseks naotustabeliks. Paneme
téhele, et m
2Z wi =1.

Naide 1. ulidpilaste hinded X kdrgema matemaatika eksa-

mil olid jargmised:
55 45 3 45 3 45

Vastavad sagedustabel j% statistiline jaotustabel on jarg-

mised:

x 5 4 3 x 5 4 3
K 5 3 2 w 6,5 0,b

Margime, et mida suurem on katsete arv n, seda paremas
kooskdlas on teoreetiline ja statistiline jaotustabel.

Bernoulli suurte arvude seadus vaidab, et kui katsete
arv n — 00 , siis suhteline sagedus laheneb vaga suu-
re tdendosusega vaartuse x" esinemise tdenaosusele p». See
seadus Oigustab tdendosusteoorias statistilise tdendosuse
kasutamist.

Toodud tabelite naitlikustamiseks kasutatakse ka graafi-
kuid. Selleks kanname abstsissteljele juhusliku suuruse X
vaartused x ja ordinaatteljele sageduse k v8i suhtelise sa-
geduse w vaartused. Kokkukuulavad suuruse X védrtused x" ja
sageduse vaartused k™ vOi suhtelise sageduse vaartused
kujutavad tasapinna punktidena O,k vl (xX™M7N) . tfhenda-
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des saadud punktid sirgetega, saame murdejoone, mida nimeta-
takse polugooniks.

Haide 2. Haites 1 toodud tabelitele vastavad pdliljoonid
on

Ka intervallitud tabeli voib geomeetriliselt kujutada.
Selleks kanname Aifcsisstel jele intervallide piirid ning ehi-
tame neile ristkilikud, mille kdrguseks on elementide arv
vastavas klassis. Saadud graafikut nimetatakse histogrammiks.

Kaide 3. On antud intervallitud tabel

x -1-0 0-1 1-2 2.3

m 1 4 3 2
Leiame histogrgmmi
m
Y
3
z
1-
-4

3. Aritmeetiline keskmine ,ja dispersioon

Vadimi aritmeetiliseks keskmiseks x nimetatakse tunnuse

koigi vaartuste summa ja vaartuste lUldarvu jagatist

=-i-K H-
Naide 1. Olgu uhel paevafyvastanud Uliodpilaste eksami-
hinded jargmised:
553243445323
Leida aritmeetiline keskmine.
Leiame, et n = 12_. Siis

zZ = (5+5+3+2+4+3+4+4-+5+3+2

+ 3)=3#58
nr
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Katsete arvu suurendamisel juhusliku suuruse keelcrSEr-
tus ja katsel saadud vaartuste aritmeetiline keskmine eri-
nevad teineteisest jarjest vahem

BOXO w x

Juhusliku suuruse dispersioon C P on defineeritud koi
aritmeetilise keskmise suhtes leitud vaartuste halvete ruu-
tude summa. Nii saame vastavad arvutuseeskirjadt

1) valimi korral .
) N i

G
2) sagedustabeli korral

3) statistilise jaotustabeli korral

6*»E(*.- ) - 21 -
id i»4
Dispersiooni arvutuseeskiri on sumboolselt esitatav ku-

— dispersioon vordub vaartuste ruutude keskvadrtuse ja
keskvaartuse ruudu vahega.

Naide 3« Leiame nadites 2 toodud tabelist dispersiooni.
Arvutused on soovitav teostada tabelis

X K X2 xk X2k
2 2 4 4 8
3 4 9 12 36
4 3 16 12 48
5 3 25 75.
21 12 43 167
S m o
o - (B.58)2WwW jije6=~1

4. Statistilise hinnangu molste

Tegelikkuses uuritava tunnuse jaotus valimis el ko-
peeri tépselt selle tunnuse jaotust uUldkogumis. Nii siis
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tuleb teha rahet valimist leitud karakteristiku ja uldkarak-
teristiku vahel. Valimist leitud -karakteristikute vaar-
tusi nimetatakse statistilisteks hinnanguteks.Olgu Uldkarak-
teristikoid tahistatud jargmiselt: keskvaartus f*t disper-
sioon téendosus p. Valimist leitud karakteristikud on
vastavalt aritmeetiline keskviirtus X, dispersioon s , suh-
teline sagedus w. Siin kasitletud hinnanguid nimetatakse
punkthlnnanguteks. Punkthinnang on juhuslik suurus, millel
on oma mitte teada olev jaotusseadus ja pole selge, kui
suur on tema erinevus hinnatavast: uldkaraktariatikust_Punkt-
hinnangu tdpsuse kirjeldamiseks kasutatakse vahemikhlnnan-
gut. Valimi pbhjal saab maarata vaartuste vahemiku, mis si-
saldab uldkarakteristikut K (kas 1, vOi p) teatud tde-
naosusega.Tavaliselt vietakse vahemikhinnang simmeetriliselt
punkthinnangu k (kas X, 52 voi w) suhtes piirides Kk - A
kuni Kk +A (Joonis 5)« Vahemikku (k -4 , K +[ ) nimeta-
takse usaldusintervalliks, 1 - piirveaks, k- [ — usaldus-
piirideks.

Toenadosust, millega usaldusintervall katab Uldkarakte -
ristikut K, nimejiatakse usaldusnivooks ot :

OoC = Pk K<« k +[ ) ehkcC= P(JK-K|™ L) -
Teisiti Oeldes — usalduspiirkond on vahemik, milles ette-
antud tbenadosusega ehk usaldusnivooga sisaldub Uldkarakte-
ristik (Joonis 5).

K-[ K K e
Joonis 5«

Usaldusnivoo asemel kasutatakse vahel ka olulisusenivood
e. riskiprotsenti y , mis on defineeritud kui f= 1 -cO.

Teoreetilised uurimused on ndidanud, et Uldkeskmise
parimaks hinnanguks on valimi keskmine x, tunnuse tden&o-
suse p parimaks hinnanguks on valimist leitud suhteline sa-
gedus w, uUlddjspersiooni €I2 parimaks hinnanguks on galimi—

dispersioon s korrutatud teguriga n1 s.t. ns1
n- n-
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5> Keskvaartuse usaldusintervall. kui uld-
kogumi standardhélve on teada

Olgu X mingi juhuslik suurus, mis allub normaaljaotu-
sele ja mille standardhdlve 6 on teada. Olgu antud selle
suuruse mingi vaiim, s.t. n vaartust xix2Ff*»xn* va~
liu: on saadud méotmiste tulemusena (nait. analudtiliste
kaaludega kaalumisel), siis voetakse Uldkogumi standardhal-
beks 6 aparaadi (kaalude) viga, mis on antud aparaadi
(kaalude) passis.

Saab naidata, et uldkogumi keskvédrtuse ju, usaldusinter-
vall on jargmine:

X" zZf/2 X + Zf/2 ~F*~ (€))
millesse keskvaartus fiL kuulub tbdendosusega oC= 1 -
Suurust2 t/z nimetatakse standardiseeritud Giormaal jaotu-
se F(t) taiendkvantiiliks. ta leitakse kas spetsiaalse-
test tabelitest (tabel 3) voi standardiseeritud normaal-
jJaotuse F(t) tabelist (tabel 2).

Naide 1. Analudtiliste kaaludega kaalumisel saadi jarg-
mised tulemused (grammides)
0,70; 0,67; 0,70; 0,75; 0,74; 0,65; 0,76;
0,75; 0,78; 0,72.
Kaalude passis oli antud kaalude tapsuseks - 0,05 grammi.
Leida keskvaartuse usaldusintervall usaldusnivooga 0,60.
Olesandes on seega antud jargmised suurused &= 0,05,
n =10, &=0,60, f= 0,40.
Esmalt arvutame
x =-- (0,70 +0,67 +0,70 + 0,75 + 0,74 + 0,65 +
+0,7b +0,75 +0,78 +0,72) = 0,721
ijeiare zQ 2* Selleks tuleb lahendada vfrrand 0,8 = F(t).
Tabelist 2 leiame t = 0,84 vOi tabelist 3 saame 2=0,84
Seega usaldusintervall on
0,721 - 0,84 n 0,721 + ;
V10 " po
0,708< /U>< 0,734.
Toendosusega 0,00 kuulub ravimi keskmine kaal usaidusinter-
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valli (0,708; 0,734).

6. Keskvaartuae uaald.uaintervall valimi andaetel

Matemaatilises statistikas kasutatakse ka niinimetatud
t- ehk Studenti .laotust. Studenti jaotuse tihedusfunktsioon
ja jaotusfunktaioon s6ltuvad vabadusastmete arvust f = n-1,
koa n on valimi maht. Studenti jaotuse tihedusfunktsioon on
esitatav kujul

P(t) = Ba(l * -,

sxia 3p) s6ltub valimi mahust n. Joonisel 6 on toodud t-yp0-
;;ue tihedusfunktsiooni graafik erinevate vabadusastmete f

Joonis 6
Nagu naha, graafik on simmeetriline ordinaattelje suh-
ses.Vaikese vabadusastmete arvu puhul erineb t-jaotuse ti-
~eduafunktsiooni graafik tunduvalt normaaljaotuse tihedus-
funfrtsiooni graafikust. Suurte f vaartuste korral on see
erinevus vaiksem ja kui f siis t-jaotus ldheb Ule
normaal jaotuseks.
Saab nailaata, et Uldkogumi, keskvaartuse usaldus inter-
vall valimi andmetel on jargmine

r- vV/rnAn o /fr <N2 = <> -

millesse keskvaartus ~ kuulub tdendosusega oc= 1 Suu-
rust t"yp nimetatakse t-jaotuse taiendkvantiiliks, mis lei-
takse spetsiaalsest tabelist nr. 4.

vaide. Malmi sulatamisel on kahjulikuks lisandiks vaavel.
Kuue katsepartii anallius naditas, et keskmiselt sisaldub su-
lami tennis X - 4,00 kg vaavlit. Arvutati ka valimi stan-
dardhédlve, milleks osutus s = 0,30 kg. V@ttes riskiprotsen-
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difig 5%, leida, missugustes piirides vdiks muutuda keskmine
vaavli hulk tonni mabai kohta.

Siin antud juhul ¥ = 5> vdttes 'f' = 0,05» leiame t-jao-
tuse kvantiilide tabelist, et ttfy®» = 2,57* Asetades need
arvud valemisse (2), naeme, et

3,68 < p < 4,32.

111. KORRELATSIOONITEOORIA

1. Funktsionaalne a statistiline soltuvus

Kaks suurust 2& oa on funktsionaalses soltuvuses,
kui Uhe suuruse igale lubatavale vaartusele I vastab teise
suuruse kindel vaartus - oeldakse, et ~ on argumendi
X funktsioon, mida téhistatakse jargmiselt | =

Leidub aga palju suurusi, mis on Uksteisest sdltuvad,
kuid ei ole taidetud funktsionaalse sOltuvuse definitsioonis
réhutatud tingimus, et Uhe suuruse igale vaartusele vastab
teise suuruse kindel vaartus. Nii on lugu juhuslike suurus-
tega. Teame, et juhuslikku suurust iseloomustab tema jaotus-
seadus. Kuil Uhe suuruse igale véartusele vastab teise suuru-
se vaartuste jaotus, mis -muutub koos esimese suuruse muutu-
misega, siis nimetatakse kahe suuruse vahelist s6ltuvust
statistiliseks e. stohhastiliseks sdltuvuseks. Statistilise
soltuvuse Uheks eriliigiks on korrelatsioon.

Statistilise sBltuvuse mdiste on laiem Tfunktsionaalse
soltuvuse mdistest. Funktsionaalne sdltuvus on statistilise
sbltuvuse Uks piirjuhte, kui 'X ja ” on uksilheses vasta-
vuses. Teiseks pilrjuhuks on suuruste taielik sdltumatus.

Korrelatsiooniteoorla tegelebki kahe juhusliku suuruse
vahelise seose uurimisega. Korrelatsiooniteoorias on kaks
pohiulesannet;

1) suurastevahelise seose tugevuse hindamine, s.t. sel-
gitamine, kuivord tUhe vaadeldava suuruse muutumine oleneb
teise suuruse muutumisest;

2) juhuslike suuruste vahelise juhuslikkust sisaldava
seose esitamine funktsionaalse seose abil.



2. Lahteandmete esitusviise

Toeae a katset. Ilgal katsel uurime kaht tunnust: % ja
. Katsetel saadud tunnuste vaartused X ja ”~ esita-

X Xi X%

a = * b - *
3iin volb esineda kordseid vaartuspaare, seetdttu on ots-
tarbekas katseandmed korrastada molema tunnuse jargi.Saa-

me korrelatsloonltabeli (tabel (m)), kus on vaartuste-
paari ( X{y ) esinemisesagedus. Kehtivad jargmisi seosed.
T6rdub N r. fr rv,

1)

Uhe tunnuse kindlale vaartusele vastab teise tunnuse
vaartuste jaotus. Voib leida tunnuse mingi vaartuse esine-
misesageduse, mis virdub vastavas reas voi veerus olevate
sageduste” suamaga. Naiteks vaartuse X: eaineaiseeagedus

& h e vaartuse esinemisesagedus ~NJ

HaideS. Grupis on 20 ulidpilast. Esitame kontroll”~ool
saadud punktide arvu a. ja eksamihinded ~ lihtsa korre-
latsioonitabelina

X 678910981098109106899897
53345 535 444 55 3343232i
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Sellele vastab korrelatsioonitabel

Esitatud tabeli andmed voib kanda ka joonisele, saame
korrelatsioonivalja, kus ( CCE ; ) on punkt ristkoordi-
naadistikus, sulgudes on kirjutatud sagedus.

W) w @

3. Korrelatsioonikordaja

Kahe juhusliku suuruse vahelise seose tugevuse uurimiseks
tuuakse sisse korrelatsioonikordaja moiste.

Tuletame meelde, et juhusliku suuruse dispersiooniks ni-
metatakse tsentreeritud hdlbe ruudu keskvaartust

JD(3C)=E[X-E(X)f.

Et vaatluse all on kaks suurust OC ja ™ , siis

£(41-E p -E A
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S6ltumatute juhuslike suuruste ja N summa dispersioon
on vordne liidetavate dispersioonide summaga

D(X+y) - 00(a) + £>(%
aga sOltuvate juhuslike suuruste korral

DX+Y) = £>(X)tE>{4)
b W c = E{pE-E(31P-ECTon korrelatsiooni-

moment. Kui C, ~0, siis juhuslikud suurused on sta-

tistilises st%uvuses. Kui aga r 0, siis ei saa veel
kindlalt vaita, et 3i ja Y- on teineteisest s&ltumatud.
Seda arvestades tuuaksegi sisse statistilise seose tugevu-
se hindaja korrelatsioonimomendi kaudu.
Korrelatsioonikordajaks nimetatakse korrelatsioonimomen-
di ja juhuslike suuruste standardhalvete korrutise jagatist

kas ja 6\‘J-I:\LL|,).

Korrelatsioonikordaja omadused:

1) s6ltumatute suuruste korrelatsioonikordaja on null;

2) korrelatsioonikordaja vaartused ei ole vaiksemad kui
-1 ja suureead kui 1, s.t. -1 <*" 1»

3 kui T = -1, siis on suurused 3? ja "+ funktsionaal-
ses sOltuvuses ja nimelt lineaarses soltuvuses.

4. Korrelatsioonikordaja arvutamine

Arvutamisel lahtume definitsioonist
cXxu
- @
* 3
1) LihtBa korrelatsioonitabeli korral, kui n katsel saadud

tulemused on esitatud vaartuspaaridena ( X. ,y.), saame
n t \ rt 1 1

kusjuures



"3 ~ ti - "4 m
2) Korrelatsioonitabeli korral, kus n katsel saadud véartu-
sed on korrastatud
*,L

®
Yy-i I
«I*
ukéd 1™
kus i
v
(6)
@)

Markus _Intervallide kaupa antud vaartuste korral tuleb suu-
ruste arvutuslikes vaartusteks votta intervallide keskkohad.
Naide 2. Leida punktis nr. 2 toodud naite 1 jaoks korre-
latsioonikordaja ja hinnata kontrolltdtde ja eksamil saadud
hinnete vahelist seost.
Arvutusi on soovitav teostada tabelina.

Vv X X ;3X, =Dt far=" Ji%ik Mr5 7

6 >16,0025 ;12,0050 2 2 4 -1,75 3,0625 6,1250
7 2 14.-* 2,1025 4,2050 3 7 21 -0,75 0,5625 3,9375
8 5 A H 0,2025 1,0125 4 5 20 0,25 0,0625 0,3125i
9 7%"b3,C 0,5025j 2,1175 5 6|30 1,25 1,5625 9,3750!
2,4025: 9,6100 S 20:75" 19,7500
JT20 169° 28,9500
X = AGS . 6;1 _ :ZS,A9§-_CE?_ W A
ac SA07 . N %0 1 tl03.



y =1r *375% ‘ - S - 299
Korrelatsioonimomendi leiame tabelist lk. 0.

*(6 "3 *1+6% 5*1 +7*2%1 +7*3*%1 +
+8%2-1 +8*3*3 + 8%4*1 +9*3*2 +9*4*3 +
+9*5*2 + 10 *4 *1 & 10 =5 *3) 25 - 8»45*3.75=0»56

Ax 0,56
4= — St- = - 0,1,672.

V96

5. Lineaarne regressioon

Olgu meil lihtne korrelatsioonitabel, kuhu on kantud
n katsel aaadud tulemused (ot,, ) - (*¥n, ). Et saa-
da paremat Ulevaadet, joonestame korrelatsioonivalja,saame
teatud punktide (3C;, ) hulga xy-tasandil. Meid aga
huvitab, kas poleks voimalik antud tabeli asemel saada uhte
valemit. Sisuliselt see tahendab, et tahame kahe juhusliku
suwia?use X ja j vahelist soéltuvust ldhendada funktsionoolse
s6ltuvusega y=F(X).Graafiliselt tdhendaks see,et l&dbi kat-
seliselt saadud punktide tuleks panna mingi kdver nn. re-
gressioonikdver. Regressioon on matemaatilises statistikas
Juhuslike suuruste vahelise sOltuvuse esitamine funktsioo-
nina.

Kdige lihtsam on regressioonikdveraks valida sirge, nii-
sugusel juhul saame lineaarse regressiooni.

Olgu regressioonisirge esitatav vorrandina

-~ *
Parameetrid a ja b maarame katsel saadud tulemustest vahﬁ@
ruutude meetodil, Vahimruutude meetodi idee seisneb selles,
et parimaks sirgeks, mis esitab katseliselt saadud sdltuvust,
peetakse seda, mille puhul katsel saadud vaartuste ja valemi
@) jargi arvutatud vaartuste vahede ruutude summa on vahim,
s.t. suurus
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n. * [i™ - (09™-bN)] + [M«.-(0N+4-)] + ...+ [*n-(aav”?

- [yt- (- E+5F> ©)
oleks minimaalne.

Tuleb leida kahe muutuja a ja b funktsiooni, Cc® u.@©@>0
miinimum. Miinimumiks tarvilik tingimus on antud juhul, et )
esimest jJarku osatuletised mdlema argumendi a ja b jargi
vOrduksid nulliga:

AU.  n du, Q
aa °» ° e

Leiame need osatuletised avaldisest (9)

| CR* (- |
1=4

9K

10 *

Vorrutades saadud osatuletised nulliga, saame kahest
vOrrandist koosneva slUsteemi parameetrite a ja b maarami-

e.kse n o n
Vilal,1 +
C-4 te* 1=A o
N7 re + -2 _ <10>
Arvestades seoseid 2_i X- = it.* , wmZjfy--
1=4 1~

saame selle sUs)}eemi lahendi esitada kujul
P

o, - o L2
S
4 = N - s-2*%4"
£1 X? - rCxl- ay

Kui kordajad a ja b on leitud, on teada ka regressioonisirge
vOrrand. Sisteemi (10) teise vOrrandi vdib esitada kujul

17 - AL + Y
T C12)
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millest ndhtub, et regressioonisirge labib alati (X ,™ ),
&ida nimetatakse korrelatsioonikesk-punkti fre-

Suurust a nimetatakse regressioonikordajaks ja tahista-
takse a = 4us esimene indeks ~ on resultatiivne tun-
nus ja teine X- faktortunnus. Seostest (10) jareldub, et

0p &
a3
ja L
Nii vOib korrelatsioonisirge (1) esitada ka valemiga
4 - "V * ( 4)
Me oleksime vpinud leida ka n ). siis faktor-

tunnuseks on , resultatiivseks tunnuseks X . Analoogi-
liselt ulal esitatule saab X regressiooni uurimisel *
suhtes regressioonisirge esitada kujul

+ 05)
kus Q on regressioonikordaja, kusjuures kehtib seos
o =-hau.
S 00)

Regressioonikordajate (13) ja (16) korrutisest ruutjuur
annab korrelatsioonikordaja

17)

Jarelikult on korrelatsioonikordaja vordne regressiooni-
kordajate geomeetrilise keskmisega; mark ruutjuure ees Uh-
tib regressioonikordaja margiga.

Naide 3. Leida naite 1 Ulesande jaoks regressioonisirge,
valides faktortunnuseks X .

Leiame esialgu regressioonikordaja * arvestades
naites 2 saadud tuxemusi: X = B,45; = 3»75» 67= 1,448,

6L1 = 0,988, Cr,=0,562.
1 30 = °7?6jL * 0 39
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Kt regressioonisirge labib alati korrelatsioonitsentrit, an-
tud naites punkti (8,45; 3»/5)» siis vOime valja Kirjutada
regressioonisirge vorrandi

N4 = 0,39 (3£ - 8,45) + 3,75
ehk 0,390t -~ - 0,37 = 0.

6 . Mitmene korrelatsioon

Olgu antud kolm juhuslikku suurust AN N e Meid huvi-
tab, kas nende suuruste vahel valitseb mingi seos ning kui
tugev see on. Omades katsetel saadud tulemusi, leiame kdik
kahe muutuja vahelised korrelatsioonikordajad:

__S:U-k_**4

22 - nxz.
. = = 18
My = 1= (18)
2 . A2 - - Kius"
rm, = <«d J

Nuud arvutame osakorrelatsiooni kordajad
— CTI*4

I*s

Y<- TEX - *«)

Need valemid vdimaldavad maarata kahe muutuja vahelise
korrelatiivse seose tugevuse, elimineerides kolmanda mju.
Nil naiteks meile suuruste ~ Ja 1 vahelise
korrelatiivse seose tugevuse, kusjuures X mdju ei arves-

tata.
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Kui valida % ja ~ faktortunnusteks, saame suurustevahe-

lise korrelatsiooni tugevuse hindamiseks niinimetatud vaba
korrelatsioonikordajat

R * vV xz-®X% = Lg

mis on alati posfti ivne fa'vgi% omandada Vaartusi 0 ja(io)
vahel .

Kui R=0, siis on jL konstantse suurus % ja eri-
nevate vaartuste jaoks.

Kui R = 1, siis on nende suuruste vaartuste =« F
2 vahel linaarne seos:

2'» ax +"N +c,
kus a, b ja c on mingid konstandid.

Naide. Leiame tammetdru pikkuse ao. , 1abimdddu ~ ja
kaalu 2 vahelise korrelatsiooni, kui on antud katseandmed,
(tabelis x , ™ ,2 veerg)

® 42 2 oc2- 4 a* %4 «r 4*
31 17 1 91 289 2601 527 1581 867
28 41 784 225 1681 420 1148 615
2715 47 841 225 1849 435 12471 645..
2 48 1024 225 2304 480 1536 720
26 14 2» 676 176 841 364 754 406
28 16 4? 784 276 1849 448 1204 688
2l 16 31 727 2% 061 432 837 496
81 17 2?22 91 169 1024| 403 992 416

14 3?7 1156 196 1521 476 1326 546

2312 19 529 144 361 276 437 228

21 287147 975 8445 2181 14992 4261 11062 Sb2?

Arvutustulemused kanname tabelisse, leiame summad. Valemite
@B) jJja @ jargi leiame dispersioonid:
5*_. 9,89,

Korrelatsioonikordajad arvutame valemite (18) jargi:

= *«= °ifli v =
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Nuiid leiame vaba korrelatsioonikordaja (20) R = 0,96. Saa-
dud tulemus naitab, et tammetdoru kaal soltub oluliselt t6-
ru pikkusest ja labimdo6dust.

17. STATISTTI.IRTK HSpOTKKSIDE KPV/BWL A AWB

1 Statistilised hiupoteesid

Statistiliseks hipoteesiks nimetame vaidet uldkogumi
toenaosusjaotase (voi selle mingi parameetri) kohta.

Statistiliste hipoteeside kontrollimise Ulesanne esita-
takse teineteist valistavate hipoteeside paarina, milledest
Uhte nimetatakse sisukaks hipoteesiks (H"), selle vaite al-

ternatiivi — nui 3hipoteesiks (Hy). Viimane on esimese vas-
tand, s.t. kui ei kehti , SIis peab kehtima Hq ja vastu-
pidi.

Naiteks. Kirjandusest on teada, et teatavas droogis mo-
jJuaine protsent pole suurem viiest. Rahvameditsiinis soovi-
tatakse droogi valmistamiseks vajalikke ravimtaimi koguda
suvisele pooripaevale eelneval taiskuu ohtul. Kui sel soo-
vitusel on mingit reaalset alust, peaks see valjenduma suu-
remas mojuaine protsendis. Olgu fiy mdjuaine keskmine prot-
sent taiskuu ool korjatud droogis. Siis probleemi vdime esi-
tada vaitena mdjuaine keskmise taseme jJuc kohta. Hipotees Hqg
kehtib kui 5* hupotees BU kui J>5*

Probleemi lahendamisel tuleb langetada otsus hiUpoteesi-
de kohta. Katsetulemuste pohjal Uks neist vastu votta. Et
otsus langetatakse valimi pdhjal, siis vOib ta osutuda eks-
likuks.

2. Voimalikud vead

HUpoteeside kontrollimisel vdivad esineda neli jargmist
Juhtu.
A. Olgu nullhupotees 0&ige.
1) Teeme katse, s.t. statislise anallisi, mis kinni-
tab Hg Oigsust, valime Hg .
2) Statistiline analiis ei kinnita Hgq Oigsust, valime
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BL, s.t. teeme esimest liiki vea.

3. Olgu nullhipotees vale.
3) Statistiline analliUs kinnitab, et Hg pole oige,
valime .
4) Statistiline anallis ei kinnita, et Hgq on vale.
Valime Hg ja teeme sellega teist liiki vea.
Vigadel on erinevad tagajarjed, aida saab selgitada
jargmisel naitel.

Olgu tarvis Hndiaks teha, kas mingi uus ravim sobib
kasutamiseks vdi on see liiga mirgine. Olgu nullhipotee-
siks ,,Ravim on liiga mirgine" = Hq . Bsimest liiki vea tee-
me, kui tunnistame ravimi kasutamiskolblikuks. See on oht-
lik. Teist liiki vea puhul tunnistame ravimi mirgiseks, kui-
gi see nii pole. Selline viga pole ravimi kasutajale ohtlik,
pdhjustab aga taiendavate uurinute tegemist vdi tootmisteh-
nika. taiustamist, viies seega mittevajalikele kulutustele.

Nagu nagime, erinevate hiupoteesidega liituvad erinevad
vead.: votaae vastu H”, vBimalik esimest liiki viga; vOtame
vastu Hg, voimalik teist liiki viga. Kuna esimest liiki ta-
gajérjed on raskemad, antakse ette tdke selle vea tegemise
tdendosusele, aida nimetatakse olulisuse nivooks "f . Siis
on teist liiki vea tegemise tdendosus tdkestatud suurusega
1-t =o0,

Otsus hiipoteesi kehtivuse kohta langetatakse vastavalt
usaldusnivoole oc , nii et kui oC , siis ei loeta hipo-
teesi kehtivaks. Seoses sellega valitakse tavaliselt sisu-
kas hipoteesiks H* vdide, mida tahetakse tdestada, nullhi-
poteesiks aga véaide, mis vastab kehtivale olukorrale voi
traditsioonilistele tdekspidamistele.

3* Statistiliste hipoteeside kontrollimine, kesk-
vaartuse vordlemine

Statistiliste hipoteeside kontrollimine toimub tavali-
selt mbpal khinnangirte kaudu. Olgu naiteks nullhipoteesiks
see, et mingihinnatav parameeter a omab etteantud vaartuse
ae, seega HO : 0,70". Alternatiivseks hiUpoteesiks on d*0o
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Nagu teame eelnevast, saab kdiki statistilisi otsustusi te-
ha vaid teatud tdendosusega, tuues sisse olulisusenivoo ehk
riskiprotsendi . Kdige sagedamini kasutatakse jf"= 0,05
( risk on 5%-line), 0,01 (%) voi 0,001 (©.1%).
Nuud leiame parameetri a usaldus intervalli

Kui antud vaartus a0 langeb sellesse vahemikku, loeme null-
hupoteesi 0igeks, vastasel juhul on dige alternatiivne hi-
potees. Kvantiile X ja G-f//Z nimetatakse hipoteesi H*

kriitilisteks vaartusteks.
Naide. Antud keemiline protsess toimub optimaalselt,kui
kasutatava lahuse pH on 8,50. Tehti 5 pH mddtmist ja saadi

8,29; 8,30; 8,31i 8,30; 8,32.
Kas vdib nende andmete pbhjal lahuse pH lugeda vdrdseks
8 .30-ga?

Nullhipoteesiks votame vaite pH = 8.30, arvutades X =
=8,31 ja S =0,013. Kasutame valimimeetodis toodud vale-
mit (2), vottes pi = 8,30 ja riskiprotsendiks 5 Siis tabe-
list 4 leiame tgfa = 2,78. Asetades need arvud valemisse

(2), saame 8,29 < p-< 8,33, Et arv X = 8,31 kuulub selles-
se vahemikku, siis vOime lugeda nullhipoteesi 0Oigeks.

4. F-_laotus
Selles punktis tutvume veel Uhe jJaotusega, aida l&heb
meil edaspidi tarvis. —
Olgu meil kaks valimit dispersioonidega $4 ja ja
vabadusastmete arvudega -1, -1. Olgu esi-

mene valim vOetud mingist Uldkogumist dispersiooniga 6”7
teine mingist teisest Uldkogumist dispersiooniga 6”. Moo-

dustame suhte

V. ST

6z 5
Nii defineeritud suurus allub F-daotuaseaduaele (ka Fi.sher-
-Snedecori jaotus). F-jaotus on ebasueaeetriline ja tema
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tSenaosusetiheduse graafiline kuju sdltub olulisel maaral
vabadusastmete arvust ( joon. 7 )

Tabelis 5 on antud F-jaotuse taiendkvantiilid mitmesugu-
guste olulisusenivoode ~ jaoks, sOltuvalt vabadusastmete
arvudest ). Selgub, et F-jaotuse kasutamisel on

tarvis leida ka taiendkvantiilid » kuid tabelis neid
pole. Nende arvutamiseks on seos
“TJFVFE) _
Naide. Arvutame taiendkvantiili J'q&(4 ,3). Valemit?®)
pohjal ja taiendkvantiilide tabelist 5 saame

/ A 04S.

5. Dispersioonide vordlemine

Oigu tarvis uurida mingit tunnust. Teeme antud Uldkogu-
mist kaks valimit. Meid huvitab kas mbélemast valimist leitud
tulemused on vOrdse tdpsusega. Olgu esimene valim mahuga

ja leitud dispersioon . Teise valimi korral on need arvud
A4, mdlemad valimid on tehtud samast uldkogumist
dispersiooniga , Siis vOrdse tapsuse korral peaksid ole-
ma mdlema valimi Ulddispersioonid €I, ja 6r vOrdsed e.
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«?-<£-67

Votame nullhipoteesiks vaite, et mdlemad valimid on sama
tiépsusega H., Alternatiivseks hipoteesiks on
Hc:

Tabeli kasutamise lihtsustamiseks eeldame, et oleme va-
linud esimeseks valimike selletmillel valimi dispersioon on

suurem, s.t. 47Ny 3a suhe
-En.
On voimalik tBestada,et kui €£ = 6" ,sUs iga olulisuse
nivoo puhul,mis taidab tingimust. 0,5, kehtib
N
A (fd»f*) tdendosusega ®)

Jarelikult, kui vorratus (6) on rahuldatud, siis kehtib
nul lhiipotees, vastasel korral nullhipotees osutub ekslikuks
ning mdlema katseseeria tapsus tuleb lugeda erinevaks.

Naide. Kaks laboranti teostasid teatud keemilise aine
analtisi. Esimene laborant tegi 20 anallUsi ja sai arvutami-
sel valimi dispersiooniks S™= 0,0295- Teine tegi 13 ana-
luisi ja sai st= 0,013% Kas vOime vaita, et mblema labo-
randi t66 oli sama kvaliteediga?

Kui votame olulisusenivooks 10%, siis tabelist 5 saame

3~0,0s09.12) = 2,54 Et antud juhul = 2,12,
siis Virratus (6) on rahuldatud ja jarelikult pole meil alust
lugeda laborantide t66 tdpsust erinevaks.

V. DISPERSIOONANALUUSI ALUSED UHEFAKTO-
RILINE DISPERSIOONANALUUS

Dispersioonanaliisiga puutuge kokku juhul, kui oleme
teinud katseid vdi vaatlusi ja on tarvis saadud andmeid
matemaatiliselt umber tdotada. Nii on dispersioonanaluis
matemaatilises statistikas kasutatav meetod, mis uuritava
tunnuse dispersiooni osadeks jaotamise teel vdimaldab ana-
lilsida antud tunnuste e. faktorite mdju uuritava tunnuse
keskvadrtusele. Me tutvume siin Uhefaktorilise dispersioon-
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analllsiga.
Olgu meil mddtmisel saadud andmestik jaotatud k osavall-
miks ( K veergu):
*44,

X Z<> X*Z)
(1)
*yyd —eey
Osavalimiteks jaotamine toimub mingi kindla faktori pdhjal,
Iga osavalimi oleme saanud selle faktori mingil kindlal vaar-
tusel e. faktori tasemel. Kui uuritav tunnus so6ltub faktorist,
siis erinevatesse osavalimitesse kuuluvad tunnuse vaartused
on kujunenud erinevates tingimustes ja on pShjust oletada, et
erinevad osavalimid parinevad erinevatest Uldkogumitest, mil-
le keskvaartused ..., &* on erinevad. VO8ib aga juhtu-
da, et tegelikult on tunnuse keskvéaartused kdikides tingimus-
tes Uhesugused ja oletus erinevate osavalimite kohta lihtsalt
meie poolt valja mbéeldud fiktsioon, sest uuritav tunnus ei
so6ltu faktorist.
Seega vbime antud olukorras plUstitada statistilised hipo-
teesid. Kui uuritav tunnus ei sOltu faktorist, siis kdik osa-
valimid kuuluvad Uhte ja samasse uUldkogumisse ja kehtib null-

hipotees:
: eea Kt-
Vastasel korral kehtib sisukas hipotees
X, ; leiduvad ~

mis naitab osavalimite kuuluvust erinevatesse Uldkogumitesse.
Kaide 1. Soovitakse kontrolli,dm, kas kalmuse juurtest val-
mistatud droogis eeterlike 6lide sisaldusprotsent (uuritav
tuimus) soltub juurte kogumisajast (fakfeor). St peale kogu-
misaja vOib uuritav tunnus s6ltuda vaga mitmest juhuslikust
asjaolust, peaks tegamatingimata mitu mdotmist, kuna eesmar-
giks on valLja selgitada keskmisi tendentse. Nii kogutakse
iga kuu teisel néddalal viiest erinevast kasvukohast juured,
valmistatakse droog ja maaratakse kindlaks eeterlike o6lide
sisaldusprotsent. Saadakse jargmine tabel:
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1 2 3 4
4 aprill mai september oktoober
1 4,6 4,7 4,5 4,4
2 4,8 4,8 4,4 4.9
3 5,0 4,9 4,7 4,5 (2)
4 4,7 4,9 4,6 4,7
5 4,9 4,8 4,6 4,6

Andmeid vOib illustreerida ka joonisel

4,2 43 4,4 4,5 4,6 4,7 4,8 4,9 5,0 51

Esitatud hupoteeside kontrollimiseks teeme ksaka eeldust:

1) uuritav tunnus on normaal jaotusega;

2) tunnuse hajuvus on kdikides uuritavates uUldkogumites
Uhesugune, s.t. et dispersioon on kolkides (ks ja seesama.

Pustitatud hipoteeside kontrollimiseks kasutatakse kul-
laltki ootamatut votet — arvutatakse kahel viisil Mnnang
modtmistulemuste Uhisele dispersioonile, otsus aga langeta-
takse nende hinnangute vérdlemise pohjal.

Tahistame J-nda veeru keskvaartuse tabelis (1) @Cj, kdi-
kide moéotmistulemuste keskvaartuse X... (Indeks, ule mille
summeeritakse, tdhistatakse punktiga). Eui eeldada, et uld-
kogumite keskvadrtused ei erine, siis saab ndidata, et suu-
rused

MS* = * (Xj -xO/k-4; (©)

@
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hindavad uht ja sama suurust 6”7 tunnuste Uhist dispersioo-
ni. Saab nédidata, et suhe

T*" = miuSsf (5)

allub F-jaotusele parameetritega » =k - 1 ja (n-1)k.
Kui keskvéértused on erinevad,siis on murru (5) lugejas olev
suurus m s; 3uurem kui nimetaja Ms, . Seega ™ suured
vaartused esinevad sisuka hipoteesi # korral.

Praktiliseks llesande lahendamiseks peavad meil olema
?-jaotuse tdiendkvantiilide tabelid. Andes ette toendosuse
eksida e. olulisusenivoo , Saame jargmise otsustuse lange-
tamise reegli:

Kui 37 > > » ), siis kehtib

kui (" siis kehtib K .
kus on arvutatud katsetulemustest valemite (3)» (4) ja
(5) jargi, leitud tabelist 5»

Reeglina koondatakse vajalikud arvutustulemused nn. dis-
persioonanaliisi tabelisse:

Ha, uvuse Hajuvuse Vabadus- Keskml ne Suhe
suurus aste hajuvus
(o023
Faktori K-4 £
noju i= 1
Juhuslik MS*

viga S<- ZLZigpu - 8 (n-O* MS,”>= S’

lldhaj s
juvu SV Z (e n<—a
=* LT

Viimane rida on saadud kahe eelmise rea summeerimisel ja
v@imaldab arvutusi kontrollida. Kontroll on haddavajalik ké-
sitsi tehtud arvutamisel. Nagu n&dha, tunnuse hajuvuse vaar-
tuse suhtes voib jagada kaheks osaks:

1) osavalimite keskvéartuste hajuvus keskvaartuse suhtes;

2) osavalimite elementide hajuvus osavalimite keskvaar-

LA



tuae suhtes.

Naide 2. Rakendame dispersioonanaliiisi naites 1 toodud
andmestikule, vdttes riskiprotsendiks 1% e. ~ = 0,01.

Valime nullhupoteealka vaite, et kalmuse juurtest val-
mistatud droogis eeterlike 6lide sisalduvusprotsent ei sél-
tu kogumisajast.

Nagu tabelist (2) naha, onk =4jan =5, jarelikult
vastavad vabadusastmed 17=3 ja = 16. Tabelist 5 lei-
me o4 ~ 5"

Nuud arvutame tabeli (2) veergude keskvaartused*

P* = 4,80; Xj_= 4,82; JIS= 4,56; XN= 4,62 ja koikide
andmete keskvéartuse CC, = 4,70. Valemite (3)» (4), (5) jar-
gi saadud arvud kanname dispersioonanaluisi tabelisse:

Hajuvuse Hajuvuse Vabadus- Koafrml iy Suhe
allikas suurus aste hajuvus
Faktori 0,252 3 0,084
mdaju 4.2
Juhuslik 0,328 16 0,020
viga
6ldhajuvus 0,580 19

Nagu naha, on katseandmetest leitud P* k 4,2 suure*
kui tabelist leitud ? * 5*3* J&relikult antud reegli p6hjal
ei kehti 3C., vaid tuleb valida ~ , mis vdidab, et droogis
sisalduvate eeterlike 0lide protsent ei sdltu kogumisajast.

VI. AEGREAD

Mitmesuguste nadhtuste muutumist ajas vdib kirjeldada
aegridadega.

Aegrida on mingi nditaja arvuliste véartuste jada ning
iseloomustab néitaja taset vastaval ajamomendil. Naiteks,
teeme katse ja registreerime mingi tunnuse vaartuse kladla-
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tel ftjuowntidellilllm Iga jargiltie erineb eelmisest kind-
le ajasaenu elik intervalll vdorra. Aegrlda on olemuselt
pidev, kulTord proteese on tegelikkuses pidev, kuid tingli—
kult diskreetne, kuivdord naitaja tasemete t registreerimine
ei toimu pidevalt. Kui tavalises valimis mdddame erinevaid
objekte ja saame vaartused, eile antud juhul mdddame uhte
ja sama objekti erinevatel ajahetkedel. Kui tavalises vali-
mis on vaatiostulemused sdltumatud, siis aegrea korral vdi-
vad tulemusest lUksteisest sdltuda.
Aegridu vdib jaotada jargmiselti
1) momentrlda. ais sisaldab vaartusi kindlatel aja-
hetkedel;
2) Intervallitud rida, mis sisaldab vaartusi kindlates
ajavahemikes;
3) tuletistida, mis sisaldab vdartuste keskmisi; nédi-
teks,ravimi tarbimist elanikkonna the liikme kohta.
Statistika seisukohalt on (ks oluline eriparasus, mis
iseloomustab apteegimajanduses esinevaid aegridu. See on
nende valke maht ( 10-20 véaartust).
Aegrldade analuisimisel on iUldkasutatav selline lahene-
misviis, et aegrlda eeldatakse koosnevat ilksikute komponen-

tid. «t No» Jft) +1L(F)*F j(+) + ,

kus on aegrea tase momendil -t , £(-fc-) - trend, h(t) -
harmooniline komponent, s(t) - sesoonne komponent, " -
jaakilige. Paneme tahele, et aegridade puhul eeldatakse,et

1«0 4' et tv2f . r-i, T.

Sellitne_gegrea esitamine on muidugi tinglik, kuid annab pal-
ju vaartuslikku informatsiooni nahtuse dinaamika seaduspéara-
suste kohta. Paljudel juhtudel pole selline esitusviis isegi
vajalik. Meie eeldame, et aegrea vdib esitada nn. trendi

{(+),
kas trend on mingi matemaatiline funktsioon, mis iseloomus-
tab nahtuse arengutendentsi uuritaval ajavahemikul ja ainult

sellel ajavahemikul, mille kohta on teada aegrea tasemed.
Sellist aegrlda nimetatakse determineeritud aegreaks.
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Aegrea analiusimise eesmark on valida trend, mis on koos—
kolas katsel saadus tulemustega, ja prognoosida siis aeg-
rea kaitumist.

Olgu katsel saadud tasemed esitatud kujul

vt 1l A ¥R - M
4 -T -FM r+z ... r

Sellise aegrea vdib asendada Uhe funktsiooniga, kasuta-
des katseandmete tasandamiseks vahlaruutude meetodit. Hal-
teks, eeldusel, et vaartused sdltuvad ajast lineaarselt,an-
name ette

N ¢ a.+

kus parameetrid ja Q, leiame nagu tavalised regressi-
oonikordajad (vt. peatukk 11l p. 5). Parakeetrite Q9 ja
21 leidmiseks saame“usteemi

tvA* B Mt
+T * »

kus (%)

Eeldusel, et trend on eksponenteiaalme

ja kasutades parameetrite maaramiseks vahimruutude stodit,

Praktikas v@ib esineda selliseid aegridu, mlle trendi el
ole vdimalik esitada mli®l mate—utilise faattiltwlat. 9»If
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Ilsel juhul kasutatakse trendi ligikaudsete vaartuste leid-
miseks aegridade silumist nn. libiseva ke”biise aeetodiga.
Libiseva keskmise meetodit kasutatakse ka veel juhul, kui

koos lineaarselt kasvava tendentsiga on naha, et m&otmis-

fculeauaed muutuvad, perioodiliselt ( joon. )

toimub esialgse aegrea asendamine uuega, kus aegrea vaar-
tused on esialgse aegrea aritmeetilised keskmised:
m

17=x¢> ’

Baide. On antud TRU farmaatsiaosakonna ldpetajate arv
aastatel 1972 - 1980.leida antud aegrea trend silumisel Ii-
neaarse funktsiooniga.

Aasta

*fe VvV 5

1972 20 -4 -80 16

1973 19 -3 -57 9

1974 20 -2 -40 4

1975 22 -1 -22 1

1976 34 0 0 0

1977 25 1 25 1

1978 30 2 60 4

1979 36 3 108 9

1980 27 4 108 16

233 102 60

Arvutame valemitest (*)

a, = ~ =2519! al=-~ =1)7
Selle aegrea trend on = 25,9 + 1»7t.
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711. OPTIMISEERIMIS- JA JUHTIMISMEETODID
FARMAATSIAS

Viimaste aastakimnete jooksul vaijakujunenud uus teadus-
haru, mis uurib matemaatiliste meetodite kasutamise vdimalu-
si majanduselu praktilises juhtimises» on tuntud operatsioo-
nianaltlisi nime all. Operatsioonnimetatakse sealjuures
mingi inimkollektiivi sihikindlat, teatavat eesmarki taotle-
vat juhitavat tegevust. Operatsioonianaliis uuribki operatsi-
oonide mingis modttes parima organiseerimise vdimalusi ja moo-
duseid. Operatsioonianaliisi uurimisobjektideks olevate prob-
leemide hulgas on matemaatiliselt kdéige enam l&biuurituteks
mitmesugused majandusliku planeerimisega seotud kisimused.Oma
sisulise struktuuri jargi vdib majanduslikul planeerimisel
kerkivad matemaatilised illesanded jaotada kahte suurde klassi.

1) Esimese klassi moodustavad need uUlesanded, milles kdik
otsitavad on maaratud, sisteemil on iks lahend ja kisimus
taandub selle valjaarvutamisele.

2) Teise klassi kuuluvad niisugused ulesanded, kus objek-
tiivsed tingimused ei maédra kdiki otsitavaid, vaid ainult tea-
tud ulatuses kitsendavad nende valikut. Sellisel juhul jaab
plaani koostajale vabadus valida véimalikest plaanidest see,
mis mingi efektiivsuse Kkriteeriumi mottes osutub parimaks.

Matemaatiline planeerimine ongi operatsioonianaliusi see
haru, mis tegeleb niisuguste ,mingis méttes parimate" ehk
optimaalsete plaanide leidmiseks vajalike meetodite valja-
selgitamisega.

1. Lineaarse planeerimise (llesande pilstitamine

Leida niisugused mittenegatiivsed muutujad x”~,x2,...,xn,
mis maksimiseerivad sihifunktsiooni

z = clx1l +c™x2 + ... +cnxn 1)

ja rahuldavad kitsenduste silsteemi



aliXl + *12*2 + + alfrm * Bl»

*21*1 + a22X2 + *** +a2nXn ~ B2’ (2)
+am2l 2 + anmxn amnzx * br’
kordajad ja b® (i =1,2,....m) — Kitsenduste silsteemi vaba-

liikmed. Selle llesande lahendit nimetatakse optimaalseks
lahendiks. Lubatavaks lahendiks nimetatakse lahendit

O 0 o© n
(XN , Xg »eee» xn ), mis rahuldab kitsenduste susteemi (2)
ja mittenegatiivsuse nduet.

Lihemalt vdib selle llesande esitada jargmiselt. Leida
muutujate x-j3 = 1,2,...,n) niisugused mittenegatiivsed

vaairbiififtA. mille nuhul

Ma-rymp. Tavaliselt on kitsenduste sisteemil (2) I6pmata
palju lahendeid ja on vdimalik valida nende hulgast see,
mis muudab sihifunktsiooni maksimaalseks.

Optimiseerimisilesande kitsenduste analtiisimisel sel-
gub, et vdib esineda kolm erijuhtu:

1) kui kitsendused on vastuolulised, pole tlesandel
Uhtki lahendit;

2) kui lubatavate lahendite maaramispiirkond on tdkes-
tamata, on ka sihifunkt3ioon tdkestamata ja Uulesandel la-
hendit pole;

3) kui lubatavate lahendite maaramispiirkond on tdkes-
tatud mittetuhi hulk, leidub Ulesandel vahemalt uks opti-
maalne lahend.

Lineaarse planeerimise teoorias tdestatakse, et viima-
sel juhul kehtivad jargmised kaka pdhiméttelise téhtsusega
tulemust:
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1) kui lineaarsel planeerimise ulesandel leidub lokaal-
ne ekstreemum, osutub see ekstreemum Uhtlasi globaalseks;

2) kui optimaalne lahend on olemas, on see mingi loplijj
lahendusprotseduuri abil ka tapselt arvutatav.

Ndide. On vaja valmistada poluvitamiine: 10 kg"undentumi"
ja 12 kg "hendentumi” minimaalse hinnaga. Koostised ja hind
on antud tabelis.

Jrk, Aine Undentum Hendentum
JI»
1. Retinoli acetas 0,001 0,001 2,09
2. Thiamini bromidum 0,00258 0,00194 0,50
3~ Riboflarinum 0,002 0,0015 0,50
4. Puridoxini hydrochioridum 0,003 0,002 1,00
5. Cyanocobalaminum 0,000002 0,00001 100,00
6. Nicotinamidum 0,02 0,01 0,074
7. Acidum ascorbinicum 0,075 0,075- 0,04
8. Acidum folicum 0,0005 0,0005 2,50
9. Calcii pantothenas 0,003 0,003 0,06
10. Vitaminum P 0,01 — 0,20
11. Vitaminum E 0,01 — ei ole hinda
12. Tocophenoli acetas — 0,005 f
13. Ergocalciferolum — 0,00612 t
Kokku 0,127082 0,10607

Vastav matemaatiline planeerimisiilesanne on jargmine.
Leida niisugused mis minimiseerivad sihi-

funktsiooni
z = 2,09x1 +0,50" +0,50x" +x" + 100x" +

+ 0,074-Xg + 0,04x" + 2,50Xg +0,06x" +0,20x"q
ja rahuldavad kitsenduste silisteemi
0,001x™ +0,00258X2+0,002x+0,003xM+0 , 000002x™0 , 02x™+0, 075N +
+0,0005x3-10,003x (-+0,01x1040 ,01x11 ~ 10000-0,127082
0,001 x™-*0,00194x2+0,0015™+0,002x"+0,00001x™M+0, OiXg-»0 ,075Xy+
+0,0005Xg+0,003x™HO, 005x2+0,00612x™M ~  12000-0,10607
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2. Planeerimisilesande graafil loe lahendamine

Kui lineaarses planserimianlpasn«wksa On ainult kaks muu-
tujat, voib Ulesande laiendada graafiliselt.
Olesanne on jargmine. Leida vorratusesusteemi

alixi + < b-*

a2lxl +a22x2 ~ w2*

VX1 +am2xX2 < V
XAAQ, A2A A
lahend, mis muudab maksimaalseks fun;<tsiooni
Gj +c2n2*
Lahendamine. Esiteks joonestame valja kdik sirged ""x" +
+ pXp=br (i =1,...,a). Teiseks, leiame Kkitsenduste

slisteemi lahendi, s.o. pooltasandlte ihisosa. Joonestame val-
ja ka sirge + C2X2 = z* 311M suurusele z erinevaid

vaartusi. Saame paralleelsed sirged-Valime nende hulgast sel-
le, millel on veel pooltasandlte Uhisosaga uhine punkt ja
mille puhul z wvaartus on suurim.

Haide 1. Leida maksimaalne z, kui z =5x - 4y ja X
ning y rahuldavad tingimusi:

f x+y”™ 4
J 2x +y < 6
| Yy > °v
Lahendus. Joonestame ristkoordinaadistiku ja kanname sel-

lele sirgad x +y =4, vt. , 2Xx +y =6, vt. (2),y =0,
vt. (3).

52



Et leida kitsenduste slsteemi lahendit, leiame iga vorra-
tuse lahendi graafikul. Et lineaarse vorratuse lahendiks on
ks pooltasanditest, milledeks sirge jaotab tasandi, siis va-
lime suvalise punkti Uhel pooltasandil ja paneme selle punkti
koordinaadid vdrratusse. Kui vdrratus on taidetud, siis on
lahendiks see pooltasand, kus asetses valitud punkt. Naiteks,
esimese vorratuse x +y ~ 4 puhul valime naiteks koordinaa-
tide alguspunkti. Selgub,et vdrratus ei ole taidetud, jareli-
kult on lahendiks see pooltasand, mis ei sisalda punkti (0;0).
Margime lahendi graafikul noolekestega.Jne. Lopuks saame, et
kitsenduste susteemile vastab kolmnurk tippudega (2;2), (6,0)
ja (4,0) (joonisel viirutatud). Niud joonestame sirge 5x-4y=
= z#andes z-le erinevaid vaéartusi: z=0, z=2; z = 4. Toi-
mub sirge paralleellike. Jooniselt on ndha, et maksimaalne
z = 2 ja punkt (2;2) ongi otsitav punkt (kuulub lahendite
piirkonda ja z-1 on maksimaalne lahend), s.t. et optimaalne
lahend on x = 2; y = 2.

Naide 2. Leida mibiimaalne z vaartus, nii et z = 3x-2y,
-2xX +2y < 4, y ™ 4, x> 0.

Lahendus. Teeme joonise
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Nagu naha jooniselt,on lubatavale lahendile vastav piir-
kond. tdkestamata. Siiski on lahend olemas. Joonestame vélja
sirge z = 3x - 2y, andes z-le vaartused: -4; 0; 4. Nagu néa-
ha jooniselt,on .selle sirge ja lubatava piirkonna uhine

punkt (2,0) ja zmin = -4. Jarelikult on optimaalne lahend
X =0,y =2.
Baide 3« Leida z maksimaalne vaartus nii, et oleks téai-
detud tingimused:
z = 3x +4y;
-2X +y > 6,
X +y « 4,

x ™ 0O, y> O,
Lahendus. Teeme joonise.



Nagu naha jooniselt, puudub antud llesandel lubatav la-
hend, kuna kitsenduste susteem on vastuoluline.

Néide 4. Leida z minimaalne vaartus nii, et oleks téai-
detud tingimused
zZ = 2X - 2y)
X -y”"™ 1,
3x +y A7)
Yy > 0.

Lahendus. Teeme joonise.

Leiame, et lubatavaks lahendiks on kolmnurga ABC koik punk-
tid, kus A(1,0), B(2,1) ja C(n,0). Sihifunktsioonile vastav

sirge z = 2x - 2y on paralleelne kolmnurga kiiljega AB,kus-
juures zmin =2 ja ta Uhtib kiuljega AB. Jarelikult opti-
maalseks lahendiks véivad olla kolk loigu AB punktid ja
llesandel on Iépmata palju lahendeid.

3. Simpleksmeetod

Lineaarse planeerimisilesande kitsenduste silisteem on
esitatud vd@rratuste kujul. Naiteks
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Vorratustelt on alati vBéimalik ule minna vdrranditele,
tuues sisse mittenegatiivsed abitundmatud, antud ndites

XN ja Saame
xn - 2x2 + x5

1,

~X1 +4x2 + x4 = 1
Olgu gihl-PnnirhginnniV.g z = x* +Xx*t mille maksimum meid hu-
vitab.
Gldjuhul tuleb leida slsteemi

a"x”™ +al2x2 + ... +a, X +X
a21Xl + a22x2 = boi )
Su3 +amex2 + * mn T Xalm = by

lahend nii, et z = c0 +c"x* +c2x2 + (4)

omandaks maksimaalse vaartuse. Viimase vdrrandi voib Kirju-
tada kujuli

"CIX1 " C2X2 ¢ ®)
Teeme antud llesandele vastava simplekstabeli:
MR -
e X .. N 7 oo c
e ! —C*j... O o'... 0 4 )
b1 Q0% 0n 42 0 .. 0 O
| » g~ 0 4 ... 0 O
w a* 0O 0 .. 40
Uheks baasilahendiks e. nulliliseks erilahendiks on
.Z —Co, —0, X2 -0, ...jX~ -0, xn+{ - a+2 = b2’
Xrm —bm.
Meie uUlesandeks on konstrueerida uus erilahend nii, et
endiselt oleks x~ 0 (j =1,2,...,n +m) ja z omandaks

suurima vaartuse. Kdigepealt paneme tadhele, et olemasolevast
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erilahendist mingi lubatava lahendi saamiseks tuleb vahe-
mait uks vabadest tundmatutest N yeee*A muuta positiiv-
seks. Millist valida, et 2z suureneks? Vaatleme sihifunkfc-
siooni z avaldist (4). On selge, et kui mingi kordaja

on negatiivne, siis vastava x” suurendamine ei suurenda z
véaartust, vaid vdhendab. Seega niisuguste tundmatute suuren-
* damine meid sihile ei vii. Kui kdik kordajad on nega-
tiivsed vdi nullid, siis tundmatut =z pole Uldse vdimalik
suurendada ning me olemegi leidnud planeerimisilesande opti-
maalse lahendi. Sel juhul on simplekstabeli kdik esimese
rea elemendid, valja arvatud cO, mittenegatiivsed.

Olgu simplekstabeli esimeses reas Uks element negatiiv-
ne, nditeks -c-, < 0, siis valime juhtveeruks 1 veeru. Sel-
le juhtveeru teisendame Uhikvektoriks. Juhtreaks tuleb vali-
da niisugune rida, kus juhtveerus paiknev element on posi-
tiivne. Kui juhtveerus positiivset elementi pole, siis sihi-
funktsioon on t6kestamata ja planeerimisilesandel optimaal-
ne lahend puudub.

Juhtreaks tuleb valida juhtveerus positiivsete elementi-
dega ridade hulgast see, mille puhul rea esimese elemendi
( vabaliikme) jagatis juhtveeru samas reas paikneva elemen-
diga on kdige véiksem. Kui juhtrida on valitud, siis teos-
tades maatriksi ridadega elementaarteisendusi, muudame juht-
veeru Uhikveeruks. Nii saame uue lubatava lahendi, kusjuures
x* laheb otsitavate hulka, Uks endistest otsitavatest vabaee
de tundmatute hulka.

Nii olemegi kirjeldanud uhe sammu uUle3ande lahendamisel.
Jadasi kordub tdpselt sama protseduur. Kordamisi jatkatakse
seni, kuni saadud maatriksi esimeses reas ei ole negatiiv-
seid elemente. Viimane sel viisil saadud erilahend ongi pla-
neerimisilesande optimaalne lahend.

Simpleksmeetod on saanud oma nime 1979.a. ameerika mate-
maatikult G.B.Dantzigilt,kes esimesena seda kasutas»kusjuu-
res kehtib reegel: uUleminek uhalt erilahendilt teisele tu-
leb teostada nii, et maatriksi esimese veeru esimene element
kasvaks ja selle veeru ulejaddnud elemendid jaaksid positiiv-
seteks.
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fRaskus tekib siis, kui mingis maatriksis juhtrea esime-
ne element b® vdérdub nulliga. Siis uue erilahendi leidmi-
sel sibifunktsiooni vaartus ei kasva. Saame niinimetatud kd-
dunud lahendi .juhu, kus nullist erinevate tundmatute arv on
vaiksem kui kitsenduste arv,)

Naide. Koostame selle punkti alguses toodud llesandele
vastava simplekstabeli ja lahendame (lesande simpleksmeeto-
dil.

/ Nabe* n. 3 \Y4

%]

lige X, = x* x4 *m+ -Teisendus BE35I
0 -i 0 0 4 +f rida

A © -Z 4 0 0

*vo4 4 0 4 0 +Jrrida (00;*J3,0

44 0 -3 A 0 4 * pKordnt

.4 A "z A 0 0 eawordne

my O o A vz 0

oy 0] 0 % % A

* 3 4 0 Z | 0

3*4 0 4 vit Al 0 (tj4;0;0ft

Viimasel sammul saadud lahend:
xA =3, *2 =1, x» =0, x~=0 ongi optimaalne ja sihi-

funktsiooni maksimaalne vaartus Zmax =4,

Lahendus. Simplekstabelist vdib kohe valja kirjutada uhe
baasilahendi, vdttes x* = x2 = 0. Valime juhtveeruks 2. vee-
ru. Kuna selles on ainult Uks positiivhe element, mis asub 2.
reas, siis votame juhtreaks 2. rea. Nuud muudame juhtveeru
Uhikveeruks (vt. teisendus). Baasilahendis x2 = x* =0, lle-
jadnud otsitavad on otseselt leitavad tabelist. Paneme tdhe-
le, et esimese rea 3. veeru element on negatiivne, jarelikult
leitud labend ei ole optimaalne.

Valime uueks juhtveeruks 3» veeru ja juhtreaks 5. rea,
kus asub positiivhe element. Jagame antud rea kahega, et saa-
da juhtelemendiks arv 1 ja teisendame ulejaddnud juhtveeru
elemendid nullideks. Saame baasilahendi, vodttes Xjj = X4 =0.
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Nagu naha, on saadud lahend (3,1,0,0,4) optimaalne.esimeses
reas ei ole negatiivseid elemente ja maksimaalne z = 4.

4. Transpordiulesanne

Olgu meil tarvis vedada mingit kaupa ladudest
...,1~ tarbijatele T~,T2,...,Tn- Olgu teada selle kauba taga-
varad ladudes ai ja tarbijate vajadused b”.

Oletame, et kaupa on vdimalik vedada mistahes laost

mistahes tarbijani TJ ja on teada veo maksumus c .. laost
L- tarbijani T., Meie soovime koostada sellist veoplaani,
mille korral koikide tarbijate vajadused saaksid rahuldatud
ja vedude kogukulu oleks minimaalne.

Tahistame laost Li tarbijale Tj veetava kauba koguse
On ilmne, et N~ 0 ja et Uhestki laost ei saa kaupa rol-
kem vélja vedada,}l;ui seal tagavaraks on

H x‘i 6 ai, )
Teiselt poolt peab iga tarbija T" vajadus saama tapselt ra-
huldatud

L o ®
T

c* |

Kogukulu on

m
2 =ZIL y i o)

1

»*«

fflesanne. Leida Kkitsendusi (7) ja (8) rahuldavad mitte-
negatiivsed suurused xi;) (i =1,2,...,jif j =1,2,..., n),
mis annavad suurusele (9) minimaalse vaartuse.

Antud Ulesanne on lineaarse planeerimise ulesannees Sellel

Ulesandel leidub alati optimaalne lahend kui vaid
m n

u a- > Z
4
ehk ladudes olevast kaubast jatkub kdikide vajaduste rahul-
damiseks. Juhul kui ladudes oleva kauba hulk ja tarbijate
summaarsed vajadused on vdrdsed, nimetatakse ulgsanpet kdin-
Qiseks transporditlesandeks.
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Kinnisele "transpordiule sandele vastab tabel

W Vajadused

. K 4
)8 n
5

a,
at

Nagu naha,selles tabelis pole kirja pandud veokulusid. Veo-
kulusid arvestamata vdib leida lubatava transpordiplaani nii-
nimetatud ,loodenurga" reegliga, mille v6ib esitada jSrgmi-
selt. Tabelit hakatakse tditma Ulevalt vasakult nurgast.Kdi-
gepealt leiame

x11 = min (al,bl).

On kaks véimalust:

1) kui an < blf siis x” =al ja x"2 = ... =*1n =0,

2) kui bn < alf siis x* =Db" ja x21 = ... = xfil = 0.

Edasi, kui realiseerus 1. vdimalus, siis jargmisena leia-

x12 = min (al - b”, b2),
kui realiseerus 2. vdimalus, siis jargmisena leiame
x12 = min (a® - b<lb2).

Jne.
Naide.

Vajadused
4

_,
oo
corggw
OoNON

0
k
0
0

ArX hO
W ooow
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Saadud lahend on lubatav, kuld pole optimaalne, km po-
le arvestatud veokulusid.

5» Transporditilesande lahendamine Yogell meetodiga

Nimetatud meetod arvestab ka veokulusid. Meetodi idee op
lihtne — kaup tuleb vedada sellist koip;» Marsruuti
pidi, mille korral hinnalt .jargmine marsruut tooks kaasa kdi-
ge suurema kahju. Koostame transporditabeli, kuhu kanname va-
jadused ja tagavarad ning iga ruudu vasakusse Ullemisse nurka

veokulu 1 Kahju saame vastava rea (vdi veeru) kdige vaik-

3ewa veokulu lahatamlsel temale selles reas (voi veerus) sma-
ruselt jargmisest veokulust. Kauba kogused x”~ Kirjutame ta-

belisse iga ruudu paremasse alumisse nurka.
Meetodi selgitamiseks toome néite» algandmed on esitatud
tabelina:

Vajadused
M 2 > Z
"
B

7
* 2 2 3
6 S 6 H
Arvutarne kahjud, kandes need tabelisse 1k.62.
Tabeli 1. rea kahju I on leitud =6 ja = 4 vahena.

Nuud otsime vélja selle rea voi veeru, milles kahju | on k&i-
ge suurem. Leitud rea (vdi veeru) kbdige vaiksemale veokulule

c1 vastaval marsruudil Li'TJ tuleb teostada maksimaalne voi-

malik vedu, s.t. tuleb valida X135 = min (al,bJ). Antud juhul

on suurim kahju 4 2.reas, milles viaikseim veokulu on 3« St
sellele vastavad vajadused 2 ja tagavarad 6r siis saame kor-
raga rahuldada kéik vajadused, nii et x~» =2 ja x”~ = x"_ =

= 0.

Edasi arvutame uued kahjud — kahju Il, Kkusjuures ei ar-
vesta 4. veergu, mis on juba tdidetud. Saime suurima kahju 3
2. veerus, kus vaikseim veokulu on 5, teeme veo — 4.
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Nagu naha, 3» ladu saab tuhjaks, aga 2. tarbija vajadused
pole veel kdik rahuldatud. Saame x32 ~ 4’ X31 " *33 ~ °%

Arvutame kahju 111. Suurim on 3- veerus 4. Teostame veo
kdige odavamalt = 4., Saame X" = b5» =

Arvutame kahju IV.Suurim on 1. reas, milles kbéige oda-
vam veokulu on =6, Et vastav vajadus on 7, aga laos 1

on ainult 11 -5=6 Uhikut, siis x”* =6, x12 = 0.
Viimasena tuleb tadita veel 2. rida, et rahuldada kdik
vajadused: =1, x22 = 3* Vedude kogumaksumuse leiame

valemist (9)» pannes vastavad arvud asemele, z = 67-
Vogeli meetodiga saadud lahend on sageli asna ldhedane
optimaalsele ja modnikord isegi optimaalne.

6. Transpordiilesande lahendamine
potentsiaalide meetodil

Transpordillesande optimaalse lahendi leidmiseks lahtu-
me mingist lubatavast alglahendist, milles vaid n +m -1
tundmatut vdivad erineda nullist. Koostame tabeli ja kanna-
me selle alglahendi mallist erinevad ehk baasikomponendid



X" tabelisse. Anname eeskirja selle labendi muutmiseks, nii

et sihifunktsiooni vaartus vaheneks.

Leiame potentsiaalid u~(i =1, 2, ..., m ja 1»
2, ..., n), nii et oleksid tdidetud vordused
ul + T3 * cij m°> (1)

kus c. . on nullist erineva baasikomponendi x. . veokulu. Saa-

me tegelikult n +m- 1 voérrandit u. ja v. maaramiseks. Et
tundmatuid on uhe vorra rohkem kui vdrrandeid, siis voime
Uhele tundmatutest anda tédiesti vabalt vaartuse ja leida
Ulejaanud, sisteemist (1). Nuud arvutame suurused

*13 = Ul + v3 + c13-— <2)
Kui kdik w.. on mittenegatiivsed, siis on esialgne baasi-
lahend ka optimaalne lahend. Kui aga leidub indeksite paar
(ij)» et
I\|J
siis pole lahend optimaalne ning tuleb asuda parema lahen-
di konstrueerimisele.

Uue lahendi saamiseks valime (k 1) nii, et
"kl = “in »13,
"13< 0

ja muudame xk| baasitundmatuks. Niisugust muutmist on ots-

tarbekohane teostada jargmiselt. Leiame vaadeldava Ulesan-
de alglahendit sisaldava tabeli k-ndas reas mingi baasi-
tundmatu x, . , siis veerus j» uue baasitundmatu x. . , siis
i,,-S reas uue baasitundmatu x. .
1 172

tundmatuni x ~. Niimoodi saime kinnise SLhela. Alustades ruu-

jne., kuni oleme jdudnud

dust (k,l) maéargistame ahelasse kuuluvad ruudud vaheldumisi

sumbolitega , +" ja , - ". llmselt saab sellises ahelas
olla vaid paarisarv erinevaid tundmatuid.Nuud valime ,miinus"
méargiga ahela moodustanud baasilahenditest selle, millel on
minimaalne vaartus c. Uue baasilahendi leidmiseks liidawe c
kdikidele ,pluss" margiga ruutudes asuvatele baasilahendite-
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le ja lahutage k&8igist ,,miinus” margiga ruutudes asuvatest
baaeikomponentidest. Nii oleme muutnud kdiki ahelasse kuu-
luvaid elemente, kaasa arvatud ka xv|. Saame uue baasila-
kaadi.

Muud tuleb jéllegi moodustada slisteem (1), mis vastab
uuele baasilahendile , ja korrata eespool toodud lahendust,
kuni koik leitud on mittenegatiivsed ja vastav lahend

ongi otsitav optimaalne lahend.
Baide 1. V6tame punktis 5 toodud naite, Kkusjuures olgu

teada uks lubatav lahend: x =6, =1, X,., =4,
11

*21 * 1’ x22 = 2* *23 =1’ *24 =2’ x32 = x14 = X31 =
=*33 s X34 = °*

Koostame vastava tabeli, kuhu kanname kauba hulga ladu-
des ciI- , tarbijate ndudmised , veokulud c.. (iga vasta-

va ruudu vasakusse Ulemisse nurka) ja nullist erinevad le'-

Tabelile lisame veel veeru u- ja rea Vd markimiseks, mille

leiame vastava sisteemi lahendamisel.

Vajadused

* 9 1 <

\FIT .
fr6 33O£3 ﬂ °
sy & M

-/0 =J' CT— _3

Koostame susteemi eeskirja (1) kohaselt.
fr +vl +6=0,
N\ +vr +4 =0,
Ju+Vva+8=0, (1)
N3 +vz +8 =0,
J02 +vA +3 =0,
" +v2 +5 =0.
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Selles susteemis on 7 tundmatut ja 6 vdrrandit. Jareli-
kult vbéime (he tundmatu vaartuse vabalt ette anda. Olgu
AN=0. Siis v2=-8, Vj=-8 Vv*=-3, u =4 s -10,
ur = 3»

Kanname saadud lahendi tabelisse ja arvutame valemi (2) jar-
gi suurused Kanname ka need tabelisse, iga ruudu vasa-

kusse alumisse nurka. Paneme tédhele, et igale baasikomponen—
dile vastav w).(ﬂ =0, sest ta rahuldab sisteemi (1)C Saime,
et potentsiaalide hulgas on 2 negatiivset w2l = -3 ja

= 1. Jérelikult antud lahend ei ole optimaalne.

Uae lahendi saamiseks kasutame potentsiaalide meetodit.
Uue lahendi saamiseks leiame min (w21, ) =w2l Nuud

moodustame ahela alates ruudust intetasitega (21), kandes va-

heldumisi tabelisse n +" ja ,, - * margid. Nagu naha, koos-
neb ahel neljast elemendist -0 (+)» =1 (-);
x13 = 4 X11 = 7 (-). Nuud valime

«HK=*,,;

Et x~ = ~» sus lisame saadud arvu ,, +" margiga ruutudes

olevatele muutujatele ja lahutame , - " margiga muutuja-
test.
Saame uue baasilahendi

X111 =6* x13 = X21 ~ 1» x22 = N4 = 2% x32 = 4%

X12 = *14 =~3 =*51 = X33 = X34 = °*
Koostame uue tabeli, et kontrollida, kas saadud lahen-
dit tuleb veelgi parandada vdi see on optimaalne.

V ajadused
Z'J 7- 5~ Z -
’? 6 2 & C tr Z
§ G 03% 3%
o] € 6
£ o 4 5



Selles tabelis ja v~ vaartused, on leitud sistee-

mists
AL evVvl +6 = 0Os
N+ v +4 = 0;
u2 +Vvi +7=0;
Ug +v2 +® = 0,
U +v4 +3 =0,
0*3 +v2 +5 =0,
vottes Ug sO ja leides v* = -7» v2 = -8, v*» = -3, u*= 3,
W =1, v» = -5- Leitud potentsiaalid on koik mitte-

negatiivsed, jarelikult vdime véita, et saadud lahend on
optimaalne. Tapselt sama lahendi saime punktis 1 Vogeli mee-
todiga.

7» Ravimite jaotamise ulesanne

Oppisime lahendama transpordiilesannet kéasitsi. Kaasajal
on mitmeid haid meetodeid, kuid kdik nad on kullalt tédmahu-
kad ja aegandudvad. Kéesolevaks momendiks on koostatud kul-
laldane hulk programme elektronarvutile,vdib lahendada iles-
andeid sadade ja tuhandate ladude ja tarbijatega. Meie vaba-
riigi vajadused on suhteliselt vadikesed ja seda on arvesta-
tud ka programmide koostamisel. Nii on koostatud prdgrammid
jargmiste ulesannete lahendamiseks: 1) Ravimite Ulejaakide
Umberjaotamine ladude ja apteekide vahel; 2) apteegivalit-
suse autotranspordi optimaalne kasutamine ja 3) uute aptee-
kide optimaalne paigutamine.

Tutvume antud kursuses ravimite Ulejadkide Umberjaotami-
se uilesandega ja selle lahendamisega. lgas kvartalis saabub
informatsioon ravimite varudest ja ndudmistest Vene Foderat-
siooni oblastite ja teiste vabariikide apteekidest ja ladu-
dest NSVL Tervishoiuministeeriumi Peaarvutuskeskusesse, kus
toimub saadud andmete uUumbertdédtamine arvutil. Selle tulemuse-
sena saadakse taielik llevaade nii maa apteegivérgust kui ka
igast apteegivalitsusest eraldi. Saadud tulemused véaljasta-
takse perfolindil ja ka sdilitatakse magnetlindil. Viimased
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6n omakorda algandmet-eks ravinlitO Ulejadkide Umberjaotamise
Ulesandele. Viimase lahendamiseks on tarvis leida terve rea
transpordillesannete optimaalsed lahendid.

Tuleb kohe markida, et majandusliku kasusaamise faktor
pole jaotamise alusekd, vaid selleks on aeg, mis kulub ra-
vimi saatmiseks lhest kohast teise. Aeg, mida minimiseeri-
takse, sdltub omakorda vahekaugustest ja ravimi kogusest.

Saadud informatsiooni alusel vdib viita, et 50% raviAL-
test, mis on jaadnud seisma Uhtedes apteekides, viiakse lle
teistesse, kusjuures seismajaanud ravimid katavad 20 - 30%
vajadustest. Nii tuleb Peaarvutuskeskuses jaotada umbes 400
ravimit ja lahendada sama paljli transpordillesandeid. Koha-
likud apteegivalitsused lahendavad aga transpordiilesandeid
késitsi.

Olenevalt ajast, mis on jaanud ravimi kehteaja I6puni,
jaotatakse ravimi varud kahte suurde gruppi:

1) grupp C (cpoyHasn)* ravimi kehtaeg on 6-12 kuud, j&-
relikult tuleb see ravim kiiresti adra kasutada, Utleme, et
ravim sobib ekstra vajaduste rfahni AaK-51 *

2) grupp T (Tekywgas), ravimi kehteaeg on 12 ja enam
kuud ja ta sobib nii ekstra kui ka qooksva vajaduse rahulda-
miseks.

Ulesannetes kasutame jargmisi tahistusi. Olgu x” ravi-

mi hulk, mis viiakse apteegist i apteeki j. Nii naitab esi-

mene indeks i (i =1,2,...,m ) apteegi numbrit, kus see ra-
vim on uUlejaagis ja nende apteekide arv on m, ja teine in-
deks j (j=1,2,...,n), apteegi numbrit, kus see ravim on

defektuuris ja nende apteekide koguarv on n. Kui ravim on
Ulejaagis, siis lisame tema grupi tdhistusele W (He/MWHUIA)
ja kui defektuuris, siis O (gegpekTypa). Nditeks tédhistdb
AC5 ravimi C grupi hulka, mis tuli puudus j-ndas apteegis.
MO ravimi kogu (0bupia) ilejadki i-ndas apteegis.
Olenevalt ravimi ulejdadkide hulgast ja selle ravimi va-
jadustest, mis arvestavad kehteaega, vdib koostada mitu eri*
nevat varianti ravimi optimaalse Umberjaotamise Ulesandest.
Koik need ulesanded on taandatavad transpordillesandele,
mida Oppisime lahendama eespool. Apteegid, milles jafib ravi-.
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ait ule, vastavad ladudele; apteegid, kus on ravim defektuu-
ris, vastavad tarbijatele. Kui Ulejaédgid lletavad vajadusi,
siis tuuakse formaalselt sisse veel Uks tarbija (fiktiivhe
apteek), kuhu ldhevad koik ulejadgid,transporditabelis tuleb
juurde ilks veerg. Kui aga ravimi lUlejaagid ei kata taieli-

kult vajadusi, lisatakse transporditabeliie uks rida,milles-
se kantakse puudutulev ravimi hulk. Transporditabelisse kan-
takse ka apteekide vahelised kaugused .Fiktiivsete aptee-

kidena vdiks ette kujutada mingit ravimite keskladu,kuhu v ii-
akse loppulejaddgid ja kust saadakse lisa, et Umberjaotamisel
puudutulevat ravimi hniva katta.frii et vastavasse veergu vai
ritta tuleks kanda vastava apteegi kaugus kesklaost.
Suud voib formuleerida vastava transpordillesande. Leida
suurused X, ., mis minimiseerivad sihifunktsiooni
13 >4

SR CE AL ®
tingimustel > 0

»+4 / 1 . i

L = (o @

ffti f

/*«

r<+4

(3)
c-4

(v.t. transporditabelit.)
Vaatame moningaid selle llesande eri variante.
l.variant. Eeldame, et ravimi Ulejaadk kodikides apteekides

kokku *UO e 'UO- ei Uleta vajaduste summat £>C=

/=y /
ehk VO £ JOC.

Kanname transporditabelisse =U6.(i =1, ... w ja b.=

(j =1, e*.n) ning am+l = -UO, bQ+l = o.
m+4 4

Nuid 2Z = 2- - Y\ h ja saame kinnise transpordilles-
/- /
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ande optimaalse lahendi

. leidmiseks.
Transporditabel.

Vaja.cUcsed

e §

r 4 4. <
(21 X
_ «
Sm
N
S
- Cn>4
S
ﬁs ‘oniL
C
cmttt  £o9xax, el
Il variant. Kui ravimi C grupi ulejaak on vaiksem kui
ndudmine selle jarele
uc &£C, ,,
kus VC.|ZRC,—, 3aJX* ZLEDI », aga samal ajai ka ko-
t-4 '

!/ ftf

gu Ulejaak on vaiksem kui ndudmine

mHO « JSO,
sus DO ~3L+MIA ja. £0 N -BC m& XK.
1A%
sin UJy = 22 2X ja &2I - %z
4 .

P&himdttel wekstranoudmised llejadkidest” saame kaks trans-
pordilulesannet:

1° Kasutame é&ra koik ravimi C grupi tlejaagid.

Kanname
transporditabelisse:
fl:UC: Ci =1,...,rn)f C]_TT: &C-VC. %: 4
\
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b.4 -0 (j =1,...,n). Nuud leiame selle illesande optimaal-
se lahendi

2° Rahuldame ravimi nii ekstra kui ka jooksvad vajadused.
Paneme tdhele, et ekstra vajadused, mis jaid tditmata,on lei-
tud Ulesande 1° lahendamisel ja asuvad selle tabeli viimases

reas: (j =1,2,..,n). Need tuleb lisada jooksvatele va-
jadustele. Kanname andmed transporditabelisse: a, = n x ,
=£0-1/0, X, .47, - 0-

Nagu naha, kui vajadused uletavad Ullejaake, tuleb tuua sisse
jallegi rida m +1, mis nditab, palju tuleb viia apteekides-
se otse laost.

Kui ravimi Umberjaotamise illesandes on tingimus, et'esi-
meses jarjekorras tuleb rahuldada ekstra vajadused, ka siis,
Kui sellele kaasneb suurem transpordikulu ja samal ajal
mc< -3¢ , &e< wWo< jdo , siis tuleb péarast ilesande 1°
lahendi leidmist lahendada llesanne, milles ekstra vajadu-
sed rahuldatakse ravimi”~/ grupi jaakidest.

3° leiame 4 —— siin A;-l-]j' on leitud Ulesande 1°
lahendamisel. Téidame transporditabeli A4/=
W, —at 4f- =-scj (j= *»*4 €

E)E'- ZZEE; ] 2™ = f" UM

Nagu néha, tuleb antud juhul tabelisse juurde (ks veerg n+1,
kuhu mérgime lahenduse kéigus leitud >X grupi Uulejaagid
WXy < Xemi-4

Need saavad algandmeteks llesande 2° lahendamisel.

111 variant Kui antud ravimi C grupi varud 2/C on vaik-
semad kui vajadused, aga uldilejdédgid uletavad koguva,jaduse,
piis jQC, 'UO>£C, kus KC+1lll &o =
sii§ esialgu nagu Il variandis lahendame {lesande 1°, mille
viimasesse ritta Kkirjutatakse ulesande lahendamise kéigus ra-
huldamata jaanud vajadused ravimi C grupi osas kujul

Seejarel lahendatakse jargmine transpordillesanne. Koostame

70



transporditabeli N-= (i = ='QjMj(g =1,..., n)

$ = tEK .arfus at/= ah?*.* , siin JC .. on leitud
I 7 79 ax*], 0™
Ulesande 1° lahendamisel ja
BX' - ZZ £>X "
p 1 i
(\Y variant. Kui ravimi C grupi ulejaddgid lUletavad vaja-

dusi nende jargi *UC>>0C , aga samal ajal J#-grupi illejaa-
gid on vdiksemad kui nende vajadused, siis lahendatakse kaks
transporditlesannet.

1° Esimesena lahendatakse jallegi Ulesanne ,ekstra vaja-
dused Ulejadkidest". Selleks koostame transporditabeli Q(-=

=1C; (1= anti=0" =£CK d =

6,4 =UC-JBC,taia uc-2zz UCc, £>c -ZL £>cf m
/=" '

2° Teisena leihendatakse jooksvate vajaduste ilesanne .
Niid tuleb kanda tabelisse Af=ZCj/iXl - 1,...,m), =

= Snrt =0.

P&arast lahendamist on ndha tabelist, et vajaduste téieli-
kuks rahuldamiseks ei piisa Ulejadkidest ja viimasesse rit-

ta on kantud X y puudutulev ravimi hulk.

wvf
\Y% variant. Kui ravimi C grupi Ulejaagid lUletavad ekstra

vajadusi ItG>JdC ja J*grupi Ulejaddgid uUletavad jooksvaid

ndudmisi siis tuleb jallegi lahendada 2 trans-

pordillesannet. Esimene llesanne Uhtib tdielikult IV varian-

di Ulesandega 1°. Teisena tuleb tdita uus tabel, kus <X--

- '"USTj (i =1....... m), 0.~*0, 6—= =1 nj,

4« —-—ar-er
Ulesande lahendamise kaigus kantakse veergu n + 1 Kkoik Ule-
jaagid, mida ei lahe tarvid.

Néaide. Vitamiini JE (ergokalsiferooli) umberjaotamise
lUlesanne.Seitse apteeki (m = 7) teatas,et neil on llejaa-
gid kokku 62 tuhat pakki, 3 apteeki (n = 3) soovis seda saa-
da kokku 42 tuhat pakKki.

Vastav tabel Ulejadkide ja nBudmiste kohta on jargmine.
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Qlejcuigict Noéudmised,

apfri Kokht Kthts> LI Kottu Eksb
nr.  w 'uc nr. SO o&C XK
4 3 P 4 40 3 4
7z # zZ 6 7z Z0 S 45
3 40 s 5 3 4z r
a4 e 4 5 Z *z [z 30
r 40 — 40
6 r B ?
40 - 40
/ ez SY

Apteekide vahelised kaugused OCf on esitatud tabelina.

X 4 n 3

SO g4

z X 47 74
3 60 ye m
Kk *9 4S- 40
5 eh zs

6 94 7 /O
? G9 JO 33

Vorreldes tabelis antud andmeid, leiame, et see lles-
anne rahuldab 111 variandi tingimusi ,
Jarelikult tuleb meil lahendada jarjest 2 transporditulesén-
net.

1° Siin votame arvesse ainult need apteegid, milles vi-
tamiin £)z kuulub C gruppi. Kuna UC<SC = siis tuleb tuua
sisse s.3 fiktiivne apteex (tabelisse tuleb juurde ks rida),
————— teistest apteekidest vorrutame nulliga, Kkuna



meil pole plaanis seda vedu teostada, vaid see on algandme-
taks teisele Ulesandele.

Koostame vastava transporditabeli

Vajadused
U 3 5+ 34

NV x4
'3

P Vv 24
Z @ 4t Sf

ee X0
144

O O o
u

Leiame Ulesande lahendi Vogeli meetodiga. Saame jargmise ta-

Vajadused / KahucC

fZ 3 5 H L T m tv
3 * 0 3 3 3 3
z 0 *z ~0T * -~ — -
eoq W3 6 c c € £

i4tf0W0M)y§ 5~ E g
4 040000 -

T *4

ro &

aW r

Y - 0]

x - 4 o



Selleksf et teada saada,kae leitud lahend on optimaalne,
kasuteutt potentsiaalide meetodit. Selleks koostame tabeli,
kandes sellesse ainult nullist erineva lahendi.

VajacCusteC  j

u 3 5 K
wo LL, -kf
3 0 3
o /f -23
z oz
(yk 60 Su -sh
&~ b o~ On
/9 us -Mo
toue w94
o) 0 0 3
4 9 3
6 0

Siis moodustame baasilahendile vastava aosteemi:

wi Ty = - 50
*j +v3 = 477
g Tv2 T
ug Tv2=-48
4 +V3 = -344
us tyz = - 40
"5 +Vl = O.
Kuna voérrandeid on uhe vorra vahem kui otsitavaid, vota-
Vj = 0 ja leiame = -47, u® = -54, u™ = -40, = 3,
u® =3, v2 =6, W2 = -23. Kanname saadud tulemused tabelisse

da arvutame potentsiaalid. Selgub, et nad on kdik mittenega-
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tilvsed. Jarelikult; on leitud lallend optimaalne. Leiame ka
saadud lahendile vastava sihifunktsiooni vaartuse £ valemi

(1) jargqi.
<f= 2 .50 +1.47 +2.17 * 3*48 + 264- + 1*40 = 473'.

Nagu naha tabelist (lk. 74 ), jaid 1. apteegi vajadused
osaliselt rahuldamata. Seda tuleb arvestada ulesande 2° la-
hendamisel ja vd&tta puudutulnud ravimi hulk (1 Uhik ) jooks-
vatest Ulejdédkidest. Taidame uue transporditabeli, kus b" =

=7+ 1. Leiame lahendi ,loodenurga reegli" abil. Teatavasti
sel meetodil ei arvestata veokulusid, neid pole ka tabelisse
vaja kanda. Vastav tabel on jargmine:

Vajadused

54 't v 38 2o
88 00 0
G 0 60 0
350 5 o O
5 0 k 4 0
;20 0 0 7 3
6

7 00 0 7
7
Q 0 0 0 40

Lahendi optimiseerimiseks kasutase potentsiaalide meeto-
dit. Koostame uue tabeli, kuhu kanname veokulud ja é&sja lei-
tud lubatava baasilahendi. Leiame, et veokulu 1200.Haud
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koostame siisteemi:

f ul j—Vl = 750

w = v2 =10

u3z Fv2 + -48;

w TV = -45

+v3 = -40;

b +v3 = -34;

«g Tva = O

6 Twg = O

v iR +\a = 0.
Selles siusteemis on 9 vorrand.it 11 tundmatuga.Kaks tund-
matut voéime vabalt ette anda. Olgu v = =0, Leiame sis-

teemist: u2 = -17, u® = -48, u® = -45, v*» =5, w = -39,
=39, Ug = -39, = -39, = -50

Kanname saadud tulemused tabelisse ja arvutame potentsi-
aalid<ik.77)

Selgub, et leitud lahend pole optimaalne, sest osa po-
tentsiaalidest on negatiivsed. Valime absoluutvaartuselt
suurima negatiivse potentsiaali.See on tahelis 6-ndas reas
ja teises veerus -32. Muudame lubatavat transpordiplaani,
moodustades ahela, tabelisse méargime ,, +" ja ,, - 9 margi-
dega. Valime vahima ,, - " margiga margitud x. .-dest:

min (7,7,4) =4
Jarelikult tuleb kdéikidesse ,, + " mérgiga ruutudes liita la-
hendile 4 ja ,, - " méargiga ruutudes olevast lahendist lahu-
tada 4. Saame uue lahendi: x~ =8, x22 =6, x"2 =5,
x42 =0, =5, = 3, -7, =4, xX™M =3,
iXrA = 10. Leiame ka vastava veokulu = 1072. Loomulikult

on see vaiksem kui esimesel sammul leitud 6% , kus polnud
Uldse veokulusid arvesse vdetud.

Nidd tuleks potentsiaalide meetodit korrata, et kontrol-
lida saadud uue lahendi optimaalsust. Soovitav on lahendada
tlesanne I6puni iseseisvalt.
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Normaalne tihedusfunktaioon

1

3989
3965
3902
3802
3668

3503
3312
3101
2874

2637

2396
2155
1919
1691
1476

1276
1092
0925

0775
0644

0529
0431
0347
0277
0219

0171
0132
0101
0077
0058

0043
0032
0023

0017
0012

0008
0006
0004
0003
0002

2

3989
3961
3894
3790
3653

3485
3292
3079
2850
2613

2371
2131
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1669
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1257
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0909
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0099
0075
0056

0042
0031
0022
0016
0012

0008
0006
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—j=*

Xi

? 4

3988 3986
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3271 3251
3056 3034
2827 2803
2589 2565

2347 2323
2107 2083
1872 1849
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0893 j0878
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0040 i0039
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0022 0021
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0020
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0010

0007
0005
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0002
0002
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1582
1374

1182
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0246
0194

0151
0116
0088
0067
0050

0037
0027
0020
0014
0010

0007
0003

0002
0002
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3187
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2251
2012
1781
1561
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1163
0989
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0468
0379
0303
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0086
0065
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0036
0026
0019
0014
0010

0007
0005
0003
0002
0002
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2227
1989
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0063
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,0035
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;00i8
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10009

0007
0005
0003
0002
10001
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0018
0013
0009

0006
0004
0003
0002
0001
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H-t) - -F=:

4 0

-0,0 0,5000
-0.1 4602
-0,2 4207
3821
3446

3085
2743
2420
2119
1841

0,1587
1357

1151
0968

0808

0668
0548
0446
0359
-1*9 0288
-2,0 0,0228
-2,1 0179
-2,2 0139
0107
0082

3

a

5 0062
6 0047
7

8

9

I
o

ONOU RWNF O Lo~NOUT Dw

|
P PR PRPPPR 00000 O

|
[aN

0035
0026

0019

-t=-3,0 )

bIX

1

4960
4562
4168
3783
3409

3050
2709

2389
2090
1814

1562
1335
1131
0951
0793

0655
0537
0436

0351
0281

0222
0174
0136
0104
0080

0060

0045
0034

0025
0018

-3,1

F(4) =0,00131,0010

2

4920
4522
4129
3745
3372

3015
2676
2358
2061
1788

1539
1314
1112
093n
0778

0643
0526
0427
0344
0274

0217
0170
0132
0102
0078

0059
0044

0033
0024

0018

-3,2
,0007

[t

3

4880
4483
4090
3707
3336

2981
2643
2327

2033
1762

1515
1292

1093
0918
0764

0630
0516
0418
0336
0268

0212
0166
0129
0099
0075

0057

4

4840
4443
4052
3669
3300

296
2611
2297
2005
1736

1492
1271

1075
0901

074'9
06*18
0505
0409

0329
0262

0207
0162
0125
0096

0073
0055
41

0043 00

0032
0023
0017

-3,3

,0005,

0031
0023
0016

-3,4

5

4801
4404
4013
3632
3264

2912
2578
2266
1977
1711

1469
1251
1056
0985
0735

0606
0495
0401
0322
0256

0202
0158
0122
0094
0071

0054
0040
0030
0022
0016

-3,5

Tabel 2

Standardiseeritud normaaljaotuse jaotusfunktsioon
--

6

4761
4364
3974
3594
3228

2877
2546
2236
1949
1685

1446
1230
1038
0869
0721

0594
0485
0392
0314.
0250

0197
0154

0119
0091
0069
0052

0039
0029
0021

0015

-3,6

0003 ,0002,0002
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7

4721
4325
3936
3557
3192

2843
2514
2206
1922
1660

1423
1210
1020

0853
0708
0582

0475
0384

0307
0244

0192
0150
0116
0089
0068

0051
0038
0028
0021
0015

-3,7
0001 ,

8 9

4681 4641
4286 4247
3897 3859
3520 3483
3156 3121

2810 2776
2483 2451
2177 2148
1894 1867
1635 1611

1401 1379
,1190 1170

1003 0985
0838 0823
0694 0681

0571 0559
0465 0455

0375 0367
0301 0294

0239 0233
0188 01»

0146 01S3
0113 0110
0087 008%
0066 0064
0049 0046
0037 0036

0027 0026
0014] 0014
-3,8 -3-9
0001 ,0000



Tabel 2 ("Narg)

IN

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
5398 5438 54-78 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879

6915 6950 6985 7019 705417088 7123 7157 7190 7224
7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549
7580 7611 7642 7673 7703i7734 7764 7794 7823 7852
7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389

0,8413 8438 8461 8485 8508,8531 8554 8577 8599'8621
8643 8665 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810 8830
8849 8869 8888 8907 8925 8944 8962 8980 8997 9015
9032 9049 9066 9082 9099:9115 913119147 9162 9177
9192 9207 9222 9236 925119265 9279 9292 9306,9319

9332 9345 9357 9370 9382:9394 9406 941819429:9441
52 9463 9474 9484 94959505 9515 95251953519545
955~ 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633
9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767

0,9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 9890
0893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936

9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952
9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974
9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981
9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986

oW ~AWNF O ©ON OO AW NFO

* =
]

© ONO0T AW NF O O *

NNNNN NDNNNNN PR R RR RRPRRR R O0O000 OO000

£ =3,0 3,1J3,2 3,3 34 35 ;36 3,713,8 3,9
W =,9987 ,9990),9993|,9995j,9997, 9998], 9998 ,9999j,9999i 1,0000
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Tabel3l

Normaaljaotuse normeeritud hélvete taiendkvantiilid

r/%

0,50 0,0000
0,45 0,1257
0,40 0,2533
0,35 0,3853
0,30 0,5244
0,25 0,6745
0,20 0,8416
0,15 1,0364
0,10 1,2816
0,05 1,6449
0,025 1,9600
0,001 2,3263
0,0005 2,5758
0,0001 3,0902
0,00005 3,2905
0,00001 3,7190

0,000005 3,8906
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=
o

111
12

113
i 14

0,10

3,08
1,89
1,64
1,53
1,48
1,44
1,42
1,40
1,38
1,37
1,36
1,36
1,35
1,34
1,34
1,34
1,33
1,33
1,33
1,33
1,32
1,32
1,32
1,32
1,32
1,32
1,31
1,31
1,31
1,31
1,30
| 1,28

Tabel 4

Studenti jaotuse taiendkvantiilid tv/

0,05

6,31
2,92
2,35
2,13
2,02
1,94
1,90
1,86
1,83
1f01
1,80
1,78
1,77
1,76
1,75
1,75
1,74
1,73
1,73
1,73
1,72
1,72
1,71
1,71
1,71
1,71
1,70
1,70
1,70
1,70
1,68
1,64

0,025

12,71
4,30
3,18
2,78
2,57
2,45
2,37
2,31
2,26
2,23
2,20
2,18
2,16
2,15
2,13
2,12
2,11
2,10
2,09
2,09
2,08
2,07
2,07
2,06
2,06
2,06
2,05
2,05
2,04
2,04
2,02
1,96

0,01

31,82
6,97
4,54
3,75
3,37
3,14
3,00
2i90
2,82
2,76
2,72
2,68
2,65
2,62
2,60
2,58
2,57
2,55
2,54
2,53
2,52
2,51
2,50
2,49
2,48
2,48
2,47
2,47
2,46
2,46
2,42
2,33
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0,005

63,66
9,93
5,84
4,60
4,03
3,71
3,50
3,36
3,25
3,17
3,11
3,06
3,01
2,98
2,95
2,92
2,90
2,88
2,86
2,85
2,83
2,82
2,81
2,80
2,79
2,78
2,77
2,76
2,76
2,75
2,70
2,58

0,0025

127,32
14,09
7,45
5,60
4,77
4,32
4,03
3,83
3,69
3,58
3,50
3,43
3,37
3,33
3,29
3,25
3,22
3,20
3,17
3,15
3,14
3,12
3,10
3,09
3,08
3,07
3,06
3,05
3,04
3,03
2,97
2,81
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10
11
12
13
14
‘15
16
17
18
19
20
22
24
26
28
30
40
60

©o0

Tabel 5
Pisheri jaotuse taiendkvatiilid P»,
f-= 0,01
1 2 5 4 5 6 12 24 @
164,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 24*,9 249,0 254,3 ;
18,5 19,2 19,2 19,3 19,3 19,3 194 195 19,5
10,1 9,6 9,3 91 9,0 8,9 8,7 8,6 8,5;
7.7 6,9 6,6 6,4 6,3 6,2 5,9 5,8 5,6
6,6 58 54 52 51 50 4,7 45 4.4
6,0 5,1 4.8 45 . 4,4 4.3 4,0 3,8 3,7
56 4,7 4,4 4,1 40 39 3,6 3,4 3.2
53 45 4,1 3,8 3,7 36 3,3 31 2,9
5,1 43 3,9 3,6 35 34 31 2,9 2*7
50 4,1 3,7 35 33 32 29 2,7 25
48 40 36 3,4 32 31 2,8 26 2,4
4,8 3,9 3,5 3,3 3,1 3,0 2,7 2,5 2,3
47 358 3,4 32 30 29 26 24 22]
4,6 3,7 3,3 31 30 29 25 23 21
4,5 3,7 3,3 3,1 2,9 2,8 2,5 2,3 2,1
4,5 36 32 30 29 207 24 22 20
4,5 3,6 3,2 3,0 2,8 27 24 22 2,0
44 36 32 29 28 27 23 21 1,9
44 35 3,1 2,9 2,7 26 2,3 21 1,8
4,4 3,5 3,1 2,9 2,7 2,6 2,3 2,1 1,8
4,3 3.4 ' 31 28 2,7 26 22 20 1,8
43 34 30 28 26 25 22 20 1,7
4,2 3,4 3,0 2,7 2,6 2,4 2,1 1,9 nv
4,2 3,3 2,9 2,7 26 24 21 1,9 1,6
42 33 29 27 25 24 21 19 16
4.1 32 29 26 25 23 20 18 15
4,0 3,2 2,8 25 24 23 1,9 1,7 1,4
3,9 3,1 2,7 2,5 23 2.2 1,8 1,6 1,3
3,8 3,0 2,6 2,4 22 21 1,8 1,5 . 1.0
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Tabel 5 (jarg)

4 *= 0,01

n?t 2 3 4 5 6 12 24 00
1 4052 +*999 5403 5625 5764 5859 5106 6234 5366
2 985 99,0 992 993 99,3 994 99,4 995 995

3 341 30,8 295 28,7 282 279 271 26,6 26,1
4 21,2 18,0 16,7 16,0 155 152 144 139 135
5 16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 9,9 95 9,0
6 13,7 109 9,2 92 8,8 85 77 73 6,9
7 123 96 85 79 75 7,2 65 6,1 5,7
8 113 87 76 70 6,6 64 57 53 49
9 10,6 80 70 6,4 6,1 58 51 4,7 43
10 10,0 7.6 6,6 6,0 5,6 5,4 4,7 4.3 3,9

n 9,7 72 6,2 57 53 51 44 4,0 3,6
12 93 6,9 6,0 54 51 48 4,2 3.8 3,4
13 91 6,7 57 52 49 46 4,0 36 3,2
14 8,9 6,5 5,6 5,0 4.7 4.5 3,8 3,4 3,0
15 8,7 6,4 5,4 4,9 4.6 4,3 3,7 3,3 2,9
16 8,5 6,2 5,3 4.8 4.4 4,2 3,6 3,2 2,8
17 8,4 6,1 52 4,7 43 4,1 35 31 2,7
18 8,3 6,0 5,1 4,6 4,3 4,0 3,4 3,0 2,6
19 8,2 59 50 45 42 39 33 29 2,4
20 8,1 59 4,9 4,4 4,1 3,9 3,2 2,9 2,4
22 79 57 48 43 40 3,8 31 2,8 33
24 78 56 47 42 39 3,7 30 27 22
26 77 55 46 41 38 36 30 2,6 21
26 7.6 5,5 4.6 4.1 3,8 3,5 2.9 2,5 2,1
30 7,6 5,4 4,5 4,0 3,7 3,5 2,8 2.5 2,0
40 7.3 5,2 4,3 3,8 3,5 3,3 2,7 2,3 1,8
60 71 50 41 37 33 31 25 2,1 1,6
120 6,9 4,8 4,0 3,5 3,2 3,0 2,3 2,0 1,4
L 6,6 46 38 33 30 2,8 2,2 1,8 1,0
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