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VWorwort,

%lic porfiegende Sdyrift hat den Jtwed, den mathematijhen Lelr-
enefus der Ghmuajien und dev hheven Realjdhulen, weldyen ded BVerfafjerd
Cehrbitcher iiber Geometrie wnd cbene Trigonometrie behandeln, tweiter 3u
fitbren und fite diefe Theile dev Mathematit Fum Abjdhlup s bringen.
Bei ihrer Abfaffung find diefelben wiffenfdhaftlichen und methodijdhen
Grundfdge wie bei jemen fritheven rbeiten dbevall mapgebend gewefen.
Unter moglidyjter Vefdpranfung gang abjtvacter Beifpicle ift eine nidht
gevinge Anzabl jener mannigfaltigen Anwendungen, twelde der phirifdhen
Trigonometrie in jo grofer Fitlle ju Gebote ftehen, aufgenommen worbden,
da bad Studinm diefer Wiffenjdhaft, in cinem gemwiffen Gegenfage ju mane
chem anbdeven Jrocige dev veinen Mathematit, nur dann ein  bejondered
Inteveffe und einen wicflidhen Werth fiiv den Sdiiler haben famn, toenn
die theovetijhen Sidfe iiberall mit der praftifhen Nupantwendung in enge
WBerbindung und beftandige Wed)jelbegichung gebradht werden.  Eine be-
fonderd eingehende Beviidfichtiguug Hat eine Reihe von Fragen der mathe-
matijden Geographie, der Geoddfie und der Wftronomic gefunden, deven
wiffenfdaftlihe Beantrwortung nur mitteld der fpharijdhen Trigonometrie
moglidy ift. Die gu diefem Jwede dem leten Abfdnitte vorausgejdicten
Crflarungen find m mandyer Beiehung abrocichend von der fonjt iiblichen
Darjtellungsdreife derfelben in ftreng mathematijher Form gegeben, fo
ndmlid), daf alle Begriffe, wic rein mathematijdye in volfommener logifdher
AbDangigteit von einander entroidelt wurden, welder Weg unztoeifelhaft
der Fitgejte und ficherfte ift, wm in diefen, fitv den Unfanger eben nidyt
gang einfacjen Betradhtungen allenthalben ein vollftandiges, fares BWerftand.
nip herbeizufithren. Unter Hingunabhme dev einfadpeven, in den geographifden
Lehrbiidhern angutveffenden Sage {iber die Erde an fidh und in ihrem BWer-
haltuiffe ju den dibrigen Hinmelstovpern famn der genannte Abfhnitt in
den oberjten Klaffen jugleidh al§8 Leitfaden fiiv den wiffenfdaftlichen Un.
fervicht in der mathematifdhen Geographic nud den junddit davan fidhy an-
fdhlichenden aftonomifdhen Fragen benupt werden, ja felbft anferhalb der
Sdule Manchem dagu dienen, fich fiber die widptighten Grfcheimumgen un-
fere8 Sonuenjyftems eine gewiffe Belehrung u vevidaffen, fir weldye fidh
nod) immer der Mangel emes wirklih brauchbaven, Fury gefaften Lehr-
mitteld fiiblbar madyt.  Hat itberhaupt das Budy vielleidht eine gofere
Bolljtanvigteit evhalten, als dag fpecielle BVeditefnif diefer oder jener An-
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ftalt fie erfordert haben witede, fo bictet dod)y die Anordiung dejfelben die
Moglichteit dar, mit Uebergehung cingelner Siage oder jelbjt ganger Ab-
jchuitte unbefchadet des inuern Bujonumenhanges das in einem bejtimmten
Aalle Grforderliche auszurodhlen, wahrend fite hohere Realjdulen gevade
nur dag Nothige fich biev finden ditefte. In Beug endlich) anf die Dar-
jtellung des theovetifchen wic des praftijdhen Theils des Lehrbudyed hat
der Werfajfer fiberall fein Hauptangemmert auf die mdglidyjte Cinfadhheit,
Klarheit wnd Weberfichtlichfeit in der Gutwidehung der etnzelnen Sife
jowol twic des ganzen Syjtems geridhtet, da nad) feiner Anficht die befannte
Gridpeinung, daf die fpharifde Tvigonometrie von jo vielen Anfingern
alg ein fdywieriges Lebrfady und die Sadje cines befonders glitdlichen
Gedadytniffes Detradhtet wivd, ihren Grund nur in dem Winjtande finden
fann, dafi die Lelpbiidher haufig in ihren Worausfepungen und Betrad)-
fungen teit fitber den rabhren Standpunft ded Lernenden hinansgehen oder
durd) Kiinfteleien i Begeidhuungen und Entwicdelungen den naturgemdpen
und daber immer evidenteren Weg aus dem Ange verlieren. Daf in dem
vorliegenden Lebrbudie fo mandhe Sige und gange Pavticen cine neue,
cinfachere wnd faplichere BVehandhung cefahren haben, wird dem fachfun-
digen, mit dev Yitevatur diefer Wiffenfdyaft vertvanten Lefer nicht entgelen,

Riga, im November 1867.
Der BVerfafjer.
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Cinleitung.

s 1. @ie fphavifde Trigonometvie hat Ddie Anufgabe, die
Begichungen awifden den Seiten und Winfeln eined fpharijhen Drcied's
mit Hilfe der Goniometrie aufyujuchen und aus gegebenen Stitden des
Dreiects, welde hinveidhen, huﬁe?bc au beftimmen, die iibrigen duvd) Redh-
mung ju finden.  Cbenfo wie die Winfel werden aud) die Seiten ded
Dreiects ftets in Graden, Minuten und Secunden ausdgedvict, nidht ihrev
abfoluten Ldange nach betrachtet; find fie aber in Langenmafge gegeben, fo
werden fie immer et nad) ihrer Juriidfihrung auf dag Gradmah in
die Medynung eingefithet.

Jm Folgenden follen blos fpharijhe Dreiede betvadytet twerden, in
weldjen jede @eite fleiwer als 180° ift, indem die Bevechnung aller andeven
Dreiece anf foldye yuriicgefiihet werden fann.  Die Winfel eines fph. Drei-
edfd werden wiv immer durdh A, B, C und die ihnen gegenitberliegenden
@eiten entfprechend it a, b, ¢ begeidynen,

§ % Alle in dor Steveometrie (§ 235 — § 264) vorgetvagenen
@ipe diber die Kugel und die jphirijhen Figuven werden cbenjo wie die
cbene Tvigonometvie in den folgenden Abjdynitten al8 befanut voraus-
gefept.  Aud der Goniometrie ftellen wiv einige Fovmeln wegen ihres
|pitern haufigen Gebraudys hier jujammen.

1) sin (a 4= b) = sin a cos b 4= cos a sin b
2) cos (a 4= b) = cos a cos b 5= sin a sin b
3) sina=2sin{acos}a
4) 14 cosa=2cos24a
) 1—cosa=2sin2}a

¥ sy Imm
) ba 5
7) COSQ&:]/%

B i e V1wl 9%4s
~ J 1 —sin?a cOS & 1—tg2la

1




cotg?2a— 1

2 cotgla
10) sin A 4-sin B = 2 sin § (A +4- B) cos § (A — B)
11) sin A — sin B = 2 cos 4 (A 4 B) sin } (A — B)
12) cos B +-cos A = 2 cos § (A 4 B) cos § (A — B)
13) cos B —cos A = 2 sin { (A 4 B) sin § (A — B)
14) sin (a 4 1809) = sin (360° — a) = — sin a
15) cos (a 4 1809) = — cos (360° — a) = — cos a
sin (a 4 b)

cos a cos b

9) cotga =

16) tga-4tgb =

Aufldjung der rechtwinfligen Dreiecke.

§ B Ju cinem fphavijden Dreiedt, weldhes wur cinen vedhten Winkel
enthalt, werden wir den vedyten Winfel immer mit A, die Hypotenuje
mit a, die fhicfen Winfel mit B und C, die Katheten entjprechend mit
b und ¢ begeichnen,

Gs fei ABC cin bei A rechto. Dreied mit
ben Seiten a, b, ¢, und der Mittelpunft O der
Sugel mit den Edpuntten des Drcieds verbunden.
Aus B fille man BD | AO, aug D die DE_| CO
und jieche BE. Da BD auf der Gbene AOC
fentredyt ftebt, fo ijt BE | CO (Stercom. § 166),
aljo 27 BED = C; ferner ijt 21 BOC = a,
2L AOC =b, 2 AOB =c. $Hieraus crgeben
fih Die Grundgleidungen des vedttw, Dreieds.

1) Aug den redytwintligen Dreieden BEO, DEO, BDO folgt

_OE _ODcosb  OBcosccosh
WEA=-T8 T e OB
cos a == ¢cos b eos ¢.

Der Cofinud der Hypotenufe ijt gleidhy dem Produfte der
Cofinuffe dev beiden Katheten.

2)  Aus den rechtivinfligen Dreieden BED, BDO, BEO folgt

BD _ OBsine ffo
BE ~ OBsmna'"

sin ¢ = sin a sin €, analog sin b = sin a sin B,

ober

sin C =

&
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Der Sinusd einer Kathete ift gleich dem Sinus dev Hypotes

nwufe, multiplicivt mit dem Sinus ded Gegenwinkfels jener
RKathete. '

3) Aus den crwdbuten Dreieden folgt ferner

a1 DE ODsinb _ OB cosc gin by B sin b
=B OB sinos OB sin a Xz * gin a
& R sin b ; RO %
Jufolge 2) ijt abev e =i B, folglich

cos 0 = cos ¢ sin B, analog cos B = cos b sin C.

Der Cofinug cined fhicfen Wintels ift gleidy dem Cofinud
der gegeniiberliegenden Kathete, multiplicivt mit dem Sinus
Ded andern fdicfen Wintels.

DE ___lllfl_c_(ls.__(_l __ OB sin a cos C
OE ~ OB cosa wasOBmosa. '
tgh = tgacos C, analog tg e =1tgacosB.

Diec Tangente ciner Kathete ift %lcid) ber Tangente der Hy-
potenufe, multiplicivt mit dem Cofinug des Iwifdenmwinfels
dicfer beiden Seiten.

5) Da BD = OD tg ¢ und ebenfalld
BD = DE tg C = OD sin b tg C, fo it
tge=-sinbtg ¢, onalog tgh =sinetgBh.

Die Tangente einer Kathete ift gleid) dDem Sinud der andern
Kathete, multiplicivt mit der Tangente ded Gegenmwintels
ber erften Kathete

6)  3ufolge 1) ift cos a = cos b cos ¢. et man bhierin aus 3)

4) B8 it tgb= alfo

cos B cos C :
cos b = . und cos ¢ = o B fo ift

cos a = cotg B cotg C.

Der CGofinug der Hypotenufe ift gleid) dem Produbte der
Cotangenten dev betden fdhiefen Wintel

§ B, Bei der Anfldjung dev rechtroinfligen Dreiede fonumen fechd

Kalle vor, indem gegeben fein Fonuen:

1) Ddie beiden Katheten,
- 2) bie Hypotenufe und eine Kathete,

3) Ddiec Hypotenufe und ein jdyiefer Winkel,

4) Dbie beiden fdhicfen Winkel,

5) ecine Kathete und der auliegende fehiefe Winkel,

6) cine Kathete und der gegeniiberliegende jdyicfe Winkel,



Criter Anflofungsiall,

§ & Gegeben dic beiden Katheten b, ¢; gefudyt a, B, C.
cos a = cos b cos ¢ ($ 3, 1)

¢ Anfl. 1)
’\\ tg b
% 3 2) tgB = e ($ 3, 5) und 3
A R_AI': —_ atihe
§ 9 G sin b

Beifpicl Ans b=500 42 43" und ¢ = 14005’ 50'* folgt
a=119°3' 4522', B == 62° 18’ 29,78/, C = 1320 47! 1109

Bweiter ﬂluﬂﬁfungséau.

§ & Gegeben dic Hypotenufe a uud eine Kathete by

gefudit e, B, C.
Aufl 1) cose= 2:::; ($3 1
. inb
9) sinB= ::: s {$ 3, 2)
tg b
: (s 3, 4)

3) cosC= e

Die Unbeftimmtbheit ob B Eleinet oder grofer als 90° e nehmen

fei, oird Daduvd) befeitigt, daf wenn b Fleiner oder grofer als a iit, ent-
fprecjend B fleiner oder grifer als A = 90° fein mup (Ster. § 258).

Webrigens hat man audy, da ¢ bereits gefunbden ift, die Formel (§ 3, 5).
tg b

v

4) y — Sinc’

Dritter Unflofungsiall,
geben die Hypotenufe a und ein fdicfer Win-

§ 9. G¢
fel C; gefudit b, ¢,
Aufl 1) tgb=tgacsC (§ 3 4)
2) sin ¢ =sin a sin C ($ 3, 2
(s 3, 6).

3) cotg B = cos atg C
Hier gilt fire die Bejtimmung von ¢ eine dhnliche Bemerfung wic in § 6
8
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Wierter Wufloyungsfall.

§ 8 Gegeben die beiden fehicfen Winfel B, C; gefudt

& b0

Aufl 1) cos a = cotg B cotg C ($ 3, 6)

5 __cos B o

2) cos b = m (§ J, :3) b
cos C

8) coso—= s T

Fiinfter Wuflofungsfall,

§ O Gegeben cine Kathete b und devanliegende fdpiefe
Wintel C; gejudt ¢, a, B,

Auil 1) tge=sinbtgC (§ 3, 5)
__tab ;
2 wa=—_"F (8 3, 4)

3) cos B=cosbsin C (s 3, 3).

Sechster Unfioyungsfall,

§ 40. Gegeben cine Kathete b und der gegenitberlies
gende fdhiefe Winfel B; gefudt a, ¢, C.

R e —::z—g 3 2)
2) cosic = zg:: ($ 3, 1)

tg b
8) csC= —tg—; (3, 4)

Da jid) fiir a jwei Werthe evgeben wnd die BVeftimmung von ¢
und C von a abhangig ift, fo find bier im Allgemeinen jroci Anfldfungen
moglid),  Uebvigend hat man fite ¢ und C audy bdie Ansbdriide

tg b

4) Bife= tg B (§ 3, 5)
: B
5) sin Qe o2s (8 3, 3)
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Beifpiel. Aus b= 58°4236" und B = 79° 21’ 15" findet man
fowol & = 60° 24 8,65, ¢ = 18° 57,687, O = 200 50* 10"/
olf and) a = 119935/ 51,35", e=161°592,32"", C =150°9" 50"".,

Grundgleichungen
Des febiefwinfligen Dreiecks,

§ AR Nelationen zwifdhen zwei Seiten und ihren
Gegenminteln.

Qallet man in cinem beliebigen Dreiect ABC aug dev einen Spige
C auf die Gegenfeite cin fph, Perpenditel CD, fo hat man in den rvedyttv,
Dreieden ADC und BDC (§ 3, 2)

sin CD = sin b sin A uud

sin CD = sin a sin B, alfo

sin a sin B = sin b sin A, ober
sin a : sin b == sin A : sin B, aualog
sina : sin e = sin A : sin €

sin b : sin ¢ = sin B : sin (.

e dag Pevpeudifel CD auperhald des Dreicchs
ABC, alfo auf die Verlingerung der Seite AB fllt,
fo ift im A ADC

sin CD = sin b sin CAD = sin b sin CAB,
alfjo sin CD = sin b sin A wie vorbin,

€s gilt daber folgender Sap allgemein:

Die Sinuffe der Seiten cines ph. Dreieds verhalten
fidy wie die @inuffe ihrer Gegenwinfel

§ A%, Nelatiomen ywifden den drei Seiten und cinem
Wintel

dllet ‘man im Dreiede ABC (erjte Fig. § 11) aus C des Per-
pendifel CD und febt AD = m, aljo BD == ¢ — m, fo ift im /\ BCD
(8 3 1)
cos a==cos CD cos (¢—m)= cos ¢ cos m cos CD - sin ¢ sin m cos CD.
Gbenfo ift  cos m cos CD = cos b,  ferner (§ 3, 4)

tgm = tgbcos A, alfo durd) Multiplication

sin m cos CD = sin b cos A,
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Durd) Subjitution der gefundenen Werthe fite cos m cos CD wnd fitw
sin m cos CD in die erfte Gleihung findet man

(1) cos a == ¢0s b cos ¢ - sin b sin ¢ cos A,

NAus der vorjtehenden Gleihung folgt:

cosa —coshcose
sin b sin ¢

(2) cos A =

Man echalt alfo den Cofinus eined Winfeld, weun man von
bem Cofinus dev Gegenfeite Das Produft der Cofinnjfe dev
cinfdyliependen Seiten fubtrahivt und den erhaltenen Unter
jhied durd) das Produft der Sinuffe dev einfdliependen
Seiten dividivt

Wm fitr die logavithmifdhe Mechuung bequemere Formeln u evhalten,
fee man den obigen Ausdruct fit cos A i die beiden Fovmeln (§ 2, 6 und 7)

sin -g_:]/_l;lﬁf’i‘_\_ und  cos % =I/,1+_;M_, fo ift

i A _]/sin b sin ¢ -} cos beos c—cosa _]/cos (b—¢) — cosa
2 2 sin b sin ¢ 2 sin b sin ¢

b g_ =]/sinbsin ¢—cosbcosc—|cosa :'I/cos a—cos (b -c¢)

2 sin b sin ¢ 2 sin b sin ¢

Beviwandelt man die Cofiunsdifferengen in Produfte (§ 2, 13), jo ijt
A =l/x~:.i_u_.1_;_(1_»—c+a.}sin4-(a—-b-|—c)

2 sin b sin ¢

sin

cos‘i._—_l/sm%(a‘{'b+°]3in%(b+0"il).

2 sin b sin ¢
Septmana +b4c=2s, alfoa+b—c=2(s—e¢),
a—b4c=2(s—b)udb4c—a=2(s—a), joijt

(3) sin _gz‘ /sin(s-—-b)siu(s—c) @) cos%z' /sinssin(s-—a)

sin b sin ¢ sin b sin ¢

und analog

(5) sin—g i /Si" (s—a)sin (s—c) (6) cos E:/S—I—I;ESH_S__-—-__E]

sin a sin ¢ 2 sin a sin ¢

sin ssin(s — c¢)
gin a sin b

) sin% = /sin (s—a)sin(s—b) (g} cos O]

sin a sin b 2
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Die Divifion der GL (3) dburd) (4) gicbt
e sin (s — b) sin (s — ¢)
® a2 V sin s sin (s — a)
Da (§ 2, 3) sin A=2sin}AcosiA, fofolgt ans (3) und (4)
(10) sifn A = ———2————1/ sins sin (s —a)sin (s —Db) sin (s —c¢).

sin b sin ¢

§ A8, Nelationen jwifdhen den drei Winteln uud einer
Seite.

Dentt man fid) gu dem ph. Dreied ABC das Polardreied A'B C!

conftruit, fo it in diejem (§ 12, 2)
cos a' — cos b cos ¢
sin b sin ¢

et man A'= 180°—a, a'=180°— A u.{. mw, {o hat man
¢os A - cos B cos €

sin B sin ¢
Man erhalt alfo den Cofinusg einer Seite, wenn man jum
Gofinus des Gegenwinfels dbag Produft der Cofinujje dev

beiden andeven Winfel addivt und die evhaltene Sumue
durcd) bas Produbt der Sinujfe dev letyteven Winfel dividirt.

coR A=

(1) €08 & =

Sendet man die Fovmel § 12,9 auf dag Polavdreied A'B'C' an,
indem man A = 180° — a’, a == 180° — A’ u. {. w. fet, jo it

tg %— = tg —18—~U[)_2-_—-i = cotg —;L, ferner
sin 8 = sin d—%—t—c —sin (3' 1280—? — Al+3'+ CI) ober
iy 5 S Wih (180°+ 900 4 (A’ + B +0f))
Sept man § (A4 B4 C) =S8, fo ijt (§ 2, 14)
sin s = sin (1800 4 900 — 8) = — sin (90° — S) = — cos 8,
sin (s —a) =sin [180 0 4- 00— 8 — (180 ©— A")] == sin[900— (S — A")]
alfo gin (s — a) = cos (S — A'), ebenjo

sin (s — b) = cos (S — BY) und sin (s — ¢) = cos (8 — C').

@ubftituirt man  diefe Werthe in Formel § 12, 9, wnd [aht
die Accente weg, da dag Polardreied, alfo aud) das urjprimgliche Dreick




belicbig ift, fo ergiebt fidh
(2) cotg —;- = I/""'“ (8 —B) cos (8 — 0)

— cos 8 cos (S — A)

§ A4, Nelationen grifden ywei Seiten, pem 3wijdyen-
winfel devfelben und einem Gegenwintel,

Bufolge § 12, 1 hat man
cos a = cos b cos ¢ - sin b sin ¢ cos A
co8 b = cos a ¢os ¢ 4 sin a sin ¢ cos B.

Set man den Ausdruct fiir cos b in die erfte G, fo it
COS & = ¢0s a 08 2 ¢ 4~ sin a sin ¢ cos ¢ cos B - sin b sin ¢ cos A
Wenn man cos a cos? ¢ auf die linfe Seite der G, bringt, dann
cos a (1 — cos? ¢) = cos a sin? ¢ fept und die Gleihung durdy
sin a sin ¢ dividirt, fo ijt

sin b

wotg a sin ¢ = ) COS — ¢
cotg a sin ¢ =cos ¢ cos B -} e A,
sin b sin B ;
und da (§ 11) s M fo ijt
(1) - cotg a sin ¢ = cos ¢ cos B - sin B cotg A.

Wird diefe Gl anf das Polardreied angerendet wnd rwicher auf
dad wjprimglidhe Dreiedt juviicgefiihet, fo evhalt man

(2) cotg A sin € = — cos € cos b - sin b cotg a.

§ 45, Melationen jwifden allen fedys @fﬁtﬁn Deg
Dreieds (Gaupifde Gleidhungen).

Seft man in die Gleihung (§ 2, 1)
sin 4 (A == B) =sin } A cos § B 2= cos } A sin } B
die in § 12, 3, 4, 5, 6 gefunbdenen Ausdriice, fo folgt

; __ sin (s—b) == sin (s —a) sin s sin (s —c),
sin § (A == B)= sin ¢ sin a sin b’

sin (s—b) ==sin (s —a)
sin ¢

ober

.co84C (§ 12, 8),
2

sin § (A == B)—
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Erjtend hat man \cunmrb
sin 4 (A + B) = 8 3% [sin (s — b) 4 sin (s — a.)] , alfo (§2,10)

"il]
sin 4 (A 4 B) = ‘ig +2sin{ (28 — a — b) cos § (a — b).
Wegen a--b +ec=2s iff 2s —a—b=c¢, folglih (§ 2, 3)
. 0s 4 C
sin .5-(A+B]x?8%’—:cos o - 2sinjecos(a—b) ober

(1) sinf (A - B) coste=cos}(a—Dh)cos}C

Sweitensd it '

sin 4 (A — B) = il #C[ n(s—b)——sm(s—a.)] alfo (§ 2, 11)
ooﬂ(‘

sin 4 (A — B)= - .2c084 (28 —a—Db)sinf(a—Dh)

sin 4 (A — B) = m%%c 2 cos 4 ¢ sin § (a — b), alfo
(2) sin ) (A — B) sin} e = sinf(a—b)ecos €

Durd) cine dbnliche Entwidelung von cos § (A == B) findet man

(3) cos § (A |- B) cos [ ¢ = cos L (a 4 D) sin €

(4) o8 § (A — B) sin L e — sin } (a 4 b) sin } C.

§ 6. Ncelationen jwifden finf Stitcen ded Dreieds
(Meperfdhe Analogicen).

Dividirt man von den Ganfifdhen Gleichungen (1) durdy (3), (2)
ourd) (4), (4) durd) (3) und (2) dued) (1), fo cvbilt man

.l .1 | Sont..
{1] tﬂ.’{"—*—n)_ eﬂs%(a"’—b] e.t's%c
: ~ sin}(a —b)
(2) ‘«S-L-(/‘—“)me‘! 50
sjn“;\—~ll)
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Anfioyung der fehiefwinFligen Dreiecke.

§ A9 Vei der Auflofung fchicfvo. Dreiede Founen gegeben fein

1) Ddic drei Seiten,

2) Ddie drei Winkel,

3)  3wei Seiten und der Jwifdyentvinkel,

4) cine Seite und die Deiden anliegenden Wintel,
5) atoei Seiten und cin Gegentwintel,

6) awei Wintel und cine Gegenjeite.

GEriter Aufloyungsfall.

§ A8, Geqeben die dret Seiten a, b, ¢; gefudt die drei
Wintel A, B, C.
cos a — cos b cos ¢

s : 3 o 2 19 9
Anfl —1)-—connlre= g 1 o ($ 12, 2)

¢
: cos b — cos a cos ¢
2) cos B = b a

sin a .Slll C

cos ¢ — cos a cos b Al

. B
sin a sin b ¢

3)i.008.0 ==

Gine fitv die logarithmifche Rechnung bequemere Anfléfung evgicbt
fich aug § 12, 9

A 1 ]/sm (s—a) sin (s —Db) sin (s — c)

5% 27 sin (s—a) sin &

B sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢
5) &5 2~ in(s —b) sin s

0 . 1 ]/sm (s—a) sin (s — b) sin (s —c)
6) tg 2 7 sin(s—c) sin s

I diefer Gejtalt find bdie WAnsbritcke fitr die Rednung begquemer
alg in der § 12, 9 aufgeftellten Fovm, wo die Wurgelgrofe fitv jeden
Wintel von Mewem Devechriet werden mitfite.

Da man nur Deeiece bctmd)tet in welden jeder Winkel Fleiner ald
180°, alfo der halbe MWinkel cin fpiger ift, fo find fammtlihe Wurzeln
pofitiv au nehmen.

Beifpiel. Aus a=D54928/, b=123048', ¢ ="T73°15'20"" folgt
A=21°17'2166', B = 158° 14’ 16,08'/, C=25° 17' 3448
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Sweiter Unflofungsfall,

§ #9. Gegeben die drei Winfel A, B, C; aefudyt Ddie
prei Seiten a, b, ¢
cos A +- cos B cos C

Yufl, 1) cosas= B i e (§ 13)

; . ioos B j—_cis_'_A'cos C
3 e sin A sin C
cos C 4 cos A cos B

3) cosc= z :
) sin A sin B

Bequemer fiie die (ogarithmijdye Redynung find die aug § 13, 2
folgenden Formel :

e ® L T /cos(S—A) cos(S—B)cos(S—C)
A netg 2 7 cos(S—A) / — cos S

IPLT T |)/=5 V e =
& R 27 cos(S—B) —cos 8
0 e &1 /cos(S—Ajcos(S—Byeos(S—0)
6) cotg 97 cos (S_—_-C) / —-cos S

Hier ijt cos S immer negativ, alfo — cos S ehenfo mwie alle itbrigen Fac-
toven unter dem Winelzeichen pofitiv, daber geben die Fovmeln bei jedem
moglidyen jph. Dreiece veelle Wirzelwerthe.

Beifpicl. Aus A=107°48‘, B=238°58' 30"/, C =529 30’ folgt
a=7T0°22"4256", b = 380 28' 48,8/, ¢ = 51° 42" 265",

Dritter Unfléfungsfall,

§ 0. Gegeben 5‘wei Seiten a, b und der Iwifden
winfel C; gejudt A, B, c.

Aufl Mittels der Neperfdyen Analogicen (§ 16)
cos 4 (a — b)

t.g -&- (A. + B) = e *A(a——f-_i;)_ COth -*- C
tg 4 (A —B) = :::Hcotg*(l
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bevechnet man  juerjt die halbe Summe und halbe Diffeveny der Wintel
A und B, und findet dann

1) A=4(A+B)+4{(A—B)

9 B=L(A+B)—4(A—B)
Aug § 16,3 folgt ferner

: , o S8 F A B)

3) tg 'E'EL g GUS-&[A— B) tg'&'(““ + b)

Gine andere, fite die logarithmifdhe Redmung aber nicht ebenjo be-
queme Anfldfung enthalten die Fovmeln (§ 14, 2)

sin b cotg a — cos b cos C

)5 s sin C
h sin a cotg b — cos a cos C b 12, 1
5) cotg B = = ud (§ 12, 1)

6) cos ¢ = cos a cos b - sin a sin b cos C

Beifpiel Ans B=91047/40"/, b=140°7'56'", C=129°57' 59"
folgt A =123048" 3,62, B=147047" 46,62'/, c==112° 47" 59,78'".

Bierter Wuflofungsfall,
§ B4. Gegeben cine Seite ¢ uud die anliegenden Win.
tel A, B; gefucht a, b, C.
Aufl. Mittels der Reperjchen Analogicen (§ 16, 3, 4)

__ cosy(A —B) y

sin § (A — B)
sin 4 (A + B)
beftimmt man die Seiten a und b, ndmlidy
1) a=4@-+b)+4@—D)
2) b=4}(@+b)—4(—b)
NAlsdbann hat man ufolge § 16, 1

cos & (a + b)
cos 4 (a — b)

tgd(a—b) = tgho

3) cotg4C= tg 4 (A -+ B).
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Cine andere Anflofung geben die Formeln (§ 14, 1)
cos ¢ cos B - sin B cotg A
sin ¢

cos ¢ cos A 4 sin A cotg B
sin ¢

4) cotg a =

H) cotg b =
und die gu § 13, 1 analoge Formel fiir cos ¢ durd) Wmformung

6) cos C = sin A sin B cos ¢ — cos A cos B.

Beifpiel. Aug ¢ = T0° 25' 182", A = 50° 59' 58,48,
B =106° 28' 1,05" folgt a =54°7'23", b=910°8§" 415",
C=64°39'5,02'"

Fiinfter ufiofungsfall.

§ ®®. Gegeben jwei Seifen a, b und cin Gegenmwine-
fel A; gefudit B, C, e

sin b sin A

Sll“f]_ 1) sin B = T2 (s l])

s cos }(a 4 b)

*7 7 cosd(a—Db)
cos 4 (A 4 B)

3) tg;c: C[!S&(Km—-—mtg&(a_'-b) (s 16, 3)

Der durdy feinen Sinug beftimmte Winfel B madt die Anflofung
grocidentig.  Da in_cinem Dreied der grifern Seite dev grifere Winkel
gegenitberliegt, jo ift fiiv b<<a wnd wom A << 90° ift, and) B < 90°.
Sonft gicbt e8 im Allgemeinen 3roei Dreiecke.

Beifpicl Ans a=3704820", b=50° 32 40, A—40° 36* 50" folgt
1) B= 55° 4'4748", C=102°52'3527",, c=66° 37' 59,34",
2) B=124°55'1252", C= 19°56' 54,02, ¢ = 18° 44" 23,06"",

2) cotg tg 4 (A + B) (§ 16, 1)

Sechster Anfiéfungsfall,

§ ®B. Gegeben gwei Winfel A, B und cine Begene.
feite a; gefudyt b, ¢, C,
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gin B sin a

Q[llfl. 1) gin b= —-'SiTA'— (s 11)

s 4 B
9 whe=tOFFuiatny 6169

co a-b
3) ootg4C = -cﬁ%t-b—;tg%(zi 1+ B) (516 1)
Da fitr b jwei Werthe gefunden werden, fo ift bie Aufgabe ztoeis
beutig. Wenn B << A und A << 90¢, fo mup b << 90° fein.

Beifpiel. Aus A=111° 30, B=83° 35/, a=130024' 18" folgt
1) b= 54°25'11,65"', c =145 23'39,64'', C =136° 3' 31,52"}
9) b=125934' 48,35/, c= 19°38'46,86", C = 24915' 19,02,

BVom Flacheninbalte der fpb. Dreiecke.

§ 4. Wihrend in den vovgehenden Anfldfungen dev Kugeleading
unberiitfichtigt blicd, da die anfgejtellten Formelm im Grunde wur Begie-
pungen pwifdhen den Winfeln und den Seiten dev Dreiede ausddriicen,
fommmt e8 bei der Beredhuung des Flacdheninhalts der (epteren wejentlid
anf die Grope deg Radius an.

@ind gegeben bdic drei Winfel A, B, C cined Dreieds
und der Kugelvabdiug r, fo ijt (Steveom. § 262) der Fladyeninhalt des
Dreiedd

ar?

7ix ?

wo B den fphavijhen Ereep, d. h. den Ueberfchufy der drei Winfel iiber
2 Nedhte begeichuet.  In diejen Formeln witffen die Wintel A, B, C uud
¢benfo E mit dem Winkel 180° in einerlei Ginbeit, alfo ettoa nur in
Graden und Decimaltheilen des Grades ansgedvitdt werden.

Beifpiel. Aus A = 50° 59 5848, B = 108° 98¢ 15054,
C— 64939502, r =6 Fup folgt F = 2646346 [ ] B

§ 85 Dic Winfel cine Dreieds werden nicht blog im Grabd-
mafe, fondern oft audy im Bogenmafe oder in Bogenlange gegeben,
d. . durd) einen aud ihrem Scheitel wijdhen den Schenfeln bejdyricbenen
Bogen angegeben, oeldyer durd) den Nading alg Einbeit gemeffen, alfo
in Theilen des Rading andgedvitdt ijt.
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®iie den Rabdiug r =1 ijt der gange Kreidumfang = 27, der

halbe Wmfang = 7z, der Quadrant = %, der Octant =% Wi 10

Die entjpredhenden Winfel find alfo im Bogenmafpe diefe:
360° = 27 = 6,2831853 1800 = 7z = 3,1415926
900 = — = 15707963 450 = §-= 0,7853981.

Begeidynet allgemein a die Angahl Grade cines Wintels und b den
entjprechenden in Theilen des Radiug andgedviiften Bogen, fo folgen aus
der Proportion

1802 a0 ="t b
Die Deiden, 3ur Verrandlung des Gradmafes in Bogenmai und wmge-
fehet dienenden Formeln:

a0 b. 1800
. ) i e
) b= 1800 2) glE= =
Begeichnet man mun die Winkel und den fphivijdhen Creef cines
Drcieds i Gradmafe mit A, B, C, E, dagegen im Bogenmafe
mit AY, BY, C E' und febt in der Fovmel des § 24

0 0 0 0
g T TR A R T
T b 7t 7T

(3 F:(A'-f—B‘—I—C'—n) r2—TFR'. r2

Db dev Jubalt eines Dreieds ift gleid) dem fph. Cpreeh im
Bogenmafe, multiplicict mit dem Quadrate des Kugelvadins.

Man gicdt diefer Fovmel gewdhnlidy die Geftalt
(4) F=A4+B+4+C—180°=E

mdemt man den Radiug gleid) 1 wnd den fph. Creef im Bogemmae
nimmt.

Beifpicl Ans A = 1,2217304, B = 1,3089969, C — 1,3962634,
r=3 Fup folgt F = 7,06859 [_] Fuf.

§ 6. Aus den drei Seiten a, b, ¢ cined Dreieds
den fpb. €reep E und, wenn nod) der Kugelvadiug r gegeben
ift, den Inbalt F des Dreieds ju finden.

Bufolge § 254 Dhat man
}(A+B+C)—90°=4E, alfo sin §E=—cos§(A-+B+C) ober
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sin § B ==—cos § (A4-B) cos 4 C 4-sin} (A4-B)sin 4 C, alfo (§ 15, 1, 3)

sin C cos § C cos § (a4 b) sin4 Cecos4Ccosd(a—Db)
cos 4 ¢ * cos ¢

! _8infCcosyCr a—b a-4b
sinf E= T \cos e e )

Eiﬂ%E:-—-

et man fitr sin § C und cos 4 C ihre Werthe in § 12, 7, 8 und
toendet auf den ecingeflammerten Ausdrud § 2, 13 an, fo hat man

2sinfasingb
sin a sin b cos § ¢

sinjE=|]/ sin s sin (s—a) sin (s —Db) sin (s —c) .

Wird auf sin a und sin b dic Formel § 2, 3 angerwendet, fo ift

V/sin s sin (s — a) sin (s —b) sin (s —¢)
2cosfacosibceosfe

sinj E=

Nadjdem bievand & E in Graden beftimmt ift, findet man (§ 24)

E nr2

2" 900

Beifpiel Wenn a==54° 7' 23", b=191°8"415"
c=T0°25' 182/, r =3 Fup, fo ift

F =

log bed Nenners = 0,0080275
alfo log sin § E = 9,55654918 — 10
+E = 21°3' 82,29' = 21,05896 Grabe,
F = 2,105896 = = 6,615866 [] §.

Da A 4 B 4 C jwijhen 2 R. und 6 R. liegt (Stereom. § 256, 3),
alfo B oder A 4+ B 4 C — 2 R. jwifdhen 0° wnd 360°, fo liegt 3 E
jwifen 0 und 180°  Daber gieht sin § E gwwei Werthe fiir 1+ E,
woraud aud) fiix F zwei Weethe folgen. Diefe andeven MWerthe find
1 E = 15894104 Grade und F = 49,93279 [ B.

§ B9, Woun ein fph. Dreied durd) andeve Bejtimmungsitiide als
jeine drei MWinkel odev feine drei Seiten gegeben ift, fo wird ber Fladyen-
inhalt des Dreiects daduvd) am einfachften erhalten, daf man eft die
Winfel und danm den IJuhalt nach § 24 bevechnet,

3
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Unfiojung folcher Dreiecke, deven Seiten
im Werbdltniffe jum Kugelvadius febr Flein find.

§ 8. TWenn die Seiten eined fph. Dreieds im BVerhdltnifie 3u
bem Kugelading fehr Hein find, fo tamn die Ynflofung deffelben anf die
cines cheen Dreieds yuriidyefithrt werden. Da der Betweis diefes Sapes
die Kemtnip der Bevechuung des Sinug und Cofinug cines belicbigen
Bogens durch unendliche Reiben vovansfept, fo [Bien toir yuvor die Anfgabe:

sin x unbd cos x burd) den in Theilen ded Radiud 1
gegebenen Bogen x in Reihen andgudriiden, dic nad
gqangen pofitiven Potengen von x fortjdreiten

Bu diefem Swece nehmen wir der Methode der unbeftimmten Cocf-
ficienten gemdfp die Meiben an:
sin x = A 4 Bx 4 Cx2, ...
cos X =4a + bx 4 cx2,...
Sepen toiv hievin, da die Reiben fiir jeden Werth von x als giltig
gedadyt werden, x == o, fo ift sin o==0 und cos 0 = 1, und indem alle
mit x, x2.... multipliciveen Glicder verfdpwinden, wird A==o wnd a =1,

OWiv Fonnen demnad) die beiden Reiben fite sin x und cos x einfadher anf
folgende At annehmen:

(1) sin x = Ax - Bx? 4 Cx3,...
(2) cosx =14 ax 4 bx2 4 ex?,...
W die Goefficienten ju beftimmen, fehen wiv (aus 1)
sin x

= A 4 Bx 4 Cx2....

Weil der Sinug ftetd fleiner it al8 fein Vogen, fo ift war der
Quotient q—'i—i immer ein ddyter Bruch, aber derfelbe Fommt dev Einbpeit
befto ndber, jo Fleiner der Bogen wird, und ev evveicht julept toivtlic) die
Ginbeit, wenn x = o geworden iff.  Sept man alfo x = o, fo fallen

Fcrhtcr Hand alle mit x behafteten Glicder weg, tworand folgt, dof A =1
el wf.

Wenn ferner in den Gleidhungen (1) und (2) ftatt x gefeht wird

— X, fo cvDdlt man, dba sin (— x) = — sin x und cos (—x)=cosx it
—sinx =— Ax + Bx2— Cx®+.... ober
(3) sinx = Ax — Bx24 Cx3 — ...

(4) cos Xx=1—ax 4 bx2—cx?4,...
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St jeden Werth von x mup die Reibe (1) daffelbe Refultat wie
(3) wnd cbenfo die MReihe (2) daffelbe wie (4) geben. Diefes ift aber
offenbar wue dann mdglid), wenn in der Reihe (1) die Coefficienten von allen
geraden Potemzen von x, Ddagegen i der Reihe (2) die Cocfficienten
bon allen nngevaden Potengen von x gleid) NRull find. — Wenn alfo
die beiden Methen fite sin x und cos x itberhoupt moglidy find, fo tocif
man im Bovaus, dap die erftere mit x beginnen und nady ungevaden
Potengen, die andern aber wit 1 beginnen und nach gevaden Potenen
von x fortfdhpreiten mup.  Wir  Founen  demnad) fogleidy fitr sin x und
cos x Die Meihen

(5) sin X =x -4 Ax?+4 Bx%4-Cx7....

(6) cosx=1+4ax?4 bxt4cx0....

annchmen, wo aber die Coefficienten, obfdyon fie eben fo twie frither be-
jeicyuet find, natiiclidy nidht mebhr diejelbe Bebeutung Haben.

Behufs der Bejtimmung dev Eoefficienten in den vorftehenden Reifen
jegen wiv x 4z ftatt x und adbdiven die dadurd) erhaltenen Reihen; dann ift

sin (x - z) 4 cos (x 4 z)
= l4-(x+2) +a(x+z)°4A (x4 2)*+b(x+z)'+. ... ober (§2,1)
(sin x < cos x) cos z + (cos X — sin X) sin z
=(l4+x42)+ a(x24 2xz 4 2?)
+ A(x34 3x% 4 3xz24 29
+ b (x* 4 4x% - 6x22 - 4dx22 424 ...,

Wenn man [infs fiir sin x und cos x bie Reihen (5) und (6) und
gbenfo fitv sin z und cos z bie (umlu%en Reiben Jubjtituivt, ferner vedts
aus den Glicdern z, z2. ... hevaudhebt, fo finbet man

(L4 x4 ax24 Ax?4bx*....)(1 4 az24 bzt...)
4+ (1 — x4 ax?— Ax?4 bxt...) (24 Az%4 Bz3...))
= 1+ x4 ax2-+4 Ax®+4 bxt, ...

+ (1 4-2ax 4+ 3Ax24 4bx?, . )z +4....

Auf beiden Seiten dicfer GI. fonmt der Theil 1 4-x - ax2 4 Ax3....
bor, welden man vedytd weglaffen fann, wenn man 5buglvicb [inf§ audé dem
Ausdruce (1 + az2+4 bzt....) die 1 wegldft; dividirt man dann nody
die Gleidung durd) 2, fo hat man

(14 x4 ax?- Ax?,..)(az - bz?....)
+(1—x+4ax?2— Ax24 bxt....)(1 4 Az24 Bz4,,,)
= 1+ 2ax 4 3Ax2+4 4bx?,..,
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Da diefe Gleihung fitv jeden Werth von x wnd z giltig ift, fo
faun man and) z = o fepen; danu ift

— x4 ax?— Ax?4 bzt=2ax 4+ 3Ax?-} 4bx? 4 5Bx*....

@oll nun diefe @[cld}uug befteben, fo miiffen die Cocfficienten gleidyhoher
Potengen vou x auf beiden Seiten cinander gleich fein, nimlic

. i ' .—-_..__...'1
2a = — 1, qworaus folgt a = 19
1
3A=!l. AUET A—-—*m
1
e N o
B PPt e e
¢ 1.2.8.4:8 i
Sept man diefe Werthe in (5) und (6), jo ift
x? x5 x7
(D sx=x— g+ 13300 1384660 "
13 x# x0
(8 mx=1— T3 + T a0 Id.hdnt

Beifpiel, Um sin 1° und cos 1° zu bevedynen, muf man
bent Bogen 10 evft in Theilen ded Rabdius ausdviiden. Man erhalt

Tt
- 0,01745329 und findet dann

sin 10 = 0,01745329 — } (0,01745329)3
— 0,01745329 — 0,00000087 = 0,01745242
cos 10 = 1 — } (7,01745329)2 = 1 — 0,00015231 = 0,99984769

Bei diefem Beifpiele veidhen goei Glieder der Reibe hin, wm den
Sinus und Cofinus big auf 8 Decimalftellen genaw Fu evhalten.

§ 0. Wir betradhten jept ein fph. Dreiedt, in weldem die Seiten
a, b, ¢ fchr Elein gegen den Kugelvabdiug find.

@ept man in die Formel (§ 12, 2)

c08 a — cos b cos ¢

cos A = : :
sin b sin ¢
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die im bovigen § gefundenen Reiben fiie den Sinug und Cojinug, indem
man alle Potengen, roeldye die vierte wberjteigen, alg verfdymindend flein
teglifit, fo ift

(—5+3)-C-F+3)(-5+5
=gl o

oder wenn man die Multiplication ausfithet und wieder alle Glicder, weldye
bon einer hohern Dimenjion al§ der vievten find, vernadldffigt,

y (b3 er—ar) 4 5 (a0 = bt — o1 — 6b202)

bc(l ——W)

T S : : b2 4 c2
Multiplicivt man Jabler und Nenuer diefes Brudyes mtt(l -+ ), fo

cos A =

cos A =

6
ethilt man im Nemner be — ;?gu(bﬂ ¢ 2)2, aus welchem Yusorud

der jtoeite Theil rwegen der hohen Potengen von b und ¢ weggelajfen
werden fann.  Man erhalt demmady

b2+cﬂ__, 842 a-!_b4_04___6b202 bﬂ_}_cﬂ)
2be + 24be ](1+ 6

Anftatt hier die Klammern aufyuldfen und alle die bvievte Poteny
itberfteigenden Glieder ju vertwerfen, braudyt man wur die Multiplication
in dem usdrude

b‘-}-c‘*—a.“( b’-{-c’) at—bt—ct— (b2
2be 1+ 6 s 24be

cos A =

cos A =

audgufithren, wodurd) man erhilt
b24f-c?—a? 2(a?b24-a2¢24-b2e?)—at— bt—ct
2be 2be

et nun A'B‘ C’ cin cbenes Dreiect, defjen Seiten den Seiten
a, b, c ded {ph. Dreiedd ABC der Linge nad) gleidy find, fo ift befanntlidh
b 2 + c: Ly a’
2be !
2(a?b2-L-a2¢2,-b2c¢?)—at—bt—ct
4h3ca

(1) cosis=

cos A' = alfo

sin2A’' = 1 — cos?A’' = ober
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4b2¢2? sin?A' = 2 (a2b* 4 a?¢?2 4 b2¢?) — at — bt —ct,
Die Subjtitution dicfer Angdriicke in (1) giebt
@) con A s G A % sin 2A",

Dic Winfel A und A’ fomnen nur wenig Ddiffeviven.  Sehen wiv
A= A'4 x, wo x cine fehr tleine Grofe ift, fo ift

cos A ==cos (A' 4 x) = cos A’ cos x—sin A’ sin x, alfo (§ 28, 7 und 8)
cos A =cos A’ (1 — Lz‘— -l-) — sin A’ (x ——}f—n— +...),
1.2 129
oder wemn man alle die cvfte Poteny diberfteigenden Glicder vertirft,
cos A==cos A’ — x sin A",

Die BVergleidhung diefer GL mit (2) 3eigt, dap

x sin A' = -1363 sin 24’ ober x = %9- sin A/, daper
A=A+ b—Gc gin A, Da aber befanntlid)
AABC =22 s A, foift (5 25,4)

2
A=A+ 1. AABC'=A'4+ {E
Man hat denmach die Wnddriice
(3) A=A"4+LE, obr A=A —41E und analog
B=B'4}E .... B=B—-}E
C=C44E .... C'=C~—}E b. b

Gin fph Dreied, deffen Seiten gegen den Kugelvadiug
fehr flein jind, Eann wie cin cbened Dreied beredhnet werden,
deffen Seiten eingeln die namlide Lange haben und defjen
Wintel dadurdy gebildet find, daf jeder Winfel des fph. Dreie
edd um 4 des fph. Ereeffes vermindert worden ift.

§ 30. Do vorfehende, bon Legendre gefundene Sap ift inge
befouders fitr die Geoddfie von groper Widytichfeit, da Ddie @eiten aller
Dreiede, weldje auf der Oberfliche der Grde gemeffen werden, gegen den
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Crdrading immer nur febr flein fein Fonnen, und dic Beredynmung cines
ipbarijdyen Dreieds wefentlid) vercinfadyt wird, wenn ed fich wie ein chened
behandeln 1apt.

Betvadtet man den ph. Creep E alé Bogen cined Kreifes vom
Radiug gleidh 1, fo ijft (§ 25, 3) der JInbalt ded {ph. Dreiecks
F=12E, alfo E:%—
Jn den hier gu betvadytenden Fdllen ift der fph. Creep immer nur
eine fehr tleine Grope, toeshalb wiv ibn in Secunden vevwandeln wollen.
Bufolge Cbene Trigon. § 54 ijt

AT, 17! ot e e
: " 180.60. 60

©o oft aljo diefer Werth fitr den Bogen von 1‘_‘ in % entalten ift, fo

viel @ecunden mup E enthalten, und da man wegen der Kleinbeit des
Bogend von 1Y obne erheblichen Fehler are, 1/ = sin 1 fepen fann,
fo bat man fite den fpb. Greep

F
Bt =5 . 2062648 Gec,

r2sin 1'’
Betradten wiv jept einige BVeifpiele,

1). Bon einem auf der Erde gemeffencn fph Dreied
fennt man eine Seite ¢ =56559 Toifen, die anlicgenden
Wintel A=59°50'53,18" und B=78°49,47" fowic den
Crdradiug r=3266359 Toifen. (1 Toife = 6 Fup). Man
fudpt den dritten Winfel C, die Seiten a uud b, und den
Inbalt F dbed {ph. Dreieds.

Aufl Wm dad fph. Dreied wie ein cbenes anf- ¢
guldfen, muf die Grofe ded fph. Creeffes aus der oben
jehenden Fovmel beftimmt werden.  Bu diefem Bwede a
beredpet man guvor den JInbalt F des fph. Dreieds wmit
binveidyender Genanigfeit wic den cines ebenen Dreiecs Al

A'B'C’ aud ciner Seite ¢ und den anliegenden Winfeln ¢ 4
A und B, Bujolge Ebene Irigon. § 123 hat man

c?sin Asin B ’ ¢ 2sin A sin B
OB O=gmatmy M 2= g By sur— 3008473

~ 2sin(A4-B)’
Hicrans findet man fiir dad cbene $Hiljddreied die Winfel
Al=A—JE"=59°50'40,17" und B'=B-— }E"==780 3' 56,46,
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Nad)y der ebenen Trigonometvie (§ 123) bevedmet man jept aus
c, A', B ben Wintel C' uud bdie Seiten a, b bed Hilfsdreieds,
namlid
C'=180°— (A' 4 B) = 42°5' 2337""

¢ sin A’ :
= ——5— = 72960 Zoifen,
— 2B’ ons5,62 Toifen.
sin C

Fiic das {ph Dreied ABC hat man demnad)
C=0C'4 } E=42°5" 3638"
a= 72060 T. wd b = 8255562 %. und (§ 24)

39,03' . ar?

F = 480.60.60"

— 2018836700 [ ] Toifen.

2). €3 feien von cinem {pbh. Dreied auf der Crdfugel
jwei Seiten a = 38828,47 Meter, b=33260,37 M. nebjt
dem Swifdenwintel C=110°52'47,75"" und dem Erdradius
r=—~0366197 Meter befannt. Man judt A, B, ¢ und den
Inhalt F ded jph Dreieds.

QAufl. Wm den fph. Creep aud der Fovmel B! = Tiamg M

finden, Deredynet man den Inhalt F ded fph. Drciedd mit hinveidyender
Ynndherung ebenfo wie den Flacheninhalt cines ebenen Dreieds, nimlidy
(€b, Trigon. § 121)

F__ b'c 1 EJI_M_m:aOTH

= }absinC, alfo = g — 0T

Mun bevedmet man fiiv ein cbened Dreied aud a, b und
C'=C — LE' = 110° 52/ 46,72'' bic Stiide A’, B', ¢, durd) die
Formeln (Cb. Trigon. § 124)

LA 4 BY) = 900 — 1 C' = 340 33" 36,64

4 e ;
tg L(A' — B]—mﬁ(}tg &C,
a gin C' ’
= und findet

A'=287036'2056', B'=31°30'5272", c==>59451,35 M,
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Fitr dag {ph. Dreiect ift demnad
A=A+ JE'" = 37036' 21,58
B=B'4 }E'=31030"53,74"
¢ = 59451,35 M.

T g 307", ar2
T 180.60.60

3) Sinbd bdic drei Seiten a, b, ¢ eined {ph Dreieds
und der Kugelvadiug r gegeben, fo berednet man Fuerft
(‘Blanim. § 147)

F=Vs(s-—a)(s-—b)(s----c),

= 603216800 [] M,

worans E“=m£—1,, folgt. Bevedhnet man jept Ddie drei Wintel
A’ B, C' bes chenen Dreieds, bdeffen Seiten a, b, ¢ find, nad) ben
Regeln dev ebenen Trigonometrie (§ 128), fo jind die Winfel und der
ladyeninhalt des fph. Dreieds dicfe:

A=A+ }E" B=B'+4E" C=C'4 }C"
L3

F = (A+ B+ C— 1809 .

Aufgaben aus der Spbarif,

: § B4 Voneinem Dreied ift gegeben a=90° B=42012",
C=54°43" und der Kugelvadindr=13,4164078 Fup; man
fudht b, ¢, A und den Fladeninhalt F.

Wufl.  Mittteld § 21, 4,5, 6 und § 24 findet man g
b= 48°1647" c = 64934 398" b -
A=115°20'456"" F = 101,3203 ] §uf. Al B
C

$B®. Voneinem Dreied ift gegeben a=b=23°5759,3"
unbd e =44°11'8,02'5 man fud)t A=B und C.

Aufl Berlegt man das Dreiect durch ein aus C gefillted Perpen.
difel in gwei vecdhtro. Dreiecte, fo ift (§ 3,4 und 2)
4
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cos A = cotgatgic, aljo A=B =24°3'3107"

sin 4 ¢
sin a

sin € = ,alje € =135936'34,52"" (Ster.§256,3)

) § BB. Vou cinem gleidhfeitigen Dreied ift 1) gegeben
eine Seitea=76°34'24"", und gefudt ein Winfel A; 2) gege-
beu ein Winfel A =103°25'36" und gefudyt cine Seite a.

Aufl. Wird das Dreied in roei congruente vedhtwintlige Dreiece
jevlegt, fo findet man (§ 3, 4 und 6)

1) cos A=tglacotga alfo A= T79° 81686
2) cos a=cotgfAcotgA aljo a=100°51'4314"

Die Seite ecined gleichfeitigen Dreieckd mup ftets Fleiner ald 120°
feir wnd der Winfel mmer 3wifden 60° und 180° liegen. (Ster.
§ 256, 2 und 3).

§ B4 In cinem Dveiede betragt die Summe dev Win-

~ fel 8=222°7'4,556", dic @Summe der Seiten 8=215%41"'2",

und der Fladheninhalt F=2646,346 [ ] F.; man fudt den
Fladeninhalt ded yugehdvigen Polardreieds.

3600 — s

Wil . B

.F = 9067,647 (] B

§ 35 Aus jwei Winfeln A = 64°39' 5,02" und
B=50°59"58,48", dbem Fladeninhalte F=16,615866 ] H.
und dem Kugelvadiug r=3 Fup cined Dreieds den dritten
Winfel C und die Seiten a, b, e ju finuden.

Auil, Wian findet mitteld § 24 und § 19
C = 1069928106,  a=T6020/ 182"
b= 648 T 2 8L e=91% 8°415"

¢ § B6G. Vou cinem Dreied ABC {ind
dic Drei Seiten a, b, ¢ gegeben; man foll
die Lange ded aus C auf die Gegenfeite
geaogenen {ph. Perpendifeld p und die
?;.[btfjtbnittc AD und BD bder Gegenfeite
inde.

ufl. sinp==sinbsinA (§3,2), folglidh(s12,10)




27

sin p = —'Z—l/sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢)

sin ¢
MRachdem p gefunden ift, hat man (§ 3, 1)

cos b cos8 a
cos AD =
o8

ud  cos BD = ;
cos p

Das  Perpendifel ober feine QScrIc'iugmmg muf immer durd) den
Pol der jugehdvigen Grundlinie gehen und fallt imerhalb des Dreieds,
toenn die Winfel A und B entroeder gugleid) Fleiner oder jugleidy grofer
als 90 jind.  3Jft A oder B gleidh) 909, fo fillt p begiiglidy mit b oder
a gufanumen, Wenn A = B = 909, fo ijt C der Pol der Grundlinie,
und da man alsdaun pou C unendlid) viele Perpenditel nadh diefer zichen
fann, fo ift dic Lage Des Pevpendifel® unbeftimmt,

Beifpicl. Gegeben a=6, b=9, c=-12, Kugelvadiug r=50
in Jupen. — Verwandelt man die Seiten durd) Multiplication mit 1&20
in Gradmaf, fo ift ihre halbe Summe s = 15° 28’ 11,48'". Dic im
Gradbmap gefundenen Bogen find fdylicplidh) durd) Multiplication mit ﬁ(%)
in Langenmaf i verroandel.

p=15° 0'1346' = 4,366587 .
AD =90 1'4697"" = 7,879909 .
BD = 4043 17,65' = 4,120345 .

§ B9 Dic drei Seiten cines Dueiedd find gegeben,
&= 28959, b=101947'50', e=128°1" Wenn {idh
auf den Deiden crften Seiten von C ausd in den Abfdanden
m=123°50' und n=46°25'50"' swei Puntte befinden;
wic grof ift der Hauptbogen (x) jwifden denjelben?

cosc—cosacosb _ cos X — cosm cosn
sinasinb 5 sin m sin n

Aufl.  cosC= ($ 18),
sin m sin n

Cos X = — -
sina sin b

CO8 C — COS a COS b) -}~ cosm cosn,

x = 134°39'2314"
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§ B8, Dic geraden Linien, telde bdie

- oret Winfeljpigen eines fph. Dreiectd mit einander

perbinden, fdliefien ein ebenes Dreied cin, weldes

bag @chnendreiec ded fphavifhen Drciecs
genannt tied.

Aug den gegebenen Seitena, b, ¢
cined fpbh. Drveiedd follen die Seiten
m, n, p bed Schnendreieds, und un-
gefehrt, jeme gefunden wevden, wenn diefe gegeben find.

Aufl.  Da die Sebue cines Bogeng, deffen Radiug alg Sinbeit
angenomimen tird, doppelt fo grop ift als der Sinug ded halben Bogens,
fo bat man, wenn r der Radiug ijt, 4 m = rsin La, folglicy

1) m=2rsin}a 2) sin-}a=2—mr-

Beifpicle. 1) Gegeben a =50, b=44, ¢ = 64, r = 106
Le]
in §up.  Nadpbem man  diefe Werthe durdy) Multiplication mit %C:‘

it Gradmag verandelt hat, findet man
m=4953772 §, n=4368478 §., p=63,03234 B.

2) Aus r = 200 F. und der Seite m = 3490614 F. des gleidy
feitigen Sehnendreiedd bdie Seite a, den Winfel A und den Inbolt F
ped gleidhfeitigen fph. Drveieds ju beredynen.

Mian findet a = 19 A = 60°9,07" (§ 33, 1 oder § 39, 5) und
F=527671 [ §. (§ 24)

§ B39 1) Aud den Seiten a, b, ¢ eines fph. Dreicds
ABC bie Winfel M, N, P ded Sehnenbdbreiedd, und 2) aug
dben Geiten m, n, p ded Sebhnendreiedd die Winkel A, B, C
Ded fphavijdhen Dveieds ju finden.

2 - 2
"Yufl. 1) cos M=3—+—Qp——“-1----, alfo (§ 38, 1)
np
__ sin?}b 4 sin2fc— sin2fa
G 2sin} bsind e
cos a — cos b cos ¢
o sin b sin ¢ (8 18)
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Bufolge § 2, 3 und 5 und § 38, 2 ijt, wenn r = 1 gefept ird,
cosa=1—2sin?2fa=1—4{m?

2 't b b s L i 23-—- _:_D_—T

smb_.231n-§-cos-§—2sm—2-]/1—-sm 2_.-11]/1 i

Durd) Subftitution diefer und der analogen Ausdritde fitr cos b, cos e,
sin ¢ folgt v

1—gm?—(1—4n3(L—4p?
nVl—J;u"*.le—--th'a
S03 qp¥e—pid) o0 Fpic
npl @ —n?)@E—p?
Bufape. It dag {pbh. Dreied gleidhfdhentlig, etwa b = c, fo ift

cos A = alfo

cos A =

e sin?} a
cos M = 1 — ——QSin’%b' alfo
in 2
_ﬁsl?nf:b =1—cos M= 2sin2} M, folgliy
; __ sinfa
(3) sin 4 M = 2engb
Wenn tm Sehuendreied n = p ijt, fo ijt
- N e o L 2m3?
R~ alie—ih
2
?ﬂ(?Tm—_nﬁ = 1 — cos Acus Doin24A; folglidy
m
4 A e
@ s nV 4 —n?
Biir dag gleidhfeitige Sebnendreied folgt wegen m =n =p
- X s
(5) 31114-}1—]/-——4‘_1“2

§ 40. Dic drei Seiten a, b, ¢ cined ph Dreieds
ABC find gegeben; man foll 1) den fphdvifden Radiudrbdes
dem Dveicde cingefdhricbenen Kreifes, 2) den {ph Radius R
ped dem Dreiede nmfdricbenen Kreifed berednen.

Aufl. 1) Halbirt man die Winfel des Dreiecks durd) Hauptbogen,
fo {dneiden fidy diefe in cinem und demfelben Punfte M, der von den
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A prei Seiten gleidyen jpbavijhen Abjtand bat, alfo
der Mittelpunft deg dic Seiten bevithvenden Neben-
freifes ift, wag fid) auf diejelbe MWeife wic fite den
entfpredpenden Sapp der  Plonimetrie 3eigen lapt.
Bieht man nun von M jphivijde Perpendifel auf
dic Seiten, fo it MN =MP=MQ=r und im

JG redptin. AMAN (§ 3, 5)
P s tg MN = sin AN tg MAN, ober

tgr = sin ANtg LA,

Que der Symmetrie je jroeier an ciner Winkeljpige A, B, € jufam-
menftopenden Dreiecten folgt

AN = AQ, BP = BN, CP = CQ.
Sept man die Halbe Summe der Seiten des gegebenen Dreieds
AN 4 BP + CP = 5, fo ift
AN = s — (BP 4 CP) = s — a, jolglid
tgr = sin (s — a) tg § A.

Sept man fitr tg § A ben Ausdrnd in § 12, 9 und mulfipliciet
Bibler und Neuner des Brudhes wnter dem Wuvgelzeichen mit sin &, fo ift

] sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢)

tgr = :
sin 8

9) Grridytet man auf den drei Seiten des Drcieds in ihren Halbirungs-
punften N, P, Q fpbarijchpe Perpendifel, fo gehen diefe burdh cinen und
denfelben Puntt M, der von den Edpunften gleichen Abftand hat, alfo
der fphirifdhe Mittelpuntt des durdhy A, B, C gebenden Nebenfreifes ift,
wad jid) toie in der Planimetric berveifen [ipt. Jieht man alfo vou
M uadh A, B, C Bogen gropter Kreife, fo ift in den gleichjchentligen
Dreiecen

MA=MB=MC=R und
A=n-+4p B=n-4m, é:m—t—p, daler
JA4+B4+C)=m+n+p=m+A alfo m=4(B-4C—A)
Im redyto. A\ BPM Dat man (§ 3, 4)
tgBP = tgBMcosm, D. . tg ya==tgRcos} (B4 C— A),
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tgta
cos§ (B +C — A)
Mun ijt jufolge § 12, 3,5, 7

. B .C__sin(s—-a)'l sin(s —b)sin(s—c) _ sin(s—a)
e Nl S P / T et e

alfo tgR =

Wendet man dieje Formel i devjelben Weife wie in § 13 yezeigt
worden ift, auf dag Polavdveied an und betvachtet den davaus hervors
gebenden Ansdrud als cinen fitv jedes beliebige Dreied giltigen, fo ift

cos 4 (B 4 C — A)

costb.cosfec= oy

cos § a oder

cos § b cos Jesin A
cos 4 a :

cos § (B + C — A) = alfo (§ 12, 10)

2 cos fbeos e ey _ e
"~ cosfasinbsine l/sm s 8in (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢),

e Vsi:lssin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) ($ 2,3)
2sinfbsin fccosta SR

Sept man diejen Werth in den Ausdrud fiir tg R und  beadptet, bdap
cos atgda=nsin}a ift, fo folgt

: 2sin§ asing bsinje
tg e il/"".— e T R
sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s —c)
In Uebeveinjtimmung it den doppelten Werthen, die man fiir

tg r und tg R in Folge dev Quadratwourzel erbdlt, giebt es roei eins
gefchricbene uud umjdyricbene Kreife, deven Pole Gegenpuntte find.

Beifpiel. Aus a = 38028’ 488', b=15 " 42' 265",
e=T0°22'42 6" findet man r=13°16'20,52" und R=135° 27" 52,13,

§ A8, Aud den drei Winteln A, B, C cines {ph Drei
ccfcg de fpb. Madiud R des umfdyricbenen Kreifes zu be
reunen.

Auil. Wie in § 40,2 findet man hier

X5 tgia
e cos (B4 C— A)
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Bedeutet S die halbe Summe der Wintel A, B, C, jo ift

24 tgta
&by cos (S — A)

Subjtituivt man den aud § 13, 2 jid) evgebenden Werth fiiv tg § a,
fo bat man

tg R =]/ — 05 S
" cos (S — A) cos (S — B) cos (S — C)

Beifpiel Ans A= 38°58'30"", B=52030", C=107°48'
folgt R = 0,6180716 in Theilen des Radius.

Aufgaben aus der Stereometrie.

“ ¢ A% Cinen Winfel auf den Hovizont ju veduciven,

1) €8 fei der in ciner gemeigten Ebene lie-
gende Wintel BAC = a und die Neigung feiner
@dyentel mit der Verticalen AD, nimlid) 27 BAD=b
und 27 CAD = ¢ gegeben; man joll den auf der
Horizontalebene EDF pon den Projectionen DE
und DF der Sdenfel gebildeten Winfel EDF fin-
den, — Denft man Ed} aus A alg Mittelpuntt
eine Kugelflache bejchricben, fo bejtinmen ihre Durdy-

‘ jduitte mit den drei Seitenflachen der Efe A ein
fph. Dreied, in weldem aug den dvei Seiten a, b, ¢ der Gegenwintel
EDF ber erften Seite duvd) eine dev beiden Formeln (§ 18) gefunden
ird :

cos EDF = 88— €8 b ¢ b cos ¢
sin b sin ¢

g ) BDF — Vsln (s —b)sin (s —¢)

sin s sin (s — a)

2) Um bden Neiguugswinfel (EF) der Ebene des Win-
fel8 BAC gegen die Hovizoutalebene zu beftimuren, betvadyte
man dag der Gee B entjpredyende {ph. Dreiet, tweldyes mwegen des redyten
Fladenwintels (DE) cin vedtwintliges ijt. NAug einer .Rntl)e.te, n;elnhe
gleid) 27 AED = 90° — b ijt, und einem anliegenden jchicfen Winkel,
namlid dem Flachenwintel (AE), bder fid) aus der Cede A beftimmen
lipt, findet man (§ 3, 3)
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cos (EF) == cos (90° — b) sin (AE) = sin b sin (AE),
@ept man fiir sin (AE) feinen Werth jufolge § 12, 10, fo ift

cos (EF) = E:——a—{]/sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢).

Beifpicl, Aug A=191°47'40', b=87° 12' 30" und
¢=>50° folgt EDF =94°41'40"" wnbd 2L (EF) =40° 16' 33,09"",

S 4B. Cinen Winfel (x) im Raume ausd feiner Horvi-
gontalprojection p=106°32°15,3" und aus der Neigung
feiner ©dyenfel yur Hovigontalebenem=41°57' und n= 370
au bevedynen.

W fl cos X == sin m sinn -~ cos m cos n ¢os p (§ 12, 1)

x = T76°30'55".

-
S 44 Dic Flade der Projection einer chemen Figur
ift gleid) dem JInubhalte dev urfpringlidhen Figur, multiplicict
mitdem Cofjinus desd Neiguugsmwinfels beider Figurenchenen.

Sillet man von allen Ecen eined BVieledks auf cine andere Gbene
Perpendifel, o ijt das durd) die Fuppunfte dev lepteren bejtimmte Viel-
e Die Projection des eviten Vielecks,  Ebenfo Dbejtimmen die Fuppuntte
der Perpendifel, die man von allen Punften des Wmfanges ciner Fumme
linigen Figur auf cine Cbene fallt, die Projection der Figur auf die ley-
tece Ebene.

1).  Man nehme nun gundchit an, die Figur fei
dag Dreiedd ABC und die Projectionscbene M gebe
durd) eine Seite BC des Dreieds.  Jieht man
AD | BC und AP | M, fo it PD | BC, alfo
2 ADP = m bder RNeigungswintel beider Ehenen
und A\ PBC die Projection von A\ ABC. Run ijt

/\ABC = {BC.AD md ,\ PBC=4BC.PD,
und PD = ADcosm, alfo
/A PBC =} BC,AD cos m = /\ ABC. cos m,

2).  Liegt aber da8 Dreied ABC gang aufierhalb M, fo denfe man
fidy duvd) &inr Wintelfpipe A cine Hilfsebene N pavallel ju M gelegt.
Run mag N dag Drcied ABC in AD |dymeiden, o entjtehen die Dreieae

5
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ADB und ADC, beven Projectionen auf N entfpredhend ADb und ADe
feien.  Sufolge 1) bat man tvicder

ADb = ADBecosm und ADec = ADC cos m, alfo
ADb - ADc = (ADB +4- ADC)cos m = ABC.cosm, D.D.
e8 ift bie gange Projection Abe = ABC. cos m.

Weil aber N || M, fo ift Abe congruent mit dev SProjection abe
bes /\ ABC auf M, folglid) wie borhin

/\abe = /A ABC . cos m,

3). Gin Wiclek fann man in lauter Dveiece zevlegen und eine
frummlinige  igur al§ cine gevadlinige von unendlic) biclen Seiten
betradyten, wovaus bdie Giltigleit des obigen Sabes fitv alle cbenen

Biguren folgt.

s 4% Iu ciner Pyramide ift die Grundflide gleid
ber ©Summe der Produfte aud jebder @titcuélﬁd;e in den
Gofinus ihres Neigungswinfels mit der Grundflide

A Wenn man aus der Spige A auf die Grund-
i flade G dic Senfrechte AO fillet und die Projection O
bes Punftes A wmit allen Ccden der Grundflade ver-
bindet, fo find die Dreiece BOC, COD. ... die Pro-
icction;n der Seitenflichen der Pyramide, folglidh it
(§ 44

G = A BAC . cos (BC) 4 A\ CAD, cos (CD) +....

Bildet eine Seitenflache mit der Grundflddhe
cinen ftumpfen Flachenwinfel, wie in der dreifeitigen
Pyramide ABCD die Fladhe ABD, fo fillt die Pro-
jection jener Seitenflache gang auperhalb der Grund-
fladye; von den itbrigen Seitenflachen Fonmmnt dann nue
i cin Zheil ihver Projection, ndmlidy hier BOD aupers
--;.*?0 Dalb 3u liegen, mwobei das auferhalb liegende Stitck
? immer von jiwei, einander dectenden Projectionen gebil-
D pet it Nun ift aber

BCD = BOC + COD — BOD, und el
BOD = BAD. cos [180° — (BD)] = — BAD. cos (BD), {o ijt cbenfall$
BCD = BAC. cos (BC) 4- CAD, cos (CD) 4~ BAD, cos (BD).

==
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Gbenjo [apt fidy) in dem Falle, wo bdie Projectionen von jmwei
Geitenflachen auperhalb der Grundilidye fallen, jeigen, dap dev obige Saf
aud) dann feine Giltigheit bebalt.

S 46. Aus drei Seitenfliadhen A, B, C und den von
ibuen gebildeten Fladenwinteln (AB), (AC), (BC), einer dreis
feitigen Pyramide die Grofe der vievten Seitenflide D ju
beftimmen.

Aufl.  Projiciet man je drei Seitenfladyen auf die vievte, jo erhilt
man (§ 45)

D == A cos (AD) - B cos (BD) -} C cos (CD)
C = A cos (AC) -} B cos (BC) -+ D cos (CD)
B = A cos (AB) + C cos (BC) -~ D cos (BD)
A = B cos (AB) - C cos (AC) + D cos (AD).

Multiplicict man diefe Gleidhungen der Reihe nady mit D, C, B, A, und
gieht von der evften die Summe dev drei {fibrigen ab, fo erhilt man

D2=A24B24 02—2ABcos(AB)—2 AC cos (AC) —2BC cos (BC).

b. b dag Quabdrat der vierten Seitenfladhe ift gleidy dex
Summe der Quabdrate der drei andeven Seitenfladen, wenis
ev Den doppelten Produften ausd je ywei derfelben in den
%nfinué ihred Neigungdwintels.

Wenn von den drei Seitenfladyen A, B, C je jwei auf einander
fenfredyt fteben, fo folgt

D2 = A? 4 B2 - (3,

D. b Dag Duadrat der Hopotenufenflade ift gleid) der Summe
der Quabdrate der dret Kathetenfladen.

s 49. Bon cinem Parallepipedon ober einem bdrei-
feitigen Pridma oder einer dreifeitigen Phramide {ind die
an einer Ede A yujommenitofenden Kanten und Kantenwinkfel
gegeben, AB=m, AC=1n, AD=p, BAC=4a, BAD=1,
CAD =c. Man joll den Neigungsdwinfel der Seitenfante
ABjur Bafis, dicHohe BM, die Fladyenwintel (AD), (AC), (AB)
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anden drei gegebenen Kanten und den Kovpevinbalt (K) jedes
Dev dDrei Kovper bevedhnen,

H G Aufl.  Als Hobe ijt BM fenfrecht anf der
Bafis, bdaher BAM der gefudhte Neigungsmwinkel.
Der Ee A entjpridht ein {ph. Drcied, dejfen Sei-
—Ften a, b, ¢ find und deffen Winkel in der Ordnung,
tie fie jenen Seiten gegenitberliegen, den Fladyen-
winfeln (AD), (AC), (AB) gleihformmen, Der
Neigungsdwinfel BAM ijt daffelbe, wad in dem
iph. Dreied dag auf die Seite ¢ aud der Spie
P des Gegentvintels gefallte Perpendifel ift, alfo § 36

(1) sin BANMl = —-s-i—f-; sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ¢).

Ferner ift die Hihe BM = m sin BAM, alfo twenn man den bor
ftehenden Quadrattouriel- Ansdrud durd) Q begeichuet,

2m
5) o ks
(=) h = sin ¢ -
Den Flachenwintel (AD) fiudet man nach § 12, 10, nimlid)
b : ol ,VL
(3) sin (AD) = g

und ebenfo die Winfel (AC) uud (AB).

Die vorftehenden Formeln gelten fit jeden der drei genannten Kor-
per. I Beyug auf die Beftimmung des Koepevinbaltes it im Parval:
lelepipedon

Bafis ACED =np.sine, alfo K=npsine.BM, Dbdaber aus (2)
4) K=2mnp.0

Geht dag fdhicfoinflige Pavallelepipedon in cin vehtrointliges iiber,
foifta=b=1c=900° alfo s =135° ud (8§ —a)=(s —b) =
(s — ©) =459 und weil sin 1850 = sin 45°= /%, fo ift K = mnp.

Das dreifeitige Prisma ift die Halfte eined Pavallelepipedons
von gleidher Hohe uud doppelt fo grofer Grundflade, alfo ift jein Inbalt

(5) K= mnp.Q

Die dreifeitige Phramide ijt Dder dritte Theil ecined Pridmas
bon gleidger Hohe und gleidher Grundflacye, folglidy ift fitv diefelbe

(6) K= §mmp.Q
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Beifpiel. Won ciner dreifeitigen Pyramide BACD (Fig. § 48)
fennt man die an einer e A liegenden Kantenwinfel BAC="75°17"' 22"/,
BAD = 620845, CAD = 91°38' 4" 1und dic Kanten m =2 §;,,
n=p=23 F Hieraus findet man:

Winfel BAM = 57°25' 51,18"*
Hihe BM = 1,6854856 .
Winkel (AD) = 72023 51,64"
Jubalt K = 25272 6. .

§ A8, Fiiv den Kovpevinhalt einer dreifeitigen Pyramide
aud den in ciner Gde yufammenitopenden Kanten und Kan-
tentinfeln lagt fich nody cin andever Ausdrnd finden.

Es fei die Pyramide duvd) die Kanten m, n, p B
und die Kantenwinfel BAC=a, BAD=b, CAD=¢
geaeben und BM bdie $Hobe devjelben.  Aug dem ber
Gcke A entfprecdhenden fph. Dreiect folgt (§ 18, 1) m

———— cosa—coshcosc ¢
cos(AD)=]/1—sin?(AD)= S s el alfo A w
P
2 i 7, — 3
sii(AD) J/sin?b sin2¢ — (cos a — cos b cos 0)? ;-
sin b sin ¢

ober, sin?b=1-—cos?b und sin2e=1— cos2c gefest und veducirt

V/1— cos2a— cos 2b — cos?c - 2cosacosbcose
sin b sin ¢

S der bei A vedtwintligen Ede ABMD ijt (§ 3, 2)

sin(AD)=

sin BAM == sin b sin (AD),  alfo
BM = m sin BAM = m sin b sin (AD),
Da endlih /\ ACD = L npsinec, fo ift
K = § mnp . sin b sin ¢ sin (AD), alfo

K = } mnp V1 —cos?a — cos 3b — cos?c—|2cosacosb cosc
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§ 49, Den Kovperinhalt K einer dreifeitigen Pyramide
aug ihren jechs Kanten m, n, p, X, y, % 311"finb‘cn, bon tel-
den die drei [epten den drei evjten gegenitberliegen.

Grite Auflojung (Fig. § 48).  In den cbenen Dreiecen
BAC, BAD, CAD ijt

w0y we-ppioy? 2 p?—x?
088 == ————+——, Csh=——"—" cosc=-—— —
2mn 2mp 2np

EDicil' Werthe in den Augdrud fir K in § 48 gefebt geben
* lpz_{,_nz__za 3__ m24 p2—y? 'i_(n2+p’—x3)3
K:J;llmpl/l“( 2mn ) ( 2mp ) 2np
2(1n2+n2_zﬂ) (mﬂ_!_pﬂ___yﬂ) (nﬂ_}_p_a-:x_ﬂ)
* 2mn : 2mp : 2np
4m2n ﬂp'a__ pﬂ(ln2+n=_z2) 2.n 2(nlz+p 2_y2] 2. n?(na_f_,p Z_X‘J)z
+ (m2+4 n?— z?) (m2+4-p?—y?) (n*+ p>—x?)
Hievaus folgt durd) Entwidelung wnd Reduction
: m2x2(n?4p2fy2422—m?—x?
A, -+ 11'-’y'~’(t112—|—p2—|—x2+zn-nz—yz)
==

+ p2z3(m?+n? x84 y3— p?—27)
ol (m 211222+m2p2y2+n2p2x3+ X2y232)

®ebt dic Poramide in ein vegelm. Tetvacder fiber, fo ift m =n
3
=p=3xz=y =1, folgli K:—n;—?—-—l/ﬂ.

K=y

Bweite Anflofuug. (Obne trigon.
Functionen).  JIn dev Pyramide BACD =K
feien toie borhin m, n, p die Kantea an der
Gcfe A und der Reibe nad) x, y, 2z ibhre Ge-
genfanten. Madyt man BP =BQ = BR =,
o d cine belicbige Stredfe bedentet, fo wird
dic gevade Pyramide BPQR =k gebildet,
in welder dag Hihenperpendifel h den Mit-
telpuntt des dem Dreied PQR = um-
fdricbenen Kreifes teeffen mup.  Sind die

D&eiten diefes Drciedd PR=a, PQ =D,
QR = ¢, fo ift (Gbene Trig. § 136) bder

Radiug des wmjdyricbenen Kreijes Z_Ac' alfo
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a2b2c2 * 1: 3
_l/d ~ I A —_— = -IZ-]/leAz—a?bzc% baber

k=1,)/ T6aIAT—_asb7c  ober (Planin. § 147)

4 ,151/ (a+-b--c)(b-f-c—a)(a-+-c—b)(a--b--c)d>—a2b2c? pder

(1) k=4 (—at —bt—otf 2ahi-2a2c2 -2 b2cd) d2—albich,

Dic dreifeitigen Pyramiden k und K, die den Korper-

; rn:ufel B gemein haben, verhalten fich wie Die Produfte aus

‘Den Drei, dem Rmpcnun:[‘e! B bildenden Kanten. Denn nad
Planim. § 90 ift

/\ABC: APBR = BA.BC:BP.BR = mz:d?,

& und denft.man fidh von D und Q Perpendifel auf die Seitenflidye ABC
gefaﬂt fo verhalten fidy diefelben twie BD und BQ, wovans leidgt folgt

myz

'(‘2) K:k=myz:d? aljo K= 13

K

BF BC =z

Nun ziche man RG und CF fenfredht auf AB, fo it pa B

feener it im AABC und APBR (Planim. § 77)

2 ._.ne
n2—m2+22_21n BF ﬂ[iu BF_—_-_.IW*”_.

2m !
2d2 — o
a?2=2d2— 2d.BG, alfo BG = —--2d——, mithin

BF_x_mifsi_ut 4

T et 2d? —a? 'm
| $ievansd folgt mit abFiivzender Begeidhnung
l dz
! (3) a’=m-(2mzmm2-—-z2+n2)—- ; analog

—my m#—y* +p) *—B2

d?
2-—-_.._ A A ) =
e e (Qyz y z?2 4 x2)= yZ.Ca

et wan diefe Werthe fiir a2 b2 c2 in (1) und reducirt, fo ift
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ds
]/ —yiAt—z 2B -m20‘+2yzA‘*B2—}—2myA'10'1+2 mz B2C2—A2B2C3

=12 myz

daber ufolge (2)
K=1v4)/ = y?Ai — 2Bt - m? Ci4 2y2 A?B24-2my A?C2++ 2 mz B2 C2—A?B2 02
@ept man bievin jtatt der Hilfsgropen A2 B2, C2 ihre Werthe

aud (3), fo findet man nady gehoviger Meduction denfelben Anddrud fie
K, tie in der erften Anflojung.

§ BO. Bevednung dev vegelmdpigen Polpeder

Biie ein Dbelicbiges vegelm. Polyeder fei
a Ddie Kante,
M bder Kantentoinfel,
N bder Neigungsrointel gweier Seitenfladyen,
m die Angahl dev Begrangungsflachen an einer Ede,
s Die Anzahl aller Begrinzungsfladyen,
n bie Anzahl Seiten jeder BVeguiangunasilide,
R der Madiug der umjdyriebenen Kugel,
r der Madius dev eingefchricbenen Kugel,
O bdie Dberfladye,
K ber Korpevinbalt.

Bunddyit it als Winfangsroinfel ded vegelm. neds jeder Kantenroinkel

) m:mw_ﬁ%i

Bejdyreibt man aus der Spise der mieitigen
Eee mit dem Radiug 1 eine Kugelflicde, fo bildet
der Sdnitt derfelben mit den Seitenflichen der Ede
ein vegelm. fph. med ABCD...., in weldem Ddie
Seiten den Kantenwinkeln, die Wmfangswintel den
Hlachenwinteln der Ede entjpredpen, jo dap M =
AB =BG = v mb:N =23 ARE=BCD—. ...
iit. Die jph. Dreiece APB, BPC .... find gleid)

600
jchentlig und congruent, mithin ijt 27 BAP = 4N und 2 APB= :
Bieht man aug"P den Bogen PF | AB, fo ift im redytv. A\ AFP (§ 3, 3)

. cos APF
sin FAP = W, D, I),
180° 180°
cos o8

@) sin N =

e 0
cos LM aa 18:




€8 fei ferner A die Gde cined belichigen
vegelm. Polyeders, O der Mittelpunft der Ddem
Polheder um- und cingefdyricbenen Kugeln, aljo
AO =R. Bon O fer dic Senfrechte OF auf
die Seitenflidhe ABC und von F die FG | AB
gegogen, fo ijt F der Mittelpunft des vegelm.
nedd ABC.., G bdie Mitte von AB, > FAG =
4 M, OF =r, AG=fa, und weil OG | AB, g
Winfel OGF = | N,

Aug ven vecdhtw. Dreieden AGE mnd OFG folgt
AG 1800

GF ='Eotg,§M =4—atg1}M=,}‘not_gT.
OF = GF.tg OGF = GF.tg 4 N, alfo
i o 180°
(3) L g 4 N cotg — S
GF  tatgiM

Feener it OG =

pog OGF ™ "Cos 4 N

2
b weil man im A AOG hat AO? = (g—) + 0G2, fo ift

T .t My oAl . ,
Blam 4 (1 i cos AN J 40052§N(00S2%N+tg2%M)

Aug (1) wnd (2) folgt, daf

=5 1800
cos“),N-«}—tg'*’&-M.—:l-w—l——il———l—mtg’--l—so—o oder
2 sin 2 1804 3
n
- 1 —cos? 1181?" sin 2 1?1100
g2 2 = =
i e ¢ 1800
sin sin? -
n
P 1800
: ' .o 1800 ;
Sufolge (2) ift aber sin2 = sinz%l;' , alfo
cos2} N 3 = 8in? g o]
24N 4-1g21 M = sin2} N, tg === daber
3 Sin2%Nltgﬂ 1‘@
Ri=——. 2 odev
4 cos? 4 N .



42

a 1800
(4) R——z—.t;}l’(.tg e
Der Inbalt cined vegelm. neds ift (Ebene Trig. § 109, 3) gleidh
180°¢
1 a?ncotg S alfo
1 180°
(5) = Tuﬁnscutg o

Durd) Ebenen, die man duvd) den Mittelpuntt nund je eine Kante
bed Polyederd legt, wird diefes in s einander congruente Pyramiden von
der Hdhe r eclegt. Demmady ift
180°

=

(6) u:%:.o:-;?asnug,}n.ugz

Nady den vorjtehenden Formeln wollen wir die fiinf regelmapis
gen Polpeder eingeln beredynen, indem tiv folgende, in dev ebenen
Trigonometrie (§29 bis § 31) entwicdelten Werthe als befannt vorausfepen:

sin 4590 = cos 450 == |4, tg 450 =cotg 45° =1
sin 60° = })/3 % cos 600 =}
tg 60°=1/3 cotg 60° = }/}

(7 R Ve
sin 180 = } (/5 — 1) cos 180 = %l/{)—.%lﬁ

tg 1so=]/f’—“‘—§—l/—5 cotg 18°=1/5 F 2175

Auperdem ijt bier su merfen die algebraifde Formel jur Auszichung
per Quadrattourgel aud einem irvationalen Binom:

® VaxVve :]/M-_Vé}f_ﬂ :t]/A—Véﬂ_—f,

I Zedraeber. PHier it m='3 n=18 s=14

; cos 60°
SID%NZ ;m = COtg 600— Vi

cos N=1 ——25in’1}N=%.
8 c sin 4 N __a)/6
—'2— Cﬁ)tg 600 Vl ol sing_a_N TR 12

aljo N = 7003144/,

Y =




sin N =

o : sin 4 N _al/®
R_~~§-tg60 Vl_wsinﬂ,_l[N i

O = 3a%cotg 60° = a?}/3

a’)/2
K=4r0= 19
I, Pegoehber. m=3, n=4 s=28,

; cos 60 ©
smv}N—ﬁ-%—o—Va}

sinN=2sin{Ncos {N=1, alfo N=900°

% cotg45°tg45°=-§-

R= 2 tg600tg450 = —}/3
2 2

r =

0= 6Ba3cotgdb®=06a?

K = a3,

I Octaeber. m=4, n=3, s =28,

k cos 45°

P e V1

805w 1 DA SN skl :713 alfo N = 1090 28 16",
a SR BiD*N a

) - — ‘:j COtg 60 V]. _'sin‘a_%‘N‘_ = '6—]/6.
a 8o

R=-5 tgdbotg} N= —2-]/2

0 = Ba2cotg 60°= 2a3)/3

IV. Dobdefaeltr. m=3 1=05, 8 =12

cos 600 cos 60 © fiag 54175
sin 36° ~ 2sin 18%cos 18° 10
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s N=1—2sin2} N =—}}/5
V1 —cos2N
— i ey —_— — 1] i il
tg N= T 2, alfo N=116°33' 54
a ) a cotg?189—1  singN a 25+11V5
LT ) 50 to N =— e ey s
r =03t teiN =5 otg180 '}/ 1—sin2fN "~ 2 10

a

R=g tgb0°tg 4N = -21/18 +6)5= % (1/3 + 15)
0O=15a%cotg36°9 = 3a2) 25 + 10)/5.

al iy, 3 ‘
K=}r.0 = —}]/9,(5 +21/5) (25 -+ L1 }/5) :f; (15+71, 5)

V. 3tofacder. m =G n= 3 N

N 08360  1—2sin?18° 1415 _.l( ‘ )
SN = m60% smn060°  BO)3 6 Va1

A bk, T Y s T AT .
sin N = 2 sin 4 Nl/]_ — sin24N =

ol b

, olfo N==138°11'23",

sin§ N

5 oy L e

r = -gcot:_'.ﬂUo- !,,/1’_'_'.,;][-,—-;5_};1:;5—: ﬁ]/42+18|/5= .1_2(]/154_31/3)

o8 cQig180 - . SRS R me st R g= e
b=y g1 l/'iIEi'm:fjl/f) < 8 i_—;;]/m + 65

a
=i]/10+2V)5.
O=15a%cotg 60° = 5a2})/3

K=1 .0:573':? ‘n c
Lr 9 V5 -+ 3

Die bicr bevecdyueten Kugeleadien, Oberfladen und Kovperinhalte dev
vegelm. Polyeder find fammtlih) durd) die Kante a ded Polheders aug-
gedritft,  Ware eine andeve Grofie ald die Kante gegeben, fo miihte a
purd) diefelbe auggedritft wund der gefundene Wereth in die obigen Formeln
fubjtituict werden.  Bemerfenderth ift, daf fir jedes der filnf Polheber
enttoeder der Sinug oder der Cofinus oder die Tangente des Fladen
toinfeld einen vationalen Werth hat.

Dic vorjtehenden Werthe fiiv v, R, O, K find auf geometrijdhem
Wege i des BVerfaffers Sammlung fteveometrifder Aufgaben ab-
geleitet worden, wofelbjt ficy (Nr. 839—870) verfdjiedene Antvendungen
verfelben und tweitere Beredmungen {iber die vegelm. Polpeder finden.




Crflarungen und Wufgaben
der mathematifchen Gevgrapbie,

Geodafic und Uftronomie.

§ 3. 1) Jcdem Beobadyter auf ecimem freien Standpuntte ers
jcpeint die Oberfladye der Erde alg cine von einem Kreife begrangte Chene
und daé Himmeldgerwolbe ald eine hohle Halbtugel, in deven Mitte fich
per Beobadhter felbft befindet.  Dicfe HalbFugel, ju einer gangen Kugel
ergingt gedacht, toird dic Sphdve ober die Himmelstugel genannt.

2) ©tellt der fleinere Kreid die Erdbugel, %
per grofiere Ddie Himmelsfugel, O den gemein- g
fhaftlichen Mittelpunft beider vor, und ift A dex ¥
Stonbdpuntt ded Beobadyters auf der Grbe, fo N
heifit der nadhy A gegogene, ju beiden Seiten bis

an dad Himmeldgerwdlbe verlangerte @rbburc[)-II \0 / )R
meffer ZN die Verticale oder Sdheitellinie ~-

jened Beobadhtungsorted. Vor den beiben, durd) o
die Werticale beftimmten Punften am Himmels- S e
gerwdlbe it ber {iber bem Sdyeitel ded Beobady- N

terd liegende Punft Z dbad Benith ober der Scheitelpuntt, der andere

N bag Madir oder der Fufpuntt des Beobachtungsortes genannt.

3) Gine im Standpuntte A fenfred)t auf bdie Verticale gelegte
und bid an Dad Himmeldgerwolbe ertveiterte Ebene hr ift der fdeine
bare Horigont jenes Ovtes und fdeidet die fidytbave Halfte dev Himmels-
fugel von der unfidytbaven. Die mit dem fjdeinbaven Horigont parallel
ourd) den Mittelpuntt der Erde gelegte und bid an dag Himmeldgerwdlbe
ereiterte Cbene HR ift der wabhre Horigont Ddefelben Orted. Diefer
theilt die gange Himmelstugel in Fwei Hemifphaven. — Senith und
RNadir find die Pole ded Hovigontes. Jeder Ort auf der Erde hat feinen
Defondern Hovigont und fein cigened Jenith und Nadiv. — Der Erdrabdius
ober der Abftand der beidben Hovizonte von einander ift im BVergleidh 3u
ben grofen Dimenfionen ded Himmeldgerwdlbes und namentlidh zu der
Entfernung dev FHirfterne vom Erdmittelpunft verfdmwindend flein; man
fanm daber bei allen Beobadytungen der Firfterne annehmen, daf der fdhein-
bare $Horigont mit dem wabren jufammenfallt, alfo der Beobadjter fidh
im Mittelpuntte der Gude Defindet,

4) Der Winfel ASO, den die von cinem Standorte A auf der
Grde und von dem Erdmittelpuntte gu ecinem iiber dem SHovizonte befind
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lihen Beftitne S gesogenen Linien mit cinander cinjdhliepen , heipt die
$obenporallape des Geftivnes S.  Befinbdet fidy der Stern im Horigonte
i x, fo heipt dev Wintel ArO die Hovigontalpavallage bon 1.

S PO

§ B8 1) Dic Sterne bhaben, mit Wnsnahme bder Plancten
(Wandeljterne) und Kometen, am -%’nmnc[ﬁgemﬁlbe eine unveranderlidhe Stel-
[ung ju cinander, weshalb fie Firfterne beipen. Indeffen dndert fidy
dody bejtindig ihre Stellung jur Erdoberflade. Die fdheinbare Betwegung
per Himmelsfugel ift nimhd) der Avt, als ob die Erde in ber Mitte
derfelben feftitebe wnd dag gamze Himmeldgewdlbe fommt allen Geftivnen
in e 24 Stunden fich wm cine fejte Are herumbdrehe, fo daf alle Fizfterne

Z nad) derfelben Michtung bin Kreife befhreiben,
bie einander pavallel find. Der Durdymeffer
Pp ber Himmelgtugel, weldher anf jenen paval.
[elen Rreifﬁn fenfredht ftebt, a%![? deren Wittel-
punfte berbindet, tird die Weltage genannt.
H ¥R Die beiden Punfte, in meld)m”m‘gﬁltage das
Himmelsgerodlbe tvifit, heifen die Welt- ober
(1 gimmelﬁpole, und war der in unjeren

egenden fidjtbare P der Nordpol, der anbdere
p, telder in der fiir und unfichtbaven Hemie
N fphive liegt, der Siidbpol.

2) ®ic im Mittelpuntte M der Erde ober der Himmeldfugel fent
redht auf die Weltare gelegte Ebene ober aud) die Krewslinie AOQW, in
melder diefe Ghene das Hummeldgerwdlbe jdhneidet, wird dev @_gﬂ%ﬂj
dquator genannt. Diejer theilt die Himmelstugel in jioei gleide Theile,
irf Bie nocdliche und fiidliche Hemifphare Alle bon den Figjternen
bei ber taglidhen Beroegung bes Himmeld bejdhricbenen Kreife find dem
Aequator parallel und beipen deghald Pavallelfreife.

3) Denft man fiy durch die Weltage Pp und durdy das Senith Z
eined Beobachtungsortes eine Gbene gelegt, fo beifit der Kreis PZHPR,
in toeldhem dicfelbe dag Himmelsgerwolbe jdueidet, der Meridian, und
die Gerade HR, in mweldyer die Cbene deg Mevidians die Ebene deg Ho-
rigontes HORW fchueidet, bie Mittagslinie jenes Beobadhtungsortes.
Die beiden Ebenent ftehen anf cinander fentrecht.

4) Die beiden Puntte H und R, in denen die Mittagslinie den
Wmfrei§ des Hovigontes fdneidet, heipen Norden (Mordpuntt) und
itden (Sitdpuntt), und gwar derjenige MNorden (R), nad) rweldyem
ber Beobadhter hingefehrt ift, mwenn ev dag Auge nady dem Rordpol (P)
vidhtet.  Die Weltare theilt den Mevidian in die ndrdlide Haljte PRp,
in mweldyer der Nordpunft R liegt, und in die fitdlide Hilfte PHp, in
welder fidh der Siidpunft H befindet. — Grrichtet man in der Ebene des
Hovizontes durd) den Erdmittelpunkt M auf die Mittagalinie ein Perpen-
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pifel OW, fo werden Ddefjen Duvd)idhnittspunfte mit dem Wmfreife des
Hovigontes Often (Oftpuntt) wnd Wejten (Wejtpuntft) genannt.
Menn fich der Beobachter it dem Gefichte nad) Novden (R) fehet, fo
liegt ihm Often (0) jur HRechten wnd Wejten (W) jur Linten.  Die ge-
nannten Punfte heifen die vier Weltgegenden und theilen den Winkreis
ded Hovigontes in vier gleiche Theile. Die Halbirungspuntte diefer Qua-
dranten weeden in der Reibenfolge 3wifhen N. uud 0., N, und W,
S, und O., S. und W. begiiglich Mordojten, Rordweften, Siidoften,
Sitdweften genannt. JIn der Nautif unterjdeidet man nod) mehr Unter-
abtheilungen.  Cine nad) 32 big 64 Himmelsgegenden eingetheilte Scheibe
beipt eime Windrvofe, uud wenn itber ihr im Mittelpuntte auf cinem
Stifte noch eine Maguetnadel frei fdhroedt, ein Kompaf.

§ B3. 1) Die Crde hat eine fugelformige Geftalt und dreht fich
in 24 Stunden wm fich felbjt oder wm thre Are ein Mal herwm, beven
beide Endpunfte der Nord- (avctijher) und der Siid- (antarctijder)
Pol jind. Der Aequator, d. b der von jedem der beiden Pole um
90° abjtehende Wmtreid der Crde theilt diefe in die ndrdlide und jiid-
lihe Halbfugel Alle mit dem Wequator parallel wm dic Erde gejo-
genen Kreife beipen Pavallelfreife oder Breitenfreife. Die Grofe
derjelben nimmt nacy den Polen ju ab.  Unter ihuen fiud befonders be-
merfenswerth cvitend auf dev novdlidyen Halbfugel der Wenbdefreis des
Krebjes, und auf dev fiidlichen der Wenbdefreis des Steinbods,
jeder 234° vom Wequator entfernt; jweitend dev ndrdlidhe und der fidlidye
Polavfreis, jeder 234° vou dem ndbern Pole, aljo 664° vom Aequator
entfernt,  Jeder grofite Keeis, welder duvch die beiden Pole um bdie Erde
gesogen wird, aljo den Aequator nebjt allen Parallelfreifen rechtrwintlig
fueidet und die Erde in eine Bftliche und mweftlicdhe HalbEugel
theilt, ift ein Mevidian der Crde. — Der Durdhchnitt der Weltaye,
e Himmelsdquators und des Himmelsmeridians mit der Erde gieht
%;{1 Nord- und Sitdpol der Erde, den irdifdyen Aequator und den irdifdyen

eridian,

2) Die geographifde Bueite eines Ovted ijt der Bogen feir
ned Meridiand wifhen dem Aequator und dem Orte felbft und Faun
nordlidh oder jiidlid) jein; die geographifde Lange ijt der Bogen
des Wequators jwifdyen dem Mevidiane des Orte und dem eined andern
Orted, der yum Ausgangspuntte bei der Beftimmung der Lange angenom-
men worden ift.  Getwdhulid) wird Ddie Linge von dem durd) die Jufel
Feveo gehenden Mevidiane an ge3ablt, welder der Nullmervidian ift
und wit dem Mevidian 360° sujammenfillt. Die Englander nehmen aud
den Mevidian vbon Greenwidy, die Fvanjofen den von Pari, wnd die
Dentfchen baufig den von Berlin oder Wien jum Ausgangspuntte der
Bablung an.  Die Linge ift 6ftlic) oder weftlich und wird von 0 bis
1800 geablt, oder man 3ablt fie blod dftlic) von O bis 360¢,
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3) Der fleineve Kreeid ftelle die Eudiugel, der
grofere die Himmelstugel vor, P den Nordpol der
leptern, AQ und aq den Himmels- wnd den Erd-
dquator, und fiir den Ort x fei HR der (twabre)
Hovigont und Z das Jenith.

Dic Polhobhe cines Ortes x anf dev Erde ift
der Meigungswinfel POR der Weltape gegen Ddie
Cbene des Hovigontes und twird in unjeren Gegenbden
burd) den 3tijdjen dem Nordpol des Himmel§ und dbem Nordpuntte des
Horigontes liegenden Bogen PR desd Mevidians gemefien. Die Aequator
1)%[23;1'1 der Neigungsdwinfel AOH der Ebene des Aequatord qeaei die
Ebene des Hovigontes und wird bon dem wifdhen Wequator und Hovizont
licgenden Bogen AH oder QR des Mevidians gemeffen.  Polhdhe und
Aequatorhdhe evgdangen ecinanbder ju 900,

4) Die Polhohe eined Ovted ift immer gleid) der geo-
graphifdyen Breite deffelben.

Denn fiiv den Ort x ift ax die geogr. Breite und PR bdie Polhihe.
Da nun 2L AOP = ZOR = 90°, fo ift audy =2 AOZ = POR, b, .
e8 ift ax = PR in Bejug auf die Anzahl der Srade,

Am Crdaquator ift die geogr. BVreite und audy die ?Iull)ﬁi)e gleich 0,
0. b, die Weltare fallt mit dem Hovigonte jufommen. Am Erdpole ijt
forol die geogr. Breite als auch die Polhohe 90°, folglich fteht dafelbit
oie Weltaye anf dem Hoviyonte fenfrechyt und dev Aequator fallt mit dem
$origonte Fujammen.

§ 4. 1) Dic bon den Geftivnen bei ihver tiglidyen Betwegung von
Often nad) Wejten befyricbenen Pavallelreife toecden gegen die beiden
Pole gu immer fleiner. Diejenigen Sterne, Ddeven Krefe den Horvizont
eirted Orvted nicht mehr durchichneiden, bleiben fortwabhrend iiber demfelben und
geben alfo fitr diefen Ovt roeder auf nod)y unter. Soldpe Sterne twerden
Civenmpolarjterne genannt, 3 B. fiiv unfere Gegenden die fieben
Sterne des gropen Baven. Ebenfo bleiben wicdevum am Sitdpol andeve
Sterne immer unter unfevem Hovigonte,  Diefe Erfdheinungen bevdndern
fidh aber, fobald der Beobadhter feinen Standpunft anbert, da nur Ddie-
jenigen Sterne, deven Abftand vom Weltpole fleiner al§ die Polhihe des
Orted ift, beftandig itber dem Hovigonte dejfelben bleiben Fonnen.

2) Der diber dem Hovigonte liegende Theil des von einem Geftivne
befdhriebenen Kreifes beift dev Tagebogen, bder unter dem Hovizonte
liegende der Nadytbogen deffelben. ‘%gﬁr alle Sterne, tweldpe auf dem
Himmelsiquator liegen, ift dev Tagebogen dem Nadytbogen gleid), da jeder
(roabre) Horigont den Aequator in el gleiche Theile theilt. In unferen
Gegenden ift der Tagebogen fitr die auf der nordlichen, dagegen der Nacht-
bogen fiir die anf dev fidlichen Hemifphive liegenden Sterne bev gropere
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Eheil der von ihnen befdhricbenen Kreife.  BVei der Sonne und dem Nonde”
verdndert fid) dev Tages und Nadhtbogen fortwdahrend regen ihres ver-
dnderlichen Standes am Hivmmel.

3)  Bei der tdglichen Wmdrehung desd Himmeldgerwdlbes evveidyen
die Geftivne fitr einen Beobadytungsort ihre gropte Hohe, die Mittags-
hobhe, in dem Ungenblice, wo fie culminiven, d h. in den Mevidian
tecten,  Jv gqropter Hohenpuuft heipt der Culmination dpunft der
felben.  ®Die Civenmpolarjterne fommen wahrend 24 Stunden jroei Mal
iiber dem Hovizonte in den Meridian, ein Mal wenn jie anf der itfeite
ved Himmeld aufjteigend ihren hiochjten Puntt eveeicht Haben, und damn,
wenn fie nad) ihrem Riedergange auf dev Weftjeite in ihrev tiefiten Stel-
fung angefommen jind.  Sie haben alfo fiiv ung cine fidhytbave obeve
wnd cine fidgtbave wnteve Culmination, rodhvend bei den aufe und
unterqebenden Sternen fiiv ung blog die obeve Culmination, bdie untere
dagegen nur unferen Autipoden jidytbar ift. — Den Jeitpunft der obern -

Gulmination der Sonue nennt man Mittag wd jemen dev untern

Mitternadt.

§ 3. lm den Ort cined Geftirnes am Firfterubimmel genan
beftimmen 3u fonnen, hat man auf der Oberflacdhe der Himmelstugel ein
Coovdinatenfyjtem groftee Keeife conjtenivt, dhulich der Beftimmung cines
Orfed auf der Erde dued) Lange und Bueite,

1) Seien P ound p die Weltpole, AQ 4.
der Aequator, HR der Hovigont cines Ortes,
Z dag 3enith und N das Nadiv dejjelben.

Der durch einen Stern S, duvd) Jenith
und Madiv gelegte grofte Kreis ZSN heifit dev gy
Hohenfreis, oder weil er durd) die Bevticale
ZN"geht und daber auf dem Horizonte fent-
redyt jteht, dev Werticalfreis bdes Sternes.
Dev Bogen SB diefes Kveifes jwifdjen dem
Sternn und dem Hovigonte heift dic .%ii[;g,b_cﬁ PN
Sternes.  Dicefe ijt alfo gleid) dem Neigungswintel SOB der vom Ange
pes Beobachters (oder dem Mittelpuntte der Sphave) nad) dem Sterne
geyogenen Geraden gegen die Ebene des Hovizontes. Dev Bogen SZ des

obenfreifes vom Stern bis ywm Jenith ijt die Jenithdiftany des
terned,  $Hibhe nud Jenithdiftany evgdangen cinander ju 900

2) Der Bogen HB des Hovigontes 3wifdhen dem Siidpuntte H
deffelben und dem Hobentreife wird dag Azimutlh des Sternes S genannt,
Dicfed ift aljo and) der Winfel HZB, weldyen der Hohenfreid mit dem
Wievidian bildet.  Gerdhnlichy wird das Azimuth vom Sidpuntte ang in
ber Midytung nady Wejt (900), Novd (180°), Djt (2709 bis 360° ge-
3ablt, oder man unterjdheidet dftliche und weftlidhe Azimuthe, indem

7
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man bom Sitdpunfte aus jene itber Often big 180°, bdieje iber MWeften
bi§ 180° 3dblt, fo Dap 3 WB. cin Stern, deffen Wzimuth gleid) 315° it
ein Bitlidhes Azimuth von 45° hat.  Jn der Figur begeichnet HB das
oftliche Azimuth ded Sterned S, uweilen wird and) dag Agimuth vom
Nordpunfte B aus itber Often nad) Sitben bis 180° wnd ebenfo diber
Wejten nady Sitden big 180° gevedyuet, wie man aud) oft vom Hihen-
freife aud ein {iidliches zimuth BIL und ecin niedliches BR unterjdyei-
bet. (§ 62).

Asimuth und Hohe ober Jenithdijtany bejtimmen bdie Lage eines
Gejtirnes am Himmeldgetwdlbe vidjidhtlich des Horizontes wud werden
daber die Hovigontaleoovdinaten ded Gejtines genannt.

§ 36G. (Fig. § 55). 1) Ulle bdurch die Weltaye Pp gelegten
Gbenen fdyneiden die Hunmelstugel in gropten Kveijen, welde Stunden
freife oder Declinationfreife genamt werden. Duvd) jeden Stern
fann man einen Stundentveis legen und bdiejer fteht inmer jenfrecht auf
der Gbene des Aequators, Dev Vogen SO deg Stundenfreifes 3wifchen
einem Stern S und dem WAequator heift die Declination oder Wbwei
dung des Sternes, und diefe ift entroeder nordlich () oder jiid lid) (—),
je nachdem der Stern auf der nordlichen oder fiudlichen Halbfugel i
befindet.  Dev Bogen SP des Stundenfreifes jwijden dem Sterm und
vem ndbern der beiden Weltpole Heift die Poldidfans des Sternes.
Yepteve evgingt die Declination ju 90° — Die tagliche Declination der
Fiviterne bleibt immer diefelbe, da diefe Pavallelfreife bejdhreiben. Dagegen
haben Somte und Niond aufer ihvem taglichen Wmlanf wm die Erde nody
eine eigene Bewegung am Hinnmel, in Folge deven aud) ihre Declination
fich fortrodhrend andert,

2)  Der von dem Stundentreife eines Sternes mit dem Mevidiane
am SPole gebildete Wintel APD heipt dev Stundewmwintel des Stevnes
ud wird von dem BVogen AD des Aequators jwifdyen Mevidian und
Stundenfreis gemefjen.  Mian 3abit den Stundenwinfel vou bdemjenigen
Punfte A des Aequators beginnend, wo der jidlidhe Theil des Mieridians
piefen fdyneidet, entweder in der Midhtung nad) Often big 1800 uud in
per Midhtung nady Weften big 1809, in weldem Falle man cinen vijt-
lichen und wejtlidyen Stundenwinfel unterjdyeidet, oder blod in Dder
Richtung nach Wejten vou 0 big 3600  In der Figur entjpridht dev
Bogen AD dem dftlichen Stundenwinfel ded Sternes.

3) Die Beit gwifden zoei anfeinander folgenden Culninationen
eined und deflelben Firfrernes beift cin Sterntag. (gleid) 24 Stunden
ju 60 Miimuten . f.-w.).  Die nacdh) diefer Cinbeit gemefjene Jeit (Stevn-
jeit) it verfdyieden von der biiegerlichen Beitcintheilung (§ 59). Da jeder
Punft am Hinmmel in gleidhformiger Berwegung innerhald 24 Stunden
Sternzeit einen Kreis von 360°, mithin in 1 Stunde 15° und in 1 Jeit-
fecunde 15 Raumfecunden guriicflegt, o [Gpt fidh audy jeder im Gradmage
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gegebene Stundenmwinfel in Jeit ausdriden, und umgefehrt, jeder
un Jeitmafe gegebene Stundenwinfel auf Grade, Minuten und Secunden
auviifithren. — Der in Jeit ausdgedritdte Stundenwinfel cined Geftivnes
fagt aug, tieviel Stunden, Minuten und Secunden (Sternjeit) in dem
walle, wo der Stundenmwintel ein wejtlicher ift, feit der Culmination bes
@eftirnes big au einem beftimmten Momente verfloffen find, dagegen wenn
ev ein oftlicher ift, wie biele derfelben bon einem beftimmten Momente an
big aur Culmination berfliefien werden. !

Stundentoinfel und Declination beftimmen die Lage eined Sternes

ibn Begug guf den Aequator und heifen daher dic Aequatorialcoor-
inaten ded Sternes. . o
Ex bibl, uniy, 1

§ 39. 1) Mebjt ihre taglidhen, mit allen fibrigen Geftivnen ge-
meinjdhoftlichen Beroegung von Oft nach Wejt befigt die Sonne nod) eine
eigene Der bovigen entgegengefepte Vewegung, vermdge teldher fie von
WWeft nach Off fortidyeitend todbhrend eined Jabres einen vollen Wmlauf
am Himmel madht.  Diefe von der Sonme Fuviicgelegte elliptifhe BVahn
(eldhe eigentlich die Grde bejchreibt) ijt bdie P
Gtliptit EFKH, bderen Gbene durd) den B
Grdmitfelpuntt qebt und mit der Gbene Ddes :
Nequatord AFQH ecinen Winfel von 230 28° Yor.. AK
(qenauer 23° 27 28‘) bilbet, melder bdie asra et
Sdicfe der EHliptif genannt wird, Er-AL
toeitert man die Ebene der EEliptif nach allen g\
@eiten, fo {dueidet fie die Himmeldfugel in
einem qoften Kreife, den man chenfall§ die
Etliptit nennt. — Die beiden Durchfchnitts- SNy
punfte F und H de§ Aequators mi; ver GEliptif, " 1
eldhe Gegenpuntfte find, heifen die Nadytgleichens oder Aequinoc-
tialpunfie, weil in der Beif, wo bdie ﬁf?i’i'e'TT in bettﬁ?ﬁit:,gﬁfn o
pem Aequator befindet, an allen Drten der Erde Tag und Nadyt gleidh
jind. Der Punft F, an weldhem fidy die Sonne am 21. My befindet,
wenn fie fidh in die nodliche ‘?emi phave erhebt, beipt dag Frihlings-
dquinoctinm oder der Frithlingdpuntt, der andere Punft H, wel-
den bie Sonne am 22, September pajfict und von dem fie in die fiid-
lidhe SHemifphire hinabfteigt, wird dag Herbftdquinoctinm obder der
Serbitpuntt genannt.  Nady der Frithlingdnadhtgleiche befdhreibt die
Sonne in der niedlichen Hemifphive Tag fitr Tag einen andern, reiter
pom Aequator abjtehenden Pavallelfreid, bis fie im Punfte K am 21, Juni
ihre guofite ndrdliche Declination KQ = 23° 28 evveicht.  Hievanf nimmt
die Declination twieder ab, und twenn die Sonne im Herbjtpuntte H an-
gefommen ift, fo erhilt fie cine fidlihe Declination, die am 22, Decem-
ber im Puntte E ihren quopten Werth AE"= 230 28" erveicht.

2) Die beiben Punfte, an welden die Somne am 21 Juni und
922, December fid) befindet und ihre gropte;Declination erveidhyt, heifen die

i
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@oljtitial- oder Wendepuntte, und jwar der in der nordlichen He-
mifphdre liegende K dag @ommerjolftitinm und dev in dev fidlichen
Hemifpbive liegende K dag Winterfolftitinm — Der durd) den Frith-
lingdpunft F gehende Declinationsfreis PFp wird der Aequinoctial-
Kolur und der durd) die Solftitialpuntte gelegte Declinafionsfreis PEpK
bE%'@olftitiul:s?‘nlur genannt, Die Ebenen der beiden Koluven bilden
einen vechten Tindel mit cinander.

3) Die im Mittelpuntte der Erd- ober Himmelsfugel auf dev
Gbene der Efliptif ervidhtete Senfredhte beftimmt am Himmelggerwdlbe den
Nordpol P’ und den Sitdpol p’ der Efliptif. Da der Soljtitial-
RKolur anf der CHliptit fenfredt fteht, fo miiffen in demfelben ihre Pole
P und p” liegen und groav jeder wm die @chicfe dev EFliptit von dem gleich-
namigen Pol des Wequators entfernt, namlich) P'P=1p'p = 230928 —
Die durdh bdie Pole der EEliptif gelegten Pavallelfreife beifen Polars
freife und die durd) die Soljtitialpuntte gelegten Pavallelfreife die Wende-
Freife Ded Himmeld, und jwar von den lefteren der durd) K gehende
oer Wendefreis des Kuebjes, der durd) E gehende ber Wendefreis des
Steinbods. Die Polavkreife ftehen von den Himmelspolen eben fo teit
ab foie die Wendefreife vom Wequator, namlid) wm die Sehicfe der EEliptit.
Die Durdhfchnitte ihrer Ebenen mit der Erde geben die Polar- und Wende-
freife Der legteren (§ 53, 1).

§ B8, (Pig. §57). 1) Der Wintel CPF, den der Declinations-
freid eined Sterned S mit dem Declinationsfreife ded Frithlingspunttes
bildet, oder auch der Bogen FC des Wequators vom Frithlingspunfte bis
sum Duechfchnittspuntte mit dem Declinationdfreife des Sternes heipt bdie
Rectageenjion oder gerade Aufjteigung des Sternes und wird
mmmer auf dem Aequator vom Feirhlingsputifte an it einer dev taglichen
Beroegung des Himmels mtnegﬂlgcfl‘ytru Ridtung, alfo von Sid nady
Oft . §. w. big 360° gezablt und entoeder i Gradmafe oder in Beit
(15° = 1 Stunde Sterngeit) ausgedriidt (§ 56, 3). JIm lepteren Falle
giebt die RMectadeenjion au, tieviel Stunden und Minuten (Sterngeit) dev
fraglide @tern fpéter cubminivt alg dev Freiihlingspuntt.

2) Der durd) einen Stern S und die Pole (P4, p’) dev Eliptit
gelegte, alfo auf der GHiptif fenfredyte Kreis P'G beift der Breiten-
freid und der BVogen SG deffelben jrifdhen dem Stern und der CEAPHE
die Breite ded Sterned,  Die Breite ift novdlich oder fiidlich, je nadydem
fih Der Stern anj der ndedlidhen oder fidlidhen Seite der Ebene dev
Grliptit befindet. — Won allen Geftivmen hat nue die Soune Feine Breite,
weil fie fidh anf dev Gfliptik felbjt befindet. — Den Bogen FG der Ctliptif
toijchen dem Friihlingspuntte und dem Breitenfreife nennt man die Ling e
oed Sterned und 3ablt fic immer vom Frithlingspunfte ansdgehend
Ridtung von Siid nady Oft bis 360°. — Haben wei Geftiene gleidhe
Linge, fo daf fie alfo gujommen anfe und untevgehen, fo fjtehen fic in
Conjunction; find ihre Lingen um 180° perfdhicden, fo find fic in
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Oppofition, uud wenn der Unterfchied ihrer Langen 900 betvagt, fo
ird ihre Stellung Quadratur genannt. — ,

Linge und Breite eined Sternes find die Efliptifcoordinaten
deffelben, S L i e R

3) Man theilt die GFliptif in 12 gleidhe Theile, deren feder 300
enthalt und nennt diefe Theile Jeichen ber Etliptit,.  Die 3oune ded
Himmels, die fid) u beiden Seiten der Gfliptif bis auf 10° von iy
entfernt, twird der 3odiafusd ober Thievfreid genannt. Diefer wmfapt
die Sternbilder, vou telden jene Seiden ihre RNamen und Figuren (im
Kalender) erbalten haben, 3. B. wenn e§ heift, die Sonne fei im Seidyen
ped FWidderd, fo bedeutet diefes, daf fie fid) im Friihlingspunfte befinde,

§ 89, 3In der Ajtronomic unterfdheidet man drei Arten von Beit,
namlidh Sterngeit, wahre Sonnengeit und mittleve Sonnengeit.

1) Die Jeit zwifchen goci aufeinauder folgenden Eulminationen
eied und Ddeffelben Fizfterned, alfo die Beit, in weldher dic Erde eine
Umbdrebung um ibre Are vollendet, ift der Sterntag und hat immer
gleihe Ldange. Man theilt den Sterntag in 24 gleidhe Theile oder Stevn-
ftunden und vedhuet jeinen Anfang von dem Augenblice, wo der Frith-
lingdpunft culminivt (§ 56, 3). Der Sterngeit bedient man fidh nur in
der Aftronomnie.

2) Der wahre Sonnentag ift die Jeit jwifdyen el aufein-
ander folgenden Culminationen der Sonne und regen der ungleidformigen
Gcefdoindigbeit dev leptern in ihrer Babn nidyt immer von gleider Dauer,
Der Sonnentag ift [Anger ald der Sterntag und war i Durdydnitte
um 3’ 56,2 denn dic Sonne vitdt taglih ungefabr einen Grad mweiter
oftindrtd und culminivt daber etwad fpater al8 cin Stern, mit dem fie
am vorhergehenden Tage jufammen in den Mevidian getveten ift.  Die
Sounenubren jeigen wahre Souneneit.

3) Jm bitegerlichen Qeben bedient man fidh ftatt ded wabren ber
danderlidhen Sonnentagesd des mittlern Sonnentagesd vou ftetd gleichy
bleibender Qinge. Mian denft fidh namlich neben der wabren Sonne eine
anbdere, die immer gleichzeitiq mit jener duvd) dew Friihlingspuntt gebt,
fidy aber auf dem Wequator gleidhfovmig bewegt, fo dap der Tag eine
unvevdanderlide Lange evhalt.  Unfeve gewdhnlichen, gleidhformig gehenden
Radevubren geben mittleve Jeit an, weldper der mittlere Sonnentag 3u
Grunde liegt.

4) Die wabhren Sounentage find bald etwad ldnger, bald etivas
Fiizer al8 der mittleve Sonnentag, fo dafi die Gulmination der Somne
bald vor, bald nady 12 Uhr ber bivgerlicdhen Beit ftattfindet. Der Unter-

fhied gwifchen dev mittlern und der wabren Beit, weldher die Jeitgleir

;p_l;_;mﬁbciﬁt, findet fid) fiiv jeden Tag des Jahres in mandyert Kalendern
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angegeben.  Wenn die Jeitgleidying fite einen bejtimmeen Ort 3. B. angiebt:
1 Sanmuar - 3' 43 jo beift es: Wenn am 1. Januar die Whr 12
jeigt, fo mup bie RMaderuhr 12 Uhr 3' 43'° jeigen, obder der mittlere
Mittag teitt wm 3° 43" feither alg der wabre Mittag ein. Wenn ferner
file den 23. April — 1 40" angegeben ijt, fo beift ed: Wenn die Son-
nenubr 12 jeigt, fo mup die Raderuhr 12% — 1 40" = 11" 58' 20" jeigen,
oder Dev miftlere Mittag ijt um 1 40’ fpater ald der mwabre.

§ 60. Dasé fiderifde Jabhr oder dag Sternjabhr ift die Jeit
pom Augenblide, wo die Sonne bei ivgend emem Firfterne fich befindet,
bi§ yu dem, wo fie wieder ju demfelben juriidfehrt.  Dajfelbe betragt
365,25638 mittlere @ounentage oder 365 Tage 6 St. 9 M. 8,35 Sec.

Die Jeit ywifchen zroei aufeinander folgenden Durdygangen dev Sonne
purd) den Frithlingspuntt heipt dad tropifdhe Jahr und betrdgt im
Durdhichnitte 365,24224 mittlere Sonnentage oder 365 Tage 5 St. 48 M.
49,536 @cc. — Diefe Verjdyiedenheit bon dem fidevijhen Jabre vithet
bon ber Praceffion ber, d. b dev alljibelich erfolgenden Vorriidung
bed Frithlingspunties gegen Wejten um 50,1°°, vermige welder dev Friih-
lingépunft in eftoa 25868 Jahren (wabrend des fogenannten grofen
platonifdyen Jabhres) die gange EEhiptit durdhlinft. Der Frithlings-
puntt fommt aljo der oftrodrtd auf der GHiptif fich fortbervegenden Sonne
ettoad entgegen, mithin evveicht diefe ibn audy etwad frither, al§ mwenn er
cbenfo wie ein Figitern feine Stelle unverdndert behalten hatte.

Jm biirqerlidhen Leben vechnet man das Jahr ju 365 Tagen und
jeded bierte Jahr (Schaltjahr) ju 366 Tagen. Diefe Unridptigleit wird
{mrd) Auslaffung von 3 Sdalttagen in 400 Jabhren und durd) Unter-
pritfung eined Sdaltjahres in je 3600 Jahren vollends beridhtigt.

§ @A, Dev jwdlfte Theil ded mittlern tropifdhen Jahres, namlidy
30 Tage 10 St. 29 M. 4,125 Sec. beift cin Sonnenmonat ober
ein aftronomifder Monat.

Det fiderifde Donat ijt die Jeit, reldpe vergeht, bi§ der Mond
pon einem Dejtimmten Figfterne audgegangen, ju demjelben juriicfehrt,
und betrigt 27,32166 Toge ober 27 Tage 7 St. 43 M. 11,424 Sec, —
Die Wmlaufszeit des Monded don dem Frihlingspuntte bis tvieder u
bemfelben Beift der tropifde oder periodifdye Monat unud betrigt
27 Tage 7 St. 43 M. 4,718 Sec.

Der fynodifde Monat ift die Seit jwifchen el aufeinander
folgenden Gonfunctionen oder Oppofitionen ded Monded mit der Sonne
und danert 29,530587 Tage oder 29 Tage 12 Stunden 44 M. 2,7168 Sec.,
alfo linger al8 der fiderijhe Mionat; Denn wabhrend dev Mond, von einer
Gonjunction mit der Sonne ausgehend, einen vollen Umlanf von 360°
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juviidlegt, it audy die Sonne weiter nady Ojten fortgeriidt, fo daf der
Mond fiber 360° hinans fich nod) weiter fortberwegen mup, um die Sonne
wicder cingubolen. — Die bitvgevliidhen Monate haben lauter gange
Tage und find von ungleidyer Linge; der Februar hat 28 Tage unbd jedes
pierte Jahr 29 Tage, der April, Juni, September und Rovember bhaben
30 Tage, die fibrigen Monate 31 Tage.

§ 6% Bejtimmung der firgeften Eutferuung tweier
Orte auf der Crde

Die tiicgejte Entfernung gweier Orte B und C
ift dev fleinere Bogen BC des durdy fe 9%eleg’teu
Hauptfreifed. In der Figur fei N der Novdpol,
AQ der Aequator, ND ber Mevidian von B und
NE bder von C, endlich NAS ber durd) Ferro ge- A
henbe Mullmeridian (00 oder 36009).

It gegeben die geogr. Breite und
Linge der beiden Orte BD=DH, CE =1,
AD =1, AE = I', aljo aud) der Unterjdhied ihrer S
Qingen ' — I=DE = d befannt, fo bat man in dem |ph. Dreied
NBC, bdeffon Quei Spifgen der Nordpol und die beiden Orte find, aus
jwei Seiten NB = 900 — b, NC = 90° — b’ und dem Swijdhentoinel
BNC = d bdie Seite BC u bevedyuen, aljo (§ 20, 6)

cos BC==cos (90°—b) cos (90°—b")--sin (90°—h) sin (90°—b’) cosd obder
(1) cos BC = sin b sin b’ |- cos b cos b’ cos d.

®a 10 des Wmtveijes der Erbe 15 geogr. Meilen betrdgt, jo twird
BC in geogr. Meilen audgedritdt, wenn man die gefundene Anzahl Grabde
bes Bogens mit 15 multiplicivt.

Der Winfel NBC, den bder Bogen BC mit dem Mevidian von B
bildet, ijt dag bom Nordpuntte and gezablte W3imuth Dde§ von B aud
betradjteten Drtes C, d. h. in B erjdyeint am .%nriauutc die Abmweidung
ber Lage ded Orfes C vom Novdpunfte unter dem Wintel NBC. Ebenjo
ift der Winfel NCB dag vom Nordpuntte an gezablte Azimuth ded Ortes B,
von C aus gefehen. In der Geoddjie und Nautif roird fiir einen bejtimm-
ten Standpunft die Abweidung cined Punftes am Horijonte vom Nord-
punfte nacd) Oft ober Weft entfprechend das novdojtlicdhe ober nord-
weftlidhe Azimuth, und cbenjo die bweihung eines Punfted vom
Sitbpuntte nach Oft oder Weft das fiddjtlidye oder fiidweftliche Agzi-
muth Ddiefes Punftes genanmt.  Bufolge § 20,4 ijt

sin (909 — b) cotg (90°—b') — cos (90 © —1b) cos d

cotg NBC = e

ober
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cos b tg b’ — sin b cos d

(2) cotg NB(C = S . thenfo
‘ g cosbtgh — stub'cosd
(3) cotg NOB — = x

Yiegen die beidben Orte anf vevidiedenen Seiten bdes
Acquators, wie B ouud F, fo ijt wegen der uwmmehr wmgefehrten
Yage Dder Breite EF = b’ die Grofe b in den vorftehenden Fovmeln
negativ ju fepen, denn ed ijt :

cotg NF = cotg(90° 4 b') = — tg b und and) tg (—b’)=- tg b*
cos NF = cos (90°4-b') = — sinb" und audy sin (— b')==—sin b’
Alles Webrige bleibt tn den Fovmeln twie vorhin,

§ @B. Fiiv Berlin (B) ift diegeogr. Breite b=52081" 12~
nnd die Ldange 2=31°3'30'% fiir St Peteréburg (C) ift
b'==59°56'24'" und '=47°59". Man foll die Fiirjefte
Cutfernung (BC) beider Orte und die Azimuthe (NBC und
NCB) ibrer Lage gu einanbder bejtimmen.

Aujl.  BC = 11°55' 24,55'' = 178,8522 geogr. Meilen.
NBC = 44° 53' 4245 und NCB = 1200 58' 28 91",

§ 64 Dic fiivgejte Entfernung jwifden Paris unter
200 € und 48°50'18" B, unud Dorpat unter 44°23° 10'* &,
und 5822247 B. gu finbden.

Aul. 170 10 52,77 = 257,7198 Meilen.

§ 65. Dic Cutfernung 3wijden Philadelphia (B) und
dem Gap dev guten Hoffunng (F) ju finben, wenn fivr dicfe
Ovte entjpredend gegeben ijt:

b =4 39°57' 7,5 wnd = 302°30'38,1'
b= — 83056 Bl iy Tfe=3810 8' 81 1'%
Aujl. Dev Unterfchied dev Langen oftlich von Fervo ift 7 — 2
= 266°22' 7', Da aber der fleinere von beiden, jwifdhen B und F
liegenden Bogen die gefuchte Entfernung giebt, jo hat man andy d — 360°
(7 — 1"y == 93937 53*" oder den Unterfchied der Langen weftlid
von Ferro 3u nehmen und findet dann (§ 62, 1)

BF = 113° 30 1,46/ = 1702,865 Meilen,
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§ 86. Dic geogr. Breite von Dore
pat (O) ift b = b5BO 22' 47", bie Breite
pou Jacobjtabt (B) ift b'=56°30'4,6,
die Entfernung (BC) beider Ovfe von
cinander e =29,12425 Meilen, und iny
Jacobjtadt betvagt das novddftliche Aji-
muth (NBC) von ©ovpat a=14°17'40""
Man foll den Langenunteridhied d beider
Orte und die Grofe ded Erdrading r
finden.

Aufl. Im ANBC ijt gegeben NC=90°—b, NB=90°—b',

2CNBC = a, gefudht 2L N = Bog. DE = d und BC = e in Grabden,
alfo (§ 22,1)

sin (90° — b’) sina _ sinacosb’

ek T 7 (L) b

Bon den Deiden Werthen fiiv NCB ijt bier dev ftumpfe BWinfel
164956/ 541 ju nehmen. Run ijt (§ 22, 2 und 3)

sin 4 (b 4 b’)
cos 4 (b —b)

CB
tgfe= 22: i EI;TCB i :3 cotg & (b 4 b"), toraus folgt

cqtg 4 d = tg 4 (NCB4a), aljo d=>54'5158",

e = 1056’ 29,82 = 1941683 Grade. Man fiudet jept aus der Pro-
portion 180°: e% = 7r : 29,12425

¢ R
i _1@;%&3_;%1_ = 859,407 Meilen.

§ @9. Bei dar Sdifffabhet im gropten Kreife fommt e§
auper dev Veredynung ded Firgejten Weges davauf an, die Wzimuthe ded
fabrenden Schiffes an den beiden Endpunften und einigen Jwifdenpuntten,
alfo die von dem uriicfjulegenden Wege mit den Mevidianen fener Orvte
gebildetent MWintel ju beftimmen, wm forwol dem Sdyiffe bei der Abfabrt
dic udthige Midhtung 3u geben alé aucy feinen Kuvd jur Crhaltung dejjel-
ben in dem gropten Kreife veguliven ju Founen.

Gin Sdiff fahet im gedpten Kreife von Port Jatfon (P)
unter b=-— 83952 nuud {=168°55'50" (djtl. von Ferro)
nad) Ralparifo (V) unter b'=-—33°1" und '=2305°47"50""
Der Mevidian cined Jwifdenpunttes B liege um AD=60°
pftliy von P, Man foll beftimmen 1) die Linge ded We-

8
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ged PV ound die novddftlichen Agimuthe
NPV und NVC des Kurfes in P und V,
2) die geogr. Breite BD ded 3wifdenpunt
ted B, jeine Entfernung bon P und das

Quordojtlihe Azimuth NBV des Kurfes in
B, 3) unter weldgem Wintel (ACP) und
unter weldem Grade der Lange die vers
[angerte Kuvélinie ded Sdifjes den We-
quator AQ fdneidet.

Aufl. 1) Im APNV ift gegeben NP=90°+4- b, NV =
9094-b, X PNV=1'—1=d = 1360 52 gefudyt PV, 2LNPV=P
und ZLPYN =V, Au§ § 20, 1,2, 3 folgt durd) Reduction

__cosd(b—b)cotgfd
tgﬁ-(V—*—-P)—— '—sim}(b-—l-b‘)

sin 4 (b — b’) cotg 4 d

cos 4 (b 4 b’ .
V = 144°33'10,54'" und daher NVC = 35°26'4946'/,
P = NPV'=144° 9’ 11",

cos 4 (V 4 P) cotg & (b 4 b')
cos & (V— P) :

alfo PV = 101° 47 51,14/ = 6107,852 Scemeilen (1° = 60 Seem.)

tg4 (V—P) = alfo

1§ § PV e

2) Im APNB ijt gegeben NP=909-b, 2L PNB = Bog. AD
=600, 7 NPB = 144° 9' 1,1'; gefudyt NB = 909 + BD = p,
woraud fidy BD ergiebt, ferner PB = n und 2C NBP = B. Aus
§ 21, 1,2, 3 folgt durch Reduction

cos 4 (P — N) cotg (459 — 1 b)

tgd(p+n)= T
tg4(p—n) = SBE(E ;ﬂi’(?ﬁ(;ﬁo_*b), alfo

p = 150039/ 3522, folglih) BD = p — 90° = 60° 30' 35,22',
n = PB = 460 25' 56,7'' = 2785,945 Seemeilen.

Ferner hat man

cos (p + 1) tg  (NPB + PNB)

cotg 4 B = o2 1 (p—1) ;
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B == NBP = 820 57/90,36", folglih
2( NBV = 9702/ 39,64,

8) 3u bem bei A redhtwinfligen A ACP ijt AP = b unbd
2P =144°9' 11", folglid (§ 9, 3 unbd 1)

cos ACP=cosbsinP, alfo 2 ACP= 60°54'9,37"
tg AC=sinbtgP, alfo AC=1580°4'5"

Da der Ort P die Lange 2 = 168 55 50'* hat, fo fdhneidet die Kuvse
linie ben Wequator unter AC -~ I = 326°59' 55 bjtl. Lénge.

§ 8. Cin Sdiff verldft Cap Lizard unter 12030’ O. &
(bon Ferro) und 49°58° M. B, mit einem fidweftlihen Ajis
muthe von 33°45' und fegelt im groften Kveife. 1) Unter
meldem Grad ber Lange, 2) nad) mwieviel Seemeilen, 3) mit
weldem Azimuthe durdyjdhneidet ed den Wequator?

Aufl. 1) 14°35'40,17" weftlih bon Ferro,
2) 55° 3'55,05' = 33039175 Seemeilen.
3) norbojtliches Wzimuth 200 56 17,62,

§ 89. Wie lange befindet fidh fiir Wien, beffen Pol.
hohe p = 48012’ 35" betrigt, bic Sonne an dben beiden FTas
gen diber dem Hovigonte, an twelden fie 1) bie ndrdlidye
®eclination d = 7° 8’ 10/, 2) bie fiibliche Declination
d=2391'40" hat?

Aufl. Der Kreid fei der Meridian von 7
Wien, H der Siid- und R der Nordpunft bded
Horigonted, AQ der Aequator, P und P der Nord- 5
und ber &iibpol, alfo PR = p bdie Polhobe. T/

1) Hat die Sonne eine nirdliche Declination, Wi
fo betwegt fie fih auf ecinem ndrdlichen Pavallel-
Preife KE. 3ft nun S ihr Anfgangspuntt am Ho-
rigonte und PSB der Declinationsfreis, fo ift SB=d ¢
und 2L HPS =s ber dftlihe vom Bogen AB 3
gemeﬁene Stundentvinfel. Da der halbe ingebogm SE als Pavallelfreis
iefelbe Anzahl Gradé hat wie AB, fo ift aud) s = Bogen SE. Der in
Beit vertvandelte Stundenmwintel s (150 == 1) giebt die Jeit vom Aufs
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gange der Sorme bis ju ihrer Culmination in B, d. h. die Dauer des
Bovmittags, wobon dad Doppelte die gefudhte Tagedlinge ift. — In bem
bei H recittointligen Dreiedt HPS ijt alfo PH=180°— PR=180°—p
und PS = 90° — d, folgli) (§ 6, 3)

tg (1800 —p) o>
tg 00 —a) — - wrted

alfo 28 = 196°6' 14,78 = 13" 4™ 24 98°,

Cos 8 =

2)  Befindet fidh die Sonne anf einem fidlihen Pavallelfreijfe FG
in ibrem Aujgangdpuntte C, jo it CD=d uud CF der halbe Tagebogen,
dem der djtlidye Stundenwinfel HPC = s entfpricht. Im redhtw. A HPC
ift PH=180°—7p und PC = 90° - d, alfo tie vorhin

tg (1800 — p) _
tg @00 q) — EP®S

folglid) 2s’ = 1230 12 34'' = 8" 12" 52,26°

coR B =

Jm evjten Falle, o die Sonne eine ndedlidhe Declination Hat, ijt
cos s negativ, alfo s=90°9, wovaud folgt, dap ber Tagebogen der Somne
fitv Den gegebenen Ort guofier ift ald der Nachtbogen. Im reiten Falle
ift 8'<<90°, alfo der Tagebogen Fleiner ald der Nadytbogen.

Die Declination der Sonne findet ficdh in den aftronomijchen
Tofeln (3 B. in dem Berliner aftronomifden IJahrbude) fiir jeden Tag
bed Jahres berechnet.

§ 0. Fiiv die Polhdhe von Mitau p=56°39‘ den
Yufe und Untergang der Sonne am 27, April und 27. No-
pember und die Azimuthe der auf und untergehenden Sonne
3u beredhmen, wenn die Declination derfelben an jenen Tagen
d=+413°52' und d = — 21°10’ betvdgt.

Aufl lg Wenm in Fig. § 69 dev Kreid den Mevidian von Mitan
borftellt, wibhrend alles Uebrige die frithere Bebeutung behalt, fo ift in
bem bei R vedytwinfligen A\ PRS befannt PR = p und PS=90°—d,
alfo (§ 6, 3 und 1)

= tgp i
cos RPS = % (900 — ) =tgptgd
cos (900 — d) _ sind

cos RS = = ;
COS P s p
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Man findet 2L RPS = 67° 58" 122"/, alfo ijt (§ 56, 3)

1

£ = 4" 31" 5248,

p P
Sonnenanfgang 1

Sontenuntevqung = 12" — (4" 31" 52,48°%) = 7 28" 7,52°,
Ferner ift RS = 64097 15,73 das Azimuth dev aufo und unters

gebenden Sonne von Nord (R) aud begiiglidy iiber Oft oder Weft nady
it geadblt.

2) Jjt C der Anfoangdpuntt der Sonne, jo ijt in dem APRC
befannt PR = p und PC = 90° - d, alfo tie vorbin

tgp
—_—_— = 1,
cos RPC tg 9004 tgptgd
cos RO = 2% (90°+4 d) T sin d
cos p cos p

€ ift PRC=126°2'2255"/, alfo Aujgang = 8" 24™ 9,5°,
Untergang = 3% 35™ 50,6° und zimuth RC = 13103 25,1".

: Die bier beredhnete Jeit ift wabhre Sonnengeit. MWill man fie
in mittlere Jeit vermandeln und giebt die Jeitgleicdhung (§ 59, 4) 3. B. fiir
ben 27, April — 2 Min, an, fo geht an jenem Tage die Sonne um
2 Min. frither, alfo wm 4" 29= 52,48 auf und wn 7 26™ 7,52% unter,

§ 4. Die Polhobhe (p) bon Riga betrdgt 56057 und
bic von Reval 59°26'30'. Man foll fitr beide Drte be-
vedinen 1) die Dauer ded [dngften Tages, 2) bie Morgen- unbd
Abendweite an diefem Tage, d. h. die Bogen ded Horizontes i
fhen Dem Ojtpuntte und dem Aufgangspunite und jwijdhen dem Befts
punfte und dem Untergangdpuntte der Sonne.

Aufl (Fig. § 69). Der lingfte Tag tritt am 22, Juni ein,
wenn die Sonne ihre gropte nordlidhe Declination d == 23028’ erveidyt hat.

1) Fite den Stumdenwinfel s oder den bhalben Tagebogen ift
(8 69, 1)
‘ cos s = —tgptgd

Biir Riga ift s = 131° 51 58,08/, alfo der lingfte Tag
qleidh %‘— — 17° 34™ B5,74",

Fite Reval it s = 137° 19’ 50,56, aljo der lingjte Tag
gleid) 18" 18™ 1267*,
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2) Dag Wzimuth der auf- und untergehenden Sonne vom RNord
punfte R ang gerechnet ift RS, Ddaher bdie Morgen- oder Abendroeite
W = 90° - RS, folghd) (§ 70, 1)

sin d
cosp '

fiir Riga W =46°54"35" und fiir Reval W = 51033 3227"".

sin W = cos RS =

alfo novdbmwdarts gegablt

§ 9% Fiv @t.%etcrébur%, deffen Polhohep=59°56'
ift, bie 3eit ded Aufganges und desd Unterganged der Sonne
am [angjten und am Ffirzeften Tage yu beftimmen.

Aufl. 1) Fie den langften Tag (22. Juni), wo bdie Declination
ber. ©onme d = 23° 28' ift, ergiebt fich aus § 70, 1

Aufgang 2" 45™ 40,33° und ntergang 9* 14" 19,67
2) Fite den Fiivzeften Tag (22, December) ift d =~ 23°28/, alfo
Aufgang 9" 14™ 59,67° und Untergang 2° 45™ 0,385

Mit Hilfe der Jeitgleidyung fonn bdie hier gefundene mahre Sonnen-
aeit in mittlere vermandelt werden (§ 70).

§ 98 Dic Polhohe p von Dorpat gu finben, wenn bex
langfte Tag dafelbft t = 17" 58 42,13° dauert.

Aufl. Der balbe Tagebogen (Stunbdentvinfel) in Graden ift

‘ =—1%3 — 1340 50’ 15,9/, Da (§ 71,1) cos s = — tgp tg d,

mwo d = 23° 28’ ift, fo bat man

tg p = — cos 1b¢

) .cotgd, alfo p= b8022' 48"’

§ 74, Unter welder Breite (p) geht die Sonne am
langften Tage nidt unter?

Aufl. In diefem Falle ift der gange Tagebogen
25 =24 Stunden = 360°, bdaher (§ 73)
tgp = — cos 180 cotg d = cotg 23° 28", alfo
p=900—23028' = 66° 32"
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§ @3 GChe dic Somne aufgebt und nadydem fie untergegangen ift,
witd durd) Jurviidwerfung ded Lidted Dammerung evzengt.  Man
untevjcheidet bitegerliche und ajtronomifche Dammeruny. @emﬁgn[id; red)-
net man die Dauer dev bitvgerlichen Abenddammerung von Sonnenunters
gang big gu der Jeit, wo die Sonne ungefibhr 6°, die ajtronomijde da-
gegen fo lange, bis die Sonne 18° unter den Hovigont hinabgefunfen ijt.
Cutfpredhend tird die Dauer der Morgendimmerung angenonnen.

ditr Riga, deffen Polhihe p=56°5T7" ift, die Dauner
der bitvgerliden Dammerung am 1, Mai gu beftimmen, ju
welder 3Jeit die Declination der Sonne d = 15° 13’ 40"
betragt.

Aufl.  Stellt der Kreid den Meridian
von Riga vor, H und R den Siid- und den Rord-
punft des Horizonted, Z, P, S bezitglich Senith,
Nordpol und Soune, und behalten wir im Ue-
brigen die fritheren Vegeichnungen in dev %igurl{
bei, fo it SC =d und BS =h = 6° die"
Tiefe der Sonne unter dem Horvigonte, ferner im
O\ZPS betannt ZP =90°—p, PS=90"—4,
ZS=90° 4 h. Hieraus bejtimmt man- juerjt
den Stundenmwinfel ZPS = s, weldher dem von
der Soune feit Beginn der Morgendiammerung bis ju ihrer Culmination
befchricbenen Bogen SD gleid) ijt, alfo in Beit verroandelt die Dauer des
Bormittags nebjt der Morgendiammerung angiebt, namlidy (§ 18, 1)

cos (90° 4 h) — cos (90 ° — d) cos (90° — p)
sin (90° — d) sin (90° — p)

sin h + sin d sin p
cos d eos p

aljos = 128°5' 54,03 = 8 &t. 32 Min. 23, 6 Sec.

et bevechnet man aus p und d die Dauer deé BVormittags ober
den Bogen ED, indem man fidh die Sonne von S nad) E fortgejchritten
benft, wodurd) dag Bogenjtiid BS = h = o witd, b, h. die Sonne hat
bei ihrem ufgange Ffeine Tiefe oder Hobe. Seht man in der obigen
%}or;_ne[ h = o und in dem neuen A\ ZPE den Stundentinfel ZPE = s’
jo ift

COS 8 =

ober

CO8 8 =— — ;

sin d sin p
cos d cos p

alfo s = 114943551 = 7 &t. 38 Min. 55,6 Sec.

Demnad) ijt die Dauer der bend- ober Morgendimmerung gleich
8 —8'=53 Min. 28 Sec,

o8 8' = —

= —tgdtgp,
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§96. Fiiv Halle unter dev ndrdl Breite p=51°30' 34
pie Dauner dev aftronomifden Dammerung juv Jeit ded Win-
terfolftitiums ju finben,

Au il Am 22, December betrdgt die Declination der Sonne
d=—23°28". Fiv dic oftronomifthe Dimmerung ijt die Tiefe der
Sonne unter dem Hovigonte h = 18°  Sefit man (§ 75) in dev erjten
Fovrmel — d ftatt d, fo ijt sin (— d) = — sin d und cos (— d)
= cos d, folglid)

— sin h 4 sin d sin p
cos d cos p
Pian findet s = 89043 5519 =5 St. 58 M. 55,68 Sec. die Dauer
oe8 Vormittags nebft der Dammerung.

Aus der vorftehenden Fovmel folgt fiiv h = o, wenn dem halben
Tagebogen der Stundentvintel s entjpricht,

cos 8 =

cos s' =tgdtgp,
alfo s'= 56° 54’ 3756' = 3 &t. 47 M. 38,5 Sec. = der Vormittagsdauer.

Denmad) ift die Dawer der Abeud: oder Movgenddnumerung gleid)
g —s'==2 &t. 11 Min. 17,18 Ser.

§ 99 Wenn der Ort anf der Erde fo gelegen ift, dap um Mit-
ternacht die Sonne nicht tiefer ald L8° unter den Hovizont binabjintt,
fo teitt die immerwdhrende Dammerung (die hellen Niddhte) ein,
indem  algdann Abend- und Wovgendiamuterung i einander itbergehen.
Diefes ftudet jtatt, enn anf dem udrdlidhen Mieridian PQ in Figur § 75
ber Vogen RF < 18° ijt. Da PQ = 90°, PR =p, FQ = d, aljo
unter jener Borausiebung

QR =d 4 18°=90°— p ift, fo muf
d=720—p

fein, wenn immertodhrende Démmernng ftottfinden foll.  Leteve tritt alfo
fiie einen beftimmten Ort an dem Tage ein, an weldem die Declination
der Sonne die Grofe 720 — p evreicht, und fie wied jich fteté wiederholen,
fo lange d gleid) oder grofer al§ 720 — p bleibt. TWenu rwiedevum
d < 729 — p geworden ijt, fo findet Finjternip um Mitternad)t ftatt.

Wollte man in dev Anfgabe § 75 die Dauner der aftronomifden
Dammerung fir Riga am L Mai bevecdhnen, alfo h = 180 fefen, fo
fimde man cos s = 1,00561, alfo cinen wmmdglichen Werth in Uebevein.
ftimmung damit, dap fiiv p=56° 57’ und d = 15°13'40"" fid)
ergiebt d =720 — p, alfo am 1. Mai fiie Riga teine villige Finjternip
tattfindet.

i
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§ 98, Um mwie viel WhHr und in weldem Wgimuthe (a)
hat in Wien, deffen Polhohe p=48°12' 35" ift, die Sonne
eine Hobhe bon h = 309 wenn die Declination derjelben
d=1991950"" betrigt?

Z_p
Aufl. Haben die Begeichnungen in der Figur !
die frithere BVedeutung (§ 75), jo it PR=p, 4
SC=nh, 8B =d, alfo in dem /ANPZS  befannt
7P—90°—p ZS—%O—h PS = 900 —d. y R
Da 2L PZS = a und wenn man den @tunhﬂb =
winfel RPB = s fept, der > ZPS = 1800 — s Q

iit, fo hat man (§ 18, 1)

0. oy ©08(909 —h) — cos (90° — d) cos (90° —p)
Sag {10 ) sin (900 — d) sin (900 — p) e

sin d sin p — sin h

o cos d cos p

und ebenfo

sin d — sin h sin p

2) cosa=
cos h cos p

Man finbet s = 1250212 23,92 = 8" 20™ 49,59,

Die Soune bhat alfo am Vovmittage um 8" 20™ 49,69° wnd am
Nadymittage wm 3" 39™ 10,41° die Hiohe 300,

Das Wsimuth ift a = 111924 3258 pon Nord aug am BVor-
mittage oftwdctd und am Rachmittage wejtwdrts geaablt.

$99. JIn Palermo, deffen Polhdhe p=38°6'44"
ift, ourde das Agimuth a wnd die Benithdiftany z cined Sters

nes in dDem Wugenblide gejudht, als der Stundenmwintel
ZPS =5=380922' und die Declination des Sterned d = 5944’

noedlidh war. Vran foll a und z finden. (Fig. § 78)

Aufl. In dem APZS ijt betannt PS =900 —d, PZ=90°—p,
2L ZPS = s; gefudyt 27 PZS = a und die Geite ZS = z.  Seft man
beu (pamllactligeu) Wintel ZSP = n, fo ijt (§ 20,1, 2, 3)

cos § (900 — d — 90° 4 )

() s —p — 0

cotg L s, alfo

tg 4 (a 4 n)—-—:?iz({g T d)) cotg &5, ebenfo
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ko —n =SB oy, o

a==123°7'428" und n = 41°28'2156"

Ctggn— %:%E:_L"g cotg 4 (d + p), alfo

z=47°30' 58,18,

$ 8O. Bon jwei auf demfelben Meridian liegenbden
Ovten X und Y hat der evite die Polhohe p = 30° der anbdere
die Polhohe p'=60°% Wenn die Declination eines Sternes
d=16°20 ift und jwar 1) ndrdlid und 2) fidlidh; um mwie
niebl gef;t der Stern fitr den einen Ort frither auf ald fitr den
andern

P Aufl. Der Kreid fei der Meridian
‘ Dev beiden Orte, AQ ber Yequator und P
der Movdpol, fener fiir X der Hovigont HR,
Raljo PR = p, uud fiir Y der Horizont hr,
alfo Pr = p".
'

1)  Befindet fih der Stern in den
= 0 Aufgangspuntten S und T, fo ift SB=TC

i =d. Der Stundenwintel SPR =s entjpricht
der Aufgangsieit des Sterned fitr den Ort X,
. der Stundenwinfel TPr = s’ ber Aufgangs-
geit Des Sternes fiir den Ot Y. Jufolge § 70, 1 ijt

coss=tgdtgp umd coss'=tgdtgp’, alfo
s =80°15' 32,61 und s'= 59029’ 49,78,
oder s =25"21"217" umd &= 3" 57~ 59,31°,

weldyes die Aufgangsgeiten des Sternes fitr X und Y find. Der Stern
gebt demnad) fir Y frither auf al§ fiirt X um

s —a'=1"28"'2 86!,
. 2)  Befindet fich der Stern in ben Q[uf%utgapunl'ten M und N, fo
ift die fiidlige Declination deffelben MD —= NE == d. &iiv die beiden
Stundenmwintel MPR = s und NPr — g’ hat man (§ 70, 2)
coss=—tgdtgp und coss' = — tgdtg p aljo
s =100°44'2739"" und s = 120030’ 10,22




67
ober s = 6"38™57,82° und s’ = 8" 2" 068"
Der Stern geht alfo fir X frither al8 fiir Y auf um
s'— s = 1" 23" 2,86".

Der Ort, teldjer die Fleinere Polhohe Hat oder fiidlicher liegt, fieht
alfo den ©tern fpater aufgehen, wenn deffen Declination ndrdlidy ift,
dagegen frither, wenn bdie Declination fiudlidy ift.

§ 84. Dorpat hatbiegeogr. Breite b=>58°22' 47" unbd
Die Lange /==44°23'30'; Rom hat die Breiteb=41°53'54"
und bdie Linge I'=30°8'45" (dftlid) von Ferro). Wenn
pie ndrdlidhe Declination eined Sterned d = 7°22' 28"/ be-
tragt; um mwie viel geht devfelbe fiiv Dorpat friber auf als
fily Rom? .

Aufl. Der Stundentintel ded fiir Dorpat aufgehenden Sternes
fei 5, und ded filr Mom aufgehenden &', fo ift fiix biefelbe Linge bei-
per Orte (§ 80, 1)

cos s = tgdtgh und coss' = tgdtgh,
> 8.5 T19 516602 = 511220 7*
8= 839 19' 54,68'' = 5" 13" 19,64°,
alfo &' — s = 1™ 51,94" Beitunterfdyied im Aufgange.

Hievzu mup ber Lingenunterfdhied 7 — I’ = 14° 14’ 45'' = 56™ 59°
?bb[;rt werden, alfo geht ber Stern fiir Dorpat um 58 Min, 50,94 Sec.
riiher anf.

§ 8%. JIn Gottingen, deffen Polhohe p=51°31 54"
ift, murde einft am Nadmittage, ald die Ubhr 4 St. 2 Min,
(mittleve oder bitvgerliche Beit) geigte, die Hohe der Sonne
h = 24°37' 30" gefunbden. MWenn bdie Declination bder
@onne bamals8 d = 4 205042/ betrug; um mwieviel diffe-
virte Die Uhr von der wahren Sonnengeit?

Aufl. Fig. § 78. Im AZPS findet man augd ZP=90°— p,
S = 9())0 —h und PS =090°—d bden Stundenwintel ZPS = s
(§ 18,1

sin h — sin d sin p
08 § =

cos d cos p

, alfo s=152°32'443""

Die Beobadhtung fand alfo nad) mwabrer Sonnengeit ftatt um
3" 30™ 10,95° und die Ubr ging demnad) der roabren Jeit boraus um
31 Min. 49,05 Sec.
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S 8B. Ju Freiburg, deffen Polhihe p=48° ijt, fand
man dic Hohe der Sonne, als die Uhr 1" 58 36° yeigte, gleich
h=230°% MWenn fir jenen Tag die Jeitgleidung 4 12» 2°
und die Declination der Sonne d = — 6° 32! 55 betrug;
welded war der mabre Beobadytungsdmoment nadh mittlerer
Beit?

Aufl. Wie in § 82 findet man fitr den Stundentinel

sin h — sin d sin p
cos d cos p’ /

Co8 8§ =

alfo s = 280924' 43",

Die Beobadhtung fand demmady ftatt:
nad) wahrer Sonnengeit nm 1" 53" 36,28°,
folglich, wemn man biergu den Werth dev Jeitgleichung adbirt,
nad) vidtiger mittlever Seit um 2 5= 38 28°,

Da aber die Uhr 1* 58™ 36° jeigte, fo ergiebt fich, daf Diefelbe
um 7 Min, 2,28 Sec. nadyging.

§ S&  Aud der Rectadcenfion r=1060° und der Decli-
nation d=40° eines Sterned fomie aud der Sdhiefe der
Efliptit e = 23028’ biec Lange / und die Breite b des Ster-
ned zu findben,

Aufl. Sei AQ der Aequator, EK bie
Gfliptit, ' der Frithlingdpunft, P der Nordpol,
P’ der Pol dev EFliptif, S der Stern, PC ber
K Declinationsfreis und PG der Breitentreis deffel-

ben, fo it FC=r, 8C = d, PP' =KQ =,
FG =1 8G=D>b (§ 57 und 58). 3n bem
U APSPift gegeben PP'=e, PS =900,
P'PS = Bog. AC=90°4r, gefudyt > PP'S
= Bog. GK =90°—17 und P'S =90°—b,
Seit man den Pofitionsmwinkel des Sternes
PSP’ = n, fo ift (§ 20) :

tg 4 (909 — I +n) = zz:jgggz:“_glg cotg 4 (900 - 1)

sin 4 (900 — d — e)
sin 4 (909 — d -+ e) cotg (90° 4 r)

tg4 (900 — 7 —n) =

alfo 7=166°6'1533"" und n = 12°9'20,91"
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Die Seite P'S = 90° — b findet man jept nach § 11, namlich

: s : : sin e cos r
sin (90° — b) = 'si::i sin (90° 4 r) oder cosb = = i

r

foglih b = 189 59’ 32,64"".

§ 85 Aus der Linge /=60 und der novdl Breite
b=10°cines Sternes nebijt dev Schicfe dev Efliptif e =23028
foll die Mectascenfion r und die Declination d des Sternesd
gefunden mwerden.

Aufl.  Den Beseidmungen der Figur § 84 ufolge ijt FG =1
ad SG = b, alfo im A PSP’ gegeben 2C PP'S = 90° — [,
P'S = 90° — b, PP' = ¢, gejudt 2P'PS = 90° 4-r und
PS =900 —d. Aus § 20,4 und 6 folgt durd) Reduction

cos e sin / — sinetghb
cos 1

sind=sin b cos e--cosbsinesin/, aljo d=29°55'40,83"".

tgr = , alfo r=55°22'52,24"'

§ 86. Dic Declination d der Sonne ju finbden, wenn
anfer der Schiefe dev EEliptif e = 23028’ dic Rectasdeenfion
pet ©onmne, ndmlid 1) r=42°7"10", und 2) r = 340° ge-
geben ift. (Big. § 84)

Aufl. Befindet fich die Sonne auf der EHiptif in D, fo ift in
bem bei C redytw. A\ CDF gegeben FC = r und =~ CFD = e, gefudyt
CD = d, folglid) (§ 9, 1)

tg d = sin r tg e.
1) Pile r=4207'10" ift d=16°13'59,54""
2) Filr r=2340° ijt tgd=sin340tge = —sin20°tge.

Da der gropte abfolute Werth, den d haben Fann, gleich e ift und roeil
—tgd =tg (— d), fo fepe man

tg (— d) = sin 20° tg e, mworaud folgt d = — 8026’ 43,67,

d. . dic Declination der Somne it fiidlich. Diefed ergiebt fidy and) aus der
Figur.  Geht man nimlih vom Frithlingspunfte F auf dem Aequator
in der Midhtung FCQ ... big 3400 fo gelangt man im vierten Qua-
dranten dicfes Umfanges jum Punfte B, jo dag FB = 20° ijt; der durdy
B gelegte Stunbdenfreis PM giebt in M den Ort der Somne an, % beven
Declination MB fiidlid) ift.
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§ 89. Die Rectasdeenfion r und die Declinaton d der
Gonnegufinden, wenn auper der Schiefe der Giliptite=23028
gegeben ift die Ldange der Sonne, namlid 1) 1=236°59’
und 2) 7=245° (Fig. § 84).

Aufl. Begeichnet D die Sonne, fo ift in dem bei © rechtv. A\ CDF

gegeben 2L CFD = e und FD =1, gefudit FC =r und CD = d,
alfo (§ 7, 1 und 2)

tgr—=tglcose und sin d = sin I sin e,
Diefes folgt and) aus § 85 fitr b= o (§ 58, 2).
1) Ggiftr =34°38' 13,68 und d = 13951 3798
2) Pir =245 ijt tg245°= tg (245° — 1800) —tg65°, folglidy
tgr=1tg65°cos 23°28", alfo r=63°3'12,16'"

Da aber bdic gegebene Lange 7 = 245° dem bdritten Quabdranten angebort,
fo fallt aud) oie Rectascenfion in diefen ; folglich ijt

r=163°312,16'' 4 180° = 243° 3' 12,16,

Herner ift sin / = sin 245° = — sin (2459 — 1809) = — sin 65 o, alfo
sind = — sin 659 sin 23° 28’ ober mwie in § 86,2
sin (—d) ==sin 65° sin 23° 28/, alfo d = — 21°9‘ 21"

§ 88. An cinem Orte war die Culmination8hobhe der
@onne H=55°50", und nadh t =3 St. 12 Min. war ibre
%ﬁbc h=40° Man judt dic Polhdobhe p des Drtes und die

eclination d der Sonne. (Fig. § 78).

Aufl. It die Sonne aus dem Meridian PH nad) ihrer Gulmi-
nation herausgetveten und wibrend der Seit t nady S fortgefdyritten, fo ift
in dem A\ ZPS die Seite ZS =90°—h, PS = 90°— d, ZP =
90°—p und der Stundentvintel ZPS im Bogenmafe t = 489, alfo (§12,1)
c08(90°—h)=cos(90°—d)cos(90°—p)-}-sin(90°—d)sin(90°—p)cost oder
(1) sin h = sin d sin p 4 cos d cos p cos t.

Fiir den Angenblid der Culmination ift t = o, alfo cos t = . &
Daber giebt die GL (1) fiir diefen Fall

(2) sin H = sin d sin p -4 cos d cos p = cos (p — d), alfo
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3 p—d=90°—H=34°10"
Die Subtraction der GL (1) von (2) giebt
sinH —sinh=cosdcosp(1-~cost)==cosdecosp.2sin2}t, alfo

sin H — sin h
2sin2}t

Durd) Subjtitution diejes Werthed in (2) ergicbt fidh

4) cos d cos p =

sin H — sin h
2sin2}kt

©Subtrabirt man (5) von (4), jo folgt

() sind sinp = sin H —

sin H — sinh
sin2}t

2 cos 4 (H + h) sin § (H — h)
sin2}t

cos d cos p — sin d sin p == —sin H ober (§ 2,2 und 11)

(6) cos(p+d)=

— sin H,

Hat man hievaus p +- d bevedynet, fo findet man aud p 4 d und p — d
in (3), indem man die Differeng jur Summe abddict und davon abyieht

p=153°41'50,72"" wnd d = 19° 31' 50,72"".
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Abendreite 71.
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Aequatorialcoordinaten 56, 3.
Aequatorhihe 53, 3.

equinoctien 57, 1.

Arctifher und antavctijher Pol 53, 1.
Azimnth 55, 2; 62,

Breite, geographifde 53, 2 und 4, einesd

®efiirnes 58, 2.
WBreitenfreis 5H8, 2.
Gircumpolarjterne 54, 1.
Conjunction 58, 2.
Culmination, Culminationspuntt 54, 3.
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Declination 56, 1; 69,
Declinationstreis 56, 1.
Gitliptit 57, L.
Gtliptifeoordinaten 58, 2.
Friihlingspuntt 57, 1.
Gicographijde Breife und Linge 53, 2.
@erade Anffteigung 58, 1.
$emifphive 51, 3.
Serbjtpuntt 57, 1,
Himmelsiquator 52, 2.
Dibe ecines Sterned 55, 1.
Hobhenfreis 55, 1.
Yobenparallage 51, 4.
Horigont 51, 3,
Harizontalcoordinaten 55, 2.
Sovigontalparalloge 51, 4
Jahr 60.
Solur 57, 2.
Kompah 52, 4.

Ringe, geographifdye 53,2, eined Geftirnes 58,2,

Meridian 52, 8; 53, 1.
Mittag 54, 3.
Mittagéhohe 54, 3.
Mittagslinie 42, 3.
Mitternadyt 54, 3.
SMorgendammerung 75.
Morgenweite 71.

Madtbogen 54, 2.
Nadtgleichen 57, 1.
Nabiv 51 2.
Norden 52, 4.

Nordpol 58 und 57, 3.
Nullmeridian 53, 2,
Oppofition 58, 2.

Ojten 52, 4,

Parallage 51, 4,
Paralleltreid 52, 2; 53, 1.
Periodifdher Monat 61,
Platonifhes Jahr 60.
Bolarfreis 53, 1; 57, 8.
SBoldiftany 56, 1.

Polhohe 53, 3 und 4.
Pofitiondwinfel 84.
SPraceffion 60.

Projection 44.

LQuabratur 58, 2.
Hectaseenfion 58, 1.
Sdheitelpuntt 51, 2.

@dyiefe der Etliptit 57, 1,
Siverifdes Jahr 60, Monat 61.
Sommerfoljtitium 57, 2.
Sonnentag, wabrer und mittlerer 59.
Sonnenmonat 61.
%ounenPeir, wahre und mittleve 59.
Gternjabr 60.

Sterntag und Sterngeit 56, 3.
Stundenfreis 56. 1.
Stundemvintel 56, 2 und 3.
SGiiden 52, 4.

Siidpol 52, 1; 53, 1; 57, 8.
Synodifher Monat 61.
Fagebogen 54, 2.
Lbierfrers 58, 3.

Tropifdes Jahr 60,
Tropifder Monat 61,
Berticale 51, 2.
Werticalfreis 55, 1.
Weltage 52, 1.

Weltpole 52, 1.

Wendelreis 53, 1; 57, 3.
Weften 52, 4,

Windrofe 52, 4.
Winterfoljtitinm 57, 2.

Beitgleichung 59, 4.
Beichen dev Efliptit 58, 3.
Benith 61, 2,
Senithdiftany 55, 1.
Jodinfus 5, 3.
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