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V o r w o r t.
Die vorliegende Schrift hat den Zweck, den mathematischen Lehr- 

cnrsns der Gymnasien und der höheren Realschulen, welchen des Verfassers 
Lehrbücher über Geometrie nnd ebene Trigonometrie behandeln, weiter zu 
führen nnd für diese Theile der Mathematik zum Abschluß zu bringe». 
Bei ihrer Abfassung sind dieselben wissenschaftlichen nnd methodischen 
Grundsätze wie bei jenen früheren Arbeiten überall maßgebend gewesen. 
Unter möglichster Beschränkung ganz abstracter Beispiele ist eine nicht 
geringe Anzahl jener mannigfaltigen Anwendungen, welche der sphärischen 
Trigonometrie in so großer Fülle zu Gebote stehen, ausgenommen worden, 
da das Studium dieser Wissenschaft, in einem gewissen Gegensätze zu man­
chem anderen Zweige der reinen Mathematik, nur dann ein besonderes 
Interesse und einen wirklichen Werth für den Schüler haben kann, wenn 
die theoretischen Sätze überall mit der praktischen Nntzanwendnng in enge 
Verbindung nnd beständige Wechselbeziehung gebracht werden. Eine be­
sonders eingehende Berücksichtigung hat eine Reihe von Fragen der mathe­
matischen Geographie, der Geodäsie nnd der Astronomie gefunden, deren 
wissenschaftliche Beantwortung nur mittels der sphärischen Trigonometrie 
möglich ist. Die zn diesem Zwecke den, letzten Abschnitte voransgeschickten 
Erklärungen sind in mancher Beziehung abweichend von der sonst üblichen 
Darstellnngsweise derselben in streng mathematischer Form gegeben, so 
nämlich, daß alle Begriffe, wie rein mathematische in vollkommener logischer 
Abhängigkeit von einander entwickelt wurden, welcher Weg unzweifelhaft 
der kürzeste nnd sicherste ist, nm in diesen, für den Anfänger eben nicht 
ganz einfachen Betrachtungen allenthalben ein vollständiges, klares Berständ- 
niß herbeizuführen. Unter Hinzunahme der einfacheren, in den geographischen 
Lehrbüchern anzntreffendeu Sätze über die Erde an sich und in ihrem Ver­
hältnisse zn den übrigen Himmelskörpern kann der genannte Abschnitt in 
den obersten Klassen zugleich als Leitfaden für den Wissenschaftlichell Un­
terricht in der mathematischen Geographie nnd den zunächst daran sich an­
schließenden astronomischen Fragen benutzt werden, ja selbst außerhalb der 
Schule Manchem dazu dienen, sich über die wichtigsten Erscheinungen un­
seres Sonnensystems eine gewisse Belehrung zn verschaffen, für welche sich 
noch immer der Mangel eines wirklich brauchbaren, kurz gefaßten Lehr­
mittels fühlbar macht. Hat überhaupt das Buch vielleicht eine größere 
Vollständigkeit erhalten, als das specielle Bedürfniß dieser oder jener An-
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stall sie erfordert haben wurde, so bietet doch die Anordnung desselben die 
Möglichkeit dar, mit Nebergehnug einzelner Satze oder selbst ganzer Ab­
schnitte unbeschadet des inner» Znfaininenhangc- das in einem bestimmten 
Falle Erforderliche ansznwählen, während für höhere Realschulen gerade 
nur das Röthige sich hier finden durfte. In Bezug endlich ans die Dar­
stellung deS theoretischen wie des praktischen Theils des Lehrbuches hat 
der Verfasser überall fein Hauptaugenmerk ans die möglichste Einfachheit, 
Klarheit nud Uebersichtlichkcil in der Entwickelnng der einzelnen Sätze 
sowol wie des ganzen Systems gerichtet, da nach seiner Ansicht die bekannte 
Erscheinung, daß die sphärische Trigonometrie von so vielen Anfängern 
als ein schwieriges Lehrfach nnd die Sache eines besonders glücklichen 
Gedächtnisses betrachtet wird, ihren Grnnd nnr in dem Umstande finden 
kann, daß die Lehrbücher hänsig in ihren Voranssetznngcn nnd Betrach­
tungen lveit über den wahren Standpunkt des Lernenden hinansgchen oder 
durch Künsteleien in Bezcichniingen und Enlwicktlnngen den naturgemäßen 
und daher immer evidenteren Weg ans dem Ange verlieren. Daß in dem 
vorliegenden Lehrbnche so manche Sätze und ganze Partieen eine neue, 
einfachere nnd faßlichere Behandlung erfahren haben, wird dem fachknii- 
digen, mit der Literatnr dieser Wissenschaft vertrauten Leser nicht entgehen.

Riga, im November 1867.
Der Verfasser.
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Einleitung.

8 t. Д-'ic sphärische Trigon »metric hat die Aufgabe, die 
Beziehungen zivischen den Seiten nnd Winkeln eines sphärischen Dreiecks 
mit Hilfe der Goniometrie anfznsncheu nnd ans gegebenen Stücken des 
Dreiecks, welche hiureicheu, dasselbe zu bestimmen, die übrigen durch Rech, 
uuug zu finden. Ebenso Ivie die Winkel werden mid) die Seiten des 
Dreiecks stets in Graden, Miunteu und Secuuden ansgcdrückt, nicht ihrer 
absolute» Länge nach betrachtet; sind sie aber in Längenmaße gegeben, so 
werden sic immer erst und) ihrer Zurückführnng ans das Grndmaß in 
die Rechnung eiugeführt.

Im Folgenden sollen blos sphärische Dreiecke betrachtet werden, in 
welchen jede Seite kleiner als 180° ist, indem die Berechnung aller anderen 
Dreiecke auf solche zurückgeführt werden kauu. Die Winkel eines sph. Drei­
ecke werden wir immer duld) Л, B, C und die ihnen gegenüberliegenden 
Seiten entsprechend mit а, b, c bezeichnen.

8 %. Alle in der Stereometrie (8 235 — 8 264) vorgetragcnen 
Sätze über die Kugel und die sphärischen Figuren werden ebenso wie die 
ebene Trigonometrie in den folgenden Abschnitten als bekannt voraus­
gesetzt. Aus der Goniometrie stellen wir einige Formeln wegen ihres 
spätern häufigen Gebrauchs hier zusammen.

1) sin (л b) — sin a cos l> cos a om b

2) cos (a±b)— cos a cosb=F sin a sin b

3) sin a — 2 sin a cos 4 a

4) 1 + cos a — 2 cos 2 a

5) 1 — cos a = 2 sin 2 a

6) sin j a = a

7) cos I a = C08. *

8) tg a = , —sin a — Kl —cos2a_ 2tg|a
I 1 — sin 2 a cos a 1 — tg2 \ a

1
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9)

Ю)
11)
12)
13)
14)
15)

16)

cotg a ==
cotg21 a — 1

2 cotga
sin A -j- sin В = 2 sin £ (A -J- B) cos J (A — B)
sin A — sin В — 2 cos 4 (A + B) sin | (A — B)
cos В + cos A = 2 cos (A -j- B) cos (A — B)
cos В — cos A — 2 sin £ (A + B) sin ' (A — B)
sin (a + 180°) — sin (360 0 — a) — — sin a 
cos (a 180°) =• — cos (360°— a) — — cos a

tg a + tg b =
sin (a b) 
cos a cos b

Auftvsuiift der recktwinkliqen Dreiecke.

S 3. In einem sphärischen Dreieck, welches nur einen rechten Winkel 
enthält, werden wir den rechten Winkel пишет mit A, die Hypotenuse 
mit a, die schiefen Winkel mit В »nd C, die Katheten entsprechend mit 
b nnd c bezeichnen.

Es sei ABC ein bei A rechtw. Dreieck mit 
den Seiten a, b, c, und der Mittelpunkt 0 der 
Äugel mit den Eckpunkten deö Dreiecks verbnnden. 
Ans В fülle mau BD j_ AO, ans I) die 1)EJ_CO 
und ziehe BE. Da BD anf der Ebene ЛОС 
senkrecht steht, so ist BE ± CO (Stereoni. 8 166), 
also BEI) = C; ferner ist BOC = a, 
2<_ ДОС = b, 2C AOB — c. Hierans ergeben 
sich die Krnndgleichnngen des rechtw. Dreiecks.

1) Ans den rechtwinkligen Dreiecke» BEO, DEO, BDO folgt 

OE OD cos b OB cos c cos b .
cos a = -OB = —ÖB~ =--------- ÕB--------  * 

cos а — cos b cos c.

Der Cosinns der Hypotenuse ist gleich dem Produkte der 
Cosinusse der beiden Katheten.

2) Ans den rechtwinkligen Dreiecken BEI), BDO, BEO folgt

sin C —
BI)
BE

OB sin c
OB sin a , also

sin c — sin a sin C, analog sin b — sin a sin B.
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Der Sinus'einer Kathete ist gleich dem Sinns der Hypote­
nuse, miil tip licirt mit dem SiuuS des Gegenwinkels jener 
Kathete,

3) Ans den erwähnten Dreiecken folgt ferner
DE OD sin b OB cos c sin b sin b

tos ' — BE — OB sin a — OB sin a cos c .

Zufolge 2) ist aber — sin B, folglich

cos C = cos c sin B, analog cos В — cos b sin С.
Der Cosinus eines schiefen Winkels ist gleich dem Cosinns 
der gegenüberliegenden Kathete, multiplicirt mit dem Sinus 
des andern schiefen Winkels.

, DE BE cos C OB sin a cos C
4) e« .ft tg b = ÖL =ОВ'соГа = OB cos а " ’"°

tg b — tg a cos C, analog tg c = tg a cos B.
Die Tangente einer Kathete ist gleich der Tangente der Hy­
potenuse, mil I tip liciit niit bc iii Cosinus des Awischeuwinkels 
dieser beiden Seiten.

5) Da BD — OD tg c und ebenfalls
BD — DE tg C = OD sin b tg C, so ist

tg c — sin b tg C, analog tg b — sin c tg B.
Die Tangente einer Kathete ist gleich dem Sinns der andern 
Kathete, inultiplicirt mit der Tangente des Gegenwinkels 
der ersten Kathete.

6) Zufolge 1) ist cos a = cos b cos c. Seht man hierin aus 3)

, cos В . cos C . ...
COS b — . » und COS c — -7—ö , so Istsin C Sin В ' ' '

cos а — cotg В cotg C.
Der Cosinus der Hypotenuse ist gleich dem Produkte der 
Cotangeuteu der beiden schiefen Winkel.

§ -1. Bei der Auflösung der rechtwinkligen Dreiecke kommen sechs 
Fälle vor, indem gegeben sein können:

1) die beiden Katheten,
* 2) die Hypotenuse iinb eine Kathete,

3) die Hypotenuse und ein schiefer Winkel,
4) die beiden schiefen Winkel,
5) eine Kathete und der anliegende schiefe Winkel,
6) eine Kathete und der gegennberliegende schiefe Winkel.
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Erster AuflöfiingsfaU.

8 S. Gegeben die beiden Katheten b, o; gesucht а, В, C.

1) cos a — cos b cos с (§ Z, 1)

2) tg в = "LV (s 3, 5) und

c

Beispiel. Ans b — 50° 42' 43" und c — 140" 5' 50" folgt 

а = 119° 3' 45,22", I! = 62° 18' 29,78", C = 132° 47' 11,02"

Zwei ter A n fl ö s u ngSfa И.

8 « Gegeben die Hypotenuse a und eine Kathete b: 
gesucht с, В, C.

Ausl. 1) cos c = (§3,1)
cos b ' 3 * * * 7

2) sinB = -^A (§ 3, 2)
sm a v ' 7

3) oosC = 7fv (§3,4)
tg a

Die Nubestinnutheit ob В kleiner oder größer als 90 ° zu uehuieu
sei, wird dadurch beseitigt, daß wenn b kleiner oder größer als a ist, ent­
sprechend В kleiner oder größer als А = 90° sein muß (Ster. 8 258).
Uebrigeus hat man auch, da c bereits gesunden ist, die Formel (8 3, 5).

4) tg В = tg b 
sin c ’

Dritter Auflösungsfall.

8 7. Gegeben die Hypotenuse а 
kel С; gesucht b, с, B.

und ein schiefer Win

Aufl. 1) tg b = tg a cos C (8 3, 4)

2) sin c — sin a sin С (8 3, 2)
3) cotg В = cos a tg C (8 3, 6).

Hier gilt für die Bestimmung von c eine ähnliche Bemerkung wie in s 6.
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Vierter AuflösnngSfall.

8 8. Gegeben die beide» schiefe» Wittkcl В, C; gesucht 
a, b, c.

Ausl. 1) cos a = cotg В cotg C (8 3, 6)
, 608 В , „ ... .

2) cos b — —7—77 (8 3, 3) lino’ sm C v ’

Fünfter Auflösnngsfall.

8 1>. Gcgebe» eine Kathete b und der auliegende schiefe 
Winkel C; gesucht с, а, B.

Ausl. 1) tg c = sin b tg C (8 3, 5)

2)

3)

tga=^- (s3'4)

cos ß = cos b sin C (8 3, 3).

Sechster Aufivsnrrqsfall.

8 IO. Gegeben eine Kathete b iiiib d er gegen üb er lie­
gen de schiefe Winkel B; gesncht а, с, C.

Aufl. 1)
• sin b . _

Sln a = sin В (S 3' 2)

2) cos c = -°^ (8 3, 1)
cos b v 1

3) c-sC=-^- (S3, 4)
Lg а

Da sich für a zwei Werthc ergeben und die Bestinnnnng van c 
n>ld C von a abhängig ist, so sind hier im Allgemeinen zwei Ansiösiliigen 
möglich. Uebrigens hat man für c nnd C auch die Ausdrücke

4)
. tg b ,

Sln C = tgß (8 3, 5)

5) sin C = -0^6 (§ 3 3)
cos b v ' ’
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Beispiel. Aus b = 58° 42' 36" und В = 79" 21' 15" findet inan 
sowol а = 60° 24' 8,65'', c = 18" 57,6^", C = 20° 50' 10" 

als auch a = 119° 35' 51,35", c = 161" 59' 2,32", C = 150" 9' 50''.

Dreiecken ADC

(tzrmrdftleichunften 

des schiefwinkligen Dreiecks.

§ 1t. Relationen zwischen zwei Seiten iinb ihren 
Gegen win keln.

Fället inan in einem beliebigen Dreieck ABC ans der einen Spitze 
C ans die Gegenseite ein sph. Perpendikel CD, so hat man in den rechtw. 

mb BDC (8 3, 2)

sin CD — sin b sin A nnb
8111 CD — sin a sin В, also
sin a sin В — sin b sin A, oder 

а
sin а : sin b — sin A : sin B, analog
sin а : sin c — sin A : sin C 

! sin I) : sin c — sin В : sin C.

Wenn das Perpendikel CD außerhalb des Dreiecks 
ABC, also ans die Verlängerung der Seite AB fällt, 
so ist im Д ADC

sin CD — sin b sin CAD — sin b sin CAB, 
also sin CD — sin b sin A wie vorhin.

Es gilt daher folgender Satz allgemein:
Die Sinusse der Seiten eines sph. Dreiecks verhalten 

sich wie die Sinusse ihrer Gegenwinkel.

8 IT. Relationen zwischen den drei Seiten und einem 
Winkel.

Fället man im Dreiecke ABC (erste Fig. 8 11) ans C dos Per­
pendikel CD nnb setzt AD — in, also BD = c — m, so ist im A BCD 
(§ 3, 1)
cos а — cos CD cos (c — m) — cos c cos m cos CD sin c sin m cos CD.
Ebenso ist cos m cos CD — cos b, ferner (8 3, 4)

tg m = tg b cos A, also bnrd) Multiplication 
sin m cos CD — sin b cos A.
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Durch Subsitutioil der gefundenen Werthe für cos m cos CD nnd für 
sin m cos CD in die erste Gleichung findet man

(1) cos a — cos b cos c -s- sin b sin c cos A.

Ans der vorstehenden Glcichnng folgt':

cos a — cos b cos c
(2) cos A — ------------г—;—;------------v ’ sin b sin c 

9)1 an erhalt also d en Cosinns eines W iiikels, wenn man von 
dem Cosinus der Gegenseite das Produkt der Cosinusse der 
eiuschließeuden Seiten snbtrahirt nnd den erhaltenen Unter­
schied durch das Produkt der Sinusse der eiuschließeuden 
Seiten dividirt.

Uni für die logarithmische Rechnnug bequemere Formeln zu erhalten, 
sehe man den obigen Änsdrnck für cos X in die beiden Formeln (8 2, 6 nnd 7) 

sin А ]/T=^rr; lmb 00 А = T/1 + COS A, f0 jst 
ZV 2 zv 2

Rln А 1 /sin 1) sin c -|- cos b cos c—cos a 1 / cos (b — c) — cos а
2 V 2 sin b sin c v 2 sin b sin c

cos Л  I /sin b sin c — cos b cos c cos а _ 1 /cos а — cos (b -s- c) 
2 V 2 sin b sin c • V 2 sin b sin c

Verwandelt man die Cosinnsdifferenzeu in Produkte (8 2, 13), so ist

sin — — 1 /«in \ (b — c 4- a) sin |(a — b -f- c)
2 V sin b sin c

cos A= 1 /sin \ (a 4- b + c) sin z (b + c — a) .
2 v sin b sin c

Setzt mau а -s- b -f- с — 2 s, also а + b — c = 2 (s — c), 
а — b 4- c = 2 (s — b) nud b 4~ ° — а = 2 (s — a), so ist

(3) sin4 /sin(s-b)sin(s-e) 
z V sin b sin c

und analog
(5) sinI =1 Л:ЩГ-а)я1п(8-с) 

2 ' sin a sin c

(7)
2 V sin a sin b

(4) cos ^=1 /sin 8 sin (s ~
2 V sin b sin c 

tex В ] /sinssinfs—b)
(6) cos -= V —----- V----- 7

2- v sin a sin c

(8) co,° ]/^^c) 
V sin a sin b
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Die Division der Gl. (3) durch (4) giebt

(9) taue - = 1 /sln (8 - b) 8i» (s -Ä
( , ) K 2 V sln s sin (s - a)

Da (§ 2, 3) sin A = 2 sin | A cos | A, so folgt aus (3) und (4)

(10) sin A = s.n b2si-nc|// sin s sin (s - a) sin (s — b) sin (s — c).

8 13. Relationen zwischen den drei Winkeln nnd einer 
Seite.

Denkt inan sich zn dein sph. Dreieck ABC das Polardreieck A'B'C' 
eoustrnit, so ist in diesem (8 12, 2)

cos a' — cos b' cos c' 
COS A' —-------- :—--------sin b' sin c'

Setzt inan A' = ISO0 — a, a' = ISO0— Л n. s. Iv., so hat Ulan 

cos A 4- cos В cos C
(1) COS а — --------;—,»—;—--------v ' sm В sill C

Man erhält also den Cosinns einer Seite, wenn man znm 
Cosinns des Gegenwinkels das Produkt der Cosinusse der 
beiden audereu Winkel addirt nnd die erhaltene Snnime 
dnrch das Produkt der Sinnssc der letzteren Wiu kel dividirt.

Wendet man die Formel 8 12,9 auf das Polardreieck A'B'C' an, 
indem man Л — 180” — а', a — ISO” — A' n. s. iv. setzt, so ist

А 180 ° — а' , а' .
tg = tg ------- - ------- = cotg 1, ferner

. . а-j-b-f-c . /3.180" A'-]-B'4-C'\ .
sin s — sin ——!— = sin l  2  2 ) 01

sin s = sin (180 о + 90 ° - 4 (А' + B' -j- C')^

Setzt man ! (Л' 4- B' -s- О') — S, so ist (tz 2, 14) 

sin s = sin (180° + 90° — S) = — sin (90° — S) = — cos S, 

sin (s—a) = sin[18004-90°— S-(1800—A')] -sin[90°-(S-A')J 

also sin (s — а) — cos (S — A'), ebenso 

sin (s — b) = cos (S — B') nnd sin (s — c) — cos (S — C').

Snbstitnirt man diese Werthe in Formel S 12, 9, nnd läßt 
die Accente weg, da das Polardrcieck, also anch das ursprüngliche Dreick 
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beliebig ist, so ergiebt sich

(2) cotg 4 =]/C08 (S ~ B) ros (s ~ c).
* * — cos 8 cos (S — A)

§ 14. Relationen zwischen zwei Seiten, dein Zwischen­
winkel derselben und einem Gegenwinkel.

Zufolge 8 12, 1 hat man

cos a — cos b cos c -j- sin b sin c cos А
cos b — cos a cos c -s- sin a sin c cos B.

Seht man den Ausdruck für cos b in die erste GI„ fo ist 

cos a — cos a cos 2 c -j- sin a sin c cos c cos В -ch- sin b sin c cos A
Wenn man cos a cos2 c aus die linke Seite der Gl. bringt, dann

cos a. (1 — cos2 c) = cos a sin2 c seht und die Gleichung durch 
sin a sin c dimdirt, so ist

cotg a sin с — cos c cos В 4- cos А, 
sm а

und dn (8 11) 44- =
sin a sin A ' 1 1

(1) cotg a sin c — cos c cos It -j- sin It cotg A.

Wird diese Gl. ans das Polardreieck angeweudet und wieder auf 
das ursprüngliche Dreieck znrückgefnhrt, so erhält man

(2) cotg A sin С = — cos C cos li -ch sin h cotg a.

8 15. Relationen zwischen allen sechs Stücken des 
Dreiecke (Kansiische Gleichungen).

Seht man in die Gleichung (8 2, 1)

sin ch (A ± B) = sin z A cos 4 В ± cos z A sin i В 

die in 8 12, 3, 4, 5, 6 gefundenen Ansdrücke, so folgt

ME в)—44a~b)±«° o „b„.
8111 c V sin a sin b

•„ 1 / л , m sin (s — b) dz sin (s — а) лsm 4 (А ± В) =------------- ~jn-—------- — . cos 4 C (8 12,8),

2
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Erstens l)iit man demnach

sin 4 (A 4~ В) =-^Д ■■ ^sin (s — b) 4- sin (s — a)j , also (S 2,10) 

sin 4 (Л B) =—^2C~ • 2 sin А (2 s — а — b) cos 4 (a — b).

Wegen а 4- b -s- 6 — 2 8 ist 2 s — а — b = c, folglich (§ 2, 3)

• , z. , cos 1 C ,sin 1 (Л 4- B) = ——;— --------- -— . 2 sin 1 c cos 4 (a — b) oder
2 sm 4 c cos 4 c - 2 v ’

(1) sin 4 (A 4- B) cos 4 c = cos 4 (a — b) cos | (',

Zweitens ist
sin 4 (A — B) =^~[sin(s—b)—sin(s—a)l, also (8 2, 11)

sin C [

sin 4 (Л — B) — "O^^O . 2 cos 4 (2 s — а — b) sin (a — b)

sin I (А - В) = 2 8.п°°в0^ 4 e. • 2 “81 e 8in i (a - b), also

(2) sin 4 (A — B) sin I c = sin 4 (a — b) cos 4 C

Dnrch eine ähnliche Entwickelnng von cos 4 (А ± B) findet man

(3) cos 4 (A 4- B) cos c — cos 4 (a 4~ b) sin * C

(4) cos 4 (A — B) sin 4 c — sin 4 (a 4~ b) sin 4 C.

8 Ю. Relationen zwischen fünf Stücken des Dreiecks 
(Nepersche Ana l ogieen).

Dividirt man von den Ganfiischei, Gleichungen (1) durch (3), (2) 
dnrch (4), (4) durch (3) und (2) dnrch (1), so erhält man

(1)

(2)

(3) + eos j lA + B) *S 1 '

(4) *8 4 И - slll j(A + в} * 4r'



Auflösung der schiefwinkligen Dreiecke.

S 17. Bei der Auflösung schieslv. Dreiecke köuueu gegeben sein

1) die drei Seiten,
2) die drei Winkel,
3) zwei Seiten und der Zwischenwinkel,
4) eine Seite nnd die beiden anliegenden Winkel,
5) zwei Seiten und ein Gegenwinkel,
6) zwei Winkel nnd eine Gegenseite.

(Erster Auflösungsfatt.

S 18. Gegeben die drei Seiten a, b, c; gesucht die drei 
Winkel Л, В, C.

91 iifl. 1) cos Л —
008 a — cos b cos с 

siu b sin с

2) cos В —
cos b — cos a cos c 

sin a sin c

3)
_ cos c — cos a cos b

COS L — --------- ;------- ;---:-------  
sin a sin b

Eine für die logarithniische Rechnung bequemere Auflösung ergicbt 
sich aus 8 1*2, 9

A_ __ 1 I /sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c)
~ 2 — sin (s — a) * sin s

5)
1 /sin (s— a) sin (s — b) sin (s c 
V sin s

В _ 1
$ 2 sin (s — b)

C 1 1 /sin (s—a) sin (s — b) sin (s — c)
' ® 2 sin (s — с) V sin s

Ju dieser Gestalt siud die Ausdrücke für die Rechnung bequemer 
als in der 8 12, 9 ausgestellten Farm, wo die Wnrzelgröße für jeden 
Winkel von Neuem berechnet werden müßte.

Da man niir Dreiecke betrachtet, in welchen jeder Winkel kleiner als 
180 °, also der halbe Winkel ein spitzer ist, so sind sämmtliche Wurzeln 
positiv zu nehmen.
Beispiel. Ans a = 54° 28', b = 123°48', c = 73° 15'20" folgt 
A — 21° 17' 21,66", В = 158° 14' 16,08", С ---- 25° 17' 34,48".
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Zweiter Auflösungsfall.

8 E». Gegeben die drei Winkel Л, В, C: gesucht die 
drei Seiten a, b, c.

w „ r, ,. cos Л -t- cos В cos СA n f I. 1) cos а —--------- --------------------- (к i n
sin В sin C

2) и, ь=а1±Ма1 
sin A sin C

nx „ COS C 4" COS A cos В
sin A sin В

'Bequemer für die logarithmische Rechnnng sind die ans s 13, 2 
folgenden Formeln:

4) cot<r-a-= — I /cos(S— Л) cos(S—B)cos(S—C)
B 2 ч cos (8—A) V — cos 8

5) cotL, d. __ 1 1 /cos(S—A)cos(S—B)cos(S—C)
2 cos (8—B) * — cos S

6) cote - =___ X___ 1 / cos(S~A~)cos(S^B)cos(S—C)
2 cos (8—C) * — cos 8

Hier ist cos 8 immer negativ, also — cos 8 ebenso wie alle übrigen Fac- 
toren unter den, Wurzelzeichen positiv, daher geben die Formeln bei jedem 
möglichen sph. Dreiecke reelle Wurzelwerthe.

Beispiel. Ans A —107° 48', В = 38° 58' 30", C = 52°30' folgt 

а — 70° 22' 42,56", b = 38° 28' 48,8", c = 51° 42' 26,5".

Dritter Anfivfungöfall.

§ SO. Gegeben zwei Seiten a, b nnd der Zwischen­
winkel C; gesucht Л, B, c.

Aufl. Mittels der Neperschen Analogieen (§ 16)

tg HA + B) = cotg z c

tgHA_B) = ^_t-^-OotgiC 
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berechnet nimi zuerst die halbe Sumine, und halbe Differenz der Winkel 
Л und B, und findet dann

1) A = z (A 4- B) 4- i (A - B)

2) В = 4 (A 4- B) — 4 (A — B).

Ans 8 16,3 folgt ferner
, 608 4(A4- в) . , , . ,x*в*с= cosl(A^B) tgi(a + b)

Eine andere, für- die logarithmische Rechnung aber nicht ebenso be­
queme Auflösung enthalten die Formeln (8 14, 2)

,x , sin b cotij а — cos b cos C
4) cotg Л —------------- —v—A--------------’ b Sill C
5) cot„ B = sin a °°tS b - cos a eosC lul6 (§ 12, 1) 
' ’ ъ sin C
6) cus c — cos a cos b 4~ sin a sin b COS C

Beispiel. Aus i>=91047'40", b=140°7' 56", 0=129° 57'59" 
folgt A = 123° 48'3,62", В = 147° 47' 46,62", с = 112 ° 47' 59,78".

Vierter rluflvsnngsfaU.

8 ÄI. (Gegeben eine Seite c und die an liegenden Win­
kel А, B; gesucht a, b, C.

Ausl. Mittels der Neperschen Analogieen (8 16, 3, 4)

, , eos \ (/V — B)
tg 4 (a + b) = ct,4(A + B) tg tc

,. sin .V (A — B) , t8(a — b) = ,iu|(A + B) ‘81 =

bestimmt man die Seiten a nnd b, nämlich

1) а = 4 (a 4“ 6) 4“ i (a b)

2) b = 4 (a 4“ b) i (a b)-

Alsdann hat man zufolge 8 16, 1
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Eine andere Auflösung geben die Formel» (8 14, 1)

• x . cos c 608 В 4- sin В coty А4) cotg а —------------------ А—---------- 2—
sin с

ft) cotg b = COS c cos A + sin A cotg В 
sin c

nnb die zu 8 13, 1 analoge Formel für cos c durch Umformung

6) cos C — ein Л sin В cos c — cos A cos B.

Beispiel. Aus c = 7U° 25' 18,2", А = 50» 59' 58,48", 
В = 106» 28' 1,05" folgt а = 54» 7'2,3", b = 91« 8'41,5", 
C = 64» 39' 5,02".

Fünfter Auflvsunqsfall.

8 S« Gegeben zwei Seifen a, b nnd ein Gegenwin­
kel А; gesucht В, C, c.

or, ci 1. -1» sin b sin A , xAnfl. 1) sin В =------ -----------(8 11)
sin a 1

2) COtg 1 c = cos {а — b) * i <A + (S 16, 1)

3) tgiC = tgi(a + ”) (S 16, 3)

Der durch seinen Sinus bestimmte Winkel В macht die Auflösung 
zweideutig. Da in einem Dreieck der größern Seite der größere Winkel 
gegen n berli egt, so ist für b<a und wenn A<90» ist, auch В <90 °. 
Sonst giebt es im Allgemeinen zwei Dreiecke.

Beispie l. Ans a=37« 48'20'', b=50» 32' 40", A=40» 36' 50" folgt 

1) B= 55» 4' 47,48", C = 102» 52'35,27", c=66» 37' 59,34", 
2) В = 124° 55'12,52", C= 19° 56'54,02", c = 18» 44'23,06".

Sechster Anfivsunqsfall.

8 »:i. Gegeben zivei Winkel Л, В nnd eine Gegen­
feite a; gesucht b, с, C.
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AN fl. 1) sin b = 8inJnSp (SU)

2' (Slß'3’

3) eotglC = ^±§tg4(A + B) (I 16, 1)

Da für b zwei Wcrthe flcfiinbcii werden, so ist die Ansgabe zwei­
deutig. Wenn В < A nnd A < 90°, so inns; b < 90° sein.

Beispiel. W Л = 1110 30', B = 83° 35', a=130°24' 18" folgt 

1) b — 54° 25' 11,65", c = 145° 23'39,64", C = 136° 3'31,52"; 
2) b — 125° 34' 48,35", c== 19° 38' 46,86", C — 24" 15' 19,02".

Bom Flächeninhalte der sph. Dreiecke.

8 *Ä1. Während in den vorgchenden Anflösnngen der Kngelradius 
nnberncksichtigt blieb, da die anfgestellten Formeln im ©rinibe iniv Üö^ie« 
Hungen zwischen den Wiukelii nnd den Seiten der Dreiecke anSdrncken, 
kommt ec^ bei der Berechnung des Flächeninhalts der letzteren wesentlich 
ans die Größe des Radins an.

Sind gegeben die drei Winkel А, В, C eines Dreiecks 
nnd der Kngelradins r, so ist (Stereoni. S 262) der Flächeninhalt des 
Dreiecks 2 3

F = (А + В + C — 180°) -jgQÖ = E • ]8()T-

ivo E den sphärischen Cxceß, d. h. den Ueberschnß der drei Winkel über 
2 Rechte bezeichnet. In diesen Formeln müssen die Winkel Л, В, C nnd 
ebenfo E mit dem Winkel 180" in einerlei Einheit, also etwa mir in 
Graden und Decimaitheilen des Grades ausgedrückt werden.

Beispiel. Aus Л = 50° 59' 58,48", В — 106" 28' 1,05", 
C = 64° 39' 5,02", r — 6 Fuß folgt F ---- 26,46346 [ ] F.

§ «85. Die Winkel eine? Dreiecks werden nicht blos im Grad­
maße, sondern oft mid) im Bogenmaße oder in Bogen länge gegeben, 
d h durch einen aus ihrem Scheitel zwischen den Schenkeln beschriebenen 
Bogen angegeben, welcher durch den Radins als Einheit gemessen, al)o 
in Theilen des Radins ansgedrückt ist.
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Für den Nadins r — 1 ist der qanze Kreisumfang = 2n, der 

halbe Umfang — n, der Quadrant — , der Octant — — n. s. iv.

Die entsprechenden Winkel sind also im Bogenmaße diese:

360 " = 2tt = 6,2831853 180 ° = n = 3,1415926

90 ° = ~ = 1,5707963 45" = ?= 0,7853981.
2 ' 4 '

Bezeichnet allgemein a die Anzahl Grade eines Winkels und b den 
entsprechenden in Theilen des Radins ansgedrnckte» Bvaen, so folge» ans 
der Proportion

180" : a ° = n : b 
die beiden, zur Verivandlnng des Gradmaßes in Bogenmaß nnd umge­
kehrt dienenden Formeln:

Bezeichnet man nun die Winkel nnd den sphärischen Erceß eines 
Dreiecks im Grad maße mit Л, В, С, E, dagegen im Bogenmaße 
mit A', B', C', E' nnd setzt in der Formel des S 24

A = A’.M°, B = B^, 0 = 0'. — , E = E^°, soist 
IX. n n 71.

(3) F = + B' + Cz— n) r’= E'. r2

d- h- der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem sph. Exeeß im 
Bogenmaße, mnltiplicirt mit dem Quadrate des Kugelradins.

Man flieht dieser Formel gewöhnlich die Gestall

(4) F = А + В + C — 180"= E

indem man den Radius gleich 1 nnd den sph. Erceß im Bogenmaße 
nimmt.
Beispiel. Ans А — 1,2217304, В — 1,3089969, С = 1,3962634, 
г = 3 Fnß folgt F = 7,06859 □ Fuß.

8 2G. Aus den drei Seiten a, b, c eines Dreiecks 
den sph. Exceß E nnd, wenn noch der Kugelradins r gegeben 
ist, den Inhalt F des Dreiecks zn finde».

Zufolge 8 25,4 hat »in»

l(A-f-B-J-C) — 90° = jE, also sin|E = — cos|(A -f-В -j- C) oder 
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sin j E = — cos \ (A+ B) cos 4 C 4- sin 4 (A+ B) sin 4 C, also ($ 15,1, 3)

,. . p__ sin j C cos 4 C cos ! (a 4* b) . sin | C cos | C cos j (a — b)
' ž J cos c ' cos I c

. , sin 4 C cos 4 C / a — b a 4- b \
sin 4 E =----- -—-—-—I cos— -------- cos —77— 1 

cos 4 с V 2-2 J

Seht man für sin 4 C und cos 4 C ihre Werthe in § 12, 7, 8 und 
wendet auf den ciugeklammerten Ausdruck 8 2,13 au, so hat man

1/. ./ х-z n • / \ 2 sin 4 a sin 4 bsm 4 E = I/ sin s sm (s — a) sm (s — b) sin (s — c) . —------ —*--------
V sin a sm b cos 4 c

Wird ans sin a nnd sin b die Formel § 2, 3 angewendet, so ist

. p Vsin 8 sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
2 cos 4 a cos 4 b cos 4 с

Nachdem hieraus 4 E in Graden bestimmt ist, findet man (§ 24)

_ E 7Z r2 p --- ---- ------  
2 ' 90°

Beispiel. Wenn а-- 54° 7' 2,3", b = 91° 8'41,5"

c = 70° 25' 18,2", r = 3 Fuß, so ist

log J/sin 8 .... — 9,5635193 — 10

log des Nenners — 0,0080275

also log sin 4 E — 9,5554918 — 10

4E = 21° 3' 32,29" = 21,05896 Grade, 

F — 2,105896 n = 6,615866 □ F.

Da А -s- В -j- 6 zwischen 2 R. nnd 6 R. liegt (Stereom. 8 256,3), 
also E oder A4-B4-C — 2 R. zwischen o° und 360°, so liegt 4 E 
zwischen o° und 180°. Daher gicbt sin 4 E zwei Werthe für 4 E, 
woraus auch für F zwei Werthe folgen. Diese anderen Werthe sind 
4 E = 158,94104 Grade nnd F — 49,93279 □ F.

8 V9, Wenn ein sph. Dreieck dnrch andere Bestimmnngsstücke als 
seine drei Winkel oder seine drei Seiten gegeben ist, so wird der Flächen­
inhalt des Dreiecks dadurch am einfachsten erhalten, daß man erst die 
Winkel nnd dann den Inhalt nach 8 24 berechnet.

3
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Auflösung solcher Dreiecke, deren Leiten

im Verhältnisse zum Kugelradius sehr klein sind.

8 Ä8. Wenn die Seiten eines sph. Dreiecks im Verhältnisse zu 
dem Kngelradins sehr klein sind, so kann die Anflösung desselben auf die 
eines ebenen Dreiecks znrnckgesnhrt werden. Da der Beweis dieses Satzes 
die Kenntnis; der Berechnung des Sinns und Cosinns eines beliebigen 
Bogens durch unendliche Reihen voranssetzt, so lösen wir zuvor die Aufgabe: 

sin x iiиb cos x durch d eu in Theilen des Radin s 1 
gegebenen Bogen x in Reihen anszndrücken, die nach 
ganzen positiven Potenzen von x fortschreiten.

Zu diesem Zwecke nehmen wir der Methode der nnbestimmten Coes- 
ficienten gemäß die Reihen an:

sin х = Л4-Вх-|-Сх2....
cos x = a 4- b x -J- c x2....

Setzen wir hierin, da die Reihen für jeden Werth von x als giltig 
gedacht werden, x — о, so ist sin о = о und cos о — 1, und indem alle 
mit x, x2.... multiplieirten Glieder verschwinden, wird A = o und a = l. 
Wir können demnach die beiden Reihen für sin x nnd cos x einfacher ans 
folgende Art annehmen:

(1) sin x = Ax 4- Bx2 4- Cx3....
(2) cos x = 1 4- ax 4- bx2 4- cx3....

Um die Coefficient«! zn bestimmen, setzen wir (ans 1)
-^^-= A 4- Bx 4- Cx2....

Weil der Sinns stets kleiner ist als sein Bogen, so ist zwar der 
Quotient s'”— immer ein üchter Bruch, aber derselbe kommt der Einheit 

desto näher, je kleiner der Bogen wird, nnd er erreicht zuletzt wirklich die 
Einheit, wenn x — о geworden ist. Setzt man also x — o, so fallen 
rechter Hand alle mit x behafteten Glieder weg, woraus folgt, daß А — 1 
fein muß.

Weuu ferner in den Gleichungen (1) nnd (2) statt x gesetzt wird 
— x, so erhält man, da sin (—x) — — sin x nnd cos(—x) = cos x ist,

— sin x — — Ax 4- Bx2 — Cx3 4* . • • • oder
(3) sin x = Л x — В x 2 4- C x3 — ....

(4) cos x — l — ax 4- bx2 — cx3 4* ... •
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Für jeden Werth von x iiiufj die Reihe (1) dasselbe Resultat wie 
(3) nnd ebenso die Reihe (2) dasselbe wie (4) geben. Dieses ist aber 
offenbar mir dann möglich, wenn in der Reihe (1) die Coefficient«! von allen 
geraden Potenzen von x, dagegen in der Reihe (2) die Coefficienten 
von allen ungeraden Potenzen von x gleich Null sind. — Wenn also 
die beiden Reihen für sin x nnd cos x überhaupt möglich sind, so weiß 
inan im Borans, daß die erstere mit x beginnen nnd nach ungeraden 
Potenzen, die andern aber mit 1 beginnen nnd nach geraden Potenzen 
von x fortschreiten muß. Wir können demnach sogleich für sm x nnd 
cos x die Reihen

(5) sin x = x + Ax3 -j- Bx3 -f- Cx 7....

(G) cos x = 1 a x2 b x4 -j- e x °....

annehmen, wo aber die Coefficienten, obschon sie eben so wie früher be­
zeichnet sind, natürlich nicht mehr dieselbe Bcdcntnng haben.

Behufs der Bestimmung der Coefficienten in den vorstehenden Reihen 
sehen wir x 4- z statt x nnd addiren die dadurch erhaltenen Reihen; dann ist

sin (x -f- z) -j- cos (x 4- z)

- 1 + (X 4-z) + a (x + z)4-A (X 4- z) 3+ b (x4-z) »4-.... oder (8 2,1)

(sin x -4 cos x) cos z 4- (cos x — sin x) sin z

— (I 4- x 4- z) + a (x2 4- 2 xz 4- z2)

4- A (x3 4- 3x2z 4- 3 x z2 4~ z 3)

+ b (x 4 4- 4x3z 4- 6x2z2 4" 4 XZ3 -j- Z4) 4-....

Wenn man links für sin x und cos x die Reihen (5) und (6) und 
ebenso für sin z nnd cos z die analogen Reihen snbstitnirt, ferner rechts 
ans den Gliedern z, z2.... hcranshebt, so findet man

(1 4- x + ax24- Ax3 4-bx4....) (1 4- az 2 4- bz4....)
-V (1 — x 4- ax2 — Лх3 4- bx4....) (z 4- Az3 4- Bz5....)
-- 1 4- x 4- ax2 4~ Ax3 4- bx4....
4- (1 4- 2ax 4- 3Ax 2 4bx3....) z +....

Ans beiden Seiten dieser Gl. kommt der Theil 14-х4-ах2-|-Лх3.... 
vor, welchen man rechts weglassen kann, wenn man zugleich liuks aus dem 
Ausdrucke (1 4- az2 4- bz4....) die 1 wegläßt; dividirt man daun noch 
die Gleichung durch z, so hat man

(1 4* x + ax2 4- Ax3....) (az -f- bz3....)
4- (1 — x 4- ax2— Ax2 4 bx4....) (1 4- Az2+ Bz4....)
= 1 + 2ax 4- 3Ax24- 4bx3....
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Da diese Gleichung für jeden Werth von x und z giltig ist, so 
kann mail mid) z — о sehen; dann ist

_ x -V- ах1— Ax2 + bz4 = 2ax -f- 3Ax2 + 4bx3 + 5Bx4....

Soll mut diese Gleichung bestehen, so ninssen die Coesfieienten gleichhoher 
Potenzen von x ans beiden Seiten einander gleid) sein, nünilich

2 а — — 1, 'woraus folgt а =------

,3A= а .... л— “17273

4b = Л .... Ь==Т7273ТГ

5B = b в = Г^4т5 "•f-
Seht man diese Werthc in (5) und (6), so ist

Xя X3 X7
(/) sin X = X — —2"3 + 772737175 “ 1.2.3.4.5.6.7 + • * ’ *

X2 x4 x° ,
(8) cos x = I 177 + i,2.3.4 1.2.3.4.5.6 +

Beispiel. Uni sin 1° und cos 1° zn berechnen, innsi man 
den Bogen 1° erst in Theilen des Nadins ansdrncken. Man erhält

— 0,01745329 und findet dann
lo()

sin 1°= 0,01745329 — | (U,01745329)3

— 0,01745329 — 0,00000087 --- 0,01745242

cos 10 = 1 - 4 (7,01745329)2 = 1 — 0,00015231 = 0,99984769

Bei diesem Beispiele reichen zwei Glieder der Reihe hin, nm den 
Sinns und Cosinus bis ans 8 Decinialstellen genau zn erhalten.

8 fct>. Wir betrachten jetzt ein sph. Dreieck, in welchem die Seiten 
а, b, c sehr klein gegen den Kngelradins sind.

Setzt man in die Formel (8 12, 2)

cos a — cos b cos c 
cos A ==--------- ; ; —;-----------

sin b sin c
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die im vorigen 8 gefllildenen Reihe» für de» Sinns »iid Cosinus, indem 
ninu olle Potenzen, welche die vierte übersteigen, als verschwindend klein 
wegläßt, so ist

oder wenn man die Multiplication ansfnhrt und wieder alle Glieder, welche 
voll einer höher» Dimc»sio» als der vierte» silid, vernachlässigt,

608 Л —
i(b> + «a-a3) +A (a1 — b 4 — 64 — 6 b 2 c a

b=0-^)

z b 2 C2X
Mnltiplicirt man Zähler und Nenner dieses Bruches mit/ 1 Z------ —), so

erhält mau im Nenner bc — >(b2+°2) 2
, ans welchem Ausdruck

der zweite Theil wegen der hohen Potenzen von b und c weggelassen 
werden kann. Man erhält demnach

[b2 + c2— a2 a*— b4— c4— 6b2c2"| f b24-c2\
2b c + 24 b c JV + 6 )

Anstatt hier die Klammern anfznlöscn nnd alle die vierte Potenz 
übersteigenden Glieder zu verwerfen, braucht man nur die Multiplication 
in dem Ansdrncke

b2 -s- e2— a2/ . b2+c2\ . a4— b4— c4— 6b2c2 
cos A —------ --------------1 1 4--------J----- 1 4------------------ —----------------

2b c \ ti / 24b c

ausznführen, wodurch man erhält

. b24-ca — a2 2(a2b24- a2c24-b2c2) — a4— b4—c4 
( 1) 608 А —---- 4vT-------------- ----------л 1 ---------------- -----------------------  

2bc---------- 24bc

Sei mut A'B'C' ein ebenes Dreieck, dessen Seiten den Seite» 
a, b, c des sph. Dreiecks ABC der Länge nach gleich sind, so ist bekanntlich

oos A'
b2 + с2— a2

2bc also

sin2A' = 1 — cos2A' =
2(a2b2-{-a2c2-f-baca)—a4—b4—c4

oder
4baca
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4b2c2.sin 2A' — 2 (a2b2 -j- a2c2 4- b2c2) — a * — b * - c*.

Die Substitutioil dieser Ausdrücke in (1) fließt

I) c 
(2) cos Л — cos A'------77- sin 2A'.
v ’ 6

Die Winkel Л und A' können nur wenig differiren. Sehen wir 
A = Л' 4- х, ivo х eine sehr kleine Große ist, so ist

cos Л = cos (Л' 4- x) — cos A' cos x — sin A' sin x, also (8 28, 7 und 8) 

cos Л — cos Л' — 12 + • — si“ A' ^x--- g- 4“ •••)/

oder wenn man alle die erste Potenz übersteigenden Glieder verwirft, 

cos Л — cos Л' — x sin Л'.

Die Vergleichnng dieser Gl. mit (2) zeigt, daß

x sin Л' = -!^ sin 2A' oder x — sin A', daher 
b b

Ъ cЛ = Л' 4—g- sin Л'. Da aber bekanntlich

△ A'B'C' = sin A-, so ist (8 25, 4) 

л = A' 4- z.△ A'B'C' = Л' 4- z e.
Man hat demnach die Ausdrücke

(3) Л = A' 4- E, oder А' — А — z E und analog

В = B' 4- j E, .... В' = В — 4 E

C — C'4- zE, .... C' = C — 4E d. h.

Ein sph. Dreieck, dessen Seiten gegen den Kugelradins 
sehr klein sind, kann wie ein ebenes Dreieck berechnet werden, ' 
dessen Seiten einzeln die nämliche Länge haben und dessen 
Winkel dadurch gebildet sind, daß jeder Winkel des sph. Drei­
ecks um I des sph. Excesses vermindert worden ist.

8 30. Der vorstehende, von Legendre gefundene Sah ist ins- 
besonders für die Geodäsie von großer Wichtichkeit, da die Seiten aller 
Dreiecke, welche auf der Oberfläche der Erde gemessen werden, gegen den 
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Crdradills immer mir sehr klein fein können, und die Berechnung eines 
sphärischen Dreiecks wesentlich vercinfncht wird, wenn es sich wie ein ebenes 
behandeln läßt.

Betrachtet inan den sph. Exceß E als Bogen eines Kreises vom 
Radins gleich 1, so ist (§ 25, 3) der Inhalt des sph. Dreiecks

pF = r2E, also E = -^-

3n den hier zn betrachtenden Fällen ist der sph. Cxceß immer mir 
eine sehr kleine Größe, weshalb wir ihn in Secnnden verwandeln wollen. 
Zufolge Ebene Trigon. 8 54 ist

71
180.60.60

So oft also dieser Werth für den Bogen von 1" in enthalten ist, so 

viel Secnnden muß E enthalten, und da inan wegen der Kleinheit ded 
Bogens von 1" ohne erheblichen Fehler arc. 1"= sin 1" setzen kann 
so hat man für den sph. Erceß

p f
= ^-206264,8 See.

Betrachten wir jetzt einige Beispiele.
1) . Bоn eineni ans der Erde gemessenen sph. Dreieck 

kennt in on eine Seite с — 56559 Toisen, die anliegenden 
Winkel А — 59° 50' 53,18" und В — 78° 4' 9,47" sowie den 
Erdradius r — 3266359 Toisen. (1 Toise — 6 Fuß). Man 
sucht den dritten Winkel C, die Seiten a und b, und den 
Inhalt F des sph. Dreiecks.

Aufl. Um das sph. Dreieck wie ein ebenes auf­
zulösen, muß die Größe des sph. Excesses ans der oben 
stehenden Formel bestimmt werden. Zn diesem Zwecke 
berechnet man zuvor den Juhalt F des sph. Dreiecks mit 
hinreichender Genauigkeit wie den eines ebenen Dreiecks 
A'B'C' ans einer Seite c und den anliegenden Winkeln 
A mid B. Zufolge Ebene Trigon. 8 123 hat man

AAuvn^2sinAsinB .99)^0- c2sin Asin В 
△A B C-2sin(A+B)' nI,ü E “2Än(A+B)sinl":— 39,03473"

Hieraus findet man für das ebene Hilfsdreieck die Winkel

А' — А — j E" = 59° 50' 40,17" und B' = B — j E" == 78° 3' 56,46".
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Nach der ebenen Trigonometrie (8 123) berechnet man jetzt ans 
с, Л', li' den Winkel C' und die Seiten a, b des Hilfsdreiecks, 
nämlich

C'= 180°— (A' + B') = 42° 5' 23,37"

a = c s-in4- = 72960 Toisen, 
sinC'

b = ° s”J= 82555,62 Soifcn.
sm C'

Für das sph. Dreieck ABC hat man demnach

C = C' + ^E = 42° 5' 36,38"

a = 72960 T. und b = 82555,62 T. und (8 24)

F= Sy = '2018836700 BW.

2) . Es seien üon einem sph. Dreieck ans der Erdkngel 
^uci Seiten a = 38828,47 Meter, b = 33260,37 M. nebst 
dem Zwischenivinkel C = 110° 52' 47,75" und dem Erdradius 
r = 6366197 Meter betau ul. Mau sucht Л, В, c uud deu 
Inhalt F des sph. Dreiecks.

F
Anfl. Um den sph. Exceß aus der Formel W— • ,̂Binl<7 

finden, berechnet man den Inhalt F des sph. Dreiecks mit hinreichender 
Annäherung ebenso wie den Flächeninhalt eines ebenen Dreiecks, nämlich 
(El). Trigon. 8 121)

F = 4 ab sin C, also E" = = 3,07''.2 ' 1 2r2 sin 1"

Nun berechnet man für ein ebenes Dreieck aus a, b uud 
C' = C — \ E" = 110° 52' 46,72" die Stücke Л', B\ c, durch die 
Formelu (Cb. Trigon. 8 124)

’-(Л' + B') = 900 — IC' = 34° 33' 36,64"

t.g |(A' - B') = |^|cotg z C-,

A' = 37° 36'20,56", B' = 31° 30'52,72", o = 59451,35 M.
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Für das sph. Dreieck ist demnach

A = A' + |E"= 37° 36' 21,58"

В = 13' + j E" = 31° 30' 53,74"

c = 59451,35 M.

3 07" Tzr2
P = 180.60.60" = 603216800 □ *

3) Si nd die drei Seiten a, b, c eines sph. Dreiecks 
und der Kugelradius r gegeben, so berechnet inan zuerst 
(Planiiu. 8 147)

F == Ks (s — a) (s — b) (s — c),

F
woraus E" = ■ г2а.ц p; folgt. Berechnet mau jetzt die drei Winkel 

А', В', C' des ebenen Dreiecks, dessen Seiten a, b, c sind, nach den 
Regeln der ebenen Trigonometrie (8 128), so sind die Winkel und der 
Flächeninhalt des sph. Dreiecks diese:

A = A'-f-|E", В = В' -HE", C = C'-HC"

F = (A +В+ C-180")^l.

Aufgaben aus der Sphärik.

8 81. Von einem Dreieck ist gegeben а —90", В— 42° 12', 
С = 54° 43' nnd der Kugelradins r — 13,4164078 Fuß; man 
sucht b, с, A und den Flächeninhalt F.

Ausl. Mitttels 8 21, 4, 5, 6 und 8 24 findet man 

b = 48° 16,47" c = 64° 34' 39,8" 

А---115° 20' 4,56" F ---- 101,3203 Q Fuß.

’ 88*. Von einem Dreieck ist gegeben a —b—23°57'59,3" 
nnd c = 44° 11' 8,02"; man sncht А — В nnd C.

Ausl. Zerlegt man das Dreieck dnrch ein ans C gefülltes Perpen­
dikel in zwei rechtw. Dreiecke, so ist (8 3, 4 und 2)

4
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cos Л = cotgatg.^c, also A = В = 24 ° 3' 31,07''

sin 4C = S^-C-, also C = 135° 36'34,52" (Ster. 8 256,3)

8 33. Bon einem gleichseitigen Dreieck ist 1) gegeben 
eine Seite a= 76°34' 24", und gesucht ein Winkel A; 2) gege­
ben ein Winkel A = 103° 25' 36" nnd gesucht eine Seite a.

81 ii fl. Wird das Dreieck in zwei congrnente rechtwinklige Dreiecke 
zerlegt, so findet man ($ 3, 4 nnd 6)

1) cos A = tg 4 a cotg a also A — 790 8'16,86"

2) cos a = cotg4ЛcotgЛ also а = 100°51'43,14"

Die Seite eines gleichseitigen Dreiecks muß stets kleiner als 120° 
sein nnd der Winkel immer zwischen 60° nnd 180° liegen. (Ster. 
8 256, 2 nnd 3).

8 34. In einem Dreiecke beträgt die Summe der Win­
kel S —222” 7'4,55", die S» mme der Seiten s== 215°4 1'2", 
und der Flächeninhalt 1' — 2646,346 HIF.; man sucht den 
Flächeninhalt des zugehörigen Polardreiecks.

Aufl. ,F = 9067,647 □».
ö ---  lOU

8 35. Ans zwei Winkel« А — 64° 39' 5,02" nnd 
В — 50°59' 58,48", dem Flächeninhalte k' — 6,615866 F. 
nnd dem Kugel radius r = 3 Fuß eines Dreiecks den dritten 
Winkel C und die Seiten a, b, c zn finden.

Aufl. Man findet mittels § 24 und 8 19

C = 106° 28'1,05", a = 70° 25'18,2"

b= 54° 7'2,3", c = 91° 8'41,5"

C 8 Зв. Bon einem Dreieck ARC sind
/fX die drei Seiten а, b, c gegeben; man soll 

, v/ / \ die Länge des ans C an f die Gegenseite 
/ А \a gezogenen spH. Perpendikels p nnd die 
/ j Abschnitte AI) und BD der Gegenseite

J : finden.

B Ausl, ein p = sin b sin A (8 3,2), folglich (8 12,10)
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sin p — -|/sin8 sin (s — a) sin (s - b) sin (s — c)

Nachdem p ijefmiben ist, hat man (S 3, 1)

. _ cos b . cos a
cos AD —-------- uno cos BD =-------- .cos p cos p

Das Perpendikel ober seine Veilänaernng muß immer bnrch ben 
Pol ber zugehörigen Grundlinie gehen nnd fällt innerhalb des Dreiecks, 
wenn die Winkel A nnd В entweder zugleich kleiner oder zugleich größer 
als 90° stud. Ist Л ober В gleich 90°, so fällt p bezüglich mit b ober 
a zusammen. Wenn А = В = 90 °, so ist C ber Pol ber Grundlinie, 
und da man alsdann von C unendlich viele Perpendikel nach dieser ziehen 
kann, so ist die Lage des Perpendikels nnbestimmt.

Beispiel. Gegeben а = 6, b = 9, c==12, KugelradiuS r —50 
180° 

in Faßen. — Verwandelt man die Seiten durch Multiplieatiou mit ц- 

in Grad maß, so ist ihre halbe Summe s — 15 ° 28' 11,48". Die im 

Gradmaß gefundenen Bogen sind schließlich durch Multiplication mit 

in Längenmaß zu verwandeln.

p = 5° 0' 13,46" = 4,366587 F.

AD = 9° 1'46,97'' = 7,879909 F.

BD = 4° 43' 17,65" — 4,120345 F.

8 !il. Die drei Seiten eines Dreiecks sind gegeben, 
а — 123° 52', b = 101°47'50", c = 123° V. Wenn sich 
auf deu beiden ersten Seiten von C aus in den Abständen 
w — 123° 50' nnd n — 46° 25' 50" zwei Punkte befinden; 
wie groß ist der Hanptbogen (x) zwischen denselben?

Ausl. cos C —
co8 c — cos a cos b cos X — cos in cos n

sin a sin b sm m sin n (S 18),

sm m sin n / . \ .
cos x — —:----- —— ( cos c — cos a cos b 1 -f- cos m cos n.

sin a sin b \ /

x = 134° 39' 23,14"
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A 8 «L8. Die geraden Linien, welche die
Ö drei Winkelspißen eines sph. Dreiecks mit einander 

verbinden, schließen ein ebenes Dreieck ein, welches 
das Sehnen drei eck des sphärischen Dreiecks 
genannt wird.v AnS den gegebenen Seiten a, b, c 

a eines sph. Dreiecks sollen die Seiten
m, n, p des Sehnendreiecks, und nm- 

gekehrt, jene gefunden werden, wenn diese gegeben sind.

Aufl. Da die Sehne eines Bogens, dessen Nadins als Einheit 
angenommen wird, doppelt so groß ist als der Sinns des halben Bogens, 
so hat man, wenn r der Radins ist, 4 m = r sin 4 a, folglich

1) m = 2 r sin I a. n. . , m2) sin 4 a — ——
2 2 r

Beispiele. 1) Gegeben а — 50, b — 44, c — 64, r — 106 
180° 

in Kuß. Nachdem man diese Werthe durch Multiplication mit 

in Gradmaß verwandelt hat, findet man

m = 49,53772 F., n = 43,68478 F., p = 63,03234 F.

2) AnS r — 200 R. und der Seite m = 3,490614 Д-. des gleich­
seitigen Sehnendreiecks die Seite a, den Winkel A nnd den Inhalt F 
des gleichseitigen sph. Dreiecks zu berechucu.

Man findet a=l» A = 60» 9,07" (8 33, 1 oder 8 39, 5) und 
F = 5,27671 □ F. (8 24).

8 3». 1) Ans den Seiten а, b, c eines sph. Dreiecks 
ABC die Winkel M, N, P des Sehnendreieckö, nnd 2) ans 
den Seiten in, n, p des Sehncndreiecks die Winkel А, В, C 
des sphärischen Dreiecks zu finden.

n 2 V) 2 --  m 2
Ausl. 1) cos M =----------------------- , also (8 38, 1)

CO 8 M — sin 2+ b -J- sin24 c — sin 24 a
2 sin 4 b sin 4 c

2) cos A —
cos a — cos b cos c 

sin b sin c (8 18)
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Zufolge 8 2, 3 und 5 und 8 38, 2 ist, wenn r = 1 gesetzt wird, 

608 L — 1 — 2 ein 2 j a = 1 — jma

. , . b b .
sm b — 2 sin 60S — = 2 sin

Durch Substitution dieser und der analogen Ausdrücke für oos b, oos e, 
ein o folgt

cos л _ „vUo Л —— <| Z-   -■■■— 1 /■---------------uiiu

ПК 1 — |n2.p И1 — { P 2

cos А —
2 (n2 Ц- P 2 — m2) — n2p2

np V(4 — n 2) (4 — p2)

Zusätze. Ist das sph. Dreieck gleichschenklig, etwa b = c, so ist

,, , sin2 4 a
60S M = 1 — r-f also

2 sin 24 b

sin2 А а 
2 sin21 b

— 1 — cos M = 2 sin2 4 M, folglich

(3)
. , sin 4 asin 4 M = .

2 2 sin 4 b

Wenn nn Sehnendreieck n = p ist, so ist

cos А —
n 2 (4 — n 2) 2 m 2

n 2(4 — n 2)
2 1112

112 (4 — n2)

(4)

2 m - 
n 2(4 — na)

— I — cos А = 2 sin 2| A, folglich

sin 4 А —
nF 4 — 112

= 1

Für das gleichseitige Seh neu drei eck folgt wegen m — n — р

(5) sin 4 А = 1
s 4 — 1112

8 40. Die drei Seiten a, b, c eineS sph. Dreiecks 
ABC sind gegeben; inan soll 1) den sphärischen Radins r des 
dein Dreiecke eingeschriebenen Kreises, 2) den sph. Radius В 
des dein Dreiecke nnlschriebenen Kreises berechnen.

Anfl. 1) Halbirt inan die Winkel des Dreiecks durch Hauptbogen, 
so schueiden sich diese in einem und demselben Punkte M, der von den



30

A drei Seite» gleiche» sphärischen Abstand hat, also
r Mittclpnttkt deo die Seite» berührende» Nebe»- 
eises ist, was sich auf dieselbe Weise wie für de» 
tsprechende» Sah der Plaiiiinctrie zeige» läßt.

Zieht nia» »»» »о» M sphärische Perpendikel ans 
die Seite», so ist MN — MP — MQ — r »»d im 
rechtw. △MAN (8 3, 5)

tg MN — sin AN tg MAN, oder

tg r — sin ANt.g Л A.

Aus der Symmetrie je zweier an einer Winkelspihc А, В, C znsam- 
menstoßcnden Dreiecken folgt

AN = AQ, BP = BN, CP = CQ.

Setzt man die halbe Summe der Seiten des gegebenen Dreiecks

AN + BP + CP = s, so ist

AN = s — (BP + CP) = s — a, folglich

tg r = sin (s — a) tg £ A.

Setzt man für tg| A den Ausdruck in 8 12,9 und mnltiplieirt 
Zähler und Neuner des Bruches unter dem Wurzelzeichen mit sin s, so ist

tgr =
|/zsin s sin (s - a) sin (s — b) sin (s — c) 

sin s

2) Errichtet man auf den drei Seiten des Dreiecks in ihren Halbirnngs» 
pnnkte» N, P, Q sphärische Perpendikel, so gehen diese durch einen und 
denselben Punkt M, der von de» Eckpunkten gleiche» Abstand hat, also 
der sphärische Mittelpunkt des durch A, B, C geheude» Nebenkreises ist, 
was sich wie in der Planimetrie beweisen läßt. Zieht man also von 
M nach Л, В, C Bogen größter Kreise, so ist in den gleichschenkligen 
Dreiecken

MA = MB — MC — R und

A = n-J-p, В = n 4- in, C = m 4" p, daher

£ (A4- В + C) = m 4- n 4- p = m 4- A, also m = |(B4-C — A)

Zni rechtw. △ BPM hat man (8 3, 4)

tg BP = tg BM cos m, d. h. tg I a — tg R cos I (B 4- C — A),
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also tg R =_______ *12______
b cos I (В 4- С — A)

N»il ist zufolge 8 12, 3, 5, 7

dn C sin(s~a)l /s*n(s — b)sin(s c)sin(s a) 
2 2 sin a v sin b sin c sin a

Wendet man diese Formel in derselben Weise wie in § 13 gezeigt 
worden ist, ans das Polardreieck an und betrachtet den daraus hervor­
gehenden Ausdruck als einen für jedes beliebige Dreieck giltigen, so ist

, , , cos 4- (В + С — Л)
60S 1 b . cos j c = ------——r1—:--------- -  cos к а oder

sin X 1

. /т> I n л x cos 4 b cos X- c sin А <zxxcos i (В + C - A) =------2 ------------ , nlfo (S 12, 10)
L/Uo j tl

2 cos к b cos к ci /т-----7—7-------- --- ;-----------------------------
—----- , • , ■ - V sm s sin (s — a) sin (s — b) sm fs — c),cos £ a sm bsine * ’ x ’ x '

_ V sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — с) 4)
2 sin t b sin I c cos 4 а

Setzt man diesen Werth in den Ausdruck für tg R und beachtet, daß 
cos I a tg j а = sin | a ist, so folgt

2 sin I a sin b sin \ c 
tg R — \~7=rr-—. " —...  — —

I sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c)

In Ucbcreinstimmnng mit den doppelten Werthen, dir man für 
tg r lind tg R in Folge der Quadratwurzel erhält, giebt es zwei ein­
geschriebene und umschriebene Kreise, deren Pole Gegenpnnkte sind.

Beispiel. Ans а = 38° 28' 48,8", b = 5 42'26,5", 
c = 70°22' 42,6" findet man r= 13° 16' 20,52" und R=35° 27' 52,13".

8 41. Ans den drei Winkeln А, В, C eines sph. Drei- 
eeks den sph. Radins R des umschriebenen Kreises zn be­
x e ch ii e».

Aufl. Wie in 8 40, 2 findet man hier

tg к =______ Ч1А_____
cos 4 (B -j- C — A)
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Bedeutet S die halbe Summe der Winkel Л, В, C, so ist

ta R _
ъ cos (S — A)

Substituirt man deu aus S 13, 2 sich ergebenden Werth für tg j a, 
so Hal mau

t(r __I / — 008 S______
’ V cos (S — Л) cos (S — B) oos (S — C)

Beispiel. Ans A = 38° 58'30", В = 52° 30', С = 107° 48' 
folgt R = 0,6189716 iu Theilen des Radius.

Aufgaben aus der Stereoinetrie.

* 8 4*. Einen Winkel auf den Horizont zn redneiren.

1) Es sei der in einer geneigten Ebene lie­
gende Winkel ВАС ----- a und die Neigung seiner 
Schenkel mit dcr Verticalen AI), nämlich 2$. BAD = b 
nnd CAD = о gegeben; man soll den auf der 
Horizontalebene EDF von den Projektionen DE 
nnti DF der Schenkel gebildeten Winkel EDF fin­
den. — Denkt man sich niie A als Mittelpunkt 
eine Kngelfläche beschrieben, so bestimmen ihre Durch­
schnitte mit den drei Seitenflächen der Ecke A ein 

sph, Dreieck, in melchem aus den drei Seiten a, b, c der Gegenwinkel 
EDF der ersten Seite durch eine der beiden Formeln (§ 18) gefunden 
wird:

cos EDI*' =

tg z EDE

vos а — cos b cos с 
sin b sin c 

sin (s — b) sin (s — c) 
sin 8 sin (s — a)

2) 11 in den Neigungswinkel (EF) der Ebene des Win­
kels ВАС gegen die Horizontalebene zn bestimmen, betrachte 
man das der Ecke E entsprechende sph. Dreieck, welches wegen des rechten 
Flücheuwiukels (DE) ein rechtwinkliges ist. Aus einer Kathete, welche 
gleich AED = 90° — b ist, und einem anliegenden schiefen Winkel, 
nämlich dem Flächeuwinkel (ЛЕ), der sich ans der Ecke A bestimmen 
läßt, findet man (8 3, 3)
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cos (EF) — cos (90° — b) sin (ЛЕ) — sin b sin (AE).

Setzt man für sin (AE) seinen Werth zufolge 8 12, 10, so ist

. cos (E F) — —Д/sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c).

Beispiel. Ans A = 91° 47' 40", b = 87° 12' 30" unb 
c = 50° folgt EDF = 94° 41' 40" mid (EF) = 40° 16'33,09".

8 43. Ein en Winkel (x) ini R a n in e ans seiner Hori­
zontalprojection p = 106° 32' 15,3" iind ans der Neigung 
seiner Schenkel zur Horizoiitalebene m — 41«57' und n = 37° 
zn berechnen.

Au fl. cos x — sin m sin n -j- cos m cos n cos p (8 12, 1)

X = 76» 30' 55".

8 44. Die Fläche der Projection einer ebenen Fignr 
ist gleich dem Inhalte der ursprünglichen Figur, multiplicirt 
mit de», Cosinus des NeiguugsWinkels beider Figureuebeueu.

Fället mau von allen Ecken eines Vielecks ans eine andere Ebene 
Perpendikel, so ist das durch die Fußpuukte der letzteren bestimmte Viel­
eck die Projection des ersten Vielecks. Ebenso bestinimen die Fußpnnkte 
der Perpendikel, die man von allen Punkten des Umfanges einer krnnim- 
linigen Figur auf eine Ebene fällt, die Projection der Figur auf die letz­
tere Ebene.

1) . Man nehme nun zunächst an, die Figur sei 
das Dreieck ABC uud die Projektionsebene M gehe 
durch eine Seite BC des Dreiecks. Zieht man 
AI) .1 BC lind AP I M, so ist PD J BC, also 

ziDP — m der Neigungswinkel beider Ebenen 
und △ PBC die Projection von Д ABC. Nun ist

△ ABC = 4-BC.AD und △PBC = |BC.PD, 

und PD — AD cos in, also

A PBC — I BC.AD cos m == △ ABC . cos m.

2) . Liegt aber das Dreieck ABC ganz außerhalb M, so denke man 
sich durch eine Winkelspitze A eine Hilfsebene N parallel zu M gelegt. 
Vuu mag N das Dreieck ABC in AD schneiden, so entstehen die Dreiecke

5
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ADB und ADC, deren Projektionen auf N entsprechend ADb mib ADc 
seien. Zufolge 1) hat mau wieder

ADb — ADB eos m und ADc — ADC cos m, also

ADb + ADc — (ADB ADC) cos m — ABC . cos m, d. h.

es ist die ganze Projection Abc — ABC. cos m.

Weil aber N Ц M, so ist Abc congruent mit der Projection abc 
des Д ABC auf M, folglich wie vorhin

/X abc — △ ABC . cos m.

3) . Ein Vieleck kann man in lauter Dreiecke zerlegen nnd eine 
krninmlinige Figur als eine geradlinige von unendlich vielen Seiten 
betrachten, woraus die Giltigkeit des obigen Satzes für alle ebenen 
Figuren folgt.

8 45. In einer Pyramide ist die Grundfläche gleich 
der Summe der Produkte aus jeder Seitenfläche in den 
Losinns ihres Neigungswinkels mit der Grundfläche.

Wenn man aus der Spitze A auf die Grund­
fläche G die Senkrechte AO fället nnd die Projection 0 
dee Punktes A mit allen Ecken der Grundfläche ver­
bindet, so sind die Dreiecke BOC, COD.... die Pro­
jektionen der Seitenflächen der Pyramide, folglich ist 

e(8 44)
G = Д ВАС . cos (ВС) + Д CAD . cos (CD) + ....

В

C
Bildet eine Seitenfläche mit der Grniidfläche 

einen stumpfen Flächenwinkel, wie in der dreiseitigen 
Pyramide ABCD die Fläche ABD, so fällt die Pro­
jection jener Seitenfläche ganz außerhalb der Gruud- 
fläche; vou deu übrigen Seitenflächen kommt daun nur 
ein Theil ihrer Projection, nämlich hier BOD außer­
halb zu liegen, wobei das außerhalb liegende Stück 
immer von zwei, einander deckenden Projectionen gebil­
det wird. Nnn ist aber

BCD — BOC + COD — BOD, und weil

BOD = BAD. cos [180 0 — (BI))] — — BAD. cos (BD), so ist ebenfalls 

BCD = ВАС . cos (ВС) + CAD . cos (CD) -j- BAD . cos (BD).
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Ebenso läßt sich in dein Falle, wo die Projektionen von zwei 
Seitenflächen außerhalb der Grundfläche fallen, zeigen, daß der obige Satz 
auch dann seine Giltigkeit behält.

8 -IG. Ans drei Seitenflächen A, B, C niib den von 
ihnen gebildeten Flächenwinkeln (AB), (АС), (ВС), einer drei­
seitigen Pyramide die Größe der vierten Seitenfläche D zu 
bestimmen.

Aufl. Projieirt man je drei Seitenflächen ans die vierte, so erhält 
man (8 45)

D = A cos (AD) -s- В cos (BD) -s- C cos (CD)

C = A cos (AC) + В cos (ВС) -j- D cos (CD)

В — А cos (AB) -j- C cos (ВС) -s- D cos (BD)

A = В cos (AB) -j- C cos (AC) -s- D cos (AD).

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit D, С, В, A, und 
zieht von der ersten die Summe der drei übrigen ab, so erhält mmi

D«= A2 + В 2+ C2—2 AB cos (AB)—2 AC cos (AC) — 2 ВС cos (ВС).

d. h. das Quadrat der vierten Seitenfläche ist gleich der 
Summe der Quadrate der drei anderen Seitenflächen, weni­
ger den doppelten Produkten aus je zwei derselben in den 
Cosinus ihres Neigungswinkels.

Wenn von den drei Seitenflächen А, В, C je zwei auf einander 
senkrecht stehen, so folgt

D2 = A2 + B2 + C2,

d. h. das Quadrat der Hypoteuusenfläche ist gleich der Summe 
der Quadrate der drei Kathetenflächen.

8 47. Von einem Parallepipedon oder einem drei­
seitigen Prisma oder einer dreiseitigen Pyramide sind die 
an einer Ecke А zusammenstoßenden Kanten und Kanten winkel 
gegeben, AB = in, AC = n, AD = p, ВАС = a, BAD = b, 
CAD — с. Man soll den Neigungswinkel der Seitenkante 
AB zur Basis, die Höhe BM, die Flächen winkel (AD), (AC), (AB) 
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au ben drei gegebenen Kanteu nnd den Körperinhalt (L) jedes 
der drei Körper berechnen.

Нл-------------tsG Anfl. Als Höhe ist BM senkrecht ans der 
Л /X Basis, daher BAM fccr gesuchte Neignngswinkel.
\ j \ Der Ecke A entspricht ein sph. Dreieck, dessen Sei­

I v j F ten a, b, c sind nnd dessen Winkel in der Ordnung, 
J /\ Jv wie sie jenen Seiten gegcnüberliegcn, den Flächen- 
C\m7; \ / winkeln (AD), (AC), (AB) gleichkonunen. Der

7 \ Neignngswinkel BAM ist dasselbe, was in dein
eZ———V[) sph. Dreieck das ans die Seite c ans der Spitze 
' P des Gegenwinkels gefällte Perpendikel ist, also 8 36

(1) sin НАЯ = si'1 s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c).

Ferner ist die Höhe BM — m sin BAM, also wenn man den vor­
stehenden Quadratwurzel-Ausdruck durch Q bezeichnet,

(2) BI = 4^ . Q

Den Flächenwinkcl (AD) findet man nach 8 12, 10, nämlich

(3) sin (AB) = . Д . Q.
v 7 v 7 sin b sin c

und ebenso die Winkel (AC) nnd (AB).

Die vorstehenden Formeln gelten für jeden der drei genannten Kör­
per. In Bezug auf die Bestimmung des Körperinhaltes ist im Paral- 
lelepipedon

Basis ACED — np. sin c, also К = np sin c. BM, daher ans (2)

(4) К = 2 mnp . Q.

Geht das schiefwinklige Parallelepipedon in ein rechtwinkliges über, 
so ist а — b — c — 90°, also s — 135° und (s — aj = (s — b) == 
(s — c) = 45 0 nnd weil sin 135° — sin 45 0 — V4, f° ist К — mnp.

Das dreiseitige Prisma ist die Hälfte eines Parallelepipedons 
von gleicher Höhe nnd doppelt so großer Grundfläche, also ist sein Inhalt

(5) К — mnp . (|.

Die dreiseitige Pyramide ist der dritte Theil eines Prismas 
von gleicher Höhe nnd gleicher Grundfläche, folglich ist für dieselbe

(6) li = j mnp . Q.
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Beispiel. Von einer dreiseitigen Pyraniide BACD (Fig. § 48) 
kennt inan die an einer Ecke A liegenden Kaiitenwmkel ВАС = 750 17'22", 
BAD = 62° 8'45", CAI) = 910 38' 4" niid die Kanten m =2 ft., 
n = p = 3 ft. Hieraus findet inan:

Winkel BAM = 57° 25' 51,18"

Höhe BM = 1,685485 ft.

Winkel (AD) 72° 23' 51,64"

Inhalt К = 2,5272 C. ft.

S 46. ftiir den Körperinhalt einer dreiseitigen Pyraniide 
ans deii in einer Ecke zttsaininenstoßenden Kanten nnd Kan­
ten iv in kein läßt sich noch ein anderer Ansdrnck finden.

Es sei die Pyramide durch die Kanten m, n, p 
nnd die Kantenwinkel ВАС —a, BAD — b, CAD —с 
gegeben nnd BM die Höhe derselben. Ans dem der 
Ecke A entsprechenden sph. Dreieck folgt (8 18, 1)

_  , z------ --------— cosa—cosbcosc . cos(AD)=J/l-sin2(AD)= sinbs.nc , olfoA

J/sin2bsip2c — (cos а — cos b cos с)2

В

c

Dsin(AD)==
sin b sin c

oder, sin 2b — 1 — cos2b lind sin2 с == 1 — cos2 c gesetzt nnd redncirt

sin(AD)=
I 1 — cos2a — cos2b — cos2c -s- 2 cos a cos b cos с 

sin b sin c

In der bei A rechtwinkligen Ecke ABMD ist (§ 3, 2) 

sin ВАМ — sin b sin (AD), also

BM — m sin BAM — m sin b sin (AD).

Da endlich Д ACD — | np sin c, so ist

К = £ mnp . sin b sin c sin (AD), also

К = I mnp V1 — cos 2 a — cos 2b — cos2 c-f-2 cos a cos b cos c
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S 4». Den Körperi'ilhalt L einer dreiseitigen Pyramide 
nu ihren seehs Kanten m, n, p, x, y, z zu finden, von lv сI - 
chen die drei letzten den drei ersten gegennberliegen.

Erste Auflösung (Fig. 8 48). In den ebenen Dreiecken 
ВАС, BAD, CAD ist

eo8 а —
in 2n z2

2 m n
608 b — m24-p2—y2

2 in p 1
608 6 —

n24-p2 —X2
2np '

Diese Werthe in den Ausdruck für К in 8 48 gesetzt geben

K=|mnp

/m24~n2—z
2m n 
4-n2—z
2m n

П3 /т2+р2—y2\2~ Л124-ра—x2\ 
") \ 2mp f \ 2np )

(m2H-P2—У2\ /n24-p2-x2\ 
/ ' V 2mp ) ‘ \ 2np 7

2

_ , I /4m2n2p2-p2(m24-n2-z2)2-n2(m2+p2-y2)2-m2(n24-p2-x2)2
K—12 V + (m2+ II2- z2) (m2+ p2—у2) (n2+ p2— X2)

Hieraus folgt durch Entwickelung und Reduction

/ m2x2(n2 + p24-yT4-z2 — m2 — x2)
I / + n2y2(m2 + p2 + x2 + z2- n2 —y2)

T^l/ 4- p2z2(m24-n2 + x2 + y2— p2 —z2) 
— (m 2n 2z 2 4~ m 2p2y 2 + n2p2x2+ x2y2z2)

Geht die Pyramide in ein regelm. Tetraeder über, so ist m — n

= p = x = y = z, folglich К — 1/2.

В Zweite Auflösnug. (Ohne trigon. 
Functionen). In der Pyramide BACD — К 
seien wie vorhin m, n, p die Knuten nn der 
Ecke A und der Reihe nach x, y, z ihre Ge-
geuknnten. Mncht innn BP — BH — BR — d, 
wo d eine beliebige Strecke bedeutet, so wird 
die gcrnde Pyramide BPQR = к gebildet, 
iii welcher das Höhenpcrpeudikel h den Mit­
telpunkt des dem Dreieck PQR — Д iini- 
schriebenen Kreises treffen muß. Sind die 

VSeiten dieses Dreiecks PR —a, PQ = b, 
QR = c, so ist (Ebene Trig. 8 136) der 

Radius des umschriebeueu Kreises ц, also
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h =[/d- - k= -^vV 16<1=Д2-а2Ь2с=, daher

I

к=г^Г16(12Д2—a2b2c oder (Plauim. 8 147)

k= 1^l//(a-]-b-|-c)(b-|-c—a)(a-j-c—b)(a-|-b—c)d2—a2b2c2 ober 

(1) к — r>j! (—a* —b4—c4-p2a2b2-p2a2c24-2b2c2)d2 —a2b2c2. 

- Die dreiseitigen Pyramiden к nnd К, die den Körper­
Winkel В gemein haben, »erhalten sich wie die Produkte ans 
den drei, den Körper winkel В bildenden Kanten. Denn nach 
Planim. 8 90 ist

AABC : ДРВК = BA.BC: BP . BR = mz : d2,

' »nd denkt man sich non D nnd Q Perpendikel ans die Seitenfläche ABC 
gefällt, so »erhalten sich dieselben wie BD nnd BQ, woraus leicht folgt

' (2) К : к = myz : d3 also К = . k.
d 3

Nuu ziehe man RG nnd CF senkrecht ans AB, so ist = ~ = 

ferner ist im ДЛВС und ДРВ11 (Planim. 8 77)

n 2 = in2 4- z2 — ‘2 m . BF, also BF — in 2 z 2 — n2
2ni

a2 = 2d = -2d.BG, also ßG =mithin

BF __ z __ m 2 -J- z 2 — n 2 d
BG d 2d2 — а2 " in

Hieraus folgt mit abkürzender Bezeichnung

(3) aa = ^(2mz —m2“"z2 + n2)= 4t-A2' analog

d 2 z ч 12ba==‘my’Vmy~m2 —у2 + р2) = _^у-Ва

Setzt man diese Werthe für a2, b2, c2 in (1) und redncirt, so ist
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k=_±_" 
12myz

—z2B4 -m2C4-|-2yzA2B2-(-2myA2C2-|-2inz B2C2—A2B2 C1

daher zufolge (2)
К =т4У— у2А4 - z2B4 in2С*-j- 2yzA2B2-f-2myA2C2+ 2mzB2C2-A2B2C2.

Setzt man hierin statt der Hilfsgrößen A2, B2, C2 ihre Werthe 
ans (3), so findet man nach gehöriger Reduction denselben Ansdruck für 
K, Ivie in der ersten Anflösnng.

S SO. Berechnung der regelmäßigen Polyeder.

Mr ein beliebiges regelm. Polyeder sei
а die Kante,
M der Kanteuwinkel,
N der Neigungswinkel zweier Seitenflächen,
m die Anzahl der Begranznngsflächen an einer Ecke, 
s die Anzahl aller Begranznngsflächen, 
n die Anzahl Seiten jeder Begränznngsfläche, 
R der Radius der umschriebeueu Kugel, 
r der Radius der eiugeschriebeneu Kugel, 
0 die Oberfläche, 
К der Körperinhalt.

Zunächst ist als Unifangswinkel des regelm. n ecks jeder Kanteuwinkel

(1)
„ 1OA 360"
Я — ISO" —--------  

11
Beschreibt man ans der Spitze der inseitigen 

Ecke mit dem Radins 1 eine Kngelfläche, so bildet 
der Schnitt derselben mit den Seitenflächen der Ecke 
ein regelm. sph. weck ABCD...., in welchem die 
Seiten den Kantcnwinkeln, die Umfangswinkel den 
Flächenwinkeln der Ecke entsprechen, so daß M — 
AB = BC = .... und N = 2£ ABC = BCD = .... 
ist. Die sph. Dreiecke APB, BPC .... sind gleich- 

360°
scheuklig und congruent, mithin ist BAP = \ N und APB — —

Zieht man auS'P den Bogen PF_[ AB, so ist im rechtw. ДАРР(§3,3)

sin FAP —
cos APF 
cos ÄF ' d. h.

(2)
ISO"

sin I N = in 
cos I Я

cos
ISO"

ni
. ISO"" 

sin -------
u
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Es sei ferner A die Ecke eines beliebigen 
regeln,. Polyeders, 0 der Mittelpunkt der dein 
Polyeder um- nnd eingeschriebenen Kugeln, also 
AO — R. Von 0 sei die Senkrechte OF ans 
die Seitenfläche ABC nnd non F die FG J_AB 
gezogen, so ist F der Mittelpunkt des regeln,, 
necks ABC.., G die Mitte von AB, 2l FAG = 
IM, OF — r, AG — |a, nnd weil OG J AB, p 
Winkel OGF = z N. *

Ans den rechtiv. Dreiecken AGF nnd OFG folgt

G F — —— 4- a tg A M — pn-otg - cotg IM 2 ° 2 2 °

OF = GF.tg OGF = GF.tg | N, also

/ох a 180"(3) r = — tg z N cotg-------.
4 11

r> ... GF 4 a tg A MFerner ist OG =-----
cos OG F cos z N '

und weil inan im Д AOG hat AO2 = OG2, so ist

H =~4 (1 + 73^r)=4^4N(0092iN"FtgaiM)

Aus (1) und (2) folgt, daß
cos2 E

cos21 N 4~ tg2 M = 1-----------^--H-cotg2 -1— oder 
sin 2-------- 11

, 2 180«1 — cos 2-------
cos 2 N -f- tg 2 l, M —

. „ 180«sin 2-------  
in

. _ 180« sm 2-------  
n

. , 180«sin 2-------- 
n

m

cos 2 1800

Zufolge (2) ist aber sin2 , also
n sm 2| N ' 1

cos2 4 N -f- tg2 а M =sin2|N.tg2 ™-, daher

а2
4

Ra =

sin 2 4 N . tg 2 -8(— 
a & m
cos2 £ N oder

6
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(4) R = y.tg|M.tg-^-.

Der Juhalt eines regelin. necks ist (Ebene Trig. 8 109, 3) gleich

I a2 n cotg—-—, also

(5) 0 = -}a2necotg-—.
4 11

Durch Ebenen, die man durch den Mittelpunkt und je eine Kaute 
des Polyeders legt, wird dieses in s einander cougrueute Pyramiden von 
der Höhe r zerlegt. Demnach ist

(6) К = |r.O =a3nstg jN. cotg2

Nach den vorstehenden Formeln wollen wir die fünf regelmäßi­
gen Polyeder einzeln berechnen, indem wir folgende, in der ebenen 
Trigonometrie (8 29 bis 8 31) entwickelten Wcrthe als bekannt voranssetzen:

(7)

sin 45 о — 608 45 о — у 

sin 60° = |J/3 .

tg 60° = 1/3

tg 45 0 = cotg 45° = 1 

cos 60 0 = {

cotg 60 о — У\

sin 18° = {(1/5 — 1) =о818- = 4]/Ц^
tg 18°=ИЧ^5 cotg 18° = J/5 -j- 21/5

Anßerdem ist hier zu merken die algebraische Formel zur Ausziehung 
der Quadratwurzel ans einem irrationalen Binom:

(8) ]/ А ± УВ = |/A+1^/1 ±\Л~ V

I. Tedraeder. Hier ist m — 3, n — 3, s — 4.

shHN = = cot8 60 ° = V\

cos N -= 1 — 2sin2jN = |, also N = 70° 31' 44".

а sinjN а 1/6r = _ cotg60o.n_= = _
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R =
a . gn.__sir4N a)/6
2 tg Fl — sin^N 4

0 — 3 a2cotg 60°= a2J/3

К = 4rO =
a2]/2

12

II. Hexaeder, m = 3, n = 4, s = 6.

. . NT cos 60 0 ,sin 1 N = ———— — 1/12 sin 45« v 2

sin N = 2 sin IN cos £ N = 1, also N = 90°. 

г = cotg 45 0 tg 45 0 =

R= tg 60° tg 45 0 = 3

0 — 6 a 2 cotg 45 ° = 6 a2

К — a a

III. Octaeder. in = 4, n = 3, s = 8. 

, ... cos 45 ° 1/9
sin 4 N = ——777-r- —VA2 sin 600 v 3

cos N = 1 — 2 sin 2|N , also N = 109° 28' 16".

a , sin IN a ,
r -- 2 eotg ЬО• 71_8in4N = 5-1/6.

R = tg45»tgiN=il/2

0 — 6a2cotg 60°— 2a2)/3
Я b

К =^rO = -rP'2.

IV. Dodekaeder, m — 3, n — 5, 8 — 12.

. cos 60 ° cos 60 ° I/5 4- J/5
впЦЛ — gin360 — 2sin 18ocosi8o — к IQ 
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cos N = 1 — 2 sin 2| N = — l J/5

VI  ros aN
tg N = - M = -2, also N — 116° 33' 54" 

cos N ' 1
r =>tg36HgiN=; *1» = ?1/25+ПИ

2 b *2 2 cotg 18° |/1—sin«|N 2и 10

R=| Wig IN = a4V18 + 6 й = j(V8 + I is)

О = 15 a2 cotg 36 0 = 3 a21 25 + 110 j/5 .

K = jr.O = ~]Л(5 + 21/5) (25 + 11 |/S) = (154-7). 5)

V. Ikosaeder, m = 5, n = 3, s = 20.

cos 36° L — 2sin218° 1 + | 5 1 / l/o , ,/1K\
ьш 2 N~ sin 60° sin 60° “ 2]/T “6V 3+|/1,7

sin N =2 sin nI/^i — sin24 N = , also N = 138° 11'‘23".

r = -cotgeoo-p™^^!/424-18J/5 = ,,,(1/154-31/1)

„ a 2 tg 18° sin 1 N al/- 11/------------- ~2 1—tg218°’ J/1—sin2^N ‘2 И 5 - ‘2 p 5 • 2 |/ 14 + 6 J/5

= ^/10+ 2 J/5.

0 = 15 a2 cotg 60° = 5 a 2 J/3

K = irO = ^(j//,4-3)

Die hier berechneten Kngelradie», Oberflächen n»d Körperinhalte der 
regeln,. Polyeder sind säninUlich dnrch die Kante a des Polyeders aus­
gedrückt. Wäre eine andere Größe als die Kante gegeben, so müßte a 
durch dieselbe ansgedrückt und der gefundene Werth in die obigen Formeln 
substitnirt werden. Bemerkenswerth ist, daß für jedes der fünf Polyeder 
entweder der Sinns oder der Cosinns oder die Tangente des Flächen­
Winkels einen rationalen Werth hat.

Die vorstehenden Werthe für r, R, О, К sind auf geometrischem 
Wege in des Verfassers Sammlung stereometrischer Aufgaben ab­
geleitet worden, woselbst sich (Nr. 839—870) verschiedene Anwendungen 
derselben und weitere Berechnungen über die regeln,. Polyeder finden.
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Erklärungen und Aufgaben 

der matbematiscben Geographie, 

Geodäsie und Astronomie.

8 51. 1) Jedem Beobachter auf einem freien Standpunkte er­
scheint die Oberfläche der Erde als eine von einem Kreise begränzte Ebene 
und das Himmelsgewölbe als eine hohle Halbkugel, in deren Mitte sich 
der Beobachter selbst befindet. Diese Halbkugel, zu einer ganzen Kugel 
ergänzt gedacht, wird die Sphäre oder die Himmels kugel genannt.

2) Stellt der kleinere Kreis die Erdkngel, z
der größere die Hinnnelskngel, 0 den gemein­
schaftlichen Mittelpunkt beider vor, und ist A der / // \
Standpunkt des Beobachters aus der Erde, so 11Л____  
heißt der nach A gezogene, zn beiden Seiten bis /____f /Ру U
an das Himmelsgewölbe verlängerte Erddnrch- I k ° "y 1
messer ZN die Vertikale oder Scheitellinic \ 4 ' /
jenes Beobachtnngsortes. Von den beiden, durch \ /
die Bertiealc bestimmten Punkten am Himmels- ____  
gewölbe wird der über dem Scheitel des Bevbach-__________ N
ters liegende Punkt Z das Zenith oder der Scheitelpunkt, der andere 
N das Nadir oder der Fnßpnnkt des Beobachtungsortes genannt.

3) Eine im Standpnnkte A senkrecht auf die Verticale gelegte 
uud bis au das Himmelsgewölbe erweiterte Ebene hr ist der schein­
bare Horizont jenes Ortes und scheidet die sichtbare Hälfte der Himmels- 
kngel von der unsichtbaren. Die mit dem scheinbaren Horizont parallel 
dilrch den Mittelpunkt der Erde gelegte und bis an das Himmelsgewölbe 
erweiterte Ebene HR ist der wahre Horizont desselben Ortes. Dieser 
theilt die ganze Hinnnelskngel in zwei Hemisphären. — Zenith und 
Nadir sind die Pole des Horizontes. Jeder Ort auf der Erde hat seinen 
besonder» Horizont nnd sein eigenes Zenith und Nadir. — Der Erdradins 
oder der Abstand der beiden Horizonte von einander ist im Vergleich zu 
den großen Dimensionen des Himmelsgewölbes und namentlich zn der 
Entfernung der Fixsterne vom Erdmitt'elpnnkt verschwindend klein; mau 
kann daher bei allen Beobachtungen der Fixsterne annehmen, daß der schein­
bare Horizont mit dem wahren zusammenfällt, also der Beobachter sich 
im Mittelpunkte der Erde befindet.

4) Der Winkel ASO, den die von einem Standorte A auf der 
Erde und von dem Erdmittelpnnkte zll einem über dem Horizonte befind-
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lichen Gestirne S gezogenen Linien mit einander einschlicßen, heißt die 
Höhen Parallaxe des Gestirnes S. Befindet sich der Stern im Horizonte 
in r, so heißt der Winkel ArO die Horizontalparallaxe von r.

8 SB. 1) Die Sterne haben, mit Ausnahme der Planeten 
(Wandelsterne) und Kometen, am Himmelsgewölbe eine unveränderliche Stel­
lung zu einander, weshalb sie Fixsterne heißen. Indessen ändert sich 
doch beständig ihre Stellung zur Erdoberfläche. Die scheinbare Bewegnng 
der Himmelskngel ist nämlich der Art, als ob die Erde in der Mitte 
derselben feststehe und das ganze Himmelsgewölbe sammt allen Gestirnen 
in je 24 Stiuideu sich um eine feste Axe herumdrehe, so daß alle Fixsterne 

nach derselben Richtung hin Kreise beschreiben, 
die einander parallel sind. Der Durchmesser 
Pp der Himmelskugel, welcher auf jenen paral­
lelen Kreisen senkrecht steht, also deren Mittel­

II
punkte verbindet, wird die Weltaxe genannt. 

R Die beiden Punkte, in welchen die Weltaxe das
Himmelsgewölbe trifft, heißen die Welt« oder 
Himmelspole, und zwar der in unseren 
Gegenden sichtbare P der Nordpol, der andere 
p, welcher in der für uns unsichtbaren Hemi­
sphäre liegt, der Südpol.

2) Die im Mittelpunkte M der Erde oder der Himmelskugel senk­
recht auf die Weltaxe gelegte Ebene oder auch die Kreislinie AOQW, in 
welcher diese Ebene das Himmelsgewölbe schneidet, wird der Himmels- 
äqnator genannt. Dieser theilt die Himmelskugel in zwei gleiche Theile, 
in die' nördliche und südlich e H emisp hä v e. Alle von den Fixsternen 
bei der täglichen Bewegnng des Himmels beschriebenen Kreise sind dem 
Aeqnator parallel und heißen deshalb Parallel kreise.

3) Denkt man sich durch die Weltaxe Pp und durch das Zenith Z 
eines Beobachtungsortes eine Ebene gelegt, so heißt der ÄreiS PZHpR, 
in welchem dieselbe das Himmelsgewölbe schneidet, der Meridian, und 
die Gerade UR, in welcher die Ebene des Meridians die Ebene des Ho­
rizontes UORW schneidet, die Mittagslinie jenes BeobachtuugsorteS. 
Die beiden Ebenen stehen auf einander senkrecht.

4) Die beiden Pnnktc H nnd R, in denen die Mittagsliuie den 
Umkreis des Horizontes schneidet, heißen Norden (Nordpnnkt) und 
Süden (Südpnnkt), nnd zwar derjenige Norden (R), nach welchem 
der Beobachter hiugekehrt ist, wenn er das Ange nach dem Nordpol (P) 
richtet. Die Weltaxe theilt den Meridian in die nördliche Hälfte PRp, 
in welcher der Nordpnnkt R liegt, und in die südliche Hälfte l'IIp, in 
welcher sich der Südpunkt H befindet. — Errichtet man in der Ebene des 
Horizontes durch den Erdmittelpunkt M aus die Mittagslinie ein Perpen- 
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Horizontes Osten (Ostpnnkt) und Westen sWestpnnkt) genannt. 
Wenn sich der Beobachter mit dem Gesichte nach Norden (R) kehrt, so 
liegt ihm Oste» (O) zur Rechten und Westen (W) zur Linken. Die ge­
nannten Punkte heisien dir vier Weltgegende» und theile» de» Umkreis 
des Horizontes in vier gleiche Theile. Die Halbirnugspunkte dieser Qua­
dranten werden in der Reihenfolge zwischen N. und 0., N. mid W., 
8. nnd 0., 8. niiti W. bezüglich Nordosten, Nordwesten, Süd osten, 
Südwesten genannt. In der Nautik unterscheidet man noch mehr Unter- 
abtheilnngen. Eine nach 32 bis 64 Himmelsgegenden eingetheilte Scheibe 
heißt eine Windrose, nnd wenn über ihr im Mittelpunkte ans einem 
Stifte noch eine Magnetnadel frei schwebt, ein Kompaß.

8 531. 1) Die Erde hat eine kugelförmige Gestalt nnd dreht sich 
in 24 Stunden nm sich selbst oder nm ihre Axe ein Mal herum, deren 
beide Endpunkte der Nord- sarctischer) nnd der Süd- (antarctischer) 
Pol sind. Der Aeqnator, d. h. der von jedem der beiden Pole nm 
90° abstehende Umkreis der Erde theilt diese in die nördliche nnd süd­
liche Halbkugel. Alle mit dem Aeqnator parallel nm die Erde gezo­
genen Kreise heißen Parallelkreise oder Breitenkreise. Die Größe 
derselben nimmt nach den Polen zn ab. Unter ihnen sind besonders be- 
merkenswerth erstens ans der nördlichen Halbkugel der Wendekreis des 
Krebses, nnd ans der südlichen der Wendekreis des Steinbocks, 
jeder 23|° vom Aeqnator entfernt; zweitens der nördliche nnd der südliche 
Polarkreis, jeder 23|° von dem nähern Pole, also 66p Dani Slcqiiatot 
entfernt. Jeder größte Kreis, welcher durch die beiden Pole um die Erde 
gezogen wird, also den Aeqnator nebst allen Parallelkreisen rechtwinklig 
schneidet nnd die Erde in eine östliche nnd westliche Halbkugel 
theilt, ist ein Meridian der Erde. Der Durchschnitt der Weltaxe, 
des Himmelsäqnators nnd des Himmelsmeridians mit der Erde giebt 
den Nord- nnd Südpol der Erde, den irdischen Aeqnator nnd den irdischen 
Meridian.

2) Die geographische Breite eines Ortes ist der Bogen sei­
nes Meridians zwischen dem Aeqnator nnd dem Orte selbst nnd kann 
nördlich oder südlich sein; die geographische Länge ist der Bogen 
des Aeqnators zwischen dem Meridiane des Ortes nnd dem eines andern 
Ortes, der znm Ausgangspunkte bei der Bestimmung der Länge angenom­
men worden ist. Gewöhnlich wird die Länge von dem durch die Insel 
Ferro gehenden Meridiane an gezählt, welcher der Null meridian ist 
nnd mit dem Meridian 360° zusammcufällt. Die Engländer nehmen auch 
den Meridian von Greenwich, die Franzosen den von Paris, und die 
Deutschen häufig den von Berlin oder Wien znm Ausgangspunkte der 
Zählnng an. Die Länge ist östlich oder westlich nnd wird von 0 bis 
180° gezählt, oder man zählt sie blos östlich von 0 bis 360°.
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3) Der kleinere Kreis stelle die Erdkugel, der 
größere die Himmelskugel vor, P den Nordpol der 
letzter», AQ mid aq den Himulels- nnd de» Erd­
äquator, »»!) für de» Ort x sei HR der (wahre) 
Horizvttt »»d Z das Zenith.

Die Polhöhe eines Ortes x ans der Erde ist 
der Neigungswinkel POR der Weltaxc gegen die 
Ebene des Horizontes nnd wird in unseren Gegenden 

durch ben zwischen dein Nordpol des Hiniuiels und dein Nordpnnkte des 
Horizontes liegenden Bogen PR des Meridians gemessen. Die A equator- 
höhe ist der Neigungswinkel AOH der Ebene des Aeqnators gegen die 
Ebene des Horizontes und wird von dein zwischen Aeqnator und Horizont 
liegenden Bogen AH oder QR des Meridians gemessen. Polhöhe nnd 
Aequatorhöhe ergänzen einander zu 90°.

4) Die Polhöhe eines Ortes ist immer gleich der geo­
graphischen Breite desselben.

Denn für den Ort x ist ax die geogr. Breite und PR die Polhöhe. 
Da nun 2£A0P = ZOR — 90«, so ist auch 2£A0Z — POR, d. h. 
es ist ax — PR in Bezug auf die Anzahl der Grade.

Am Erdäqnator ist die geogr. Breite nnd auch die Polhöhe gleich 0, 
d. h. die Weltaxe fällt mit dem Horizonte zusammen. Am Erdpole ist 
sowol die geogr. Breite als auch die Polhöhe 90°, folglich steht daselbst 
die Weltaxe auf dem Horizonte senkrecht und der Aeqnator fällt mit dem 
Horizonte zusammen.

8 M. 1) Die von den Gestirnen bei ihrer täglichen Bewegung von 
Osten nach Westen beschriebenen Parallelkreise werden gegen die beiden 
Pole zu immer kleiner. Diejenigen Sterne, deren Kreise den Horizont 
eines Ortes nicht mehr dnrchschneiden, bleiben fortwährend über demselben nnd 
gehen also für diesen Ort weder auf noch unter. Solche Sterne werden 
Eircnmpolarsterue genannt, z. B. für unsere Gegenden die sieben 
Sterne des großen Bären. Ebenso bleiben wiederum am Südpol andere 
Sterne immer unter unserem Horizonte. Diese Erscheinungen verändern 
sich aber, sobald der Beobachter seinen Standpunkt ändert, da nur die­
jenigen Sterne, deren Abstand vom Weltpole kleiner als die Polhöhe des 
Ortes ist, beständig über dem Horizonte desselben bleiben können.

2) Der über dem Horizonte liegende Theil des von einem Gestirne 
beschriebenen Kreises heißt der Tagebogen, der unter dem Horizonte 
liegende der Nachtbogen desselben. Für alle Sterne, welche auf dem 
Himmelsäquator liegen, ist der Tagebogen dem Nachtbogen gleich, da jeder 
(wahre) Horizont den Aeqnator in zwei gleiche Theile theilt. In unseren 
Gegenden ist der Tagebogen für die ans der nördlichen, dagegen der Nacht­
bogen für die ans der südlichen Hemisphäre liegenden Sterne der größere 
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Theil der von ihnen beschriebenen Kreise. Bei der Sonne und dein Monde 
verändert sich der Tage- und Rachtbogen fortwährend wegen ihres ver­
änderlichen Standes am Himmel.

3) Bei der täglichen Uindrehnng des Himmelsgewölbes erreichen 
die Gestirne für einen Beobachtnngsort ihre größte Höhe, die Mittags­
höhe, in dein Augenblicke, wo sie cnlminiren, d. h. in den Meridian 
treten. Ihr größter Höhenpnnkt heißt der Cnlmi nation Spun kl der­
selben. Die Circnnipolnrsterne kommen während 24 Stunden zwei Mal 
über dein Horizonte in den Meridian, ein Mal wenn sie ans der Ostseite 
des Himmels aufsteigend ihren höchsten Punkt erreicht haben, und dann, 
wenn sie nach ihrem Niedergänge ans der Westseite in ihrer tiefsten Stel­
lung augekommen sind. Sie haben also für uns eine sichtbare obere 
und eine sichtbare untere Culmination, während bei den ans- und 
untergehenden Sternen sür uns blog die obere Culmination, die untere 
dagegen nur nusereu Antipoden sichtbar ist. — Den Zeitpunkt der aber» 
Culmination der Sonne nennt inan Mittag nnd jenen der untern 
M i t t r r n a el) t.

§ ♦»•». Um den Ort eines Gestirnes am Fixsternhimmel genau 
bestimineu zu können, hat man ans der Oberfläche der Himmelskngel ein 
Coordinatensystem größter Kreise constrnirt, ähnlich der Bestimmung eines 
Ortes ans der Erde durch Länge nnd Breite.

1) Seien P nnd p die Weltpole, AQ 'Z-
der Aegnator, HR der Horizont eines Ortes, 
Z das Zenith nnd N das Nadir desselben. / iß/ >■

Der durch einen Stern S, durch Zenith /\ // \ \

und Nadir gelegte größte Kreis ZSN heißt der jU Mxi \q ж 
Höhen kreis, oder weil er durch die Verticale VXJJy>Z 
ZX geht und daher auf dem Horizonte senk- \ T -/Q
recht steht, der Berticalkreis des Sternes. \\ \ /
Der Bogen SB dieses Kreises zwischen dun A ,^\x 
Stern nnd dem Horizonte heißt die Höhe des n
Sternes. Diese ist also gleich dem Neigungswinkel SOB der vom Ange 
des Beobachters (oder dem Mittelpunkte der Sphäre) nach dein Sterne 
gezogenen Geraden gegen die Ebene des Horizontes. Der Bogen SZ des 
Höhenkreises vom Stern bis zum Zenith ist die Zenithdistanz des 
Sternes. Hohe und Zeuithdistauz ergänzen einander zn 90 °.

2) Der Bogen HB des Horizontes zwischen dem Südpunkte H 
desselben nnd dem Höhenkreise wird das Azimuth des Sternes S genannt. 
Dieses ist also auch der Winkel HZB, welchen der Höhenkreis mit dem 
Meridian bildet. Gewöhnlich wird das Azimuth vom Südpnnkte ans in 
der Aichtung nach West (90°), Nord (ISO0), Ost (270°) bis 360° ge­
zählt, oder man unterscheidet östliche nnd westliche Azininthe, indem 

7
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nimi vom Endpunkte ans jene über Osten bis 180°, diese über Westen 
bis 180° zählt, so daß z. B. ein Stern, dessen Azinutth gleich 315° ist, 
ein östliches Azimuth von 45° hat. In der Figur bezeichnet HB das 
östliche Azimuth des Sternes S. 3iuvcilen wird auch das Azimuth vom 
Nordpunkte R aus über Osten nach Süden bis 180° und ebenso über 
Westen nach Süden bis 180° gerechnet, wie man auch oft vom Höhen­
kreise aus ein südliches Azinutth BH und ein nördliches BR unterschei­
det. (8 62).

Azimuth und Höhe oder Zeuilhdistanz bestimmen die Lage eines 
Gestirnes am Himmelsgewölbe rücksichtlich des Horizontes und werden 
daher die H o r iz on talc oor din at en des Gestirnes genannt.

S *»O. (Fig. 8 55). 1) Alle durch die Weltaxe Pp gelegte« 
Ebenen schneiden die Himmelskugel in größten Kreisen, welche Stnnden­
kreise ober Declinations kreise genannt werden. Durch jeden Stern 
kann man einen Stunden kreis legen und dieser steht immer senkrecht auf 
der Ebene des Aequators. Der Bogeu SD des Stimdenkreises zwischen 
einem Stern S und dem Aegnator heißt die Declination oder Abwei­
chung des Sternes, und diese ist entweder nördlich (-(-) oder sndlich (—), 
je nachdem der Stern ans der nördlichen oder südlichen Halbkugel sich 
befindet. Der Bogen SP des Stimdenkreises zwischen dem Stern nnd 
dem nähern der beiden Weltpole heißt die P^I.distanz des Sternes. 
Letztere ergänzt die Declination zn 90 °. — Die tägliche Declination der 
Fixsterne bleibt immer dieselbe, da diese Parallelkreise beschreiben. Dagegen 
haben Sonne und Mond außer ihrem täglichen Umlauf um die Erde noch 
eine eigene Bewegung am Himmel, in Folge deren auch ihre Declination 
sich fortwährend ändert.

2) Der von dem Stunden kreise eines Sternes mit dem Meridiane 
am Pole gebildete Winkel APD heißt der Stunden win kel des Sternes 
und wird von dem Bogen AD des Aequators zwischen Meridian und 
Stnndenkreis gemessen. Man zählt den Stnndenwinkel von demjenigen 
Punkte A des Aeqnators beginnend, wo der südliche Theil des Meridians 
diesen schneidet, entweder in der Richtnng nach Osten bis .180" nnd in 
der Richtnng nach Westen bis 180", in welchem Falle man einen öst­
lichen nnd westlichen Stundenwinkel unterscheidet, oder blos in der 
Richtung nach Westen von 0 bis 360". In der Figur entspricht der 
Bogen AD dem östlichen Stundenwinkel des Sternes.

3) Die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden Cnlminatiouen 
eines nnd desselben Fixsternes heißt ein Steril lag (gleich 24 Stunden 
zn 60 Minuten n. s.-w.). Die nach dieser Einheit gemessene Zeit (Stern­
zeit) ist verschieden von der bürgerlichen Zeiteintheilnng (8 59). Da jeder 
Punkt am Himmel in gleichförmiger Bewegung innerhalb 24 Stnnden 
Sternzeit einen Kreis von 360", mithin in 1 Stnnde 15" nnd in 1 Zeit- 
secnnde 15 Ranmsecunden znrücklcgt, so läßt sich auch jeder im Gradmaße 
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ßcgebeiic (5 tu n bc п tv in fei in Zeit a ns drücken, iiiib nmßekehrt, jeder 
ini Zeitmaße gegebene Stnndenwinkel auf Grade, Minuten und Secuuden 
zurncksnktreu. - Der in Zeit ansßedrnckte Stundeniviukel eines Gestirnes 
sagt aus, wieviel Stunden, Minuten und Seeuudeu (Sternzeit) in dem 
Falle, wo der Stuudeuiviufel ein westlicher ist, seit der C-iilmination des 
Gestirnes bis zu einem bestimmten Momente verflossen sind, daßeßen wenn 
er ein östlicher ist, wie viele derselben von einem bestimmten Momente an 
bis zur Culmination verfließen werden.

Stundenwinkel und Deelination bestimmen die Laße eines Sternes 
in Bezuß auf den Aequator und heißen daher die dlequatorial eoor­
b hinten beb Sternes. । r ....1 Ex bibl. univ. latt^

8 57. 1) Nebst ihrer täglichen, mit allen übrigen Gestirnen ße> 
meiuschaftlicheu Bewegmiß von Ost nach West besiht bie Sonne noch eine 
eigene bei- vorigen entgegengesetzte Bewegung, vermöge welcher sie von 
West nach Ost fortschreitenb währenb eines Jahres einen vollen Umlauf 
am Himmel macht. Diese von ber Sonne znrückgelegte elliptische Bahn 
(welche eigentlich bie Erde beschreibt) ist bie 
Ekliptik EFKH, bereu Ebene burch ben 
Erdmittelpunkt geht und mit der Ebene des 
Aegiiators AFQH einen Winkel von 230 28' 
(genauer 23° 27' 28") bildet, welcher die 
Schiefe der Ekliptik gennuut wird, 
weitert mau die Ebene der Ekliptik nach allen 
Seiten, so schneidet sie die Himmelskiigel in 
einem größten Kreise, ben man ebenfalls bie 
Ekliptik nennt. — Die beiden Durchschnitts­
punkte F und H des Aegiiators mit der Ekliptik, 
welche Gegenpunkte sind, heißen bie Nach tgleicheu- ober Aegu in ve­
ti al punkte, weil in ber Seit, wo die Sonne sich in denselben, also auf 
dem Aequator befindet, au allen Orten der Erde Tag und Nacht gleich 
sind. Der Punkt F, an welchem sich die Sonne am 21. März befindet, 
wenn sie sich in die nördliche Hemisphäre erhebt, heißt das Früh lings- 
äqninoetium oder der Fri'ihliugspnnkt, der andere Punkt IT, wel­
chen die Sonne am 22. September passirt und von dem sie in die süd­
liche Hemisphäre hinabsteigt, wird bas Herbstägniiioctium ober ber 
Herbstpnnkt genannt. ' Nach ber Frühlingsnachtgleiche beschreibt bie 
Sonne in der nördlichen Hemisphäre Tag für Tag einen andern, weiter 
vom Aegnator abstehenden Parallelkreis, bis sie im Punkte К am 21. Jnui 
ihre größte nördliche Deelination XH — 23° 28'erreicht. Hierauf nimmt 
bie Deelination wieder ab, und wenn die Sonne im Herbstpunkte И an­
gekommen ist, so erhält sie eine südliche Deelination, die am 22. Deeem­
ber im Punkte E ihren größten Werth AE"= 23° 28' erreicht.

2) Die beiden Punkte, an welchen die Sonne am 21. Juni und
22. December sich befindet und ihre größte^Declination erreicht, heißen die 
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Solstitial- ober Wendepunkte, und zwar der in der nördlichen He- 
niisphäre liegende К das Soni nier so'lstitin in und der in der siidlichen 
Hemisphäre liegende E das W interso lstitin in. — Der durch den Früh­
lingSpunkt F gehende DeclinationskreiS PFp wird der S?l equinoctial- 
Kolиr und der durch die Solstitialpunkte gelegte Declinativliskreis PEpK 
der solstitial Kolnr genannt. Die Ebenen der beiden Koluren bilden 
einen rechten Winkel mit einander.

3) Die im Mittelpunkte der Erd- oder HinimelSkugel auf der 
Ebene der Ekliptik errichtete Senkrechte bestimmt am Himmelsgewölbe den 
Nordpol P' und den Südpol p' der Ekliptik. Da der Solstitial- 
Kolnr ans der Ekliptik senkrecht steht, so müssen in demselben ihre Pole 
P' und p' liegen und zwar jeder nm die Schiefe der Ekliptik von dem gleich­
namigen Pol des Aequators entfernt, nämlich P'P = p'p = 23°28'. — 
Die durch die Pole der Ekliptik gelegten Parallelkreise heißen Polar­
kreise und die durch die Solstitialpunkte gelegten Parallelkreise die Wende­
kreise deS Himmels, und zwar von den letzteren der durch К gehende 
der Wendekreis des Krebses, der durch E gehende der Wendekreis des 
Steinbocks. Die Polarkreise stehen von den Himmelspolen eben so iveil 
ab wie die Wendekreise vom Aequator, nämlich um die Schiefe der Ekliptik. 
Die Durchschnitte ihrer Ebenen mit der Erde geben die Polar- und Wende­
kreise der letzteren (8 53, 1).

§ 58. (Fig. 8 57). 1) Der Winkel CPF, den der Declinations­
kreiS eines Sternes S mit dem Declinatiouskreise des Frühlingspnnktes 
bildet, oder auch der Bogeu FC des Aeguators vom Frühlingspunkte bis 
zum Durchschnittspunkte mit dem Declinatiouskreise des Sternes heißt die 
RectaScension oder gerade Aufsteigung des Sternes und wird 
immer auf dem Aequator vom Frühlingspuukte an in einer der täglichen 
Bewegung des Himmels entgegengesetzten Richtung, also von Süd nach 
Ost n. s. iv. bis 360° gezählt und entweder im Gradmaße ober in Zeit 
(15°= 1 Stnnbe Stern zeit) ausgebrückl (s 56, 3). Jin letzteren Falle 
giebt bie Rectascension an, wieviel Stnnben niib Minuten (Sternzeit) bel- 
fragliche Stern später culminirt als ber Frühlingsplmkt.

2) Der durch einen Stern S und die Pole (P', p') der Ekliptik 
gelegte, also auf der Ekliptik senkrechte Kreis P'G heißt ber Breiten 
kreis imb der Bogen SG desselben zwischen dem Stern imb ber Ekliptik 
die Breite des Sternes. Die Breite ist nördlich oder südlich, je nachdem 
sich der Stern auf ber nördlichen ober südlichen Seite der Ebene der 
Ekliptik befindet. — Bou allen Gestirnen hat nur die Sonne keine Breite, 
weil sic sich auf ber Ekliptik selbst befinbet. — Den Bogen FG ber Ekliptik 
zwischen dem Frühlingspuukte unb dem Breitenkreise nennt man die Länge 
des Sternes und zählt sie immer vom Frühlingspunkte ausgehend in ber 
Richtung von Süb nach Ost bis 360 °. — Haben zwei Gestirne gleiche 
Länge, so baß sie also zusammen auf- imb untergeben, so stehen sie in 
Son junction; sinb ihre Längen um 180° verschieben, so stub sie in 
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Opposition, mid wenn der Unterschied ihrer Lüngen 900 beträgt, so 
wird ihre Stellung Onadrntnr geuaiint.

Länge und Breite eines Sternes sind die Ekliptikcoordinaten 
desselben.

3) Man th ei It die Ekliptik in 12 gleiche Theile, deren jeder 300 
enthält und nennt diese Theile Zeichen der Ekliptik. Die Zone des 
Hinnnels, die sich zn beiden Seiten der Ekliptik bis ans 100 von ihr 
entfernt, wird der Zodiakus oder Thierkreis geuaunt. Dieser umfaßt 
die Sternbilder, von welchen jene Zeichen ihre Name» und Figuren (im 
Kalender) erhalten haben, z. B. wenn cs heißt, die Sonne sei im Zeichen 
des Widders, so bedeutet dieses, daß sie sich im Frühliugspuukte befinde.

S 59. In der Astronomie unterscheidet man drei Arten von Zeit, 
nämlich Steruzeit, wahre Son ne» zeit nnd mittlere Sonnenzeit.

1) Die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden Culminatiouen 
eines und desselben Fixsternes, also die Zeit, in welcher die Erde eine 
Umdrehung um ihre Äre vollendet, ist der Sterutag nnd hat immer 
gleiche Länge. Man theilt den Sterntag in 24 gleiche Theile oder St ern­
st nnden nnd rechnet seinen Anfang von dem Augenblicke, wo der Früh­
lingspunkt culmiuirt (§ 56, 3). Der Steruzeit bedient man sich nur i» 
der Ästrouomic.

2) Der wahre Souueutag ist die Zeit zwischen zwei anfein­
ander folgenden Culminationen der Sonne und wegen der nngleichförnugen 
Geschwindigkeit der lehteru hi ihrer Bahn nicht immer von gleicher Dauer. 
Der Souneutag ist länger als der Sterntag und zivar im Durchschnitte 
nm 3' 56,2"; denn die Sonne rnckt täglich ungefähr einen Grad weiter 
ostivarts nnd cnlminirt daher etwas später als ein Stern, mit dem sie 
am vorhergehenden Tage zusammen in den Meridian getreten ist. Die 
Sonnenuhren zeigen wahre Souuenzeit.

3) Im bürgerlichen Leben bedient mau sich statt des wahreu ver- 
äuderlicheu Sonnentages des mittler» Sonnentages von stets gleich­
bleibender Länge. Man denkt sich nämlich neben der wahren Sonne eine 
andere, die immer gleichzeitig »üt jener durch den Fruhliugspuukt geht, 
sich aber auf dem Aequator gleichförmig bewegt, so daß der Tag eine 
unveränderliche Länge erhält. Unsere gewöhnlichen, gleichförmig gehenden 
Räderuhren geben »nttlere Zeit an, welcher der mittlere Sonnentag zu 
Grunde liegt.

4) Die wahren Sonnentage sind bald etwas länger, bald etivas 
kurzer als der mittlere Souneutag, so daß die Culmination der Sonne 
bald vor, bald nach 12 Uhr der bürgerlichen Zeit stattfiudet. Der Unter­
schied zwischen der Mittlern und der wahre» Zeit, welcher die Zeitgl ei­
ch» »g heißt, fi»det sich für jede» Tag des Jahres i» manche» Kale»der» 
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mißcßcbcn. Wenn die Zeitgleichung für einen bestimmten Ort z. B. angiebt: 
1. Jcmnnr -j- 3' 43", so heißt es: Wenn am 1. Januar die Uhr 1*2 
zeigt, so muß die Rädernhr 1*2 Uhr 3' 43" zeigen, oder der mittlere 
Mittag tritt inn 3'43" früher als der wahre Mittag ein. Wenn ferner 
für den 23. April — 1' 40" angegeben ist, so heißt es: Wenn die Son­
nenuhr 1*2 zeigt, so muß die Rädernhr 1*2" — 1' 40" — 11" 58' *20" zeigen, 
oder der mittlere Mittag ist um 1'40" später als der wahre.

8 <MK Das siderische Jahr oder das Sternjahr ist die Zeit 
vom Augenblicke, wo die Sonne bei irgend einem Fixsterne sich befindet, 
bis zu dem, wo sie wieder zu demselben zurückkehrt. Dasselbe beträgt 
365,25638 mittlere Sonnentage oder 365 Tage 6 St. 9 M. 8,35 Sec.

Die Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden Durchgängen der Sonne 
durch den Frühlingspnnkt heißt das tropische Jahr und beträgt im 
Durchschnitte 365,24224 mittlere Sonnentage oder 365 Tage 5 St. 48 M. 
49,536 See. — Diese Verschiedenheit von dem siderischen Jahre rührt 
von der Präcession her, d. h. der alljährlich erfolgenden Vorrückung 
des Frühlingspuuktes gegen Westen nm 50,1", vermöge welcher der Früh­
lingspnnkt in etwa 25868 Jahren (während des sogenannten großen 
platonischen Jahres) die ganze Ekliptik durchläuft. Der Friihliugs- 
punkt kommt also der ostwärts auf der Ekliptik sich fortbewegenden Sonne 
etwas entgegen, mithin erreicht diese ihn auch etwas früher, als wenn er 
ebenso wie ein Fixstern seine Stelle unverändert behalten hätte.

Im bürgerlichen Leben rechnet mau das Jahr zu 365 Tagen und 
jedes vierte Jahr (Schaltjahr/ zu 366 Tagen. Diese Unrichtigkeit wird 
durch Auslassung von 3 Schalttagen in 400 Jahren und durch Unter­
drückung eines Schaltjahres in je 3600 Jahren vollends berichtigt.

8 <11. Der zwölfte Theil des mittler» tropischen Jahres, nämlich 
30 Tage 10 St. 29 M. 4,125 Sec. heißt ein Sonnenmonat ober 
rin astronomischer Monat.

Der siderische Monat ist die Zeit, welche vergeht, bis der Mond 
von einem bestimmten Fixsterne ansgegangen, zu demselben zurückkehrt, 
und beträgt 27,32166 Tage oder 27 Tage 7 St. 43 M. 11,424 Sec. — 
Die Umlaufszeit des Mondes von dem Frühlingspnnkte bis wieder zn 
demselben heißt der tropische ober periodische Monat und beträgt 
27 Tage 7 St. 43 M. 4,718 Sec.

Der synodischc Monat ist die Zeit zwischen zwei aufeinander 
folgenden Conjnnctioncn oder Oppositionen des Mondes mit der Sonne 
und dauert 29,530587 Tage ober 29 Tage 12 Stuubeu 44 M. 2,7168 Sec., 
also länger als ber (iberische Monat; beim währenb bcr Mond, von einer 
Conjunction mit der Sonne ausgehend, einen vollen Umlauf von 360 ° 
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zunlcklcgt, ist auch die Sonne weiter nach Osten sortgernckt, so daß der 
Mond über 360 ° Hinans sich noch weiter fortbewegen ninß, nm die Sonne 
wieder einznholen. - Die bürgerlichen Monate haben lauter ganze 
Tage und sind von nngleicher Länge; der Februar hat 28 Tage und jedes 
vierte Jahr 29 Tage, der April, Jnni, September und November haben 
30 Tage, die übrigen Monate 31 Tage.

8 6fc. Bestimmung der kürzesten Entfernung zweier 
Orte ans der Erde.

Die kürzeste Entfernung zweier Orte В und C 
ist der kleinere Bogen BC des durch sie gelegten 
Hauptkreise-. In der Figur sei N der Nordpol, 
ÄQ der Aequator, ND der Meridian von В und 
NE der von C, endlich NAS der durch Ferro ge­
hende Nullmeridian (0° oder 360 °).

Ist gegeben die geogr. Breite und 
Lange der beiden Orte BD = b, CE — b', 
AD — l, AE — Г, also auch der Unterschied ihrer
Längen V — Z=DE = d bekannt, so hat man in dem sph. Dreieck 
NBC, desssn ^rei Spitzen der Nordpol und die beide» Orte sind, anö 
zwei Seite» NB — 90°— b, NC — 90° — b' »»d dem Zwischenwittkel 
ItNC — d die Seite BC z» berech»e», also (8 20, 6)

cos BC=cos (90°—b) cos(90°—b')-f-sin (90°—b) sin (90°—b') cos d oder

(1) cos BC — sin b sin b' -j- cos b cos b' cos d.

Da 1° des Umkreises der Erde 15 geogr. Meile» beträgt, so wird 
BC i» geogr. Meilen ausgedrückt, wenn mau die gefundene Anzahl Grade 
des Bogens mit 15 mnltiplicirt.

Der Winkel NBC, den der Bogen BC mit dem Meridian von В 
bildet, ist das vom Nordpnnkte ans gezählte Azimuth des von В aus 
betrachteten Ortes C, d. h. in В erscheint am Horizonte die Abweichnng 
der Lage des Ortes C vom Nordpunkte unter dem Winkel NBC. Ebenso 
ist der Winkel NC В das vom Nordpunkte an gezählte Azimuth des Ortes B, 
vou C ans gesehen. In der Geodäsie und Nautik wird für einen bestimm­
ten Standpunkt die Abweichung eines Punktes am Horizonte vom Nord­
pnnkte nach Ost oder West entsprechend das nordöstliche oder nord­
westliche Azimuth, und ebenso die Abweichung eines Punktes vom 
Südpnnkte nach Ost oder West das südöstliche oder südlvestliche Azi­
muth dieses Punktes genannt. Zufolge s 20,4 ist

.TDn sm (90 ° - b) cotg (90° — b') — cos (90 0 — b) cos d .
cotg NBC —----- --------- '——-------7—/---------- ---------------------- oder6 sin d
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.о-. . cos b (2 b — sin b cos d , ,2) cotg NBC = -------- 5——------------- , ebenso
sill (I ' 1

/ox . cos b is b — sin b' cos d(3) eetg M B —-----------—;— ------------- .
sin d

Liegen die beiden Orte ans verschiedenen Seite» des 
Aeqnators, wie В »nd F, so ist wegen der nnnmehr ningekehrten 
Lage der Breite EF — b' die Größe b' in den vorstehenden Forineln 
negativ zn sehe», de»» es ist

cotg NP' — cotg(90° + b') = — tg b' und auch tg (— b') — - tg b' 

cos NF = cos (90°+ b') = sinb' n»d auch sin (— b') — ~sin b' 

Alles Uebrige bleibt i» de» Formel» wie vorhin.

§ Gil. F»r Berlin (B) ist die geogr. Breite b — 52" 3 Г 12" 
und die Länge Z = 31° 3' 30"; für St. Petersbnrg (C) ist 
b' = 59° 56* 24" und Z' = 47° 59'. Man soll die fnrzeste 
Entfernung (BC) beider Orte u»d die Aziinuthe (NBC »»d 
NCB) ihrer Lage zu einander bestiininen.

Anfl. BC ----- 11" 55' 24,55" = 178,8522 geogr. Meilen.

NBC ---- 44" 53' 42,45" und NCB = 120" 58' 28,91".

8 64. Die kürzeste Entfernung zwischen Paris unter 
2 0" L. und 48" 50' 13" B. n»d Dorpat unter 44" 23' 10" L. 
und 58° 22' 4 7" B. zu finden.

Ausl. 17" 10' 52,77" ----- 257,7198 Meilen.

8 65. Die Entscrnnng zwischen Philadelphia (B) und 
dein Cap der guten Hoffnnug (F) zu finden, wenn für diese 
Orte entsprechend gegeben ist:

h = + 39° 57' 7,5" und l = 302° 30' 38,1"

b' ----- — 33" 56' 3" niib Z' = 36» 8'31,1".

Anfl. Der Unterschied der Längen östlich von Ferro ist 1 — 1' 
= 266" 22'7". Da aber der kleinere von beiden, zwischen В und F 
liegenden Bogen die gesuchte Entfernung giebt, so hat man auch d 360" 

(Z — Z') = 93° 37' 53" oder den Unterschied der Längen westlich 
von Ferro zu uehmeu und findet daun (§ 62, 1)

BF = 113° 30' 1,46" = 1702,865 Meilen.
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§ вв. D i e fleoar. Breite non Dor­
pat (C) ist Ь — 58° 22' 47", die Breite 
von Iacobstadt (B) ist b'= 56° 30'4,6", 
die Entfernnng (BC) beider Orte von 
einander e = 29,12425 Meilen, nnd in^ 
Jaeobstadt beträgt dao nordöstliche Azi­
muth (NBC) von Dorpat a — 14° 17' 40". 
Man soll den Länßeuuuterschied d beider 
Orte und die Größe ded Erdradins r 
finde ii.

Anfl. Im ANBC ist gegeben NC = 90°—b, NB=90° —b', 
. NBC = a, gesucht 2£N --'Bog. DE -- d und BC = e in Graden, 
also (S 22,1)

. sin (90°—b')sina sinacosb'
sm NCB ==----- . ;-----

sm (90° — b) 608 b

Bou den beiden Werthen für NCB ist hier der stumpfe Winkel 
164° 56' 5,41" zu nehmen. Nun ist (S 22, 2 nud 3)

cqtg i d = tg i (NCB + a), also d = 54'51,58",

tg C°tg * <b + b'>' f“1"*

6 — 1° 56' 29,82" -- 1,941683 Grade. Man findet seht aus der Pro­
portion 180° : e° = 7zr : 29,12425

180.29,12425
r —------------ ---------- — 859,407 Meilen.ezi

8 el. Bei der Schifffahrt im größten Kreise kommt es 
außer der Berechuuug des kürzesten Wegeö darauf au, die Azimuthe des 
sahreudeu Schiffes an den beiden Eudpuukteu und einigen Zlvischeupuukten, 
also die von dem zurückzulegeudeu Wege mit den Meridianen jener Orte 
gebildeten Winkel zu bestimmen, um jo mol dem Schiffe bei der Abfahrt 
die uöthige Richtung zu geben als auch seinen Kurs zur Erhaltung dessel­
ben in dem größten Kreise regulireu zn können.

Ein Schiff fährt im größten Kreise von PortJakson (?) 
unter b —— 33° 52' und l = 168° 55' 50" (östl. von Ferro) 
nach Balpariso(V) unter b' — — 33° 1' und /' — 305° 47' 50". 
Der Meridian eines Zivischeupuu ktes В liege tim AD = 60° 
östlich von P. Man soll bestimmen 1) die Länge des We-

8
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N stes PV und die nordöstlichen Azimuthe 
@NPV und NVC des Kurses in P nnd V, 

2) die gcоgr. Breite BD des 3ivischenpunЬ 
tes B, seine Entfernung non P nnd das 

6 nord Östliche A Zinin th NBV des Kurses in 
В, 3) unter welchem Winkel (AGP) nnd 
unter welchem Grade der Länge die Der­
läuterte Kurslinie des Schiffes de» Ae­

s q lint or AQ schneidet.

Anfl. 1) Im APNV ist gegeben NP = 90°+ b, NV = 
90°4- b', PNV = V — l = d = 136 " 52g es ii ch t PV, 2£NPV= P 
nnd 2£ PVN — V. Ans 8 20, 1, 2, 3 folgt durch Reduction

tg|(V + P) =
cos (b — b') cotg I d 

— sin 1 (b -s- b')

. /XT sin 4- (b — b') cotg Jr d
tg4(V —P) = - also

V — 1440 33' 10,54" nnd daher NVC = 35° 26' 49,46", 

P = NPV ’= 144° 9' 1,1".

t I pv____ cos I (V + P) cotg !(b + b') 
g *_________________ cos i (V — P) '

also PV — 101° 47' 51,14" — 6107,852 Seemeilen (1° = 60 Seem.)

2) Sui △PNB ist gegeben NP=90»-]-b, ^PNB = Bog. AO 
= 60°, 2pNPB = 144» 9' 1,1": gesucht NB = 90° + BD = p, 
woraus sich BD ergiebt, ferner PB = n und Д NBP = B. Aus 
8 21, 1, 2, 3 folgt durch Reduction

tg £ (P -M =

tg ИР —u) =

cos 4 (P — N) cotg (45 ° — 4 b) 
cos 4- (P -s- N) 

siu 4 (P — N) cotg (45 ° — | b)
sin 4 (P -j- N) ' 4 

p — 150» 39' 35,22", folglich BD = p — 90»= 60» 39' 35,22", 

n = PB = 46» 25' 56,7" = 2785,945 Seemeilen.

Ferner hat man

cotgiB = eosHp + n)tg!(NPB+PNB) 
* cos 4 (p — n)
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В -- NBP = 82° 57' 20,36", folglich 

41NBV = 97° 2' 39,64".

3) In dem bei A rechtwinkligen △ ACP ist AP — b und 
2£P = 144° 9' 1,1", folglich (§ 9, 3 und 1)

cos ACP = cos b sin P, also 2£ACP = 60° 54'9,37"

tg AC = sin b tg P, also AC = 158°4'5"

Da der Ort P die Länge l — 168° 55' 50" hat, so schneidet die Kurs­
linie den Aequator unter AC + l = 326° 59' 55" östl. Länge.

8 68. Ein Schiff verläßt Cap Lizard unter 12° 30' O. L. 
(von Ferro) und 49° 58' N. B. mit einem südwestlichen Azi- 
rnulhe von 33° 45' und segelt im größten Kreise. 1) Unter 
welchem Grad der Länge, 2) nach wieviel Seemeilen, 3) mit 
welchem Azimuthe dnrchschneidet es den Aequator?

Aufl. 1) 14°35' 40,17" westlich von Ferro.

2) 55° 3'55,05"-- 3303,9175 Seemeilen.

3) nordöstliches Azimuth 200 56' 17,62".

§ GfK Wie lange befindet sich für Wien, dessen Pol­
höhe p —48° 12'35" beträgt, die Sonne an den beiden Ta­
gen über dem Horizonte, an welchen sie 1) die nördliche 
Declination d = 7° 8' 10", 2) die südliche Declination 
d = 23° 1'40" hat?

Ausl. Der Kreis fei der Meridian von 
Wien, H der Süd- und R der Nordpunkt des 
Horizontes, AQ der Aequator, P und P' der Nord- д 
und der Südpol, also PR = p die Polhöhe. ]

1) Hat die Sonne eine nördliche Declination, H 
so bewegt sie sich ans einem nördlichen Parallel­
kreise KE. Ist nun S ihr Aufgangspunkt am Ho­

II
■/K

rizonte und PSB der Declinatiouskreis, so ist 8В — d

Ъ

mid HPS = s der östliche vorn Bogen AB * ~
gemessene Stundenwinkel. Da der halbe Tagebogen SE als Parallelkreis 
dieselbe Anzahl Grade hat wie AB, so ist auch s — Bogen SE. Der in 
Zeit verwandelte Stundenwinkel s (150 = Г) giebt die Zeit vom Auf-
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gange der Sonne bis zu ihrer Cnlmmation in E, d. h. die Dauer des 
Vormittags, wovon das Doppelte die gesuchte Tageslänge ist. In dem 
bei H rechtwinkligen Dreieck HPS ist also PH = 180°— PR = 180°—p 
und PS = 90 ° — d, folglich (8 6, 3)

COS 8 — tg (180° — p) 
tg (90 ° — d) — tg p tg d.

also 2s — 196° 6' 14,78" = 13" 4'" 24,98s.

2) Befindet sich die Sonne auf einem südlichen Parallelkreise FG 
in ihrem Ausgangspunkte C, so ist CD = d und CF der halbe Tagebogen, 
dem der östliche Stuudeuwinkcl НРС — 8'entspricht. Im rechtw. /ХНРС 
ist PH — 180о — p und PC — 90° + d, also wie vorhin

cos s' =
tg (180» — iO 
tg (90° -f- d)

= tg p tg d,

folglich 2s' = 123° 12' 34" = 8" 12- 52,26s.

Im ersten Falle, wo die Sonne eine nördliche Declinatiou hat, ist 
cos s negativ, also s>90°, woraus folgt, daß der Tagebogen der Sonne 
für den gegebenen Ort größer ist als der Nachtbogen. " Im zweiten Falle 
ist s'<90°, also der Tagebogen kleiner als der Nachtbogen.

Die Declination der Sonne findet sich in den astronomischen 
Tafeln (z. B. in dem Berliner astronomischen Jahrbnche) für jeden Tag 
des Jahres berechnet.

8 SO. Für die Pol höhe von Mitau p = 56° 39' den 
Anf- und Untergang der Sonne am 27. April und 27. No 
vember und die Azimuthe der auf-und untergehendeu Sonne 
zu berechnen, wenn die Declination derselben" an jenen Tagen 
d = + 13° 52' und d = — 21° 10' beträgt.

A u f l. 1) Wenn in Fig. 8 69 der Kreis den Meridian von Mitau 
vorstellt, während alles Uebrige die frühere Bedeutung behält, so ist in 
dem bei R rechtwinkligen ДРН8 bekannt PR —р und PS — 90°— d, 
also (§ 6, 3 und 1)

cosRPS = V(90g„P_ d) =tgptgd

cos RS = c°s(90°-d) = sind_ 
cos p cos p
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Man findet ЛRPS = 67° 58' 12,2", also ist (8 56, 3)

Sonnenallfgang — 4" 31m 52,48?.

Sonnennntergung = 12" — (4h 31'52,48s) ---- 7" 28'" 7,52s.

Ferner ist RS — 640 9' 15,73" das Azimuth der auf und unter­
gehenden Souue von Nord (R) aus bezüglich über Ost oder West nach 
Süd gezählt.

2) Ist C der Ausgangspunkt der Sonne, so ist in dem ДРРС 
bekannt PR — р und PC = 900 + d, also wie vorhin

cosRPC="w+T=-tgptgd

cos (90°-4- d) sind
cos p cos p

Cs ist PRC = 1260 2' 22,55'also Aufgang = 8" 24“ 9,5s,

Untergang = 3" 35” 50,5s und Azimuth RC = 131° 3' 25,1".

Die hier berechnete Zeit ist wahre Sonuenzeit. Wilt man sie 
in mittlere Zeit verwandeln und giebt die Zcitgleichung (§ 59, 4) z. R. für 
den 27. April —2 Min. an, so geht au jenem Tage die Souue um 
2 Miu. früher, also um 4" 29" 52,48s auf und um 7" 26"' 7,52s unter.

8 11. Die Polhöhe (p) von Riga beträgt 56° 57' inib 
die von Reval 59° 26' 30". Mau soll für beide Orte be­
rechnen 1) die Dauer des läugsten Tages, 2) die Morgen- uud 
Abeudweite an diesem Tage, d. h. die Bogen des Horizontes zwi­
schen dem Ostpunkte und dem Aufgaugspunkte und zwischen dem West­
punkte und dem Uutergaugspunkte der Sonne.

Allfl. (Fig. 8 69). Der längste Tag tritt am 22. Juni ein, 
wenn die Souue ihre größte nördliche Decliuatiou d = 23° 28' erreicht hat.

1) Für den Stundenwiukel s oder den halben Tagebogeu ist 
(8 69, 1)

• cos 8 — — tg p tg d

Für Riga ist s = 131° 51' 58,08", also der längste Tag 

gleich = 17" 34” 55,74s.

Für Reval ist s — 137n 19' 50,56", also der längste Tag 
gleich 18" 18” 12,67s.
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2) Das Azimuth der auf und untergehenden Sonne vom Nord­
punkte Kaus gerechnet ist RS, daher die Morgen- oder Abendweite 
W — 90° — RS, folglich (8 70, 1)

sin W = cos RS = , also n ord wärts gezählt

für StißQ W = 46°54' 3,5" und für tonl W= 51° 33' 32,27".

8 73. Für St. Petersburg, dessen Polhöhe р = 59°56' 
»st, die Zeit des AnfgangeS und des Unterganges der Sonne 
am längsten und am kürzesten Tage zu bestimmen.

Ausl. 1) Für den längsten Tag (22. Juni), wo die Declination 
der Sonne d — 23° 28' ist, ergiebt sich aus 8 70, 1

Anfgaug 2' 45™ 40,33s und Untergang 9" 14m 19,67s.

2) Für den kürzesten Tag (22. December) ist d — — 23 ° 28', also

Aufgang 9h 14'" 59,67s und Untergang 2h 45™ 0,33s.

Mit Hilfe der Zeitaleichnng kann die hier gefundene wahre Sonnen- 
zeü in mittlere verwandelt werden (8 70).

§ 73. Die Polhöhe p vonDorpat zu finden, wenn der 
längste Tag daselbst t = 17" 58” 42,13” dauert.

Ausl. Der halbe Tagebogen (Stundenwiukel) in Graden ist 
в --- -i— = 134° 50' 15,9". Da (8 71, 1) cos s = — tg p tg d, 

wo d = 23° 28' ist, so hat man 
15t

tg P----- — cos —2— • cotg d, also p = 58° 22' 48".

8 74. Unter welcher Breite (p) geht die Sonne am 
längsten Tage nicht unter?

Ausl. In diesem Falle ist der ganze Tagebogen

2s =24 Stnnden — 360°, daher (8 73)

tgp = — cos 180 0 cotg d = cotg 23 0 28', also

p = 90° —23° 28'= 66° 32'.
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8 15. Ehe die Sonne anfacht und nachdem sie untergegangen ist, 
wird durch Znruckwerfimg des Lichtes Däinmernug erzeugt. Mau 
unterscheidet bürgerliche und astronomische Däinmernug. Gewöhnlich rech­
net man die Däner der bürgerlichen Abenddämmernng von Sonnenunter' 
gang bis zu der Zeit, wo die Sonne ungefähr 6°, die astronomische da­
gegen so lange, bis die Sonne 18° unter den Horizont hinabgesnnken ist. 
Entsprechend wird die Dauer der Morgcudämmeruug angenommen.

%

Für Riga, dessen Pol höhe p — 56° 5 7' ist, die Dauer 
der bürgerlichen Dämmerung am 1. Mai zu bestimmen, zu 
welcher Zeit die Decliuatiou der Sonue d — 15° 13' 40" 
betrüg t.

Ausl. Stellt der Kreis den Meridian 
von Riga vor, H und R den Süd- nnd den Nord­
punkt des Horizontes, Z, P, S bezüglich Zenith, 
Nordpol nnd Sonne, nnd behalten wir im Ue- 
brige» die früheren Bezeichnungen in der Figur 
bei, so ist SC — d nud BS = h = 6° die 
Tiefe der Sonne unter dem Horizonte, ferner im 
△ZPS bekannt ZP — 90°— p, PS — 90°— d, 
ZS = 900 + h. Hieraus bestimmt man zuerst 
den Stnndemvinkel ZPS — s, welcher dem von 
der Sonne seit Beginn der Morgendämmernng bis zu ihrer Culmination 
beschriebenen Bogen SD gleich ist, also in Zeit verwandelt die Dauer des 
Vormittags uebst der Morgendämmerung angiebt, nämlich (8 18, 1)

cos (90 0 h) — 008 (90 0 — d) cos (90 ° — p) 
sin (90 ° — d) sin (90 ° — p) oder

cos 8 —
sin h -j- sin d sin p

cos d cos p

also s — 128° 5' 54,03" — 8 St. 32 Min. 23, 6 See.

Jetzt berechnet man ans p nnd d die Dauer des Vormittags oder 
den Bogen ED, indem man sich die Sonne von S nach E fortgeschritten 
denkt, wodurch das Bogenstück BS = h = о wird, d. h. die Sonne hat 
bei ihrem Aufgange keine Tiefe oder Höhe. Setzt man in der obigen 
Formel h = о nnd in dem neuen AZPE den Stnndenwinkel ZPE = s', 
so ist

, sin d sin p , ,
COS S ' —--------------:--------— — — tg d tg p,

cos d cos p r' 

also s = 114° 43' 55,1" = 7 St. 38 Min. 55,6 See.

Demnach ist die Dauer der Abeud oder Morgendämmerung gleich 
s — s' — 53 Miu. 28 See.
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§70. Für Halle unter d er nördl. Breite p = 51« 30' 34" 
die Dauer der astronomischen Dämmerung zur Zeit des Win« 
tersolstitiums zu finden.

Aufl. Am 22. December betragt die Declination der Sonne 
d — — 23° 28'. Für die astronomische Dämmerung ist die Tiefe der 
Sonne unter dem Horizonte h — 18°. Setzt man (§ 75) in der ersten 
Formel — d statt d, so ist sin (— d) = — sin d mid cos (— d) 
— cos d, folglich

— sin h 4- sin d sin p 
cos s —--------------- .

cos d cos p

Man findet s = 89« 43' 55,19" = 5 St. 58 M. 55,68 See. die Dauer 
des Vormittags nebst der Dämmerung.

Ans der vorstehenden Formel folgt für h = o, wenn dem halben 
Tagebogcu der Stundenwinkel s' entspricht,

cos s' = tg d tg p,

also s'—56« 54' 37,56" =3 St. 47 M. 38,5 Sec. = derVormittagsdaner.

Demnach ist die Dauer der Abend- oder Atorgendämmermig gleich 
8 — 8' == 2 St. 11 Miu. 17,18 Sec.

§ 77. Wenn der Ort auf der Erde so gelegen ist, daß um Mit­
ternacht die Sonne nicht tiefer als 18« unter den Horizont hinabsinkt, 
so tritt die immerwährende Dämmerung (die hellen Nächte) ein, 
indem alsdami Abend- und Morgendämmerung in einander übergehen. 
Dieses findet statt, wenn ans dem nördlichen Meridian PQ in Figur 8 75 
der Vogen RF 18« ist. Da PQ — 90«, PR — p, FQ = d, also 
unter jener Voraussetzung

QR = d + 18«= 90« — p ist, so muß

d --- 72«—p

fein, wenn immerwährende Dämmerung stattfinden soll. Letztere tritt also 
für einen bestimmten Ort an dem Tage ein, an welchem die Declination 
der Sonne die Größe 72« — p erreicht, mid sie wird sich stets wiederholen, 
so lauge d gleich ober größer als 72° — p bleibt. Wenn wiederum 
d<72°— p geworden ist, so findet Finsterniß nm Mitternacht statt.

Wollte mau in der Aufgabe §75 die Dauer der astronomischen 
Dämmerung für Riga am 1. Mai berechnen, also h = 18 ° setzen, so 
fände man cos s — 1,00561, also einen unmöglichen Werth in Ueberein- 
stimmung damit, daß für p = 56« 57' und d = 15« 13'40" sich 
ergiebt d>72°—p, also am 1. Mai für Riga feine völlige Finsterniß 
stattfindet.
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8 28. Um Ivie viel Uhr und in welchem Azimut he (a) 
hat in^ Wien, desseu Polhvhe p — 48° 12' 35" ist, die Svuue 
eine Höhe von h == 30°, wenn die Declination derselben 
d = 9°19'50" beträgt?

И V
An sl. Haben die Bezeichnungen in der Figur Xßx

die frühere Bedeutung (8 75), so ist PR = p, л/ \\ \ 
SC — h, SB — d, also in dem ДР78 bekannt 7\ sj\ \ 
ZP = 90° — p, ZS = 90° — h, PS = 90° —d.nL_ x ß JR 
Da 2< PZS = a und wenn man den Stunden- \ 
winkel RPB = 8 seht, der ZPS = 180'' — 8 \ 
ist, so hat man (8 18, 1)

cos (180° - s) = -g°8 (90° '!) ~cos '90° ~ d'cos <90° - El , als- 
sin (90° — d) sin (90° — p)

sin d sin p — sin h . , .
1 coss —------------ ---------------- und ebenso

cos d cos p

sin d — sin h sin p
2 ) cos а — ------- ;------------—.

cos h cos p

Man findet s 125° 12' 23,92" = 8" 20m 49,59s.

Die Sonne hat also am Vormittage um 8h 20"' 49,59s und am 
Nachmittage um 3h 39'" 10,41s die Höhe 30 °.

Das Azimuth ist a = 111° 24' 32,58" von Nord aus am Vor­
mittage ostwärts und am Nachmittage westwärts gezählt.

8 2». In Palermo, dessen Polhöhe p = 38°6'44" 
ist, wurde das Azimuth a und die Zeuithdistanz z eines Ster­
nes in' dem Augenblicke gesucht, als der Stundeuwinkel 
ZPS — 8 — 38"22' und die Declination des Sternes d — 5°44' 
nördlich war. Man soll a nnd z finden. (Fig. 8 78)

Anfl. In dem APZS ist bekannt PS=90"-d, PZ = 90°-p, 
2C ZPS — 8; gesucht 21. PZS — a und die Seite ZS — z. Setzt mau 
den (parallaetischeu) Winkel ZSP — n, so ist (8 20, 1, 2, 3)

, z , . cos 1- (90 ° — d — 900 + p) , , ,,
tgH» + n) = —o,i(i800_p_d) cotgls, als-

tg^a + n) = ^fT?’C0tgis' eM“
9
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tg I (a — n) = cotg I s, folglich

a = 123° 7' 4,28" und n = 41° 28' 21,56" 

, cos 1 (a 4- n) .tg^Z=^H^yC0tgHd + p), also 

z = 47° 30'58,18".

8 80. Von zwei auf demselben Meridian liegenden 
Orten X und hat der erste die Pol höhe p = 30°, der andere 
bie Polhöhe p' = 60°. Wenn die Declination eines Sternes 
d = 16°20 ist und zwar 1) nördlich und 2) südlich; um wie 
viel geht der Stern für den einen Ort früher auf als für den 
andern?

Aufl. Der Ärciti sei der Meridian 
der beiden Orte, AQ der Aeqnator und P 
der Nordpol, ferner für X der Horizont HR, 

Haifa PR = p, nnd für Y der Horizont hr, 
also Pr — p'.

1) Befindet sich der Stern in den 
y Ansgangspunkten 8 nnd T, so ist SB=TC 
= d. Der Stundenwinkel SPR == s entspricht 
der Anfgangszeit de« Sternes für den Ort X, 

.. k л , der Stundenwinkel TPr = s' der Aufgangs- 
3eit des Sternes für den Ort Y. Zufolge $ 70,1 ist

cos s = tg d tg p und cos s' = tg d tg p', also

8 — 80° 15' 32,61" und s' = 59° 29' 49,78",

ober 8 — 5" 21m 2,17s und s' == 3h 57" 59,31®, 

welches die Aufgangszeiten des Sternes für X und Y sind. Der Stern 
geht demnach für Y früher auf als für X um

s — s' = lh 23"' 2, 86®.

•ft X- 22-xr^.efil^ct,fid) ber Stern in den Anfgangspunkten M uiib N, fo 
ift die sndliche Declination desselben MD = NE == d. S^ür die beiden 
Stundenwinkel MPR — s und NPr — s' hat man (§ 70, 2)

cos s = — tg d tg p und cos s' = — tg d tg p', also 

s = 99° 44' 27,39" und s' = 120° 30' 10,22"



67

ober s = 6" 88" 57,82' und s' = 8h 2" 0,68°.

Der Stern geht also für X früher- als für Y auf um

s' — s = lh 23" 2,86°.

Der Ort, welcher die kleinere Polhöhe hat oder südlicher liegt, sieht 
also den Stern später aufgehen, wenn dessen Declination nördlich ist, 
dagegen früher, wenn die Declination südlich ist.

8 81. Dorpat hat die geogr. Breite b —58° 22' 47" und 
die Länge Z — 44° 23' 30"; Rom hat die Breite b — 41° 53' 54" 
und die Länge Z' = 30° 8' 45" (östlich von Ferro). Wenn 
die nördliche Declination eines Sternes d = 7° 22' 28" be­
trägt; iim wie viel geht derselbe für Dorpat früher auf als 
für Rom?

Ausl. Der Stuudenwinkel des für Dorpat ausgehenden Sternes 
sei s, und des für Rom aufgehenden s', so ist für dieselbe Länge bei­
der Orte (8 80, 1)

cos s = tg d tg b und 608 s' = tg d tg b',

> s = 77° 51' 55,52" = 5h 11" 27,7°

s' = 83° 19' 54,68" = 5" 13" 19,64°,

also s' — 8 — 1" 51,94° Zeitunterschied int Aufgange.

Hierzu muß der Längeuunterschied l — V = 14° 14' 45" = 56" 59° 
addirt werden, also geht der Stern für Dorpat um 58 Min. 50,94 Sec. 
früher auf.

8 8*. In Göttingen, dessen Polhöhe p = 51° 31' 54" 
ist, wurde einst am Nachmittage, als die Uhr 4 St. 2 Min. 
(mittlere oder bürgerliche Zeit) zeigte, die Höhe der Sonne 
b — 24° 37' 30" gefunden. Wenn die Declination der 
Sonne damals d = -f- 2° 50' 42" betrug; um wieviel biffe­
tt r t e die Uhr von der wahren Sonnenzeit?

Anfl. Fig. 8 78. Im Д2Р8 findet man aus ZP=90°— p, 
ZS = 90° — h und PS = 90° — d den Stundenwinkel ZPS — s 
(8 18,1) . .

sm h — sm d sin p ,, елn оп< л л он60S 8 —------------ 5-------------  , also 8 — 52° 32' 44,3".
eos d 60S p

Die Beobachtung fand also nach wahrer Sonnenzeit statt um 
3h 30“ 10,95° und die Uhr ging demnach der wahren Zeit voraus um 
31 Min. 49,05 Sec.
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8 S3. In Freiburg, dessen Polhöhe p = 48° ist, fand 
mati die Höhe der Sonne, als die Uhr 1''58" 36s zeigte, gleich 
b —30°. ggcnn fiir jenen Tag die Zeitgleichung -s- 12" 2" 
und die Declination der Sonne d —— 6° 32' 55" betrug; 
welches war der wahre Beobachtuugsmomeut nach mittlerer 
Zeit?

Aufl. Wie in 8 82 findet man für den Stnndenwinkel 

sin li — sin d sin p ,,
C°s s =------- ——--------a so s = 28° 24' 4,3".cos d cos p ' 1 '

Die Beobachtung fand demnach statt:

nach wahrer Sonnenzeit um lh 53"' 36,28s,

folglich, wenn man hierzu den Werth der Zeitgleichuug addirt, 

nach richtiger mittlerer Zeit um 2h 5m 38,28s.

Da aber die Uhr lh 58m 36s zeigte, so ergiebt sich, daß dieselbe 
um 7 Miu. 2,28 See. nachging.

8 S3. Aus der Neetastension r = 60° und der Decli­
nation d —400 eiueg Sternes sowie ans der Schiefe der 
Ekliptik e = 23° 28' die Länge l und die Breite b des Ster­
nes zu finden.

P

A

s

M

!!

Ausl. Sri AQ der Aequator, EK die 
Ekliptik, F der Frühliugspuiikt, P der Nordpol, 
P' der Pol der Ekliptik, S der Stern, PC der 
Declmationskreis mid P'G der Breitenkreis dessel­
ben, so ist FC --- r, SC = d, PP' = KQ = e, 
FG — l, SG = b (§ 57 mii) 58). In dem 

' ДР8Р' ist g e g e b en PP' — e, PS — 90 °— d, 
P' PS = Bog. AC = 90° + r, ges nd)t 2£PP'S 
— Bog. GK = 90°— l und P'S = 90° —b. 
Setzt mau den Positions winkel des Sternes 
PSP' — n, so ist (8 20) ,

tgH90--Z + n) = -g-|g0"_dd + eej =otg 4(90° + r) 

tgH90"-Z-n) = -ifg0°Idd;ee;- cotg (90■' + r) 

also Z = 66° 6' 15,33" und n = 12° 9'20,91".
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Die Seite P'S = 90° — b findet man jetzt nach S LI, nämlich 

sin 6 x u , sin e cos г
sin (90° - b)= sin (90» + r) oder cos b = - g.Q —

foglich b = 18° 59' 32,64".

8 KL. Ans bet Länge Z = 60° nub der not bl. Breite 
b = 10° eines Sternes nebst ber Schiefe der Ekliptik e = 23°28' 
soll die Rectascension r nub bit Declination d des Sternes 
gefunden werben.

An fl. Den Bezeichnungen ber Fignr 8 84 zufolge ist FG = I 
und SG = b, also im ДР8Р' gegeben PR'S = 90° —Z, 
P'S = 90° — b, PP' = e, gesucht ^LP'PS — 90° + r iinb 
PS — 90 ° — cl. Aus § 20, 4 iinb 6 folgt bind) Reduction

tg r = cos e sin 1 ~~ sin -. also r = 55° 22'52,24"
6 cos I

sin d = sin b cos e -f- cos b sin e sin Z, also d— 29° 55' 40,83".

8 Mt. Die Declination d bet Sonne zu finben, wenn 
außer bet Schiefe bet Ekliptik e = 23° 28' bit Rectascension 
der Sonne, nämlich 1) r — 42° 7' 10", unb 2) i — 340° ge­
geben ist. (Fig. 8 84)

An fl. Besinbet sich bie Sonne ans bet Ekliptik in D, so ist in 
dem bei C rechtw. ДСПБ' gegeben FC — r inib 2C CFD — e, gesucht 
CD = d, folglich (8 9, 1)

tg d — sin r tg 6.

1) giir r = 42° 7' 10" ist d = 16° 13' 59,54".
2) Für r — 340 ° ist tg d = sin 340 tg e = — sin 20 ° tg e.

Da bet größte absolute Werth, ben d habe» kann, gleich e ist nub weil 
— tg d = tg (— d), so setze man

tg (— d) = sin 20° tg e, woraus folgt d = — 8° 26' 43,67",

b. I), bie Declination bet Sonne ist südlich. Dieses ergiebt sich auch aus ber 
Figur. Geht mau uämlich vom Frnhliugspuukte F auf dem Aequator 
in ber Richtung FCQ... bib 340°, so gelangt man im vierten Qua- 
brauten bieses Umfanges 511111 Punkte B, so baß FB — 20° ist; der burch 
В gelegte Stnndenkreis PM giebt in M den Ort ber Sonne an,-, deren 
Declination MB südlich ist.
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S 87. Die Rectaseension r nnd die Declinaton d der 
Sonnezu finden, wenn außer der Schiefe der Ekliptik6 —23"28' 
gegeben ist die Länge der Svnne, nämlich 1) l = 36° 59' 
"nd 2) Z = 245°. (Fig. § 84).

Aufl. Bezeichnet D die Sonne, so ist in dein bei C rechtw. ДСПР 
gegeben ^CFD = e unb FD = Z, gesucht FC = r und CD = d 
also (8 7, 1 und 2)

tg r = tg l 608 6 und sin d = sin Z sin e.

Dieses folgt auch aus 8 85 für b — о (8 58, 2).

1) Es ist r — 340 38' 13,68" und d = 130 51' 37,98"

2) Fur Z — 245° ist tg245°= tg (245°— 180°)=tg65°, folglich 

tg r = tg 65° cos 23° 28', also r — 63° 3' 12,16".

Da aber die gegebene Länge l = 245° dein dritten Quadranten angehört, 
so fällt auch die Rectaseension in diesen; folglich ist

r — 63° 3'12,16" 4- 180°= 243° 3' 12,16".

Ferner ist sin Z = sin 245 ° = — sin (245° — 180°) = — sin 65 °, also 

sin d = — sin 65° sin 23 ° 28' oder wie in 8 86,2 

sin (— d) = sin 65° sin 23° 28', also d = — 21° 9'21"

8 88- An einem Orte Ivar die Culminations höhe der 
Sonne H = 55° 50', und nach t = 3 St. 12 Min. war ihre 
Höhe h = 40°. Man sncht die Polhöhe p des Ortes und die 
Declination d der Sonne. (Fig. 8 78).

Ausl. Ist die Sonne aus dem Meridian PH nach ihrer Cillmi- 
nation herausgetreten nnd mährend der Zeit t nach S fortgeschritten, so ist 
in dem AZPS die Seite ZS = 90°— h, PS = 90°— d, ZP = 
90°—p nnd der Stundenwinkel ZPS im Bogenmaße t = 48°, also'(8 12,1) 

cos(90°—h)=cos(90°—d)cos(90°-p)+sin(90°-d)sin(90°-p)cos t oder 

(1) sin h = sin d sin p -s- cos d cos p cos t.

Für den Augenblick der Culmination ist t = 0, also cos t = 1: 
daher giebt die Gl. (1) für diesen Fall

(2) sin H = sin d sin p + cos d cos p — cos (p — d), also
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(3) p —d= 90° — H = 34° 10'.

Die Subtraction der Gl. (1) von (2) giebt

sin H — sin h = cos d cos p (1 — cos t) ----- cos d cos p . 2 sin211, also

,.x j sin H — sin h
(4) cos dcosp = 2s.n4t

Durch Substitution dieses Werthes in (2) ergiebt sich

(5) sin d sin p = sin H — sin H — sin h 
2 sin 211

Subtrahirt man (5) von (4), so folgt

cos d cos p — sin d sin p _ sin H — sin h 
sin 211 — sin H oder (§ 2,2 und 11)

( I д\ 2 cos I (H h) sin 4 (H — h) . TT(6) cos (p + d) =---------»... H-------------------- 2- _ H.

Hat man hieraus p + d berechnet, so findet man airs p + d nnd p — d 
in (3), indem man die Differenz znr Summe addirt und davon abzieht

p — 53 ° 41' 50,72'' und d = 190 31' 50,72'



Regime r.
(Die Zahlen bejrichnen die Paragraphen and deren Anterabthrilangrn).

Abenddämmerung 75.
Abendweite 71.
A equal or 53.
Aequatorialcoordinaten 56, 3.
Aequatorhöhe 63, 3.
Aequinoctien 57, 1.
Arctischer und nntarclischer Pol 53, I.
Azimuth 55, 2; 62.
Breite, geographische 53, 2 und 4, eines 

Gestirnes 58, 2.
Breitenkreis 58, 2.

Circuinpolarsterne 54, I.
Conjunction 58, 2.
Culmination, Culminationspunkt 54, 3.
Dänniiernng 75; 76; 77.
Declination 56, I; 69.
DeclinationSkreiS 56, 1.
Ekliptik 57, 1.
Ekliptikcoordinaten 58, 2.
Frühlingspnnkt 57, I.
Geographische Breite und Länge 53, 2.
Gerade Aufsteigung 58,1.
Hemisphäre 51, 3.
Herbstpunkt 57, L.
Himmelsägliator 52, 2.
Höhe eines Sternes 55, I.
HöhenkreiS 55, I.
Höhenparallaxc 51, 4.
Horizont 51, 3.
Horizontalcoordinatcu 55, 2.
Horizontalparallaxe 51, 4
Jahr 60.
Kolur 57, 2.
Kompaß 52, 4. Vertikale 51, 2.
Lange, geographische 53,2, ci»eSGestirnes 58,2. BcrticalkreiS 55, 1.
Meridian 52, 3; 53, 1.
Mittag 54, 3.
Mittagshöhe 54, 3.
MittagSliuie 42, 3.
Mitternacht 54, 3. 
Morgendämmerung 75.
Morgenweite 71.

Nachtbogeu 54, 2.
Nachtgleichen 57, 1.
Nadir 51 2.
Norden 52, 4.

Nordpol 53 und 57, 3.
Nullmeridian 53, 2.
Opposition 58, 2.
Oste» 52, 4.
Parallaxe 51,4.
Parallelkreis 52, 2; 53, 1.
Periodischer Monat 61.
Platonisches Jahr 60.
Polarkreis 53,1; 57, 3.
Poldistanz 56, 1.
Polhvhe 53, 3 mid 4.
Positionswinkel 84.
Procession 60.
Projection 44.
Quadratur 58, 2.
RectaScension 58, I.
Scheitelpunkt 51, 2.
Schiefe der Ekliptik 57, 1.
SiderischeS Jahr 60, Monat 61.
Sommersolstitinm 57, 2.
Sonnentag, wahrer und mittlerer 59.
Sonnenmonat 61.
Sonneuzcit, wahre und mittlere 59.
Sterujahr 60.
Ster»tag und Steriizeit 56, 3.
St»»dc»krcis 56. 1.
Stundenwinkel 56, 2 und 3.
Süden 52, 4.
Südpol 52, 1; 53, 1 ; 57, 3.
Syuodischcr Monat 61.
Tageboge» 54, 2.
Thierkreiö 58, 3.
Tropisches Jahr 60.
Tropischer Moaat 61.

Weltare 52, 1.
Weltpole 52, 1.
Wendekreis 53, 1; 57, 3.
Westen 52, 4.
Windrose 52, 4.
Mintersolslitium 57, 2.

Zeitgleichung 59, 4.
Zeichen der Ekliptik 58, 3.
Zenith 51, 2.
Zenithdistanz 55, 1.
Zodiakus 5 ?, 3.

Druck vv» H. SchnakenbucgS litho- unb typogr. Anstalt in Riga.


