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EessOna.

A. Kisseljovi elementaargeomeetria opik on pikemat aega olnud koige levi-
numaks ieomeetrha opikuks. Selle peamised paremused on keele lihtsus ja selgus
ning joukohasus keskkooliopilaste arusaamisele.

Opiku {imbertootamisel ja kehtivate keskkooli. 6ppeprogrammidega kohan-
damisel on ette voetud rohkearvuliselt muudatusi ja taiendusi eesmairgiga
tapsustada, kohati aga ka laiemalt valgustada iiksikuid kiisimusi. Pohimotte-
list laadi kiisimustes on minu poolt tehtud autori tekstis olulisi muudatusi.
Raamatu esimeses osas (planimeetria) on tahtsamateks muudatusteks jarg-
mised: sirgloikude mootmise kiisimuse kisitlemisel on tarvitusele voetud 1op-
matud kiimnendmurrud; sarnasusteooria on ithendatud iildiilesandega sarnasus-
teisendusest; on antud rangem esitus kiisimusele ringjoone pikkuse mootmisest;
on tadpsustatud ja koos sellega ka veidi lihtsustatud pindalade mootmise teoo-
riat; on dra ndidatud iiksikute teoreemide tahtsus geomeetria iildkursuses; on
antud tdiendavaid nadpuniiteid monede raskeimate iilesannete lahendamiseks;
lahendusmeetodid konstruktsiooniiilesannetele, mis olid autori poolt antud
lisana raamatu 10pus, on noutavate redaktsiooniliste muudatustega paigu-
tatud raamatu vastavaisse kohtadesse (et opilane saaks nendega tutvuda ja
neid kasutada ainé Oppimise protsessis); on lithendatud arvutusiilesannete
osa, nimelt on dra jietud iilesanded, millel pole suurt praktilist ja teoreetilist
vaartust; tdiesti on vilja jdetud peatitkk «Suhted ja vorded», mis kaasaja sei-
sukohalt on tdiesti vananenud.

Peale selle on minu poolt raamatu esimesele osale kirjutatud jargmised
tdiendused: 1) kujundite siimmeetria (teljeline ja tsentraaine, § 37 ja
§ 84—86); 2) kujundite sarnasusteisendus, hutknurkade perspektiivne asend
ja ringjoonte sarnasus (§ 173—178); 3) arvude jarjendi ja muutuva suuruse
piirvaartus (§ 227—231).

Opiku iimbertootamisel piiiidsin anda ainele voimalikult tidpse esituse ja
iiksikuid kiisimusi valgustada voimalikult laialt, samuti piiiidsin nihutada esi-
kohale geomeetrilised pohiideed litkumisest, siimmeetriast ja sarnasusest kui
geomeetrilisest teisendusest. Koik see toimus sel méaral, kuipalju seda lubas
teha juba olemasolev tekst ja raamatu ulatus. Peale selle piiiidsin raamatu
iimberto6tamisel hoiduda stiili mitmekesisusest, mis oleks olnud takistuseks opi-
lastele raamatu kasutamisel.

Vereja linn, 20. II 1938.
N. GLAGOLEV.



Sissejuhatus.

1. Geomeetrilised kujundid. Igalf poolt piiratud ruumi' osa
nimetaiakse geomeetriliseks kehaks.

Geomeetrilist keha eraldab teda iimbritsevast ruumist pind.
Pinna iiht osa eraldab teisest joon.
Joone iiht osa eraldab teisest punkt.

Geomeetriline keha, pind, joon ja punkt ei esine eraldi. Kuid
abstraheerimise abil voime pinda vaadelda soltumatult kehast,
joont soltumatult pinnast ja punkti soltumatult joonest. Seejuu-
res tuleb pinda kujutleda paksuseta, joont laiuseta ja paksuseta
ning punkti pikkuseta, laiuseta ja paksuseta.

Ruumis teataval viisil asetatud mistahes punktide, joonte, pin-
dade voi kehade kogu nimelatakse kujundiks. Geomeetrilised
kujundid voivad ruumis liikuda, ilma et nad  seejuures muu-
tuksid. Kaht geomeetrilist kujundit nimetatakse vordseiks ehk
kongruentseiks, kui iiht neist on voimalik téielikult iihtistada
teisega.

2. Geomeetria. Teadust, mis uurib geomeetriliste kujundite
omadusi, nimetatakse geomeetriaks, mis kreeka keeles tdhendab
maamootmist. See teadus sai sellise nimetuse seepérast, et vanal
ajal oli geomeetria peéamiseks iilesandeks moota maapinnal kau-
gusi ja pindalasid.

Tasapind.

3. Tasapind. Koigist pindadest on meile tuntuim tasane pind
ehk lihtsalt tasapind, millest annab kujutluse hea aknaklaasi pind,
vaikse vee pind tiigis jms.

Juhime tdhelepanu tasapinna jargmisele omadusele:
tasapinna iga osa saab koigi tema punktidega asetada sama

tasapinna monele teisele osale voi monele teisele tasapinnale, kus-
juures voib pealitatava tasapinna osa ka iimber pdéérata.



Sirgjoon.

4. Sirgjoon. Lihtsaimaks jooneks on sirgjoon. Kujutlus sirg-
joonest ehk lihtsalt sirgest on koigile hdsti tuttav. Kujutluse sellest
annab pinguletommatud niit voi valguse kiir, mis véljub kitsast
avast. Selle kujutlusega iihtib sirge jargmine pchiomadus:

_ libi kahe punkti on véimalik tommata ainult iihe
sirge.

Sellest omadusest jareldub:

kui kahest sirgest (ks on asetatud teisele nii, et ithe sirge mis-
tahes kaks punkti langevad iihte teise sirge kahe punktiga, siis need
sirged iihtivad ka koigis oma teistes punktides (seepirast, et vas-
tasel korral oleks voimalik tommata 1dbi kahe punkti kaks sxrget
mis on voimatu).

Samal pohjusel kaks sirget vgivad loikuda ainult ihes punktis.

Sirge voib asetseda tasapinnal. Seejuures on tasapinnal jarg-
mine omadus:

kui tasapinnal votta kaks mingit punkti ja libi nende tommata
sirge, siis selle sirge koik punktid asetsevad sel tasapinnal.

5. Piiramatu sirge. Kiir. Loik. Kui sirget kujutleda pikendatuna
piiramatult molemale poole, siis teda nimetatakse 16pmatuks (ehk
piiramatuks) sirgeks.

Sirget tahistatakse tavaliselt kahe suure tihega, mis on paigu-
tatud sirge mistahes punktide juurde. Nii Geldakse «sirge AB»
ehk «BA» (joon. 1).

Sirge osa, mis on piiratud molemalt poolt, nimetatakse sirg-
16iguks; sirgloiku {dhistatakse tavaliselt kahe tdhega, mis on pai-
gutatud selle otste juurde (sirgloik CD, joon. 2). Monikord tdhis-
tatakse sirget voi sirgloiku iihe (viikese) tahega; naiteks oeldakse
«sirge a», «sirgloik b» jne.

A a 8 C 5 D
R VA0 e——
Joon. 1. Joon. 2.

Sageli deldakse «sirgloigu» asemel lihtsalt «loik».

Monikord vaadeldakse sirget, mis on piiratud ainult iihelt poolt,
nditeks punktis A (joon. 3). Niisuguse sirge kohta Oeldakse, et ta
lahtub punktist A; teda nimetatakse kiireks (ehk poolsirgeks).

A

Joon. 3.



6. Loikude vordsus ja mittevordsus. Kaks [6iku on vordsed,
kui neid on véimalik paigulada teineteisele nii, et nende otsad
iihtivad. :

Oletame niiteks, et 16ik AB on asetatud loigule CD (joon. 4)
nii, et punkt A on iihtinud punktiga C ja sirge AB ldheb mooda
sirget CD. Kui seejuures otspunktid B ja D iihtivad, siis 1oigud
AB ja CD on vordsed; vastasel korral 16igud pole vordsed, see-
juures viiksemaks loiguks on see. mis moodustab osa teisest 16igust.

A B c D

Joon. 4.

Selleks et mingile sirgele asetada 16ik, mis vorduks teise 10i-
guga, tarvitatakse sirklit — riista, mida Opilased tunnevad oma
kogemusist.

7. Loikude summa. Mitme 16igu AB, CD, EF (joon. 5) sum-
maks nimetatakse niisugust 16iku, mis saadakse jargmiselt.

Mingil sirgel voetakse mistahes punki M, sellest alates paigu-
tatakse sirgele 16ik MN, mis on vordne AB-ga, siis paigutatakse
punktist N samas suunas 16ik NP, mis on vordne CD-ga, ja lopuks
16ik PQ, mis on vordne EF-ga. Niilid 16ik MQ osutub antud 16i-
kude AB, CD ja EF summaks (need antud 16igud on saadud summa
suhtes liidetavad).

Samal viisil on voimalik saada mistahes 16ikude arvu puhul
nende summa.

Loikude summal on koik arvude summa omadused: ta ei soltu
liidetavate jdrjekorrast (vahetuvuse seadus ehk kommu-
tatiivsuse seadus) ega soltu ka sellest, et moned liideta-

A 8 < D £ ¥
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) Joon. 5.

vad on asendatud nende summaga (iihenduvuse seadus
ehk assotsiatiivsuse seadus).

Nii:
AB+CD+EF=AB+4+EF+CD=EF+CD +AB= . ..
ja
AB+CD+EF=AB+ (CD+EF)=CD+ (AB+EF)= . ..



8. Tehted loikudega. Summa moistest saab tuletada Iocikude
vahe moiste, samuti ka jdreldada, kuidas I1oike korrutada ja
jagada nimetu arvuga. Nii on loikude AB ja CD vahe (kui
AB>CD) niisugune kolmas 16ik, mille summa CD-ga vordub
AB-ga; loigu AB korrutis 3-ga on kolme 16igu summa, milles koik
lildetavad on vordsed AB-ga; 16igu AB jagatis 3-ga on kolmandik
loigust AB jne.

Kui antud 16igud on moodetud mingi pikkusithikuga (néditeks
sentimeetriga) ja nende pikkused on viljendatud vastavate arvu-
dega, siis loikude summat esitab 16ikusid viljendavate arvude
summa, nende vahet esitab arvude vahe jne.

Ringjoone moiste.

9. Ringjoon. Kui anda sirklile mistahes haare, asetada tema
teravik tasapinna mingisse punkti O (joon. 6) ja poorata sirklit
selle punkti iimber, siis sirkli teine jalg, mis on varustatud pliiatsi
voi sulega, joonestab tasapinnaga kokkupuutel sellele pideva joone,
mille koik punktid on iihekaugusel punktist O. Seda joont nimeta-
takse ringjooneks, punkti O aga tema tsentriks ehk keskpunktiks.
Loike OA, OB, OC ..., mis ithendavad keskpunkti ringjoone punk-
tidega, nimetatakse raadiusteks. Uhe ja sama ringjoone koik raa-
diused on vordsed.

Vordsete raadiustega ringjooned

on vordsed, sest kui nad asetatakse

B ithele tasapinnale nii, et nende kesk-

punktid iihtivad, siis nad katavad
teineteist taiesti.

Sirget (MN, joon. 6), mis ldbib
ringjoone kaht punkti, nimetatakse
Ioikajaks.

Sirgloiku (EF), mis {ihendab ring-
joone kaht punkti, nimetatakse kd0-
luks.

Keskpunkti labivat koolu (AD)
nimetatakse diameetriks ehk 1dbimoo-
duks.

Diameeter vordub kahe raadiuse summaga ja seepdrast iihe
ringjoone koik diameetrid on vordsed.

Ringjoone osa (naiteks EmF) nimetatakse kaareks.

Mingi kaare otspunkte iihendava koolu (EF) kohta oOeldakse,
et ta toetub kaarele EmF. .

Kaart tahistatakse monikord maéargiga «; nditeks kirjutatakse
nii: w EmF.

8

Joon. 6.



Ringjoone poolt piiratud tasapinna csa nimetalakse ringiks .

Ringi osa kahe raadiuse vahel (joonisel 6, osa COB, mis on
viirutatud) nimetatakse sektoriks, osa aga, mille 16ikab ringist éra
mingi loikaja (osa EmF), nimetatakse segmendiks.

10. Kaarte vordsus ja mittevordsus. N
Uhe ja sama ringjoone (voi vordsete ring- M p
joonte) kaared on vordsed, kui iiht neist on
voimalik asetada teise peale nii, et nende
otspunktid iihtivad. Oletame nditeks, et
asetame kaare AB (joon. 7) kaarele CD
nii, et punkt A {ihtib punktiga C ning kaar
AB laheb mooda kaart CD. Kui seejuures D
otspunktid B ja D iihtivad, siis {ihtivad ka A
nende kaarte vahepealsed punktid, sest
nad on koik keskpunktist iihekaugusel, B ¢
tahendab wAB=wCD. Kui aga punktid Joon. 7.
B ja D ei iihti, siis kaared pole vordsed,
seejuures on vaiksem see kaar, mis moodustab osa teisest kaarest.

11. Kaarte summa. Mitme vordse raadiusega kaare summaks
nimetatakse niisugust sama raadiusega kaart, mis koosneb osa-
dest, mis on vastavalt vordsed antud kaartega. Kui ringjoone
mingist punktist M (joon. 7) alates votame kaare MN, mis on
vordne kaarega AB, ja siis punktist N paigutame edasi samas suu-
nas kaare NP, mis on vordne kaarega CD, siis kaar MP on kaarte
AB ja CD summaks. Samai viisil voime saada kolme ja enama
kaare summa.

Vordsete raadiustega kaarte liitmisel voib juhtuda, et summa
ei mahu iihele ringjoonele, iiks kaartest voib osaliselt katta teise.
Niisugusel korral on kaarte summaks kaar, mis on suurem tervest
ringjoonest.

Nii nditeks saadakse kaarte AmB ja CnD liitmisel (joon. 8)
kaar, mis koosneb tervest ringjoonest ja kaarest AD.

Joon. 8.

! Monikord sona «ring» tarvitatakse «ringjoone» mottes. Seda tuleb
aga viltida, sest ithe sona tarvitamine kahe eri moiste jaoks voib esile kut-
suda arusaamatusi.



Kaarte summa, nagu sirgloikudegi summa puhul kehtib vahe -
tuvusejatihenduvuse seadus.

Kaarte summa moistest jareldub, nagu sirgloikudegi puhul,
kaarte vahe moiste, samuti moiste kaarte kerrutamisest ja jagami-
sest nimetu arvuga. :

12. Geomeeiria jaotus. Geomeetria jaguneb kaheks osaks:
planimeetriaks ja stereomeetriaks. Esimene kisitleb niisuguseid
kujundeid, mille koik osad asetsevad iihel tasapinnal; teine kasit-
leb kujundeid, mille koik osad ei asetse iihel tasapinnal.



PLANIMEETRIA

ESIMENE PEATUKK.
SIRGJOON.

I. Nurgad.

Eelmoisted.

13. Nurk. Kujundit, miile moodustavad kaks iihest punkiist
vdljunud kiirt (AO ja OB, joon. 9), nimetatakse nurgaks. Kiiri
ehk poolsirgeid, mis moodustavad nurga, nimetatakse tema haa-
radeks, ja punkti, millest need vdljuvad, nurga tipuks.
Haaru tuleb kujutleda tipust piiramatult pikendatuna.

Nurka tdhistatakse tavaliselt kolme suure tdhega, millest kesk-
mine tdht on paigutatud tipu juurde, ddrmised tdhed aga haarade
mistahes punktide juurde; nditeks Oeldakse «nurk AOB» ehk
«nurk BOA» (joon. 9).

Nurka voib aga tédhistada ka iihe tdhega, mis on paigutatud
tipu juurde, kui selle tipu juures pole teisi nurki. Monikord téhis-
tame nurka numbriga voi kreekakeelse tdhega, asetades selle nurga
sisse tipu juurde.

Nurga haarad jaotavad kogu tasapinna, millel asetseb nurk,
kaheks piirkonnaks. Uks neist on nurga sisemine piirkond, teine
nurga viline piirkond. Harilikult loetakse sisemiseks piirkonnaks
seda, millesse taielikult asetub sirgloik, mis {ihendab nurga haa-
radel voetud mistahes kaht punkti, nditeks punkte A ja B nurga
AOB haaradel (joon. 9). Monikord aga loetakse nurga sisemiseks
piirkonnaks tasapinna teist osa. Niisuguseil juhtumeil tavaliselt
ndidatakse eraldi, milline tasapinna osa on voetud nurga sisemi-
seks piirkonnaks.

Joonisel 10 on nédidatud eraldi molemad juhtumid. Viirutatud
pinnaosa on nurga sisemiseks piirkonnaks.

Kui nurga tipust (joon. 9) on nurga sisse tommatud mingid
sirged OD, OE, ..., siis siinjuures tekkinud nurgad AOD, DOE,
EOB ... on nurga AOB osad.

11



Sona «nurk» asemel tarvitatakse tihti mirki Z.
Naiteks «nurk AOB» asemel kirjutatakse: £ AOB.

Joon. 9. Joon. 10.

14. Nurkade vordsus ja mittevordsus. Vastavait geomeetriliste
kujundite vordsuse ehk kongruentsuse iilddefinitsioonile (§ 1) on
kaks nurka vordsed, kui neid saab teineteisele asetamisega iihtis-
tada. Oletame niiteks, et paigutame nurga AOB nurgale A,0,B,
(joon. 11) nii, et tipp O iihtib tipuga O,, haar OB liheb méoda
01B; ja mdlema nurga sisemised piirkonnad on iihel pool sirget
O1B,. Kui seejuures haar OA iihtib haaraga 0,4, siis on nurgad
vordsed; kui aga haar OA on nurga A;0,B, sees voi viljaspool
seda, siis pole nurgad vordsed: seejuures see nurk on vaiksem, mis

moodustab osa teisest nur-
gast.

A A,
15. Nurkade summa.
Nurkade AOB ja A,0,B,
(joon. 12) summaks nime-
tatakse sdidrast nurka, mis
0 0o 8, saadakse jirgmisel viisil.

Joonestame nurga MNP,

Joon. 11. mis on vordne esimese

antud nurgaga AOB, ja

selle juurde joonestame nurga PNQ, mis on vérdne teise antud
nurgaga A;0B,, nii et nurkadel oleks tihine tipp N ja iihine
haar NP ning nurkade sisemised piirkonnad oleksid asetatud mole-
male poole iihist haara NP. Niiiid nimetatakse nurka MNQ antud

: Q
B : P
A /( A M
0 0, "N

Joon. 12.
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nurkade AOB ja A,0,B, summaks. Selle nurga sisemiseks piirkon-
naks on see osa tasapinnast, mille moodustavad liidetavate nur-
kade sisemised piirkonnad. See on piirkond, milles asetseb liideta-
vate nurkade iihine haar (NP). Samal viisil voib saada ka kolme
ja enama nurga summa.

Nurkade summa, nagu sirgloikudegi summa puhul kehtib
vahetuvuse ja ihenduvuse seadus.

Sageli rddgitakse niisugusest kiirest, mis poolitab antud nurga;
seda kiirt nimetatakse nurgapoolitajaks ehk bisektoriks (joon. 13).

16. Nurga moiste laiendamine. Nurkade liitmisel voivad esi-
neda moned erijuhtumid, mida on soovitav eraldi labi arutada.

1) Voib juhtuda, et nurkade liitmisel, niiteks kolme nurga
AOB, BOC ja COD (joon. 14) liitmisel, nurga COD haar OD moo-
dustab nurga AOB haara OA pikenduse. Me saame siis kujundi,
mille moodustavad kaks iihest punktist 1dhtuvat ja iihel sirgel aset-
sevat kiirt. Niisugust kujundit nimetatakse samuti nurgaks (sirg-
nurgaks).

8
=
D A
(0)
Joon. 13. Joon. 14.
2) Voib juhtuda, et nurkade, néiteks 8
viie nurga: AOB, BOC, COD, DOE ja »

EOA (joon. 15) liitmisel nurga EOA
haar OA iihtib nurga AOB haaraga CA.

Kujundit, mille moodustavad niiviisi
(iihtinud kiired (koos kogu tasapinnaga, 0
mis asetseb iihise tipu O iimber), nime-
tatakse samuti nurgaks (talspoordeks)

3) Lopuks voib juhtuda, et nurkade .
summa ehitamisel meie mitte ainult ei
tdida kogu tasapinda {ihise tipu timber, €
vaid oleme sunnitud asetama nurki Joon. 15.

teineteise peale, kattes tasapinda iihise

tipu iimber teist, kolmandat jne. korda. Niisugune nurkade summa
vordub tdispoordega, millele on liidetud moni nurk, voi kahe tiis-
poordega, miliele on liidetud moni nurk jne.

13



Nurkade mootmine.

17. Kesknurk. Nurka (AOB, joon. 16), mille moodustavad ring-
joone kaks raadiust, nimetatakse kesknurgaks. Niisuguse nurga
ja kaare kohta, mis asetsevad nurga haarade vahel, oeldakse, et
nad vastavad teineteisele.

Kesknurkadel on vastavate kaarte suhtes kaks jargmist
omadust:

1) kui kesknurgad iihes ringis vOi vordseis ringides
ondyérdsed, siis on vordsed ka nendele vastavad kaa-
red ja

2) iimberpéordult: kui kaared on vordsed, siis on vord-
sed ka nendele vastavad kesknurgad.

A,
W,

A 8 ()]
Joon. 16. Joon. 17.

Olgu LAOB= ZCOD (joon. 17); néitame, et kaared AB ja CD
on samuti vordsed. Kujutleme, et sektor AOB on poéoratud timber
keskpunkti O noolega nédidatud suunas nii, et raadius OA on iihti-
nud OC-ga. Siis nurkade vordsuse tottu raadius OB iihtib OD-ga;
tdhendab, kaared AB ja CD iihtivad, s. o. nad on vordsed.

Ka teist omadust voib kergesti pohjendada pealitamisega.

18. Nurga- ja kaarekraadid. Kujutleme, et mingi ringjoon on
jaotatud 360-ks vordseks osaks ja koik jaotuspunktid on iihen-
datud keskpunktiga. Siis tekib keskpunkti iimber 360 vordset kesk-
nurka, sest neile vastavad vordsed kaared. Séédrasel viisil saadud
ringjoone iga kaart nimetatakse kaarekraadiks, keskpunkti juures
tekkinud iga kesknurka aga nurgakraadiks. Tihendab, {iks kaare-

1 TR i
kraad on 360 ringjoonest, nurgakraad aga on kesknurk, mis vas-

tab iihele kaarekraadile.

Kaare- ja nurgakraadid jaotatakse 60-ks vordseks osaks, mida
nimetatakse minutiteks, minutid aga jaotatakse veel 60-ks vord-
seks osaks, mida nimetatakse sekunditeks !.

! On tarvitusel ka nurkade ja kaarte sajandsiisteem; selles siisteemis on

1
iiks kaarekraad 100 Vveerand-ringjoonest; minut 0o kraadist ja 1 sekund

1
100 minutist.
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19. Vastavus kesknurkade ja kaarte vahel. Olgu AOB mingi
nurk (joon. 18). Tombame tipust O kui keskpunktist nurga haa-
rade vahele mistahes raadiusega kaare CD; siis nurk AOB on kesk-
nurk, mis vastab kaarele CD.

Oletame niiteks, et selles kaares on 7 kaarekraadi (joonisel
on kraadid kujutatud suurendatult). Kui niiiid ithendada kaare
jaotuspunktid keskpunktiga, siis nurk AOB jaguneb ilmselt 7-ks
nurgakraadiks. Uldiselt voib iitelda, et nurka méédetakse temale
vastava kaarega, moistes selle lause
all jargmist: nurgas on niisama palju
nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid,
kui palju vastavas kaares on kaare-
kraade, -minuteid ja -sekundeid. Kui c
naiteks kaares CD on 20 kaarekraadi,

10 kaareminutit ja 15 kaaresekundit,

siis nurgas AOB on 20 nurgakraadi,

10 nurgaminutit ja 15 nurgasekundit.

Seda viljendatakse lithidalt jirgmi-

selt: ZAOB=20°1015", téhistades 8
siimbolitega °,” ja ” vastavalt kraade,
minuteid ja sekundeid.

Nurgakraadi suurus ei s6ltu ring-
joone raadiusest. Toepoolest, kui liita
§ 15 antud reegli pohjal 360 nurgakraadi, siis saadakse tdispoore
ringjoone keskpunkti juures. Milline ka ringjoon oieks, tdispoore
on alati niisama suur. Tihendab, voime iitelda, et nurgakraad

1 D e e . . . e ~— -
on e tdispéordest. See nurka tiielikult midrav nurgamdot ei

soltu ringjoone raadiusest.
Nurgakraadide arv méidrab antud nurgas iihe haara kalde
suuruse teise haara suhtes.

A

Joon. 18.

20. Mall. Nurkade mooimiseks tarvitatakse erilist riista —
malli. See riist (joon. 19) kujutab enesest poolringi, mille kaar

T,
S 1 I///’// ‘
SRt 1% oo /0

ﬁsgﬂ:t%%

gt
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on jaotatud 180-ks kraadiks. Selleks, et moota nurka DCE, aseta-
takse sellele mall nii, et poolringi keskpunkt {ihtib nurga tipuga,
raadius CB ldaheb aga moéda CE-d. Siis nurga DCE haarde vahel
asetseva kaare kraadide arv néitab nurga suurust. Malli abil saab
ka joonestada nurka, mille suurus kraadides on antud.

21. Taisnurk, teravnurk ja niirinurk, 90°-list nurka (see on
jarelikult pool sirgnurgast ehk veerand téispoordest) nimetatakse

RANE

TAISNURK TERAVNURK NURINURK
Joon. 20.

tdisnurgaks; nurka, mis on vdiksem tdisnurgast, nimetatakse
teravnurgaks, ja nurka, mis on suurem tdisnurgast, kuid viiksem
sirgnurgast, nimetatakse niirinurgaks (joon. 20).

Muidugi, kéik tdisnurgad kui nurgad, mis sisaldavad iihe-
palju kraade, on vordsed.

Tdisnurga suurust tahistatakse monikord tdhega d (esimene tdht
prantsuskeelsest sonast «droit», mis tdhendab «oige»).

Korvunurgad ja tippnurgad.

/

22. Korvunurgad vja nende omadused. Kaht nurka (AOB ja
BOC, joon. 21) nimetatakse korvunurkadeks, kui neil on iks
ithine haar ja teised haarad on teineteise pikenduseks.

0o 0
Joon. 21. Joon. 22.

Et niisuguste nurkade summa on sirgnurk, siis kérvunurkade
summa vordub 180°-ga (teiste sonadega: ta vordub kahe téis-
nurga summaga). :

16



Igale nurgale saab joonestada kaks korvunurka. Néiteks nur-
gale AOB (joon. 22), pikendades kiilge AO, saame korvunurga
BOC ja pikendades kiilge BO, saame teise korvunurga AOD. Kaks
nurka, BOC ja AOD, mis on iihe ja sama nurga AOB korvunurgad

on vordsed, sest kumbki neist tdiendab
nurka AOB 130°-ni.

5 A
COD on samuti tédisnurk, sest kolme o
nurga, AOB, BOC ja AOD summa on s
kahe sirge (AC ja BD, joon. 23) [oiku-
misel iiks nurkadest osutub tdisnurgaks, Joon. 23.

23. Ristjoon ja kaldjoon. Kahe korvunurga iihist haara (OB),
kui nurgad pole vordsed, nimetatakse kaldjooneks sellele sirgele
vordub tdisnurgaga, siis iihist haara nimetatakse ristjooneks ehk
perpendikulaariks sellele sirgele, millel asetsevad kaks teist haara.

Kui nurk AOB on taisnurk
(joon. 23), s. t. vordub 90°-ga, siis
on ka iga tema korvunurk COB ja 3 :
AOD tiisnurk, sest nad vorduvad - 4
180°—90° s. o. 90°ga. Neljas nurk ¢

g

270°, ]arellkult neljas nurk vordub
360°—270° s. o. 90°-ga. Niisiis: Fkui
siis ka idlejadnud kolm nurka on ftdis-
nurgad.
(AC), millel asetsevad kaks teist haara (joon. 24). Juhtumil aga,
kui korvunurgad on vordsed (joon. 25), s. o. kui kumbki neist
Uhist tippu (O) nimetatakse esimesel juhtumil kaldjoone aluseks,
teisel juhtumil ristjoone aluseks.

8 B
A ) c A 3 &
Joon. 24. Joon. 25.

Kahe sirge kohta (AC ja BD, joon. 23), mis l6ikumisel moo-
dustavad tédisnurga, 6eldakse, et nad on teineteisega risti. Seda, et
sirge AC on risti sirgega BD, margitakse nii: AC L BD.

On silmanihtav, et antud sirge igast punktist saab tommata
sirgele ainult iihe ristjoone.

24. Toestame, et igast punktist, mis asetseb viiljaspool
sirget, saab sellele sirgele tommata ainult iihe rist-
joone.

2 Geomeetria VI—IX Kl 17



Olgu antud mingi sirge AB (joon. 26) ja viljaspool seda mis-
tahes punkt M. Esiteks tuleb néidata, et sellest punktist on voimalik
tommata ristjoon sirgele AB, ja teiseks, et see ristjoon on ainus
ristjoon, mis on voimalik tommata antud punktist M antud
sirgele AB.

£
TS RRe
// c
s =D

Joon. 26. 5 Joon. 27.

Kujutleme, et joonis on kokku murtud modda sirget AB nii, et
filemine osa on langenud alumisele. Siis votab punkt M mingi
asendi N. Ara maérkinud selle asendi, viime joonise endisse asén-
disse. Niiiid ithendame punktid M ja N sirgega ja veendume selles,
et tommatud sirge MN on risti AB-ga, kuid iga teine punktist M-
tommatud sirge, nditeks MD, pole risti AB-ga. Selleks murrame
joonise teiskordselt kokku. Punkt M langeb uuesti punktile N,
punktid C ja D jddvad aga endistesse kohtadesse; jdrelikult sirg-
16ik MC tihtib NC-ga ja MD ND-ga. Sellest jareldub, et ZMCB=
=/ZBCN ja £ZMDC=/ZCDN. Nurgad MCB ja BCN on 'aga
korvunurgad ning nagu praegu nédeme, on nad ka vordsed; jdre-
likult, kumbki neist on tdisnurk ja seepdrast MN:LAB. Et
aga joon MDN pole sirgjoon (sest ei saa olla kaht sirget, mis
labivad punkte M ja N), siis kahe vordse nurga MDC ja CDN
summa ei vordu sirgnurgaga, s. o. 2d-ga; seepdrast nurk MDC
pole tédisnurk ja, tédhendab, MD pole risti AB-ga. Niisiis: teist rist-
joont punktist M sirgele AB tommata ei saa.

25. Joonestamiskolmnurk. Antud sirgele ristjoone joonestami-
seks on ho!pus kasutada joonestamiskolmnurka, sest tema {iks nurk
on tdisnurk. Selleks et sirgele AB (joon. 27) tommata ristjoon sir-
gel asetsevast punktist C voi véljaspool sirget asetsevast punktist D,
paigutatakse joonlaua serv AB-le ja joonlaua kiilge kolmnurk; joon-
lauda kdega kinni hoides nihutatakse kolmnurka modda joonlaua
serva nii kaugele, kuni {disnurga teine sery 1dbib punkti C voi D.
Niiiid tommatakse sirge CE.

26. Tippnurgad ja nende omadused. Kaht nurka nimetatakse
tippnurkadeks, kui ithe nurga haarad on teise nurga haarade
pikendusteks. Nii tekib kahe sirge AB ja CD (joon. 28) l6ikumisel
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kaks paari tippnurki: AOD ja COB, AOC ja DOB (ja neli paari
korvunurki).

Kaks tippnurka on vérdsed (niiteks ZAOD= /ZBOC,
joon. 28), sest kumbki neist on iihe ja sellesama nurga korvunurk
(£DOB vdi £AOC kérvunurk), niisugused nurgad
on aga, nagu nigime (§ 22), vordsed. A D

27. Mirkusi iihistipuliste nurkade kohta. Uhise
tipuga ehk iihistipuliste nurkade kohta on kasulik
meeles pidada jiargmised lihtsad toed.

1) Kui monede ihistipuliste nurkade (AOB,

BOC, COD, DOE, joon. 29) summa on sirgnurk, 0
siis see summa vordub 2d-ga, s. o. 180°-ga.

2) Kui moénede iihistipuliste nurkade (AOB,

BOC, COD, DOE, EOA, joon. 30) summa on
taispocre, siis see summa vordub 4d-ga, s. o.
360°-ga. €

3) Kui kahel nurgal (AOB ja BOC, joon. 24) ] 98
on ihine tipp (O) ja iihine haar (OB) ning nende b s
summa vordub 2d (s. o. 180°), siis nende nurkade
teised haarad (AO ja OC) on teineteise pikendusteks (s.t. niisugu-
sed nurgad on korvunurgad).

8

Joon. 29, Joon. 30.

Harjutusi,

1. Nurk vordub 38°20’; leida selle nurga korvunurga suurus.

2. Kahel nurgal ABC ja CBD on iihine tipp B ja ithine haar BC. Nur-
gad ei kata teineteist; nurk ABC=100°20" ja nurk CBD=79°40". Kas haa-
rad 4B ja BD moodustavad sirgjoone?

3. Joonestada mingi nurk ja poolitada see malli ja jocnlaua abil.

4. Toestada, et kahe korvunurga poolitajad on teineteisega risti.

5. Toestada, et kahe tippnurga poolitajad moedustavad iihe sirge.

6. Toestada, et kui sirge AB punkti O juurde (joon. 28) joonestada mdle-
male poole AB vordsed nurgad AOD ja BOC, siis nende haarad OD ja OC
moodustavad iihe sirge.

7. Toestada, et kui punktist O (joon, 28) tommata kiired 0OA, OD, OB,
OC nii, et ZAOC=ZDOB ja LAOD=/COB, siis OB on OA pikenduseks
ja OD on OC pikenduseks. 4

Juhis. Tuleb rakendada § 27, ja 2 ja 3.
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II. Matemaatilised laused.

28. Teoreemid, aksioomid, definitsioonid. Esitatust voime jérel-
dada, et moned geomeetrilised toed lugesime tdiesti silmanédhta-
vaiks (nditeks tasapinna ja sirge omadused § 3 ja 4), teised aga
tegime kindlaks arutluste abil (nditeks korvunurkade omadused
§ 22 ja tippnurkade omadused § 26). Niisugused arutlused on
geomeetrias peamiseks vahendiks geomeetriliste kujundite oma-
duste kindlakstegemisel. Seepédrast ongi edaspidise kursuse labi-
votmiseks kasulik tutvuda arutluste nende liikidega, mis leiavad
rakendust geomeetrias. Koik toed, millega tegeleb geomeetria,
véljenduvad lausetena. :

Need laused vdivad olla jargmised.

" Definitsioonid. Definitsioonideks nimetatakse lauseid, mis
selgitavad iihe voi teise nimetuse voi viljenduse maotet. Niiteks
tutvusime juba kesknurga, tdisnurga, ristjoone ja monede teiste
moistete definitsioonidega.

Aktsioomid. Aksioomideks nimetatakse todesid, mida tun-
nustatakse toestuseta. Niisuguseiks on nditeks laused, mida ees-
pool késitleti (§4): 1dbi kahe punkti saab tommata ainult {ihe sirge;
kui sirge kaks punkti asetsevad antud tasapinnal, siis ka selle sirge
tilejddnud punktid asetsevad sel tasapinnal.

Toome veel jargmised aksioomid, mis leiavad rakendust iga
liiki suuruste puhul:

kui kaks suurust on vordsed iihe ja sellesama kolmanda suu-
rusega, siis on nad ka omavahel vordsed;

kui vordsetele suurustele liita vordsed suurused voi vordsetest
suurustest lahutada vordsed suurused, siis saadud suurused on
vordsed; :

kui mittevordsetele suurustele liita vordsed suurused voi mitte-
vordsetest suurustest lahutada vordsed suurused, siis suurem suu-
rus jddb suuremaks.

Teoreemid. Teoreemideks nimetatakse niisuguseid lauseid,
mille oigsus selgub ainult pdrast teatavat arutlust (toestust). Néi-
deteks voiksid olla jadrgmised laused:

kui ihes ringis vbi vordsetes ringides kesknurgad on vordsed,
siis on vordsed ka neile vastavad kaared;

kui kahe sirge loikumisel iks neljast nurgast on tdisnurk, siis
on ka ilejadnud nurgad tdisnurgad jms.

Jireldused. Jdreldusteks nimetatakse lauseid, mis jarelduvad
vahetult aktsioomidest voi teoreemidest. Naiteks aktsioomist: «/dbi
kahe punkti saab tommata ainult ithe sirge» jareldub, et «kaks sir-
get [oikuvad ainult ihes punktis».
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29. Teoreemi koostis. Igas teoreemis on kaks osa: eeldus ja
viide. Eeldus viljendab seda, mis antud, viiide aga seda, mida
tuleb toestada. Niiteks teoreemis: «kui kesknurgad on vordsed, siis
on virdsed ka neile vastavad kaared», on eelduseks teoreemi esi-
mene osa: «kui kesknurgad on vérdsed», viiteks aga teoreemi
teine osa: «siis on vordsed ka neile vastavad kaareds. Teiste
sonadega: on antud (on teada), et kesknurgad on vordsed, toes-
tada aga tuleb, et sel eeldusel on ka vastavad kaared vordsed.

Teoreemi eeldus ja vdide voivad monikord koosneda mitmest
eri eeldusest ja eri viilest; nditeks teoreemis: <«kui arv jagub
kahega ja kolmega, siis ta jagub ka kuuegas koosneb eeldus kahest
osast: «kui arv jagub kahega» ja «kui arv jagub kolmega». £

On kasulik markida, et iga teoreemi saab tédpselt viljendada
sonadega nii, et tema eeldus algaks sonaga «kui», vidide aga
sonaga «siis». Nditeks teoreemi: «tippnurgad on vordsed» voib
tdpsemalt sonastada nii: «kui kaks nurka on tippnurgad, siis
on nad vordsed». :

-

30. Poordteoreem. Antud teoreemi poordtecreemiks nime-
tatakse niisugust teoreemi, milles eelduseks on vdetud antud teo-
reemi vdide (voi iiks osa vditest), vditeks aga antud teoreemi eel-
dus (voi osa eeldusest). Niiteks on jargmised kaks feoreemi teine-
teise poordteoreemideks:

kui kesknurgad on vordsed, kui kaared on vordsed, siis
Siis on vordsed ka neile vasta- | on vordsed ka neile vastavad
vad kaared. kesknurgad.

Kui iiht neist nimetame otseseks teoreemiks, siis teist tuleb
nimetada poordfeoreemiks.

Antud ndites on molemad teoreemid Giged. Nii pole see aga
alati. Nditeks teoreem: «kui kaks nurka on tippnurgad, siis on nad
vordsed» on oige, aga poordteoreem: «kui kaks nurka on vordsed,
siis on nad tippnurgads pole oGige.

Toepoolest, oletame, et mingis nurgas on tommatud poolitaja
(joon. 13). Nurgapoolitaja jaotab antud nurga kaheks viiksemaks
nurgaks. Need nurgad on vordsed, aga nad pole tippnurgad.

31. Vastandteoreem. Antud teoreemi vastandteoreemiks
nimetatakse niisugust teoreemi, mille eeldus ja vdide on antud teo-
reemi eelduse ja vdite eitamine. Niiteks teoreemile: «kui arvu
ristsumma jagub iiheksaga, siis arv jagub iitheksaga» vastab vas-
tandteoreem: «kui arvu ristsumma ei jagu itheksaga, siis arv ei
jagu iiheksagas.

Ka siin tuleb dra markida, et otsese teoreemi digsus ei tdhenda
veel vastandteoreemi Gigsust; néiteks vastandteoreem: <kui iga lii-
detav e i jagu iihe ja sellesama arvuga, siis summa ka e i jagu selle

arvuga» pole dige, kuna otsene teoreem on aga oige.
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32. Seos otsese teoreemi, pdordteoreemi ja vastandteoreemi vahel. Selle
seose parimaks selgitamiseks viljendame teoreemid lithidalt jargmiselt
(tahega A tahistame teoreemi eelduse, tihega B teoreemi viite).

1) Otsene teoreem: kui on A, siis on ka B.

2) Poordteoreem: kui on B, siis on ka A.

3) Otsese teoreemi vastandteoreem: kui pole A, siis pole ka B.

4) Poordteoreemi vastandteoreem: kui poie B, siis pole ka A.

Vaadeldes neid lauseid, on kerge mirgata, et esimene neist on sarnley
neljandaga nagu teine kolmandaga, nimelt: esimene ja neljas lause on iimber-
pooratavad, samuii ka teine ja kolmas lause. Toepoolest, lausest: «kui on A4,
siis on ka B» jargneb vahetult: «kui pole B, siis pole ka A» (sest kui oleks- A4,
siis vastavalt esimesele lausele oleks ka B); iimberpoordult, lausest: «kui pole
B, siis pole ka A» jareldame: «kui on A, siis on ka B» (sest kui poleks B,

siis poleks ka A). Tapselt samuti veendume, et teisest lausest jiargneb kolmas
ja iimberpodrdult.

Niisiis, et olla kindel koigi nelja teoreemi OGigsuses, pole tarvidust toes-
tada kniki neid eraldi; piisab, kui toestada ainult kaks: otsene teoreem ja
poordteoreem, voi jélle otsene teoreem ja vastandteoreem.

II. Kolmnurgad.
Hulknurga ja kolmnurga mdiste.

33. Murdjoon. Murdjooneks nimetatakse joont, mis moodustub
mitte {ihel sirgel asetsevaist sirgloikudest nii, et esimese 16igu ots-
punkt on teise 16igu alguspunktiks, teise 16igu otspunkt on kol-
manda 16igu alguspunktiks jne. (joon. 31 ja 32). '

Neid sirgloike nimetatakse murdjoone liilideks, naaberldikude
poolt moodustatud nurkade tippe nimetatakse murdjoone tippudeks.
Murdjoont tdhistatakse tdhtede reaga, mis on paigutatud tema tip-
pude ja otspunktide juurde; nditeks Geldakse: murdjoon ABCDE.

L
£
8 \ /8\__/
A a C f2]
Joon. 31. £ Joon. 32.

Murdjoont nimetatakse Kumeraks, kui ta asetseb tervikuna iihel
pool iga teda moodustavat [6iku, mis on piiramatult pikendatud
molemale poole. Niisugune murdjoon on naiteks joonisel 31 kuju-
tatud joon, kuna aga joonisel 32 kujutatud joon pole kumer (ta ei
asetse iihel pool sirget BC). : :

Kui murdjoone otspunktid {ihtivad, siis murdjoon on kinnine
(niiteks joon. ABCDEA joonisel 33).

34. Hulknurk. Kujundit, mille moodustab kinnine mu}djoon
koos selle joone poolt piiratud tasapinna osaga, nimetatakse
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hulknurgaks (joon. 33). Murdjoone liilisid nimetatakse hulk-
nurga kiilgedeks, nurgad iga kahe naaberkiilje vahel on hulknurga
nurgad, nurkade tipud on hulknurga tipud.

Seejuures on hulknurga nurga sisemiseks piirkonnaks see piir-
kond, millesse kuulub nurga tipuga vahetult kokkupuutuv hulk- .
nurga oma sisemine piirkond. Nii on hulknurga MNPQRS
(joon. 33) puhul nurgaks tipu P juures nurk, mis on suurem kahest
taisnurgast (viirutatud sisemise piirkonnaga). Hulknurka piiravat
murdjoont nimetatakse tema kontuuriks ehk piirjooneks ja 16iku,
mis vordub koigi kiilgede summaga, perimeetriks ehk iimber-
mooduks.

Hulknurka nimetatakse kumeraks, kui ta on piiratud kumera
murdjoonega; selline on nditeks hulknurk ABCDE, mis on kujuta-
tud joonisel 33 (hulknurk MNPQRS pole kumer hulknurk). Meie
tegeleme peamiselt kumerate hulknurkadega.

Iga sirget (nagu AD, BE, MR,..., joon. 33), mis iihendab
hulknurga kaht mitte iihe kiilje juures asetseva nurga tippu, nime-
tatakse hulknurga diagonaaliks. :

Ry
N

Q
C
: P
D
N R
ke
c el
3
A : M

Joon. 33.

Hulknurga véiksem kiilgede arv on kolm. Kiilgede arvu jargi
voivad hulknurgad olla kolmnurgad, nelinurgad, viisnurgad jne.
Liihidalt tdhistatakse kolmnurka siimboliga A.

35. Kolmnurkade liigitelu.
Kolmnurki liigitatakse kiilgede '
pikkuse ja nurkade suuruse jargi. :
Kiilgede jargi kolmnurgad on:
isekiilgsed (joon. 34), kui koik

kiiljed on eri pikkusega, ja vord-
haarsed (joon. 35), kui kaks kiil-
ge on iihepikkused; erijuhtumil Joon. 34. Joon. 35.
nimetatakse vordhaarset kolm- A
nurka vordkiilgseks (joon. 36), kui koik ta kiiljed on vordsed.
Nurkade suuruse jargi on kolmnurgad teravnurksed (joon. 34),
kui koik nurgad on teravnurgad, tidisnurksed (joon. 37), kui {iks
nurk on tdisnurk, ja niirinurksed (joon. 38), kui iiks nurk on niiri-
nurk.
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Taisnurkses kolmnurgas nimetatakse kiilgi, mis moodustavad
taisnurga, kaatetiteks ja tdisnurga vastaskiilge hiipotenuusiks.

36. Peamised jooned kolmnurgas. Kolmnurga kiilgedest iiht
nimetatakse monikord aluseks, selle vastas asetseva nurga tippu
nimetatakse koimnurga tipuks. Ristjoont, mis on tommatud tipust
alusele voi selle pikendusele, nimetatakse kolmnurga korguseks.

KAATET

KAATET
Joon. 36. Joon. 37. Joon. 38

Kui kolmnurgas ABC (joon. 39 ja 39-a) on aluseks voetud kiilg
AC, siis tipuks on B ja korguseks on BD.

Vordhaarses kolmnurgas voetakse aluseks tavaliselt see kiilg,
mis ei kuulu vordsete kiilgede hulka; siis on ta tipuks vordsete
kiilgede vahel oleva nurga tipp.

/
m A
A f c E &

Joon. 39. Joon. 39-a.

B

Sirgloiku BE (joon. 39 ja 39-a), mis iithendab mingi nurga
tippu vastaskiilje keskpunktiga, nimetatakse mediaaniks ehk kiilje-
poolitajaks. Sirgloiku BF (joon. 39), mis jaotab kolmnurga mingi
nurga pooleks, nimetatakse kolmnurga nurgapoolitajaks ehk
bisektoriks (nurgapoolitaja ei iihti {ildiselt ei mediaani ega kor-
gusega). Kolmnurga igast tipust saab témmata ristjoone vas-
taskiiljele voi selle pikendusele; jdrelikult on kolmnurgal kolm
korgust.

Kolmnurga iga tippu saab iihendada vastaskiilje keskpunktiga,
jarelikult on kolmnurgal kolm mediaani.

Samuti on selge, et kolmnurgal on kolm nurgapoolitajat.
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Geoméetriliste kujundite teljeline siimmeetria.

37. Kolmnurkade, hulknurkade ja teiste geomeetriliste kujundite
omaduste uurimisel esineb tihti juhtumeid, kus kahel vordsel kujun-
dil voi kahel vordsel 16igul voi kahel punktil on eriline asend tasa-
pinnal mingi sirge suhtes. Kui kaks mingisugust punkti A ja A’
(joon. 40) asetsevad teine teisel pool sirget MN selle sirge iihel ja
selsamal ristjoonel ning vordsetel kaugustel ristjoone alusest

A

N e
Joon. 40. Joon. 41.

(Aa=A’a), siis niisuguseid punkte nimetatakse siimmeetri-
listeks punktideks sirge MN suhtes.

Kaht kujundit (voi iihe ja sellesama kujundi kaht osa) nimeta-
takse siimmeetrilisteks sirge MN suhtes, kui iihe kujundi (voi
kujundi iihe osa) igale punktile A, B, C, D, E, ... (joon. 40) vas-
tavad teise kujundi (voi kujundi teise osa) siimmeetrilised punktid
A’, B’, C', D', E’, ... ja iimberpoordult. Sirget MN nimetatakse sel
juhul siimmeetriateljeks. Siin tarvitatakse sona «telg» seepirast,
et kui tasapinna osa, mis asetseb iithel pool sirget MN (nditeks
vasakul pool), hakkame p66rama MN kui telje iimber niikaua, kuni
ta {ihlib Selle osaga, mis asetseb teisel pool sirget MN (parema .
poolega), siis siimmeetrilised kujundid idhtivad,
sest punkt A iihtib seejuures punkti A’-ga, punkt B punkti
B’-ga jne.

Umberpoordult, kui iithel pool mingit sirget, asctseva kujundi
saame selle pooramisega iimber antud sirge iihtistada teisel pool
sirget asetseva kujundiga, siis on need kujundid siimmeetrilised
poorlemistelje suhtes. Oeldust jareldub, et kaks Kkujundit, mis on
siimmeetrilised mingi telje suhtes, on vordsed.

Siimmeetriat telje suhtes nimetatakse teljeliseks siimmeetriaks.

Miérkus. Kuigi siimmeetrilisi kujundeid saab pooramisega
iimber siimmeetriatelje iihtistada, pole nad siiski, iildiselt réikides,
samased oma asendilt tasapinnal. Seda tuleb moista jédrgmiselt.
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Selleks et iihtistada kaks siimmeetrilist kujundit, tuleb iiks
neist iimber podrata ja jarelikult ajutiselt tasapinnalt vilja tosta.
Kui seda mitte teha, siis-pole mingi liikumisega sellel tasapinnal
voimalik kujundit iihtistada temaga telje suhtes siimmeetrilise
kujundiga.

Joonisel 41 on kujutatud sirge AB suhtes kaks siimmeetrilist
mustrit. Péérates parempoolset mustrit imber sirge AB, voib ta
iihtistada vasakpoolse mustriga.

Seejuures tuleb parempoolne muster {imber poorata. Kui aga
parempoolset mustrit mitte eraldada tasapinnalt, vaid teda nihu-
tada nii, et ta liuguks samal tasapinnal, siis ei saa teda kuidagi
iihtistada vasakpoolse mustriga. Teljelist siimmeetriat esineb sageli
igapdevases elus. Mustrid dekoratiivseil kangastel ja-tapeetidel,
arhitektuurilised ilustused hoonetel tasapinnaliste joonistuste niol
ja hoonete fassaadid ise on siimmeetrilised mone telje suhtes. Ka

Joon. 42.

looduses esineb tihti siimmeetrilisi kujundeid. Nii nditeks on puude
lehed ja Gite kroonlehed siimmeetrilised varre suhtes. Niisugune on
joonisel 42 kujutatud vahtraleht. Liblikate tiivad ja nende varvikiri
on siimmeetrilised keha telje suhtes (joon. 43). :

Vordhaarse kolmnurga omadusi.

38. Teoreemid. 1. Vordhaarse kolmnurga tipuniuga
poolitaja on iihtlasi selle kolmnurga mediaaniks ja
korguseks.

2. Vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed.

Olgu AABC (joon. 44) vordhaarne ja sirge BD poolitagu tema
tipunurga B. Tuleb toestada, et nurgapoolitaja BD on ka mediaa-
niks ja korguseks. :

Kujutleme, et AABD on pooratud kiilie BD kui telje iimber
nii, et ta on langenud kolmnurgale BDC. Siis nurkade / ja 2
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:

.samal sirgel BD on neli omadust: ta on

vordsuse tottu kiilg AB langeb kiiljele BC ja nende kiilgede vord-
suse tottu punkt A langeb punkti C. Seepidrast DA {ihtib DC-ga,
nurk 4 iihtib nurgaga 3 ja nurk § {ihtib nurgaga 6, tihendab DA=
=DC, £4=/3 ja £5=£6. Sellest, et DA=DQC, jéreldub, et BD
on mediaan; sellest, et nurgad 3 ja 4 on vordsed, jareldub, et need
nurgad on tdisnurgad ja BD on jarelikult kolmnurga korgus;
lopuks, alusnurgad 5 ja 6 on vordsed.

39. Jdreldus. Ndeme, et vordhaar-
ses kolmnurgas ABC (joon. 44) iihel ja

tipunurga poolitaja, aluse mediaan, kor-
gus ja ka aluse keskristjoon. Et juba iiks
neist omadusist méairab téielikult sirge BD
asendi, siis ithe omaduse olemasolust tule-
nevad ka koik teised omadused. Naiiteks
korgus, mis on tommatud vordhaarse
kolmnurga alusele, on samal ajal tipu-
nurga poolitajaks, aluse mediaaniks ja
aluse keskristjooneks.

40. Vordhaarse kolmnurga siimmeetria.

Néagime, et nurgapoolitaja BD jaotab vordhaarse AABC (joon. 44)
kaheks kolmnurgaks (vasak- ja parempoolseks), mida saab
pooramisega timber BD iihtistada. Sellest voib jdreldada, et mis-
suguse punkti me ka votaksime vordhaarse kolmnurga iihel
poolel, alati leidub tema teisel poolel punkt, mis on siimmeet-
riline esimese punktiga telje BD suhtes. Votame niiteks punkti M
kiiljel AB (joon. 44). Tombame sellest BD-le ristjoone MK ja
pikendame seda ristjoont 16ikumiseni kiiljega BC. Siis saame sellel
kiiljel punkti M’, mis on siimmeetriline punktiga M telje BD
suhtes. Toepoolest, poorates AABD iimber BD ning iihtistades
ta ABCD-ga, KM langeb KM’-le (tdisnurkade vordsuse tottu),
kiilg BA langeb kiiljele BC (nurkade I ja 2 vordsuse tottu); tdhen-
dab, punkt M, mis asetseb nii KM-l kui ka BA-l, langeb KM’-] kui
ka BC-1 asetsevasse punkti M’. Siit on niha, et KM=KM’. Nii
asetsevadki punklid M ja M’ mdlemal pool DB-d iihel ja samal
DB ristjoonel ja vordsetel kaugustel selle ristjoone alusest; tdhen-
dab, need punktid on siimmeetrilised telje BD suhtes. Seega, vérd-
{llalarzes kolmnurgas tipunurga poolitaja on kolmnurga siimmeetria-
eljeks.

Joon. 44.

Kolmnurkade vordsuse (kongruentsuse) tunnused.

41. Eelmoisted. Kaks geomeetrilist kujundit, néditeks kaks kolm-
nurka, on, nagu teame, vordsed (kongruentsed) sel korral, kui
neid saab teineteisele paigutada nii, et nad {ihtivad. Uhtivates
kolmnurkades peavad muidugi olema vastavalt vordsed koik ele-
mendid, s. o. kiiljed, nurgad, mediaanid ja nurgapoolitajad. Kuid
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selleks, et otsustada, kas kaks kolmnurka on vordsed voi mitte,l
pole tingimata tarvilik toestada koigi elementide vordsust; piisab
juba sellest, kui veenduda, et moned elemendid on vastavalt
vordsed. |

42. Kolmnurkade vordsuse kolm tunnust.

Teoreemid. 1) Kui iihe kolmnurga kaks Kkiilge ja
nende vahel olev nurk on vastavalt vordsed teise kolm-
nurga kahe kiiljega ja nende vahel oleva nurgaga, siis
kolmnurgad on vordsed.

2) Kui iihe kolmnurga kiilg ja selle léhisnurgad on
vastavalt vordsed teise kolmnurga Kkiilje ja selle Iéhis-
nurkadega, siis kolmnurgad on vordsed.

3) Kui iihe kolmnurga kolm kiilge on vastavalt
vordsed teise kolmnurga kolme kiiljega, siis kolmnur-
gad on vordsed.

1. Olgu ABC ja A,;B,C, kaks kolmnurka (joon. 45), millel
AC=A1C1, AB=AlBl ja ZA—_—ZA]

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on vordsed. ;

Paigutame kolmnurga ABC kolmnurgale A,BC, nii, et punkt
A langeb punkti A; ja kiilg AC liheb mooda kiilge A,C,!. Siis
nende kiilgede vordsuse tottu punkt C iihtib punktiga C,, nurkade
A ja A, vordsuse tottu kiilg AB ldheb mooda kiilge A;B; ja nende
kiilgede vordsuse tottu punkt B iihtib punktiga B;; seepdrast ka
kilg CB iihtib kiiljega CB; (sest kaks punkti voib {ihendada
ainult iihe sirgega), ja kolmnurgad iihtivad; tdhendab, nad on
vordsed. :

2. Olgu ABC ja A;B,C, kaks kolmnurka (joon. 46), millel
éC=ZCI, s éB] ja CB=ClBl
Tuleb toestada, et need kolmnurgad on vordsed.

A A,

g 8 b B,
Joon. 45.

1 Selles paragrahvis niidatud pealitamiste teostamiseks tuleb monikord
pealitatav kolmnurk iimber pdodrata.
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Paigutame kolmnurga ABC kolmnurgale A;B,C; nii, et punkt C
langeb punkti C, ja kiilg CB ldheb moéoda kiilge C,B;. Siis nende
kiillgede vordsuse tottu punkt B iihtib punktiga B, kuna nurkade B
ja Bi ning C ja C, vordsuse tottu kiilg BA laheb mooda kiilge B;A;
ja killg CA mooda CiA,.

¢ B C, B,

Joon. 46.

Et aga kaks sirget voivad 16ikuda ainult {ihes punktis, siis
tipp A peab iihtima tipuga 4,. Seega kolmnurgad {ihtivad; tdhen-
dab, nad on vordsed.

3. Olgu ABC ja A,B,C; kaks kolmnurka (joon. 47), millel
AB=AlB|, BC=BIC1 ja CA=ClA1

Tuleb toestada, et need kelmnurgad on vordsed.

Toestada seda vordsuse tunnust pealitamisega, nagu seda
tegime kahe esimese tunnuse toestamisel, ei saa, sest midagi tead-
mata nurkade suurusest ei saa me véita, et kahe vordse kiilje iihti-
misel {ihtivad ka iilejadnud kiiljed.

Pealitamise asemel kasutame siin korvalepaigutamist.

Paigutame kolmnurga ABC kolmnurga A;B,C, korvale nii, et
vordsed kiiljed AC ja A,C, iihtivad. Siis kolmnurk ABC votab
asendi A]C)Bg.

Punktide B, ja B, iihendamisel sirgega saame kaks vordhaar-
set kolmnurka: A;BB; ja B,C,Bs; neil on {ihine 2lus B;B,. Vord-

Joon. 47.
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haarses kolmnurgas on aga aluse lahisnurgad vordsed (§ 38);
jarelikult ZI1=22 ja 4Z3=4Z4 ja seepdrast ZA,B\C;=
= ZAlec] = ZB.

Niisugusel juhtumil peavad aga kolmnurgad olema vordsed,
sest iihe kolmnurga kaks kiilge ja nende vahel olev nurk on vasta-
valt vordsed teise kolmnurga kahe kiilje ja nende vahel oleva nur-

gaga L.

M idrkus. Vordsetes kolmnurkades on vordsete kiilgede vastas
vordsed nurgad ja timberpoordult: vérdsete nurkade vastas on vord-
sed kiiljed.

Toestatud teoreemid kolmnurkade vordsusest ja oskus vordseid
kolmnurki dra tunda ndidatud tunnuste jargi kergendavad suurel
madral paljude geomeetriliste iilesannete lahendamist ning on
tarvilikud paljude teoreemide tGestamiseks. Teoreemid kolmnurkade
vordsusest on peamiseks vahendiks keerukate geomeetriliste kujun-
dite omaduste kindlakstegemisel. Opilased veenduvad selles aine
edasisel ldabivotmisel.

Kolmnurga vilisnurk ja selle omadus.

43. Definitsioon. Kolmnurga (voi hulknurga) mingi
rurga Rorvunurka nimetatakse selle kolmnurga (voi hulknurga)
véilisnurgaks. Vilisnurgad on néiteks nurgad BCD, CBE ja BAF
(joon. 48). Vilisnurkadest eral-

E damiseks nimetatakse kolmnur-
ga (voi hulknurga) oma nurki
sisenurkadeks.

Kolmnurga (voi hulknurga)
igale nurgale saab joonestada
kaks wvilisnurka (pikendades

2 A c p nurga iiht voi teist haara). Need
kaks nurka on tippnurkadena
Joon. 48. vordsed.

44. Teoreem. Kolmnurga viilisnurk on suurem igast
sisenurgast, mis pole selle viilisnurga kérvunurgaks.

Niiteks toestame, et kolmnurga ABC vilisnurk BCD (joon. 49)
en suurem kummastki sisenurgast A ja B, mis pole valisnurga

! Selicks et sirge BB, oleks alati kujundi A,B,C,B; sees, tuleb kolm-
nurgad iiksteise korvale paigutada nii, et nende iihiseks kiiljeks 4,C; on kodige
suurem kiilg.
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BCD korvunurkadeks. Tombame Kkiiljele BC mediaani AE ja selle
pikendusele paigutame 16igu EF=AE. Punkt F asetseb ilmselt
nurga BCD sees. Uhen- ‘
dame F ja C sirgega.
Kolmnurgad ABE ja EFC
(viirutatud) on vordsed,
sest neil on punkti E juu-
res vordsed nurgad kahe
vastavalt vordse kiilje va-
hel. Kolmnurkade vordsu-
sest jdreldame, et nurgad
B ja ECF, kui vordsete
kiilgede AE ja EF vastas-
nurgad, on vordsed. Nurk
ECF moodustab aga ainult
osa valisnurgast BCD ning
on seepdrast viimasest vaiksem; jarelikult ka nurk B on viiksem
nurgast BCD.

Pikendades kiilge BC viljapoole C-d, saame vilisnurga ACH,
mis on vordne nurgaga BCD. Kui tommata tipust B kiiljele AC
mediaan ja seda pikendada mediaani pikkuse vorra véljapoole
AC-d, siis voime tdpselt samuti toestada, et nurl&A on viiksem
nurgast ACH, s. t. vaiksem nurgast BCD.

Joon. 49.

B B

c
b
A A T D

Joon. 50. Joon. 51.

45. Jareldus. Kui kolmnurgas iiks nurk on tdisnurk voi
nirinurk, siis teised nurgad on teravnurgad.

Toepoolest: oletades, et kolmnurgas ABC mingi nurk C (joon.
- 50 ja 51) on tdisnurk voi niirinurk, siis selle korvunurk BCD peab
- olema tdisnurk voi teravnurk; nurgad A ja B on toestatu pohjal
viiksemad sellest valisnurgast ja on seega teravnurgad.
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Seosed kolmnurga kiilgede ja nurkade vahel.

46. Teoreemid. Igas kolmnurgas:

1) vordsete kiilgede vastas on vordsed nurgad;
2) suurema kiilje vastas on suurem nurk.

1. Kui kolmnurga kaks kiilge on vordsed, siis kolmnurk on
vordhaarne; vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed (§.38),
tahendab, nurgad vordsete kiilgede vastas on vordsed.

2. Olgu kolmnurgas ABC (joon. 52)
B kiilg AB suurem kui BC; tuleb toestada
et nurk BCA on suurem nurgast A.
Paigutame suuremale kiiljele BA ti-
pust B loigu BD, mis on vordne lithema
kiiliega BC, ja ithendame punktid D
D, ja C sirgega. Saame vordhaarse kolm-
nurga DBC, mille alusnurgad, s. o.
A c £ZBDC ja ZBCD, on vordsed. Nurk
BDC, kolmnurga ADC vilisnurk, on
suurem nurgast A, jérelikult ka’ nurk
kS BCD on suurem nurgast A, seepdrast
on nurk BCA ammugi suurem nurgast A, mida oligi tarvis
toestada.

Joon. 52.

47. Poordteoreemid. Igas kolmnurgas:

1) vordsete nurkade vastas on vordsed Kiiljed;
2) suurema nurga vastas on suurem Kkiilg.

1. Olgu kolmnurgas ABC nurgad A ja C vordsed (joon. 53);
tuleb toestada, et BA=BC.

Viidame vastupidist, s. t. vdidame, et kiiljed AB ja BC pole
vordsed. Siis iiks kiilgedest peab olema teisest pikem ja, jarelikult,
otsese teoreemi pohjal peab nurkadest A ja C olema iiks suurem
teisest. See aga raagib vastu eeldusele, et LA= ZC; tdhendab,
ei saa olla, et kiiljed AB ja BC pole vordsed; jaab jarele oletus,
et AB=BC.

2. Olgu kolmnurgas ABC {joon. 54) nurk C suurem nurgast
A; tuleb toestada, et AB>BC.

Vididame vastupidist, s. t. vdidame, et AB pole suurem BC-st;
siis voib esineda kaks juhtumit: kas AB=BC, v6i AB<BC.

Esimesel juhtumil, vastavalt otsesele teoreemile, nurk C peab
vorduma nurgaga A, teisel juhtumil nurk C peab olema viiksem
nurgast A; nii iiks kui teine jdreldus radgib vastu eeldusele; tdhen-
dab, molemad juhtumid tuleé korvale jatta. Jaab jarele ainus voi-
malik juhtum, et AB>BC.
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Joon. 53. Joon. 54.

Jareldused.

1) Vordkiilgses kolmnurgas on koik nurgad vordsed.
2) Vérdnurkses kolmnurgas on koik kiiljed vordsed.

48. Vastuviiteline toestusviis. Viisi, mida me é&sja kasuta- .
sime poordteoreemide toestamisel, nimetatakse vastuviiteliseks
toestuseks ehk absurdsusele viimiseks (reductio ad absurdum).

Esimese nimetuse sai see viis sellest, et arutluse alguses tehakse
oletus, mis on vastupidine (rddgib vastu) sellele, mida on tarvis
toestada. Absurdsusele viimiseks nimetatakse seda viisi seetottuy,
et arutledes tehtud oletuse alusel, tuleme absurdsele otsusele. Sel-
lise jarelduse saamine sunnib meid loobuma algul tehtud oletusest
ja tunnustama viéite Gigsust.

Seda viisi kasutatakse tihti feoreemide {Gestamisel.

49. Mirkus poordteoreemide kohta. Algajad teevad geomeetria
opnimisel sageli {ihe vidga tiiiipilise vea. Viga seisab selles, et
poordteoreemi Gigsust loetakse endastmoistetavaks, kui otsene teo-
reem on toestatud. Siit tulenebki kujutlus, et péordteoreemide toes-
tamine on liigne. Sellise jarelduse védartust voib ndidata rea néide-
tega. Uks niisugune néide oli toodud § 30. Seepérast tulebki poord-
teoreeme, kui nad on oiged, eraldi toestada.

Murdjoone ja sirgldigu vordlev pikkus.

50. Teoreem. Kolmnurgas on iga kiilg viiiksem kahe
teise kiilie summast.

Kui kolmnurgas votame mitte suurima kiilje, siis on ta muidugi
viaiksem kui kahe teise kiilje summa. Tdhendab, tuleb toestada, et
isegi kolmnurga suurim kiilg on viiksem kahe teise kiilje sum-
mast.

Olgu kolmnurgas ABC (joon. 55) suurimaks kiiljeks AC.
Pikendame kiilge AB, paigutame selle pikendusele BD=BC ja
tombame sirglsigu CD. Et ABDC on vordhaarne, siis ZD=
= / DCB; seepirast on nurk D viiksem nurgast DCA ja jarelikult
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kolmnurgas ADC on killg AC viiksem kui AD (§ 47), s. t
AC<AB+BD. Asendades BD BC-ga, saame: |

AC<AB+BC.
Jareldus. Lahutame saadud vorratuse molemast poolest AB
voi BC:
AC—AB<BC;
AC—BC<AB.

Lugedes neid vorratusi paremalt poolt vasakule ndeme, et
kumbki kiilgedest BC ja AB on suurem kahe teise kiilje vahest;

D
Joon. 55. Joon. 56.

ilmselt voib seda iitelda ka kolmanda, suurima kiilje AC kohta;
seega: kolmnurgas iga kiilg on suurem kahe teise kiilje vahest.

51. Teoreem. Sirgloik, mis iihendab kahit mingisugust
punkti, on viiksem igast neid punkie iihendavast murd-
joonest.

Kui murdjoon, millest siin on jutt, koosneb ainult kahest liilist,
siis on teoreem juba tGestatud eelmises paragrahvis. Votame arut-
lusele juhtumi, kui murdjoon koosneb enamast kui kahest
liilist.

Olgu AE (joon. 56) sirgloik, mis iihendab punkte A ja E,
ABCDE aga mingi murdjoon nende punktide vahel. Tuleb toes-
tada, et AE on vaiksem summast AB4+BC+CD+DE.

Uhendades punkti A punktidega C ja D, leiame eelmise teo-
reemi pohjal:

AE<AD+DE;
AD<AC+CD;
AC<AB+BC.

Liidame liikmeti need vorratused ja saadud vorratuse mole-

mast poolest lahutame AD ja AC, saame:
AE<AB+BC+CD+DE.

52. Kahe vastavalt vordse kiiljega kolmnurgad.,

Teoreemid. Kui iihe kolmnurga kaks kiilge on vasta-
valt vordsed teise kolmnurga kahe Kkiiljega, siis:

1) nende kiilgede vahel oleva suurema nurga vastas
on suurem Kkiilg; ; :

2) iimberpoordult: mittevordseist kiilgedest suurema
kiilje vastas on suurem nurk.
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1. Olgu kolmnurkades ABC ja AB,C; (joon. 57) antud:
AC=A1C1, AB=A131 ja £LBAC> éA] Tuleb toestada, gt
BC>B,C,. Paigutame kolmnurga A:B:C, kolmnurgale ABC nii,
et killg A,C iihtib kiiljega AC. Et aga ZA,<ZBAC, siis kiilg
A;B; on nurga BAC sees; votku kolmnurk A,B,C; asendi AB,C

i
|
|

Joon. 57.

(tipu B, asend voib olla kolmnurga ABC sees, temast viljaspool
voi ka kiiljel BC — teoreemi voib toestada koigi nende juhtumite
kohta). Tombame nurga BAB, poolitaja AD ja ithendame D Bj-ga;
saame kaks kolmnurka: ABD ja DAB,; need kolmnurgad on vord-
sed, sest neil on iihine kiilg AD, AB=AB, eelduse poshjal ja
£ZBAD= ZDAB, konstruktsiooni pohjal. Kolmnurkade vordsusest
jareldub, et BD=DB,. Kolmnurgast DCB,; saame: B;C<ByD+
+DC (§ 50) ehk (agendades B,D BD-ga).
B,C<BD+DC, téhendab B,C;<BC.

2. Olgu samades kolmnurkades ABC - ja A;B,€; antud:
AB=A,B;, AC=A,C, ja BC>B,Cy; tuleb toestada, et ZBAC> LA,.

Vididame vastupidist, s. o. et nurk BAC pole suurem nurgast Ay;
siis voOib esineda kaks juhtumit: kas ZBAC=A/LA; vbi
ZBAC< ZA,. Esimesel juhul oleksid kolmnurgad vordsed ja
jarelikult kiilg BC vorduks B;C;-ga, mis aga rédagib vastu eeldu-
sele; teisel juhul peaks kiilg BC (teoreemi 1 pohjal) olema vaiksem
kiiljest B;C;, mis samuti on vastuolus eeldusega. Tdhendab, mole-

mad juhtumid tuleb korvale jatta — jaab jarele ainus voimalik
juhtum, et £LBAC> ZA,.

Ristjoone ja kaldjoone vordlev pikkus.

53. Teoreem. Mingist punktist sirgele tommatud rist-
joon on viiksem samast punktist samale sirgele toOm-
matud Kkaldjoonest'.

! Paragrahvides 53, 54 ja 55 on lithiduse mottes tarvitatud termineid

«ristjoon» ja «kaldjoon» moistete «ristsirge 16ik antud punktist ristjoome alu-
seni» ja «kaldsirge 16ik antud punktist kaldjoone aluseni» asemel.
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QOlgu AB (joon: 58) ristjoon, mis.on tommatud punktist A sir-
gele MN, ja AC mingi kaldjoon, tommatud samast punktist A sir-
gele MN; tuleb toestada, et AB<AC.

Kolmnurgas ABC on nurk B tidisnurk, nurk C aga teravnurk
(§ 45); tdhendab LC< 4B ja seepdrast on AB<AC, mida oligi
tarvis toestada.

M arkus. Kui rddgitakse «punkti kaugusest sirgest», siis moel-
dakse selle juures liithimat kaugust, mis on mo6odetud antud
punktist antud sirgele tommatud ristjoont modda.

54. Teoreem. Kui viiljaspool sirget asetsevast punktist
on i6mmatud sellele sirgele ristjoon ja méned kaldjoo-
ned, siis:

1) kui kahe kaldjoone alused on vordsel kaugusel
ristjoone alusest, siis kaldjooned on vérdsed;

2) kui kahe kaldjoone alused pole vordsel kaugusel
ristjoone alusest, siis on see kaldjoon pikem, mille alus
on kaugemal ristjoone alusest.

A A
M c N M N
C B D E
Joon. 58. Joon. 59.

1. Olgu AC ja AD (joon. 59) kaldjooned, mis on tommatud
punktist A sirgele MN. Nende alused C ja D on iihekaugusel rist-
joone AB alusest, s. 0. CB=BD,; tuleb toestada, et AC=AD.

Kolmnurkadel ABC ja ABD on (ihine kiilg AB, peale selle
BC=BD (eelduse pohjal) ja LABC=ZABD (kui taisnurgad);
seega need kolmnurgad on vordsed ja seepidrast ka AC=AD.

2. Olgu AC ja AE (joon. 59) kaks niisugust punktist A sir-
gele MN tommatud kaldjoont, mille alused pole iihekaugusel rist-
joone alusest; olgu niiteks BE>BC. Tuleb toestada, et AE>AC.

Paigutame BD=BC loigule BE ja tombame AD. Asjatoestatu
pohjal AC=AD. Vordleme AE-d AD-ga. Nurk ADE on kolmnurga
ABD vilisnurk ja seepidrast on ta suurem tdisnurgast ABD; jére-
likult on nurk ADE niirinurk ja seepdrast peab nurk AED olema
teravnurk (§ 45), tdhendab ZLADE>ZAED ning jarelikult
AE>AD, seepirast AE>AC.
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55. Poordteoreemid. Kui viiljaspool sirget asetsevast
punktist (joon. 59) on tommatud sellele sirgele ristjoon
ja moned kaldjooned, siis:

1) kui kaks kaldjoont on vérdsed, siis nende alused
on vordsel kaugusel ristjoone alusest;

2) kui kaks kaldjoont pole vordsed, siis pikema
kaldjoone alus on kaugemal ristjoone alusest.

Toestagu opilased ise need teoreemid (vastuviiteliselt).

Téisnurksete kolmnurkade vordsuse tunnused.

56. Kaks tunnust, mis ei ndua eri tdestust. Et tdisnurksetes
kolmnurkades nurgad kaatetite vahel kui taisnurgad on alati vord-
sed, siis tdisnurksed kolmnurgad on vordsed: .

1) Kui'iihe kolmnurga kaatetid on vastavalt vordsed
teise kolmnurga kaatelitega;

2) kui ithe kolmnurga kaatet ja selle terav lihisnurk
on vastavalt vordsed teise kolmnurga kaateti ja selle
terava ldhisnurgaga.

Kumbki neist tunnuseist ei noua erilist toestusl, sest nad on
tildiste tunnuste erijuhtumid. Toestame veel kaks jargmist tunnust,
mis on kehtivad ainult tdisnurksete kolmnurkade puhul.

57. Kaks eri toestust noudvat tunnust.

Teoreemid. Tdisnurksed kolmnurgad on vérdsed:

1) kui iithe kolmnurga hiipotenuus ja teravnurk on
vastavalt vordsed teise kolmnurga hiipotenuusi ja terav-
nurgaga voi

2) kui ithe kolmnurga hiipotenuus jd* kaatet on vas-
tavalt vordsed teise kolmnurga hiipotenuusi ja kaate-
tiga.

p B
B B,
A C o R \ A (%
Joon. 60. Joon. 61.

-

1. Olgu ABC ja A;B,C, (joon. 60) kaks taisnurkset kolmnurka,
millel AB=AB, ja £LA= ZA;; tuleb toestada, et need kolmnurgad
on vordsed.
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Asetame kolmnurga ABC kolmnurgale A,B;C; nii, et vordsed
hiipotenuusid iihtivad. Siis nurkade A ja A, vordsuse tottu kaatet
AC laheb piki A,C;. Seejuures punkt C peab
8 tihtima punktiga C,, sest oletusel, et C ei
4 iihti punktiga C;, peaks kaatet BC votma
asendi B,C, voi BCs;, mis aga pole voima-
lik, sest uhest punktist By ei saa sxrgele AiCy
tommata kaht ristjoont (B;C; ja B;C, voi
BICI ja BIC;)

2. Olgu (joon. 61 ja 62) tdisnurksefes
kolmnurkades antud: AB=A;B, ja BC=
% =B,C;; tuleb toestada, et need kolmnurgad
A, A, Ay “  on vordsed.

e Asetame kolmnurga ABC kolmnurgale

43 AB\C, nii, et vordsed kaatetid BC ja B,C,

iihtivad. Siis tdisnutkade vordsuse tottu CA

laheb piki C;A;. Seejuures hiipotenuus AB peab iihtima hiipotenuu-

siga AB;; vastasel korral, kui ta votaks asendi A281 voi AsBl,

oleks meil juhtum, kus kaks vordset kaldjoont (4B ja A,B; voi

A1B; ja A3B,) pole iithekaugusel ristjoone alusest, mis ei ole v01ma-,
lik (§ 54).

Sirgldigu keskristjoone ja nurgapoolitaja omadus.

58. Sirgloigu keskristjoone omadus on vidga sarnane nurga-
poolitaja omadusega. Selleks et seda sarnasust paremini niha,
esitame tGestused réobiti.

1) Kui mingi punkit 1) Kui mingi punkt
;K joon..63) asetseb sirg- (K, joon. 64) asetseb nur-
Oigu (AB) keskristjoo- ga (AOB) poolitajal

nel (MN), siis on ta vord-

sel kaugusel selle sirg-

lo:gu otstest (s. 0. KA=
B).

M
K

Joon. 63.
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(OM), siis on ta vordsel
kaugusel selle nurga
haaradest (s. o. ristloigud
KD ja KC on vordsed).

Joon. 64.



Et MN on risti AB-ga ja
AO=0B, siis AK ja KB on
sirgele AB kaldjooned, mille
alused on vordsel kaugusel

ristjoone alusest; tdhendab
KA=KB. :

2) Poordteoreem.

Kui mingi punkt (K,
joon. 63) on vordsel kau-
gusel sirgléigu (AB), ots-
punktidest (s. o. kui KA=
=KB), siis asetseb see
punkt sirgloigu (AB)
keskristjoonel.

Tombame 1dbi K sirge
MN 1 AB. Saame kaks tdis-
nurkset kolmnurka: KAO ja
KBO; need kolmnurgad on
vordsed, sest neil on iihine
kaatet KO ja vordsed hiipote-
nuusid. Seepdrast AO=O0B.
Tédhendab, sirge MN, mis on
tommatud 14bi K risti AB-ga,
jaotab 16igu AB pooleks.

Et OM jeotab nurga poo-
leks, siis tdisnurksed kolm-
nurgad OCK ja ODK ‘on
vordsed, sest neil on iihine
hiipotenuus ja vordsed terav-
nurgad tipu O juures. Tédhen-
dab KC=KD.

2) Poordteoreem.

Kui mingi punkt (K,
joon. 64) on vérdsel kau-
gusel nurga haaradest
(s. o. ristjooned KC ja KD on
vordsed), siis asetseb see
punkt nurgapoolitajal.

Tombame ldbi O ja K
sirge OM. Saame kaks tdis-
nurkset kolmnurka: OCK ja
ODK; need kolmnurgad on
vordsed, sest neil on {ihine
hiipotenuus ja vordsed kaate-
tid CK ja DK. Seepérast on
vordsed ka nurgad tipu O
juures. Tdhendab, sirge OM,
mis on tommatud 1dbi punkti
K, on nurga AOB poolitaja.

59. Jdreldus. Kahest toestatud teoreemist (otsesest ja
poordteoreemist) saab tuletada veel jargmised vastandteo-

reemid.

Kui punkt ei asetse sirg-

Kui punkt ei asetse nur-

10igu keskristjoonel, siis pole ‘ gapoolitajal, siis pole ta vord-
ta vordsel kaugusel selle sel kaugusel selle nurga haa-
sirgloigu otspunktidest. radest.

Toestagu Gpilased ise néed teoreemid (vastuviiteliselt).

60. Geomeetriline koht. Mingi omadusega punktide geomeet-
riliseks kohaks nimetatakse niisugust joont (v6i pinda ruumis) voi
iildse niisugust punktide kogumikku, milles koik punktid on selle
omadusega ja milles pole {ihtki punkti, millel see omadus puudub.

Nditeks antud punktist C vordsel kaugusel r asetsevate punk-
tide geomeetriliseks kohaks on ringjoon, mille keskpunktiks on C
ja raadiuseks on r.

39



Eelmiste paragrahvide teoreemidest jéreldub:

kahest antud punktist vordsel kaugusel asetsevate punktide
geomeetriliseks kohaks on antud punkte ihendavale sirgloigule
tommatud keskristjoon;

nurga haaradest vordsel kaugusel aseisevate punktide geomeet-
riliseks kohaks on nurgapoolitaja. 4

I1V. Pohilised konstrueerimisiilesanded.

61. Eelmirkusi. Eelmisles peatiikkides toestatud teoreemid
lubavad lahendada moningaid konstrueerimisiilesan-
deid. Tdhendame, et elementaargeomeetrias kisitletakse ainult
niisuguseid iilesandeid, mida on voimalik lahendada joonlaua ja

&

Joon. 65.

sirkli abil. Joonestamiskolmnurga ja monede teiste riistade
" kasutamine on lubatud aja kokkuhoiu mottes, pole aga tingimata
tarvilik.

62. Ulesanne 1. Joonestada kolmnurk tema kolme kilje
a, b ja ¢ jargi (joon. 63).

Paigutame mingile sirgele MN 16igu CB, mis on vordne
ithega kolmest kiiljest, néditeks a-ga. Joonestame punktidest C ja B
kaks vaikest kaart, ithe raadiusega b, teise raadiusega c. Punkti
A, milles need kaared loikuvad, ithendame punkiidega B ja C.
Kolmnurk ABC on otsitav.

Midrkus. Et kolm sirgloiku voiksid olla kolmnurga kiilgedeks,
on tingimata tarvilik, et suurem neist oleks viiksem kahe teise
summast (§ 50).

63. Ulesanne 2. Joonestada nurk, mis vrdub’ antud nur-
gaga ABC, mille iiheks haaraks on antud sirge ja mille tipp aset-
seb antud punktis O (punkt O on sirgel MN, joon. 66).

Joonestame tipust B kui keskpunktist mistahes raadiusega kaare
EF antud nurga haarade vahele; siis tombame sirkli haaret muut-
mata punktist O kaare PQ. Edasi joonestame raadiusega, mis on
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vordne 16iguga EF, punktist P kui keskpunktist kaare ab. Lopuks
tombame labi punktide O ja R (kaarte 16ikepunkt) sirge. Nurk ROP
vordub nurgaga ABC, sest kolmnurgad ROP ja FBE on vordsed kui
kolmnurgad, mille kolm kiilge on vastavalt vordsed.

C Q /

f 5

8 a m-9. ~
Jocn. 66. \

64. Ulesanne 3. Poolitada antud nurk ABC (joon. 67);
teiste sonadega: joonestada antud nurga poolitaja ehk nurga siim-
meetriatelg.

Joonestame punktist B nurga haarade vahele mistahes raa-
diusega kaare DE. Siis tombame punktidest D ja E mistahes
raadiusega, mis peab aga suurem olema poolest D ja E vahelisest
kaugusest, kaks viikest kaart (vt. mirkus {ilesandel 1). Need kaa-
red 16ikuvad mingis punktis F. Tommates joone BF, saame nurga
ABC poolitaja.

Toestuseks iithendame punkfi F punktidega E ja D, saame kaks
kolmnurka BEF ja BDF; need kolmnurgad on vordsed, sest neil on
thine kiilg BF, BD=BE ja DF=EF konstruktsiooni pohjal.
Kolmnurkade vordsusest jareldub, et ZABF= ZCBF. )

65. Ulesanne 4. Joonestada sirgel AB antud punktist C
sellele sirgele ristjoon (joon. 68).

Paigutame sirgele AB mdlemale poole antud punkti C mingid
vordsed 16igud CD ja CE. Joonestame punktidest £ ja D iihe-
suguse raadiusega (mis peab siiski olema suurem CD-st) kaks vii-

£
E £ ¥ \d
¢ £
E ' 3 A A=t C f=il
Joon. 67. Joon. 68.
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kest kaart; need kaared 16ikuvad mingis punktis F. Sirge, mis on
tommatud 1dbi punktide C ja F, ongi otsitav ristjoon. '

Punkt F on toepoolest, nagu joonisest ndha, vordsel kaugusel
punktidest D ja E; jarelikult peab ta asetsema 16igu DE keskrist-
joonel (§ 58); 16igu DE keskpunktiks on C, aga ldbi punktide C
ja F saab tommata ainult iihe sirge; tdhendab FC L DE.

66. Ulesanne 5. Joonestada antud sirgele BC antud punk-
tist A, mis asetseb viljaspool antud sirget, ristjoon (joon. 69).

Joonestame punkfist A mistahes raadiusega (mis siiski peab
olema suurem A ja BC vahelisest kaugusest) kaare. See kaar
16ikub BC-ga punktides D ja E. Tombame punktidest D ja E mingi

raadiusega (mis aga siiski peab olema suurem kui —;- DE) kaks

/c\
8 K £ ¢ 4 ~B
_/' ;

}(F e
Joon. 69. Joon. 70.

4
3 N

vdikest kaart. Need kaared 16ikuvad mingis punktis F. Sirge AF
ongi otsitav ristjoon.

Kumbki punktidest A ja F on tdepoolest, nagu ndha joonisest,
vordsel kaugusel punktidest D ja E. Niisugused punktid aga aset-
sevad sirgloigu DE keskrisfjoonel (§ 58).

67. Ulesanne 6. Antud sirgloigule (AB) tommata kesk-
ristjoon (joon. 70); teiste sonadega: joonestada sirgloigu (AB)
simmeetriatelg.

Tombame punktidest A ja B mistahes raadiusega (mis aga

siiski peab olema suurem kui %AB) kaks kaart. Need kaared 10i-

kuvad punktides C ja D. Sirge CD ongi otsitav ristjoon.

Kumbki punktidest C ja D on tdepoolest, nagu niha joonisest,
vordsel kaugusel punktidest A ja B; jarelikult need punktid peavad
asetsema 10igu AB siimmeetriateljel.

Ulesanne 7. Poolitada antud sirgloik (joon. 70). Lahendus
samasugune nagu eelmiselgi {ilesandel.
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68. Niide keerukamast iilesandest. Lébiarutatud pohiiilesannete
abil v6ib lahendada ka keerukamaid iilesandeid. Niiteks lahen-
dame jdrgmise {ilesande.

Ulesanne. Joonestadg kolmnurk, kui on antud selle alus b,
aluse lihisnurk o ja kahe teise kiilje summa s (joon. 71).

L)

Joon. 71.

Et koostada lahendusplaan, oletame, et iilesanne on lahendatud,
s. o. et on leitud niisugune kolmnurk ABC, mille alus AC=b,
ZA=qa ja AB+BC=s. Vaatleme saadud joonist. Kiilge AC,
mis on vordne b-ga, ja nurka A, mis on vordne a-ga, me oskame
ehitada. Tahendab, meil tuleb leida nurga A (a) teisel haaral nii-
sugune punkt B, et summa AB+BC vorduks s-ga. Pikendanud
AB, mirgime 16igu AD, mis on vordne s-ga.

Niiiid seisab kiisimus selles, et leida sirgel 4D niisugune punkt
B, mis oleks vordsel kaugusel punktidest C ja D. Niisugune punkt,
nagu teame (§ 58), peab asetsema 16igu CD keskristjoonel. Punkt
B on selle ristjoone ja sirge AD Ioikepunkt.

Seega iilesande lahendus on jdrgmine: joonestame (joon. 71)
nurga A, mis on vordne antud nurgaga a; nurga haaradele ase-
tame AC=b ja AD=s ja iihendame sirgloiguga punktid D ja C.
Loigule CD témbame keskristjoone BE: selle 16ikepunkti AD-ga,
s. o. punkti B, iihendame C-ga. AABC on otsitav, sest ta rahul-
dab koiki iilesande noudeid: AC=b, LA=a ja AB+BC=s
(sest BD=BC).

Vaadeldes joonist mirgime, et iilesanne pole lahendatav iga-
suguste andmete puhul. Toepoolest, kui summa on b-ga vérreldes
liiga viike, siis ristjcon EB ei tarvitse loigata AD-d (voi selle ase-
mel ta 1oikab AD pikendust viljaspool punkti A voi véljaspool
punkti D); niisugusel juhtumil ‘on iilesanne Jlahendamatu. Ka
soltumatult joonisest voib niha, et iilesanne pole lahendatav, kui
§<b voi s=b, sest ei saa olla kolmnurka, milles kahe kiilje
summa on vdiksem v6i vordne kolmanda kiiljega.

Juhtumil, kui {ilesanne on lahendatav, on tal ainult iiks lahend,
s. t. on olemas ainult iiks kolmnurk, mis rahuldab iilesande nou-
deid, sest ristjoon BE voib 16ikuda sirgega AD ainult iihes punktis.
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69. Miarkus. Toodud niitest on ndha, et keeruka konstruee-
rimisiilesande lahendus koosneb neljast osast. ;

1) Oletanud, et iilesanne on lahendatud, tehakse otsitava
kujundi ligikaudne joonis ja seda tahelepanelikult uurides piititakse
leida niisuguseid seoseid iilesande andmete ja otsitavate suuruste
vahel, mis voimaldaksid antud iilesannet siduda teiste varem lahen-
datutega. Seda tdhtsaimat iilesande lahenduse osa, mille eesmar-
giks on koostada-lahendusplaan, nimetatakse analiiiisiks.

2) Kui lahendusplaan on niiviisi leitud, siis teostatakse vasta-
valt sellele konstrueerimine.

3) Plaani digsuse kontrolliks tdestatakse tuntud teoreemide
pohjal, et saadud kujund rahuldab iilesande koiki noudeid. Seda osa
nimetatakse siinteesiks.

4) Siis esitatakse kiisimus, kas iilesanne on lahendatav iga-
suguste andmete puhul, kas iilesandel on fiks lahend voi mitu ja
kas iilesandel pole erijuhtumeid, mis lihtsustavad joonestamist voi,
{imberpoordult, teevad selle keerukamaks. Lahenduse seda osa
nimetatakse iilesande uurimiseks.

Kui iilesanne on viga lihtne ja pole kahtlust selle lahendata-
vuses, siis jadvad tavaliselt dra analiiiis ja uurimine, asutakse kahe
joonestama ja siis toestatakse. Nii toimisime selle peatiiki esimese
seitsme iilesande puhul; ka edaspidi toimime lihtsate ilesannete
lahendamisel nii. .

Harjutusi.
Toestada teoreemid.

1. Vordhaarses kolmnurgas on vordsed kaks mediaani, kaks nurgapooli-
tajat, kaks korgust.

3. Kui vordhaarse kolmnurga haaradele tommata keskristjooned 16ikumi-
seni teise haaraga, siis tekkinud ristloigud on vordsed.

3. Sirge, mis on risti nurgapoolitajaga, loikab nurga haaradest dra vord-
sed Idigud.

4. Kolmnurga mediaan on véiksem kolmnurga poolest fimbermoodust.

5. Kolmnurga mediaan on viiksem nende kilgede pooisummast, mille
vahel ta asetseb. E

Juhis. Pikendada mediaani tema oma pikkuse vorra, saadud punkt ithen-
dada selle kiilje ithe otspunktiga, millele oli tommatud mediaan, ja vaadelda
saadud kujundit.

6. Kolmnurga mediaanide summa on vdiksem kolmnurga iimbermoodust,
kuid suurem poolest iimbermoddust.

Juhis. Vaata eelmist harjutust, aga ka § 50 jéreldust.

7. Nelinurga diagonaalide summa on viiksem nelinurga iimbermoodust,
kuid suurem poolest iimbermoddust. :
: 8. Toestada otsese teoreemina, et iga punkt, mis ei asetse sirgloigu kesk-
ristjoonel, ei ole vordsel kaugusel selle sirgloigu otspunkudest, vaid on lahe-
mal nimelt sellele otspunktile, kuspool ristjoont ta asetseb.

44



9. Toestada otsese teoreemina, et iga punkt, mis ei asetse nurgapoolitajal,
pole vordsel kaugusel nurga haaradest.

10. Kolmnurga mingist tipust témmatud mediaan on vordsel kaugusel
kolmnurga teistest tippudest. :

11. Nurga A iihel haaral on voetud 15igud AB ja AC ja teisel haaral 16igud
AB'=AB ja AC’=AC. Toestada, et sirgete BC’ ja B’C loikepunkt aseiseb
nurgapoolitajal.

12. Tuletada eelmisest teoreemist nurgapoolitaja joonestamise viis.

13. Kui A” ja A, B ja B’ on kaks mingi sirge XY suhtes siimmeetriliste
punktide paari, siis need neli punkti A, A’. B, B’ asetsevad iihel ringjoonel.

14. On antud teravnurk XOY ja punkt A selle sees. Leida haaral OX
punkt B ja haaral OY punkt C nii, et AABC {imbermoot oleks viikseim.

Juhis. Tuleb votta punktid,-mis oleksid siimmeetrilised punktiga A haa-
.rade OX ja OY suhtes.

Konstrueerimisiilesandeid.

15. Joonestada kahe, kolme ja enama nurga summa.

16. Joonestada kahe nurga vahe.

17. Kahe nurga summa ja vahe pohjal leida need nurgad.

18. Jaotada nurk 4-ks, 8-ks ja 16-ks vordseks osaks.

19. Tommata 14bi antud nurga tipu véljaspool seda nurka niisugune sirge,
mis moodustaks nurga haaradega vordsed nurgad.

20. Joonestada kolmnurk, kui on antud: a) kaks kiilge ja nende vahel olev
nurk; b) iiks kiilg ja selle 1dhisnurgad: c) kaks kiilge ja svurema kiilje vastas-
nurk; d) kaks kiiloe ja viiksema kiilje vastasnurk (saadakse kaks, iiks voi
mitte iihtki lahendit).

21. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud: a) alus ja haar;
b) alus ja alusnurk; c) haar ja tipunurk; d) haar ja alusnurk.

22. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud: a) kaks kaatetit;
b) kaatet ja hiipotenuus; c) kaatet ja teravnurk.

23. Joonestada vérdhaarne kolmnurk, kui on antud: a) kérgus ja
haar; b) kérgus ja tipunurk; ¢) alus ja haarale tdmmatud korgus.

24. Joonestada tdisnurkne kolmnurk hiipotenuusi ja teravnurga
jargi.

25. Tommata ldbi nurga sees antud punkti niisugnne sirge, mis ldikaks
nurga haaradest dra vordsed Igigud.

26. Krhe 16igu summa ja vahe pdhijal leida 16igud. .

27. Jaotada antud sirgloik 4-ks, 8-ks ja 16-ks vordseks osaks.

28. Leida antud sirgel niisugune punkt, mis asetseks vordsel kaugusel
kahe<t antud punktist (viliaspool sirget).

29. Leida punkt, mis asetseks vordsel kaugusel kolmnurga tippudest

30. Leida nurga haaru loikaval sirgel punkt, mis asetseks vdrdsel kau-
gusel selle nurga haaradest.

31. Leida punkt, mis asetseks vdrdsel kaugusel kolmnurga kiilgedest

32. Leida sirgel AB niisugune punkt C, et 15bi C iihel pool sircet AB aset-
sevaile punktidele M fa N tommatud kiired CM ja CN moodustaksid kiirtega
CA ja CB vordsed nurgad.

Juhis. Joonestada punktile M telje AB suhtes siimmeetriline pu.nkt M
ja ithendada M’ N-ga.

33. Joonestada taisnurkne kolmnurk iihe kaateti ja hiipotenuusi ning teise
kaateti summa jirgi.

34. Joonestada kolmnurk aluse, aluse lahisnurga ja kahe teise kiilie vahe
jérgi (vaadelda kaht juhtumit: 1) kui on antud viik sem aluse lihisnurka-
dest, 2) kui on antud neist suu rem).
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Juhis. Vt. iilesanne § 68.

35. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud iiks kaatet ja hiipo-
tenuusi ning teise kaateti vahe.

36. On antud nurk A ja punktid B ja C, milledest {iks asetseb nurga iihel
ja teine teisei haaral. Leida: 1) punkt M nii, et ta asetseks vordsel kaugusel
nurga haaradest ja et MC=MB; 2) punkt N nii, et ta asetseks vordsel kaugusel
nurga haaradest ja et NC=CB.

37. Raudtee ldheduses on kiilad A ja B. Leida raudteel (mis on sirgjoone-
line) jaamale koht nii; et see oleks vordsel kaugusel A-st ja B-st.

38. On antud nurk A ja selle iihel haaral punkt B. Leida nurga teisel
haaral niisugune punkt C, et summa CA+CB oleks vordne antud 1diguga I.

V. Paralleelsed sirged.
PGhiteoreemid.

70. Definitsioon. Kaht sirget nimetatakse paralleelseiks,
kui nad asetsevad iihel tasapinnal ega loiku, iikskdik kui palju me
neid ka pikendaksime.

Sirgete paralleelsust margltakse stimboliga ||. Kui snged AB
ja CD on paralleelsed, siis kirjutatakse: ABJ||CD.
Paralleelsete sirgete olemasolu tdendab jargmine teoreem.

71. Teoreem. Uhele ja samale sirgele (MN) tomma-
tud kaks ristjoont (AB ja CD, joon. 72) ei loiku, iikskoik
Kkui palju neid ka pikendada.

Toepoolest, kui need ristjooned 16ikuksid mingis punktis P, siis
sellest punktist oleks sirgele MN tommatud kaks ristjoont, mis aga
pole voimalik (§ 24).

Seega iihe ja sama sirge kaks ristjoont on paralleelsed.

72. Kahe sirge loikamisel kolmanda sirgega tekkinud nurkade
nimetused. Olgu kaks sirget AB ja CD (joon. 73) loigatud kol-

2 S

L

Joon. 72. Joon. 73.
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manda sirgega MN. On tekkinud kaheksa nurka (tdhistame need
numbritega), mille nimetused paarikaupa on jargmised:

kaasnurgad (ehk vastavad nurgad): 7 ja 5,4 ja 8, 2 ja 6,
3ja7;

poiknurgad: 3 ja b, 4 ja 6 (sisemised); I ja 7, 2 ja 8
(valised);

ldhisnurgad: 4 ja 5, 3 ja 6 (sisemised); 1 ja 8, 2 ja7
(valised).

73. Kahe sirge paralleelsuse tunnused. Kui kahe sirge
(AB ja CD, joon. 74) léikamisel kolmanda sirgega (MN)
osutub, et:

1) iiks paar kaasnurki on vordsed voi

2) iiks paar poiknurki on vordsed voi

3) kahe sisemise ldhisnurga voi kahe viilise Idhis-
nurga summa on 2d,

siis need kaks sirget on paralleelsed.

Olgu nditeks antud, et kaasnurgad 2 ja 6 on vordsed; tuleb toes-
tada, et sel juhtumil ABJCD.

Vaidame vastupidist, s. o. et sirged AB ja CD pole paralleelsed;
niisugusel korral 16ikuvad sirged mingis punktis P paremal pool
MN-i voi mingis punktis P’ vasakul pool sirget MN. Kui 16ikumine
on punktis P, siis tekib kolmnurk, mille valisnurgaks on nurk 2,
sisenurgaks aga nurk 6, mis pole nurga 2 korvunurk, tdhendab,

Joon. 74. Joon. 75.

nurk 2 peab olema suurem nurgast 6 (§ 44), mis rdagib aga vastu
eeldusele; seega sirged AB ja CD ei saa loikuda mingis punktis
paremal pool sirget MN. Kui oletada, et sirged loikuvad punktis P,
siis tekib kolmnurk, millel on sisenurgaks nurk 4, mis on vordne
nurgaga 2, valisnurgaks aga nurk 6, mis pole nurga 4 korvunurk;
siis peab nurk 6 olema suurem nurgast 4 ja jdrelikult suurem nur-
gast 2, mis rddgib aga vastu eeldusele. Tdhendab, sirged AB ja CD
ei saa loikuda ka punktis, mis asetseb vasakul pool sirget MN; jére-
likult need sirged ei 16iku, s. t. nad on paralleelsed. ?

Samal viisil toestatakse, et AB|CD, kui <ZI=4Z5 voi
£L3= L7 jne.
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Olgu veel antud, et £4+ £Z5=2d. Siis peame jidreldama, et
Z4= /6, sest nurkade 6 ja 56 summa on samuti 2d. Kui aga
£4= /6, siis sirged ei saa loikuda, sest vastasel korral nurgad
4 ja 6 ei saa olla vordsed (iiks oleks vilisnurk, teine aga temaga
mitte korvu olev sisenurk). :

74. Ulesanne. Tommata libi punkti M (joon. 75) sirge, mis
oleks paralleelne antud sirgega AB.

Selle iilesande iiks lihtsamaid lahendusi on jdrgmine: joones-
tame punktist M mistahes raadiusega kaare CD, edasi joonestame
punktist C sama raadiusega kaare ME. Siis tdmbame punktist C
raadiusega, mis on vordne E ja M vahelise kaugusega, véikese
kaare. See kaar loikab kaart CD punktis F. Sirge MF on paral-
leelne sirgega AB.

@

Joon. 76.

Toestuseks tombame abisirge MC; tekkinud nurgad I ja 2 on
vordsed konstruktsiooni jargi (sest kolmnurgad EMC ja MCF on
vordsed kolme kiilje vordsuse tottu); kui aga sisemised poiknurgad
on vordsed, siis on sirged paralleelsed.

Paralleelsete sirgete joonestamiseks, nagu ndha jooniselt 76, on
holpus kasutada joonestamiskolmnurka koos joonlauaga.

75. Paralleelsete sirgete aksioom. Viiljaspool sirget aset-
sevast punktist ei saa tommata lidbhi kaht sirget, mis
oleksid paralleelsed iihe ja sama sirgega.

Niisiis, kui (joon. 77) CE||AB, siis iikski teine sirge CE;, mison
tommatud 14abi punkti C, ei saa olla paralleelne AB-ga, s. t. sirge
CE, 16ikub pikendamisel AB-ga. '

Toestada seda lauset, s. t. tuletada teda kui jéreldust varem
tunnustatud aksioomidest, pole vdimalik. Sellepédrast tuleb sellele
vaadata kui uuele aksioomile.
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76. Jareldused. 1) Kui CE|AB (joon. 77) ja mingi kol-
mas sirge CE, l6ikab iht neist paralleelseist sirgeist, siis ta loikab
ka teist. Vastasel korral labiks punkti C kaks AB-ga paralleelset
sirget, mis on aga voimatu. !

2) Kui kaks sirget AA, ja BB, (joon. 78) on paralleelsed ihe
ja sama kolmanda sirgega CC,, siis on nad ka omavahel paral-
leelsed. :

E
E'/ A =
oy : jts
8 4 B, 9
A 8 4 ol
Joon. 77: Joon. 78.

Toepoolest, kui oletada, et sirged AA; ja BB, loikuvad mingis
punktis M, siis oleks 14bi selle punkti tommatud kaks CC,-ga paral-
leelset sirget, mis pole aga voimalik.

77. Nurkadest, mis tekivad kahe paralleelse sirge loikamisel
kolmanda sirgega.

Teoreem (poordteoreem, § 73). Kui kaks para"eelset
sirget (Ad ja CD, joon. 79) on libi loigatud mingi sirgega
(MN), siis:

1) kaasnurgad on vordsed;

2) poiknurgad on vordsed;

3) sisemiste Idhisnurkade summa vordub sirg-
nurgaga;

&) viiliste lihisnurkade summa vordub sirgnurgaga.

Toestame, et kui néditeks ABJCD, siis kaasnurgad a ja f on
vordsed.

Viidame vastupidist, et nurgad pole vordsed (olgu nditeks
a>pB). Joonestanud nurga MEB,=p, me saame sirge AB; mis ei
iihti AB-ga ja, jdrelikult, meil on kaks sirget, mis on tommatud l4bi
i punkti E ja mis on paralleelsed iihe ning sama sirgega CD, nimelt:
AB|ICD teoreemi eelduse pohjal ja A;B.||CD vastavate nurkade
MEB, ja B vordsuse tottu. Et see jareldus radgib vastu paralleelsete
sirgete aksioomile, siis véide, et nurgad a ja f pole vordsed, on
vale, ja peab olema, et a=§.

Samuti saab toestada ka teoreemi filejadnud viited. Ulaltdes-
tatud teoreemidest jdreldub jargmine teoreem:

kui sirge on risti iihega kahest paralleelsest sirgest,
siis on ta risti ka teisega.

s Toepoolest, kui AB||CD (joon. 80) ja ME 1L AB, siis, esiteks,

ME, loigates sirget AB, peab 16ikama ka sirget CD mingis punktis
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F; teiseks on kaasnurgad a ja f vordsed. Nurk a aga on tdisnurk,
tahendab, ka nurk B on tédisnurk, s. t. MELCD.

~
. B : M
A 8
5 4 £ } 8
70
c D
/ : A2\ b
N
Joon. 79. Joon. 80.

78. Sirgete mitteparalleelsuse tunnused. Kahest teoreemist, otse-
sest (§ 73) ja selle poordteoreemist (§ 77), saab jdreldada, et ka
vastandteoreemid on oiged, s. o.:

kui kahe sirge loikamisel kolmandaga osutub, et 1) kaasnurgad
pole vordsed v6i 2) sisemised poiknurgad pole vordsed jne., siis
sirged pole paralleelsed;

kui kaks sirget pole paralleelsed, siis nende lGikamisel kol-
manda sirgega: 1) kaasnurgad pole vordsed, 2) sisemised poik-
nurgad pole vordsed jne. .

Neist mitteparalleelsuse tunnustest (neid on kerge toestada
vastuvditeliselt) on kasulik juhtida erilist tdhelepanu jargmisele:

kui sisemiste lihisnurkade summa (o ja B, joon 81) pole vordne
sirgnurgaga, siis sirged (AB ja CD) loikuvad.

Kui need sirged ei 1oikuks, siis oleksid nad paralleelsed ja sise-
miste ldhisnurkade summa vorduks sirgnurgaga, mis rdagiks vastu

eeldusele.
; D
Bﬂ/, Z/
B A
A € 7 /C

Joon. 8i.

See lause (tdiendatuna vaitega, et sirged 16ikuvad sealpool
Icikajat, kus sisemiste ldhisnurkade summa on sirgnurgast vaik-
sem) oli voetud kuulsa kreeka geomeetri Eukleidese (elas III sa-
jandil e. m. a.) poolt ilma toesiuseta tema geomeetria «Elementi-
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desse» kui paralleelsete sirgete aksioom ja seepirast on ta tuntud
Eukleidese postulaadi nime all. Praegusajal on selliseks aksioomiks
voetud lihtsam lause (§ 75).

Néitame veel kaks jargmist mitteparalleelsuse tunnust, mida
liheb meil edaspidi tarvis.

-

A 4

RNl L,y \

Joon. 82. Joon. 83.

1) Uhe ja sama sirge (EF) ristjoon (AB, joon. 82) ja kald-
- joon (CD) [bikuvad, sest sisemiste lahisnurkade | ja 2 summa ei
vordu sirgnurgaga. !

2) Kaks sirget (AB ja CD, joon. 83), mis on risti kahe I6ikuva
sirgega (FE ja FG), l6ikuvad.

Toepoolest, kui oletada vastupidist, s. o. et AB||CD, siis sirge
FD, olles risti iihe paralleelse sirgega (CD), on risti ka teise paral-
leelse sirgega (AB) ja iihest punktist F on siis iihele sirgele AB
tommatud kaks ristjoont FB ja FD, mis pole aga voimalik.

¢ Vastavalt paralleelsete v&i ristuvate haaradega nurgad.

79. Teoreem. Kui iihe nurga haarad on vastavalt paral-
leelsed teise nurga haaradega, siis nurgad on kas vord-
sed voi nende summa vordub sirgnurgaga.

Vaatleme eraldi jargmist kolme juhtumit (joon. 84).

1) Olgu nurga 7 haarad vastavalt paralleelsed nurga 2 haara-
dega ja peale selle olgu nad samasuunalised (joonisel on
suunad ndidatud nooltega). Pi-
kendanud nurga 2 iiht haara
Ioikuiniseni nurga / haaraga,
saame nurga 3, mis on vordne .
nurgaga [ ja nurgaga 2 (kui /
kaasnurgad paralleelide juures); s /2 3
jarelikult £1=Z2. -—

2) Olgu nurga / haarad vas- /
tavalt paralleelsed nurga 4 haa-
radega, suunad aga olgu 1 ki

vastupidised.
Pikendanud nurga 4 mole- Joon. 84.
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maid haaru, saame nurga 2, mis on vordne nurgaga I (dsja toesta-
tud) ja nurgaga 4 (kui tippnurgad); jarelikult £4=Z1.

3) Olgu lopuks nurga I haarad vastavalt paralleelsed nurga
5 ja 6 haaradega, seejuures kaks haara on samasuunalised, kaks
aga vastassuunalised.

Pikendanud nurga 5 voi nurga 6 iiht haara, saame nurga 2,
mis on vyordne (toestatu pohjal) nurgaga I; aga Z5 (voi
£6)+£2=2d4 (kui korvunurgad); jarelikult ka Z&§ (voi
£6)+ £1=2d. ' 5

Seega paralleelsete haaradega nurgad on vordsed, kui haarad
on sama- voi vastassuunalised; kui aga see noue pole tdidetud,
siis nurkade summa vordub sirgnurgaga.

Midrkus. Voiks ju iitelda, et paralleclsete haaradega nurgad
on vordsed siis, kui molemad nurgad on kas teravnurgad voi niiri-
nurgad; esineb aga juhtumeid, kus nurkade vélisilme jargi on
raske otsustada, kas nad on teravnurgad voi niirinurgad; seepérast
tuleb vorrelda nurkade haarade suundi.

80. Teoreem. Kui iihe nurga haarad on vastavalt risti
teise nurga haaradega, siis nurgad on kas vordsed voi
nende summa vordub sirgnurgaga.

Olgu nurk ABC, mis
on {ahistatud numbriga I
(joon. 85), iiks antuist;
AN teiseks nurgaks votame iihe
neljast nurgast: 2, 3, 4 voi
5, mis on tekkinud kahe
sirge l6ikumisel, milledest
—+« ks on risti haaraga AB,
teine aga risti haaraga
BC - (nurkade iihine tipp
voib' olla tasapinna mis-

tahes punktis).
Joon. 85 Témbame nurga I ti-
A pust kaks abisirget: BD L
1 BC ja BE 1 BA. Nende sirgete poolt moodustatud nurk 6 vordub
nurgaga I, sest nurgad DBC ja EBA on vordsed kui tdisnurgad,
ja lahutades molemast nurga EBC, saame: Z6= /1. Niiiid
ndeme, et abinurga 6 haarad on paralleelsed nende loikuvate sir-
getega, mis moodustavad nurgad 2, 3, 4 ja 5 (sest kaks ristjoont
iihele sirgele on paralleelsed, § 71); jérelikult need nurgad on kas
vordsed nurgaga 6 voi moodustavad temaga summa 2d. Asendades
nurga 6 vordse nurgaga I, saame selle, mida oli tarvis toestada.
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Koimnurga ja hulknurga nurkade summa.

81. Teoreem. Kolmnurga sisenurkade summa vordub
sirgnurgaga.

Olgu ABC (joon. 86) mingi kolmnurk; tuleb tdestada, et nur-
kade A, B ja C summa vordub sirgnurgaga. s. o. 180°-ga.

Pikendanud kiilge AC ja tommanud CE|AB, leiame: ZA—
=ZECD (kui kaasnurgad paralleelide juures), ZB= /BCE
(kui sisemised pdiknurgad paralleelide juures); jérelikult ZLECD+
+£BCE+ LC=LA+ LB+ £C=2d= 180",

Jdreldused. 1) Kolmnurga iga vilisnurk vérdub temaga
mitte korvuolevate sisenurkade summaga (nii ZBCD=/A+
+£B).

- 2) Kui ithe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vordsed teise
kolmnurga kahe nurgaga, siis on vordsed ka kolmnurkade kol-
mandad nurgad.

3) Tdaisnurkse  kolm-
nurga teravnurkade sum-
ma  vordub tdisnurgaga, g £
s. 0. 90°-ga. '
4) Vordhaarses tiis-
nurkses kolmnurgas terav- \

nurk vordub %d, 8270

45°-ga. 4 D
5) Vordkiilgses kolm-
nurgas iga nurk vordub Joon. 86.

gd, s. 0. 60°-ga.

6) Kui tdisnurkses kolmnurgas ABC (joon. 87) iiks teravnur-
kadest (naiteks £ B) vordub 30°-ga, siis selle nurga vastaskaatet
vordub poole hiipotenuusiga.

Teades, et niisuguses kolmnurgas teine teravnurk vérdub
60°-ga, joonestame kolmnurga ABC juurde teise koimnurga ABD,
mis on vordne antud kolmnurgaga. Saame kolmnurga DBC, mil-
les iga nurk vordub 60°-ga. Selline vordnurkne kolmnurk on ka

vordkiilgne (§ 47) ja seépérast DC=BC. Aga AC= -2]-DC; tahen-
dab, AC=1BC.

TGestagu oOpilased ise pocrdteoreemi: kui kaatet vérdub poole
hipotenuusiga, siis kaateti vastasnurk vérdub 30°-ga.

82. Teoreem. Kumera hulknurga sisenurkade summa
vordub 180° ja n—2 korrutisega, kus n on hulknurga
kiilgede arv.
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Votnud kumera hulknurga sees (joon. 88) mistahes punkti O,
ithendame selle hulknurga tippudega. Siis kumer hulknurk tiikel-
dub kolmnurkadeks, millede arv vordub hulknurga kiilgede arvuga.
Iga kolmnurga sisenurkade summa on 2d; jarelikult koigi kolmnur-
kade sisenurkade summa on 2dn. See arv on ilmselt hulknurga sise-

60° 60°,
4
Joon, 87. Joon. 88.

nurkade summast suurem tipu O iimber asetsevate nurkade summa
vorra; tipu O iimber asetsevate nurkade summa on 4d; jérelikult
hulknurga sisenunkade summa vordub:

2dn—4d=2d(n—2) =180°(n—2).

Miarkus. Teoreemi saab toestada ka nii. Kumera hulknurga
mingist tipust tombame diagonaalid (joon. 89). Siis hulknurk
tiikeldub kolmnurkadeks, millede arv on hulknurga kiilgede arvust
kahe vorra véiksem. Toepoolest, kui mitte arvestada kaht kiilge, mis
moodustavad nurga, mille tipust on tommatud diagonaalid, siis iga
iilejddnud kiilje kohta tuleb iiks kolmnurk. Seega koiki kolmnurki
on kokku n—2, kus n on hulknurga kiilgede arv. Igas kolmnurgas
on sisenurkade summa 2d; tdhendab, koigi kolmnurkade sisenur-
kade summa on 2d(n—2); see summa on aga ka hulknurga sise-
nurkade summa. ’

Toestatud teoreem on kehtiv ka mittekumerate hulknurkade kohta. Kui
hulknurga sees on voimalik leida niisugune punkt, et sirgldigud, mis iihenda-
vad seda punkti hulknurga tippudega, asetsevad hulknurga sees, siis toestus
on tipselt sama, mis eespool toodud esimene tGestus Kui aga hulknurgas sel-
list punkti ei leidu, siis tuleb hulknurk tiikeldada mingi diagonaaliga kumera-
teks hulknurkadeks ja arvutada siis iga sellise hulknurga sisenurkade summa
ja liita need summad. Tulemuseks on sama valem 2dn—4d. Soovitame luge-
jale teostada see arvutus.

83. Teoreem. Kui kumera hulknurga igast tipust
pikendame iiht kiilgedest iile tipu, siis koéigi siinjuures
tekkinud hulknurga viilisnurkade summa vordub
360°-ga (olenemata hulknurga kiilgede arvust).
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Hulknurga iga vélisnurk moodustab koos sisenurgaga kui kor-
vunurgaga 2d (joon. 90); jarelikult, kui sisenurkade summa liita
vilisnurkade summaga, saadakse 2dn (kus n on hulknurga kiil-

-
”

-

N
]
Joon. 89. Joon. 90.

gede arv); sisenurkade summa on aga, nagu nigime, 2dn—4d;
jarelikult vilisnurkade summa vordub:

2dn— (2dn--4d) =2dn—2dn+4d =4d=360°.

Tsentraalne siimmeetria.

84. Paragrahvis 37 oli vaadeldud juhtum, kus kaks vordset
kujundit on siimmeetrilised sirge suhtes. Eespool tuletatud paral-
leelsete sirgete omadused voimaldavad tutvuda veel iihe {ihelepanu-
vairse kahe vordse kujundi, kahe vordse 16igu voi kahe punkti vas-
taitikuse asetuse liigiga mingi samal tasapinnal asetseva punkii
suhtes.

Kui punktid A, A" ja O (joon. 91) asetsevad iihel sirgel ja
punkt O on sirgldigu AA’ keskpunktiks (OA=0A’), siis punkte A
ja A’ nimetatakse siimmeetrilisteks punktideks punkti (O) suhtes.

Selleks et leida punkt, mis oleks siimmeetriline punktiga A
mone teise punkti O suhtes, tuleb punktid A ja O iihendada sirg-
loiguga, siis seda 16iku pikendada iile punkti O ja sellel pikendusel
votta punkt A’ nii, et A’O=A0. Saadud punkt ongi otsitav.

85. Teoreem. Kui mingi sirge (AB) kahele punktile
(A ja B) joonestada siimmeeirilised punktid (A’ ja B’)
mone punkti O suhtes, siis:

1) punkte A’ ja B’ iihendav sirge on paralleelne antud
sirgega AB, seejuures on sirgloik AB vordne sirgloi-
guga A'B’;
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2) antud sirge AB igale punktile vastab sellele siim-
meetriline punkt sirgel A'B’.

i :
.i/ L £
A B D'
Joon. 91. Joon. 92.

Toestus. 1) Kolmnurgad AOB ja A’OB’ (joon. 92) on vord-
sed, sest neil AO=A’0O ja BO=B’0O (konstruktsiooni pohjal) ning
ZLAOB= £ZA’OB’ (kui tippnurgad). Nende kolmnurkade vordsu-
sest jareldub: AB=A’B’ ja LOAB= /Z0OA’B’; tiahendab AB|A’B’
(§ 73, 2. juhtum).

2) Votame sirgel AB mingi punkti D (joon. 92). Sirge, mis
libib D ja O, 16ikub sirgega A’B’ mones punktis D’. Kolmnurgad
AOD ja A’OD’ on vordsed sest neil AO=A’0, £1= 22 (kui sise-
mised poiknurgad paralleelide juures) ja Z3=Z£4 (kui tipp-
nurgad). Nende kolmnurkade vordsusest jéareldub: OD=0D".
Tahendab, punktid D ja D’ on siimmeetrilised punkti O suhtes.

86. Siimmeetrilised kujundid. Kaks kujundit on siimmeei-
rilised antud punkti O suhtes, kui iihe kujundi igale
punktile vastab teisel kujundil siimmeetriline punki.

Punkti O nimetatakse antud kujundite siimmeetria keskpunktiks.
Sellist siimmeetriat nimetatakse erinevalt teljelisest siimmeetriast,
mida oli késitletud varem (§37), tsentraalseks siimmeet-
riaks. Kui antud kujundi igale punkiile vastab mone kesk-
punkti suhtes siimmeetriline punkt samas kujundis, siis 6eldakse,
et antud kujundil on siimmeetria keskpunkt. Sellise kujundi nai-
tekskon ringjoon. Siimmeetria keskpunktiks on siin ringjoone kesk-
punkt. ,

Iga kujundit saab iihtistad’a kujundiga, mis
on temaga siimmeetriline, poorates teda siim-
meetria keskpunkti iimber. Toepoolest, votame nditeks
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kaks kolmnurka: ABC ja A’B’C’ (joon. 92), mis on keskpunkti O
suhtes siimmeetrilised. Poérame kujundit, seda tasapinnalt eralda-
mata, punkti O kui keskpunkii fimber
seni, kuni sirge 0A langeb sir- g
gele OA’.

Et £1=22 ja £3=14, siis
sirge OB langeb OB’-le, sirge OC
aga sirgele OC’. Et OA=04’,
OB=0B’, 0C=0C’, siis punkt A
tihtib punktiga A’, punkt B punktiga
B’ ja punkt C punktiga C". Seega
kolmnurk ABC {ihtib kolmnurgaga
M A

On ilmne, et niisugusel poordel Fas: %
iga sirge OA, OB, OC ja ka kolm- _ e
nurga ABC iga kiilg poordub 180° , ;
vorra. Kui kujundil on siimmeetria keskpunkt, siis parast pdéret
180” vorra iimber siimmeetria keskpunkti kujund iihtib iseendaga.

Miérkus. Poédramisel, mida praegu rakendasime kolmnur-
kade ABC ja A’B’C’ iihtistamisel, liugus kolmnurk ABC mééda
tasapinda. Seega voib keskpunkti suhtes stimmeetrilisi kujundeid
iihtistada, ilma et oleks tarvis neid tasa pinnalt eraldada.
Sellega erineb tseniraalne siimmeetria oluliselt teljelisest siim-
meetriast (§ 37), kus siimmeetriliste kujundite {ihtistamisel oli tar-
vis iiks neist timber péorata.

Kujundile tsentraalne siimmeetria, samuti nagu teljeline, esineb
sageli looduses ja igapievases elus. Joonisel 94 on kujutatud
lennuki propeller. Tal on siimmeetria keskpunktiks punkt O. Joo-
niseli 95 on kujutatud lumehelve, millel on ka stimmeetria kesk-
punkt.

Joon. 94. Joon. 95.



VI. Roopkiilikud ja trapetsid.
Roopkiilikud (parallelogrammid).

87. Roopkiilik. Nelinurka, millel on kaks paari paralleelseid
vastaskiilgi, nimetatakse roopkiilikuks ehk parallelogram-
miks. Niisuguse nelinurga (ABCD, joon. 96) voib niiteks saada,
kui kaks paralleelset sirget KL ja MN l4bi loigata kahe teise paral-
leelse sirgega RS ja PQ. .

88. Teoreem (mis valjendab roopkiiliku kiilgede ja nurkade
omadusi).

RoOopkiiliku vastaskiiljed on vordsed, vastasnurgad
on vordsed ja iihe kiilje Idhisnurkade summa vOrdub
sirgnurgaga (joon. 97). ‘

Tommates diagonaali BD, saame kaks kolmnurka: ABD ja
BCD. Need kolmnurgad on vordsed, sest neil on iihine kiilg BD.
Ll=/4 ja Z£2=/3 (kui poiknurgad paralleelide juures).
Kolmnurkade vordsusest jdreldub: AB=CD, AD=BC ja
ZA=ZC. Vastasnurgad B ja D on samuti vordsed kui vord-
sete nurkade summad.

HrEy
,, /B/ ol
R 7 /D &
K M \
Joon. 96. Joon. 97.

Lopuks, iihe kiilje ldhisnurkade, néiteks nurkade A ja D summa
moodustab sirgnurga, sest nad on sisemised ldhisnurgad parallee-
lide juures.

Mirkus. Roopkiiliku vastaskiilgede vordsust véljendatakse
monikord lithidalt jargmiselt: paralleelide 16igud paralleelide vahel
on vordsed.

Jiareldus. Kui kaks sirget on paralleelsed, siis iihe sirge
kdik punktid on vordsel kaugusel teisest sirgest; lihidalt: paral-
leelsed sirged (AB ja CD, joon. 98) on igal pool teineteisest iihe-
kRaugusel.
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TGepoolest, kui sirge CD mistahes punktidest M ja N tom-
mata sirgele AB ristjooned MP ja NQ, siis need ristjooned on paral-
leelsed (§ 71) ja seepérast kujund
MNQP on roépkiilik; siit jareldub,
et MP=NQ, s. o. punktid M ja N
on iihekaugusel sirgest AB. ¢ '}

89. RooOpkiiliku kaks tunnust.

Teoreem. Kui kumeras neli-
nurgas: 1) vastaskiiljed on P Q
vordsed voi 2) kaks vastas- A s |
kiilge on vordsed ja paral- Joon. 8.
leelsed, siis nelinurk on
roopkiilik.

1. Olgu kajund ABCD (joon. 99) nelinurk, milles

AB=CD ja BC=AD.

Tuleb toestada, et see kujund on roopkiilik, s. o. et ABJICD ja
BCJ||AD.

Tommates diagonaali BD, saame kaks kolmnurka, mis on vord-
sed, sest neil: BD on iihine kiilg, AB=CD ja BC=AD (eelduse
pohjal). Nende kolmnurkade vordsusest jireldub: £/=/4 ja
£2= /3 (vordsetes kolmnurkades on vordsete kiilgede vastas
vordsed nurgad); seetottu AB | CD ja BC || AD (kui poiknurgad
on vordsed, siis sirged on paralleelsed).

2. Olgu nelinurgas (ABCD, joon. 99) BC || AD ja BC=AD.
Tuleb toestada, et ABCD on roopkiilik, s. o. et AB || CD.

Kolmnurgad ABC ja BCD on vordsed, sest neil: BD on iihine
kilg, BC=AD (eelduse pohjal) ja £2=23 (kui oiknurgad
paralleelide juures). Nende kolmnurkade vérdsusest jareldub, et
£L1= /4, seega AB I CD.

90. Teoreem (mis viljendab  roopkiiliku diagonaalide
omadust).

Kui nelinurk (ABCD, joon. 100) on réopkiilik, siis tema
diagonaalid poolitavad teineteist.
©

Poordteoreem. Kui nelinurga diagonaalid poolitavad
teineteist, siis nelinurk on roopkiilik.

1) Kolmnurgad BOC ja AOD on vordsed, sest BC=AD (kui
roopkiiliku  vastaskiiljed), £7/=2/2 ja £3=/4 (kui poiknur-
gad paralleelide juurés). Kolmnurkade vordsusest jdreldub, et
OC=0A ja OB=0D.
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2) Kui AO=0C ja BO=0D, siis kolmnurgad AOD ja BOC
on vordsed (kahe kiilje ja nende vahel oleva nurga jargi). Kolm-
nurkade vordsusest jdreldub: ZI1=Z2 ja £3= /4. Jérelikult

B P
8 ¢ 1 i\
"o \\ﬁ
X0
T
3 A= Le
A Q D

Joon. 99. Joon. 100.

C

BC ||-AD (poiknurgad on vordsed) ja BC=AD, seega kujund
ABCD on roopkiilik.

91. Roopkiiliku siimmeetria keskpunkt. Rodpkilikul on sim-
meetria keskpunkt. Selleks keskpunktiks on diagonaalide loike-
punkt (joon. 100). Toepoolest, et BO=0D ja OC=0A, siis loigud
BC ja AD on stimmeetrilised punkti O suhtes ja loigu BC igale
punktile P vastab 16igul AD (§ 85) siimmeetriline punkt Q.

Samuti veendume selles, et 16igud AB ja CD on siimmeetrilised
punkti O suhtes. Kui roopkiilikut poorata 180° vorra tema diago-
naalide loikepunkti timber, siis roopkiiliku uus asend iihtib esialg-
sega. Seejuures iga tipp iihtib vastastipuga (joonisel 100 tipp A
iihtib C-ga ja B {ihtib D-ga).

Roo6pkiiliku moned eriliigid: ristkiilik, romb, ruut.

92. Ristkiilik ja ta omadused. Kui réopkiiliku iiks nurk on tiis-
nurk, siis ka ta iilejddnud nurgad on tédisnurgad (§ 88). Rdéop-
'Iic‘illikut, mille koik nurgad on tdisnurgad, nimetatakse ristKiili-

uks.

Et ristkiilik on roopkiilik, siis on tal koik réopkiiliku omadused;
néiteks, ta diagonaalid poolitavad teineteist ja nende 16ikepunkt on
siimmeetria keskpunktiks. Ristkiilikul on aga ka eri~madusi.

1) Ristkiiliku (ABCD, joon.
101) diagopaalid on vordsed.

Taisnurksed kolmnurgad ACD ja
%77 ABD on vordsed, sest neil AD on

ithine kaatet ja AB=CD (kui roop-
kiiliku vastaskiiljed). Kolmnurkade

8 (4

M

Zv‘

S vordsusest jareldub: AC=BD.
A D 2) Ristkiilikul on kaks siim-
Joon. 101. meetriatelge. . ;
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Iga sirge, mis ldbib ristkiiliku siimmeetria keskpunkti ja on
paralleelne tema vastaskiilgedega, on tema stimmeetriateljeks.
Ristkiiliku siimmeetriateljed on teineteisega risti (vt. joon. 102).

93. Romb ja ta omadused, Réépkiilikut, mille koik kiiljed on
vordsed, nimetatakse rombiks. Muidugi, koik roopkiiliku omadu-
sed (?n olemas ka rombil, peale selle on tal aga veel kaks eri-
omadust.

™
8 J ¢
ﬂ Sl i i, e comt— o S—— ._..Q
i
[
A ! D
N
Joon. 102, Joon. 103.

1) Rombi (ABCD, joon. 103) diagonaalid on teinetei-
sega risti ja poolitavad rombi nurki.

Kolmnurgad ABO ja BOC on vordsed, sest neil: BO on iihine
kiilg, AB=BC (sest rombi kiiljed on vordsed) ja AO=0C (sest
iga roopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist). Kolmnurkade
vordsusest jareldub, et £/=22, s. o. BD1AC ja £3= /4, see
tihendab, et diagonaal poolitab nurga B. Kolmnurkade BOC ja
COD vordsusest jareldub, et diagonaal poolitab C jne.

D
Joon. 104. Joen. 105.

2) Rombi diagonaalid on ta siimmeetriatelgedeks.

Diagonaal BD (joon. 104) on rombi ABCD stimmeetriateljeks,
sest poorates AABD iimber BD, iihtistame ta kolmnurgaga BCD.
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Toepoolest, diagonaal BD poolitab nurgad B ja D ning peale selle
AB=BC ja AD=CD.

Sama arutlus on kehtiv ka diagonaali AC kohta.

94. Ruut ja ta omadused. Ruuduks nimetatakse niisugust
r6opkiilikut, milles koik kiljed on vordsed ja koik nurgad tiis-
nurgad; voib ka itelda, et ruut on ristkiilik, mille kiiljed on vord-
sed, voi romb, mille nurgad on tdisnurgad. Seepérast ruudul on
roopkiiliku, ristkiiliku ja rombi omadused. Nditeks, ruudul on meli
siimmeetriatelge (joon. 105): kaks ldbivad vastaskiilgede kesk-
punkte (nagu ristkiiliku puhul) ja kaks ldbivad vastasnurkade
tippe (nagu rombi puhul).

Moned roopkiiliku omadustel pohinevad teoreemid.

95. Teoreein. Kui nurga iihele haarafe (néditeks nurga
ABC haarale BC, joon. 106) paigutame vordsed Ioigud
(DE = EF = ...) ja libi nende otspunktide tombame pa-
ralleelsed sirged (DM, EN, FP,...) kuni loikumiseni
nurga teise haaraga, siis nurga teisel haaral tekivad
samuti vordsed Ioigud (MN = NP = ...).

Tombame abisirged DK ja EL paralleelselt AB-ga. Seejuures
tekkinud kolmnurgad DKE ja ELF on vordsed, sest DE=EF (eel-
duse pohjal), £ZKDE= ZLEF ja ZKED= ZLFE (kui kaasnurgad
paralleelide juures). Nende kolmnurkade vordsusest jareldub, et
DK=EL. Aga DK=MN ja EL=NP kui roopkiilikute vastaskiiljed,
tahendab MN=NP.

8

Joon. 106.

Mirkus. Vordsed 16igud voivad olla paigutatud ka nurga
B tipust: BD=DE=EF= ... Siis tuleb vordsed 15igud ka teisel
haaral lugeda nurga tipust: BM=MN=NP= ...
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96. Jireldus. Sirge (DE, joon. 107), mis on tommatud libi
kolmnurga kilje (AB) keskpunkti paralleelselt tema teise kiiljega
(AC), poolitab kolmnurga kolmanda kilje (BC).

Toepoolest, ndeme, et nurga B haarale on paigutatud vordsed
Ioigud BD=DA ja libi jaotuspunktide D ja A on tommatud paral-
leelsed sirged DE ja AC l6ikumisenj haaraga BC; toestatu pohjal
tekivad ka sellel haaral vordsed 16igud BE=EC ja seepdrast
punkt E poolitab 16igu BC.

M idrkus. Loiku, mis {ihendab kolmnurga kahe kiilje kesk-
punkie, nimetatakse kolmnurga keskigiguks. .
‘ 8.
97. Teoreem (mis  viljendab
kolmnurga  keskloigu  omadust).
Sirgloik (DE, joon. 107), mis
iihendab kolmnurga kahe kiilje D P
keskpunke (s. o. kolmnurga ABC
keskloik), on paralleelne kol-
manda kiiljega ja vordub kol- .
manda  kiilje poolega. . F

Joon. 107.

Toestuseks kujutleme, et libi kiilje
AB keskpunkti tombasime sirge pa-
ralleelselt kiiljega AC. Siis eelmises paragrahvis tGestatu pdohjal
poolitab see sirge kiilje BC ja iihtib, jirelikult sirgloiguga DE, mis
fihendab kiilgede AB ja BC keskpunkte.

Tommates veel EF|JAD, leiame, et kiilg AC poolitub punktis F;
tahendab, AF=FC ja peale selle AF=DE (kui roopkiiliku ADEF
vastaskiiljed), seega:

1
DE=3 AC.

Trapetsid.

98. Nelinurka, mille kaks vastaskiilge on paralleelsed, teised
kaks kiilge aga pole paralleelsed, nimetatakse trapetsiks. Trapetsi
paralleelseid kiilgi (AD ja BC, joon. 108) nimetatakse tema
alusteks, mitteparalleelseid kiilgi (AB ja CD) — haaradeks. Kui
haarad on vordsed, siis trapets on vordhaarne.

99. Trapetsi keskldigu omadus. Sirgloiku, mis iihendab trapeisi-
haarade keskpunkte, nimetatakse trapetsi keskldiguks. Sellel 16igul
on jargmine omadus.
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Teoreem. Trapetsi keskloik (joon. 109) on alustega pa-
ralleelne ning vordub aluste poolsummaga.

. i Tombame 14bi punktide B ja F

Feir sirge kuni 16ikumiseni kiilje AD pi-

; kendusega punktis G. Saame kaks

S z - kolmnurka BCF ja DFG, mis on

T o vordsed, sest neil: CF=FD (eel-
s duse pohjal), ZBFC=/ZDFG

A 0  +kui tippnurgad) ja ZBCF=
Joon. 108, =4 FDG (kui poiknurgad paral-

leelide juures). Kolmnurkade vord-

susest jdreldub, et BF=FG ja

BC=DG. Niiiid ndeme, et kolmnurgas ABG sirgloik EF iihendab

kahe kiilje keskpunkte, tdhendab (§ 97), EF||AG ja ﬁF.=% (AD+

+DG); teiste sonadega: EF|IAD ja EF = (AD+BC).

Joon. 109.

100. Ulesanne. Jaotada antud sirgloik (AB, joon. 110)
vordseteks osadeks, millede arv on antud (niiteks kolmeks). Sirg-
16igu otspunktist A tombame sirge AC, mis moodustab AB-ga mingi
nurga; paigutame AC-le punktist A kolm vordset 16iku: AD, DE
ja EF; punkti F ihendame punktiga B; 16puks tombame punktidest
E ja D paralleelselt FB-ga sirged EN ja DM. Siis sirgloik AB
jaotub toestatu pohjal punktides M ja N kolmeks vordseks osaks.

Konstrueerimisiilesandeid.

101. Roopliikkemeetod. Roopkiiliku omaduste rakendusele on
rajatud konstrueerimisiilesannete lahendamise eriviis, mis on tun-

64



tud r6op- ehk paralleelliikkemeetodi nime all. Koige paremini sel-
gitab selle meetodi olu ndide.

Ulesanne. Joonestada neli- M N
nurk ABCD (joon. 111), kui on ‘
teada koik tema kiiljed ja sirgloik .
EF, mis dhendab wvastaskiilgede v
keskpunkte.

Selleks et antud jooned teine-
teisele ldhendada, viime kiiljed
AD ja BC roopliikke abil asendi- ¢
tesse ED; ja EC,. Siis kiilg DD,
on vordne ja paralleelne AE-ga ja Joon. 110. .
killg CC, on vordne ja paralleelne
EB-ga:: et apa  AE=EB; - siis
DD;=CC, ja DD,||CC,. Seetottu kolmnurgad DDF ja CC,F on
vordsed (sest DD=CC,, DF=FC ja £ZD,DF= ZFCC,); tihen-
dab, ZD\FD=ZCFC, ja seepdrast peab joon DFC; oléma

sirgjoon, s. t. kujund ED,FC; on kolm-

A £ 8 nurk. Selles kolmnurgas on teada kaks

killge (EDy=AD ja EC,=BC) ja
mediaan EF, mis on tommatud kolman-
o dale kiiljele. Nende andmete pohjal on
kerge joonestada kolmnurka ED;C; (pi-
c. o kendame sirgloiku EF iile punkti F oma

Yoo g2 pikkuse vorra ja saadud punkti iihen-
oot dame D;-ga ja C;ga; saame roopkiiliku,
milles on teada kiiljed ja itks diagonaal).

Kui kolmnurk ED,C, on leitud, joonestame kolmnurgad D,DF
ja C,CF ja siis kogu nelinurga ABCD.

dJé(ijtame selle meetodi abil Opilastel lahendada jargmised iiles-
anded.

e 1. Joonestada trapets, kui on antud iiks nurk, kaks diagonaali ja kesk-
oik.

2. Joonestada nelinurk, kui on antud kolm kiilge a, b, ¢ ja kaks otsitava
kiilje ldhisnurka a ja B.

3. Joonestada trapets nelja kiilje jargi.

102. Siimmeetriameetod. Teljelise siimmeetria omadusi voime
kasutada ka konstrueerimisiilesannete lahendamisel. Monikord on
kerge leida lahendusplaani, kui osa joonist poorata mone sirge
fimber nii, et ta votaks siimmeetrilise asendi teisel pool seda sirget.
Toome ndite.

Ulesanne. Leida sirgel AB (joon. 112) niisugune punkt X,
et ta kauguste summa kahest antud punktist M ja N oleks viikseim.
Kui joonis murda kokku moodda sirget AB, siis punkt M votab
asendi M’, mis on siimmeetriline M-ga AB suhtes ja punkti M kau-
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gus sirge AB mistahes punktist vordub selle punkti kaugu-
sega M’-st. Seepdrast ongi summad MX+ XN, MX,;+ XN ... vasta-
valt vordsed summadega M’X+XN, M’X,+ XN ...; viimastest
summadest on aga koige vdiksem see, mille puhul M’XN on sirge.
Siit ongi arusaadav.see lahendusviis.

Sama lahendus on ka jargmisel iilesandel: leida sirgel AB nii-
sugune punkt X, et sirged, mis {ihendavad seda punkti kahe antud
punktiga M ja N, moodustaksid sirgega AB vordsed nurgad.

Soovitame oOpilastel siimmeetriameetodi abil lahendada jargmi-
sed iilesanded.

1. Joonestada nelinurk ABCD, kui on
teada tema neli kiilge ja et diagonaal AC
poolitab nurga A.

2. Taisnurksel piljardil on antud
kahe palli A ja B asend. Mis suunas tu-
leb liiiia palli A, et see parast tagasipor-
kamist koigist neljast piljardi aarisest

B porkaks kokku palliga B?

3. On antud nurk ja tema sees
punkt. Joonestada viikseima {imbermoo-
duga kolmnurk nii, et selle iiks tipp oleks
antud punktis ja kaks teist tippu aset-
seksid antud nurga haaradel.

N

Harjutusi.

Toestada teoreemid.

1. Kui ithendada jarjest mingi nelinurga kiilgede keskpunktid, saadakse
roopkiilik.

2. Taisnurkses kolmnurgas hiipotenuusile tommatud mediaan vordub poole
hiipotenuusiga.

Juhis. Mediaani tuleb pikendada tema oma pikkuse vorra.

3. Poordteoreem: kui mediaan on pool sellest kolmnurga kiiljest, millele ta
on tommatud, siis kolmnurk on tédisnurkne.

4. Tiisnurkses kolmnurgas moodustavad hiipotenuusile tommatud mediaan
ja korgus nurga, mis vordub kolmnurga teravnurkade vahega.

Juhis. Vi. iilesanne 2.

5. Kolmnurgas ABC nurga A poolitaja 10ikab kiilge BC punktis D; sirge,
mis on tommatud D-st paralleelselt CA-ga, 16ikab kiilge AB punktis E; sirge,
mis on tommatud E-st paralleelselt BC-ga, loikab kiillge AC punktis F. Toes-
tada, et EA=FC.

6. Antud nurga sees on teine nurk, mille haarad on paralleelsed antud
nurga haaradega ja vordsel kaugusecl neist. Toestada, et teise nurga nurga-
poolitaja iihtib antud nurga nurgapoolitajaga. :

7. Trapetsi keskloik poolitab iga sirgloigu, mis {ihendab alumise aluse min-
git punkti illemise aluse mingi punktiga.

8. Kolmnurgas on témmatud 14bi aluse lahisnurkade poolitajate 16ikepunkti
sirge paraileelselt alusega. Toestada, et selle sirge 16ik kolmnurga kahe kiilje
vahel vordub aluse ldhiskiilgede !0ikude summaga (loigud on moeldud alusest
kuni tommatud sirgeni).
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9. Libi kolmnurga tippude on t6mmatud sirFed paralleelselt vastaskiilge-
dega. Toestada, et nende sirgete poolt tekitatud kolmnurk koosneb neljast kolm-
nurgast, milledest igaiiks vordub antud kolmnurgaga, ja et iga tema kiilg on
kaks korda suurem antud kolmnurga vastavast kiiljest.

10. Vordhaarses kolmnurgas on aluse iga punkti kauguste summa haara-
dest jadv suurus ja see vordub haarale tommatud korgusega.

11. Kuidas muutub see teoreem, kui punkt votta aluse pikendusel?

12. Vérdkiilgses kolmnurgas on kolmnurga sees vdetud iga punkti kau-
guste summa kiilgedest jadv suurus, mis on vordne kolmnurga korgusega.

13. Ro6pkiilik, mille diagonaalid on vordsed, on ristkiilik.

14. Roo6pkiilik, mille diagonaalid on teineteisega risti, on romb.

15. Roo6pkiilik, mille diagonaal poolitab nurga, on romb.

16. Rombi diagonaalide 16ikepunktist on joonestatud ristjooned rombi kiil-
gedele. Toestada, et nende ristjoonte alused on ristkiiliku tipud.

Juhis. Vt. iilesanne 13.

17. Ristkiiliku nurkade poolitajad moodustavad 15ikumisel ruudu,
J8. Toestada, et kui A’, B, C’ ja D’ on ruudu kiilgede CD, DA, AB ja BC
keskpunktid, siis Ioigud A4’, cc’, DD’ ja BB’ moodustavad 16ikumisel ruudu,

mille kiilg vordub g-ga iga 16igu pikkusest.

19. On antud ruut ABCD. Selle kiilgedele on asetatud vérdsed 16igud:
A4, BB, CC; ja DD;. Punktid A, By, Cy ja Dy on jarjestikku {ihendatud 16i-
kudega. Téestada, et A,B,C\D, on ruut,

20. Kui mingi nelinurga kiilgede keskpunktid votta uue nelinurga tippu-
deks, siis viimane nelinurk on rodpkiilik, Mairata, millal see roopkiilik on:
1) ristkiilik, 2) romb, 3) ruut.

Leida geomeetriline koht.

21. Antud punktist antud sirge mistahes punktidesse t5mmatud 16ikude
keskpunktidele. :
22. Kahest paralleelsest sirgest vordsel kaugusel asetsevatele punktidele.

- Uhise alusega ja vérdsete korgustega kolmnurkade tippudele.

Konstrueerimisﬁlesandeid

24. On antud kolmnurga kaks nurka; joonestada kolmas nurk.

25. On antud tiisnurkse kolmnurga iiks teravnurk; joonestada teine
teravnurk. :

26. Tommata antud sirgega paralleelne sirge sellest antud kaugusel.

27. Poolitada nurk, mille tippu pole joonisel.

28. Tommata libi antud punkti sirge, mis moodustaks antud sirgega
antud nurga.

29. On antud kaks sirget XY ja X’Y’ ja punkt P; tommata 14bi antud punkti
sirgetele niisugune 16ikaja, et antud punkt P poolitaks 16ikaja Idikepunktide
vahelise osa.

30. Tommata sirge 14bi antud punkti nii, et selle 16ik kahe antud paralleeli
vahel vorduks antud Idiguga.

31. Paigutada antud sirgloik antud teravnurga haarade vahele nii, et ta
oleks risti ithe haaraga.

32. Paigutada antud sirgloik antud nurga haarade vahele nii, et ta oleks
“paralleelne nurga haarasid Iikava sirgega,

33. Paigutada antud sirglsik antud nurga haarade vahele nii, et ta 15ikaks
nurga haaradest ira vordsed [6igud.
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34. Joonestada
vastaskaatet.

35. Joonestada
vastaskiilg.

36. Joonestada

37. Joonestada
matud korgus.

38. Joonestada
matud korgus.

39. Joonestada

taisnurkne kolmnurk, kui on antud teravnurk ja selle
kolmnurk, kui on antud kaks nurka ja neist iihe nurga

vordhaarne kolmnurk, kui on antud tipunurk ja alus.
vordhaarne kolmnurk, kui on antud alus ja haarale tom-

vordhaarne kolmnurk, kui on antud haar ja haarale tom-

vordkiilgne kolmnurk, kui on antud korgus.

40. Jaotada tdisnurk kolmeks vordseks osaks (teiste sonadega: ehitada

1
aurk, mis vordub 3d=30°-g-a).

41. Joonestada
42. Joonestada
43. Joonestada

kolmnurk, kui on antud alus, korgus ja kiilg.
kolmnurk, kui on antud alus, korgus ja aluse ldhisnurk.
kolmnurk, kui on antud iiks nurk ja korgused, mis on tom-

matud selle nurga haaradele.

44. Joonestada

kolmnurk, kui on antud iiks kiilg, kahe teise kiilje summa

ja korgus iihele neist kiilgedest.

45. Joonestada
13hisnurk.

kolmnurk, kui on antud koérgus, iimbermdoogt ja aluse

46. Tommata kolmuurgas sirge paralleelselt alusega nii, et selle 16ik kiil-
gede vahel vorduks kiilgede 16ikude summaga (l6igud on voetud alusest tom-

matud sirgeni).
47. Joonestada

Juhis. Antud
48. Joonestada

hulknurk, mis oleks vordne antud hulknurgaga.

hulknurk tiikeldatakse diagonaalidega kolmnurkadeks. ’
nelinurk, kui on antud kolm nurka ja kaks kiilge, mis moo-

dustavad neljanda nurga.
Juhis. Tuleb leida neljas nurk.

49. Joonestada

50. Joonestada
diagonaal.

51. Joonestada

52. Joonestada
vahel.

53. Joonestada

54. Joonestada
lide vahel.

55 Joonestada
Joonestada
Joonestada
Joonestada

56.
57.
58.
nurka.
59.
60

Joonestada
Joonestada

naali ja kiilje vahel.

61. Joonestada

nelinurk, kui on antud kolm kiilge ja kaks diagonaali.
roopkiilik, kui on antud kaks mittevordset kiilge ja iiks

roopkiilik, kui on antud iiks kiilg ja kaks diagonaali.
roopkiilik, kui on antud kaks diagonaali ja nurk nende

roopkiilik, kui on antud alus, korgus ja iiks diagonaal.
ristkiilik, kui on antud iiks diagonaal ja nurk diagonaa-

romb, kui on antud kiilg ja iiks diagonaal.

romb, kui on antud kaks diagonaali.

romb, kui on antud korgus ja iiks diagonaal.

romb, kui on antud nurk ja diagonaal, mis ldbib seda
romb, kui on antud diagonaal ja selle vastasnurk.

romb, kui on antud diagonaalide summa ja nurk diago-

ruut, kui on antud diagonaal.

62. Joonestada trapets, kui on antud iiks alus, selle lahisnurk ja kaks
haara (voib olla kaks lahendust, itks voi mitte iihtki).

63. Joonestada
diagonaal.

64. Joonestada
{ahendatav?)

65. Joonestada

trapets, kui on antud aluste vahe, kaks haara ja iiks
trapets, kui on antud neli kiilge. (Kas iilesanne on alati

trapets, kui on antud iiks alus, korgus ja kaks diagonaali

(lahendatavuse tingimus?).
66. Joonestada trapets, kui on antud kaks alust ja kaks diagonaali (lahen-
datavuse tingimus?).
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67. Joonestada ruut, kui on antud diagonaali ja kiilje summa.

68. Joonestada ruut, kui on antud diagonaali ja kiilje vahe.

69. Joonestada roopkiilik, kui on antud diagonaalid ja kérgus.

70. Joonestada réépkiilik, kui on antud kiilg, diagonaalide summa ja nurk
diagonaalide vahel.

. 71. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks kiilge ja mediaan kolman-

dale kiiljele.

72. Joonestada kolmnurk, kui on antud alus, korgus ja mediaan kiiljele.

73. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud hiipotenuus ja kaatetite
summa. (Uurida.)

. 74.h Joonestada tidisnurkne kolmnurk, kui on antud hiipotenuus ja kaate-
ite vahe.
75. On antud kaks punkti A ja_ B, mis asetsevad iihel pool sirget XY.

Paigutada sellele sirgele sirgloik MN antud pikkusega [ nii, et murdjoon
AM+MN+NB oleks liihim,

Juhis, Punkt B tuleb viia pikkuse ! vorra punktile A ldhemale, nihutades
teda mooda sirget, mis on paralleelne sirgega XY.



TEINE PEATUKK.
RINGJOON.

I. Ringjoone kuju ja asend.

103. Eelmédrkus.On ilmne, et 14bi {ihe punkti (A4, joon. 113)
on voimalik tommata kuitahes palju ringjooni; nende keskpunktid
voivad olla voetud meelevaldselt. Ldbi kahe punkti (A ja B,
joon. 114) saab tommata ka kuitahes palju ringjooni, kuid nende

)

@&

Joon. 113. Joon. 114.

keskpunkte ei saa votta meelevaldselt, sest punktid, mis asetsevad
vordsetel kaugustel punktidest A ja B, peavad olema sirgloigu AB
keskristjoonel (§ 58).

Niilid vaatame, kas on voimalik ringjoont tommata ldbi kolme
punkti.

104. Teoreem. Lébi kolme mitte iihel sirgel asetseva
punkti saab iommata ainult iihe ringjoone.
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Labi kolme punkti A, B ja C (joon. 115), mis ei asetse iihel
sirgel (teiste sonadega: labi AABC tippude), saab ainult sel kor-
ral tommata ringjoone, kui on olemas niisugune neljas punkt O,
mis asetseb vordsel kaugusel punktidest A, B ja C. Toestame, et
niisugune punkt on olemas, ja seejuures ainult tiks. Selleks arves-
tame seda, et iga punkt, mis on vordsel kaugusel punktidest A ja B,
peab asetsema AB keskristjoonel MN (§ 58), samuti iga punkt,
mis on vordsel kaugusel punktidest B ja C, peab asetsema BC
keskristjoonel QP. Tahendab, kui S
on olemas punkt, mis on vord- Qilion
sel kaugusel kolmest punktist
A, B ja C, siis peab ta asetsema
itheaegselt sirgetel MN ja PQ; A : c
see on voimalik ainult siis, kui \
ta {ihtib nende sirgete Iloike- R
punktiga. Sirged MN ja PQ
16ikuvad alati, sest nad on rist-
jooned loikuvaile sirgjoontele 5 s
AB ja BC (§ 78). Nende loike-
punkt O on punkt, mis on vord- Joon. 115.
sel kaugusel punktidest A, B ja
C; tdhendab, kui votta see punkt
ringjoone keskpunktiks ja raadiuseks votta 16ik OA (voi OB voi
OC), siis ringjoon 1dbib punkte A, B ja C. Kuna sirged MN ja PQ
voivad Ioikuda ainult {ihes punktis, siis saab olla ka ainult iiks
keskpunkt ja raadiusel voib olla ainult {iks pikkus; tdhendab, ka
otsitav ringjoon on ainus.

Mirkus. Kui punktid A, B ja C (joon. 115) asetseksid {ihel
sirgel, siis ristjooned MN ja PQ oleksid paralleelsed ja seega ei 16i-
. kuks. Jérelikult, 1dbi kolme iihel sirgel asetseva punkti ei saa tom-
mata ringjoont.

Jareldus. Punkt O (joon. 115), olles vordsel kaugusel punk-
tidest A ja C, peab asetsema kiilje AC keskristjoonel RS. Seega
kolmnurga kiilgede keskristjooned loikuvad ithes punktis.

105. Teoreem. Diameeter (AB, joon. 116), mis on risti
koodluga (CD), poolitab koolu ja selle k66lu otspunktide
vahel olevad Kaared.

Murrame joonise kokku m66da diameetrit AB nii, et joonise
vasak pool langeb paremale poolele. Siis vasakpoolne poolringjoon
ithtib parempoolse poolringjoonega ja ristjoon KC ldheb modda
KD-d. Sellest jdreldub, et punkt C, mis on poolringjoone ja KC
16ikepunkt, iihtib punktiga D; seepérast

CK=KD;BC=wBD;AC=JUAD.
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106. Poordteoreemid. 1. Diameeter (AB, joon. 116), mis on
tommatud libi k66lu (CD) keskpunkti, on risti selle
kooluga ning poolitab ko66lu otspunktide-vahelised
kaared.

2. Diameeter (AB), mis on tommatud libi kaare
(CBD) keskpunki, on risti k66luga, mis iihendab selle
kaare otspunkte, ning poolitab ké6lu.

Neid kaht teoreemi on kerge toestada vastuviiteliselt.

107. Teoreem. Kahe paralleelse ké6lu (AB ja CD, joon.
117) vahelised kaared (AC ja BD) on vordsed.

A E

A\
0} 0
C\K b

)
(~)

8 E
Joon. 116. Joon. 117.

Murrame joonise kokku mooda diameetrit EF, mis on risti koo-
luga AB. Eelmise teoreemi pohjal voime vdita, et punkt A langeb
punktile B, punkt C punktile D ja jérelikult kaar AC iihtib kaarega
BD, see aga tdhendab, et kaared on vordsed.

) |
S °
X :

108. Ulesandeid. 1) Poolitada antud kaar (AB, joon. 118).
Uhendame kaare otspunktid kooluga AB, joonestame sellele. ring-
joone keskpunktist ristjoone ja pikendame seda loikumiseni kaa-
rega. Eespool toodud teoreemi pohjal see ristjoon poolitab kaare AB.
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Kui ringjoone keskpunkti pole teada, tuleb kolule tommata
keskristjoon. '

2) Leida antud ringjoone keskpunkt (joon. 119). Vottes antud
tingjoonel mingisugused kolm punkti A, B ja C, tommatakse libi
nende kaks koolu, niiteks AB ja CB, ning nendele kooludele tom-
matakse keskristjooned MN ja PQ. Ringjoone otsitav keskpunkt,
olles vordsel kaugusel punktidest A, B ja C, peab asetsema mii sir-
gel MN kui ka sirgel PQ; jarelikult on ta nende ristjoonte 1oike-
punktis, seega punktis O.

Il. Seos kaarte, kddlude ja kddlude ning ringjooﬁe
keskpunkti vaheliste kauguste vahel.

109. Teoreem. Kui ringis v6i vordsetes ringides: -

1) kaared on vordsed, siis on vérdsed ka nendele
vastavad I»o6lud ning need on vérdsel kaugusel ringi
keskpunktist;

2) kaks kaart, mis on viiiksemad poolringjoonest, ei
ole vordsed, siis suuremale kaarele vastab suurem ké6l
ja see on ringi keskpunktile lihemal. :

8
Joon. 120, Joon. 121.

1. Olgu kaar AB vérdne kaarega CD (joon. 120); tuleb tdes-
tada, et koolud AB ja CD on vordsed ja et samuti on vordsed ringi
keskpunktist kooludele tommatud ristloigud OE ja OF.

Poorame sektorit OAB noolega niidatud suunas timber kesk-
punkti O seni, kuni raadius OB {ihtib OC-ga. Siis kaar BA liheb
* médda kaart CD ja nad iihtivad vérdsuse tottu. Seega kool AB
iihtib kooluga CD ja ristlsik OE {ihtib ristldiguga OF (iihest punk-
tist saab antud sirgele tommata ainult iihe ristjoone), s. t. AB=CD
ja OE=OF.

2. Olgu kaar AB (joon. 121) viiksem kaarest CD ja mélemad
kaared seejuures viiksemad poolringjoonest; tuleb toestada, et kool
AB on viiksem koolust CD, ristloik OF on aga suurem ristloigust
OF. Paigutame kaarele CD kaare CK, mis on vordne kaarega AB,
ja tombame abikoolu CK, mis toestatu pohjal vordub kooluga AB
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ja on samal kaugusel keskpunktist kui kool AB. Kolmnurkadel
COD ja COK on kaks vastavalt vordset kiilge (kui raadiused),
nurgad nende kiilgede vahel pole aga vordsed; sel juhul, nagu
teame (§ 52), asetseb suurema nurga vastas, s. 0. £LCOD vastas
suurem kiilg; tdhendab CD>CK ja seepirast CD>AB.

Toestuseks, et OE>OF, tombame OL L CK ja arvestame seda,
et OE=0L; jarelikult piisab sellest, kui vordleme 16iku OF 16iguga
OL. Tidisnurkses kolmnurgas OFM (joonisel viirutatud) on hiipo-
tenuus OM suurem kaatetist OF; aga OL>OM, tihendab, OL -on
ammugi suurem kui OF ja seeparast OE>OF.

Teoreem, mis on tdestatud i he ringi kohta, sdilitab oma keh-
tivuse ka vordsete ringide puhul, sest niisugused ringid eri-
nevad iiksteisest ainult oma asendi poolest.

110. Poordteoreemid. Eelmises paragrahvis ldbiarutatud teoree-
midele vastavalt on kehtivad ka poordteoreemid, nimelt: dhes rin-
gis voi vordsetes ringides:

1) vordsed kdolud on vordsel kaugusel ringi keskpunktist ning
vordsetele kooludele vastavad vordsed kaared;

2) ringi keskpunktist vérdsel kaugusel asetsevad kodlud on
vordsed ning nendele kooludele vastavad vordsed kaared;

3) kahest mittevordsest koolust asetseb suurem ringi keskpunk-
tile lihemal ja talle vastab suurem kaar; %

4) kahest koolust, mis asetsevad ringi keskpunktist mittevord-
sel kaugusel, on suurem see, mis on lahemal ringi keskpunktile,
ja talle vastab suurem kaar.

Neid feoreeme on kerge toestada vastu-
viiteliselt. Niiteks esimese teoreemi toes-
tamisel arutleme nii: kui antud kooludele
vastaksid mittevordsed kaared, siis vasta-
valt otsesele teoreemile nad poleks vordsed,

¢ mis aga rddgib vastu eeldusele; tdhendab,
b A vordsetele kooludele vastavad vordsed kaa-

v red. Kui aga kaared on vordsed, siis vasta-
; valt otsesele teoreemile peavad kaartele
Joon. 122. vastavad koolud asetsema ringi keskpunk-

tist vordsel kaugusel.

111. Teoreem. Diameeter on suurim kool.

Kui mingi k66lu, nditeks AB (joon. 122) otspunktid {ihendada
keskpunktiga O, siis saadakse kolmnurk AOB, milles iiks kiilg on
kool, teised kiiljed aga — raadiused. Kolmnurgas on aga iiks kiilg
vaiksem teiste kiilgede summast, jédrelikult on k661 AB viiksem
kahe raadiuse summast. Tdhendab, diameeter on suurem igast kesk-
punkti mitteldbivast koolust. Et aga diameeter on ka kool, siis
voib iitelda, et diameeter on suurim kool.
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1. Sirge ja ringjoone vastastikune asend.

112. On ilmne, et sirge ja ringjoon voivad olla jargmises kol-
mes vastastikuses asendis.

1) Ringjoone keskpunkti kaugus (OC) sirgest (AB) (s. o. rist-
16ik, mis on tommatud keskpunktist sirgele) on suurem ringi raa-
diusest (joon. 123). Siis on sirgel ¢
voetud punkti C kaugus ringjoone 8
keskpunktist suurem raadiusest ja
seepdrast on ta viljaspool ringi. Et
sirge koik teised punktid on veel kau-
‘gemal punktist O kui punkt C (kald-
l16igud on pikemad ristloigust), siis

on nad koik viljaspool ringi; tihen- 0
dab, sirgel pole iihiseid punkte ring-
joonega.

2) Ringjoone keskpunkti kaugus
(OC) sirgest (AB) on viiksem ringi
raadiusest (joon. 124). Sel juhtumil Joon. 123.
asetseb punkt C ringi sees ning sirge
16ikab ringjoont.

3) Ringjoone keskpunkti kaugus (OC) sirgest (AB) on vdrdne
ringi raadiusega (joon. 125). Siis peab punkt C kuuluma nii sir-
gele kui ka ringjoonele, sirge koik muud punktid, mis on kaugemal
punkiist O kui punkt C, on véljaspool ringi. T4hendab, niisugusel
juhul on ringjoonel ja sirgel ainult iiks iihine punkt, nimelt punkt,
mis on ringi keskpunktist sirgele tommatud ristloigu aluseks.

A ¢ 8
A /;\ 8
0 o
_ Joon. 124. Joon. 125.

Niisugust sirget, millel on ringjoonega ainult iks iihine punkt,
nimetatakse ringjoone puutujaks; iihist punkti nimetatakse
puutepunktiks.

113. Puutuja kohta tGestame kaks jdrgmist teoreemi
(otsese ja poordteoreemi) (joon 126):
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1) Kui sirge (MN) on risti raadiusega (OA) selle ots-
punktis (A) ringjoonel, siis on ta ringjoone puutuja,
ja iimberpodrdult:

2) kui sirge on ringjoone puutuja, siis on ta risti
puutepunkti tommatud raadiusega.

1. Punkt A, kui ringjoonel asetsev raadiuse otspunkt, on ring-
joone punktiks; samal ajal kuulub ta ka sirge MN punktide huika.
Tahendab, {a on ringjoone ja sirge iihine punkt. Koik muud sirge
MN punktid, nagu B, C ja teised, asetsevad ringi keskpunktist O
kaugemal, sest 16igud OB, OC, ... kui kaldloigud on pikemad rist-
1oigust OA, seepédrast on siis punktid B, C jt. viljaspool ringi.
Seega sirgel MN on iiksainus ithine punkt (A) ringjoonega ja sirge
MN on puutuja. :

£
M XSS S 0
/ c :
A 8
0 124
Joon. 126. Joon. 127.

2. Kui sirge MN puutub ringjoont punktis A, siis koik muud
selle sirge punktid on viljaspool ringjoont; seetottu loigud OB,
OC, ... on suuremad raadiusest OA (punkt O on ringjoone kesk-
punkt). Tdhendab, see raadiuson vdikseim loikudest, mis iihen-
davad punkti O sirge MN mistahes punktiga ja seepdrast OA LMN.

114. Teoreem. Kui puutuja on paralleelne kéoluga, siis
puutepunkt poolitab antud koolule vastava Kkaare.

Olgu sirge AB puutujaks ringjoonele punktis M (joon. 127) ja
olgu ta paralleelne kooluga CD; on vaja toestada, et W CM=UMD.

Tommates diameetri ME labi puutepunkti, on meil EM 1 AB,
jarelikult EM L CD; seepdrast wCM=uUMD.

115. Ulesanne. Joonestada puutuja antud ringjoonele O
paralleelselt antud sirgega AB (joon. 128).

Joonestame keskpunktist O sirgele AB ristjoone OC ja lébi
punkti D, milles see ristjoon l6ikab ringjoont, tombame EF || AB.
EF ongi otsitav puutuja. Toepoolest, et OCLAB ja EF || AB, siis
EF 1 OD, aga sirge, mis on risti raadiusega selle otspunktis ring-
joonel, on puutuja.
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116. Kaare sujuv liitumine sirgega vai teise kaarega. Sirg-
joonte ja ringjoonte kaarte joonestamisel radgitakse tavaliselt, et
- sirge AB (joon. 129) ja ringjoone kaar BC, mis liituvad punktis ,
B, on liitunud sujuvalt, kui nad selles
punktis puutuvad teineteist.
Kaks kaart AB ja BC (joon. 130), mis £ 4
liituvad punktis B, on liitunud sujuvalit,
kui seda punkti ldbib nende iihine puu-
tuja DE.
Sirge sujuvaks liitumiseks kaarega on 0
tarvis (§ 113), et selle ringjoone, mille
osaks on antud kaar, keskpunkt asetseks
ristjoonel, mis on tommatud antud sirgele
liitumispunktist. £ B
Uhe kaare sujuvaks liitumiseks teise Hdon. 19%
kaarega on tarvis (§ 113), et nende ring- P
joonte, mille osadeks on antud kaared,
keskpunktid asetseksid iihel sirgel, mis on tommatud liitumispunk-
tist risti nende kaarte iihise puutujaga.

Joon; 129. Joon. 130.

Kahe joone {sirge ja kaare voi kahe kaare) sujuv liitumine
teeb iilemineku iihelt teisele ladusaks. ilma nukkideta; ta leiab
rakendust naiteks raudteede ja trammiliinide kddnakute ehitamisel.

IV. Kahe ringjoone vastastikune asend.

117. Definitsioonid. Kui kahel ringjoonel on ainult iiks
iihine punkt, siis 6eldakse, et nad puutuvad; kui aga kahel ringjoo-
nel on kaks iihist punkti, siis oeldakse, et nad 16ikuvad.

Kahel mitteiihtival ringjoonel ei saa olla kolme ithist punkti,
sest vastasel korral peaks olema vdimalik 1ibi kolme punkti tom-
mata kaks ringioont, mis aga pole voimalik (§ 104).

Nimetame ringide keskjooneks sirget, mis 1dbib kahe ringjoone
keskpunkte.
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118. Teoreem. Kui kahel ringjoonel (joon 131) on iiks
iihine punkt (A) viiljaspool nende keskjoont, siis on
. neil veel iiks teine iihine punkt (A,), mis on keskjoone
suhtes esimesega siimmeetriline (ja jarelikult niisugused
ringjooned 16ikuvad).

Et molema ringjoone diameetrid asetsevad keskjoonel, siis
on ta kogu kujundi siimmeetriateljeks; seepédrast peab iihisele
punktile A, mis on iihel pool keskjoont, vastama iihine siimmeetri-
line punkt A, teisel pool siimmeetriatelge (A, asetseb punktist
A ringide keskjoonele joonestatud ristjoonel ja samal kaugusel
keskjoonest kui A-gi).

Jareldus. Kahe [oikuva ringjoone iihine kédl (AA,, joon.
131) on risti nende keskjoonega ja poolitub selle poolt.

119. Teoreem. Kui kahel ringjoonel on iihine punkt
(A) nende keskjoonel, siis nad puutuvad (joon. 132 ja 133).

Neil ringjoontel ei saa olla teist iithist punkti vidljaspool kesk-
joont, sest vastasel korral oleks neil veel kolmas iihine punkt tei-
sel pool seda joont, ja ringjooned peaksid jdrelikult iihtima. Ka
keskjoonel ei saa olla teist {ihist punkti, sest vastasel korral peaks
ringjoontel olema iihine kool. Aga kool,. mis 1adbib keskpunkte,
on diameeter. Kui aga kahel ringjoonel on {ihine diameeter, siis
nad iihtivad.

Mirkus. Kahe ringjoone puutumine on viline, kui ringjoo-
ned asetsevad teineteisest véljaspool (joon. 132), ja seesmine, kui
iiks ringjoon on teise sees (joon. 133).

120. Teoreem (poordteoreem eelmisele). Kui kaks ringjoont
puutuvad (punktis A, joon. 132 ja 133), siis nende puute-
punkt asetseb keskjoonel.
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Punkt A ei saa asetseda viljaspool keskjoont, sest vastasel
korral oleks ringjoontel veel teine iihine punkt, mis on vasturiikiv
eeldusele.

Joon. 132. Joon. 133.

121. Jiédreldus. Kahel puutuval ringjoonel on ihine puutuja
puutepunkltis, seepirast et tommates Iibi puutepunkti sirge MN
(joon. 132 ja 133) risti raadiusega OA, on see sirge Tisti ka raa-
diusega 0,A.

122. Kahe ringjoone vastastikuse asendi erijuhtumid. Tihis-
tame kahe ringjoone raadiused tihtedega R ja R, ja nende kesk-
punktide vahelise kauguse tihega d. Vaatame, milline seos on
nende suuruste vahel ringjoonte vasfastikuse asendi erijuhtumeil.
Neid juhtumeid v6ib olla viis, nimelt:

1) Ringjooned ei puutu teineteist ning aset-
sevad teineteisest vdljaspool (joon. 134); sel juhul
ilmselt d>R+R;. :

2) Ringjoontel on vdline puutumine (joon. 135);
siis d=R+R,, sest puutepunkt on keskjoonel.

d H

Joon. 134. Joon, 135.

3) Ringjooned 16ikuvad (joon. 131); siis d<R+R,
ja samal ajal d>R—R,, sest kolmnurgas OAO;! on kiilg 00, mis

! Joonisel 131 tommata sirged O4 ja 0,A.
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on vordne d-ga, vidiksem teiste kiilgede summast, aga suurem teiste
kiilgede vahest. Teised kiiljed on vastavalt R ja R;.

4) Ringjoontel on seesmine puutumine (]oon
133); sel juhul d=R—R,, sest puutepunkt on keskjoonel.

5) Uks ringjoon on teises, seda puutumata
(joon. 136); siis ilmselt d<R—Ry; erljuhtumxl d=9, kui ring-
joonte keskpunktid iihtivad (niisuguseid ringjooni nimetatakse
kontsentrilisteks).

Joon. 136.

Miérkus. Opilastel on soovitav toestada jargmiste poord -
teoreemide oOigsus:

1) kui d>R+R,, siis ringjooned ei puutu ning on teineteisest
vdljaspool,

2) kui d=R+R,, siis ringjooned puutuvad vdiliselt,

3) kui d<R+R, ja ihtlasi d>R—R,, siis ringjooned oi-
kuvad;

4) kui d=R—R,, siis ringjooned puutuvad seesmiselt,

5) kui d<R—R,, siis itks ringjoon on teises ja nad ei puutu
teineteist.

Koiki neid teoreeme on kerge toestada vastuviiteliselt.

V. Piirdenurgad ja moned teised nurgad.

Puutuja joonestamine

123. Piirdenurk. Nurka, mis on moodustatud kahe ihest punk-
tist lihiuva Roolu poolt, nimetatakse piirdenurgaks. Niisugune
nurk on nditeks nurk ABC (joon. 137). Piirdenurga kohta celdakse
tavaliselt, et ta toetub kaarele, mis asetseb nurga haarade vahel.
Nii toetub nurk ABC kaarele AC.

124. Teoreem. Piirdenurka moéédab pool sellest kaa-
rest, millele ta toetub.
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Seda teoreemi tuleb modista nii: piirdenurgas on niisama palju
nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid, kui palju kaarekraade,
-minuteid ja -sekundeid on pooles kaares, millele nurk toetub.

Teoreemi toestamisel vaatleme eraldi kolme juhtumit.
1. Ringjoone keskpunkt O (joon. 137) asetseb piirdenurga

ABC haaral. Tommates raadiuse AO, saame AAOB, miiles
AO=0B (kui raadiused) ja jérelikult ZABO=ZBAO. Selle

8 B
0 0
A
A
&
c D
Joon. 137. Joon. 138.

kolmnurga suhtes on nurk AOC vilisnurk; seepdrast vordub ta
nurkade ABO ja BAO summaga ning see on vordne nurga ABO
kahekordse suurusega; seepdrast nurk ABO vordub kesknurga AOC
poolega. Nurka AOC moodab aga kaar AC, s. o. ta sisaldab nii
palju nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid, kui palju kaarekraade,
-minuteid ja -sekundeid on kaares AC; jarelikult piirdenurka ABC
moodab pool kaarest AC.

Joon. 139. Joon. 140.

2. Ringjoone keskpunkt O on piirdenurga ABC haarade
vahel (joon. 138).

Tommates diameetri BD, me jaotame nurga ABC kaheks nur-
gaks, milledest iiht, nagu eespool toestatud, moodab pool kaarest
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AD, teist aga pool kaarest DC; jarelikult nurka ABC mo6dab summa
%uAD+% wDC, see summa aga vordub % (UAD+uDC),

S. O ‘;'\JAC.

. 3. Ringjoone keskpunkt O on vidljaspool piirdenurka
ABC (joon. 139). Tommales diameetri BD saame: ZABC=
=/ZABD— ZCBD.

Kuid nurka ABD mdoodab pool kaarest AD ja nurka CBD pool

kaarest CD; jarelikult moodab nurka ABC vahe%uAD—% Ch.

see vahe aga vordub suurusega%(uAD—uCD), s. o.% wAC.

125. Jareldused. 1) Koik iihele ja samale kaarele toetu-
vad piirdenurgad on vordsed (joon. 140), sest igaiiht neist moodab
pool iihest ja samast kaarest. Kui neist nurkadest iihe tdhistame
a-ga, siis voib iitelda, et segment AmB (joonisel viirutatud) ma -
hutab endas nurga, mis vordub a-ga. ’

2) Iga piirdenurk, mis  toetub diameetrile, on tdisnurk
(joon. 141), sest iga niisugust nurka moodab pool poolringjoonest,
jarelikult nurk vordub 90°-ga. '

126. Ulesanne. Joonestada tiisnurkne kolmnurk, kui on
antud hiipotenuus ¢ ja kaatet b (joon. 142).
Votame mingil sirgel MN loigu

c’ ‘ AB=c ja joonestame AB-le poolring-
,,‘\\ joone. Punkiist A (voi B) kui kesk-

punktist tombame kaare raadiusega b.
A B

AR
4

Poolringjoone ja kaare Ioikepunkti ‘C
ithendame diameetri AB otstega. Kolm-
nurk ABC on otsitav, sest nurk C on
taisnurk, ¢ on hiipotenuusiks ja b kaa-
tetiks.

127. Ulesannmne. Joonestada rist-
Joon. 141. joon antud kiirele AB tema otspunktist,

seda kiirt pikendamata (joon. 143).
Votame valjaspool sirget mingi punkti O nii, et ringjoon kesk-
‘punktiga O ja raadiusega, mis on vordne [Giguga OA, loikaks kiirt
AB mingis punktis C. Labi selle punkti tombame- diameetri CD,

C

o

b ¢
M ;- 7
Joon. 142,
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mille otsa D ithendame A-ga. Sirge AD on otsitav ristjoon, sést
nurk A on tdisnurk kui diameetrile toetuv piirdenurk.

128. Ules é nne. Tommata antud punktist antud ringjoonele
puutuja.

Vaatleme kaht juhtumit.

1) Antud punkt (C, joon. 144) on samal ring-
joonel. Siis tombame 14bi punkti raadiuse ja raadiusele lébi
otspunkti C tombame ristjoone (nii, nagu ndidatud eelmises iiles-
andes).

2) Antud punkt (4, joon. 145) on vdljaspoolring-
joont (keskpunktiga O). Uhendame punktid A ja O, poolitame
AO punktis O; ja tombame punktist O, kui keskpunktist raadiu-
sega OO, ringjoone. Uhendame punkti A ja molema ringjoone
16ikepunktid B ja B, sirgetega. Tommatud sirged ongi puutujad,
sest nurgad OBA ja OB;A on taisnurgad (piirdenurgad, mis toe-
tuvad diameetrile).

A ¢ 8
0
0 0
A C 8
Joon. 143. Joon. 144.

Jéareldus. Viljaspool ringjoont asetsevast punktist ringjoo-
nele tommatud puutujad on virdsed ning moodustavad vordsed nur-
gad sirgega, mis ithendab antud punkti ringjoone keskpunktiga. See
jareldub kolmnurkade AOB ja AOB, vordsusest (joon. 145).

129. Ulesanne. Tommata ihine puutuja kahele ringjoonele
O ja O, (joon. 146).

1) Analiiiis. Oletame, et {ilesanne on lahendatud. Olgu AB
ithine puutuja ning A ja B puutepunktid. On ilmne, et kui on lei-
tud iiks puutepunktidest, nditeks A, siis on teist kerge leida. Tom-
bame raadiused OA ja O;B. Need raadiused, olles risti sama puu-
tujaga, on paralleelsed; seepdrast, kui punktist O, témmata
O,C || BA, siis kolmnurk OCO; peab olema tdisnurkne tiis-
nurgaga tipu C juures. Seetottu, kui joonestada ringjoon raa-
diusega OC punktist O kui keskpunktist, siis peab see ringjoon
puutuma sirget O,C punktis C. Abiringjoone raadius on teada; ta
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vordub OA—CA=0A—-0O,B, s. t. ta vordub antud ringjoonte
raadiuste vahega.

Konstrueerimine. Konstrueerimist saab seega teostada
nii: joonestame punktist O kui keskpunktist ringjoone raadiusega,
mis on vordne antud raadiuste vahega; saadud ringjoonele tom-
bame punktist O; puutuja O,C (nagu ndidatud eelmises iilesandes);
14bi puutepunkti C tombame raadiuse OC ja pikendame seda 16iku-
miseni antud ringjoonega punktis A. Lopuks tombame punktist A
paralleeli CO;-le. 1

Tépselt samuti saame joonestada ka teise ithise puutuja AB;.
Sirgeid AB ja AB; nimetame viliseiks {ihiseiks puutujaiks kahele
ringjoonele.

Voib veel tommata kaks seesmist puutujat jdrgmisel viisil
(joon. 147). v

2) Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud. Olgu AB
otsitav puutuja. Tombame puutepunktidest A ja B raadiused OA
ja O;B. Need raadiused, olles risti iihise puutujaga, on paral-
leelsed.

Joon. 145. Joon. 146.

-

Seepérast, kui punktist O, tommata O,C || BA ja pikendada
OA-d kuni 16ikumiseni O,C-ga punktis C, siis OC on risti O,C-ga;
seetottu ringjoon, mis on tommatud punktist O raadiusega OC,
puutub sirget O;C punktis C. Abiringjoone raadius on teada: ta
vordub OA+AC=0A+0,B, s. t. ta vordub antud ringjoonte raa-
diuste summaga.

Konstrueerimine. Seega saab konstrueerimist teostada
nii: joonestame punktist O kui keskpunktist ringjoone raadiusega,
mis vordub antud raadiuste summaga; punktist O; tombame sellele
ringjoonele puutuja O,C; puutepunkti C {ihendame O-ga; 16puks
tombame punktist A, milles OC 16ikub antud ringjoonega, AB
paralleelselt CO,;-ga.

i BSamal viisil saab joonestada ka teise iihise seesmise puutuja
1D1.
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130. Teoreemid. 1) Nurka (ABC, joon. 148), mille tipp
aseiseb ringi sees, méodetakse kahe kaare (AC ja DE)
pPoolsummaga, milledest
iiks  asetseb nurga
haarade vahel, teine —
haarade pikenduste
vahel.

2) Nurka (ABC, joon.
149), mille tipp aset-
seb viljaspool ringi
ja mille haarad 16ika-
vad ringjoont, méode-
takse nurga haarade
vahel asetseva kahe
kaare (AC ja ED) pool- .
vahega. Joon. 147.

Tommates koolu AD (nii iihel kui ka teisel joonisel), saame
AABD, mille suhtes vaadelday nurk ABC onvidlisnurgaks,
kui ta tipp on ringi sees, jasisenurgaks, kui tipp on viljas-
pool ringi. Seepirast esimesel juhul: ZABC=/ADC+ ZDAE;
teisel juhul: ZABC=/ADC— Z/DAE. Nurki ADC ja DAE kui
piirdenurki moodavad kaarte AC ja DE pooled; seepirast nurka

8

Joon. 148 Joon. 149.

ABC moddab esimesel juhul summa %UAC-}-% wDE, mis vor-
dub 3 (UAC+ UDE), teisel juhul aga vahe%uAC—%uDE, mis
vérdub 5 (UAC— DE).

131. Teoreem. Nurka (ACD, joon. 150 ja 151), mis on puu-
tuja ja K66lu vahel, méédab pool selle nurga sees aset-
sevast kaarest,

85



Oletame algul, et kool CD labib keskpunkti O, s. t. et k3ol
on diameeter (joon. 150). Siis nurk ACD on tédisnurk ja vordub
jarelikult 90°-ga. Pool kaarest CmD on samuti 90°, sest kaar CmD
on pool ringjoonest, seega 180°. Tdhendab, teoreem on kehtiv sel
erijubtumil.

Niilid vaatleme iildjuhtumit (jocn. 151), kui kool CD el 1ébi
ringi keskpunkti. Tommates niiiid diameetri CE, saame:

ZLACD=ZACE— £ZDCE.

Nurka ACE, mille moodustavad puutuja ja diameeter, moodab
toestatu pohjal pool kaarest CDE; nurka DCE kui piirdenurka
moodab pool kaarest DE; jarelikult nurka ACD moodab vahe

%uCDE—%uDE, s. 0. pool kaarest CD.

Samal viisil saab toestada, et niirinurka BCD (joon. 151), mis
on moodustatud puutuja ja koolu poolt, moddab pool kaarest
CnED; erinevus toestuses seisab ainult selles, et nurka vaadeldakse
tdisnurga BCE ja teravnurga ECD summana, mitte aga vahena.

0 E
0
” 0 ui 0 n
A 3 8 A T 8
Joon. 150. Joon. 151.

132. Ulesanne. Joonestada loigule AB segment, mis mahu-
tab endas antud nurga a (joon. 152).

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud; olgu seg-
ment AmB niisugune, mis mahutab endas nurga a, s. t. nii-
sugune, et mistahes piirdenurk temas vordub a-ga. Tombame abi-
sirge AE, mis puutub ringjoont punktis A. Siis nurk BAE, mis on
moodustatud puutuja ja kodlu poolt, peab vorduma piirdenurgaga
ACB, sest nii iiht kui ka teist moodab pool kaarest AnB. Votame
arvesse, et ringjoone keskpunkt O peab olema sirgloigu AB kesk-
ristjoonel DO ja samal ajal ka puutepunktist puutujale AE tomma-
tud ristjoonel AO. Siit tuletame jidrgmise mooduse joonestamiseks.

Joonestamine. Joonestame loigu AB otsa juurde nurga
BAE, mis on vordne a-ga; sirgloigule AB ehitame keskristjoone
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DO ja punktist A ristjoone sirgele AE; ¢
- nende kahe ristjoone 16ikepunkti O votame
raadiusega AO tommatava ringjoone kesk-
punktiks.

Toestus. Segment AmB on otsitav,
sest temasse joonestatud mistahes piirde-
nurka moodab pool kaarest AnB, aga pool
sellest kaarest moodab ka nurka BAE=a. A

Mirkus. Joonisel 152 on joonestatud
segment, mis asetseb pealpool sirgloiku
AB. Samasuguse segmendi saab joones-
tada ka teisel pool sirgldiku AB. Seega
voib iitelda, et nende punktide geomeetri-
line koht, millest antud [6ik AB on nihtav £
antid nurgas a, koosneb kahest segmendi- Joon. 152.
kaarest, millest kumbki mahutab endas
nurga a, kusjuures iiks asetseb iihel pool,
teine teisel pool AB-d.

Konstrueerimisiilesandeid.

133. Geomeeiriliste kohtade meetod. Paljude konstrueerimis-
tilesannete lahendamisel saab edukalt kasutada geomeetrilise koha
moistet ja sellel pohinevat geomeetriliste kohtade meetodit.

See meetod, mis oli tuntud juba Platoni aegadel (IV sajandil
€. m. a.), seisab jargmises. Oletame, et esitatud iilesande lahendus
néuab mone teatud tingimusi rahuldava punkti leidmist. Kui kor-
valdame iihe neist tingimustest, muutub iilesanne madramatuks,
s. . teda rahuldab siis I6pmatu palju punkte. Need punktid moo-
dustavad mone geomeetrilise koha. Joonestame selle, kui see osutub
voimalikuks. Niiiid votame arvesse enne meie poolt korvaldatud
eelduse ja korvaldame mone teise; {ilesanne muutub jdlle madra-
matuks, s. t. teda rahuldab 16pmatu palju punkte, mis moodustavad
uue geomeetrilise koha. Joonestame selle, kui see on voimalik. Otsi-
tav punkt, mis peab rahuldama koiki tingimusi, peab kuuluma
molemale geomeetrilisele kohale, s. o. ta peab olema nende l5ike-
punktiks. Clesanne osutub lahendatavaks v6i lahendamatuks vasta-
valt sellele, kas leitud geomeetrilised kohad 16ikuvad voi mitte;
iilesandel on nii palju lahendeid, kui palju on 16ikepunkte.

Toome selle meetodi kohta iihe niite, mis iihtlasi nditab, kuidas
tuleb monikord joonises tarvitusele votta abijooni selleks, et kasu-
tada koiki iilesande andmeid.
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134. Ulesanne. Joonestada kolmnurk, kui on antud alus a,
tipunurk A ja teiste kiilgede summa s.

Olgu ABC otsitav kolmnurk (joon. 153). Et arvestada kiilgede
summat, pikendame kiilge BA ja asetame sellele MB=s. Tomma-
tes MC, saame abikolmnurga BMC. Joonestanud selle kolmnurga,
on kerge joonestada ka otsitav kolmnurk ABC.

Kolmnurga BMC joonestamine on rajatud punkti M leidmisele.
Et kolmnurk AMC on vordhaarne (AM=AC) ja jarelikult

£ZM=3 ZBAC (sest ZM+ ZMCA=ZBAC), peab punkt.M
rahuldama kaht tingimust: 1) ta on B-st kaugusel s, 2) temast on
sirgloik BC ndhtav nurgas, mis vordub %ZA-ga. Korvale jéttes

teise tingimuse, saame l0pmatu hulga punkte M, mis asetsevad
ringjoonel, mis on tommatud punktist B raadiusega s. Korvale
jattes esimese tingimuse, saame jdlle lopmatu hulga punkte M, mis
asetsevad segmendi kaarel, mis on ehitatud 16igule BC ning mis

1 e i
mahutavad enesesse ;ZA-ga vorduva nurga. Seega viiakse

punkti M leidmine iile kahe geomeetrilise koha joonestamisele. Neid
geomeetrilisi kohti me oskame joonestada. Ulesanne osutub lahen-
damatuks, kui neil kahel geomeetrilisel kohal pole {ihiseid punkte;
illesandel on iiks voi kaks lahendit vastavalt sellele, kas geomeet-
rilised kohad puutuvad voi 16ikuvad (meie
joonisel on saadud kaks kolmnurka: ABC
ja A\BC, mis rahuldavad iilesande tingi-
musi).
", Monikord ei seisa iilesanne mitte punkti
5 \4/ madramises, vaid mitut tingimust rahul-
'Ay dava sirge leidmises. Kui korvaldada iiks
tingimus, saame Iopmatu hulga sirgeid;
seejuures voib juhtuda, et koik need sir-
Joon.. 169, ged midravad mone joone (niiteks, koik
nad on puutujad monele ringjoonele). Kor-
valdades teise tingimuse ja arvestades esi-
mest, mis oli enne korvale jadnud, saame jille 1opmatu hulga sir-
geid, mis voib-olla méidravad mone teise joone. Ehitanud, kui
voimalik, need kaks joont, me leiame kergesti ka otsitava sirge.
Toome ndite.

135. Ulesanne. Joonestada lbikaja kahele ringjoonele O
ja O, nii, et loikaja osad antud ringjoonie sees vorduksid antud
loikudega a ja a,.

Kui arvestada ainult iiht tingimust, néiteks, et 16ikaja osa
ringis O vorduks 16iguga a, siis saame 16pmatu hulga ldikajaid,
mis koik peavad asetsema vordsel kaugusel ringi keskpunktist
(sest vordsed koolud asetsevad vordsel kaugusel keskpunktist).
Seepdrast, kui joonestada ringis O kustahes kool, mis vordub
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a-ga, ja tommata raadiusega, mis oleks vordne selle koolu kau-
gusega ringi keskpunktist, ringiga O kontsentriline ringjoon, siis
koik I6ikajad, millest on jutt, peavad seda abiringjoont puutuma;
samal viisil, arvesse vottes ainult teist tingimust, otsustame, et
otsitav 16ikaja peab puutuma teist abiringjoont, mis on kontsent-
riline ringiga O,. Tahendab, kiisimuse lahendamine seisab iihise
puutuja joonestamises kahele ringjoonele.

Harjutusi.
Leida geomeetrilised kohad:

1. Punktidele, milledest antud ringjoonele tommatud puutujad on vordsed
antud 1oiguga.

2. Punktidele, milledest antud ringjoon on nihtav antud nurgas (s.t. antud
punktist antud ringjoonele témmatud kaks puutujat meodustavad antud nurga).

3. Antud raadiusega ja antud sirget puutuvate ringjoonte keskpunktidele.

4. Antud raadiusega ja antud ringjoont puutuvate ringjoonte keskpunkti-
dele (kaks juhtumit: viline ja_seesmine puutumine). =

5. Antud pikkusega sirgloigu teisele otspunkiile, kui see sirgloik liigub
paralleelSelt iseenesega nii, et itks tema ots liugub ringjoont médda.

Juhis. Votame kaks sirgloiku, mis kujutavad litkuva sirgloigu kaht asen-
dit, ja tombame nende ringjoonel asetsevaist otstest raadiused, 16ikude teis-
test otstest tombame sirged paralleelselt vastavate raadiustega kuni 16ikumi-
seni sirgega, mis on tommatud 14bi ringjoone keskpunkti paralleelselt liikuva
Idiguga. Votame vaatlusele tekkinud roopkiilikud.

6. Antud pikkusega sirgloigu keskpunktile, kui see sirgloik liigub nii, et
ta otspunktid linuguvad mosda tdisnurga haarasid.

Toestada teoreemid.

7. Koigist ringi sees voetud punkti A labivaist kodludest on viikseim see,
mis on risti 1dbi punkti A tommatud diameetriga.

8. Koolul AB on véetud punktid D ja E vordsel kaugusel koolu keskpunk-
tist C ja nendest punktidest on koolule AB piistitatud ristjooned DF ja EG
kuni 16ikumiseni ringjoonega. Toestada, et need ristloigud on vordsed.

Juhis. Joonis kokku murda diameetrit modda.

9. Ringis on tdmmatud kaks kaslu CC’ ja DD’ risti diameetriga AB. Toes-
tada, et sirgloik MM’, mis ithendab kodlude CD ja C’D’ keskpunkte, on risti
diameetriga AB.

10. Ringis, keskpunktiga O, on i6mmatud k551 AB ja pikendatud BC
vorra, mis vordub raadiusega. Libi punkti C ja keskpunkti O on tommatud
16ikaja CD (D on teine I6ikepunkt ringjoonega). Toestada, et nurk AOD
vordub nurga ACD kolmekordsega.

11. Kui labi ringjoone keskpunkti ja viljaspool ringjoont asetseva punkti
tommata 1Gikaja, siis loikaja see osa, mis asetseb antud punkti ja 13hima 16ike-
punkti vahel, on viikseim kaugus, aga l6ikaja osa, mis asetseb antud punkti ja
teise I6ikepunkti vahel, on suurim kaugus punktist ringjooneni.

12. Viikseim kaugus kahe teineteisest véljaspool asetseva ringjoone vahel
on see keskjoone osa, mis asetseb ringjoonte vahel.
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13. Kui ldbi kahe ringjoone loikepunkti tommata loikajaid, pikendamata
neid viljapoole ringjooni, siis koige pikemaks Ioikajaks on see, mis on paral-
leelne keskjoonega. :

14. Kui kahele ringjoonele, mis puutuvad teineteist véliselt, tommata kolm
ithist puutujat, siis neist seesmine poolitab iga vilise puutuja puutepunktide
vahelise osa.

15. Libi ringjoone punkti A on tommatud k66! AB ja l4bi punkti B puu-
tuja ringjoonele; risti OA-ga tommatud diameeter 1Gikab puutujat ja koolu (voi
selle pikendust) vastavalt punktides C ja D. Toestada, et BC=CD.

16. Kahele ringjoonele, keskpunktidega O ja O,, mis puutuvad viliselt
punktis A, on tommatud ithine viline puutuja BC (B ja C on puutepunktid);
toestada, el nurk BAC on tédisnurk. s

Juhis. Tommata punktist A iihine puutuja ja vaadelda vordhaarseid
kolmnurki ABC ja ADC.

17. Kaks sirget ldhtuvad punktist M ja puuluvad ringjoont punktides A
ja B. Tommanud raadiuse OB, pikendatakse seda viljapoole punkti B pikkuse
BC=0B8 vorra. Toestada, et LAMC=3/BMC.

18. Kaks sirget lahtuvad punktist M ja puutuvad ringjoont .punktides A
ja B. Punktide A ja B vahel asetseval viiksemal kaarel on voetud mingi
punkt C ja ldbi selle on tommatud kolmas puutuja kuni 15ikumiseni MA ja
MB-ga punktides D ja E. Toestada, et: 1) AMDE iimbermoot ja 2) nurk DOE
ei olene punkti C asendist.

Juhis. Kolmnurga DME {imbermdot = MA+MB.
1
£DOE= 5 LAOB.

19. On tommatud 16ikaja paralleelselt kahe vordse ringjoone keskjoonega
00’; see Ioikaja 16ikub ringjoonega O punktides A ja-B ning ringjoonega O’
punktides A” ja B’. Toestada, et AA’=BB’=00’.

Konstrueerimisiilesandeid.

20. Jaotada kaar 4-ks, 8-ks, 16-ks ... vordseks osaks.
: 2(11. Uhe ja sama raadiusega kaarte summa ja vahe pohjal leida need
aared.
22, Joonestada antud keskpunktist niisugune ringjoon, mis poolitaks antud
ringjoone.

23. Leida antud sirgel punkt, mis oleks koige lihemal antud ringjoonele.

24. Ringis on antud kodl. Tommata teine kool, mida poolitaks esimene ja
mis moodustaks sellega antud nurga. (Kas iga antud nurga puhul on iilesanne
lahendatav?)

25. Lébi antud punkti ringis tommata k66!, mis poolituks antud punktis.

26. Joonestada ringjoon antud nurga haaral voetud punktist nii, et ta
eraldaks teisest haarast antud pikkusega koolu.

27. Joonestada antud raadiusega ringjoon nii, et ta keskpunkt asetseks
antud nurga haaral ja eraldaks teisest haarast antud pikkusega koolu.

28. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis puutuks antud sirget antud
unktis.
§ 29. Tommata puutuja antud ringjoonele paralleelselt antud sirgega.

30. Joonestada ringjoon, mis 1dbiks antud punkti A ja puutuks antud sirget
antud punktis B. 3

31. Joonestada ringjoon, mis puutuks antud nurga haaru, seejuures iiht
neist antud punktis. gk :

32. Kahe paralleeli vahel on antud punkt; joonestada ringjoon, mis ldbiks
antud punkti ja puutuks antud sirgeid.
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33. Tommata antud ringjoonele puutuja nii, et see moodustaks antud sir-
gega antud nurga. (Mitu lahendust?) ;

34. Tommata punktist viljaspool ringi sellele ringile 16ikaja nii, et ringi
sees olev 16ikaja osa vorduks antud l6iguga (uurida iilesannet).

35. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis ldbiks antud punkti ja puu-
tuks antud sirget.

36. Leida antud sirgel niisugune punkt, et sellest punktist antud ring-
* joonele tommatud puutujad vorduksid antud 16iguga.

37. Jonestada kolmnurk, kui on antud iiks nurk ja kaks korgust, milledest
itks on tommatud antud nurga tipust.

38. On antud kaks punkti. Tommata sirge nii, et antud punktidest sellele
tommatud ristldigud vorduksid antud 16ikudega.

39. Joonestada ringjoon, mis labiks antud punkti ja puutuks antud ring-
joont antud punktis. \

40. Joonestada ringjoon, mis puutuks antud paralleeli ja ririgjoont
nende vahel.

41. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis puutuks antud ringjoont ja
labiks antud punkti [labi arutada kolm juhtumit: antud punkt asetseb: 1) vil-
jaspool ringi, 2) ringjoonel ja 3) ringi sees].

42. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis puutuks antud sirget ja
antud ringjoont.

43. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis eraldaks antud nurga haa-
radest antud pikkusega koolud.

44. Joonestada ringjoon, mis puutub antud ringjoont antud punktis ja
antud sirget (kaks lahendust).

45. Joonestada ringjoon, mis puutub antud sirget antud punktis ja antud
ringjoont (kaks lahendust).

46. Joonestada ringjoon, mis puutub kaht antud ringjoont, seejuures iiht
neist antud punktis [1dbi arutada kolm juhiumit: 1) otsitav ringjoon on viljas-
pool antud ringjooni; 2) {iks antud ringjoontest on otsitava ringi sees, teine
viljaspool; 3) molemad antud ringid on otsitava ringi sees]. :

47. Joonestada ringjoon, mis puutuks kolme antud vordset ringjoont sees-
miseit voi- viliselt.

48. Joonestada antud sektorisse ringjoon, mis puutuks sektorit piiravaid
raadiusi ja sektori kaart. .

! 49. Joonestada antud ringisse kolm vordset ringjoont, mis puutuksid iiks-
teist paarikaupa ja antud ringjoont. : :

50. Tommata 1dbi ringi sees antud punkti kool nii, et selle 16ikude vahe
vorduks antud 16iguga.

Juhis. Joonestada 1dbi antud punkti antud ringiga kontsentriline ring.
Seiles ringis joonestada, alates antud punktist, antud pikkusega kool.

51. Tommata l6ikaja 14bi kahe ringjoone 16ikepunkti nii, et selle osa rin-
gide sees vorduks antud pikkusega.

Juhis. Joonestada tédisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuusiks on sirgloik,
mis {ithendab antud ringjoonte keskpunkte, ja kaateiiks 16ik, mis vordub antud
16igu poolega jne.

52. Tommata loikaja viljaspool ringi asetsevast punktist nii, et Idikaja
seesmine osa vorduks vilise osaga.

Tuhis. Olgu O ringjoone keskpunkt, R — selle raadius, A — antud punkt.
Joonestame AAOB, milles AB=R, OB=2R. Kui C on 15igu OB keskpunkt, siis
sirge AC on otsitav.

53. Joonestada kaar, mis oleks liidetud sujuvalt (§ 116) antud sirgega
antud punktis ning 1dbiks antud punkti.

54. Liita sujuvalt kaks mitteparalleelset sirget kaarega (§ 116). Votame
kolm juhtumit:
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1) kui pole antud liitumispunkte ja kaare raadiust;
2) kui on antud ainult kaare raadius;
3) kui on antud iiks liitumispunkt, kaare raadiust pole aga antud (nii-
sugusteks sirgete kaarega liitumise niideteks voivad olla raudtee kidnakud).
55. Joont. mida arhitektuuris nimeta-
takse «kolme keskpunktiga koveraks» (ehk
«pool-ovaaliks»), joonestatakse jargmiselt
(joon. 154): sirgloik AB jaotatakse punkti-
des C ja D kolmeks vordseks osaks; nendest
punktidest joonestatakse raadiusega CD
kaared, mis l6ikuvad punktis /; tommatakse
sirged /C ja ID ning pikendatakse neid;
joonestatakse punktidest C ja D kaared AE
ja BF ning kaar EF punktist /. Selgi-
tada, misparast kaared AE, EF ja FB on
Joon. 154. lildetud sujuvalt. Kas need kaared on ka
siis sujuvalt liidetud, kui AC=DB, aga AC
ei vordu CD-ga?

VI. Koolhulknurgad ja puutujahulknurgad.

136. Definitsioonid. Kui hulknurga (ABCDE) koik
tipud (joon. 155) on ringjoonel, siis Oeldakse, et see hulknurk on
koolhulknurk (ehk sissejoonestatud hulknurk), voi oel-
dakse, et ringjoon on hulknurgale iimber joonestatud.

Kui aga mingi hulknurga (MNPQ, joon. 155) koik kiiljed on
puutujad ringjoonele, siis Geldakse, et see hulknurk on puutuja-
hulknurk (ehk iimberjoonestatud hulknurk), voi Geldakse,
et ringjoon on hulknurgale sisse joonestatud.

137. Teoreemid. 1) Iga kolmnurga iimber saab joones-
tada ainult iihe ringjoone.
. 2) Igasse kolmnurka saab joonestada ainult iihe
ringjoone.
1. Iga kolmnurga tipud A, B ja C on kolm punkti, mis ei asetse
ithel sirgel. Ldbi nende punktide on aga alati voimalik joonestada
ringjoon ja seejuures ainult iiks (§ 104).

N P

N @
Joon. 155. Joon. 156.

2. Kui on voimalik niisugune ringjoon, mis puutub kolmnurga
ABC iga kiilge (joon. 156), siis peab selle ringjoone keskpunkt
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asetsema vordsel kaugusel kolmnurga kiilgedest. Toestame, et nij-
sugune punkt on olemas. Kiilgedest AB ja AC vordsel kaugusel
asetsevate punktide geomeetriliseks kohaks on nurga A poolitaja

punkt ongi vordsel kaugusel kolmnurga kiilgedest, sest ta asetseb
molemal geomeetrilisel kohal. Niisiis, et joonestada kolmnurka
ringjoon, tuleb kaks kolmnurga mingit nurka poolitada ja pooli-
tajate 10ikepunkt votta keskpunktiks. Raadiuseks on iiks rist-
16ikudest OP, 0OQ voi OR, mis on joonestatud keskpunktist kolm-
nurga kiilgedele. Ringjoon puutub kiilgi punktides P, Q ja R, sest
nendes punktides on kiiljed risti raadiustega nende otspunktides
ringjoonel (§ 113). Teist ringjoont ei saa olla, sest kaks nurga-
poolitajat 16ikuvad {ihes punktis ja {ihest punktist saab tommata
sirgele ainult {ihe ristjoone.

Mirkus. Opilased veendugu ise selles, et kolmnurga {imber
joonestatud ringjoone ke§}<punkt on kolmnurga sees ainult siis,

véaljaspool kolmnurka ja tdisnurkses kolmnurgas on ta hiipotenuusi
keskpunktis. Sissejoonestatud ringjoone keskpunkt on alati kolm-
nurga sees.

Joon. 157.

Jédreldus. Punkt O (joon. 156), olles vordsel kaugusel kiil-
gedest CA ja CB, peab asetsema nurga C poolitajal; jarelikult
kolmnurga kolme sisenurga poolitajad I6ikuvad iihes punktis.

138. Kiilgejoonestatud ringjooned. Kiilgejoonestatud ringjoon-
teks nimetatakse ringjooni (joon. 157), mis puutuvad kolmnurga
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iiht kiilge ja kahe teise kiilje pikendusi (nad on véljaspool
kolmnurka). Niisuguseid ringjooni on kolmnurgal kolm. Selleks
et neid joonestada, tommatakse kolmnurga ABC vilisnurkade
poolitajad ja nende loikepunktid voetakse ringjoonte keskpunkti-
deks. Nii on nurga A sissejoonestatud ringjoone keskpunktiks
punkt O, s. o. nurgaga A mittekorvuolevate valisnurkade poolita-
jate BO ja CO loikepunkt; selle ringjoone raadiuseks on punktist
O kolmnurga mingile kiiljele tommatud ristloik.

139. Kumera koolnelinurga omadus. 8

1) Kumeras koolnelinurgas on vastasnurkade summa vordne
sirgnurgaga.

2) Umberpoordult: kui kumeras nelinurgas wvastasnurkade
summa vordub sirgnurgaga, siis selle nelinurga dmber saab joo-
nestada ringjoone.

1. Olgu ABCD (joon. 158) sissejoonestatud kumer nelinurk;
tuleb toestada, et

4B+ £D=2d ja LA+ /C=2d.

Et iga kumera nelinurga nelja nurga summa vordub 4d-ga
(§ 82), siis piisab toestusest, et iiks vordustest on oige.

Toestame néiteks, et LB+ £D=2d.

Nurki B ja D kui piirdenurki moodavad: esimest — pool kaa-
rest ADC; teist — pool kaarest ABC; jarelikult summat £ZB+ ZD

moodab summa %uADC-{— %uABC; see summa vordub aga suu-

rusega % (WADC+ UABC), s. o. 1 ringjoonega; tdhendab
LB+ £D=180°=2d.

8
8
N
¢
M
P
A
A

D 0

Joon. 158. Joon. 159.

2. Olgu ABCD (joon. 158) selline kumer nelinurk, milles
£ZB+ £D=2d ja jérelikult £ZA+ ZC=2d. Tuleb toestada, et selle
nelinurga iimber saab joonestada ringjoone.

Joonestame nelinurgas libi mingi kolme tipu, niiteks A, B ja
C, ringjoone (mis on alati teostatav). Neljas tipp D peab asetsema
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sellel ringjoonel, sest vastasel korral nurga D tipp on kas ringi
sees voi viljaspool seda ja siis seda nurka ei mdoda pool kaarest
ABC; seepirast summat ZB+4+ 24D ei moodaks kaarte ADC ja
ABC poolsumma ja, tihendab, summa £B+ £D ei vorduks 2d-ga,
mis rdagib vastu eeldusele. '

Jareldused: 1) Koigisi roophilikuist saab ainult risthiliky
amber joonestada ringjoone.

2) Trapetsi amber saab joonestadq ringjoone ainult siis, kui
trapets on vordhaarne.

140. Puutujanelinurga omadus. Puutujanelinurgas on Qvastas-
kilgede summad vordsed.

Olgu nelinurk ABCD (joon. 159) puutujanelinurk, s. o. ta kiil-
jed puutuvad ringjoont; tuleb toestada, et AB+CD=BC+AD.

Téhistame puutepunktid tahtedega M, N, P ja Q. Et kaks iihest
punktist ringjoonele témmatud puutujat on vordsed, siis AM=AQ,
BM=BN, CN=CP ja DE=D0.

Jarelikult:
AM-}-MB-{-CP+PD=AQ+QD+BN+NC,

AB+CD=AD+BC.

VII. Neli tihtsat punkti kolmnurgas.

141. Me nigime, et: :

1) kolmnurga kiilgede keskristjooned [Gikuvad koik iihes punk-
tis (mis on dimberjoonestatud ringi keskpunktiks);
' 2) kolmnurga sisenurkade poolitajad Gikuvad koik ithes punk-
tis (mis on siseringjoone keskpunktiks).

Jargmised kaks teoreemi annavad veel kaks tihtsat punkti
kolmnurgas: 3) kolme korguse 16ikepunkti ja 4) kolme mediaani
16ikepunkti.

142. Teoreem. Kolmnurga kérgused léikuvad koik iihes
punktis.

Tombame kolmnurgas B A
ABC (joon. 160) libi iga = G ra
tipu  sirge, paralleelselt
vastaskiiljega. Saame abi-
kolmnurga A1B,C,, mille
killgedega on antud kolm-
nurga korgused risti. Et
CiB=AC=BA, (kui roop-
kiiliku vastaskiiljed), siis
punkt B on kilje 4,C,
keskpunkt. Joon. 160.
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Samal viisil veendume, et C on A;B; keskpunkt ja et A on
B,C; keskpunkt. Niisiis, antud kolmnurga korgused on abikolm-
nurga kiilgede keskristjooned; need aga, nagu meie teame (§ 104),
loikuvad iihes punktis. '

M iérkus. Punkti, milles 16ikuvad kolmnurga korgused, nime-
tatakse ortotsentriks.

143. Teoreem. Kolmnurga mediaanid I6ikuvad koik
iihes punktis; see punki eraldab iga mediaani Kiiljest
ithe kolmandiku, vastavast kiiljesi arvates.

Votame kolmnurgas ABC (joonis 161) kaks mediaani, néiteks
AE ja BD, mis loikuvad punktis O, ja toestame, et

OD=3BD ja OE= 3 AE.

Toestuseks poolitame OA ja OB punktides F ja G ning ehitame
nelinurga DEGF. Et 16ik FG iihen-
dab kolmnurga ABO kahe kiilje kesk-

punkte, siis FG| AB ja FG= %AB.

Loik DE iihendab samuti kolmnurga
ABC kahe kiilje keskpunkte; seeparast

DE|AB ja DE=jAB. Siit jirel-
dame, et DE || FG ja DE=FQG; jére-
likult on nelinurk DEGF roopkiilik
(§ 89) ja. seepirast OF=OE ja
OG=0D. Siit jareldub, et

OE= 3AE ja OD=3BD."

Kui niiiid votame kolmanda mediaani koos kas mediaaniga AE
voi mediaaniga BD, siis veendume samuti, et nende I16ikepunkt

etaldab kummastki neist é osa, vastavast kiiljest arvates; tdhendab,

kolmas mediaan peab loikuma mediaanidega AE ja BD samas
punktis O.

Fiilisikast on teada, et kolmnurga mediaanide 16ikepunkt on
kolmnurga raskuskese; ta asetseb alati kolmnurga sees.

Harjutusi.

s

Leida geomeetrilised kohad:

1. Ristjoonte alustele, kusjuures ristjooned on tommatud punktist A 1abi
punkti B minevatele sirgetele.
2. Ringi sees voetud punkti ldbivate koolude keskpunktidele.
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Toestada teoreemid.

3. Kui kaks ringjoont puutuvad, siis puutepunkti 1abiv mistahes l6ikaja
eraldab ringjoontest kaks vastasasetsevat kaart, mis sisaldavad iihepalju kraade.

4. Kui kaks vordset koolu 16ikuvad iihes ringis, siis nende vastavad 16i-
gud on vordsed. :

5. Kaks ringjoont Idikuvad punktides A ja B; 1ibi A on tommatud l6ikaja,
millel on ringjoontega Ioikepunktid C ja D; tdestada, et nurk CBD on jaav
suurus iga loikaja puhul, mis 14dbib punkti A.

Juhis. Nurgad ACB ja ADB on jaivad suurused.

6. Kui ldbi kahe ringjoone puutepunkti témmata kaks loikajat ja nende
otspunktid iihendada kodludega, siis need kodlud on paralleelsed. ,

7. Kui l4bi kahe ringjoone puutepunkti nende ringide sees tommata 15i-
kaja, siis puutujad, mis on tommatud 14bi I6ikaja ctspunktide, on paralleelsed.

8. Kui kolmnurga korguste alused iihendada sirgetega paarikaupa, siis
saadakse uus kolmnurk, milles esimese kolmnurga korgused on nurkade pooli-
tajaiks.

9. Vordkiilgse kolmnurga ABC iimber joonestatud ringjoonel on voetud
mingi punkt M; toestada, et suurim Ioikudest MA, MB, MC vordub kahe iile-
jddnud 16igu summaga.

i0. Punktis P on tommatud ringjoonele kaks puutujat PA ja PB ja libi
punkti B diameeter BC. TGestada, et sirged CA ja OP on paralleelsed (O on
ringjoone keskpunkt).

11. Lébi ithe kahe ringjoone likepunktidest on tommatud mdlemas ringis
diameetrid. TGestada, et sirge, mis ithendab nende diameetrite otspunkte, 14bib
ringjoonte teise 16ikepunkti.

12. Diameeter AB ja k6ol AC moodustavad 30°-se nurga. Labi C on tom-
matud puutuja, mis 16ikab AB pikendust punktis D. Toestada, et AACD on
vordhaarne.

13. Kui kolmnurga iimber joonestada ringjoon ja selle mistahes punktist
joonestada ristloigud kolmnurga kiilgedele, siis nende ristlgikude alused aset-
sevad iihel sirgel (Simpsoni sirge).

Juhis. Téestus pohineb piirdenurkade (§ 124) ja sissejoonestatud neli-
nurga nurkade (§ 139) omadusil.

Konstrueerimisiilesandeid.

14. Leida antud sirgel punkt, millest antud sirgldik on nihtav antud
nurgas.

16. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, tipunurk ja korgus.

16. Tommata antud sektori kaarele niisugune puutuja, et selle osa, mis
asetseb raadiuste pikenduste vahel, vorduks antud 1diguga. (See iilesanne taan-
dada eelmisele.)

17. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, tipunurk ja aluse
mediaan.

18, On antud suuruse ja asendi poolest kaks 15iku a ja b. Leida niisugune
punkt, millest 16ik a oleks nihtav antud nurgas o ja 16ik b antud nurgas B.

19. Leida kolmnurgas punkt, millest kolmnurga kiiljed oleksid nahtavad
vordsetes nurkades.

A Juhis. Arvestada seda, et igaiiks mainitud nurkadest peab  vorduma
5d-ga. :

20. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle tipunurk, korgus ja aluse
mediaan.
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Juhis. Pikendada mediaani oma pikkuse vorra ja selle 16igu otspunkt
ihendada aluse otspunktidega. Vaadelda tekkinud roopkiilikut.

21. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, aluse lidhisnurk ja nurk,
mis on antud nurga tipust tommatud mediaani ja selle kiilje vahel, millele
mediaan on tommatud.

22. Joonestada roéopkiilik, kui on antud selle kaks diagonaali ja iiks nurk.

23. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle aius, tipunurk ja teiste kiil-
gede summa voi vahe.

24. Joonestada nelinurk, kui on antud selle kaks diagonaali, kaks korvuti
asetsevat killge ja nurk kahe iilejddnud kiilje vahel.

25. On antud kolm punkti A, B ja C. Tommata 1dabi A niisugune sirge, et
punktidest B ja C sellele sirgele joonestatud ristjoonte vaheline kaugus vorduks
antud 1diguga.

26. Joonestada antud ringisse kolmnurk, millel on antud kaks nurka.

27. Joonestada antud ringi iimber kolmnurk, millel on antud kaks nurka.

28. Joonestada kolmnurk, kui on antud tipunurk, korgus ja iimberjoonesta-
tud ringjoone raadius.

29. Joonestada antud ringisse kolmnurk, kui on antud kahe kiilje summa
ja nurk, mis asub neist iihe kiilje vastas.

30. Joonestada antud ringisse nelinurk, millel on antud iiks kiilg ja kaks
nurka, mis pole antud kiilje ldhisnurkadeks.

31. Joonestada antud rombisse ring.

32. Joonestada vordkiilgse kolmnurga sisse kolm ringi, mis puutuksid
paarikaupa iiksteist ja kolmnurga kaht kiilge.

331. Joonestada koolnelinurk, kui con antud selle kolm kiilge ja iiks dia-

onaal.
. 34. Joonestada romb, kui on antud selle kiilg ja siseringi raadius.

35. Joonestada antud ringi {imber tdisnurkne vordhaarne kolmnurk.

d36. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on teada selle alus ja siseringi
raadius.

37. Joonestada kolmnurk, kui on teada selle alus ja kaks mediaani, mis on
tommatud aluse otspunktidest.

Juhis. Vt. § 143.
38. Joonestada kolmnurk, kui on teada selle kolm mediaani.

Juhis. Vt. § 143.

39. On antud ringjoon ja sellel punktid 4, B ja C. Joonestada selle ring-
joone sisse niisugune kolmnurk, et selle nurkade poolitajad pikendamisel 1dbik-

sid need kolm punkti.
40. Samasugune iilesanne nagu eelminegi, ainult nurgapoolitajate asemele

votta korgused. .

41. On antud ringjoon ja sellel kolm punkti M, N ja P, milles loikuvad
(pikendamisel) sissejoonestatud kolmnurga iihest tipust tommatud korgus,
nurgapoolitaja ja mediaan. Joonestada see kolmnurk. ‘

42. On antud ringjoone! kaks punkti A ja B. Tommata neist punktidest
kaks paralieelset koolu, mille summa on antud.

Arvutusiilesandeid.

1
43. Arvutada piirdenurk, mis toetub kaarele, mille pikkus onﬁringjoonest.

44. Ring on jaotatud kaheks segmendiks kooluga, mis jaotab ringjoone
suhtes 5 : 7. Arvutada nurgad, mille mahutavad enesesse need segmendid.

45. Kaks koolu moodustavad 16ikumisel nurga 36°15’32”. Arvutada kraa-
dides, minutites ja sekundites kaks kaart selle nurga haarade ja haarade piken-
duste vahel, kui kaarte suhe on 3:2.
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46. Nurk iihest punktist ringjoonele tommatud puutujate vahel on 20°15’.
Arvutada kaared, mis asetsevad puutepunktide vahel.

47. Arvutada nurk puutuja koolu vahel, kui kodl jaotab ringjoone
kaheks osaks suhtes 3:7.

2
48. Kaks vordset ringjoont moodustavad ldikumisel nurga 3 d, maarata
kraadides viiksem loikepunktide vahel asetsev kaar.

Mirkus. Kahe loikuva kaare nurgaks nimetatakse seda nurka, mille
moodustavad puutujad kaartele kaarte 1o6ikepunktis.

49. Liabi diameetri ithe otspunkti on tommatud puutuja ja ldbi teise ots-
punkti i6ikaja, mis puutujaga moodustab nurga 20°30’. Leida puutuja ja 15i-
kaja vahel asetseva viiksema kaare suurus. .
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KOLMAS PEATUKK.
SARNASED KUJUNDID.

I. Suuruste mootmise maoiste.

144. Ulesanne 16igu mootmisest. Kaht 16iku vorreldes saime
seni mdarata, kas nad on vordsed, ja kui mitte, siis milline neist
on suurem (§ 6). Meil tuli seda teha kolmnurga kiilgede ja nur-
kade vahel olevate seoste uurimisel (§ 46, 47), sirge ja murdjoone
vordlemisel (§ 50, 51) ja monedel teistel juhtumitel (§ 53, 54, 55).
Séddrane loikude vordlemine ei anna aga tdpset kujutlust iga 16igu
suurusest.

Niiiid esitame {ilesande: méirata 16igu pikkuse tédpne moiste ja
leida viisid selle pikkuse viljendamiseks arvuga.

145. Uhismoot. Kahe sirgloigu iihismooduks nimetatakse
niisugust kolmandat [6iku, mida sisaldavad antud loigud tdisarv
korda. Nii naiteks, kui 16ik AM (joon. 162) mahub 5 korda AB-sse
ja 3 korda CD-sse, siis AM on AB ja CD iihismoot. Samuti saab
radkida kahe iihesuguse raadiusega kaare, kahe nurga ja iildse
kahe sama liiki suuruse ithismoodust.

A 8 r a J
e ) Eb]

Joon. 162. Joon. 163.

Mirkus. On ilmne, et kni AM on 16ikude AB ja CD f{ihis-
moot, siis, olles jaotanud AM kaheks, kolmeks, neljaks jne. osaks,
me saame loikudele AB ja CD viiksemad iihismoodud. Niisiis, kui
kahel 16igul on mingi iihismoot, siis voib iitelda, et neil on 16pmatu
palju iihismoote. Uks neist on suurim {ihismoot.
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146. Teoreemid, millel pohmeb suurima iithismoodu leidmine.
Selleks et leida kahe 16igu suurim iihismoot, kasutatakse jarjes-
tikuse paigutamise viisi, sarnaselt selle Jarjestikuse jagamisega,
milega leitakse aritmeetikas kahe tidisarvu suurim {ihisjagaja. See
viis pohineb jdrgmistel teoreemidel.

1) Kui kahest loigust (a ja b, joon. 163) véiksem l6ik
mahub tdisarv korda ilma jidgita suuremasse I6iku,
siis on see viiiksem 16ik antud loikude suurim iihismoo6t.

Mahtugu niiteks 16ik & tapselt 3 korda 15iku a; kuna siinjuures
16ik b mahub iseenesesse muidugi 1 kord, siis on b 1dikude a ja b
ithismoot; teiselt poolt on see moot aga ka suurim, sest mitte {ikski
b-st suurem 16ik ei mahu b-sse tédisarv korda.

2) Kui Kkahest loigust viiksem I6ik (0, joon. 164)
mahub suuremasse (a) tdisarv korda mingi jadgiga (),
siis antud loikude suurim {iihism66t (kui see on olemas)

peab olema ka viiksema 16igu (b) ja jddgi (r) suurimaks
iihismooduks.

Olgu néiteks
a=b+b+b+r.

Sellest vordusest saame tuletada kaks jargmist jareldust.

1) Kui on olemas 15ik; mis mahub jaagita b-sse ja r-isse, siis ta
mahub ka jaagita a-sse; kui niiteks mingi 16ik mahub b-sse tép-
selt 5 korda ja r-isse tapselt 2 korda, siis mahub

ta a-sse jddgita 5+5+5+2, s. 0. 17 korda. r a
2) Umberpoordult: kui on clemas 16ik, mis bbbt
mahub jdigita a-sse ja b-sse, siis ta mahub ka i 4 8

jaagita r-isse; kui nditeks mingi 16ik mahub

a-sse tdpselt 17 korda ja b-sse tdpselt 5 korda,

siis sellesse a osasse, mis vordub 3b-ga, mahub

ta 15 korda; jarelikult a iilejddnud osasse, s. o. Joon. 164.
r-isse, mahub ta 17—15, s. 0. 2 korda.

Niisiis, kahel l6ikude paaril a ja b ning b ja r peavad olema
samad iithismo6dud (kui nad on olemas); sellepirast peab neil
olema ka sama suurim iihismoot.

Neile kahele teoreemile tuleb veel lisada jdrgmine mootmise
aksioom (Archimedese aksioom):

kui suur ka suurem [oik (a) ja kui viike ka vdiiksem [6ik (b)
oleksid, me saame, paigutades vdiksema 0igu suuremale I, 2, 3
jne. korda, et pirast mingit m-kordset paigutamist jaiki pole voi
on jdik, mis on vdiksem vdiksemast loigust (b); teiste sonadega:
alati on voimalik leida niisugune kiillalt suur positiivne tdisarv m,
et b-m<a, aga b-(m+1)>a.
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147. Kahe 16igu suurima iihismoodu leidmine. Oletame, et
tuleb leida kahe antud 16igu AB ja CD (joon. 165) suurim iihis-
moot.

Selleks paigutame sirkli abil vdiksema 16igu suuremale 16igule
nii palju kordi, kui palju on voimalik. Seejuures voib vastavalt
Archimedese aksioomile esineda iiks kahest juhtumist: kas 1) CD
mahub 10iku AB jaigita, siis vastavalt teoreemile 1 on CD otsitav
moot, voi 2) saadakse mingi jddk EB, mis on vdiksem 16igust CD
(nagu meil joonisel); siis

A £ g tuleb vastavalt teoreemile 2
leida kahe vidiksema 10igu,

SRR nimelt CD ja jadgi EB suurim
ithismoot. Et see leida, toi-

Joon. 165. mime nagu ennegi, s. o. pai-

gutame loigu EB loigule CD

nii mitu korda, kui palju on
voimalik. Ja jdllegi voib esineda {iks kahest juhtumist: kas 1) EB
mahub 16iku CD jéédgita, siis otsitav moot on EB, voi 2) saadakse
jadk FD, mis on vaiksem loigust EB (nagu meie joonisel); siis
kiisimus seisneb kahe viiksema 16igu, nimelt EB ja teise jaagi FD
sturima iithismoodu leidmises.

Jatkates seda votet, voib meil esineda kaks juhtumit:

1) pérast monekordset paigutamist me ei saa mingit jaaki voi
2) jarjestikuse paigutamise vottel pole 16ppu (eeldusel, et oleme
suutelised paigutama kuitahes viikesi 16ike, mis muidugi on voi-
malik ainult teoreetiliselt).

Esimesel juhtumil on viimane jdidk antud 16ikude suurim
iihismoot. Selleks et holpsam oleks arvutada, mitu korda mahub
saadud suurim iihismoot antud l6ikudesse, kirjutame rea vordusi,
mis saadakse iga paigutamise tulemusena. Vastavalt joonisele
saame:

péarast esimest paigutamist . . . AB=3CD+EB,;
o 1o helst 3 v CD=9FB Y FD:;
o kolmandat . § v Rl

Minnes iile alumisest vordusest iilemisele, leiame jérjest:

EB=4FD; CD= (4FD)-2+FD=9FD.
AB=(9FD)-3+4FD=31FD.

Samal viisil leiame kahe sama raadiusega kaare, kahe nurga
jne. suurima {ihismoodu.

Teisel juhtumil ei ole antud 16ikudel iithismootu. Et see kind-
laks teha, oletame, et antud 16ikudel AB ja CD on mingi ithismoot.
See moot peab, nagu ndgime, mahtuma tédisarv korda mitte ainult
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16ikudesse AB ja CD, vaid ka jddgisse EB, jirelikult ka teisesse
jddki FD, kolmandasse, neljandasse jne. jadki. Et jadgid jarjest
vdhenevad, siis igasse jargnevasse jaiki peab iihismoot mahtuma
vdhem arv korda kui eelmisse. Kui niiteks 16iku £B mahub iihis-
. moot 100 korda (iildiselt m korda), siis 16iku FD mahub ta vihem
kui 100 korda (tédhendab, mitte rohkem kui 99 korda); jargmisse
jdéki mahub ta vihem kui 99 korda (tdhendab, mitte rohkem kui
98 korda) jne. Et aga positiivsete vihenevate tiisarvude 100, 99,
98... (iildiselt m, m—1, m—2,...) real on 16pp (kui suur arv m
ka oleks), siis peaks ka jirjestikuse paigutamise votte kiillaldasel
jatkamisel olema 16pp (s. 0. meie jouame nii kaugele, et jaéki enam
pole). Tahendab, kui jarjestikusel paigutamisel 16ppu ei ole, siis
ka antud l6ikudel ei ole {ihismootu. s

148. Uhismddduga ja ithismddduta 16igud. Kaht sirgloiku nime-
tame iihisméoéduga loikudeks, kui neil ithism66t on olemas, ja
ithismooduta 16ikudeks, kui neil iihisméot puudub.

Tegelikus elus puudub voimalus 8
veenduda iihismooduta 16ikude ole-
masolus, sest jitkates jérjestikku
paigutamist, me ikkagi saame 16puks
niisuguse véaikese jadgi, mis ndib
mahtuvat tdisarv korda eelmi-
sesse jadki. Voib-olla, et ka siin peaks Ak b ¢
tekkima moni jaik, aga riistade
(sirkli) ebatdpsuse ja meie meele-
organite (silma) ebatdiuslikkuse toitu
pole meil vdimalik seda kindlaks
teha. Et siiski ithismooduta 16ike on
olemas, ndeme jirgmisest tdestu- Joon. 166.
sest.

149. Teoreem. Ruudu diagonaal ja Kkiilg on iihis-
mooduta. -

Et diagonaal jagab ruudu kaheks vérdhaarseks kolmnurgaks,
siis v0ib teoreemi sonastada ka teisiti: vordhaarse tédisnurkse
kolmnurga hiipotenuus ja kaatet on iihismoéduta.

Eelkoige tGestame niisuguse kolmnurga jargmise omaduse: kui
hiipotenuusile (joon. 166) paigutame 16igu AD, mis on vordne
kaatetiga, ja tombame DE 1 AC, siis tekkinud tdisnurkne kolm-
nurk DEC on vordhaarne ja kaateti BC 16ik BE osutub vordseks
hiipotenuusi 16iguga DC. Et veenduda selles, tombame sirge BD
ja vaatleme kolmnurkade DEC ja BED nurki. Et kolmnurk ABC
on vordhaarne ning tdisnurkne, siis £ /= £4 jajarelikult £1=45°
Seepérast on ka nurk 2 tdisnurkses kolmnurgas DEC vordne 45°-ga
ja seega on kolmnurgal DEC kaks vordset nurka, mispéarast ka kiil-
jed DC ja DE on vordsed.
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Kolmnurgas BDE vordub nurk 3 tdisnurga ja nurga ABD
vahega, nurk 5 vordub tdisnurga ADE ja nurga ADB vahega. Nur-
gad ADB ja ABD on aga vordsed (sest AB=AD); tahendab
£3= /5. Siis on aga kolmnurk DBE vordhaarne ja seepérast
BE=ED=DC. ]

Olles selle dra markinud, asume leidma l6ikude AB ja AC iihis-
mootu. Et AC>AB ja AC<AB+BC, s. 0. AC<<2AB, siis kaa-
teti AB voib paigutada hiipotenuusile AC ainult iiks kord mingi
jaddgiga DC. Niiiid on vaja see jddk paigutada AB-le voi BC-le.
Loik BE vordub aga toestatu pohjal DC-ga. Tdhendab, DC on vaja
paigutada veel EC-le. EC on aga vordhaarse kolmnurga DEC
hiipotenuus. Jérelikult {thismoodu leidmine viiakse i{ile vordhaarse
tdisnurkse kolmnurga DEC kaateti DC paigutamisele sama kolm-
nurga hiipotenuusile EC. See paigulamine omakorda viiakse iile
uue viiksema vordhaarse tdisnurkse kolmnurga kaateti paigutami-
sele kolmnurga hiipotenuusile jne., ilmselt 16putult. Et aga see toi-
ming on l6putu, siis 16ikudel AC ja AB puudub {ihismdoot.

150. Loikude mootmise moiste. Selleks et saada selge kujutlus
antud 10oigu pikkusest, vorreldakse teda teise, meile juba tuntud
16igu pikkusega, nditeks meetriga (seda tuntud 16iku, millega vor-
reldakse teisi 1oike, nimetatakse pikkusiihikuks). Mootmisel voib
esineda kaks erinevat juhtumit: kas moodetav 16ik ja iihik on {ihis-
mooduga voi ithismooduta.”

1) Moota loik, millel on ithikuga ithismoot, tihendab leida, mitu
korda mahub ihik voi selle mingi osa antud loigusse.

Oletame, et tuleb moota mingi 16ik a (joon. 167) iihikuga b,
millel on a-ga iihismoot. Siis leitakse nende {ihismoot ja tehakse
kindlaks, mitu korda see {ihismoot mahub b-sse ja a-sse. Kui {ihis-
mooduks osutub 10ik b ise, siis mootmise tulemuseks on tdisarv.
Nii naiteks, kui 16ik & mahub 16iku a kolm korda, siis 6eldakse, et
16igu a pikkus vordub kolme {ihikuga. Kui aga {ihismooduks on
16igu b mingi osa, siis mootmise tulemuseks on murdarv. Nii

néditeks, kui {ihismooduks on } b ja see osa mahub 16iku a iiheksa
korda (nagu kujutatud joonisel 167), siis eldakse, et 16igu a pik-
kus vordub < tihikuga.

Mootmisel saadud arvu nimetatakse

C 3 | moGdetava suuruse mootarvuks. Tiis- ja
E:::: murdarve nimetatakse ratsionaalarvudeks.
2 2) Kui aga antud 16igul a pole {ihis-

Foohs IR mootu ithikuga b, siis mootmist toimeta-

takse kaudselt; 10igu a asemel moodetakse

kaht 16iku, millel on ihismoot ithikuga ja millest iiks on

vdiksem, teine aga suurem 106igust a ja mis erinevad 1oigust a mis-
tahes vidikese arvu vorra. Selleks et leida need 16igud, toimitakse
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nii: oletame, et soovime leida iihismooduga 16igud, mis erineksid
16igust a vihem kui iihe kiimnendiku vorra ihikust 6. Jagame
ithiku 6 kiimneks vordseks osaks (joon. 168) ja paigutame iihe nii-
suguse osa 16igule a nii mitu korda, kui voimalik. Oletame et see

toimub 13 korda mingi jddgiga, mis on vidiksem kui 5 0. Saame
16igu a,, mis on valksem kui a ja millel on {ihikuga uhlsmoot Lisa-
nud sellele veel 35 b saame teise 16igu as, mis on suurem kui a ja

mis erineb 101gust a vidhem kui iihe kiimnendiku tihiku vorra ning
millel on ka {ihikuga iihismoot. Loikude ay ja ap pikkused véljendu-

vad arvudega %g ja %. Neile arvudele me vaatame kui 10igu a
pikkuse ligikaudsetele vddrtustele: esimene puuduga, teine
lilaga. Et 16ik a erineb 16ikudest a; ja @, vahem kui 35 - o Uhiku vorra,
siis Oeldakse, et kumbki neist arvudest viljendab 101gu a pikkust
tédpsusega kuni 'llT)'

Uldse, et leida 16igu a pikkuse ligikaudsed viértused tédpsusega
kuni %ﬁhikut, jagatakse iihik & n vordseks osaks ja tehakse kind-

laks, mitu korda iihiku % osa mahub a-sse; kui see osa mahub

16iku @ m korda mingi jaégiga, mis on vdiksem —-b-st, siis arvud

:zf jam_'*l'1 on 10igu a pikkuse ligikaudsed vddrtused tdpsusega

kuni %ﬁhikut, esimene puuduga, teine liiaga.

Tuleb maérkida, et niisugusel viisil saab leida ligikaudseid vaar-
tusi ka sel korral, kui moodetaval 16igul a on {thismoot {ihikuga b;
vahe seisab ainult selles, et siin voime, kui soovime, leida ka tadpse
vaartuse, kuna aga juhtumil, kui moodetaval 16igul pole iihismootu
ithikuga, ei saa me tdpset tulemust ainult ratsionaalarvudega vil-
jendada.

Et saada see arv, mis véljendab tdpselt 16igu a pikkust, kui ta
on pikkusiithikuga iithismooduta, toimitakse jargmiselt.

SRSSHIE SRR R -—.1 P (] —I
a, e |
a,
Joon, 168,

Arvutatakse jarjest 16igu a pikkuse ligikaudne védrtus tdpsusega
kuni 0,1 puuduga, siis tapsusega kuni 0,01 puuduga, siis edasi tép-
susega kuni 0,001 puuduga ja Jatkatarkse seda toimingut piirama-
tult, suurendades iga kord tépsust 10 korda. Sellisel toimingul
saadakse jdrjestikused kiimnendmurrud, algul ainult {ihe kiimnend-
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kohaga, siis kahe, kolme ja edasi itha enam kiimnendkohtadega.
Kirjeldatud toimingu piiramatul jdtkamisel saadakse 16pmatu mitte-
perioodiline kiimnendmurd. (See murd ei saa olla perioodiline, sest
siis saab murdu muuta harilikuks murruks ja 16igul a oleks {ihis-
moot pikkusiihikuga.)

Algebrast on teada, et iga 16pmatu mitteperioodiline kiimnend-
murd médédrab mingi irratsionaalarvu. Niisugused arvud saame néi-
teks ruutjuure leidmisel, kui arvust pole vGimalik leida tépset

juurt. Nii \/2 on irratsionaalarv, mis kujutab endast lopmatut
kiimnendmurdu !:

V2=14142...

Seega on lopmatu kiimnendmurd, mis saadakse loigu a ligi-
kaudsel mootmisel, kui 16ik on iithikuga {ihism6oduta, mingi irrat-
sionaalarv. Seda arvu loetaksegi 10igu a pikkuse tépseks moot-
arvuks.

Midrkus. Sama irratsionaalarvu voib saada, kui arvutada
jarjest 10igu a pikkuse ligikaudseid vaartusi tdpsusega kuni 0,1;
0,01; 0,001;..., kuid mitte puuduga, vaid liilaga. Toepoolest,
kaks ligikaudset vaartust, mis on voetud iihesuguse tdpsusega, iiks
puuduga, teine liiaga, erinevad teineteisest ainult viimase kiim-
nendkoha poolest. Tdpsusastme jarjestikusel tostmisel see viimane
kiimnendkoht nihkub komast paremal iiha kaugemale, iihiste kiim-
nendkohtade arv iitha suureneb. Toimingu piiramatul jatkamisel
saadakse seega sama lopmatu kiimnendmurd, s.. t. sama irrat-
sionaalarv.

Lopmatu kiimnendmurru tdpne vidirtus on suurem selle igast
ligikaudsest védrtusest puuduga ja viiksem selle igast ligikaudsest
vaartusest liiaga.

151. Lopmatud kiimnendmurrud. Lopmatute kiimnendmurdude kasutamisele
votmine algebras toimub jargmiste definitsioonide pohjal.

Lopmatut kiimnendmurdu nimetatakse reaalarvuks.

Kaks [6pmatut kiimnendmurdu on vordsed, kui nende vastavatel kohtadel
seisvad kiimnendmdrgid on vordsed.

Kahest mittevordsest [6pmatust kimnendmurrust loetakse suuremaks
reaalarvuks seda murdu, milles esimene vastavail kohtadel seisvatest mitte-
virdsetest kimnendmdrkidest on suurem arv. 2

Kui lopmatus kiimnendmurrus koik kiimnendmargid mingist kohast ala-
tes vorduvad nulliga, siis .murd vordub selle 16pliku kiimnendmurruga, mis
saadakse antud murrust koigi nende nullide kasutamisel, mis seisavad pare-
mal pool viimast numbrit. Nii vordub 16pmatu kiimnendmurd 7,8530078000 .
16pliku murruga 7,8530078. Lopmatut perioodilist murdu perioodiga 9 saab
alati asendada 16pliku kiimnendmurruga, mis saadakse antud murrust, kui selle
viimasele iiheksast erinevale numbrile juurde lisada iiks ja dra jatta koik jarg-
nevad iiheksad. Nii saab murdu 3,72999... asendada i6pliku murruga 3,73.

! Muidugi pole voimalik 16pmatut kiimnendmurdu kirjutada, sest selle
kiimnendkohtade arv on 16pmatu. Hoolimata sellest loetakse murd tuntuks,
kui on teada meetod, mille abil saab leida kuitahes palju murru kiimnendkohti.
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152. Lopmatu kiimnendmurru ligikaudsed vididrtused.
Kui 1cpmatus kiimnendmurrus votta ainult n kohta, siis saadakse loplik
murd, mida nimetatakse l[6pmatu kimnendmurru ligikaudseks vddrtuseks téip-

susega kuniin puuduga. Kui antud murrus aga suurendada viimast kitmnend-
10

kohta iihe dihelise vorra, s. t. murrule lisada _1’.', siis saadakse uus 1oplik
10

murd, mida nimetatakse 16pmatu kiimnendmurru ligikaudseks vairtuseks sama

tapsusega, kuid liiaga. Olgu n kiimnendkohaga reaalarvu a ligikaudne véar-

tus puuduga a, ja lilaga a, siis a'n=an‘+—n. Mittevordsete reaalarvude
10

definitsioonist jareldub, et reaalarv on suurem igast tema puuduga voetud ligi-
kaudsest vdartusest ja vaiksem igast liiaga voetud ligikaudsest vairtusest. Olgu

niiteks antud reaalarv 1,414 . .., mis méairab V2. Selle ligikaudne vairtus
puuduga, tapsusega kuni 0,01, on 1,41, lilaga aga 1,42, sest

Mittevordsete reaalarvude definitsioonide pohial saame:

1,41000. .. <1,414...<1,42000. .. ehk
141<V2<1,42,

153. Tehted reaalarvudega. Liitmine. Olgu antud kaks reaalarvu a ja B.
Votame nende ligikaudsed vaiartused n kiimnendkohaga (n on mistahes arv),
enne puuduga, siis lilaga. Arvude o ja B ligikaudsed véartused puuduga tahis-
tame vastavalt o, ja B,, ligikaudsed vairtused liiaga aga o, ja p’,. Seejuures

(1)

Koostame niiiid summad a,+B, ja o,+p,.
Kumbki neist on kiimnendmurd » kiimnendkohaga.
Olgu esimene summa y, ja teine y/,.

an+6n=Yn; a’n+Bln=Y,n’

Liites liikmeti vordused (1), saame:

’ 2
a,n+ﬁ n=an+ﬁn+ 1—0—’;
ehk vy, =y, + % See vordus nditab, et y, saadakse murrust y, kahe iihiku

lisamisega tema viimasele kiimnendkohale. Niiiild hakkame suurendama n-i.
Niisugusel juhul murd y, annab l6pmatu kiimnendmurru, mille tahistame

y-ga. See murd voib olla kas perioodiline voi mitteperioodiline. Oletame, et
murd y on mitteperioodiline. Niisugusel korral peab tal olema l6pmatu palju
9-st erinevaid kiimnendkohti. Sel juhul peab murru y 9-st erinevate kiimnend-

. VT b 2
kohtade arv suuremema arvu n suurenemisega. Et murru vy, liitmine Ton -ga
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ei avalda m6ju nendele kiimnendkohtadele, mis seisavad vasakul kahest viima-
sest 9-st erinevast kiimnendkohast, siis iihiste kiimnendkohtade arv murdudes
Y, ja y', suureneb piiramatult arvu n suurenemisega. Jarelikult, murd y/,

annab sama lopmatu kiimnendmurru kui murd vy,-gi. Seejuures jireldub eel-
misest, et mistahes n puhul

Ya<Y<Y'n (2)

Niiiid oletame, et murd y on perioodiline. Sel juhul kujutab ta endast
ratsionaalarvu. See arv, nagu pole raske aru saada, rahuldab samuti vorra-
tusi (2). :

Definitsioon. Reaalarvu vy, mis rahuldab vorratusi (2), nimetatakse
reaalarvude o ja P summaks:

y=a+p.

154. Teised tehted reaalarvudega. Analoogiliselt saab defineerida kahe
reaalarvu vahet, nende korrutist ja jagatist. Nende tehete iiksikasjalisem uuri-
mine niitab, et niisuguselt defineeritud reaalarvude summa ja korrutis allu-
vad tehete nendele seadustele, mis on kehtivad ratsionaalarvude puhul: liitmine
allub vahetuvuse ja ithenduvuse seadusele:

a+p=B+a, (a+f)+y=a+(B+v),

korrutamine aga vahetuvuse, ithenduvuse ja jaotuvuse seadusele:
ap=Pa,(ap)y=a(py),(a+p)y=ay+py.

Neil juhtumeil, kui IGpmatud kiimnendmurrud on perioodilised, viivad
eespool deiineeritud tehted nendega, nagu seda on kerge niidata, samadele
tulemustele kui tchted harilikkudegi murdudega, mis saadakse perioodiliste
murdude muutmisel.

Seega, ratsionaalarvud on ainult reaalarvude iiheks eriliigiks.

155. Kahe 16igu suhe. Arvu, mis saadakse 16igu a mootmise
tulemusena, nimetatakse 16igu @ mootarvuks. Kui 16igul a on iihis-
moot mootiihikuga, siis tema mootarv on ratsionaalary. Kui tal aga
pole ithismootu mootithikuga, siis ta mootarv on irratsionaalarv,
mis on kujutatav 16pmatu mitteperioodilise kiimnendmurruna.

Edaspidi moistame 16igu pikkuse all 16igu mootarvu, mis on
midratud antud mootithikuga. Kahe 16igu suhte all moistame nende
mootarvude suhet.

Kahe 10igu suhe ei soltu sellest, kuidas on valitud mdatiihik.
Toepoolest, kui nditeks valitud mootithiku asemele votame teise,
kolm korda viiksema mdootiihiku, siis igasse 16iku mahub uus moot-
ithik kolm korda rohkem kordi kui endine modétiihik. Murrus, mis
viljendab 16ikude suhet, suurenevad lugeja ja nimetaja kolm
korda. Murru vairtus sel juhul aga ei muutu. Kui antud 16igud on
ithismooduga, siis nende suhte arvutamisel on holpus votta mdo-
duks nende iihismoot. Niisugusel juhul ilmneb kohe, et kahe iihis-
mooduga 16igu suhe on’' nende arvude suhe, mis nditavad, mitu
korda loikude iihismoot mahub kumbagi 16iku.
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Il. Kolmnurkade sarnasus.

156. Eelmdisted. Meid {imbritsevas elus kohtame tihti kujun-
deid, millel on iihesugune kuju, mootmed aga erinevad. Sellised on
nditeks ithe ning sama isiku fotod, millel on eri suurus, voi jélle
hoone v&i linna plaanid, mis on valmistatud mitmes eri mootkavas.
Niisuguseid kujundeid nimetatakse sarnaseiks. Loikude pikkuse
mootmise oskus lubab tipselt miirata kujundite geomeetrilise sar-
nasuse moiste ning anda viisid, kuidas muuta kujundi suurust ilma
tema kuju muutmata. Kujundi mootmete muutmist ilma kuju muut-
mata nimetatakse antud kujundi sarnasusteisenduseks. Kujundite
sarnasuse uurimist algame lihtsaimast juhtumist, nimelt kolm-
nurkade sarnasusest.

157. Vastavad kiiljed. Selles peatiikis vaadeldakse kolmnurki,
millel nurgad on vastavalt vordsed. Kokkuleppel nimetame selliseil
juhtumeil «vastavaiks» kiilgedeks kolmnurkade neid kiilgi, mis aset-
sevad vastavalt vordsete nurkade vahel (need kiiljed on ka vasta-
valt vordsete nurkade vasta s).

158. Definitsioon. Kaks kolmnurka on sarnased,
kui: 1) iihe kolmnurga nurgad on vastavalt vérdsed
teise kolmnurga nurkadega ja 2) iihe kolmnurga kiil-
jed on vérdelised teise kolmnurga vastavate kiilgedega.

Et niisuguseid kolmnurki on olemas, nditab jirgmine teoreem.

159. Teoreem. Sirge (DE, joon. 169), mis on paralleelne
kolmnurga (ABC) mingi kiiljega (AC), Iloikab selle
kolmnurga kiiljest kolmnurga (DBE), mis on sarnane
antud kolmnurgaga.

Olgu kolmnurgas ABC sirge

DE paralleelne kiiljega AC. Tuleb 3
toestada, et kolmnurk DBE on sar-
nane kolmnurgaga ABC. S

Meil tuleb tdestada esiteks nur- £
kade vordsus ja teiseks kolm- L{\\\\ \TL}
nurkade ABC ja DBE vastavate D \ £
kiilgede vordelisus. \\\\ N \V\\

1. Kolmnurkade nurgad on X \
vastavalt vordsed, sest nurk B on 3 T LT ¢

neil ihine, aga ZD=/ZA ja

£LE=/C kui kaasnurgad paral- Joon. 169.
leelide DE ja AC loikajate AB ja
CB juures.

2. Niiiid toestame, et ADBE kiiljed on vordelised AABC
vastavate kiilgedega, s. t. et
BD __ BE __DE
B4 "BL T ACY
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Toestuseks vaatleme eraldi kaht jargmist juhtumit.

1) Kiilgedel AB ja DB on ihismd6ot. Jaotame AB
osadeks, mis on vordsed AB ja DB iihismooduga. Siis DB jaotub
osadeks, mille arv on tdisarv. Clgu neid kiiljes DB m ja kiil-
jes AB n. Labi jaotuspunktide tombame iihe rea paralleele AC-ga
ja teise rea paralleele BC-ga. Niiiid jaotuvad BE ja BC vordseiks
osadeks (§ 95), milliseid kiiljes BE on m ja kiiljes BC n. Tépselt
samuti jaotub DE m vordseks osaks ja AC n vordseks osaks, kus-
juures DE ja AC osad on vordsed (kui roépkiilikute vastaskiiljed).
Niiiid on ilmne, et

BD

tclb:)
Qlty
:nlb
Qlt

e
BA™ n?

m m
54 n

Jérelikult

BD _ BE_DE

BA™BCTT AL
2) Kiiljed AB ja DB on {ihismooduta (joon. 170).
Leiame suhete g—g ja %g ligikaudsed védrtused, algul tépsu-

sega kuni Tl(—), siis kuni ﬁ) ja suurendame tédpsust jérjest edasi
10 korda. :

Selleks jaotame kiilje AB algul kiimneks osaks ja 1idbi jaotus-
punktide tombame paralleelid AC-ga.

Siis jaotub kiilg BC samuti kiimneks osaks. Oletame, et 11—0 kiil-
jest AB mahub BD-sse m korda, siinjuures tekkinud jdiak on viik-

sem II—OAB-st. Siis, nagu ndha joonisest 170, %) kiiljest BC mahub

BE-sse samuti m korda ja tekkinud jadk on vdiksem 11—0 BC-st. Jére-

likult saame tdpsusega kuni 1—1(—):

8D m " BE m
BATT10 BCT, 1N
Edasi jaotame AB sajaks vordseks
osaks ja .oletame, et 1%0 kiiljest AB

mahub BD-sse m; korda. Tommates
jalle 1dbi jaotuspunktide paralleelid

AC-ga veendume selles, et ﬁ) BC ma-
AR B hub BE-sse samuti m; korda. Seepdrast
¢ saame tdpsusega kuni 55

Joon. 170. BD  mys W BB my
BA=100 1 BC= 100
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Suurendades edasi tdpsuse jarku 10, 100... korda, veendume
selles, et suhete B—g ja gc ligikaudsed vaartused mis on arvutatud

mistahes, kuid {ihesuuruse tidpsusega, on vordsed. Jérelikult, nende
suhete téipsed védrtused viljenduvad {ihe ja sama lépmatu kiim-
nendmurruga; tahendab

BD __ BE

BA~ BC®

Tapselt samuti, tommates 1ébi kiilje AB ]aotubpunktlde parallee-
lid BC-ga, leiame, et

BD __ DE
BA T AL
Jarelikult
BD __ BE __ DE
BA :BCTT ACGT

160. Mdrkused. 1. Toestatud suhted moodustavad kolm
jargmist vorret:
BD _BE BD __DE_ BE__ DE
BA _BLwBA:— ACLREC . AC:

Paigutades nendes vorretes siseliikmed iimber, saame:

BD__BA. BD__BA BE_BC
BET BCX DE~ AC? DE= AC'

Seega, kui kolmnurkade kiljed on vordelised, siis ithe kolm-
nurga mistahes kahe Riilje suhe vordub ieise kolmnurga vastavate
kilgede suhtega.

2. Kujundite sarnasust margitakse monikord siimboliga ~.

Kolmnurkade sarnasuse kolm tunnust.

161. Teoreemid. Kui kahes kolmnurgas:

1) iihe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vordsed
teise kolmnurga kahe nurgaga voi

2) iihe kolmnurga kaks kiilge on vordelised teise
kolmnurga kahe Kiiljega ja nurgad nende kiilgede va-
hel on vordsed voi

3) iihe kolmnurga kolm Kkiilge on vordelised teise
kolmnurga kolme Kiiljega,

siis niisugused kolmnurgad on sarnased.

1. Olgu ABC ja AB;C; (joon. 171) niisugused kolmnurgad,
milledes £LA=ZA,, £LB= 4B ja jarelikult ZC=ZC,.
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Tuleb tdestada, et need kolmnurgad on sarnased. Paigutame
16igule AB 16igu BD, mis on vordne loiguga A,B,, ja tombame
DE || AC. Siis saame abikolmnurga DBE, mis on eespool toesta-
tud teoreemi (§ 159) pohjal sarnane AABC-ga. Teiselt poolt

A C A C

Joon. 171.

ADBE=ANAAB,C;, sest neis: BD=A,B; (konstruktsiooni poh-
jal), £B= 4B, (eelduse pohjal) ja £D=/A, (sest £LD=/LA
ja £LA=ZA,). On aga ilmne, et kui kahest vordsest kolmnurgast
iiks on sarnane kolmandaga, siis on ka teine sarnane kolmandaga;
jéarelikult:

AAB,C;~AABC.
2. Olgu kolmnurkades ABC ja A;B;C, antud (joon. 172)

AB _ BC
B TRE (1)

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on sarnased.

ZB=/B, ja

Paigutame uuesti 16igule AB 16igu BD, mis on vordne ldiguga
A;B; ja tombame DE || AC. Saame abikolmnurga BDE, mis on sar-
nane AABC-ga. Toestame, et ta vordub AA,B,Ci-ga. Kolmnur-
kade ABC ja DBE sarnasusest jdreldub, et

AB:"BC
DB~ BE" (2)

Vorreldes seda vorret antud vordega (1) méarkame, et vorrete
esimesed suhted on vordsed (DB=A,B; konstruktsiooni pohjal);
jarelikult on ka vorrete teised suhted vordsed, seega

BC __BC
BT BE:

Kui aga vorde eesliikmed on vordsed, siis peavad vordsed olema
ka vorde tagaliikmed, tdhendab )

B€C=BE.
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Niiiid nieme, et kolmnurkades DBE ja AiB\C, on iiks paar
vordseid nurki (£B=4B,), mis asetsevad vastavalt vordsete
kiilgede vahel; tdhendab, need kolmnurgad on vardsed. ADBE on
aga sarnane AABC-ga, see- ‘

B
pdrast cn ka AAB,C, sarnane ,
AABC-ga. ;
3. Olgu kolmnurkades ABC
ja A1B,C; (joon. 173) antud: 0 '3
AB __ BC AC (1) a Ac 4 [

4B, T BT, T AC®

Tuleb tGestada, et need Joon. 172, -

kolmnurgad on sarnased.
Teinud sama konstruktsiooni

nagu eelmistelgi juhtumitel, ni- A
tame, et ADBE — AA]B]C'I. B,
Kolmnurkade ABC ja DBE sar-
nasusest jéareldub, et a :
AB __BC _ AC 2) a e a ¢

DB~ BE— DF

i 2 o TS,
Vorreldes seda suhete rida st

antud reaga (1), markame, et
nendes ridades esimesed suhted on vordsed, jirelikult on ka iile-
jddnud suhted vordsed: seepirast

BC _BC
B,C, — BE’
millest
B,C,=BE;
samuti
AC _ Ac
A,C, — DE’
millest
A,C,=DE.

Niiiid nieme, et kolmnurkades DBE ja 41B;C; on kolm paari
vastavalt vérdseid kiilgi; tdhendab, need kolmnurgad on vérdsed.
Uks neist, nimelt ADBE, on sarnane AABC-ga; jirelikult peab
ka AAB,C, olema sarnane AABC-ga.

162. Mirkusi tdestusviisi kohta. On kasulik juhtida tdhelepanu
sellele, et toestusviis, mida kasutasime Kkolme eelmise teoreemi
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toestamisel, on iiks ja seesama, nimelt: paigutanud suurema
kolmnurga kiiljele 16igu, mis vordub vadiksema kolmnurga vastava
kiiljega, ja tommates paralleeli teisele kiiljele, saame abikolm-
nurga, mis on sarnane suurema kolmnurgaga. Parast seda tGes-
tame teoreemi eelduse ja sarnaste kolmnurkade omaduste pohjal,
et abikolmnurk on vordne viiksema kolmnurgaga, ja 1opuks teeme
jarelduse antud koimnurkade sarnasuse kohta.

Taisnurksete kolmnurkade sarnasuse tunnused.

163. Kaks tunnust, mis ei noua eri toestust. Kuna tdisnurgad
on alati vordsed, siis toestatud kolmnurkade sarnasuse tunnuste
pohjal voime viita, et kui kahes tdisnurkses kolmnurgas:

1) iihe kolmnurga teravnurk vordub teise kolmnurga
teravnurgaga voi

2) iihe kolmnurga kaatetid on vordelised teise kolm-~
nurga Kkaatetitega,
siis niisugused kolmnurgad on sarnased.

&
C,
E A
8,
A ] B A,
Joon. 174.

164. Tunnus, mis nouab eri toestust.

Teoreem. Kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja kaatet on
vordelised teise kolmnurga hiipotenuusi ja kaatetiga,
siis kolmnurgad on sarnased.

Olgu ABC ja AB,C; kaks kolmnurka (joon. 174), milles nur-
gad B ja B; on tédisnurgad ja

AB AC
AB; ACT (H

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on sarnased.
Toestuseks kasutame sama viisi, mida rakendasime varem. Pai-
gutame 16igule AB 16igu BD=A,B; ja tombame DE || AC.

Saame abikolmnurga DBE, mis on sarnane AABC-ga. Toes-
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tame, et.ta on vordne AA;B,C;-ga. Kolmnurkade ABC ja DBE sar-
nasusest jareldub, et

AB _AC .
DE=DE" : (2)

Vorreldes seda vorret antud vordega (1) leiame, et nende esi-
mesed suhted on vordsed, jarelikult ka teised suhted on vordsed,
seega.

AC _ AC
DE -0 #€C5*
millest
DE=A,C,.

Niiiid ndenie, et kolmnurgad DBE ja A,B,C, iihtivad hiipotenuusi
ja iihe kaateti poolest; jarelikult on nad vordsed. Et aga tiks neist
on sarnane AABC-ga, siis on ka teine kolmnurk sarnane
AABC-ga. .

165. Teoreem (korguste suhtest). Sarnastes kolmnurkades
vastavad kiiljed on vordelised vastavate korgustega,
s. t. nende korgustega, mis on tommatud vastavatele kiilgedele.

B
B,
A 5 L. & ) G
Joon. 175 i

Toepoolest, kui kolmnurgad ABC ja A,BC; (joon. 175) on sar-
nased, siis on ka tdisnurksed kolmnurgad BAD ja B,A,D, sarnased
(£LA=LA, ja £LD=/LDy);

seeparast

BD . AB . BC A
4 MR W M X oy X o

166. Suhtesirkel (jaotussirkel). Kolmnurkade sarnasusel pohi-
neb suhtesirkli tarvitamine. Selle sirkli abil on kerge antud 16iku
jaotada mitmeks vordseks osaks.
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~Suhtesirkel koosneb kahest iihesugusest
terava otsaga jalast AB; ja BA; (joon.
176). Jalgades on sooned, milles liigub
kruvi, mida voib kinnitada soovitavas ko-
has. Sirkli jalgu voib iimber kruvi poérates
kaugendada ja lihendada. Oletame, et i6ik
AB on tarvis jaotada kolmeks vordseks
osaks. Selleks kinnitame kruvi niisuguses
punktis O, et kaugus AO oleks kolm korda
pikem kaugusest OB; (seda en kerge
teostada nende jaotuste ja numbrite abil,
mis on soone dirtel). Niilid avame sirkli
ja asetame {a nii, nagu ndidatud joonisel.
Siis on teravike A; ja B; vaheline kau-

gus % AB pikkusest, sest sarnastest kolm-
nurkadest AOB ja A,0B; jireldub, et

44113111413==()1311 OA=1:13.

7 AR N BEIRES SIS, §
Joon. 176.

Niiiid tuleb vaid sirkel {imber poorata ja 16igule AB palgutada
kolm korda 16ik A,B;.

167. Ristmootkava. Sarnaste kolmnurkade omadustele on raja-
tud ka ristmootkava valmistamine. Mootkava ehitus selgub jooni-
sest 174,

Joon. 177.

Olgu joone AB suuremad jaotused meetrid (vdhendatud kujul).
Siis vdiksemad jaotused on detsimeetrid. Selleks et saada senti-
meetreid, oleks tulnud need véiksemad jaotused veel jagada 10 vord-
seks osaks, mis aga nende jaotuse véiksuse tottu pole teostatav
joonmootkavas (s. o. joonel AB). Ristmootkava lubab aga saada
ka sentimeetreid. Selle selgitamiseks kujutame suurendatud kujul
eraldi (joon. 178) selle kitsa tdisnurkse kolmnurga, mis meie joo-
nisel asetseb paremal.

Paralleelsed sirged l16ikavad sellest kolmnurgast sarnased
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kolmnurgéd ja seepdrast voime kirjutada vorded A
(joon. 178):

DE : AB=CE : CB=1: 10;
FH:AB=CH :CB=2:10 jne.;

tdhendab
1 2 s

Niiiid on selge, et kui niiteks votta  moot-
kaval sirkliga Ioik punktist M punktini N
(joon. 177), siis selle 16igu pikkus on

3m 4 dm 6 cm=3,46 m.

Joon. 178.

II. Hulknurkade sarnasus.

V168. Definitsioon. Kahi ithenimelist! hulknurka
nimetatakse sarnasteks, kui 1 ) iihe hulknurga nurgad
on vastavalt vordsed teise hulknurga nurkadega ja
2) vordsete nurkade Iihiskiiljed on vordelised.

‘ See tdhendab, et kui hulknurk ABCDE on sarnane hulk-

nurgaga A,B,C,D\E, (vt. joon. 180), siis LA=/ Ay Z B
=4By, £LC=4C,, £LD=/D,, L/E= ZEj ja

AR BC. D PR EA
AB, T BL, T D, D ok
Seejuures hulknurkade kiiljed AB ja A;B; BC ja BiCy, CD ja
C\D; jne. on vastavad kiiljed.

Et niisuguseid hulknurki on olemas, ndeme jirgmise iilesande
lahendusest.

169. Ulesanne. On antud hulknurk ABCDE ja loik a.
Joonestada teine hulknurk, mis oleks sarnane antud hulknurgaga
ja mille kilg, mis vastab antud hulknurga  kiiljele AB, oleks
vordne ldiguga a (joon. 179). : .

Seda voib koige lihtsamalt teha nii. Kiiljele AB paigutame
ABy=ua (kui a>AB, siis punkt B; asetub AB pikendusele). Siis,
tommates A-st koik- diagonaalid, ehitame B\Ci | BC, C,D, || CD ja
D\E, || DE.

Saame hulknurga AB|C\D\E,, mis on sarnane hulknurgaga
ABCDE.

! Uhenimelisteks hulknurkadeks nimetatakse hulknurki, milledel on. iihe-
palju nurki ja jérelikuit ka iihepalju kiilgi.
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Toepoolest, esiteks, ithe hulk-
nurga nurgad vorduvad teise
hulknurga nurkadega: nurk A
on neil iihine, ZB;=4B ja
ZE=/ZE kui  kaasnurgad
paralleelide juures; ZCi=ZC
ja. L Di=2 D kui. - puigad:
mis koosnevad vastavalt vord-
setest osadest; teiseks; meil on
vorded:
kolmnurkade AB;C, ja ABC
sarnasusest:

AB VRG AlT

Joon. 179.

‘AB % BC AC”?
kolmnurkade AC,D, ja ACD sarnasusest:

AGh L Gl S 4D,
Aac T ch L AD?

kolmnurkade ADE, ja ADE sarnasusest:

AD, __ D\E, _ AE,
AD — DE — AE°

Et esimese rea kolmas suhe vordub teise rea esimese suhtega
ja teise rea kolmas suhe vordub kolmanda rea esimese suhtega,
siis seega koik 9 suhet on vordsed. Korvaldades neist need suhted,
milles esinevad diagonaalid, voime kirjutada:

AB, __BC, __CD,__ D:E, __ AE,
AN BC T Gh. DR AR

Néaeme, et iihenimelistel hulknurkadel ABCDE ja AB,C:D,E,
nurgad on vastavalt vordsed ja vastavad kiiljed on vordelised;
tahendab, need hulknurgad on sarnased. :

170. Markus. Kolmnurkade puhul, nagu nédgime (§ 161),
nurkade vordsusest tuleneb kiilgede vordelisus ja iimberpoordult:
kiilgede vordelisusest tuleneb nurkade vordsus; seetottu on kolm-
nurkade puhul ainult nurkade vordsus voi jdlle ainult kiilgede vor-
delisus nende sarnasuse piisavaks tunnuseks. Hulknurkade sarna-
suse tunnuseks pole piisav ainult nurkade vordsus voi kiilgede vor-
delisus; nditeks, ruudul ja ristkiilikul on nurgad vordsed, nende
kiiljed pole aga vordelised; ruudu ja rombi kiiljed on vordelised,
nurgad pole aga vordsed.
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171. Teoreem (sarnaste hulknurkade tiikeldamisest sarnasteks
kolmnurkadeks). Sarnaseid hulknurki saab tiikeldada
samaks arvuks sarnasteks ja iihesuguselt asetatud
kolmnurkadeks.

Niiteks on hulknurgad ABCDE ja AB,C\D.E, (joon. 179)
diagonaalidega tiikeldatud sarnasteks iihesuguselt asetatud kolm-
nurkadeks. :

Niitame veel jdargmist tiikeldamisviisi. Votame hulknurga
ABCDE sees (joon. 180) mingi punkti O ja iihendame selle koi-
kide tippudega. Siis tiikeldub hulknurk ABCDE kolmnurkadeks.
Nende arv vordub hulknurga kiilgede arvuga. Votame iihe neist,
niditeks AOE (joonisel viirutatud), ja joonestame teise hulknurga
vastaval kiiljel A,E; nurgad O,4,E, ja O,E;A,, mis on vastavalt
vordsed nurkadega OAE ja OEA; 16ikepunkti O, -iithendame hulk-
nurga A,B,CD,\E, teiste tippudega. Siis tiikeldub ka see hulknurk
samaks arvuks kolmnurkadeks. Tdoestame, et esimese hulknurga
kolmnurgad on vastavalt sarnased teise hulknurga kolmnurkadega.
AAOE on sarnane AA,0,E; konstruktsiooni pdhjal.

Selleks et tdestada naaberkolmnurkade ABO ja A,B;0, sarna-
sust, votame arvesse, et hulknurkade sarnasusest jareldub:

S Y
ABAE=£BIA1E1 ]ja 'Bl—A—l:E’ (1)
kuna aga kolmnurkade AOE ja A,0,E, sarnasusest saame:
2 A
ZOAE=Z0,AE,; ja Z’}%:ﬁi. (@)

Vordustest (1) ja (2) jareldub, et

& A AO
ZBAO= 48114101 Jja E-ITI —m ¥

Niiiid ndeme, et kolmnurkades ABO ja A;B;0, on vordsed nur-
gad BAO ja B;A,0,, mis asetsevad vordeliste kiilgede vahel; tihen-
dab, kolmnurgad on sarnased.

Tapselt samuti testame kolmnurkade BCO ja B,C,0; sarna-
suse, siis kolmnurkade COD ja C,0,D, sarnasuse jne. On ilmne, et
molemas hulknurgas sarnased kolmnurgad on asetatud {ihesugu-
selt.

172. Teoreem (sarnaste hulknurkade {imbermdotude suhtest).
Sarnaste hulknurkade iimberméédud suhtuvad nagu
nende vastavad kiiljed.

Olgu hulknurgad ABCDE ja A;B,C,D;E; (joon. 180) sarnased,
siis on definitsiooni jérgi:

AR B LD DR
AB,  BC,™ CD,~ DiEy Ei4 iy
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Kui meil on olemas vordsete suhete rida, siis koigi eesliikmete
summa suhtub koigi tagaliikmete summaga nii, nagu mingi ees-
litkmeist oma tagaliikmega, seepérast ]

AB4+BC+CD+DE+EA . AB s BC
A\B\+B\C,+C\D\+D\E:+EA,~ AB;,~ BC, "

Joon. 180.

N 173. Sarnasustegur. Kahe sarnase hulknurga (v6i kolmnurga)
vastavate kiillgede suhet nimetatakse nende hulknurkade (v6i kolm-
nurkade) sarnasusteguriks.

174. Hulknurkade  sarnasus-
teisendus. Hulknurga joonestamist,
A mis on sarnane antud hulknur-
A gaga antud sarnasusteguri puhul,
nimetatakse antud hulknurga sar-
nasusteisenduseks.
¢ Antud hulknurgaga sarnase
hulknurga joonestamise viis, mis
D on ndidatud § 169, on iiks
sarnasusteisenduse  erijuhtumeid.
Sarnasusteisenduse {ildine meetod
Joon. 181 seisab jdrgmises. Olgu vajalik
- teisendada  sarnaselt  nelinurk
ABCD (joon. 181), kui sarnasus-
tegur on k. Votame mingi punkti O nelinurga tasapinnal. Tom-
bame punktist O 1dbi nelinurga tippude sirged OA, OB, OC ja OD.
Sirgele OA paigutame punktist O punkti A suunas 16igu OA,, mis
on vordne 16iguga k- OA, nii et OA;=k - OA (joonisel k= g).
Samuti pikendame sirget OB ja paigutame sellele punktist O
punkti B suunas 16igu OB;, mis on vordne loiguga k- OB, nii et
OB;=Fk - OB.
Tépselt samuti toimime sirgetega OC ja OD. Neil saame punk-
tid C, ja D, kusjuures OC;=k-OC ja OD;=k-OD. Uhendanud
sirgetega jarjest punktid A4,, By, Cy ja D,, saame otsitava nelinurga
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AiBiC\D;.  Tdepoolest, vordustest  0A4;=k.0A, OB;=Fk - OB,
OCy=Fk-0OC ja OD,=F.0OD jdreldub, et

S 0G, 0B o
OA ™" OB~ OC—0D—F

Vordleme kolmnurki OAB ja OA;B;. Neil on {ihine nurk tipu
O juures ja peale selle

04, _os,
OA — OB’

jarelikult need kolmnurgad on sarnased (§ 161, 11 juhtum). Nende
sarnasusest jareldame, et v

A1B OA 5
4B = o0& =kija ZOAB=,04,B, (1)

jrelikult, AB || A;B, (§ 73).

Tédpselt samal viisi] toestame, et kolmnurgad OBC ja OBC, on
sarnased. Siit jireldub, et

B,C, OB '
3¢ =0p =k, ZOBC=Z0B,C, (2)

ja, jdrelikult, et BC | B,C,. g

Samal viisil tGestame ka jargmiste kolmnurkade OCD ja OC\D,
sarnasuse, siis ‘kolmnurkade OAD ja OAiD; sarnasuse. Kolm-
nurkade OCD ja OC\D; sarnasusest jéreldub, et

C.D oc¢, .
<D = o& =*k ja CD|C,D;; (3)

kolmnurkade OAD ja OA\D; sarnasusest jdreldub, et

AD OD .
4D = o =k ja AD|AD, (4)

Vordustest (1), (2), (3) ja (4) jéreldub, et

AB_BGL GD_ AD,_
BB - B I T AT P
Peale selle, £DAB= £ZD,AB, kui vastavalt paralleelsete haa- -
radega nurgad (§ 79).
Samal pohjusel saame:

£ZABC= /A,B,\C,,
£BCD= /B,C\D,,
ZCDA= ZCDA,.
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Niiviisi ndeme, et nelinurkades ABCD ja A;B,C,D, nurgad on
vastavalt vordsed ja vastavad kiiljed on vordelised, tdhendab, need
nelinurgad on sarnased, kusjuures nende nelinurkade sarnasus-
teguriks on k.

175. Sarnasuse keskpunkt. Punkti O nimetatakse hulknurkade
sarnasusteisendusel (§ 174) moélema hulknurga sarnasuse kesk-
punktiks.

Hulknurga sarnasusteisendust saab teostada ka veidi teisiti.
Nimelt, votnud punkti O (joon. 182) ja ithendanud selle nelinurga
ABCD tippudega, voib pikendada sirgeid OA, OB, ... teisele poole
punkti O, siis paigutame sirgele OA punktist O vastassuunas punk-
tile A 16igu OA’, mis on vordne 16iguga k- OA. Tédpselt samuti pai-
gutame sirgete OB, OC, ... pikendustele punktist O loigud OB’,
OocC’, ..., mis on vastavalt vordsed 16ikudega k- OB, k-OC,.. ;
ithendanud sirgetega jirjest punktid A’B’C’D’, saame nelinurga
A’B’C’'D’, mis on ilmselt siimmeetriline punkti O suhtes neli-
nurgaga A;B,C\D,. Jérelikult on nelinurgad A’B’C’D’ ja
AiB,C,D, vordsed ja, tdhendab, nelinurgad ABCD ja A’B’C’D’
on sarnased, kusjuures nende sarnasustegur on k. Esimesel teisen-
dusmeetodil nimetatakse punkti O hulknurkade véliseks sarnasuse
keskpunktiks (joon. 181), teisel meetodil — nende sisemiseks sar-
nasuse keskpunktiks (joon. 182).

Joon. 182.

Miérkus. Teisendamisel vdib kasutada vordselt kas sisemist
voi valist sarnasuse keskpunkti. Nii {iht kui teist vo6ib valida taiesti
vabalt. Erijuhtumil, kui votta viliseks sarnasuse keskpunktiks
hulknurga iiks tippudest ja teostada sarnasusteisendus, saamegi
just selle meetodi, mida rakendati § 169.

176. Sarnaste hulknurkade perspektiivne asend. Kahe hulknurga ABCD ja
A,B,C\D; asetusel joonisel 181 ja ka hulknurkade ABCD ja A’B’C’D’ asetusel
joonisel 182 on jirgmised omadused: 1) molema hulknurga vastavad kiiljed
.'on paralleelsed; 2) sirged, mis iihendavad vastavaid tippe, 16ikuvad iihes
punktis. Niisugust hulknurkade asendit nimetatakse perspektiivseks.
Toestame, et sellisesse asendisse vdib viia mistahes kahte sarnast hulknurka.

Olgu meil antud kaks hulknurka ABCDE ja A:B,C\D\E, (joon. 183).
Votame sarnasuse keskpunktiks mingi punkti O ja ehitame hulknurga, mis on
sarnane ja perspektiivne ABCDE-ga, seejuures votame -sarnasusteguriks

B
suhte 'ﬂAl—Bl-Me saame hulknurga A’B’C’D’E’, mis on sarnane ABCDE-ga
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ja samal ajal vordne A,B,C,D,E,-ga. Toepoolest, et hulknurkade ABCDE ja
TR B ~ AlBl P A,B,_AIBI i R
A’B'’C’'D’E’ sarnasustegur vordub TAB “8a siis p=—p=; siit A’B'=A,B,.
Hulknurgad A,B,C,D,\E, ja A’B'C'D'E’ on aga sarnased, jarelikult
S B D DR e, 5o
AB,~ BC,” CD,” DE ~ A4AE"

A A,

C

Joon. 183.

Seepdrast jareldub vérdusest A’B’=A,B,, et B’C’=B,C,, C’D’=C:D,,
D’E’=D:E, ja A’E’=AE;. Et peale selle hulknurga A,B,C,D\E; nurgad
on vastavalt vérdsed hulknurga A’B’C’D’E’ nurkadega, siis need hulknurgad
on vordsed. Kui paigutada hulknurk AiB,\C\D\E; hulknurgale A’B’C’D’E’ nii,
et nad iihtivad, siis hulknurk AB\C\D,\E, asetub perspektiivselt hulknur-
gaga ABCDE.

IV. Mistahes kujuga kujundite sarnasus.

177. Ulaltoodud hulknurkade sarnasusteisenduse meetod annab vdimaluse
iildistada sarnasuse moistet juhtumite, kohta, kui kujund on piiratud koverjoon-
tega. Sellist sarnase kujundi joonestamise viisi saab nimelt rakendada iiks-
koik millise kujundi kohta. Olgu niiteks antud mistahes kujuga tasapinnaline
kujund A (joon. 184).

Votame kujundi tasapinnal mingi punkti O ja iithendame selle punkti
sirgetega kujundi A vabalt voetud punktidega M, N, P,... Igale tommatud
sirgele OM, ON, OP,... paigutame niisugused 16igud OM,, ON,, OP,,. .., et

OM; __ ON, __ 0P, ,
O T ON T 0P Y i0e

Punktid M,, N, P,,... asetsevad mingil uuel kujundil A,. Mida enam
punkte me votame kujundil A, seda enam punkte saame ka kujundile A,.
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 Selleks et saada kogu kujund A, tuleb tommata sirged punktist O kdigile
kujundi A punktidele ja ehitada nendel sirgetel kujundi A, vastavad punktid.
Niiviisi joonestatud kujundit A, nimetame sarnaseks kujundiga A.

Selleks et saada kujund A, pole
tarviski erijuhtumeil tommata kiiri
kujundi A koigile punktidele; piisab
‘sellest, kui joonestada ainult iiksikud
punktid ja siis, kasutades kujundi A
eriomadusi, joonestada kujund A,. Nii
naiteks juhtumil, kui A on hulknurk,
piisab sellest, kui iihendada punkt O
ainult selle hulknurga tippudega, joo-
nestada sarnase hulknurga tipud ja
siis need iithendada sirgloikudega.

Sellist iileminekut kujundilt A ku-
jundile A, nimetatakse kujundi A sar-
nasusteisenduseks. Kujundile sarna-
susteisendus on iiks tdhtsamaid geo-
meetrilisi teisendusi, mis leiab laialdast rakendust praktikas. Kinos ekraanil
ndidatav pilt on sarnane filmil kujutatud pildiga; hoonete fassaadide ja plaa-
nide tehnilised joonised, kohtade ja linnade plaanid jne. saadakse sarnasus-
teisenduse tulemusena. ;

178. Ringjoonte sarnasus. Toestame, et kujund, mis on sarnane ringjoo-
nega, on ka ringjoon. '

Teoreem. Geomeetriline koht nendele punktidele, mis jaotavad mingi
punkti ja ringjoone vahel olevaid kiiri antud suhtes, on ringjoon.

Olgu antud ringjoon, mille raadius on R ja keskpunkt punktis O (joon.
185). Votame mingi punkti S; iihendanud selle punkti ja punkti O; sirgega,

S
jaotame 16igu SO punktis O, kaheks osaks suhtes S—Ol =k.

Votame antud ringjoonel mingi punkti M ja {ihendame selle punktiga S.

SM SO
Loigul SM leiame niisuguse punkti M, et —S—Ml:‘s—olz k. Selleks tuleb

punktist 'O, tommata OM-iga paralleelne sirge, l6ikumiseni sirgega SM.

oM SO
Kolmnurkade SOM ja SO;M; sarnasusest jéreldub, et —5/17128—01

oM
Jarelikult ;7 =k. Siit leiame Ioigu OM; pikkuse: O;M=k-OM ehk
0|M|=k'R.
Nieme, et suurus M;0; on mingi jddv suurus, mis ei soltu punkti M asen-
dist antud ringjoonel. Jérelikult, kui punkt M muudab oma asendit ringjoonel,

siis punkt M,, liikudes tasapinnal, moodustab ringjoone, mille keskpunktiks on
O, ja raadiuseks k- R.

Joon. 185.
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179. ‘Teoreem. Kaht ringjoont tasapinnal v&ib alati vaadelda kui perspek-
tiiv-sarnaseid kujundeid, kusjuures neil on kaks sarnasuse keskpunkti: iiks viline,
teine sisemine.

Olgu antud kaks ringjoont keskpunktidega O; ja 0, ja raadiustega R, ja R,
(joon. 186). Témbame keskjoone 0,0, ja leiame sellel kaks punkti / ja E
vastavalt vordustele

Osf LRy OE R,
O " R, 0,ETR, "

On kerge moista, et punktidel 7 ja E on sarnasuse keskpunkti omadused.
Vétame esimesel ringjoonel mingi punkti M,, témbame sirge /M, ja paigutame
sellele 161gu 1M2 I’Iii, et 1M111M2=R12R2. A]O]M1~A1021M2, sdst 4011M1=‘

M R ATER e oM R 5
= Z0,/Ms,, I_AT;:F;"" 0—;7217;, jarelikult 0#1,’;:@—;; vet OM,=R,, siis

02M2=R2-

See tihendab, et punkt M, asetseb teisel ringjoonel. Jarelikult on punkt 7
antud ringjoonte sisemine sarnasuse keskpunkt. Samal viisil saab toestada, et
E on viline sarnasuse keskpunkt.

Punktide / ja E mairamist vsib teostada nii- t6mbame antud ringjoontes
vabalt kaks paralleelset raadiust ja ithendame nende otspunktid: saadud sirge
16ikab keskjoont sarnasuse keskpunktis. Seejuures, kui tommatud raadiused on
suunatud iihele (joon. 186, 0,4, ja 0s43) on sarnasuse keskpunkt viline,
kui aga raadiused on suunatud vastaspoole (joon. 186, O, M, ja O:M,), siis sar-

Joon. 186.

nasuse keskpunkt on sisemine. Ka on selge, et kui ringjooned puutuvad, siis iiks
sarnasuse keskpunktidest iihtib puutepunktiga. Seejuures, kui ringjoonte puutu-
mine on viline, siis puutepunktis on sisemine sarnasuse keskpunkt, on aga
puutumine sisemine, siis puutepunktis on ringjoonte viline sarnasuse keskpunkt.

Harjutusi 1. Toestada, et kui kaks ringjoont asetsevad teineteisest
véljaspool, siis nende viline sarnasuse keskpunkt iihtib nende iihiste viliste
puutujate I16ikepunktiga, sisemine sarnasuse *keskpunkt {ihtib aga nende iihiste
seesmiste puutujate I6ikepunktiga.
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2. Missugune asend peéb olema kahel ringjoonel tasapinnal, et nende
viline ja sisemine sarnasuse keskpunkt {ihtiksid?

Vastus. Ringjooned peavad olema kontsentrilised.

180. Pantograaf. Kujundite sarnasusteisendust voib mehhaaniliselt teos-
tada erilise riista abil, mille leiutajaks oli Christoph Scheiner 1603. a. Leiutaja
nimetas riista pantograafiks.

8 c £ Kujutleme  roopkiilikut ABCD
5 (joon. 187), mille kiilgedeks on metal-
list vardad, mis vGivad poorelda 3ar-
niirides tippude i{imber. Kinnitame
tipu A liikumatult, votame BC piken-
dusel mingi punkti E ja joonestame
selle punktiga mingi joone EE’. Olgu
F sirgete AE ja CD loikepunkt ja
AB’C’'D’ meie Sarniir-roopkiliku uus
asend. Et roopkiiliku kiilgede pikku-
sed ja loikude CE ja CF pikkused
ei muutu punkti. E liikumisel, siis
voime kirjutada jarjest vorded:

Joon. 187.

AD S oPE AR AP P

TE = FC = FE (sest AADF—AECF); 7 = g

siit jéire_ldub, et AAD'F'~AE’C'F’; jérelikult ZAF'D'=/ZE'F'C’, s. o.
punktid A, F/ ja E/f asetsevad iihel sirgel Edasi saame samade

kol kad A—F,-_‘D’F"
olmnurkade sarnasusest, et FE — FC > 2g2

DF _DF_AF
P FCT i PE?
jarelikult
AF _AF
e FE’
Siit jéreldub, et kolmnurgad AEE’ ja AFF’ on sarnased, jéarelikult
LAFF'=£AEE’ .ja EE'| FF,.
Edasi leiame joonise pohjal:
AF _BC AF _BC
FE—CER FE=TFE"
Koostades liitvorded, kirjutame:

AF+FE _ BC+CE“Z:AF'+FE __ B'C'+CE
A R R PR TP T A Y

ehk

AE _BE AE' __BE
AF— BC R AaF— BC?
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aga BE=B’E’ ja BC=B'C’; jirelikult

AE__AE'_ BE
AF S AP TBET

Need vordused niitavad, et kui punkt E joonestab mingi kujundi, siis
punkt F joonestab sellega sarnase kujundi, seejiures on nende kujundite sar-

,.

nasustegur vordne suhtega BC - Kui punkti £ kinnitada ndel ja punkti

F pliiats, siis noela vedamisel mosda mone kujundi kontuuri pliiats joonestab
paberile sellega sarnase kujundi kontuuri. Selleks et muuta sarnasustegurit,
tuleb punkti E nihutada médda sirget BC iihele voi teisele poole. Sellele
sarniir-rodpkiiliku omadusele ongi rajatud pantograafi ehitus, mille iildkuju on
ndidatud joonisel 188. Riista kasutatakse plaanide imberjoonestamisel erisugus-
tes mootudes.

Viikeste ja kujult lihtsate kujundite sarnasusieisenduseks vaib kasutada
ka suhiesirklit. (§ 166). Selleks tuieb liikuv kruvi kinnitada nii, et sirkli jala
ikkus jaotuks suhtes, mis vordub antud sarnasusteguriga, siis tuleb votta
ujundi sarnasuse keskpunkt ja kiirte abil ithendada sellega kujundi pohi-
punktid. Igal kiirel tuleb moota sama haardega 16ik sarnasuse keskpunktist
kujundi punkti poole, siis tuleb sirke! iimber poorata ja samale kiirele paigu-
tada 16ik, mis vordub sirkli teise haardega. Nii vo6ib iimber joonestada antud
kujundi koik pohipunktid ja saada kujund soovitavas suuruses.

Konstrueerimisiilesandeid.

181. Sarnasusmeetod. Paljude konstrueerimisiilesannete lahen-
damisel vGib edukalt kasutada kujundite sarnasusteisendust.

Sarnasusmeetod seisab selles, et iilesande méonede andmete poh-
jal konstrueeritakse esialgu kujund, mis on sarnane otsita-
vaga, ja alles siis minnakse iile otsitavale kujundile. See meetod
on eriti holpus siis, kui on antud ainult iiks pikkus, koik teised
antud suurused on aga kas nurgad vai joonte suhted. Niisugused
on néditeks iilesanded: joonestada kolmnurk, kui on antud iiks
nurk, iiks kiilg ja kahe teise kiilje suhe voi kui on antud kaks
nurka ja méne I6igu (korguse, mediaani, nurgapoolitaja jne.)
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pikkus; joonestada ruut, kui on antud diagonaali ja kiilje summa
voi vahe jt.

Lahendame néiteks niisuguse iilesande.

Ulesanne 1. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle iiks
nurk C, selle’ nurga ldhiskiilgede suhe AC :BC ja antud nurga
tipust tommatud korgus h (joon. 189).

c Olgu AC:BC=m:n, kus m ja n on
kaks antud 16iku voi kaks arvu. Joones-
tame nurga C, selle haaradele paigutame
16igud CA, ja CB,, mis on vordelised m ja

o n-ga. Kui m ja n on loigud, siis votame

8 atse CA;=m ja CB;=n. Kui m ja n on

A g arvud, siis, votnud mingi 16igu /, joones-:
0 tame 16igud CA;=ml ja CB;=nl.

Joon. 189. Molemal juhul on meil CA;:CB;=
=m :n. On ilmne, et kolmnurk CA;B; on
sarnane otsitava kolmnurgaga.

Selleks et saada otsitav kolmnurk, joonestame kolmnurgas
CA,B, korguse CD,, tahistades selle h;-ga. Niiiid valime vabalt
sarnasuse keskpunkti ja joonestame kolmnurga, mis on sarnane

s A h
kolmnurgaga A,B,C, kusjuures sarnasusteguri suuruseks on 7

(h on otsitava kolmnurga korgus). Sel viisil saadud kolmnurk
ongi otsitav.

Holpsaim on votta sarnasuse keskpunktiks punkt C. Niiiid on
otsitava kolmnurga joonestamine {isna lihtne (joon. 189). Piken-
dame kolmnurga A;B;C korgust CD,, paigutame sellele 16igu CD,
mis on vordne h-ga, ja tombame AB paralleelselt A;B;-ga.

Kolmnurk ABC ongi otsitav.

Seda laadi iilesannetes jddb otsitava kujundi asend meelevald-
seks: monikord aga tuleb joonestada kujund, mille asend antud
punktide ja joonte suhtes peab olema mdidratud. Seejuures .voib
juhtuda, et korvaldades iihe asendi tingimuse, saame teiste tingi-

]
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muste pohjal 16pmatu palju kujundeid, mis on koik sarnased
otsitavaga. Sel korral "voib sarnasusmeetodit edukalt kasutada.
Toome naiteid.

Ulesanne 2. Antud nurgasse ABC joonestada ringjoon, mis
labiks antud punkti M (joon. 190). ~

Loobume esialgu tingimusest, et ringjoon peab libima punkti
M. Sel juhul rahuldab iilesannet 16pmatu palju ringjooni, mille
keskpunktid asetsevad nurgapoolitajal BD. Joonestame neist iihe,
naiteks selle, mille keskpunkt on O’. Votame sellel ringjoonel
punkti M’, mis vastaks punktile M, s. o. punkti kiirel MB, ja
tombame raadiuse M’O’. Kui niiiid joonestada MOJM’0Q’, siis
punkt O on otsitava ringjoone keskpunkt. TGepcolest, tdmmates
haarale BA ristloigud ON ja O’N’, saame sarnased kolmnurgad
MBO ja M’BO’, NBO ja N’BO’, milledest tuletame: MO MO ="
=BO : BO’; NO: N'O’=BO0 : BO": siit

MO : M’O’=NO : N'O".

Aga M'O’'=N’0’; jarelikult MO=NO, s. t. ringjoon, mis on joo-
nestatud keskpunktist O raadiusega OM, puutub haara AB; et
aga selle ringjoone keskpunkt asetseb nurgapoolitajal, siis ta puu-
tub ka haara BC. ;

Kui vastavaks punktiks votame kiire MB teise 16ikepunkti ring-
joonega, nimelt M’,, siis leiame ka otsitava ringjoone keskpunkti
O.. Jarelikult on antud lilesandel kaks lahendust.

Ulesanne 3. Antud kolmnurka ABC joonestada antud terav-
nurgaga romb nii, et liks rombi kilgedest asetseks kolmnurga ABC
alusel AB, kaks rombi tippu aga kolmnurga haaradel AC ja BC
(joon. 191).

Loobume esialgu noéudest, et iiks c
rombi tippudest asetseks kolmnurga
kiiljel BC. Niiiid saab joonestada 1op-
matu palju rombe, mis rahuldavad
tilesande teisi noudeid. Joonestame
neist iihe. 5

Votame kiiljel AC mingi punkti N ZP 7]
M. Joonestame selle punkti juurde -
nurga, mis vérdub rombi antud nur-
gaga ja mille iiks haar on paral-
leelne alusega AB; selle nurga teine
haar 16ikab alust AB mingis punktis N. Alusele AB paigutame
punktist N 16igu NP, mis on vordne MN-ga, ja jocnestame rombi
killgedega MN ja NP. Q on rombi neljas tipp.

Edasi votame tipu A sarnasuse keskpunktiks ja joonestame
rombi, mis on sarnane rombiga MNPQ, valides sarnasusteguri nii,

Joon. 191.
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et tipule Q vastav uue rombi tipp oleks kiiljel BC. Selleks piken-
dame sirget AQ kuni Id6ikumiseni kiiljega BC mones punktis X.
See punkt X on otsitava rombi iiheks tipuks.

Tommates sellest punktist paralleelsed sirged rombi MNPQ
kiilgedele, saame otsitava rombi XYZU.

Jdtame opilasil endil sarnasusmeetodiga lahendada jargmised
iilesanded.

1. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks nurka ja iimberjoonestatud
ringjoone raadius. ’

2. Joonestada kolmnurk, kui on antud korguse ja aluse suhe, tipunurk ja
haara mediaan. : :

3. On antud nurk AOB ja selle sees punkt C. Leida haaral OB punkt M,
mis oleks vordsel kaugusel haarast OA ja punktist C.

V. Moned teoreemid vordelistest 16ikudest.

182. Teoreem. Nurga (ABC) haarade Iloikamisel
paralleelsete sirgetega (DD,, EE,, FF,, ...) tekivad haa-
radel vordelised loigud (joon. 192).

Joon. 192. Joon. 193.

Tuleb iGestada, et

BD _ DE __ EF
BD, — D,E, ER

ehk
B DE-——BDI . DlE];
BE: EF=D1E1 :EIFI jne.

Tommates paralleelselt BA-ga abisirged DM, EN jne., saame
kolmnurgad BDD,, DEM, EFN jne., mis on sarnased, sest nende
nurgad on vastavalt vordsed (sirgete paralleelsuse tottu). Nende
sarnasusest jareldub, et

BD DE EF
E—D’I—m——ﬁ—. o o jne:
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_ Selles vordsete suhete reas asendame l()igu'DM loiguga D,E;,
16igu EN Iiguga E,F, jne. (r6opkiilikute vastaskiiljed on vordsed),
Ja me saame tulemuse, mida oligi tarvis toestada.

183. Teoreem. Uhest punktist (0) lidhtuvate sirgete
(OA, OB, OC,...) léikamisel kahe paralleelse sirgega te-
kivad nendel paralleelide] vordeiised 16igud (joon. 193).

Tuleb toestada, et sirge MN 16igud AB, BC, CD, ... on vorde-
lised sirge M,N, I6ikudega A,B,, BiGy, 2CiD5t:. .

Kolmnurkade OAB ja AO\B, (§ 159) ning kolmnurkade OBC
ja OB\C, sarnasust tuletame: 2

A L0 B e
AB,” B0 BOT B,
siit

AB _-BC
AB;  BiCy®

Samuti toestame ka teiste 16ikude vordelisuse.

184. Ulesanne. Jaotada sirglsik AB (joon. 194) kolmeks
osaks suhtes m:n:p, kus m, n ja p on antud lbigud v6i antud
arvud.

Tommates kiire AC, mis moodustab mistahes nurga 1oiguga
AB, paigutame sellele punktist A4 16igud, mis on vordsed 16iku-
dega m, n ja p. Punkti F, s. o. 16igu p otspunkti, iihendame punk-
tiga B sirge BF abil ja ldbi punktide G ja H tombame BF-le
paralleelid GD ja HE. Niiiid jaotub 15ik AB punktides D ja E osa-
deks suhtes m :n: p.

Joon. 194, g Joon. 195.
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Kui m, n ja p on mingid arvud, nditeks 2, 5 ja"3, siis konst-
ruktsioon teostatakse samal viisil, ainult selle vahega, et AC-le
paigutatakse 16igud, mis on vordsed kahe, viie ja kolme vabalt
voetud pikkusiihikuga.

Muidugi voib kasutada seda joonestusviisi ka sel korral, kui
antud 16ik tuleb jaotada osadeks, mille arv on kuitahes suur.

185. Ulesanne. Kolmele antud l6igule a, b ja c leida nel-
jas vordeline (joon. 195), s. o. leida niisugune [oik x, et oleks keh-
tiv vorre: a:b=c: x.

Palgutam'e mingi nurga ABC haaradele 16igud: BD=a, BF b,
DE=c. Tommates siis 1dbi D ja F sirge, ehitame EG|DF. L6ik FG
on otsitav.

Kolmnurga nurgapoolitaja omadus. .

186. Teoreem. Kolmnurga (ABC) mistahes sisenurga
poolitaja (BD, joon. 196) jaotab vastaskiilje osadeks
ng ja DC), mis on vordelised selle nurga lihiskiilge-
ega‘

Tuleb tdestada, et AD:DC=AB:BC, kui ZABD=/DBC.
Tombame CE || BD kuni loikumiseni kiilje AB pikendusega punk-
tis E. Siis on meil vastavalt teoreemile § 182 vorre:

AD : DC=AB : BE.

Selleks et iile minna saadud vordelt sellele, mida tuleb toestada,
on kiillaldane, kui nédidata, et BE=BC, s. o. e¢ ABCE on vord-
haarne. Selles kolmnurgas ZE= ZABD (kui kaasnurgad parallee-
lide juures) ja £LBCE=ZDBC (kui poiknurgad samade parallee-
lide juures).

Aga LZABD=ZDBC eelduse pohjal, tihendab ZE= ZBCE
ja seepdrast on vordsed ka kiiljed BC ja BE, mis asetsevad vord-
sete nurkade vastas. Asendades niiiid iilaltoodud vordes 16igu BE
16iguga BC, saame selle vorde, mida oli tarvis toestada.

Arvuline ndide Olgu AB=10; BC=7 ja AC=6. Tihis-
tades AD tdhega x, saame vorde

xr(6—xy=10:7;
millest leiame,
7x=60—10x; 7x+ 10x=60; 17x=60;

60 9
7=23%
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Jérelikult
= 9 8
DC=6—x=6-3 7= 2—17 :

187. Teoreem (mis viljendab kolm-
nurga valisnurga poolitaja  omadust).
Kolmnurga (ABC) vilisnurga (CBF)
poolitaja (BD, joon. 197) léikab vas-
taskiilje (AC) pikendust niisuguses
punktis (D), mille kaugused selle
kiilje otspunktidest (DA ja DC) on
gtzrdelised Iihiskiilgedega (AB ja

2

Tuleb toestada, et DA:DC=AB : BC,
kui £CBD= /FBD.

Tommates CE|BD, saame vorde:
DA : DC=AB : BE.

Joon. 196.

2 423EC=4FBD (kui kaasnurgad paralleelide juures) ja
£BCE= 2 CBD (kui pdiknurgad paralleelide juures) ja nurgad
FBD ja CBD on vérdsed eelduse pohjal, siis £ZBEC= ZBCE;

3

Joon. 197,

seega ABCE on vordhaarne, s. t. BE=BC. Asendades vordes 16igu
BE l6iguga BC, saame selle vorde, mida oligi tarvis toestada:

DA :DC=AB : BC.

Mdédrkus. Erijuhtumit kujutab vordhaarse kolmnurga tipu
juures olev vilisnurga poolitaja, mis on paralleelne kolmnurga
alusega.
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VI. Meetrilised seosed kolmnurga ja monede teiste
kujundite elementide vahel.

188. Teoreem. Tidisnurkse kolmnurga hiipotenuusile
joonestatud korgus on keskmine vordeline jdikudega,
milledeks see korgus jaotab hiipotenuusi, ja kaatet on
keskmine vordeline hiipotenuusi ja selle kaateti juures
oleva hiipotenuusi loiguga.

Olgu AD (joon. 198) korgus, mis on tommatud tdisnurga A
tipust hiipotenuusile BC. Tuleb toéestada kolm jargmist vorret:

AD.
Pl g

Pl .
~BD’

BD _ BC JE e
1) iD= 2) T 3) ic=Dnc"

Esimest vorret meie toestame kolmnurkade ABD ja ADC sar-
nasuse pohjal. Need kolmnurgad on sarnased, sest

Ll=/4ja £2=13

(haarad on vastavalt risti, § 80). Votame kolmnurgas ABD Kkiil-
jed BD ja AD, mis moodustavad toestatava vorde esimese suhte;
kolmnurgas ADC on vastavaiks kiilgedeks AD ja DC!, see-
pérast

BD : AD=AD : DC.

Teist vorret toestame kolmnurkade ABC ja ABD sarnasuse
pohjal. Need kolmnurgad on sarnased, sest nad on tdisnurksed
ja teravnurk B on neil iihine. Kolmnurgas ABC votame kiiljed
BC ja AB, mis moodustavad tGestatava vérde esimese suhte; vas-
tavaiks kiilgedeks kolmnurgas ABD on AB ja BD, seepérast

BC ;: AB=AB ; BD.

Kolmanda vorde toestame kolmnurkade ABC ja ADC sarna-
suse pohjal. Need kolmnurgad on sarnased, sest nad on molemad
tdisnurksed ja neil on {ihine teravnurk C. Kolmnurgas ABC votame
kiiljed BC ja AC,; vastavateks kiilgedeks kolmnurgas ADC on
kiiljed AC ja DC, seepidrast BC : AC=AC : DC.

1 Et eksimatult otsustada, millised kiiljed voetud kolmnurkades on vasta-
vad, on kasulik toimida jargmiselt:

1) nédidata nurgad, mille vastas asetsevad iihes kolmnurgas voetud kiiljed;

2) leida vastavalt vordsed nurgad teises kolmnurgas;

3) votta nende nurkade vastaskiiljed.

Naiteks kolmnurkade ABD ja ADC puhul arutame nii: kolmnurgas ABD
on kiiljed BD ja AD nurkade / ja 3 vastas: kolmnurgas ADC vorduvad nende
nurkadega nurgad 4 ja 2; nende nurkade vastas on kiilied AD ja DC. Tihen-
dab, kiilgedele BD ja AD vastavad kiiljed on AD ja DC.
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189. Jireldus. Olgu A (joon. 199) mingi punkt ringjoonel,
millest on joonestatud diameetrile BC ristjoon. Uhendanud dia-
meetri otspunktid selle punktiga, saame tiisnurkse kolmnurga ABC,

A

0
Joon. 198. Joon. 199.

milles hiipotenuusiks on diameeter, kaatetiteks aga koolud
(§ 125, 2). Rakendades eespool toestatud teoreemi selle kolmnurga
kohta, tuleme jargmisele jéareldusele:

ristloik, mis on tommatud ringjoone mingist punktist diameet-
rile, on keskmine vérdeline diameetri [bikudega, milledeks see rist-
l6ik jaotab diameetri, ja k6ol, mis iihendab seda punkti diameetri
otspunktiga, on keskmine vordeline diameetri ja selle k66lu juures
oleva diameetri lbiguga.

190. Ulesanne. Joonestada 16ik, mis oleks antud loikude
a ja b keskmine vordeline.

Ulesannet voib lahendada kahel viisil.

1) Paigutame meelevaldselt voetud sirgele (joon. 200) 16igud
AB=a ja BC=b; votame AC diameetriks ja joonestame pool-
ringjoone; punktist B tombame AC-le ristldigu BD kuni 16ikumi-
seni ringjoonega. See ristldik ongi 16ikude a ja b otsitav keskmine
vordeline.

")

(1 - b —wd

4
" a < b —-J Sk oy

Joon. 200. Joon. 201.

a —

2) Paigutame meelevaldselt voetud sirgele (joon. 201)
punktist A 16igud a ja b. Suurema 16igu votame diameetriks ja
joonestame poolringjoone. Tommanud viiksema 16igu otspunktist
AB-le ristldigu kuni Ioikumiseni ringjoonega punktis D, {ihendame
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punktid A ja D. Kool AD ongi loikude a ja b otsitav keskmine
vordeline.

191. Pythagorase teoreem. Eespool toestatud teoreemid luba-
vad piistitada tdhelepanuvédirse seose mistahes tdisnurkse kolm-
nurga kiilgede vahel. Selle seose avastas kreeka matemaatik Pytha-
goras (VI saj. e. m. a.) ja seepdrast nimetatakse seda seost
Pythagorase teoreemiks.

Kui tdisnurkse kolmnurga kiiljed on moéodetud iihe
ja sama méootiihikuga, siis hiipotenuusi pikkuse ruut
vordub Kkaatetite pikkuste ruutude summaga.

Olgu ABC (joon. 202) tédisnurkne
A kolmnurk, AD on ristloik, mis on

tommatud tdisnurga tipust hiipote-

nuusile. Oletame, et kolmnurga kiil-

; R jed ja hiipotenuusi 16igud on mdode-

tud tihe ja sama mootithikuga ja see-

8 ¢ juures onsaadud arvud g, b, ¢, ¢’ ja b’
R “ERe (kokkuleppe pohjal tdhistatakse kolm-

nurga kiilgi véikeste tdhtedega, vas-
tavalt suurtele tdhtedele, millega

Joon. 202. tahistatakse vastasnurki). Rakenda-
des teoreemi § 188, voime kirjutada
vorded:

a:c=c:c jaa:b=b:0
siit
ac’=c? ja ab’=0b".
Liites liikmeti need kaks vordust, saame:
ac’+ab’=c2+b2 ehk a(c’+0b") =c2+ b2

Aga et
c+b'=a,
siis
a?=c2+b2

Seda teoreemi sonastatakse harilikult lihendatult nii: hiipote-
nuusi ruut vordub Kkaatetite ruiitiide simmaga.

N dide. Oletame, et kaatetid, mis on moodetud mingi iihi-
kuga, viljenduvad arvudega 3 ja 4; siis hiipotenuus, moodetuna
sama iihikuga, véljendub arvuga x, mis rahuldab vorrandit:

x2=232442=9+16=25, millest x=1/25=5.
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Markus. Tdisnurkset kolmnurka kiilgedega 3. 4 ja 5 nimeta-
takse egiptuse kolmnurgaks, sest seda tundsid juba vanad egipt-
lased. Seal kasutasid maaméétjad seda kolmnurka tdisnurga ehi-
tamiseks maapinnal. Véte oli jargmine: kéis oli jaotatud s6lme-
dega kaheteistkiimneks vordseks osaks: parast koie otste iihenda-
mist anti koiele teivaste abil kolmnurga kuju. Kiilgedeks olid 3, 4
ja 5 jaotust; nurk, mis on kiilgede 3 ja 4 vahel, on taisnurk 1.

Pythagorase teoreemi voib sonastada ka veel nii, nagu seda
tegi Pythagoras ise. Selle sonastusega tutvume hiljem (§ 257).

192. Jédreldus. Kaatetite ruudud suhtuvad nagu nendele
kaatetitele vastavad hiipotenuusi 16igud. y
Toepoolest, eelmise paragrahvi vorrandite pohjal leiame:

c2:b2=ac’ :ab’=c’: b,

193. Miédrkus. 1. Kolmele eespool saadud vordusele:
1) ac’=c? 2) ab’=b? ja 3) a?=0b2+2

voime lisada veel jirgmised kaks:

4) b'+c’=a ja 5) h2=b'c’

(h-ga on tahistatud korgus AD). Neist vordustest on kolmas, nagu
nagime, kahe esimese ja neljanda jireldus, nii et viiest vordusest
on soltumatuid vordusi neli; seepirast ongi voimalik kahe antud
suuruse pohjal kuuest leida iilejdanud neli.

Naiteks oletame, et on antud hiipotenuusi 16igud 6’=5 m ja
€ =7 m: siis:

a=b'+c'=12; c=vac'=12-7=v84=9,165 . ..

b=Vab'=\/12-5=60=7,745 . . .
h=vb’c’=v/5-7=1/35=50916. ..

Miarkus 2. Jiargmistes teoreemides ridgime liihidalt: «kiilje
ruut» sonade «kiilje pikkust viljendava modtarvu ruuts asemel voi
«loikude korrutis» sonade «IGikude pikkust vdljendavate moot-
arvude korrutis» asemel. Seejuures eeldame, et 16igud on mooddetud
iihe ja sama iihikuga.

! Taispurkseid koimnurki, mille kiilgede moatarvudeks on tdisarvud,
nimetatakse Pythagorase kolmnurkadeks. Vaib toestada, et selliste kolmnurkade
kaatetid x ja y ning hiipotenuus z on seotud jdrgmiste valemitega:

x=2ab, y=a2—b2, z=0a?+b2,

kus a ja b on vabalt voetud tiisarvud tingimusel, et a>b.
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194. Teoreem. Igas kolmnurgas teravnurga vastaskiilje
ruut vordub Kkahe teise kiilje ruutude summaga, millest
on lahutatud iihe kiilje kahekordne korrutis selle Kkiilje
loiguga teravnurga tipust kuni korguse aluseni.

Olgu kolmnurgas ABC (joon. 203 ja 204) kiilg BC teravnurga
A vastaskiilg ja BD korgus, mis on tommatud iihele {ilejaanud
kiilgedest, néiteks kiiljele AC (voi AC pikendusele). Tuleb tGes-
tada, et .
BC?=AB?+AC*—2AC - AD

voi tdhistades loikude pikkused viikeste tdhtedega, nagu naidatud
joonisel: a2=0b2+4c2—2bc¢’.
8

B X
¢
7 n \@ h
A A D
e
¢ el

€
: o ,
o O -
e

b ———— b

Joon. 208. Joon. 204.

Taisnurksest kolmnurgast BDC leiame:
a’=h?+ (a’)2 (1)

Midrame molemad ruudud h? ja (a’)2. Téisnurksest kolmnur-

gast BAD leiame:
h2=c2— (c)2. (2)

Teiselt poolt, a’=b—c¢’ (joon. 203) voi a’=c’—0b (joon. 204).
Molemal juhtumil saame, et (a’)? vordub sama avaldisega:

(a/)2= (b—c')2=b2—2bc’+ (C')2;
(a)2= (' —b)2=(c")2—2bc"+b2. (3)

Niiiid omab vordus (1) kuju:

a?=c2— (¢')24+b2—2bc" + (¢')2=c2+b2—2bc".

195. Teoreem. Igas kolmnurgas niirinurga vastaskiilje
ruut vordub kahe teise Kiilje ruutude summaga, millele
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on liidetud iihe kiilje kahekordne korrutis selle kiilje
loiguga niirinurga tipust kérguse aluseni.

Olgu kolmnurgas ABC (joon. 205) kiilg AB niirinurga C vas-
tas ja BD korgus, mis on tommatud iihe tilejddnud kiilje, niiteks
AC pikendusele; tuleb toestada, et

AB?=AC2+BC?+42AC - CD

voi kasutades lithendatud tahistusi vastavalt joonisele:
?=a%+b2+2ba’.

Kolmnurkadest ABD ja CBD leiame: ¢2=h?+ (¢')2=a2— (a’)2+
+(a'+b)2=a>— (') 2+ (a')2 4 2ba’ + b2 = a?+ b2+ 2ba’, mida oligi
tarvis toestada.

21T
Illlll ® 4
D A A
c A va va

¢

Joon. 205. Joon. 206.

196. Jareldus. Kolmest viimasest teoreemist jareldame, et
kolmnurga kilje ruut vordub, on viiksem véion suurem kahe teise
kilje ruutude summast vastavalt sellele, kas selle kiilje vastasnurk
on tdisnurk, teravnurk voi niirinurk; siit jareldub poordteoreem:

kolmnurga nurk on kas tdisnurk, teravnurk véoi niirinurk vas-
tavalt sellele, kas selle nurga vastaskiilje ruut vérdub, on viiksem
v6i on suurem kahe ilejddnud kiilje ruutude summast.

197. Teoreem. ROOpkiiliku  diagonaalide ruutude
summa vordub tema Kkiilgede ruutude summaga.

Tombame ré6pkiiliku ABCD tippudest B ja C (joon. 206) alu-
sele AD ristloigud BE ja CF. Kolmnurkadest ABD ja ACD leiame:

BD?=AB2+AD?*—2AD - AE;
AC?=AD?+CD?+2AD - DF.

Téisnurksed kolmnurgad ABE ja DCF on vordsed, sest neis on
vordsed hiipotenuusid ja iiks paar vordseid teravnurki; siit jareldub,
et AE=DF.
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Liites niiiid liikmeti need kaks vordust, siis —2AD-AE ja
+2AD - DF koonduvad ja me saame:

BD?24+AC2=AB24+AD?+AD?*4CD?=
=AB?2+BC?24+CD2+AD?.

198. Kolmnurga korguste middramine tema‘kﬁlgede kaudu.
Miidrame kolmnurga ABC korguse h, mis on tommatud kiiljele

BC=a (joon. 207 ja 208). J
Tahistame kiilje a (mis niirinurga C puhul on pikendatud,

joon. 208) loigud jargmiselt: 16igu BD ¢’-ga ja 16igu DC b’-ga.
Rakendades teoreemi kolmnurga teravnurga vastaskiilje kohta
(§ 194), saame:

b2=a?+c2—2ac’.

Sellest vorrandist leiame 16igu ¢”:

e a’}-c2—b?
= 2a

Piérast seda leiame kolmnurgast ABD korguse kui kaateti:

o P,

Samuti voib leida kolmnurga kiilgede kaudu korgused h, ja A,
mis on tommatud kiilgedele b ja c.

A
¢ hy b
8 D
8 |
i s D
¢ b = 3
- c
Joon. 207. Joon. 208.

VII. Vordelised loigud ringis.

199. Monede vordeliste 16ikudega ringis tutvusime juba varem
(§ 189); niiiid tutvume veel monede teistega.
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- Teoreem. Kui Iibi ringi sees voetud punkti (M, joon. 209)
tommata mingi k561 (AB) ja diameeter (CD), siis k66lu
Ioikude korrutis (AM-MB) vordub diameetri léikude
korrutisega (MD - MC). .

Tommates kaks abikddlu AC ja BD, saame kaks kolmnurka:
AMC ja MBD (joonisel viirutatud), mis on sarnased, sest neis on
nurgad A ja D vordsed kui piirdenurgad, mis toetuvad iihele ja
samale kaarele BC, ja nurgad C ja B on vordsed kui piirdenurgad,
mis toetuvad iihele ja samale kaarele AD. Kolmnurkade sarnasusest
saame:

AM : MD=MC : MB,
millest
AM - MB=MD - MC.

200. Jédreldus. Kui libi ringi
sees voetud punkti (M, joon. 209) on g
tommatud mistahes arv kdole (AB,
EF, KL,...), siis iga koolu I6i-
kude korrutis on jddv arv koikide
koolude kohta, sest iga koolu kohta
on see korrutis vordne 14dbi punkti M
mineva diameetri CD 16ikude korru-
tisega.

Joon. 209.

201. Teoreem. Kui viiljaspool ringi voetud punktist (M,
joon. 210) on ringile témmatud mingi loikaja (MA) ja

s S =
L
- 2

Joon. 210.

puutuja (MC), siis léikaja korrutis oma viilise osaga
vordub puutuja ruudiiga (siin eeldatakse, et loikaja on piira-
tud teise Ioikepunktiga ja puutuja on piiratud puutepunktiga).
Tombame abikodlud AC ja BC; saame kaks kolmnurka: MAC
ja MBC (joonisel viirutatud), mis on sarnased, sest neil on iihine
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nurk M ning nurgad MCB ja CAB on vordsed, sest kumbagi neist
moddab pool kaarest BC. Votame kolmnurgas MAC kiiljed MA ja
MC; neile vastavaiks kulgedeks kolmnurgas MBC on MC ja MB;
seeparast

MA : MC=MC : MB,
millest
MA - MB=MC(C2.

202. Jareldus. Kui vdljaspool ringi voetud punktist (M,
joon. 210) tommata ringile mistahes arv lbikajaid (MA, MD,
ME, ...), siis iga l6ikaja korrutis oma vdlise osaga on koigi loika-
jate kohta jadv arv, sest iga loikaja puhul vordub see korrutis punk- -
tist M tommatud puutuja ruuduga (MC?).

VIII. Teravnurga trigonomeetrilised funktsioonid.

203. Definitsioonid. Olgu a mingi teravnurk (joon. 211).
Votame selle nurga iihel haaral mingi punkti M ja tombame sel-
lest nurga teisele haarale ristloigu MN. Saame tdisnurkse kolm-
nurga BMN. Votame selle kolmnurga kiilgede suhted paarikaupa,
ja nimelt:

%, s. 0. nurga a vastaskaateti suhe hiipotenuusigd,
%Vd, s. 0. nurga a ldhiskaateti suhe hiipotenuusiga,
%]NV, s. 0. nurga a vastaskaateti suhe ldhiskaatetiga ja nende

podrdsuhted:

BM_BM BN
MN’ BN’ MN~

Ukski nendest kuuest suhtest ei soltu punkti M asendist haaral
BC. Toepoolest, kui punkti M asemel votta teised punktid M,
M”, ... ja tommata ristloigud M’N’, M”N”, . .. siis tekkinud kolm-
nurgad BM’N’, BM”N”, ... on sarnased kolmnurgaga BMN, sest
kolmnurkade vastavad nurgad on vordsed. Et aga sarnastes kolm-
nurkades vastavad kiiljed on vordelised, siis

MN _ M'N' __ M'N' __ _
BN BN -1 BN® & it
BN __BN' _ BN' __ ;

m,——M,N'——M' 'N' — e ]ne.
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Uhegi voetud suhte suurus ei . C
soltu ka sellest, millisel nurga haaral
on punkt M voetud. Kui naiteks vo-
tame haaral BA punkti M; (sama
joonis) ja tombame M;N,LBC, siis M
kolmnurk BM;N, on samuti sarnane
kolmnurgaga BMN, sest neil on kaks
paari vordseid nurki, nimelt téis- 8 ey A
nurgad ja nurk a, mis esineb nii iihes 3 ww P
kui ka teises kolmnurgas; seeparast Joon. 211.

~

-MiN; _ MN __ -
BM, — BM = - - - Ine.

Seega meie poolt voetud suhted ei muutu punkti M asendi muu-
tumisel nurga « iihel voi teisel haaral, kuid muutuvad muidugi
nurga suuruse muutumisel.

Seejuures nurga igale suurusele vastab iga suhte tdiesti médira-
tud vidirtus. :

Seepdrast voime {itelda, et iga suhe on ainult nurga funktsioon
ja mddrab nurga suuruse.

Nimetatud suhteid nimetatakse nurga trigonomeetrilisteks funkt-
sioonideks. Neist kuuest suhtest kasutatakse koige rohkem jargmist
nelja, millele on antud erinimetused ja eritéhised:

nurga a vastaskaateti suhet hiipotenuusiga nimetatakse nurga «
siinuseks ja tédhistatakse: sin q;

nurga a ldhiskaateti suhet hiipotenuusiga nimetatakse nurga a
koosinuseks ja tahistatakse: cos a;

nurga o vastaskaateti suhet lihiskaatetiga nimetatakse nurga «
tangensiks ja téhistatakse: tg a voi tan q;

nurga a ldhiskaateti. sunet vastaskaatetiga nimetatakse nurga a
kootangensiks ja tihistatakse: ctg o vOi cot a.

Et kumbki kaatetitest on vaiksem hiipotenuusist, siis iga nurga
siinus ja koosinus on viiksem 1-st, ja et iiks kaatet voib olla suu-
rem voi vdiksem teisest kaatetist voi vordne teise kaatetiga, siis
tangens ja kootangens voivad olla suuremad voi viiksemad 1-st voi
vordsed 1-ga.

204. Nurga joonestamine, kui on antud iiks selle nurga trigono-
mectrilistest funktsioonidest.
1) Olgu vaja joonestada nurk, mille siinus on g. Selleks tuleb
joonestada niisugune tdisnurkne kolmnurk, mille {ihe kaateti suhe
: A - . ?
hiipotenuusiga on 3 ja votta see nurk, mis on selle kaateti vas-

tas. Kolmnurga joonestamiseks votame mingi lithikese 16igu ja
ehitame 10igu AB (joon. 212), mis vordub nelja voetud 16igu pikku-
sega. Loigu AB votame diameetriks ja joonestame poolringjoone.
Niiiid votame punkti B keskpunktiks ja joonestame kaare raadiu-
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sega, mis on g hiipotenuusist. Selle kaare 16ikepunkti poolring-

joonega iihendame punktidega A ja B, saame kolmnurga, milles
nurga A siinus ongi g.

2) On antud vorrand: cos x=0,7; joonestada nurk x. Selle iiles-
ande lahendame samuti kui eelnevagi: hiipotenuusiks votame
16igu AB (sama joonis), mille pikkus on 10 mingit vordset osa,
kaatetiks aga 16igu, mille pikkus on 7 sama osa; siis selle kaateti
ldhisnurk A ongi otsitav.

3) Joonestada nurk x, kui tan x==1 -

| —

.

L)

A 8 8 A
Joon. 212. Joon. 213.

Selleks tuleb ehitada niisugune tdisnurkne kolmnurk, mille iiks
kaatet oleks l%korda suurem teisest kaatetist. Joonestanud téis-

nurga (joon. 213), asetame selle nurga {ihele haarale meelevald-
selt voetud pikkusega loigu AB, teisele haarale aga 16igu AC, mis

vordub l% AB-ga. Uhendanud punktid B ja C, saame nurga B,

mille tangens on 1%.

Samal viisil tuleb toimida, kui soovitakse joonestada nurk antud
kootangensi kaudu; otsitavaks nurgaks on siis see nurk, mille
lahiskaatetiks on AC.

205. Trigonomeetriliste funktsioonide muutumine nurga muu-
tumisel 0°-st kuni 90°-ni. Selleks et oleks holpsam jdlgida siinuse
ja koosinuse muutumist nurga muutumisel, oletame, et sellel muu-
tumisel hiipotenuusi pikkus, mis vordub {ihe pikkusiihikuga, ei muutu,
muutuvad ainull kaatetid. Joonestame raadiusega OA (joon. 214),
mis vordub meelevaldselt voetud pikkusiihikuga, veerandi ring-

“ joonest AM ja votame selles mingi kesknurga AOB=a. Joones-
tades punktist B raadiusele OA ristloigu BC, saame:

sin a= g—g:lilg =BC arvulise véartusega;
cos a= g-g:OTC =0C arvulise vaartusega.
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Kujutleme, et raadius OB poorleb iimber keskpunkti O joo-
nisel noolega ndidatud suunas, alates asendist OA kuni asen-
dini OM. Niiiid suureneb nurk 0°-st kuni 90°ni (ldbistades jooni-
sel ndidatud véirtused AOB, AOB’, AOB” jne.); nurga vastas-
kaateti BC arvuline viirtus suureneb nullist (kui «=0° kuni
tiheni (kui a=90°); kaateti OC arvuline vaartus aga viheneb
tihest (kui @=0° kuni nullini (kui @=90°). Seega: nurga suu-
renemisel 0°-st kuni 90°ni tema siinus suureneb 0-st kuni 1-ni ja
koosinus viheneb 1-st kuni 0-ni.

M N
B.
el
8
o C-C.C'A 0 A
Joon. 214. e Joon. 215.

Jalgime niitid tangensi muutumist. Et nurga tangens on nurga
vastaskaateti suhe ldhiskaatetiga, siis on holpsam oletada, et
teravnurga suurenemisel lahiskaatet jadb vordseks pikkusiihikuga,
vastaskaatet aga muutub. Vétame 16igu OA, mis on vordne pikkus-
ithikuga (joon. 215), ja vaatame sellele kui kolmnurga AOB muutu-

matule kaatetile. Kolmnurga nurk AOB=q muutub.

Vastavalt definitsioonile tan q= ‘3—1143:?:/43 arvulise vadr-
tusega.

Nihutame niiiid punkti B mésda sirget AN, alates punktist A,
iiha korgemale 14bi asendite B’ B”,... jne.; siis, nagu niha jooni-
sest, nurk a ja selle tangens suurenevad; kui seejuures liikuv punkt
B iihtib punktiga A, on nurk q=0° ja ka nurga tangens on null.
Kui punkt B touseb méoda sirget AN iiha korgemale, nurk o suu-
reneb, piiides saada nurgaks AOM=90°, ja tangensi arvuline
vaartus suureneb samuti, seejuures voib ta ilmselt saada suure-
maks mistahes suurest arvust (kasvab piiramatult). Téhendab,
nurga suurenemisel 0°st kuni 90°ni tema tangens kasvab
piiramatult. A

Viljenduse «muutuv suurus kasvab piiramatult> asemel oel-
dakse, et «muutuv suurus kasvab I6pmatuseni». Séna «l6pmatus»
viljendatakse siimboliga co. Tangensi muutumist voib seega val-
jendada jargmiselt: nurga suurenemisel 0°-st kuni 90°-ni tangens
suureneb 0-st kuni oo-ni.
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Kootangensi definitsioonist (§ 203) jareldub, et kootangens on
tangensi poordsuurus (cota=1:tana) ja seepédrast, kui tana
kasvab 0-st oo -ni, siis cot a viheneb oo-st kuni 0-ni.

206. Trigonomeetriliste funktsioonide tabel. Selle raamatu 16ppu
on lisatud tabel, mis sisaldab trigonomeetrilised funktsioonid (tap-
susega kuni neljanda kiimnendkohani) koigi tédisarv-kraadiliste
nurkade jaoks 0°st kuni 90°-ni. Tabel on koostatud nii: esimeses
veerus vasakult (mille pealkirjaks on «kraadid») on paigutatud
kraadid: 0° 1°, 2° 3°... kuni 45° teises veerus (pealkirja all «sii-
nused») on paigutatud esimeses veerus olevate nurkade siinused;
kolmandas veerus on koosinused, siis tangensid ja siis kootangen-
sid. Viimases, kuuendas veerus on paigutatud jélle kraadid,
nimelt: 90°, 89°, 88° 87° ... jne. kuni 45°. See on tehtud (ruumi
kokkuhoiu mottes) sel alusel, et vastavalt siinuse ja koosinuse
definitsioonile (§ 203) sin a=cos (90°—a), cosa=sin (90°—a)
jne., tdhendab, sin 1°=cos 89° sin2°=cos 88° jne. Seepdrast on
selle veeru all, mille peal on sona «siinused», triikitud «koosinu-
sed»; selle veeru all (3. vasakult), mille peal on margitud «koo-
sinused», seisavad «siinused» jne. Seega nurkade jaoks 0°-st kuni
45°-ni tuleb kraadid votta esimeses veerus vasakult, trigonomeetri-
liste funktsioonide nimetused veergude pealt, nurkade jaoks 45°-st
kuni 90°-ni tuleb kraadid votta viimases veerus paremalt, funktsioo-
nide nimetused aga veergude alt. Niiteks leiame tabelist: tan 35°=
=0,7002, cos 53°=0,6018, tan 72°=3,0777 jne.

Sellise tabeli abil voime leida mitte ainult antud nurga trigono-
meetrilise funktsiooni, vaid ka fimberpoordult: nurga trigonomeetri-
lise funktsiooni pohjal voime leida ka sellele vastava nurga (ligi-
kaudu). Olgu naiteks tarvis leida nurk x, kui on teada, et sin x=
=0,6152. Otsime siinuste veergudes arvu, mis on voimalikult
lihedal 0,6152-le. Niisuguseks arvuks on 0,6157, mis on sin 38°.
Et 0,6152<0,6157, siis x<38°. Aga teiselt poolt 0,6152>0,6018
(tabelis asetseb viimane arv arvu 0,6157 peal ja on sin 37°); ‘see-
péarast x>37° Me leidsime ntiviisi kaks nurka: 37° ja 38° mille
vahel on nurk x. Tdhendab, kui votta x asemel nurk 37° voi nurk 38°,
siis esimesel juhtumil leiame ligikaudse x véirtuse puuduga, teisel
juhtumil liiaga, nii ithel kui teisel juhul on tdpsus kuni 1°. Neist
nurkadest tuleb eelistada seda, mille siinus on ldhemal antud siinu-
sele (antud ndites on parem votta 38°).

Olgu veel tarvis leida nurk x vorrandi cot x=0,7826 pohjal.
Kootangensite veergudest leiame: 0,7813=cot52° ja 0,8098=
=eol 51>

Et 0,8098>0,7826>0,7813, siis 51°<x<52° seejuures on x
lihemal 52°le ja seepirast on x-i suuruseks parem votta 52° (tép-
sus kuni 1°).
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207. Seos tiisnurkse kolmnurga kiilgede ja nurkade vahel.
1) Taisnurksest kolmnurgast ABC leiame (joon. 216):

9=sin B; £ —cos B
a a
siit
b=asin B, ¢=a cos B. a b
Et aga B=90°-C, siis sin B=cosC ja
cos B=sin C, tihendab, eelmisi vordusi voib
tdiendada nii: Bl A

b=a sin B=a cos £: Joon. 216.
¢=acos B=asin C.

Seega: tédisnurkse kolmnurga kaatet vdrdub hiipotenuusi ja
vastasnurga siinuse voi ldhisnurga koosinuse korrutisega.
2) Samast kolmnurgast leiame:

2tanB; E=cot B:
c b
siit:
b=ctan B; ¢=b cot B.

Aga tan B=cot (90°— B) =cot C ja cot B=tan (90°—B) =tan C,
seepdrast voime kirjutada:

b=ctan B=c cot C,
¢=bcot B=btanC,

s. t. kaatet vordub teise kaateti ja vastasnurga tangensi voi lihis-
nurga kootangensi korrutisega.

208. Taisnurksete kolmnurkade lahendamine. Ulaltoodud seo-
sed lubavad lahendada tiisnurkseid kolmnurki, s. t. leida méne
antud elemendi pohjal iilejdanud elemendid. Toome néite.

Ndide. Téisnurkses kolmnurgas on antud: hiipotenuus
a=4,5 ja nurk C=42°. Leida kaatetid ja nurk B.

b=wacos C=4,5-cos 42°% c=asin C=4,5 - sin 42°.

Tabelisi leiame: sin 42°=0,6691, cos 42°=0,7431.

Tdhendab: b=4,5.0,7431=3,344: c=45.0,6691=3,011; B=
=90"—-C=48°.
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IX. Moiste algebra rakendamisest geomeetrias.
209. Ulesanne. Antud [5ik jaotada kuldlGikes.

Seda {ilesannet tuleb moista nii: jaotada antud 16ik kaheks
osaks nii, et suurem osa oleks kogu l0oigu ja selle vdiksema osa
keskmiseks vordeliseks.

Ulesanne on lahendatud, kui oleme leidnud {ihe osadest, mil-
ledeks tuleb jaotada antud 16ik. Leiame suurema osa, s. o. selle, mis
peab olema kogu 16igu ja selle viiksema osa keskmiseks vor-
deliseks. Oletame, et jutt pole mitte selle 16igu joonestamisest,
vaid ainult selle osa pikkuse arvutamisest. Siis voib iiles-
ande lahendada algebraliselt, nimelt nii: kui antud 16igu
pikkus on tahistatud a-ga ja suurema osa pikkus x-ga, siis lithema
osa pikkus on a—x ja vastavalt iilesande noudele saame vorde:

a:x=x:(a—=x);
siit
¥2=a(a—x) ehk x2+ax—a?=0.

Lahendanud ruutvorrandi, leiame:

g+ o e g YT

Jitame korvale teise lahendi kui negatiivse, votame ainult esi-
mese, positiivse. Anname sellele lahendile sobivama kuju:

—1/{a\? P e g
xl"‘/(é) Ak 8 o7 Segpedlen kv

= I g g a__a(5—1) _ =
_VT_§_§IE_.§__ —D _4.061803...

Seega iilesanne on alati lahendatav ja tal on ainult iiks
lahend.

Kui meil ldheks korda joonestada niisugune 16ik, mille pikkus
viljendub leitud valemiga, siis, kandes selle 16igu antud l6igule,
jaotame viimase kuldloikes. Seega kiisimus seisab leitud valemiga
méadaratud 16igu konstrueerimises. Valemiga maaratud 16iku konst-
rueerida on holpsam, kui votame selle lihtsustamata kujul, s. t.

kujul:
Y

Vottes vaatlusele avaldise l/(g)z +4a? margime, et see on

hiipotenuus niisuguses tdisnurkses kolmnurgas, milles iiks kaatet
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- ; s a oy . ~
on a ja teine 5 - Joonestanud niisuguse kolmnurga, leiame 16igu,

mida viljendab valem l/(g)z‘—}-a? Selleks et saada 16ik x;, tuleb

~ joonestatud kolmnurga hiipotenuusist lahutada % Seega konstrukt-

siooni saab teostada jargmiselt.
Poolitame (joon. 217) antud 16i-
gu AB=a punktis C. Tombame ots-
punktist B 16igule ristjoone ja paigu-
tame sellele BD=BC. Uhendanud
punktid A ja D sirgloiguga, saame
taisnurkse kolmnurga ABD, mille
iiks kaatet AB=a ja teine kaatet

BD=§. Jérelikult kolmnurga hiipo-

Joon. 217.

tenuus AD=V(;)2 + a2 Selleks

et hiipotenuusist lahutada pikkus g, joonestame punktist D kaare

raddiusega BD= 3. Siis 16ik AE vordub V(;)Z +a2—%, 5. 0. vor-
dub x;-ga. Paigutanud AE AB-le, saame punkti G, mis jaotab loigu
AB kuldloikes.

Mirkus. Ulaltoodud 16igu jaotamist ldheb tarvis korrapirase
kool-kiimmenurga kiilje leidmisel.

210. Geomeetriliste iilesannete algebraline lahendusviis. Meie
lahendasime esitatud {ilesande algebra rakenda misega
geomeetrias. See lahendusviis seisab jdrgmises: koigepealt
otsustatakse, miiline 15ik tuleb leida, et iilesanne lahendada. Siis,
tahistanud antud I6ikude pikkused tdhtedega a, b, ¢, ... ja otsitava
16igu pikkuse tidhega x, koostatakse iilesande andmete pohjal vor-
rand, mis seob antud pikkused otsitava pikkusega. See vérrand
lahendatakse. Saadud valemit uuritakse, s. o. médratakse, kas iiles-
anne on lahendatav mistahes andmete v6i ainult monede andmete.,
puhul, kas saadakse iiks lahend voi mitu. Siis tuleb konstrueerida
valem, s. t. leida konstrueerimisega niisugune 16ik, mille arvuline
vaartus on madratud valemiga.

Seega geomeetriliste iilesannete algebraline lahendusviis koos-
neb iildiselt neljast jidrgmisest osast: 1) vorrandi koostamine,
2) selle lahendamine, 3) saadud valemi uurimine ja 4) valemi
konstrueerimine.

Monikord tuleb iilesandes leida mitu 16iku. Siis tihistatakse
nende arvulised véartused téhtedega x, y, ... ja ptiiitakse koostada
nii palju vorrandeid, kui palju on otsitavaid suurusi.
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211. Lihtsamate valemite konstrueerimine. Esitame moned liht-
samad valemid, milliseid saab konstrueerida sirkli ja joonlaua abil,
seejuures eeldame, et tihed g, b, c, ... viljendavad antud I5ikude
pikkusi, x aga otsitava 10igu plkkust Peatumata selliste valemite
juures, nagu : ‘ =

X=atbtc, ¥x—a—0; %x=20"-30, .

mille konstrueerimine on vidga lihtne, asume keerulisemate vale-
mite juurde.

1) Valemid Y= s x=§a, ... jt. konstrueeritakse loigu

WIQ

a
3
a ]aotamxsega vordseteks osadeks ja siis, kui va;a selle osa kordu-
misega 2, 3, . korda

2) Valem x=?va1]endab loikude ¢, a ja b neljandat
vordelist. Sellest vordusest {uletame:
cx=ab,

millest
c:a=b:x.

Jarelikult leiame x viisil, mis oli ndidatud neljanda vordelise
leidmiseks (§ 185).

3) Valem x= bz valjendab 16ikude b, a ja a neljandat vorde-

list v6i, nagu Oeldakse, 1oikude b ja @ kolmandat vorde-
list. Antud vérdusest tuletame:

bx=pa°
millest
Dra=a. r.

Jarelikult leitakse x samuti, nagu  leitakse neljas vordeline
(16ik a esineb kaks korda).

4) Valem x=V/ab viljendab a ja b keskmist vorde-
list. Antud vordusest tuletame:

x2=ab,
millest
air—x-

Jarelikult leitakse x viisil, mis oli varem ndidatud keskmise vor-
delise konstrueerimiseks (§ 190).

150



5) Valem x=vV/a?+b? viljendab hiipotenuusi tiisnurkses
kolmnurgas, mille kaatetid on a ja b.

6) Valem x=1\/a®>—b2? viljendab kaatetit tiisnurkses kolm-
nurgas, mille hiipotenuus on a ja teine kaatet on .

Konstrueerimist on koige hdlpsam teostada nii, nagu néidatud
§ 126.

Toodud valemeid voib nimetada pohivalemiteks. Nende abil
konstrueeritakse keerulisemaid valemeid. Niiteks:

7) x=a V§ Viies a juuremirgi alla, saame:

s=|ie=1a-2.a
B | adnge e

iy e e 3 g
Siit ndeme, et x on I6ikude a ja 3 a keskmine vordeline.

8) x=Va*+b>—c2+d? Oletame, et a2+ b2=Fk2. Siis k£ leitakse
kui hiipotenuus tédisnurkses kolmnurgas, mille kaatetid on a ja b.
Joonestanud &, oletame, et k2+4d?={2. Niiiid leitakse / kui hiipo-
tenuus tdisnurkses kolmnurgas, mille kaatetid on % ja d. Joo-

nestanud /, saame: x=+v/2—¢2. Jirelikult on x kaatet niisugu-
ses tdisnurkses kolmnurgas, mille hiipotenuus on / ja teine kaatet
on c.

Piirdume nende néidetega. Tihendame, et taoline algebraliste
valemite konstrueerimisviisi arutlus lubab teha jirgmise tihtsa
jarelduse:

joonlaua ja sirkli abil on voimalik teos-
tada ainult niisuguste algebraliste valemite
konstrueerimist, mida voib saada tuntud suu-
rustest I6pliku arvu ratsionaalsete tehete ja
ruutjuurte leidmise abil.

Harjutusi.
Toestada teoreemid.

1. - Sirge, mis on tommatud 1dbi trapetsi aluste keskpunktide, 14bib trapetsi
haarade pikenduste 16ikepunkti ja diagonaalide I6ikepunkti.

2. Kui kolmnurgas on mittevordsete kiilgede vahel oleva nurga tipust
tommatud nurgapoolitaja ja mediaan, siis esimene on liihem teisest.

3. Kui kaks ringi puutuvad viliselt, siis see osa iihisest vilisest puutu-
2ijast, mis asetseb puutepunktide vahel, on ringide diameetrite keskmine vor-
eline.

4. Kui paigutada nurga haaradele selle tipust vordelised 16igud, siis sir-
ged, mis iihendavad nende l6ikude otspunkte, on paralleelsed.
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5. Kui tdisnurkse kolmnurga ABC sisse joonestada ruut DEFG nii, et
killg DE oleks hiipotenuusil BC, siis see kiilg on hiipotenuusi l6ikude BD ja
EC keskmine vordeline (punktid hiipotenuusil on jérjekorras B, D, E, C).

6. Kui kaks 16iku AB ja CD loikuvad (ka pikendamisel) punktis E nii,
et EB-EA=EC-.ED, siis punktid A, B, C ja D asetsevad iihel ringjoonel
(poordteoreem teoreemidele §§ 200 ja 202).

7. On antud ringjoon O ja kaks punkti A ja B. Labi nende punktide on
tommatud mitu ringjoont, mis l6ikavad ringjoont O v6i puutuvad seda. Toes-
tada, et koik kaolud, mis ithendavad mistahes tommatud ringjoone ja ringjoone
d0 lolikepunkte, Ioikuvad (pikendamisel) iihes punktis, mis asetseb AB piken-

usel. .

8. Pohinedes sellele, tuletada konstrueerimisviis ringjoonele, mis labiks
antud kaks punkti A ja B ning puutuks antud ringjoont O.

9. Tasapinnal on antud kaks ringi. Kui nende ringide kaks raadiust poor-
levad, olles kogu aeg teineteisega paralleelsed, siis sirge, mis iihendab nende
raadiuste otspunkte, 16ikub keskjoonega alati samas punktis (ringide sarna-
suskeskpunktis).

10. Kolmnurga mediaan poolitab koik sirged, mis on tommatud kolm-
nurgas paralleelselt selle kiiljega, millele on tommatud mediaan.

11. On antud kolm iihest punktist lahtuvat sirget. Kui mooda iiht sirget
liigub mingi punkt, siis selle kaugused kahest teisest sirgest moodustavad
jaava suhte.

12. Kui kaks ringjoont on kontsentrilised, siis iihel ringjoonel meelevald-
selt voetud punkti ja teise ringjoone mistahes diameetri otspunktide vaheliste
kauguste ruutude summa on jaav suurus (§ 197).

13. Kui iihendada sirgetega mingi kolmnurga kolme korguse alused, siis
siinjuures antud kolmnurga tippude juures tekkinud kolm kolmnurka on sar-
nased antud kolmnurgaga. Tuletada siit, et antud kolmnurga korgused on
nurgapoolitajaiks selles kolmnurgas, mis on moodustatud koérguste aluseid
ithendavate sirgete poolt.

14. Antud ringjoone diameeter AB on pikendatud iile B. Sellel pikendusel
voetud mingist punktist C on tommatud sirge CD1AB. Kui niiiid selle rist-
joone mingi punkt M iihendada A-ga, siis (olles A,-ga tdhistanud selle sirge
teise loikepunkti ringjoonega) korrutis AM-AA, on jaav suurus iga punkti M
puhul.

Leida geomeetrilised kohad.

15. Libi ringjoone antud punkti {ommatud koolude keskpunktidele.

16. Libi ringjoone antud punkti tommatud koolusid suhtes m :n jaotava-
tele punktidele. :

17. Punktidele, mille kaugused antud nurga haaradest suhtuvad nagu
m:n.
18. Punktidele, mille ja kahe antud punkti vaheliste kauguste ruutude
summa on jadv suurus (§ 197).

19. Punktidele, mille ja kahe antud punkti vaheliste kauguste ruutude
vahe on jddv suurus. 2

20. Punktidele, mis jaotavad koiki ringjoone punkte ja antud punkti O
(mis asetseb ringi sees voi viljaspool seda) iihendavaid sirgloike suhtes
m:n.

Konstrueerimisiilesandeid.
21. Tommata sirge ldbi nurga sees voi viljaspool seda oleva punkti nii,
et selle loigud antud punkti ja nurga haarade vahel suhtuksid nagu m : n.

22. Leida kolmnurgas niisugune punkt, et ristldigud, mis on tommatud
sellest kolmnurga kiilgedele, suhtuksid nagu m :n:p (vt. harjutus 17).
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23. Joonestada kolmnurk, kui on antud itks nurk, iiks selle nurga lahis-
killg ja selle kiilje suhe kolmanda kiiljega. (Mitu lahendust?)

. 24. Joonestada kolmnurk, kui on antud tipunurk, alus ja selle suhe iihe
aaraga.

25g. Joonestada kolmnurk, kui on antud tipunurk, korgus ja aluse Idikude
suhe.

26. Joonestada kolmnurk, kui on antud tipunurk, alus ja aiusel punkt,
mida 1abib tipunurga poolitaja.

27. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks nurka ning aluse ja kdrguse
summa VOi vahe.

28. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud tipunurk ja aluse ning
korguse summa.

29. Sirgel MN on antud punktid A ja B. Leida sellel sirgel kolmas punkt
C nii, et CA:CB=m:n, kus m ja n on antud Ioigud vo6i antud arvud
(kui mz£n, siis punkte on kaks: iiks A ja B vahel, teine viljaspool 16iku AB).

30. Antud ringisse joonestada kolmnurk, kui on antud alus ja kahe teise
kiilje suhe.

31. Antud ringisse joonestada kolmnurk, kui on antud alus ja mediaan
iihele tundmatuist kiilgedest.

32. Antud segmendisse joonestada ruut nii, et selle iiks kiilg oleks koolul
ja kaks tippu kaarel.

Juhis. Ulesande lahendamisel tuleb rakendada sarnasusmeetodit (§ 181).

33. Antud kolmnurka joonestada ruut nii, et selle iiks kiilg oleks kolm-
nurga alusel ja kaks tippu kolmnurga haaradel.

34. Antud kolmnurka joonestada ristkiilik (vt. eelmine iilesanne) nii, et
selle kiiljed suhtuksid nagu m : n.

35. Antud ruudu iimber joonestada kolmnurk, mis oleks sarnane antud
kolmnurgaga.

36. On antud ringjoon ja sellel kaks punkti A ja B. Leida sellel ring-
joonel kolmas punkt C nii, et punkti kaugused A-st ja B-st moodustaksid
antud suhte.

37. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks kiilge ja nende vahel oleva
nurga poolitaja (vt. joon. 196; enne leiame I6igu CE vordest CE: BD=
=AE : AB, siis joonestame kolmnurga BCE jne.). :

38. Joonestada sirgldik x nii, et ta suhe antud 15iguga m vorduks a2 : b2
(a ja b on antud 16igud).

39. Leida viljaspool ringi niisugune punkt, et puutuja, mis sellest on tom-
matud antud ringjoonele, oleks kaks korda viiksem samast punktist l4bi ring-
joone keskpunkti tommatud 16ikajast (algebra rakendamine geomeetrias).

40. Tommata 14bi viljaspool ringi antud punkti niisugune 16ikaja, mis
jaotuks antud ringjocnega antud suhtes (algebra rakendamine geomeetrias).

41. Joonestada kolmnurk, kui orn antud selle kolm korgust hy hy, hs.

Lahendus. Koigepealt tuleb tdestada sarnastest kolmnurkadest, et kor-
gused on poordvordelised vastavate kiillgedega. Kui kiiljed, milledele
on {6mmatud korgused h;, hy, hs, on tihistatud vastavalt Xi-, Xg- ja
X3-ga, siis 2

X1 . X2=h2 * hl;

hihy
Xp:x3=hy:hy=1 :h—:: hy: —;1:;

siit
hyhy

X|ZXQZX3=h2:h]Zh_3'.

hh
Avaldis ﬁ on hy, hy ja h; neljas vordeline.  Olles selle joonestanud
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(olgu see k), on meil kolm 16iku: hy, h; ja k, milledega otsitavad kiiljed on
vordelised, tidhendab, kolmnurk, mille kiilgedeks on need 16igud, on sarnane
antud kolmnurgaga ja seepidrast kiisimus taandub iilesandeks: joonestada
kolmnurk, mis on sarnane antud kolmnurgaga ja millel on antud korgus.
Ulesanne on lahendamatu, kui antud iGikude hy, hs ja k pGhjal pole vGimalik
kolmnurka joonestada.

42. Joonestada 16igud, mis on viljendatud valemitega:

| _abe_ab
ST g A

(tuleb kaks korda joonestada neljas vordeline);
2) x=Va2+bc

(enne tuleb joonestada 15ik k= Vb, siis x=Va2+£k2).

Arvutusiilesandeid.

43. Teravnurksesse kolmnurka, mille alus on a ja korgus h, on joonestas
tud ruut nii, et selle iiks killg on kolmnurga aluse! ja kaks tippu kolmnurga
haaradel. Leida ruudu x kiilg.

44. Kolmnurga kiiljed on 10, 12 ja 17 m. Leida 17-meetrise kiilje 16igud,
milledeks jaotab kiilje selle vastasnurga poolitaja.

45. Taisnurga tipust hiipotenuusile tommatud ristloik jagab selle 16ikudeks
m ja n. Arvutada kaatetid.

46. Kolmnurgas ABC on antud kiiljed a, b ja c. Arvutada mediaan AD,
mis on tommatud kiiljele BC.

Juhis. Pikendanud mediaani AD kauguse DE=AD vorra ja ithendanud
punkti E punktidega B ja C, saame roopkiiliku, mille kohta rakendame teo-
reemi § 197. p

47. Kolmnurga ABC kiiljed on: AB=7; BC=15 ja AC=10. Mdiirata,
kas nurk A on terav-, tadis- voi niirinurk, ja arvutada korgus, mis on tomma-
tud tipust B.

_ 48. Punkist viljaspool ringi on tommatud puutuja a ja loikaja. Arvutada
I6ikaja pikkus, kui on teada, et ta vilise osa suhe sisemise osaga on m:n.

49. Kahele ringile, mille raadiused on R ja r ning keskpunkide joon d,
on tsmmatud ithine puutuja. Méirata arvutamise teel selle puutuja ja kesk-
punktide joone ldikepunkti asend, esiteks, kui see punkt asetseb viljaspool
keskpunkti, ja teiseks, kui see punkt asetseb keskpunktide vahel.



NELJAS PEATUKK.

KORRAPARASED HULKNURGAD JA RINGJOONE
PIKKUSE ARVUTAMINE.

I. Korrapdrased hulknurgad.

212. Definitsioonid. Murdjoont nimetatakse korrapira-
seks, kui ta rahuldab jdargmist kolme tingimust: 1) murdjoont moo-
dustavad 16igud on vordsed; 2) nurgad iga kahe naaberloigu
vahel on vordsed ja 3) igast kolmest jirjestikusest 1oigust esi-
mene ja kolmas asetsevad iihel ja samal pool sirget, millel asetseb
teine 16ik.

Niisugused on niiteks murdjooned ABCDE ja FGHKL
(joon. 218); kolmas murdjoon MNPQR pole korrapadrane, sest ta ei
rahulda kolmandat nduet. :

Korrapdrane murdjoon voib olla kumer, nagu nditeks joon
ABCDE. :

N

o

Joon. 218.

Hulknurk on korrapirane, kui ta on piiratud korrapirase murd-
joonega, s. t. kui tal on vordsed kiiljed ja vordsed nurgad. Niisu-
gused hulknurgad on nditeks ruut, vordkiilgne kolmnurk ja teised.

Hulknurk, mis on kujutatud joonisel 219, on korrapdrane
kumer viisnurk; joonisel 219-a kujutatud hulknurk on samuti kor-
raparane viisnurk, kuid mitte kumer (see on nn. tahtviisnurk). Sel-
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les geomeetria kursuses vaatleme ainult kumeraid korraparaseid
hulknurki, ja seepdrast, rddkides korrapdrasest hulknurgast, mois-
tame selle nimetuse all kumerat hulknurka.

Jargnevad teoreemid nditavad, et korrapdraste hulknurkade ehi-
tamine on tihedalt seotud ringjoone jaotamisega vordseteks osa-
deks.

Joon. 219. Joon, 219-a.

213. Teorcem. Kui ringjoon on jaotatud mitmeks (ena-
maks kui kaheks) vordseks osaks, siis:

1) iihendanud koéik naaberjaotuspunktid kooéludega,
saame Korrapiirase hulknurga (koolhulknurga);

2) tommanud ldbi koigi jaotuspunktide puutujad ja
pikendanud igaiiht neist kuni Iloikumiseni puutujaga
naaberjaotuspunktis, saame Kkorrapdrase hulknurga
(puutujahulknurga).

Olgu ringjoon (joon. 220) jaotatud punktides A, B, C jne. mit-
meks vordseks osaks ja 14bi nende punktide olgu tommatud ko6lud
AB, BC, ... ja puutujad MBN, NCP jne. Siis:

1) koolhulknurk ABCDEF on korrapdrane, sest koik ta kiiljed
on vordsed (kui koolud, mis vastavad vordseile kaartele) ja koik
nurgad on vordsed (kui piirdenurgad, mis toetuvad vordseile
kaartele);

2) selleks et toestada puutujahulknurga MNPQRS korrapéra-
sust, vaatleme kolmnurki AMB, BNC jne. Neil on alused AB,
BC, ... vordsed; aluste ldhisnurgad on samuti vordsed, sest neid
moodavad vordsed kaared (nurka, mis on puutuja ja koolu vahel,
. moodab pool selle nurga sees olevast kaarest). Tahendab, koik need
kolmnurgad on vordhaarsed ja vordsed ning seepirast MN=
=NP=...ja ZM=/N= ..., s. t. hulknurk MNPQRS on korra-
parane. \

214. Mirkus. Kui keskpunktist O {joon. 221) joonestada
ristjooned kooludele AB, BC, . .. ja neid pikendada loikumiseni ring-
joonega punktides M, N jne., siis need punktid jaotavad koik kaa-
red ja koolud pooleks ning sellega ka ringjoone vordseiks osadeks.
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Seeparast, kui tombame 1dbi punktide M, N jne., nagu eespool néi-
datud, puutujad kuni vastastikuse 10ikumiseni, saame korrapdrase
puutujahulknurga, mille kiiljed on paralleelsed koolhulknurga kiil-
gedega. Iga tippude paar A ja A;, B ja B; jne. asetseb keskpunk-
tiga iihel ja samal sirgel, nimelt nurga MON ja teiste niisuguste

nurkade poolitajail.

Joon. 220.

215. Teoreem. Kui hulknurk on Kkorrapirane,

£,
Joon. 221.

1) tema iimber saab joonestada ringjoone;

2) tema sisse saab joonestada ringjoone.

siis:

1. Tombame l4dbi korrapédrase hulknurga ABCDE kolme naaber-
tipu A, B ja C (joon. 222) ringjoone ja toestame, et see ringjoon
labib ka neljanda tipu D. Joonestame keskpunktist O ristloigu
koolule BC ja iihendame punkti O punktidega A ja D. Poorame

nelinurga ABKO timber kiiljed OK nii,
et ta langeb nelinurgale ODCK. Siis
16ik KB liheb mooda 16iku KC (tipu
K juures olevate tdisnurkade vordsuse
tottu), punkt B langeb punkti C
(sest kool BC jaotub punktis K poo-
leks), kiillg BA lidheb mooda CD
(nurkade B ja C vordsuse to6itu) ja
lopuks punkt A langeb punkti D
(kiilgede BA ja CD vordsuse tottu).
Sellest jdreldub, et loigud OA ja OD
iihtivad ja, tdhendab, punktid A ja D
on keskpunktist iihekaugusel; seepa-
rast tipp D peab asetsema punkte A,
B ja C labival ringjoonel. Samal viisil

Vi
\WN

a

D

Joon. 222.

'\ :
/)
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toestame, et see ringjoon, minnes ldbi kolme naabertipu B, C ja D,
ldheb ka 1dbi jargmise tipu E jt.; tdhendab, ringjoon labib hulk-
nurga koiki tippe.

2. Toestatust jareldub,. et korraparase hulknurga kiilgedele voib
vaadata kui ringjoone vordseile kooludele; niisugused koolud on
aga vordsel kaugusel keskpunktist; tdhendab, koik ristloigud OM,
ON jt., mis on tommatud punktist O hulknurga kiilgedele, on vord-
sed, ja seepdrast ongi joonestatud ringjoon keskpunktist O raadiu-
sega OM hulknurga ABCDE siseringjooneks.

216. Jareldus. Eelnevast on nédha, et kahel ringjoonel: kor-
rapdrase hulknurga iimberringjoonel ja hulknurga siseringjoonel on
iihine keskpunkt. Et see {ihine keskpunkt on samal kaugusel hulk-
nurga koigist tippudest, siis peab ta asetsema keskristjoonel, mis
on tommatud hulknurga mistahes kiiljele, ning olles samal kaugu-
sel iga nurga haaradest, peab ta asetsema ka iga nurga poolitajal.
Seepidrast, et leida ithe voi teise ringjoone keskpunkt, tuleb leida
kahe kiilje keskristjoonte voi kahe nurgapoolitaja voi iihe kiilje
keskristjoone ja mingi nurga poolitaja I6ikepunkt.

On kerge margata, et hulknurga kiilgede keskristjooned, samuti
ka nurkade poolitajad, on hulknurga siimmeetriatelgedeks. -

217. Definitsioonid. Ulalnimetatud ringjoonte iihist
keskpunkti nimetatakse vastava hulknurga keskpunktiks, sisering-
joone raadiust nimetatakse hulknurga apoteemiks.

Nurka, mis on moodustatud korrapdrase hulknurga mingi kiilje
otspunktidesse tommatud raadiuste poolt, nimetatakse kesk-
nurgaks.

Hulknurgal on kesknurki niisama palju nagu kiilgi; koik need
nurgad on vordsed kui kesknurgad, mis vastavad vordseile kaartele.

Et koigi kesknurkade summa vordub 4d-ga ehk 360°-ga, siis
igaiiks neist vordub 4d : n ehk 360°: n, kus n viljendab hulknurga
kiilgede arvu; nii on korrapdrase kuusnurga kesknurk 360°: 6=
=60°; korrapdrase kaheksanurga kesknurk on 360°:8=45° jne.

Et hulknurga sisenurkade summa vordub 2d(n—2), kus n on
hulknurga kiilgede arv, siis korrapédrase hulknurga iga sisenurk on

2d(n—2)
ety

Niiteks vordub korrapérase kaheksanurga sisenurk:

2dB8—) 12d 3 , .owo
omps Taeh i, bt d=135%

218. Teoreem. Korrapiirased iihenimelised hulknurgad
on sarnased ning nende kiiljed suhtuvad nagu raadiu-
sed voOi apoteemid.
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1) Selleks et toestada korraparaste iihenimeliste hulknurkade
ABCDEF ja A;B,C,D\EF, sarnasust (joon. 223), piisab kindlaks-
tegemisest, et nende nurgad on vordsed ja kiiljed vordelised.

Hulknurkade nurgad on vordsed, sest igaiiks neist sisaldab

iihepalju kraade, nimelt W, kus n on iga hulknurga

n
kiilgede arv. Et AB=BC=CD~= . .. ja A\By=B,C,=C\D\= ...,
siis on ilmne, et A8 —B8C _ CD _ t. et selliste hulk
1 z AIBI—BICI—CIDI——...,S. . el selliste ulK-

nurkade kiiljed on vordelised.

2) Olgu O ja O; (joon. 223) antud hulknurkade keskpunktid,
OA ja 0,4, raadiused ja OM ja O,M, apoteemid. Kolmnurgad
OAB ja 0,A,B; on sarnased, sest nende kolmnurkade nurgad on
vastavalt vordsed. / :

Nende sarnasusest ji- € 0
reldub: E, 0,

AB __ OA _ OM
AB, T 0,4, OM;

= £ > C7% 2 c,
Jareldus. Et sar-
naste hulknurkade iimber-
g A M 8

moodud on vordelised vas- A, M, 8,
tavate kiilgedega (§ 172),

siis korrapadraste iiheninie- Joon. 223.

liste hulknurkade iimber-

moodud suhtuvad nii nagu nende raadiused v6i apoteemid.

219. Ulesanne. Arvutada: 1) koélruudu kilg; 2) korra-
parase koolkuusnurga kilg; 3) korrapirase koélkolmnurga kiilg.

Tahistame korrapdrase n-nurga kiilje a,-ga ja iimbermoodu
Pn-ga. Valemeid koolruudu, koolkuusnurga ja koolkolmnurga kiil-
gedele on kerge tuletada jooniste 224, 225 ja 226 abil.

1) Joonisel 224 on tommatud kaks ristiolevat diameetrit AC ja
BD ja nende otspunktid on jérjest iihendatud kooludega; on saa-
dud kodlruut ABCD. '

Téisnurksest kolmnurgast AOB leiame:
AB*=A0%+0B2=2R?,

siit .
a4=R\/2.

220. 2) Joonisel 225 on joonesiatud k&6l, mis vastab kesk-
nurgale 60° (korrapirase koolkuusnurga kiilg). Et vordhaarses
kolmnurgas AOB kumbki nurkadest A ja B on (180°—60°) : 2=
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=60° siis kolmnurk AOB on vordnurkne ja jirelikult ka vord-
kiilgne; tahendab

AB=AO0O, s. o. ag=R.

N
N

Joon. 224. ; Joon. 225.

Siit saame lihtsa viisi ringjoone jaotamiseks kuueks vordseks
osaks.
8 221. 3) Joonisel 226 on ringjoon jao-

tatud kuueks vordseks osaks ja jaotus-

punktid on iile iihe jarjest ithendatud koo-

ludega, on tekkinud korraparane kool-

kolmnurk ABC. Tommates koolu AD,
0 saame tdisnurkse kolmnurga ABD (nurk
_/C

BAD kui diameetrile toetuv piirdenurk on
tdisnurk). Kolmnurgast ABD leiame:

N

0 AB=+/BD?— AD?,
Joon. 226. seega
=V (QR)_z__'ﬁz',
tahendab o
03=R\/3.

222. Ulesanne. Joonestada korrapirane kodlkiimmenurk ja viljendada
selle. kiilg raadiuse kaudu.

Eelkoige toestame kerrapdrase kiimme-
,nurga iihe tdhtsa omaduse. Olgu kool AB
(joon. 227) korraparase kiimmenurga kiiljeks.
Siis nurk AOB on 36° ja kumbki nurkadest A

1 4
ja B on 5 -(180°-36°), s. t. vordub 72°ga.

Jaotame nurga A sirgega AC pooleks. Kumbki
nurkadest, mis on tekkinud punkti A juures,
on 36° jarelikult AACO, omades kaks vord-
set nurka, on vordhaarne, s. t. AC=CO;
AABC on samuti vordhaarne, sest £B=72°
ja ZACB=180° — 72° — 36°=72°; jarelikult
AB=AC=CO. Kolmnurga nurgapoolitaja
omaduse pohjal (§ 186) voime kirjutada:

Joon. 227.
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AO : AB=0C :CB. (1)
Asendades A0 ja AB vordsete 15ikudega OB ja OC, saame:
OB : 0€=0C:CB: 2 (2)

seega on raadius OB jaotatud punktis C kuldldikes (§ 209), seejuures OC on
suurem osa. OC aga vordub korrapirase koolkiimmenurga kiiljega; tdhendab,
korrapdrase koolkimmenurga kilg vordub kuldlikes jaotatud raadiuse suu-
rema osaga.

Niiiid on kerge iilesannet lahendada.

1) Jaotatakse ringi raadius (nditeks OA, joon. 228) kuldloikes; vottes
siis sirkli haardeks raadiuse suurema osa, eraldatakse ringjoonel {iksteise
jérel kaared. Jaotuspunktid ithendatakse jirjest kddludega. -

2) Tahistanud korrapirase kaolkiimmenurga kiilje x-ga, vdime vorde (2)
kirjutada nii: .

R:x=x:(R—x);
x4+ Rx—R?=0.

siit

Lahendanud ruutvérrandi, leiame:

F=ap=R Vs;‘ —R-061803 . ..

223. Mirkused. 1) Et joonestada korrapirane kodlviisnurk, jaotatakse
ringjoon kiimneks vordseks osaks (nagu oli iilal nédidatud) ning iihendatakse
jaotuspunktid kodludega jirjest iile iihe.

2) Vordusest
5 3 2 1

1
10730 TN 18

L

o

A
&

Joon. 228, Joon. 229.

: : 1 SEReEy 2 e 1
on naha, et kui ringjcone  -st lahutada 5 ringjoonest, siis vahe vordubyz -ga
ringjoonest. See asjaolu annab meile lihtsa votte korrapirase kodlviisteist-
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nurga joonestamiseks, sest ringjoone jaotamine kuueks ja kiimneks vordseks
osaks on meile tuttav.

3) Et ehitada viieharuline tidht (joon. 229), jaotatakse ringjoon kiimneks
vordseks csaks ja iihendatakse koolude abil jaotuspunktid, jttes iga iihenda-
mise juures kolm punkti vahele (nagu ndidatud jconisel). ;

224. Ulesanne. Kahekordistada korrapirase koolhulknurga
kiilgede arv.

Selle sonastuse all tuleb moista

c kaht iilesannet: 1) antud korrapéra-

\ sest koolhulknurgast tuleb joones -
g tada teine korrapdrane koolhulk-

y) /
o . nurk, millel on kiiigede arv Kkaks
korda suurem; 2) arvutada
\ selle hulknurga kiilg, kui on

antud esimese hulknurga kiilg ja
0 ringi raadius. _

Joon. 230. 1) Olgu AB (joon. 230) Kkorra-
pdrase kool-n-nurga kiilg, O olgu
ringi keskpunkt. Tombame OC_LAB

ja iihendame punktid A ja C. Kaar AB jactub punktis C pooleks;
jdrelikult kool AC on korrapdrase kool-2n-nurga kiiljeks.

2) Kolmnurgas ACO on nurk O alati teravnurk (sest kaar
ACB on alati vaiksem poolringjoonest ja jarelikult pool seda kaart,
s. t. kaar AC, on viiksem veerandringjoonest); seepérast (§ 194):

AC*=0A24+0C?-20C - OD;

seega
a2s=R24+R2—9R .0D=2R?—2R - OD.

Taisnurksest kolmnurgast AOD maiédrame kaateti OD;

i a 2 a2
) O
Jéarelikult

. a’

agu=2R2_2R RQ_T”'
Selline on korraparase koolhulknurga kiilgede arvu kahekor -
distamise valem (sellest valemist leiame as,, vottes ruutjuure).

Nédide. Arvutame korrapdrase koolkaksteistnurga kiilje. Et
arvutus oleks lihtsam, oletame, et R=1 (jdrelikult ka as=1).

ay=2—2)/1_l=2_9)/ =243

a,,:]/2—\/§ =0,517...

millest
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Et korrapiraste samanimeliste hulknurkade kiiljed suhtuvad
nagu nende raadiused (§ 218), siis raadiuse puhul, mis pole vordne -
tihega, vaid mingisuguse arvuga R, saame korrapdrase kaksteist-
nurga kiilje valemi: S

a12=R ]/2—\/§=R-0,517...

225. Mitmeks vordseks osaks saab jaotada ringjoone sirkli ja
joonlaua abil? '

Kasutades eelmistes iilesannetes labiarutatud votteid, - saame
sirkli ja joonlaua abil jaotada ringjoont - (ja jérelikult joonestada
ka vastava kiilgede arvuga korrapdraseid koolhulknurki) vordseiks
osadeks, mille arv on toodud jargmises tabelis:

e B e R R 3t
& A9 iy T on
Bao M. B8 i 5.9n
15 452 o 1569387 5 3.5.9n

Saksa matemaatik Gauss (surnud 1855. a.) toestas, et sirkli ja
joonlaua abil saab ringjoone jaotada vordseiks osadeks, mille arv,
olles algarvuks, viljendub valemiga 22°+1. Niiteks 'saab
ringjoone jaotada 17 vordseks osaks ja 257 vordseks osaks, sest 17
ja 257 on algarvud kujult 22" +1 (17=2%41; 257 =97 +1).

Gaussi toestus ulatub vilja elementaarmatemaatika piiridest.

Ka on toestatud, et sirkli ja joonlaua abil saab ringjoone jao-
tada vordseiks osadeks, mille arv on kordarv, mis koosneb:
1) tegureist kujul 2" +1 ja 2) tegurist 2 mistahes astmes. Niiteks
saab sirkli ja joonlaua ‘abil joonestada korrapidrast 170-nurka .
[170=2-5-17=2-(2241) - (22 +1)]. .

Jactada ringjoont vordseiks osadeks, mille arv on moni teine
arv, saab ainult ligikaudu. Olgu niiteks tarvis jaotada ring-
joon seitsmeks vordseks osaks (voi joonestada korrapirane kooi-
seitsenurk). Siis arvutatakse esmali kesknurk, see vordub:
g:SI 37 Tépselt niisugust nurka sirkli ja joonlauaga joones:
tada ei saa, kuid hulknurga keskpunkti juurde saab malli abil joo-
nestada nurga suurusega ligikaudu 5i°, ja nii saame ligikaudu

; ringjoonest.

Harjutusi.

1. Koostada valem korrapirase kool-24-nurga kiilje jaoks. :
! k2. Koostada valem korrapirase kool-8-nurga ja kdol-16-nurga kiillgede
jaoks. -

3. Koostada valem korrapirase puutujakolmnurga ja puutujakuusnurga
kiilgede jaoks.

11*
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‘

4. Olgu AB, BC ja CD kolm jarjestikust kiilge korrapirases hulknurgas,
mille keskpunkt on O. Kui pikendada kiilgi AB ja CD nende ldikumiseni punk-
tis E, siis nelinurga OAEC iimber saab joonestada ringjoone. :

5. Toestada, et 1) iga vordkiilgne koolhulknurk on korrapirane; 2) iga
vordnurkne puutujahulknurk on korrapirane.

6. Toestada, et: 1) igal korrapdrasel n-nurgal on n siimmeetriatelge,
seejuures koik teljed ldbivad keskpunkti; 2) hulknurga puhul paarisarvu kiiige-
dega on keskpunkt iihtlasi ka siimmeetriakeskpunktiks.

7. Toestada, et korrapdrase viisnurga kaks diagonaali, mis ei ldhtu {ihest
tipust, jaotuvad loikumisel kuldloikes.

Juhis. Olgu ABCDE korraparane viisnurk, AC ja BE on diagonaalid,
F on diagonaalide 16ikepunkt AABC~ A ABF jne.

8. Antud kiilje pohjal joonestada: 1) korrapirane kaheksanurk; 2) korra-
parane kiimmenurk. ;

4 9. Ruudu nurkadest 16igata osad dra nii, et tekiks korrapirane kaheksa-
nurk.
. 10. Antud ruutu joonestada vordkiilgne kolmnurk, paigutades selle iihe
tipu ruudu tippu voi mingi kiilje keskpunkti.

11. Joonestada vordkiillgne kolmnurk teise vordkiilgsesse kolmnurka nii,
et kolmnurkade kiiljed oleksid vastastikku risti.

12. Joonestada nurgad: 18°, 30°, 75° 72°.

13. Ringjoone iimber on joonestatud mingi korrapirane hulknurk. Kasuta-
des seda, joonestada ringjoonesse korrapirane hulknurk, millel oleks kiilgi
kaks korda rohkem kui antud hulknurgal.

’

I1. Ringjoone ja selle osade pikkuse arvutamine.

226. Eelselgitus. Sirgioiku saab vorrelda teise sirgloiguga, mis
on voetud pikkusiihikuks, sest sirged teineteise peale asetamisel
iihtivad. Ja ainult sel pohjusel saame kindlaks teha, milliseid 16ike
lugeda vordseiks ja milliseid mittevordseiks, mis on loikude summa
ja missugune loik on teisest 2, 3, 4,... korda suurem jms. Samuti
saame vorrelda {ihesuguse raadiusega ringjoonte kaari, sest ka
need kaared iihtivad pealitamisel Et aga mingi osa ringjoonest
(voi monest teisest koverast) ei iihti sirgega, siis pole voimalik
pealitamisega kindlaks teha, kas mingi kdoverjoone osa on pikku-
selt vordne antud ringjoone 16iguga voi mitte, jdrelikult ei saa ka
otsustada selle iile, missugune koverjoone osa on 2, 3, 4,...
korda suurem antud sirgloigust. Seepdrast ongi tingimata tarvilik
kindlaks teha, mida moistame ringjoone (voi selle osa)
pikkuse all, kui seda vordleme sirgloigu pikkusega. »

Selleks tuleb meil kasutamisele votta uus moiste, millel on
eriti suur tdhtsus kogu matemaatikas, nimelt piirvddrtuse
moiste.

Arvude jarjendi piirvdartus.
227. Paljudes algebra ja geomeetria kiisimustes kohtame

arvude jirjendit, milles arvud jdargnevad iiksteisele mingis seadus-
pirasuses. Nditeks (naturaalarvude) loomulike arvude rida:

LT e
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16pmatu aritmeetiline ja geomeetriline progressioon:

a, a+d, a+2d, a+3d, ...,
a, aq, aq?, ag’, ...

kujutavad 16pmatuid arvude jarjendeid.

Iga niisuguse jérjendi kohta voib niidata reegli, mille pohjal ta
lilkmed koostatakse. Nii:

aritmeetilises progressioonis iga liikme ja eelmise liikme vahe
on jdav, geomeetrilises progressioonis vordub iga liige eelmise
liilkme ja mone kindla arvu (progressiooni teguri) korrutisega.

Paljud jéirjendid on koostatud keerulisemate reeglite jargi. Nii

nditeks arvutades v/2 puuduga, algul tdpsusega 1—1(), siis tdpsusega

T(l)_o’ siis tdpsusega lgWo ja jatkates arvutust piiramatult, saame
16pmatu arvude jérjendi:

1,4; 1,41; 1,414; 1,4142,.. .,
mis annab V2 ligikaudsed viirtused kasvava tipsusega.

Selle jérjendi jaoks pole olemas lihtsat reeglit, mille jargi oleks

- voimalik iihe liikme pohjal méirata jargmine liige, kuid siiski on

voimalik médrata selle jirjendi mistahes liige; kui néiteks on tarvis

leida neljas liige, tuleb arvutada V2 tépsusega kuni 0,0001, viienda.

liikme saamiseks tuleb /2 arvutada tapsusega kuni 0,00001 jne.

Maooname, et antud 16pmatu jarjendi liikmed a,, ay, as, . . . ldhene-
vad vastavalt oma jérjekorranumbri suurenemisele piiramatult mo-
nele arvule A. See tihendab jirgmist: on olemas niisugune arv A, et
mistahes viikese positiivse arvu ¢ puhul meie leiame ikka antud
reas niisuguse litkme, millest alates koik liikmed oma absoluut-
véddrtuselt erinevad A-st vdhem kui ¢ vorra. Liihidalt meie véljen-
dame seda omadust nii: vahe a,—A absoluutviartus kahaneb pii-
ramatult jarjekorranumbri n suurenemisega.

Niisugusel juhtumil nimetatakse arvu A antud Iopmatu arvude
jarjendi piirvddrtuseks. Toome niite sellise jarjendi kohta. Koos-
tame kiimnendmurdude jirjendi:

0,9; 0,99; 0,999;. ..

Siin saadakse iga jirgmine liige eelmisest liikmest, sellele
juurde kirjutades kiimnendkoha 9.

On kerge mirgata, et selle jarjendi liikkmed ldhenevad piirama-
tult iihele.

g 2 ¥i 2 B e % S
Nimelt: esimene liige erineb {ihest — vorra, teine vorra,
10 :

1
100
kolmasﬁ vorra, ja kui jérjendis kiillalt kaugele minna, siis
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voib temas leiduda liige, mis erineb iihest kuitahes viikese ette-
antud arvu vorra. Jarelikult voime iitelda, et voetud 16pmatul
arvude jédrjendil on piirvddrtuseks iiks. Teiseks nditeks arvude jar-
jendi kohta, millel on piirvdértus, voib olla jérjend, milles liik-
meina esinevad ligikaudsed 16igu pikkuse véartused, kui 16igul pole
ithismootu pikkusiihikuga (§ 150) ja koik viirtused on -arvutatud

puuduga algul tdpsusega kuni 110, siis tdpsusega kuni +— , siis

1
100 ’
kuni 1000 jne.

Selle jédrjendi piirvddrtuseks on lopmatu kumnendmurd mis
orgi antud loigu tdpne mootarv. Lopmatu kiimnendmurru suurus
ort kahe tema ligikaudse iihesuuruse tapsusega arvutatud (iiks
lilaga, teine puuduga) véirtuse vahel.

Nagu oli eespool nididatud, viaheneb see vahe llglkaudsete védr-
tuste tdpsuse suurenemisega piiramatult. Jarelikult peab ka tdpsuse
suurenemisel vahe 16pmatu kiimnendmurru ja tema ligikaudse vaar-
tuse vahel piiramatult vdhenema. Tdhendab, 16pmatu kiimnend-
murd on piirvadrtuseks murru koigi ligikaudsete vaértuste jarjen-
dile. Ligikaudsed véadrtused peavad olema koik kas lilaga voi jdlle
puuduga.

On kerge margata et mitte igal 10pmatul jérjendil pole piir-
véartust; nditeks naturaalarvude (loomulike arvude) 1,2, 3, 4,5, .
real puudub ilmselt piirvddrtus, sest arvud sutrenevad piiramatult
ega ldhene mingisugusele arvule.

228. Teoreem. Igal I6pmatul arvude jirjendil saab olla
ainult iiks piirvddirtus.

Selle teoreemi Gigsuses veendume kergesti, kasutades vastu-
vditelist toestusviisi. Toepoolest, oletame, et antud jarjendil

alv a21 a3)"'y an

on kaks erinevat piirvdértust: A ja B. Niisugusel juhtumil selle

pohjal, et A on jérjendi piirvaértus, peab vahe a,—A absoluutvaar-

tus piiramatult vdhenema n-i suurenemisel. Samal pohjusel peab

ka vahe a,—B absoluutvédartus piiramatult vdhenema n-i suure-

nemisel. '
Aga niisugusel juhul peab vahe

(an—A) — (a,—B)

absoluutvédartus samuti 16pmatult vdhenema voi peab olema vordne
nulliga. See viimane vahe on aga arvude A ja B vahe ning on
jarelikult mingi tédiesti méaédratud, nullist erinev arv. See arv ei
soltu jarjekorranumbrist n ja n-i suurenemisel ta ei muutu. Seega
oletus, et arvude jérjendil on olemas kaks piirvdartust, viib meid
vasturikivusele.
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229. Kasvava lopmatu arvude jarjendi piir-
vddrtus.

Vaatleme niisugust jarjendit: a;, as, as...a,, milles iga liige
on suurem eelmisest (an,4+1>a,) ja samal ajal koik jirjendi liik-
med on viiksemad mingist kindlast arvust M, s. o. mistahes n-i
puhul a,<M.

Sel juhul jarjendil on kindel piirvdidrtus
(Weierstrassi teoreem).

230. Toestus. Olgu antud 16pmatu arvude jirjend

a,,az,as,....an.:., (1)

milles iga liige on suurem eelmisest voi vordub temaga (a, 11>a,), kus-
juures jarjendi liikmete hulgas pole arvu, mis oleks suurem antud arvust M,
nditeks pole arvu, mis oleks suurem 10-st. Votame arvu 9 ja vaatame, kas
pole jarjendi (1) liikmete hulgas arve, mis oleksid suuremad 9-st. Oletame,
et niisuguseid arve pole. Votame arvu 8 ja vaatame, kas jarjendis (1) on
arve, mis oleksid suuremad 8-st. Oletame, et on. Niiiid kirjutame iiles arvu 8
ja jagame vahemiku 8 ja 9 vahel kiimneks vordseks osaks ja teeme jarjest
proovid arvudega 8,1; 8,2; 83..., s. t. me vaatame, kas jarjendi (1) liikmete
hulgas on arve, mis oleksid suuremad kui 8,1. Kui on, siis piistitame sama
kiisimuse 8,2 kohta jme. Oletame, et jirjendis (1) on arve, mis on suuremad
arvust 8,6, kuid 8,7-st suuremaid arve pole. Niiiid teeme teise iileskirjutuse:
kirjutame iiles 8,6 ja jagame vahemiku 8,6 ja 8,7 vahel 10-ks vordseks osaks
ja teeme jérjest kontrolli arvudega 8,61; 8,62; 863;... Oletame, et jirjen-
dis (1) on arve, mis on suuremad arvust 8,64, kuid pole niisuguseid arve, mis
oleksid suuremad 8,65-st. Niiiid teeme kolmanda iileskirjutuse 8,64 ja toimime
samal viisil vahemikuga 864 kuni 8,65. Jitkales seda toimingut piira-
matult, saame 16pmatu kiimnendmurru 8,64 ..., s. t. mone reaalarvu. Tahis-
tame selle o-ga ja votame tema ligikaudsed viirtused n kiimnendkohaga
puuduga. ja liiaga. Esimene olgu a,, teine on a’,. Seejuures, nagu teame

(§ 150),

a,<e<o’, ja a’p—a,= 0°°

Reaalarvu o koostamise viisist jareldub, et arvude jirjendi (1) liikmete
hulgas pole arve, mis oleksid suuremad kui a’,, onagaarve, mis on suuremad

kui a,. Olgu a, iiks selline arv:

’
0, <0 <0y

: Jarjendi (1) kasvamise tottu ja selle tottu, et temas pole liikmeid, mis
oleksid suuremad kui o'y, jdreldame, et koik jdrjendi jirgnevad liikmed

Op41, @gys,... asetsevad samuti a, ja a’y vahel, s. t. kui m>k, siis

n
G <a,<a’,.
Et aga reaalarv o asetseb samuti a, jaa’, vahel, siis vahe a,—a abso-
1
luutvdartus on viiksem arvude o/, ja a, vahest. Aga a’n—a=l—()—;,,
jérelikult
1
U0 | <705, (2)
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Seega igale n-i vaartusele saab ndidata niisuguse arvu k, et m>k puhul
1
on kehtiv vorratus (2). Et aga n-i piiramatul kasvamisel murd W piirama-

tult kahaneb, siis vorratusest (2) jéareldub, et reaalarv @ on jarjendi (1) piir-
vaartus. Seega arvude jarjend (1) omab kindla piirvaartuse.

231. Muutuva suuruse piirvddrtus. Kui on antud arvude jar-
jend ay, as, as,..., a,, ..., siis voib siin n-ndat liiget nimetada
muutuvaks suuruseks, mille arvuline véidrtus soltub jérjekorra-
numbrist n. Nimetust «muutuv suurus» kasutatakse sageli kone
lihtsustamiseks. Nii 6eldakse véljenduse «on antud 1opmatu arvude
jarjend ay, as, a3, ..., G, ...» asemel <«on antud muutuv suu-
rus a,, millel voivad olla jarjest vaartused ay, as, ds, ..., a,,...».
Kui kasutada seda viljendusviisi, siis voib rddkida jarjendi piir-
vadrtuse asemel muutuva suuruse piirvédartusest.

Niisugusel juhul voib § 228 teoreemi sonastada jargmiselt: «Igal
muutuval suurusel on ainult iiks piirvdédrtus». Seda teoreemi sonas-
tatakse tihti ka nii: «Kui on antud kaks muutuvat suurust a, ja b,,
kusjuures esimese suuruse koik véidrtused on vastavalt vordsed
teise suuruse vaartustega: ay=b;, as=bs, @p=>0bn,..., siis esi-
mese suuruse piirvddrtus, muidugi kui ta on olemas, vordub teise
suuruse piirvddrtusega» ehk lithidalt: «Kui kaks muutuvat suurust
on vordsed, siis on vordsed ka nende piirvaartused.»

Teoreemi (§ 229) I6pmatult kasvava arvude jarjendi piirvaar-
tusest voib sonastada nii: kui muutuv suurus a, kasvab jarjekorra-
numbri n kasvamisel ja samal ajal piisib vdiksemana monest jdd-
vast arvust, siis sellel muutuval suurusel on piirvddrtus.

Ringjoone pikkus.

Piirvddrtuse moiste annab meile voimaluse tadpselt mdarata,
mida meie moistame ringjoone pikkuse all. Eelkoige toestame jarg-
mised teoreemid.

232. Teoreem. Kumer murdjoon (ABCD, joon. 231) on
viiiksem igast murdjoonest (AEFGD), mis teda holmab.

Moisteil «holmav murdjoon» ja
«holmatav murdjoon» on jdrgmine
mote. Olgu kahel murdjoonel (nagu
neil, mis on kujutatud joonisel) {ihi-
sed otspunktid A ja D; nad on ase-
tatud niiviisi, et {iks murdjoon
(ABCD) on terveni selle hulknurga
sees, mis on moodustatud teise murd-
joone ja loigu AD poolt; siis vilist
Joon. 231. murdjoont nimetatakse holmavaks ja

seesmist holmatavaks murdjooneks.
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Tuleb tdestada, et hlmatav murdjoon ABCD (kui ta on kumer)
on lihem igast hélmavast murdjoonest AEFGD (tikskoik, kas
kumerast voi mittekumerast), s. t. et

AB+BC+CD<AE+EF+FG+GD.

Pikendame kumera murdjoone liilisid nii, nagu naidatud joo-
nisel. Siis, arvestades seda, et sirgloik on viiksem igast sirgloigu
otspunkte iihendavast murdjoonest, voime kirjutada jargmised
vorratused:

AB+BH<AE+EH;
BC+CK<BH+HF+FG+ GK;
CD<CK+KD.

Liidame liikmeti koik need vorratused ja saadud vorratuse mole-
mast poolest lahutame abildigud BH ja CK:; edasi asendame
summa EH+HF 16iguga EF ja summa GK+KD loiguga GD,
saame otsitava vorratuse.

Miarkus. Kui holmatav joon poleks kumer (joon. 232), siis
esitatud toestust me ei saaks rakendada. Sel juhul v6ib holmatav
murdjoon olla isegi suurem holmavast murdjoonest.

233. Teoreem. Kumera hulknurga (ABCD) iimberméot
on viiksem iga teise, esimest hélmava hulknurga
(LMNPQR) iimbermé6édust (joon. 233).

Tuleb toestada, et

AB+BC+CD+DA<LM+MN+NP+ PQ+QR+RL.

Olles pikendanud molemas suunas
kumera hulknurga mingit kiilge AD,
rakendame murdjoontele ABCD ja
ATMNPQRSD, mis iihendavad punkte ,
A ja D, eelmise paragrahvi teoreemi;
Saame vorratuse: Joon. 232.

8

AB+BC+CD<AT+TM+MN+NP + PQ+
+QR+RS+SD.

Teiselt poolt, et 16ik ST on viiksem murdjoonest SLT, siis v6ime
kirjutada:

TA+AD+DS<TL+LS.
Liidame liikmeti need kaks vdrratust ja lahutame molemast
poolest abildoigud AT ja DS; edasi asendame summa TL4+TM

I6iguga LM ja summa LS+RS lIoiguga LR, saame otsitava
vorratuse. :
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234. Ringjoone pikkuse definit-
- sioon, Joonestame antud ringjoonesse
(joon. 234) korrapdrase hulknurga,
nditeks kuusnurga, ja paigutame min-
gile sirgele MN (joon. 235) loigu
OP;, mis on vordne selle kuusnurga
iimberm6oduga (meie joonisel on see
timbermoot ruumi puudusel kujuta-
tud liihendatult). Niiiid kahekordis-
tame koolkuusnurga kiilgede arvu,
s. 0. kuusnurga asemel votame korra-
pdrase koolkaksteistnurga. Leiame
Joon. 233. selle {imbermoodu ja paigutame ta
sirgele MN samast punktist O; olgu
see pikkus OP,, mis peab olema suu-
rem. OP;-st, sest kuusnurga iga iihe kiilje asemel -voetakse niiiid
murdjoon (mxs koosneb kahest 12-nurga kiiljest); see murdjoon on
aga pikem kuusnurga kiiljest. Kahekordistame jdlle koolkaksteist-
nurga kiilgede arvu, s. t. votame niiiid korrapéirase ko61-24-nurga
(joonisel pole ndidatud), leiame selle iimbermoodu ja paigutame ta
sirgele MN jille alates samast punktist O; saame 16igu OPs, mis on
suurem kui OP, samal pohjusel, mlsparast OP; on Suurem kui OP;.
_ Niiiid kujutleme, et see kahekordista-
mise ja {imbermootude paigutamise toi-
ming kestab iiha. Siis saame {imbermoo-
tude OP;, OP,, OPs,... kasvava jarjendi.
Kuid see kasvamine ei saa olla piiramatu,
sest iga kumera koolhulknurga iimbermaoot
(olgu hulknurga kiilgede arv kuitahes
suur) on ikka vdiksem mistahes kiilgede
arvuga puutujahulknurga {imbermoodust
(mis on holmavaks hulknurgaks ko6l-
‘hulknurga suhtes). Seetdttu.on saadud kor-
rapdraste koolhulknurkade iimbermdootude Joon. 234.
jarjendil kindel piirvdartus (§ 229). See
piirvddrtus ongi ringjoone pikkuseks.
Seega anname jiargmise definitsiooni: ringjoone pikkuseks
nimetame seda piirvddrtust, millele liheneb selle ringjoone sisse .
joonestatud korrapdrase koolhulknurga imbermdéot, kui hulknurga
kilgede arvu piiramatult kahekordistada.

X
M - + T W— N
0 P 2

Joon. 235.

wo

M idrkus. On voimalik toestada (me jatame selle toestuse ara), et see
piirvddrtus ei soltu sellest, millisest hulknurgast me alustame kahekordistamist.
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Veel enam, voib tdestada, et ka siis, kui koolhulknurgad pole korrapirased,
nende iimbermdodud ldhenevad siiski samale piirviartusele kui korrapiraste
hulknurkade iimbermdodudki, on vaid tarvis, et kiiljed piiramatult viheneksid
(ja jérelikult killgede arv piiramatult suureneks), seejuures pole tihtis, kas
kiilgede arvu suurenemine toimub kahekordistamise teel voi mone teise seaduse
pohjal (toestuse jitame ira).

Seega, igal ringjoonel cn oma iiksainus piirviidrtus, millele liheneb tema
sisse joonestatud kumera koolhulknurga {imbermodt, kui hulknurga kiiljed pii-
ramatult vahenevad; see piirviirtus ongi ringjoone pikkuseks.

Samal viisil voetakse ringjoone mingi kaare 4B (joon. 236) pikkuseks see
piirvddrtus, millele ldheneb selle kaare sisse joonestatud murdjoone {imber-
moot, kui murdjoone lillide arvu piiramatult kahekordistada.

¢ e
D E 24
: E
A —» 8 A b8

Joon. 236. Joon. 237.

235. Teoreemid. Esituse lihtsustamiseks esitame tGestuseta
jargmised peaaegu ilmselt kehtivad laused:

ringjoone kaare pikkus on: I) suurem temale vastavast koolust,
kuid 2) viiksem igast tema iimber joonestatud ja temaga iihiseid
ofspunkte omavast murdjoone pikkusest (joon. 237).

236. Nende lausete toestus. At

1) Olgu ACB (joon. 236) ringjoone kaal ja AB vastav kool; tuleb tdestada,
et kaar on pikem sellest koolust.

Oletame, et joonestame kaaresse korrapirased murdjooned niiviisi: esimene
murdjoon koosnegu kahest kodlust AC ja CB; teise murdjoone saame esimesest
selle liilide kahekordistamise teel: see on murdjoon ADCEB, mis koosneb neljast
kodlust; kolmanda murdjoone saame teisest selle lilide kahekordistamise teel:
see juba koosneb kaheksast koolust. Niiiid kujutleme, et kahekordistamise toi-
ming jatkub piiramatult. Siis iga kahekordistamisega murdjoone iimbermdat
itha kasvab; niiteks:

AD+DC+CE+EB>AC+CB.
sest
AD+DC>AC ja CE+EB>CB.

Seetottu piirvdartus, millele 1dheneb see iimbermoot, peab olema suurem
esimese murdjoone iimbermdodust, s. t. suurem summast AC+CB ja seega peab
olema suurem ka koolust AB. See piirvdédrtus on aga kaare ACB pikkus: tihen-
dab, see kaar peab olema suurem koglust AB.

2) Olgu iimber kaare joonestatud mingi murdjoon (iikskoik, kas korra-
parane voi mitte) (joon. 237). Kui murdjoone otspunktid iihtivad kaare otstega,
siis kaarele voib vaadata kui mitme kaare summale; iga kaar on kahest I6igust
koosnevast murdjoonest halmatud. Olgu iiheks niisuguseks osaks kaar AB
(joon. 238). Toestame, et selle kaare pikkus on viiksem summast AC+CB, mille
lihtsuse mottes tihistame S-ga. Toestuseks votame abimurdjoone AMNB, mille
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saame, kui 1ikame nurga C l4bi mingi 16iguga MN, mis aga ei t',ohi kaart
AB loigata. (See on alati véimalik, kui murdjoon on iimberjoonestatud
murdjoon, s. t. koosneb puutujaist.) Tahistame selle abimurdjoone AMNB pikkuse
S\-ga. Et MN<MC+NC, siis §;<S.
Toestame niiiid, et piirvdartus, millele
¢ ldheneb kaaresse AB joonestatud korraparase
murdjoone {imbermoot, ei saa olla suurem
kui S;, kui murdjoone kiilgede arv suureneb
piiramatult. Téhistame selle piirvdédrtuse
L-iga ja oletame, et L>S;. Et muutuv
iimbermoot ldheneb oma piirvddrtusele L
kuitahes ldahedale, siis vahe L ja
murdjoone {imbermdodu vahel voib saada
viiksemaks vahest L—S;; tdhendab, sisse-
joonestatud murdjoone iimbermoot saaks siis
Joon. 238. suuremaks kui S;. See pole aga voimalik,
sest iga kumer murdjoon, mis on joonestatud
* kaaresse AB, on holmatav holmava
murdjoone AMNB suhtes ja seepirast on viiksem kui S. Jérelikult ei saa ole-
tada, et L>S,. Siis aga peab L olema kas viiksem kui S; voi darmisel juhtu-
mil vordne sellega. Et aga S;<S, siis nii iithel kui teisel juhtumil peab L
olema viiksem kui S, mida oligi tarvis toestada.

237. Ringjoone pikkuse maddramine. Selleks voib kasutada
kahekordistamise valemit, mille tuletasime varem (§ 224),

s. t. valemit:
2
az, =2R*—2R |/ R 2.
Kui raédius R on 1, siis valemil on lihtsam kuju:
St YLD i
aj, =2—-2 1— -

Tiahistades tavakohaselt korrapdrase koolhulknurga kiilje a,-ga
(kiilgede arv on n), siis saame as=R=1.

Rakendades kahekordistamise valemit, leiame:

1
ah=2-2) 1—7=2-V3;
a2 . a2 &
ag4=2—2‘/1—T""; a38=2-2]/1—-;31ne.

Oletame, et katkestasime kahekordistamise 96-nurga juures.
Selleks et saada selle hulknurga {imbermdot, tuleb kiilg korrutada
96-ga. Sellele {imbermdddule me voime vaadata kui ringjoone
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pikkuselligikaudsele vadrtusele. Tahistanud selle pg-ga ja teosta-
nud arvutused, leiame:

Pos=6,2820638 . . .
Kui raadius on R, siis saame:
pos=R - 6,2820638 . .. ehk pes—2R - 3,1410319 . ..

{

1Téi.his‘cades ringjoone pikkuse C-ga, saame sellele ligikaudse
valemi:

C=2R-3,1410319...

_ Kui kahekordistamine oleks piirdunud 192-nurgaga, siis olek-
sime saanud ringjoone pikkusele tipsema viirtuse, nimelt:

C=2R -3,14145247 . ..

Jatkates kahekordistamise toimingut, v6ib saada ringjoone
pikkusele {iha tdpsemaid viirtusi.

238. Ringjoone pikkuse suhe diameetriga. Ringjoone pikkuse
mddramise toimingust ndeme, et arv, millega tuleb korrutada dia-
meetrit ringjoone pikkuse saamiseks, et soltu diameetrist enesest.
Kui leidsime, et mingi ringjoone pikkuse mairamisel pidime dia-
meetrit korrutama mone arvuga, siis ka iga teise ringjoone pikkuse
middramisel peame tema diameetrit korrutama sellesama arvuga.

Votame kaks ringjoont, iihe raadius olgu R, teise raadius agar.
Esimese ringjoone pikkuse tahistame C-ga, teise oma c-ga. Joones-
tame molemasse ringjoonesse korrapirased hulknurgad {ihesuuruse
kiilgede arvuga ja hakkame kahekordistama nende hulknurkade
kiilgede arvu.

Tédhistame P,-ga esimesse ringjoonesse joonestatud korrapérase
hulknurga {imbermdodu ja pa.-ga teise ringjoonesse joonestatud
korrapirase hulknurga iimbermoodu.

Paragrahvis 218 toestatud teoreemide pdhjal voime kirjutada:

Pn_pn Bf—&
R =7 ehk 2R 20

Muutuva {imbermoodu P, piirviirtuseks on esimese ringjoone
pikkus C. Teise muutuva iimbermoddu p, piirviirtuseks on teise
ringjoone pikkus ¢. Seepirast vordusest %:’;—: jdreldub, et
£ ¢
-/ SE T
suhe tema diameetriga on jiiv suurus kdigi ringjoonte puhul.

(§ 228 ja § 231). Seega voime iitelda, et ringjoone pikkuse
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Seda jddvat arvu tahistatakse kreeka tahega = !.
Niisiis voime ringjocne pikkusele C kirjutada valemi:

C=2R -t ehk C=2xnR.

On toestatud, et arv = on irratsionaalne arv, tdhendab, seda ei
saa viljendada mingisuguse ratsionaalse arvuga. Tema ligikaud-
seid vaartusi voib aga leida mitmel viisil ja soovitava tdpsusega.
Votnud ringjoone pikkuse ligikaudseks véidrtuseks ko60l-96-nurga
iimbermoodu, saame m-le ligikaudse vdartuse 3,14 puuduga, s. o.
tapsusega kuni 0,01. See tédpsus on praktlllseks otstarbeks pea-
aegu alati kiillaldane. Erilist tdpsust noudvail juhtumeil voib piir-
duda ligikaudse vaartusega (liiaga) m=3,1416.

Teadlased, kasutades tdiuslikumaid v6tteid madrasid m tapsu-
sega, mis kaugelt iiletab koiki praktilisi noudeid (nii médras ing-
lise matemaatik Shanks 1873. aastal m-le 707 kiimnendkohta 2).

On kasulik dra markida, et juba III saj. é. m. a. kuulus
Siirakuusa teadlane Archimedes leidis m-le vdga lihtsa arvu 272,
5.0 3;‘ See arv on pisut suurem m-st ja erineb sellest vahem kui

0,002 vorra.
Geomeetriliste iilesannete lahendamisel esineb tihti = poordarv,

S50 ; On kasulik meeles pidada sellest arvust moned kiimnend-
kohad.

=0,3183098 . . .

Q=

239. n kraadi sisaldava kaare pikkus.Ringjoone pikkus on 2aR,
2nR __ 7R,
360 — 180"
kaare pikkus S viljendub nii:

°-se kaare pikkus on jéarelikult, n kraadi sisaldava

aiRkn

S=150-

! See tdhistus on tdendoliselt tarvitusele voetud XVII sajandil. Taht
wt (pii) on kreekakeelse sona megipegeta (ringjoon) algtiht.

2 Et meeles pidada iisna pikk rida arvu sm kiimnendkohti, voib kasutada
jargmist prantsuskeelset riimi:

Que j'aime a faire apprendre
Un nombre utile aux hommes!

voi 4 venekeelset riimi, mis on koostatud keskkooliopetaja  Schonrocki
poolt: =

Kro u myTs u ckopo noxesnaer(s)
ITu y3uare uncio yx(b) 3Haer(n)!

Kui vilja kirjutada ritta nendes sonades esinevate tihtede arvud (sonad
on kirjutalud vana ortograafia jirgi), siis saame mn-le ligikaudse vaartuse
(liiaga) 3,1415926536. Tipsus on kuni poole kiimnebiljondikuni.
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Kui kaar on viljendatud minutites (n') voi sekundites (n”),
siis ta pikkus viljendub vastavalt valemitega:

e i ~. o« nRn
S= i50.60 YOI S= 180-60-60°

kus n on minutite v5i sekundite arv.

240. Ulesanne. Arvutada tapsusega kuni 1 mm ringjoone
raadius, kui selle 81°21’36” sisaldava kaare pikkus on 0,452 m.
Muutes 81°2136” sekunditeks, saame arvu 292 896. Vorrandist

7wR+292 896 .

0,452= 180-60-60

leiame:

0,452-180-60-60 _ 1
R =7 =0318 (m).

241. Ulesanne. Mddrata kraadide arv kaares, mille pikkus
vordub raadiusega.

Asendades valemis, mis midrab n kraadi sisaldava kaare
pikkuse, S-i R-ga, saame vorrandi:

Ras aRn hk 1= ™

80 © 180°
siit
=12 —180°. L4 180°. 0,3183008 57" 205764 —

=57°17"44" 8,

Téhendame, et kaart, mille pikkus vordub raadiusega, nimeta-
takseradiaaniks.

Harjutusi. .

1. Toestada, et kahes ringis niisugused kesknurgad, mille vastavad kaared
on vbrdsed, suhtuvad nagu raadiuste poordvaartused.

2. Libi ringjoonel voetud punkti 4 on témmatud diameeter AB, korrapirase
koolkuusnurga kiillg AC ja puutuja MN. Keskpunktist O on joonestatud AC-le
ristloik, mis on pikendatud IGikumiseni puutujaga punktis D. Sellest punktist on
paigutatud puutujale (14bi punkti A) 1oik DE, mis on vordne kolme raadiusega.
Punkt E on iihendatud diameetri otspunktiga B. Miirata vea suurus, kui BE
votta poolringjoone pikkuseks. :

3. Antud poolringjoone diameetrile on joonestatud kaks vérdset pool-
ringjoont ja sellesse kolme poolringjoone vahelisse kujundisse on joonestatud
ring. Toestada, et selle ringi diameeter suhtub vordsete poolringjoonte diameet-
riga nagu 2:3.

4. Arvutada kraadides, minutites ja sekundites kaar, mille pikkus vordub
selle ringjoone sisse joonestatud ruudu kiiljega.

64(5)6 11(\rvutz|d1a maakera ekvaatori 1°se kaare pikkus. Maa raadius =
= m.
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VIIES PEATUKK
PINDALADE MOOTMINE.

I. Hulknurkade pindalad.

242. Pindala maiste. Igapédevasest elust on igaiihel meist tea-
tav kujutlus pindalast.

Asume niiiid tdpsustama kujundi pindala moistet ja kindlaks
méddrama pindala mootmise votteid.

243. Pohidefinitsioonid pindaladest. Hulknurga kilgedega voi
mone muu tasapinnalise kinnise koveraga piiratud pinna osa
nimetatakse selle kujundi pindalaks.

Me esitame endale {ilesande: leida pindala suurusele viljendus
mone arvu kujul, s. t. leida pindala mootarv.

Seejuures on noutav, et kujundite pindalade ja nende moot-
arvude vaheline seos rahuldaks jargmisi tingimusi.

I) Kahe vordse kujundi pindalade mdotarvud peavad olema
vordsed.

2) Kui antud kujund on tiikeldatud mitmeks osaks (M, N, P,
joonis 239), milledest igaiiks on kinnine kujund, siis terve kujundi
pindala modtarv peab vorduma tema osade pindalade moGtarvude
summaga. -

Mirkus, Viimase noude suhtes tuleb tingimata teha jdrgmine téhtis
markus. Pindalasid moodame positiivsete arvudega. Kahe positiivse arvu summa
on aga ikka suurem kummastki liidetavast. Seepdrast ongi, et teise noude voiks
vastu votta, tingimata tarvis, et kujundite pindaladel oleksid vastavad omadu-
sed. Selgitame seda. Oletame, et olles tiikeldanud antud kujundi mitmeks osaks,
paigutame need osad {imber ja saame seejuures uued kujundid (nagu see on
tehtud joonisel 240 osadega A ja B). Tekib kiisimus: kas on vdimalik osade
iimberpaigutamisega saada niisugune kujund, mis mahuks téielikult esialgsesse
kujundisse? Kui see oleks voimalik, siis saaksime kaks kujundit, milledest iiks
asetseks teise sees, seejuures aga oleksid nende pindalade mdotarvud vastavalt
teisele noudele vordsed. :

Seega terve kujundi pindala mdotarv osutuks vordseks kujundi mone osa
pindala mootarvuga, s. t. summa vorduks iihe liidetavaga, mis pole aga voi-
malik positiivsete arvude puhul. Jarelikult, teist tingimust me ei saa sel juh-
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tumil vastu votta. Esimesena juhtis tahelepanu sellele kiisimusele Itaalia mate-
maatik Dezolt (1881). Ulalmainitud imberpaigutamise voimalust peeti algul
aksioomiks, hiljem aga toestasid rangelt seda voimalust Schur, Killing, Satu-
novski ja Hilbert. See kujundite pindalade omadus lubab meil vastu votta teise
tingimuse. .

Joon. 239. Joon, 240:

Kujundeid, mille pindalad on vordsed, nimetatakse pindvord-
seiks. Vordsed kujundid on muidugi ka pindvordsed, aga pind-
vordseteks kujunditeks voivad olla ka mittevordsed kujundid (nagu
need, mis on kujutatud joonisel 240).

244. Pindala mddtmise mdiste. Antud kujundi pindala mo6tmi-
seks valitakse koigepealt pindalaiihik. Niisuguseks iihikuks vde-
takse ruut, mille kiilg vordub mingi pikkusiihikuga, néit. iihe meet-
riga, iihe sentimeetriga jné. Kujult lihtsaimate kujundite pindalade
mootarv saadakse jargmisel viisil. Paigutame pindalaiihiku moode-
tavasse pindalasse nii palju kordi, kui palju see on voimalik. Seda
voib teha viikeste pindalade puhul, mida on voimalik joones-
tada paberile, labipaistva millimeeterpaberi abil. Oletame, et mod-
detavale kujundile on paigutatud selline ruutude vork. Kui -antud
kujundi piirjoon moodustab murdjoone (joon. 241), mille liilid

Joon. 242.

tihtivad ruutude vorku moodustavate sirgete osadega, siis kujundi
sees olevate ruutude arv annab antud kujundi pindala tipse moot-
arvu.

Tegelikult toimub aga pindalade mostmine mitte pindalaiihiku
voi selle osa pealitamisega, vaid kaudselt — kujundi monede
joonte mootmise abil. Kuidas seda tehakse, ndeme jérgmistest
paragrahvidest. —
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245. Alus ja korgus. Kokkuleppe pdhjal nimetame kolmnurga
voi roopkiiliku iiht kiilge aluseks, ristloiku aga, mis on joonestatud
*sellele kiiljele kolmnurga tipust voi roopkiiliku puhul vastaskiilje
mistahes punktist, nimetame korguseks.

Ristkiilikus voib votta korguseks kiilje, mis on risti aluseks voe-
tud kiiljega.

Trapetsis nimetatakse aluseks molemaid paralleelseid kiilgi,
korguseks aga {ihist ristloiku aluste vahel.

Ristkiilikus nimetatakse alust ja korgust tema mootmeteks.

246. Teoreem. Ristkiiliku pindala vordub tema aluse ja
korguse korrutisega.

Seda liihikest lauset tuleb moista nii: ristkiiliku pindala mootary
ruutithikuis vordub- tema aluse ja korguse vastavais pikkusiihikuis
viljendatud mootarvude korrutisega.

Toestusel voib esineda kolm juhtumit.

1) Aluse ja korguse pikkused {mooddetuna iihe ja sama iihikuga)
on viljendatud tdisarvudega.

Vordugu antud ristkiiliku (joon. 242) alus tdisarvuga b pikkus-
ithikul ja korgus tdisarvuga h sama pikkusiihikut. Jaotanud aluse
b-ks ja korguse h-ks vordseks osaks, tombame ldbi jaotuspunktide
rea korgusega paralleelseid .ja rea alusega paralleelseid sirgeid.
Nende sirgete vastastikusel 1oikumisel tekivad nelinurgad. Votame
iihe neist, nditeks nelinurga k& (joonisel viirutatud). Et selle neli-
nurga kiiljed on konstruktsiooni pohjal paralieelsed antud rist-
kiiliku vastavate kiilgedega, siis on koik ta nurgad tdisnurgad;
seega nelinurk % on ristkiilik. Teiselt poolt, selle nelinurga iga kiilg
vordub kahe naaberparalleeli vahelise kaugusega, s. t. vordub
pikkusiihikuga. Té&hendab, ristkiilik £ on ruut,
nimelt see ruutiihik, mis vastab voetud pikkus-
ithikule (kui naiteks alus ja korgus on moodetud
sentimeetritega, siis ruudu pindala on f{iks
ruutsentimeeter). Et {ihe nelinurga kohta Geldu
h on kehtiv ka iga teise nelinurga kohta, siis see
tdhendab, et me oleme antud ristkiiliku pindala
; Fk ;| tommatud paralleelidega jaotamud ruutiihikuiks.

Leiame nende arvu. On ilmne, et sirged, mis on
paralleelsed alusega, jaotavad ristkiiliku niisama
suureks rohtsaks ribade arvuks, kui palju on
korguses pikkusithikuid, s. t. h-ks vordseks
ribaks. Teiselt poolt, sirged, mis on paralleelsed
korgusega, jaotavad iga rohtsa riba niimitmeks ruutithikuks, kui
palju pikkusiihikuid on aluses, s. t. b-ks ruutiihikuks. Téhendab,
ruutithikuid on kokku b - A. Seega:

b
Joon. 242,

ristkiiliku pindala=bh.
s. t. ta vordub aluse ja kdorguse korrutisega.
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~ 2) ‘Aluse ja kbrguse pikkused (mdodetuna fihe ja sama tihikuga)
on valjendatud murdarvudega.

Olgu niiteks antud ristkiiliku

aIus=3%—_—; pikkusiihikut ja

korgus =4 g == %3 sama {ihikut.

Tehes murrud tihenimelisteks, saame:

35 b 46
_alus= 0.5 korgus = 0"

Votame %pikkusﬁhikust uueks pikkusiihikuks. Siis v5ime iitelda,

et aluses on neid uusi ithikuid 35 ja korguses 46. Tahendab, 1. juh-
tumil toestatu pohjal ristkiiliku pindala vordub 35-46 ruutiihi-
kuga, mis vastavad uuele pikkusiihikule. See uus ruutiihik on

aga R%osa sellest ruutithikust, mis vastab eelmisele pikkusiihikule;
tahendab, ristkiiliku pindala vordub eelmistes ruutiihikutes:

35-46 35 46

100 210710

1 3 a%
35 ¥ 45 (ruutiihikut).

3) Alus ja korgus (voi ainult iiks neist) ei oma {ihismootu pik-
kusiihikuga ja jirelikult on nende pikkused viljendatud irrat-
sionaalarvudega.

Sel juhtumil tuleb leppida pindala D, c,
mootmise ligikaudse tulemusega soovi- 0 c
tava tdpsuseni. n P

Kuid ka sel juhul v5ib leida ristkii- ;
liku pindala tdpse méootarvu. Olgu rist-
kiilliku ABCD  (joon. 243) aluse AB
pikkus véljendatud irratsionaalarvuga « B
ja korguse AD pikkus irratsionaal-
arvuga B. Kumbagi neist arvudest vaib
kujutada 16pmatu mitteperioodilise kiim-
nendmurruna (§ 150). Votame nende
arvude ligikaudsed véiirtused n kiim- A B, B B,
nendkohaga, enne puuduga, siis lilaga. .
Ligikaudsed vidrtused puuduga tihis- Joon. 243,
tame a,-ga (esimese arvu jaoks) ja
Pn-ga (teise arvu jaoks), aga ligikaudsed viirtused lilaga vasta-
valt o,- ja B’»-ga. Paigutame alusele AB punktist A esmalt 16igu
AB,, mille arvuline viirtus on Qq, siis 16igu AB, arvulise viir-
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tusega of,. Ilmselt AB;<AB ja AB,>AB. Siis paigutame kor-
gusele AD punkiist A 16igud AD; ja AD,, mille arvulised vaartu-
sed vorduvad vastavalt B, ja p’,. Ilmselt AD,<AD ja ADy>AD.
Joonestame kaks abiristkiilikut AB;C\D, ja AB,C,D,. Nendest
kummagi alus ja korgus on viljendatud ratsionaalarvudega:

ABy=0a; ABy=0s, AD1=,, AD;=p'n
Seepérast teisel juhtumil toestatu pdhjal

AB,C\D, pindala=ay* fBa,
ABQCgDz ” =(lln ! ﬁ,u.

Niiiid suurendame arvu n piiramatult. Niisugusel juhtumil a, ja
a’n lahenevad piirvédértusele — irratsionaalarvule a, Ba ja p’, ldhe-
nevad irratsionaalarvule B. Korrutised a.p, ja a’»p’s aga, nagu on
teada algebrast, ldhenevad iihisele piirvdartusele, mida nimetatakse
arvude a ja B korrutiseks (§ 154). See iihine korrutiste a.f, ja
a’zf’, piirvdartus voetaksegi ristkiiliku ABCD pindala mootarvuks.
On kerge otseselt veenduda selles, et see mootarv rahuldab neid
kaht tingimust, mida peab rahuldama pindala mootarv (§ 243),
nimelt: 1) vordsete ristkiilikute mootarvud on vordsed; 2) kui rist-
kiilik titkeldada mitmeks osaks, siis terve ristkiiliku pindala mootarv
vordub tema osade pindalade mootarvude summaga. Seega ka kol-
mandal juhtumil ristkiiliku pindala vordub aluse ja korguse kor-
rutisega.

247. Teoreem. RGGpkiiliku (ABCD, joon. 244 ja 245) pind-
ala vordub aluse ja korguse korrutisega.

Joonestame alusele AD (iithel ja teisel joonisel) ristkiiliku
AEFD, mille kiilg EF asetseb kiilje BC pikendusel.

Voib esineda kaks juhtumit.

3 F B ¢ i B F ¢

| [

ey
i

s

™

R
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1) Kiilg BC on viljaspool kiilge EF ja 2) kilg BC iihtib osalt
EF-ga (esimene juhtum on kujutatud joonisel 244, teine jooni-
sel 245). Toestame, et nii iihel kui ka teisel juhtumil

pindala ABCD =pindala AEFD.

Kui tdiendame roopkiilikut kolmnurgaga AEB v&i ristkiilikut
kolmnurgaga DFC, siis saame mdlemal juhul trapetsi AECD.
Et aga tiiendavad kolmnurgad on vardsed (neil on vastavalt vord-
sed kaks kiilge ja nende kiilgede vahel olevad nurgad), siis on réép-
kiilik ja ristkiilik pindvordsed. AEFD pindala aga vordub korruti-
sega bh; jérelikult ka ABCD pindala=bh, seejuures b on roop-
kiiliku alus ja 4 tema korgus. ;

248. Teoreem. Kolmnurga (ABC, joon. 216) pindala vor-
dub aluse ja kérguse poole korrutisega.

Témbame BEJAC ja AE||BC. Saame roopkiiliku AEBC, mille
pindala toestatu pohjal vordub bh-ga. Kolmnurga ABC pindala on
aga pool roopkiiliku AEBC pindalast; jirelikult AABC pindala=

1
=-2 b'h.

Mirkus. On kerge veenduda selles, et iga kolmnurga voib tiikeldada
osadeks, mille iimberpaigutamisega vaib saada ristkiiliku; seejuures on saadud
ristkiiliku alus sama, mis kolmnurgal, korgus aga kaks korda viiksem kolm-
nurga korgusest (joon. 247).

249. Jireldused. 1) Vérdsete aluste ja vordsete korgus-
tega kolmnurgad on pindvérdsed.

HH

e

—

1
t
t
T
T
I

“3

Joon. 246. Joon. 247,

Kui kolmnurga ABC (joon. 248) tippu B nihutada edasi mooda
sirget, mis on paralleelne alusega AC, alus aga jatta endiseks, siis
kolmnurga pindala ei muutu.

2) Taisnurkse kolmnurga pindala vordub tema kaatetite poole
korrutisega, sest iiks kaatet véib olla aluseks, teine aga korguseks.

181



182

Joon. 248.

teineteisega risti. Seepdrast

AACD

ABCD

”

”

AABC pindala= AC- OB

1
5AC-0D

Joon. 249.
3) Rombi pindala vordub tema diagonaalide poole korrutisega.
Toepoolest, kui ABCD (joon. 249) on romb, siis ta diagonaalid on

= 3AC. (0B+0D) =3 AC- BD

4) Kahe kolmnurga pindalad suhtuvad nagu nende aluste ja
korguste korrutised (_tegur% taandub).

250. Teoreem. Trapetsi pindala vordub aluste pool-
summa ja korguse Korrutisega.
: 8 ¢ 8 c
e —\
/ \ = —\
/ \ f(——\
h M= AN (" . )
/ = £
/ g\ V£
/ A £ =N
A D ac
Joon. 250.

trapetsi pindalale vaadata kui kahe kolmnurga (
pindala summale. Seepérast:

Tommates trapetsis (joon. 250) ABCD diagonaali AC, me voime

Joon. 251.

trapetsi ABCD pmdMa=%AD.h+%BC-h_%(AD+BC)-h

CAD ja ABC)



251. Jiareldus. Kui MN (joon. 251) on trapetsi keskloik, siis
nagu teada (§ 99),

MN= 3(AD+BC),
seepdrast

trapetsi ABCD pindala=MN - h,

tihendab, trapetsi pindala vordub kesklbigu ja korguse korrutisega,
Seda voib ndha ka otseselt jooniselt 251.

252. Teoreem. Puutujahulknurga pindala voérdub iim-
berméodu ja poole raadiuse korrutisega.

Uhendanud. keskpunkti O (joon. 252) puutujahulknurga koigi
tippudega, oleme hulknurga tiikeldanud kolmnurkadeks; mille alus-
teks voib votta hulknurga kiiljed ja korgusteks ringi raadiuse.

Tédhistanud raadiuse R-ga, saame: AAOB pindala=AB-%R,
ABOC pindala=BC- 3R jne.

Jarelikult
ABCDE  pindala= (AB+BC+CD-+DE+EA) - yR=P- 3R, kus
P-ga on tihistatud hulknurga fimbermaot.

Jédreldus. Korrapirase hulknurga pindala vordub dmber-
moodu ja poole apoteemi korrutisega, sest igale korraparasele hulk-
nurgale voib vaadata kui puutujahulknurgale, mille raadius vor-
dub apoteemiga. 3

A £ P
Joon. 252. Joon. 253.

253. Mittekorrapirase hulknurga pindala. Selleks et leida mingi
korrapiratu hulknurga pindala, voime ta tiikeldada kolmnurkadeks
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(nditeks diagonaalidega), arvutada eraldi iga kolmnurga pindala
ja tulemused liita. i

254. Ulesanne. Joonestada kolmnurk, mis oleks pindvordne
antud hulknurgaga (ABCDE, joon. 253).

Eraldame antud hulknurgast mingi diagonaaliga kolmnurga
ABC. Tombame l4dbi kolmnurga ABC selle tipu, mis asetseb tom-
matud diagonaali vastas, sirge MN paralleelselt AC-ga. Siis piken-
dame {iht kiilgedest (kas EA v6i DC, mis puutuvad kokku draloiga-
tud kolmnurgaga) kuni 16ikumiseni sirgega MN (joonisel on piken-
datud kiilg EA). Loikepunkti F iihendame sirge abil punktiga C.
Kolmnurgad CBA ja CFA on pindvordsed, sest neil on iihine alus
AC ja nende tipud B ja F asetsevad alusega paralleelsel sirgel.
Kui antud hulknurgast eraldame ACBA ja asendame selle temaga
pindvordse kolmnurgaga CFA, siis pindala suurus ei muutu; jdre-
likult antud hulknurk on pindvérdne hulknurgaga FCDE, millel on
ilmselt nurkade arv iithe vGrra vdiksem. Samuti vdime saadud hulk-
nurga nurkade arvu vdhendada veel iihe vorra ja jdtkata jérjest
nurkade vihendamist seni, kuni oleme saanud kolmnurga (joo-
nisel FCG).

255. Ulesanne. Joonestada ruut, mis oleks pindvirdne
antud hulknurgaga.

Koigepealt teisendame hulknurga pindvordseks kolmnurgaks ja
siis selle kolmnurga ruuduks. Olgu kolmnurga alus & ja korgus h

ning otsitava ruudu kiilg x. Siis kolmnurga pindala vordub ,i—, bh

ja ruudu pindala x?; jdrelikult -]2-bh=x2; siit % b:x=x:h. Tahendab,

ruudu kiilje joonestamisel v6ib kasutada viisi, mis on varem néi-
datud (§ 190) keskmise vordelise joonestamisel.

Midrkus. Antud hulknurka pole vaja alati teisendada kolm-
nurgaks. Niiteks, kui on tegemist trapetsi teisendamisega ruuduks,
siis voib leida trapetsi kesklGigu ja korguse keskmise vordelise ning
saadud loigule ehitada ruudu.

256. Ulesanne. Arvutada kolmnurga pindala S kilgede a,
b ja ¢ kaudu.

A Olgu ha AABC (joon. 254) korgus,
mis on tommatud kiiljele a. Siis
1
: S=§aha.
/ ha Selleks et leida kdrgus hg, votame vor-
, duse (§ 194): _
8 5 ¢ b?=a?+c?—2ac’
e——— ¢' —=+=—b— ja méaidrame sellest 15igu c”:

- —————— @

e az+c.2_b2

Joon. 254. 2a
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Kolmnurgast ABD leiame:

i 5 a=+c2TbA2’—2_
he=) o — (FEZEP

1 o
=z—aV 4a’c?— (a®+c2—b2)2,

Teisendame juuremirgi all seisvat avaldist jargmiselt:

(2ac)2— (a®+c2—b2)2=
= (2ac+a?+c2—b?) (2ac—a*—c2+b2) =,
=[(a*+c2+2ac) —b?| |b2— (a®+c2—2ac)]=
=[(a+c)?—?| 02— (a-¢) Y=
=(a+c+0b) (a+c—0b) (b+a—c) (b—a+c).

Jarelikult

S=% ahe= % V(a+b+c)(atb—c)(a+c—0b) (b+c—a)l.

Kui téhistame a+b6+4c=2p, siis a+c—b=
=(a+b+c)—-2b=2p—2b=:2(p—b).

Samuti
b+a—c=2(p—c) ja b+c—a=2(p—a).

Siis

= V2% -2(p—) - 2(p=0) -2(5—0), seega

S=Vpp—a)(p—0b)(p—c).

See avaldis on tuntud Heroni valemi nimetuse all (Alek-
sandria matemaatiku Heroni nime jargi, elas III—II saj. e. m. a.).

Erijuhtum. Vordkiilgse kolmnurga, mille kiilg on g, pind-
ala viljendub jirgmise valemiga:

Sy E . el
=y 3. 2.8, 8=

Pythagorase teoreem ja sellel phinevad iilesanded,

257. Teoreem. Tdisnurkse kolmnurga kaatetitele joo-
nestatud ruutude pindalade summa vordub hiipotenuu-
sile joonestatud ruudu pindalaga.

' Et kolmnurga mistahes kahe kiillje summa on suurem ko!mandast kiil-
jest, siis koik avaldised a+b—c, a+c—b ja b+c—a on positiivsed.
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Sece lause on teisend varem toestatud (§ 191) Pythagorase teo-
reemist: hipotenuusi moodtarvy ruut vordub Raatetite modtarvude
ruutude summaga. Toepoolest, 10igu mootarvu ruut vordub idigule
joonestatud ruudu pindala mootarvuga. Seepédrast § 191 teoreem
on sama, mis selles paragrahvis esitatu.

Toome Pylthagorase teoreemile teise toestuse, mis pole rajatud
pindalade arvutusele, vaid pindalade vahetule vordlemisele.

Toestus (Eukleideselt). Olgu ABC (joon. 255) tidisnurkne
kolmnurk, BDEA, AFGC ja BCKH aga kaatetitele ning hiipotenuu-
sile joonestatud ruudud. Tuleb toestada, et kahe esimese ruudu
pindalade summa vordub kolmanda ruudu pindalaga.

Tombame AMLBC. Siis ruut BCKH tiikeldub kaheks rist-
]ciilikl/llks. Toeslame, et ristkiilik BLMH on pindvordne ruuduga
BDEA.

Tombame abisirged DC ja AH. Vaatleme kaht joonisel viiruta-
tud kolmnurka. ACDB, millel on ruuduga BDEA iihine alus BD
ja mille korgus CN vordub ruudu korgusega, on pindvordne poole
ruuduga.

:
b F
A
P
&
) \Q‘\
H M X
Joon, 255.

AABH, millel on ristkiilikuga BLMAV iihine alus BH ja mille
korgus vordub ristkiiliku korgusega BL, on pindvordne poole rist-
kiilikuga. Vorreldes neid kaht kolmnurka, leiame, et neil BD=BA
ja BC=BH (kui ruudu kiiljed); peale selle ZDBC=Z£ABH,
sest kumbki neist nurkadest koosneb iihisest osast £ZABC ja tiis-
nurgast. Tihendab, kolmnurgad ABH ja DBC on vordsed. Siit jérel-
dub, et ristkillik BLMH on pindvordne ruuduga BDEA. Ubhen-
danud punkti G punktiga B ja punkti A punktiga K, toestame tép-
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selt samuti, et ristkiilik LCKM on pindvérdne ruuduga AFGC. Siit
jareldub, et ruut BCKH on pindvordne ruutude BDEA ja AFGC
summaga.

258. Ulesandeid. 1) Joonestada ruut, mille pindala vordub
kahe antud ruudu pindalade summaga.

Joonestame taisnurkse kolmnurga, mille kaatetiteks on aniud
ruutude kiiljed. Selle kolmnurga hiipotenuusile joonestatud ruudu
pindala vordubki antud ruutude pindalade summaga.

2) Joonestada ruut, mille pindala vordub kahe antud ruvdu
pindalade vahega.

Joonestame téisnurkse kolmnurga,
mille hiipotenuusiks on  suurema D.
ruudu kiilg' ja kaatetiks viiksema
ruudu kiilg. Selle kolmnurga teiscle

kaatetile joonestatud ruut ongi otsitav. 6
3) Joonestada ruut, mille pind-
ala ja antud ruudu pindala suhe A ™ a c
8
on m:n.

Asetame meelevaldselt voelud sir- Joon. 256.

gele (joon. 256) ldigud AB=m ja

BC=n ja joonestame AC-le kui

diameetrile poolringjoone. Punktist B pistitame ristjoone BD kuni
16ikumiseni poolringjoonega. Todmmates koolud AD ja DC, saame
taisnurkse kolmnurga, mille kohta on kehtiv seos (§ 192):

AD? . DC?2=AB: BC=m : n.

Selle kolmnurga kaatetile DC asetame 16igu DE, mis on vordne
antud ruudu kiiljega, ja tombame EF|CA.' Loik DF on otsitava
ruudu kiilg, sest

DF _AD . ... (DF\*__ [AD\?
DE=DC> siit (D—_b) = (D—C) .
Jarelikult

DF2.: DE2=AD?: DC2=m : n.

Sarnaste kujundite pindalade suhe.

259. Teoreem. Kui kahel kolmnurgal on iiks paar véord-
seid nurki, siis nende kolmnurkade pindalad suhtu-
vad nagu vordsete nurkade lihiskiilgede korrutised.

Olgu kolmnurkades ABC ja A,B,C, (joon. 257) nurgad A ja A,
vordsed.

! Kui antud ruudu kilig on suurem DC-st, siis punktid £ ja F asetsevad
kaatelite DC ja DA pikendustel.
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Tommates korgused BD ja BD;, saame:

AABC pindala _ AC-BD _ AC _ BD
AA]B[C] pindala B3 A[Cl'B|D] _AIC] BlDl 5

c A D, )

Joon. 257.

Kolmnurgad ABD ja A;B;D; on sarnased (£LA=ZA, ja
£ZD= /D), seepédrast suhe BD : B,D vordub suhtega AB : A;By;
asendades esimese suhte teisega, saame: -

AABC pindala __ AC AB __ AC-AB
AABC, pindala -A,Cy.” 4B, ACi-AB;"
260. Teoreem. Sarnaste kolmnurkade voi hulknurkade
pindalad suhtuvad nagu vastavate kiilgede ruudud.

1) Kui ABC ja AB,C; on kaks sarnast kolmnurka, siis nende
nurgad on vastavalt vordsed; olgu ZLA=ZA, 4LB=4B
i L 0= LGy "Rakendame nende kolmnurkade kohta eelnevat

teoreemi:

AABC pindala __ AB-AC __ AB _ AC

AABC, pindala — A;B,-AC;, — AB; . A,C; 8
Kolmnurkade sarnasusest jéreldub:

AB AC BC

= = (2)

A MG, MG

& i3 1 3 AB - AC
Seepérast voime vorduses (1) kumbagi suhetest AB, 2 ¢
asendada mislahes. suhtega teisest vorduste reast (2); jé_relikult,
AABC pindala ~_(AB )2_(,40 )2_(36 )2_ AB: __
_‘AA]B;C] pindala i AlBl B Alcl o BICI _AIBIZ—
5 ACY L BEA ‘
TACE BCE

188



2) Kui ABCDE ja AB\C\D\E; (joon. 258) on kaks sarnast
hulknurka, siis véime need, nagu nagime (§ 171), tiikeldada samaks
arvuks ja iihesuguselt asetatud kolmnurkadeks.

Joon. 258.

Olgu need kolmnurgad jirgmised: AOB ja Aj0,B,, BOC ja
B,0,C, jne. Vastavalt teoreemi esimeses osas toestatule, saame
vorded: '

AAOB pindala _( AB\2  ABOC pindala __( BC )2 foig
AA0.B; pindala — \4,B,] > AB,OC, pindala — \B,c;) 7€
Hulknurkade sarnasusest jireldub:

ABBC oG
AlBl —BICI _CIDI_—. =3

ja seepdrast
(AB)Z_(BC)Z Coy\Y ¢
AB] —\BiC, (C101 Sk

Seega
AAOB pindala __ ABOC pindala ACOD pindala

AA[O]B; pindala Ei ABlOICl pindala a1 ACIOIDX pindfala — e,

millest

AAOB pindala -+ ABOCJ pindala + ACOD pindala + ...
AA,0,B, pindala + AB,0,C, pindala + AC,0,D, pindala + ...
— _ABCDE pindala __ AB?
~ AB,C\D\E, pindala A

Jareldus. Korrapdraste iihenimeliste hulknurkade pindalad
suhtuvad nagu nende kilgede ruudud véi iimberringjoonte raadiuste
ruudud voi apoteemide ruudud.
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561. Ulesanne. Antud kolmnurk tikeldada m pindvérdseks
osaks sirgetega, mis oleksid paralleelsed ta kiiljega.

Olgu néiteks kolmnurk
8 ABC (joon. 259) tarvis tiikel- -
H dada kolmeks pindvordseks
osaks sirgetega, mis oleksid

paralleelsed alusega AC.
0 K Oletame, et otsitavad 16i-
M gud on DE ja FG. On ilmne,
E et kui on leitud 16igud BE ja
A/ BG@, siis sellega on ka méaéra-
¢ tud 16igud DE ja FG. Kolm-
Joon. 259. nurgad BDE, BFG ja BAC

on sarnased; seepdrast

ABDE pindala __ BE? ia ABFG pindala __ BG?

ABAC pindala — BC? )2 ABAC pindala  BC?"
Kuid

" ABDE pindala __1 . ABFG pindala __ 2

ABAC pindala — 3 /2 ABAC pindala 3"

Jarelikult

BE2 1. BG*__

x 2
BG:— 312 Ber=3’

siit

BE:V%B@:V%BC . BC

BG=)/2Bc:=)/2Bc - BC.

Neist avaldisist on niha, et BE on BC ja 5 BC keskmine vor-

deline ning BG on BC ja § BC keskmine vordeline. Seepdrast voib

joonestamist toimetada jargmiselt: jaotame BC kolmeks vordseks
osaks punktides L ja M; joonestame BC-le poolringjoone; punkti-
dest L ja M tombame BC-le ristloigud L/ ja MK. Koolud HB ja
KB ongi otsitavad keskmised vordelised; esimene kogu diameetri

BC ja selle iihe kolmandiku BL keskmine vordeline, teine BC ja BM,

seega BCjag2 BC keskmine vordeline. Niiiid tuleb veel need kaolud

asetada BC-le punktist B; saamegi otsitavad punktid E ja G. -
Samal viisil voib kolmnurka tiikeldada kuitahes suureks arvuks
pindvordseteks osadeks.
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II. Ringi ja tema osade pindala.
262. Teoreem. Korrapirase kéolhulknurga kiilgede
arvu piiramatul kahekordistamisel véib hulknurga kiilg
saada viiksemaks mistahes viiikesest arvust.

Olgu n korrapérase koolhulknurga kiilgede arv ja p tema iimber-
moot; siis ihe kiilje pikkus viljendub murruga 5 . Hulknurga

kiilgede arvu piiramatul kahekordistamisel kasvab selle murru nime-
taja piiramatult, lugeja aga, s. o. p, kasvab ka, kuid mitte piirama-
tult (sestiga kodlhulknurga iimbermdGt on alati viiksem puutuja-
hulknurga {imbermdodust). Kui aga mone murru nimetaja piirama-
tult kasvab, lugeja aga oma kasvamisel cn alati vdiksem monest
jaavast suurusest, siis murd voib saada viiksemaks igast kuitahes
viikesest arvust. Tahendab, sedasama voib iitelda ka korrapérase
koolhuiknurga kiilje kohta: piiramatul kiilgede arvu kahekordisia-
misel voib ta saada vaiksemaks igast kui-
tahes viikesest arvust.

263. Jdireldus. Olgu (joon.260) AB
korrapirase kaolhulknurga kiilg, OA selle
raadius ja. OC apoteem. Kolmnurgast OAC
leiame (§ 50):

OA—-0OC<AC;
OA—0C<}AB.

Et korrapédrase koolhulknurga kiilgede
arvu piiramatul kahekordistamisel voib Joon. 260.
killg saada, nagu praegu tdestasime, viik-
semaks igast kuitahes viikesest arvust, siis
voib sedasama iitelda ka vahe OA —OC kohta. Niisiis, korraparase
koolhulknurga kiilgede arvu piiramatul kahekordistamisel voib raa-
diuse ja apoteemi vahe saada vdiksemaks igast kuitahes viikesest
arvust. Seda voib viljendada ka teisiti: korrapdrase koolhulknurga
kiilgede arvu piiramatul kahekordistamisel piirviirtus, millele lihe-
neb apoteem, on raadius.

264. Ringi pindala. Joonestame ringisse, mille raadius on R,
mingi korrapdrase koolhulknurga. Olgu

selle hulknurga pindala S,
= = timbermoot p,
P 5 apoteem a.

Me nédgime (§ 252, jéreldus),‘ et nende suuruste vahel on olemas
seos

1
S=§p‘ a.
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Niiiid oletame, et selle hulknurga kiilgede arv kahekordistub piira-
matult. Siis iimbermoot p ja apoteem a (jarelikult ka pindala S)
suurenevad, seejuures ldheneb {imbermddt piirvédirtusele, milleks
on ringjoone pikkus C, apoteem aga ldheneb piirvddrtusele, mis on
vordne ringi raadiusega R. Sellest jéreldub, et hulknurga pindala

ldheneb piirvdartusele, mis vordub %C-R. See piirvddrtus ongi

ringi pindala arvuline véirtus. Seega voime kirjutada, kui ringi
pindala tédhistada S-ga, et

S=5C-R,

DI

s. t. ringi pindala vordub ringjoone pikkuse ja poole raadzuse kor-
rutisega.

Et C=2aR, siis
S=§ . 27R - R=nR?,

s. t. ringi pindala vordub raadiuse ruudu ning ringjoone ja dia-
meetri pikkuste suhte korrutisega.

265. Jareldus. Ringide pindalad suhtuvad nagu raadiuste
v0i diameetrite ruudud.

Toepoolest, kui S ja S; on kahe ringi pindalad, R ja R, on aga
nende raadiused, siis

S=nR?

Ja
Sl=ﬂR12;

siit

S _ R R2 4Rz (2R)*
L anz 4R1 (2R1)2 :

266. Ulesanne. 1. Arvutada ringi pindala, kui ringjoone

pikkus on 2 m.
Selleks leiame enne raadluse R vordusest:

2nR =
millest

R=—=03183...
Siis méddrame ringi pindala:
S=nR?=xn (—};)2 =1 —03183... (m).
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267. Ulesanne 2. Joonestada ruut, mis oleks pindvordne
antud ringiga.

Seda iilesannet, mis on tuntud nimetuse all «rin gi kvadra-
tuur», ei saa lahendada sirkli ja joonlaua abil. To6epoolest, kui
tahistame otsitava ruudu kiilje tédhega x ja ringi raadiuse tdhega R,
siis saame vorrandi:

¥2=nR?,
millest
R :x=x:R,

s. t. x on poole ringjoone ja selle raadiuse keskmine vérdeline. Jire-
likult, kui on teada 16ik, mille pikkus vordub poole ringjoonega,
siis on kerge joonestada ruutu, mis on pindvordne ringiga, ja
timberp6ordult: kui on teada ringiga pindvérdse ruudu kiilg, siis
voib joonestada 16igu, mille pikkus vordub poole ringjoonega. Sirkli
ja joonlauaga pole aga voimalik joonestada 16iku, mille pikkus vor-
duks poole ringjoone pikkusega, jérelikult pole voimalik tapselt
lahendada iilesannet ringi kvadratuurist. Ligikaudselt saab iiles-
ande lahendada, kui enne leida poole ringjoone ligikaudne pikkus
ja siis selle 16igu ja raadiuse keskmine vordeline.

268. Teoreem. Sektori pindala vordub tema kaare ja
poole raadiuse korrutisega.

Sisaldagu sektori AOB kaar AB (joon. 261) n kraadi. On
ilmne, et sektori, mille kaar on 1°, pindala on 3% ringi pindalast,

Bt ’;—ﬁg. Jarelikult sektori (mille kaar on n°) pindala on:

aRn __aRn R

S="50 — 180 * 3
Et aga murd %’ valjendab kaare pikkust (§ 239), siis, tahis-
tades selle tdhega s, saame:
S=s-’—;.

269. Segmendi pindala. Selleks et leida segmendi pindala, kui
on antud segmenti piirav kaar s ja kool AB (joon. 261), tuleb arvu-
tada eraldi sektori AOBsA ja kolmnurga AOB pindala ning esime-
sest lahutada teine.

Kui aga kaare mootarv pole suur, voib segmendi pindala maa-
rata jdrgmise ligikaudse valemi jargi (me esitame selle
toestuseta): '

segmendi pindala =§ bh, (1)
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kus b on segmendi alus (joon. 262) ja h —korgus. On toes-
tatud, et viga, mis tekib selle ligikaudse valemi. rakendamisel, on
seda vaiksem, mida vdiksem on suhe ki : b; naiteks kui A on viiksem

P e

r—-§h-
—h

b
Joon. 261. Joon. 262

kui gb (see esineb siis, kui kaar on viiksem kui 50°), siis osutub

viga viiksemaks kui 1% pindalast.
Tédpsema tulemuse annab keerukam valem:

segmendi pindala =§bh+ ;% : . (2)

Harjutusi.
Toestada teoreemid.

1. Roéopkiilikus on diagonaali mistahes punkti kaugused kahest lahiskiiljest
poordvordelised nende kiilgedega.

2. Trapetsi pindala vordub iihe haara ja teise haara keskpunktist esimesele
haarale tommatud ristloigu korrutisega.

3. Kaks nelinurka on pindvordsed, kui nende diagonaalid ja nurgad diago-
naalide vahel on vastavalt vordsed.

4. Trapetsi diagonaalide [5ikumisel tekib diagonaalide ja trapetsi aluste
vahel kaks kolmnurka. Kui nende kolmnurkade pindalad on vastavalt p? ja
¢%, siis kogu trapetsi pindala on (p+g¢)2.

5. Korrapirase k(‘)(')lkuusnﬁrga pindala on 7 korrapirase puutujakuué-

nurga pindalast.

6. Nelinurgas ABCD on diagonaali BD keskpunktist tommatud teisele dia-
gonaalile AC paralleelne sirge; see sirge l6ikab killge AD punktis E. Toestada,
et 16ik CE jaotab nelinurga pooleks.

7. Kui koimnurga mediaanid votta uue kolmnurga kiilgedeks, siis selle

teise kolmnurga pindala on 3 esimese kolmnurga pindalast.

8. Ringis, mille keskpunktiks on O, on tdmmatud ko6l AB. Raadiusele OA
kui diameetrile on joonestatud teine ringjoon. Antud ko6l 16ikab. dra nii iihest
kui teisest ringist segmendid. Toestada, et tekkinud segmentide pindalad suh-
tuvad nagu 4:1.
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Arvutusiilesandeid.

9. Arvutada tdisnurkse trapetsi pindala, kui trapetsi iiks nurk on 60° ning
on teada molemad alused, voi iiks alus ja korgus, voi iiks alus ja haar, mis
on alusega kaldu.

10. On antud trapetsi alused a ja b ja korgus h. Arvutada selle koim-
nurga pindala, mis tekib, kui haarasid pikendada nende 16ikumiseni.

11. Kolmnurga sisse on joonestatud teine kolmnurk, mille tipud poolitavad
esimese kolmnurga kiilgi; teise kolmnurga sisse on samal viisil joonestatud
kolmas kelmnurk; kolmandasse neljas jne. piiramatult. Leida nende kolm-
nurkade pindalade summa piirvaartus.

d!2. Kolmnurga kolme kiilje a, b ja ¢ kaudu arvutada kolmnurga siseringi
raadius r.

Juhis. Kui § on kolmnurga pindala, siis on kerge néidata, et

1 1 1
S:§ar+§br+§cr:pr,

kus p tahistab kolmnurga pooliiinbermootu.

Teiselt poolt, pindala S viljendub valemiga, mis oli tuletatud § "256. Siit
voib saada valemi r jaoks. ;

13. Viljendada segmendi korgus ja pindala antud ringi raadiuse r kaudu,
kui segmendile vastav kesknurk on €0°. Arvutamist teosiada kolmel viisil:
1) sektori ja kolmnurga pindalade vahe kaudu; 2) esimese (§-s 269 antud)
liihendatud valemi pohjal ja 3) teise (samas paragrahvis antud) liithendatud
valemi pohjal. Vorrelda kaht viimast tulemust teineteisega, selleks et miirata
ligikaudsete tulemuste absoluutne ja relatiivne viga.

Lahendus. b=r.

TR AT i
h=r— 3 rv3= 5/’(2—\/3)=0,1340r,

1) pindala S,= ’%’f_’_zl/i_ 2(3_1/4_3 =0,0006r2;

2 2
2) pindala Sy= 3 bh= 3+ r - 0,1340r=0,0893r%;

2 h3
3) pindala S;= gbh-{— b =0,0893r2+0,0012r2=0,0905r2.

Absoluutne viga:

pindala S,=0,0906r2—0,0893r2=0,0013r2;
pindala S3=0,0906r2—0,0905r2=0,0001r2.

Rel‘atiivx%e viga (s. o. absoluutse vea suhe moodetava suurusega):

: $;—S, 0,00132 3
pindalal S;= =8, = 0,006 =0,014=1,4%.

$—S;  0,000172

pindalal S;= T:m =0,001=0,1%.
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Niisiis, tulemus esimese ligikaudse valemi pohjal on viaiksem toelisest
tulemusest (ligikaudu) 1,4% vorra, tulemus teise ligikaudse valemi pdhjal om
aga viiksem toelisest tulemusest 0,1% vorra.

14. 1) Arvutada ringi raadius, kui on teada segmendi alus b ja korgus A-

Juhis. Taisnurksest kolmnurgast, mille hiipotenuus on r, iks kaatek

b
on 3 ja teine kaatet on r — h, leiame vorrandi:

(i

millest on kerge mairata r.
2) Arvutada ringi diameeter, kui on teada, et segmendi alus on 67,2 cne
ja korgus on 12,8 cm (vaata eelmine juhis).

Konstrueerimisiilesandeid.

15. Tiikeldada kolmnurk tema tipust ldhtuvate sirgetega kolmeks osaks,
mille pindalad suhtuvad nagu m:n:p.

16. Tiikeldada koimnurk kaheks pindvordseks osaks sirgega, mis 14abib
kiilje antud punkti.

17. Leida kolmnurga sees niisugune punkt, et sirged, mis seda punkt#
ﬁhelr(ldavad kolmnurga tippudega, tiikeldaksid kolmnurga kolmeks pindvordseks
osaks.

Juhis. Jaotame kiilje AC kolmeks vordseks osaks punktides D ja E.
Tombame ldbi D sirge paralleelselt AB-ga ja labi E sirge paralleelselt BC-ga.
Nende sirgete 1oikepunkt ongi otsitav punkt. '

18. Sama iilesanne, kuid osade suhe olgu 2:3:4 (voi iildiselt m:n: p).

19. Tiikeldada roopkiilik kolmeks pindvordseks osaks sirgetega, mis lahtu-
vad ta tipust.

20. Tiikeldada ro66pkiilik sirgega, mis ldbib antud punkti, kaheks osaks-
nii, et nende osade pindalad suhtuksid nagu m ¢ n.

Juhis. Jaotada roopkiiliku keskloik suhtes m : n ja jaotuspunkt iihendada
antud punktiga.

21. Tiikeldada roopkiilik kolmeks pindvordseks osaks sirgetega, mis om
paralleelsed diagonaaliga.-

22. Jaotada kolmnurga pindala kuldloikes, alusele paralleelse sirgega.

Juhis. Lahendatakse algebra rakendamisega geomeetrias.

23. Tiikeldada kolmnurk kolmeks pindvordseks osaks sirgetega, mis om
risti alusega. :

24. Tiikeldada ring kontsentriliste ringjoontega kaheks, kolmeks jne. pind-
vordseks osaks.

25. Tiikeldada trapets kaheks pindvordseks osaks sirgega, mis on paral-
leelne alustega.

2

Juhis. Pikendanud trapetsi haarasid nende l6ikumiseni, votta otsitavaks
otsitava sirge kaugus saadud kolmnurga tipust; koostada vorded, lahtudes
sarnaste kolmnurkade pindaladest. #

26. Teisendada antud ristkiilik teiseks ristkiilikuks, millel on antud alus-

2
27. Joonestada ruut, mille pindala oleks 3 antud ruudu pindalast.
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.

28. Teisendada ruut pindvordseks ristkiilikuks, mille kahe mittevordse

kiilje summa vo6i vahe on antud. ;

29. Joonestada ring, mis oleks pindvordne rongaga kahe antud kontsent-
 rilise rinfjoone vahel. :

30. Joonestada kolmnurk, mis oleks sarnane iihega ja pindvordne teisega

antud kolmnurkadest.
31. Teisendada antud kolmnurk pindvordseks ning vérdkiilgseks kolmnur-

gaks (algebra rakendamisega geomeetrias).
32. Joonestada antud ringi ristkiilik antud pindalaga m? (algebra raken-

damisega geomeetrias).
33. Joonestada antud kolmnurka ristkiilik antud pindalaga m? (algebra

rakendamisega geomeetrias; uurida).



Nurkade 0° kuni 90° trigonomeetriliste funktsioonide tabel.

Kraadid I Siinused | Koosinused | Tangensid | Kootangensid Kraadid
0 0,0000 1,0000 0,0000 00 90
1 0,0175 0,9998 0,0175 57,29 89
9 0,0349 0,9994 0,0349 28,64 88
3 0,0523 0,9986 0,0524 19,08 87
4 0,0698 0,9976 0,0699 14,30 86
5 0,0872 0,9962 0,0875 11,43 85
6 0,1045 0,9945 0,1051 | 9,514 84
7 0,1219 0,9925 0,1228 8,144 < 83
8 0,1392 0,9903 0,1405 7,115 82
9 0,1564 0,9877 0,1584 6,314 81
10 0,1736 0,9848 0,1763 5,671 80
11 0,1908 0,9816 0,1944 5,145 79
12 0,2079 0,9781 0,2126 4,705 78
13 0,2250 0,9744 0,2309 4,331 77
14 0,2419 0,9703 0,2493 4,011 76
15 0,2588 0,9659 0,2679 3,732 75
16 0,2756 0,9613 0,2867 3,487 74
17 0,2924 0,9563 0,3057 3,271 73
18 0,3090 0,9511 0,3249 3,078 79
19 0,3256 0,9455 0,3443 2,904 71
20 0,3420 0,9397 0,3640 2,747 70
21 0,3584 0,9336 0,3839 2,605 69
29 0,3746 0,9272 0,4040 2,475 68
23 0,3907 0,9205 0,4245 2,356 67
24 0,4067 0,9135 0,4452 2,246 66
25 0,4226 0,9063 0,4663 2,145 65
26 0,4384 0,8988 0,4877 2,050 64
27 0,4540 0,8910 0,5095 1,963 63
28 0.4695 0,8829 0,5317 1,881 62
29 0,4848 0,8746 0,5543 1,804 61
30 0,5000 0,8660 0,5774 1,732 60
31 0,5150 0,8572 0,6009 1,664 59
32 0,5299 0,8480 0,6249 1,600 58
33 0,5446 0,8387 0,6494 1,540 57
34 0,5592 0,8290 0,6745 1,483 56
35 . 0,5736 0,8191 0,7002 1,428 55
36 0,5878 0,8090 0,7265 1,376 54
37 0,6018 0,7986 0,7536 1,327 53
38 . 0,6157 0,7880 0,7813 1,280 52
39 0,6293 0,7771 0,8098 1,235 51
40 0,6428 0,7660 0,8391 1,192 50
41 0,6561 0,7547 0,8693 1,150 49
42 0,6691 0,7431 0,9004 1,111 48
43 0,6820 0,7314 0,9325 1,072 47
44 0,6947 0,7193 0,9657 1,036 46
45 0,7071 0,7071 1,0000 1,000 45

| Koosinused I Siinused IKootangensidl Tangensid

Moned arvud, mis sageli esinevad iilesannete lahendamisel.

1 . 1
A~3,1416  (umbes 37); 1%—«0,01745; Vo~14142:  V5~2.2361;

o

Q=

~0,3183;

~57°17'44”;  V3~1,73205; V6~2,4495.
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