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Tdendosusteooria ja matemaatilise statistika alused

Eessbna

Kaesoleva kursuse aluseks on 2002/2003. dppeaasta siigissemestril Tartu Ulikoolis
Matemaatika-Informaatikateaduskonna ja Fuusika-Keemiateaduskonna
infotehnoloogia eriala Ulidpilastele loetud kursus. Selle kursuse maht oli 2 punkti,
seega hdlmas ta 8 2-tunnilist loengut ja sama palju praktikume, millest osa toimus
arvutiklassis. Sellele vastabki dppevahendi struktuur: iga peatikk sisaldab tapselt

uht loengut.

Et kursust loeti tappisteaduste esindajatele, on siin (erinevalt vaikesemahuliste
kursuste tavapraktikast) esitatud ka mdningad td8estused ja matemaatilised
pdhjendused, kuigi kdigi tdestuste esitamine nii vaiksemahulise kursuse puhul pole

maodeldav.

Kursuse eesmaérgiks oli tutvustada niihasti matemaatilise statistika kui ka
tdendosusteooria pdhitddesid nii palju, et selle kursuse l&binud kuulajad suudaksid
edaspidi vajalikus kirjanduses orienteeruda ja leida iseseisvalt konkreetsetele
ulesannetele lahendusi. Loodetavasti aitab seda eesmérki saavutada ka kaesolev CD-
plaat, kusjuures sihtrihmaks v0iksid olla erinevate erialade &ppurid, kes on
kuulanud suhteliselt vaikese mahuga tdenaosusteooria, matemaatilise statistika,

statistika jaS andmeanalutsi kursusi.

E.-M. Tiit, okt. 2003.
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Statistiline sdltuvus ja statistiline mudel

STATISTILINE SOLTUVUS

Statistiline s6ltuvus kahe tunnuse vahel

Matemaatilises statistikas nimetatakse juhuslikke suurusi sageli tunnusteks.
Enamasti on Uhe korraga vaadeldavad tunnused mdddetud samal objektide hulgal,
seega moodustavad nad juhusliku vektori ehk tunnusvektori. Kui juhusliku vektori
komponendid ei ole s6ltumatud, siis on nad sdltuvad, nende vahel on statistiline

soltuvus.

Tunnused X ja Y on statistiliselt sOltumatud, kui nad ei ole statistiliselt

sOltumatud, st kui iga x ja y puhul kehtib vdrdus
Fxy (X.Y)=Fx(X)Fy(y).
kus tunnuste X ja Y jaotusfunktsioonid on vastavalt
Fx(¥), Fy(y)

ning tunnusvektori (X, Y) jaotusfunktsioon on Fyxy(X,y). Tunnused X ja Y on

statistiliselt sdltuvad, kui vérdus (1) ei kehti kdigi argumentide korral, st kui leidub

mingi selliste vaartuste paar (X, y), et vordus (1) ei kehti.

Statistiline sOltuvus on statistika Uks p&himdisteid. Tunnuste vahel on statistiline
sOltuvus siis, kui Uhe tunnuse kaitumine (jaotus) sbltub teise tunnuse vaartustest.
Statistiline s6ltuvus on vdimalik niihasti pidevate, diskreetsete kui ka pidevate ja
diskreetsete tunnuste vahel.

<Diskreetsed tunnused X ja Y on statistiliselt s6ltumatud, kui iga i ja j korral kehtib

vordus:
P(X=xj, Y=yj)= P(X=xj)P(Y=yj) ehk p;j=p; * pj,

kus Pij tahistab dhisjaotuse ning p; ja Pj vastavalt marginaaljaotuste

téendosusfunktsioone.
ePidevad tunnused X ja Y on statistiliselt sbltumatud, kui iga x ja y korral kehtib

vordus:
Fxy (X.¥)= Fx()fy (¥),

kus fyy(xy) tahistab uUhisjaotuse ning fy(x) ja fy(y) vastavalt marginaaljaotuste

tihedusfunktsioone.



Statistilise soltuvuse moiste on kasutatav ka Uldisema tunnuse madiste korral.
Tunnuste vaartused ei tarvitse olla mitte Uksnes arvud, vaid nendeks voivad olla ka
muud objektid/ omadused. Oluline on see, et iga katsetulemuse korral on tunnuse
vaartus Uheselt maaratud. Edaspidi vaatleme mdningates naidetes ka mittearvuliste
vaartustega tunnuseid, kasutades nende puhul sama sdltumatuse definitsiooni nagu

diskreetsete arvtunnuste korral.

Naide 1. Lisatud tabel sisaldab andmeid kolmes vanuses &pilaste kontrolltéo hinnete
kohta.

Hinne
Vanus 2 3 4 5 Kokku
10 1 3 7 4 15
11 3 9 21 12 45
12 2 6 14 8 30
Kokku 6 18 42 24 90

Jargmises tabelis on antud tunnuste “Vanus” ja “Hinne” Uhisjaotus ja kummagi
tunnuse marginaaljaotused. Nende abil on pdhimdtteliselt vdimalik kontrollida, kas
sBltumatuse tingimus on taidetud, kuid selleks tuleks kontrollida 12 v&rduse

kehtivust:

0,167 x 0,067 =0,011, ...jne.

Oluline on see, et ka siis, kui Uksainus vordus ei kehti, on tunnused séltuvad.

Hinne
Tingliku
Vanus 2 3 4 5 jaotuse
summa
10 0,011 | 0,033 | 0,078 | 0,044 0,167
11 0,033 | 0,100 | 0,233 | 0,133 0,500
12 0,022 | 0,067 | 0,156 | 0,089 0,333
Hinde
) ] 0,067 | 0,200 | 0,467 | 0,267 1,000
marginaaljaotus

Uhe tunnuse tinglikud jaotused teise tunnuse suhtes
Leiame nllud olemasolevate andmete pdhjal eraldi 10-, 11- ja 12-aastaste Opilaste
kontrolltdohinnete jaotuse, kasutades selleks tingliku téen&dosuse valemit,

kusjuures tingimuseks on Opilase vanus:

Prae _ P.i,_-'
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Esitame arvutustulemused alljargnevas tabelis,

tinglikke jaotusi séltuvalt dpilase vanusest:

mis sisaldab ridadena hinde

Hinne
o Vanuse
Tingimus 2 3 4 5 . .
marginaaljaotus

10-aastaste hinde jaotus | 0,067 | 0,200 | 0,467 | 0,267 1,000
11-aastaste hinde jaotus | 0,067 | 0,200 | 0,467 | 0,267 1,000
12-aastaste hinde jaotus | 0,067 | 0,200 | 0,467 | 0,267 1,000
Hinde marginaaljaotus 0,067 | 0,200 | 0,467 | 0,267 1,000

Samal viisil véime arvutada erineva hinde saanud 6pilaste vanuse tinglikud jaotused,

mis paiknevad alljargnevas tabelis veergu

Tingimus
Hinde 2 | Hinde 3 | Hinde 4 | Hinde 5
Vanuse
saanute | saanute | saanute | saanute .
Vanus marginaal -
vanuse- | vanuse- | vanuse- | vanuse- .
] ] ] ) jaotus
jaotus jaotus jaotus jaotus
10-
0,167 0,167 0,167 0,167 0,167
aastased
11-
0,500 0,500 0,500 0,500 0,500
aastased
12-
0,333 0,333 0,333 0,333 0,333
aastased
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Kui tunnused on sdltumatud, siis tuleneb uldisest valemist vahetult alljargnev

jareldus, mida illustreerivad ka lisatud néited.

Séltumatute tunnuste X ja Y korral thtivad alati tunnuse X tinglikud jaotused

sama tunnuse marginaaljaotusega, kui tingimus on méaratud tunnusega Y.

See seos kehtib igatutpi tunnuste korral. Viimast tingimust kasutades on lihtne

defineerida ka pideva ja diskreetse tunnuse vahelist s6ltuvus.

=Kui X on diskreetne ja Y pidev juhuslik suurus, siis on X ja Y sdltumatud parajasti

siis, kui Y tinglik tihedusfunktsioon fy(y|x) ei s6ltu X vaartusest x.

Esitatud seos on kasulik ka selleks, et ilma arvutusteta tunda ara soOltumatute

tunnuste Uhisjaotust — selgub, et sGltumatute tunnuste Uhisjaotuses on nii



read kui ka veerud vordelised.

Statistiline soltuvus erineb pdhjuslikust sbltuvusest selle poolest, et statistiline
sOltuvus on vastastikune — kui tunnus X soltub tunnusest Y, siis s6ltub ka Y
tunnusest X. Naiteks kui lapse pikkus séltub pdhjuslikult oluliselt tema vanusest,
kuid pikkuse muutus ei pohjusta sisuliselt kuidagiviisi vanuse muutumist, siis

statistiline s6ltuvus pikkuse ja vanuse vahel on vastastikune.

Statistilise sbltuvuse/ sGltumatuse tdhtsus

1.S6ltumatud vaatlused sisaldavad maksimaalselt teavet uuritava objekti kohta,
selletéttu jalgitakse valimit moodustades enamasti seda, et vaadeldavad objektid
oleksid sdltumatud (naiteks ei voeta mdnikord valimisse sama leibkonna liikmeid).
2.Samadel objektidel m&ddetud erinevate tunnuste statistilise s6ltuvuse abil on
voimalik mitmetes eluvaldkondades ilmnevaid sdltuvusi/ nahtusi modelleerida.
3.Kui eesmargiks on konstrueerida mudel, siis selgitatakse, kas uuritav juhuslik
suurus sOltub statistiliselt mudeli argumentidest — vastasel korral on mudeli
konstrueerimine mdottetu ja véimatu.

4.Mida tugevam on kahe tunnuse vaheline statistiline sdltuvus, seda rohkem teavet
sisaldab Uks tunnus teise kohta ja seda paremini (tapsemalt) on Uht tunnust
kasutades vdimalik teise tunnuse vaartusi prognoosida.

5.Statistiline soltuvus on teatavas mottes uUldistuseks funktsionaalse soéltuvuse
madistele, statistilise soltuvuse tugevust moddetakse tema l|adheduse kaudu

funktsionaalsele séltuvusele.

Statistilise sOltuvuse tugevus ja olulisus

Kui statistikas kdneldakse soltuvusest kahe tunnuse vahel, siis tekib kaks tahtsat
kusimust:

eKui tugev see sbltuvus on? (ehk — kas seda sOltuvust saab kasutada mudelite
koostamiseks ja tunnuse véartuste ennustamiseks?);

eKas valimi pdhjal avastatud soltuvus kehtib ka tUldkogumis, ehk kas see sdltuvus

on statistiliselt oluline?

Need kusimused on kull omavahel seotud, kuid ei Uhti, sest sdltuvuse olulisus
tuleneb mitte ainult valimi pd&hjal leitud s6ltuvuse tugevusest, vaid ka valimi
mahust. Selletdttu vdivad suurte valimite puhul leitud suhteliselt ndrgad séltuvused
olla statistiliselt olulised, st kajastada vastavaid s6ltuvusi Uldkogumis. Seevastu
vaikeste valimite puhul vdivad isegi suhteliselt tugevad séltuvused kajastada Uksnes

valimi isedrasusi ning mitte olla Uldistatavad Uldkogumile.

Statistilise seose tugevust iseloomustavad seosekordajad

Statistilise s6ltuvuse mddtmiseks kasutatakse statistilise seose kordajaid, mida
nimetatakse ka assotsiatsioonikordajateks vdi kontingentsuse kordajateks. Neid on
erinevate autorite poolt defineeritud mitmeti, kuid (peaaegu) kdigil on teatavad

uhisjooned.

1.Statistilise seose kordaja vaartus muutub O ja 1 vahel.
2.Kui tunnused on statistiliselt s6ltumatud, siis on seosekordaja véartus 0.
3.Kui tunnuste vahel on téielik statistiline sdltuvus, siis on seosekordaja vaartus 1.

4. Tugevamale seosele vastab suurem seosekordaja véaartus.



Statistilise seose kordajad arvutatakse valimi p&hjal, nad on valimi statistikud. Uhe
osa puhul neist on teada ka neile vastavate statistikute jaotus, selliseid

seosekordajaid saab kasutada ka seose olulisuse kontrollimiseks.

Taielik statistiline sbltuvus

Selgitamist vajab see, mida mdista taieliku statistilise séltuvuse vahel. Siin on kaks
voimalust:

a.Taielik vastastikune soltuvus, mis seisneb selles, et teades Uhe tunnuse
vaartust vdib tapselt o6elda ka teise tunnuse vaartuse ja vastupidi. Taielik
vastastikune soltuvus saab aset leida Uksnes tunnuste vahel, millel on vdrdne arv
vaartusi (vaartusklasse) ja sel juhul on Uhisjaotuse jaotustabelis igas reas ja igas
veerus ainult Uks nullist erinev arv (st et kdik tinglikud jaotused on mittejuhuslikud
ja kédunud konstandiks).

b.Taielik Uhepoolne sdltuvus, mis seisneb selles, et teades Uhe tunnuse vaartust
voib tapselt o6elda ka teise tunnuse vaartuse, kuid mitte vastupidi. Taieliku
Uhepoolse sbltuvuse korral on tunnuste vaartuste arvud erinevad, Uhe tunnuse
tinglikud jaotused on konstandiks k&dunud, teise omad aga mitte. Alati saab
suurema vaartuste arvuga tunnuse vaartust teades tapselt delda vaiksema tunnuste

arvuga tunnuse vaartus, ent mitte vastupidi.

Naide 2.
Kolmes erisuunitlusega klassis tehti 0Opilastele kolm testi, mis mddtsid nende
teadmisi ja oskusi erinevates valdkondades (vt tabel, kus on margitud testi

positiivselt sooritanud Opilaste arv).

Testi tulemus I blokk |1l blokk |11l blokk
Tappisteaduste klass |20 0 0
Loodusteaduste klass |0 35 0]
Kunstiklass 0 0 15

1.Tabelis on vOrdne arv ridu ja veerge ning igas reas ja igas veerus on ainult tks
nullist erinev sagedus. Sel juhul on kehtivad jargmised asjaolud:

~lga esimese tunnuse vaartusega esineb koos ainult Uks teise tunnuse vaartus.
eKummagi tunnuse tinglikud jaotused teise tunnuse suhtes on mittejuhuslikud.
<Tunnuste vahel on Uks-Uhene vastavus, st et Uhe tunnuse vaartust teades on

voimalik tapselt maérata ka teise tunnuse vaartus.

Naide 3.

Viies erinevas klassis tehti Opilastele kolm testi, mis mddtsid nende teadmisi ja
oskusi erinevates valdkondades (vt tabel, kus on margitud testi positiivselt
sooritanud Opilaste arv).

Esitatud naites on tegemist mittearvuliste vaartustega tunnustega — Uhe tunnuse

vaartuseks on klassi nimetus vai tuup, teise vaartuseks — testiblokk.

Lemmikharrastus I blokk Il blokk | 11l blokk




Tappisteaduste klass A 20 0 0
Loodusteaduste klass A 0] 35 0]
Kunstiklass 0 0 15
Tappisteaduste klass B 10 0 0
Loodusteaduste klass B 0] 15 0]

Tabelis on ridu rohkem kui veerge, seega ei saa tunnuste vahel olla Uks-Uhest
vastavust. Naeme, et klassi jargi on vBimalik Uheselt ennustada testitulemust, kuid
vastupidine pole Uldiselt véimalik: teades, et juhuslikult valitud dpilane tegi edukalt

testibloki 11, pole teada, kas ta k&ib loodusteaduste klassis A voi B.

Statistilise s6ltuvuse olulisus
Tunnuste X ja Y vahelist statistilist séltuvust nimetatakse oluliseks (olulisuse nivool

i) siis, kui olulisuse nivool Z 6nnestub t8estada sisukas hiipotees H, alljargnevast

hipoteesipaarist:

e Hq: Tunnused X ja Y ei ole Uldkogumis séltumatud.

* Hp: Tunnused X ja Y on uldkogumis s6ltumatud.

Uks vdimalusi statistilise séltuvuse olulisuse t&estamiseks on hii-ruut statistiku
kasutamine sarnaselt eelmises loengus kasutatud juhuga. Selleks valime
teoreetiliseks jaotuseks uUhisjaotuse, mis tekiks siis, kui vaadeldavate tunnuste
empiirilised jaotused oleksid s6ltumatud:
PIX =X, ¥ i %
=X, Y=yl o
Sel juhul tuleks eelmises loengus kasutusele vfetud hii-ruut-statistiku

2
o iy ('ﬁf_.l'.l' "r-'l_.l'lo.":l
g __.I'E .'=E1 ”_,l'lﬂi

tuletamisega sarnase mottekaigu abil saadud statistiku kuju jargmine:

Selle statistiku asimptootiline jaotus nullhtipoteesi 6igsuse korral on hii-ruut jaotus

vabadusastmete arvul (m4 — 1)(m, — 1). Uhtasi on selge, et erijuhul, kui empiiriline
jaotus on soltumatu, on statistiku H vaartus 0. Hupotees Hy kummutatakse ja

sisukas hiuipotees vOetakse vastu siis, kui statistiku H vaartus on nii suur, et sellele

vastav olulisuse tdenaosus on suurem Kkui 2.

Kuna statistiku H jaotus on teada asumptootiliselt, siis tuleb selleks, et kasutada
statistikut H statistilise seose olulisuse kontrollimiseks, jélgida seda, et sagedused

Ki. ja k.j ei oleks liiga vaiksed (rusikareegel on, et igasse tabeli lahtrisse peaks

teoreetiliselt sattuma vahemalt 2-5 vaatlust). Vastasel korral ei tarvitse tehtud
jareldused kehtida.



Statistilise sbltuvuse tugevus. Crameri seosekordaja

Selleks, et teatava statistiku abil statistilise s6ltuvuse tugevust mddta, on
otstarbekas teha selgeks, missugune on tema vaartus téieliku statistilise sdltuvuse
korral. Arvutame hii-ruut statistiku vaartuse taieliku statistilise séltuvuse korral,
lahtudes alljargnevast tabeli kujust, kus marginaaljaotused on diskreetese Uhtlase

jaotusega ja n = km:

1 2 m
1 k k
2 k k
m k k
k k k n

Saame siis hii-ruut-statistiku vaartuseks:

22 a7
Hz%”“ﬂ'—ﬁwm-n%l :nﬂ[ﬁle[m- 1 + (- 1N |= mim -1k =
=n(m-1)

Loomulik on maarata seosekordaja vaartus nii, et tabelis esitatud lihtsaima kujuga
sOltuvuse korral omandab ta vaartuse 1. Siit tulenebki Uks populaarsemaid
statistilise seose kordajaid, Crameri kordaja, mis on juhul, kui X ja Y vaartuste arv

on sama, defineeritud seosega

Crameri seosekordaja mdddab statistilise seose tugevust, tema vaartused muutuvad
0 ja 1 vahel, kusjuures O vastab séltumatule ja 1 taielikult sdltuvale (Uks-uUheses
vastavuses olevale) kahe tunnuse uUhisjaotusele. Tuleb aga tddeda, et olukord, kus
valimi pdhjal moodustatud empiiriline jaotus on séltumatu, on vaga haruldane. Kui
aga empiirilise jaotuse puhul on tegemist ndrga seosega, VvOib teoreetiline jaotus

olla sdltumatu.

Uldisemad statistilise seose kordajad

Kui tunnustel X ja Y on vaartuste arvud erinevad, vastavalt m; ja m,, siis

kasutatakse Crameri seosekordaja jaoks avaldist,

_ H
e

mille muutumispiirkond on sama ja mis naitab Uhepoolse seose tugevust (kui hasti

on lihema skaalaga tunnus prognoositav pikema skaalaga tunnuse jargi).

Teine Crameri kordaja uldistus on TSuprovi seosekordaja

J H _
iy - 1img - 1]



Selle valemi jérgi arvutatud kordaja maksimaalne vaartus on 1 ainult sel juhul, kui
mi=ms,.
Nende seosekordajate eeliseks on see, et nende arvutamisel kasutatakse hii-ruut-

statistikut, mille abil on vbimalik kontrollida statistilise seose olulisust.

Jarelemotlemiseks

1.Kuidas muutub statistiline s6ltuvus siis, kui Uhisjaotuse tabelis ridu ja veerge
vahetada?

2.Kuidas muutub statistilise seose tugevus siis, kui kdiki sagedusi korrutada
konstandiga c?

3.Kuidas muutub statistilise seose olulisus siis, kui kodiki sagedusi korrutada
konstandiga c>17?

4.0lgu uhel tunnusel m vaartust, teisel 2m véaartust. Kumma tunnuse (Uhepoolne)

sbltuvus teisest on uldjuhul tugevam?

@ WRETUSED
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Sundmus. Klassikaline ja geomeetriline tdenédosus

SUNDMUSE MOISTE

Mis on stohhastika?

Stohhastika on teadus juhuslikkusest, mis sisaldab niihasti téenaosusteooria,
matemaatilise statistika kui ka juhuslike protsesside teooria elemente, kuid ka nende
edasiarendusi. Kaeolev kursus sisaldab kaht osa — tdendosusteooriat ja matemaatilist
statistikat.

Katse ja elementaarsundmus

Juhuslikkuse mdiste aluseks on katse, so tegevus, mille tulemus ei ole ette teada.
Tdendosusteoorias eeldatakse, et

ekatse tingimused on tépselt fikseeritud;

ekatse on (I6pmata palju kordi) korratav samade tingimuste pusides;

-vbimalike katsetulemuste hulk on ette teada.

Katsetulemust nimetatakse elementaarsiindmuseks. Kdigi katsetulemuste hulk £}

moodustab elementaarsindmuste ruumi.

Naited:

1. Lifti astub rihm tudengeid ja sOidab neljandale korrusele. Katse korraldaja
loendab, mitu tudengit on liftis. Selgub, et tudengite arv liftis on juhuslik.

2. Katse korraldajat huvitavad kuivaperioodide pikkused Tartus. Ta margib iga
vihmasaju alguse ja 18pu aja ning arvutab kuivaperioodi kestuse. Selgub, et
kuivaperioodi kestus on juhuslik.

3. Reisija, kes bussi sdidugraafikut ei tea, tuleb bussipeatusesse ja saab teda, et
busside liikkumise intervall on 12 minutit. Tema ooteaja pikkus on juhuslik.

4. Vaga lihtne katse on téringuvise. Taringuviskel saadud silmade arv on

juhuslik.

Neljanda katse puhul on selge, et katsel on kuus vdimalikku tulemust ehk
elementaarsiindmust. Ka esimesel katsel on 16plik arv vBimalikke tulemusi. Teisel ja

kolmandal katsel on aga vdimalike katsetulemuste arv I8pmata suur.

Sundmus
Sindmused moodustuvad elementaarsindmustest, sindmused on elementaar-

sindmuste hulgad.

Naited:
1. Esimese katse puhul vdime maaratleda mitmesuguseid sindmusi, naiteks A --

liftis s6idab Uksainus tudeng; B — liftis sGidab vahemalt kimme tudengit; C — liftis



sGidab paarituarv tudengeid; D — liftis s6idab viis kuni kimme tudengit.

2. Teise katse puhul véime maaratleda Idpmata palju erinevaid stindmusi, naiteks —
kuivaperiood kestis alla Uhe péeva; kuivaperiood kestis kaks kuni kolm nadalata,
kuivaperiood kestis ule kuu aja jne.

3. Samuti on kolmanda katse korral vdimalikke sindmusi sama palju kui erineva
pikkusega kuni 15-minutilisi ajavahemikke, seega |I6pmata palju.

4. Neljanda katse puhul on lihtne loetleda koik selle katse abil maaratletud

sindmused. Kui palju neid on?

@ WRETUSED

Antud siindmus toimub katse korral siis, kui katse tulemusena esineb moéni selles

stindmuses sisalduv elementaarsiindmus.

Kuna sindmused on defineeritud elemantaarsindmuste hulkadena, siis on loomulik
maaratleda ka siindmus, millele vastab tuhi hulk — see on véimatu sindmus.
Voimatu sindmuse tahis on . Sundmus, mis sisaldab  koiki
elementaarsiindmusi, on kindel siindmus ja tema tahis on &} — see on ihtlasi
kogu elementaarsindmuste ruumi tahis.

= Vdimatu stindmus ei toimu katse tulemusena kunagi.

« Kui katse tehakse, toimub kindel sindmus alati.

Kui lift mahutab 10 inimest, siis on vBimatu, et sellega sdidaks 100 inimest. Samuti
on kindel, et sditjate arv liftis on vaiksem kui 50. Taringuviskel pole vdimalik saada 8
silma ja on kindel, et saadav silmade arv on kas 1, 2, 3, 4, 5 v0i 6.

Sindmusi, mis pole ei kindlad ega vdimatud, nimetatakse juhuslikeks

sindmusteks.

Sundmuse taiendsiindmus (vastandsundmus)

Igal sindmusel on Uheselt maaratud taiendsiindmus, mis toimub parajasti siis,
kui sindmus ise ei toimu. Naiteks esimese katse sindmuse B taiendsiindmus on
see, kui liftis s6idab alla 10 tudengi. Sindmuse D tdiendsindmus on aga selline —

liftis sbidab kas alla viie vdi Ule kimne tudengi. Taiendsiindmuse sumboliks on

(sageli) kriips simbolil: Avdi ka AC.

-

F 3
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Sundmuste summa
Olgu A ja B suindmused, mis defineeritud sama katse kaudu.
Sundmuste summa 4 ' B toimub parajasti siis, kui toimub kas siindmus A,

siindmus B vdi mélemad.



Naitel korral on summaks & .1 [ stiindmus, et liftis sdidab vahemalt viis tudengit:
« Kui sdidab ule 10 tudengi, siis toimub B;
= Kui sdidab 5, 6, 7, 8 vbi 9 tudengit, siis toimub D;

Kui s6idab 10 tudengit, siis toimuvad mdlemad — B ja D.

-]

4TE

Sundmuste korrutis

Olgu A ja B suindmused, mis defineeritud sama katse kaudu.

Sundmuste korrutis A ™ B toimub parajasti siis, kui toimub nii sindmus A
kui ka sindmus B.

Naite 1 korral on korrutis 5 i [ sindmus, et liftis sdidab kiimme tudengit

A B

Sundmuste vahe

Olgu A ja B sindmused, mis defineeritud sama katse kaudu.

Sundmuste vahe A\B toimub parajasti siis, kui toimub sindmus A ja
sindmus B ei toimu.

Naitel korral on vahe C\D siindmus, et liftis sbidab kuus, kaheksa voi kimme

tudengit.

AR




Valistavad (mittelihtjad) sindmused
Kui kaks stindmust ei saa Uhe katse tulemusena toimuda, siis on nad (lUksteist)
valistavad. Naite 1 korral on sundmused A ja B vélistavad, samuti ka sindmused A

jaD.

Valistavate sindmuste korrutis on v@imatu sindmus, sest ta ei sisalda uUhtki

elementaarsindmust.

Sundmuste jareldusseos

Kui kdik sindmuses A sisalduvad elementaarsindmused sisalduvad ka sindmuses B,
siis jareldub sindmuse A toimumisest sindmuse B toimumine, mida maéargitakse nii:
A—rBehk A E.

Sundmuste taisslsteem

Kui sindmused A1, Ay, ..., A rahuldavad jargmisis tingimusi:

1. Nad on (paarikaupa) valistavad;
2. Nende summa moodustab kindla sindmuse,

siis nimetatakse seda suindmuste hulka sindmuste taissusteemiks.

A B
o




lga sundmus moodustab koos oma vastandsindmusega sindmuste téissusteemi.

Jarelemdotlemiseks

1.Miks toimub kindal sindmus alati?

2.Kuidas saaks sundmuse vastandstindmuse defineerida sindmuste vahe kaudu?
3.Kas kahe sindmuse summa ja samade suindmuste korrutis vfivad olla omavahel
vOrdsed?

4 .Missugused on uldjuhul sisaldusseosed sindmuste ja nende summa vahel?
Sundmuste ja nende korrutise vahel? Sindmuste ja nende vahe vahel?

5.Defineerige nn summeetriline vahe, mis koosneb kahe sindmuse neist
elementaar-sindmustest, mis teises siindmuses ei sisaldu.

6.Missugustest valistavatest sindmustest koosneb tldjuhul kahe siindmuse summa?

@ WAETUSED
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Sundmus. Klassikaline ja geomeetriline tdenédosus

KLASSIKALINE TOENAOSUSE MOISTE

Klassikaline tdendosuse mdiste

Kuigi iga juhusliku sindmuse kohta on teada, et ta vOib toimuda vdi mitte toimuda,
on siiski erinevate sundmuste toimumise v8imalused erinevad. Seda iseloomustabki
siindmuse tdéendosus, so sindmuse toimumise vdimalikkuse méot. Uldiselt pole
aga mingi sindmuse tdendosust sugugi lihtne méarata.

Klassikaline tdenéosus

Kdige lihtsam on tdendosust leida niisuguste katsete puhul, millel on I6plik arv
vordtdoenaoseid katsetulemusi ehk elementaarsiindmusi, nagu naiteks
taringuviskel. Vordtdendosuse omadus ei ole matemaatiliselt kontrollitav, see on
eeldatav ja tuleneb katsekorralduse teatavast simmeetriast — naiteks mundiviskel
peab munt olema korrapérane, taringuviskel on kdik taringu tahud vérdse kuju ja
suurusega ning taringu raskuskese asub geomeetrilises keskpunktis jne. Sellise juhu

jaoks sobib alljargnev téendosuse definitsioon, mis vBeti kasutusele juba keskajal.

Sindmuse tdendosus voOrdub selles sundmuses sisalduvate elementaar-

sindmuste arvu k ja kdigi elementaarsindmuste arvu n jagatisega.

Sundmuses sisalduvaid elementaarsindmusi nimetatakse ka selle sindmuse jaoks
soodsateks katsetulemusteks. Niisugusel viisil defineeritud téenaosust nimetatakse
klassikaliseks tden&osuseks.

Nii saame arvutada, et naiteks taringuviskel on iga silmade arvu saamise t6en&aosus
1/6, aga naiteks paarisarvulise tulemuse saavutamise téenaosus 3/6=0,5.

Tdendosuse simboliks on P, P(A) tahistab sindmuse A tdendosust.

Tdenaosuse omadused

Tdenédosuse definitsioonist jarelduvad jargmised tdendosuse omadused:

1. Téendosuse vaartus on O ja 1 vahel, kusjuures vBimatu siindmuse téenaosus on 0
ja kindla sindmuse tdenaosus on 1.

2. Kui sindmused A ja B on vélistavad, siis kehtib vérdus:
P(AUB) = P(A) + P(B). (1)

See omadus jareldub vahetult tden&osuse definitsioonist, kus kp tahistab sindmuses
A ja kg — sundmuses B sisalduvate elementaarsiindmuste arvu. Et siindmused on

véalistavad, siis sisaldub nende summas

kA+kB



elementaarsiindmust ja kehtib ilmne vordus:

Ha, Mo HatRg

1 f 1

3. Sindmuse ja tema vastandstiindmuse tdenaosuste summa on 1, ehk
P(A®)=1 — P(A).

Klassikalise tdendosuse korral kehtib ka omaduse 1 poérdvaide — kui sundmuse
tdendosus on 0, siis ta on vdimatu ja kui sindmuse téendosus on 1, siis ta on kindel.
Sdndmust, mille (klassikaline) téen&aosus on suurem kui null ja vaiksem kui ks,

nimetatakse juhuslikuks sindmuseks.

Téenaosuste liitmise teoreem
Teoreem vaidab, et

Kahe suvalise sundmuse summa téenaosus avaldab jargmiselt:
FlAoBI=FA1+F(B1-F(Am B).

Viimane omadus vajab téestamist. Tdestuse juures on abiks lisatud joonis.

* Sundmus A on esitatav kahe valistava sindmuse summana:
A=1AVEIw (Am B)
= Sindmus B on esitatav kahe vélistava sindmuse summana:
A={AvBlho (Am B)
* Sindmuste A ja B summa on
(AVEIw (A Bl (BY A,

kusjuures kdik sindmused on taas valistavad.

« Arvutades nlidd otsitava summa tdendosuse, saame:
FiAoBI=F{AI+F(BVAI=F A1+ FIB)-F (A~ B),

mida oligi tarvis tdestada.

(4 ]

Omaduste 1 ja 2 ning tdestatud teoreemi pdhjal on vdimalik arvutada kodigi
stiindmuste klassikalisi tdendosusi, mis on saadud teatavate tuntud sindmuste

summade ja vahede tulemusena (ja avalduvad samade elementaarsiindmuste abil).

Jarelemotlemiseks



1.Kuidas on seotud sindmuse ja tema vastandsiindmuse tden&osus?

2.Kui tunnus A jareldub tunnusest B, missugune on siis nende tdendosuste suuruse
vahekord?

3.Missugused vorratused seovad sindmusi hende summa ja vahega?

4.Tuletada valem kolme sindmuse summa tdendosuse jaoks.

5.Kas on métet Kkinnitusel, et mingi sundmus jareldub kindlast sindmusest?

Voimatust sindmusest?

@ WAETUSED
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Sundmus. Klassikaline ja geomeetriline tdenédosus

GEOMEETRILINE TOENAOSUS

Geomeetriline tden&osus 18igul

Tegelikult ei ole ndue, et elementaarsindmuste arv oleks I6plik, tdendosuse
defineerimisel oluline. Naiteks bussipeatuses ootamise naite puhul on erinevate
katsetulemuste/ elementaarsindmuste arv I6pmata suur. Eeldame, et kindel
stindmus £} on bussi saabumine 15 minuti jooksul ning mingil ajavahemikul (tq, t5)

bussi saabumise tben&osus on vordeline selle ajavahemiku pikkusega t; — t,. Siis on

vbimalik vajaliku ooteaja kestuse téenaosust arvutada valemist

ty-f
Py ="

Samal p6himottel defineeritaksegi geomeetriline tdenaosus.

Kui tdendosusruum &2 on 16ik pikkusega L ja elementaarsiindmused on selle I8igu
punktid, siis on kdik sellel I6igul paiknevad I6igud ja vahemikud suindmused. Iga
sindmuse A tdendosus on maaratud valemiga P(A) = I(A)/L, kus I(A) tahistab

I16igu A pikkust.

Geomeetriline téenaosus tasandil

Samal viisil vBib mé&aratleda ka geomeetrilise tdendosuse tasandil ja ruumis.

Maaratlemaks geomeetrilist tdendosust tasandil loeme teatava pinnaosa
téendosus-ruumiks pindalaga S ja koik sellel pinnaosal paiknevad punktid
elementaarsiindmusteks. Mingi kujundi A tdendosus on selle kujundi pindala

s(A) ja téenaosusruumi pindala S suhe P(A) = s(A)/S.

Geomeetrilise téendosuse korral interpreteeritakse sageli katset (so juhusliku punkti
valikut) naiteks tulistamisega marklaua pihta v6i punkti juhusliku viskega
marklauale. Oluline on siinjuures see, et nn marklaua kdigi piirkondade tabamine

toimub vordse tdendosusega (mis sdltub ainult piirkonna suurusest).



[~ [

Az

Joonisel on koguruumi pindala 12, sindmus A koosneb kolmest ruudust, neist igaiks
on pindalaga 1 ja sindmuse A t6enaosus on seega Ya.

Geomeetrilise tdendosuse omadused

Enamus klassikalise t6endosuse omadusi kehtib ka geomeetrilise téenédosuse korral.
Tdenédosuse definitsioonist jarelduvad jargmised tdendosuse omadused:

1. Téendosuse vaartus on O ja 1 vahel, kusjuures vBimatu sindmuse tdéenéaosus on O
ja kindla sindmuse téendosus on 1.

2. Kui suindmused A ja B on vélistavad, siis kehtib vdrdus:
P(AUB) = P(A) + P(B). (2)

See vaide tuleneb 16igu pikkuse ja kujundite pindala aditiivsusest ning ei vaja
taiendavat tdéestamist.

Geomeetrilise tdendosuse korral kehtib ka tdenaosuste liitmise teoreem, sest selle
tdestamise juures me ei kasutanud klassikalise tdendosuse maéaaratlust ega

eriomadusi.

Erinevalt klassikalisest tdenaosusest on geomeetrilise tdéendosuse korral
elementaarsundmuse t6endosus vOrdne nulliga. Siit tuleneb, et erinevalt
klassikalisest t6endosusest ei ole geomeetrilise téenadosuse korra nulltéendosusega
sindmus alati vBimatu ega ka uUhiktden&osusega sundmus alati kindel.

Jarelemdtlemiseks

1.Vaatleme elementaarsindmuste ruumina 18iku pikkusega 5a. Vastaku sindmusele
A 16ik pikkusega a, siindmusele B 18ik pikkusega 2a. Missuguseid vaartusi voivad
omandada sindmuste A\B ja B\A tdendosused?

2.Mis on vBimatu sindmus (ruumis, kus on defineeritud geomeetriline téenéosus)?
3.Kuidas interpreteerida olukorda, kus sundmuse tdendosus on O, kuid sindmus ei
ole vdimatu?

4.0lgu P(A) = 0,4 ja P(B) = 0,8. Kas need stindmused saavad olla vélistavad?
5.Missuguses vahemikus saavad olla eelmises punktis margitud sindmuste A ja B

puhul sindmuste AUB, A\B ja B\A t6enaosused?

@ WRETUSED
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Statistiline tdendosus ja suurte arvude seadus. Sundmuste sdltuvus

STATISTILINE TOENAOSUS

Tdenaosuse uldine moiste

Nagu selgus, pole olemas uhtset eeskirja, mille alusel saaks k&ikvdimalike
sindmuste jaoks tdendosust arvutada. Kull aga on tehtud selgeks teatavad
omadused, millele peab vastama elementaarsiindmuste ruumil £} defineeritud
funktsioon selleks, et ta vOiks olla tdendosus. Need omadused tulenevad A. N.
Kolmogorovi poolt 20.sajandi 30ndatel aastatel sdnastatud aksiomaatilisest
tdendosuse kasitlusest. MBnevdrra lihtsustatult on need jargmised:

1.TGenédosus on mittenegatiivne elementaarsindmuse funktsioon, seega alati gy =g

2.Kogu téendosusruumi e. kindla sindmuse téenéosus on 1
3.Téendosus on aditiivhe, st et kui A ja B on Uksteist vélistavad sundmused, siis
kehtib vordus

P(A UB)=P(A) + P(B).

3*.Viimane omadus peab kehtima ka Idpmatu koonduva stindmuste jada korral:

kus endiselt eeldatakse, et sundmused on Uksteist valistavad.

Praktiliselt saab mingi katse abil defineeritud sindmustele mé&éarata tdenéosused siis,
kui on teada (1) aluseks olev elementaarsiindmuste ruum, (2) eeskiri, millega igale
elementaarsiindmusele omistatakse tdendosus ja (3) on selge, et omistatud
tdendosused rahuldavad tdendosuse ndudeid 1-3 (Idpmatu elementaar- sindmuste

sUsteemi korral lisandub 3%).

Kuigi geomeetriline tdenaosus avardab maéargatavalt nende sindmuste ringi, mille
jaoks on vOimalik tdendosust arvutada, lisades Idpmatu (mitteloenduva)
tdendosusruumi, jaab siiski tle vaga palju sindmusi, mille tdenéosusi seni esitatud

reeglid arvutada ei véimalda. Niisugused on siindmused 1 ja 2 toodud néidetes.

Katseseeria ja statistiline tdenaosus

Paljude reaalses elus esinevate sindmuste jaoks saab arvutada valja statistilise
tdendosuse. Selleks tuleb korraldada katseseeria, mille pikkus n on korraldaja valida,
kuid see tuleb enne katsete algust ette maarata. Kdik seeriasse kuuluvad katsed
peavad olema korraldatud tépselt samades tingimustes, kusjuures eriti oluline on

see, et need tingimused ei tohi katseseeria korral muutuda ega ka sdltuda eelnevate



katsete tulemustest. Nii saadud katseseeria korral on iga uUksiku katse tulemus
kasitletav elementaarsindmusena, kusjuures need elementaarsindmused

on vordtdenaosed. Kogu katseseeria moodustab siis elementaarsindmuste ruumi
0o

Olgu A sindmus, mis vaadeldava katse tulemusena vdib esineda vdi mitte esineda.
Katseseeria puhul saame mo606ta, mitu korda sindmus A esines. Sundmuse

esinemiste arv k on sagedus, suhe k/n aga suhteline sagedus.

Sundmuse A suhtelist sagedust k/n katseseerias pikkusega n nimetatakse selle

siindmuse statistiliseks téenaosuseks.

Statistilise tdenaosuse omadused

Fikseeritud pikkusega katseseeria puhul on statistilise t6endosuse omadused
peaaegu samad, mis klassikaliselgi tdenadosusel. Statistilise tdenaosuse
definitsioonist jareldub, et:

1.T6endosuse vaartus on O ja 1 vahel, kusjuures vBimatu sindmuse téen&aosus on O
ja kindla sindmuse tdenaosus on 1.

2.Kui suindmused A ja B on Uksteist valistavad, siis kehtib vdrdusreale (vt valem (1)

loengust 1):
P(A UB) =P(A) + P(B).

See vaide tuleneb statistilise tdendosuse definitsioonist Uksikute katsetulemuste kui
elementaarsiindmuste kaudu téapselt sarnaselt klassikalise tdendosusega.
Statistilise tdendosuse korral kehtib ka tdendosuste liitmise teoreem, kusjuures selle

tbestus langeb tapselt ihte sama teoreemi t6estusega klassikalise tdenéosuse jaoks.

Statistilisel tdenaosusel on ks oluline erinevus vorreldes klassikalise tdendosusega.

= Sellest, et mingi sindmuse statistiline tdendosus vordub nulliga, ei jareldu see, et
ta on vBimatu.

« lga suindmus, mille statistiline tden&osus on 1, ei ole kindel siindmus.

Nende omaduste poolest sarnaneb statistiine tdendosuse geomeetrilise

tdendosusega.

Statistilise téendosuse juhuslikkus

Statistilise t6enaosuse puhul tuleb arvestada seda, et katseid korrates saadakse
uldiselt erinevad katseseeriad, ning enamasti on erineva katseseeria korral arvutatud
sama stindmuse statistilised tdeniosused erinevad. Uldiselt erinev tulemus saadakse
ka siis, kui sama katseseeriat jatkatakse. Tekib kisimus — kas nii muutlikust

téendosuse néitajast uldse on mingit kasu?

Selgub siiski, et on. Kogemuslikult on teada, et kui katseseeriad on kullalt pikad, siis
tavaliselt hakkavad suhtelise sageduse vaartused mingile konstandile lahenema. Kuid
see ldhenemine ei toimu nii, nagu toimuvad piirprotsessid nn mittejuhuslikus
matemaatikas, kus tavaliselt jada elemendi ja piirvdartuse erinevus iga sammuga

aina vaheneb.

Tdenaosuse jargi koondumise graafiline pilt

Juhuslikkude stndmuste matemaatikas toimub ka koondumine teisiti, nagu vdime



veenduda lisatud graafikutelt. Neil on kirjeldatud miundiviskel kirjapoole

pealelangemise (sindmuse A) suhtelise sageduse graafikud kolme 120-viskese
seeria puhul.
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Graafikut jalgides paneme téhele, et:

eEsialgu on graafikul saehambuline kuju vastavalt sellele, kas jarjestikusel katsel
toimus stindmus

Katseseerianr2

o9
18]

t
l
or |
|
|

(1 }]

i
03 L| h_.'h'lr
02 ILJ

0.1

1 7 13 189 25 31 3IF 42 48 55 61 67 ¥3 79 85 91 oF 103 109 115 121

A vOi mitte.

eHammaste suurus aegapidi vaheneb, kuid murdjoon moodustab ebakorrapéraseid
laineid. Uks
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lainetuse miinimumpunkte on 35. katsel, jargmine, véaiksema suigavusega aga 78.
katsel.

«Suhtelise sageduse graafiku kuju muutub katsete arvu suurenemise tulemusena
jarjest siledamaks.

Samasugust Uldist tendentsi naitavad ka kahe sarnase katseseeria protokollid.
Joonis, millel on kolme katseseeria protokollid koos, naitab, et uldiselt kaituvad
katseseeriad erinevalt, kuigi nditeks esimese ja teise katseseeria viis esimest punkti
Uhtivad. Uhtivad ka esimese ja kolmanda punktid jarjekorranumbritega 10—12.
Niisugune olukord leiab aset veel vaatluste 60, 62 , 63 ja 70 korral. Sama kehtib ka
esimese ja teise vaatlusseeria puhul, kus samad vaartused on punktides 18—20 ja
90 ning 92. Tahelepanuvaarne on vaatlus nr 66 — siis on k8igi kolme vaatlusseeria

korral suhtelise sageduse vaartuseks 0,5.

Suhteliste sageduste jada kolme katseseeriakorral
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Viimasel joonisel on esitatud samad katseseeriad kuni 1000 katseni; horisontaalteljel
on tehtud skaalateisendus, nii et graafikul paikneb neli korda kitsam sageduste riba
kui eelmisel graafikul. Sellel graafikul ilmneb, hoolimata vahepealsetest vongetest,
suhteliste sageduste lahenemine Uksteisele alates 600ndast vaatlusest. Niisugune
graafiku kuju iseloomustab koonduvust, mida nimetatakse koonduvuseks

téendosuse jargi.
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Suurte arvude seadus
Untlasi illustreerivad k&ik esitatud joonised suurte arvude seadust, mille

sbnastame kaesolevas loengus ilma tdestuseta.

«Olgu mééaratud katse, mille tulemusena on vdimalik sindmuse A esinemine.
eEeldame, et sundmuse A tBendosus p = P(A) on teada (naiteks arvutatud
klassikalise vOi geomeetrilise téendosusena).

«Olgu sundmuse A suhteline sagedus n katse korral k,/n, kus k, on sindmuse

esinemiste arv (sagedus) n katse korral.
«Siis koondub katseseeria piiramatul pikenemisel siindmuse A suhteline sagedus

tdenaosuse jargi selle sindmuse tdenaosuseks:

Suurte arvude seaduse seos statistilise tdendosusega

Suurte arvude seaduse oluline jareldus on see, et killalt pika katseseeria korral
erineb statistiline tdenaosus killalt vahe oma piirvaartusest, mida vdib lugeda
téendosuse “Oigeks” vaartuseks. Praktika seisukohast on aga kdige tdhtsam see, et
fikseeritud katseseeria korral arvutatud statistiline tdenaosus rahuldab
téendosuse pdhiomadusi 1—3, ning seega on selle kasutamine igati korrektne.
Fikseeritud pikkusega katseseeria korral ei ole tarvis kontrollida tdendosuse omaduse
3* taidetust. Kull aga on omadus 3* oluline suurte arvude seaduse puhul, kui

kasitletakse katseseeriate jada.

Statistilist tdenaosust vdib nimetada ka 0&ige, ent mitte teadaoleva tdenaosuse
hinnanguks. Hinnangu md&istega kohtume kursuse teises, statistikale puhendatud
osas. Kuna statistiline tdenadosus sisaldab teatavat juhuslikku viga, vodib tema
vaartust soovi korral ka Ummardada. Siiski pole alust arvata, et ko&ik “diged”
tdendosused on naturaalarvude jagamisel saadud lihtsa struktuuriga ratsionaalarvud,

nagu me saame klassikalise téendosuse arvutamisel.

Praktiliste Ulesannete lahendamisel kasutatakse ko&ige sagedamini statistilisi

tdendosusi. Siinjuures on aga Uuldiseks ndudeks, et tegemist on Uhe katseseeria



alusel maaratud téenaosustega.

Jarelemdotlemiseks

1.0lgu katseseerias n katset, ning olgu leitud sindmustele statistilised tdendosused.
Tehakse (ks taiendav katse ja arvutatakse wuued statistilised t8enaosused.
Missuguste siindmuste puhul erinevad uued téenaosused eelmistest?

2.Kui suur on kisimuse 1 (Ulesandes kodige suurem erinevus endise ja uue
téenéosuse vahel?

3.Kas on vodimalik selline katseseeria, mille korral statistiline tdendosus kogu
katseseeria korral ainult kasvab? Kui on, siis millal?

4.Kas on vBimalik niisugune Kkatseseeria, mille korral suhtelise sageduse ja
tdenadosuse erinevuse absoluutvaartus iga katse korral kahaneb?

5.Kas t6enaosuste liitmise teoreem kehtib siis, kui sindmused A ja B on defineeritud
kull sama katse tulemuste poéhjal, kuid neist Glhe tdendosus on mééaratud n katsest
koosneva seeria pdhjal, teise tdenaosuse maaramisel kasutati katseseeriat, milles

esialgsele n katsele lisandus veel m tdiendavat katset?

@ WAETUSED
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TINGLIK TOENAOSUS JA SUNDMUSTE SOLTUVUS

Tingimus

Katse korraldamise juures oli ndudeks katsetingimuste fikseeritus ja pusivus.
Monikord aga vOib lisaks katsega mé&aratud tingimustele defineerida taiendavaid
tingimusi ka sindmuste abil. Naiteks on teada, et mingi sindmus B toimub/ toimus,
ja pakub huvi leida teiste sindmuste tdendosused seda tingimust arvestades.
Sisuliselt tdhendab tingimus B teatava lisainformatsiooni olemasolu
katsetulemuste kohta, ning tavaliselt on otstarbekas seda kasutada.

Néaide

1.Vaatleme tudengite hulka liftis, kui on teada, et lift mahutab vaid 10 inimest. Siis
vBime tingimuseks B lugeda sindmuse, et liftis on kuni 10 inimest, ning kdigi teiste
siindmuste tdenaosusi arvutame seda tingimust arvesse vottes.

2.Vaatame taringuviske Ulesannet, kui on teada, et taringul ei langenud peale

maksimaalne silmade arv 6.

Tingliku tdendosuse puhul on vdimalike elementaarsindmuste hulk piiratud ja kindla
siindmuse £ asemele asub niid tingimust maarav siindmus B — vdimalikud on

ainult selles siindmuses sisalduvad elementaarsiindmused.

Tinglik tden&osus

Leiame sundmuse A tingliku tdendosuse tingimusel B, ning tahistame seda
simboliga P(A/B).

Selleks arutleme jargmiselt:

e Sindmuse A toimumine tingimusel B tdhendab tegelikult sindmuste A ja B koos
toimumist, st sindmuste korrutise & — 5 toimumist.

e Kui kehtib tingimus B, siis moodustavad sundmuses B sisalduvad
elementaarsindmused kindla sindmuse.

Seda arvestades saame stundmuse A tingliku tdendosuse avaldiseks tingimusel B

jargmise murru:

piaspr ot ':;“ (%5)_ (3)

Iga sundmusega B maéaratud tinglikud téen&dosused on tden&osused, st nad
rahuldavad tingimusi 1—3. Erinevuseks vdrreldes tingimatute tdendosustega on see,

et tingliku tden&osuse puhul on £2 = B, kus B tahistab tingimust maaravat siindmust.

Sundmuste korrutise tdenaosus



Tingliku tdendosuse valemist (3) tuleneb teine praktikas vaga sageli vajalik valem —

see on sindmuste korrutise téenaosuse valem:
FiAnBI=F (BIFPA/IBY=F(AYFIBIA). (4]
Kuna kahe sundmuse korrutis on kommutatiivne (st ei olene tegurite jarjestusest),

siis on vOrduse keskmine ja parempoolne avaldis samavaarsed. Tdendosuste

korrutamise tBenédosuse lause saame sdnastada jargmiselt.

Kahe sundmuse korrutise tdenaosus vordub Uhe sindmuse tBendosuse ja teise
sindmuse tingliku téendosuse korrutisega, kusjuures tingimuse maarab esimene

stindmus.

Sundmuste sOltumatus
Mdnikord ei lisa Uhe siindmuse B toimumine ja sellega maaratud tingimus mone
teise sindmuse A toimumise kohta, mingit tdiendavat informatsiooni ja ei muuda

selle tden&ost, st et kehtib seos
P(A)= P(A / B).

Sel korral 6eldakse, et sindmus A ei sbltu sindmusest B.

Asetades saadud vorduse valemisse (4), saame seose
Fid~BI=F{AF(B). (D)

Seos (5) kehtib parajasti siis, kui sindmus A ei sdltu sindmusest B, kuid tema
simmeetrilisusest A ja B suhtes jareldub, et siis ei sdltu ka sindmus B siindmusest
A. Seega:

e Sindmused A ja B on s6ltumatud, kui kehtib v&rdus (5).

e SUndmuste sdéltumatus on vastastikune.

Sundmuste soltuvus

Sundmuste sbltuvus defineeritakse sbltumatuse eitusena — kui sindmused ei ole
s6ltumatud, on nad séltuvad. Ka sindmuste sbéltuvus on vastastikune, siin ei
tehta vahet, kumb sindmustest teist mdjutab. Kull aga vdib vaadelda mdjutuse
suunda selles mdttes, et peale sindmuse B toimumist v8ib sindmuse A tdendosus
kas suureneda vdi vaheneda. Vahel Oeldakse selle kohta, et sindmusel B on
sindmusele A kas positiivne (tdendosust suurendav) vdi negatiivne (tdenaosust

vahendav) mdaju.

Naide

Olgu ulesandeks leida, kuidas mdjutab leibkonna vaesusesse sattumise tdéenaosust
(1) leibkonnapea kdrgem haridus; (2) see, kui leibkonna moodustab Uksikvanem
alaealise lapse v0i lastega.

Vaeseks loetakse 2001. aastal Eestis leibkonda, mille netosissetulek tarbimisihiku
kohta on véiksem kui 1488 krooni kuus. Tarbimisuhikute arv leibkonnas maaratakse

Eestis vastavalt valemile
t=1+0,8(p-1),

kus p on leibkonnaliikmete arv. Seega 3-liikmeline pere kuusissetulekuga 3900



krooni kuus ei ole vaene, kuid 2-liikmeline pere kuusissetulekuga 2600 krooni on
vaene.

Ulesande lahendamiseks saame kasutada sotsioloogiliste uuringute péhjal arvutatud
statistilisi tdendosusi.

eDefineerime sindmuse A — leibkonna sissetulek on vaiksem kui kehtestatud
vaesuspiir. Sindmuse A t6enaosus leibkonna eelarve uuringute andmetel on 0,24.
eDefineerime siindmused B — leibkonnapea on kdérgharidusega ja C — tegemist on
lapse vOi lastega Uksikvanema perega. Nende sindmuste tdendosused on vastavalt
0,20 ja 0,04.

«Statistiliselt saab leida ka sindmuste korrutise tdendosusi, sest ka need on
sindmused, mille suhtelisi sagedusi saab arvutada.

«Sundmus Am 8 tahendab seda, et tegemist on vaese leibkonnaga, kus
perekonnapea on kdrgharidusega. Selle sindmuse téendosus on 0,02.

eSindmuse 4 in & tdendosus on 0,03. See naitab, kui suur on tdenaosus selleks, et
juhuslikult valitud leibkond on Uksikvanema leibkond ja tema sissetulekud on allpool
vaesuspiiri.

-Nuud saame leida tinglikud tdendosused P(A/B) ja P(A/C).

<Kui leibkonnapea on kdrgharidusega, siis on leibkonna vaesusesse sattumise
téendosus on P(A/B) = 0,02/0,20 = 0,10.

«Kui leibkonnas on lksik vanem ja laps v0i lapsed, siis on leibkonna vaesusesse
sattumise téenaosus P(A/C).= 0,03/0,04 =0,75.

Naeme, et 0,10<0,24, seega korgharidusega perekonnapeaga leibkonna vaesusesse
sattumise tdendosus on ule kahe korra vaiksem kui keskmise leibkonna vaesusesse

sattumise téenaosus.

Teiselt poolt, 0,75>0,24, seega lapse vdi lastega Uksikvanema perel on vaesusesse

sattumise téenaosus on ule kolme korra suurem kui keskmisel perel.

Toodud néaited selgitavad Uhtlasi seda, kuidas tinglikud t6en&dosused vbéimaldavad

kasutada lisateavet.

Jarelemotlemiseks

1.Kas Uksteist vélistavad sindmused on séltuvad voi sdltumatud?

2.Kui Uks sundmus jareldub teisest, mida v0ib siis 6elda tinglike tdendosuste kohta?
3.Kas siis, kui Uks siindmus jareldub teisest, on tegemist sdltuvate v&i s6ltumatute
sindmustega?

4.Kas katsetulemused (elementaarsindmused) on omavahel séltuvad?

5.Millega vordub Uksteist valistavate sindmuste korrutis?

6.Kas sindmus ja tema vastandsiindmus on omavahel séltuvad?

@ WRETUSED
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BAYESI TEOREEM

Bayesi teoreem

Kaheksateistkimnenda sajandi keskel tfestas inglise teadlane T. Bayes teoreemi,
millele on kaasajal uUles ehitatud vaga oluline suund matemaatilises statistikas. Selle
teoreemi sisuks on anda eeskiri katse toimumise jargselt saadud informatsiooni
arvestamiseks selle katsega seotud siindmuste tdendosuste hindamisel, tldisemalt —
lisainformatsiooni kasutamine tdenaosuste arvutamisel. Kodigepealt tdestame

Uldkasuliku valemi, mida tuntakse taistdendosuse valemina.

Taistdenaosuse valem

Tinglikke tdendosusi on modnikord sobiv kasutada ka tingimatu tdendosuse
arvutamiseks. Uhe vBimaluse selleks pakub taistdendosuse valem, mille eeldused on
jargmised.

Moodustagu sindmused Hq, Ho, ..., Hi sindmuste tdissusteemi, st et

e Nad on Uksteist valistavad;

 Nende summa moodustab kindla siindmuse.

- Eeldame, et sindmuste H; tden&osused P(H1), ..., P(Hy) on teada.

e Olgu sindmus A sama katse abil defineeritud, ning olgu teada tema tinglikud
téendosused sindmuste H; suhtes P(A/Hq), ..., P(A/H}).
= Siis avaldub siindmuse A tdendosus jargmise valemiga:
I
P=X PUATHYPH), (6

i=1

mida nimetatakse taistéenaosuse valemiks.

Taistdenaosuse valemi téestamiseks paneme tdhele, et tehtud eelduse tottu kehtib

vordus
k
Q=2 H,
i=1
jarelikult ka
&
A=Y AnH

ja eelduste tottu ka



Kasutades iga liidetava puhul téendosuste korrutamise eeskirja (4) saamegi valemi

(6), mida oligi tarvis tdestada.

Naide 2.1.
Lisatud tabelis on naidatud k&igi Eesti koolilaste jaotus maakondade jargi ja igas
maakonnas venekeelses koolis 6ppivate oOpilaste arv. On tarvis leida, kui suur on

tdenaosus selleks, et juhuslikult valitud Eesti 6pilane kéib venekeelses koolis.

Maa- i B Ida- Laane- . .

Harju | Hiiu Jégeva | Jarva |Laane P6lva | Parnu |Rapla | Saare | Tartu | Valga | Viljandi | V&ru
kond Viru Viru
P(Hi) |0,358|0,009(0,118| 0,030 |0,031|0,024 | 0,055 |0,026|0,072|0,030|0,030{0,1110,028| 0,046 |0,032
P(A/Hi) |0,369| O 0,804 | 0,050 {0,020]0,053| 0,086 |0,018|0,092| O 0] 0,125|0,148| 0,013 |0,025

Tabeli teine rida annab td&en&osuse selleks, et juhuslikult valitud 6pilane kuulub
mingisse maakonda, kolmas rida aga tingliku téendosuse selleks, et vastava
maakonna juhuslikult valitud &pilane kaib venekeelses koolis. Esitatud kusimusele

vastuse saamiseks kasutame valemit (6):
P(A) = 0,358x%0,369+0,118%0,804+...+0,032x0,025 = 0,262.

Saadud arv — 0,262 — ongi otsitav tdendosus, et juhuslikult valitud dpilane kaib
venekeelses koolis ehk venekeelsete koolide fpilaste suhtelist sagedust Eesti dpilaste

seas.

Bayesi valem
Eeldame taas, et vaadeldava katse tulemuste kaudu on maaratud sindmuste

taissisteem Hq, Ho, ..., Hk , mille tdenédosused P(H4), ..., P(Hy) on teada. Lisaks

sellele on sama katse abil defineeritud siindmus A, mille kohta on teada tema
tinglikud tdenéosused sindmuste H; suhtes P(A/Hq), ..., P(A/Hy).

Oletame, et katse tulemusena sindmus A toimus. Nudd on vdimalik sindmuste H;

tdenaosusi tapsustada, arvutades nende tinglikud téendosused P(Hi/A) valemist.
PIHFPATH,
PWHM;FLQ—L—j-

Y PH) PUATH)
i=1

=12, .0 & (T

Valemit (7) nimetatakse Bayesi valemiks. Bayesi teoreemi puhul kasutatakse
jargmisi termineid:
«Sundmusi H; nimetatakse hiupoteesideks;

Tingimatuid tdenaosusi P(H;) nimetatakse aprioorseteks ehk eeltdenaosusteks.

*Tinglikke t6en&osusi
P(Hi/A)

nimetatakse aposterioorseteks ehk jareltdendosusteks.

Paneme tahele, et Bayesi valem kehtib iga hipoteesi korral. Kuna hipoteesid




moodustavad stindmuste taissisteemi, siis peab ka jareltdenaosuste summa olema

vordne Uhega.

Bayesi teoreemi téestus
Valemi (7) vasakul poolel asuv tinglik tden&dosus avaldub vastavalt definitsioonile (3)

jargmiselt:

F{Am H)
P{HJ-IA}=W :

Lugejas paiknev sindmuste korrutise tdendosus avaldub vastavalt valemile (4)

tdenaosuste korrutisena:
F i e H|,-]| = P[H,-]l P[AIH,-]L

Nimetajas oleva sindmuse A tBenaosuse avaldamiseks kasutame taistdendosuse
valemit (6).
Sellega on teoreem tdestatud.

Naide 2.2.

Jatkame néites 2.1 vaadeldud llesannet. Eeldame, et juhuslikult valitud &pilane kaib
venekeelses koolis. Kui suur on téenédosus, et ta on parit Harjumaalt? Ida-Virumaalt?
Viljandimaalt?

Selle Ulesande lahendamiseks tuleb meil leida sindmuse A (6pilane kadib venekeelses

koolis) ja hupoteesi H; (6pilane kéib koolis Harjumaal) korrutise tdendosus, mida

saame teha, kasutades korrutise tdendosuse valemit (4) ja tabelis antud andmeid:

FiAn~ H)=0.258 x0368=0132

Et sindmuse A (Opilane kaib venekeelses koolis) tdendosus on eelmise naite pdhjal
0,26, siis on otsitav tinglik tden&dosus 0,132/0,26= 0,51.

Sarnaselt on lihtne leida, et tBendosus, et venekeelse kooli dpilane 6pib Ida-
Virumaal, on 0,36, seevastu aga Oppimine Jarva-, Pdlva- Viljandi- ja Vérumaal on
arvutustipsuse piires tdendosusega 0, kuid pole vdimatud sindmused. Seevastu aga
Hiiumaal venekeelses koolis 6ppimine on vBimatu siindmus, sest selles maakonnas ei
ole Uldse vene 0Oppekeelega koole. Kontrollimise tulemusena ilmneb, et tinglike
tdendosuste summa on 1, mis kinnitab arvutuste digsust. On naha, et jareltdendosus
(tapsustatud téendosus) suureneb osas maakondades eeltdendosusega vorreldes,
osas aga vaheneb. Tdendosuste muutumise suurus ilmestab seda, kui tdhusalt
sindmuse A toimumine tapsustas hupoteeside tBenaosuse hinnanguid — osutus
vBimalikuks osa hilpoteese kui vBimatud (Hiiumaa, Raplamaa, Saaremaa) hoopis
kdrvale jatta ja keskenduda kdige tdendosemate hipoteeside (Harjumaa, lda-

Virumaa) kontrollimisele.



Opilaste sagedusjactus maakonniti ldiselt P(Hi) ja vene
dppekeelega koolides P{Hi/A)

0 500
0,400 - —
0200 -
0000 — |_ o SO o | e [ = [ — — |_|_| e == | Y
Harju | Hiiu [lda-“dro |Jdgeva | Jdrva | Lidne La;:Je- Pélwa | Pdmu | Rapla | Saare | Tartu | “Walga [ljiandi | W
O PCHi o352 | 0,009 (00118 | 0,030 | 0031 | 0024 | O055 | 0,026 | O0OF2 | 0,030 ( 0030 | 0,111 | 0,023 | 0,046 | 0,032
OPiHifAy | 0504 | 0,000 | 0,363 | 0006 0002 | 0,005 | 0015 0,002 | 0026 | 0,000 | D000 | 0053 (0016 | 0,002 ( 0003

Jarelemotlemiseks

1.Millega vordub Bayesi valemi jargi arvutatud jareltdenaosuste (aposterioorsete

téendosuste summa)? Miks?

2.Kas v6ib juhtuda nii, et mingi sindmuse H; korral on eeltéendosus positiivhe, kuid

jareltdendosus vordub nulliga? Millal see nii juhtub?

3.Mida vbib o6elda sindmuse A kohta, kui koik jareltdendaosused on vastavate

eeltdendosustega vordsed?

@ WRETUSED
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Juhuslik suurus ja vektor. Jaotus ja tema esitused

JUHUSLIK SUURUS JA VEKTOR

Juhuslik suurus

Juhusest ei sOltu mitte ainult sindmuste toimumine vOi mittetoimumine, vaid
juhusest voib sdltuda ka mdni arvuliselt véaljenduva suuruse vaartus. Lihtne naide
selle kohta on lauaméang, kus kdigepealt veeretatakse taringut ja seejarel astutakse
nii mitu sammu, nagu taring néitab. Sammude arv s6ltub katse tulemusest, so

juhusest.

Juhusliku suuruse maaratlus

Juhuslikuks suuruseks nimetatakse elementaarsiindmuse arvuliste vaartustega
funktsiooni. Vdime 6elda ka nii — juhuslik suurus omandab iga katsetulemuse korral
mingi arvvaartuse. Siinjuures on oluline, et kui mingil jargmisel katsel sama tulemus
kordub, on ka juhusliku suuruse vaartus sama. Seega ei saa juhusliku suuruse
erinevate vaartuste arv olla suurem kui antud katse korral esineda vdivate erinevate
katsetulemuste arv.

Kui juhuslikul suurusel on 16plik v8i loenduv hulk vaartusi, siis nimetatakse teda
diskreetseks. Kui juhusliku suuruse vaartuste hulk on mitteloenduv, siis on
tegemist pideva juhusliku suurusega. Juhusliku suuruse tahiseks on sageli tdhed
X, Y, Z]ne.

Juhusliku suuruse jaotus ja tdenaosusfunktsioon

Juhuslikku suurust iseloomustab lisaks tema vaartuste hulgale veel tema jaotus, mis
nditab erinevate vaartuste/ vaartushulkade esinemise tdenéaosust. Jaotuse aluseks on
vastavate elementaarsindmuste tdendosused. Kui mingi katsetulemuste hulga A
korral on juhusliku suuruse X vaartuseks x, siis tdhendab see Uhtlasi, et juhuslik
suurus X omandab vaartuse x tdéendosusega p = P(A). Seda margitakse ka nii: P(X

=X) =p.

Jaotusel on mitu vBimalikku esitust. Diskreetse juhusliku suuruse esitusena
kasutatakse peamiselt tdenaosusfunktsiooni, mis néitab iga juhusliku suuruse

vaartuse puhul tema esinemise tdenaosust:

P(X :Xi): Pi» i =1, .., m,

m tahistab juhusliku suuruse X erinevate vaartuste arvu, ! = 7 ja n on erinevate
katsetulemuste arv.
Tdenaosusfunktsiooni puhul on alati taidetud jargmised tingimused:

1. Kbik téendosused p; on mittenegatiivsed;



2. Téenaosusfunktsiooni kdigi tdendosuste summa on 1,

n
21*5'!:1-
|I=

Viimane tingimus tédhendab sisuliselt seda, et kui katse teostatakse, siis omandab
selle katse tulemuste abil defineeritud juhuslik suurus kindlasti mingi vaartuse, kuid
mitte kunagi rohkem kui Uhe vaartuse. Seda nimetatakse ka tdenaosusfunktsiooni

pohiomaduseks.

Juhusliku suuruse abil defineeritud sindmused
Juhusliku suuruse abil on véimalik defineerida mitmesuguseid siundmusi, naiteks:
X=a, X>c, X<b,d<X<e.

K&igi nende sindmuste téenaosusi saab arvutada, teades juhusliku suuruse jaotust.

Empiiriline jaotus

Naide 3.1

Vaatleme juhusliku suurusena Eesti (ldhariduskooli Oppurite vanusejaotust 1.
septembril 2001.

f)ppu rite vanusejaotus 1. sept. 2001 (protsentides)

0 —

—IHE

(=N

\Y Opilast Suhteli . . ) .
anus | Lpriaste uhtetine Uks vdimalus juhusliku suuruse
arv sagedus uksikvaartuste tdendosuste maaramiseks
5 2 0 on suhteliste sageduste kasutamine, nagu
6 1461 0.7 tehtud ka lisatud néaites. Niisugusel viisil
saadud juhusliku suuruse jaotust
7 13130 6,32 nimetatakse empiiriliseks jaotuseks.
8 15210 7,33 T . . .
Empiirilisi jaotusi esitatakse tavaliselt
9 17015 8,2 tabelina (vt lisatud tabel), kus vaga sageli
10 18500 8,91 suhtelised sagedused avaldatakse
protsentidena ja lisaks illustreeritakse
— 20649 9,95 tihti graafiku (nt tulpdiagrammi) abil.
12 21327 10,27 L . .
Empiiriline jaotus vdib olla tapne sel
13 22302 10,74 juhul, kui tegemist on I&pliku
14 21732 10,47 uldkogumiga, kus kodik objektid on
samavaarsed ja selle uldkogumi kdigi
15 20195 9,73 objektide puhul on tunnuse vaartus
16 17022 8,2 madratud. Niisugune on olukord
k&esolevas naites.
17 13399 6,45
Teise vOimalusena saadakse empiiriline



18 5300 2,55
jaotus  siis, kui juhusliku suuruse
19 335 0,16 . . S
vaartuste esinemise sagedusi hinnatakse
20 33 0,02 katseseeria pobhjal, st rakendatakse
Kokku | 207612 100 statistilist tdendosuse madistet.

Juhuslik vektor ja selle jaotus

Kui sama katse abil on defineeritud mitu juhuslikku suurust, siis nad moodustavad
juhusliku vektori, mille iga komponent on juhuslik suurus. Vektorit iseloomustab
tema komponentide Udhisjaotus, mis néitab iga komponentide vaartuste
kombinatsiooni jaoks selle esinemise tdendosust. Kui juhusliku vektori Uhel
komponendil on m ja teisel h vaartust, siis on juhuslikul vektoril kokku mh erinevat
vaartust. Tavaliselt tahistatakse Uhisjaotuse tdenaosusfunktsiooni téenaosusi

tahisega pjj. Ka uhisjaotuse tdenaosused rahuldavad téenaosusfunktsiooni tingimusi

1 ja 2, neist viimane on esitatav kujul:

iE pij = 1.

il
I=13=1
Naide 3.2

Alljargnevas tabelis on esitatud Eesti kuni 6. klassi Opilaste Uhisjaotus vanuse ja
klassi jargi 1.09.2001..

Tden&osused on esitatud, nagu empiiriliste jaotuste korral tavaks, protsentides.

Vanus/ klass 1 2 3 4 5 6 Kokku
5 0 0 0 0 0 0 0

6 1,34 0.01 |O 0 0 0 1,35
7 10,63 |1,44 |0,02 |O 0 0 12,09
8 0,71 11,57 (1,71 0,02 0 0 14,01
9 0,04 |0,79 |12,95 [1,83 0,05 0 15,66
10 0,01 0,11 |1,17 13,4 2,31 0,04 |17,04
11 0,01 0,02 |0,23 1,66 14,49 2,56 |18,97
12 0 0,01 |0,06 [0,36 |2 14,33 |16,76
13+ 0,01 |0,02 |0,05 |[0,22 0,68 3,27 |4,15
Kokku 12,75 |13,97 (16,19 |17,39 |19,53 20,2 |100

Tabeli alumises ja parempoolses reas on esitatud vastavalt Opilaste jaotus vanuse
jargi ja klassi jargi, need on juhusliku vektori komponentide jaotused ehk Uhisjaotuse
marginaaljaotused. Paneme téhele, et Uhisjaotusest on vb8imalik marginaaljaotusi
leida vastavalt ridu vdi veerge pidi summeerimisel. Vastupidine — marginaaljaotuste
jargi Uhisjaotuse maaramine — ei ole pdhimdtteliselt vdimalik. Juhusliku vektori

jaotust saab naitlikustada mitmema®&d6tmelise tulpdiagrammi abil.



Opilaste jaotus vanuse ja klassi jargi
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Juhusliku vektori komponentide sGltumatus

Juhusliku vektori (X, Y) komponendid on séltumatud, kui iga i ja j korral kehtib
tingimus:

py= P X = x)P (V=)

st et Uhisjaotus avaldub tédies ulatuses marginaaljaotuste korrutisena.

Juhusliku suuruse funktsioon

Juhuslikule suurusele vBib rakendada mitmesuguseid funktsioone — teda logaritmida,
korrutada konstandiga, astendada — tulemuseks on Uldiselt kdneldes ikka juhuslik
suurus, mille vaartused saab arvutada, rakendades vastavat funktsiooni algsele
juhuslikule suurusele ning omistades nii saadud vaartustele endiste vaartuste
téendosused. Seega on juhusliku suuruse funktsioon juhuslik suurus. Kui mingi
katse tulemuste abil on defineeritud mitu juhuslikku suurust, st juhuslik vektor, siis
on vdimalik defineerida juhusliku vektori komponentide summa, vahe, korrutise jne.
Ka juhusliku vektori komponentide funktsioon on juhuslik suurus. Juhusliku
suuruse vdi vektori funktsioonina defineeritud juhuslikul suurusel ei saa olla rohkem
erinevaid vaartusi kui vastaval juhuslikul suurusel/ vektoril. Saadava juhusliku
suuruse vaartuste tdendosused arvutatakse nende jaoks soodsate katsetulemuste
téendosuste pdhjal.

Jarelemétlemiseks

1.0lgu antud kolm Uhesugust kahe vaartusega juhuslikku suurust. Mitu erinevat
vaartust on nende summal?

2.0lgu antud kolm kahe véartusega juhuslikku suurust, kusjuures nende véaartused
on erinevad. Mitu erinevat vaartust on nende summal? Kas see arv séltub ka sellest,
missugused on nende juhuslike suuruste vaartused?

3.Defineerige juhuslik suurus 1-sendise, 5-sendise ja 10-sendise mindi abil nii, et



juhusliku suuruse vaartuseks on peale jaanud (kirjapoolel paiknevate) arvude

summa.

@ WRETUSED
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Juhuslik suurus ja vektor. Jaotus ja tema esitused

DISKREETSED JAOTUSSEADUSED

Teoreetiline diskreetne jaotus
Teine v@imalus diskreetse jaotuse defineerimiseks on méaarata see mingi eeskirja/
valemi abil. Niisuguseid jaotusi nimetatakse ka jaotusseadusteks. Kuigi

pohimdatteliselt maarab jaotuse iga arvude [p;, i = 1, ..., m] komplekt, mis rahuldab

tdenaosusfunktsiooni tingimusi 1 ja 2, tuletatakse tavaliselt jaotused, lahtudes
teatavatest sisulistest kaalutlustest vaadeldava juhusliku suuruse kohta. Jargnevalt
vaatleme rida sagedamini kasutatavaid teoreetilisi diskreetseid jaotusi.

Bernoulli jaotus

Bernoulli jaotusega juhuslikul suurusel on
ainult kaks véaartust, need on O ja 1.

Vaartuse 1 esinemise tdendosus on .
Bernoulli jaotuse B{D,7)

tahistatud tahega p, 0 < p < 1. Bernoulli .
gap P tulpdiagramm

jaotuse tavaliseks tahiseks on B(p).

Téendosus p on selle jaotuste pere i

parameetriks, erineva p vaartuse Kkorral 05

saadakse uldiselt erinev jaotus. Bernoulli 04

jaotusega juhuslik suurus X on késitletav D'E .
teatava juhusliku sindmuse indikaator- 1] 1

funktsioonina, mille vaartus 1 naitab, et

sindmus toimus, vaartus 0 — et ei

toimunud.

Binoomjaotus

Vaatleme taas katset, mille tulemusena sindmus A v0ib toimuda tdendosusega p.
Kordame seda katset n korda ja loendame, mitu korda sindmus A toimus.
Sundmuse A toimumise arv katseseeria jooksul on juhuslik suurus, mille vdartuseks

on mingi taisarv Kk,



Binoomjaotusega B{0,7;5) juhusliku suuruse
tienadosusfunktsiooni tulpdiagramm

0.4
02
7
' 0 1 2 3 4 5
|p 000243 | 002635 | 043230 | 030870 | 03805 | 016807

Seda juhuslikku suurust nimetatakse binoomjaotusega juhuslikuks suuruseks
B(p,n), kus jaotuse parameetriteks on tdenéosus p, [J = el ja katseseeria pikkus .

Sundmuse A mittetoimumise téen&osuse tdhiseks onq, q =1 —p.

Seda juhuslikku suurust nimetatakse binoomjaotusega juhuslikuks suuruseks
B(p,n), kus jaotuse parameetriteks on tdenaosus p, ja katseseeria pikkus n= 1.

Sundmuse A mittetoimumise tdenéosuse tahiseksonqgq, g =1 — p.

Binoomjaotuse puhul on tUsna lihtne leida téenaosusfunktsiooni vaartusi P(X = k),

P X = k- G:pk qnﬂ!rl

kus

ff nl

Pkl (n- k)l

Tdepoolest, alati, kui katseseerias esineb katsetulemus A tapselt k korda, peab A
vastandsindmus esinema tapselt n — k korda. Et katsed on eelduse kohaselt
sOltumatud, siis on iga sellise katseseeria tdendosus pkq”_k. NUdd on vaja tehe veel
selgeks, kui palju k&igi katseseeriate hulgas on niisuguseid seeriaid. Et an on
defineeritud, kui k-elemendiste kombinatsioonide arv n elemendi hulgast, siis ongi

selge, et sobivate jadade arv on an.

Uhtlasi on ka selge, et kdik tdendosused on mittenegatiivsed, sest nad on saadud
kolme positiivse suuruse korrutisena. Jaab veel ule kontrollida, kas kehtib

téenaosusfunktsiooni teine omadus, so vordus

A

2Cpq =1

=0
Selle vOrduse tdestamiseks kasutatakse binoomvalemina tuntud v&rdust, mille
kohaselt vasakul esitatud summa vordub binoomi (p + ) n-nda astmega. Et
definitsiooni kohaselt p + g=1, siis jarelikult kehtib ka tdenaosusfunktsiooni teine

omadus.

Binoomjaotus on (ks olulisi jaotusi, mille abil kirjeldatakse paljusid reaalses elus

toimuvaid nahtusi ja protsesse.

Néaide 3.3.

Sunnitusmajas sundis Uhel paeval 10 last Statistiliselt on kindlaks tehtud, et poisi



suinni tdenadosus on 0,514. Kui suur on tdenaosus selleks, et sindis vahemalt 7

poissi?

Lahendus: Poiste arv vastsiindinute seas on binoomjaotusega B(0,514; 10). Laiame

vastavad tdenaosusfunktsiooni vaartused:

k P(k)
7 0,01217
8 0,130567 Uhel pieval siindinud poisslaste
arvu jaotus
9 0,001287
0,25
10 0,051783 04 _
015 -
Kokku |0,195807 01 — :"
0,05 —
I I:I T o T m T I-F T T T T III T m T
Jarelikult on vaadeldava 0 1 o 3 4 5 [ 7 & 9 10
sundmuse tdenéosus ligi 1/5.

Diskreetne Uhtlane jaotus

Taringu abil saame samuti defineerida juhusliku suuruse, lugedes viskel
pealelangenud silmade arvu juhusliku suuruse vaartuseks. Korraparase taringu puhul
on koigi vaartuste saamise tdenaosus sama. Niiviisi on mé&éaratud diskreetne Uhtlane

jaotus, mille tdendosusfunktsioon on:

P(i) =1/k,i=1, ..., k,
kus k on juhusliku suuruse vaartuste arv; taringuviske puhul k = 6.
Geomeetriline jaotus

Olgu katsel sindmuse A tdenaosus p. Oletame, et katset korratakse nii kaua, kuni
sindmus A toimub. Juhusliku suuruse véaartuseks on selle katse jarjekorranumber,

millal A toimus. Sel juhul on téenaosusfunktsioon lihtsalt leitav:
P(X = k) = pgk~1.

Vorreldes eelmiste juhuslike suurustega on erinevuseks see, et geomeetrilise jaotuse
puhul v8ib juhuslik suurus omandada kuitahes suuri vaartusi, seega on selle
juhusliku suuruse vaartuste hulk Idpmatu. Geomeetrilise jaotuse parameetriks on

tdenaosus p.



Geomeetriline jaotus G{0,7)

@p |0,3000 |0,2100|0,0630 [0,0159 |0,0057 [0,0017 [0,0005

Hupergeomeetriline jaotus

Paljud jaotused defineeritakse urniskeemi abil.
Kasutame seda hipergeomeetrilise jaotuse
defineerimiseks. Sisaldagu urn n kuuli, neist olgu m
punased ja n — m mustad. Urnist voetakse
juhuslikult r kuuli. Juhusliku suuruse vaartuseks k
on selles komplektis saadud punaste kuulide arv.

Pidades silmas kombinatsioonide arvu definitsiooni,

on arusanday, et O ®
e Wis:

oo

=i

P = =t
C

"

HlUpergeomeetrilise  jaotuse parameetriteks on

taisarvud n, m ja r.

Poissoni jaotus

Vaatleme abonendile saabunud telefonikdnede arvu tunni aja jooksul. Oletame, et
keskmiselt on nende kdnede arv 4. Kdned saabuvad séltumatult, ning nende arv ei
ole pdhimdotteliselt piiratud. Sellistel eeldustel on igas konkreetses tunnis laekunud
kdnede arv juhuslik suurus téisarvuliste vaartustega. Sellisel juhul sobib kdnede arvu

kirjeldamiseks hésti Poissoni jaotus P (), mille tdendosusfunktsioon on jargmine:

M

-i
FPix=&=g E
&l

Poissoni jaotusega juhuslikul suurusel on samuti kui geomeetrilise jaotusega
juhuslikul suuruselgi I6pmata palju vaartusi, kuid arusaadavalt on suurel osal neist

tdenaosused kaduvvaikesed.



Poissoni jaotusega P(2,7) juhusliku suuruse
tdendosusfunktsioon

7 8 g 10
|p 0067 | 0481 | 0245 | 0220 | 0449 | 0080 0036 | 0014 | 0005 | 0001 | 0,000

Poisssoni jaotus kuulub kdige olulisemate teoreetiliste jaotuste hulka, sest ta sobib
kirjeldama vaga paljusid reaalses elus toimuvaid néhtusi (radioaktiivset lagunemist,
trikivigade paiknemist tekstis, klientide saabumist teenindusele jne). Poissoni

jaotuse parameetriks on vaadeldavate nahtuste keskmine arv A wihikus.

Multinomiaaljaotus
Binoomjaotuse korral mé&érab juhusliku suuruse X jaotuse Uhe v8imaliku sindmuse A

esinemise sagedus. Sel korral vdiksime samaaegselt kdnelda ka teisest juhuslikust

suurusest Y, mille vaartuse maiarab sundmuse A taiendsindmuse A°
esinemissagedus. Niiviisi defineeritud juhuslik suurus Y on X-i poolt Uheselt
méaéaratud seosega Y = n — X.

Hoopis huvitavam olukord tekib aga siis, kui katsel on kolm vdimalikku tulemust.

Niisuguse katse v6ime taas defineerida urni abil, milles on kolme véarvi kuule.

Sundmus A on punase kuuli saamine, selle tdendosus

olgu pp, kaesoleva naite puhul p; = 0,3. Sindmus B

on sinise kuuli saamine; selle sindmuse tdenaosus on

p> = 0,5. Sindmus C on kollase kuuli saamine, selle
sundmuse tdendosus on pz = 0,2. Et alati vottel tks

O kolmest varvist ilmneb, peab kehtima vordus p; + p»

OOO.Q&) Fpg=1

Selleks, et jargmistel votetel oleks sundmustel sama
tdendosus, pannakse kuul iga votte jarel urni tagasi.

NUdd on vdimalik defineerida kolm juhuslikku suurust:

* X1 naitab sindmuse A esinemiste arvu n katsel;
* X5 naitab sindmuse B esinemiste arvu n katsel;
= X3 naitab sindmuse C esinemiste arvu n katsel.

Juhuslikud suurused moodustavad kolmemd&dtmelise juhusliku vektori, mille jaotust
nimetatakse multinomiaaljaotuseks. Multinomiaaljaotusega vektori komponendid

omandavad taisarvulisi vaartusi k1, ko, kg, mis rahuldavad tingimusi:
ki =0,

k1+k2+k3:n.



Selle vektori jaotust iseloomustab téenaosusfunktsioon

hl

K b
—m”&!%! Py

Fik, b k)=

Naide 3.4.

Olgu dlalkirjeldatud urnist vdetud 4 kuuli (iga tulemus registreeritud ja tagasi
pandud). Sellega on méaéaratud juhuslik vektor jaotusega M(0,3; 0,5; 0,2;4).
Vaatame ko&igepealt, missugused on selle vektori vBimalikud véartused. On selge, et
nii X4 kui ka X, vaartused muutuvad O ja 4 vahel, kuid sealjuures on nad omavahel
sbltuvad, ning Uhtlasi maaravad Uheselt X5 véartuse, vt lisatud tabel, kus esimene

veerg néitab X1, esimene rida — X, vaartust ja tabeli vastavas lahtris on X3 véaartus.

Voéimatutele vaartuskombinatsioonidele vastavad tuhjad lahtrid.

Xe//Xglo |2 |23 ] 4

0 4 3 2 1 0

2 2 1 0
3 1 0
4 0

Jargmises tabelis on leitud iga vaartuskombinatsiooni t6enaosus, st on antud

juhusliku vektori Uhisjaotust esitav téenaosusfunktsioon, ning seda illustreerib lisatud

graafik.

0 1 2 3 4 Kokku
0 0,0016 0,016 0,06 0,1 0,0625 0,2401
1 0,0096 0,072 0,18 0,15 0 0,4116
2 0,0216 0,108 0,135 0 0 0,2646
3 0,0216 0,054 0 0 0 0,0756
4 0,0081 0 0 0 0 0,0081

Kokku 0,0625 0,25 0,375 0,25 0,0625 1




Multinomiaaljaotuse (0,3; 0,5; 0,2; 4) kahe
komponendi tdenaosusfunktsiooni graafik

018
046
0,14
012
0,06
0,06
I 0,04

Naeme, et kdige suurema tdenaosusega saadakse tulemus 1,2,1, st sindmus A

A\

X1

esineb 1 kord, siindmus B — kaks korda ja sindmus C 1 kord.

Jarelemdtlemiseks
1.Missuguse jaotusega juhuslik suurus saadakse, liites kolm sdltumatut dhesuguse

Bernoulli jaotusega juhuslikku suurust?
2.Tbestada, et geomeetrilise jaotuse puhul on taidetud tdendosusfunktsiooni

p6hiomadus.
3.Kas multinomiaaljaotusega juhusliku vektori komponendid saavad olla sdltumatud?

4. Missugused véartused saavad olla suurima tdendosusega geomeetrilise jaotuse

puhul?

@ WAETUSED
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Juhuslik suurus ja vektor. Jaotus ja tema esitused

PIDEVAD JAOTUSSEADUSED

Kui elementaarsindmuste hulk on I8pmatu ja mitteloenduv, siis on vdimalik
defineerida ka sellisesid juhuslikke suuruseid, mille vaartuste hulk on I6pmatu ja
mitteloenduv. Selleks kasutame varasemaga sarnast maaratlust — juhuslik suurus

on elementaarsindmuse funktsioon.

Kui juhusliku suuruse vaartused moodustavad reaalarvude hulgas intervalli (so 16igu
koos otspunktidega, Uhe otspunktiga v&i ilma) vdi katavad kogu reaaltelje vdi poole
sellest, on tegemist pideva juhusliku suurusega. Pideva juhusliku suuruse puhul
on iga Uksikvaartuse téendosus 0, seetdttu ei saa pideva juhusliku suuruse jaotust

esitada toenaosusfunktsiooni abil, vaid tuleb kasutada teisi funktsioone.

Jaotusfunktsioon

Olgu X juhuslik suurus ja x suvaline reaalarv. Funktsiooni
F(X)=P(X < x)

nimetatakse juhusliku suuruse jaotusfunktsiooniks ja see on Uks juhusliku suuruse
jaotuse esitusi. Jaotusfunktsioonil on rida olulisi omadusi:

1. F(—o00) = 0;

2. F(oo) = 1;

3. F(x) on monotoonselt mittekahanev, st et kui x <y, siis

Fla = X = b)= F(b)- Fla),

4. F(x) on vasakult pidev.
Diskreetse juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on treppfunktsioon, pideva juhusliku

suuruse korral aga pidev funktsioon.

Binoomjaotuse B{0,7;10) jactusfunktsioon

1,0
0,5
0 1 2 3 4 5 B 7 8 a | 10
BF(x) [0,0E+0 |0,0001 |0,001 6 0,01 06 |0,0473 |0,1503|0,3504 |0,6172 |0,8507 |0,871 81,0000




Jaotusfunktsiooni abil on véimalik leida kdigi selle juhusliku suuruse abil defineeritud

siindmuste tdenaosusi. Votme selleks annab vordus:
P(a < X <b) = F(b) — F(a).

Tihedusfunktsioon

Pideva juhusliku suuruse korral on vdimalik leida jaotusfunktsioonist tuletis.
Jaotusfunktsiooni tuletist nimetatakse juhusliku suuruse tihedusfunktsiooniks.
Tihedusfunktsiooni tahistatakse tahega f(x). Tihedusfunktsioonil on jargmised

omadused, mis vahetult tulenevad jaotusfunktsiooni omadustest:

fix)z 0

’
oo

[Feaoe=1.

Tihedusfunktsiooni abil on vdimalik maarata juhusliku suuruse X abil defineeritud

sindmuste tdenaosusi:

h

Plagx=b)=] flx) dx

=

Kuna pidevate juhuslike suuruste korral on iga Uksikpunkti tdenaosus 0, kehtib sama

vordus ka siis, kui tingimuses vahetada ranged ja mitteranged vOrratused.

Tihedusfunktsioon

— T T T — T T T T — T T T T T T
0 11 12 13 1+ 15 16 17 12 1930 31 2 JA 2+ 22 25 F ZE D I 31 T T3+ 35 35T T B 0 H 42 43 4 45 45 4T 2 45 [0

Lisatud joonisel on esitatud Uhe teoreetilise jaotuse (nn Hadwigeri jaotuse)
tihedusfunktsioon. Seda  jaotust kasutatakse sUnnitajate  vanusejaotuse

kirjeldamiseks. Jargnevalt tutvume mone sageli kasutatava pideva jaotusega.

Uhtlane jaotus

Uhtlast jaotust on k&ige lintsam defineerida tihedusfunktsiooni jargi: juhuslik suurus
X on Uhtlase jaotusega Idigul [a, b], kui tema tihedusfunktsioon sellel I8igul on
konstantne. Uhtlase jaotuse tahiseks on U(a, b), kus parameetrid a ja b tahistavad

vaadeldava 18igu otspunkte. Siis avaldub tihedusfunktsioon jargmiselt:




flx)= 51—.kui afxih

1]

0 Frigid .

Et jaotusfunktsioon avaldub tihedusfunktsiooni integraalina,

siis on Uhtlase jaotuse jaotusfunktsiooni avaldis alljargnev:

0, kui x = &,
Fix)= H, kuia=x= b,
1, kui x= b

1ib-g)

Paneme tahele, et kasutades geomeetrilist tdenaosust eeldatakse, et tegemist on

Uhtlase jaotusega.

Eksponentjaotus
Teine pidev jaotus, millega me tutvume, on eksponentjaotus. Selle tihedusfunktsioon

on

ﬁ{}{j:{ 0, kuix<D

he ki x =0,

Eksponentjaotust kasutatakse ooteaja kirjeldamiseks siis, kui sindmused toimuvad
juhuslike ajavahemike jargi. Eksponentjaotuse tahiseks on E(X), kus * on jaotust

iseloomustav parameeter, A>0.

Eksponentjaotuse E(1) tihedusfunktsioon

0,8 ~
0.5 s

0 e

0,2 RS

002040608 1 12141618 2 22242625 3

Jarelemodtlemiseks

1.Tuletada eksponentjaotuse jaotusfunktsioon.



2.Kuidas muutub uhtlase jaotusega juhusliku suuruse tihedusfunktsioon I8igu

[a, b] pikenemisel?

3.Missuguste argumendi véartuste korral on eksponentjaotuse tihedusfunktsioon
vordne nulliga ja millal ta 1&heneb nullile?

4.Missugused sarnased ja erinevad jooned on diskreetse juhusliku suuruse

tdendosusfunktsiooni ja pideva juhusliku suuruse tihedusfunktsiooni vahel?

@ WRETUSED
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Juhusliku suuruse jaotusparameetrid

JUHUSLIKU SUURUSE ASENDIKARAKTERISTIKUD

Juhusliku suuruse asendikarakteristikute otstarve

Juhuslikku suurust iseloomustavad tema vaartused ja nende tdendosused (esitatuna
kas tbendosus-, jaotus- voOi tihedusfunktsiooni kaudu), kuid sageli on kasulik
juhusliku  suuruse vaartuste paiknemist iseloomustada Uheainsa arvuga.
Loomulikult annab Uks arv edasi vaid osalise info, kuid see peaks olema mingis
mottes kdige iseloomulikum juhusliku suuruse paiknemist iseloomustav arv. Paljudel

juhtudel sobib selliseks arvuks juhusliku suuruse keskvaartus.

Juhusliku suuruse keskvaartus
Juhusliku suuruse X keskvaartust tahistatakse tihti simboliga EX, vahel ka p.

Diskreetse juhusliku suuruse keskvéaartus on defineeritud valemiga
Ex=2px, (1)

kus x; on juhusliku suuruse erinevad vaartused, p; nende tden&dosused ja

summeeritakse Ule kdigi juhusliku suuruse vaartuste — nende hulk on kas 16plik (m)
voi I6pmatu.

Erijuhul, kui on tegemist empiirilise jaotusega, st kui juhusliku suuruse jaotus on
kindlaks tehtud n katsetulemuse korral , siis kasutatakse tihti ka keskvaartuse

avaldist:

¥ =

1 i

— L%, (2]

noi= !

Valemid (1) ja (2) on samavéérsed; valemist (2) saadakse (1), rihmitades vaatlused
vastavalt juhusliku suuruse erinevatele vaartustele ja kasutades empiirilise

tbendosuse maaratlust p; = kj/n , kus k; téhistab vaartuse x; esinemiste arvu

katseseerias. Siinjuures vdib empiiriline jaotus olla maaratud niihasti statistilise kui
ka klassikalise tdendosusena. Sumbolit % kasutatakse peamiselt sel korral, kui jaotus

on maaratud statistiliselt.

Pideva juhusliku suuruse keskvéaartus avaldub integraalina

Ex = [ xfadx,

kus f(x) tahistab tihedusfunktsiooni ja integreerimine toimub ule juhusliku suuruse
vaartuste piirkonna, st nende x vaartuste korral, kus tihedusfunktsioon on positiivne.
Tihedusfunktsiooni f(x) maaratakse empiiriliselt suhteliselt harva, enamasti

eeldatakse, et tegemist mdne tuntud jaotusseadusega.



Juhusliku suuruse keskvaartust aitab interpreteerida jargmine arutelu: vaatleme
juhusliku suuruse jaotuse mudelit mingist raskest materjalist (nditeks metallplaati,
mis imiteerib tihedusfunktsiooni kuju, vdi varrast, kus paiknevad kuulid, mille kaal on
vordeline diskreetse jaotuse tdendosustega). Sel juhul maarab kujundi raskuskese

selle juhusliku suuruse keskvéaartuse.

Naide 4.1.
Eesti épilaste keskmine vanus 1.09.2001
12
10 e,

Arvutades eesti koolidpilase keskmise vanuse (vt andmed eelmisest loengust) valemi
(1) jargi, saame selle vaartuseks 12,25 aastat. Margime aga, et siin kasutati dpilaste
vanuseid tdisaastates. Eeldades siinnipaevade Uhtlast jaotust aasta jooksul saaksime
tulemuseks umber pooleaastase nihke (keskmiselt on 1. septembril 8-aastane laps
8,5-aastane jne). Seda arvestades vdime kinnitada, et keskmine koolimineja oli
12,75-aastane ehk 12 aastat ja 9 kuud vana.

Pideva juhusliku suuruse mediaan

Teine vaga sageli kasutatav asendikarakteristik on mediaan, mis on Uhtlasi jaotuse
keskpaik, so niisugune vaartus, millest vastava juhusliku suuruse vaartused on
vOrdse tdendosusega nii suuremad kui ka véaiksemad. Pideva juhusliku suuruse korral

leidub alati punkt, mille tdhistame siimboliga med, mille puhul kehtivad vérratused:
P(X < med) = P(X > med) = 0,5. (3)

Kuna pideva juhusliku suuruse iga Uksikpunkti téen&dosus on O, siis kehtib tapselt

sama vordus sama punkti med korral ka mitterangete vorratuste korral.

Mediaani leidmiseks on sobiv kasutada juhusliku suuruse jaotusfunktsiooni, sest

mediaan on vOrrandi F(x) = 0,5 lahendiks.



Eksponentjaotusega juhusliku suuruse mediaani
madramine jaotusfunktsiooni jargi

05

0,25 /
0

Kvantiilfunktsioon
Kui pideva juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on kasvav, on tal olemas Uheselt
maaratud poordfunktsioon, mida me nimetame kvantiilfunktsiooniks Q(p),

Clp) = x = Flx)=p 4]

Eksponentjaotusega juhusliku suuruse
kvantiilfunktsioon ja mediaani méaéramine

g
7
5
5 /
4
; A
2 o
1 S— e
0 e | :

a 0,25 05 0,7s 1

Jaotusfunktsiooni argument x on juhusliku suuruse vaartus, mis vO8ib omandada
p6himotteliselt suvalisi vaartusi, jaotusfunktsiooni véartus p on tdéendosus, mis
muutub 0 ja 1 vahel. Kvantiilfunktsioonil on vastupidi argumentideks téenaosused ja
funktsiooni enese véartused vbivad pohimotteliselt omandada suvalisi reaalarvulisi
vaartusi.

Pideva juhusliku suuruse mediaaniks on tema kvantiilfunktsiooni vaartus
kohal 0,5.

Diskreetse juhusliku suuruse mediaan

Diskreetse juhusliku suuruse mediaani defineerimiseks on mitu véimalust.

1. Diskreetse juhusliku suuruse mediaaniks loetakse seda juhusliku suuruse vaartust,
millest vaiksemaid ja suuremaid vaartusi omandab juhuslik suurus tdenaosusega,
mis on vaiksem vOi vordne kui 0,5, st et voOrduste (3) asemel ndutakse
vorratustepaari (5) taidetust.



PiX < med) =15 PIX>med)=05 (5

On selge, et mdlemad tingimused ei saa olla vBrdusena taidetud siis, kui nduda, et
mediaan on diskreetse juhusliku suuruse vaartus. Kuid selgub, et mdnikord vdib
niisuguseid juhusliku suuruse vaartusi, mis mdlemat vdrratust (5) rahuldavad, olla

mitu, vt naditeks alljargnev joonis:

Diskreetse lihtlase jaotuse mediaani
médramine
0,3
0,2
0,1
0 . ; .
1 2 3 4
ted

Siin sobivad definitsiooni jargi mediaaniks nii punkt 2 (millest on X vaiksem
tdenaosusega 0,25 ja suurem tdendosusega 0,5) ja punkt 3 (millest on X vaiksem
tdendosusega 0,5 ja suurem tdendosusega 0,25). Kui tingimusi (5) rahuldab mitu
juhusliku suuruse vaartust, siis tehakse uUks alljdrgnevatest otsustest:

e Valitakse mediaaniks juhusliku suuruse vaartus (Uks neist vaartustest), mis
tingimust (5) mingis moéttes kdige tapsemini rahuldab;

e Loetakse mediaaniks punkt, mis ei ole juhusliku suuruse vaartus, vaid paikneb
nende vahel. See punkt kas maaratakse lihtsalt tingimust (5) taitvate punktide
aritmeetilise keskmisena voi kasutatakse mingit interpolatsiooniskeemi.

Joonisel esitatud juhusliku suuruse mediaaniks loetakse tavaliselt punkt 2,5.

Mood

Diskreetse juhusliku suuruse mood on tema suurima tdendosusega vaartus.
Pideva juhusliku suuruse mood on see tema vaartus, millele vastab
tihedusfunktsiooni maksimum. Naites 4.1 esitatud dpilaste vanusejaotuse mood
on punktis 13, eelmises loengus naitena vaadeldud binoomjaotuse mood on punktis
7.

Igal juhuslikul suurusel ei tarvitse moodi uldse eksisteerida, naiteks selle kohta on
pideva ja diskreetse Uhtlase jaotusega juhuslikud suurused. On ka selliseid
juhuslikke suurusi, millel on kaks moodi (tihedus- vdi téen&dosusfunktsiooni lokaalset
maksimumi) — neid nimetatakse bimodaalseteks. Mitme moodiga juhuslikke suurusi
nimetatakse multimodaalseteks. Kui mood paikneb juhusliku suuruse vaartustehulga

otspunktides, radgitakse antimodaalsetest jaotusest.



Antimodaalne jaotus

0,3

os [ /
a2 /
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Antimodaalsete jaotuste seas eristatakse vastavalt kujule U-, L- ja J- jaotusi, naditeks

eksponentjaotus on L-jaotus.

Juhusliku suuruse keskvaartuse omadusi
Keskvaartuse monotoonsus:

Keskvaartus paikneb juhusliku suuruse minimaalse ja maksimaalse vaartuse vahel
minix) = EX = max(x)

See omadus koosneb kahest vOrratusest. TOestame neist esimese diskreetse

juhusliku suuruse puhul:
EX = 20 ooz 2o min(x )= min (3 )02 o= minis ).
/ i i
Teise vdrratuse tBestus on samasugune, pideva juhusliku suuruse puhul tuleb aga

summa omaduste asemel kasutada sarnaseid integraali omadusi.

Konstandi keskvaartus:

Konstandi keskvaartus vordub sama konstandiga
Ec=c.

Selle omaduse tdestamisel saab kasutada sama mottekdiku, mis eelmisegi valemi

puhul.

Keskvaartuse lineaarsus
Selle omaduse tdestamiseks paneme kdigepealt tahele, et juhusliku suuruse

lineaarfunktsiooni jaotus on esialgse juhusliku suurusega Uheselt maéaratud.:
P(a + bX = a + bx) = P(X = x).
Edasi rakendatakse keskvaartuse definitsiooni juhuslikule suurusele a + bX.
E(a + bX) = a + bEX.

Keskvéaartuse aditiivsus
Kahe juhusliku suuruse summa keskvaartus vordub nende juhuslike suuruste

keskvéaartuste summaga.
E(X + Y) = EX + EY

Séltumatute juhuslike suuruste keskvaartuse multiplikatiivsus
Kui juhuslikud suurused X ja Y on soltumatud, siis vOrdub nende korrutise



keskvéartus nende juhuslike suuruste keskvaartuste korrutisega:
E(XV¥)= EX-EY.

Kaks viimast omadust vajavad korrektseks tdestamiseks juhusliku vektori funktsiooni
jaotuse kasutamist, mistdttu need k&esolevasse kursusesse ei mahu.
Péhimdtteliselt vOib juhuslikul suurusel keskvaartus ka puududa, nimelt siis, kui

keskvéartust maarav summa (1) vdi integraal ei koondu.

Mediaani ja moodi omadused

Mediaanil on keskvaartusega Uuhised monotoonsuse ja lineaarsuse omadused.
Konstandi mediaan ei ole sisuliselt maaratud, kuid tinglikult vdib konstandi puhul
sama konstanti lugeda ka mediaaniks, samuti nagu keskvaartusekski.

Moodi puhul kehtivad samuti monotoonsuse ja lineaarsuse omadused, tinglikult vdib
ka konstantse jaotuse korral seda konstanti lugeda jaotuse moodiks.

Uldiselt aga ei kehti mediaani ja moodi puhul aditiivsuse ja multiplikatiivsuse

omadused.

Keskvaartus, mediaan ja mood on mittejuhuslikud suurused, nende vaartus ei séltu

katsetulemustest.

Jarelemotlemiseks

1.Kas taisarvuliste vaartustega juhusliku suuruse keskvéartus on alati taisarv?

2.Kas taisarvuliste vaartustega juhusliku suuruse mood on alati taisarv?

3.Tbestada, et mittenegatiivsete vaartustega juhusliku suuruse keskvaartus, mediaan
ja mood on mittenegatiivsed.

4.Missugune on keskvaartuse ja mediaani vahekord siis, kui juhuslik suurus on
simmeetriline (st, et kas tdéendosus- voi tihedusfunktsioon on simmeetriline).

5.Mida saab oOelda X ja Y keskvaartuse kohta, kui on teada, et X < Y selles mottes,
et iga katse tulemusel on X vaartus vaiksem kui Y vaartus?

6.Kas I6pliku hulga vaartustega juhuslikul suurusel on alati keskvéartus olemas?
7.Kas tokestatud vaartushulgaga juhuslikul suurusel on keskvaartus alati olemas?
8.Millega  vdrdub nullpunkti suhtes summeetrilise  tihedusfunktsiooniga/
tdendosusfunktsiooniga juhusliku suuruse keskvaartus?

9.Arvutada jargmiste jaotuste keskvaartus:

Bernoulli jaotus,

Binoomjaotus,

Poissoni jaotus,

Uhtlane jaotus,

- Eksponentjaotus.

10.Leida Uhtlase jaotuse ja eksponentjaotuse mediaan.

11.Missugustel Ulesandes 9 nimetatud jaotustest eksisteerib mood ja kus see

paikneb?

@ WRETUSED
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Juhusliku suuruse jaotusparameetrid

JUHUSLIKU SUURUSE HAJUVUSKARAKTERISTIKUD

Juhusliku suuruse hajuvus

Juhuslikku suurust eristab mittejuhuslikust e determineeritud suurusest e.
konstandist nimelt hajuvus — kui mittejuhusliku suuruse véartus on alati ihesugune,
siis juhusliku suuruse vaartus soOltub katsetulemusest, st varieerub e. hajub.
Juhusliku suuruse hajuvust iseloomustavad hajuvuskarakteristikud. Voiks delda nii,
et juhuslik suurus, mille hajuvus on vaike, erineb suhteliselt vahe determineeritud

suurusest, seevastu suure hajuvusega juhuslik suurus on vaga erinev konstandist.

Dispersioon

Juhuliku suuruse X dispersioon DX on uks tuntumaid hajuvuse karakteristikuid, millel
on oluline osa eriti teoreetilistes arutlustes. Dispersiooni kasitlemisel lahtutakse
tdsiasjast, et juhusliku suuruse hajuvust iseloomustab juhusliku suuruse vaartuste
halbimine keskvaartuse tmber. Juhusliku suuruse dispersioon defineeritaksegi kui
halvete ruutude keskvaartus, kusjuures ruutu vOtmise Uks pdhjuseid on see, et
muuta negatiivsed ja positiivsed halbed samavaarseteks

DX = E(X-EX)? (6).
Dispersiooni arvutusvalem on diskreetse juhusliku suuruse korral:
2
Dx= E_(Xf-— EX) 1o
’
ja pideva juhusliku suuruse korral:

Dx =] (x - EX1 fx e,

Dispersiooni omadused
Dispersioonil on rida omadusi, mis tulenevad peaaegu vahetult keskvaartuse
omadustest.

Dispersiooni mittenegatiivsus
Kehtib vorratus

O =1,

mis jareldub dispersiooni definitsioonist ja keskvaartuse monotoonsuse omadusest.

Konstandi dispersioon
Konstantse (so mittejuhusliku) suuruse dispersioon on null.



See tuleneb vahetult keskvaartuse teisest omadusest, mille kohaselt konstandi
keskvéaartus vordub selle konstandiga, jarelikult on sel juhul halve vérdne nullliga, ja

ka halbe ruudu keskvaartus on siis null.
Dispersiooni invariantsus nihke suhtes
D(X + ¢) = D(X).

See omadus tuleb sellest, et E(X + ¢) = EX + ¢, mistdttu dispersiooni avaldis

konstandi liitmisel juhuslikule suurusele ei muutu.

Dispersiooni ruuthomogeensus

Kui juhuslikku suurust X korrutada konstandiga ¢, siis muutub tema dispersioon c?

korda:

D(cX) = c2DX.
Ka see omadus jareldub vahetult definitsioonist ja keskvaartuse homogeensusest.

Dispersiooni aditiivsus
Kui juhuslikud suurused X ja Y on séltumatud, siis kehtib seos:

D(X + Y) = DX + DY.

Toestuseks arvutame

E(X + Y — E(X + Y))2 = E((X=EX)+(Y=EY))? =

= E(X—EX)2+E(Y—EY)2+2E ((X—EX)(Y—EY)) = DX + DY,
sest viimane liidetav vordub keskvaartuse omaduste t&ttu nulliga:
E((X—EX)(Y=EY)) = E(X—EX)-E(Y—EY) = (EX — EX) - (EY — EY) = 0.

Dispersiooni avaldis momentide kaudu

Juhusliku suuruse k-jarku momendiks my nimetatakse tema k-nda astme

keskvaartust
myc = E(XX),

mille arvutuseeskiri on vastavalt diskreetse ja pideva juhusliku suuruse korral

alljargnev:

ki ki
mEs oy, M=l fxd.

Definitsioonist jareldub, et esimest jarku momendiks on keskvéartus. Dispersiooni

saab arvutada ka esimest ja teist jarku momentide kaudu:
DX=m2— (ml)z.
@ (LEZAMME

Standardhalve

Praktiliste Ulesannete lahendamisel kasutatakse juhusliku suuruse X hajuvuse



karakteristikuna tavaliselt standardhalvet, mille tahiseks on T ja mis mis

mééaratletakse kui ruutjuur dispersioonist DX = O 2. Ka standardhélve (samuti kui
dispersioongi) loetakse positiivseks suuruseks, ning tema eeliseks vOrreldes

dispersiooniga on see, et ta on sama dimensiooniga kui juhuslik suurus X.

Variatsioonikordaja
Variatsioonikordaja V moddab juhusliku suuruse suhtelist hajuvust tema

keskvaartuse suhtes,
V = o/EX.

Variatsioonikordaja valjendatakse sageli protsentides. Variatsioonikordajat on
korrektne arvutada vaid selliste juhuslike suuruste jaoks, mille kdik vaartused on

positiivsed.

Variatsiooniulatus e. haare

Kui juhusliku suuruse véaartustehulk on tdkestatud, siis on sel juhuslikul suurusel ka
vahim vaartus min(x) ja suurim vaartus max(x). Juhusliku suuruse suurima ja
vahima véartuse vahet nimetatakse selle juhusliku suuruse haardeks. Haare on uUks
juhusliku suuruse jaotuse hajuvust iseloomustavaid naitajaid, suurema hajuvusega
juhusliku suuruse (jaotuse) korral on ka tema haare suurem, vaiksema hajuvuse

puhul on vaiksem ka haare.

Kvantiilid

Olgu g mingi arv 0 ja 1 vahel. Pideva juhusliku suuruse g-kvantiil defineeritakse
jaotusfunktsiooni abil kui vorrandi F(x) = q lahend ehk kui kvantiilfunktsiooni vaartus
Q(q). Diskreetse juhusliku suuruse korral otsitakse juhusliku suuruse vaartust x, mis

rahuldab tingimusi

P(XZx) £q, PIX2x) 5 1-q.

Kui niisuguseid vaartusi on rohkem kui Uks, valitakse vélja Uks, mis tingimusi kdige
paremini taidab v6i rakendatakse interpolatsiooni. Kvantiili mé&éaratlusest jareldub, et

mediaan on 0,5-kvantiil.

Kvartiilid ja kvartiilhaare

Alumiseks kvartiiliks nimetatakse 0,25-kvantiili, Ulemiseks kvartiiliks 0,75-kvantiili.
Ulemise ja alumise kvartiili vahe moodustab kvartiilhaarde, mis samuti on ks
hajuvuse karakteristikuid — mida suurem on juhusliku suuruse kvartiilhaare, seda

suurema hajuvusega ta on.



Téendosusfunktsioon ja karpdiagramm
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Andmeanalltsis kujutatakse kvartiile ja mediaani sageli graafiliselt nn
karpdiagrammi abil, kus karbi otsi tdhistavad 16igud maéargivad vastavalt alumist ja
ulemist kvartiili ning lisaks on margitud ka mediaan. Sageli lisatakse karbile veel

“vuntsid”, mis naitavad vaikseimat ja suurimat méddetud vaartust.

Teised kvantiilid
Samuti nagu kvartiile vaadeldakse sageli komplektina — alumine kvartiil ehk Ya-
kvantiil, mediaan ehk 2/4-kvantiil ja Ulemine kvartiil ehk %4-kvantiil, defineeritakse

ka rida teisi kvantiilikomplekte:

Kvintiilid
Kvintiilide, so 1/5-, 2/5, 3/5 ja 4/5-kvartiilide abil jaotatud vaartushulka vaadeldakse

tihti sotsiaal- ja majandusuuringute puhul.

Detsiilid
Detsiilide, so 0,1-, 0,2- ... ja 0,9-kvartiilide abil jaotatud vaartushulka kasitletakse
samuti sageli sotsiaal- ja majandusuuringute puhul, kus naiteks isikud vai leibkonnad

jaotatakse sissetulekute jargi detsiilideks.

Protsentiilid e. sentiilid

Protsentiile, so 0,01-, 0,02, ..., 0,99-kvartiile kasutatakse sagedamini biostatistikas.

Jarelemotlemiseks

1.Kuidas avaldub kahe soéltumatu juhusliku suuruse X ja Y summa standardhalve?
Vahe standardhéalve?

2.Arvutada jargmiste jaotuste dispersioonid, standardhalbed ja variatsioonikordajad.
= Bernoulli jaotus

* Binoomjaotus

= Poissoni jaotus

= Uhtlane jaotus.

3.Missugusel ulalnimetatud jaotustest on olemas I6plik haare ja kui suur see on?

@ WRETUSED
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Juhusliku suuruse jaotusparameetrid

JAOTUSE KUJU ISELOOMUSTAVAD KARAKTERISTIKUD

Jaotuse summeetrilisus
Kui juhusliku suuruse tdendosus- voi tihedusfunktsioon on (mingi vaartuse) suhtes
summeetriline, siis ©Oeldakse, et juhuslik suurus ja Uhtlasi tema jaotus on

simmeetriline. Jaotuse simmeetrilisust mdédab asimmeetriakordaja

]
Ei - EX)
—
)
Summeetrilise juhusliku suuruse korral on asummeetriakordaja vdrdne nulliga. Kui

jaotus on suurte vaartuste suhtes vélja venitatud, tal on “raske saba” paremal, siis

on asimmeetriakordaja positiivne, vt tGlemine joonis (EX = 4,2, DX = 2,5, a = 1,02).

Parempoolse sahaga diskreetne jaotus
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Kui aga “raske saba” on vasakul, siis on asummeetriakordaja negatiivne, vt alumine
joonis (EX = 6,74, DX = 2,27, a = -0,42).

Vasakpoolse sabaga diskreetne jaotus
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Asuimmeetriakordaja v8ib omandada suvalisi vaartusi.



Juhusliku suuruse kuju jarskus/ lamedus

Juhusliku suuruse jaotuse “raskete” ja kaugele ulatuvate sabadega kaib tihti kaasas
suhteliselt terav, kontsentreeritud vaartustega tipp. Niisugust jaotust nimetatakse
jarsuks, tal on positiivhe jarskuse kordaja ehk ekstsess e (vt vasakpoolne joonis,
€=0,86). Seevastu jaotust, mille vaartused on tdkestatud ja millel puudub selgelt
eristuv tipp (vdi on neid mitu), nimetatakse lamedaks, sellise jaotuse ekstsess on

negatiivne, vt parempoolne joonis, e=—1,76). Ekstsessi avaldis on:

4
Eix-E.
e = ﬁ_g

o ”

Positiivse jarskusega
diskreetne jaotus
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Megatiivse jirskusega
diskreetne jaotus
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Jarelemdtlemiseks

1.Kui juhusliku suuruse dispersioon vdrdub nulliga, mida saab sel juhul o6elda
kvantiilide kohta?

2.Kuidas paiknevad omavahel kvartiilid ja kvintiilid (naidata suurusvahekorrad?)
3.Variatsioonikordaja arvutamisel eeldatakse, et juhusliku suuruse véartused on
mittenegatiivsed. Miks?

4.Missugune jaotuseparameeter on simmeetrilise juhusliku suuruse
summeetriakeskmeks? Mida saab 6elda simmeetrilise juhusliku suuruse kvantiilide
kohta?

5.Missugune on ekstsessi minimaalne vdimalik vaartus? Miks?

6.X on Bernoulli jaotusega B(p). Leida tema asimmeetria kordaja ja ekstsess.
Missuguse p vaartuse korral on Bernoulli jaotus simmeetriline?

7.Leida Uhtlase jaotuse kvartiilid, asummeetria kordaja ja ekstsess.
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TSEBOSEVI VORRATUS JA SUURTE ARVUDE SEADUSE TOESTUS

Juhusliku suuruse jaotusparameetrid

Juhusliku suuruse standardiseerimine
Selleks, et muuta erinevatel skaaladel m&ddetud juhuslikud suurused omavahel
vorreldavateks, kasutatakse standardiseerimist. Kui juhusliku suuruse X keskvaartus

on EX = pu ja standardhélve on @, siis vastav standardiseeritud juhuslik suurus Xg on

A

()

A=

Standardiseeritud juhusliku suuruse keskvdartus on O ja dispersioon ning

standardhalve on 1.

TSebdsSevi vOrratus
T3ebd3evi vdrratus néitab, et standardiseeritud juhusliku suuruse puhul esineb suuri
halbeid suhteliselt vaikese tBendosusega — siit jareldub, et sama kehtib suvalise

juhusliku suuruse korral, kui me vérdleme tema halbeid tema standardhalbega.

Teoreem

Iga juhusliku suuruse X ja positiivse konstandi ¢ korral kehtib v8rratus:
0¥
F'I:lX— E}fl:iﬂjlii?

T6estus
Esitame tdestuse diskreetse juhusliku suuruse jaoks; see on analoogia pdéhjal ule
kantav ka pideva juhusliku suuruse juhule. Valime vabalt suuruse c, kirjutame vélja
diskreetse juhusliku suuruse dispersiooni avaldise ja teisendame seda alljargnevalt:
2 2 2
DX=3 py(x,-EX) = T py{x-EX)+ T pylx-Ex).
i | -Ex|re [EE=E

Asendades esimeses liidetavas avaldise |X— EX] konstandiga c avaldis kindlasti
vaheneb. Samuti véheneb avaldis siis, kui jatta &ra teine, alati mittenegatiivne
liidetav. Seega saame vorratuse:

Dxzc® 3 p=c? Pl - EX |z o),

| #-Ex | ze

mis avaldise esimese ja viimase liikme jagamisel positiivse konstandiga c2 annabki

soovitava tulemuse.

Suurte halvete téenaosused

Vottes TSebdSevi vorratuses ¢ = a O, kus a >1, saame vOrratuse:



1
2

Pilx-Exlzac)=

Siit jareldub, et standardhéalbest kaks korda suuremate halvete téendosus ei saa olla
suurem kui ¥ ja 10 korda standardhélvet Uletavate hélvete tdendosus ei Uleta Uht
sajandikku. Enamuse juhuslike suuruste korral on aga suurte hélvete téenaosused
veel palju vaiksemad kui seda lubaks TSebdSevi vorratus.

Tdenaosuse jargi koondumine

Juhuslike suuruste jada koondumisel on oluline see, et jadas edasi minnes (indeksi
suurenedes) jarjest vaheneb suurte hélvete tdenadosus. Veelgi enam, igasuguse
suurusega hélbe tdendosus muutub jadas kullalt kaugele minnes jarjest vaiksemaks.
Nii on defineeritud téen&osuse jargi koondumine.

Juhuslike suuruste jada X, koondub tBen&dosuse jargi juhuslikuks suuruseks X siis,

kui iga positiivsete suuruste paari £ ja & korral leidub selline indeks n, et kehtib

vorratus:
PUIX, - X =g <8,
kui n = n*. Téen&osuse jargi koondumist téhistatakse sumboliga:
Xn —F,I"'X
Juhuslike suuruste jada piirvaartuseks vib olla nii juhuslik suurus X kui ka konstant.

Suurte arvude seadus
Teoreem
Olgu katse tulemusena esineva sundmuse A téen&osus P(A) = p. Kui seda katset on

sooritatud n korda, siis olgu sindmuse A esinemise suhteline sagedus Sp/n.

Katseseeria I6pmatul pikendamisel koondub suhteline sagedus tdenaosuse jargi selle

sindmuse téendosuseks:

I6estus
Tdenédosuse jargi koondumise definitsiooni kohaselt on meil tarvis naidata,

et iga £ ja © korral leidub selline indeks N, et kui n > N, siis kehtib vérratus

d

Arvutame juhusliku suuruse S,/n keskvaartuse ja dispersiooni:

5
Za-p

Es]ﬂ’ﬁ.

= Et S, on n Bernoulli jaotusega juhusliku suuruse summa ja iga Bernoulli jaotusega
juhusliku suuruse puhul EX = p, siis E(Sp/n) = np/n = p.

e Bernoulli jaotusega juhusliku suuruse dispersioon on p(1—p). See suurus ei Uleta
kunagi murdu 0,25. Arvestades, et katsed on sdltumatud, saame D(S,) = 0,25n

ning D(S,/n) = 0,25/n.
- Kasutame nuud suhtelise sageduse S,,/n jaoks TSeb&Sevi vorratust, mille kohaselt

iga puhul kehtib vorratus:



P[%-p\zs]:: gj
e

Kui ja @ on antud, tuleb N maarata nii, et kehtiks vérratus

Q251:5¢¢ﬁj; 1
ne dag

Sellega on teoreem tdestatud.

Suhtelised sagedused pika katseseeria valtel

Suurte arvude seaduse tahtsus on kahesuunaline.

= Unelt poolt annab see loogilise ja teoreetilise aluse statistilise tdendosuse
kasutamiseks.

- Teiselt poolt naitab ka seda, milleks Uldse on tdenaosuse teadmine kasulik. Teades
sindmuste tdené&osusi, on vdimalik hinnata, kui palju on lootust nende toimumiseks,
kui pikki katseseeriaid tuleb teha, et sindmus toimuks.

e Suurte arvude seadusest jareldub, et siis, kui sindmuse tdendosus on véaga vaike,
juhtub see véaga harva (naiteks loterii peavdidu saamine vdi meteoori langemine

Maale).

Jarelemotlemiseks

1.Kas niisugune sindmus, et kogu mindiviske seeria jooksul langeb peale vapipool,
on vdimalik?

2.Juhusliku suuruse vaartuse méadramiseks tehti 10 katset. Kui suur on suurim

vOimalik normeeritud héalve keskvaartuse suhtes?

@ WRETUSED
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Normaaljaotus ja tsentraalne piirteoreem. Lineaarne korrelatsioonikordaja

NORMAALJAOTUS

Normaaljaotuse tihedusfunktsioon

Uks kdige sagedamini kasutatavaid jaotusseadusi on normaaljaotus. Normaaljaotus
sobib mudeliks nii médtmisvigade jaotusele, laskude hajumisele marklaua keskme
Umber, kuid samuti paljude bioloogiliste objektide md&dtude muutlikkusele. Naiteks
kirjeldab normaaljaotus Usna hé&sti nii meeste kui ka naiste pikkuste jaotust.
Normaaljaotus sobib ka inimeste vdéimekuse testide jaotuse kirjeldamiseks — need on
kdik sellised ligilahedaselt summeetrilised jaotused, kus suur hulk vaartusi on
koondunud keskvaartuse lahemasse Umbrusesse, moodustamata eriti teravat tippu,
seevastu suuremaid halbeid esineb suhteliselt harvem. Samas ei ole halbe suurusel
piiri — kuigi Ulivaikese tdéen&dosusega vdib esineda kuitahes suuri halbeid (tuleb siiski
tddeda, et “kuitahes” on pigem abstraktsioon, praktilises elus on hélvetel enamasti

sisulised piirid).

Normaaljaotusega juhuslik suurus on pidev ja seda iseloomustab alljargneva kujuga
tihedusfunktsioon

ey’
1 2

ffF—=*¢ :
z
2o
kus p ja & on jaotuse parameetrid, argument x vBib omandada suvalise arvvaartus
ja T = 3,14... ning e = 2,718... on konstandid. Normaaljaotuse tahiseks on N(u, ).

Normaaljaotuse tihedusfunktsiooni illustreerib lisatud graafik.



Standardiseeritud normaaljaotuse tihedusfunktsioon
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Normaaljaotuse keskvaartus
Normaaljaotuse keskvaartuse arvutamiseks kasutame pideva juhusliku suuuruse

keskvéartuse arvutamise eeskirja ja teisendust t = x —

e £ £
E}{:;]’Dxe ame dx:;}o[f+me: 25 df:;]?fe_ zﬁzdfm.
2me W2 pg? 2ag ™

Teisel sammul saadud avaldis laguneb kahe integraali summaks, teisest liidetavast
saab konstandi p integraalimargi ette tuua, mille jarel integraal esitab
tihedusfunktsiooni integraali I6pmatutes rajades, seega vOrdub (hega. Esimene
liidetav on aga ilmselt paaritu funktsioon simmeetrilistes rajades, seega on selle
vaartus 0. Kokkuvdttes oleme tdestanud, et EX = p, seega on normaaljaotuse

esimene parameeter tema keskvaartus.

Normaaljaotuse dispersioon
Et juhusliku suuruse dispersioon on nihke suhtes invariantne, siis arvutame
standardiseeritud normaaljaotuse dispersiooni, st et vftame p = 0. Saame siis

arvutusvalemi, kus kasutame teisendust t = x/T, millest jareldub dt=dx/I.

1
0= —

z
2o

o] 52
e 2 e [ o fE o

g g
e
m

Edasisel arvutamisel rakendame ositi integreerimise valemit,
Tuete = v - Jwau

vottes

¢ +
u=i dv=e’itdf du=df v=-8"



Siis me saame:

Dx=ad ——|te * 1l Je2gb=c

Vox L Vox

31}
+

sest esimene liidetav sulgudes vordub nulliga, nagu selgub piirvaartuste
arvutamisest.

Seega on normaaljaotusega juhusliku suuruse dispersioon DX =2 ja
standardhalve on .

Standardiseeritud normaaljaotus N(O, 1) on vastavalt parameetritega O ja 1. Selle
jaotuse kohta on koostatud rida tabeleid, mis varem moodustasid vaga olulise

vahendi praktiliste tdendosuseulesannete lahendamisel.

Normaaljaotuse jaotusfunktsioon

Mormaaljastuse jastusfunktsioon
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Normaaljaotuse jaotusfunktsioon avaldub tihedusfunktsiooni kaudu:

i)’
1 x 2 IFZ
Fix)=——|e cff.

2
2no

Lihtsamat avaldist (elementaarfunktsioonides) selle funktsiooni jaoks ei leidu.

Normaaljaotuse teised arvkarakteristikud

Normaaljaotuse tihedusfunktsiooni avaldisest jareldub, et ta on oma keskpunkti
suhtes summeetriline jaotus, seetdttu Uhtivad mediaan ja keskvaartus.

* Simmeetrilisuse téttu on asiummeetriakordaja voérdne nulliga.

e Arvutamise tulemus néitab, et normaaljaotuse jarskus on samuti vérdne
nulliga.

Seega VvOib kinnitada, et jarskuse kordaja vordleb jaotusi normaaljaotusega —
positiivse jarskusega jaotustel on normaaljaotusega vorreldes teravam tipp ja/ vOi

raskemad sabad; negatiivse jarskusega jaotused on normaaljaotusest lamedamad ja



nende sabad on kergemad/ lihemad v&i puuduvad hoopis.

« Normaaljaotusel on olemas koik kvantiilid, need on Uheselt maaratud ja neid
saab leida tabelist (puudub avaldis elementaarfunktsioonide kaudu).

« Normaaljaotusel puudub minimaalne ja maksimaalne vaartus, p&himobtteliselt

vdib normaaljaotus omandada kuitahes suuri vaartusi.

Normaaljaotuse lineaarfunktsiooni jaotus

Kui X on normaaljaotusega juhuslik suurus, siis on ka Y = a + bX normaaljaotusega
juhuslik suurus. See omadus ei kehti kaugeltki kdigi jaotuste puhul, olles pigem
normaaljaotuse erandlik omadus. Juhusliku suuruse Y parameetrid arvutatakse X
parameetrite jargi:

e EY = a + bEX;

- DY = b? DX.

e Ka juhusliku suuruse Y jaotusfunktsioon on X jaotusfunktsiooni jargi lihtsalt

arvutatav. Eeldame, et b>0. Siis kehtivad alljargnevad vorratused:
Fy(y) =P(Y <y) =P(a+ bX <y) =P(X < (y-a)/b)) = Fx((y — a)/b).

Samasugune seos on tuletatav ka negatiivse kordaja b korral, ning kokkuvottes
kehtib vordus:

Viimasest voOrratusest jareldub, et ka juhusliku suuruse Y kvantiilfunktsioon on
normaaljaotusega juhusliku suuruse X kvantiilfunktsiooni kaudu avaldatav. Leiame Y

kvantiilfunktsiooni Qy vaartuse kohal Qy(p), kasutades vahetult definitsioonist:

Qy(p) = a + bQx(p).

Seosest jaotusfunktsioonide vahel saame diferentseerimise teel ka seose

tihedusfunktsioonide vahel:

e o)

Normaaljaotuse standardiseerimine



Normaaljaotusega i {0 5; 1,5) juhusliku suuruse
standardiseerimine
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Kui X — N(u,T), siis vastav standardiseeritud juhuslik suurus on Xg,

Ao
A=

Xp on standardiseeritud normaaljaotusega.

Iga normaaljaotusega  juhuslik  suurus on saadav standardiseeritud

normaaljaotusega juhuslikust suurusest lineaarteisenduse abil.

See annab vlimaluse kasutada normaaljaotuse tabeleid, mis sisaldavad
standardiseeritud normaaljaotuse jaotusfunktsiooni ja kvantiilfunktsiooni vaartusi,

suvalise normaaljaotuse abil defineeritud siindmuste tdendosuste arvutamiseks.

Normaaljaotuse tabel

X F(x) -1,25 0,106 0,05 0,520 1,35 0,911

-2,5 0,006 -1,2 0,115 0,1 0,540 1,4 0,919

-2,45 0,007 | -1,15 0,125 0,15 0,560 1,45 | 0,926
-2,4 0,008 -1,1 0,136 0,2 0,579 1,5 0,933
-2,35 0,009 | -1,05 0,147 0,25 0,599 1,55 | 0,939
-2,3 0,011 -1 0,159 0,3 0,618 1,6 0,945
-2,25 0,012 | -0,95 0,171 0,35 0,637 1,65 | 0,951

-2,2 0,014 -0,9 0,184 0,4 0,655 1,7 0,955

-2,15 0,016 | -0,85 0,198 0,45 0,674 1,75 | 0,960

-2,1 0,018 -0,8 0,212 0,5 0,691 1,8 0,964

-2,05 0,020 | -0,75 0,227 0,55 0,709 1,85 0,968

-2 0,023 -0,7 0,242 0,6 0,726 1,9 0,971
-1,95 0,026 | -0,65 0,258 0,65 0,742 1,95 | 0,974
-1,9 0,029 -0,6 0,274 0,7 0,758 2 0,977
-1,85 0,032 | -0,55 0,291 0,75 0,773 2,05 0,980
-1,8 0,036 -0,5 0,309 0,8 0,788 2,1 0,982

-1,75 0,040 | -0,45 0,326 0,85 0,802 2,15 0,984




-1,7 0,045 -0,4 0,345 0,9 0,816 2,2 0,986

-1,65 0,049 | -0,35 0,363 0,95 0,829 2,25 | 0,988
-1,6 0,055 -0,3 0,382 1 0,841 2,3 0,989
-1,55 0,061 | -0,25 0,401 1,05 0,853 2,35 | 0,991
-1,5 0,067 -0,2 0,421 1,1 0,864 2,4 0,992
-1,45 0,074 | -0,15 0,440 1,15 0,875 2,45 | 0,993
-1,4 0,081 -0,1 0,460 1,2 0,885 2,5 0,994
-1,35 0,089 | -0,05 0,480 1,25 0,894
-1,3 0,097 0] 0,500 1,3 0,903

Esitatud tabel sisaldab arvupaare, kus esimeses veerus on argument X, teises vastav
jaotusfunktsiooni vaartus F(x). Ruumi kokkuhoiu m&ttes on neli niisugust veerupaari

asetatud korvuti.

Normaaljaotuse kaudu defineeritud sindmuste tdenaosuste leidmine
Normaaljaotuse tabelit on sobiv kasutada mitmesuguste sindmuste tdenaosuste
leidmiseks; selleks avaldatakse sindmuse tdendosus jaotusfunktsiooni abil ning
tdenaosus leitakse jaotusfunktsiooni F(x) vaartusena.

Teiselt poolt on tabelite abil v6imalik lahendada ka vastupidiseid uUlesandeid, leides
vastavalt sindmuse tdendosusele juhusliku suuruse vaartusi; selleks kasutatakse
tabelit vastupidi, leides F(x) vaartuste jargi x vaartusi.

Naide 5.1. X~N(0,1). Leida P(X > 1,3). Lahendus: P(X >1,3) =1 -P(X <1,3) =1
— 0,903 = 0,097.

Naide 5.2. X—N(0,1). Leida niisugused véartused a ja —a, et P(—a < X < a) = 0,6.
Lahendus: Leiame —a nii, et P(X < —-a) = 0,2, st —a = -0,85, siis a= 0,85. Vajadusel

saab a vaartust tapsustada interpoleerimise teel v6i tdpsemaid tabeleid kasutades.

N&aide 5.3. X—N(2,5). Leida P(X = 1,3). Lahendus: P(X > 1,3) = P(Xg > (1,3—
2)/5)=1 — P(Xp < 0,14) = 1 — 0,444 = 0,556.

Jarelemotlemiseks

1.Leida normaaljaotuse tabelist (vastavast arvutiprogrammist) standardiseeritud
normaaljaotuse kvartiilide vaartused.

2.Leida standardiseeritud normaaljaotuse tabelist 0,025-kvantiil ja 0,975-kvantiil.
Kui suure tdenaosusega jaab juhusliku suuruse vaartus nendest piiridest valjapoole?

3.Missuguse tdendosusega toimuvad sindmused X >1 ja X <-1, kui X ~ N(O, 1)?

@ WRETUSED
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Normaaljaotus ja tsentraalne piirteoreem. Lineaarne korrelatsioonikordaja

TSENTRAALSED PIIRTEOREEMID

Piirteoreemi moiste

Suurte arvude seaduse puhul nagime, et juhuslike suuruste jada v6ib koonduda
konstandiks. Kuid juhuslike suuruste jada koondumise tulemuseks ei tarvitse
tingimata olla konstant, on ka selliseid protsesse, mille korral juhuslike suuruste jada
koondub juhuslikuks suuruseks. Esitame jargnevas ko&ige olulisemad tsentraalsed
piirteoreemid. Oma nimetuse on nad saanud sellest, et kasitlevad tsentreeritud

(standardiseeritud) juhuslike suuruste jadade kaitumist.

De Moivre’-Laplace’i piirteoreem
Tahistagu X, binoomjaotusega B(n, p) juhuslike suuruste jada, 1 —= 0.

Arvutame vastava standardiseeritud juhuslike suuruste jada

l‘:.""- = —X,I‘:I_ID” 1

" Anp(1- p)

Siis koondub juhuslike suuruste Y, jada juhuslikuks suuruseks Y, kus Y on

standardiseeritud normaaljaotusega.

Sellel teoreemil on mitu vbimalikku tdestust. Klassikaline, de Moivre’ ja Laplace’i
tdestus on kull elementaarne, kuid tehniliselt tilikas ja tdémahukas. Hiljem on antud
sellele ja tervele reale sarnastele teoreemidele juhusliku suuruse karakteristlike
funktsioonide kaudu elegantne ja luhike tdestus, ent selle jaoks vajaliku aparatuuri
omandamine vajab taiendavat aega. Selletdttu jaab klassikalise piirteoreemi téestus

k&esolevast kursusest valja.



Bincomjaotuste jada

45
L= =

-3 -2 -1 a 1 2 3

|—o— B(0,7:4) —— B0, 7:8) —— B(0,7:16) —— B(07:32) —— N.:rm|

Uldine klassikaline tsentraalne piirteoreem
Tdestatud piirteoreemi saab Uldistada.

Olgu X, s6ltumatute juhuslike suuruste jada, millel on sama keskvaartus p ja sama

standardhélve =. Siis koondub jada

LS ¢ uysy
Gﬁ;t.mﬁ.

kus Y on standardiseeritud normaaljaotusega juhuslik suurus.

Poissoni piirteoreem

Binoomjaotusega juhusliku suuruse piirvdartuseks pole ainult normaaljaotus,
sOltuvalt jada konstruktsioonist vdib see koonduda ka teisteks piirvaartusteks.
Tuntud on Poissoni piirteoreem:

Olgu korduvate katsete jada maaratud nii, et sindmuse A tdendosus n-dal katsel py

rahuldab tingimust
no, —= A

Siis laheneb binoomjaotusega B(p,, n) juhuslike suuruste jada Poissoni jaotusega

juhuslikule suurusele. See tahendab, et iga k korral kehtib seos

Pix=k) e L

Jarelemotlemiseks

1.Kas De Moivre-Laplace’i teoreem on Uldise klassikalise tsentraalse piirteoreemi
erijuht?

2.Kuidas seostub viimase piirteoreemiga see, et normaaljaotus on levinud mudel
vigade teoorias?

3.Kas binoomjaotuste normaaljaotuseks koondumise kiirus sdltub parameetrist p?
Miks?




4.Kas Poissoni piirteoreem on ka tsentraalne? Miks mitte?

5.Millal sobib binoomjaotusega juhuslike suuruste jada l&dhendiks normaaljaotus,
millal Poissoni jaotus?

@ WAETUSED
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Normaaljaotus ja tsentraalne piirteoreem. Lineaarne korrelatsioonikordaja

NORMAALJAOTUSEGA JUHUSLIK VEKTOR. KORRELATSIOONIKORDAJA

Normaaljaotusega juhusliku vektori mdiste ja omadused

Kui sama katse/ katseseeria abil on defineeritud mitu normaaljaotusega juhuslikku
suurust, siis moodustavad nad normaaljaotusega juhusliku  vektori.
Normaaljaotusega juhuslik vektor on pidev, ning tema jaotuse maarab
tihedusfunktsioon, mis s6ltub sama suurest arvust argumentidest nagu on juhuslikul
vektoril komponente. Kui vektori komponendid on sdltumatud, siis avaldub vektori

tihedusfunktsioon komponentide tihedusfunktsioonide korrutisena.

Normaaljaotusega juhusliku vektoril on rida rakenduste seisukohast véaga olulisi
omadusi.

<Normaaljaotusega juhusliku vektori iga komponentide
lineaarkombinatsioon on normaaljaotusega, kusjuures selle jaotusparameetrid
on lineaarkombinatsiooni kordajate abil vahetult arvutatavad.

«See tahendab, et normaaljaotusega juhusliku vektori iga projektsioon on
normaaljaotusega.

eSamuti on normaaljaotusega juhusliku vektori kdik tinglikud jaotused

normaaljaotusega.

Kahemd&dtmeline normaaljaotusega juhuslik vektor
Kahemddtmelise standardiseeritud normaaljaotusega juhusliku vektori

tihedusfunktsioon on:

20+ v
2901 -

—

flxy)= &

2n(1-r7)

Siin x ja y on argumendid, mis naitavad kummagi komponendi vaartusi ja r on

komponentide X ja Y vaheline korrelatsioonikordaja.

Esitatud joonisel on kahemd&dtmelise normaaljaotuse tihedusfunktsiooni (mis on
kupli- vbi kellukesekujuline) projektsioonid erinevatele joonise pinnaga paralleelsetele
tasanditele. So&ltumatute standardiseeritud koordinaatidega kahem&dtmeline
normaaljaotus on simmeetriline kdigi tasandite suhtes, mis on risti koordinaattelgede

tasandiga ja labivad nullpunkti.
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Korrelatsioonikordaja
Korrelatsioonikordaja arvutatakse valemist

o BX-EX)(Y-EY)

o Dy

Korrelatsioonikordaja iseloomustab kahe juhusliku suuruse vahelise lineaarse seose
tugevust. Kui korrelatsioonikordaja vaartus on 0, siis 0Oeldakse, et juhuslikud
suurused on mittekorreleeritud.

eKui juhuslike suuruste vahel on taielik lineaarne sOltuvus, siis on

korrelatsioonikordaja absoluutvaartus 1,
Y=g+ h¥ o rix 1= sgn (b, [rl=1.

«Korrelatsioonikordaja vaartused muutuvad piirkonnas [-1, 1].

K ahemddtmelise normaaljaotusega punktiparv, r=006
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e Mida tugevam on tunnustevaheline lineaarne seos (st, mida ldhedasem see on
determineeritud seosele), seda suurem on korrelatsioonikordaja absoluutvaartus.

« Kui korrelatsioonikordaja vé&artus on positiivne, siis Uhe juhusliku suuruse
suurenedes suureneb keskmiselt ka teine (ja vastupidi).

e Kui korrelatsioonikordaja vé&artus on negatiivnhe, siis Uhe juhusliku suuruse
suurenedes keskmiselt teine juhuslik suurus vaheneb ja vastupidi.

e Kui juhuslikud suurused on s6ltumatud, siis on korrelatsioonikordaja vdrdne
nulliga.

e Kui kahem&6tmelise normaaljaotuse komponendid on mittekorreleeritud, siis on

nad ka s6ltumatud. Muude jaotuste korral see Uldiselt nii ei ole.

Kahemiitmelise normaaljaotusega punktipary, ¥=0,75
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Jarelemdétlemiseks
1.TGestada, et mittekorreleeritud komponentidega kahem®&dtmeline

normaaljaotusega vektor on uhtlasi s6ltumatute komponentidega.

2.Kuidas muutub kahe juhusliku suuruse vaheline korrelatsioonikordaja siis, kui
Uhele neist rakendada lineaarteisendust?

3.Juhuslik suurus Y on defineeritud eeskirjaga Y = —X. Missugune on suuruste X ja Y
korrelatsioonikordaja?

4. Juhuslik suurus Y on defineeritud eeskirjaga Y = —X ja X on standardiseeritud
normaaljaotusega. Missugune on Y jaotus?

5.Juhuslik suurus Y on defineeritud eeskirjaga Y = —X ja X on normaaljaotusega N(u,
s). Missugune on Y jaotus?

6.Juhuslikud suurused X — N(uq, @1 ) ja Y — N(uo , @p). on soltumatud. Leida

juhuslike suuruste 2X, X+Y, X-Y ja 2X-3Y jaotus.

@ WRETUSED
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Uldkogum ja valim. Hindamine

ULDKOGUM JA VALIM

Matemaatilise statistika pdhiulesanne

Matemaatilise statistika pohiliseks Ulesandeks on jarelduste tegemine statistiliste
andmete pdhjal. Statistilisteks andmeteks on 18plik hulk m&dtmistulemusi.
Mdddetavad suurused on juhuslikud suurused e. tunnused, ning nende juhuslikkus
seisneb selles, et erinevate objektide puhul omandavad nad erinevad vaartuse
(néiteks inimese pikkus). P&himotteliselt vdib mddtmistulemuse juhuslikkust
pbhjustada ka mddtmis- vOi vaatlusviga - matemaatilise statistika seisukohast ei ole
juhuslikkuse aluseks olev pdhjuslik mehhanism olulise tahtsusega. Matemaatilise
statistika eesmargiks on teha jareldusi méddetud juhuslike suuruste jaotuste (sh
jaotusparameetrite omavaheliste seoste jne) kohta. Matemaatiline statistika tugineb
sealjuures tdendosusteooriale kui meetodile, tehtavad jareldused on oma olemuselt

téenaosuslikud.

Uldkogum ja valim

Matemaatilises statistikas kasutatava andmestiku kohta tehakse tavaliselt rida
eeldusi. Vaatleme neid lihtsaimal erijuhul, kui andmestik on Uhemd&tmeline, st et
mdddetud on ainult Ght tunnust.

<Vaadeldav néahtus (protsess) toimub mingis Idpmata suures kogumis, mida
nimetatakse Uldkogumiks. Uurijat huvitab teha jareldusi uldkogumi kohta.
eUuritava tunnuse jaotust Uldkogumis (nn teoreetilist jaotust) iseloomustab
teadaolev jaotusseadus (vdga sageli normaaljaotus), kuid selle jaotuse parameetrid
ei ole teada.

eUurija kasutuses olev statistiline andmestik on valim sellest tldkogumist.

<Valimi maht on I8plik, selle tédhiseks on n.

eValimisse kuuluvad punktid/ objektid on tldkogumist juhuslikult valitud nii, et kdigil
uldkogumi punktidel on vdrdne tdendosus valimisse sattuda ehk punkti valimisse
sattumise tdendosus on vordeline tldkogumi tihedusfunktsiooniga selles punktis.

=Valimisse valitud punktid on omavahel séltumatud.

Teoreetiline ja konkreetne valim

P&himotteliselt késitletakse valimit kahes mottes:

<Konkreetne valim koosneb moédtmistulemustest, st arvudest, kusjuures need arvud
on antud teoreetilise jaotusega juhusliku suuruse vaartused.

Teoreetiline valim on juhuslik séltumatute komponentidega n-mddtmeline vektor,
mille kdigi komponentide jaotuseks on uldkogumi jaotus.

Konkreetset jaotust kasutatakse statistiliste otsustuste tegemiseks uUldkogumi



kohta, teoreetilist jaotust — nende otustuseeskirjade omaduste selgitamiseks.

Matemaatilise statistika pdhitlesande tapsustus
Tapsemalt on matemaatilise statistika Ulesandeks valimi p6hjal otsustuste tegemine
uldkogumi kohta.

W alim
Uldkogum
(]
(]
)
L Otsustus Otsustus J
o

Valimi jaotus

Konkreetse valimi jaotuse eeskirjaks on: P(xj) = 1/n, st et kobigil valimi punktidel

on vOrdne tdenaosus. Valimi jaotus on empiiriline jaotus. Selle jaotuse pdhjal saab
arvutada ko&ik jaotuse parameetrid, neid nimetatakse valim- ehk empiirilisteks

parameetriteks.

Jarelemodtlemiseks

1.0lgu uldkogum Bernoulli jaotusega. Missuguse jaotusega on siis valim?

2.Kas valim saab olla normaaljaotusega?

3.0letame, et samast uUldkogumist on vBetud kaks sama mahuga valimit? Kas need
on vordsed voi erinevad?

4.Kuidas muutub valimi jaotus, kui valimisse Uks vaatlus lisatakse?

@ WRETUSED
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Uldkogum ja valim. Hindamine

PUNKTIHINNANG

Jaotusparameetrite hindamise tlesanne

Tihti on tarvis valimi pdhjal leida jaotusparameetrite hinnanguid. Kadige
sagedamini on tarvis hinnata keskvaartust. Naiteks kusitakse vaststuindinu keskmist
kaalu vaadeldaval aastal, tootajate keskmist palka teataval kuul, ooteaja keskmist
kestus pangas enne teenindamist, keskmist sademete arvu mingil kuul jne.
Niisuguse Ulesande lahendamiseks on kaks v@imalust — kdikne ja valimipdhine.
 Kbikse andmestiku pdhjal on vdimalik keskvaartus tapselt vélja arvutada.
Naiteks kui aasta jooksul on k&ik vastsundinud kaalutud, siis on tapselt
(mdodtmisvigade tapsuseni) teada nende kaalu jaotus ning on vdimalik arvutada vélja
ka tédpne keskmine kaal, mis erineb selle “digest” vaartusest vaid voimaliku
moodtmisvea poolest. Ekslik on kasutada kdikse valimi p6hjal tehtud arvutuste korral
metoodikat, mis eeldab, et andmed on valimip&hised.

- Valimi pdhjal leitakse soovitavale keskvaartusele hinnang, mis p&himbtteliselt
peale mdédtmisvea sisaldab veel ka valimi juhuslikkusest tulenevat juhuslikku viga.
Selle pdhjuseks on see, et kaks samast uUldkogumist vBetud samamahulist
valimit ei ole Uhti peaaegu mitte kunagi, vt alljdrgnev joonis.

Matemaatiline statistika tegeleb hinnangutega, seega edaspidi ei vaatle me kdikse
statistika abil lahendatavaid olukordi.

Kaks erinevat6-elemendist valimit normaaljaotusest

o=

—— Teoreetiline < Walm1 & Walimd

Punkt- ja vahemikhinnang



Matemaatilises statistikas lahtutakse eeldusest, et Uldkogumi jaotusel on olemas
Oiged parameetri vaartused, mida uurija ei tea ja puuab hinnata. Selleks
kasutatakse pdhimétteliselt kaht tiupi hinnanguid. Punkthinnang on valimi pdhjal
arvutatud (Uks) arv, mis peaks eelduste kohaselt olema vdimalikult lahedane
hinnatava parameetri Oigele véartusele. Vahemikhinnang on otspunktide abil
maaratud vahemik, milles (killalt suure tdendosusega) sisaldub hinnatava
parameetri dige vaartus. Punkthinnang sisaldab vahem teavet, sest pole teada, kui

palju parameetri 6ige erineb hinnangust.

Punkthinnangu arvutamine valimi p&hjal

Sageli kasutatakse uldkogumi parameetri punkthinnangu arvutamiseks vastavat
valimparameetrit. Sellisel hinnangul on rida héid omadusi:

 Ta on lihtsalt arvutatav, sest valimjaotus on diskreetne 16pliku hulga vaartustega
ning seetdttu on enamus jaotusparameetritest vahetult arvutatavad;

< Enamasti on valimparameetrite jaoks kdullalt lihtne leida tapsuse hinnanguid ja

kontrollida nende omadusi.

Naide 1. Joonisel on kujutatud kaks kuuepunktilist valimit uldkogumist
normaaljaotusega keskvaartusega 0,5 ja dispersiooniga 2,25. Valimid on
moodustatud p6himdtteliselt sarnaselt, kuid juba esmapilgul on naha, et nad on

erinevad. Leiame nende valimite keskmised, kasutades valemit:

f= L Zn Xy

noiz
1.valim 2.valim
1 -1,478 2,701
2 2,08 -0,534
3 0,444 0,878
4 3,704 2,198
5 -2,561 -1,039
6 -0,203 1,187

Summa 1,985 5,39

* 0,331 0,898

Selgub, et Uhe valimi pbhjal arvutatud hinnang on digest keskmisest (mis kaesoleval
juhul on 0,5) vaiksem, teine aga suurem. Kahjuks pole punkthinnangut uUksi
kasutades selge, kui suure tapsusega ta on, selletdttu ongi tarvis tdiendavalt

kasutada hinnangu tapsust iseloomustavaid néaitajaid.

Hinnangu keskvaartus. Nihe

Et valim on juhuslik, siis on ka valimi pdhjal arvutatud suurused, sh ka hinnang,
juhuslikud suurused. Kasutades teoreetilise valimi mdistet, on vfimalik leida
hinnangu keskvéaartus.

Kuna teoreetilise valimi puhul on iga valimi punkt tldkogumi jaotusega, siis saame

keskvaartuse omadusi kasutades leida valimkeskmise keskvaartuse:
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Naeme, et keskmiselt annab valimkeskmine digele keskmisele dige hinnangu, st ta ei
tle- ega alahinda diget keskmist siUstemaatiliselt. Siinjuures on oluline see, et see
omadus kehtib iga Uldkogumi jaotuse korral. Edaspidi tahistame hinnangut tahega t,
t on valimi funktsioon ja seega juhuslik suurus. Hinnatava parameetri 6ige vaartuse

tahiseks on statistikakirjanduses kasutusel kreeka taht #(teeta).

Kui hinnangu t keskvaartus Et Uhtib hinnatava parameetri dige vaartusega

+, siis 6eldakse, et hinnang on nihketa.

e Hinnangu keskvaartuse Et ja hinnatava parameetri 38ige véaartuse vahet
nimetatakse hinnangu nihkeks. Nihke t&hiseks on b(t).

e Positiivse nihke puhul hinnang ulehindab, negatiivse nihke puhul — alahindab
hinnatavat parameetrit + siistemaatiliselt. Sellest ei jareldu siiski, et igal konkreetsel

juhul oleks hinnangu viga sama margiga.

Dispersiooni hinnang. Nihke kdrvaldamine
Teine oluline parameeter, mida on tarvis arvutada, on uUldkogumi dispersioon DX.

Usna loomulik oleks selle hinnanguna kasutada valimdispersiooni, mille avaldis on

=1

Arvutamisel selgub aga, et see hinnang on nihkega,

EGE:H1D}<’

seega alahindab oOiget dispersiooni. Selletdttu kasutataksegi enamasti dispersiooni
hindamiseks nihketa hinnangut
z_ 1

5 =R

(%)

=

1]
—

i

Asumptootiline nihketus

Kui hinnangu nihe laheneb valimi mahu kasvades nullile, siis on hinnang
asumptootiliselt nihketa. Suurte valimite puhul pole suurt vahet, kas kasutada
nihketa vdi asimptootiliselt nihketa hinnanguid.

Dispersiooni hinnang zZon asumptootiliselt nihketa, sest tema nihe laheneb nullile:

b(a2)= - DX = 0, kui n—

Naide 2. Arvutame dispersiooni ja standardhélbe hinnangud eelmises naites

esitatud andmete pdhjal.

Halvete ruutude summa

1.valim|2.valim

1 3,272 | 3,248




2 3,058 | 2,052
3 0,013 0

4 11,37 | 1,689
5 8,364 | 3,753
6 0,285 | 0,083

Summa 26,37 | 10,83

s2 5,273 | 2,165

Standardhéalve| 2,296 | 1,471
_Z
fa)

4,394 | 1,804

Standardhéalve| 2,096 | 1,343

Selgub, et erinevate valimite po6hjal arvutatud dispersioonihinnangud on Usha
erinevad, ning erinevad ka dispersiooni 8igest vaartusest, mis kaesoleval juhul on
2,25. Esimese valimi pdhjal arvutatud nihketa hinnang on lle kahe korra suurem
digest dispersioonist, teise valimi pdhjal arvutatud hinnang aga on sellest veidi
vaiksem. Samasugune on vahekord standardhélbe hinnangute korral.

Tabelis on esitatud ka nihkega hinnangud. Naeme, et kaesoleval juhul esimese valimi
pbéhjal arvutatud nihkega hinnang on 08igele dispersioonile lahemal, kuid see on
juhus, mida pole reaalselt véimalik kasutada. Teise valimi p6hjal arvutatud nihkega

hinnang on aga dispersiooni digest vaartusest marksa vaiksem.

Hinnangu hajuvus ja dispersioon

Hinnangu ebatépsust p&hjustab enamasti hinnangu hajuvus. Seda méddab hinnangu
dispersioon. On selge, et mida vaiksem on hinnangu dispersioon, seda tapsem on
uldiselt hinnang. Hinnangu dispersiooni arvutamisel kasutatakse jélle teoreetilise
valimi omadusi. Arvutame néitena valimkeskmise dispersiooni:

i

T D DX,

1_
ne =

Oix =

Joudsime véga olulise tulemuseni — valimkeskmise dispersioon on
poordvordeline valimi mahuga, st et valimi mahtu vajaliku maarani suurendades on

vbimalik teha keskvaartuse hinnangu dispersioon kuitahes vaikseks.

Standardviga ja suhteline viga

Keskvéaartuse hinnangu standardhélvet nimetatakse ka standardveaks, selle
suuruse tahiseks on m.. Standardviga on praktikas ks kdige levinumaid hinnangu
tapsuse mdodte. Eelbeldust jareldub, et hinnangu standardviga on pd6rdvdrdeline
ruutjuurega valimi mahust.

Teine hinnangu tépsust iseloomustav suurus on ka suhteline viga, mis vordub

standardvea ja hinnatava suuruse keskvaartuse suhtega F{ﬂ ja mis avaldatakse tihti

protsentides.

Hinnangu efektiivsus

Nihketa hinnang on efektiivhe, kui tema dispersioon on minimaalne kéigi
sama mahuga nihketa hinnangute seas.

Hinnangu efektiivsus e(#)vordub sama mahuga efektiivse hinnangu ja vaadeldava

hinnangu dispersioonide sutega
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kus #* tahistab efektiivset hinnangut. Mida vaiksem on hinnangu efektiivsus, seda

suurem peab olema valimi maht soovitava hinnangutapsuse saavutamiseks.

Hinnangu mdjusus
Hinnang on mdjus siis, kui ta koondub tdendosuse jargi hinnatava parameetri digeks

vaartuseks,

SR

MoGjusad on kdik nihketa v6i asimptootiliselt nihketa hinnangud, mille dispersioon

valimi mahu suurenedes laheneb nullile.

Naide 3.

Leiame esitatud naiteandmestiku pdhjal ka keskmise standardvea ja suhtelise vea.

Esimese valimi pbhjal saame: m2= 5,273/6 = 0,879, m = 0,937, suhteline viga on
aga 2,833 ehk 283%.

Teise valimi pOhjal saame: m2= 2,165/6 = 0,361, m = 0,601; suhteline viga on
0,669 ehk 67%.

Tdenaosuse hinnang ja hinnangu viga

Sundmuse tdendosuse hindamiseks valimi poéhjal kasutatakse selle sUndmuse
suhtelist sagedust — see on mdottekdik, mis on tuttav juba statistilise tdendosuse
definitsioonist. Seega maarab statistiline tdendosus tdenaosuse hinnangu. Et
suhtelist sagedust voib kasitleda Bernoulli jaotusega juhusliku suuruse keskvéartuse
hinnanguna, siis saab selle dispersiooni maaramisel kasutada keskvaartuse hinnangu
dispersiooni arvutamise valemit:

__kln-#)

D)= 7 (P00 = 0

Naide 4

Olgu 10 katse jooksul tulemus A esinenud 7 korda. Siis on sindmuse A suhteline
sagedus 0,7 ja selle sageduse hinnangu dispersioon on 21/900 = 0,023. Hinnangu
standardviga on 0,153 ja suhteline viga 0,218 ehk 21,8%.

Hindamismeetodid

Hinnangute leidmiseks kasutatakse mitmeid erinevaid meetodeid, millest tuntuimad
on vdhimruutude meetod, suurima tdepara meetod ja momentide meetod.
Momentide meetod

< Momentide meetodi idee seisneb selles, et jaotusparameetrid avaldatavad juhusliku

suuruse momentide kaudu:

w =B

kaudu avaldatavad.

= Alati on leitavad ka valimimomendid
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« Asendades jaotusparameetrite avaldistesse teoreetiliste momentide asemele
valimimomendid saamegi parameetritele hinnangud.

Momentide meetodil saadud hinnangud ei ole uldjuhul nihketa. Naiteks momentide
meetodi kohta on hinnangud ¥ ja 52.

Vahimuutude meetod

e Vahimuutude meetodi idee seisneb selles, et otsitakse niisugust parameetri
vaartust, mille korral valimi ja teoreetilise vaartuse vaheliste halvete ruutude summa
omandaks minimaalse vaartuse.

e Enamasti tuleb parameetrite hindamiseks vahimruutude meetodil lahendada
ekstreemumulesanne.

Suurima téepéara meetod

e Suurima tdepara meetodi korral otsitakse niisuguseid parameetri vaartusi, mille
korral olemasoleva valimi saamise tden&osus oleks maksimaalne.

e Suurima tBepara meetodi puhul on oluline see, missugune eeldatakse olevat
uuritava tunnuse jaotus.

« Normaaljaotuse korral Uhtib suurima téepéra ja vdhimruutude meetod, Ulejdanud
jaotuste korral vOib suurima tdepéra hinnang olla tdpsem, kuid selle leidmine on

tavaliselt todmahukam.

Naide 5 (vahimruutude meetod)

Selleks, et leida valimi xq, X5, ..., Xn pohjal keskvaartuse hinnangut, otsime arvu p

nii, et minimeerida summa

-w)

[]=

1]
—

Selleks arvutame saadud avaldisest tuletise u jargi ja lahendame vorrandi:

2 B
:2. (XJ"U-]':D — :O%E X,

I=

I:ll "

-y

Selgus, et niihasti momentide meetodi kui ka vahimruutude meetodi puhul on

keskvaartuse hinnanguks valimkeskmine.

Jarelemotlemiseks

1.Kas on alust arvata, et mdni valim on parem ja mdni halvem?

2.Missugused suurused alljargnevast loetelust on juhuslikud — hinnang, hinnangu
nihe, valimkeskmine, valimdispersioon, efektiivsus?

3.Mis on suurem, kas juhusliku suuruse standardhalve v6i standardviga?
4.Missugune naitaja iseloomustab hinnangu siistemaatilist viga?

5.0sutus, et n vaatluse pdhjal leitud hinnangu suhteline viga oli kaks korda suurem
kui soovitav. Kui palju tuleks teha taiendavaid katseid, et saada soovitava tadpsusega
hinnang?

6.Kas mdjusa/ nihketa/ nihkega/ mittem®&jusa/ asumptootiliselt nihketa/ efektiivse



hinnangu tapsust saab suurendada katsete arvu suurendades?

@ WRETUSED
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Uldkogum ja valim. Hindamine

VAHEMIKHINNANG

Usalduspiirid ja usaldustbéenaosus

Igati loomulik on mote, et kui hinnangu juhuslikkuse tdttu ei saa tapselt maarata
punkthinnangut, oleks mdistlik maarata vahemik, mis kindlasti otsitavat hinnangut
kataks. Probleem on aga selles, et suurel osal juhtudest ei Onnestu ka sellist
vahemikku ega piirkonda maarata, mis taiesti kindlasti otsitavat parameetrit
sisaldaks. Kui aga niisugune hindamine peakski dnnestuma, ei paku see enamasti
huvi, sest saadud piirkond on liiga lai ja tulemus tihti triviaalne. Praktiliselt pakub aga
huvi usalduspiiride maaramine, mis toimub jargmise skeemi kohaselt.

- Maaratakse usaldusnivoo, st otsustatakse, kui suure tdendaosusega peaks vaadeldav
piirkond diget parameetrit sisaldama. Standardseks usaldusnivoo vaartuseks on 0,95,
ning seda tahistatakse tavaliselt sumboliga 1— .

« Valimi pdhjal leitakse hinnatava parameetri vaartuste hulgas niisugune vahemik/

piirkond, mis kataks Giget parameetri vaartust tdendosusega 1 — L.

5 g u
|

Flu<f<Nzl-m

Joonisel tahistab punane I6ik parameetri & (1 — i) -usalduspiirkonda., selle
otspunktid u ja U on usalduspiirid. Hallid 18igud tahistavad parameetri vdimalike
vaartuste hulka véaljaspool usalduspiirkonda.

e Usalduspiirkonna otspunkte nimetatakse usalduspiirideks, neist vaiksem on
alumine, suurem Ulemine usalduspiir.

 P6himébtteliselt leidub palju niisuguseid 16ike, mis rahuldavad usalduspiirkonna
tingimusi. K&ige sobivam on valida nende hulgast vélja minimaalse pikkusega
usalduspiirkond.

« Mida vaiksema ulatusega (kitsam/ luhem) on usalduspiirkond, seda tapsem on
hinnang.

e Koige sagedamini otsitakse summeetrilist usalduspiirkonda, mille puhul
parameeter on vOrdse tdendosusega Ulemisest usalduspiirist suurem ja alumisest

usalduspiirist vaiksem. See téenaosus on tavaliselt /2.

Usalduspiiride konstrueerimine

Usalduspiirid u ja U on juhuslikud, valimist sdltuvad suurused. Nende ma&ramise



juures on sageli abiks punkthinnang. Kui on teada:
- parameetri % punkthinnang t ja
« selle punkthinnangu jaotus, siis on v@imalik mé&arata usalduspiirid nii, et kehtivad

vOrratused:
P9 ) af?, Pe=U< al?.

Paneme tahele, et siin on vastavalt u ja U juhuslikud suurused, # aga konstant (mille
vaartust me kull ei tea).

Kdige sagedamini arutletakse nii: Kui t jaotuse kuju on teada, siis on sageli véimalik
méérata ka selle jaotuse Z£/2-kvantiil ning (1— /2 )-kvantiil, mille korral vastavalt

kehtivad vorratused
Pli= W= wf2, Pli=U)s o2,

Kvantiilide hinnanguid u ja U sobib kasutada parameetri & alumise ja tlemise (1— i

)-usalduspiirina.

Normaaljaotuse keskvaartuse usalduspiiride maaramine normaaljaotuse abil
Vaatleme naitena Uht kdige sagedamini esinevat Ulesannet — normaaljaotusega
juhusliku suuruse keskvaartuse EX usalduspiiride arvutamist. Leiame kdigepealt

punkthinnangu

K= Ijll_ XJ-.

M=

n
—

!

Et see on normaaljaotusega juhuslike suuruste lineaarkombinatsiooniga, siis on ka %

normaaljaotusega, ning sb6ltumatute liidetavate dispersiooni omaduse tdttu on

D7 )= ——DX.
1

Kui DX oleks teada, oleks normaaljaotuse kvantiilide jargi vaga lihtne leida ka
vajalikke usalduspiire.

e 95% usalduspiiride jaoks leitakse normaaljaotuse tabelist 0,025- ja 0,975-
kvantiilid, need on vastavalt —1,96 ja 1,96, ning usalduspiirid arvutatakse:

u= %196 =, U= ¥%+196 =
fl h

¥n ¥n

* 99% usalduspiiride jaoks leitakse 0,005- ja 0,995-kvantiilid ning usalduspiirid on:

= [u] = [u]
u=x-2 A8 =, L= x+2 58 =.
Yh W h
Niisugust metoodikat saab kasutada siis, kui normaaljaotuse dispersioon on teada

(mida juhtub vaga harva), aga ka siis, kui ta on hinnatud vaga suure valimi pdhjal.

Pohistatistikute jaotuste defineerimine
Selleks, et leida uldisemal juhul normaaljaotuse keskvaartuse usalduspiire, kuid
Uhtlasi saada vahend rea statistikallesannete lahendamiseks, on tarvis defineerida

kaks jaotust: t-jaotus ja xz—jaotus, mida nimetatakse ka poOhistatistikute jaotuseks.

y“-jaotus
z
Juhuslik suurus Y on -jaotusega vabadusastmete arvuga k ehk ¥ (k)-jaotusega, kui

ta on defineeritud alljargnevalt:



b
n=.z1x,.2, X~ N0, Lk sOlumatud

Lisatud jooniselt on n&ha, et vabadusastmete arvu k suurenedes nihkub xz(k)—
jaotuse tihedusfunktsiooni graafik paremale (asendikarakteristik suureneb) ja
muutub lamedamaks (hajuvuse parameeter suureneb samuti). Definitsioonist

jareldub, et selle jaotuse keskvaartus on k ja dispersioon 2k.

t-jaotus
Juhuslik suurus Z on t-jaotusega vabadusastmete arvuga k, ehk t(k)-jaotusega, kui

ta on defineeritud alljargnevalt:

7= 25 X~ N(D) Ve (R stitumatud

i

K

Standardiseeritud normaaljaotuse ja t-jaotuse tihedusfunktsioon

—— 1)

——13) [

Y =
7

Lisatud jooniselt on ndha, et t-jaotuse tihedusfunktsiooni graafik muutub
vabadusastmete arvu suurenedes suhteliselt vahe — vabadusastmete arvu
suurenedes muutuvad jaotuse sabad kergemaks ja tihedusfunktsioon kontsentreerub
keskvéartuse lahedusse. Samas ei muutu jaotuse asetus ja ta on kdigi

vabadusastmete arvude korral simmeetriline.
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t-statistiku jaotus
Kui X — N(u, %), siis ilmselt kehtib seos
2
homw) 2
!
e St A €1

i=1 O
ning samuti on v8imalik tdestada, et

2
bo(x- X 2
!
Z— 3~y (k1)
i=1 [n]
Vérreldes saadud avaldist dispersiooni nihketa hinnangu avaldisega s® on lihtne

naha, et

Z 2
(n-1]%~1(n-1j.

Defineerime niiiid t-statistiku, kus i, @ on teoreetilise jaotuse parameetrid ja %, s —

nende hinnangud.

fzx_él-iﬁ

Selgub, et t-statistik on t-jaotusega vabadusastmete arvuga n—1. Selle tdestamiseks

tuleb vaid statistiku avaldist pisut teisendada:

Kol

ning me oleme saanudki kahe juhusliku suuruse jagatise, kus lugejas on
2

standardiseeritud normaaljaotusega juhuslik suurus, nimetajas aga ruutjuur ¥ (n—

1)-jaotusega juhuslikust suurusest, mis on jagatud vabadusastmete arvuga. Seda, et

lugeja ja nimetaja on sdéltumatud, on samuti vBimalik tdestada.



Normaaljaotuse keskvaartuse usalduspiiride maaramine t-statistiku abil
Tehtud teisenduste mote on selles, et saime nuud statistiku, mis sisaldab teoreetilise
dispersiooni asemel tema hinnangut. Seda kasutades saame normaaljaotuse

usalduspiiride jaoks avaldise:

_ b=y
U= by lod2),

— 5
U= by g (of2).
Siin t,_1(Z/2) tahistab t-jaotuse (1-—i/2)-kvantiili ehk ©i/2-taiendkvantiili, mille

korral
P(X>t(£/2))= /2,

kusjuures t-jaotuse vabadusastmete arv on n—1. Paneme téhele, et mida rohkem on
tehtud vaatlusi, seda kitsamaks muutuvad usalduspiirid. Kui vaatluste arv on (le
saja, siis on t-jaotus juba nii lahedane normaaljaotusele, et t-jaotuse asemel vdib

usalduspiiride arvutamisel kasutada normaaljaotust.

Naide 6.

Leiame usalduspiirid ndidetes 1 ja 2 vaadeldud valimite pdhjal, vt alljdrgnevat tabelit.

Arvutussamm 1.valim | 2.valim

keskmise hinnang 0,331 0,898

standardhélbe hinnang|2,296 1,471

valimi maht 6,000 [6,000
ruutjuur 2,449 |2,449
standardviga 0,937 0,601
\vabadusastmeid 5,000 |5,000
usaldusnivoo 0,950 0,950
/2 0,025 0,025
ft(ces2) 2,571 [2,571

usalduspiiri kaugus 2,410 1,544
-2,079 |-0,646
U 2,741 2,442

Selgub, et mdlemad usalduspiirkonnad sisaldavad 6iget keskvéartust, mis kaesoleval
juhul on 0,5. Usalduspiirkonnad on véaga laiad selleparast, et vaatlusi on vaga vahe.
Uhtlasi on naha ka see, et kumbki usalduspiirkond sisaldab teise valimi p&hjal saadud

punkthinnangut.

Jarelemodtlemiseks

1.Kuidas muutuvad usalduspiirid, kui usaldustdenaosust suurendada 0,95-1t 0,99-le?
2.Kuidas s6ltuvad usalduspiirid lahtetunnuse hajuvusest?

3.Kuidas s6ltuvad usalduspiirid lahtetunnuse hajuvuse hinnangust?

4.Mitu korda tuleks valimi mahtu suurendada, et usalduspiirid muutuksid kaks korda

kitsamaks?



5.Kuidas muutuvad usalduspiirid, kui punkthinnang suureneb?

@ WRETUSED



0 HHASTTICA

ENE-MARGIT THT
@TﬁEﬁSI

STATISTILISTE HUPOTEESIDE KONTROLLIMINE

STATISTILISE HUPOTEESIDE KONTROLLIMISE TEOORIA POHIMOISTED

Millal ja milleks on tarvis kontrollida statistilisi hUipoteese?

Matemaatiline statistika on metoodiliseks aluseks enamusele empiirilistest
uuringutest —  toimugu need mistahes valdkonnas — eluteadustes,
uhiskonnateadustes, tehnikas jm. Empiirilistele teadusuuringutele on omane
olukorda, kus mddtmistulemuste pohjal tehakse sisulisi jareldusi, mis teatavas
mottes kontrollivad seniste teoreetiliste vaadete paikapidavust ja monikord viivad
seisukohtade muutumiseni.

« Millal saab empiiriliste andmete pdhjal 6elda, et midagi on oluliselt muutunud?

« Kuidas eristada juhuslikke hélbeid ja sisulisi muutusi?

= Kui palju tuleb teha katseid, et midagi veenvalt kinnitada?

Nendele ja paljudele teistele kUsimustele vdimaldab anda vastuse statistiliste

hiupoteeside kontrollimise teooria.

Statistiliste hipoteeside teooria tulemuste rakendamiseks sdnastatakse sisulistele,
erialaspetsiifilistele hipoteesidele vastavad statistilised hiipoteesid, rakendatakse
nende kontrollimiseks valja t66tatud aparatuuri ja télgendatakse tulemusi

erialaselt.

Statistiliste hupoteeside paar
1.Eeldame, et on olemas uldkogum, mille jaotusseadus on teada, kuid pole teada
seda jaotust identifitseerivad parameetrid.

2.Sellest uldkogumist on olemas esindav valim mahuga n, X1, X2, ..., Xp.

3.Uurijat huvitab tdestada, et Uldkogumi parameeter % rahuldab mingit loogilist
tingimust, naiteks kuulub mingisse vaartuste hulka, on mingist arvust suurem jne.
4.Uurija maarab otsustuse juures kasutatava olulisuse nivoo £, mis naitab suurimat
lubatavat vea t6éendosust soovitava hupoteesi tdestamisel.

5.Uurija sbnastab teineteist vélistavate huUpoteeside paari, mille puhul sisukas

hipotees (H;) véljendab (tavaliselt) uurija poolt soovitud tulemust, selle eitus —

nullhtipotees (Hp) — aga vastupidist olukorda. Naiteks:

Hy &=0
Hy # =0

Naites esitatud sisukas hupotees on valjendatud Uhe vdrratusega, sellist hipoteesi



nimetatakse uUhepoolseks hupoteesiks. Teine vaga levinud hipoteesipaar koosneb
lihtsast nullhUpoteesist ja kahepoolsest sisukast hiipoteesist:

Hy %=
Hy &=¢

Niisugust hupoteesipaari kasutatakse siis, kui soovitakse tdestada mingi muutumise
vOBi arengu toimumist, kusjuures pole ette teada, mis suunas see muutumine on
toimunud.

Matemaatilise statistika meetoditega saab Uldiselt tdestada ainult sisukat

hipoteesi H;. See, kui arutluskaigu tulemusena voetakse vastu nullhiipotees, ei ole

selle hupoteesi tdestus.

Vead statistiliste hupoteeside kontrollimisel

Kuna valimi po6hjal tehtavad jareldused on juhuslikud, tuleb arvestada juhuslike
vigade v@imalust nende jéarelduste tegemisel. Et hupoteesid ei ole sGnastatud
summeetrilistena, vaid Uks on nd soovitav, siis on ka vead erinevad. Tehtavaid vigu

iseloomustab alljargnev tabel:

Valimi pdhjal tehtav jareldus

Voetakse vastu Hq Vdetakse vastu Hg

Vastab Hj-le Oige otsus I liiki viga

Vastab Hg-le 1 liiki viga Oige otsus

Vigadest peetakse eriti ebasoovitavaks | liiki viga, mille sisuks on soovitava tulemuse
ekslik tdestamine. Selle vea esinemise tdendosus ei tohi olla liiga suur, ning selle

piiramiseks on v@etud kasutusele olulisuse nivoo mdiste.

Olulisuse nivoo ja vBimsus
Olulisuse nivoo on maksimaalne lubatav eksimise tdendosus soovitava hlpoteesi

Hq tBestamisel, st suurim lubatav 1 liiki vea téen&osus. Olulisuse nivoo téhiseks on %

ja tema vaartuseks on kdige sagedamini 0,05 ja 0,01. Olulisuse nivoo maérab uurija,
selle suuruses lepitakse tavaliselt kokku enne uuringu algust. Uldiselt on teada, et

mida vaiksem on olulisuse nivoo, seda veenvam on hipoteesi H; tdestus. Tuleb aga

arvestada ka seda, et vaiksema olulisuse nivooga t8estamiseks on tavaliselt tarvis

suurema mahuga valimit. Maistlik olulisuse nivoo ei uUleta kunagi vaartust 0,5.

Hupoteeside kontrollimise juures ei ole v8imalik korraga piirata | ja Il liiki vea
tbenaosusi, seetdttu voib 11 liikki vea tdendosus olla konkreetsete uUlesannete korral
olla kullalt suur (teist liiki vea téendosuse maksimaalne vdimalik vaartus on 1—i).
Siiski on hupoteeside kontrollimise eeskiri e. kriteerium Uuldiselt seda parem, mida
vaiksem on Il liiki vea tdenaosus. Tdenaosust, et Il liiki viga ei esine, nimetatakse

voimsuseks.

Hlpoteesi kontrollimise eeskirja (kriteeriumi) konstrueerimine ja otsuse
vastuvotmine

6.Tuleb leida mingi statistik (valimi funktsioon), mille jaotus nullhipoteesile vastava
olukorra puhul on teada.



7.Selle statistiku vaartus arvutatakse valimi pdhjal vélja.

8.Kasutades statistiku jaotust eeldusel, et kehtib nullhlipotees, leitakse tdenaosus
valimi pdhjal arvutatud statistiku vééartuse (sellest vastavalt hupoteesi sisule
suurema/ vaiksema) vaartuse saamiseks. Nii leitud tdendosust nimetatakse olulisuse
téendosuseks.

9.0tsustuse vastuvotmiseks vBrreldakse olulisuse t6enaosust olulisuse nivooga.

+Kui olulisuse tden&osus on vaiksem kui olulisuse nivoo, siis on valim selline, et selle
saamine nullhtpoteesile vastavast Uldkogumist on véhe tdendone ja selletdttu
kummutatakse nullhiipotees ning vdetakse vastu sisukas hupotees.

*Kui olulisuse tdendosus on suurem Kkui olulisuse t6endosus, siis on valimi
parinemine nullhipoteesile vastavast Uldkogumist kullaltki tdenaone ja sellega
nullhipoteesi ei kummutata.

Statistikute olulisuse tdenaosused arvutatakse tavaliselt programmiliselt. Klassikaline
hiupoteeside kontrollimise viis on jargmine (erinevus alates 8. sammust):

8) Kasutatakse statistiku jaotust nullhipoteesi eeldusel, mis on tabuleeritud.
Leitakse olulisuse nivoole vastav taiendkvantiil e. protsentpunkt.

9) Vorreldakse arvutatud statistiku vaartust selle protsentpunktiga. Kui olulisuse
tdendosus on suurem kui olulisuse nivoo, siis loetakse sisukas hlipotees tdestatuks,

vastasel korral vbetakse vastu nullhtpotees.

Seos hupoteeside kontrollimise ja vahemikhindamise vahel
Kui on teada selle parameetri vahemikhinnang, mille kohta soovitakse hupoteese
kontrollida, siis on viimane Ulesanne lihtsalt lahendatav.
= Kui hinnatava parameetri # jaoks on leitud (1—)-usalduspiirid [u, U],
= siis saame kontrollimaks hupoteesipaari
Hy S=0
Hop =10

e olulisuse nivool Z jargmise kriteeriumi:

U=sc=U=H, c=u VﬁJCEU:>H1.

Kdige olulisemaid statistilisi hiipoteese saabki kontrollida eelmisel loengul tuletatud

statistika p6hijaotuste — t- ja f—jaotuse abil.

Jarelemotlemiseks

1.0lgu antud kriteerium Uhepoolse htpoteesi kontrollimiseks. Kas seda saab
kasutada ka siis, kui vahetada sisukas ja nullhipotees?

2.Missuguse Ulesande lahendamiseks on kasutusele véetud t-jaotus?

3.Kas t-jaotus sdltub kasutatava valimi mahust? Kuidas?

4.Missuguses vahemikus saab muutuda usaldusnivoo? Olulisuse nivoo?

5.Kas usaldusnivoo/ olulisuse nivoo on tavaliselt suur (ldhedane 1-le) v&i vaike
(lahedane 0-le)?

6.Missugune on olulisuse nivoo ja olulisuse téen&osuse vahekord?
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STATISTILISTE HUPOTEESIDE KONTROLLIMINE

Kdige sagedamini kontrollitavad hipoteesid Uihe keskvaartuse kohta
Uhe juhusliku suuruse keskvaartuse kohta kontrollitakse enamasti tht jargmistest
hiupoteesipaaridest:
1.Soovitakse tbestada, et keskvaartus on mingist konstandist suurem (naiteks:
tdestatakse mingi ndaitaja kasvu, arengut, suurenemist vOrreldes teatava
standardiga). Siis sGnastatakse alljargnev hlipoteesipaar:

Hy Ex=g

Hy EX =0

2.Soovitakse tdestada, et keskvaartus on mingist konstandist (standardist) vaiksem.
Niisuguseid huUpoteese on vahel tarvis tbestada tdokindluse teoorias jm.
Sdnastatakse jargmised hlpoteesid:

Hy EX=co
Ho EXZzo

3.Soovitakse tBestada, et on toimunud muutus, kuigi pole teada, mis suunas see
toimus. Sonastatakse jargmised hupoteesid:

Hy Ex=e
Hy EX=c.

Viimases hupoteesipaaris ei saa sisukat ja nullhiipoteesi vahetada.
Statistikameetodite abil pole véimalik tdestada, et keskvaartus vordub teatava

konstandiga!

Uhepoolse hilpoteesi EX>c kontrollimine normaaljaotuse keskvaartuse
kohta

Vaatame, kuidas tdestada esimest vdrratust eeldusel, et X on normaaljaotusega.

1. Koigepealt lepitakse kokku, missugust olulisuse nivood kasutada. Oletame, et
sobib Z{=0,05.

2. Jargmine ulesanne on leida sobiv statistik. Selleks sobiks valimkeskmise ja tema
standardhéalbe jagatis, mis on normaaljaotusega, kuid kahjuks pole tavaliselt
standardhédlve teada, ning selle asemel tuleb kasutada tema hinnangut.
Valimkeskmise ja tema standardhdlbe suhe on t-jaotusega ja poOhiliselt
kasutataksegi keskvaartuse kohta kéaivate hiupoteeside kontrollimiseks t-
jaotust.

3. Jargmine ulesanne on selgitada, missuguste statistiku véartuste korral voetakse



sisukas hupotees vastu. Seda statistiku vaartuste hulka, mille korral sisukas
hipotees vastu vOetakse, nimetatakse kriitiliseks piirkonnaks ja selle maarab nn
kriitiline vaartus. On loogiliselt mdistetav, et selleks, et vodtta vastu sisukas

hiipotees EX>c, peab olema valimkeskmine % suurem kui ¢, kuid kui palju suurem?

On tarvis leida kriitiline vaartus C~ nii, et siis, kui nullhiipotees on 08ige, uletaks
statistik kriitilist vaartust téendosusega, mis ei Uletaks olulisuse nivood, st et kehtiks

alljargnev vorratus tingliku tdenéosuse jaoks:
P(x >CF | Ex=c)= o.

4. Kasutame eelmisel loengul kindlaks tehtud tdsiasja, et valimkeskmist ja
standardhélbe hinnangut sisaldav t-statistik on t-jaotusega vabadusastmete arvuga
n—1.

%-EX
Tty

5. See tdhendab, et tema jaotus on teada ja vastavalt antud téen&dosusele saab leida

kdik vajalikud kvantiilid. Seega kehtivad vorratused
P(t<-—th1(%)) = X jaP(t >ty () = L,

kus t on t-jaotusega statistik ja — t,_1 ("Z) ning t,_1 () on vastavalt i-kvantiil ja f-

taiendkvantiil (vt roosad 18igud lisatud joonisel. Statistikatabelites esitatakse sageli

nimelt taiendkvantiile, so vaartusi t(X), mis rahuldavad tingimust P(t > t()) = ¥,

Viie vabadusastmega t-jaotuse tihedusfunktsioon, 0,05- ja 095-
ning 0)025- ja 0,975-kvantiilid

6. Vottes t-statistiku avaldises EX vaartuseks hiupoteesis esineva vaartuse c, mis on

aarmiseks vaartusek, mille korral nullhiipotees kehtib, saame kirjutada vorratuse:
X -0 = =3 _
Pﬂj;ﬂm}mﬂa#a:¢P[x-mﬁﬁmﬂa}a
Siit jareldub, et otsitav kriitiline vaartus on

CFZCﬁﬁ%fn4{ql



Seega saame kriteeriumi:

=Kui ¥ = 7, siis kehtib (on tdestatud olulisuse nivool ¥) sisukas hiipotees H1;

ekui aga i & 0*, siis voetakse vastu nullhiipotees, mis tahendab, et sisukat
hiupoteesi ei dnnestu tdestada.

Sellega ei ole nullhtpotees téestatud!

Uhepoolse hilpoteesi EX<c kontrollimine normaaljaotuse keskvaartuse
kohta

Esitatud mottekédiku korrates naeme, et sisuka hupoteesi EX < ¢ jaoks saame samuti

tuletada kriitilise vaartuse C*, mille tulemusena saame kriteeriumi:
= - = .
Kul X< ¢ = t, qle), slis kehilb Hy(EX=c),
.- =5 . . . -
< —
Kul x< ¢ P t, 4loe),  Siis Hy ef kehtl, vietakse vastu Hy.

Vorreldes esitatud kriteeriume on lihtne veenduda selles, et sisukas ja nullhUpotees

ei ole simmeetrilised.

Kahepoolse hupoteesi EX#c kontrollimine normaaljaotuse keskvéaértuse
kohta

Kahepoolse hupoteesi kontrollimiseks saame samuti kasutada modttekaiku, mida
rakendasime ka Uhepoolse hupoteesi kontrollimiseks, kuid paneme tahele, et sisuka
hipoteesi vastuvotmise piirkond koosneb kahest osast — niihasti suurtest kui ka
vaikestest statistiku vaartustest. Seetdttu saab | liiki viga tekkida kahel viisil ning on

loomulik eeldada, et kummagi viisi tdendaosus on Uhesugune, suurusega /2.

Seega saame kahepoolse hiipoteesi vastuvdtmise piirkonna konstrueerida kahe
Uhepoolse hipoteesi vastuvdtmise piirkonna summana, kusjuures need on leitud,

kasutades olulisuse nivood /2.

Naide 1.
Vaatleme kolme ulesannet, mis tuleb lahendada olulisuse nivool 0,05.

A.On tarvis tBestada, et juhusliku suuruse keskvaartus on positiivne, st

H.:EX > 0;

B.On tarvis tdestada, et juhusliku suuruse keskvaartus ei ole suurem kui 5, st

Hq: EX=3;

C. On tarvis tdestada, et juhusliku suuruse keskvaartus erineb vaartusest 1,5, st

Hy: EX#1,5.

Nende hupoteeside kontrollimiseks saame kasutada kaht 6-elemendilist valimit, mida
on Kkirjeldatud eelmises peatikis néidetes 1 ja 2. Lisaks sellele thendame need
valimid ja moodustame uue, 12-elemendilise valimi. Vajalikud arvutustulemused on

esitatud alljdrgnevas tabelis.

Valim 1 Valim 2 Uhendvalim 3




Keskmine 0,331 0,898 0,615
Dispersioon 5,273 2,165 3,469
Standardhélve 2,296 1,471 1,862
Ruutjuur mahust 2,449 2,449 3,464
Standardviga 0,937 0,601 0,538
Vabadusastmete | Vabadusastmete
arv arv
THe-naosus 5 11
0,05 2,015 1,796
0,025 2,571 2,201

Selleks, et konstrueerida hiupoteesi vastuvétmise piirkondi, on tarvis leida t-jaotuse

taiendkvantiilid. Jaotuse simmeetrilisuse tottu kehtib seos
P(t < —t(X)) =P(t >t(X)).

1. Uleasande A lahendamiseks saame 1., 2. ja 3. valimi puhul kriitiliseks piirkonnaks

vastavalt:

C,” =0+ 0,937 x 2,015 = 1,889; samal viisil saame C,” = 1,21 ja C3~ = 0,966.

K6&igi kolme kriteeriumi puhul on tulemus sama, sest iga valimkeskmine on kriitilisest
vaartusest vaiksem. Me ei saa vOtta vastu sisukat hupoteesi, et uuritava

Jjuhusliku suuruse keskvaartus on positiivne.

2.Ulesande B lahendamisel saame kriitilise piirkonna arvutamisel kasutada juba
tehtud arvutusi. Kriitiline piir hupoteesi EX < 3 tdestamiseks on vastavalt esimese
valimi pdhjal 3-1,889 = 1,111, teise valimi pdhjal — 1,79 ja summaarse valimi pdhjal
2,034. Selgub, et iga valimi keskmine on kriitilisest piirist vdiksem, seega saame

kdigil juhtudel sisuka hupoteesi vastu votta.

3.Ulesande C lahendamisel koosneb sisuka hiipoteesi vastuvdtmise piirkond kahest

osast,

l.valim |[2.valim |3.valim sisukas hupotees vdetakse

parandusliige | 2,40986 |1,54413 1,183 vastu siis, kui i< C*y,

samuti ka siis, kui > C*,.

*

C -0,9099 0,317 imi pehi
1 0,04413 Antud kolme valimi pdhjal

arvutatud kriitilised
C» 3,90986 | 3,04413 2,683 vaartused on lisatud tabelis.




Hiipoteesi EX>0 vastuvitmise kriteeriumid erinev ate
valimite pihjal
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Lisatud joonisel on erinevate varvidega kujutatud kdigi valimite pdéhjal arvutatud

hupoteesi Hy: EX = 1,5 vastuvdotmise piirkonnad Et keskvaartuse hinnang Uhelgi

juhul sellesse piirkonda ei satu, ei dnnestu seda hupoteesi tdestada.

Kahepoolse hiipoteeasi vastuvdtmise piirkonnad erinevate
jaotuste korral
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Kokkuvdttes saime tdestada ainult seda, et juhusliku suuruse keskvaartus on
vaiksem kui 3, kuid ei saanud Kkinnitust ei vaitele, et keskvaartus on positiivhe ega
onnestunud tdestada ka seda, et ta erineb arvust 0,5. Saadud tulemused ei ole

vastuolulised, sest neist kaks on vaid vastuvfetud nullhipoteesid, mitte tdestused.

Tulemuste uldistamine juhule, kui lahtejaotus erineb normaaljaotusest

Kogu esitatud mottekaik kehtib tapselt vaid sel juhul, kui |&dhtejaotus on
normaaljaotusega. Osutub siiski, et saadud tulemus on suhteliselt robustne ehk
stabiilne jaotuse suhtes. Ka sel juhul, kui lahtejaotus erineb normaaljaotusest, kuid
pole véga ebasimmeetriline voi eriti raskete sabadega, laheneb t-statistiku jaotus t-

jaotusele, nii et esitatud metoodika on kasutatav.



Kahe normaaljaotuse keskmiste vordlemine (s6ltuvad vaatlused)
Teine véaga sageli esinev Ulesanne puudutab kahe normaaljaotusega juhusliku
suuruse keskmiste vordlemist valimite pbhjal, st Uhe hupoteesipaari kontrollimist

jargmiste hupoteesipaaride hulgast:

Hqi: EXq = EX5,

Ho: EXl = EXZ;

Hqi: EXq < EX5,

H0: EXl = EXZ;

Hl: EXl = EX2,

H0: EXl = EXZ;

Siin eristatakse pohiliselt kaht juhtu — séltuvate ja sdltumatute vaatluste juht.

Séltuvate vaatluste juhuga on tegemist siis, kui valim koosneb samadest

objektidest, keda on mdddetud kaks korda.

Kui esimese modtmise tulemused moodustavad juhusliku suuruse X; ja teise
moodtmise tulemused juhusliku suuruse X», siis on kdige sobivam leida vahe Y = X5,

— X4 ning rakendada EY jaoks eelmistes punktides arendatud metoodikat.

Kahe normaaljaotuse keskmiste vdrdlemine
(sBltumatud vaatlused)

Olgu tarvis kahe uldkogumi X; — N(p1, T ) ja Xo — N(Mo, @) keskmiste kohta
kontrollida uks kolmest ulalmargitud hupoteesipaarist. Eeldame, et kummastki

juhuslikust suurusest on olemas valim vastavalt mahuga nq ja n,. Niisuguseid

vaatlusi loetakse soltumatuteks. Lisaeelduseks on see, et modlemad juhuslikud
suurused on sama hajuvusega.
Siis saab kdiki ulaltoodud hupoteese kontrollida t-testi abil. Selleks arvutatakse

mdlema valimi pohjal keskmise ja standardhalbe hinnangud ¥, %5, s1 ja s».. Nende

abil arvutatakse t-statistik:

_)_(1')?2‘( M My \1512':”1'1:""522':”2'1:'

=—% nta, 57 nytn -2 Pttty 2

= Kui soovitakse kontrollida tihepoolset hiipoteesi Hy: EXq; = EX5, siis vOrreldakse t-
tatistiku vaartust t-jaotuse a-taiendkvantiiliga: kui t > t(X), siis kehtib H.
= Kui soovitakse kontrollida Gihepoolset huipoteesi H;: EX; < EX5, siis vOrreldakse t-

statistiku vaartust t-jaotuse i-kvantiiliga (see on negatiivne): kui t < t(Z£), siis
kehtib H.

= Kui soovitakse kontrollida kahepoolset hiipoteesi H1: EXq # EX5, siis vOrreldakse t-

statistiku absoluutvaartust t-jaotuse f/2-taiendkvantiiliga: |t] < t(Z/2), siis kehtib
Hjy.



Uhepoolse ja kahepoolse hiipoteesi vahekord

Tdestatav sisukas hupotees tuleb sbnastada enne uuringu algust, st varasema info
pohjal.

Kui pole eelteavet selle kohta, kumb keskmistest on suurem, tuleb valida
tdestamiseks kahepoolne hiipotees. Kui aga on tarvis tdestada, et mingi néitaja on
suurenenud, et Uhes (konkreetses) lldkogumis on keskmine suurem Kkui teises jne,
on otstarbekas valida tdestamiseks (ihepoolne hiipotees. Uhepoolse hiipoteesi

tdestamine kasutab vaatlusi 6konoomsemalt.

Jarelemdtlemiseks

1.Uurija soovib tbestada, et juhusliku suuruse keskvaartus on > 3. Selgub, et
valimkeskmine on 2,8. Mida uurija peaks edasi tegema? Kas tulemus séltub olulisuse
nivoost (eeldades, et see on < 0,5).

2.Uurija soovib tdestada etteantud olulisuse nivool, et juhusliku suuruse keskvaartus
on > 3. Valimkeskmine on kull 3,5, kuid sellest ei piisa sisuka hupoteesi
vastuvotmiseks. Mida saab uurija ntud teha?

3.Uurija soovib tdestada, et juhusliku suuruse keskvaartus on > 3. Valimkeskmine on
kall 3,5, kuid sellest ei piisa sisuka hlpoteesi vastuvétmiseks. Puudub ka v@imalus
taiendavaid katseid teha. Mida saab uurija teha?

4.Uurijal on vdimalik teha kahe keskvaartuse voérdlemiseks t-testi abil kokku n
katset. Kuidas oleks tal kdige otstarbekam need katsed jaotada esimese ja teise
juhusliku suuruse valimiteks? Miks?

5.Missugust jaotust saab t-jaotuse asemel kasutada keskvaartuste vordlemiseks
suurte valimite (n > 100) korral?

6.Missugust jaotust saab t-jaotuse asemel kasutada keskvaartuste vordlemiseks siis,

kui vOrreldavate juhuslike suuruste dispersioonid on téapselt teada?

@ WAETUSED
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STATISTILISTE HUPOTEESIDE KONTROLLIMINE

Hlpoteeside kontrollimine korrelatiivse seose kohta
Vaatleme juhuslikku vektorit (X,Y) ja eeldame, et sellest on tehtud n vaatlust ning
vaatluste pdhjal arvutatud vélja korrelatsioonikordaja hinnang

E (4-%) (- F)

fm

' =T= i :
V£ &% E -7

i=1 =1

Kontrollimist vajavad tavaliselt hipoteesid selle kohta, kas korrelatiivne séltuvus on
statistiliselt oluline, st et kas uldkogumis on korrelatsioonikordaja nullist erinev.
Vastavalt sellele on tarvis kontrollida hupoteesipaare uldkogumi korrelatsioonikordaja
r(X, Y) kohta:

Hi: r(X,Y) =0,
Ho: r(X, Y) =0;

Hqi:r(X,Y) <o,
Hg: r(X, Y) £ 0;

Hi: r(X,Y) #0,
Ho: r(X, Y) =0.

Osutub, et valimi korrelatsioonikordaja abil saame asumptootiliselt t-jaotusega
statistiku, mille abil 6nnestub killalt edukalt loetletud hiipoteese kontrollida.

Naide 2.

Olgu antud 10 Uulidpilase tulemused kontrollt6dl ja dppetddl osalemise sagedused.
Soovitakse kontrollida (olulisuse nivool 0,05) hupoteesi nende néitajate korrelatiivse
seose kohta. Et eelduse kohaselt 6ppetddl osalemine méjub tulemustele positiivselt,
valime kontrollimiseks Uhepoolse sisuka hupoteesi r (X, Y) > 0.

Andmed ja arvutustulemused on esitatud lisatud tabelis:

Jrk

osalus |tulemus naitaja osalus tulemus




nr
1 5 65 keskmine 5,9 72,5

2 7 90 dispersioon 1,449 20,58
3 5 70 Korrelatsioonikordaja r 0,531
4 6 100 r2| 0,282
5 3 40 1-r2| 0,718
6| 6 70 ~fn_o| 2828
7 7 40 t| 2,091
8 8 95 0,05-taiendkvantiil 1,86
9 7 80 0,025-taiendkvantiil 2,306
10 5 75

Korrelatsioonikordaja on 0,531. Et t-statistiku vaartus on 2,091 ja 2,091 > 1,86, siis

on vdimalik sisukat hiipoteesi H, tdestada — 6ppetdds osalemise ja kontrollt6o

tulemuste vahel on positiivne korrelatsioon.

On néaha, et ilma eelinformatsioonita korrelatiivse seose margi kohta ei olnuks

kaesoleval juhul vdimalik seose olulisust tdestada.

Hlpoteeside kontrollimine jaotuste erinevuse kohta

(Jaotuste vordlemine)

Olgu teoreetiline jaotus P tdenaosusfunktsiooniga P(X = a;) = p;; i = 1, 2, ..., m,
ning olgu tehtud n vaatlust, mille tulemusena on saadud vaartuste a; sageduseks kj,
i=1, ..., m, kusjuures kq + ko + ...+ Kk, = n.

Nende andmete pbhjal saab kontrollida jargmist hiipoteesipaari:

Hq: Uldkogum (millest parinevad vaatlused) ei ole jaotusega P,

Hg: Uldkogum on jaotusega P.

Tahelepanu tuleb pddrata tdsiasjale, et jaotuste kooskdla vaidab nullhlipotees, seega
pole vbimalik tdestada valimi parinemist mingist teoreetilise jaotusega uUldkogumist,
kull aga on vdimalik tdestada, et vaadeldav valim ei saa teatava teoreetilise

jaotusega uldkogumist parineda vdi see on vaga véikese tdendosusega sundmus.

Empiirilise ja teoreetilise jaotuse vdrdlemine xz—statistiku abil
Uks vdimalusi jaotuste kooskdla kontrollimiseks tugineb
xz—statistiku kasutamisele. Selle meetodi puhul tuleb aga arvestada, et tegemist on
asumptootilise meetodiga, mida ei saa rakendada vaikeste valimite korral. Meetodi
aluseks on eeldus, et pika katseseeria korral sagedus laheneb téenaosusele,
kusjuures sageduse jaotus laheneb normaaljaotusele, nii et ligikaudselt kehtib iga i
korral jargmine seos:

b

5 NGy 0,0 o) etk | S, | TR - N,



Kui tdenaosusfunktsioon maarab ara m suhtelist sagedust, siis on katseseeriaga
maaratud m ligikaudu normaaljaotusega N(0,1) juhuslikku suurust, neist igatks

vastab Uhe véértuse a; esinemissageduselae. Vottes kdik need avaldised ruutu ja

liites, saame juhusliku suuruse Y, mis vordub m standardiseeritud normaaljaotusega
juhusliku suuruse ruudu summaga. Kui need liidetavad oleksid s6ltumatud, oleks Y
jaotuseks f-jaotus vabadusastmete arvuga m. Tegelikult nad pole sdltumatud, sest
nende summa on n. Osutub aga, et nn hii-ruut-statistik H,
2 2
H=§ {k,l"'r" p,l]'
I= 'r-"l':',u'

mis on saadud nimetatud summast teisendamise teel, on f—jaotusega
vabadusastmete arvuga m — 1.

Selletdttu toimub pustitatud hiupoteesi kontrollimine jargmiselt:

eMaaratakse kasutatav olulisuse nivoo t;

eArvutatakse statistiku H vaartus;

Leitakse f—jaotuse a-taiendkvantiil hy,_q (%);
*Kui H = h,_1 (1), siis vOetakse vastu sisukas hipotees Hq, vastasel korral jaddakse

nullhipoteesi juurde — valim v8ib parineda jaotusega P Uldkogumist.

H-statistiku sisu on vaga hésti arusaadav — kui empiirilise ja teoreetilise jaotuse

vahel on véga hea koosk®dla, st et

rDJ'FS%L

iga i korral, siis on statistik H vaike ning jaotused hé&sti koosk6las. Siis vbetakse
vastu nullhipotees. Kui aga mdned suhtelised sagedused tden&osustest vaga
tugevasti erinevad, siis on H-statistik suur ja nullhipotees kummutatakse. Siinjuures
on naha, et eriti tugevasti mdjustavad H-statistiku vaartust vaikese tdenaosusega

juhusliku suuruse vaartused a;.

Meetodi asumptootikast tingitud v8imaliku vea vahendamiseks soovitatakse jargmist:

<Kui juhusliku suuruse X mone vaartuse a; tdendosus on nii vaike, et kehtib v8rratus
np; < 5, siis soovitatakse mitte selle vaartuse esinemist eraldi sindmusena vaadelda,

vaid Uhendada mitu naabervaértust thiseks sindmuseks.

Olukord, kus teoreetiline jaotus on tapselt teada, esineb praktikas harva. Sagedamini
on teada jaotuste pere, milles konkreetne jaotus identifitseeritakse parameetrite abil.
Sel juhul hinnatakse parameetreid sama valimi p6hjal, kusjuures sellega tekitatakse

taiendavaid seoseid liidetavate X; vahel.

Kui teoreetilise jaotuse parameetrid on valimi p6hjal hinnatud, siis on hipoteesi
kontrollimisel kasutatava f-jaotuse vabadusastmete arv m — r — 1, kus r on valimi
pbhjal hinnatud parameetrite arv.

eEnamus statistikaprogramme véljastab koos H-statistikuga tema olulisuse

téendosuse p, mis naitab esimest liiki vea tegemise tdenaosust siis, kui Hq vastu
vOetaks. Kui p < X, siis tuleb votta vastu H.

<Jaotuste kooskdla hindamise Ulesannete puhul pakuvad huvi ka suure olulisuse



tdendosusega juhud, naiteks kui p > 0,5. Sellisel korral 6eldakse, et empiiriline
jaotus on teoreetilise jaotusega héasti koosk6las — kuigi pole vdimalik tdestada, et

valim nimelt selle teoreetilise jaotusega Uldkogumist parineb.

Kahe jaotuse vordlemine f—statistiku abil
Esitatud metoodika on suhteliselt lihtsalt Gldistatav ka juhule, kus soovitakse vdrrelda

valimite pdhjal kaht teoreetilist jaotust P; ja P,, millel on samad v6i Uhitatavad
vaartused a4, ap, ..., am- Seega kontrollitakse antud olulisusenivool

hiupoteesipaari:

Hl: Pl * P2,

Ho: Pl = P2.

Hupoteeside kontrollimise aluseks on empiirilised jaotused, selletdttu nimetatakse
seda Ulesannet sageli ka kahe empiirilise jaotuse vordlemiseks.

+Olgu esimesest empiirilisest jaotusest valim mahuga nq, kusjuures uksikvaartuste

sagedused on k11, kK12, .., kK

im”
-Teise empiirilise jaotuse vastavad sagedused on K1, Koo, .., Koy ja valimi maht n,.

«Sel juhul loetakse teoreetiliseks jaotuseks Uhisest valimist hinnatud sagedusi

_FatHe
|;——.
L

<Hii-ruut-statistik H sisaldab kummagi valimi pdhjal leitud halberuute,

) 2 2
2y (kﬂ' ,r‘lqu. IQJ.)
J=1 i ,l",IJI.ICI i

<Hii-ruut-statistik on astmptootiliselt f jaotusega, kusjuures vabadusastmete arv
on m —1. Selle p6hjenduseks on tfsiasi, et teoreetilise jaotuse iga t6endosus on
arvutatud valimi pdhjal, seega leitakse vabadusastmete arv seosest 2m — m — 1.
<Edasine mottekaik on standardne — leitakse statistiku H vaartus ning tema olulisuse
téendosus p.

Kui p < I, siis on tdestatud sisukas hipotees — valimid parinevad erineva jaotusega
uldkogumitest.

eKui p = & , siis vbivad modlemad valimid parineda ka Uhesuguse jaotusega
uldkogumist (mdlema valimi teoreetiline jaotus olla sama). Mida suurem on olulisuse

téendosus, seda paremini on jaotused P, ja P, kooskodlas.

TOenaosuste vordlemine f—statistiku abil

Eelmise Ulesande erijuhuks on olukord, kus vorreldavad jaotused on binaarsed —
nendel on ainult kaks vaartust — sindmuse A esinemisel v&artus 1 ja mitte-
esinemisel vaartus 0. Sel juhul on tegemist téenaosuste vordlemise lUlesandega —

kontrollimist vajab hipotees, et sindmuse A esinemise tdendosus p; on mdlemas

vorreldavas uldkogumis sama:



Hi: p11 # P21,

Ho: P11 = P21-

Loomulikult jareldub stindmuse A tdenaosuste vordsusest ka vastandsiindmuse

tdenadosuste vordumine. Kéaesoleval juhul on hii-ruut-statistiku

2
2 2 I
o2 2 (K y-1,0,)
; : ey
F=a= A
vabadusastmete arvuks 4-2—1 =1. Paneme téhele, et hii-ruut statistiku abil puudub
vBimalus Uhepoolse hupoteesi kontrollimiseks, et seda teha, tuleks kasutada

lahendamist normaal- voi t-jaotusega.

Jarelemdtlemiseks

1.Miks ei saa tbestada kahe jaotuse vOrdumist?

2.Kas pdhimaotteliselt on véimalik tdestada seda, et kahe normaaljaotusega juhusliku
suuruse erinevus on vaiksem kui mingi fikseeritud suurus d?

3.0letagem, et mingi valimi puhul kontrollitakse rida hiupoteese: kas on tegemist
valimiga normaaljaotusest, Uhtlasest jaotusest, Poissoni jaotusest jne, ning igal juhul
saadakse tulemuseks nullhipotees. Kuidas saadud tulemust interpreteerida?
4.Vaadeldakse kolme katseseeriat sundmuse A tb6endosuse méaramiseks ning
kontrollitakse, kas need annavad sama tulemuse. Selgus, et

<l ja Il katseseeria tulemuste vdrdlemisel vdeti vastu nullhipotees — téen&osus voib
olla sama.

«ll ja Ill katseseeria tulemuste vdrdlemisel vBeti vastu nullhUpotees — tdendosus
voib olla sama.

el ja IlIl Kkatseseeria tulemuste vdrdlemisel vfeti vastu sisukas hipotees —

téendosused on erinevad. Kuidas saadud tulemust télgendada?

@ WRETUSED
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Statistiline sdltuvus ja statistiline mudel

STATISTILINE SOLTUVUS

Statistiline s6ltuvus kahe tunnuse vahel

Uhe tunnuse tinglikud jaotused teise tunnuse suhtes
Statistilise s6ltuvuse/ s6ltumatuse tahtsus

Statistilise sdltuvuse tugevus ja olulisus

Statistilise seose tugevust iseloomustavad seosekordajad
Taielik statistiline sdltuvus

Statistilise s6ltuvuse olulisus

Statistilise s6ltuvuse tugevus. Crameri seosekordaja
Uldisemad statistilise seose kordajad

Jarelemotlemiseks

LINEAARNE MUDEL

Hajuvusdiagramm ehk korrelatsioonivali

Lineaarne mudel

Mudeli parameetrite méaramine vahimruutude printsiibil
Prognoosid ja prognoosivead

Jarelemotlemiseks

MUDELI STATISTILINE OLULISUS

Lineaarne mudel ja konstantne mudel

Mudeli olulisuse mdiste

F-jaotus

F-jaotuse kasutamine mudeli olulisuse kontrollimisel
DispersioonanaliiUsi tabel

Mudeli parameetrite usaldusvahemikud
Regressioonisirge usalduspiirid

Jarelemdtlemiseks

ULDISEMAD MUDELID

Mudelite Uldistamise teed

Mitmene lineaarne regressioon

Argumentide funktsioonide kasutamine mudelis
Libatunnustega mudelid

Funktsioontunnuse teisendamine

Aegrea tuupi mudelid

Jarelemdotlemiseks






Statistiline sdltuvus ja statistiline mudel

STATISTILINE SOLTUVUS

1.See ei muutu.

2.See ei muutu.

3.Mitteoluline seos vdib muutuda oluliseks.

4.Lihema skaalaga tunnus on dldjuhul paremini maaratud (teisest tugevamalt

sbltuv) kui pikema skaalaga tunnus.



Sundmus. Klassikaline ja geomeetriline tdenaosus

Selle vastus on:

Taringuviske abil maaratud 6 elementaarstiindmuse abil on defineeritud:
e 6 Uhest elementaarsiindmusest koosnevat sindmust;

« 15 kahest elementaarsindmusest koosnevat sindmust;

e 20 kolmest elementaarsiindmusest koosnevat sindmust,

15 neljast elementaarsiindmusest koosnevat sindmust;

6 viiest elementaarsindmusest koosnevat sindmust;

« 1 kindel sindmus, mis sisaldab kdiki kuut elementaarsiindmust;
« 1 vBimatu sindmus, mis ei sisalda Uhtki elementaarsindmust.
Seega kokku 64 =26 erinevat siindmust.



Sundmus. Klassikaline ja geomeetriline tdenaosus

SUNDMUSE MOISTE

1. Selleparast, et kindel siindmus sisaldab kdiki vbimalikke katsetulemusi.

2. Sundmuse A vastandsindmus on kindla sindmuse ja sindmuse A vahe.

3. Kui sundmused A ja B on vdrdsed (sisaldavad samu elementaarsindmusi), siis
kehtivad vordused 4w B =4 8 =4= 8

4. Liidetavad kuuluvad summasse, korrutis kuulub teguritesse. A 4w Bja Bz A A
;AmBCcAjadAn B 8;

Vahe A\B kuulub esimesesse siindmusesse A (vahendatavasse), kuid ei kuulu teise B
(lahutatavasse).

5. SUummeetriline vahe: (448} & 4.4)

A

joonisel kollasega margitud osa, kus A ja B on I8ikuvad ristkulikud.

6. Need on A\B, B\Aja 4 B



Sundmus. Klassikaline ja geomeetriline téenaosus

KLASSIKALINE TOENAOSUSE MOISTE

1. Pa%)= 1-Pran.

2.4 B = PlA) = PBE).

3. P(A1Z PAw B), PIAY= PAB).

A4 PIAV B C)= PAw B+ PICIPIA u
P41+ PIB)+ P(C)- PIA A B) P(A A C)

=

E
FIBr G+ FlAm B O

5. Niisugustel vaidetel ei ole sisulist m&tet.



Sundmus. Klassikaline ja geomeetriline tdenaosus

GEOMEETRILINE TOENAOSUS

1.02PA\BISPIAI=1/5
02 P(B\ A)E PIBI=2/5

2. VB6imatu sundmus on see, kui katse tulemusena ei valita (tabata) Uhtki vaadeldava

téendosusruumi (méarklaua) punkti.

3. Sindmuse tdenaosus on nii vaike, et praktikas seda ei toimu kunagi.

4. Ei saa.

5.0,82 P[4 U B)<]
0< P[44 B 0,2
0,22 P(BY AL 04
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Statistiline tdendosus ja suurte arvude seadus. Sundmuste sdltuvus

STATISTILINE TOENAOSUS

1.Katseseeria pikendamisel Uhe katse vorra muutuvad kdigi sindmuste téenaosused,
valja arvatud need, mille vaartus oli enne ja péarast uut katset kas O vdi 1.

Tdepoolest, kui lisanduval katsel sindmus A ei toimu, kehtib v&rratus:

kK
41 R

seega tbendosus vaheneb, kui k erineb nullist, ning kui sindmus A toimub, siis

K+ K
— :\;. —_—
H+1 n

st et téenaosus suureneb, kui k ja n ei ole vdrdsed.

2.Kdige suurem vdimalik erinevus endise ja uue tdenaosuse vahel on k-nda katse
korral 1/k.

3.See on voimalik erandliku katseseeria korral, kus sindmus A ei toimunud esimese
katse korral, kuid toimub k&igi jargnevate katsete Kkorral. Siis on statistiline

téendosus k-ndal katsel k/(k+1), ning suureneb iga katsega.

4.Kui eelmises ulesandes kirjeldatud katse korral on sindmuse A tden&osuse vaartus
1 (naiteks maaratud geomeetrilise téenaosusena), siis on k-ndal katsel tdendosuse
ja suhtelise sageduse erinevus 1/k ja see jada vaheneb jarjest. Tegemist on aga
erandliku olukorraga, uldiselt ei vdhene tdendosuse ja suhtelise sageduse erinevus

monotoonselt.

5.Sel juhul téenaosuse liitmise lause ei kehti.
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Statistiline tdendosus ja suurte arvude seadus. Sundmuste sdltuvus

TINGLIK TOENAOSUS JA SUNDMUSTE SOLTUVUS

1.Uksteist valistavad sindmused ei ole sdltumatud. Vaatleme nullist erineva
tdendosusega sundmusi A ja B. Kui nad on valistavad, siis on nende korrutis

vOimatu, st

F4n E)=0-

Siis aga saab vordus (5) kehtida ainult siis, kui vdhemalt tiks sindmustest oleks null-

tdendosusega.

2.Vaatleme olukorda, kus

Siis kehtib ilmne vordus
A 8=4

Kasutame seda tinglike tdendosuste arvutamiseks:

*FA|l Bi= PIARBITPIB = PP (B = PLA)-
CP(B| A= PIEANITPAI= PLAYITPAI= 1

Viimane seos on hasti moistetav, sest sisaldusseos tahendabki seda, et Uhe
sindmuse toimumisest jareldub (kindlasti) teise sindmuse toimumine, seega ongi
vastav tinglik tdenaosus vordne Uhega.

3.Kui Uks siindmus jareldub teisest, on siindmused sdltuvad. Téepoolest, siis ei kehti
sOltumatuse tingimus, sest korrutise t6endosus on vdrdne Uhe sindmuse
tdendosusega; jarelikultv seos (5) saab kehtida uksnes triviaalsel erijuhul, kui teise

sindmuse téenéosus on 1.

4.Et katsetulemused (elementaarsindmused) on Uksteist valistavad, siis kehtib
tlesande 1. vastus: nad ei ole sdltumatud. Nende sdltuvus seisneb selles, et kui Uks

esineb, ei saa Ukski teine esineda.

5.Uksteist vélistavate siindmuste korrutis on vdimatu sindmus.



6.Et sindmus ja tema taiend- ehk vastandsiindmus on Uksteist valistavad, siis kehtib
tlesande 1. vastus: nad ei ole sdltumatud. Nende sdltuvus seisneb selles, et kui Uks

esineb, ei saa teine esineda.
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Statistiline tdendosus ja suurte arvude seadus. Sundmuste sdltuvus

BAYESI TEOREEM

1.Jareltdendosuste summa on vOrdne Uhega, sest ka peale siindmuse A toimumist

moodustavad siindmused H; taissusteemi.

2.Jah, vdib. See juhtub siis, kui sindmuse A tinglik tdenaosus vastava hupoteesi H;

toimumisel on 0.

3.Sel juhul on siindmus A s6ltumatu kd&igist sindmustest H;.



Juhuslik suurus ja vektor. Jaotus ja tema esitused

JUHUSLIK SUURUS JA VEKTOR
1.0Igu juhusliku suuruse vaartused a ja b. Siis kolme liidetava summal on jargmised

vdimalikud vaartused: 3a, 2a+b, a+2b, 3b. Nende tdenaosused ei ole vOrdsed.

2.0lgu esimese, teise ja kolmanda juhusliku suuruse vaartused vastavalt a; ja by, as

ja by, ja ag ja bs. Siis on juhuslike suuruste summa vdimalikud vaartused:

al+ a2+ a3;
e al+ a2+ b3;
al+ b2+ a3;
bl+ a2+ a3;
al+ b2+ b3;
e bl+ a2+ b3;
e bl+ b2+ a3;
* bl+ b2+ b3.

Seega on summa vOimalike erinevate vaartuste arv 8, kuid voib juhtuda, et mdned

vaartused langevad kokku. Naiteks, kui kehtib vordus a,+ bz = b,+ a3, siis on teine

ja kolmas summa vaartus omavahel vordsed.

3.Moodustame miundiviske tulemuste tabeli

Kombinatsiooni nr| 1 2 3 4 5 6 7 8
1-sendine vapp | kiri |vapp |vapp | Kiri kiri [vapp | Kiri
5-sendine vapp |vapp | kiri |vapp | kiri |vapp | Kiri Kiri
10-sendine vapp | vapp |vapp | kiri |vapp | kiri | kiri Kiri
X vaartus (0] 1 5 10 6 11 15 16
Tdendosus /8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8 | 1/8




Juhuslik suurus ja vektor. Jaotus ja tema esitused

DISKREETSED JAOTUSSEADUSED

1.Kui Bernoulli jaotuse parameetriks on p, siis on kolme sdltumatu liidetava summa
binoomjaotusega B(3, p).

oo _ E=R
Ezlﬂqkﬁzqz'ﬂ :%:1_
k=1 k=0

3.Ei saa, nad on alati sdltuvad, sest neid seob thine lineaarne tingimus

¥
3 Xi=n
=1

4.Et alati p>qu, kui q<0 ja k>0, siis on alati esimene vaartus k=1 suurim.



Juhuslik suurus ja vektor. Jaotus ja tema esitused

PIDEVAD JAOTUSSEADUSED

5\ t|x_ S

{ Foo= [rfdt=ie i =a™ = 1ea
G 0

2.Léigu [a, b] pikenemisel vaheneb tihedusfunktsiooni vaartus poddrdvordeliselt

(piirkonnas, kus ta erineb nullist). Nimetatud piirkonda vastavalt pikeneb.

3.Tihedusfunktsioon vOrdub nulliga argumendi negatiivsete vaartuste puhul ja

laheneb nullile argumendi piiramatul kasvamisel.

4.Diskreetse juhusliku suuruse tdenaosusfunktsioonil ja pideva juhusliku suuruse
tihedusfunktsioonil on jargmised sarnased omadused:

eMo6lemad funktsioonid on maédravad jaotusfunktsiooni/ on jaotusfunktsiooni poolt
Uheselt maaratud.

*Mdlemad funktsioonid v&rduvad nulliga nende argumentide korral, mis ei ole
vastava juhusiku suuruse vaartusteks.

eMdlemad funktsioonid erinevad nullist nende argumentide korral, mis kuuluvad
juhusliku suuruse vaartuste hulka.

eMdlema funktsiooni kaudu saab maarata juhusliku suuruse abil defineeritud
sindmuste téenéosusi; selleks kasutatakse téendosusfunktsiooni  korral
summeerimist, tihedusfunktsiooni korral integreerimist.

eTéendosusfunktsiooni summa Ule kdikvéimalike vaartuste ja tihedusfunktsiooni
integraal (miinus I6pmatusest Idpmatuseni) vérdub Uhega.

eMoOlema funktsiooni vaartused uldised kahanevad, kui argument Il&heneb
Idpmatusele voi miinus Idpmatusele.

eTdendosusfunktsiooni vaartus on suurem niisuguste juhusliku suuruse vaartuste
korral, mille esinemistdendosus on suurem; tihedusfunktsiooni vaartus on suurem

piirkonnas, millesse juhusliku suuruse vaartus satub suurema téenaosusega.



Juhusliku suuruse jaotusparameetrid

JUHUSLIKU SUURUSE ASENDIKARAKTERISTIKUD

1. Ei ole. Naide: taringuviske tulemused on taisarvud, nende keskvaartus on 3,5.
2. Jah, sest mood on alati juhusliku suuruse vaartus.

3. Kui juhuslik suurus on mittenegatiivne, siis on ka tema minimaalne vaartus

mittenegatiivne,
min(x; = 0.

Vaide jareldub ndud vahetult keskvaartuse (mediaani, moodi) monotoonsuse

omadusest.

4. Sel juhul on keskvaartus Uhtlasi summeetriakeskpunktiks ja mediaaniks.
5. Siis kehtib ka v@rratus EX < EY.

6. Jah, sest I6plikul arvul liidetavatel on alati summa olemas.

7. Jah, sest vastav integraal eksisteerib alati.

8. Ulesande 4 vastusest jareldub, et siis on EX = 0.

9.
« Bernoulli jaotuse keskvéaartus on p (sindmuse téen&osus).
= Binoomjaotuse keskvaartus:

a K mh_ b -1l (k-1) mk

nl — _
EX =3 kP (1-p) =npl o 0 (1) =np,

,;,E=1 Kl(n - k) =i -1 -k
sest summamargi all on tdendosusfunktsiooni summa (summeeritakse k’= k—1 jargi,
kusjuures kasutatakse seda, et esimeses summas on esimene liidetav 0), mis

tdendosusfunktsiooni pdhiomaduse tdttu vBrdub Uhega. Sama tulemuseni jéuaksime



ka arvestades, et vastavalt definitsioonile on binoomjaotus n sdltumatu Bernoulli
jaotusega juhusliku suuruse summa, seega keskvéartuse aditiivsuse omadusest
jareldub, et EX = np.

« Poissoni jaotuse keskvaartuse arvutamisel kasutame sarnast vftete binoomjaotuse
keskvaartuse arvutamisega, teisendades summat nii, et see annaks

toendosusfunktsiooni summas:

= Uhtlase jaotuse keskvairtuse leiame integreerimise teel:

Sama tulemuseni vdinuksime jouda ka tddemusest, et tegemist on simmeetrilise
jaotusega, mille summeetria keskpunkt paikneb otspunktide vahelise 16igu keskel.
A 2
1 ¥ b g+ h
EX = —— ) xdx = = :
h-a 3 2(b-a)|a 2

- Eksponentjaotuse keskvaartuse leiame, kasutades ositi integreerimist ja tdsiasja, et

i
xg =1

nii x lahenemisel nullile kui ka I6pmatusele:

g |B2

Ex :_[ e dx = xe
u]

10.

» Uhtlase jaotuse mediaan vdrdub keskvaartusega.

« Eksponentjaotuse mediaani leiame tingimusest:

Fimed= 05 =1 =05 =& =2 —med= 1—;‘?

11. Bernoulli jaotuse mood on 1, kui p>0,5 ja 0, kui p<0,5.

e Binoomjaotusel on enamasti Uheselt maaratud mood. Kaks vOrdset kdrvuti
paiknevat moodi on juhul, kui p=0,5 ja n on paarisarv.

« Poissoni jaotusel vdib samuti olla kaks korvutipaiknevat moodi, nii on olukord siis,
kui parameeter A on taisarvuline; siis on moodiks A—1 ja A.

= Uhtlasel jaotusel mood puudub.

 Eksponentjaotus on L-jaotus, sellel ei eksisteeri moodi, kuid tihedusfunktsioon

kasvab piiramatult nullile lahenemisel.



Juhusliku suuruse jaotusparameetrid

JUHUSLIKU SUURUSE HAJUVUSKARAKTERISTIKUD

Tdestada see valem!
DX=E(X- EX)%2=E(X2-2EX x X+(EX)2)=EX2-2EX x EX+(EX)?=EX2- (EX)Z.

Tdestamise juures kasutati keskvaartuse omadusi (lineaarsust, aditiivsust ja

konstandi keskvéartust).



Juhusliku suuruse jaotusparameetrid

JUHUSLIKU SUURUSE HAJUVUSKARAKTERISTIKUD

1. Et D(X +Y) = D(X —Y) = DX + DY, siis on mdlemal juhul standardhalbeks

O + DY

2. Leiame jaotuste hajuvuskarakteristikud

= Bernoulli jaotus:

Dix= E(X-EX)'= p{1-EX) +(1-0)0-EX) = p(1-p) +(1-p)p°
= p (1-0)(1-p+a)= p(1-p,
00 EP.
V()= ~Tp(1-p) £ p= A

* Binoomjaotus.
Kasutame seda, et binoomjaotus on soOltumatute Bernoulli jaotusega juhuslike

suuruste summa, seega

ofX e (-0,

W x)= M.
Dx= WU-FJ'II-

= Poissoni jaotus

Kasutame dispersiooni avaldist momentide kaudu, DX= E(X2)—(EX)2. Esimest jarku

moment on A. Leiame ka teist jarku momendi:

5 o, -hF o e-?tliﬁ-EJ 5
O zxfmehzxfelzlz H120 4+
Py _ ey Kl w=q Kl w=1 (A2
Teine liidetav on keskvaartus, esimese puhul saame summamargi all

tdendosusfunktsiooni summa, kusjuures tuleb taas arvestada, et esimesed liidetavad

vdrduvad nulliga. Nuud leiame ka soovitavad hajuvuskarakteristikud:

D=t =
s(XEA
V= 104
2 18 Ba _bz+ abta
EX s b= gy =g
2
= .E:uz+ ght az_ .5-2+ 2akt .E:uz_ (a- 8.
3 3 =77
_ b- 3
o{X)= '
243
_b-a
43z + &)

W)=



« Uhtlane jaotus

3. Loplik haare on olemas:

= Bernoulli jaotusel, selle suurus on 1;

« Binoomjaotusel, selle suurus on n;

= Uhtlasel jaotusel, selle suurus on b — a.

= Poissoni jaotuse vaartused pole tdkestatud, sellel puudub 16plik maksimum ja seega
ka haare.

= Samal pdhjusel puudub haare ka eksponentjaotusel.



Juhusliku suuruse jaotusparameetrid

JAOTUSE KUJU ISELOOMUSTAVAD KARAKTERISTIKUD

1.Siis on juhuslik suurus kddunud konstandiks, kvantiile pole vdimalik leida; vdib ka

Oelda, et kdik kvantiilid langevad Uhte selle juhusliku suuruse ainsa vaartusega.

2. Kvartiilide ja kvintiilide paiknemine

Alumine korartiil Mediaan lemine kvartiil
¥ ¥ ¥
T 3
| Esimene kvintiil | Teine Eolmas Meljaz kvintiil

3.Mittenegatiivsete vaartustega juhusliku suuruse keskvaartus sisaldab nii
positiivseid kui ka negatiivseid liikmeid, hajuvuse kordajates kasutatakse ainult
positiivseid hélbeid, selletdttu vOib suhte nimetaja muutuda vaikseks (ka vordseks

nulliga) ja naitaja sisu muutub ning ei ole hasti interpreteeritav.

4.Summeetrilise juhusliku suuruse simmeetriakeskmeks on keskvaartus, mis langeb
Uhte mediaaniga. Pideva summeetrilise juhusliku suuruse puhul paikneb iga q-

kvantiil simmeetriliselt oma taiendkvantiili, (1 — q)-kvantiili suhtes.

5.Ekstsess ei saa kindlasti olla vaiksem kui —3, sest ekstsessi avaldise esimene liige
on mittenegatiivne. Detailsem analils naitab, et esimene liidetava minimaalne

vbimalik vaartus on 1, seega ei saa ekstsess olla vaiksem kui —2.

6.Bernoulli jaotus on simmeetriline siis, kui p = 0,5.

7.Uhtlase jaotuse kvartiilid on:

e alumine kvartiil: (3a + b)/4; mediaan: (a + b)/2, tlemine kvartiil: (a + 3b)/4.
= Uhtlase jaotuse asiimmeetriakordaja on 0, sest jaotus on siimmeetriline.

= Arvutame lihtsuse méttes nullpunkti suhtes summeetrilise Uhtlase jaotuse

U(-a, a) ektsessi; kuna jaotuse kuju lineaarteisenduse tagajarjel ei muutu, kehtib



esitatud arvutus ka uldjuhul.

a 3 3
1 2 1 25_ & .
D= — |5 thy= — — = —
Eaé[ 22 3 3
d
1 g 3
= — ¥ ov=—"
S EaJa. g "
)
& .4
el )= e -3=-172

-



@ TAGAS]

Juhusliku suuruse jaotusparameetrid

TSEBOSEVI VORRATUS JA SUURTE ARVUDE SEADUSE TOESTUS

1. Jah, on kdll, kuigi praktiliselt esineb darmiselt harva (vaga vaikse téenaosusega).

2. P6himotteliselt vbib ka luhikese katseseeria korral esineda kuitahes suuri hélbeid.
Kui aga kasutada tdenaosuste hindamiseks TSeb&Sevi vdrratust, siis on néha, et
téendosus saada halve, mis on suuremad kui 10-kordne standardhéalve, on alla
1/100, seega on usna vahe tden&oline nii suurt halvet saada 10-katselise seeria

korral.



@ TAGAS]

Normaaljaotus ja tsentraalne piirteoreem. Lineaarne korrelatsioonikordaja

NORMAALJAOTUS

1.Standardiseeritud normaaljaotuse kvartiilid on méaéaratud tingimustega F(qi) =
0,25, F(g2) = 0,5, F(q3) = 0,75. Vastavad véaartused on: q; = —0,6745, g, = 0 ja g3

= 0,6745.

2.Otsitavad kvantiilid on —-1,960 ja 1.960, nende vahele jaab juhuslik suurus
téendosusega 0,975-0,025 = 0,95.

3.P(X > 1) = 0,159, P(X < -1) = 0,159.



@ TAGAS]

Normaaljaotus ja tsentraalne piirteoreem. Lineaarne korrelatsioonikordaja

TSENTRAALSED PIIRTEOREEMID

1Jah on. Siin on X; Bernoulli jaotusega, n s8ltumatu liidetava summa on

binoomjaotusega, sellest lahutatakse tema keskvaartus ja nimetajas on

binoomjaotuse, so summa standardhalve.

2.Vigu voib kasitleda kui paljude Uhesuguse jaotusega sOltumatute faktorite mdjude

summeerumise resultaati.

3.Jah sdltub. Normaaljaotuseks koondumine toimub kdige kiiremini siis, kui p = 0,5,
sest siis on binoomjaotus summeetriline. Mida vaiksem vo6i suurem (vastavalt O voi 1
lahedasem) on p, seda ebasimmeetriisem on binoomjaotus ja koondumine

siummeetriliseks normaaljaotuseks toimub aeglasemalt.

4.Ei, selle puhul ei kasitleta tsentreeritud juhuslikke suurusi.

5. Normaaljaotus sobib l&hendiks siis, kui p on 0,5 lahedal, Poissoni jaotus aga siis,

kui p on 0 lahedal.



@ TAGAS]

Normaaljaotus ja tsentraalne piirteoreem. Lineaarne korrelatsioonikordaja

NORMAALJAOTUSEGA JUHUSLIK VEKTOR. KORRELATSIOONIKORDAJA

1. Kui r = 0, siis on kahemodtmelise normaaljaotuse tihedusfunktsiooni avaldis

esitatav korrutisena:

2 z
= tyd
2

1 NP
Lm0 in A

millest jareldubki komponentide sdltumatus.

2. Korrelatsioonikordaja absoluutvadrtus ei muutu, kuid mark muutub, Kkui

teisendatud tunnuse kordaja on negatiivne.
3.r(X, Y) = r(X, =X) = —1.
4. Y jaotus on samuti standardiseeritud normaaljaotus.

5. Y jaotus on N(—, s).

B. 2X~N(2w. 20);
HHr=Nipg+ o o? +ol),

DAY 2 - T yA TS +002),



Uldkogum ja valim. Hindamine

ULDKOGUM JA VALIM

1.Uldiselt samuti Bernoulli jaotusega, kusjuures on ka vdimalus, et valim on

konstantse jaotusega (kdik objektid omavahel vérdsed).

2.Ei saa, valim on alati diskreetne, normaaljaotus on pidev. Kill aga saab olla valimi
jaotus normaaljaotusele lahedane.

3.Uldiselt erinevad. Vdimalik on ka see, et nad on vdrdse, kuid see on vaga vaikse

tdendosusega sundmus.

4.Toimub uUks kahest v8imalusest:

eLisandub Uks uus punkt téen&osusega 1/(n+1) ja koOigi teiste punktide téen&osus
vaheneb (n+1)/n korda.

Uhe punkti tdendosus suureneb: k/n asemele tuleb (k+1)/(n+1) ja kdigi teiste

punktide tdendosus vaheneb (n+1)/n korda.



Uldkogum ja valim. Hindamine

PUNKTIHINNANG

1. Vordse mahu ja Uhesuguse eeskirjaga moodustatud valimid on statistika
seisukohast samavaarsed. Suurema mahuga valim annab p&himd&tteliselt tapsema

hinnangu.

2. Juhuslikud on hinnang, valimkeskmine ja valimi dispersioon (mis on samuti
hinnangud). Hinnangu nihe ja efektiivsus ei ole juhuslikud, sest on defineeritud

hinnangu keskvaartuse kaudu.

3. Juhusliku suuruse standardhadlve on suurem, sest standardviga ehk keskmise

standardhélve on maaratud valemiga
m=ai¥n

kusjuures valimi maht n on suurem kui 1.

4. Sustemaatilist viga iseloomustab hinnangu nihe.

5. Kui eeldada, et keskmise hinnang ja dispersiooni hinnang jadvad samaks, siis on

tarvis suhtelise vea kahekordseks vdhendamiseks valimi mahtu suurendada 22 = 4

korda.

6. Kd&igi hinnangute tadpsust saab suurendada katsete arvu suurendamisel, sest kdik
hinnangud sisaldavad juhuslikku viga, mis sdltub katsete arvust. Nihkega hinnang
sisaldab aga lisaks nihet, mida katsete arvu suurendamisega ei ole v&imalik
kdrvaldada.



Uldkogum ja valim. Hindamine

VAHEMIKHINNANG

1. Kui muud néitajad jadvad samaks, siis usaldustbéendosuse 1—ii suurendamisel
(Uhele lahenemisel) usalduspiirkond laieneb.

2. Mida suurem on lahtetunnuse hajuvus, seda laiemad on uldiselt usalduspiirid.

3. Suurema hajuvuse korral on ka hajuvuse hinnangud suuremad; suuremate

hajuvuse hinnangute korral on usalduspiirid laiemad.

4. Valimi mahtu tuleks suurendada 22 = 4 korda, kui oletada, et hajuvuse hinnang

jaadb samaks.

5. Punkthinnangu suurenes suurenevad ka mdlemad usalduspiirid. Kui selle juures

hajuvus ei suurene, jadb usaldusvahemiku ulatus (pikkus) samaks.



@ TAGAS]

STATISTILISTE HUPOTEESIDE KONTROLLIMINE

STATISTILISE HUPOTEESIDE KONTROLLIMISE TEOORIA POHIMOISTED

1.Ei saa, sest siis vahetuksid esimest ja teist liiki vead, mis aga pole simmeetrilised.

2.t-jaotuse abil saab konstrueerida normaaljaotusega juhusliku suuruse
keskvéartusele usalduspiire ja kontrollida hipoteese normaaljaotuse keskvaartuste
kohta. Vastav metoodika to6tab ka siis, kui tunnuse teoreetiline jaotus mdnevdrra

erineb normaaljaotusest.

3.t-jaotuse parameetriks on vabadusastmete arv f, mis avaldub valimi mahu kaudu:
f = n — 1. Kui vabadusastmete arv ladheneb Idpmatusele, laheneb t-jaotus
standardiseeritud normaaljaotusele. Seetdttu, kui valimi maht on tle 100, t-jaotus

peaaegu ei s6ltu enam valimi mahust.

4.Usaldusnivoo on tBenédosus, seetbttu ta saab muutuda vahemikus [0, 1]. Praktilist
huvi pakuvad vaartused, mis on 1 ladhedal, naiteks 0,9, 0,95, 0,99 ja 0,999. Ka
olulisuse nivoo on téenaosus, seetdttu ta saab muutuda vahemikus [0, 1]. Praktilist
huvi pakuvad véartused, mis on 0 lahedal, naiteks 0,1, 0,05, 0,01 ja 0,001.

5.0lulisuse nivoo I (lubatud esimest liiki vea tdendosus) on tavaliselt vaike,
usaldusnivoo aga mééaratakse kui 1— £ ja seetdttu on ta enamasti suhteliselt suur, st

lahedane arvule 1.

6.Sama Uulesande puhul valitakse tavaliselt olulisuse nivoo ja usaldusnivoo nii, et

nende summa on 1, st kui olulisuse nivoo on a, siis usaldusnivoo on 1 — .



@ TAGAS]

STATISTILISTE HUPOTEESIDE KONTROLLIMINE

HUPOTEESIDE KONTROLLIMINE ULDKOGUMI KESKVAARTUSE KOHTA

1.Tuleb vdtta vastu nullhipotees, pole modtet teha arvutusi. Tulemus ei s6ltu
olulisuse nivoost (kui see on maistlik, st vaiksem kui 0,5).

2.Teha taiendavaid katseid, et suurendada valimi mahtu.

3.Suurendada olulisuse nivood, kui see ei aita, siis jddda nullhtpoteesi juurde.

4.Kui pole eelinfot juhuslike suuruste hajuvuse vahekorra kohta v6i on dispersioonid
ligikaudu vordsed, siis jagada vOrdselt, sest sel juhul on tegur

(n1 ny)/(nyp+ny) maksimaalne. Kui hajuvused erinevad palju, tuleb suurema

hajuvusega uUldkogumist votta suurem valim.

5.Normaaljaotust.

6.Normaaljaotust.



@ TAGAS]

STATISTILISTE HUPOTEESIDE KONTROLLIMINE

MONINGATE MUUDE STATISTILISTE HUPOTEESIDE KONTROLLIMINE

1.See on nullhipotees, mida ei saa tdestada.

2.See on vdimalik. Selleks on vaja:
eMaarata kahe juhusliku suuruse vahet D modtev statistik &
-Leida statistiku & jaotus;

=Kontrollida hipoteesi H1: D < d taidetust soovitaval olulisuse nivool.

3.Tegemist on valimiga, mis vdib kuuluda niihasti normaal-, Possoni kui ka thtlase
jaotusega uldkogumisse. Niisugune olukord tekib tavaliselt vaikest valimite voi eriti

vaikese olulisuse nivoo korral.

4 Nii tulebki tulemust tdlgendada: | ja Ill katseseeria erinevad omavabhel, Il ei erine

oluliselt kummastki (on kas vahepealne, vaga vaike vdi tugevasti hajuv).
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Statistiline sdltuvus ja statistiline mudel

LINEAARNE MUDEL

Hajuvusdiagramm ehk korrelatsioonivali

Kahe pideva arvtunnuse X ja Y empiirilist Uhisjaotust ilmestab hasti graafik, mida
nimetatakse hajuvusdiagrammiks ehk korrelatsioonivéaljaks.

Laste {alla 15 aastased) Ja pensionaride osakaalud
Eesti linnades
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Sellele graafikule on kantud koéik valimi punktid oma X- ja Y-koordinaatidega, ning
lahtetunnuste pidevuse tdttu on dlivaike tdendosus selleks, et moéned punktid

kattuksid. Praktiliselt seda siiski juhtub piiratud médtmis- ja esitustapsuse tottu, vt
lisatud joonised.
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Lisatud joonisel on horisontaalteljel linna/ alevi jarjekorranumber, vertikaalteljel aga
alla 15-aastaste laste osakaal linnaelanikkonnas  (protsentides). Sellel
hajuvusdiagrammil on iga punkt identifitseeritud, tavaliselt pole seda vdimalik teha

punktide suure arvu téttu, vt eelmist joonist.

Lineaarne mudel

Kahe arvtunnuse vahelist statistilist sdltuvust saab esitada mudeli abil. Mudeli puhul
valitakse Uks tunnustest prognoositavaks ehk funktsioontunnuseks ja teine
argumenttunnuseks (vahel ©eldakse ka seletav tunnus). Funktsioontunnust

tahistatakse tahega Y, argumenttunnus on X.

Mudeli otsimist alustatakse tavaliselt lihtsaimast vOimalikust mudelist, see on

lineaarne mudel
Y= a+bX+iE,

mida tasandil kujutab sirge, vt alljargnev joonis. Siin tahistab £ juhuslikku viga, mis
on samuti nagu X ja Y juhuslik suurus, mis iga vaatluse korral omandab Utldiselt

erineva vaartuse.

Mudeli parameetrite maaramine vahimruutude printsiibil

Selleks, et madrata tasandil sirge Y = a+ bX, on tarvis valimi andmete pd&hjal
arvutada — hinnata — sirge voOrrandi kordajad a ja b, so mudeli parameetrid.
P6himotteliselt on mudeli parameetrite hindamiseks terve rida meetodeid, tutvume
siin vahimruutude meetodiga, mille sisuks on maarata mudeli parameetrid nii, et

juhusliku vea ruutude summa oleks antud valimi korral minimaalne:

Ly -la+ f:lxjjjz = min.
I=1

Selle saavutamiseks tuleb lahendada ekstreemumdilesanne, mis maarab nn

60



normaalvorrandite ststeemi:

" 2
22 (yi-(a + bx}) = 0
R 2
% %(jﬁj-(a + b)) =0
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Peale tuletiste arvutamist saame vdrrandisisteemi parameetrite a ja b maaramiseks:

T T
an+ .!’:uf_%x,: Loy
il L] fil
anxthix =5y,
i=1 i=1 0 i=1
Selle vdrrandisisteemi lahendamisel saame regressioonikordajale b ja vabaliikmele

. jargmised hinnangud, mida me tahistame “katusega”, markimaks, et tegemist on

valimi pdhjal arvutatud statistikutega.
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Prognoosid ja prognoosivead
Iga valimi punkti jaoks saab arvutada tema prognoosi leitud mudeli p6hjal ja samuti

prognoosivea:
nooon i n
V= & thi, B,= vi- v,

Prognoosiviga avaldub tunnuste keskmiste ja regressioonikordaja hinnangu kaudu

kujul:



Siit jareldub, et prognoosivigade keskmine ule kdigi valimi punktide v6rdne nulliga, st
prognoos on keskmiselt dige, ei sisalda sistemaatilist viga. Vabaliikme avaldisest

jareldub, et ka valimkeskmise prognoos ei sisalda prognoosiviga.

Prognoosiviga on juhuslik suurus, selle hajuvust mdddab valimi pdhjal leitud

prognoosivigade ruutude summa:
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Arvutame kahe viimase liidetava avaldised:
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Seega saame prognoosivigade hajuvuse hindamiseks suuruse
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kus oo (%,%) tahistab tunnuste X ja Y kovariatsiooni E(X-EX)(Y—EY) hinnangut ja

nende korrelatsioonikordaja hinnang avaldub kovariatsiooni kaudu:

Seda arvestades saame prognoosivea dispersioonile hinnangu

nd
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Siit on naha lineaarse korrelatsioonikordaja télgendus: korrelatsioonikordaja ruut
naitab, kui suure osa funktsioontunnuse dispersioonist kirjeldab mudel.

Regressioonikordaja avaldub korrelatsioonikordaja kaudu, see v&imaldab hinnata

regressioonimudeli parameetreid ka jaotuskarakteristikute p&hjal.
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Naide. Olgu antud kiimne tudengineiu pikkused ja kaalud alljargnevas tabelis, mida

illustreerib ka lisatud graafik.

Jrk nr | Pikkus |Kaal Jrk nr |Pikkus |Kaal

1 173 65 6 167 58
2 168 60 7 166 59
3 165 65 8 169 60
4 177 69 9 172 64

5 170 63 10 170 66




Leiame tunnuste pdhikarakteristikud

Kasv | Kaal

keskmine 169,7| 62,9

standardhalve | 3,592 | 3,542

Leiame kaalu lineaarse mudel sdltuvalt kasvust

Tudengineidude kaalu mudel kasvu jargi
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r 0,696

r2 0,485
1—-r2 0,515
(n-2 2,828

t 3,82

p (Uhep) 0,003

Leiame koigepealt korrelatsioonikordaja ja kontrollime selle olulisust, kasutades
selleks Uhepoolset hiupoteesi (sisulisest kaalutlusest lahtudes on selge, et
korrelatsioon saab olla ainult positiivne). Selgub, et seos on statistiliselt oluline,
seega on mudeli parameetrite hindamine hoolimata vaikesest valimist mottekas.
Mudeli parameetrite hindamisel saame kasutada  juba leitud valimi

arvkarakteristikuid.

r:
b= % = [0 EY63 542)/3 5592 = 0 Bok;

a=hk2Y-0B361E9 7 =-53FE.

Jrk nr | Pikkus | Kaal | Mudelkaal Prognoosiviga

1 173 65 65,165 -0,165

2 168 60 61,733 -1,733

3 165 65 59,674 5,326




4 177 69 67,911 1,089
5 170 63 63,106 -0,106
6 167 58 61,047 -3,047
7 166 59 60,360 -1,360
8 169 60 62,419 -2,419
9 172 64 64,479 -0,479
10 170 66 63,106 2,894

otsitav mudel on:
Kaal = 0,686<kasv —53,6.

Leiame mudeli jargi ka vaadeldud neiude kaaluprognoosid (mudelkaalud antud
kogumi suhtes) ja prognoosivead.
Viie kilogrammi vdrra mudelkaalu Uletava, samuti kahe-kolme kilogrammi vérra

allpool mudelkaalu oleva neiu prognoosivead on varjutatud.

Kaalud ja mudelkaalud
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¢ Kaal o Mudelkasl —— Linear (Mudelksal)

Jarelemdtlemiseks

1.Missugused naites esitatud neidudest on (lejadnutega vdorreldes suhteliselt
raskemad ja missugused kergemad?

2.Kui Uhe neiu kasv ja kaal vOrdub tapselt valimi keskmiste naitajatega, kus asub
sellele vastav punkt graafikul regressioonisirge suhtes.

3.Kuidas paikneks hajuvusdiagrammil konstantsele mudelile vastav
regressioonisirge?

4.Kuidas néeks valja hajuvusdiagramm siis, kui X ja Y vahel on taielik lineaarne
sOltuvus?

5.Kuidas muutuks mudeli graafik siis, kui regressioonikordaja korrutada —1-ga?
6.Kuidas muudab regressioonisirge graafikut vabaliikme muutmine?

7.Mis juhtub regressioonisirgega siis, kui vahetada argument- ja funktsioontunnus?
8.Kuidas muudaks regressioonisirge paiknemist (ks teistest vaga oluliselt erinev

punkt (naiteks selline punkt, millel nii X kui Y vaartus on 10 korda suuremad Kkui



ulejaanutel?
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Statistiline sdltuvus ja statistiline mudel

MUDELI STATISTILINE OLULISUS

Lineaarne mudel ja konstantne mudel

Ilga mudeli puhul tuleb teha selgeks, kas mudel on Uldistatav tldkogumile, ehk kas ta
on statistiliselt oluline. Selleks vdrreldakse mudelit konstantse mudeliga, mis ei s6ltu
tldse argumenttunnusest (ja mis selle tdttu ei ole tavalises mottes statistiline

mudel). Konstantne mudel vaadeldava tunnuse Y jaoks on alati kujul
Y = EY,

sest keskvaartus on definitsiooni jargi tunnuse vaartuste parim lahend vahimruutude
mottes. Valimi po6hjal tadhendaks see, et konstantse mudeli hinnanguks on

valimkeskmine,

v=i

Mudeli olulisuse mdiste
Uhe argumendiga lineaarse regressioonimudeli olulisuse kindlakstegemiseks tuleb
kontrollida statistiliste hlipoteeside paari:

Hg: Uldkogumis on parimaks mudeliks konstantne mudel, stb =0
H4: Uldkogumis leidub lineaarne mudel, mis on parem kui konstantne mudel, st b #

0.

Niipea, kui asume statistiliste hupoteeside kontrollimisele, tuleb teha tunnuse Y
jaotuse kohta tdiendavaid eeldusi.

<Eeldame, et Y on normaaljaotusega;

eEeldame, et prognoosivigade jaotus ei sdltu X ja Y vaartustest, seega ka

prognoosivigade dispersioon on konstantne o2,
lgasuguse ulaltoodud tingimusi rahuldava mudeli olulisuse kontrollimiseks on olemas
standardne metoodika, mille oluliseks osaks on dispersioonanaltisi tabeli

koostamine ja F-statistiku kasutamine.

F-jaotus

Olgu juhuslikud suurused X; ja X, s6ltumatud ning vastavalt xz—jaotusega

vabadusastmete arvudega fq ja f,. Siis 6eldakse et juhuslik suurus

L

Flfy 5l =

on F-jaotusega vabadusastmete arvudega f; ja f,. F-jaotus on Uks statistika



pbhijaotusi, ning tema olulisemad téiendkvantiilid on tabuleeritud, samuti arvutavad

statistikaprogrammid valja F-jaotusega statistikute olulisuse tden&osused.

F-jaotuse kasutamine mudeli olulisuse kontrollimisel

Funktsioontunnuse Y hajuvust mdddab ruutude summa SZ, mida kasutatakse ka

dispersiooni hindamisel
n _ 2 2
5 =20y -¥ )5, = 5.

Ruutude summa S2 on esitatav kahe liidetava summana:

2 2 2 2 T on -2 2 T no 2
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Neist esimene iseloomustab prognoosi erinevust valimkeskmisest, teine
uksikvaartuste  erinevusi mudeliga ennustatud  vaartustest. Kui Y on
normaaljaotusega ja null-hipotees on 8ige, st et parim mudel on konstantne, siis on
leitud summad séltumatud ja vordelised hii-ruut jaotusega, kusjuures sulgudes on

naidatud vabadusastmete arvud:
Sloy~ g (n-1), 5, do, ~ £ (1), S o, ~ £ (n-2),

Seega on suhe

F-jaotusega vabadusastmete arvudega 1 ja n—2 (esimesel kohal on lugejas asuva
avaldise vabadusastmete arv). Vabadusastmete arv maaratakse uUldiselt kui

sOltumatute vaatluste arv — kasutatud lineaarsete seoste arv. Siit on lihtne jareldada
s? ja 802 vabadusastmete arv, 821 vabadusastmete arv vordub eelmiste avaldiste

vabadusastmete arvude vahega.

Dispersioonanaluusi tabel

Mudeli olulisuse kontrollimise standardne metoodika tugineb nn dispersioonanallusi
tabelil, mida esitab ka enamus rakendusstatistika programme. See tabel on
Uhesuguse kujuga nii keerukate kui suhteliselt lihntsate mudelite korral. Enamasti on
tabelis 6 veergu, kusjuures teise ja kolmanda veeru puhul sisaldab viimane rida
eelnevate ridade summat. Enamasti vastab tabelis igale mudeli liikmele rida, mis

vOimaldab kontrollida selle liikme olulisust mudelis.

] Vabadus- .
Varieeruvuse Ruutude F- Olulisuse
. astmete Keskruut o .
allikas summa statistik | tdendosus
arv

Szl(n—
Mudel s?; 1 s2; P
1)/S%,
2_c2
s“=S“g/(n—
Viga 820 n—2 o/(




2)

Summaarne
) s2 n—1
hajuvus

Neljas veerg tabelis sisaldab teises ja kolmandas veerus antud arvude jagatist.
Otsuse vastuvotmisel tuginetakse olulisuse tdendosusele — kui see on vaiksem kui
etteantud olulisuse nivoo, siis kummutatakse nullhUpotees, mille sisuks on vastava
mudeli liikme mitteolulisus. Nullhiipotees kummutatakse siis, kui F-statistiku véartus
on suur, ning see naitab, et vastava liikme poolt kirjeldatud funktsioontunnuse
hajuvuse osa on mudeli veaga vorreldes kullalt suur. Lihtsaimates mudelites on Uks
ainus (vabaliikmest) erinev liige ja sel juhul kontrollitakse dispersioonanaliitsi tabeli
abil terve mudeli olulisust.

Naide. Koostame dispersioonanalliisi tabeli kontrollimaks leitud kasvu-kaalu mudeli

olulisust.

Varieeruvuse Ruutude Vabadus- F- Olulisuse
) Keskruut o

allikas summa astmete arv statistik |tdendosus

Mudel 54,712 1 54,712 7,522 0,0253

Viga 58,188 8 7,273

Summaarne
] 112,9 9

hajuvus

Seega mudel on statistiliselt oluline olulisuse nivool 0,05.

Mudeli parameetrite usaldusvahemikud
My

n
Mudeli parameetrite hinnangud & ja & on statistikud, mille jaotuseks on tehtud
eeldustel normaaljaotus. Selle normaaljaotuse keskvaartuseks on vastava parameetri
tegelik véaartus uldkogumis, dispersiooni hinnangud on aga alljargnevad (need

tuletatakse vastavalt a ja b avaldistest):
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Nende hinnangute jargi on v8imalik leida ka kummagi mudeli parameetri

usalduspiirid:

Naide. Leiame tuletatud mudeli parameetrite 95%- usalduspiirid:

Sa Sp
Usalduspiirid
arvutamine arvutamine
s 2,697 [1/n 0,1 t0,025(8) 2,306
2 . |b
Sy 116,1 |32 169,72=28798,09 a usalduspiirid o
usalduspiirid




Sx 10,775 |%2 /7 S,? 248,046 0,109 -151,563

Sa 0,2503 | Sa 42,484 1,264 44,373
Mudelid vastavalt regressioonikordaja usalduspiiridele
75
70
£S5
B0
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Arvutuse tulemus naitas, et regressioonikordaja on oluline, sest tema
usalduspiirkonda ei kuulu nullpunkt. Seevastu vabaliige ei ole oluline, selle
usalduspiirkond on véaga lai ja sisaldab ka nullpunkti. Siiski ei mdjuta vabaliikme
mitteolulisus mudeli olulisust. Ka ei ole mottekas asendada saadud mudel
homogeense, ilma vabaliikmeta mudeliga, sest see kirjeldab tunnust Y halvemini kui
leitud mudel. Joonisel on naidatud, kuidas kulgeks mudel siis, kui regressioonikordaja
vaartus vastaks tema alumisele ja Ulemisele usalduspiirile, kusjuures on jalgitud
tingimust, et regressioonisirge labib valimi keskpunkti. Lisaks on joonisele kantud ka
konstantne prognoos, millele vastab horisontaaljoon (b = 0). Ka jooniselt on néha, et
k&esoleval juhul vastavad regressioonijoone mdlemad tdusvale (positiivse

tdusunurgaga) regressioonisirgele.

Regressioonisirge usalduspiirid

Mudeli abil saadavad prognoosid on kdik juhuslikud suurused. Lisaks juba kasitletud
prognoosiveale tuleb arvesse votta ka seda, et mudeli kordajad ei ole t&pselt teada,
vaid on valimi pdhjal hinnatud ja sisaldavad samuti, nagu me nagime, arvestatava

suurusega juhuslikku viga.

Arvestades eeldust, et prognoosivead on normaaljaotusega ja s6ltumatud, saame

prognoosi jaoks standardhélbe hinnangu

Sellest hinnangust on n&ha, et prognoosi standardhdlve on valimi keskpunkti
laheduses koOige vaiksem, mis tuleneb regressioonijoone seotusest valimi

keskpunktiga.

Esitatud seos kirjeldab regressioonisirge hajuvust oma teoreetilise vaartuse tmber,



sisuliselt on selles arvesse vfetud niihasti regressioonikordaja kui ka vabaliikme
hajuvus. Seda arvestades on vdimalik leida regressioonisirge jaoks usalduspiirkond,

arvutades igale X vaartusele xg vastavalt prognoosi usalduspiirkond, kasutades

standardset normaaljaotusega statistiku usalduspiiride arvutuseeskirja t-jaotuse abil:

Vot (n-2)a,

Regressoonijoone usalduspiirkond
75
i

- ;
5 &
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Lisatud joonisel on kujutatud regressioonijoone usalduspiirkond, st piirkond, milles
(valimi andmetel) paikneb mudelit esitav regressioonijoon tdendosusega 0,95.

Sellesse piirkonda satuvad sama t6enéosusega teoreetilised prognoosid.

Jarelemotlemiseks

1.Mida peaks tegema uurija, kes usub, et vaadeldavat nahtust saab mudeliga
kirjeldada, kuid leitud mudel ei osutu statistiliselt oluliseks?

2.Kas sellest, et X ja Y vaheline korrelatsioonikordaja on/ei ole statistiliselt oluline,
jareldub (samal olulisuse nivool) ka lineaarse mudeli olulisus/ mitteolulisus?

3.Millal on mudel statistiliselt oluline, kuid korrelatsioonikordaja on vaike?

4.Kas see, kui regressioonikordaja on vaike, naitab lineaarse seose nodrkust voi

midagi muud? Mida?
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Statistiline sdltuvus ja statistiline mudel

ULDISEMAD MUDELID

Mudelite uldistamise teed

Vaga sageli ei piisa nahtuste kirjeldamiseks lihtsast lineaarsest mudelist, ning
moédtmisandmete pdhjal on tarvis konstrueerida keerukamaid mudeleid. Kdige
tavalisemad vbimalused selleks on jargmised:

1.Lisada juurde argumente, saades sellega mitmesed regressioonimudelid;

2.Lisada juurde argumentide funktsioone, saades sel kujul naiteks poliinomiaalsed
mudelid;

3.Lisada juurde mittearvulisi tunnuseid esindavaid nn libatunnuseid (dummy
variables);

4.Teisendada funktsioontunnust — mis uldjuhul viib valja lineaarsete mudelite klassist
Uldistatud lineaarsete funktsioonide klassi;

5.Erittdpi mudeliteks on ajast s6ltuvad mudelid, sh aegread, mis sisaldavad
teatavaid eriomadustega liikmeid.

Uldiselt lisandub mudelite keerukamaks muutumisega ka taiendavaid probleeme
seoses mudeli eelduste kontrollimisega. Siiski sobivad vaga paljudel juhtudel esitatud
vahimruutude metoodika p&hjal saadud mudelid vahemalt esimesteks lahenditeks,

mis saavad olla aluseks spetsiaalsetele siivauuringutele.

Mitmene lineaarne regressioon

Juhuslik suurus Y v8ib s6ltuda enam kui Uhest arvtunnusest X,, X, ..., Xq. Sel juhul

on uuringu eesmargiks otsida mudelit
Y= bo+b1 X1+ b2 X2+...+ bq Xq+E,

kus Y ja X; ... Xq on tunnused, bg, ..., bg valimi p&hjal hinnatavad mudeli

parameetrid ja £ juhuslik viga, mille kohta eeldatakse, et tema jaotus on normaalne
ning tksikvaatluste vead on séltumatud.

eMudeli parameetrite hindamiseks saab kasutada vahimruutude meetodit, mis annab
parameetrite hindamiseks samuti lineaarse voOrrandisisteemi nagu ka Uhest
argumendist s6ltuva mudeli puhul.

eMudeli headuse hindamiseks saab kasutada mitmest korrelatsioonikordajat, mis on
tavalise korrelatsioonikordaja analoog (sisuliselt korrelatsioonikordaja parima
prognoosi ja funktsioontunnuse vahel) ja mille ruut — determinatsioonikordaja
iseloomustab mudeli poolt kirjeldatud osa funktsioontunnuse hajuvuses.

Mitmese lineaarse regressiooni olulisemad probleemid:

1.argumentide otstarbekaim valik siis, kui potentsiaalsete argumentide hulk on suur;



sobiv on valida mudelisse vaid neid argumente, mille lisamine mudelit oluliselt
parandab.

2.multikollineaarsus, mis ilmneb selles, et omavahel tihedalt korreleeritud
argumentide korral muutub lahend ebastabiilseks ja raskesti interpreteeritavaks,

seetdttu tuleks véltida korreleeritud argumente mudelis.

Naide

Vaatleme taas neidude pikkusi ja kaalusid kirjeldavat andmestikku, kusjuures lisame
juurde teise argumendina talje Umberm6ddu. Selgub, et antud juhul
multikollineaarsust pole, sest talje iUmbermd6du ja pikkuse korrelatsioonikordaja on

vaid 0,14. Saime uue mudeli kujuga:
“Kaal” = 0,614 “Pikkus” + 0,718 "TaljeUmberm&6t”— 91,5.

Kdik kolm mudelis sisalduvat liiget on statistiliselt olulised olulisuse nivool 0,05,

mudelit iseloomustav determinatsioonikordaja on 0,757 (R? = 0,87).
Seega paranes varem vaadeldud mudel varasemaga vorreldes tunduvalt, nagu

naitavad ka prognoosivead lisatud tabelis:

Jrk Pikkus Talje Kaal Ennustatud | Prognoosi-
nr Umberm®o6t kaal viga
1 173 72 65 66,434 -1,434
2 168 69 60 61,210 -1,210
3 165 75 65 63,674 1,326
4 177 70 69 67,455 1,545
5 170 70 63 63,156 -0,156
6 167 68 58 59,878 -1,878
7 166 65 59 57,110 1,890
8 169 69 60 61,824 -1,824
9 172 71 64 65,102 -1,102
10 170 70 66 63,156 2,844

Argumentide funktsioonide kasutamine mudelis

Tunnusega X koos on (heselt maaratud ka selle funktsioonid X2, InX, eX jne, mida
samuti saab kasutada mudeli argumentidena (jélgides vaid vastavate funktsioonide
maaramispiirkondi). Kasutades mitmese regressioonimudeli p&himdtet voib
konstrueerida mudeleid, mis sisaldavad argumendi funktsioone. Uks populaarsemaid

vBimalusi on polinomiaalne regressioon:

Y= b+ by X + by X%+ .. +by X 9+E

mille korral on oluline jalgida v&imaliku multikollineaarsuse mdju, mistéttu

maksimaalne aste q uldiselt ei tohiks olla suur.



Naide

PUlame nuld neidude kaalu prognoosida nende kasvu ruutfunktsioonina, vt lisatud

joonis
Kaalu lihendamine kasvu ruutpoliinoomiga
il
&
=
65
&
G0
@ o y = 0,0691%% - 22,912 + 1961
RZ= 05608
55 T T T T T T
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Kuigi saadud lahend on monevorra parem lineaarsest lahendist

(determinatsioonikordaja suurenes 0,48-It 0,56-ni), osutub saadud mudel
statistiliselt mitteoluliseks — k&igi kolme liikme olulisuse tdendosus on suurem kui
0,3. Selle pdhjuseks on pikkuse ja pikkuse ruudu omavaheline aarmiselt tugev
korrelatsioon (r = 0,9999), mis pdhjustab mudeli mittekollineaarsust. Ei saaa

jareldada, et leitud mudel utldkogumis hasti tootaks!

Libatunnustega mudelid

Regressioonimudeleid saab konstrueerida pdhimdtteliselt ainult arvuliste argumentide
abil. Selgub aga, et monigi kord leidub mittearvulisi tunnuseid, millel on tugev mdju
funktsioontunnusele. Niisuguste tunnuste mudelisse lulitamiseks kasutatakse neile
vastavaid libatunnuseid (indikaatoreid).

Olgu tunnusel X m mittearvulist vaartust a1, a,, ..., ay. Sellele tunnusele X vastab m

—1 libatunnust 24, Z5, ..., Zy_1, mis on defineeritud nii:

H=ape=d =1, 45,2 0

w-1"

H=ag, e, :1,21,-: 0, i j= 2,
H=a, <:>Zl,-=lil,j= 1,...,m-1.

Need libatunnused on ko&ik arvulised ja neid vdib lisada tavalisel viisil

regressioonimudelisse. Mudeli tdlgendamisel tuleb aga arvestada, et juhul, kui X = a;,

tuleb mudeli vabaliikmele lisada kordaja bj.

Naide

Oletagem, et vaadeldud neidude hulgast osa périnevad linnast, osa maalt.
Moodustame libatunnuse Z, mis omandab vaartuse 1 maalt parinevate neiude puhul
(jarjekorras 3., 7. ja 10.), ning lisame selle tunnuse mudelisse. Selgus, et saime

mudeli kujuga:



“Kaal” = 0,998 “Pikkus” + 4,47 ”Maalt”— 107,9.

K&ik liikkmed on olulisuse nivool 0,05 statistiliselt olulised, determinatsioonikordaja on

0,756, R? = 0,87. Kaeolevat mudelit vdime télgendada nii:
“Linnaneiu kaal” = 0,998 “Pikkus” — 107,9; Maaneiu kaal = 0,998 “Pikkus” — 103,4.

Funktsioontunnuse teisendamine

Monikord on tarvis teisendada ka funktsioontunnust. Kui kasutatakse varasemaga
sarnast lahenemist, tuleb arvesse vétta, et mudel kaotab oma optimaalsuse algse
tunnuse suhtes, selleparast sobivad niisugused lihtsad mudelid ainult esialgsesk
lahendiks.

Tdenaosuse prognoosimine
Sageli on tarvis leida mudeleid mingite sindmuste tdendosuse prognoosimiseks. Siin

on aga probleemiks see, et tdendosus ei ole normaaljaotusega, tema vaartused on
piiratud Idiguga [0, 1]. Et sellest probleemist Ule saada, kasutataksegi
mitmesuguseid teisendusi, milledest olulisim on Sanss.

e Sundmuse A Sansiks nimetatakse suhet O(A) = P(A)/(1 — P(A)), kus P(A) on
sindmuse téenaosus.

Leidnud mudeli Sansi jaoks, on suhteliselt lihtne siit leida ka mudel téendosuse jaoks.
Sansside jaoks optimaalsete mudelite leidmisega tegeleb Uldistatud lineaarsete

mudelite teooria.

Multiplikatiivsed mudelid
Argument- ja funktsioontunnuste logaritmimine vdimaldab leida multiplikatiivseid

mudeleid, kasutades lineaarsete mudelite jaoks vélja tootatud tehnikat. Téepoolest,

leides mudeli In(Y) kirjeldamiseks argumentide In(X;) ja In(X,) kaudu saame Y

avaldada argumentide (astmete) korrutisena.

(Y )= by by InfAy ) +8y In(X5) =in(Y] =
by B 2 B

B, ¥ =Y = ByXy W5 By = e .
Aegrea tuupi mudelid
Mudeli argumendiks v8ib olla ka aeg. Kui mingit tunnust X mdoddetakse vodrdsete
ajavahemike tagant, siis moodustavad modtmistulemused andmestiku, mida
nimetatakse aegreaks. Aegridade puhul on sageli vdimalik kasutada teatavat
lisainformatsiooni, mille allikaks on teiste tegurite ajast sdltuv moju.

Sellest lahtuvalt esitatakse aegrida sageli jargmiselt:
X¢= f (D)+s()+Ey,

kus f(t) tahistab trendi, st aja pdhimd&tteliselt mittejuhuslikku funktsiooni, mida
kirjeldava mudeli parameetrid hinnatakse vaatluste pdhjal. Teine liige, s(t) on
sesoonnsus, see muutub perioodiliselt vastavalt aja tsiUklilisele iseloomule —
sesoonsuse perioodiks vOib olla, aasta, nadal, 66paev jm. Lisandub juhuslik viga.
Selleks, et leida trendi kirjeldav mudel on tavaliselt tarvis enne aegreast eemaldada
sesoonsus, seejarel on vdimalik kasutada varem Kkirjeldatud mudelite leidmise

meetodeid; vbéimalik on aga ka tegutsemine teises jarjekorras.



Naide
Eesti brutopalga muutus 7 aasta jooksul. Joonisel on | kvaratali palgad méargitud

punaste suuremate suimbolitega, lisatud on ka lineaarne ja ruut-trend.

Keskmine hrutokuupalk Eestis aastail 1994--2001 (ESA
andmed)
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Jarelemotlemiseks

1.0lgu mudeli jaoks vOimalikke potentsiaalseid argumente palju. Miks tuleb teha
nende seas valik?

2.Kuidas muutub mitmene korrelatsioonikordaja argumendi lisamisel mudelisse?
Miks?

3.Kas determinatsioonikordaja on mitmesest korrelatsioonikordajast suurem vdi
vaiksem?

4.Kas mitmene regressioonikordaja on suurem VvOi vaiksem vorreldes

funktsioontunnuse ja argumentide vaheliste korrelatsioonikordajatega?

@ WRETUSED



Statistiline sdltuvus ja statistiline mudel

LINEAARNE MUDEL

1. Suhteliselt raskeim on neiu nr 3, temale jargnevad neiud nr 10 ja 4. Kergeim on

neiu nr 6, jargnevad 8, 2 ja 7.

2. See punkt asub regressioonisirgel.

3. Konstantsele mudelile vastab horisontaalne sirge, mille paiknemise mééarab EY

vaartus.

4. Kbik hajuvusdiagrammi punktid paikneksid regressioonisirgel.

5. Graafiku siht muutuks, senise tBusva sirge asemele tuleks langev sirge (vOi

vastupidi).

6. Vabaliikme muutumisega kaasneb graafiku paralleelnihe. Vabaliikme suurenedes

nihkub graafik tUlespoole, vahenedes aga allapoole.

7. Graafik muutub, tuleb arvutada uued regressiooniparameetrid.

8. See punkt “kallutaks” graafikut enese suunas, kusjuures uUksiku punkti m&ju on
seda suurem, mida vadhem on valimis punkte ja mida kaugemal see punkt

ulejaadnutest paikneb.



Statistiline sdltuvus ja statistiline mudel

MUDELI STATISTILINE OLULISUS
1. Suurendama valimi mahtu, see viib alati sihile, kui mudel tegelikult kehtib, kuid
mdnikord vdib vajalik punktide arv olla vaga suur. Teine vbéimaldus on suurendada

olulisuse nivood, kuid sellega langeb mudeli usaldusvéarsus (naiteks kui mudel on

oluline olulisuse nivoo 0,25 puhul, ei ole see kuigi usaldusvaarne).

2. Jah.

3. See vdib juhtuda siis, kui valimi maht on suur.

4. See néaitab regressioonisirge paiknemist graafikul (tdus on vaike), ning see ei ole

seotud seos tugevusega.



Statistiline sdltuvus ja statistiline mudel

ULDISEMAD MUDELID

1.Uldiselt on tBlgendamise seisukohast lihtsam mudel parem. On ka selge, et suure
argumentide arvuga mudelisse taiendavate argumentide lisamine saab mudelit ainult
vahe parandada (sest maksimaalne kirjeldatuse tase on piiratud 100%-ga). Suurema

hulga argumentide puhul on reaalsem ka multikollineaarsuse oht.

2.Kas suureneb voi jadb samaks, sest mudel optimeerib kirjelduse taseme; kui
lisanduv argument seda ei paranda, on vastav regressioonikordaja O ja mitmene

korrelatsioonikordaja jaab samaks.

3.Vaiksem.

4.Suurem vdi vdrdne. Uhe argumendi puhul on mitmene korrelatsioonikordaja
vOrdne tavalise korrelatsioonikordaja absoluutvéértusega. Mitme argumendi puhul on
uldiselt suurem kummagi argumendi ja funktsioontunnuse korrelatsioonikordaja

absoluutvaartusest.
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