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Sissejuhatus

Aine sissejuhatus

Mo6tmine on olnud maailma infrastruktuuri Gks ahdliosa juba iidsetest aegadest alates. Kdik
teaduse, tehnika, kaubanduse, riikliku kontrolk jallas tehtud jareldused ja otsused tuginevad
andmetele, mis on saadud médtmiste pohjal. Oigsteste langetamiseks peavad médtetulemused
olema piisavalt usaldusvaarsed. Eriti oluline oa galdkondades, mis puudutavad tervishoidu ja
keskkonnakaitset. Naiteks elukeskkonda saastaeali®aktiivsete ainete, toiduainetes kahjulike
pestitsiidide ning haigusi ja epideemiaid tekitavdiakterite ja viiruste sisalduse maaramise ja
kontsentratsiooni mo6tmise ebatapsed tulemusedd@dhjustada vaga tosiseid tagajargi.

Mdodtetulemuse usaldatavuse tdstmise huvides tulrg&mine labi viia kompetentses laboris, kus
kasutatakse kalibreeritud mddtevahendeid ja alésepid mddtemeetodeid. MOOGtesuurus peab
seejuures olema tellija ja taitja omavahelise kddgpega eelnevalt tdpselt maaratletud ning saadav
mdootetulemus koos maaramatusega tuleb esitadanileftatud modtihikutes.

Mddtmine on rahvusvaheliselt defineeritud kui marste kogum, mille eesmargiks on méddetava
suuruse vaartuse maaramine. Teadusharu, mis késgleuruste mootmist, nimetatakse
metroloogiaks.

Kdrvalseisjale paistab mddtmine vordlemisi lihtsaminguna, eriti veel siis, kui see teostatakse
tapselt kindlaksmaaratud modteprotseduuri kohaBedtbleemid tekivad aga tavaliselt siis, kui on
vaja hinnata saadud mdotetulemuse usaldatavust.

Kursuse eesmargiks on tutvustada mdotmisteoorisealy Opetada ulidpilast mddtma fuusikalisi
suurusi, hindama mootmistulemuse usaldatavust, tsatmtvustada katsetulemuste todtlemise
aluseid.

Kursuse positiivsele hindele labinud ulidpilane:
1. madistab metroloogia p&hitddesid;
2. oskab rakendada moé6teprotseduuride juures enanakagaitd jaotusseaduseid,;

3. teab enamlevinud md&odtmismeetodeid ning modtemadusma hindamise paremaid
praktikaid;

4. suudab lihtsamatel juhtudel hinnata modtmisandmet&)Oteseadmete passide ja
kalibreerimistunnistuste ning muude kattesaadawatgmete pohjal moodtetulemust ning
selle usaldusvahemikku;

5. tunneb ara seadmetel enamkasutatavad tapsusktasgidskab neid rakendada;
6. oskab kirjeldada mddtevahendite metroloogilise kahtmeetodeid;

7. oskab mootmist planeerida, koostada mddtmiste rituded seda rakendada.



Hindamismeetodid:

Hindamismeetoditeks on kodused t66d, kirjalik tggtjpitdd ning kirjalik eksam. Kodused t66d
(6pivaljundid 2, 3, 4, 5) annavad 10 %, test (Oppividlid 1, 2, 4) annab 20 %, grupitdo
(6pivaljundid 3, 4, 7) 10 % ning eksam (Opivaljuhdi, 3, 4, 5, 6) 60 % koondhindest. Testis ning
eksamil on Ulesande juures ara toodud, palju pumkbgi Glesanne annab (kui tlesanne on jagatud
mitmesse 0ssa, siis palju punkte mingi osa annmah)pitddl hinnatakse t66 pustitust, meetodi
sobivust, tulemuse 6igsust ning t66 vormistust.kkiindamismeetodid tuleb sooritada positiivsele
hindele, s.t. peab saama ule 50 % punktidest.

Koondhinne arvutatakse vastavalt praegu kehtivaii%teemile ("A" = >90 % jne).

Pdhikirjandus:
. M&6tmise alused (Rein Laaneots, Olev Mathies8022TTU kirjastus)

. An Introduction to Uncertainty in MeasurementsegL Kirkup, Bob Frenkel, 2006,
Cambridge University Press).

MMM esialgne loenguplaan 2011 kevad

1. Sissejuhatus, aine tutvustus, loengukursuse Ukeisefing tutvustus.

2. Flusikaliste mddtmiste praktikumis ndutav mootetuiste ning nende usaldusvahemiku
hindamine, praktilised arvutusnaited.

3. Mo6o6tmine, mootuhikud, mddtuhikute vahelised seob&@btmisteooria lahted. MAGtmise
pdhivéaide. Juhuslike suuruste jaotusseadused. likingauruse arvkarakteristikud.
Keskvaartus. Keskvaartuse omadusi. Keskmiste kagsgat. Dispersioon ja ruuthalve.

4. Modteprotseduuride juures enamkasutatavad jaotdssed. Uhtlane jaotus. Eksponentjaotus.
Normaaljaotus. Arkussiinusjaotus. Juhuslike ja@ssimma. Kahe jaotuse summa jaotus.
Keskne piirteoreem.

5. Moobtevead ja mddtemaaramatus. Sustemaatilised Yahdslikud vead. Mé6detava suuruse
statistiline hinnang. Keskvaartuse hindamine mostnemustest. Dispersiooni hindamine
md&tmistulemustest. Uhetaoliselt jaotunud suurasteeetilise keskmise keskvaartus ja
dispersioon. Mé6temaaramatus. A-tilpi mootemaamsnBttilpi mootemaaramatus.
Liitm&aramatus.

6. Umardamine ning tahendnumbrite hulk maaramatusgtamisel. Ekse. Jaakvaartused ja
vabadusastmete arv. B-tllpi maaramatuse vabadwetasimn. Liitmaaramatuse efektiivne
vabadusastmete arv. Studenti test ning modtetulemaiendmadramatus. Médtmistulemuse
modtemadramatus kahe sisendsuuruse korral.

7. Modtmise mudel. MBdteméaaramatus mitme sdltumatnsisuuruse korral. Liitmadramatuse
tahtsusetu komponendi kriteerium.

8. Ulesannete lahendamine.
9. KONTROLLTOO!!
10. Kontrolltdo analils, tlesannete lahendamine. Gaggdi planeerimine.



11.Mddtevahendid ja nende lubatud vigade normeerinii@gtevahendi metroloogilised
omadused. Kostekarakteristika, tundlikkus, kosielahutusvdime, suikeulatus, kosteaeg ja
moonutusvabadus. Md6tevahendi tapsus. StabiilsugvjaNaidu korduvus- ja
korratavusvdime. Moodtevahendi naiduhalbe piirid.

12. Maaramatuse allikad. M&6tevahendi nadidiku lahutusest tingitud maaramatus.
Mddtevahendi suikeulatusest tingitud maaramatukeriiuste tUmardamisest tingitud
maaramatus. Mudelisse sissetoodud sisendvaarasemgle madramatused. Dokumendist
voetud suuruse maaramatus. Kontrollitava suurusgan@atus. Mootemeetodist tulenev
maaramatus. Mooteobjektust tulenev maaramatus.

13. Mddtevahendite metroloogilise kontrolli liigid. Kiateerimine ja justeerimine. TUubikinnitus.
Taatlus.

14.Grupit6dde esitamine, Glesannete lahendamine.
15. Grupitddde esitamine, Ulesannete lahendamine.
Lisaks: kulaliste ettekanded, Metroserdi killastus, jne.

Test ja eksam on kirjalikud, testi vormis ning &saad kisimusi nii teooria osast kui ka praktilist
arvutamist. Spikerdamine on limiteeritud. Kaastuged, raamatuid, konspekte, arvuteid, telefone
jne pole lubatud kasutada. Laual vOib olla kalktdaaning Uks A4 formaadis lehekilg vabalt

valitud ka&sitsi kirjutatud teksti, nagu valemidfidésioonid, jne.

Testi ja eksami tulemuste kontrollimine kéib lahiematriitsi abil — on kaks varianti, kas vastus on
Oige voi vale. Lisalehed on arvutamiseks, neisat@vfot tldjuhul ei kontrollita ega hinnata.

Grupitéd on opitu praktiliseks kasutamiseks. Grsyirus on kuni 5 tudengit, tlesandega mddta
mingit etteantud parameetrit k&epéaraste vahendit@igg vormistada mootmistulemus koos
moodtemadramatusega. Naiteks vdiks olla flulsikahofwagee pikkuse modtmine, kasutades
pikkusuihikuks saabast nr 42. Grupitdost raagimsedalt parast testi.

Moodle

Paralleelselt loengutega toimub ka ainele e-toenlne Moodle keskkonnas. Kdik esitatavad
materjalid lahevad sinna Ules, samuti toimub skbedu koduste Ulesannete ning grupitétde
esitamine. Kdik loengud filmitakse tles ning on séinvioodle kaudu jarelvaadatavad.

Tagasiside

Kdiksuguste aine ja loengu kohta kaivate kisimiest&s on Moodles foorumid. Eriti oodatud on
kisimused, kui midagi jai loengus segaseks, sia das foorumis voi jargmises loengus Ule
raakida. Samuti on vfimalik anda tagasisidet anovs@lt, selleks on ukse koérval Umbrik, kuhu
jaetud motteteri pitdan ma voimaluste piires arveéta.



1. M0Otmine, mootihikud, mddtuhikute vahelised seos ed

1.1. MOddetavad suurused

Inimteadvuse tunnetuse objektiks on meid Umbritsexilma esemed, ained ja ndhtused ning
nende omadused. Nii vOib selleks olla meid Umbritsgum, mille omaduseks on tema ulatus.
Viimast voib iseloomustada mitmel viisil ning Gheksimi ulatust iseloomustavaks suuruseks on
pikkus. Samal ajal on reaalse fllsikalise ruumiuslaisna keeruline omadus, mida ei saa méne
juhu jaoks piisavalt iseloomustada ainult pikkusedq@uumi taielikumaks kirjeldamiseks
vaadeldakse tema ulatust kas mitmes suunas (keadis) vOi kasutatakse lisaks pikkusele veel
niisuguseid suurusi nagu nurk, pindala, maht jreeg@ vOib ruumi iseloomustada mitme suuruse
jargi.

Igasugused sundmused ja ndhtused reaalses maainiasnu teatavasti silmapilkselt. Nende
toimumise kestus on omadus, mis erineb kvalitatlivaiumi ulatusest ning seda iseloomustatakse
suurusega aeg.

Fuusikast on teada, et keha seisab paigal voibliigutlaselt ja sirgjooneliselt, kui puudub temale
mojuv valisjoud. Seda keha omadust nimetataksesikerning teda iseloomustavaks suuruseks on
mass.

Aine vdi keha paljud omadused soOltuvad suurel m&tema kuumutusastmest, mida voib
iseloomustada molekulide soojusliikumise keskmiseisega. Praktikas kasutatakse aga aine voi
keha kuumutatud oleku iseloomustamiseks suurusio@iinaamiline temperatuur.

Seega suurused iseloomustavad meid Umbritseva d&@sakesemeid, aineid, ndhtusi ja protsesse
ning nende omadusi.

Ulaltoodust tuleneb ka suuruse definitsioon:

Suurus on nahtuse, keha voOi aine oluline omadugjansaab kvalitatiivselt eristada ja
kvantitatiivselt Uheselt méaarata.

Esitatud mdiste suurus voib tdhendada
1. suurust Uldiselt, st fuUsikalist suurust, nagu

pikkus, mass, temperatuur, takistus, ainehulgademtatsioon jne
2. vOi mingit konkreetset suurust, nagu

teatud varda pikkus, teatud keha mass, teatud teshperatuur antud tingimustel, antud
traadi elektriline takistus, etanooli ainehulga tsemtratsioon mingis kindlas veinis jne.

Olenevalt pustitatud tUlesandest valitakse susteénobjekti (keha) paljude omaduste hulgast tihti
see, mis on kdige olulisem. Nii naiteks lahtutaksegi objekti kosmosesse lennutamiseks vajaliku
energia arvutamisel esmajarjekorras selle objeldssist, sest antud ldlesande puhul on just see
suurus kdéige maaravam.

Suurusi, mida saab Uksteise suhtes jarjestada itatamse kasvu alusel, nimetatakse sama liiki
suurusteks. Samaliigilisteks suurusteks on naitéks soojus ja energia ning pikkuse valdkonnas
pikkus, laius, paksus ja tmbermoot.



Galileo Galilei on 6elnud: "M&6da, mis on mdddetgv,tee mdddetavaks see, mis ei ole veel
moddetav”. Sellesse lakoonilisse lausesse on sindadee mAdtmise ennetavast tahtsusest
kaasaegsetes uuringutes.

Modtmise objektiks olevat konkreetset suurust natadse moodtesuuruseks Voib kasutada ka
moistet mdddetav suurus. Naiteks, modtesuuruseksonhkreetse veeproovi veeauru rohk 20 °C
juures. Ristkiliku pindala mddtmisel on mdodtesuakss pindala, mille mddtetulemus saadakse
suuruste pikkus ja laius mddtmise pohjal.

Esimene samm moodtmise sooritamisel on mddtesuundgme kindlaksmaaramine ehk
defineerimine tema Kkirjeldamise teel. Praktikastuw®dl mootesuuruse defineerimise viis ja
taiuslikkus vajalikust moodtetapsusest. MooOtesuupgsab olema defineeritud iga konkreetse
modotmisega seotud praktilise eesmargi jaoks niiiksikasjalikult, et mddtesuurusel oleks Uhene
vaartus.

Naide 1.1.Kalapeol lubatakse, et kdige suurema kala piigjnaaks on selle kala suuruse jagu
kulda. Siin pole aga margitud, kas mdeldakse s@lla massi vdi ruumala. Arvestades, et erinevus
on ligi 20 kordne, tuleks kasutada korrektsemainasfooni.

Mdodotesuuruse méaaratlus voib vajaduse korral sidaldea ndudeid teiste mddtesuuruste kohta.
Naiteks pikkusotsm6odu pikkuse defineerimisel osutajalikuks ka modteobjekti ja keskkonna
temperatuuri, aga ka rohu, niiskuse jms vaartusteemiku méaaramine, mille puhul see pikkus
kehtib.

Mootesuuruse puudulik defineerimine annab alati tetdfemuse méaaramatusse lisakomponendi,
mis vBib ndutava mddtetapsusega vorreldes sagéditkiioluliseks osutuda.

1.2 Po6hi- ja tuletatud suurused

Loodusnéhtuste kirjeldamisel kasutatakse mitmeidgsi, nagu pikkus, aeg, Kiirus, kiirendus, joéud
jne. Fuusikavalemid valjendavad seoseid nende steuntahel. Selgub, et enamasti on véimalik
mingit suurust véaljendada teiste suuruste kaudlie mahel ei valitse otsest omavahelist seost. Neid
suurusi nimetataksegi pohisuurusteks (ka baasdelr)s Seega pohisuurus on Uks suurustest,
mida mingis suuruste susteemis kasitletakse leggieliksteisest sdltumatuna.

Pohisuurusteks loetavate suuruste valik on tedissdti meelevaldne, kuid piiratud praktiliste
kaalutlustega. Pdhisuurusi kasutades saame nenggu kimletada teisi nn tuletatud suurusi.
Tuletatud suurus on seega niisugune suurus, misiogis suuruste sisteemis defineeritud stisteemi
pdhisuuruste funktsioonina. Naiteks suuruste sistgemille pdhisuurusteks on pikkus, mass ja
aeg, on keha liikumise kiirus tuletatud suurus, rois maaratletud pikkuse ja ajavahemiku
jagatisena, st funktsiooniga

v =it (1.1)

kus v — keha liikkumise kiirus] — teepikkus jat — keha poolt teepikkuse labimiseks kulunud
ajavahemik

Kehale mgjuv joud on samuti tuletatud suurus, mmisnodaratletud keha massi ja kiirenduse
korrutisena, st funktsiooniga

F=ma (1.2)



kusF — joud,m — keha mass ja— jouF mojust tingitud keha kiirendus.

Mistahes tuletatud suuruse mingis silsteemis saaegasavaldada pdhisuuruste kaudu jargmise
uldistatud valemi abil:

Q:(fll A (1.3)

kus Q — tuletatud suurus [hii] —tegur, A; — pBhisuurus ja; — positiivne voi negatiivne tais- voi
murdarv.

PohisuuruseA; all vbivad esitatud valemis (1.3) figureerida k&g eelnevalt leitud tuletatud
suurused. Naiteks sdltuvuséss mra (vt valem (1.2)) on mass p6&hisuurus, kiirendus tadgtatud
suurus.

Praktikas kasutatakse valemi (1.3) asemel ka staleukohaselt valitud Ghikute vaartustevahelisi
seoseid. Tegurid nendes valemites sdltuvad sies yalitud Uhikutest.

Selleks et paremini ja seostatult iseloomustadseestes valdkondades objekte, aineid, nahtusi ja
nende omadusi iseloomustavaid suurusi ning lidslastnendevahelisi seoseid, on suurused
kokkuleppeliselt grupeeritud vastavatesse suurgsieemidesse. Seega on suuruste sisteem
kogum omavaheliste sdltuvustega méaratletud sulBusiruste stisteemi tahistamiseks kasutatakse
Uldiselt pdhisuuruste ladinakeelsete nimetustéletsit

Mehaanikas kuuluvad pohisuuruste hulka pikkus, masaeg ning need margitakse Uldistatult
tahtedega L (lad.k. longitudo — pikkus), M (ladmkassa — mass) ja T (lad.k. tempus — aeg). Selle
jargi tuleb suuruste ststeemi tdhiseks LMT.

Susteem tadhisega LM®MJ on aga kogum pdhi- ja tuletatud suurustest.esiidhisuurused on:
pikkus — L, mass — M, aeg — T, elektrivoolu tugevuk termodiinaamiline temperatuu—aine
hulk — N ja valgustugevus — J.

Suurusi tahistatakse ladina voi kreeka tahestikietiega. Tahis on alati Uhetaheline. Vajaduse
korral eristatakse suurusi indeksitega, mis vOikadiidata objektidele, mis pole suurused. Suuruse
tahised kirjutatakse alati kaldkirjas.

1.3 Suuruse dimensioon

Tahistades valitud suuruste sisteemis pohisuuadgid tahestiku jarjestikuste suurte tahtedega ja
kasutades tuletatud suuruste saamiseks uldistatlemit (1.3), milles tegug =1 on vdetud
vordseks Uhega, saame méarata mistahes tuletatugsswdimensiooni valemiga

dimQ =A"B* C, (1.4)

kus A, B, C, ... — pOhisuurust® B, C, ... dimensioonid ja.,p, y — dimensioonide astmenaitajad,
mis on positiivsed vOi negatiivsed ratsionaalar@éds- voi murdarvud)

Naiteks LMT susteemis saab tuletatud suuruse dilmenismaarata jargmise valemiga
dimQ = Lo M Ty, (1.5)
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kus L, M, T - tédhised, mis tahistavad pohisuurysk&us, mass ja aeg dimensioone,j&, y —
dimensioonide astmenaéitajad.

Rahvusvahelise standardi ISO 31-0 kohaselt tahlstat suuruse Q dimensioon tahisega dim Q.
Seega suuruse dimensioon on avaldis, mis valjemsdabeemi kuuluvat suurust selle ststeemi
pdhisuurusi tahistavate tegurite astmete korruéisen

Kui tuletatud suurus valemis (1.4) ei s6ltu morkg&tealloleva suuruste sisteemi pdhisuurusest,
siis 6eldakse, et selle tuletatud suuruse dimenss@tumatu pdhisuuruse suhtes on Uks. Vdoib ka
juhtuda, et tuletatud suurus ei soltu Uhestki wdlisuuruste ststeemi pdhisuurusest. Niisugust
tuletatud suurust nimetatakse antud suuruste sisesiuruseks dimensiooniga uks. Kasutatakse
ka mdoistet dimensioonita suurus, mis viitab dimeosi astmenaitajale null.

Suuruse dimensioon on palju tldisem mdiste kui utdlseda suurust iseloomustavast Uldistatud
valemist (1.4). Nii vbivad Uhte ja sama dimensioomiada erinevad suurused, milledel on erinev
omaduslik kiilg ja ka erinev suurustevaheline sBéseks, jouF poolt tehtud t60, mis on maaratud
valemiga

W=F-I, (1.6)
kusW —t60,F — joud jal — teepikkus
ja liilkuva keha kineetiline energia, mis maaratatemiga

E=mV/ 2, (1.7)

kus E — kineetiline energian — keha mass ja — keha kiirus, omavad Uhesugust dimensiooni, st
dimW = dimE = 2MT?2,

Dimensioonidega voib teha matemaatilisi tehteidrit@amine, jagamine, astendamine ja juurimine.
Seevastu dimensioonide liitmine ja lahutamine eaaondtet. PGhisuuruse astmenéitaja enda suhtes
on vordne uhega.

Pohi- ja tuletatud suuruste dimensioonide kogumdstisteemis moodustab dimensioonististeemi,
mille baasiks on po&hisuuruste dimensioonid. Seegdutetatud suuruse Q dimensioon suuruste
susteemis LMTONJ uldiselt maaratav seosest

dimQ = L"MPTY1°9*N°J". (1.8)

Naiteks jSu F dimensioon siisteemis LMNU on dimF = LMT?. Suuruse dimensioon oleneb
valitud suuruste susteemist. Naiteksy — vaakumi dielektriline [&bitavus absoluutses
elektrostaatilises suuruste sisteemis on dimengjaofiks, aga susteemis LMINJ on tal
dimensioon: diny = L3M T4,

Eelpoolkirjeldatu pdhjal tekib ka kiisimus, kas tatad suuruse dimensiooni vdib alati k&sitleda kui
selle suuruse valemi (1.4) kohast pdhisuurustdsivafse valjendit, olenemata sellest, missuguseid
seadusi kasutati vaadeldava seose avaldamiseks.

Kui iga tuletatud suuruse madaratlus seostaks tedhetult pShisuurustega, siis voib pustitatud
kisimusele vastata jaatavalt. Kuid enamasti niiseguahetu seos puudub ning pdhi-ja tuletatud
suuruste vahel on terve ahel (sageli on see vag yahepealseid suuruste maaratlusi. Naiteks on
rohk maaratud jduga, mis mdjub Uhele pinnadhikd@ud on omakorda valjendatud massi ja
kiirenduse korrutisena (vt valem (1.2)), pindalaa akphe joonsuuruse (pikkuse) korrutisena,
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kiirendus on Kkiiruse tuletis aja jargi ning kiir@snakorda paigutuse tuletis aja jargi. Seda ahelat
voib antud juhul véljendada jargmise dimensioomabga:

dimp = dimF dimA? =M dima- L?= M -dimv-T* L? =
=MLT T %= LT (1.9)

Seega rohu dimensioonivalem omandas kuju, millgi jan raske n&ha seost pdhisuurustega.
Vaevalt Onnestub leida ratsionaalset seletust Isgllet niisuguste staatiliste suuruste nagu
mehaanikas kasutatava pinge dimensioonis on aj@rdiimoni ruut. Seega, kui defineeritakse
vahepealseid suurusi, voib tuletatud suuruse dimensmoodustamisel astmenditajate liitmise ja
lahutamise teel valem (1.4) I6puks votta hoopis katnse kuju.

Toome naiteks elektrilise mahtuvuse dimensioomn @i= L2 M1 T* 12

Dimensioonivalemite piiratud sisust kbneleb kaageaolu, et mitmel juhul on erisugustel suurustel
Uhesugune dimensioon. Seda ei tohi mingil juhugebtiada niimoodi, et neil on Uhesugune
fuusikaline olemus. Eriti kéaib see nende suurustgd mis ei oma dimensiooni. Naiteks vaiks tuua
niisugused suurused, nagu tasanurk, ruuminurk, de@@gur, suhteline pikenemine, Machi arv,
murdumisnditaja, moolosa (ainehulga o0sa) ja massio§O6nel erijuhul vdimaldab
dimensioonivalemite thtelangemine oletada seostwasruste vahel véi nende allumist Uldistele
seadusparasustele.

Nii naiteks réhu ja energia ruumtiheduse dimensd®nihtelangemine peegeldub faktis, et
ideaalgaasi rohk on vordeline tema molekulide kedgdiikumise energia ruumtihedusega.
Niisuguseid naiteid on siiski vahe ja seega voliltaydet enamasti ei anna dimensioonivalem
ilmekat kujutlust vaadeldava suuruse seosest tgigtristega, eriti pohisuurustega.

Dimensioonivalemi muutumatus antud siUsteemi piit@gsab, et iga erinevaid suurusi seostava
vorduse vasema ja parema osa dimensioonid olekssdugused. Seeparast on vaja tuletatud
suuruse jaoks saadud valemi puhul, kui see valemadeid huvitavate suuruste sdltuvust teistest
suurustest, kontrollida vasema ja parema osa diommde Uhtelangemist. Kui dimensioonid ei
dhti, on tuletamisel paris kindlasti tehtud vigangiivordus ei kehti. Kuid mdistagi ei taga
dimensioonide thtivus veel saadud vorrandi digsust.

Kokkuvodttes vdib oOelda, et dimensioon iseloomustalurust kvalitatiivselt. Ta iseloomustab
tuletatud suuruse seost pdhisuurustega ja solmtdenealikust. Nagu méarkis Max Planck, kisimus
meelevaldse suuruse "tdelisest" dimensioonist e oohkem motet kui klisimus mistahes eseme
"tdelisest” nimetusest. Sellest tulenevalt ei ldimensioonivalemi analiiis humanitaarteadustes,
kunstis, spordis, kvaliteedihinnangutes jms, kusigduruste nomenklatuur ei ole maaratletud, veel
efektiivset kasutamist.

1.4. MGotuhikud ja nende sitsteemid

Modtmiste juures on vaga oluline mootuhiku valikihimotteliselt voiks Ghikuks valida tkskoik
millise sama liiki fulsikalise suuruse vaartusesggejarel méodta, mitu korda on mdddetav objekt
meie Uhikust suurem voi vaiksem. Vanasti seda ki te

Esimesed mootihikud tekkisid koos inimuhiskonnaguga
. pikkusuhikud: kasutati erinevate kehaosade pikkusks, kudnar, jalg;
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. massiuhikud: igapaevases elus kasutatavad egemed

Uhtsed riiklikud mdétihikud voeti kasutusele varfagiptuses ja Babiloonias. Naiteks Egiptuses
kasutati pikkusthikuna vaarao kuunart (kaugus kinudast valjasirutatud soOrmeotsteni).

Egiptlased oskasid ka mddtuhikuid tuletada. Naitekslala mddtsid nad ruuttihikutes. Kordsed
Uhikud voeti kasutusele Babuloonias. Ajauhikud tumdnut ja sekund péarinevad samuti vanast
Babulooniast. Materiaalse kultuuri ajalugu tunnebutut hulka erisuguseid thikuid, eriti pikkuse,

pindala, massi ja ruumala mddtmiseks. Selline bikmitmekesisus on mingil maaral sailinud
tanapaevani.

Naide 1.2.Te koik teate massitihikut tonn. Kui mitu kilogramwvaistab tihele tonnile? Kas 907,2
kg, 1000 kg v6i 1016 kg? Vastus soltub teie asukligjist:

. nn. meetersusteemi tonn = 1000 Kkg;
. Briti (pikk) tonn = 2240 naela = 1016 Kg;
. Ameerikas (ltihike) tonn = 2000 naela = 907,2 kg.

Naide 1.3.Nii inglased kui ameeriklased kasutavad mahuiihiilion, aga:

. Inglismaal 1 gallon = 4,54600 liitrit;
. Ameerikas 1 gallon = 3,78543 liitrit.

Naide 1.4.Laialdaselt kasutatakse mahuiihikut barrel (t6lkesit, tinn), aga tuleb eristada nn.
kuiva barrelit ja naftabarrelit:

. kuiv barrel = 115,628 liitrit;
. naftabarrel = 158,988 liitrit.

Suure hulga erisuguste Uhikute puhul on probleemiésdest Uhikutest arusaamine. Kui igal
inimesel oleksid omad Uhikud, millega ta mddteotgekdrdleb, siis oleks teistel inimestel vaga
raske neid mdodtetulemusi kasutada. Selleparast ajalikud inimestevahelised kokkulepped
Uhikuteks valitavate suuruste osas. Tanapaeva mmasilpeaksid sellised kokkulepped olema
Ulemaailmsed, s.t. tuleks valida sellised Uhikuds kehtiksid kdikides maades. Tanapaeval enim
levinud mddtiuhikute sisteem on Sl (prantsuse keedgsteme International d’Unités, tdlkes
“rahvusvaheline Uhikute stisteem”). See voeti kaitu1960 aastal, XI Rahvusvahelisel Kaalude
ja Modtude Peakonverentsil.

Demo: Vanade ja vihemlevinud mdoétihikute loend - Vikipaedaba entsuklopeedia
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1.5. Rahvusvaheline Uhikute susteem Si

Sl suisteemi pdhithikuteks on:

L Pikkusiihik m
M | massithik kg
T ajauhik S

I voolutugevuse uhik A
® | temperatuuri Ghik K
N ainehulga thik mol
J valgustugevuse Uhik cd

Rahvusvahelise sisteemi pohithikud on defineetdbdlis 1.

Tabel 1.Rahvusvahelise stisteemi pdhithikud.

Dimensiooni
tahis

L

Sl thik

kg

mol

cd

Definitsioon

Pikkustihik meeter on teepikkus, mille valgus lab#akumis 1/299 792 458 s
jooksul.

Massilhik kilogramm vordub rahvusvahelise kilograretaloni massiga.

Ajalihik sekund on tseesium-133 aatomi pdhiseiskale Glipeenstruktuurinivoo
vahelisele tleminekule vastava kiirguse 9 192 6A1 perioodi kestus.

Voolutugevuse Uhik amper on muutumatu elektrivotlgevus, mis hoituna
vaakumis teineteisest 1 m kaugusele paigutatudskifipenata pikas paralleelses
ja tahtsusetult vaikse Umara ristlikega sirgjulgtntekitab nende juhtmete vahel
jou 2-10" N juhtme jooksva meetri kohta.

Temperatuuri Ghik kelvin on 1/273,16 osa vee kopikkti termodinaamilisest
temperatuurist.

Mool on stisteemi ainehulk, mis sisaldab sama dementaarseid koostisosakesi
nagu on aatomeid 0,012 kilogrammis sisiniku isadfC. Mooli kasutamisel
peab koostisosakeste tulp olema tapsustatud. Néadhdv olla aatomid,
molekulid, ioonid, elektronid, mingid teised osat@svdi kindla koosseisuga
grupid neist osakestest.

Kandela on valgustugevus, mis Kkiiratakse kindlaganas monokromaatilisest
allikast kiirgussagedusel 5401®iz, kui allika kiirgustugevus selles suunas on
1/683 W/sr.

Enne Sl siisteemi loomist oli fudsikute hulgas emamblks CGS siuisteem, mille p&hithikuteks on:

L pikkusuhik cm
M massithik g
T ajathik s
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Tegelikult tuuakse veel sisse temperatu@riihik K (kelvin), ainehulga N thik mol (mool) ja
valgusvoo® dhik Im (luumen).

Lisaks poOhiuhikutele kasutatakse veel tuletatudkuili Fuusikas on erinevate suuruste vahel hulk
seoseid — fllusika valemeid. Need seosed ja seadssgad on aluseks ka pdhi— ja tuletatud
Uhikute vaheliste seoste maaramisel.

Naide 1.5.Juhti labinud laen@ on arvutatav juhti labiva vooluja ajat korrutisenaQ =1t. Sl
suisteemis mdddetakse voolu amprites ja aega se&sntdaengu Uhikuks saame nuid [Q]SI=A's
=C.

Taispikkade tuletatud uUhikute kasutamine igapaesaen suhteliselt kohmakas, seetbttu on
mitmetele enamkasutatavatele tuletatud thikutetadanma erinimetus ja -tdhis. Eelmises naites
toodud Sl susteemi laengu Uhikut kutsutakse kukrikinimetusega tuletatud Uhikute tahised on
toodud tabelis 2.

Tabel 2. Mdned erinimetusega tuletatud mddtuhikud ja nedeensioonvalemid

Suurus Tahis M66tahik  Uhiku nimetus Sl dimensioonvalem
sagedus f Hz herts difre T

jéud, kaal F N njuuton dif=LMT?
réhk, meh. pinge p Pa paskal dirs LM T2
t60, soojus, energia A J dzaul dirE L2M T2
vBimsus P W vatt diP=L°M T3
valgusvoog D Im luumen dimo =J

heledus L nt nitt dint. = L2J
valgustatus E Ix lux dirE = L4
neeldunud kiirguse doos D Gy grei dbr= L2772

nurk [0) rad radiaan dimp=1
ruuminurk Q Ssr steradiaan dfr=1
elektriline takistus R Q oom dimR=1 L"MT3I2

Naide 1.6.Dimensioonvalem pinge jaoks avaldub jargmiselt:
dimu=LMT3I"
S| susteemi pohithikute asendamisel dimensioonvatEnsaame pinge udhikuks Sl siisteemis

[U]SI = m?kg s® A™.
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Seda uhikut nimetatakse voldiks.

Naide 1.7.Eespool nagime, et lae@yavaldub valemig® =1 t. Sl siisteemi iihikuks saime ]
= A s = C. Dimensioonvalemiks véime seega kirjutdoaQ =T I.

1.6. Suured ja vaikesed uhikud, meetermdddustik

Moddetavate suuruste vaartus voib olla kord sulkojal vaike. Seetdttu on otstarbekas omada ka
mitmesuguse suurusega uhikuid sama liiki fuUsikadisuruse moéodtmiseks.

Naide 1.8.Pikkuse md6tmiseks kasutatakse toll'i, jalg’adjamiilii, mere miil'i:

toll: 1”7 =0,0254 m

1jalg=0,3048 m =12"

1jard =0,9144 m = 3 jalga = 36”

miil = 1 609,344 m=1 760 jardi = 5 280 jalga 380"
meremiil: 1 nam =1 850 m = 2 025 jardi = 6 08[@a = 72 900~

Oleks hea, kui uhtedelt Ghikutelt teistele tlemineleks voimalikult lihtne. Niisugusteks
mootuhikuteks said meetermdddustiku Uhikud, migliderantsuse revolutsiooni ajal 1791. aasta
kevadel “koikideks aegadeks, koigile inimestelejgkdiikide jaoks”. Meetermdddustiku ehk
kiimnendsusteemi oluliseks omaduseks on see, etjdilsama suuruse erinevad modtuhikud
suhtuvad Uksteisesse nagu kimne taisarvulised dstifesutatavate kimnendliidete selgitus on
toodud tabelis 4. Hoolimata meetermdddustiku ilmesieeelistest kasutatakse mitmetes maades
tdnaseni kohalikku stisteemi (Inglismaa, USA).

1.7. Meeterm60dustiku ajaloost
meeter — pr. k. métre, kr. k. metron — mo6t

Prantsusmaal on meetermdddustik kohustuslik aas&#d. Aastal 1875 kirjutasid 17 riiki alla
meetrikonventsioonile. Selle alusel otsustati vatada meetri ja kilogrammi etalonid ja kutsuda iga
kuue aasta jarel kokku kaalude ja m&6tude peakent®motsuste vastuvotmiseks ning edaspidise
t606 arendamiseks metroloogia alal. Esimene kontetermus aastal 1889.

Briti impeeriumis ja USA-s seadustati meetermda#usd97, NSVL-s 1925, Eestis 1929.

Meeterm60dustiku pdhithikute ajaloost. PrantsusnraAvuskogu dekreet kuulutas 1791
seaduslikuks pikkusthikuks the kimnemiljondiku Baseerandmeridiaani pikkusest. Prantsuse
TA erikomisjon korraldas 1792-1799 meridiaanikaapgkkuse mootmise Dunkerque’ist
Barcelonani. 1799 valmistati plaatinast lintneKapiline esimene meetri etalon, nn arhiivimeeter,
seda séilitatakse Prantsuse Riigiarhiivis. Hiljeslgss, et puhtast plaatinast valmistatud etalon on
vahestabiilne [vahese jaikusega, suure soojusp@sga]l ning et selle pikkus on 0.09 mm
(hilisemate arvutuste jargi 0.2 mm) vorra vaikseefirdtsiooniga maaratud pikkusest. Seepéarast
korrigeeriti meetrit ja valmistati aastatel 1875#2&laatina (90 %) ja iriidiumi (10 %) sulamist 31
uut X-kujulise ristldikega etaloni pikkusega 102 .clga etalon paiknes rullikutel ja meeter oli
tahistatud kahe kriipsuga. Uutest etalonidest iamse(selle pikkus Uhtis kdige tapsemalt
arhiivimeetri pikkusega) kinnitas kaalude ja mo&ud peakonverents 1889. a meetri
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rahvusvaheliseks  prototiitibiks.  Ulejaanud  etalonidaotgti  loosiga  rahvusvahelise
meetrikonventsiooniga Ghinenud riikide vahel.

Samas on selge, et mootetehnika arenedes vaiblistepadi mistahes muust materjalist) etaloni ja
selle prototutpide suhtes selguda tlha enam puulgiugie ka kindel etaloni fudsiline sailimine.

Selgus veel, et etaloni looduslik alus, Pariisiigiaan, ei ole konstantne. Planeet Maa kui geoiidi
kuju muutub Kuu ja Paikese kulgetdmbe mdjul. Etmlentaasvalmistamise seisukohast on
otstarbekas defineerida pikkusihik mingi sobivamadusliku konstandi kui Pariisi meridiaan
kaudu. Praegusel tehnoloogilisel tasemel peetaksbivamateks konstantideks valguse
lainepikkusi ja valguse leviku kiirust vaakumis.

1960. a kinnitas kaalude ja mddtude Xl peakonvereneetri uue definitsiooni: meeter vordub
kriptooni isotoobi tasemete 2p10 ja 5d5 vahesiselel vaakuumis kiirguva valguse 1 650 763,73
lainepikkusega.

Definitsiooni uuendas kaalude ja m66tude XVII paalerents 1983. a: meeter vordub vahemaaga,
mille valgus labib vaakumis 1/299 792 458 sekundsya valguse kiirusega).

Kaalutuhik defineeriti esmalt grammina (massi nirtietal ajal kaaluks, kaalu asemel tarvitati
mdistet raskusjéud). Grammi esmaseks etalonikd @it puhast vett jaa sulamistemperatuuril.
Mitmel pbhjusel [peamiselt miniatuursusest tingigwirest suhtelisest ebatapsusest] veenduti tisna
kiiresti grammi ebasobivuses.

Jargnevalt defineeriti kilogramm kaaluthikuna kuliifri puhta vee kaal 4 °C juures. Esimene
kilogrammi etalon (arhiivikilogramm) valmistati 199 a plaatinast, seda sdilitatakse (koos
arhiivimeetriga) Prantsuse Riigiarhiivis.

Seoses meetri korrigeerimisega oleks olnud vajaidemrida ka liitrit, esialgu seda ei tehtud,
mistéttu liiter ning dm ei langenud méni aeg kokku. Kilogramm definegétkuvalt liitri kaudu.
Seejarel korrigeeriti ka liitrit, mist&ttu praeganigevad liiter ja dihjalle kokku.

Aastal 1899 valmistati plaatina (90 %) ja iriidiufii0 %) sulamist silindrikujulised (labim66t ja
kérgus ca 39 mm) arhiivikilogrammi koopiad, milletipseimat sdilitatakse rahvusvahelise
etalonina (prototiibina) Pariisi lahedal SevresisRisvahelises Kaalude ja M66tude Bulroos.

Hilisematel m&&tmistel selgus, et 1 dpuhta vee kaal temperatuuril 4 °C on 0.999972Sagga
kerkis kusimus, kas muuta kilogrammi definitsiooa valmistada uus etalon voi lugeda
kilogrammiks juba valminud etaloni massi. Uus diggioon tdhendanuks paljude kasutuses olevate
konstantide korrigeerimist ja sellega seonduvaidiadasi. Lihtsam oli jdada olemasoleva
kilogrammi juurde. Uut looduslikku konstanti, anadselt pikkusihikuga, pole massi jaoks leitud.
Praegusel hetkel on massi 1 kg etaloniks rahvusigahdlogrammi etaloni mass (ilma loodusliku
vasteta).

Ajauhiku sekund defineerimisel lahtuti juba Babiil@s valjakujunenud 00péevasest
kellakasutusest, mille jargi 66paev jaguneb turikBdeninutiteks ja sekunditeks.

Aastani 1956 defineeriti sekund kui 1/86400 os&kasest paikesetdpaevast (86400 = 24*60*60).

NB! Peale paikesedopaeva on veel tahedopaev, mssah lihem, kuna tahtedelt vaadatuna teeb
Maa aastas Uhe pdodrde rohkem.

sekund -lad. k. secundus — teine
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Astronoomiatehnika arenedes selgus, et troopilesaaliiheneb sajandis ca 0,5 s [tbusu-mddna
tottu ookean “loksub”, mis analoogselt hddrdumisagglustab Maa liikumist, kiiruse vdhenemise
tottu vaheneb tsentrifugaaljdud ja vdheneb Paike-keaigus, vaiksem orbiit labitakse kiiremini].
Kuna aasta osutus olevat aja t funktsiooniks |aiislahendus aasta defineerimises thel konkréetse
ajahetkel. Selleks hetkeks valiti 31. detsembri A8&skpaev. Sekund defineeriti kui 1/31
556 925,9747 osa troopilisest aastast 31.12.18891Re)0. See definitsioon kehtis 1956—-1967.
(Troopiliseks aastaks nimetatakse ajavahemikkueBaikeskpunkti kahe jarjestikuse kevadpunktist
labimineku vahel.)

Aatomiftitisika areng voimaldas veelgi paremat lobkule konstandile tuginevat sekundi
definitsiooni:

sekund on vordne aatomi pohiseisundi kahe ulipegkisurinivoo vahelisele siirdele vastava
kiirguse 9 192 631 770 perioodiga.

Tabel 3. Kimnendliited kordsete moodtihikute moodustamiseks.
Aste Nimetus Tahis Aste Nimetus Tahis

1074 jotta Y 10**  jokto y
107t zetta Z 1¢*  zepto z
10'®  eksa E 10®  atto a
10  peta P 18> femto i

10  tera T 10%  piko p
10° giga G 1¢  nano n
10° mega M 10 mikro M

10°  kilo k 10°  milli m
107 hekto h 1G  senti c
100  deka da 10 detsi d

Ulesanne 1.1Mitu mikronit vastab iihele kilomeetrile?

1pm =10°m =10°- (10° km) = 10° km, seega 1 km = 2qQim.

Ulesanne 1.2Mitu kilomeetrit on (iks sentimeeter?

1 km = 1000 m = 1000(100 cm) = 100000 cm

Ulesanne 1.3Uks akadeemiline tund (45 minutit) on ligikaududie Ghe mikrosajandiga. Kui
suur on nende erinevus protsentides? Uhes (treep)liaastas on 365,244 60paeva.

Avaldame mdlemad suurused pdhithiku sekund kaudu:
45 min =45 (60 s) = 2700 s

1psaj =10 saj= 10 - (107 a) = 10* a = 10* - (365,244 24- 60- 60 s)~ 3156 s.

3156-2700

Nende suuruste erinevus on:
315¢

= 0144=144%
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Ulesanne 1.4 Astronoomilist aega mdddetakse Maa poorlemisei,j@atomiaega aga sellest
sOltumatult. Kuna Maa p6oérleb aeglustuvalt (pohpssen Kuu kilgetdmbejoust tingitud tdusu-
mdodnalainete sumbumine), kasvab (he 06paeva pikdatemiajas moddetuna aastas Uhe
mikrosekundi vorra. Leidke, kui suur on erinevusoaakella ja ,astronoomilise kella® néitude
vahel pérast 20 sajandi méédumist.

20 saj = 20 (100 a) = 2000 a
1+2+3+..1998 + 1999 + 2000 = 10GR000 + 1) = 2001000 = 2,001¢°
2,001 1P us =2,001: 10°- (10°s)= 2 s.

Ulesanne 1.5Kuld on tks suurima tihedusega metalle, the kuupseetri kulla mass on 19,32
grammi. S6rmuse mass on 4 grammi. Kui suure kuddbdaks sellest valtsida, kui lehe paksus on
Uks mikromeeter?

V = mlp = 49/19,32g/cr~ 0,207 cni
S = V/h = 0,207 ¢l pm = 0,207 cn¥(10° m) = 0,207 cr¥(10° (10* cm) =
= 2070 cm = 20,7 dn.

Ulesanne 1.6Mitu siilda on tiks yard? (1 kilomeeter (km) = 1088etrit = 468 7/10 siilda; 1
yard = 3 jalga = 91 sentimeetrit 4 2/5 millimee}rit

1 yard = 914,4 mm = 0,9144 m = 0,9144° km = 0,9144 10° (468,7 silda}
~ 0,429 silda

Ulesanne 1.7Auto, mille algkiirus oli 30 penikoormat tunnisiidab maest alla kiirendusega 0,5
sulda ruutsekundis. Mé&e pikkus on 900 yardi. Leidit® kiirus mée all Ghikutes kilomeetrit tunnis.

1 penikoorem = 880 fathomit = 1760 yardi = 754 ailldalga = 1 km 609 m.
1 yard = 3 jalga = 91 sentimeetrit 4 2/5 milliméetr

Vo = 30 penikoormat/h = 30(1609 m) / (3600 s) = 13,4 m/s

754 silda 2 jalga = 754 silda + 2039144 m = 1609 m

754 silda = 1609 m - 0,6 m =1608,4 m

1 sild =1608,4m/754=2,13 m

a=0,5 sildafs=0,5- 2,13 m/§= 1,06 m/é

s=900 yardi = 9000,9144 m =823 m

s=vwt+at’2 > al+pt—%=0 >
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a0 +/4v, +8as —2.134+,/4-134°+8.106-823

2a 2-106
— +
_ 268+ 87,7 {=287s
212
V=\p+at
v=13,4m/s+ 1,06 m/s28,7 s =43,8 m/s 7438k—m-@: 157,7k—rn
100C h h
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2. Mootmisteooria lahted
2.1. M66tmise pohivaide

lgasugune modtmine suhteskaalat kasutades tdhemddmatu suuruse vordlemist sama liiki
maaratletud suurusega, mille tulemusena avaldataks#gmatu suuruse vaartus tuntud suuruse
kaudu kas tema osana voi kordsena. Fuusikaliseuseiumd6tmisel on maaratletud suuruseks
loomulikult selle suuruse tihik. Uhikutena tulekdistada Sl (ihikuid, sest need on kogu maailmas
laialt kasutusel ning Moodteseadusega on nad Eé&stidutatud kohustuslikeks maootuhikuteks.
Seega voib flusikalise suuruse korral iseloomustditdlemise protseduuri (mddtmist) ja selle
tulemusena saadavat mingi moodtesuuXjsarvvaartust X;} suhtegaXi/[X], kus i on indeks, mille
abil eraldame samas mddteprotsessis esinevaid subbtesi.

Naide 2.1.Vedeliku mass mdddetakse kaalumise meetodil koakutiga, siis vordlemise
protseduuri ning saadavat arvvaartust saab isels@ta suhtegaX( + X3)/[Xy], kus X; tahistab
materjali jaXs mahuti massi.

Naide 2.2.Kui eriti vaikeste objektide joonmd&tmete mddtrhiseurendatakse objekti kujutist
mikroskoobi abil, siis tulemust voib kirjeldada sedpaX,eXo/[ X2], kus X, tahistab joonmdddet j&,
vastavat suurendustegurit. Toodud suhtes peaksidaolihikuteks tegelikulf + X3] ja [XseX7],
kuid kuna liita saab ainult sama liiki suurusi nisigurendustegur on suurus, mille dimensioon on
ks, siis oleme Uhikuteks valinud vastavai][ja [X,].

Jatkame naidet 2.1. Kui lahtuda oletusest, et nsddteiselex; + X3 saame anda kindla arvvaartuse
(X1 + X3)/[X4] ning piirduda ainult aditiivsete mdjuritega, neilkoosmoju arvestab juhuslik lidetav
Xs, Siis on mddtmise vorrand jargmine:
(xp=2at%e, Xs (2.2)
X, [X]

See vorrand iseloomustab vordlemise protseduuaryaaartuse saamist ideaalsetes tingimustes.
Tegelikkuses ei ole véimalik vorrandi (2.1) liikndegristada.

Ideaalolukorras omab vdrrandi (2.1) esimene liigedlat arvvaartust, teine liige on aga juhuslik.
Saadavat summaarset arvvaarto§t ¢i saa antud juhul kuidagi iseloomustada ainthié¢ @rvuga.
Seda voib iseloomustada matemaatilise mudeli (mkaatabil ning esitada dokumentaalselt
eksperimentaalsete andmete kogumina kas tabeéfilgua soltuvuse jne kujul, mis on Uhtlasi ka
arvvaartuse X} hinnanguks.

Naide 2.3.MdbtesuurusexX; + X3 n-kordsel (antud juhul 100-kordsel) séltumatul tndgel

numbernaidikuga massimdodtevahendi abil fikseeritdiidnseadisel jargmised diskreetsed
arvvaartusea;, mis on toodud tabelis 2.1.
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Tabel 2.1.Md6tmisel saadud diskreetsed arvvaartused xi, emesthemiste arv mi, tdendosus P(xi)
ja jaotusfunktsioof(x;).

Xi m; P(x;) F(xi)
1 2 3 4
35.80 1 0.01 0.01
35.81 2 0.02 0.03
35.82 4 0.04 0.07
35.83 10 0.1 0.17
35.84 21 0.21 0.38
35.85 23 0.23 0.61
35.86 19 0.19 0.8
35.87 12 0.12 0.92
35.88 5 0.05 0.97
35.89 2 0.02 0.99
35.90 1 0.01 1

lga i-ndas arvvaartus esines mootmistel korda. Tekib kisimus: ,Missugune nendest
arvvaartustest tuleks antnekordsel méotmisel votta modtetulemuse aluseks?*

Antud juhul mitte UOkski arvvaartus tabeli esimededbas Uksikuna vottes ei iseloomusta
mdootevahendi abil saadud mddtetulemust tervikuealaSseloomustab antud juhul kogu saadud
arvvaartuste kogum koos uksikute arvvaartuste ssgesagedusega. Vottes iga i-nda arvvaartuse
suhtelise esinemise sagedusén selle lugemi esinemise tbendaosuséfs), saame taita tabeli
kolmanda veeru. Vorreldes tabeli esimese veerugalkakolmas veerg meile antud mddtevahendi
abil saadud ja tabeli kujul esitatud diskreetsetevvartuste tdendosusjaotuse. Selle
tdenaosusjaotuse vdoime avaldada ka graafiliseliiggpektrina, joonis 2.1.

0.25

0.2 —

0.15 -

P (xi)

0.1 4

0.05
e m I

35.80 35.81 35.82 35.83 35.84 35.85 35.86 35.87 35.88 35.89 35.90

X

Joonis 2.1.Diskreetsete arvvaartuste tdendosusjaotus.

Lidame kdik need kolmandas veerus olevad arvvétetesinemise téendosused, mille korral
arvvaartused; on vaiksemad vaadeldavast arvvaartugesiabeli esimese veeru arvvaartustega
vorreldes annavad neljanda veeru arvvaartused nmedétevahendi diskreetsete arvvaartuste
esinemise jaotusfunktsiooni tabeli kujul. Graadilison see toodud joonisel 2.2.

22



1,2

1

0,8

0,6

F(xi)

04

0,2

0 T T T T
35,79 35,81 35,83 35,85 35,87 35,89 35,91

X

Joonis 2.2.Diskreetsete arvvaatuste jaotusfunktsioon.

Jooniselt 2.2 on naha, et mddtevahendi diskreemetedatuste esinemise jaotusfunktsioon on
katkev, tapsemini treppfunktsioon. Katkevuspunididen mododtevahendi lugemite vdimalikud
vaartused ning nendes punktides jaotusfunktsio@vatahlippeliselt, kusjuures hippe mddtmeks
on téendosus, et esineb katkevuspunktist vaikseamaidartusi.

Seega numberndiduseadisega mOotevahendite korrgldévad tBenaosusjaotu®(x) ja
jaotusfunktsioori(x;) taielikult saadavat diskreetset arvvaarkst

Jatkame nuud mdodtmise vorrandi 2.1. analllsi. Glefaet me teame mahuti maXsieelnevatest
modtmistest, vOi saadakse see taiendavate uurip@iiel. Vastavalt meie lahenemisviisile oleme
andnud suuruselg; kindla vaartuse ja juhuslikud komponendid Ule kardlisuurusessss. Seega
on suuruselXs juhuslik iseloom, mis tdhendab, et tema vaartusile pohimotteliselt voimalik
kindlaks teha. Siit jareldame, et modtesuunisgaartust on véimatu tapselt kindlaks teha vorrandi
(2.1) pOhjal tuletatud valemi

X, ={X}- [Xl]_ Xs— Xy (2.2)

abil. Seda isegi siis, kui lahtume ideaalolukorkahtivast oletusest, et suurus€ on kindel
vaartus. Toonitame veelkord, et vorrand (2.2) eegedda tegelikku mddteprotsessi, st et me
praktikas ei saa eristada juhuslikku suuXistaadeldavast moéotesuurusist

Kokkuvotteks — mootmise kordamisel tuleb suurusevértus X}, tingituna mdodtesuuruse
iseloomust, igal mddtmisel erinev. Seega praktihs@dtmise kogemuse pdhjal vdime vaita, et
mistahes suuruse modtmisel saadud arvvaartusebeegp ka modtetulemusel on juhuslik iseloom
selles mottes, et saadud vaartused ei Uhti. Sagea®iaole nad ka taiesti juhuslikku laadi, vaid
erinevus jalgib teatud seaduspérasusi, mida saameld&ada vastava tOendosusjaotusega.
Mdodtetulemus, st mdotmise teel saadud mddtesuwdadetus, on seega juhuslik suurus ehk
muutuja. Nimetatut voime formuleerida mddtmise péfiena, mis kehtib kdikide mddteliikide ja
moodtevaldkondade kohta ning millele toetub kogu tmige teooria.
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2.2. Juhuslike suuruste jaotusseadused

Juhuslikud suurused jaotuvad kahte klassi: disketeks ja pidevateks. Diskreetsed suurused
saavad omada ainult ettem&ératud vaartuseid, sa#ekguvise silmasid 1 — 6, mundivise kulli ja
kirja ning suvalise digitaalmddtevahendi nait (thgine kaal resolutsiooniga 1 gramm vdimalikud
mootetulemused grammides on téisarvud). Juhusldgkwrust nimetatakse pidevaks, kui tema
voimalike vaartuste hulk on arvtelje (I6plik voipidatu) vahemik. Flusikalised suurused ise on
Uldiselt pidevad, naiteks temperatuur, mass, takigte.

Elementaarsindmuseks nimetatakse juhusliku kalesebst.

Diskreetse juhusliku suuruse esinemistéenaosusadatav valemiga

_ Soodsatelementaastindmustdaulk

“ K®igi elementaastindmustéulk (2.3)
0<p. =1
Z p =1 (2.4)
k

Esimene omadus tdhendab, et esinemistdendosus @isaegatiivne ega ka mitte suurem kui Uks.

Teine omadus tahendab, et kdigi elementaarsindmesstemistdendosuste summa on uks, s.t. on
100% kindel, et toimub mingi realisatsioon kdigemlentaarsiindmuste hulgast ja koik teised

vOimalused on vfimatud.

Naide 2.4.Téendosus visata 6-tahulise siimmeetrilise tariagug

visatakse 1 silm: p=1/6

visatakse 4 silma: p=1/6

visatakse 8 silma: p=0/6=0 Vdimatu sindmus
visatakse 1 v0i 4 silma: p =2/6

visatakse 1, 2, 4 v0i 6 silma: p =4/6

visatakse vahem kui 8 silma: p=6/6=1 Kindeldius

Juhusliku diskreetse suuruse tdendosusjaotus dadgoonisel 2.3. Téenaosus erineb nullist ainult
maaratud, diskreetsetel vaartustel. Naiteks tarimghel vaartus 2,9 ei ole maaratud ja tema
tbenaosus on seega null.
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Joonis 2.3.Juhusliku diskreetse suuruse tdendosusjaotus.

Diskreetsete suuruste jaotusfunktsioon ehk kumutegitbenédosusjaotus on defineeritud valemiga:

Fl=Yp

i<k

(2.5)

s.t. jaotusfunktsioon néaitab, kui suur on téendostigihuslik suurug; on vaiksem, kukg. Naiteks
taringuviske puhul tdhendab jaotusfunktsioon keh#endosust visata taringuga silmade arv 1, 2,
3 vOi 4, s.t. tema vaartuseks on 1/6 + 1/6 + 1166+= 4/6.

Joonisel 2.4. on toodud temperatuuri mddtmise t@eumEjaotus (tulbad) ja tihedusfunktsioon
(joon).

Histogram
140 120,00%
120 ] + 100,00%
100 + I Frequency | g4 0004
3 1 —=— Cumulative %
2 80 /
s + 60,00%
g 60t
L
-+ 40,00%
40 + ’
20 L -+ 20,00%
0 A : L= : ,00%
0 5 10 15 20 25 30 More
temperature

Joonis 2.4 Juhusliku diskreetse suuruse tdéendosusjaotua@yja tihedusfunktsioon.

Jaotusfunktsiooni omadused tulenevad téendosusmoimadustest. Kuna tdendosusjaotuses ei saa
olla negatiivseid vaartuseid, siis jaotusfunktsioeiartused ei saa samuti vaheneda, ) >

F(x1), kui xo > x;. Kui aga muuta vaartust tema voimalikes piirides, muutafx) alates 0 kuni 1,

s.t. jaotusfunktsioon rahuldab vorratust B(x) < 1.
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Tdenaosus, et sindmuse vaartus on vaiksem minggstusesk; on F(x;) ja et sama vaartus on
vaiksem vaartusest > x; on vastavalF(xp). Sellest lahtuvalt vbime vdita, et tdendosus sk
vaartuse sattumiseks vahemikkx; [xo], on vordne funktsioonF(x) vaartusega selle vahemiku
piires:

P{x S X<%,}=F(%)-F(x), 2.6)

Pideva suuruse korral voib vaartuseda x, votta voimalikult teineteise lahedusest. Siit hab, et

kui vbttax; — X, Siis X“LQ [F (Xz) -F (Xl)] =0 . Seega saame vaita, et pideva suuruse korral
1 2

on mingi konkreetse vaartuse téendosus vordnegaullNaiteks tdenaosus, et ihe mddtesilindri
maht on tapselt 1 liiter, on null. Seega on mdistlaadata pidevate suuruste korral hoopis
tdenaosust, et sindmus satuks vahemikkuwj].

Jaotustiheduf&Xx) on tuletatud jaotusfunktsioonis(x):

f(x)= 2.7)

Teistpidi on jaotusfunktsioon maaratud integraatyatihedusest:

F(%) = | f()dx .

Kuigi matemaatiliselt on jaotustihedus ja jaotugtisioon Uksteisest tuletatavad, on mdlemad siiski
tarvilikud, sageli lintsustab valemite 2.7 ja 2.&sktamine oluliselt paljude esmapilgul vaga
keeruliste tlesannete lahendamist.

Geomeetriline interpretatsioon jaotustihedusegqéusfunktsioonist on toodud joonisel 2.5.

Joonis 2.5.Geomeetriline interpretatsioon jaotustihedusegqtusfunktsioonist.
Valemist 2.7 saame, et
dp=dF(x) = f(x)-dx, (2.9)

seega suurudp on ristkiliku pindala méétmetegk ja f(x). Funktsioonif(x) pindala vahemikusa(
b) on seega méaratud integraal:
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p(a,b)=P(a< X Sb):TdP:,T f(X)-dx=

o a , (2.10)
= [ £(x)-dx— [ f(x)-dx=F(b)-F(a)
Ulesanne 2.1Tee kahe taringuviske summa jaotustabel. Leiaidus, et
a. kahe taringuviske summa oleks 6;
b. kahe taringuviske summa oleks vaiksem kui 9;
C. kahe taringuviske summa oleks vahemikus [3;8].
summa kombinatsioonid esinemiste  esinemise Jaotus-
arv tdendosus  funktsioon

2 1,1 1 1/36 1/36
3 1,221 2 2/36 3/36
4 132,231 3 3/36 6/36
5 14233241 4 4/36 10/36
6 1524334,25,1 5 5/36 15/36
7 1625344,35,26,1 6 6/36 21/36
8 2,6 3,54,45,36,2 5 5/36 26/36
9 3,645546,3 4 4/36 30/36
10 46556,4 3 3/36 33/36
11 566,5 2 2/36 35/36
12 6,6 1 1/36 1
a. Vastavalt esinemiste tdenaosusele on kahe tésige summaks vdimalik saada
5/36~ 13% juhtudest.
b. Vastavalt jaotusfunktsioonile, tdendosus, etreanoleks vaiksem kui 9 on 30/36
83%.
C. Vastavalt jaotusfunktsioonile, tdenéosus, etraarnleks vahemikus [3;8], on

26/36 — 1/36 = 25/36 69%.

1
Ulesanne 2.2.  Radioaktiivse aine pooldumist kirjeldab valerg(t): t_eXp(_t/tO) :

0
kus parameetdp on antud aine poolestusaeg (ajaintervall, milekgul jadb aineé =~ 2,718 korda
vahemaks. Tseesium 137 poolestusaeg on 43 aastatrddioaktiivse aine pooldumist kirjeldav
tihedusfunktsioon. Palju kulub aega, et esialg8sstinehulgast jaaks jargi ainult 1%?
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f(t)= tlexp(—t/to)

0

b by

F@) = f(dt=| tlexp(—t/to)dt=t1exp(—t/t0).(_tojg _
0 00 0

= exp(-t /to)‘g =1-exp(t, /t,)

1-exp(t, /t,) = 099 = exp(t,/t)) = 001 = —t,/t, =In(00]) =-461

t = 461-t, = 461 43=198

Seega oleks esialgsest ainehulgast 198 aasta pbeasi %.

Ulesanne 2.3Ruumi temperatuurikontrollisiisteem hoiab ruumi penatuuri vahemikus 20 °C
kuni 24 °C. Temperatuuri tsiklilise muutumise tuleseks on arkussiinustemperatuurijaotus,
keskvaartusega 22 °C. Mitu protsenti ajast on rutemperatuur vahemikus 21 °C kuni 23 °C?
Mitu protsenti ajast on ruumi temperatuur alla 2@5voi lle 23,5 °C?

1
Arkussiinusjaotuse jaotustihedus on f (X) - T /X(l— X) '

B 2-arcsin6/§)
T

ning tema jaotusfunktsioon on F( ) -

O<x<1

, O<x<1

Toestame kdigepealt jaotustinedusele vastava jamtktsiooni. Vaatame ainult piirkonda 0x<<
1, sest kuna arkussiinusjaotus on nullist erinewlaipiirkonnas (0; 1), on tema jaotusfunktsioon

F(x) = 0 piirkonnax < 0 jaF(x) =1 piirkonnas<> 1.

P(X < X)=F(X)= jf(x)dx_

j x= y=+x=x=y?=dx=2y-dy

| ‘osz
1
Hgalar

/x 2 arcsm(\/7)

(0, x) = (VO;4/x) = (G;+/x)

_2 “larcsinfy) | =
7Z'
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Nuud tuleb teha tlesande lahendamiseks muutujavgettsobituda arkussiinusjaotuse valemiga:
Vaatame paare: x=0->1;=20

X2219t2:24

t—20

Vastav Uleminekuvalem on ilmselt X= 4

Teeme tabeli meid huvitavatest temperatuuridestavatesk-i vaartustest ning tihedusfunktsiooni
vaartustest:

t X F(X)

205 1/8 0,23
21 Ya 0,33
23 Ya 0,67
235 7/8 0,77

Seega on vahemikus 21 °C kuni 23 °C ruumi temper&@67 — 0,33 = 34% ajast. Alla 20,5 °C voi
dle 23,5 °C on 0,23 + (1 — 0,77) = 46%. On huviadrkida, et tstkliliste temperatuurimuutuste
korral pusib temperatuur kdige kauem vahemiku ekstipunktide laheduses ja kdige lihemat aega
ettendhtud temperatuuril. See omadus nahtub jduedsise graafikust ja on intuitiivselt mdistetav,
vaadeldes siinuskdvera kulgu.

2.3. Juhusliku suuruse arvkarakteristikud

Eespool nagime, et juhusliku suuruse jaotusseaselwomustab taielikult juhuslikku suurust
tdenaosuslikult vaatekohalt. Jaotusseadus vOimaddad juhusliku suurusega seotud iga stindmuse
tdendosust. Jaotusseaduse pohikujudeks on teajawhigsstabel diskreetse juhusliku suuruse puhul
ja jaotusfunktsioon (jaotustihedus) pideva juhuskkiuruse korral.

Pideva suuruse korral on jaotustiheduse eksperambr@ leidmine sageli vaga kulukas ja

todmahukas Ulesanne. Enamasti aga ei olegi ja@dgsetarvis teada (ei ole tarvis nii taielikku

infot). Piisab, kui kasutada nn juhusliku suurusearakteristikuid, mis iseloomustavad juhusliku

suuruse integraalseid omadusi. lima lilaldamatab voelda, et tGenaosusteooria rakendamisel
praktiliste Ulesannete lahendamiseks on oluline taos&asutada juhusliku  suuruse

arvkarakteristikuid, jattes korvale jaotusseadused.

Olulisemateks arvkarakteristikuteks on keskvagdiudispersioon. Peale nende pdhikarakteristikute
kasutatakse veel suurt hulka teisi arvkaraktengdiknagu kvantiilid, mediaan, mood, momendid,
asummeetriakordaja, ekstsessikordaja, karaktérfstiktsioon, entroopia jmt.

2.3.1. Keskvaartus

Keskvaartus on juhusliku suuruse tahtsaim arvkaradtik, mis iseloomustab juhusliku suuruse
paiknemist.

Juhusliku suurus¥ keskvaartust tahistatakse matemaatikas ja futsikaa mitmel erineval viisil.
Levinumad tahistused on
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m, m, m[x], X <x> — flutsikute hulgas;
EX M[X] — matemaatikute hulgas.

Siin tdhism, M on vdetud ingliskeelse sbnaean (keskmine) esitdhest aga on tulenenud
prantsuskeelse sdeapérancéglootus, ootus) esitdhest.

Diskreetse juhusliku suuruge= {xq, Xz, ..., X} keskvaartuseks nimetatakse suurust (arvu)
m= szpk , (2.11)
k=1

kus p, =P(X =X, ).

Kui voimalike vaartuste hulk on loenduv, siis
m = Z“xkpk , (2.12)
k=1

kusjuures eeldatakse, et summa paremal koondul®ptik). Kui summa ei koondu, siis harilikult
keskvaartust juhuslikule suurusele ei omistata.

Pideva juhusliku suurus, mille jaotustihedus ori(x) ja vbimalike vaartuste hulk on kogu
reaaltelg, keskvaartuseks nimetatakse arvu

m= +Jﬁcxf(x)dx, (2.13)

eeldusel, et integraal eksisteerib (koondub abssdib).
Markus. Valem keskvaartuse arvutamiseks langeb kokku vigeemvarda massikeskme

arvutamiseks, kui varda mass on vordne Uhega. sbaisj keskvaartus on Uhikmassiga varda
staatiline moment.

Naide 2.5.Uhtlase jaotuse keskvaartus.

Uhtlase jaotuse jaotustihedus on defineeritud kui

1
_ as<x<b
f(X)=<b-a (2.14)
0,

mujal

Arvutame nutd Uhtlase jaotuse keskvaartuse kasutedemit (2.13):
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m= Tx- f(x)dx=j'x- f(x)dx+fx- f(x)dx+Tx- f(X)dx=

a b ) b
= jx-de+J-x- ! dx+jx-0dx:0+jx- ! dx+0=
i . b-a ! . b-a
1 Jb'xdx— 1 x_zb_bz—az_(b—a)(b+a)_a+b
b-a b-al2) 2(b-a) 2(b—a) 2
See on 16igud,; b] keskpunkt.
Naide 2.6.Astmejaotuse keskvaartus.
Astmejaotus on
r-1.-
foer) = {7,xl (2.15)
0, x<1,

konstantr — 1 lugejas arvestab normeeringuintegraalx jargi rajades[loo) olgu vordne Uhega).
On naha: selleks, et jaotus oleks positiivne, peaitimar > 1. Astmejaotuse graafik on toodud

erinevate parameetrivaartuste korral joonisel 2.6.

1.57

f(x,18) 41
f(x,2.0)

f(x,2.5) 0.57

Joonis 2.6.Astmejaotuse jaotusfunktsioon.

Arvutame astmejaotuse keskvaartuse

i i -1( 1Y
m=|x f(x,r)dx= (r-D|x*"dx = r_( j .
{ (x,r) ( ){ 2=\ %7 )

Naeme, et keskvaartuse eksisteerimiseks on tartiigimuser—-2>0 ehk r >2 kehtimine —
vastasel juhul ei koonduks Umarsulgudes olev avadfiimatuses nulliks, vaid oleks |[6pmata suur.

Kui see tingimus on taidetud, siis saame
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m = —, r>2. (2.16)

Seega, keskvaartus on alati suurem Uhest (poleidagimmestada, kuna kogu jaotuse kandja asub
punktist Uks paremal) ja kasvab piiramatult kiilhdneb kahele paremalt (joonis 2.7).

10

m(r)

Joonis 2.7 Astmejaotuse keskvaartus.

Oluline asi, millele selle naitega tahelepanu juliron asjaolu, et Idpmatusse ulatuva kandjaga
(sama kehtib miinuslépmatuse puhul) juhuslikul siset ei pruugi keskvaartus eksisteerida. Selle
(keskvaartuse) olemasoluks on vajalik, et jaotestits laheneks nullile piisavalt Kiiresti, kui
X — +oo. LOpliku kandja puhul sellist probleemi ei teki.

Keskvaartuse omadusi

Naitame moned olulisemad keskvaartuse omadused, ketisivad nii diskreetse kui pideva
juhusliku suuruse korral.

1. Konstandi keskvaartus. Konstandi keskvaartuseenkonstant ise
mc] = c

2. Homogeensus. Konstandi voib tuua keskvaartuséali ette:
mlcX] =cmX].

Toestatakse see pideval juhul nii:
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mlcX] = +jmcxf(x)dx:ch1‘(x)dx=cm[x].

Analoogiline on tdestus diskreetse juhusliku suerkmral.

Keskmiste kasutamisest

Defineerime siinkohal veel moned keskmisi vaaruisekirjeldavad juhuslike suuruste
arvkarakteristikud:

. Mediaan on arv, millest suuremaid ja vaiksemaddrtuseid on variatsioonireas
Uhepalju.

. Mood on tunnuse kdige sagedamini esinev vaartus.

. Kaalutud keskmine on arv, mis saadakse, kui aetiise keskmise arvutamisel

antakse erinevatele vaartustele erinevad kaaludaluKks vodivad olla naiteks
mootetulemuste standardhéalbed.

Naide 2.7. Suvel margistatakse raadiomajakaga 9 kuldnokkateatla saada kuldnokkade
keskmine rénde kestvus. Sugisel lahkusid kdik Yhokka Eestist, kuid vaatlusperioodi I6puks
suve alguses oli Eestisse tagasi joudnud ainulal@niokka, kelle rdnde kestvused olid vastavalt
146; 152; 152; 154; 156; 159; 159 paeva. Mitu pdestis sellel aastal keskmiselt kuldnokkade
ranne?

Vastus: nihketa hinnang oleks mediaan, ehk 156g&&itmeetilist keskmist saab arvutada
ainult suve alguseks Eestisse tagasi joudnud ledédnet arvesse vottes, see oleks 154
paeva, kuid see ei arvesta vBimalusega, et kad2hindu siiski kunagi, naiteks suvel, siiski
joudsid tagasi. Ka annaks aritmeetiline keskmirgedenihutatud hinnangu juhul, kui moéni
lindudest saabuks juba stgisel miskiparast Eestigmsesi.

Kui meid huvitab k&ige tutpilisem vaartus, siis aaukitab kdige suurema sagedusega vaartus
mood. Mood on sageduse kdrgpunkt, ta ei naitaj&ési palju on temast suuremaid ja véhemaid
vaartuseid. Nominaaltunnuste korral (naiteks rahelikutse) leitakse keskmisena mood.

Mediaani leidmisel ei arvestata tunnuse vaartusl amult suurusjarjestust. Mediaani kasutatakse
siis, kui on eesmargiks leida tapne andmete jaokeskpunkt, vdi kui andmete hulgas on
ekstremaalseid vaartuseid, mis oluliselt mojutakeskvaartust.

Keskvaartus sOltub kdigist tunnuse vaartustestd ki ei pruugi ise olla tunnuse vaartus.
Keskvaartus voib sattuda vahemikku, kus tunnuselare vaartuseid voi need puuduvad hoopis.
Siiski kasutatakse keskvaartust killalt sagelit s2®n aluseks teiste statistiliste naitajatetéhdi
standardhélve, korrelatsioonikordaja) maaramisele.

Naide 2.8.0letame, et (ks firma koosneb juhatajast ja @&tajast. Tootajate kuupalk on 5000
EEK, juhata kuupalk on 55000 EEK. Keskmine pallkkesalirmas on
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me 9-5000+ 55000
10

=10000.

Samas mediaanpalk selles firmas on 5000 EEK.

Uks teine firma koosneb neljast insenerist, kuupgdg39000 EEK ning Koristajast, kuupalgaga
4000 EEK. Keskmine palk selles firmas on

me 4-39000+ 4000 _ 32000,

Samas mediaanpalk selles firmas on 39000 EEK.

Seega, sOltuvalt palkade jaotusest, vdib olla kés&npalk mediaanpalgast nii suurem kui ka
vaiksem. Eesti keskmisena on siiski keskmine pakliaanpalgast méargatavalt kdrgem, seda tingib
Uhelt poolt miinimumpalk, millest vaiksemat palkaoke v6imalik maksta, samuti tdsiasi, et meil
on teatud hulk inimesi, kes saavad ulisuuri patkasbon siin internetist leitud Eesti keskmise ja
mediaanpalga naited, need on illustratiivsed jreiendeeri kindlale tdele: 2008. aasta Il kvastal
oli keskmine kuupalk 12 512 krooni, samas kui 2088sta Il kvartalis oli mediaanpalk 9 897
krooni

2.3.2. Dispersioon ja ruuthélve

Teades juhusliku suuruse keskvaartust, ei saaoteastada, milliseid vaartusi juhuslik suurus voib
omandada ja kuidas nad on hajutatud keskvaartuserirui jaotustinedus on hasti kitsas, kui
juhusliku suuruse hajuvus on véike, siis on keskugast kull, et iseloomustada juhuslikku suurust.
Kui aga jaotustihedus on lai ja lame? Meil on taustiurust, mis vdéimaldaks kvantitatiivselt hinnata
jaotuse ,kitsust* voi ,hajuvust”. Selliseks suurliseon dispersioon.

Dispersiooni defineerimiseks toome esmalt sissagliku suuruse halbe ehk tsentreeritud juhusliku
suuruse:

g =x —m[X]. (2.17)

Pole raske veenduda, et hédlbe keskvaartus on vordhga. Téepoolest

igi =0

i=1

See on seletatav sellega, et vOimalikud héalbed dnewate markidega ja summaarselt
kompenseeruvad. Jarelikult ei iseloomusta halveviigt. Tsentreerimine tdhendab geomeetriliselt
seda, et koordinaatide alguspunkt viiakse puri |.

Dispersioon
Juhusliku suuruse dispersiooniks (ingliskeelne tim&ariance) nimetatakse suurust
D = D[X] = m?] = ml(x-mx]p], (2.18)
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mis vOetakse Uheks hajuvuse karakteristikuks. Seegdispersioon juhusliku suuruse theks nn
juhuslikkuse méara iseloomustajaks.

Teised levinumad tahised dispersioonile on veel (dispersioon on siin tahistatud kui
standardhalbe ruut). Kaesolevas kursuses kasutespersioonile tahisb.

ja kui tahame réhutada voi esile tuua, millise jltwsuurusega on tegu, siis taHxix).

Vastavalt definitsioonile (2.18) on diskreetse jsliku suuruse dispersiooni arvutusvalem

D = > (x-mfp. (2.19)

Niisiis, tegu on tdendosustega kaalutud Uksikratdisonide halvete ruutude summaga.
Analoogiliselt, pideva juhuliku suuruse korral abr(@.2)

D = T(x—m)zf(x)dx. (2.20)

Dispersiooni praktiliseks arvutamiseks sobib kagaij@argmist Steineri valemit
D[X] = mx2] - (mXx]?. (2.21)

Siin esimene suurus paremal on keskvaartus juhuslikiruse ruudust®. Kdige lintsam on seda
valemit tdestada, esitades valemeis (2.19) ja@0) ruutavaldise imarsulgudes kujul

(x-m)? = x*-2xm+m?.

Vaatame detailsemalt (2.21) tdestust pideva jukusluuruse juhul (2.20):
D = j(x—m)zf(x)dx = j(x2—2xm+m2)f(x)dx =
= szf(x)dx —2mjxf(x)dx + mzj f (x) dx.

Siin teine integraal oX keskvaartusn ja viimane integraal on normeerituse tottu vordihega.
Seeparast saame

D = J'xzf(x)dx -2 + m* = J'xzf(x)dx -,

mis ongi valem (2.21). Uhtlasi oleme ka saanud itud esituse juhusliku suuruse ruudu
keskvaartuse arvutamiseks:

mx?] = szf(x)dx . (2.22)
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Dispersiooni ruutjuurt nimetatakse standardhalbeksitkeskmiseks halbeks ehk ruuthéalbeks.
Definitsioonidest on nadha, et dispersiooni dimeosi@on vordne juhusliku suuruse dimensiooni
(mo6o6tuhiku) ruuduga, standardhélbe dimensiooniksaga juhusliku suuruse dimensioon. Seetdttu
kasutatakse praktikas harilikult standardhélvet.

Mdotemaaramatuste arvutamisel kasutatakse alatiastdhalvet!!!

c = D (2.23)

Naide 2.9.Taringuvisete keskvaartus ning standardhélve.

Lahendamiseks teeme kdigepealt tabeli:

X x> x—-m (x—m)? D

1 1 2,5 6,25 1/6
2 4 -15 2,25 1/6
3 9 -0,5 0,25 1/6
4 16 0,5 0,25 1/6
5 25 15 2,25 1/6
6 36 25 6,25 1/6

p 21 91 0 17,5 1

Leiame kdigepealt keskvaartuse, lahtudes valemisi|:

m=>"XP, T 35.
k1 6
Lahtudes valemist (2.19), saame:
2 1
D= (x—m)p =5 175~ 292
Lahtudes Steineri valemist (2.21), saame:
D =m[X?2]-m? = %1— 35 ~ 1517— 1225= 292,

Taringuviske standardhalve on

o(X) =+D(x) =+/292 = 171.

Naide 2.10.Uhtlase jaotuse standardhéalve.

Uhtlase jaotuse jaotustihedus on:
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1
— a<x<b
f(X)=1b-a
0, mujal

Uhtlase jaotuse keskvaartuseks saime juba varem

b b 2\P 2 a2 B
m(x):jx 1 o 1 jxdx:ix— _b’-a :(b a)(b+a):a+b
. b-a b-a- b-al 2) 2(b-a) 2(b—a) 2
Dispersiooni arvutamisel kasutame Steineri valgti21). Leiame esmalt teist jarku algmomendi
(ehkx® keskvaartuse):

X3

b b b
1 1 1
m(xz):sz b—adx: b—aJ'X2 dx:ﬁ(?) -

_b’-a® (b-a)(@®*+ab+b’) a®+ab+b’

~ 3b-a) 3(b-a) 3
Nuuld saame
2 2 2
D(x) =m(x?) - (M(X))’ = a’+ab+b _(a+ bj _
3 2
_ 4a% +4ab+4b® —3a* -6ab-3p® a’-2ab+b® (b-a)’
12 12 12

Standardhalve tuleb siis

o(X) = /D(X) = 13 b;a z 0577b;2a.

i

Naide 2.11 Astmejaotuse dispersioon ning standardhélve.

Olgu jaotustiheduseks astmejaotus (2.15). Dispensiarvutuseks kasutame valemit (2.21).

Keskvaartusn on teada valemist (2.16), seega on vaja |ei1[m2], kasutades selleks seost (2.22)
ja jaotustihedust (2.15):

mx?] = J;XZ r)zldx = (r—1)£x2r dx = g(x}sl.

Siin Umarsulg annab 16pliku tulemuse vaid siis, &ni tédidetud tingimus > 3. Sel juhul annab
Umarsulg tlemise raja juures nulli ning saame kiyhi

m[Xz]::T_;.

Seega saame astmejaotuse dispersiooni jaoks
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D=D(r)=r_1—(r_1j2: r-1
B r-3 (r-2) (-3)(r-2)?

Ning astmejaotuse standardhalbe jaoks

r-1

S (T

Selle dispersiooni graafik parameetfunktsioonina on toodud joonisel 2.8.

o (r)

Joonis 2.8.Astmejaotuse standardhalve.

Naeme, et standardhéalve laheneb kiiresti I6pmagyudali parameeter laheneb kolmele. Ja
vastupidi, parameetri kasvades laheneb standarkatesti nullile.

See naide demonstreerib seda tOsiasja, et — sHrnkesskvaartusele — vajab |6pmatu
maaramispiirkonnaga juhuslik suurus standardhd@pkkkuseks (st eksisteerimiseks) killalt kiiret
tbenaosustiheduse nullile [ahenemist protsessistowo. Jaotustineduse nullile [ahenemise kiiruse
maarab kéesolevas naites parameeter mida suurem see on, seda kiirem &@x) nullile
lahenemine (vt joonis 2.7). Nagu ndeme, on stamddlod eksisteerimiseks tarvilik suurem nullile
lahenemise kiirus r(>3) kui oli tarvilik keskvaartuse olemasoluks (seéltarvilik r >2). See
tulemus on Usna Uuldine: I6pmatu kandjaga jaotudtise korral on tingimused standardhalbe
eksisteerimiseks hoopis karmimad kui keskvaartusele

Dispersiooni omadusi, millest tulenevad ka standatklbe omadused:
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Vaatleme dispersiooni pohiomadusi, mis kehtivadiiskreetse kui pideva juhusliku suuruse puhul.
1. Dispersiooni mittenegatiivsus.
a) Mittejuhusliku suuruse dispersioon on null Konstandi dispersioon on vordne nulliga
Dc] = oO.
Toestuseks teisendame
Dlc]=m (c-mlc])? ]=m[0]=0.
b) Juhusliku suuruse dispersioon on alati positiive.

Vaatame maaranguid (2.19) ja (2.20). Diskreetskulj2.19) on summa all ainult positiivsed
suurused, ja positiivsete suuruste summa on postiiErandjuhuks on mittejuhuslik diskreetne
suurus, mil summa koosneb vaid thest likmest,aniparasjagu null.

Analoogiline on tbestus pideval juhul (2.20): integ positiivsest funktsioonist on positiivne. Ka
siin on piiril erijuhuks Uhteainsasse punk¥ =c lokaliseeritud jaotus, mida kirjeldab delta-
funktsioon

f(x) = o(x-c).
2. RuuthomogeensusKehtib vordus

D[cX]=c?D[X].

Keskvaartuse omaduste pdhjal

D[cX]= m|(cX — m[(cX)]?]= m(eX - em[x ])?]=
=mlc?(X —m[X])?]= ¢*D[X] '

3. Juhuslike suuruste summa dispersioon.

Kui suurusedX ja 'Y on sdltumatud juhuslikud suurused, siis
D[X +£Y]=D[X]+D[Y].

Kui suurusedX ja'Y on omavahelises séltuvuses olevad juhuslikud seaksiis
D[X +Y]=D[X]+ D[¥]+ 2r\/D[X]D[¥],

mle(X) - (y)]

D[X|D[Y]

Toestuseks teisendame, kasutades keskvaartusesadid omadust

kusr = on korrelatsioonitegur (sellest tapsemalt edagpidi

DIX £Y]=m[(X Y - m[X £Y])?]= ml(z(x) £ £(y))*]=
mle?(x) + 26(X)e(y) + £2(x)]= D[X]+ D[Y],

sest  mle(X)e(y)]=m[(X - m[X](Y - mY])]=r-/DX]D[Y].
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Séltumatute tundmatute erijuhul® 0) on mle(x)&(y)]=0.
Erijuhul, kus Uks liidetav on konstant, on

D[X +c]=D[X].

Standardhéalve (ruutkeskmine héalve).

Dispersiooni ruutjuurt
o = D (2.23)
nimetataksestandardhalbeks, ruutkeskmiseks halbekehkruuthélbeks.

Definitsioonidest on nadha, et dispersiooni dimeomsi@on vordne juhusliku suuruse dimensiooni
(mo&o6tuhiku) ruuduga, standardhélbe dimensiooniksaga juhusliku suuruse dimensioon. Seetdttu
kasutatakse praktikas harilikult standardhélvet.
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Ulesanne 2.4Juhusliku suuruse jaotustineduseks on kuupfuntsio

X
f(x)=14"

3
O<x<?2

0, mujal

Leia antud funktsioonil:

keskvaartus

standardhélve

tdenaosus, et juhuslik suurus oleks vahemikuso
tbenaosus, et juhuslik suurus oleks vaiksem kuq\kEstus
mediaan

"0 T

15
y (%)
Y1

Y1

0.5

F(xl)—jf(x)dx j X gx=d XX

4 4° 16
m(x) = jxf(x)dx_j—dx L Xp 2 8y
4 5° 45 5
o 2 .5 6 6
mOe) = [ X1 (oax=] Xdx== 1. X pn 2 108 567
: ) 4 4 6° 46 6 3

D = m(x?) - (m(x))2 = 2667— 16° = 0107

o =+/D = 0107~ 033
m-o = 16— 033= 127
m+o = 16+ 033= 193

7 26
F(m- )—1126 =28 016
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F(m+o-):]’:;634:11—?:087

p(m+ o) = 087- 016= 071=71%

4
Fm)=20-55_ g41- 419
16 16

Arvutame mediaani:

4

F(Xmed) = XIeGd =05=> Xmed4 =8= Xined = 4\/5 =168
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Ulesanne 2.5Radioaktiivse aine pooldumist kirjeldab valeh(t) = tiexp(—t/to) , kus

0
parameetety on antud aine poolestusaeg (ajaintervall, milekgul jdab aine¢~ 2,718 korda
vahemaks. Tseesium 137 poolestusaeg on 43 aasi@iCk pooldumise keskvaartus, mediaan ja
standardhélve.

Kasutame arvutuses poolestusaja pébrdvééﬂu%t 1/ to ;

f(t)=A1expEAt)
F(t) =1-expAt)

Siin on otstarbekas arvutada algmomendid ning kestitada keskvaartuse ja dispersiooni leidmiseks.
m[t"]z jt" - lexpAat)dt= A -jt" . exp(At)dt
0 0

Rakendame integraali arvutamisel parameetri jafgrehtseerimise votet:

[ee] . d koo
J; t exp(—ﬁt)dtz(— E) J;exp(—/lt)dt

Kuna viimase integraali vaartus on

< 1
expEAdt==
{ p(-At)dt=—

siis saame

)i (- 2] 2

Vottes siink = 0, 1, 2, saame kerge vaevaga

m[to]:l-(—%jo%:l

seega normeering thele on kehtiv nagu peabki,
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g 9] 12 4
m|t?]= 2 ( d/J =2

Seega on eksponentjaotuse keskvaartus ja dispensistavalt

m[t]: Ly ja

D = m|t*]- m[tf = 2t,2 - t,2 =t
Standardhalve on siit:

sz/tho

Niisiis on eksponentjaotuse korral keskvaartusgadardhalve arvuliselt vordsed.
Leiame nuud mediaani:

F(t)=1-exptAt)=05 = exp(At) =05
069

— At =In(05)=-069 = t= = 069-t, = 069-43~ 30

Seega on tseesiumi pooldumise keskvaartus 43 aagsamediaan 30 aastat.
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2.4. Mooteprotseduuride juures enamkasutatavad jaot  usseadused

2.4.1. Uhtlane jaotus

Pideva juhusliku suurus¥ Uhtlaseks jaotuseks (ka ristkilikjaotuseks) 16ifml b] nimetatakse
jaotust, mille jaotustihedus sellel I6igul on nsili erinev konstant. Kuna peab kehtima
normeerimistingimus, siis

0 b
1
c-dx=[c-dx=c-x°=c-(b-a)=1 = c=——
j j X% =c-(b-a) -
Seega on Uhtlase jaotuse jaotustihedus:

1
_ < x<
f=lp_a 25*=P (2.24)

0, mujal

Joonisel 2.9 on toodud Uhtlase jaotuse jaotustgeduaafik.

f(x) Siimmeetriatelg

A
1
b-a
(0}
— 1 = - X
(a+b)/2

Joonis 2.9.Uhtlase jaotuse jaotustihedus.

Arvutame nutd Uhtlase jaotuse keskvaartuse kasstedemit (2.13):

51 17 1 (xzjb b’-a®> _(b-a)fb+a)_a+b
2

2) " 2b-a) 2(b-a) 2

See on 18igu 4; b] keskpunkt. Et tegemist on 18igu keskpunkti suhgésnmeetrilise jaotusega
(joonis 2.9), siis on ka loomulik, et keskvaartiilhi simmeetriakeskme asukohaga.

Dispersiooni arvutamisel kasutame Steineri val¢thzl). Leiame esmalt teist jarku algmomendi
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[x7] 5 1 18, 1 ()
m| X =£x b—adx:b—aix dx=m§a:

_b’-a’ (b-a)@*+ab+b?) a*+ab+b’
3(b-a) 3(b-a) 3

NulUd saame

D = mx?]

, a’+ab+b’ a+b)’ (b-a)’
m° = — = .
2 12

Standardhalve tuleb siis

Standardhélbe ulatus (sintervalli [m—a,m+a] ulatus) on naidatud joonisel 2.9 kahepoolse
noolega. Standardhélbe vaartusest on ka nadha,hekdalsele standardhalbele vastav intervall
[m—Za,m+ 20] sisaldaks eneses juba kogu juhusliku suuruse musgpiirkonna g, b. Teiste

sOnadega, andes hajuvuspiirkonnahass-miinus kaks standardhélvet keskvaartuseatusame,
et juhuslik suurus satub sellesse piirkonda tdersegga 1 (eeldusel, et jaotus ikka on thtlane!).

Uhtlase jaotuse naiteks on mddtevahendi resolut@bdingitud madramatus, seda eriti selgelt
digitaalnaiduga seadmetel. Kui naiteks digitaaltameetri resolutsioon on 0,1 °C ning naiduks on
22,6 °C, siis tegelik temperatuur on vahemikus522C — 22,65 °C). Kuna meil pole mingi alust
eeldada, et temperatuuril esineks mingisugusedtatlmaid vaartuseid, siis on kdige mdistlikum
eeldada, et mdotevahendi resolutsioonist tingitédnamatus on kirjeldatav Uhtlase jaotusena.

Ka analoogmddteseadme resolutsioonist tingitud amaatust voib kéasitleda samamoodi Kkui
digitaalsetel seadmetel. Siiski on analoogseadméiaialik seda maaramatust vahendada. Naiteks
on joonlaua resolutsioon 1 mm, kuid terava silmag&tja suudab jagada millimeetri veel pooleks.
Sellisel juhul alluks resolutsioonist tingitud magratus ikka uUhtlasele jaotusele, kuid oleks
moodtetulemuse 283,5 mm

Teine Uhtlase jaotuse nadide on Brauni osakeste ieginvedeliku anumasse uhte punkti pandud
Brauni osakesed hakkavad pidevalt imber jaotumguarinselles anumas pika aja parast (@eg)
Uhtlaselt jaotunud. Sellel pShjusel on piimaga kathtlaselt pruun.

2.4.2. Kolmnurkjaotus

Vaatame Uhte erijuhtu kolmnurkjaotusest, mis onrs@etriline ning asub |6igul0f 2], seega on
tema jaotustihedus on antud funktsiooniga

X; 0<x<1
f(X)=42-X;1<x<2, (2.25)
0; mujal

ning mille jaotustihedus on toodud joonisel 2.10.
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f(x)

Joonis 2.10Kolmnurkjaotuse jaotustihedus.

Et Ulalkirjeldatud kolmnurkjaotus on simmeetrilisgs ilmselt tema keskvaartus(x) =

ja tema ruudu keskvaartus on:

2_w2f d_lz d 222 d—X41 2x% |, X42_
m(x)__J;x (x) x_J;x - X x+.[x (2-X) X—Z‘O-i-?‘l—?‘l_
_1,16-2 16-1_3+56-45_14

4 3 4 12 12

ja dispersioon ning standardhalve on:

Dzm(xz)—m2:1—4—(1)2:£

12 12
02\/621/£z 041
12

Hillem vaatame seda kolmnurkjaotust seoses keskssopeemiga

2.4.3. Eksponentjaotus

Eksponentjaotus sai labi arvutatud radioaktiivee ggooldumist kirjeldavas naites.

f(t)=Aexp(At)
F(t)=1-expEAt)

a7

0+2

=1



Siin A = 1 /ty, eksponentjaotuse keskvaartus ja standardhalwedtemad vordsed parameetriga

1.6 . . . .
1.4
1.2 =1
1.0 — Y
= 0.8} .
0.6} .
0.4} ]
0.2} ]
0.0 ' ' '

1.0

Joonis 2.11 Eksponentjaotuse jaotustinedus ja jaotusfunktsioon

Naide 2.9.H&dglambi eluiga allub eksponentjaotusele. Toogadab, et hddglambi keskmine
eluiga on 1000 tundi. Kui pikk on keskmise lamhuigh? Kui suur on téenéosus, et Uhe lambi
eluiga on 5000 tundi? Teha naidisarvutus Mathc@amsbi_eluiga.mcd).
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2.4.4. Normaaljaotus

Normaaljaotus e. Gaussi jaotuson Uks tahtsamaid jaotusseadusi juhuslikele stelr) mis on
jaotunud kogu reaalteljele ja vbivad omandada vaévahemikug- wo, ).

Naide 2.10.Gaasi molekuli x-telje suunaline kiirus allub n@ajaotusele, kus keskvaartus on
a = 0 (makroskoopiliselt pusib gaas paigal) ningndeadhélve on proportsionaalne ruutjuurega
temperatuurist.

Naide 2.11.Uhemddtmelisse I16putu ulatusega vedeliku anum@@smatult pikk kapillaartoru)
Uhte punktix, ajahetket = 0 pandud Brauni osakesed hakkavad pidevalt Gabarma, nende

jaotus ajahetkel t > 0 on kirjeldatav normaaljasgesparameetritega= to nings® ~ t. Seega
standardhélve ajas jarjest suureneb vordeliseljuunega ajast. Seega, kui valada I6pmatult suures
tassis kohvile piima, ei saa mitte kunagi Uhtlagaluni segu vaid ainult piimatilk, tasapisi
segunedes musta kohviga.

Juhusliku suuruse jaotust nimetatakegmaaljaotuseks ehk Gaussi jaotuseks kui jaotustihedus
on

1 _(x-a)?
f(x)_G > ex 0? j (2.26)

Kusa on fikseeritud reaalarv (v6ib olla nii negatiivkei positiivne, aga vdib olla ka null), ja >0

on fikseeritud positivne reaalarv. Antud loenguuse raames me ei tdesta, vaid ainult
konstateerime, et parameetar on normaaljaotuse keskvéaartus ja o on normaaljaotuse
standardhalve

Jaotustiheduse maaramispiirkond on kogu reaalklgs.t argumentX voib omandada vaartusi
kogu reaalteljel).

Normaaljaotuse tiheduse graafik on parameegite 2, ¢ = 1 korral toodud joonisel 2.12.

047

037

f(x)

027

0.1t

Joonis 2.12 Normaaljaotuse jaotustihedus.
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Parameetra muutumisel joone asend muutuitelje suhtes:a kasvades jaotus nihkub paremale
(toimub kujundix-telje sihiline paralleellike). Mida suurem an, seda paremal paikneb kdver
(joonis 2.13).

0.6
f1(x) 04
A

f2 (X) b Vi

........... [ }_:'

f3 (x) i get

R S ,', .\‘

0o — .t A h -

-6 -4 2 0 2 4 6
-6 X 6

Joonis 2.13 Erinevad normaaljaotused= 1 korral: a = -2 (kdvdB(x)), a = 0 (kdvef2(x)) jaa =2
(kdverfl(x)).

Kui parameetero kasvab, siis kahanevad funktsiooni vaartused ¢a jmuutub lamedamaks —
kover surutakse kokkwtelje suunas. Kuo kahaneb, siis muutub joon teravatipulisemaks -ekdv
venitatakse valjg-telje suunas (joonis 2.14).

f1(x) il
f2 (x)
fO3 ( x) 0.9

Joonis 2.14 Normaaljaotusg = 0) erinevates-de korral:f1(x ) —o = 1, f2(x)—o = 2 jaf03(X)—o
=0,3.
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Paljud looduses toimuvad protsessid on Kkirjeldataveormaaljaotuse abil: loomulik mira,
transpordivoo kiirus, teatud vanuseriihma meeststenja laste pikkus, vererohk jne.

Nagu teistegi jaotusseaduste puhul, on ka nornmaafa puhul mingisse intervalli sattumise
tbenaosuse leidmiseks vaja teada tema jaotusfookisiPraktikas ei ole normaaljaotuse (2.26)
integreerimine just lihtne Ulesanne. Selles loengsiksses me ei tbesta, et normaaljaotuse
jaotusfunktsioon on:

F(x)_ 1+ erf(g\/,]

X , (2.27)
erf(x) = %jexp(—tz)dt
0

Siin erfk) tahistab veafunktsiooni. Praktiliste Ulesannet@ahehdamisel kasutatakse
valmisprogrammide abi. Mathcad’is on normaaljaotpgammeetritega ja o jaotustihedus koha
arvutatav funktsiooniga dnorm(a, o) ning jaotusfunktsioon kohalfunktsiooniga pnornx a, o).

Excelis on jaotustihedus arvutatav kasuga norrtdist, o, 0) ning jaotusfunktsioon kasuga
normdistg, a, o, 1).

Naide 2.12 Arvutame vélja tdendosuse et normaaljaotuse matuks siindmus intervalk ¢ o),
(a £ 20), (@ £ 30). Kuna need tdenaosused ei sbltu jaotuse paratesttsiis valime vdéimalikult
lihtsad parameetrid, naiteles= 0 jac = 1. Leiame Excel'i abil meid huvitavad jaotusfisikoni
vaartused:

Normdist(-3, 0, 1, 1) = 0,00135
Normdist(-2, 0, 1, 1) = 0,0228
Normdist(-1, 0, 1, 1) = 0,159
Normdist(1, 0, 1, 1) = 0,841
Normdist(2, 0, 1, 1) = 0,9772
Normdist(3, 0, 1, 1) = 0,99865

Tegelikult piisaks ka neist ainult esimese kolmeautamisest, sest normaaljaotus on simmeetriline,
ning seega on tdéenaosus, et toimub sindmua — z vordne tdéendosusega, et toimub sindriwis
atz

P(a * 30) = 0,99865 — 0,00135 = 0,9973 = 99,73 %
P(a+ 30) = 1 — 2(0,00135) = 0,9973389,73 %
P(a+ 26) = 1 — 2(0,0228) = 0,9545 35,45 %
P(a+ 1o) = 1 — 2(0,159) = 0,6827 68,27 %

Seega satub vahemikkuls ligikaudu 68 %, vahemikktt 2c ligikaudu 95 % ja vahemikktt 3c
ligikaudu 99,7 % stindmustest.
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2.4.5. Arkussiinusjaotus

Arkussiinusjaotuseks nimetatakse juhusliku suurkisaisugust jaotust, mille jaotustihedus ning
jaotusfunktsioon on:

1
f(x)= . O<xx1
) 7T+ X[ — X)
, : (2.28)
|:()():2 arcsme&)’ 0<x<1
T

Arkussiinusjaotuse jaotusfunktsiooni arvutuskaikisadud varasemalt ruumi temperatuurikontrolli
susteemi naites.

Arkussiinusjaotuse keskvaartus o= 0,5 ning dispersioon oa =%
8 1
6
ﬂ 4 ﬂ 0.5
2
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Joonis 2.15 Arkussiinusjaotuse jaotustihedus ning jaotusfuokis.
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Naide 2.13.Kolmnurkjaotust v6ib defineerida ka jargnevaltirkwndadesx < 0 ningx > b on
tema vaartus 0; vahemikus []; on tema vaartus Uhtlaselt kasvéfx) = cX). Arvuta koefitsient,
jaotusfunktsioon, keskvaartus ja mediaan ning staifdilve. Leia tdenaosus, et sindmus satuks
piirkonda (n * c¢); (M £ 20). Joonista graafik ning kanna sellele keskvageusediaan ning viiruta
piirkond (m £ 2c).

Kuna peab kehtima normeerimistingimus, siis

0 b 2
J'cx-dx:jcx-dx:c-x?‘gzc- =1 => c=—
0

Seega on selle kolmnurkjaotuse jaotustihedus:

2X

—, 0<x<b
f(x) =1 b’ X

0, mujal

Leiame nuid jaotusfunktsiooni:

2 2

F(x)—J'Fdx de —b—

O_bz

Arvutame niud keskvaartuse kasutades valemit (2.13)

3\P

b b 3
mzj'xgdxzij'xzd)(:%(x_j :Z_bzngzoﬁm
) 0?(3) “3? 3

Dispersiooni arvutamisel kasutame Steineri val¢thzl). Leiame esmalt teist jarku algmomendi

b

2 p 2(x') _b°
mx?] sz de—b !ngX:F(XZ] =—.

. 2
NOud saame

D:m[xz]_mz:b_z_(z_bj:M:b_z

2 3 18 18°

Standardhalve tuleb siis

D2 + o024p.

J18

Arvutame mediaani kasutades jaotusfunktsiooni:
2

F(x)=%=0,5 — x=,/05-b~ 071

Leiame jaotusfunktsiooni vaartused meid huvitavatestides:
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m—20=§b—2Tszb(O,67— 048) = 01%

M- = 2b——2_ ~b (067 024) = 04%
3 |18

M+ o =2b+—2 ~b(067+ 024) = 091
3 |18

M+ 20 = 2b+ -2 ~ b (067+ 048) = 1150
3" 18

F(m-20) ~ F (01%) = 019° = 0036
F(m-o) ~ F (043) = 043 = 0185
F(m+o) ~ F (091b) = 097 = 0828
F(m+20) = F (115) =1

P(m+o)=0,828 - 0,185 = 0,643 = 64,3%

P(m+ 26) = 1 — 0,036 = 0,964 = 96,4%
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2.5. Juhuslike jaotuste summa

2.5.1. Kahe jaotuse summa jaotus

Senini oleme tegelenud ainult Uksikvaartustega rsingaotusest. Sageli aga sooritatakse
korduvmo&otmisi ning kasutatakse hoopis keskvaddudeskib digustatud kisimus, et milline on
keskvaartuse jaotus? Alustuseks meenutanreketdse korduvmaotmise keskvaartus on vondne
kordse korduvmodtmise summaga jagatud modtmiste raga. Kunan on konstant, siis on selge,
et nii keskvaartus kui ka summa peavad olema sanaastisest. Arvutuslikult on lihtsam
analtiisida summat ning alles jaotuse leidmisel&®gagadan-ga.

Vaatame uuesti ndidet, kus me vaatasime kahe téigige summat (2. loeng). Saime jargmise
jaotustabeli:

Tabel 2.2.Kahe taringuviske summa jaotustabel.

summa kombinatsioonid esinemiste  esinemise Jaotus-
arv tdenaosus funktsioon
2 11 1 1/36 1/36
3 1,221 2 2/36 3/36
4 132,231 3 3/36 6/36
5 14233241 4 4/36 10/36
6 1524334251 5 5/36 15/36
7 1,6253,44,35,26,1 6 6/36 21/36
8 263544536,2 5 5/36 26/36
9 36455,46,3 4 4/36 30/36
10 46556,4 3 3/36 33/36
11 5,6 6,5 2 2/36 35/36
12 6,6 1 1/36 1
P

6/36 T

5/36 T+

4/36 T

3/36 T

2/36 T

1/36

1 2 3 4 5 6 i

Joonis 2.16.Kahe téringuviske keskvaartuse jaotustihedus (penataustaks Uhe taringuviske
jaotustinedus (sinine).
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Nii tabelist kui ka jooniselt ndeme, et kuigi mokdntaringuvisked olid diskreetsest Uhtlasest
jaotusest, on nende summa ja keskvaartuse jaolomkga kujuline, seega erinev summeeritavate
jaotusest.

Uldiselt kasutatakse kahe jaotuse summa jaotustieekidmiseks konvolutsiooni integraali:

0

y(t) = x() *h(t) = [ x(z)-h(t-7)de (2.29)

—0
Tutvume selle integraali arvutamisega naidete yéitals kokku kaks Uhesugust jaotust.
Naide 2.14 Leiame konvolutsiooni integraali kahest tihtlagastusest:

1 O<t<l1
0, mujal

x(t) = h(t) = {

Selleks, et see integraal oleks nullist erinev,vpdatema mdlemad komponendid olema nullist

erinevad. Esimene integraal on nullist erinev dimpiirkonnas 7 = [0;1]. Teine integraal on
nullist erinev ainult piirkonnas

t-r=[01] = —t+7r=[-10] = r=[t-1t],

seega on meil integreerimisradade valikuks kakgiminst, mis peavad mdlemad samaaegselt
kehtima:

[oa]
T =
[t-2t]
Kunarz sOltubt vaartusest, siis integreerime tikkide kaupa:

1.1<0 = y)=0

, 0<t<l = z=(0t) = y(t)= Tx(r)-h(t—r)dr:jl-l-dr:t

—0o0

3.1<t< 2. selles piirkonnas on radasid kdige raskem etpat&da. Integreerimise alumise raja
maarab teine tingimus, ehk=t — 1; Glemise aga esimene tingimus, ekkl:

1
1<t<2 = r=(t-1) = y(t)= [L-dr =1}, =1-(t-1) =2t

t-1
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4.1>2 = y({t)=0

Seega saime, et kahe Uhtlase jaotuse summa jaotuddratud jargmiste tingimustega:

t; O<t<1
y(t)=<2-t;1<t<?2
0; muijal

Antud funktsioon on toodud jargneval graafikul nimgn identne eelmises loengus toodud
kolmnurkjaotusega.

}’E‘t]

(AP

Kahe jaotuse konvolutsiooni saab leida ka graafilis Jargnevatel joonistel on toodud
konvolutsiooni graafilise arvutamise naide jubaugatud Uhtlaste jaotuste liitmisest. Osutub, et
konvolutsiooni integraal kohat on vordne funktsioonidex(z) ja h(t — z) kattuvuspiirkonna
pindalaga.

1.5 " T r r : T
HIT)
1 T = hit-r) []
H H 5 e H H
0.8 ----- SRREEEEE TREREE SRERLER] (EREEE RS Bt Am-e--- .
: |
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1.5
— }{|:-'|:_:|
L e T R A Tt
' ' ' -
0.5 ------E—------------E----------- EREEEEE R -----------E—-- -
0 :
2 1 1 2

Naide 2.15 Leiame konvolutsiooni integraali kahest eksporaaitjsest:

—X

e x>0
fF(X)=a9(x)=1 .
0; muijal

(f*g)(x) = [ f(y)-g(x-y)dy= [e”-edy

Leiame jalle tingimused, kus konvolutsiooni intejramdlemad komponendid oleksid nullist
erinevad. Esimene tingimus on, ¥t= [0; 00) . Teine tingimus on, et

x=y=[00) = —x+y=[-00) = y=[-0;%)

Vaadates neid mdlemaid tingimusi, on selge, et mleks piiriks on 0 ja Ulemiseks ox
y=[0;x].

Hakkame nud konvolutsiooni integraali arvutama:
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(f*g)(x)—jf(y) g(x—y)dy= jey e " dy=

I —dy e’ jl dy=x-e”*
0

Alloleval joonisel on toodud nii eksponentjaotuseaafik kui ka kahe eksponentjaotuse
konvolutsiooni graafik.

a !
0.8
exp(— ¥ 0.6
x-exp(— X
EE—— 0.4
0.2
I.Ql
0 0 2 4 6 8 10
LO_I X LlQ

2.5.2. Keskne piirteoreem

On tdestatud, et paljude soéltumatute (vO6i ndrgaltusate) juhuslike suuruste (mddtesuuruste)

summaX = Z Xi jaotus erineb vahe normaaljaotusest. Mida suunefidetavate ann, seda

i=1
vaiksem on erinevus. Teisisdnu, normaaljaotust e@llada paljudes ulesannetes, kus juhuslikke
sOltumatuid suuruseid on palju ja Ukski neist ei ilekaalus. Keskse piirteoreemi pohjal kehtib see
olenematult jaotusseadusest (peab eksisteerimé tfippersioon).

Matemaatiline keskse piirteoreemi definitsioon:

n
Olgu Xy, Xy, ... juhuslikud Suuruseo,Sn = Z Xi . Kui O = 4/ D(Xn) < O | siis

i=1
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S, —-n:
7z =" TH N 01 (2.30)

n G\/ﬁ

kus ILI = m(Xn) .

Selle teoreemi kehtides on selge, etk@n ise normaaljaotusega, sest konstandi lahutamige
jagamine konstandiga ei muuda jaotuse kuju vaidlgparameetreid.

Teeme Mathcadis demo, kus me analliisime kesksgeopeemi. Selleks tuleb aga eelnevalt
moningaid vajalikke Gleminekuvalemeid tuletada.

Kasutame Mathcadi sisseehitatud juhuslike arvudegatorit, mis annab juhusliku arvu thtlasest
jaotusest vahemikus (0; 1), tahistame dd@ 1). Kui me tahame testida mdnda teist jaotsis,
tuleb leida vastav Uleminekuvalem. Selleks kasutatiggimust, et mdlema jaotuse
jaotusfunktsioonid peavad olema vordse@)) = F(x). Leiame Gleminekuvalemid eelmises loengus
lahendatud kolmnurkjaotusele, eksponentjaotuselg parabooljaotusele.

2y, O<y<l1

0 mujal . Eelmises

1. Vaatame kolmnurkjaotust, mis on defineeritudukujf (y) :{

loengus saime, et sellise jaotuse keskvaartus TI)‘IGY)Z 2/3 ning standardhalve on

0=1/\/TS,

. X~ x
Uhtlase jaotuse jaotusfunktsioon (En 0

(X) =f1-dx: X

y
— dv = v2| Y= y?
Kolmnurkjaotuse jaotusfunktsioon oﬁ(y) - j2y dy_ y ‘0 =Y
0

2
Kuna F(y) = F(X), sis Y = X, jarelikult annab sedasi defineeritud kolmnurkjeset ruutjuur
Uhtlasest jaotusest:

y=+/x=,U (02)

() A-expEA-y, y>0
: : et Y)= :
2. Vaatame eksponentjaotust, mis on defineeritydl k 0, mujal

Eksponentjaotuse keskvaartus HR(Y) =1/1 ning standardhélve o®@ = 1/ 1.
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Eksponentjaotuse jaotusfunktsioon (y)=1-exp-1-y).

KunaF(y) = F(x), siis:

F(y)=1-exp(4-y) =X

A-y=—In(1-Xx)
_—In(1-x) _-In(1-U (0D))
2 A

3 2
fy)=12Y M<2
3. Vaatame parabooljaotust, mis on defineeritud ulkuj )
0, mujal

Parabooljaotuse keskvaartus on simmeetria kaatkeltltﬁE\( Y) = 0, arvutamey2 keskvaartuse
ning siis standardhalbe:

1 5
3 3y 3 3 3
m 2 — | = 4d :_._1 45 _F
') _ley =35 5“1 10 10 5
3 3 3
D :——02:— — = |[—
(y) c Siadd w/5-
Parabooljaotuse jaotusfunktsioon on:
y 3 3 3
3, y y> 1 1+y
F = — d :—y:—+—:
(y) _jwzy y="1= >

KunaF(y) = F(x), siis:

F(y)=——=xX
y=3%/2x-1=3/2-U (01) -1

Nuud motleme teoreetiliselt 1abi, kuidas piirteoree(2.30) uurida. Tahistame summeeritavate
vaartuste arvun-ga. Genereerim@ numbrit ning arvutame nende summa ning teoreemisda
suuruseZ,. Saadud Uksikut numbrit vaadates ei saa me agantégisugust jareldust selle kohta,
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millisest jaotusest ta parineb. Jaotuse moistmidaled suurustZ, arvutada palju kordi, alles
seejarel saame leida histogrammi ning vérrelda seda normaaljaotuseganpaetritegadN(0;1).

Demo keskne_piirteoreem_v2.mcd.

Demoga ,méangides” veendusime, et tdesti, summeatdavaartuste arva suurenedes lahenes
jaotus normaaljaotusele. See lahenemise kiirusis@ga oluliselt jaotuse kujust: Uhtlase jaotuse
puhul piisas tingimusest, at> 3, samas kui eksponentjaotuse puhul jai vaikesets sisse ka veel

n = 20 juures. Me ei proovinud, kuid selline laheimnnormaaljaotusele kehtib ka erinevatest
jaotustest parit arvude liitmisel. See ongi keskseteoreemi (ks kdige olulisem omadus.
Lahenemine normaaljaotusele vdib siiski olla vagaglane, kui leiduvad mdned
mittenormaaljaotusega komponendid, millel on tgiatedrreldes palju suuremad standardhélbed.
Sellest hoolimata vdib enamasti mddtetulemust,anisisendsuuruste sumnyat x; + Xo + ... +X,

(vOi ka aritmeetilist keskmist) kasitleda kui nomijaotusega suurust. See tulemus kehtib ka vaga
komplitseeritud jaotustega mddtetulemustele, msikab veelgi selle teoreemi suurt metroloogilist
vaartust.

1
: arkussiinusjaot (%) = !
Naide 2.16 Genereeri arkussunuslaotug 7+ X(1— X)

O<x<;

2- arcsin@&)
F (X) - T , 0<x< l, vottes aluseks Uhtlase jaotus@®;1)?

Lahendus:

F(y)= z'am‘:”@ _U (01

arcsing/y) = %(01)

[ (zUu©O)\]
<[ u02)
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3. Mdotevead ja mdbtemadramatus

Oletame, et meil on teada mdddetava suuruse toehi@usy; (tegelikult muidugi ei ole teada, aga
mottelise eksperimendi korras v@ib nii oletada).@tdistulemusex ja mdddetava suuruse tdelise
vaartuse vahax = x — x on mddtmistulemuse viga Kasutatakse ka pikemat termitiithekordse
moodtmise konkreetne mdodteVigeiga sisaldabsiistemaatilista juhuslikku komponenti. Voib ka
Oelda, ewviga liitub siistemaatilisest komponendist ja juhuskust komponendist.

3.1. Sustemaatilised vead
Sustemaatilised vead liigitatakse:

1. Vead, mille pdhjused on teada ja millede suurusr@malik piisavalt tdpselt méarata.
Naiteks

« testri 0 vOib olla paigast ara
o keha massi maaramisel uleslikkejou arvestamatanétm
« termomeetri skaala vdib olla nihkes.

Voimaluse korral tuleb seda liiki vead kindlastirkéldada voi &armisel juhul arvesse votta
parandite abil. Teadaoleva (aditivse) slUstemaatilivea arvestamisel saame

modtmistulemuse parandatud vaartuséks: X + g, kus( on aditiivsest siistemaatilisest
veast tingitud parand. Aditiivne viga ei soltu md@tulemuse vaartusest.

Monikord vdib meil tegemist olla ka multiplikatilewveaga, s.t veaga, mis kasvab vordeliselt
modtmistulemuse kasvuga. Sellisel juhul tuleb padatnd moédtmistulemuse saamiseks

mootmistulemus parandusteguriga labi korrutaia= Q - X, kusQ on multiplikatiivset
sustemaatilist halvet arvestav parandustegur.

Nihkes skaalaga seadmete kasutamiseks lisatakseibreeaimisel seadme
dokumentatsioonile parandite tabel, kust saab leidgaliku vaartuse parandi (vOi
parandusteguri) jaoks.

2. Vead, millede pdhjused on teada, kuid suuruse@gmitt

Siia alla kaivad koik riistavead. Need on pohjusfaebatapsest gradueerimisdsagu
edaspidi n&eme on siin sisuliselt tegu B-tulupi @i tdpsustame edaspidi)
modtemadramatusega ja seda viga saab iseloomustad®temaaramatuse abil.
Pohimdtteliselt aga saab sellisest sustemaatilisesist ka vabaneda, kui kontrollida
mdodteriista mdne teise tunduvalt tApsema modtagesja koostada vastava parandite tabeli.

3. Vead, millede olemasolu on meile teadmata.

Sellised vead vdivad esineda juhtudel, kui kasksmauut mddtmismeetodit vOi kui on
tegemist aarmiselt keeruliste méotmistega. Kui veamaolu on mddtjale teadmata, siis
selline viga jaab mdddetud suuruse vaartusesseapatult sisse.

Teadmata ststemaatiline viga voib esineda ka killgkatel juhtudel. Olgu naiteks vaja
maarata mingi materjali elektrijuhtivust. Sellek§ddetagu sellest materjalist tehtud traadi
takistust. Kui traadis on mingi varjatud materjafekt (pragu, ebahomogeenne koht), siis
takistuse vaartus tuleb stistemaatiliselt vale.

Teadmata sustemaatilisest veast saab vabanedamigedamise teelmilleks pudtakse
sustemaatiline hélve muuta osaliselt voi taielijulhuslikuks. Traadi naite puhul tuleks
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moota paljude traaditiikkide takistus ja leida nekeskvaartus. Kui aga viga on vaga suur,
siis ei ole randomiseerimist vajagi, piisab kuistlerime vigase traadi (mille takistus osutus
naiteks Ulejaanutest erinevaks 10 korda) ja jateelle edasisest méotmisest kdrvale.

3.2. Juhuslikud vead. Moddetava suuruse statistilin e hinnang

Lisaks slstemaatilisele veale on méotmistulemusei ka juhuslik komponent. Tingituna suurest
hulgast mitmesugustest, uldjuhul valistest, s.o tlab&ontrollile mitte alluvatest teguritest on
Uksikmddtmise tulemus juhuslik suurus.

Ukskaik kui hoolikalt me ka ei mdddaks uht ja sadeaili, me saame erinevatel séltumatutel
moodtmistel erineva tulemuse. See erinevus voib \diiga vaike, kuid ta on p&himdtteliselt alati
olemasPeamised juhuslikkuse allikad on valised tegurid, ddetava objekti enda muutlikkus

ja mddtmisi teostava isiku oskused ja kogemustepagaSeetdttu on méddetav suurus juhuslik
suurusX ja iga modtmistulemus (iga tksikm&6tmine) on sgileusliku suuruse realisatsiogn

3.2.1. Keskvaartuse hindamine mdéotmistulemustest

Vaatame alustuseks taas hupoteetilist situatsi&oisimeil on aprioorselt teada mdddetava suuruse
tbeline vaartus¢. X juhuslikkuse téttu médtmistulemuseja mdddetava suuruse tdelise vaartuse
vaheAx = X —X;, S.0 mootmistulemuse vigarineb nullist. Tehes niud palju kordi mdotmisikko

N sbltumatut médtmist, saame juhusliku suundsalimi {Xq, X2, X3, ..., Xi, ..., Xn-1, Xn}- Selle valimi
aritmeetiline keskvaartus

N
D%
;(N:X1+X2:\‘l...+XN :i:]N ' (3'1)

on parim lahend tbelisele vaartusele piirvaartusedtes (NB! idealiseeritud eeldusel, et muid
veaallikaid — sUstemaatilist viga, teadmata vigasv- ei esing

limy ., Xn = X,. (3.2)

Et mdotmisi on alati 10plik hulkN alati 16plik) ning reaalsetel mddtmistel idealiseed eeldused
(ei esine sustemaatilist viga, teadmata viga jnkgleti, siis tegelikult me ei saa kunagi teaddisbe

mdddetava suuruse vaartust ja me peame alati piadigikaudse statistilise hinnanguéa . See
statistiline hinnang voetakse mdddetava suurusenpks hinnanguks.
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3.2.2. Dispersiooni hindamine mdotmistulemustest
Dispersiooni katselisel maaramisel on olukord amgilme keskvaartuse hindamisega. Meenutame
siin dispersiooni definitsiooni (2.19):

o[x] = S0-mp

Kuna summa Ulg;-de peab olema vérdne Uhega ning pole pdhjustddetat naiteks esimesed
modtmised olid tdpsemad kui viimased, pjis 1N, seega

1 N
D[X] ~ o,° = N-Z(x—m)z. (3.3)
i=1
Alternatiivset valemit dispersiooni arvutamiseksatataks@mpiiriliseks dispersiooniks
2 1 3 2
D[X] = s°=—"=>(x-m)>. (3.4)
N-113

Osutub, et nende suuruste keskvaartused rahuldaeoseid

] N-1

m[aN d, m[sﬁ ]z d,

kusd on juba eespool selles punktis defineeritud UkasiksseXy dispersioon. Nagu naeme,
lahendab suurusy?® véhemalt matemaatilise ootuse (keskmise) métteistédispersiooni

Gigesti, kuna (esmavaatlusel vdib-olla mdnevdrraamatult) suurusc; alahindab

dispersiooni. SuurtéN-de korral ei ole suurt erinevust, millist dispemihinnangut
kasutada, vaikeste puhiNl & 10) aga kiill. Seeparast kasutame edaspidi jikusssuuruse
dispersiooni hindamisel valemit (3.4), mida nimegansuuruse X empiiriliseks
dispersiooniks.Kehtib

st ~d. (3.5)
(Tegemist on muidugd hinnanguga, mis on seda parem, mida suurei!)on

Juhusliku suurus¥ empiiriline standardhalve on vastavalt

Jd . (3.6)
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3.2.3. Uhetaoliselt jaotunud suuruste aritmeetilise keskmise keskvaartus ja
dispersioon

Vaatleme n soéltumatut juhuslikku suurdst (k = 1, 2, ...,N), mis on Uhesuguse jaotusega ja
jarelikult ka Uhesuguste arvkarakteristikutega, s.t

mX,]=a, D[X,]=d.

. . , . . < 1y "
Leiame juhuslike suuruste aritmeetilise kesknﬁ@,@:ﬁz X, arvkarakteristikud.
k=1
Keskvaartuseks saame

m[)TN]:n‘{%ixk}zﬁim[xk]:%za. (3.7)

Seega: Uhesuguselt jaotunudN séltumatu suuruse aritmeetilise keskmise keskvaauns langeb
kokku Uksiksuuruse keskvaartusega.

Dispersioon on aga (ilma tbestuseta):
- d
DX\ |[=—,
%)=&

ning jareldusena

Y —_— d ~
U(XN)_"—N ~ _N“ . (3.8)
Seega:

Uhesuguselt jaotunudN séltumatu suuruse aritmeetilise keskmise dispersim on N korda

vaiksem kui Uksiksuuruse dispersioon ja standardh&e on JN korda vaiksem kui
Uksiksuuruse standardhélve.

See on vaga tahtis ja fundamentaalne tulemus, kaislatatakse laialdaselt flusikalistel méotmistel.
Nimelt — kdigepealt tehaks®& mootmist. Seejarel leitakse modtmistulemuste axdiine
keskmine

N

in ~ m , (3-9)

- 1
XN = —
N =

mis vastavalt valemi (3.7) tulemustele vdetakse@idodetava suuruséll hinnanguks. Eelneva
pdhjal on see usaldusvaarsem kui Uksikmddtmisemgatmiste arvu suurenemisel aritmeetiline
keskmine erineb tGha vdhem modddetava suuruse tageldeskmisest vaartusest, kusjuures see
erinevuse suurus on hinnatav valemiga aritmeetileskmise standardhélbele (3.8).

Oluline on tahele panna, et méo6tmistulemused olelk&iomavahel sdéltumatud. Kui on oht, et
modtmistulemused ei ole sbéltumatud, siis ei kasutatmoddteseeria aritmeetilise keskmise
standardhalbe arvutamiseks mitte valemit (3.8) vaichoopis valemit (3.6), s.t. ka mddteseeria
aritmeetilise keskmise standardhélbena kasutataksempiirilist standardhalvet.
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Naide 3.1. Tappiskaalude kasutamisel annab iga mdétmine weitlieva tulemuse, seoses
erinevate vibratsioonidega. Nende vibratsiooniddem@lamiseks on modned laborid ehitatud
eriprojekti jargi, vottes kasutusele mitmeid lahesid Naiteks Fldsika Instituudis on keldris labor,
mille t66laud on massiivsest mitmetonnisest raualikt, see asetseb vedrudel, mis toetuvad muust
majast eraldatud vundamendile.

Kuna vibratsioonide sagedus on suur, vorreldes midf¢ sagedusega, siis ei méotmised omavahel
sOltuvad ning aritmeetilise keskmise standardhkdiseniseks voib kasutada valemit (3.8).

Naide 3.2.Kontrollitud temperatuuriga ruumi temperatuurilim@ kéaik on toodud joonisel (3.1).
On selgesti ndha, et keskmise temperatuuri leideaisghtud mddteseeria aritmeetiline keskmine ei
lange kokku ruumi temperatuuri tegeliku keskmisartidsega. Tulemus ei paraneks, kui méoétmisi
oleks teostatud sama aja jooksul, kuid 100 koluedamalt.

1+ Temperatuur

Aeg

Joonis 3.1.Kontrollitud temperatuuriga ruumi temperatuurili@m@ kaik ning modteseeria ruumi
keskmise temperatuuri maaramiseks.

Naidete 1 ja 2 pohjal voib jareldada, et vaga onkilbn mddtesuuruses esineda voiva sistemaatilise
muutlikkuse sagedus — kui see on suurem kui mo&nsisgedus, siis vOib kasutada valemit (3.8),
aga kui see sagedus on oluliselt vaiksem kui m&iensagedus, siis peab piirduma valemiga (3.6).
Selle demonstreerimiseks vdib joonistada siinusgdgaaing kanda sellele kaks mddteseeriat — Uks,
mille ulatus on murdosa vdnkeperioodist (nagu jeddil), ning teine, mille ulatus on mitmeid
vonkeperioode.

Naide 3.3.0lgu pliiatsitehases pliiatsiautomaadi poolt tdadate pliiatsite pikku X . Kui tdpne
ka ei oleks masin, ka temale on omane eksingfsiihine on inimlit= eksimine on masinlka
I6ppkokkuvdttes pliiatsite pikkused veidi erinevéklisteisest. Teiste sdnade¢ X on juhuslik
suurus. Me tahame hinnata:

(1) milline on keskmine pliiatsi pikkus mida seesimgprodutseerib
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(2) milline on Uksiku pliiatsi pikkuse standardhgilv

(3) kui oleme hinnanud pliiatsi keskmise pikkusés milline on selle keskmise hinnangu
enese standardhalve.

Votame peoga pliiatseid ja saame valimi (juhust)k80 pliiatsist:N = 30. M66dame nad ara, olgu
maootmisoperatsioon ise tapne ja tulemused X, uNGud:

a) arvutame aritmeetilise keskmi:xy valemist (3.9). See annab meile (hinnangulise)
vastuse kusimusele (1); olgu konkreet xn:=198,0 mm

b) arvutame empiirilise standardha Sy, (3.6). See annab vastuse kusimusele (2).

Olgu konkreetselts, = 1 mm. Seejuures, eeldusel, et pliiatsite pikkisatus on
normaalne, asub 67% téenaosusega UksikpliiatsiupiMahemikus[}N —SN,%-FSN] =
[197;199] mm ja tdenaosusega 95% vahem[x_N—ZsN ,KJFZSN] = [196;200] mm.

c) I16puks, arvutame keskmise pikkuse enese hajuvaksmist (3.8). See annab vastuse
kusimusele (3). Konkreetse numbrilise vaari S:= 1 mm korral saame

ulX, |=s, /~/N =1//30= 1/548= 018 mm.

Eeldame, et pliiatsite pikkuse jaotus on simmaeegilsiis valimi maht 30 lubab meid juba eeldada,
et aritmeetilise keskvaartuse jaotust voib vastdesksele piirteoreemile lahendada
normaaljaotusega. seega asub 67% tdendosusegsitplik@skmine pikkus vahemikus

h }: [1978:1982] mm

J— SN_
XN — , X

ja tbendosusega 95% vahemikus

X 42 }: [1976;1984] mm.

|:;(N—ZSN Xy +
J30'™ V30
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3.3. Mdotemaaramatus

Niisiis, meil pole teada mdddetava suuruse tdelidértus (kui oleks, siis poleks mddtmised
tarvilikud) ning seda toOelist vaartust ei anna kare arvu kordusmootmiste keskmistamine.
Maksimum, mida saab nduda, on mddtmistest leitud nietava suuruse mingi arvatav parim
hinnang — néiteks kordusmadtmistel on selleks aritmetiline keskmine — ning teatav intervall
selle parima hinnangu Umber, millesse etteantud us#usnivooga kuulub mdddetava suuruse
tbeline vaartus.Seega, moodtmistulemuseks ei ole mitte punkt argkingaid modtmistulemuseks
on |6plik I16ik reaalteljel, mis maarab moéddetava suruse vdimalike vaartuste diapasooni.
Olukorda illustreerib joonis 3.2.

Toeline véaartus (teadmata)
Parim hinnang X

38-‘
|
=
Sy
=
2 -
:

in N

Joonis 3.2.Suuruse parim hinnang, téeline vaartus ning moééeamatus.

Voéimalike vaartuste diapasooni v8ib anda algusdpg-punktigaxmin ja Xmax Tavalisem ja levinum

on siiski andddigu keskpunkt, milleks valitakse mdddetava suuruse parim hinnﬁmgwinglﬁigu
poollaius u(x). Seda poollaiusii(x) nimetataksenddtemaaramatusekgmoédtemaaramatuse tahis
u on tulnud ingliskeelsest terminigtcertainty.

Moobtemaaramatusn modtmistapsuse moédduksida suurem on I8igu poollaius seda vaiksem
on mootmistdpsus. Enamasti on mddtmistel statistiseloom ning koos mdédtemadramatusega on
tarvis anda ka usaldusnivoo p(u), millega mdddetav suurus usaldusintervalli

[;(N —U(X),;(N +u(x)] satub.Mddtmine on korrektselt sooritatud, kui on leitud kolm arvu: X,
u(x) jap(u).

M&6tmisteooria  Ulesandeks on péhjendada ja andakires parima hinnangu X,
modtemadramatusg€x) ja usaldusnivo@(u) leidmiseks.

Uue standardi jargi on oluline erinevus maaramajauseddtmisvea mdistete vahel:

Méaaramatus # viga.

Viga on méotmistulemuse ja mdddetava suuruse tbelidause vahe, on seega juhusliku suuruse
konkreetne realisatsioon. Kuna tdelist vaartusolei voimalik teada, siis pole ka viga praktikas
voimalik leida.

Modtemaadramatuspeegeldab seda, et meil puuduvad tapsed teadméétesuuruse vaartuste
kohta. Ka parast teadaolevate slstemaatiliste haete kérvaldamist on mddtmistulemus ikkagi
vaid modtesuuruse vaartuse hinnang, ja seda matrsen#dttu, mis on tingitud juhuslikust
modteveast ja stistemaatiliste mddtevigade “mittbkdist” korrigeerimisest. MO6tmistulemus voib
osutuda vaga lahedaseks mootesuuruse vaartuseda fole kull voimalik tapselt teada), kuid
samal ajal voib sellel méétmistulemusel olla Usmar snaaramatus.
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Modtmistulemuse maaramatus koosneb paljudest koempolest, mis jagataksekahte
tiupkategooriasse:

A- tiilipi maaramatus mida hinnatakse statistiliste meetodite abil

B- tldpi madramatus mida hinnatakse muul viisil.

Nende kahe pdhitiibi koosmojul tekkiv mdédtemaaraskannab nime

Liitmaaramatus, ka C-tlitipi madramatus

Kasutatakse veel ka standardmadramatuse md&teidardmaaramatuson standardhalbe kujul
valjendatud méotmistulemuse maaramatus.

Maaramatuse komponentide A ja B gruppi jagamisenéegiks on nende hindamise kahe erineva
viisi rdhutamine, mitte aga erineval viisil saadkdmponentide iseloomu erinevuse naitamine.
Moblemad hinnangud pohinevad tdenaosusjaotusgl mdlemal viisil saadud maaramatuse
komponendid esitatakse dispersioonhinnangu vdi stardmadramatuse (standardhélbe
hinnangu) abil. P&hiline ja oluline erinevus on selles, Aetlitipi modtemaaramatus saadakse
vahetult mddtmistulemustest nende statistilise totitse tulemusel] kuna B-thdpi
modtemadramatuse leidmisel kasutatakse kaudsel vilidhvangitud/teadaolevat tdendosuslikku
informatsiooni. (Naiteks on teada, et mdodteriista vea jaotusb Wisitleda Uhtlase seaduse
kohaselt).

Jargnevas vaatleme A- ja B-tiUpi maaramatusi nitmgdaramatust lahemailt.

3.3.1. A-thlpi mddtemaaramatus

A-tiupi modtemaaramatus astatistilist tiupi modtema&aramatus, mille suurust saab vahendada
moodtmiste arvu suurendades, kordusmddtmisi soestag tulemusi keskmistades. A-tlupi
moodtemadramatus on tekitatud juhuslike mdjuriteltpanis vlivad kallutada mddtmistulemust
kord Uhele, kord teisele poole, suurendada ja \ddmban Uksikmddtmist. A-tllpi mé&dramatuse
pdhjustavad: 1) mitmesugused hairivad tegurid m&#h{nait valistingimused), 2) objekti enda
muutlikkus (nii valmistamise ebatédpsus kui objeléline muutumine), jne.

Naide 3.4.Stomatoloogiakabinetis kaalutakse hambakulda. mé&ibpaikneb vanas majas, kus
porand pisut kdigub, kui seda mooda kondida. Thkdlikaale on raske tasakaalustada. Iga
modtmine annab isesuguse tulemuse.

A-thldpi méoétemaaramatuse hindaminetoimub nii nagu juhusliku suuruse statistiliseidamisel.
A-tlilpi modtemaaramatuse tahis dp .

Niisiis, tehakse N m&dtmist ja leitakse aritmeetiline keskmirieis uhtlasi véetakse ka
moddetava suuruse parimaks hinnanguks, kui seda @e vaja tdiendavalt korrigeerida
teadaoleva suurusega sustemaatilise vea tottu)

N

)(i

X~ X = X+ X+t Xy :E '
N N
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Seejarel hinnatakse moddetud suurasemeetilise keskmise standardhalvevalemitega (3.6)
omavahel séltuvate mdotesuuruste korral ning vaani.8) omavahel séltumatute médtesuuruste
korral.

3.3.2. B-tulpi modtemaaramatus

Laias laastus on B-tllpi médtemaaramatus igasumdigeprotsessis ilmnev maaramatus, mis ei
ole statistiliselt vahendatav. B-tlilpi méStemaaraisatahis or; .

Esmajoones kuuluvad B-tltpi mddtemadramatuse a&éad,vmis on tingitud mddteinstrumendi
piiratud vBimalustest. Kui hoolikalt ja tapselt paleks valmistatud mddteriist voi mootevahend,
millega me mootmist teostame, alati on ka sellefr@s mingi (juhuslikku laadi) viga, mis on selle
konkreetse mdoteriista puhul kill muutumatu ja p&iurus, kuid mis muutub Uhelt modteriistalt
teisele samuti juhuslikult. See — mddteriista vgan viga etaloni suhtes. Korduvatel mddtmistel
see viga on esindatud tapselt Ghel ja samal moek(kn66tmised teeme Uhe ja sama mddteriistaga)
ja korduvad modtmised tema suurust ei kahanda. dfédes kursuses seomegi  B-tldpi
moodtemadramatuse konkreetse riistaveaga.

Naide 3.5. Praktikumis kasutatavanihiku (joonis 3.3) pdhiviga (ehk riistaviga) on
A, = 005mm. S.t eeldatakse, et mdoteriistast tingitud vigakohésel méotmiseAx = x — x; jaéb
piiridesse

— A, <AX<A,.

Joonis 3.3.Nihik. 1 — pdhiskaala; 2 — noonius; 3 — mdddetatad. Nihiku pbhiviga on kantud
modteriistale. (Toodud joonisel on see 0.1 mm. fkakiis kasutakse kaks korda tdpsemat riista
pdhiveaga 0.05 mm.)

Valmistajatehas garanteerib, et mdoteriista tegetjk ei vélju neist piirest.

Uldiselt eeldatakse, e{konkreetsemdbteriista viga on jaotunud Ghtlaselt 18igul[- A, ,+A,], s.0

maooteriista vea jaotustihedus on dhtlane jaotukuwEstusega nullis (I16igu otspunktid on seetdttu
a=-A, jab=A,) ning standardhalbega

°“ R 2 73

See standardhélve voetaksegi B-tilpi mooteméaarapietu

= 058A,.
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u, = 2o_ o584,

V3

3.3.3. Liitmaaramatus

Md&dtmistulemuse standardmaaramatust, mis on saddadB komponentide liitumise tulemusel,
nimetataksdiitmaaramatuseks (combined uncertainjy Tema arvuline vaartus vordub positiivse
ruutjuurega liitdispersioonist, mis saadakse kakiispersiooni komponentide liitmisel

Ue =+ U+ U3 . (3.10)

Eeldatakse, et A ja B tlldpi maadramatuse maaravad/pdhjustavadsjikud suurused, mis on
vastastikku korreleerimatud (s6ltumatud) — ainaltjghul kehtib dispersioonide liitumise seadus.

Keerulisemate mddtmiste korral voib meil olla tegitme A-tllpi komponendigdl ,;, Ua,, ...
ning mitme B-tuupi komponendiga,, Uy, -.... . Sel juhul

Ug = U2, + U2, +..U2 + U2, +.....

Naide 3.6.Silindri pikkuse md&tmine nihikuga.

Vaatleme konkreetselt metallsilindri mdotmist. @lee, et mdédtsime metallsilindri pikkubt =
100 korda. Oletame, et eksperimendist saime sajadtmife keskmiseks vaartuseks

Xn = 76648mmja tema standardhalbeks, = u(xn) = 0044mm.

Nihiku pdhivea A= 005mm korral saame B-tlupi mdodtemadramatuseks
u, = =2 -9 5050mm.
V3 3

Jarelikult koond- ehk liitmaaramatuseks saame- \/uf\ +U2 =/ 0p44 + 0029 = 0053mm.

Siin oleme arvesse votnud juhusliku hdlbe ja m@starebatapsuse, kuid arvesse votmata jatnud
sustemaatilise halbe.

Tulemus esitatakse sageli kujul

X = 76648(0053)mm

X = 76648(63)mm

X = 76648+ 0053mm.

Kahjuks pole eelnevatest kirjaviisidest voimalikegblt aru saada, kas tegemist on maaramatusega
standardmé&aaramatuse tasemel, laiendm&aramatuse@a, hoopis modteriista veaga.
Mitmetimdistmise véltimiseks esitame antud kursiasenes mootetulemust kujul
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x= 76648mm , u(x)=0053mm.
Muidugi vBib kasutada veelgi taiuslikumat kirjaviialemuste esitamiseks:

X = 76648mm
N =100
p=68%

U, = 0053mm

uA(;<)= 0044mm, normaaljaotus

u; = 0029mm, uhtlane jaotus.

3.4. Umardamine ning tahendnumbrite hulk maaramatus e arvutamisel

Maaramatuse hinnang modtmiste vaikese arvu kormal (sna ebatéapne, seetdttu pole
vahemikhinnangu valjakirjutamisel motet suu@hendnumbrite hulgal tahendnumbrite hulke
tahendusega numbrikohtade hullarvus onkehtivate kiimnendkohtade hudkvus). Tulemused
esitatakse Umardatult. Arvude timardamisel kasutatedeglit: arvud 1; 2; 3 ja 4 Umardatakse alla,
6; 7; 8; 9 Ules. Koolis &petati, et arv 5 iUmardatakles. Statistiliselt tekitab selliselt Gmardagnin
sustemaatilise vea, kuna tmardatud arvude kesksdén stistemaatiliselt suurem kui Umardamata
arvude keskvaartus. Silstemaatilisest veast on yalgaine Umardamise reegelarvu 5
Umardatakse ndnda, et tulemuse viimane tivinumberleks paarisarv®. Samuti on selle reegli
eeliseks, et jagades nii umardamata kui imardatedust kahega, saame ikka dige tulemuse.

Tahendnumbriteks arvus loetakse alati kdiki nuntbpeale nulli. Nulli loetakse kehtivaks, kui ta
asub teiste arvude vahel, taisarvu voi kimnendmidipus. Arvu alguses olevaid nulle samuti
Umardamise teel saadud nulle arvu I6pugi loeta tahendnumbriteks.

Naide 3.7. 10 400 5 tahendnumbrit.
104-16 3 tahendnumbrit.
10 400,00 7 tahendnumbirit.
0,01040 4 tahendnumbrit.

Modtemaaramatus esitatakse kas the voi kahe tdhendmbriga. ISO standardi alusel esitatakse
maaramatugappismaddtmistekahe tahendnumbri tdpsusegatg@amodtmistelihe tdhendnumbri
tapsusegakKui arvutustel tuleb méoteméaaramatus pikem, siis Urardatakse tulemus vastavalt
kas kahe vdi Uhe tahendnumbri pikkuseks.Umardatakse ainult I8pptulemust, vahetulemuste
Umardamisel voiks alles jatta vahemalt kolm tahendlorit, sest lahenduse algstaadiumis tehtud
Umardamise viga voib arvutamise kaigus véimenduda.
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Naide 3.8.

Arvutatud U, 23751 | 23,751 0,23751| 0,0023751
U, kahe tahendnumbrigg 24-10° | 24 0,24 0,0024
U, lihe tdhendnumbriga | 2-10° | 2:10° | 0,2 0,002

Modtmistulemus esitatakse alati mdaramatuse viimaskeoha téapsusega.

Naide 3.9.0lgu méddetud suuruX = 73,3%55023ja arvutatud mdstemasramatus
uc = 0,0382765.

Umardame md&temaaramatuse kahe tahendnumbri pkskuge= 0,038.
Seega moddetud suurus Umardub kupte73,35.
Mdodtmistulemuse véime kirjutada kujul
x = 73,358(38)
vOi x = 73,358(0,038).

Naide 3.10.0lgu mdddetuc = 100,3476 jaic = 0,5246.
Umardame md&temaaramatuse tihe tahendnumbri pikikusgek 0,5.
Seega mdddetud suurus tmardub kux#el00,3.
Mdodtmistulemuse véime kirjutada kujul

x =100,3(5)
vOi x =100,3(0,5).

3.5. Ekse

Monikord juhtub, et mdotetulemuste hulka satub éigslt vale mdddis ehk ekse, olgu siis lugemi
sisestamisel tekkinud n&puvea tottu, vorguping&lkdise tottu, mootmisruumi ukse avanemisega
kaasnenud tuuletdmbuse téttu vms. Sageli on s8ljigitudel moistlik teha mddtmistes vaike paus
ning oodata, mil naiteks kaalu nait muutub jall@bgtseks. Samas arvutijuhitava kaalu puhul see
pole lihtne, naiteks, kui arvuti salvestab kaalidn&ord sekundis. Eksed aga mojutavad selgelt
modtmistulemust ja neid ei tohiks keskvaartuse sitagdardhélbe arvutustes kasutada.

Uldiselt defineeritakse ekseteks kdik mddtmistuleedy mis erinevad keskvaartusest ronkem kui
kolmekordne standardhalve. Normaaljaotuse eeldoseltdendosus, et modtetulemus erineb
keskvaartusest rohkem kui kolm standardhalvet, 0,3%

Eksed tuleb edasisest andmetdotiusest korvaldad@ siis arvutada uuesti keskvaartus ning
standardhélve. MA6tmiste protokolli tuleb ekse kfslamisest teha asjakohane marge.
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3.6. Jadkvaartused ja vabadusastmete arv

Oletame, et me arvutame keskvaartmgx), valimi suurus om. Kasutame uuesti dispersiooni
defineerimisel kasutatud suurdmilve ehktsentreeritud juhuslik suurus ehkjaakvaartus (2.17):

& =% —m(Xx) i=%2...;n). (3.11)
Kehtib seos
i% =0. (3.12)

Seda seost on kerge tdestada, kasutades kesked@fxysiefinitsiooni.

Kuna jaékvaartused on omavahel seotud valemi (¥ka@dlu, ei ole nad s6ltumatud. Kui meil on
teadan — 1 jadkvaartust, siie-s jaakvaartus on arvutatav seosest (3.12). Sedféttiakse, en
jadékvaartust omavad vabadusastmete arvu

v=n-1. (3.13)

Kui aga n sbéltumatut mdddist on vahimruutude meetodi absutatud nii sirge tdusu kui ka

algordinaadi maaramiseks, siis on vastavate stdnddiramatuste vabadusastmete arvn— . 2
Analoogselt, kui vahimruutude meetodil hinnataksparameetrin andmepunkti alusel, siis on iga

parameetri vabadusastmete ar¢ n—m.

Kasutades suurusf saame esitada juhusliku suurisempiirilise standardhalbe (3.6) kujul

(3.14)

See valem on uldisem, kuna ei soltu sellest, miwameetrim valimist suurusega on leitud.

3.6.1. B-tulpi maaramatuse vabadusastmete arv

On tOestatud, et maaramatuse hinnangu maaramatus on

s s _ 1
O~ T s T

See ligikaudne vordsus laheb vordsuseks normaafjadarijuhul. Samas polegi meil enamasti vaja
mitte tapset vaartust vaid piisab ka maaramatuseahngu maaramatuse suurusjargulisest
hinnangust, milleks on valem (3.15) igati sobiv.

(3.15)

Kui vabadusastmete arv or 4, siis on suhteline méaramatuse hinnangu mausn35 % ning

kui v = 50, siis on suhteline maaramatuse hinnangu mmus 10 %.

Avaldame nitd sellest valemist vabadusastmetevarvu
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s _ E(@jz (3.16)

V= 2 =
2u°(s) 2\ s
See valem on suureks abiks B-tlitipi maaramatustamisel.

Naide 3.11.Hindame nihkkaliibri B-tiiipi maaramatust. Nihkkati tootja on markinud nihiku
pohiveaksA = 0,05 mm. V8ime eeldada, et tootja on seda teipdldjalikult, ehku(s) — O.
Valemist (3.16) saame, et nihkkaliibri B-tGUpi ma&@atus on I6pmatult suur. Saadud tulemust saab
Uldistada: moddteseadme tootja poolt esitatud maaramatuse (B-fipi maaramatuse)
vabadusastmete arv on I6pmatu.

Naide 3.12.Termomeetri ndidu standardmaaramatuseks on hithitgfi°C. Toodud Kirjaviisist
voib jareldada, et termomeetri naidu standardmagiasnon vahemikus (0,15; 0,25) °C. Uhtlase

. Au(t) 01 .
aotuse standardmadramatus  oru(u(t)) = =—— =0,0289°C. Siit  saame, et
) W) ="12 =z

u(u(g)) - 0’32289= 0144 ning vabadusastmete arv v = %(O;L44)2 =24,
u b

3.6.2. Litmaaramatuse efektiivne vabadusastmete ar v

Litmaaramatuse (3.10) vabadusastmete arvu otseselbaa arvutada, kull aga voib leida
efektiivsete vabadusastmete angty kasutades Welch-Satterthwaite valemit:

Ver = LG/ (3.17)

kusu(x) oni-ndast sisendsuurusest tingitud litmaaramatusepkom@nt.

Efektiivne vabadusastmete arv, arvutatult valenf&i7), ei ole uldiselt taisarv. Taisarvulise
efektiivsete vabadusastmete arvu saamiseks Umkseasaadud tulemuala, néiteks arvud 6,2 ja
6,8 Umardatakse mdlemad taisarvuks 6.

Naide 3.13.(Jatkame naidet 3.6.)

Vaatleme konkreetselt metallsilindri m66tmist. @lae, et modtsime metallsilindri pikkust 100
korda. Oletame, et eksperimendist saime saja m8étkeskmiseks vaartuseks = 76648mmja
tema standardhalbeks, = u(x») = 0044mm.

Nihiku pdhiveaA = 005mm korral saame B-tliupi mddtemadramatuseks
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ning koondmé&aramatuseks

Ug = U2 +UZ =+ 0044 + 0029 = 0053mm
Siit algab naite uus osa:
Leiame nutd komponentide vabadusastmed:
vy, =n-1=99

B-tiUpi maaramatuse vabadusastmete arv on |6pmagu naitasime néites 1. Efektiivne
vabadusastmete arv on vastavalt valemile (3.17):

4 4
V= YO b 0P8 ag 008
$u () u' ug' 0044 0p2d
i-1 Vi Va Vs 99 ®

Seega saime metallsilindri efektiivsete vabadusatgrarvuks 208.

3.7. Studenti test ning modtetulemuse laiendmaarama  tus

Nii m(x) kui ka uy on mdlemad tegelikult juhuslikud suurused ja & mngelt vottes ei tdeline
keskvaartus ega aritmeetilise keskmise tbelinedstaalve (kuigi nad on nendele suurustele
lahedased, sest nende hajuvus on vaike). Ingksitaiee Student, alias W.S. Gosset tbestas:

Kui X on normaalne juhuslik suurus, siis juhuslik suurus

7= Xu-mX] (3.18)
UiXN ’

allub jaotusele tihedusega

2 N/2
S (D) =Cys (1"' N _:J . (3.19)

Siin C,_, on normeerimistegur. Jaotust (3.19) nimetataki§el (vabadusastmegaptudenti

jaotuseks Studenti jaotus erinevathl —1 vaartuste korral on toodud joonisel 3.4, millelt ka
naha, kuidas see funktsioon vabadusastmete arvwades l|adheneb standardiseeritud
normaaljaotusele.
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Joonis 3.4. Uhe, kahe, viie ja kimne vabadusastmega Studemtiug s, , &) ning
standardiseeritud normaaljaotdigx).

Studenti jaotuse oluline omadus on, et juhusliku suruse T jaotusfunktsioon s, ,(t) so6ltub

vaid Uhest parameetrist (nn vabadusastmete arvustN —1 ja ei soltu tldse juhusliku suuruse
(mbobdetava suuruse)X konkreetsest dispersioonist ega keskvaartuseftull on aga olulineX
normaalsus). Selles méttes on tegu universaalfiotkigga, mis iseloomustab suvaliste tihesuguse
normaaljaotusega juhuslike suuruste summa uldisidusi.

Otsene jareldus asjaolust, et juhuslik suurus j3&all8b Studenti jaotusele on, et usaldusnivople
vastav modtmistulemuse paiknemise intervall oraésitkujul

Plxn —tyy 5 (P)U(Xn) < X < Xn +1y 4 (P)u(xn)]= p. (3.20)

Siin suurust,_,(p )on (Studenti}-kordaja — parandustegur etteantud usaldusniyoga N -1
vabadusastme korralt-kordaja on samuti ainult iihest parameetrl$t sdltuv universaalne
usaldusnivoo funktsioon, mis on leitav Studentitjmest. Tavaliselt antak§ekordaja kindlatep

vaartuste jaoks tabuleeritult. Studelkiordaja tabuleeritud vaartused on toodisds 1.Mathcadis
1+p

on t-kordaja leidmiseks funktsioaqt( ,vj; Excelis funktsioonTINV(l— p,v).

Valemit (3.20) nimetataks8tudenti testiks

Suurte N -ide korral laheb Studenti jaotus Ule standardisgnormaaljaotuseks. Tabelis 1 toodud
Studentit-kordaja tabelist on ndha, et naitet, (95%) — 430 ja t, (9973%) — 409 jne. Erinevus
on oluline alasN < 30 ja vaga oluline alaN <10.
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Tabel 3.1. Studenti t-kordaja vaartusedt,(p )sOltuvalt vabadusastmete arvust=N -1 ja
soovitavast usaldusnivoost.

Vabadusastmete Osa p protsentides
avv=N-1
68,27" 90 95 95,45" 99 99,73%
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 551
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077
0 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000

() SuuruseX jaoks, mida kirjeldab normaaljaotus keskvaartus&gaja standardhalbegar, ,
sisaldab vahemikxtko, p=68,27, 95,45 ja 99,73 protsenti jaotusest vaditaka 1; 2 ja 3
korral.
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Kuigi liitmaaramatusu(y) on mootesuurus¥ mdodtetulemusg maaramatuse esmane valjend, on
monede toostuslike ja arialaste rakenduste vajaduahuldamiseks, aga ka tervishoiu ja
ohutusalaste nduete tagamiseks, vajalik litmaarasea asemel esitada vahemik, mis teatud
usaldatavusega hdlmab mddtesuuruse vaartuse. ¥asahemiku moodustamiseks kasutatakse nn
laiendmaaramatust tahisedalLaiendmé&aramatuse saame standardhélbena edsitatégdramatuse
korrutamisel mingi tegurig&. Jarelikult on mélemate maaramatuse esitamisvamdoteinfo
hulk sama ja seega tundub laiendmaaramatuse kametanjustkui asjatuna. Kuid
laiendmaaramatusel on siiski ks eelis. Ta vointal@relda mddtetulemusi, milledel on erinev
vabadusastmete arv.

Laiendmé&aramatud saadakse liitmaaramatusgy) korrutamisel katteteguriga
U(y)=k-u(y). (3.21)

Kattetegus valemis (3.21) on arv, mida kasutatdikssiaramatusel(y) korrutustegurina, et saada
laiendméasramatust. Katteteguri vaartus valitakse séltuvalt vahemek[y —U; y+U] etteantud
usaldatavustasemept Enamasti valitakse selleks usaldusvahemikuks 980909 %. Et saada
vaartust katteteguril,, mis annaks vahemiku teatud kindla usaldatavustegap, vajame
detailseid teadmisi mddtetulemuse ja tema téengasuse kohta.

Oletame, et keskse piirteoreemi eeldused on endraavdaidetud, s.t. et litmaaramatusgy) ei
domineeri sisendsuuruse standardmaaramatuse konmtpomes on saadud vaikesest arvust
moddistest A-tltpi hindamismeetodit kasutades, kainponent, mis tugineb eeldatud jaotusele,
mis ei ole normaaljaotus. (B-tuupi hindamismeet&@®llest oletusest jareldub, et mdistlik esimene
lahend kattetegul, saamiseks on normaaljaotuse kasutamine. Kui esireeldus ei kehti, s.t. on
vaike arv moddiseid, siis on madistlik arvutada @fekete vabadusastmete arv ning kasutada
Studenti jaotust. Kui teine eeldus ei kehti, soiméheerib normaaljaotusest erinev jaotus, siiskaile
leida jaotusfunktsioon ning sealt arvutada katteteg&éartus. Moningad ristkulik-, kolmnurk-,
normaaljaotus- ja studenti jaotusele kehtikauaartused on toodud tabelis 3.2.

Tabel 3.2.Valik ristkilik-, kolmnurk-, normaaljaotus- ja stenti jaotusele kehtivaiki, vaartuseid.

Usaldatavustase p Kattetegur K,

% Ristkilikjaotus | Kolmnurkjaotus Studenti jaotus (v =9) Normaaljaotus
57,74 1 0,857 0,802
64,98 1,125 1 0,934
68,27 1,182 1,070 1,06 1

90 1,559 1,675 1,83 1,645

95 1,645 1,902 2,26 1,960
95,45 1,653 1,927 2,32 2
96,63 1,674 2 2,124

99 1,715 2,205 3,25 2,576
99,73 1,727 2,322 4,09 3

100 21,732 22,449 00 00
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Naide 3.14 Metallsilindri m&dtmine (jatkame naiteid 3.6. jd.3.)

Vaatleme konkreetselt metallsilindri md6tmist. @tee, et mddtsime metallsilindri pikkust 100
korda. Oletame, et eksperimendist saime saja m8&tkeskmiseks vaartuseks = 76648mmja
tema standardhalbeks, = u(x») = 0044mm.

Ug = U2 +U2 =+ 0p44 + 0029 = 0D53mm
Metallsilindri efektiivsete vabadusastmete arvul8.2

Leiame Studenti t-kordaja vaartuse vabadusastnmetdea208 usaldusnivool 95% tabelist 3.1.
Tabelis on vabadusastmete arvule 100 vastav t-jorl@84 ning I6pmatu vabadusastmete arvu
korral 1,960. Vabadusastmete arvu 208 korral vaiotea t-kordaja vaartuseks vahepealse vaartuse,
ehkkp o5 =1,97. NUid saame metallsilindri pikkuse laiendra@énatuseks

U(x,)= K, -Uc = 197- 0053mm= 01044 mm— 010 mm

Seega on metallsilindri keskmine pikkns = 7665mmning laiendma&ramatud (x,) = 010 mm
(usaldusnivool 95 %).

Naide 3.15.Laua pikkust mdddeti 5 korda joonlauaga resolotsiga 5 mm. Kdik m&dtmised
andsid laua pikkuseks 185 mm. Leida laua pikkug niastav laiendmaaramatus usaldusnivool
95%.

Laua pikkuse aritmeetiline keskmine on ilmselt 18f#n. A-tidpi maaramatus on null, sest
modtmistulemustes puudus varieeruvus.

Laua pikkuse B-tuUpi maaramatus on tingitud jooalaesolutsioonist, mis eeldatavasti allub
Uhtlasele jaotusele:

A 5mm

R TR

Laua pikkuse koondmaaramatus on vordne B-tllpi amd@tusega. Laiendmé&éramatuse leidmisel
tuleb samuti arvestada Uhtlase jaotusega, tatRstsaame katteteguri vaartusékss = 1,645,
seega saame laiendmaaramatuseks

=144 mm.

U(x,) =K, -U. = 1645 144mm= 2,3688 mm—> 2 mm.

Laua keskmine pikkus oy =185mmning laiendmé&&ramatus dn\(x_n) =2 mm (usaldusnivool
95 %).

Naide 3.16.Laua pikkust mdddeti 2 korda nihikuga p&hiveagdb0nm. Mdotmistulemusteks
olid 184,7 mm ning 185.1. Leida laua pikkus ningtea laiendmaaramatus usaldusnivool 95%.

Laua pikkuse aritmeetiline keskmine on ilmselt B3s&m. A-tlilipi m&aramatus on
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N
IRVIRY
;(Xl XN) _ 0’22 + 0’22 02 mm
N(N -1) 2.1 ’ '

Laua pikkuse B-tulpi méaaramatus on tingitud nihg@hiveast, mis eeldatavasti allub uthtlasele
jaotusele:

A 005mm

UB(X):@— \/1—2

Laua pikkuse koondmaaramatus on seega

=0,0144 mm.

U = /U2 + U2 = /027 + 00144 = 0,2005mm—> 020mm.

Naeme, et koondmaaramatuses domineerib A-tiUpi en@ddramatuse komponent. Méaletame, et
Uhtlasest jaotusest vbetud kahe moddise keskvadmtugjeldatav kolmnurkjaotusena, tabelist 3.2.
saame katteteguri vaartusddss = 1,902, seega saame laiendmaaramatuseks

U(x,) = K, Uz = 1902- 020mm= 0,3804 mm— 04 mm.

Laua keskmine pikkus on xn =1849mmning laiendmé&&ramatus onU (x_n) =04 mm
(usaldusnivool 95 %).

Naide 3.17.Laua pikkust moddeti 100 korda nihikuga pdhivedy85 mm. Laua pikkuse
mododtmise aritmeetiline keskmine oli 184,872 mm, anhpe standardhalve oli 0,18 mm. Leida
laua pikkus ning vastav laiendmaaramatus usaldaeh856%.

Laua pikkuse aritmeetiline keskmine on 184,872 mrllUpi madramatus on

s 018
U, =——=—== 0018mm.
AN V100 0

Laua pikkuse B-tuupi m&aramatus on tingitud nihpg@hiveast, mis eeldatavasti allub Uthtlasele
jaotusele:

A 005mm

UB(X):@— \/1—2

Laua pikkuse koondmaaramatus on seega

=0,0144 mm.

U = U2 + U2 =/ 0018 + 0,0144 = 0,02305mm —> 0023mm.
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Naeme, et koondm&aramatuses on A-tllpi ja B-tul@iotemaaramatuse komponendid
suurusjargus sama kaaluga. A-tiupi modtemaaramatrsevabadusastmete arv 99, B-tlupi
modtemadramatusel Idpmatu. Arvutame valja koondamidituse efektiivsete vabadusastmete arvu:

uty)  ut 0023
P =z 4=
Zui (y) u, L Us 0018’ . 0023

i1 VY Va Ve 99 ©

=2639 — 263

Veff =

tabelist 3.2. saame katteteguri vaartudgks= 1,984, seega saame laiendmaaramatuseks

U(x,) =k, - U, = 1984- 0023mm= 0,04563mm—> 0046 mm.

Laua keskmine pikkus onxn =184872mmning laiendmaaramatus oth(x_n):OO46mm
(usaldusnivool 95 %).

Naidete 3.15., 3.16. ja 3.17. kokkuvote: sama laond@deti 3 korda, neist néites 3.15 vaikese
resolutsiooniga joonlauaga, naites 3.16 moddesetdphikuga 2 korda ning naites 3.17 moddeti
tdpse nihikuga 100 korda. Saadud keskvaartused lemsdmaaramatuse vahemikuga on toodud
alloleval joonisel. Kooskdla tulemuste vahel onadga, kuigi maaramatused on mitu suurusjarku
erinevad.

188
187 | 1
186 |
185 | --{,
184 |
183 | 1
182

83



3.8. Modtmistulemuse modtemadramatus kahe sisendsuu ruse korral
Alustuseks tuletame meelde Taylori rittaarendusegkinevad vaiksed halbed:

f(X+X) ~ f(x)+m-5x
OX

Naide 3.18 Arvutame rittaarendusena suuruse 16,102,01:

valimex = 10;8x= 0,1, siis f(x+ )~ f(x)+¥-§x: X? +2X- & =100+ 2:10- 01=102.
X

Probleemi pustitusOlgu méoddetud 2 fudsikalist suurust, X, (nn sisendsuurused), s.t olgu meil
teada molema keskvaartusatki), m(x,) ja litmddtemaaramatusedx,), u(xy).

Olgu fudsikaline suuru¥ (nn valjundsuurus) funktsioon sisendsuurustgsks:

Y= Y(X]_, Xz)

Teeme nuud eelduse, et suurustéksikmootmiste halbedk; = x —m(x) on vaikesed ja muudavad
valjundsuuruseY vaartust vahe. Sel juhul saame esitéttaikmdotmisele vastavd’ vaartuse
punktis {x} rittaarendusena punktis {m{} halvetele {x;} jargi:

Y =Ykt 8% + 0%, )= Y(xixe )+ Do + s,
0X1 OX2
ehk
Y =Y +6Y, (3.22)
kus
V=Y(ux:) ja avzﬁaxHﬂaxz. (3.23)
0X1 0X2

Siin m(Y) samastame suurusé mdddetud/parima hinnangu vaartusega ja halesamastame
suuruseY uhekordse mddtmise mbdteveaga. Seetdttu saamedtemaaramatuse arvutamiseks
valemi

w?(Y)=m|(sv ), (3.24)

kus m[ ] tahistab matemaatilist ootust nagu varemgi. Va@4) eeldab, et halbéy keskvaartus
on null:

m[oY]=0.
See eeldus on rangelt vottes taidetud vaid siis, ku
m[ox ]=0, s.0, kuim[X,]=x. (3.25)

Ligikaudu see nii ongi, ja sel juhul on (3.24) ki@sunine Gigustatud. Panne® avaldise (3.23)
valemisse (3.24), saame
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2 2 2
m[(éY)z]: m (8TY &, +6TY§x2j = [OTY 5x1j P MK, + [OTY 5x2j
0X1 0X2 0

0X1 O0X1 OX2 X2

Kui mootevigade keskvaartused on nullid (nagu eeld#nvé3.25)), siis on keskvaartds;dx,-st
vordne kovariatsiooniga, mille saab esitada kasg&drrelatsioonikordajat

m[oX, - 0, | = cov(ex, &, = r u(X u(X,),
seega saamémoodtemaaramatuse ruudu jaoks jargmise valemi:

2oy =[O ) 2 gLy oy
u (Y)_(a;(lj us(X,)+2-r T o u(X)u(X,) +

oY oY (aafj W(X,). (3.26)

X2
Korrelatsioonikordaja suuruskgay vahel on defineeritud jargmiselt:

> (% =X (Y — Y)
S — (3.27)

JZ(xk—i)ZZ(yk—W

My

Vaatame esialgu erijuhtu, mil muutujada y on omavahel séltumatud, s.t. Ghe tulemus ei mojuta
teise tulemust. Praktikas voib leida 16putult selid paare, naiteks mingi kera mass ning 1abimaat;
sademete hulk ajathikus ning pindala, aeg ja t&epikne. Osutub, et sdltumatute muutujate

vaheline korrelatsioon vérdne nulliga ning valen2@3 lihtsustub:

W (Y) =(ﬁj u%ﬂ(ﬁj W(X,), (3.28)
O0X1 O0X2

u(Y):\/(aTYj uz(X1)+(ajj u’(X,). (3.29)
0X1 0X2

Naide 3.19. Olgu meil mdddetavateks suurusteks homogeense llkeeta diameeter D
(Uksikmdotmise tulemud) ja massm (Uksikmddtmise tulemug: (kasutame siin kreeka tahte, et

mitte segadust tekitada keskvaartuse tahisgyaing olgu tarvis leida metalli tihedys valemist

M _6M

= =——, 3.30
P ruumale = D® ( )

Tiheduse ja tema maaramatuse arvutamiseks on ldaflepaja leida diameetri ning massi
keskvaartused ning standardmaaramatused.

Kera diameeter olgu mdddetidl =10 korda nihikuga, mille pdhiviga, = 005 mm.

Diameetri keskvaartuseks saime

dn =1—1O(d1+d2 +...+d,,)= 20L70mm.
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Diameetri A-tilpi mddtemaaramatuseks saime

0. (D)= (dy—dn)?+...+ (dy—dn)* _ 0022mm
A 10- (10-1) '

ning diameetri B -tiUpi médtemaaramatus on

ug (D) = A, /+/3=0,0289mm.

Diameetri koondmddtemaaramatus on

Ug (D) =/ (UA(D))? + (Us(D))? =/ (00222 + (0,02892 = 0,0363mm.

Massi kaalusime Uhekordselt neljanda klassi kaglad®lass osutus vordseks jargmiste vihtide
masside summaga

4= (20+2+2+ 01+ 005 g= 24,15

Igal vihil on vastavalt standardile maaramatusjlues voime siin eeldada, et vihid on omavahel
sOltumatud. Samuti on ka kaalul oma maaramatusluK@@hiviga on50 mg ja neljanda klassi

vihtide pbhivead on vastava tabeli jargi 20, 616a 1 mg. Vastavalt valemile (3.29), on massi
maaramatus arvutatav:

son-(8] (8] (8T (&) (3] (&) -2
° v3) \W3) \W3) \V3) V3) V3) V3
Kuna kordsed massi mé6tmised annaksid siin kogui@ega sama tulemuse, siis loeme massi A-
tuUpi médtemaaramatuse nulliks.

u.(M)=uz(M)=315mg=0,032g.

Nudd on meil olemas info tiheduse ning tema maataseaarvutamiseks, kasutades valemeid
(3.29) ja (3.30):
M 6M 6 2415

ruumala 7 D* 7z (20L70) cm

Leiame vajalikud tuletised:

op_61 _p

oM D) M

op 6M -3 -18M -3p

oD ~ D* D' D
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u(p)z\/(s—m u2(|v|)+(2—gj u*(D) :\/(ﬁj u2(|v|)+(%j (D) =
B _\/(U(M)j2+(—3-u(D)j2 g (opszjz+(—3-0,036:-3J2 B
B Y, D ~ P\ 2415 20170 )

g
cn?

g 2 g
-1/0,00133 + (- 0,0054)° = 5621
e \/ + ) b crr

= 5521C 5+ 0,00556= 0031

Kuidas ei tohi valjundsuurust arvutadakKui prooviksime siin arvutada erinevatele mooteiest
vastavad tiheduse vaartused lahtudes uldvalemi80)3s.0i-nda m&otmise korral leiaksime

suuruse

6 4
PR @)
ja seejarel leiaksime Uksiktiheduste aritmeetilise keskmise ning empiirilise standatbba
(tiheduse A-tlldpi mddtemadramatuse iseloomustajasiig) laAheks suur osa massi maaramisega
seotud modtemadramatusest lihtsalt kaotsi. Seigataga ei tohi teha.
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4. Mootmise mudel

lgasugune reaalsetes tingimustes modtmine toimab alure hulga mdojurite toimel ning iga
moodtellesande korral arvutatakse meid huvitava estidiruse vaartus matemaatilise seosega teiste,
antud moodtellesande jaoks vajalike suuruste abihahguid saame teatud osale nendest suurustest
anda nende vahetu modtmise kaigus, Ulejddnud asaleustest aga teadaoleva info, naiteks
normdokumentides voi kasiraamatutes esitatud aredrabil. Mddtesuuruse vaartuse hinnangu
leidmiseks tuleb seega mddtellesandest lahtuvatistada mootesuuruse soltuvust teistest
vaadeldud suurustest kirjeldav mé6tmise mudel.

Uldistatud kujul on md&tmise mudel esitatud joohidd. Toodud mudelis on valjundsuurifs
moodtellesandega ette ndhtud mdodtesuurus, mis sélsdmdsuurustesX; (i = 1; 2; ...; N).
Sisendsuurused vdivad olla nii konstandid, pargnaiidjurid kui ka sellised suurused, mida tuleb
antud tlesande lahendamise kaigus omakorda moditav&st saab valjendada funktsiodrabil
kujul

Y =1(X; X0 X Xy) (4.1.)

X, ——>

Xy —————»

Xi —————»

AN — »

Joonis 4.1.Md6tmise mudel.

Sisendsuurusk; seoses (4.1) tuleb alati vaadelda kui mé6tesyumisi voivad omakorda séltuda
teistest suurustest, sealhulgas ka slstemaaftiikieekdrvaldavatest paranditest ja konstantidest.
Seetdttu modtesuurudefunktsionaalne soltuvusvdib kujuneda tGsna komplitseerituks, mida ei saa
alati tapselt kirjeldada. Veelgi enam, soéltuMusdib olla vaid eksperimentaalselt maaratav voi
eksisteerida algoritmina, mida saab hinnata aiantliselt. Seega peab funktsiodnidlgendama
laiemalt kui puhast matemaatilist funktsiooni. Té&hton, et funktsioon sisaldaks ko&ik
moodtesuurused, parandid, konstandid jne, mis achpaause modtesuuru¥emaodtetulemusse.
Kui tulemused naitavad, et soOltuvidisei modelleeri mddtetoimingut vajaliku tapsusegaeli
funktsioonilef lisada taiendavaid sisendsuurusi. VOib tekkidgiis@jadus sellise sisendsuuruse
jarele, mis kajastab mdotesuurtysndjutava néhtuse taiendavat uurimist.

Naide 4.1. Pikkusotsmdddu pikkuse mddtmine. Mddtevahendiks pikkuskomparaator ja
mootmisel vorreldakse moddetava otsmdddu pikkdst etalonotsmoddu  pikkusegde.
Komparaatorilt saadud moddiseks on kahe otsmddduwgie vahel.
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Antud juhul on mddtesuuruseks otsmoodu pikkumis otseselt sdltub etalonotsmdddu pikkugest
ja mddtmise tulemusel komparaatorilt saadud mds&tisle Peale selle peame arvestama veel
parandeid, mis tulenevad sellest, et mdlema otsmddaterjalide joonpaisumisteguri¢ ja o on
erinevad ning pikkuse moodtmise hetkel etaloni jadd#iava pikkusotsmdddu temperatuuride
vaartused halbivad normaaltemperatuurist vastéyg# 0 vorra. Pikkud on seega funktsionaalses
sOltuvuses kuuest sisendsuurusest. Seose (4.1nd&om@dtmise mudel on antud juhul

l=f(lg; J; a; a; 6:; 0).

Mootesuurusel vaartus normaaltemperatuuril on kirjeldatud mod@etadi korral arvutatav
matemaatilise seosega

le(1+ 6, )+ A
1+ab

kus suurusé: vaartuse saame etaloni kalibreerimistunnistusesirustedl, 6 ja 6 vaartused saame
moodtmise protsessi kaigus ning suurustg ja a vaartused nimetatud otsmddtude
spetsifikatsioonidest vdi sobivast kasiraamatust.

Kasutades modtesuuruse mootmise teisi meetodeid, vOime seda moOtmist heslada
teistsuguste matemaatiliste avaldistega. Naiteksitades mdo6tmisel nihikut, on mé6tmise mudel

l=1f(,),
kusl,, on nihiku nait.

Modotesuurusel vaartus normaaltemperatuuril on kirjeldatud modetadi korral arvutatav
matemaatilise seosega

n*

Seega, Uhe ja sama suuruse modtmisel on vOimakkitkda erinevaid modtmise mudeleid,
sOltuvalt valitud mddtemeetodist.

Naide 4.2.Metallitiki kaalumine vorddlgse kaaluga. Metalkifé ning kaaluvihtidele m&juvad
raskusjoud ning 6hurdhust tingitud Ulesliikkejoudi Katerjalide tihedused pole vordsed, on sama
massi juures ruumalad erinevad ning seega on Isfidleejoud erinevad. Teiste sBnadega Oeldes —
kui kaal on tasakaalus, kuid materjalide tihedusel® vordsed, ei ole kaalutava metallitiki mass
vordne vihtide masside summaga, sest lisandub Hadle@aerinevusest tulenev uleslikkejou
erinevus.

Paneme kirja suurused, mis méotmistulemust mojdtava

e vihtide massn,;

e vihtide tihedus,;

e kaalutava metallittiki tihedysy,;
e Ohu tihedups;

e vOrdolgse kaalu tundlikkus.
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m, = f(m; p; Pmi P51 Z)-

Samas pole ka siintoodud suurused otseselt moG@ktanaiteks dhu tiheduse arvutamiseks on
tarvis mdota 6hurbhku, temperatuuri ning 6hu nistkeeega on 6hu tiheduse mddtmise valemiks

ps = T(P; T; RH).

Naide 4.3.Suusataja I6ppkiiruse maaramine kaeparaste vakeadiKiirusv on defineeritud
valemiga

V=

S
t
kus s on teepikkus ning on aeg. Selle valemi voibki votta mé6tmiste mudglkuid kindlam on,

kui seda mudelit tapsustada, lahtuvalt sellestjasisisendsuurused moddetakse.

Oletame, et teepikkusemddtmiseks kasutatakse mdddulinti pikkussganida tdstetakse edai
korda, siis teepikkuse mé6tmise mudel on

S=Nsg; +ds
kusdson parast viimast edasitdostmist moddulindilt sabldgem.
Aegt on suusataja moéotmisalast valjumise gadghutatud méotmisalasse jdudmise aeg
=t —1;.
Pannes esialgsesse valemisse sisendsuuruste ntédtmidelid, saame kiiruse modtmise mudeliks:

V:N-sl+ds_
tz_tl

Lihtsamatel juhtudel tavaliselt mddtmiste mudeldlja ei kirjutata, sest teatakse isegi, kuidas
soovitud suurust Oigesti arvutada. Probleem tekéslamasti alles maaramatuse hindamisel, sest
peas olevast valemist peast osatuletiste votminle #kljuhul Gle jdu. Seega — enne mddtma
hakkamist on ALATI mdistlik kirja panna ka mdotnestnudel, see lihtsustab tldjuhul oluliselt nii
modtmiste optimaalset planeerimist kui ka méotem@atuste hindamist.

4.1. Mootemaaramatus mitme soltumatu sisendsuuruse korral

Peatliikis 3.8. tuletasime moodtesuuruse modtemadwmaendahe sisendsuuruse korral. Jatkame
sOltumatute suuruste erijuhu tldistamist valen8s2§):

uz(Y):(aaTYj u2(X1)+(§YJ u®(X,). (4.2)

X1 X2

Sama valem on summa margi all kirja pandav kujul
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(V) = Z(%j W(X,), 4.3)

Uldistatult kehtib samasugune valemMa6ltumatu sisendsuuruse korral:
N oY)
u*(Y) = Z[Tj u*(X), (4.4)
i=1 aXi

Selle valemi lldisemat kuju, kus esineb ka Uksstiséltuvaid sisendsuuruseid, vaatame hiljem.

4.1.1. Litmaaramatuse tahtsusetu komponendi kritee  rium

Mootmise mudelisse tuleb sisse viia kdik moeldansgidiramatust tekitavad likmed. Mone liikkme
koha pealt voib tekkida kahtlus, kas seda peabsaever6tma vOi saab Oelda, et see liige on
ebaoluline. Selleks lahtume eeldusest, et maaramdtinnang antakse mitte rohkem kui kahe
tahendusliku arvkohaga. Kui mingi maaramatuse karapbon nii vaike, et litmaaramatuse kahte
tdhenduslikku arvkohta praktiliselt ei muuda, sigh 6elda, et tegemist on ebaolulise mé&&ramatuse
komponendiga. Mingi maaramatuse komponeuo(k,) ebaolulisuse kinnitamiseks on eelpool
Oeldust tuletatud vorratus:

‘61‘

—Uu(X,,)| < 03u(y). (4.5)

OX.,

st kdik komponendid, mis alluvad sellele vbrrataseh ebaolulised.

Kuna liitm&aramatusu(y) moodustub kdikide mé&aramatuse komponentide summsis
tingimusest
‘iu(xm) , (4.6)
OX.,

of
< 0,%& u(x)

kusu(x) on suvaline maaramatuse komponent, jareldulnigntius (4.5).

Tingimuse (4.6) kontrollimine on dldiselt palju tgam, sest tingimus (4.5) eeldab juba, et
koondmaaramatus on arvutatud ning siis jaab Uldtadkonstateerida, milline liige oli ebaoluline.

Naide 4.4.Alumiiniumist risttahukakujulist plaadi k&igi kolenkiilje pikkused méddeti nihikuga
ning saadi jargmised tulemused:

a= 8,02 mm, u(a) = 0,03 mm, v(a) =5;

b=42,53 mm, u(b) = 0,04 mm, v(b) = 6;

c=172,11 mm, u(c) = 0,05 mm, v(Cc) =7;
Leida plaadi ruumala laiendmaaramatus usaldusn®@o8b.

Lahendus 1, arvestamata tahtsusetu komponendi kriteeriumit:
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Ruumala on
V =a-b-c=802-4253.17211=58705mm’ = 58705cm?,

ruumala maaramatus on:
vy (u@Y  (u®)Y  (ue)Y _
Nt ECIRCI,

\/( o,osj2 ( 004 jz ( 005 jz
=V —/ | + + =
802) '\ a253) 17211

=V -1/(0003747 + (000094 + (0,00029 =
—V-000387= 58705 0,00387= 0227 cn’.

Ruumala efektiivhe vabadusastmete arv on:

V4
U4(V)'\7

@u@f @u@f @u@f:
a b N c

v@ o wvb) v(©)
u(v)
_ v?

v(V) =

(@] () (49
a b C
+ +
v(a) v(b) v(c)
0,00387 ~
(0,00374"* s (0,00094" . (0,00029*
5 6 7
387 _
(374)", (024" (029]
5 6 7
~ 2243 2243
3913+ 013+ 0001 3926

=5/1= 5.

Studenti kattetegur usaldusnivool 95 % vabadusdstnavuga 5 on 2,57, seega saame
laiendmaaramatuseks:

UNM)=k-u(V)=257- 0227cm® = 058 cm’.

Lahendus 2 arvestades tahtsusetu komponendi kriteeriumit:

Leiame kdik maaramatuse komponendid:
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oV u(a) _,, 003

T u@)=V- V. ——==V.0,00374
oa a 802
ﬂ.u(b):\/.u(b) =V. 004 =V -0,00094
b b 4253

oc 17211

Naeme, et kbige suurem maaramatuse komponent tudssairuse-ga.

Rakendame nuud valemit (4.6):

db _|V-000094 o) o3
N @) \V-0,00374 '
oa

&. U(C)

db _|V-000029_ 50 3
86\6/1 (@) V -0,00374

Seega selgus, et fuikui kac maaramatused on tahtsusetud ning nendega eiyeEsana.

Leiame nuud ruumala laiendmé&aramatuse:

u(V) =V - U(a) =V %

— = 58705-0,00374= 0220cm’
a 802

Ruumala mé&éaramatus soltub ainult komponendjsseega on ka ruumala vabadusastmete arv
vordne komponendi vabadusastmete arvuga:

v(V)=v(a)=5.

Studenti kattetegur usaldusnivool 95 % vabadusdstna@vuga 5 on 2,57, seega saame
laiendméaaramatuseks:

UMV)=k-u(V)=257- 0220cm® = 057 cm?’.

Kokkuvéte: kui vérrelda lahendusi 1 ja 2, siis umsse erinevus on véga vaike, 0,01°@hk ca 2 %.
See erinevus on margatavalt vaiksem kui maaramati#egamatus, mis vabadusastmete arvu 5
juures on Ule 30 %. Seega vOib delda, et mdlematlisad on diged, kuid teise lahenduse puhul oli
vahem arvutamist.

Tahtsusetu komponendi kriteerium osutub eriti plakks juhul kui on vaja otsustada, milliste
maaramatuse komponentidega tuleb arvestada nitigtegh mitte.
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4.2. Mootemaaramatus omavahel soltuvuses olevate si sendsuuruse
korral

4.2.1. Kovariatsioon ning korrelatsioon

Oletame, et meil on méddetud kahte suunigd,y. Kui meil onN suuruste paari; yi (i = 1 ...N),
siis kovariatsioonx jay vahel on:

(%~ m(x))- (v, - m(y))

cov(x;y) ==L 1 : (4.10)

kusm(x) jam(y) on vastavad keskvaartused.

Korrelatsioonr (tahistatakse k&, R(X; y)) on defineeritav kovariatsiooni ning standardieédv
kaudu:

3 (x — m(x)- (y, - m(y))

covix,y) _ =

Js(x)-S(y)_\/{i(x m(x)) }{i -m(y)) }

i=1 i=1

r(x;y) = , (4.11)

Korrelatsioon on normeeritud kovariatsioon, kunaséab olla vahemikus [-1; 1]. Korrelatsioon
r =1 tdhendab, et tegemist on funktsionaalse seodag puudub varieeruvus. Kok 0, on
tegemist positiivse korrelatsiooniga,xskasvades kasvavad uldiselt kavaartused. Kur <0, on
tegemist negatiivse korrelatsioonigaxstasvades uldisel vaartused kahanevad. Kur 0, siis
korrelatsioon puudub ning suurus&dia y on omavahel sdltumatud. Joonisel (4.2) on toodud
erinevate punktipilvede kohta kaivad korrelatsiaboni

Joonis 4.2 .Erinevate seoste vahelised korrelatsioonid.

Naide 4.5.Naited sdltuvatest suurustest:
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e Inimese pikkus ning kehamass on omavahel soltduadi mitte paris tks-uhele.

e lImajaama erinevatel kdrgustel méddetud tuule k@rwaartused on omavahel tugevasti
positiivselt korreleeruvad.

e Negatiivselt korreleeruvad suuruseid on temperatung suhteline 6hu niiskus — kui
suletud susteemis temperatuuri tdsta, siis suletélmu niiskus kahaneb, ning vastupidi.

e Uuringud on naidanud, et on negatiivne korrelatsioeleviisori vaatamisele kulunud aja
ning hinnete vahel, st mida rohkem vaatad telextisgeda kehvemad hinded

e Haridustaseme ning vanglas oldud aja vahel on megatkorrelatsioon, st mida madalam
haridustase, seda pikem on vanglas oldud aeg. Saneateine sdnastus Utleb, et nendel
inimestel, kes on vanglas pikemalt olnud, on maddiaridustase.

Korrelatsioonigar on tihedasti seotud ka determinatsioonikoefitsi&ntMatemaatiliselt sisaldab
determinatsioonikoefitsient vahem infot, sest tan&ta, kas on tegemist positiivse voi negatiivse
korrelatsiooniga. Determinatsioonikoefitsient njtakui suur osay varieeruvusest on ara
kirjeldatud lineaarse trendige= ax + b.

4.2.2. Mootetulemuse mddtemaaramatus omavahelise s  ltuvusega
sisendsuuruste korral

Jatkame peatikis 3.8. alustatud mddtemadramatukagh,jatame ara eelduse, et tegemist on
sOltumatute suurustega.

Toome uuesti valemi (3.26) mé6temaaramatuse runduaanise kohta:

2y [ 2 oy, oY
u(Y)—[a;ju(m c2e- 2L yx (x2)+[ax

1 1 2

2
j u’(X,), (4.12)
ning korrelatsioonikordaja suurustgay vahel:

2% =m(x))-(y, - m(y))
I‘(X; y) — i=1 . (413)

B ro [ o7

i=1 i=1

Uldistatult on valem (4.12) sGltumatu sisendsuuruse korral (sama valem, mi3)(4
N BY
u*(Y) = Z[Tj u*(X,), (4.14)
i=1 aXi

Kui nttd sdltumatuse eeldusest loobuda, siis lisaad valemisse (4.14) korrelatsiooni liikmed:
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W (Y) =z(%j w6423 3 i) - Zouxux,),  (415)

i=1 k=i+1

siin  kahekordse summamargiga summeeritakse koikiliEmepaaride omavahelistest
korrelatsioonidest tulenevad maaramatuse kompodensitega kui onN komponenti, siis

N-(N-1)

korrelatsiooni liikmeid on— . Tavaliselt on arvestatav korrelatsioon siiskiutimrnone

Uksiku komponendi vahel ning llejaanud korrelatsidmn vordsed nulliga.

Naide 4.6.vaatame kolme suurug; B; C. Keskmised véaartused oh = 5;B = 7; C = 12;
standardméaaramatused arfA) = 0,3); u(B) = 0,5); uC) = 0,4); parameetrite vahelised
korrelatsioonid om(A; B) = 0,2;r(A; C) =0,9;r(B; C) =-0,4.

D=A+B+C
E=A-C

Leia suuruste D j& standardma&aramatused nii arvestades korrelatslaora ilma.
Lahendus:

Leiame D standardmaaramatuse koigepealt ilma korrelatsicamvestamata, st valemi (4.15)
esimese poole:

u12(D):Z(%j uz(xi):(‘;—ij u2(A)+(g—[E:j u2(8)+(2—2j u?(C) =

=12.03 +1%-05*+1%- 04° = 05
ul(D) =+/05 = 071

LeiameD standardmé&éaramatuse korrelatsioonide osa, st vedeld) teise poole:

2 (D) =23, 3] 14 %) 2> S U u(X,) -

.o D @D .~ 0D 3D .~ 0D D ~
= 2.{r(A B) 5 2 U(AU(B) + 1(AC) ===~ u(A)u(C) + r(B,C)gng)U(C)} =

=2.[02-1-1-03-05+09-1-1-03- 04+ (-04)-1-1- 05- 04| =
=2-[003+ 0108- 008]=2- 0058= 0116

LeiameD standardmé&aramatuse, arvestades korrelatsioone:

u(D) = \ul?(D) + u2*(D) =+/05+ 0116 =/ 0616 = 078
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SuuruseD maaramatuse arvutuses nagime, et korrelatsiobngstud liige voib olla oluline, ning
on vOimalus, et korrelatsiooni tottu tuleb koondmaédatus vaiksem kui ilma korrelatsiooni
arvestamata.

Leiame E standardmaaramatuse kdigepealt ilma korrelatsicanvestamata, st valemi (4.15)
esimese poole:

2y S (OEN ooy (GEY oo (OEY 5o
ul (E)_;(a%j u (xi)_(aAj u (A)+(8Cj u?(C) =
=1%.03*+1%-04% = 025
ul(E) = /025= 05

LeiameE standardm&éaramatuse korrelatsioonide osa, st vedel®) teise poole:

2By~ 2.5 N r(x -y ).OE OB o _
u2°(g)=2 ;:1 k:Emr(x,,xk)a;(i % u(X,)u(X,)
_olracy P D _
=2 [r(A, 3] A 0 u(A)u(C)}

=2.[09-1-(-1)- 03-04]=2-[- 0108/ = — 0216

LeiameE standardmaaramatuse, arvestades korrelatsioone:

U(E) = \Jul?(E) + u2?(E) =/ 025+ (- 0216) =/ 0034 = 018

Seega nagime suuruste ja E standardmaaramatuste arvutusest, et korrelatsieamvestamine
voib liitmaaramatust nii suurendada kui vahendasidtudes nii osatuletiste markidest kui ka
korrelatsiooni markidest.

Naide 4.7.Tavaliselt on digitaalsetel termomeetritel vdirkatalida naidud nii Celsiuse (C) kui
ka Farenheidi (F) kraadides. Kuna info parineb datesnperatuuri sensorilt, on korrelatsioon
nende naitude vahel Uks. Teame, et nende skaadd@dine seos on jargmine:

F-32
C

F=C-x+32 = x=

Meid huvitab, kui tdpselt me saame hinnata koefitisx kiimnest mddtmisest. MOGtmistulemused
on jargmised:

C =22;15; 21; 20; 23; 24; 21; 21; 18; 17.
F=72;:60;70;67;: 74; 76; 70; 70; 64; 62.

Lahendus: Mathcad failis ,C_ja_F_temperatuuri_omavahelim®ssmcd*
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4.3. Naidisulesanded moodtemaaramatuse arvutamise ko hta
Kordame ule p&hivalemid:

Efektiivhe vabadusastmete arv on:

Ver = LG/ (3.17)

3]

N sdltumatu sisendsuuruse liitmaaramatus on:

u(y) = \/z[%j u’(X,) . (4.4)

i=1
N sdltuva sisendsuuruse liitmaaramatus on:

uz(Y)zi(STYj PX) 12y Y r(xi;xk)ﬂﬁ uX)u(X,), (4.15)

i i=1 k=i+1

Naide 4.8.Modelleerimise kaigus saadi, et tihte protsesgliab jargmine funktsioon:

21X+cxx O<x<1
f(X)=<3.x°

0; mujal

Leia:
¢ koefitsientc;
e jaotusfunktsioon kohal; (0 <x; < 1);
e keskvaartus;
e mediaan;
e standardhalve;
e tbendosus, et sindmus satuks piirkonda (-0,3; 0,7).

Lahendus:

Alustuseks tuleks seda funktsiooni lintsustada:

21-x°
=t x- X =7+c X’ =(7+c)- X°

Koefitsiendic leiame lahtudes normeerimistingimusest:

(7+c)-1
4

=] = 7+c=4 =c=-3

j(7+c) Xdx = (7+¢)- —\
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Asendades vaartuse funktsiooni, saame jaotustiheduseks:

3.
F(x) = 4.x> (-)<x<1.
0, mujal

Jaotusfunktsioon kohai on:

X1 4 X
F(xl):'[0 4. x3dx:4-X7 “=xt

Keskvaartus on:
x4 ¥ax=4-X] =42 0g
m(x)_J-0 X-4- xXdx= -E‘O_E_ 3.

Mediaan orx-i vaartus, mille korral jaotusfunktsioon on vordhé-ga:

F(x)=%"=05= X =405=084.

Standardhalbe arvutamiseks leiame kéigepéaleskvaartuse:

m(x ):J-0 xX*-4. x3dx:4-E‘o =5 0667.

§(X) = m(x?) = (M(x)* =/ 0p67— 064 = 0163,

NB: selle koha peal on oluline, et keskvaartus leitakse vahemalt kolme tivinumbriga,
muidu on Uimardamise viga liiga suur.

Tdendosus, et sindmus satuks piirkonda (-0,3;,00, @drvutatav jaotusfunktsioonide vahena nendes
punktides:

P(-03< x< 07) =F (07) + F(-03) = 07* — 0= 024.

Siin F(—=0,3) on vordne nulliga seetdttu, et kuna piirkasifso; 0) on jaotustihedus vordne
nulliga, siis on ka jaotusfunktsioon selles piirkas vordne nulliga.
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Naide 4.9.Praktikumis kaaluti klotsi massi 5 korda kaalugille kalibreerimistunnistusel on
kirjas, et piirkonnas 50 g on tema laiendmaaramasadusnivool 95 %k(= 2) 0,3 g. Kaalu
resolutsioon on 0,1 g. MAGtmistulemused on jargchise= {45,5; 45,9; 45,8; 45,2; 45,6} g.

Leia:
e klotsi massi parim hinnang;
e klotsi massi A-tlitipi maaramatus;
e klotsi massi B-tlitipi m&&ramatus;
e klotsi massi litmaaramatus;
¢ klotsi massi vabadusastmete arv,
¢ klotsi massi laiendmaéaramatus usaldusnivool 95 %

Lahendus:

Teeme tabeli, kus on médtmistulemused, médtmistuenerinevus keskvaartusest ning selle ruut.

nr X X —m(X) (x —m(x))*
1 455 -0,1 0,01

2 45,9 0,3 0,09

3 45,8 0,2 0,04

4 452 -0,4 0,16

5 45,6 0 0

sum 228,0 0 0,30
keskmine 45,6

Klotsi massi parim hinnang on tema aritmeetilinekgaine:
m(x) = 456 g.
Klotsi massi A-tllpi maaramatuse arvutamiseks lei&figepealt standardhalbe:

(% —m(x)’
s(x) =1 = Ofo =027g.

N-1

uA(x):%z%: 012 g.

Klotsi massi B-tltpi mé&aramatus kujuneb tema kaébmisel hinnatud maaramatusest ning
resolutsioonist. Kalibreerimisel saadi laiendmaatseks 0,3 g katteteguriga 2, seega
kalibreerimise standardmaaramatus on 0,3 /2 =@,15

O 2
Ug (X) = \/0152 + (E) = /0,0225+ 0,0008= 015 g.

Seega selgus, et resolutsiooni maaramatus oli @bzl

Klotsi massi litmaaramatus on:
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Ug (X) = UA(X)? + Ug (X)? =/ 012% + 015 = |/ 0144+ 0,0225= 019 g.
Klotsi massi vabadusastmete arv on:

u."*(x) _ 09
u,(x) .\ ut(x) 012 . 015*

Va Vg 4 0

V(X) = = 251 = 25.

Studenti kattetegur usaldusnivool 95 % vabadusdstargu 25 jaoks on vastavalt tabelile:
k95%;25 = 206

Klotsi massi laiendmé&aramatus usaldusnivool 95 % on

U(x) = k-u.(x) = 206- 019= 039 g.
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Naide 4.10.Jaa tiheduse mddtmiseks puuriti jadst 10 puursikdamning mdddeti nende
pikkused ning massid. Kuna jaa paksus erines mobtaldes oluliselt, siis oli ka pikkuste ja
masside erinevus suur, samas oli massi ja pikkabelwe korrelatsioon vaga korge:= 0,95.
Mddtmisandmetest saadi puurstdamiku pikkuse kestasgks 20,4 cm ning koondmaaramatuseks
9,4 cm; puurstdamiku lAbimdddu keskvaartuseks gg@dicm koondmaaramatusega 0,12 cm ning
puurstidamiku massi keskvaartuseks saadi 366 g ka@drdmatusega 130 g. Silindri ruumala on:

_z-d*-H
4

\Y,

Leia:
e jaa tiheduse parim hinnang;
¢ jaa tiheduse maaramatus, korrelatsiooni arvestamata
¢ jaa tiheduse maaramatus, arvestades korrelatsioone.

Lahendus:
Jaa tiheduse parim hinnang on:

m__4m__ 4360 959 9
V 7-d®H 7z 496204 cm

Jaa tiheduse maaramatus, korrelatsiooni arvestamata
2 2 2
u(m) 2-u(d)j (u(H))
u =p-. /| =L + + =
(p)=p J( n j ( : !

2 2 2
w2 0] (2]
366 496 204

0929,/ 0126+ 0002+ 0212 = 0929- 0583= 0542

g
cm?

Puursidamiku labim6ddu madramatus osutus ebadsllise

Korrelatsioon on ainult massi ning pikkuse vahaiséd korrelatsioonid vodib voétta nulliks.
Jaa tiheduse mé&aramatuse korrelatsiooni arvestapdwent on:

U, (p)? :2-r(m;H)-§—r’;-§—ﬁ-u(m)-u(H):

—u(H) 130 94 g Y
=2.095. Z.M.L:_ 0.0029. . =" __ 0 68( j
9ot Ty 19- 0929 566 204 = 2O ooy

Jaa tiheduse maaramatus on korrelatsiooni arvestade

g
cm?

u(p) = (W (p)) +(u,(p))* =/ 0294— 0268=/0026= 016

Seega korrelatsiooni arvestamine vahendas méaarsinideu3-e korra.
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Naide 4.11.Risttahuka kujuline akvaarium on taidetud veegkva&riumi pdhja médtmed on
20,23 cm ja 30,18 cm, veekihi paksus on 38,17 cmik Kakvaariumi moddud mdoddeti
metalljoonlauaga, mille pdhiviga oli 1 mm, akvaamiterinevatest punktidest10 korda. Akvaariumi
pdhja lihema kilje standardmaaramatuseks oli 2,0 pdimja pikema kilje standardmaaramatuseks
aga 3,0 mm. Veekihi paksust mdddeti 20 korda nasgsstandardmaaramatuseks 5 mm. Hinnata
akvaariumis oleva vee ruumala koos laiendmaaramgéugsaldusnivool 95 %.

Lahendus:
Leiame alustuseks akvaariumi ruumala:

V =a-b-h= 2023 3018- 3817 = 23304365 cm® = 23304365dm®

Leiame nuud koigi kolme kullje standardmaaramatuseg vastavad vabadusastmete arvud:

u,(a) = Oj%m = 0063cm
ug(a) = OiL/%m = 0058cm

Uc (a) = (UL (@) + (us (@) =+/ 0062 + 0058 = 0p86cm

4
o (8) = u*(a) — 0,086' _ o, 0086 _9.347-313-31
U (a) |, Us'(a) 0063 . 0,058 0,063
Va Vg 10-1 o0

u. (b) = \/(uA(b))z +(ug (b)) = \/(%j + 0p58 =+ 0095 + 0058 = 0111cm

u*(b) 0117 0117
b) = = =9.——=-9.186=168=16
Ve (0) u,*(b) N Ug'(b) 0095’ 058’ 0095' 186=14
Va Vg 10-1 0

u. (h) = \/(uA(h))Z +(ug(h)) = \/(Ej + 0p58 =+ 0112 + 0058 = 0126 cm

V20
u*(h) 0126 0126'
Ve (D) = = =19-——=19.-160= 304 =30
() u'(h) |, ug*(h) 0112 0058 0112
Va Vg 20-1 0
Leiame osatuletised:
oa a ob b oh h

Leiame akvaariumi ruumala standardmaaramatuse:
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2 2
u(Y):\/(ﬁ) u2(x1)+(aTj W2(X,)
8X1 8X2
uM:Ji(%j 2x) =J(g) e+ (2 w2 -
B A T VA T AV P (T C AN (N AT () A
_J(aj ! (a”(bj - (b”(hj why=v J( a j +( b j +( h j -

2 2
= 23304 \/( 0086} +( Olllj
2023 3018

= 23304 0,0066=153cm’

0126\’
+ ( 3817j = 23304 ,/0,0043 + 0,0037 + 0,0033 =

Leiame nlud ruumala efektiivsete vabadusastmete arv

4
v (:/) _ 0,0066' _ 7108-71
Z“: u'(v) 00043 00037 00033
=Ry 31 16 30

Seega on ruumala mdodtmise efektiivsete vabadustsaner = 71.
Leiame nudd ruumala laiendmaaramatuse usaldusndfo®b, kasutades Studenti testi. Tabelis 3.1
on Studentit-kordaja vaartus kohal = 50 ja usaldusnivool 95 % 950, = 2,01, kohal = 100 ja

usaldusnivool 95 %0950 = 1,984, seega kohal = 71 ja usaldusnivool 95 % v@ime vétta
kordajaksksp 950o= 2,00 seega on akvaariumi ruumala laiendmaaraifiy) usaldusnivool 95 %

UM)=u(V)-k=153cm?. 200=306 cm® = 031 dm?.

Seega on akvaariumi ruumala= 2330 dm® ning tema laiendmaaramatugV) = 031dm?®.

104



Naide 4.12 Optikas on valgustatus arvutatav valemist
I
E= Fcow

Valgusti intensiivsus olgu = 100 W = 2 W; Uuritava pinna ning valgusti vahelikaugus on
moddetud 10 korda, keskmiseks kauguseks 1 m, standardhélve @tfR) = 3 cm, moodulindi
pdhiviga on +1 mm. Valgusti ja valgustatava pinreheline nurk on méddetud nurgamddtjaga
a = 30° nurgamd0tja pdhiviga on +1 °. Hinnata pinralgustatu€ koos laiendmaaramatusega
usaldusnivool 95 %.

Lahendus:

Leiame kdigepealt valgustatuBekeskvaartuse:

| 100W +/3 W
E=—cosa=— .2 _ 86603~
R® @my 2 P03Te

Leiame nudd mdddetud suuruste standardhéalbed:

| =100 W, u(I):Z—W:l;LSW

73

2 2
R=1m; u(R)= \/( Og%mj +( Op%mj = /0,00009+ 0 = 0,0095m

1° T

a=30°=7x/6 ula)= = =0,0101
(@) V3 180-4/3
Leiame nlud osatuletised:

oE 1 1 1
—=-—cosa=E-==E-
ol R | 100 W
E=_23| cosy=E-—2-E.—2
OR R 1m
a—E:_—isinoz: E-N% _E (_tan300) = g.=1
oa R cosa J3

Paneme nuud standardmaaramatused ning osatuletdechisse (4.4). Kuna igas osatuletiste
likmes on sees komponekt siis toome selle ette:
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1 2 (-2 2 (-1 ’
U(E)=E~\/(ﬁ)-115j +(T-o,0095j +(ﬁ'0’0101j =

= 866 ﬂz .,/0,000132+ 0,00036%+ 0,000034= 866 ﬂz 0023= 199 ﬂz
m m m

Seega on valgustatuse standardméaaramatus 2,6 W/m

Leiame nuud erinevate maaramatuse komponentiddiie$ekl vabadusastmete arvud, kasutades
valemit (3.17):

Valgusti intensiivsuse maaramatus ning nurga m&#nmaaramatus on B-tGlpi maaramatused,
seega nende vabadusastmete arvu vdib votta I6pmdfakiguse mddtmine sisaldas nii A- kui ka
B-tlupi maaramatust, leiame niud kauguse mootnabadusastmete arvu:

Leiame nuud valgustatuse efektiivsete vabadusastamet::

LUy 0023 _ 4 0023
" &u'(y) 00115 0p19' 00058 0p19'

2

it Vi ® 9 ®

=9.215=193=19

Seega on valgustatuse efektiivsete vabadusastnvetg a 19.

Leiame niid valgustatuse laiendmaaramatuse usaldos85 %, kasutades Studenti testi. Tabelis
3.1 on Studenti-kordaja vaartus kohat = 19 ja usaldusnivool 95 %;dose, = 2,09, seega on
valgustatuse laiendmaaramati&) usaldusnivool 95 %

w

U(E) = u(E) -k = 199 L . 209= 4150 = 42 W |
m m m

W

Seega on valgustatus = 866 ﬂz ning tema laiendmaaramatUgg) = 42—
m m
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5. Maaramatuse allikad

5.1. M6otevahendi naidiku lahutusvdimest tingitud m aaramatus

Numbernéidikuga moodtevahendi abil saadud néaidu @mised maadramatuse Uheks allikaks on
naidiku lahutusvéime. Isegi kui korduvnédidud onnted, ei ole kordustapsust iseloomustav
maaramatus null, sest sisendsignaalil on piirkondles see mootevahendi naidik esitab the ja
sama naidu. Kui naidiku lahutusvdime éx) milleks on naidu muutus (numbersamm), kus kdige
madalama jargu number muutub Uhe sammu vdrrassendsignaal, mis annab naiguvoib
vordse téenaosusega jadda vahemikku- [px/2; x + 6x/2]. Sisendsignaal on seega kirjeldatav
ristkillikjaotusega, mille laius ofx ja standardhalve os(x) = ox / V12. See tdhendab, et iga naidu
standardméaaramatus afx) = o(X) = 0,290x. Naiteks numbernaidikuga voltmeetril, mille naidik
vaikseim tdhendusega nait on 1 mV, on naidiku lawdime ox = 1 mV tottu x
standardmaaramatuéx) = 0,29 mV.

5.2. Mootevahendi suikeulatusest tingitud maaramatu s

Naidiku lahutusvdéimega analoogset maaramatust poijustada ka mddtevahendi suikeulatus,
milleks on mododtesuuruse vaartuse (stimuli) kaseamidi kahanemise maksimaalne piirkand
ilma et muutuks méo6tevahendi nait. Ettenégelik nadtitheldab mddtesuuruse jargnevate vaartuste
kasvamise vOi kahanemise suunda ja teeb sellesteuhlt vastava paranduse. Kuid suikeulatuse
suund pole alati jalgitav, sest moo6tevahendis wdigi tasakaalupunkti tmber esineda ka peidetud
moodtehalbeid ning saadav nait (mdddis) soltub sstun@illega see punkt 16puks saavutati.
Mootevahendi suikeulatust suurendatakse monikordilikailt, valtimaks naidu muutumist
sisendsuuruse pisimuutuste korral. Kui suikeulaugengituna on vdimalikud modtevahendi
naidud vahemikusx[—ox/2; x + ox/2], siis meelevaldse naidustandardmaaramatuéx) = 0,290x,
analoogselt lahutusvdimest tingitud maaramatusele.

5.3. Tulemuste Umardamisest tingitud maaramatus

Ka andmettdotlusega seotud arvvaartuste (mooddistEtetulemuste) Umardamine voi nende
murdosa arajatmine voib olla maaramatuse allikaest Gmardatud arv esitab mddtesuuruse
arvvaartust alati ligikaudselt. Mida rohkem on drtdhendusega kohti, seda suurem on suhteline
tdpsus. Monikord on pdhjust tahenduslike kohtader asdthendada Gmardamise teel. Etteantud
Umardamissammuw¥} korral on meelevaldne arvvaartust{vahemikus

[{x} — {ox}/2; {x} + {x}/2] ning standardmaaramatugx) = 0,290x, analoogselt lahutusvéimest
tingitud maaramatusele.

5.4. Mudelisse sissetoodud sisendvaartused ja nende maaramatused

Mudelisse sisestatud sisendsuuruse hinnagigoruugi olla mééaratud antud méoétmisega, vaid voi
olla saadud mujalt. Sageli on sellel vaartusel kagrhviisil hinnatud maaramatus. See vdib olla
antud standard- voi laiendmaaramatusena. Kui méemmon antud vahemiku poollaiusena, st
laiendmaaramatusend, millel on etteantud usaldatavustase, siis oregallantud ka katteteguki
vaartus. Sel juhul on hinnangu standardmaaramatugx) avaldatav seosesi(x) = U(X)/k.
Alternatiivselt vOib olla antud sisendsuuruse hmmax Ulemine ja alumine rajavaartus (naiteks
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vahemik bp; a), aga info m&aramatuse kohta vOib puududa. Viiingskul peaks nende
rajavaartuste kasutajad rakendama oma teadmislamaks maaramatust, lahtudes sisendsuuruse
iseloomust, allika usaldusvaarsusest, mootepraktilsalliste suuruste jaoks kasutatavatest
maaramatustest jne. Lisainfo puudumisel eeldatdksaliselt, tegemist on Uhtlase jaotusega
ilemise ja alumise rajavaartuse vahel, standardmisinusega(x) = (b — §/12. Kui aga on alust
arvata, et rajade lahedased vaartused on vahengkkokaga vOrreldes vahemtdendolised, on
lihtsuse mottes tihti  pOhjendatud kasutada kolmjaotkist standardmaaramatusega

u(x) = (b — 9/N24.

5.5. Dokumendist voetud suuruse maaramatus

Kui sisendsuurus& hinnangux mé&éramatus on antud eksperimentaalse standardjagteatud
arvu korrutisena, st laiendmaaramatusenaiis voib standardmaaramatugg) vaartuseks votta
laiendmaaramatuse ja kattetegurik jagatiseu = U/k. See olukord on tavaline, kui andmed on
voetud tootja spetsifikatsioonist, kalibreerimisiigtuselt, kdsiraamatust voi monest muust allikast.
Naiteks, kui kalibreerimistunnistusel on kirjas, €00 g Kkirjevaartusega etalonvihi mass
Moo = 199,99993 g on esitatud laiendmaaramatusega0,66 mg kolme standardhélbe tasemel,
siis selle etalonvihi massi standardmé&éramatugiogyo) = U/k = (0,66 mg)/3 = 0,22 mg.

Hinnagux m&&ramatus ei pruugi tingimata olla esitatud stedttlbe mingil kordsel kujul, nagu
eespool mainitud. Selle asemel v8ib suuruse hinnam@gramatus olla antud naiteks 90, 95 voi 99
protsendilise usaldatavustasemega vahemiku posdlaals Kui pole teisiti tapsustatud, siis voib
eeldada, et vahemiku arvutamisel kasutati normatalgh jax standardmaaramatuse voib taastada,
jagades esitatud jaotuse normaaljaotuse jaoksvieetgguriga. Sel juhul teguk, vaartused, mis
vastavad eeltoodud kolmele vahemikule on: 1,64; 6A,9ja 2,576. Naiteks on
kalibreerimistunnistusel kirjas, et 1@ kirjega etalontakisti takistus 23 °C juures on
Re = 10,000584) + 152 puQ usaldusnivool 99 %. Sel juhul on takisti kalibiegsel saadud
tulemuse standardmaaramatusekR:) = (152u0Q)/2,58 = 59uQ.

5.6. Kontrollitava suuruse maaramatus

Sageli modddetakse suurusi kontrollitavatel tooumgstel, eeldades, et need tingimused
modteprotseduuri sooritamise jooksul ei muutu. &k&tvoib objekti panna mdotmiseks dlivanni,
mille temperatuuri hoitakse kindlates piirides testaadi abil. Oli temperatuuri vannis vdib md&ta
objekti iga m&otmise ajal. Kui aga temperatuur vanperioodiliselt muutub, ei tarvitse objekti
hetkeline temperatuur vérduda 6li temperatuurigatéinperatuuri maaramatuse arvutamine peaks
sel juhul algama 0&li temperatuuri teadaolevast w@ldatavast muutumiststklist vannis.
Temperatuuri muutumist voib mdodta tundliku termapgea varustatud termomeetri abil ning, kui
see pole voimalik, siis vdib temperatuuri lahendiliklile tuletada reguleerimisprotsessi
iseloomustavate uldiste teadmiste pohjal. Analoogii&ord on ka md&dteprotseduuri teostamisel
ndutavate tootingimuste taitmiseks moéodteruumis isdwra 6hu temperatuuri reguleerimisel ja
hoidmisel. Niisugustel juhtudel voib mdbtesuurus@dtmise mudelisse sisestatava temperatduri
hinnangu x standardmaaramatuse(x) hindamine toimuda, arvestades temperatuurikdntrol
susteemi toimimise tulemusena tekkivat temperatutsiiklilisest muutumisest tulenevat
arkussiinustemperatuurijaotust.

108



5.7. Mootemeetodist tulenev maaramatus

Kdige raskemini hinnatav maaramatuse komponenhéblen66temeetodist, eriti kui meetod annab
teistest teadaolevatest analoogsetest meetodéisiema madramatusega tulemusi. Téendaoliselt on
olemas ka teisi seni tundmatuid vG6i mingil viiskns veel mddtepraktikas mittekasutatavaid
meetodeid, mis annavad samavord kehtivaid, kuidesiesatiliselt erinevaid tulemusi. See viib
aprioorse tbenaosusjaotuseni. Isegi kui meetodigenév maaramatus osutub valdavaks
komponendiks, piirdub kogu info selle m&aramatuseddmiseks siiski vaid teadmistega
fuUsikalise maailma kohta. Sama mdodtesuuruse \sgrhindamine erinevatel meetoditel, kas
samas VvOi eri laborites voi ka samal meetodil avptites, vOib sageli anda vaga vaartuslikku infot
moodtemeetodi kohta. Mddtemeetodi kohta tehtud mgote usaldusvaarsuse kontrollimiseks ja
sustemaatiliste efektide (mddtehélvete ) véljasmigiseks on Uldiselt kasulik teostada to6etalonide
ja etalonainete laboritevahelist vahetust.

5.8. M0oteobjektist tulenev maaramatus

Paljude mddteprotseduuride korral, eriti aga mddhewndite kalibreerimisel, leiab aset tundmatu
objekti vordlus tuntud, lahedaste karakteristikategaloniga, et modta voi kalibreerida tundmatut
objekti. Niisuguste objektide ndaitena vOib mainidaaluvihtide voi takistite komplekte,

pikkusotsmoote, termomeetreid ja suure puhtusegeidai Antud juhul ei ole kasutatavad
moodtemeetodid enamasti ebasoodsalt mojutatud neEgurtekitatud efektidest, kuna tundmatu
objekt ja etalon reageerivad Uhesugusel (sageliustataval) viisil efektidest esilekutsutud
muutustele.

Mones praktilises mddtesituatsioonis on aga obpdikul ja selle kasitlemisel siiski palju suurem
osa. Enamasti kehtib see looduslike materjalideniles2 anallitisi korral. Erinevalt kontrollitava
homogeensusega tehismaterjalist koosnevast olijéktdetalonist, etalonainest vdi sertifitseeritud
etalonainest) on looduslikud materjalid sageli efittmogeensed. Nimetatud mittehomogeensus
kutsub esile tavaliselt kaks tdiendavat maaramakoseponenti. Esimese hindamiseks on vaja
maarata, kui adekvaatselt esindab valitud objeldnkiselt analltsitavat lahtematerjali. Teise
komponendi hindamiseks on aga tarvis maarata ulatismé&éral vorreldava tundmatu objekti
mitteanallUsitavad koostisosad mojutavad madtnuisenust.

Monel juhul teeb eksperimendi hoolikas kavandamu@emalikuks objekti valikust tingitud
maaramatuse hindamise. Tavaliselt on siiski mogeddtibt tuleneva maaramatuse hindamiseks
vajalikud mddtja (anallilisija) kogemustest ammutabslused ja teadmised ning kogu hetkel
kattesaadav info selle tundmatu méo&teobjekti kohta.

5.9. Erinevate maaramatustega mdootetulemuste kasitl us (kaalutud
keskmiste meetod)

Uhe ja sama suurusé mitmel erineval viisil (meetodil) vdi erinevatesblorites m&dtmisel saadud
tulemustey; (j = 1, 2, ...,J) litmaaramatusedi(y;) voivad Uksteisest oluliselt erineda. Vottes koik
saadud mootetulemused aluseks mddtesuuvus&drtuse parima hinnangu saamiseks on, eriti
vaikese mdotetulemuste arnvi£ 2, 3 vdi 4) korral, Giglase hinnangu saamiseisjysst arvestada
vaiksema maaramatusega modtetulemusi rohkem kuiesiau madramatusega maodtetulemusi.
Seega on erinevate maaramatustega mootetulemuseek@skvaartuse hinnanguks sobiv kasutada
kaalutud keskmist:
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J
Zgj Y
:—J=l
J
2.9,

j=1

Yo , (5.1)

kusg; on mootetulemusg kaal.

Et anda vaiksema maaramatusega moodtetulemustetensaiukaalu kui tulemustele, millel on
suurem méaaramatus, valime mddtetulemuste kaaluddpdselisteks dispersioonidega, st antud
juhul litm&&ramatuste ruutude poordvaartustegagess

(5.2)

Lahtudes seosest (5.2), saame kaalutud keskmisenaaramatusel(yo) arvutada vordusest

1

U(y,) = ——-
&9

Naide 5.1.Uhte ja sama keha kaaluti kdigepealt vordlusmeéetditdélgse kaaluga ning siis
otsehinnangmeetodil elektronkaaluga. Mdotetulemadiddargmised:

(5.3)

my = 2,0039 g litmaaramatusegém) = 0,1 mg (vorddlgne kaal)
mp = 2,0052 g liitm&aramatusegém,) = 0,2 mg (elektronkaal)

Modtetulemusten, jamp kaaludg; jag, on valemi (5.2) jargi:

1 1
g, = = =100mg™~>
©ou*(m)  (01mgy
R L _25mg”

T u’(m)  (02mgy

Kaalutud keskmine on seose (5.1) jargi

J
2.9, m,
)

A ' 100-2,0039+ 25-2,0052  100- 2,0039+ 25-2,0052 25052
Mo i g 100+ 25 100+ 25 125
i

j=1

=2,00416 g.

Kaalutud keskmise litmaaramatuse saame vorduSest (

amy-_—L - L _ 1
\/J V100+25 \/125mg2

2.9,
j=1

= 0089 mg=0,000089g.

Antud juhul on méo6tesuuruse, vaartuse parim hinnang
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mo = 2,00416 g, standardmaaramatuse@a,) = 0,00009 g

Nagu naitest selgub, ei mdjusta suurema maarangatusédtetulemusy, = 2,0052 g I6pptulemust
mp = 2,0042 g kuigi palju. Lihtne aritmeetiline keskim m= 200469 oleks siiski antud olukorras

marksa halvem keha massi hinnang kui vaiksema mmiusega moodtetulemuns; = 2,0039 g
Uksinda.

Kdik senitehtu on tehniline arvutamine. NUUd vaasgaamtud naidet sisulise kilje pealt. Teeme
joonise, kanname sinna nii mddtetulemused kui &aderdmaaramatused ning kaalutud keskmise
koos standardmaaramatusega ning aritmeetilise keskfallolev joonis). Ndaeme, et kogu see

tehtud arvutus ei oma flusikalist motet, kuna voiimsea kindlalt vaita, et ks méotmistest ei saa
olla dige, sest nende standardmaaramatused ei }atisegi kaks korda laiemad ehk 95 %

usaldusnivool olevad laiendmaaramatused ei kataeg® tuleb kaalutud keskmise arvutamise
asemel hakata uurima, kummas mddtemeetodis vagesolia.

2,0056

2,0054 |

2,0052 |

2,005 |

i @® data
2,0048 |

kaalkesk

2,0046

[ - - - posstdev
2,0044 |
sooa2 [ 7T T T T T T 77 - = = minstdev
2,004 I, aritmkesk
2,0038 é

2,0036

Joonis. Mustaga on toodud mélema mddtmise tulemus kosdaramatusega; punane pidev joon
on kaalutud keskmine, punased katkendjooned onukemhlkeskmine + kaalutud keskmise
litm&&ramatus; sinine joon on mélema mddtmisaredtiline keskmine.

Naide 5.2.Nihikuga eseme pikkuse mdétmine. Nihiku laiendraéiatus usaldusnivool 95 % on

vastavalt kalibreerimistunnistusele 0,084 mm. Utesks on purskkaevus oleva raudtoru
labim66du mddtmine. Vee ja seega ka toru temperavnu5 °C. Toru moddeti 9-st erinevast

kohast. Toru labimddduks saadi keskmiselt 125,12% ming standardm&aramatuseks saadi
0,048 mm. Mis oleks selle toru labim66duks tempenak 21 °C ning vastav laiendm&aramatus
usaldusnivool 95 %?
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Modtetulemud,g sbltub meil temperatuuril 5 °C vbetud nihiku n&tly ning raua soojuspaisumis-
teguristCre, Seega on méotmise mudel:

L, =f(l5 Cg)
ning vastav valem on

L, =ls+Cq AT -l =1, - A+ C, - AT) (5.4)
Wikipedia andmetel on raua soojuspaisumistegur éatpuri 25 °C piirkonna€ge = 11,8um m*
K. Kuna tundub, et tegemist on véga vaikese efektigatame kogu soojuspaisumise efekti kui

iihte maaramatuse komponenti, @ = 0,u(Cre) = 11,8um mi* K =0,0118 mm m K™

Leiame osatuletised:

% =1+4Cp. - AT =1+118-10°- (21-5) = 1,0001888-1,
5

% —1,-AT = 0125124 (21-5) = 2002 m K.
Fe

Eeldame, et temperatuuri méotmise viga on teigjdndike suurus, sest kui me eeldame, et kogu
temperatuuri muutusest tingitud efekt on vaheodylisiis pole oluline ka tapne temperatuuri
muutus ise.

Leiame standardmé&aramatused:

%: 0016 mm

UA(|5) = \/5

Kuna nihiku laiendmé&aramatus on antud usaldusnivdsl %, siis selleks, et saada
standardmé&aramatust, tuleb see labi jagada kesifitigia k. Sellistel puhkudel eeldatakse, et
kalibreerimisel oli vabadusastmete arv killalt suung Studenti koefitsient oli ligikaudk = 2.
Seega saame, et

ug(I5) =%1: 0042 mm,

Nihiku ndidu koondstandardmaaramatus temperathiufl on seega

U (ls) = Jquas) +Uy (Is) =V16® +42° =/256+1764= 447um = 00447mm,  (5.5)

siin vahearvutustes kasutasime Uhikgun.

Leiame niid toru labimdddu standardméaaramatusesteturil 21 °C:
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u(l,) = \/(%] UZ(CFe) + (%} u2(|5) =

- J(2002m-K -0,0118mm-m*-K* f + (1-00447mm’ = (5.6)
~ /(0,0236 + (00447 = 0,05055= 0p51mm.

Tingimus (4.5) ei ole taidetud, sest 0,0236/0,05@547 > 0,3. Seega osutus soojuspaisumine siiski
piisavalt oluliseks, ehk toodud tapsuse juurestskda arvestada.

Leiame nuud koefitsiendi laiendmaaramatuse arvutamiseks. A-tilpi maaramaalsadusastmete
arv oli 8 ning ulejddnud mé&aramatuse komponendidvaih Idpmatult suurt vabadusastmete arvu.
Nihiku koondmé&éramatuse arvutusest (4.8) on nahggdkilise osa andis B-tlilpi méaramatus
IBpmatult suure vabadusastmete arvuga, seega @fektivsete vabadusastmete arv suur, seega
vOime votta koefitsiendk vaartusek& = 1,96~ 2.

Eeltoodud arutelu kinnituseks arvutame efektiivseiigadusastmete arvu:

_ u'y) _ 0p51 o 0p5T
Verr = u’(y) 00236 .\ 0016' s 0042 =8 0016 =82
iz=1: Vi © 8 @©

U(l,,) =2- 0051= 010 mm.

Seega on toru labimddt temperatuuril 2115C= 125,12 mm, laiendmaaramatusega (usaldusnivool
95 %)U(|21) =0,20 mm.

Lahendus 2:

Vétame kogu soojuspaisumise efekti toru labiméacutases arvesse, efdie = 11,8um m* K*
= 0,0118 mm nt K*, kuna tema méju on arvatavasti vaga vaike, jataemeast tingitud
maadramatuse arvesse votmata, @d¢e) = O.

Arvutame valemi (4.7) p&hjal valja toru labimdd@umiperatuuril 21 °C:

l,, =g +Cp, - AT -, =125124+ 0,0118 16- 0125124= 125124+ 0024=125148 mm.

Maaramatuse arvutusel on valemis (4 = 0, seega on

() :J(%] u%%){%} (s) -

= (2002:0  + (1- 0.0437} =
— (0.0437" = 0044 mm.

Laiendmaaramatuse arvutuses on analoogilisel péhaesmise lahendusega koefitsiént 2 ehk
laiendmé&aramatus usaldusnivool 95 % on
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U(l,) =2- 0p44= 0088 mm.

Seega on toru l&bimdot temperatuuril 212C= 125,148 mm, laiendmaaramatusega (usaldusnivool
95 %)U(l21) = 0,088 mm.

Molemal meetodil saadud toru labimdddud koos |ane@d@ramatustega on toodud alloleval
joonisel.

125,25

12520 |

125,15 | ¢

12510 |

125,05 |

125,00 ©
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6. Mdotevahendid ja nende lubatud vigade normeerimi  ne

6.1.Mdotevahendid

Mdodtevahendid on tehnilised vahendid, millel on normeeritud raktogilised omadused ja mis on
ette nahtud modtmiseks.

Modtevahendid jaotatakse viide rihma:

1. mdddud:
e Uhevaartuselised moddud, naiteks kaaluvihid
e mitmevaartuselised m6ddud, naiteks joonlauad, tizsssilved
2. modteriistad (mdoturid)
3. mdotemuundurid
4. abimddtevahendid
5. mootesusteemid vdi -kompleksid vdi seadeldised.

M066dud on seadeldised mingi flusikalise suuruse repreeutsiseks. Naide: kaaluvihid.

Mdodteriist on moodtevahend, mis vdimaldab saada mddteandnmeatlejale vahetult tajutaval
kujul. Naide: osutm®dteriistad, klaas-vedelik temaetrid.

Moo6temuundur on ette ndhtud mdodteinfo saamiseks, muundamise#tastamiseks ja pole

varustatud vahendiga vaatlejale vahetu info sa&sis&una puudub naiduseadis. Naide:
moodtevoimendid. Médtemuundurite eriliigiks on anduesmase mododteinfo saamiseks. Naide:
termopaar, niiskusmoodtja mahtuvuslik andur.

Abim&o6tevahendid on seadmed, millega kontrollitakse mddteriista titigpmusi, fldsikalisi
mdjureid jne. Naiteks kuivelemendi elektromotoorjpédaramise t60s kasutatakse normaalelementi
elektromotoorjdu standardi reprodutseerimiseks, tm@&@®d ise tehakse aga potentsiomeetri sisese
pingeallikaga.

Modtesusteemon mitmest eelpoolmainitud médtevahendist koodtatadeldis.
lga mdotevahendi juurde kuulub pgasida dokumente, mis normeerivad

e mOOGtepiirkonna

e mdoobtediapasooni
o tundlikkuse

« mOootevea jne.

6.1.1. MOotevahendi kasutamistingimused

Modtetulemus soltub peale mddtesuuruse vaartuse juowsliku muutuse mingil maaral ka
moodtetingimustest. Mootevahendi kalibreerimistuleeds kehtivad kalibreerimistunnistuses
esitatud maaramatusega ainult siis, kui moodtevalemddjuvad suurused, nagu temperatuur,
ohuniiskus, 0©hurdéhk, mo&odtevahendi kaldenurk hotsalasendist, hairevdljad jms on
kalibreerimisel kehtinud piirides.
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Mdootevahendi kasutamistingimusi kirjeldatakse m@ébendi naidule mdjuvate suuruste vaartuste
abil. Mojuvate suurustena ehk mojuritena vaadelglaksnult neid suurusi, mille moju
moodtetulemusele  on  praktiliselt vOimalik margata j&kindlaks teha.  Naiteks
pikkusmdodtevahenditega méotmisel on temperatuuumsjiurus, dhurdhk aga vahemaojuv suurus.
lga moobtevahendi kohta on normdokumentidega taelalikindlaks maaratud neli erinevat
kasutamistingimuste piirkonda Need on:

1. Normaaltingimused on tingimused, mis kehtestatakse mddtevahendiohetiliseks
kontrolliks vdi mdodtetulemuste vastastikuseks v@mikeks. Leppetingimused on kodige
soodsamad maOdtetingimused ja need hdlmavad talalisevessevoetud mojurite
nimivaartusi voi nimipiirkondi. Universaalseid noaaltingimusi ei ole, need kehtestatakse
individuaalselt igale mddteriistale (temperatuuniskuse-, 6hurdhu-, toitepinge vahemik
jne). Naiteks etalonnormaalelemendi puhul on lubatutemperatuurivahemik
(23,000 = 0,005FC. Tavalistel seadmetel on see 2D voi 23 °C Umbruses £ 0,1 kuni
+5°C.

2. Tooétingimused on mddtevahendi kasutamistingimused, mille komabotevahendi
metroloogilised omadused on eeldatavalt etteantuddgs. Viimased on tavaliselt
kirjeldatud mddtevahendi spetsifikatsioonis. Taselli valjendavad t66tingimused
mdootesuuruste ja mojurite etteantud vaartusi videéehulka.

3. Piirtingimused on tingimused, mille iseloomustavate suuruste tedpodotevahend peab
vastu pidama riketeta ja metroloogiliste omadustednemiseta tema edasisel kasutamisel
toéotingimustel. Mootevahendi sailitamise, transipode ja kasutamise piirtingimused
vOivad Uksteisest erineda. Piirtingimused voOivadalsiada moodtesuuruste ja mdjurite
piirvaartusi.

4. Sailitamise tingimusedon tingimused, mis ei kahjusta mddtevahendit Kea phja
jooksul.

Kolme esimese tingimustepiirkonna omavahelisi gdhtéseloomustab joonis 6.1.
Sailitamise tingimused reglementeeritakse modtevadingotingimustest sbltumatult. Nad ei ole
kunagi piirtingimustest laiemad ega normaaltingitesskitsamad, aga to6tingimustest voivad nad
olla kitsamad v&i laiemad olenevalt konkreetse ra@@hendi omadustest.

Standard ISO 1 on kehtestanud t66stuslike pikkusmi@fe valdkonnas universaalseks
normaaltemperatuuriks 20 °C. Md06tevahendite spledsgioonidest nahtub, et normaaltemperatuuri
pirkonnad sisaldavad reeglina universaalse non@@geratuuri vaartuse. Tldpilised

normaaltemperatuuri piirkonnad on 18 °C ... 224@5% °C ... 25 °C.
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Normaal- X
tingimused

A

Piirtingimused

L

Joonis 6.1.M66tevahendi kasutamistingimusi iseloomustavat&gndade suhted.

6.1.2. M6otevahendi tapsusklass

Mdodotevahendi tapsusklasson mddtevahendi dldistatud karakteristik, mis rahatrema suurima
lubatava pohi- ja lisavea, aga samuti teised tdpsdgutavad omadused vastavalt mooteliikidele
kehtestatud standardile.

Selleks uldistatud karakteristikuks voib olla:

1. Absoluutpdhiviga A, A x. Definitsiooni kohaselt on absoluutpdhiviga maksaiselt lubatud

viga normaaltingimustel. Absoluutpdhiviga on alatsitivne suurus, seejuures eeldatakse, et
mdddetav suurus satub intervdliA_,+A_]. Kasutatakse peamiselt mdatude puhul.

Naide 6.1.Esimeses praktikumi tods kasutatava nihiku abspéhiviga on 0,05 mm.

Naide 6.2. Kaaluvihid klassifitseeritakse viide tapsusklassi Kasutatud klassile vastavad
absoluutpbhivea vaartused leitakse vihtide komptekhilisest dokumentatsioonist.

Naide 6.3.0lgu meil keha kaalumiseks vaja kolme vihti — 1 & g ja 2 g. Kasutades selle keha
kaalumiseks 3. klassi vihte, saame pdhiveaks

Am=+12 +F + 06’ =+/153=124mg.

B-tllpi maaramatuse jaoks saarag = 124 = 7,2mg.

NE

Kaaludes sama keha 4. klassi vihtidega, saame @déksv

A,m=~120 + 30 + 6 =+/15300=124mg.

Markus: Kaalumisel tuleks alati kasutada vOimalikufihe, s.t vBimalikult suuri vihteViimase
vaite illustreerimiseks arvuta ise kaaluvihtide avigthu jaoks, kus keha kaalumiseks kasutati 21
50 g-list ja Ghte 2 g-list vihti.
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A X
X,
esipaneelile vOi skaalale kantud tapsusklassi t&hisuhtpbhivea vaartus) ringi sedslasside

tahised on siin informatiivsed. Vene paritolu seathh voib olla suhtpbhivea tahiseks ka
venekeelne sonaJKACC.

2. Suhtpdhiviga 6, =5 x =

100%. Kui tdpsusklass on suhtpdhivea kujul, siis ondesa

A X

3. Taandpdhivigay, =y x= 100 %. Rb6huva enamuse osutmaddteriistade puhul on kseiut

norm

see karakteristik. Seadme esipaneelile vbi skaaalé&antud tdpsusklassi tahis (= taandpdhivea
vaartus) _ilma ringita. Naiteks 0,5 vbi 1,0 jne. Kasutusel on tapsuskiiessirida

@.0; 15, 20; 25, 30;40; 50; 60) -10", kusn=1 0, -1 -2, ...

Naide 6.4.0Oletame, et mdbtsime voltmeetriga alalispinge wis@itsU =587,2 V. Voltmeetri
klass olgu0,5 ja skaala ulatus), =1000 V Sel juhul avaldame esmalt taandp&hivea valemist

absoluutpdhivea U =% ja seejarel leiame B-tlilipi maaramatuse:

AU y,-U, 05-1000

Ug = = = =2
7 J3 1003  100-4/3

4. Konstandid €ja f kujul € [ f taandpdhivea arvutamiseks valemist:

70:{e+ f(m—lﬂ,%.

Xnéiit
Naide 6.5. Oletame et mddtsime arvvoltmeetriga vahelduvpingéektiivvaartuseks
U, = 19080V . Olgu voltmeetri tapsusklass esitatud kujul 0,052 ja oletame, et kasutasime

voltmeetri piirkondalJ , = 20 V. Sel juhul avaldame esmalt taandpdhiveanaadt absoluutpdhivea

9V.

AU :M: 005+ 002- 20 -Q: 0,0113Vv
100 15080 100

ja seejarel leiame B-tltpi maaramatuse:

L _AU _ 00113
V3 V3

NB! Monikord antakse analoogilise valemiga ka mo&txiisuhtpdhiviga. Seetdttu tuleb alati
seadme passist lugeda, mis veaga on tegemist.

=0,0065V .

5. Absoluut- ja suhtvea kombinatsioon. MOnikord kasutataksedigitaalsete mdodteriistade
tapsusklassi esitamisel kombinatsiooni absoluutyaagihtelisest veast.

Naide 6.6.Digitaalse multimeetri viga antakse kuijul
Tapsus= 025% rdg+ 2D.

Selline esitusviis on praegu digitaalsete riistadlkul kbige levinum.
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Sellist esitust tuleb mdista jargmiselt: Lugemi @batpdhiviga on 0,25 % lugemist pluss lugemi
viimase kehtiva koha kaks thikut.

Oletame, et saime multimeetriga moodtes pinge vaéékall = 6,25 V. Siis absoluutpdhiviga

A, :%CS- 625V + 002V = 0016V + 002V ~ 004V .
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6.2. M606tevahendi metroloogilised omadused

6.2.1. Kostekarakteristika, tundlikkus, kostelavi, lahutusvoime, suikeulatus,
kosteaeg ja moonutusvabadus

Vaga paljude mddtevahendite spetsifikatsioonidegsitatud mddtevahendite kostekarakteristika,
mida nimetatakse ka valjundkarakteristikaks. Koastakteristika on moodtevahendi sisendi ehk
stimuli ja sellele vastava valjundi ehk koste Matee soltuvus maaratletud tingimustel. Naitena
vOib nimetada termopaari elektromotoorjdudu temipera funktsioonina. Stiimuli ja koste vahelist
sOltuvust voib valjendada algebralise vorrandietiadi graafiku kujul.

Samuti on mddtevahendi Uhe metroloogilise omadusgpeisifikatsioonis tavaliselt toodud
mdootevahendi tundlikkus, mis on koste muutuselja sekitanud stiimuli muutuse suhe, st

T
kus T - mo6dtevahendi tundlikkus,
AX — mddtevahendi naidu (mdddise) muutus;
AX — mosGtesuuruse muutus

Tundlikkuse néitena vOib tuua 1 pm jaotisevaartasegkromdoturi (Ulekanne 1000:1), mille
tundlikkus on 1 mm 0,001 mm kohta, sest mé6teseunasutus 0,001 mm vorra tekitab naidikus
viida nihke ehk lugemi muutuse 1 mm.

Mddtevahendi tundlikkusega on tihedalt seotud KasieKostelavi on stiimuli suurim muutus, mis
ei tekita koste margatavat muutust eeldusel, amuiti muutub aeglaselt ja monotoonselt.
Mdodtevahendite kostelavi voib sdltuda naiteks sisest vOi vdalisest muirast, likuvate osade
vahelisest h6drdumisest, aga ka stiimuli vaartusest

Mdodtevahendi néidu votmisel on vaga tahtis naiddwtusvéime, st naidikult saadavate naitude
vaikseim erinevus, mida on vdimalik mottekalt extd. Numbernaiduga néidiku korral on selleks
naidu muutus, kus kdige madalama jargu number nbuiitte sammu (numbersammu) vorra.
Skaala ja viidaga varustatud naidikuga mooteristarral maarab lahutusvdime pohiliselt
skaalajaotuse pikkus. Uldiselt on mddteriistadeinttatav naidu muutus, mis on vahemalt 1/5
skaalajaotuse pikkusest.

Mddtevahendi metroloogiliste omaduste hulka kuukab suikeulatus, st maksimaalne piirkond,
milles sisendit ehk stiimulit véib mdlemas suunaguta, ilma et muutuks valjund ehk koste.
Mdodtesuuruste vaartusteks, mille juures maaratak@@tevahendi suikeulatus, valitakse tavaliselt
maootepiirkonna alumise ja Ulemise piirvaartuse dsed vaartused, vahel ka moddtepiirkonna
keskmine vaartus. Mddtepiirkonna suikeulatust péiiajuad hédrdumine, surnud kaik, elastsed
mojud, histerees jms. Suikeulatus ei ole alati teorise, eriti liikuvate osade vahelise hd6rdumise
vOi hé0rdeteguri muutuse tottu. Tavaliselt margakmddtevahendite spetsifikatsioonides, et
suikeulatus on véaiksem teatud piirvaartusest.

Mddtevahendi reageerimisvbimet moddetavale suweuseskeloomustab kosteaeg. See on
ajavahemik hetkest, millal sisendit ehk stiimutieantud méaéaral jarsult muudetakse, hetkeni, millal
valjund ehk koste jduab ja jadb etteantud piiridegsia pusiva |dppvaartuse Umbruses. Naiteks
termomeeter, hiigromeeter.
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Eristatakse ka veel mddtevahendi reageerimisaeifjaksnon ajavahemik hetkest, mil sisendit ehk
stiimulit etteantud mé&aral jarsult muudetakse, &tk mil valjund ehk koste j6uab etteantud
leppevaartuseni. Naiteks gaasianallisaatori reagesaeg t;o vastab tasemele 10 %
gaasikontsentratsiooni |dppvaartusest naidikul.

Moningad mootevahendid ei ole neutraalsed moddeshjekti voi mddtesuuruse suhtes ja voivad
neid moonutada. Seega iseloomustab md&o6tevahendaad nksugune omadus nagu
moonutusvabadus. See on mdodtevahendi voime mitjatawd modtesuuruse vaartust. Naiteks
vorddlgne kaal on moonutusvaba, aga takistusterratenemis soojendab ainet, mille temperatuuri
moodtmiseks ta on ette nahtud, ei ole moonutusvaba.

6.2.2. M6otevahendi tapsus

Mddtevahendite Uheks kdige tahtsamaks omadusek$psus. Tapsus on mddtevahendi vdéime
anda mootesuuruse vaartusele lahedasi kostei@sBeiharatlusest ilmneb, et méotevahendi tapsus
on kvalitativne madiste, sest ta on ndidu ja modbesse vaartuse kokkulangevuse naitaja.

Kvantitatiivselt hinnatakse m66tevahendi tapsusbtiedahendi sistemaatilise naiduhélbe abil. See
on ka mdotevahendi nédidu ja sisendsuuruse vaaralse Selles tdhenduses kasutatakse ka mdoistet
naiduviga, mis viitab mittesoovitud korvalekaldeléuna aga mootesuuruse vaartust ei ole
pohimotteliselt véimalik teada, peame praktikas te®duruse vaartuse asemel kasutama selle
mingit leppevaartust. Hinnangu modtevahendi stusaifiseele ndiduhalbele saame mddtevahendi
kalibreerimisel, kusjuures leppevaartuseks on eigdorealiseeritud suuruse vaartus. Méddu puhul
on sustemaatiliseks naiduhalbeks sellele omist&igydvaartuse korvalekalle vaartusest, mille
saame moddu kalibreerimisel. Mddtevahendi sustehsaahaiduhdlbe voib esitada ka suhtelise
naiduhélbe kujul, st m66tevahendi sistemaatilisgumdlbe ja vastava leppevaartuse suhtena.

Nagu varem oleme tédenud, esineb praktilistel m&i&hparaku alati mddtetingimuste juhuslikke
muutusi, mis pdhjustavad juhuslikke muutusi saaddddistes. Osa neist tulenevad valismdjudest,
teine osa aga moodtevahendi omadustest. Mojudeamiiise nduaks vaga mahukaid uurimisi.
Kdikide juhuslike mdjude minimeerimiseks kordame a&tmdist korduvustingimustel ja
keskmistame tulemuse. Selle ja kasutatud suurpgeV@artuse vahe annabki meile siistemaatilise
naiduhéalbe hinnangu. Mddtevahendi voimet anda ndig on vabad sistemaatilisest naiduhalbest,
kirjeldatakse mdotevahendi digsusega.

6.2.3. Stabiilsus ja triiv

Kasutaja seisukohast on tahtis, et mdotevahendak&iloma metroloogilised omadused ajaliselt
muutumatutena. Seda mdosGtevahendi omadust nimesatakabiilsuseks. Stabiilsust voib
iseloomustada néaiteks aja kaudu, mille jooksul atetgilised omadused muutuvad etteantud
maaral, vOi omaduse muutuse kaudu etteantud ajarkbhgooksul. Kui mdistet mddtevahendi
stabiilsus kasutatakse mingi teise suuruse kusafdes, tuleb see kasutusviis eraldi &ra markida.
Mdootevahendi metroloogiliste omaduste aeglast sdjalnuutumist nimetatakse triiviks. Triivi
pdhjuseid vdib olla mitmeid, naiteks rauast kaaluvbostetamine, mistbttu tema mass langeb,
samuti voib takistustraadi pind reageerida mdne Kidastisosaga ning seelébi voib tema takistus
ajapikku muutuda. Kui seadmel on liikuvaid osasidgu néaiteks tiivikanemomeetril, siis temas
olev méare vbib vananeda ning hodrdetakistus vékata vahehaaval suurenema.
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6.2.4. Naidu korduvus- ja korratavusvdime

Et hinnata mdotevahendi vBimet anda lahedasi kahskeii modtmine toimub samadel tingimustel
ja sama stiimuli korduval rakendamisel, tuleb sed#Etevahendit katsetada korduvustingimustel.
Kuna mdodtevahendi naidu korduvusvbimet saab kwitiselt valjendada naitude (mdddiste)
jaotuskarakteristikute abil, siis nende katsetertuwlsel saab leida korduvusstandardhalbe hinnangu
s (vajadusel saab selle kohta tdpsemalt lugeda taamdodtmised ja mddtemaaramatused,
Laaneots ja Mathiesen).

6.2.5. MOotevahendi naiduhalbe piirid

Kdikide mododtevahendi metroloogilistest omadustadertevate efektide moéju mddtevahendile
vOetakse arvesse naiduhélbe piiride (piirvea, \medp) maaramisel. Viimase all mdeldakse
moodtevahendi spetsifikatsioonis, kasutamisjuhen@igusaktis véi ménes muus dokumendis
lubatud naiduhalbe piirvaartust. Tavakasutuses gaifdiselt oletada, et mé6tevahendi kasutamisel
saadud juhuslik ndiduhalve ei tleta mddtevaheratiEantud naiduhélbe piire.

Mones metroloogia valdkonnas kasutatakse ka termméotevahendi néidu taandhélve
(taandvigg. Selle mdiste all mdeldakse naiduhalbe piiri jangn antud mddtevahendi jaoks
kindlaksmé&éaratud vaartuse suhet. Kui see kindlaksatdd vaartus on mootevahendi skaalanaidiku
dlemine piir, siis maarab néaidu taandhélve protdent tavaliselt mddtevahendi tdpsusklassi.
Naiteks mdotevahendi néidu lubatud taandhalbe Okb®#al voib sellele mddtevahendile omistada
tapsusklassi 0,1.

Tingituna moodtevahendi konstruktsioonist vOi teatki@lsutamisalast ei pruugi positiivsed ja
negatiivsed naiduhélbed olla vbérdsed. Seepéarast miaiodustada ka erinevad naiduhélbe piirid.
Mddtevahendi naiduhélbe piirid maaratakse tavaliseldlaks kooskdlastuste, ettekirjutuste, riigi
poolt allkirjastatud lepingute (Euroopa Liidu jubij aga ka kalibreerimis- voi taatluseeskirjade
alusel. Taatluseeskirjad ja nende kehtivus on iselalnormitud neid valjaandva riigi tasandil.
Kvantitatiivselt esitatakse néaiduhalbe simmeetdis piirid tavaliselt kas konstantsetena
modtesuuruse Uhikutes moodtevahendi kogu modtepir&oulatuses, syt = a; vOi nadiduga
proportsionaalsetena, 4t= bx, vOi eelneva kahe summanadst a + bx

6.3. Mootevahendite metroloogilise kontrolli liigid

6.3.1. Kalibreerimine ja justeerimine

Mddtevahend kalibreeritakse mddtetulemuse seostatsgavutamiseks. Kalibreerimine on
menetlus, mis fikseeritud tingimustel maarab kikdlaeose mdodtevahendi poolt esitatud vaartuse
(né@idu, moodise) ja etaloni abil realiseeritud siservastava vaartuse vahel.

Moistet kalibreerimine ei tohi segi ajada madistggateerimine. Viimane on tegevus, mille
eesmargiks on mddtevahendi viimine kasutamiseksasde to66reziimi. Justeerimine nduab seega
tehnilist vahelesegamist, mille tulemusena voib ada mddtevahendi kostekarakteristika. Naiteks
kaaluviht justeeritakse ettenahtud kirjevaartuseahaviilimise voi pliihaavli juurdelisamisega, mis
tdahendab kaaluvihi massi muutmist kirjevaartuseeddisse. Teise naitena vOib nimetada
takistusm60du justeerimist leppevaartuseni traallkyse muutmisega ja balanssiiri (ankru)
justeerimist soovitud vonkesageduseni spiraalvgdikuse muutmisega. Mootevahendit saab
justeerida ka tema vordlemisel tédpsema moddu voidtevdhendiga, paigutades selleks
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moodtevahendisse  moOobtesignaali  muutva  ldli.  Justesel  kdigus  rakendatakse
reguleerimisvdimalusi, mis ei tarvitse olla kat@esavad tavakasutajale.

Justeerimist, mille ké&igus rakendatakse ainult mdd@itendi kasutajale ettendhtud
reguleerimisvdimalusi, nimetatakse mddtevahenddmeseks. Naiteks mddtepiirkonnaga lle 25
mm kruviku korral on enne mddtetoimingu algust imkruviku komplektis oleva seademdddu abll
sattida paika nullndit. MAningate teiste mdodtevalitenkorral tdhendab seadmine m&dtevahendi
alg- ja I6ppnaidu reguleerimist. Mddtevahendil, engbadistatakse mingis naiduseadise voi skaala
kindlas punktis, toimub reguleerimine mddtevahdnplektis oleva seadem&ddu, sertifitseeritud
etalonaine vdi muu kindlalt maaratletud objektigjanii, et nait oleks vdimalikult lahedane
seadeobjekti kirjevaartusele (nimivaartusele).

Enne kalibreerimisele asumist tuleb kontrollidas Kallimus naeb ette mddtevahendi eelnevat
justeerimist voi mitte. Kui justeerimisvajadus dmme, aga ei kajastu tellimuses, tuleb kisimus
kooskdlastada telljaga. PoOhjuseks on see, et gustsega muudetakse mootevahendi
metroloogilisi omadusi, mille katkematu jalgiminéib olla oluline m&dtevahendi valdajale.
Valdaja voib naiteks kasutada mddtevahendit etaboxdi kontrollmédduna.

Kalibreerimise maaratlusest johtub, et erinevalt 6teGahendi justeerimisest ei toimu
kalibreerimisel tehnilist vahelesegamist. Naidikugadtevahendi kalibreerimisel tehakse kindlaks
naidu ja mootesuuruse leppevaartuse vaheline midlgeemaodtude korral aga méddu kirjevaartuse
ja leppevéaartuse vaheline moodtehalve. Kalibreeggason tegu ka siis, kui maaratakse naiteks
pingemodoturi skaalategur voi tehakse kindlaks gl varustatud ampermeetri naitude ja
voolutugevuse leppevaartuste vahelised mdodtehalBadibreerimismenetluse erijuhtumiks on
tingskaalaga varustatud mdodtevahendi gradueerimgtemddtesuuruse vaartustele vastavate
skaalamarkide, vahel ka ainult kindlate pohimarkaetuse maaramine naituril.

Kalibreerimisel saadud mddtevahendi sisendsuummgtesuuruse, stiimulite) ja valjundsuuruste
(mdddiste, kostete) vahelise sbltuvuse voib esitabali, graafiku vdi valemi abil. Kalibreerimisel
saadud arvuline tulemus — naiduhalbe hinnang kelle kinnangu maaramatusega — vdimaldab
kindlaks maéaérata modtevahendi néidule vastava péamdmdi, mis on vdrdne naiduhalbe
hinnanguga, kuid on vastandmargiga. Kalibreeringstws esitatakse vastavas dokumendis, mida
nimetatakse kalibreerimistunnistuseks voi —aruasdek

Kokkuvotteks voib 6elda, et kalibreerimisel madkata kindlaks mdodtevahendilt saadud
mdootesuuruse vaartuse hinnangu (naidu, méddisslla suuruse leppevaartuse vaheline sdltuvus.
Seega on kalibreerimine kdige olulisem metrolosgilkontrolli liik. Kalibreerimisel vdib maérata
ka teisi modtevahendi metroloogilisi omadusi, rksteinnata mdjurite toimet naidule jne.

Naide 6.8. Millise tapsusega peab ole
valmistatud pendliga kella pendli pikkus, et ta
valetaks Uhe kuu (30 p) parast rohkem kui (

minuti? Pendli valem ol = Zﬂ\/I.
g
Lahendus:

Avaldame pendli pikkuskfunktsioonina perioodist
ning konstantidest ja g:
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2 2
T:27r|— = T2:I_ :>I=T g
g 4-7° ¢ 4.7

Pendli pikkus peaks olema:

_T?.g 17-980665
4.-7° 4.7°

| = 0,2484053m = 2484053 mm

Leiame nuud pendli pikkuse tuletise perioodi jargi:

oT 4-22 T

o 2T-g 2

Pendli perioodi erinevust Uhest sekundist tahistakiega, vaikest pendli pikkuse erinevus
tahistameAl-ga, seega

A= AT oo AT
ot T

Arvutame nutd vélja suhteT/T:
AT =1 minutit, T = 30 paeva = 30 * 24 tundi = 30 * 24 * 60 minuti43200 minutit, seega

AT 1
T  4320(

~ 0,0000231

Pendli pikkuse erinevus digest vaartusest voibatizsmaksimaalselt:

Al =2 -£: 2-248 mm -L: 0011 mm
T 4320(

Seega peab olema kella pendli pikkus 248,405 mnD+10mm, et kell ei eksiks Uhe kuu jooksul
rohkem kui Ulhe minuti.

Naide 6.9.Jatkame pendli iilesannet. Vanaisa seinakell ondseeglgusest saadik maha jaanud,
ligikaudu 5 minutit igas kuus. Kuidas seda kellst@erida, et kell hakkaks tdpsemalt kaima?

Lahendus:

Seose pendli pikkuse ja kella ebatdpsuse vahediteedjuba eelmises ndites, kasutame seda, et
leida pendli pikkuse ebatépsus:

Al :a_I.AT:2| £
or T

AT = 5 minutit, T = 30 paeva = 30 * 24 tundi = 30 * 24 * 60 minutit 43200 minutit,
| = 248,405 mm, seega
Al =2 -£=248-L= 0057 mm.
T 4320(
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Kuna kell ja&b maha, siis jarelikult kdib kell Bigaeglaselt, seega on pendel liiga pikk, jarelikult
tuleb pendlit lihemaks teha. Seega on meil vajalppikkust lihendada ligikaudu 0,06 mm vérra.
Tekib kisimus, et kuidas Uldse mdota pendli pikRidehaanika teadmistest [&ahtuvalt, voime votta
pendli pikkuseks vahemaa pendli vonkumistelje rpegdlististeemi masskeskme vahel. Siit saab
ka juba idee pendli pikkuse muutmiseks — tuleb tatla pendli masskeset. Naiteks l&ahtudes pildil
oleva kella pendli kujust — pendli pommi Ulemisgsao(et masskeset teljele lahemale viia) tuleb
kinnitada Uks lisaraskus. Selle lisaraskuse masdamiseks on tarvis teada pendli massi ning tema
kaugust vonkumisteljest. Oletame, et oleme hinngrardmi massiks 200 grammi ning joonlauaga
mootnud, et kaugus pendli vonkumistelje ning plaitee lisamassi asukoha vahel on 190 mm.
Kasutame nuud masskeskme arvutamise valemit (midemtne aritmeetilise keskmise arvutamise
valemiga):

I

keskmine mkogu = Ipendel ’ mpendel + llisamass' Mysamass:

Ikeskmine' (mpendel + rnlisamass) = Ipendel ’ mpendel + llisamass' Misamass

I I I I m

keskmine " Myisamass ~ lisamass™ Mhisamass = pendel mpendel ~ Tkeskmine " ' 'pendel

Avaldame niid suurusBisamass

mpendel ’ (l pendel — Ikeskmine) _ 200- 0057 _
| I 248-190

rnlisamass = ’

keskmine ~ 'lisamass

Seega peab pendlile lisama 0,2 g-se lisaraskusze hekkaks tapsemalt kaima.

Tdendaoliselt ei olnud pendli massi hinnang 200 gikiipne, seega kell ei kai ikka tapselt. Kui
nddd uuesti leida, kui palju kell valetab, on sahtilemusest voimalik vélja arvutada pendli mass
ning selle kaudu tapsem lisamassi raskus.

6.3.2. Tudbikinnitus

TlOdbikinnitus on toiming, mille kaigus tehakse néd@hendi dokumentatsiooni ja tidbihindamise
tulemuste alusel kindlaks, kas antud tltpi moddtemdlga modtmisel voib eeldada etteantud
tdpsuse sailimist kindlaksmaaratud ajavahemiku gobkKdneallolev médtevahend peab olema
gradueeritud seaduslikes Uhikutes. Tuubikinnitusentusena véljastatakse tuubikinnitustunnistus.
See sisaldab md&odtevahendi antud tiubi metrolotgilisnaduste ning vajadusel lisatingimuste,
piirangute ja tdhtaegade kirjelduse. Tuubikirjeldus kohustuslik mddtevahenditele, millele eri
oigusaktis on kehtestatud taatluskohustus.

Tladbikinnituse teostaja on tavaliselt riigi poodaslusega maaratud riigiasutus (Eestis on selleks
asutuseks Tehnilise Jarelevalve Inspektsioon). ikinibtuse aluseks on tuubihindamine, st the
vOi mitme sama tudpi mdotevahendi sistemaatiliratlua ja katsetamine dokumenteeritud nduete
pdhjal. Tadbihindamine toimub omaette asutuses])eksl vbib olla vastava maodteliigi alal
akrediteeritud mootelabor. Tuubihindamise tulemuteklimenteeritakse tiubihindamise aruandes.

Tladbikinnitus antakse reeglina modtevahendile,eamiletroloogilised ja kasutusomadused vastavad
kas Rahvusvahelise Legaalmetroloogia Organisatsidohkumentide OIML D ning soovituste
OIML R vdi Euroopa Liidu direktiivides kehtestatudbuetele. Kui mddtevahend pole nimetatud
dokumentides kajastatud, siis on thdbikinnituse  sels rahvusvaheliste
standardimisorganisatsioonide (Rahvusvaheline @tadidisorganisatsioon — ISO, Rahvusvaheline
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Elektrotehnikakomisjon — IEC, Euroopa Standardikemi — CEN, Euroopa Elektrotehnika
Standardikomitee — CENELEC) standardite nduded.

Mootevahendi tudbikinnituse taotlejaks voib olla Gtévahendite valmistaja vdi tema volitatud
esindaja vOi importija, kes esitab vastava taotkses tllbihindamise aruandega kompetentsele
riigiorganile (tudbikinnituse teostajale). See aatpb nduetele vastavuse korral moodtevahendi
tuubikinnitustunnistuse ja annab diguse kanda mvadiendile taubikinnitusmark.

6.3.3. Taatlus

Taatlus on taatluseeskirjadele vastav menetlus,h@imab mddtevahendi vastavuse kontrollimist
moodtevahendi tlubikinnituses toodud metroloogilsstemadustele ja méodtevahendi sellekohast
margistamist diguspadeva taatlusasutuse poolt. rilintisega selgitatakse, kas modtevahend
vastab taatluseeskirjade nduetele, eelkdige tdmitlioe piiride osas. Margistamisega kinnitatakse
vastavust. Taatluseeskiri on padeva organi poohtdstatud kohustuslik tegutsemisreeglistik
kindlat liiki vOi tldpi modtevahendite taatlemiseksTaatlus loob eelduse oletada, et
taatluskehtivusaja jooksul modtevahendi kasutaneseh naiduhalve jaab lubatud piiridesse.

Siinkohal meenutame, et mOoodtevahendi taatlust k8ata mddtevahendi kasutamisel
taatluskohustuslikus valdkonnas ning et taadeldab sainult thubikinnitust omavaid
moodtevahendeid. Taatlus on liigitatud esma- korgaserakorraliseks taatluseks. Mddtevahendi
esmataatluse eesmark on kindlaks teha, kas taaitsepsi seni mittelabiteinud mddtevahend
vastab taatluseeskirjas esitatud nduetele ja ktudttiitbile. Kordustaatluse eesméark on kindlaks
teha, kas mootevahend vastab jatkuvalt taatlusgeskesitatud nduetele ja kinnitatud taubile.
Kordustaatlusele kuuluvad taatluskohustuslikes kaidades kasutusel voi kasutusvalmis olevad
mdootevahendid kindlate ajavahemike (taatluskehtiggy jarel. Taatluskehtivusaja jooksul tuleb
taatluskohustuslikku mddtevahendit erakorralissdidelda juhul, kui on testatud, et mddtevahend
ei vasta taatluseeskirjas voi tudbikinnituses #kgad nduetele, ja parast modtevahendi remonti.
Erakorralise taatluse algatab ja korraldab tavialiSeelvalvet teostav vastav volitatud juriidiline
isik, aga seda vdib nduda ka mdotevahendi valdaja.

Vastandina kalibreerimisele justeeritakse taatlk&igus vajaduse korral mdotevahendit, et viia
naiduhalve taatlushalbe piiridesse. Taatluse tutedukumenteeritakse taatlusprotokollis, mis peab
sisaldama taatluse labinud mddtevahendi(te) idkatsfiooni ja viidet kasutatud taatluseeskirjale.
Kui taatluse kaigus ilmneb, et taatluskohustusli#tevahend ei vasta taatluseeskirjade nduetele,
tuleb see vastavalt margistada ja véljastada tadilietele mittevastavuse protokoll.

Kokkuvdtteks voib 6elda, et taatlus annab mdodtendh&asutamiskdlblikkuse kohta vastusé
vOi ei, kalibreerimine aga seose kasutatud leppevagdus®dtevahendi naidu vahel, jattes otsuse
langetamise mddtevahendi sobivuse kohta antud mééksimddtevahendi kasutajale.

126



Lisa 1. Studenti t-kordaja vaartused

Studenti t-kordaja véaartusedt, (p )soltuvalt vabadusastmete arvust=N -1 ja soovitavast
usaldusnivoosip.

Vabadusastmete Osa p protsentides
arv V= N-1
68,27" 90 95 95,45" 99 99,73"
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 453
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077
o0 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000

(1) SuuruseX jaoks, mida kirjeldab normaaljaotus keskvaartus&gaja standardhalbegar, ,
sisaldab vahemikxtko, p=68,27, 95,45 ja 99,73 protsenti jaotusest vaditaka 1; 2 ja 3
korral.
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Lisa 2. Vihtide lubatud vead

Tavaliste vihtide lubatud vead milligrammides [MGIOST 7328-65 jargi)

m
509
2049
10g
59
29
1g

1. KI.
0,12
0,08
0,05
0,03
0,025

0,015

2. kl.
0,6
0,4
0,25
0,16
0,12

0,08

3. Kl.
3
2
1,2
0,8
0,6

0,4

4. Kl.
30
20

12

5. K.
300
200
120

80
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MOOtmised ja
mootem aaramatused

Measurements and uncertainties

Erko Jakobson, PhD



MMM — Mootmise definitsioon

Modtmine on rahvusvaheliselt defineeritud kui menet luste
kogum, mille eesm argiks on moodetava suuruse vaartuse
maaramine. Teadusharu, mis kasitleb suuruste mootmi St,
nimetatakse metroloogiaks.



MMM - Opivaljundid

Kursuse positiivsele hindele labinud dlidpilane:

1. moistab metroloogia pohitddesid;

2. oskab rakendada mooteprotseduuride juures enamkasutat avaid
jaotusseaduseid,;

3. teab enamlevinud mootmismeetodeid ning mootem aaramatuse
hindamise paremaid praktikaid;

4. suudab lihtsamatel juhtudel hinnata mootmisandmet e,
moOteseadmete passide ja kalibreerimistunnistuste n ing

muude kattesaadavate andmete pohjal moodtetulemust n Ing
selle usaldusvahemikku;

5. tunneb ara seadmetel enamkasutatavad tapsusklassid ning
oskab neid rakendada;

6. oskab kirjeldada m6otevahendite metroloogilise kont rolli
meetodeid;

7. oskab mootmist planeerida, koostada mootmiste mude lit ning

seda rakendada.



MMM - Hindamismeetodid

Hindamismeetoditeks on kodused t66d, kirjalik test, grupitéo ning
kirjalik eksam.

Koondhinde moodustavad:

» kodused to6d (Opivaljundid 2, 3, 4, 5) — 10 %,

 test (Opivaljundid 1, 2, 4) — 20 %,

e grupitoo (opivaljundid 3, 4, 7) — 10 %,

» eksam (Opivaljundid 1, 3, 4, 5, 6) — 60 %,

e preemiapunktid — XX %.

Testis ning eksamil on tlesande juures ara toodud, palju punkte mingi
tlesanne annab (kui tlesanne on jagatud mitmesse os  sa, siis palju
punkte mingi osa annab). Grupitodl hinnatakse t60 pust itust, meetodi

sobivust, tulemuse Gigsust ning t06 vormistust.

Koik hindamismeetodid tuleb sooritada positiivsele h Indele, s.t. peab
saama Ule 50 % punktidest.

Koondhinne arvutatakse vastavalt praegu kehtivale %  -slUsteemile
("A" =>90 % jne). 4



MMM - Hindamismeetodid

Test ja eksam on kirjalikud, testi vormis ning sisal davad ksimusi nii
teooria osast kui ka praktilist arvutamist. Spikerdam Ine on
limiteeritud. Kaastudengeid, raamatuid, konspekte, a  rvuteid, telefone
jne pole lubatud kasutada. Laual voib olla kalkulaa  tor ning Uks A4
formaadis lehekulg vabalt valitud kasitsi kirjutatud teksti, nagu
valemid, definitsioonid, jne.

Testi ja eksami tulemuste kontrollimine kaib lahendi matriitsi abil — on
kaks varianti, kas vastus on Oige v0i vale. Lisalehe  d on arvutam iseks,
neis olevat infot tldjuhul ei kontrollita ega hinnat a.

Grupitd0 on Opitu praktiliseks kasutamiseks. Grupi suurus on kuni 5
tudengit, Ulesandega moota mingit etteantud parameet rit kAeparaste
vahenditega ning vormistada modtmistulemus koos moot e-
maaramatusega. Naiteks vOiks olla futsikahoone fuaje = e pikkuse
mootmine, kasutades pikkusthikuks saabast nr 42. Grup ItoOst
raagime tapsemalt parast testi.



. MoOtmise alused (Rein Laaneots, Olev Mathie
TTU kirjastus)

 An Introduction to Uncertainty in Measure
(Les Kirkup, Bob Frenkel, 2006,Cambridg



MMM — Loenguplaan (detailsem plaan Moodles)

1, 2.

10.

14.
15.

FlUsikaliste mootmiste praktikumis noutav moote
ning nende usaldusvahemiku hindamine, praktilised
arvutusnaited.

Ulesannete lahendamine.
KONTROLLTOO!! (4. aprill 2011)

Kontrolltd6 anallus, tlesannete lahendamine. Grupit
planeerimine.

Grupit6ode esitamine, tlesannete lahendamine.

Grupitoode esitamine, Ulesannete lahendamine.

Lisaks: kilaliste ettekanded, Metroserdi kulastus, | ne.

tulemuste

00de



MMM — Moodle

Paralleelselt loengutega toimub ka ainele e-toe loom  ine Moodle
keskkonnas. Koik esitatavad materjalid lahevad sinna tles, samuti
toimub selle kaudu koduste Ulesannete ning grupit6od e esitamine.
Koik loengud filmitakse tles ning on samuti Moodle kaudu

jarelvaadatavad.

https://moodle.ut.ee

Mootmised ja mootem aaramatused (LOFY.01.004)

Aine voti on “ mootemaaramatus



MMM — Tagasiside

Koiksuguste aine ja loengu kohta kaivate kisimuste jaoks on Moodles
foorumid. Eriti oodatud on klsimused, kui midagi jai loengus
segaseks, siis saab kas foorumis voi jargmises loengu S Ule raakida.
Samuti on voimalik anda tagasisidet anonutmselt, se lleks on ukse

korval imbrik, kuhu jaetud maotteteri putian ma voimalu ste piires
arvesse voOtta, samuti on Moodles anonltimse tagasiside koht.



MMM — Praktikumi baasmaterjalid

Fud sikaliste mootmiste praktikumis noutav
mOoOtetulemuste ning nende
usaldusvahemiku hindamine, praktilised
arvutusn aited

10



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Jaotustinedus

Pideva juhusliku suuruse jaotustiheduseks f(x) nimetatakse
funktsiooni, mis kirjeldab suhtelist tdendosust sell e juhusliku suuruse
esinemiseks mingis punktis  x. Téenaosus, et juhuslik suurus langeb
etteantud vahemikku [ a, b] on vOrdne integraaliga jaotustihedusest

f(x) radadega a-st b-ni:

p(a,b):f f(X)-dx

Jaotustihedus on normeeritud, st integraal tle kogu ja otustiheduse
maaramispiirkonna on vordne Uhega.




MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Keskvaartus

Pideva juhusliku suuruse X, mille jaotustihedus on  f(x),
keskvaartuseks nimetatakse arvu

m= Txf (x)dx

Keskvaartuse hindamiseks mootmistulemustest kasutata
aritmeetilist keskmist:

N
D X
XXt Xy T

XN

N N

kse
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Standardhalve

Pideva juhusliku suuruse X, mille jaotustihedus on f (x),
standardhalbeks nimetatakse arvu

o(X) = \/T(x—m(x))z f (x) dx

—00

Standardhalbe hindamiseks mootmistulemustest kasutat
empiirilist standardhalvet:

> (x ~m(x)’

S., =
\ N -1

akse

13



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Uhtlane jaotus

Pideva juhusliku suuruse X Uhtlaseks jaotuseks (ka ristkllikjaotuseks)
I0igul [ a; b] nimetatakse jaotust, mille jaotustihedus sellel | oigul on
nullist erinev konstant. Kuna peab kehtima normeerimis tingimus, siis

"=c-(b-a)=1 = Ca—
b—a

Tc-dx:ic-dx=c-x

Seega on uhtlase jaotuse
jaotustinedus: f(x) Summeetriatelg

f(X) =+

b
0, mujal 2lo

a b

m=
(a+b)/2 14



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Uhtlane jaotus

f(X) Summeetriatelg

1
b-a
Uhtlase jaotuse keskvaartus on o
e & D p- = . X
2 (a+b)/2

See on I6igu [a; b] keskpunkt. Et tegemist on |6igu keskpunkti suhtes
simmeetrilise jaotusega, siis on ka loomulik, et kes kvaartus uhtib
simmeetriakeskme asukohaga.

Uhtlase jaotuse standardhalve on

Y

2 2 15




MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Normaaljaotus

Normaaljaotus e. Gaussi jaotus on Uks tahtsamaid jao
juhuslikele suurustele, mis on jaotunud kogu reaaltel
0 00),

omandada vaartusi vahemikus (—

Juhusliku suuruse jaotust nimetatakse normaaljaotusek

jaotuseks, kui jaotustihedus on

(x-a)’

f(X)= 1 ex
o\ 27 207

Kus a on fikseeritud reaalarv
(vOib olla nii negatiivne kui
positiivne, aga vOib olla ka null),

ja o > 0 on fikseeritud positiivne reaalarv. Parameeter

tusseadusi
jele ja voivad

s ehk Gaussi

-4

-3

-2

aon

normaaljaotuse keskvaartus ja o on normaaljaotuse standardhalve.

16




MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Normaaljaotus

Paljud looduses toimuvad protsessid on kirjeldatavad normaaljaotuse
abil: loomulik m Ura, transpordivoo kiirus, teatud vanusertihma

meeste, naiste ja laste pikkus, vererohk jne. Paljude sOltumatute
juhuslike suuruste keskvaartuse jaotus laheneb normaa jaotusele,
sOltumata nende juhuslike suuruste endi jaotusest.

a=2,0=1
04

0.3
f(x)

027

017
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Mootevead

Oletame, et meil on teada moddetava suuruse toeline v aartus X,
(tegelikult muidugi ei ole teada, aga mottelise eks  perimendi korras
vOib nii oletada). MGOtmistulemuse X ja mOodetava suuruse toelise
vaartuse X, vahe Ax =x — X, on mootmistulemuse viga.

Toeline vaartus (teadmata)

\ Parim hinnang X

\I !
< >

xmin ~U ‘T N U X max

18



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Mootem aaramatus

Voimalike vaartuste diapasooni voib anda algus- ja | Opp-punktiga X,
Ja X~ Tavalisem ja levinum on siiski anda 10igu keskpunk t, milleks
valitakse mo0detava suuruse parim hinnang m(X) ning

moOotem daramatus u(Xx).

Toeline vaartus (teadmata)

\ Parim hinnang X

\I !
< >

xmin ~U ‘T N U X max

19



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Mootem aaramatus

MoOtem aaramatus on modtmistapsuse modduks: mida suurem on
mOOotem daramatus u, seda vaiksem on mootmistapsus. Enamasti on
mootmistel statistiline iseloom ning koos modtem daramatusega on
tarvis anda ka usaldusnivoo p(u), millega mdodetav suurus satub
usaldusintervalli[ m(x) + u(x)]. MOGOtmine on korrektselt sooritatud, kui
on leitud kolm arvu:  m(x), u(x) ja p(u).

Maootmisteooria Ulesandeks on p6hjendada ja anda eesk  irjad parima
hinnangu m(x), mootem &aramatuse u(x) ja usaldusnivoo p(u)
leidmiseks.

20



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Mootem aaramatus

Uue standardi jargi on oluline erinevus m  daramatuse ja mootmisvea
moistete vahel:

Maaramatus # viga.

Viga on mootmistulemuse ja moodetava suuruse toelise vaartuse
vahe, on seega juhusliku suuruse konkreetne realisatsi oon. Kuna
tOelist vaartust ei ole voimalik teada, siis pole ka viga praktikas
voimalik leida.

MoOtem aaramatus peegeldab seda, et meil puuduvad tapsed

teadmised mootesuuruse vaartuste kohta. Ka parasttea  daolevate
sustemaatiliste mootehalvete korvaldamist on mootmis tulemus ikkagi
vaid mooOtesuuruse vaartuse hinnang, ja seda m  aaramatuse tottu, mis

on tingitud juhuslikust mooteveast ja stistemaatilis te mootevigade
“mittetaielikust” korrigeerimisest. Mootmistulemus vol b osutuda vaga
lahedaseks mootesuuruse vaartusele (mida pole kull vo Imalik tapselt
teada), kuid samal ajal voib sellel méotmistulemuse | olla Gisna suur

maaramatus. 21



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Mootem aaramatus

Maootmistulemuse m aaramatus koosneb paljudest komponentidest,
mis jagatakse kahte tuUpkategooriasse:

A- thupi m aaramatus , mida hinnatakse statistiliste meetodite abil

B- tuupi m aaramatus , mida hinnatakse muul viisil.

Nende kahe pohittibi koosmojul tekkiv méotem  aaramatus kannab
nime

Liitm daramatus , ka C-taupi m aaramatus.
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — MOootem aaramatus A

A-tilpi mootem &aramatus on statistilist ttdpi modtem  dadramatus,
mille suurust saab vahendada modtmiste arvu suurendade S,
kordusmO@aotmisi sooritades ja tulemusi keskmistades. A -taapi

moOotem daramatus on tekitatud juhuslike mojurite poolt, mis voivad
kallutada mootmistulemust kord Uhele, kord teisele po ole, suurendada
ja vahendada uUksikmootmist. A-talpi m  &aramatuse pohjustavad: 1)
mitmesugused hairivad tegurid mootmisel (nait valisti ngimused), 2)
objekti enda muutlikkus (nii valmistamise ebatapsus Kui objekti ajaline
muutumine), jne.

Uhesuguselt jaotunud sdltumatu suuruse aritmeetilis e keskmise
standardhalve on korda vaiksem kui Uksiksuuruse sta ndardhalve,

U(XN):\/Ez\/SNN

seega mida suuremaks viia mootmiste arv, seda vaiksem aks laheb
aritmeetilise keskmise standardhalve.
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — MOootem aaramatus A

Oluline on tahele panna, et méotmistulemused oleksid omavabhel
sOltumatud. Kui on oht, et mootmistulemused el ole sOltumatud, siis el
kasutata mooteseeria aritmeetilise keskmise standardha Ibe

arvutamiseks mitte valemit B d s,
N N

N —
vaid hoopis valemit D (% —xn)?

SN — i=1

N-1

s.t. ka mooteseeria aritmeetilise keskmise standardhal bena
kasutatakse empiirilist standardhalvet.

A-tllupi mootem &aramatuse hindamine toimub nii nagu juhusliku
suuruse standardhalbe statistilisel hindamisel. A-ttu o]
mOOtem aaramatuse tahis on U,.

VN 2



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — M6otem

Naide 1.1. Tappiskaaludega kaalumine.

Naide 1.2. Kontrollitud temperatuuriga ruumi
temperatuuri ajaline kaik

T Temperatuur

Aeg

aaramatus A

25



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Mootem aaramatus B

Laias laastus on B-tlilpi mo0tem &aramatus igasugune
mOooOteprotsessis iimnev m  aaramatus, mis ei ole statistiliselt hinnatav
ning mis ei vdhene kordusmootmiste arvu suurenedes. B- tadpi
mOOotem aaramatuse tahis on Uug.

Esmajoones kuuluvad B-tulpi modtem  aaramatuse alla vead, mis on

tingitud modoteinstrumendi piiratud voimalustest. Kuli hoolikalt ja
tapselt ka poleks valmistatud modteriist voi mooteva hend, millega me
mOoOotmist teostame, alati on ka sellel olemas mingi (juhuslikku laadt)
viga, mis on selle konkreetse maoteriista puhul kull muutumatu ja
pUsiv suurus, kuid mis muutub Uhelt mooteriistalt te Isele samulti
juhuslikult. See — mooteriista viga — on viga etaloni suhtes. Korduvatel

mootmistel see viga on esindatud tapselt thel jasa  mal moel (kuna
mootmised teeme Uhe ja sama mooteriistaga) Ja korduva  d mootmised
tema suurust ei kahanda.
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Mo6otem &aramatus B

Naide 1.3. Praktikumis kasutatava nihiku (joonis 1.  5) pohiviga (ehk
riistaviga) on S.t eeldatakse, et mOoteriistast tin -~ gitud viga Uhekordsel
mootmisel jaab piiridesse _AO < AX < AO_

Valmistajatehas garanteerib, et mooteriista tegelik v iga ei valju neist
plirest.

L

f3456 o 11 12 13 14 °
|||1|m| 0 1T O O o o e |||lll|lhlh|||l||||||l||l|||||Un|1u||||ulnn|||||||u|'|m||m]||u||r|||||t||nu|llul

JALALLLLLL

3

Joonis 1.5. Nihik. 1 — p6hiskaala; 2 — noonius; 3— md  0Odetav detalil.

Nihiku pohiviga on kantud mdateriistale. -



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Mootem &aramatus C

Mootmistulemuse standardm aaramatust, mis on saadud A ja B

komponentide liitumise tulemusel, nimetatakse liitm aaramatuseks ehk
koondm daramatuseks (combined uncertainty). Tema arvuline vda  rtus
vordub positiivse ruutjuurega liitdispersioonist, mis s aadakse koikide

dispersiooni komponentide liitmisel:

UC:\/UiJFUé

Naide 1.4. Silindri pikkuse mootmine nihikuga.
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MMM — Kodune t60

Selleks, et saada infot sellele kursusele registree  runute varasematest
teadmistest, on Moodles avatud tasemetest. Eksami arv  estuses laheb
see test arvesse kui arvestuslik test — testi taitmise | (ka siis, kui koik
vastused on valed) laheb kirja arvestatud, mittetaitm Isel
mittearvestatud. Test sulgub 14.02.2011 kell 00:00.
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Tagasiside

... haiteks kui lahendate tahvlil Glesannet, sis o  leks hea, kui Te el
seletaks mitte ainult seda, kuidas miski kaib ja mi da teha tuleb, vaid et
seletaksite juurde, MIKS see nii on voi millest misk i tuletatud on.

Tasemetesti tulemuste analuus.



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Tahendnumbrid

Tahendnumbrite hulk ehk tivinumbrite hulk ehk tahendus ega
numbrikohtade hulk arvus on kehtivate kimnendkohtade hulk arvus.

Tahendnumbriteks arvus loetakse alati kdiki numbreid pe ale nulli.
Nulli loetakse kehtivaks, kui ta asub teiste arvude vahel, taisarvu vOi

kiimnendmurru I8pus. Arvu alguses olevaid nulle, samut | Umardamise
teel saadud nulle arvu I6pus ei loeta tahendnumbrite KsS.

Naide 1.5. 10 400 5 tahendnumbrit.
1,04102 3 tdhendnumobrit.
10 400,00 7 tahendnumbrit.
0,01040 4 tahendnumobrit.

Aga “kuus miljardit (6 000 000 000) aastat tagasi”?



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Umardamine

Maaramatuse hinnang mootmiste vaikese arvu korral on sha
ebatapne, seetottu pole vahemikhinnangu valjakirjuta misel motet
suurel tahendnumbrite hulgal. Tulemused esitatakse ima rdatult.

Arvude Umardamisel kasutatakse reeglit: arvud 1; 2; 3 | a4
Umardatakse alla, 6; 7; 8; 9 ules. Koolis Opetati, e tarv 5 Umardatakse
tles. Statistiliselt tekitab selliselt tmardamine st stemaatilise vea,
kuna Umardatud arvude keskvaartus on stustemaatiliselt suurem kui
Umardamata arvude keskvaartus.

Sustemaatilisest veast on vaba jargmine imardamise ree  gel: ,arvu 5
Umardatakse ndnda, et tulemuse viimane tlivinumber ole ks
paarisarv“. Samuti on selle reegli eeliseks, et jagade s nii Umardamata
kui Umardatud tulemust kahega, saame ikka oige tulem  use.



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Ekse

Monikord juhtub, et mootetulemuste hulka satub ilmse lgelt vale
m0oOodis ehk ekse, olgu siis lugemi sisestamisel tekki nud napuvea
tottu, vorgupinge kdikumise tottu, mootmisruumi ukse avanemisega
kaasnenud tuuletdombuse tottu vms. Sageli on sellist el juhtudel
maoistlik teha mootmistes vaike paus ning oodata, mi | naiteks kaalu
nait muutub jalle stabiilseks. Samas arvutijuhitava kaalu puhul see
pole lihtne, naiteks, kui arvuti salvestab kaalu nai  du kord sekundis.
Eksed aga mojutavad selgelt mootmistulemust ja neid el tohiks

keskvaartuse ning standardhalbe arvutustes kasutada.

Uldiselt defineeritakse ekseteks kdik mddtmistulemuse d, mis erinevad
keskvaartusest rohkem kui kolmekordne standardhalve.

Normaaljaotuse eeldusel on tdendosus, et mootetulemu s erineb
keskvaartusest rohkem kui kolm standardhalvet, 0,3%.

Eksed tuleb edasisest andmettdtlusest korvaldada ning siis arvutada
uuesti keskvaartus ning standardhalve. Mootmiste prot okolli tuleb
ekse korvaldamisest teha asjakohane m arge.



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Vabadusastmete arv

A-tlldpi m adramatuse vabadusastmete arv on
v=n-1
Kus n on mootmiste arv.

B-tlilipi m aaramatuse vabadusastmete arvu voib fuusikaliste
maootmiste praktikumi raames votta alati [Gpmatult suu reks.



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Vabadusastmete arv

Liitm daramatuse vabadusastmete arvu otseselt ei saa arvutad a, kull
aga voib hinnata efektiivsete vabadusastmete arvu V., kasutades
Welch-Satterthwaite’ valemit:

kus u,(y) on i-ndast sisendsuurusest tingitud liitm aaramatuse
komponent.

Efektiivhe vabadusastmete arv ei ole uldiselt taisarv . Taisarvulise
vabadusastmete arvu saamiseks Umardatakse saadud tule mus alla,
naiteks arvud 6,2 ja 6,8 Umardatakse molemad taisarvuk s 6.



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Vabadusastmete arv

Naide 1.6. Jatkame metallsilindri moéotmise naidet. M etallsilindri
pikkust moodeti n =100 korda,

u, = u(Xn) = 0,044mm
u; =0,029mm
u. =0,053mm

Arvutame efektiivsete vabadusastmete arvu metallsilin dri pikkuse
koondm aaramatusele.

u(y)

ay 4
i [@XI u(x, )j

Veff —




MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Studenti test

Studenti jaotus soOltub vaid vabadusastmete arvust U ja ei sOltu Uldse
juhusliku suuruse (md0detava suuruse) X konkreetsest dispersioonist
ega keskvaartusest (kull on aga oluline X normaalsus).
Usaldusnivoole p vastav mootmistulemuse paiknemise intervall on
esitatav kujul

Plxn —t, (P)u(xn) < X < Xn +t, (P)u(xn)]= p.

Seda valemit nimetatakse
Studenti testiks. Siin suurus

. . (x)

t,(p) on (Studenti) t-kordaja — 22()
kattetegur etteantud usaldus- > o

S 10 X

nivoo p ja v vabadusastme S
korral. Tavaliselt antakse

t-kordaja kindlate vaartuste et
jaoks tabuleeritult. )




MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Studenti test

Studenti jaotus laheneb vabadusastmete arvu kasvades
standardiseeritud normaaljaotusele.

s 1(x) 0.4’0,;..,




MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Laiendm &aramatus

Kuigi litm aaramatus u(y) on modtesuuruse Y mootetulemuse vy
maaramatuse esmane valjend, on monede todstuslike ja arialaste
rakenduste vajaduste rahuldamiseks, aga ka tervishoiu ja
ohutusalaste nOuete tagamiseks, vajalik litm  &aramatuse asemel
esitada vahemik, mis teatud usaldatavusega holmab m  00tesuuruse
vaartuse. Vastava vahemiku moodustamiseks kasutataks e nn
laliendm aaramatust tahisega U. Laiendm aaramatuse saame
standardhdalbena esitatud litm aaramatuse korrutamisel mingi teguriga
k. Jarelikult on molemate m &aramatuse esitamisvormide maooteinfo
hulk sama ja seega tundub laiendm aaramatuse kasutamine justkuli
asjatuna. Kuid laiendm &aramatusel on siiski Uks eelis. Ta voimaldab
vorrelda mootetulemusi, milledel on erinev vabadusastm ete arv.

Laiendm daramatus U saadakse liitm aaramatuse u(y) korrutamisel
katteteguriga K:

U(y) =k-u(y)
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Laiendm aaramatus

o)

,-c-c-:m ;.-,-q-:q i

+ b
i . e
S S ni:-."t“H,:-M
s e L L
'!C‘é R S

e

3

(y) =k-u(y)
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Laiendm &aramatus

Kattetegur on arv, mida kasutatakse litm  daramatuse u(y)
korrutustegurina, et saada laiendm &aramatust U. Katteteguri vaartus
valitakse soOltuvalt vahemikule etteantud usaldata  vustasemest p.
Enamasti valitakse selleks usaldusvahemikuks 95 % v  0i 99 %.
Eeldusel, et mootesuurus Y allub ligikaudu normaaljaotusele,
valitakse katteteguri  k, vaartuseks Studenti t-kordaja soltuvalt
vabadusastmete arvust ning soovitavast usaldusnivoos t.

Arvutiga saab leida t-kordaja vastava sisseehitatud f unktsiooniga:

1+p

Mathcad: Ot  V

Exce:  TINV(1- p,v)

13



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Studenti test

Vabadusastmete Osa ]I protsentides
av v=N-1
68,27" 90 95 95,45" 99 99,73"
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077
o0 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — M6otmiste mudel

lgasugune reaalsetes tingimustes mootmine toimub al ati suure hulga
mojurite toimel ning iga mootellesande korral arvutat akse meid
huvitava mootesuuruse vaartus matemaatilise seosega t eiste, antud
mOootellesande jaoks vajalike suuruste abil. Hinnangu iId saame teatud
osale nendest suurustest anda nende vahetu mootmise kaigus,
tlejadnud osale suurustest aga teadaoleva info, nait  eks
normdokumentides vOi kasiraamatutes esitatud andmete abil.
MooOtesuuruse vaartuse hinnangu leidmiseks tuleb seega
mootellesandest lahtuvalt koostada mGotesuuruse solt uvust teistest
vaadeldud suurustest kirjeldav m6otmise mudel.

15



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — M6otmiste mudel

Sisendsuurused voivad olla nii konstandid, parandid, mojurid kui ka
sellised suurused, mida tuleb antud tlesande lahend amise kaigus
omakorda moota. Soltuvust saab valjendada funktsioon | f abil kujul

Y =f(X; Xy b Xoj o Xy)

16



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — M6otmiste mudel

Naide 1.7. Metallitiki kaalumine vordolgse kaaluga. Metallittikile ning
kaaluvihtidele mojuvad raskusjoud ning ohurdhust ting itud
tlesltikkejoud. Kui materjalide tihedused pole vordsed , ON sama
massi juures ruumalad erinevad ning seega on ka ulesl tkkejoud
erinevad. Teiste sOnadega Oeldes — kui kaal on tasaka  alus, kuid
materjalide tinedused pole vordsed, ei ole kaalutava metallitiki mass
vordne vihtide masside summaga, sest lisandub ruumala de
erinevusest tulenev uleslikkejou erinevus.

17



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — M6otmiste mudel

Naide 1.7. Metallittki kaalumine vordolgse kaaluga.

Paneme kirja suurused, mis mootmistulemust mojutavad

. vintide mass m,;

. vihtide tihedus p,;

. kaalutava metallituki tihedus  p,,;
. Ohu tihedus p;;

. vordolgse kaalu tundlikkus  Z.
Seega

M, = T(M,; o) P P £)

Samas pole ka siintoodud suurused otseselt moodetava d, naiteks ohu
tiheduse arvutamiseks on tarvis moota 6hurohku, tempera tuuri ning
ohu niiskust, seega on 0hu tiheduse mootmise valemi ks

ps = T(P; T; RH)

18



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Senine teooria on kainud otsemododtmiste kohta, st su uruste jaoks,
mille vaartus on saadud vahetult méotmisvahendi skaa lalt vOI
saadakse vahetult modduga vordlemise teel.

Kaudmdotmine on mootmine, kus mootmistulemus leitaks e arvutuse
teel (valemi abil) otsem6ddetud suurustest ning kon stantidest.

Naide 1.8. Elektrivoolu t60 leidmiseks md6dame pinge U voltmeetriga,
voolutugevuse | ampermeetriga ja aja t sekundkellaga ning t66
arvutame valemist A = Ult.

19



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Kaudmootmise puhul leitakse esmalt kdigi sisendsuurus te
liitm &aramatused ning vabadusastmete arvud.

N soOltumatu sisendsuuruse Y = Y(X, X,, ..., X) litm dadramatus on

u(Y) = Jz@) (X,)

=1

Suuruse Y vabadusastmete arv arvutatakse Welch-Satterthwaite
valemi kaudu:

20



Maaramatuse hindamine (soOltumatud sisendid

N’

=




Praktilised arvutus



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Naide 1.10. Olgu meil m60detavateks suurusteks homoge  ense
metallkera diameeter (lUksikmo6otmise tulemus d) jamass m
(Uksikmdotmise tulemus g (kasutame siin kreeka tahte, et mitte
segadust tekitada keskvaartuse tahisega  m)) ning olgu tarvis leida
metalli tihedus valemist

~ mass 6 M
ruumale 7z D®

Leida metalli tiheduse parim hinnang koos vastava
laiendm aaramatusega 99 % usaldusnivool.
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Naide 1.9. Detaili pikkust moodeti nihikuga 4 korda. Detaili pikkuse
keskvaartuseks saadi 57,43 mm (kasutades valemit 1.5 ), empiiriliseks
standardhélbeks saadi 0,12 mm (kasutades valemit 1.6 ). Nihiku
pohiviga on A = 0,1 mm. Leida detaili pikkuse parim hinnang nings  elle
laiendm aaramatus usaldusnivool 95 %.

Keskvaartuse hindamiseks mootmistulemustest kadksmaritmeetilist keskmist

N

— X X F...+ X in

Xy = 2T AN (1.5)
N N

Standardhalbe hindamiseks mootmistulemustest kaka@aempiirilist standardhalvet

N —
Z(Xi —XN)2
sy =\ .
N N-1

(1.6)
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MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Naide 1.11. Fuusikaliste mootmiste praktikumit6o nr FM A-6:
, 1 eekonnapunktide vahekauguse mootmine GPSiga“. Uurime , kuidas
hinnata kahe punkti vahelise kauguse m  &aramatust.

Kui meid huvitavad suvalised kaks punkti (koordinaat idega ¢,, A, ja
., A,) paiknevad piisavalt lahestikku et voiksime jatta arvestamata
Maa kumeruse, siis voime leida nende punktide vaheli  se kauguse
Pythagorase teoreemi alusel:

L = PW/(qﬁfl -4,/ +[(M —*2)'00{% ;% D

GPS-seade annab lisaks punkti koordinaatidele ka olet  atava
tapsusraadiuse r. Kasitleme seda tapsusraadiust seadme veana, st
eeldame, et esitatud koordinaatidega punkti kaugus m 0O0tepunktist on
vaiksem kui tdpsusraadius.

25



MMM — Tagasiside

Palun leia tukk paberit ning kirjuta sellele lUhidalt
— mis oli sinu arvates kdige olulisem asi, mida sa ta
—  milline koht oli tAnases loengus kdige keerulisem,

— oma eriala

Parast loengu Ioppu jatke paberid ukse korvale karpi.

na oppisid;

segasem,

26



MMM — Kodune t60

Kodune test sulgub 20.02.2011 kell 23:55. Nuudsest on  tulemused

olulised, st punkte annavad ainult diged vastused. Vale vastuse puhul
Moodle itleb seda ning laseb vastust korrigeerida, kuid votab 20 %
selle kiisimuse punktidest maha. Seega on voimalik | gale kiisimusele

vastata maksimaalselt 5 korda. Vastuste korrigeerimin e on voimalik
kall ainult arvutustlesannete juures.
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MMM — koduste testide olulisus edasijoudmisel

Kursuse kaigus tuleb taita ca 12 kodust testi. Testi d sulguvad
pUhapaeva ohtul kell 23:55 ning testi jargi teha ei saa, sest me
analitsime neid toid jargmises loengus.

lga test annab maksimaalselt 10 punkti (vahest voib olla ka
preemiapunkte).

Uksikust testist positiivse hinde saamine voi Uldse testi taitmine ei ole
kohustuslikud, kuid mojutavad aine koondhinnet.

Kodustest testidest kogutud punktid liidetakse koik kokku ning
jagatakse labi testide arvuga. Saadav tulemus on ko  ondhinde
arvestusse minevate punktide arv. Kui saadav tulemus on vaiksem kui
5, siis tdhendab see automaatselt ainest labikukkum  ist.



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — M6otmiste mudel

Sisendsuurused voivad olla nii konstandid, parandid, mojurid kui ka
sellised suurused, mida tuleb antud tlesande lahend amise kaigus
omakorda moota. Soltuvust saab valjendada funktsioon | f abil kujul

Y =f(X; Xy b Xoj o Xy)




MMM — Praktikumi baasmaterjalid — M6otmiste mudel

Naide 1.7. Metallitiki kaalumine vordolgse kaaluga. Metallittikile ning
kaaluvihtidele mojuvad raskusjoud ning ohurdhust ting itud
tlesltikkejoud. Kui materjalide tihedused pole vordsed , ON sama
massi juures ruumalad erinevad ning seega on ka ulesl tkkejoud
erinevad. Teiste sOnadega Oeldes — kui kaal on tasaka  alus, kuid
materjalide tinedused pole vordsed, ei ole kaalutava metallitiki mass
vordne vihtide masside summaga, sest lisandub ruumala de
erinevusest tulenev uleslikkejou erinevus.



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — M6otmiste mudel

Naide 1.7. Metallittki kaalumine vordolgse kaaluga.

Paneme kirja suurused, mis mootmistulemust mojutavad

. vintide mass m,;

. vihtide tihedus p,;

. kaalutava metallituki tihedus  p,,;
. Ohu tihedus p;;

. vordolgse kaalu tundlikkus  Z.
Seega

M, = T(M,; o) P P £)

Samas pole ka siintoodud suurused otseselt moodetava d, naiteks ohu
tiheduse arvutamiseks on tarvis moota 6hurohku, tempera tuuri ning
ohu niiskust, seega on 0hu tiheduse mootmise valemi ks

ps = T(P; T; RH)



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Senine teooria on kainud otsemododtmiste kohta, st su uruste jaoks,
mille vaartus on saadud vahetult méotmisvahendi skaa lalt vOI
saadakse vahetult modduga vordlemise teel.

Kaudmdotmine on mootmine, kus mootmistulemus leitaks e arvutuse
teel (valemi abil) otsem6ddetud suurustest ning kon stantidest.

Naide 1.8. Elektrivoolu t60 leidmiseks md6dame pinge V voltmeetriga,
voolutugevuse | ampermeetriga ja aja t sekundkellaga ning t66
arvutame valemist A = VIt.



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Kaudmootmise puhul leitakse esmalt kdigi sisendsuurus te
liitm &aramatused ning vabadusastmete arvud.

N soOltumatu sisendsuuruse Y = Y(X, X,, ..., X) litm dadramatus on

u(Y) = Jz@) (X,)

=1

Suuruse Y vabadusastmete arv arvutatakse Welch-Satterthwaite
valemi kaudu:




Maaramatuse hindamine (soOltumatud sisendid

N’

=




Praktilised arvutus



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Naide 1.10. Olgu meil m60detavateks suurusteks homoge  ense
metallkera diameeter (lUksikmo6otmise tulemus d) jamass m
(Uksikmdotmise tulemus g (kasutame siin kreeka tahte, et mitte
segadust tekitada keskvaartuse tahisega  m)) ning olgu tarvis leida
metalli tihedus valemist

~ mass 6 M
ruumale 7z D®

Leida metalli tiheduse parim hinnang koos vastava
laiendm aaramatusega 95 % usaldusnivool.

10



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Naide 1.9. Detaili pikkust moodeti nihikuga 4 korda. Detaili pikkuse
keskvaartuseks saadi 57,43 mm (kasutades valemit 1.5 ), empiiriliseks
standardhélbeks saadi 0,12 mm (kasutades valemit 1.6 ). Nihiku
pohiviga on A = 0,1 mm. Leida detaili pikkuse parim hinnang nings  elle
laiendm aaramatus usaldusnivool 95 %.

Keskvaartuse hindamiseks mootmistulemustest kadksmaritmeetilist keskmist

N

— X X F...+ X in

Xy = 2T AN (1.5)
N N

Standardhalbe hindamiseks mootmistulemustest kaka@aempiirilist standardhalvet

N —
Z(Xi —XN)2
sy =\ .
N N-1

(1.6)

11



MMM — Praktikumi baasmaterjalid — Kaudmootmised

Naide 1.11. Fuusikaliste mootmiste praktikumit6o nr FM A-6:
, 1 eekonnapunktide vahekauguse mootmine GPSiga“. Uurime , kuidas
hinnata kahe punkti vahelise kauguse m  &aramatust.

Kui meid huvitavad suvalised kaks punkti (koordinaat idega ¢,, A, ja
., A,) paiknevad piisavalt lahestikku et voiksime jatta arvestamata
Maa kumeruse, siis voime leida nende punktide vaheli  se kauguse
Pythagorase teoreemi alusel:

L = PW/(qﬁfl -4,/ +[(M —*2)'00{% ;% D

GPS-seade annab lisaks punkti koordinaatidele ka olet  atava
tapsusraadiuse r. Kasitleme seda tapsusraadiust seadme veana, st
eeldame, et esitatud koordinaatidega punkti kaugus m 0O0tepunktist on
vaiksem kui tdpsusraadius.

12



Mootmine, mootihi
mootuhikute vahelis



MMM

Mootmisteooria lahted

Mistahes suuruse mootmisel saadud arvvaartusel ning se ega ka
mootetulemusel on juhuslik iseloom selles mottes, e t saadud
vaartused ei Uhti. Samas aga ei ole nad ka taiestij  uhuslikku laadi, vaid
erinevus jalgib teatud seadusparasusi, mida saame kir  jeldada vastava

tbendaosusjaotusega. Mootetulemus, st modtmise teel saadud
mOoOOtesuuruse vaartus, on seega juhuslik suurus enk muu tuja.
Nimetatut voime formuleerida mootmise pohivaitena, mi s kehtib
kOikide moadoteliikide ja mootevaldkondade kohta ning millele toetub

kogu mootmise teooria

14



MMM — jaotusseadused

Juhuslikud suurused jaotuvad kahte klassi: diskreets eteks ja
pidevateks. Diskreetsed suurused saavad omada ainult ettem aaratud
vaartuseid, naiteks taringuvise silmasid 1 — 6, m  tndivise kulli ja Kirja

ning suvalise digitaalmdotevahendi nait (digitaalne kaal
resolutsiooniga 1 gramm voimalikud mootetulemused gra mmides on
taisarvud). Juhuslikku suurust nimetatakse pidevaks, kui tema

voimalike vaartuste hulk on arvtelje (I6plik voi 1op matu) vahemik.

Fllsikalised suurused ise on uldiselt pidevad, naite ks temperatuur,
mass, takistus jne.

Elementaarsiindmuseks nimetatakse juhusliku katse tul emust.

Diskreetse juhusliku suuruse esinemistéenaosus on av aldatav
valemiga

b, = Soodsatelementaastindmustéulk O<p =1
“ Kaigi elementassiindmustdiulk Y p =1
k

15



MMM — jaotusseadused

Naide 2.4. Toenaosus visata 6-tahulise simmeetrilise taringuga:

visatakse 1 silm:

visatakse 4 silma:

visatakse 8 silma:

visatakse 1 voOI 4 silma:
visatakse 1, 2, 4 vOI 6 silma:
visatakse vahem kui 8 silma:

p=1/6
p=1/6
p=0/6=0
p =2/6
p =4/6

p=6/6=1

Voimatu stindmus

Kindel siindmus

16



MMM — jaotusseadused

\ D,

5 |

X1 XXgXy

|
Xn

|

Juhusliku diskreetse suuruse tdenaosusjaotus.

Tdenaosus erineb nullist ainult m

aaratud, diskreetsetel vaartustel.

Naiteks taringu viskel vaartus 2,9 eiole m aaratud ja tema tdenaosus

on seega null.

17




Diskreetsete suuruste jaotusfunktsioon ehk kumulatii vnhe
tdenaosusjaotus on defineeritud valemiga:

F(K)=2.p

1<k

Histogram

140 120,00%

120 100,00%

100
= Frequency 80,00%
> —=— Cumulative %
c 80
g 60,00%
g 60
LL
40,00%
40 0,00%
20 20,00%
0 ,00%

0 5 10 15 20 25

temperature

30 More
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MMM — jaotusseadused

Jaotusfunktsiooni omadused tulenevad t6endaosusjaotu se
omadustest. Kuna tdendosusjaotuses ei saa olla nega  tiivseid
vaartuseid, siis jaotusfunktsiooni vaartused ei saa s amuti vdheneda,
s.t. F(X,) 2 F(X,), kui x, > x,. Kui aga muuta x vaartust tema voimalikes
piirides, muutub F(x) alates 0 kuni 1, s.t. jaotusfunktsioon rahuldab
vorratust 0 < F(x) £ 1.

Toenaosus, et sindmuse vaartus on vaiksem mingist va  artusest x, on
F(X,) ja et sama vaartus on vaiksem vaartusest X, > X, on vastavalt
F(X,). Sellest lahtuvalt voime vaita, et toenaosus sind  muse vaartuse
sattumiseks vahemikku [ X;; X,], on vOrdne funktsiooni F(x) vaartusega
selle vahemiku piires:

Pix < X< X, |=F (%)= F(X)

19



MMM — jaotusseadused

Jaotustinedus f(x) on tuletatud jaotusfunktsioonist  F(x):
dF(X)

o)

Teistpidi on jaotusfunktsioon m

F(X)=
aaratud integraal jaotustihedusest:

Xo

F(x,) = j f (x)dXx

—0o0

Kuigi matemaatiliselt on jaotustihedus ja jaotusfun
tuletatavad, on mdlemad siiski tarvilikud, sageli li
valemite kasutamine oluliselt paljude esmapilgul va

ulesannete lahendamist.

ktsioon Uksteisest
htsustab nende
ga keeruliste
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MMM — jaotusseadused

Geomeetriline interpretatsioon jaotustihedusest ja
jaotusfunktsioonist.

dp=dF(x) = f (X)-dx

p(a,b)=P(a< X gb):TdP:T f(X)-dx=

= T f(X)-dx— _T f(X)-dx=F(b)-F(a)

21



Integraalid Tuletised

Ixadx_a 1 _[xldx In|x|+C e_x =n-x"
J' expx)dx=expx)+C H i exp(x) = exp(x)
dx

J'In(x)dx X-In|x|— x+C —> —In(x) 1

X

_[S|n(x)dx:—cosé<)+C C— —sin(x):coséo
dx

: COSQ()dXZ sin(x) +C H diCOS(X) — —sin(x)
X

:(f(x) + g(x))dx = j f (x)dx+ j g(x)dx

[ fogdx=c- [ f(xdx
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MMM — jaotusseadused

Ulesanne 2.1. Tee kahe taringuviske summa jaotustabe
tOenaosus, et

a. kahe taringuviske summa oleks 6;
b. kahe taringuviske summa oleks vaiksem kui 9;
C. kahe taringuviske summa oleks vahemikus [3;8].

l. Lela
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MMM — jaotusseadused

Ulesanne 2.1. Tee kahe taringuviske summa jaotustabe |I. Leia
tOenaosus, et

a. kahe taringuviske summa oleks 6;
b. kahe taringuviske summa oleks vaiksem kui 9;
C. kahe taringuviske summa oleks vahemikus [3;8].
summa kombinatsioonid esinemiste esinemise Jaotus-
arv tdendosus funktsioon
2 1,1 1 1/36 1/36
3 1,221 2 2/36 3/36
4 1,32,23,1 3 3/36 6/36
5 1,42,33,24,1 4 4/36 10/36
6 1,52,43,34,25,1 5 5/36 15/36
7 1,6253,44,35,26,1 6 6/36 21/36
8 2,6354,45,36,2 5 5/36 26/36
9 3,64,55,46,3 4 4/36 30/36
10 4,6 5,5 6,4 3 3/36 33/36
11 5,6 6,5 2 2/36 35/36
12 6,6 1 1/36 1

24



MMM — Tagasiside

Palun leia tukk paberit ning kirjuta sellele lUhidalt
— mis oli sinu arvates kdige olulisem asi, mida sa ta
—  milline koht oli tAnases loengus kdige keerulisem,

— oma eriala.

Parast loengu Ioppu jatke paberid ukse korvale karpi.

na oppisid;

segasem,

25
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MMM — jaotusseadused

Ulesanne 2.2. Radioaktiivse aine pooldumist kirjeldab valem

f(t)= tiexp(—t/ t,)

0

kus parameeter t, on antud aine poolestusaeg (ajaintervall, mille
jooksul jaab ainet e = 2,718 korda vahemaks. Tseesium 137
poolestusaeg on 43 aastat. Leia radioaktiivse aine p
kirjeldav jaotusfunktsioon. Palju kulub aega, et esi
ainehulgast jaaks jargi ainult 1%?

ooldumist
algsest Cs



MMM — jaotusseadused

Ulesanne 2.3. Ruumi temperatuurikontrollisiisteem hoiab ruumi
temperatuuri vahemikus 20 T kuni 24 C. Temperatuuri t suklilise
muutumise tulemuseks on arkussiinustemperatuurijaotus,
keskvaartusega 22 T. Mitu protsenti ajast on ruumi tem peratuur
vahemikus 21 T kuni 23 T? Mitu protsenti ajast on ru umi
temperatuur alla 20,5 T voi Ule 23,5 T?

Arkussiinusjaotuse jaotustihedus on

1
Hx)= 72'\/X(1— X)

ning tema jaotusfunktsioon on

F(X)= 2-arcsin(&)’ O<x<1

T

. D<x<«l1




MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud

Eespool nagime, et juhusliku suuruse jaotusseadus is eloomustab

taielikult juhuslikku suurust tdenaosuslikult vaate kohalt.

Pideva suuruse korral on jaotustiheduse eksperimentaal ne leidmine
sageli vaga kulukas ja toOmahukas tlesanne. Enamast | aga ei oleqi
jaotusseadust tarvis teada (ei ole tarvis nii taieli kku infot). Piisab, kui
kasutada nn juhusliku suuruse arvkarakteristikuid, mis

Iseloomustavad juhusliku suuruse integraalseid omadu si. Ima

liialdamata voib Gelda, et tdendosusteooria rakendam Isel praktiliste
tlesannete lahendamiseks on oluline osata kasutada juhusliku
suuruse arvkarakteristikuid, jattes kdrvale jaotusseadus ed.

Olulisemateks arvkarakteristikuteks on keskvaartus ja di spersioon.
Peale nende p6hikarakteristikute kasutatakse veel su  urt hulka teisi
arvkarakteristikuid nagu kvantiilid, mediaan, mood, mo mendid,
asimmeetriakordaja, ekstsessikordaja, karakteristlik fu nktsioon,
entroopia jmt.



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Keskvaartus on juhusliku suuruse tahtsaim arvkarakterist Ik, mis
Iseloomustab juhusliku suuruse paiknemist.

Juhusliku suuruse X keskvaartust tahistatakse matemaatikas ja

futsikas Usna mitmel erineval viisil. Levinumad tahi stused on
m, m,, m[x], X <x> — fhdsikute hulgas;
EX, M[X] — matemaatikute hulgas.

Siin tahis m, M on voetud ingliskeelse sbna mean (keskmine)
esitahest, E aga on tulenenud prantsuskeelse sdna espérance (lootus,

ootus) esitahest.



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Diskreetse juhusliku suuruse X = {X,, X,, ..., X,} Keskvaartuseks
nimetatakse suurust (arvu)

m= Zxkpk P = P(X =X,)
k=1

Pideva juhusliku suuruse X, mille jaotustihedus on  f(x)
nimetatakse arvu

m= Txf (X)dx

Valemid keskvaartuse arvutamiseks langevad kokku val emitega varda
massikeskme arvutamiseks, kui varda mass on vordne the ga.
Teisisbnu, keskvaartus on thikmassiga varda staatilin e moment.



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Naide 2.5. Uhtlase jaotuse keskvaartus.

Uhtlase jaotuse jaotustihedus on defineeritud kui
f(x) Simmeetriatelg

(1
S <x<b 4+
f(X)=<b-a’ asx 1
© mujal b-a
. o
Uhtlase jaotuse keskvaartus on: o
m=
T @y P

m(x) = ]ox- f(x)dx:j}x- f(x)dx+j3x- f(x)dx+]ox- f (X)dx =

a b 1 0 b 1
:£x-0dx+£x-mdx+_£x-0dx:O+£x-a—dx+0:

_ 1 Txdx: 1 (xzjb:bz—az:(b—a)(b+a):a+b
b-al 2) 2b-a) 2b-a) 2



Naide. Defineerime Uhe kolmnurkjaotuse jaotustineduse:

(2

= <X <
f(x)=<3x’ 0<x<3

0, mujal

Arvuta selle kolmnurkjaotuse keskvaartus:



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Naide. Defineerime Uhe kolmnurkjaotuse jaotustiheduse:

2

— X, 0<x<3
f(x)=13

0, muijal

Arvuta selle kolmnurkjaotuse keskvaartus:
) 0 3 00
m(x) = jx- f(x)dx:jx- f(x)dx+jx- f(x)dx+jx- f (x)dx =

= Ix de+_[x —xdx+jx Odx = O+jx —xdx+0—

_de _ _23-0°_227_
3 3 3 3

0

Kas keskvaartus m(x) = 6 tundub realistlik? 10



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Naide. Defineerime Uhe kolmnurkjaotuse jaotustiheduse:

2 X, 0<x<3
f(x)=13
0, muijal
Kontrollime selle jaotustiheduse vastavust normeerimis tingimusele:

O_ff(x)dx:j! f(x)dx+_‘3' f(x)dx+T f(x)dx =

—00

0 32 0 32
= Ide+I—xdx+dex:O+I—xdx+O=
—o0 O3 3 03

A 2(x2Y 2 -2 29
:—_fxdx:— — | == ==.-=3#1
3 2 | ~ 3

0

Seega polegi tegemist jaotustihedusega. H



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Naide 2.6. Astmejaotuse keskvaartus.

Astmejaotus on

r_l,XZZL

f(xr) = r
(X;r) ] XO, <l

.

1.57

konstant r — 1 lugejas
arvestab normeeringut.
On naha: selleks, et f(x,15) I
jaotus oleks positiivne,

peab kehtima r > 1. f(x,2.0)

f(x,2.5) 0.57




MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Naide 2.6. Astmejaotuse keskvaartus.

f r-1
r-1y>1 m = ——, r>2
f(xr) = < y r—2
0 X<1,
1.57 10
f(x,1.5) 8
X,15) .|
! 6
f(x,2.0) m(r)
4
f(x,2.5) 0.57
2
. 0
0O 1 2 3 4 5 6 2 4 6 8 10
X r

13



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Naitame moned olulisemad keskvaartuse omadused, mis kehtivad nii
diskreetse kui pideva juhusliku suuruse korral.

1. Konstandi keskvaartus. Konstandi keskvaartus on se e konstant ise
m[c] = c.

2. Homogeensus. Konstandi vOib tuua keskvaartuse sim boli ette:
m[cX] = cm[X].

Tdestame homogeensuse tingimuse pideva juhu jaoks:

mlcX ] = Tcxf(x)dx:chf(x)dx:cm[X]

14



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Keskmiste kasutamisest

Defineerime siinkohal veel moned keskmisi vaartusei d kirjeldavad
juhuslike suuruste arvkarakteristikud:

Mediaan on arv, millest suuremaid ja vaiksemaid vaart  useid on
variatsioonireas uhepalju.

Mood on tunnuse kodige sagedamini esinev vaartus.

Kaalutud keskmine on arv, mis saadakse, kui aritmeet llise
keskmise arvutamisel antakse erinevatele vaartustele erinevad
kaalud. Kaaluks voivad olla naiteks mootetulemuste
standardhalbed.

15



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Kui meid huvitab kdige tuupilisem vaartus, siis sed a naitab koige
suurema sagedusega vaartus mood. Mood on sageduse ko rgpunkt, ta
el naita, kas ja kui palju on temast suuremaid java hemaid vaartuseid.
Nominaaltunnuste korral (naiteks rahvus, elukutse) | eitakse
keskmisena mood.

Mediaani leidmisel ei arvestata tunnuse vaartusi vaid ainult
suurusjarjestust. Mediaani kasutatakse siis, kui on e esmargiks leida
tapne andmete jaotuse keskpunkt, vdi kui andmete hu lgas on
ekstremaalseid vaartuseid, mis oluliselt mojutavad kes kvaartust.

Keskvaartus so6ltub koigist tunnuse vaartustest, kuid ta ei pruugi ise
olla tunnuse vaartus. Keskvaartus voib sattuda vahemi kku, kus
tunnusel on vahe vaartuseid voi need puuduvad hoopis . Sliski

kasutatakse keskvaartust killalt sageli, sest ta on aluseks teiste
statistiliste naitajate (naiteks standardhéalve, korre latsioonikordaja)
maaramisele.

16



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Naide 2.6. Suvel m argistatakse raadiomajakaga 9 kuldnokka, et teada
saada kuldnokkade keskmine rande kestvus. Stgisel|  ahkusid kdik 9
kuldnokka Eestist, kuid vaatlusperioodi I0puks suve alguses oli
Eestisse tagasi joudnud ainult 7 kuldnokka, kelle r ande kestvused olid
vastavalt 146; 152; 152; 154; 156; 159; 159 paeva. M itu paeva kestis
sellel aastal keskmiselt kuldnokkade ranne?

17



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — keskvaar tus

Naide 2.7. Oletame, et Uks firma koosneb juhatajast] a 9-st t6otajast.
Tootajate kuupalk on 5000 EEK, juhata kuupalk on 55 000 EEK.
Keskmine palk selles firmas on
. 9.5000+ 55000
10

=10000

Samas mediaanpalk selles firmas on 5000 EEK.

Uks teine firma koosneb neljast insenerist, kuupalga ga 39000 EEK
ning koristajast, kuupalgaga 4000 EEK. Keskmine palk selles firm as
on

M 4-39000+ 4000 _ 32000

Samas mediaanpalk selles firmas on 39000 EEK.

18



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — dispersi oon

Juhusliku suuruse dispersiooniks D (ka 0°) nimetatakse suurust

DIX] = m{(X -m[x]]

mis vOetakse Uheks hajuvuse karakteristikuks. Seega o n dispersioon
juhusliku suuruse utheks nn juhuslikkuse m aara iseloomustajaks.

Vastavalt definitsioonile on diskreetse juhusliku su uruse dispersiooni
arvutusvalem

D = Z(XI _m)z P,

Niisiis, tegu on téenaosustega kaalutud tksikrealis atsioonide halvete

ruutude summaga. Analoogiliselt, pideva juhuliku suu ruse korral on
dispersiooni arvutusvalem

D = T(x—m)zf(x)dx

19



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — dispersi oon

Dispersiooni praktiliseks arvutamiseks sobib kasutada jargmist
Steineri valemit

D[] = mx?] - (mx]f

Siin esimene suurus paremal on keskvaartus juhusliku s uuruse
ruudust X2,

TOestame Steineri valemi pideva juhu jaoks:

D = T(x—m)zf(x)dx = T(x2—2xm+m2)f(x)dx =
= ]Oxzf(x)dx —Zmef(x)dx + mZT f (x) dx.

Siin teine integraal on X keskvaartus m(X) ja viimane integraal on
normeerituse tottu vordne Uhega. Seeparast saame

D = Ixzf(x)dx -2m° 4+ m = Ixzf(x)dx -m’

20



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — standard

Dispersiooni ruutjuurt

o = D

nimetatakse standardhalbeks, ruutkeskmiseks halbeks e hk
ruuthalbeks.

halve

Definitsioonidest on nédha, et dispersiooni dimensioo n on vordne
juhusliku suuruse dimensiooni (mo6aotuhiku) ruuduga, st andardhalbe
dimensiooniks on aga juhusliku suuruse dimensioon. Seetottu

kasutatakse praktikas harilikult standardhalvet.

Mootem aaramatuste arvutamisel kasutatakse alati standardhal vet!!!

21



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — standard halve

Naide 2.9. Taringuvisete keskvaartus ning dispersioon.

X X X—m (X—m)? o
1 1 2,5 6,25 1/6
2 4 -15 2,25 1/6
3 9 0,5 0,25 1/6
4 16 05 0,25 1/6
5 25 15 225 1/6
6 36 25 6,25 1/6
> 21 91 0 17,5 1

Lelame koigepealt keskvaartuse: m(X) = Z X, Py = 21% =35
k=1

1
Dispersioon p6hivalemi péhjal: D(x) = Z(X -m)°p = 5 17,5~ 2,92
Dispersioon Steineri valemist: ~ D(x) =m[X?|-m? = %1— 352 ~1517-12,25= 2,92

Standardhalve:  5(x)=,/D(x) =4/292 =171
22



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — standard halve

Naide 2.10. Uhtlase jaotuse standardhalve.

Uhtlase jaotuse jaotustihedus on:

(1
P as<x<b
f(x)={b-a
0, muijal
Uhtlase jaotuse keskvaartuseks saime:
b 2 b
m(X) = _[X—dx_i wix = 1| X _b*-a’ (b a)(b+a) a+b

Dispersiooni arvutamisel kasutame Steineri valemit. Le lame esmalt x?
keskvaartuse:

b 3 b
m(x?) = jx —dx—i x> dx S =
—a b-a- “b-al 3 X

b®-a’ _ (b~ a)(a’ +ab+b2) a’® +ab+ b’

" 3b-a) 3(b-a) 3

23



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — standard

Naide 2.10. Uhtlase jaotuse standardhalve.

_a+b

m(X) = > m(x?) =

a’+ab+Db?
2 .

Vastavalt Steineri valemile, on Uhtlase jaotuse dispe  rsioon

D(X) =m(X2)—(m(X))2:a +ab+b _(a+bj -

3 2
_4a’® +4ab+4b® -3a° -6ab-3b* a’-2ab+b* (b-a)’
12 12 12

ning uhtlase jaotuse standardhalve on:

b—a

b—a 1 b-a
o(X) =4/ D(X) = = ~ 0577 ——
H=vb) == =5 2 >

halve

24



Naide 2.11. Astmejaotuse standardhéalve

vaadake ise konspektist.




MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — standard halve

Dispersiooni omadusi, millest tulenevad ka standardh albe omadused:
1. Dispersiooni mittenegatiivsus.
a) Mittejuhusliku suuruse ehk konstandi dispersioon o n null.
b) Juhusliku suuruse dispersioon on alati positiivne.
2. Ruuthomogeensus. Kehtib vordus
D[cX |=c’D[X]
3. Juhuslike suuruste summa dispersioon.
Kui suurused X ja Y on sOltumatud juhuslikud suurused , SliS
D[X +Y]|=D[X |+ D|Y]

Kui suurused X ja Y on omavahelises soltuvuses oleva  d juhuslikud
suurused, siis

D[X +£Y]=D[X]+ D[Y]+2r{/D[X D]Y]

26



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — standard halve

Ulesanne 2.4. Juhusliku suuruse jaotustiheduseks on kuupfunktsioon:
(3
X
—, O<x<?2
f(X)=< 4
0, mual

Leia antud funktsioonil:

a. keskvaartus m

b. standardhalve o

C. tdenaosus, et juhuslik suurus oleks vahemikus mz+o

d. tbenaosus, et juhuslik suurus oleks vaiksem kui ke skvaartus
e. mediaan

Leiame praegu ainult mediaani, tlejaanud lahendustv  aadake ise
konspektist.
27



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — standard halve

Ulesanne 2.4. Juhusliku suuruse jaotustiheduseks on kuupfunktsioon:
(3
X
—, O<x<?2
f(X)=< 4
0, mual

e. mediaan

t X1X3 1 x* Xy X14
F(Xl)zjf(X)dledezZ' 41° 16

4
F(x.)= XTg ~05= x.'=8= x_, =4/8=168

28



MMM — juhusliku suuruse arvkarakteristikud — standard

Ulesanne 2.5. Radioaktiivse aine pooldumist kirjelda b valem

f(t)= tiexp(—t /t,)

0

kus parameeter t, on antud aine poolestusaeg (ajaintervall, mille
jooksul jaab ainet e = 2,718 korda vahemaks. Tseesium 137

halve

poolestusaeg on 43 aastat. Leia Cs pooldumise keskva  artus, mediaan

ja standardhalve.

Proovi kodus ise lahendada, kontrolli konspektist lah endust.

29



MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — Uhtlane jaotus

Uhtlane jaotus flx)  summeetriatelg
{ A
a+b -
m= N
> b-a
| 2‘0 ;

P Yo i — m= 'b—>x

V3 2 2 (@+b)/2
Uhtlase jaotuse naiteks on m&dtevahendi resolutsioon ist tingitud
maaramatus, seda eriti selgelt digitaalndiduga seadme  tel. Kui naiteks
digitaaltermomeetri resolutsioon on 0,1 T ning naiduks on 22,6 C,

siis tegelik temperatuur on vahemikus (22,55 CT-22,6 5 ). Kuna meill
pole mingi alust eeldada, et temperatuuril esineks mi ngisugused
eelistatumaid vaartuseid, siis on kdige maoistlikum e eldada, et
mooOtevahendi resolutsioonist tingitud m  @aramatus on kirjeldatav
thtlase jaotusena.
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MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — uhtlane jaotus

Eelmise nadala numbrite pakkumise ning stnnikuupéaeva viimase
numbri kisitluse tulemused:

25

W vaba_number
I M stnnipaev
20 M Uhtlane
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MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — kolmnurkjaotus

Kolmnurkjaotus

Vaatame Uhte erijuhtu kolmnurkjaotusest, mis on stimme etriline ning
asub loigul [0; 2], seega on tema jaotustihedus on antud funktsiooniga

(x; 0<x<1 .
X
f(X)=<2-X1<x<2 ~/6c V6o
0, mujal 1

Et tlalkirjeldatud kolmnurkjaotus
on summeetriline, siis ilmselt
on tema keskvaartus

mzﬁzl 0
2 1 2
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MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — kolmnurkjaotus

Kolmnurkjaotus mx) =22 _q

Kolmnurkjaotuse ruudu keskvaartus on:

X4

m(x? _ > f dx—lx2 x dx 2x2 2 —X)dx = 1+2X32 X' 12
() = [X109 —{ - +{ (2= o= g £ =]

el A

_1,16-2 16-1_3+56-45_14
T4 3 4 12 12

ja kolmnurkjaotuse dispersioon ning standardhalve on:

14 2
D=m(x*)-m*=——(1f ==
(x) W=
o=+D = |2 ~041
12

33



MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — eksponentjaotu

Eksponentjaotus

Eksponentjaotuse saate labi arvutada radioaktiivse ai
f (t)=Aexp(—At)
F(t) =1—exp(-At)

kirjeldavas naites.

ne pooldumist

Siin A =1/t eksponentjaotuse keskvaartus ja standardhalve on
molemad vordsed parameetriga

1.6
1.4
1.2
1.0

§ 0.8
0.6
0.4
0.2

0.0

to-

A=0.5
— A=1

A=1.5

S




MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — eksponentjaotu s

Naide 2.9. HoO6glambi eluiga allub eksponentjaotusel  e. Tootja vaidab,
et hodglambi keskmine eluiga on 1000 tundi. Kui pik  k on keskmise
lambi eluiga? Kui suur on téenaosus, et ihe lambi el uiga on 5000

tundi?

Lahendus — Mathcadiga — (lambi_eluiga.mcd).
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MMM — Tagasiside

Palun leia tukk paberit ning kirjuta sellele lUhidalt
— mis oli sinu arvates kdige olulisem asi, mida sa ta
—  milline koht oli tAnases loengus kdige keerulisem,

— oma eriala.

Parast loengu Ioppu jatke paberid ukse korvale karpi.

na oppisid;

segasem,
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MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — eksponentjaotu

Eksponentjaotus

Eksponentjaotuse saate labi arvutada radioaktiivse ai
f (t)=Aexp(—At)
F(t) =1—exp(-At)

kirjeldavas naites.

ne pooldumist

Siin A =1/t eksponentjaotuse keskvaartus ja standardhalve on
molemad vordsed parameetriga

1.6
1.4
1.2
1.0

§ 0.8
0.6
0.4
0.2

0.0
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MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — eksponentjaotu s

Naide 2.9. HoO6glambi eluiga allub eksponentjaotusel  e. Tootja vaidab,
et hodglambi keskmine eluiga on 1000 tundi. Kui pik  k on keskmise
lambi eluiga? Kui suur on téenaosus, et ihe lambi el uiga on 5000

tundi?

Lahendus — Mathcadiga — (lambi_eluiga.mcd).



MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — normaaljaotus

Normaaljaotus

Juhusliku suuruse jaotust nimetatakse normaaljaotusek s ehk Gaussi
jaotuseks, kui jaotustihedus on

1 X — a 2
F(x) = expl - & 2) |
o271 20

157
0.6 n
f1(x) oad, f1(x) Al

709 f2(x)
1B i gt ) f03 () 0q!




MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — normaaljaotus

Normaaljaotus

Nagu teistegi jaotusseaduste puhul, on ka normaaljao  tuse puhul

mingisse intervalli sattumise tdendaosuse leidmiseks vaja teada tema
jaotusfunktsiooni. Praktikas ei ole normaaljaotuse in tegreerimine just
lihtne tlesanne. Selles loengukursuses me ei tbesta, et

normaaljaotuse jaotusfunktsioon on:

ool

erf (X) = %Texp(—tz)dt

Siin erf( x) tahistab veafunktsiooni. Praktiliste tlesannete | ahendamisel
kasutatakse valmisprogrammide abi.



MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — normaaljaotus

Normaaljaotus

Mathcad’is on normaaljaotuse parameetritega  aja o jaotustihedus f(x)
kohal x arvutatav funktsiooniga dnorm (X, a, o) ning jaotusfunktsioon
F(x) kohal x funktsiooniga pnorm (x, a, 0).

Excel’is on jaotustihedus  f(x) arvutatav kdsuga normdist (X, a, o, 0)
ning jaotusfunktsioon F(x) kdsuga normdist (x, a, o, 1).

Naide:

Pliiatsitehases toodetavate pliiatsite pikkus allub normaaljaotusele
keskvaartusega 180,0 mm ning standardhalbega 0,7 mm. Kui suur on
tbenaosus, et toodangu seast juhuslikult valitud pl liatsi pikkus on

vahem kui 179 mm?



MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — normaaljaotus

Normaaljaotus

Mathcad’is on normaaljaotuse parameetritega  aja o jaotustihedus f(x)
kohal x arvutatav funktsiooniga dnorm (X, a, o) ning jaotusfunktsioon
F(x) kohal x funktsiooniga pnorm (x, a, 0).

Excel’is on jaotustihedus  f(x) arvutatav kdsuga normdist (X, a, o, 0)
ning jaotusfunktsioon F(x) kdsuga normdist (x, a, o, 1).

Naide:

Plilatsitehases toodetavate pliiatsite pikkus allub normaaljaotusele
keskvaartusega 180,0 mm ning standardhalbega 0,7 mm. Kui suur on
tbenaosus, et toodangu seast juhuslikult valitud pl liatsi pikkus on

vahem kui 179 mm?

normdist(179; 180,0; 0,7; 1) = 0,076563726 = 7,66 %. .



MMM — enamkasutatavad jaotusseadused — arkussiinusjao  tus

Arkussiinusjaotus

Arkussiinusjaotuseks nimetatakse juhusliku suuruse X niisugust
jaotust, mille jaotustihedus ning jaotusfunktsioon on
f(X)= 1 O<x<1
74/ X(1— X) |
2-arcsin(+/ X
F(X)= (\f), O<x<1
T
8 1
6
2
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 9 1



MMM — jaotuste summa

Kahe jaotuse summa jaotus

Senini oleme tegelenud ainult tksikvaartustega ming ISt jaotusest.
Sageli aga sooritatakse korduvmodotmisi ning kasutatak se hoopis

keskvaartuseid. Tekib digustatud kisimus, et milline on keskvaartuse
jaotus? Alustuseks meenutame, et n-kordse korduvmaootm ise
keskvaartus on vordne n-kordse korduvmoodtmise summaga | agatud

maootmiste arvu n-ga. Kuna n on konstant, siis on sel ge, et nii
keskvaartus kui ka summa peavad olema samast jaotuse  st.
Arvutuslikult on lintsam analliisida summat ning alle S jaotuse
leidmisel see labi jagada n-ga.
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MMM — jaotuste summa

Kahe taringuviske summa jaotustabel

summa kombinatsioonid esinemiste esinemise Jaotus-
arv tdenaosus funktsioon
2 1,1 1 1/36 1/36
3 1221 2 2/36 3/36
4 132231 3 3/36 6/36
5 14233241 4 4/36 10/36
6 1524334251 5 5/36 15/36
7 16253443526,1 6 6/36 21/36
8 263544536,2 5 5/36 26/36
9 3645546,3 4 4/36 30/36
10 465564 3 3/36 33/36
11 5,6 6,5 2 2/36 35/36
12 6,6 1 1/36 1
P

6/36 —

5/36

4/36

3/36

2/36

1/36

1 2 3 4 5 6 X




Uldiselt kasutatakse kahe jaotuse summa jaotustihed use leidmiseks
konvolutsiooni integraali:

o0

y(t) = x(t)*h(t) = [ x(z)-h(t-7)dz

—0Q0




MMM — jaotuste summa — konvolutsiooni integraal

Naide 2.14. Leiame konvolutsiooni integraali kahest thtlasest
jaotusest:

o0

1 O<t<1 y(t) = X(1)* h(t) = [ x(z)-h(t-7)dr

X(t) =h(t) = {O‘ T =

Selleks, et see integraal oleks nullist erinev, peav  ad tema molemad
komponendid olema nullist erinevad:

r=fo1] t-r=[01]= -t+7r=[-10] = r=[t-1Lt]

seega on meil integreerimisradade valikuks kaks tingim ust, mis
peavad molemad samaaegselt kehtima:

) {[0:1]
-1t
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MMM — jaotuste summa — konvolutsiooni integraal

Naide 2.14. Leiame konvolutsiooni integraali kahest thtlasest
jaotusest:

o0

1 O<t<1 y(t) = x(t)* h(t) = [ x(r)-h(t-7)dz

X(t) =h(t) = {O‘ i =

1. t<0 =y)=0
o0 t
2.0<t<1l = r=(Ot) = y(t)= [X(z):h({t=7)dr = [1-1-d7r =t
0

—00

1

3. 1<t<2 = r=(t-11) = y(t):j1-dr=r\3_1=1—(t—1)=2—t
t-1

4. t>2 =yt)=0

14



MMM — jaotuste summa — konvolutsiooni integraal

Naide 2.14. Leiame konvolutsiooni integraali kahest thtlasest
jaotusest:

Seega saime, et kahe Uhtlase jaotuse summa jaotus 0 n maaratud
jargmiste tingimustega:

t;  O<t<l1 vi t)
y(t)=<2-1;1<t< 2
0, mujal t

( 2-t

15



MMM — jaotuste summa — keskne piirteoreem

On tOestatud, et paljude soltumatute (voi norgalt sol tuvate) juhuslike
suuruste (mootesuuruste) summa

X=YX,
=1

jaotus erineb vahe normaaljaotusest. Mida suurem on li idetavate arv
n, seda vaiksem on erinevus. TeisisOnu, normaaljaotust voib eeldada
paljudes Ulesannetes, kus juhuslikke s6ltumatuid su uruseid on palju
ja ukski neist ei ole Ulekaalus. Keskse piirteoreem | pohjal kehtib see
olenematult jaotusseadusest (peab eksisteerima |opli k dispersioon).

16



MMM — jaotuste summa — keskne piirteoreem

Teeme Mathcadis demo, kus me analtidsime keskset piir  teoreemi.

Koigepealt tuleb aga eelnevalt moningaid vajalikke
tuleminekuvalemeid tuletada.

Kasutame Mathcadi sisseehitatud juhuslike arvude gene raatorit, mis
annab juhusliku arvu Uhtlasest jaotusest vahemikus ( 0; 1), tahistame
seda U(0O; 1). Kui me tahame testida m6nda teist jaotust, siis tuleb
leida vastav Uleminekuvalem. Selleks kasutame tingi - must, et molema
jaotuse jaotusfunktsioonid peavad olema vordsed: F(y) = F(x). Leilame
tleminekuvalemid kolmnurkjaotusele, eksponentjaotuse le ning
parabooljaotusele.

17



MMM — jaotuste summa — keskne piirteoreem

Vaatame kolmnurkjaotust, mis on defineeritud kujul

2y, O<y<l1
f(y) =
¥) {o, mujal

Uhtlase jaotuse jaotusfunktsioon on

F(Xx) :Il-dx: X,= x=U(01)

Kolmnurkjaotuse jaotusfunktsioon on
y
F(y)=[2y-dy=y’[3=¥’
0

Kuna F(y) = F(x), siis y? = x, jarelikult annab sedasi defineeritud
kolmnurkjaotuse ruutjuur Ghtlasest jaotusest:

y=+x=4U(03)

18



MMM — jaotuste summa — keskne piirteoreem

Teeme Mathcadis demo, kus me analtidsime keskset piir  teoreemi.

1. Genereerime mingist jaotusest suure hulga arve. Arv  utame suuruse
Z. ning teeme Z_  esinemissagedusest graafiku, tulemus peaks
olema sarnane sellele jaotusele endale.

2. Genereerime uuesti arvud mingist jaotusest ning arvuta me
nendest arvudest n arvu jaoks Z_ vaartused. Tehes Z.
esinemissagedusest graafiku, naeme, miline onsell e jaotuse n
arvu aritmeetilise keskmise jaotus.

7z ~ N4 N0

n G\/ﬁ

Mangime Mathcadi demoga “Keskne piirteoreem_v3.mcd”
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MMM — jaotuste summa — keskne piirteoreem

Demoga ,méangides” veendusime, et toesti, summeeritavat e vaartuste
arvu n suurenedes lahenes jaotus normaaljaotusele. See lahenemise
Kiirus sOltus aga oluliselt jaotuse kujust: thtlase jaotuse puhul piisas
tingimusest, et n 2 3, samas kui eksponentjaotuse puhul jai vaike
erinevus sisse ka veel n = 20 juures. Me ei proovinud  , kuid selline
lahenemine normaaljaotusele kehtib ka erinevatest ja  otustest parit
arvude liitmisel. See ongi keskse piirteoreemi Uks ko ige olulisem

omadus. LAhenemine normaaljaotusele voib siiski olla vaga aeglane,
kui leiduvad moned mittenormaaljaotusega komponendid , millel on
teistega vorreldes palju suuremad standardhalbed. Selle st hoolimata
vOib enamasti modtetulemust, mis on sisendsuuruste s ummat

y =X, + X, + ... + X, (vOI ka aritmeetilist keskmist) kasitleda kui
normaaljaotusega suurust. See tulemus kehtib ka vaga

komplitseeritud jaotustega mootetulemustele, mis Kin nitab veelgi selle
teoreemi suurt metroloogilist vaartust.

20



MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Oletame, et meil on teada mooOdetava suuruse toeline v aartus X,
(tegelikult muidugi ei ole teada, aga mottelise eks  perimendi korras
vOIb nii oletada). MOOtmistulemuse X ja mOOdetava suuruse toelise
vaartuse vahe Ax = x — x, on modtmistulemuse viga (kasutatakse ka
pikemat terminit Uhekordse mootmise konkreetne moote viga). Viga
sisaldab stUstemaatilist ja juhuslikku komponenti. V Oib ka Gelda, et
viga liitub siistemaatilisest komponendist ja juhusl ikust
komponendist.
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Sustemaatilised vead _ liigitatakse:

1. Vead, mille pohjused on teada ja millede suurusio  n vOimalik
plisavalt tapselt m &aarata (nt testri null voib olla paigast ara jms).

2. Vead, millede pohjused on teada, kuid suurused mit  te (nt ebatapne
gradueerimine).

3. Vead, millede olemasolu on meile teadmata.

Juhuslikud vead

Lisaks stistemaatilisele veale on moéotmistulemusel a lati ka juhuslik
komponent. Tingituna suurest hulgast mitmesugustest, uldjuhul
valistest, s.0 mootja kontrollile mitte alluvatest t eguritest on
tksikmoodtmise tulemus juhuslik suurus.
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Keskvaartuse hindamine mootmistulemustest

Vaatame alustuseks taas htpoteetilist situatsiooni, kus mell on
aprioorselt teada moodetava suuruse toeline vaartus X4
X Juhuslikkuse tottu mootmistulemuse X jJa mOOdetava suuruse toelise
vaartuse vahe Ax =X — x,, S.0 mootmistulemuse viga, erineb nullist.
Tehes nuud palju kordi mootmisi, kokku N sOltumatut mootmist,
saame juhusliku suuruse X valimi { X, X5, X3, ey Xy ey Xpneps Xnt- S€ll€
valimi aritmeetiline keskvaartus

N
. X+ X+ 4 Xy . ;X'

N N

XN

on parim l&hend tGelisele vaartusele piirvaartuse motte S

lim,__ XN = X.
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Dispersiooni hindamine mootmistulemustest

Dispersiooni katselisel m aaramisel on olukord analoogiline
keskvaartuse hindamisega. Meenutame siin dispersiooni definitsiooni

D[X] = 2.(x=m)’-p

Kuna summa ule p;-de peab olema vordne thega ning pole pohjust
oletada, et naiteks esimesed mootmised olid tapsema  d Kui viimased,
siis p; = 1/N, seega
1 N
D[X] ~ o = N2 =m)°
i=1

Alternatiivset valemit dispersiooni arvutamiseks nime tatakse
empiiriliseks dispersiooniks:

1 N
D[X] ~ SN2 = m E (Xi _m)2
_ i=1
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Dispersiooni hindamine mootmistulemustest

N 1 N
DIX] ~ o2 = —-3(x —m)? DIX] =~ 8= ——=>(x-m)’
N = N-143
Osutub, et nende suuruste keskvaartused rahuldavad seo seid
N-1
moz]-N g mg]-q,

kus d on uksiksuuruse X, dispersioon. Nagu naeme, lahendab suurus

sy? vahemalt matemaatilise ootuse (keskmise) mottes tbe  list
dispersiooni Oigesti, kuna suurus o,? alahindab dispersiooni.
Seeparast kasutame edaspidi juhuslikus suuruse dispers looni

hindamisel suuruse X empiirilist dispersiooni.

Juhusliku suuruse X empiiriline standardhéalve on vastavalt

N _
Z(Xi _XN)Z
S, = i—1 — z\/a
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Uhetaoliselt jaotunud suuruste aritmeetilise keskmise
dispersioon

Vaatleme n soltumatut juhuslikku suurust X, (k =1, 2, ...,

Uhesuguse jaotusega ja jarelikult ka Ghesuguste
arvkarakteristikutega, s.t

m[xk]: a, D[Xk]:

Leiame juhuslike suuruste aritmeetilise keskmise
1
== X, arvkarakteristikud.
N3

Keskvaartuseks saame

X, o 13 )= <

keskvaartus ja

N), mis on
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Uhetaoliselt jaotunud suuruste aritmeetilise keskmise
dispersioon

Vaatleme n soltumatut juhuslikku suurust X, (k =1, 2, ...,

Uhesuguse jaotusega ja jarelikult ka Ghesuguste
arvkarakteristikutega, s.t

m[xk]: a, D[Xk]:

Leiame juhuslike suuruste aritmeetilise keskmise
1
== X, arvkarakteristikud.
N3

Keskvaartuseks saame

X, o 13 )= <

keskvaartus ja

N), mis on
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Uhetaoliselt jaotunud suuruste aritmeetilise keskmise keskvaartus ja
dispersioon

Aritmeetilise keskmise dispersioon on (ilma toestuset a):

ning jareldusena

G(XN):\/EZX/SNN

Seega: Uhesuguselt jaotunud N sOGltumatu suuruse aritmeetilise
keskmise dispersioon on N korda vaiksem kui tksiksuuruse
dispersioon ja standardhalve on ruutjuur N korda vaiksem kui
tksiksuuruse standardhalve.
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Teeme eksperimendi, kus mdoédame N korda mingit suurust mingist
jaotusest ning arvutame keskvaartuse ning standardhalb e. Kordame
seda eksperimenti M korda ning vaatame, kui hasti méotmistulemused
omavahel kokku langevad.

Olgu tegemist Uhtlase jaotusega, keskvaartusega 100 n  ing
standardhalbega 10.

Lahendame Mathcadis “keskmise standardhalve vO0l1.mcd”
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Uue standardi jargi on oluline erinevus m  daramatuse ja mootmisvea
moistete vahel:

Maaramatus # viga.

Viga on modtmistulemuse ja mdddetava suuruse toelise vaartuse
vahe, on seega juhusliku suuruse konkreetne realisatsi oon. Kuna
toelist vaartust ei ole voimalik teada, siis pole ka viga praktikas
voimalik leida.

MoOtem aaramatus peegeldab seda, et meil puuduvad tapsed

teadmised mootesuuruse vaartuste kohta. Ka parasttea  daolevate
sustemaatiliste mootehalvete korvaldamist on méoétmis tulemus ikkagi
vaid mootesuuruse vaartuse hinnang, ja sedam  aaramatuse tottu, mis
on tingitud juhuslikust mo0teveast ja sustemaatilis te mootevigade

“mittetaielikust” korrigeerimisest. Mootmistulemus VvOi b osutuda vaga
lahedaseks mootesuuruse vaartusele (mida pole kull vo imalik tapselt
teada), kuid samal ajal voib sellel méotmistulemuse | olla Gsna suur

maaramatus. 20



MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Maootmistulemuse m aaramatus koosneb paljudest komponentidest,
mis jagatakse kahte tuUpkategooriasse:

A- thupi m aaramatus , mida hinnatakse statistiliste meetodite abil

B- tuupi m aaramatus , mida hinnatakse muul viisil.

Nende kahe pohittibi koosmojul tekkiv méotem  aaramatus kannab
nime

Liitm daramatus , ka C-taupi m aaramatus.
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

A-tilpi mootem &aramatus on statistilist ttdpi modtem  dadramatus,
mille suurust saab vahendada modtmiste arvu suurendade S,
kordusmO@aotmisi sooritades ja tulemusi keskmistades. A -taapi

moOotem daramatus on tekitatud juhuslike mojurite poolt, mis voivad
kallutada mootmistulemust kord Uhele, kord teisele po ole, suurendada
ja vahendada uUksikmootmist. A-talpi m  &aramatuse pohjustavad: 1)
mitmesugused hairivad tegurid mootmisel (nait valisti ngimused), 2)
objekti enda muutlikkus (nii valmistamise ebatapsus Kui objekti ajaline
muutumine), jne.

Uhesuguselt jaotunud sdltumatu suuruse aritmeetilis e keskmise
standardhalve on korda vaiksem kui Uksiksuuruse sta ndardhalve,

G(XN):\/Ez\/SNN

seega mida suuremaks viia mootmiste arv, seda vaiksem aks laheb
aritmeetilise keskmise standardhalve.
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Oluline on tahele panna, et méotmistulemused oleksid omavabhel
sOltumatud. Kui on oht, et mootmistulemused el ole sOltumatud, siis el
kasutata mooteseeria aritmeetilise keskmise standardha Ibe

arvutamiseks mitte valemit B d s,
N N

N —
vaid hoopis valemit D (% —xn)?
SN — i=1

N-1

s.t. ka mooteseeria aritmeetilise keskmise standardhal bena
kasutatakse empiirilist standardhalvet.

A-tllupi mootem &aramatuse hindamine toimub nii nagu juhusliku
suuruse standardhalbe statistilisel hindamisel. A-ttu o]
mOOtem aaramatuse tahis on U,.

u,=o(Xy)=

VN .



MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Laias laastus on B-tlilpi mo0tem &aramatus igasugune
mOooOteprotsessis iimnev m  aaramatus, mis ei ole statistiliselt hinnatav
ning mis ei vdhene kordusmootmiste arvu suurenedes. B- tadpi
mOOotem aaramatuse tahis on Uug.

Esmajoones kuuluvad B-tulpi modtem  aaramatuse alla vead, mis on

tingitud modoteinstrumendi piiratud voimalustest. Kuli hoolikalt ja
tapselt ka poleks valmistatud modteriist voi mooteva hend, millega me
mOoOotmist teostame, alati on ka sellel olemas mingi (juhuslikku laadt)
viga, mis on selle konkreetse maoteriista puhul kull muutumatu ja
pUsiv suurus, kuid mis muutub Uhelt mooteriistalt te Isele samuti
juhuslikult. See — mooteriista viga — on viga etaloni suhtes. Korduvatel

mootmistel see viga on esindatud tapselt thel jasa  mal moel (kuna
mootmised teeme Uhe ja sama mooteriistaga) Ja korduva  d mootmised
tema suurust ei kahanda.

34



MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Mootmistulemuse standardm aaramatust, mis on saadud A ja B
komponentide litumise tulemusel, nimetatakse liitm aaramatuseks ehk
koondm daramatuseks ( combined uncertainty). Tema arvuline vaartus
vordub positiivse ruutjuurega liitdispersioonist, mis s aadakse koikide
dispersiooni komponentide liitmisel:

UC:\/Ui+Ué
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MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Uhetaoliselt jaotunud suuruste aritmeetilise keskmise keskvaartus ja
dispersioon

Vaatleme n soOltumatut juhuslikku suurust X, (k =1, 2, ..., N), mis on
Uhesuguse jaotusega ja jarelikult ka Ghesuguste
arvkarakteristikutega, s.t

m[xk]: a, D[Xk]:

Leiame juhuslike suuruste aritmeetilise keskmise
1
== X, arvkarakteristikud.
N3

Keskvaartuseks saame

- 30 - e



MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Uhetaoliselt jaotunud suuruste aritmeetilise keskmise keskvaartus ja
dispersioon

Aritmeetilise keskmise dispersioon on (ilma toestuset a):

ning jareldusena

G(XN):\/EZX/SNN

Seega: Uhesuguselt jaotunud N sOGltumatu suuruse aritmeetilise
keskmise dispersioon on N korda vaiksem kui tksiksuuruse
dispersioon ja standardhalve on ruutjuur N korda vaiksem kui
tksiksuuruse standardhalve.




MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Teeme eksperimendi, kus mdoédame N korda mingit suurust mingist
jaotusest ning arvutame keskvaartuse ning standardhalb e. Kordame
seda eksperimenti M korda ning vaatame, kui hasti méotmistulemused
omavahel kokku langevad.

Olgu tegemist Uhtlase jaotusega, keskvaartusega 100 n  ing
standardhalbega 10.

Lahendame Mathcadis “keskmise standardhalve vO0l1.mcd”



MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Maootmistulemuse m aaramatus koosneb paljudest komponentidest,
mis jagatakse kahte tuUpkategooriasse:

A- thupi m aaramatus , mida hinnatakse statistiliste meetodite abil

B- tuupi m aaramatus , mida hinnatakse muul viisil.

Nende kahe pohittibi koosmojul tekkiv méotem  aaramatus kannab
nime

Liitm daramatus , ka C-taupi m aaramatus.




MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

A-tilpi mootem &aramatus on statistilist ttdpi modtem  dadramatus,
mille suurust saab vahendada modtmiste arvu suurendade S,
kordusmO@aotmisi sooritades ja tulemusi keskmistades. A -taapi

moOotem daramatus on tekitatud juhuslike mojurite poolt, mis voivad
kallutada mootmistulemust kord Uhele, kord teisele po ole, suurendada
ja vahendada uUksikmootmist. A-talpi m  &aramatuse pohjustavad: 1)
mitmesugused hairivad tegurid mootmisel (nait valisti ngimused), 2)
objekti enda muutlikkus (nii valmistamise ebatapsus Kui objekti ajaline
muutumine), jne.

Uhesuguselt jaotunud sdltumatu suuruse aritmeetilis e keskmise
standardhalve on korda vaiksem kui Uksiksuuruse sta ndardhalve,

G(XN):\/Ez\/SNN

seega mida suuremaks viia mootmiste arv, seda vaiksem aks laheb
aritmeetilise keskmise standardhalve.



MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Oluline on tahele panna, et méotmistulemused oleksid omavabhel
sOltumatud. Kui on oht, et mootmistulemused el ole sOltumatud, siis el
kasutata mooteseeria aritmeetilise keskmise standardha Ibe

arvutamiseks mitte valemit B d s,
o(Xy) = \/7 ~
N N

N —
vaid hoopis valemit D (% —xn)?

s, = /-

N-1

s.t. ka mooteseeria aritmeetilise keskmise standardhal bena
kasutatakse empiirilist standardhalvet.

A-tllupi mootem &aramatuse hindamine toimub nii nagu juhusliku
suuruse aritmeetilise keskmise standardhalbe statistilisel hindamisel.
A-tulpi mOOtem &aaramatuse tahis on u,.



MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Laias laastus on B-tlilpi mo0tem &aramatus igasugune
mOooOteprotsessis iimnev m  aaramatus, mis ei ole statistiliselt hinnatav
ning mis ei vdhene kordusmootmiste arvu suurenedes. B- tadpi
mOOotem aaramatuse tahis on Uug.

Esmajoones kuuluvad B-tulpi modtem  aaramatuse alla vead, mis on

tingitud modoteinstrumendi piiratud voimalustest. Kuli hoolikalt ja
tapselt ka poleks valmistatud modteriist voi mooteva hend, millega me
mOoOotmist teostame, alati on ka sellel olemas mingi (juhuslikku laadt)
viga, mis on selle konkreetse maoteriista puhul kull muutumatu ja
pUsiv suurus, kuid mis muutub Uhelt mooteriistalt te Isele samuti
juhuslikult. See — mooteriista viga — on viga etaloni suhtes. Korduvatel

mootmistel see viga on esindatud tapselt thel jasa  mal moel (kuna
mootmised teeme Uhe ja sama mooteriistaga) Ja korduva  d mootmised
tema suurust ei kahanda.



MMM — moOtevead ja mOOtem aaramatus

Mootmistulemuse standardm aaramatust, mis on saadud A ja B
komponentide litumise tulemusel, nimetatakse liitm aaramatuseks ehk
koondm daramatuseks ( combined uncertainty). Tema arvuline vaartus
vordub positiivse ruutjuurega liitdispersioonist, mis s aadakse koikide
dispersiooni komponentide liitmisel:

UC:\/Ui+Ué
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MMM — Ekse

Monikord juhtub, et mootetulemuste hulka satub ilmse lgelt vale
m0oOodis ehk ekse. Eksed aga mojutavad selgelt m6otmistu lemust ja
neid ei tohiks keskvaartuse ning standardhélbe arvutu stes kasutada.

Uldiselt defineeritakse ekseteks kdik mddtmistulemuse d, mis erinevad
keskvaartusest rohkem kui kolmekordne standardhalve.

Normaaljaotuse eeldusel on tdendosus, et moodtetulemu s erineb
keskvaartusest rohkem kui kolm standardhalvet, 0,3%.

Eksed tuleb edasisest andmettdtlusest kdrvaldada ning siis arvutada
uuesti keskvaartus ning standardhalve. Mootmiste prot okolli tuleb
ekse korvaldamisest teha asjakohane m  arge.

Kolmekordse standardhéalbe kriteeriumit ekse leidmiseks o n motet
kasutada juhul, kui modtmiste arv on vahemalt N=11.
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MMM — Maaramatuse m aaramatus

On tOestatud, et m aaramatuse hinnangu m daaramatus on

S N u(s)z 1

J2v s  J2v

Kui vabadusastmete arv on v =4, siis on suhteline m &aaramatuse
hinnangu m aaramatus 35 % ning kui v = 50, siis on suhteline
maaramatuse hinnangu m &aramatus 10 %.

u(s) ~

Naide: Detaili pikkuse keskvaartus on  m(l) = 180,45 mm,
koondm daramatus on u(l) = 1,2789 mm ning vabadusastmete arv
on v = 8.

au()) ~ 2 Y0 535 mm

J2.8 4

Seega koondm aaramatuse kolmanda tivinumbri esitamine ei oma
mingit motet, kuna ka teine tivinumber el pruugi oige olla.
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MMM — Maaramatuse m aaramatus
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MMM — Maaramatuse m aaramatus

Avaldame nuiud sellest valemist vabadusastmete arvu V.

O N 1(())
s 2 T2u¥(s) 2\ s

See valem on suureks abiks B-tiupi m  &aramatuste hindamisel.

Naide 3.11. Hindame nihkkaliibri B-titpi m  aaramatust. Nihkkaliibri
tootja on m arkinud nihiku pdhiveaks A = 0,05 mm. V6ime eeldada, et
tootja on seda teinud p&hjalikult, ehk  u(s) — 0. Ulal toodud valemist
saame, et nihkkaliibri B-tilpi m &aramatus on Iopmatult suur. Saadud
tulemust saab Uldistada: m6oteseadme tootja poolt e sitatud
maaramatuse (B-tlpi m aaramatuse) vabadusastmete arv on [dpmatu.
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MMM — Maaramatuse m aaramatus

Naide 3.12. Termomeetri naidu standardm &aramatuseks on hinnatud
0,2 . Toodud kirjaviisist vOib jareldada, et termomee tri naidu
standardm &aramatus on vahemikus (0,15; 0,25) €. Uhtlase jaotu  se

standardm aaramatus on

Au(t) 01

U(U(t))z @ _@

Siit saame, et temperatuuri m &aaramatuse suhteline m aaramatus on

= 0,0289

u(u(t)) 0,0289
ut) 02

=0,144

ning vabadusastmete arv on

V= %(0,144)‘2 =24
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MMM — Maaramatuse m aaramatus

Kui m ddramatus esitatakse ainult Ghe tavinumbri tapsusega, siis vOib
lahutusvoimest tingitud vabadusastmete arv olla Gsna vaike:
1000

100

10

Vabadusastmete arv

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Maaramatuse tivinumber
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MMM — Liitm aaramatuse efektiivne vabadusastmete arv

Liitm daramatuse vabadusastmete arvu otseselt ei saa arvutad a, kull
aga voib hinnata efektiivsete vabadusastmete arvu V., kasutades
Welch-Satterthwaite’ valemit:

kus u(x;) on i-ndast sisendsuurusest tingitud liitm aaramatuse
komponent.

Efektiivhe vabadusastmete arv ei ole uldiselt taisarv . Taisarvulise
vabadusastmete arvu saamiseks Umardatakse saadud tule mus alla,
naiteks arvud 6,2 ja 6,8 Umardatakse molemad taisarvuk s 6.

17



MMM — Liitm aaramatuse efektiivne vabadusastmete arv

Naide: Keha kineetiline energia on arvutatav valemis t

- m-v°
2

E

Eelnevalt on teada, et keha mass on 1000 g, koondm &aramatusega
50 g, vabadusastmete arvuga 5 ning keha kiirus on 20, 0 m/s, kiiruse
koondm &aramatus on 1,0 m/s ning vabadusastmete arv on 8.

Leia keha kineetilise energia koondm daaramatus ning efektiivne
vabadusastmete arv.

18



MMM — Liitm aaramatuse efektiivne vabadusastmete arv

Welch-Satterthwaite’ valem efektiivsete vabadusastme  te arvu
leidmiseks kehtib, kui kdik sisendsuurused on lahend atavad
normaaljaotusega. Probleem tekib aga siis, kui tahta arvutada

liitm &aramatuse efektiivsete vabadusastmete arvu, kui A-t  Gdpi
maaramatus on lahendatav normaaljaotusele, sest mé6otm ISte arv on
piisavalt suur kuid B-tulpi m &aramatus on saadud uhtlasest
jaotusest.

|deaalse Gaussi puhul oleks 95 % usaldusnivool katte  teguriks 1,96,
aga uhtlase jaotuse puhul 1,68. Nende Uihendjaotuse puhul peaks
kattetegur jdama nende kahe juhu vahele, seega ikka  vaiksem kui 1,96.
Studenti testi kattetegur aga laheneb vabadusastmete arvu
suurenedes normaaljaotusele, seega on alati vahemalt 1,96. Seega
kasutades Welch-Satterthwaite valemit Ghtlase jaotuse  ga sisendite
puhul, hindame katteteguri vaartust veidi tle, see ag a pole keelatud.
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MMM — Studenti test ning laiendm aaramatus

Studenti jaotus soOltub vaid vabadusastmete arvust U ja ei sOltu Uldse
juhusliku suuruse (md0detava suuruse) X konkreetsest dispersioonist
ega keskvaartusest (kull on aga oluline X normaalsus).
Usaldusnivoole p vastav mootmistulemuse paiknemise intervall on
esitatav kujul

Plxn —t, (P)u(xn) < X < Xn +t, (P)u(xn)]= p.

Seda valemit nimetatakse
Studenti testiks. Siin suurus

. . (x)

t,(p) on (Studenti) t-kordaja — 22()
kattetegur etteantud usaldus- > o

S 10 X

nivoo p ja v vabadusastme S
korral. Tavaliselt antakse

t-kordaja kindlate vaartuste et
jaoks tabuleeritult. )
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MMM — Studenti test ning laiendm aaramatus

Studenti jaotus laheneb vabadusastmete arvu kasvades
standardiseeritud normaaljaotusele.

s 1(x) 0.4’0,;..,




MMM — Studenti test ning laiendm aaramatus

Kuigi litm aaramatus u(y) on modtesuuruse Y mootetulemuse vy
maaramatuse esmane valjend, on monede todstuslike ja arialaste
rakenduste vajaduste rahuldamiseks, aga ka tervishoiu ja
ohutusalaste nOuete tagamiseks, vajalik litm  &aramatuse asemel
esitada vahemik, mis teatud usaldatavusega holmab m  00tesuuruse
vaartuse. Vastava vahemiku moodustamiseks kasutataks e nn
laliendm aaramatust tahisega U. Laiendm aaramatuse saame
standardhdalbena esitatud litm aaramatuse korrutamisel mingi teguriga
k. Jarelikult on molemate m &aramatuse esitamisvormide maooteinfo
hulk sama ja seega tundub laiendm aaramatuse kasutamine justkuli
asjatuna. Kuid laiendm &aramatusel on siiski Uks eelis. Ta voimaldab
vorrelda mootetulemusi, milledel on erinev vabadusastm ete arv.

Laiendm daramatus U saadakse liitm aaramatuse u(y) korrutamisel
katteteguriga K:

U(y) =k-u(y)
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MMM — Studenti test ning laiendm aaramatus

Tabel 3.2. Valik ristkulik-, kolmnurk-, normaaljaotus-

jaotusele kehtivaid  k, vaartuseid.

ja studenti

Usaldatavustase p

Kattetegur K,

% Ristkulikjaotus | Kolmnurkjaotus Studenti jaotus (v =9) Normaaljaotus
57,74 1 0,857 0,802
64,98 1,125 1 0,934
68,27 1,182 1,070 1,06 1

90 1,559 1,675 1,83 1,645
95 1,645 1,902 2,26 1,960
95,45 1,653 1,927 2,32 2
96,63 1,674 2 2,124
99 1,715 2,205 3,25 2,576
99,73 1,727 2,322 4,09 3
100 21,732 =2,449 o0 00

U(y) =k-u(y)
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MMM — Studenti test ning laiendm aaramatus

o)

,-c-c-:m ;.-,-q-:q fa

b "-.'.'-.'R"ttﬁ B RR AR

B i ] -\.-\.-\.-\.-\.-.-.-:.
e e

T
s

3

(y) =k-u(y)
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MMM — Studenti test ning laiendm aaramatus

Kattetegur on arv, mida kasutatakse litm  daramatuse u(y)
korrutustegurina, et saada laiendm &aramatust U. Katteteguri vaartus
valitakse soOltuvalt vahemikule etteantud usaldata  vustasemest p.
Enamasti valitakse selleks usaldusvahemikuks 95 % v  0i 99 %.
Eeldusel, et mootesuurus Y allub ligikaudu normaaljaotusele,
valitakse katteteguri  k, vaartuseks Studenti t-kordaja soltuvalt
vabadusastmete arvust ning soovitavast usaldusnivoos t.

Arvutiga saab leida t-kordaja vastava sisseehitatud f unktsiooniga:

1+p

Mathcad: Ot  V

Excel.  TINV(1-p,v)

25



MMM — Studenti test ning laiendm aaramatus

Vabadusastmete Osa ]I protsentides
av v=N-1
68,27" 90 95 95,45" 99 99,73"
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16
100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077
o0 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000
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MMM — Lailendm aaramatus

Ndaidete 3.15., 3.16. ja 3.17. kokkuvote:

188
187 |
186 |
185 | --{,
184 |
183 |
182




MMM — Mootem aaramatus kahe sisendsuuruse korral

Tuletame mootem aaramatuse valemi kahe sisendsuuruse korral:

Alustuseks tuletame meelde Taylori rittaarenduse, kui e sinevad
vaiksed halbed:

of ()

f(X+X) =~ f(X)+ - OX

Naide 3.18. Arvutame rittaarendusena suuruse 10,1 2=102,01:
valime x =10; 6x =0,1, siis

of ()

f(X+X)~ f(X)+ X=X +2X-& =100+ 2-10-01=102
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MMM — Mootem aaramatus kahe sisendsuuruse korral

Probleemi pustitus. Olgu moodetud 2 fuusikalist suuru st X, X, (nn
sisendsuurused), s.t olgu meil teada moélema keskvaart used m(x,),
m(X,) ja litm0otem &aaramatused u(x,), u(x,).

Olgu fausikaline suurus Y (nn valjundsuurus) funktsioon
sisendsuurustest  X;, X,:

Y = Y(X,, X,).

Teeme nudd eelduse, et suuruste  X; tksikmootmiste halbed

Ox; = X; — m(x;) on vaikesed ja muudavad valjundsuuruse Y vaartust
vahe. Sel juhul saame esitada uksikmdotmisele vasta  va Y vaartuse
punktis { x;} rittaarendusena punktis { m(x;)} halvetele { &x:} jargi:

Y = Y(>_<1 + 5x1;;<2 + 0X, )z Y(>_<1;;<2)+ 5TY§X1 ® ﬁ&xz
OX1 OX2
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MMM — Mootem aaramatus kahe sisendsuuruse korral

Y =Y(x: + 5x1;>_<2 + OX, )zY(§1;§2)+g5x1 +g5x2
B OX1 OX2

Y =Y +0Y,

Y =Y(x1; x2)

éY:aTY5xl+aTY5x2.
0X1 OX2

Siin m(Y) samastame suuruse Y mooddetud/parima hinnangu
vaartusega ja halbe ©®Y samastame suuruse Y Uhekordse mootmise
mOooOteveaga. Seetdttu saame Y mOOotem aaramatuse arvutamiseks
valemi:

(Y) = (oY ] D[X]=m{(X - m{x]y]
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MMM — Mootem aaramatus kahe sisendsuuruse korral

oY :@TY&1 +aTY5x2.

6x1 aXZ
W2 (Y) = mi(sY )]

Uhendades need kaks valemit, saame:

2
w2(Y) = ml(sY)?]=m (ﬁaxl +ﬁ5x2j _
0X1 O0X2

2 2
=m (@TY §xlj +2 81{ 8)( OX, 0K, + (8TY 5x2j
0X1 0X1 OX2 O0X2




MMM — Mootem aaramatus kahe sisendsuuruse korral

u“(Y) = m[(éY)z]: m

=M

O0X1

|

2
(g&lj +2—
O0X1 OX2

oY

oY

—— X, + — X,

O0X1

oY oY

OX2

= OX,0X, +

;

(ﬁ X,
OX2

j

Keskvaartus 8x,0x,-st on vordne kovariatsiooniga, mille saab esitada

kasutades korrelatsioonikordajat

m|X, - o, | = cov(dx,, X, ) = r u(X, ) u(X,),

seega saame Y m0otem &aramatuse ruudu jaoks jargmise valemi:

oY
0X1

u?(Y) = (Tj u?(X,)+2-r-

oY oY

—u( X )u( X,) +
= . (X)u(X;)

ij (X,)

(6
OX

2
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MMM — Mootem aaramatus kahe sisendsuuruse korral

o (OYY Loy oY \°
! (Y)—(a%j () + 21 22y ux, )+(5XZ] (X,)

Vaatame esialgu erijuhtu, mil muutujad  x ja y on omavahel

sOltumatud, s.t. Uhe tulemus ei mojuta teise tulemu st. Praktikas voib
leida IO6putult selliseid paare, naiteks mingi kera m ass ning |&bimaot;
sademete hulk ajathikus ning pindala, aeg ja teepik  kus jne. Osutub, et
soOltumatute muutujate vaheline korrelatsioon vordne n ulliga ning
maaramatuse valem lihtsustub:

oY oY\ ,
(Y) = [a j (xl>+[aT]u(x2>

X1 X2

oY oY Y
u(Y) = J(Mj W(X,) + (a—izju(xz)

33



MMM — Soltumatud ning soltuvad suurused

Millised paarid on omavahel séltumatud, millised s& ltuvad?

puude pikkus — puude labimoot

puude pikkus — paikese kodrgus kraadides
puude labimdot — puude vanus

puude labimdot — maapinna temperatuur
ruumi temperatuur — ruumi niiskus
Inimese jalanumber — pikkus

merevee temperatuur Hurghadas — lume paksus Haanjas
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MMM — Jargmiste nadalate plaan

MMM nadalate plaan:

7. Mootmise mudel. Mootem aaramatus mitme soltumatu
sisendsuuruse korral. Liitm aaramatuse tahtsusetu
komponendi kriteerium.

8. Ulesannete lahendamine, kontrolltdoks valmistumine

9. KONTROLLTOO!M!
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MMM — Mootmiste mudel

lgasugune reaalsetes tingimustes mootmine toimub al ati suure hulga
mojurite toimel ning iga mootellesande korral arvutat akse meid
huvitava mootesuuruse vaartus matemaatilise seosega t eiste, antud
mOootellesande jaoks vajalike suuruste abil. Hinnangu iId saame teatud
osale nendest suurustest anda nende vahetu modtmise kaigus,
tlejadnud osale suurustest aga teadaoleva info, nait  eks
normdokumentides vOi kasiraamatutes esitatud andmete abil.
MooOtesuuruse vaartuse hinnangu leidmiseks tuleb seega
mootellesandest lahtuvalt koostada mGotesuuruse solt uvust teistest
vaadeldud suurustest kirjeldav m6otmise mudel.



MMM — Mootmiste mudel

Sisendsuurused voivad olla nii konstandid, parandid, mojurid kui ka
sellised suurused, mida tuleb antud tlesande lahend amise kaigus
omakorda moota. Soltuvust saab valjendada funktsioon | f abil kujul

Y = (X5 Xy b Xoj i Xy)




MMM — Mootmiste mudel

Naide 4.3. Suusataja I0ppkiiruse m &aramine kaepéaraste vahenditega.
Kiirus v on defineeritud valemiga

S
V==
t

kus s on teepikkus ning t on aeg. Selle valemi voibki votta mootmiste
mudeliks, kuid kindlam on, kui seda mudelit tapsust ada, lahtuvalt
sellest, kuidas sisendsuurused moodetakse.

Oletame, et teepikkuse s mootmiseks kasutatakse moodulinti
pikkusega s,, mida tOstetakse edasi N korda, siis teepikkuse
mootmise mudel on

s=Ns, +ds,

kus ds on parast viimast edasitostmist moodulindilt saadud lugem.



MMM — Mootmiste mudel

Aeg t on suusataja mootmisalast valjumise aeg  t, lahutatud
mooOtmisalasse joudmise aeg t;:

t=t,—t,.

Pannes esialgsesse valemisse sisendsuuruste mootmist e mudelid,
saame kiiruse mootmise mudeliks:

v_S_ N-s +ds
t ot -t

Lihtsamatel juhtudel tavaliselt méotmiste mudelit v alja ei kirjutata,
sest teatakse iseqi, kuidas soovitud suurust Oigesti arvutada.
Probleem tekibki enamasti alles m &aramatuse hindamisel, sest peas
olevast valemist peast osatuletiste votmine kaib Ul djuhul tle jou.
Seega — enne mootma hakkamist on ALATI maistlik Kirja panna ka
mootmiste mudel, see lihtsustab tldjuhul oluliselt nii mootmiste
optimaalset planeerimist kui ka méotem  aaramatuste hindamist.



MMM — Mootmiste mudel

Metoodika “Anemomeetrite kalibreerimine TU Katsekoja
tuuletunneliga ja p6drdnoole-etaloniga”

| y
i

=
-

e




MMM — Mootem aaramatus soltumatute sisendite korral

Eelmine loeng tuletasime mootesuuruse modtem  aaramatuse kahe
sisendsuuruse korral. Uldistame saadud valemit:

u%Y):(ﬂj u2(x1)+(afj (X))

O0X1 OX2

Sama valem on summa m argi all kirja pandav kujul:
2. (oYY
00 =3 S vx)
i=1 8X|

Uldistatult kehtib samasugune valem ka N sdltumatu sisendsuuruse
korral:

) =3[ S v (x)




MMM — Liitm aaramatuse tahtsusetu komponendi kriteerium

Mootmise mudelisse tuleb sisse viia kdik moeldavad maaramatust
tekitavad liikmed. Mone liikme koha pealt voib tekk  ida kahtlus, kas
seda peab arvesse vOtma voi saab Oelda, et see lig e on ebaoluline.
Selleks lahtume eeldusest, et m &aramatuse hinnang antakse mitte
rohkem kui kahe tdhendusliku arvkohaga. Kui mingi m aaramatuse
komponent on nii vaike, et litm &aramatuse kahte tahenduslikku
arvkohta praktiliselt el muuda, siis voib 6elda, et t egemist on
ebaolulise m daramatuse komponendiga. Mingi m _ aaramatuse
komponendi u(x,,) ebaolulisuse kinnitamiseks on eelpool 6eldust
tuletatud vorratus:

(x| <03u(y)
OX

m

st kdoik komponendid, mis alluvad sellele vorratusele, on ebaolulised.



MMM — Liitm aaramatuse tahtsusetu komponendi kriteerium

Kuna liitm &aramatus u(y) moodustub koikide m &aramatuse
komponentide summast, siis tingimusest

of
< 0%87 u(x )

of
——u(Xy)
OX.,

kus u(x;) on suvaline m aaramatuse komponent, jareldub ka tingimus

A u(x,)] < 03u(y)
OX

m

Seega, kui leida kdige suurem m daramatuse komponent ning vorrelda
teisi m aaramatuse komponente sellega, siis kui méni kompone ndi
suurus on vorreldes kdige suurema komponendiga 30 % VOi vahem,
siis on tegemist tdhtsusetu komponendiga, mille voi b arvutuste
lihtsustamise huvides jatta arvestamata.
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MMM — Liitm aaramatuse tahtsusetu komponendi kriteerium

Naide 4.3. Alumiiniumist risttahukakujulist plaadi k 0igi kolme kdlje
pikkused moddeti nihikuga ning saadi jargmised tulem used:

a = 8,02 mm, u(a) = 0,03 mm, v(a) = 5;
b =42,53 mm, u(b) = 0,04 mm, v(b) = 6;
c=172,11 mm, u(c) = 0,05 mm, v(c) = 7;

Leida plaadi ruumala laiendm aaramatus usaldusnivool 95 %.
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MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Kovariatsioon ja korrelatsioon

Oletame, et meil on moodetud kahte suurust, x jay. Kuimeilon N
suuruste paari Xx;; y;, (i =1 ... N), siis kovariatsioon X ja y vahel on:

(x —m(x))-(y; —m(y))
n-—1

Mz

cov(x;y) ==

Korrelatsioon r (tahistatakse ka R, R(X; y)) on defineeritav
kovariatsiooni ning standardhalvete kaudu:

N

> (% =m9)- (y; —m(y))

cov(x y) =

JS(X) - s(y) _\/{i (x —m(x)) } {i -m(y)) }

r(xy) =

12



MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Kovariatsioon ja korrelatsioon

Korrelatsioon on normeeritud kovariatsioon, kuna ta saab olla
vahemikus [-1; 1]. Korrelatsioon r = 1 tahendab, et tegemist on
funktsionaalse seosega, kus puudub varieeruvus. Kui r >0, on
tegemist positiivse korrelatsiooniga, st X kasvades kasvavad uldiselt
ka y vaartused. Kui r <0, on tegemist negatiivse korrelatsiooniga, st X
kasvades uldiselt y vaartused kahanevad. Kui_r = 0, siis korrelatsioon
puudub ning suurused x ja y on omavahel séltumatud.

Korrelatsiooniga r on tihedasti seotud ka determinatsioonikoefitsient
r2. Matemaatiliselt sisaldab determinatsioonikoefitsie nt vahem infot,
sest ta el naita, kas on tegemist positiivse vOi ne  gatiivse
korrelatsiooniga. Determinatsioonikoefitsient naitab, Kui suur osa y
varieeruvusest on ara kirjeldatud lineaarse trendiga y =ax + Db.

13



N

> (6 =m(x))-(y; = m(y))

MMM — M0ootem aaramatus soOltuvate sisendite korral
=1

r(x;y):ﬂ (x - m(x) HZ - m(y)) }

'MZ

1.0 0.8 0.4 0.0 -0.4




MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Jatkame eelmises loengus tuletatud modtem  aaramatusega kahe
sisendsuuruse korral, kuid jatame ara eelduse, ettege  mist on
sOltumatute suurustega.

u2(Y):(8TYj P(X,)+ 2.1 X u(Xl)u(X2)+(§TY] w(X,)

O0X1 OX1 OX> X2

Uldistatult on maaramatuse valem N soltumatu sisendsuuruse korral:

) =3[ S u(x)

Kui nuud soltumatuse eeldusest loobuda, siis lisand uvad valemisse
korrelatsiooni liikkmed:

”2‘”:2(%) ) 1233 %) 2 Yy u(x,)

i=1 K=i+1 OXi OXk
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MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Naide 4.6. Vaatame kolme suurust A; B; C. Keskmised vaartused on

A =5; B =7, C=12; standardm aaramatused on u(A)=0,3; u(B) =0,5;
u(C) = 0,4, parameetrite vahelised korrelatsioonid on r(A; B) =0,2;
r(A; C)=0,9; r(B; C) =-0,4.

D=A+B+C
E=A-C

Leia suuruste D ja E standardm &aramatused nii arvestades
korrelatsioone kui ka ilma.

16



MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Naide 4.6. Vaatame kolme suurust A; B; C. Keskmised vaartused on

A =5; B =7, C=12; standardm aaramatused on u(A)=0,3; u(B) =0,5;
u(C) = 0,4, parameetrite vahelised korrelatsioonid on r(A; B) =0,2;
r(A; C)=0,9; r(B; C) =-0,4.

D=A+B+C

Lahendus: Leiame D standardm aaramatuse koigepealt ilma
korrelatsioone arvestamata:

17



MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Naide 4.6. Vaatame kolme suurust A; B; C. Keskmised vaartused on

A =5; B =7, C=12; standardm aaramatused on u(A)=0,3; u(B) =0,5;
u(C) = 0,4, parameetrite vahelised korrelatsioonid on r(A; B) =0,2;
r(A; C)=0,9; r(B; C) =-0,4.

D=A+B+C

Leiame D standardm aaramatuse korrelatsioonide osa:
A5 oD oD

u2?(D) = 2- r(x;x.)——u(X)u(X,) =

(D) lekZl (X k)axi T (X)u(X,)

| oD oD oD oD oD oD
=2-|r(AB)——u(Au(B) +r(A;.C)— —Uu(Au(C) + r(B;:C)——u(B)u(C) | =

() 52 T uAU(E) + (AC) T2 S uAU(C) 1 )aBaC()()}
-=2.]0,2:1-1.0,3:05+0,9-1-1-0,3-0,4 + (-0,4) -1-1:0,5-0,4| =
= 2./0,03+0,108-0,08]= 2-0,058 = 0,116
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MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Naide 4.6. Vaatame kolme suurust A; B; C. Keskmised vaartused on

A =5; B =7, C=12; standardm aaramatused on u(A)=0,3; u(B) =0,5;
u(C) = 0,4, parameetrite vahelised korrelatsioonid on r(A; B) =0,2;
r(A; C)=0,9; r(B; C) =-0,4.

D=A+B+C

Leiame D standardm aaramatuse, arvestades korrelatsioone:

u(D) = /ul?(D) + u2?(D) =+/05+ 0,116 = /0,616 = 0,78
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MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Naide 4.6. Vaatame kolme suurust A; B; C. Keskmised vaartused on

A =5; B =7, C=12; standardm aaramatused on u(A)=0,3; u(B) =0,5;
u(C) = 0,4, parameetrite vahelised korrelatsioonid on r(A; B) =0,2;
r(A; C)=0,9; r(B; C) =-0,4.

E=A-C

Leiame E standardm aaramatuse koigepealt ilma korrelatsioone
arvestamata:

28y = (2B ) v x ) = (PEY wzem 4 PE) we)
ul (E)_Z‘(a%j u (Xi)—(aAj u (A)+(8Cj u?(C) =
=1°.0,3* +1°-0,4° = 0,25
UI(E) = /0,25 = 0,5

20



MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Naide 4.6. Vaatame kolme suurust A; B; C. Keskmised vaartused on

A =5; B =7, C=12; standardm aaramatused on u(A)=0,3; u(B) =0,5;
u(C) = 0,4, parameetrite vahelised korrelatsioonid on r(A; B) =0,2;
r(A; C)=0,9; r(B; C) =-0,4.

E=A-C

Leiame E standardm aaramatuse korrelatsioonide osa:

u22(E):2-ZZr( X5 X, ) E %, u( X )u(X,) =

01 keiel OXi OXk
-2 1) B2 SE umu(C) | -
=2. _0,9 .1-(-1)-0,3-0,4] = 2-[- 0,108] = -0,216
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MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Naide 4.6. Vaatame kolme suurust A; B; C. Keskmised vaartused on

A =5; B =7, C=12; standardm aaramatused on u(A)=0,3; u(B) =0,5;
u(C) = 0,4, parameetrite vahelised korrelatsioonid on r(A; B) =0,2;
r(A; C)=0,9; r(B; C) =-0,4.

E=A-C

Leiame E standardm aaramatuse, arvestades korrelatsioone:

U(E) = /ul’*(E) + u2?(E) =./0,25+ (—0,216) = ,/0,034 = 0,18
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Maaramatuse hindamine (soOltumatud sisendid

N’

=




MMM — Praktikumide t66de vormistamine

Moningaid napunaiteid praktikumi aruannete vormistam Isest
Mathcadis.

Praktikumi aruande eesm ark on tulemusi arusaadavalt esitada,
eesmargiks peaks olema tulemuste labipaistvus.

To0d tuleb kommenteerida — lugejal ei tohi kuskil te kkida kisimust,
et “miks siin nii tehti”.

KOigi mootmiste mudeli sisendsuuruste mootem aaramatused tuleb
protokollis esitada.

Hea toon on esitada koigi mootmiste mudeli komponen tide osa
koondm daramatuses.

Aruanne peaks olema struktureeritud, st peaks olema lih tsalt
arusaadav, kus uks arvutus |dpeb ning teine algab.

Enne aruande esitamist tuleks see ise labi lugeda ni  ng voimalusel

lasta ka kellelgi teisel see labi lugeda.
24



MMM — 04. aprilli kontrolltoo

Kontrolltd6 annab 20 % aine koondhindest.

Eksamile paasemiseks peab kontrollto0s saama
vahemalt 50 % punktidest.

Tuleb ka kontrolltdo jareltdo, selle aja lepime kokku
nadal parast kontrolltood, 11. aprillil.

Positiivset sooritust Umber teha ei saa.

Jarelt6os saadud punktid korrutatakse labi koefitsiend
(ei kehti pohjendatud vabandajate kohta).

iga 0,8

25



MMM — 04. aprilli kontrolltoo

Test ja eksam on kirjalikud, testi vormis ning sisal davad kusimusi nii
teooria osast kui ka praktilist arvutamist. Spikerdam Ine on
limiteeritud. Kaastudengeid, raamatuid, konspekte, a  rvuteid, telefone
jne pole lubatud kasutada. Laual voib olla kalkulaa  tor ning ks A4
formaadis lehekllg vabalt valitud kasitsi kirjutatud teksti, nagu
valemid, definitsioonid, jne.

Testi ja eksami tulemuste kontrollimine kaib lahendi matriitsi abil — on
kaks varianti, kas vastus on Oige v0i vale. Lisalehe  d on arvutam iseks,
neis olevat infot tldjuhul ei kontrollita ega hinnat a.
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Kodune test sulgub 27.03.2011 kell 23:55.




MOOtmised ja
mootem aaramatused

Measurements and uncertainties

Erko Jakobson, PhD



Eelmise loengu tagasiside

—  Mis asjad on vabadusastmed, mille jaoks neid vajao  n?

Koduste testide tagasiside

EKSAMI AJAD (kell 12:15 — 14:00, ruum 160):
30. mai
06. juuni
13. juuni

Jareleksam:
27. juuni



MMM — 04. aprilli kontrolltoo

Test ja eksam on kirjalikud, testi vormis ning sisal davad kusimusi nii
teooria osast kui ka praktilist arvutamist. Spikerdam Ine on
limiteeritud. Kaastudengeid, raamatuid, konspekte, a  rvuteid, telefone
jne pole lubatud kasutada. Laual voib olla kalkulaa  tor ning ks A4
formaadis lehekllg vabalt valitud kasitsi kirjutatud teksti, nagu
valemid, definitsioonid, jne.

Testi ja eksami tulemuste kontrollimine kaib lahendi matriitsi abil — on
kaks varianti, kas vastus on Oige v0i vale. Lisalehe  d on arvutam iseks,
neis olevat infot tldjuhul ei kontrollita ega hinnat a.



Kisimused-kommentaarid naidiskontrollt6é6 kohta?




MMM — Mootem aaramatus soltuvate sisendite korral

Naide 4.7. Tavaliselt on digitaalsetel termomeetritel voimalik valida
naidud nii Celsiuse (C) kui ka Farenheidi (F) kraadid  es. Kuna info

parineb samalt temperatuuri sensorilt, on korrelatsioon nende naitude
vahel Uks. Teame, et nende skaalade vaheline seos 0 n jargmine:
F-32

F=C-x+32 = X=

C

Meid huvitab, kui tapselt me saame hinnata koefitsi  enti X kimnest
mootmisest. MoOtmistulemused on jargmised:

C=22:15: 21;: 20; 23; 24: 21: 21;: 18; 17.
F=72:60; 70;67;74; 76; 70;: 70; 64: 62.

Lahendus: Mathcad failis
,C _ja_F temperatuuri_omavaheline_seos.mcd"



Kodune test sulgub 03.04.2011 kell 23:55.

Seekord saab t66d esitada I6pmatult palju kor
tulemus.



MMM — Harjutusulesanded

Naide 4.8. Modelleerimise kaigus saadi, et tihte pro  tsessi kirjeldab
jargmine funktsioon:

(21. x8
—+C-X-X; O0<x<1
f(X)=< 3.x%

0, muja
Lela:
. koefitsient c:
. jaotusfunktsioon kohal  x; (0 < x; < 1);
. keskvaartus:
. mediaan;
. standardhalve;

. tbenaosus, et sindmus satuks piirkonda (-0,3; 0,7)



MMM — Harjutusulesanded

Naide 4.9. Praktikumis kaaluti klotsi massi 5 korda kaaluga, mille
kalibreerimistunnistusel on kirjas, et piirkonnas 50 g on tema
laiendm aaramatus usaldusnivool 95 % (k = 2) 0,3 g. Kaalu
resolutsioon on 0,1 g. MGotmistulemused on jargmised:

m = {45,5; 45,9; 45,8; 45,2; 45,6} g.

Leia:

. klotsi massi parim hinnang;

. klotsi massi A-tilpi m aaramatus;
. klotsi massi B-tlUpi m aaramatus;
. klotsi massi liitm aaramatus;

. klotsi massi vabadusastmete arv;

. klotsi massi laiendm aaramatus usaldusnivool 95 %



MMM — Harjutusulesanded

Naide 4.10. Jaa tiheduse mootmiseks puuriti jaast 10 puursudamikku
ning moodeti nende pikkused ning massid. Kuna jaa pa ksus erines
mootekohtades oluliselt, siis oli ka pikkuste ja ma sside erinevus suur,
samas oli massi ja pikkuse vaheline korrelatsioon vag a korge: R =
0,95. Mootmisandmetest saadi puurstidamiku pikkuse k  eskvaartuseks
20,4 cm ning koondm &aramatuseks 9,4 cm; puursudamiku labimoodu
keskvaartuseks saadi 4,96 cm koondm &aramatusega 0,12 cm ning
puursidamiku massi keskvaartuseks saadi 366 g

koondm &aramatusega 130 g. Silindri ruumala on:

2
7-d°-H
V =
4
Leia:
. jaa tiheduse parim hinnang;
. jaa tiheduse m aaramatus, korrelatsiooni arvestamata;

. jaa tiheduse m aaramatus, arvestades korrelatsioone.



MMM — Harjutusulesanded

Naide 4.11. Risttahuka kujuline akvaarium on taidetu  d veega.
Akvaariumi p6hja moéotmed on 20,23 cm ja 30,18 cm, ve  ekihi paksus
on 38,17 cm. Koik akvaariumi moodud moodeti metall] oonlauaga, mille
pohiviga oli 1 mm, akvaariumi erinevatest punktidestl O korda.
Akvaariumi pohja lUhema kulje standardm  aaramatuseks oli 2,0 mm,
pohja pikema kilje standardm &aramatuseks aga 3,0 mm. Veekihi
paksust moodeti 20 korda ning saadi standardm  &aramatuseks 5 mm.

Hinnata akvaariumis oleva vee ruumala koos laiendm — aaramatusega
usaldusnivool 95 %.

10



MMM — Harjutusulesanded

Naide 4.12. Optikas on valgustatus arvutatav valemist
I
E = ? COSo

Valgusti intensiivsus olgu 1 =100 W = 2 W, Uuritava pinna ning
valgusti vaheline kaugus on moddetud 10 korda, keskm Iseks
kauguseks R =1 m, standardhalve on s(R) =3 cm, moodulindi
pohiviga on £1 mm. Valgusti ja valgustatava pinnav  aheline nurk on
moodetud nurgamodtjaga a = 30°% nurgamaootja pohiviga on £1 °
Hinnata pinna valgustatus E koos laiendm aaramatusega
usaldusnivool 95 %.

11
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MMM — Tagasiside
Jarelkontrollt6o aeg:

Neljapaev, 14.04 kell 16:15 — 18:00, ruum 410 ?7??

EKSAMI AJAD:

valida uks kolmest:

30. mai kell 10:15 - 12:00, ruum 160 ?2?7?

30. mai kell 12:15 — 14:00, ruum 416 ?7??

30. mai kell 14:15 — 16:00, ruum 160 27?7

06. juuni kell 12:15 — 14:00, ruum 160

13. juuni kell 12:15 — 14:00, ruum 160
Jareleksam:

27. juuni



Statistika:

Keskmine hinne;:
Standardhalve:
Labikukkujaid:

13,9
4,0
17




MMM — Kontrollt66 analtis

25
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MMM — Kontrollt66 analtis
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1. Kirutatineduse ( p = m/V) dimensioonvalem

2.  Esita ajauhik viis nadalat kilotundides.




MMM — Kontrollt66 analtis

3. Sustemaatilised vead (liigitus, naited, kuidas v altida) — hea vastus

Maaratavad vead — nende esinemine on teada ning kav  ea ulatus on maaratav.
Naiteks tekib mingi mojuri arvestamata jatmisel arv utustes voi aparatuuri

skaala nihke t6ttu (pole null korrektselt paigas). Kuna saab méaarata vea
ulatuse on voimalik kasutada parandeid (naiteks kasu tatakse enne mootmist
algnaidu erinevust nullist hiljem mootmistulemuse p arandamiseks)

(aparatuuri kalibreerimine).

Vead, mille olemasolu on teada, kuid suurus pole ki ~ ndlalt maaratav. Naiteks
mOooOteriistade ja aparatuuri vead. Voib 6elda ka, et B-tlupi vead. MoOteriistade
vead loetakse Uhtlase jaotuse alla kaivaks, ei teat  a kui kaugel
mootmistulemusest on tbeline vaartus, kuid teatakse , mis piirkonda see vOiks
jdada. Mida parema lahutusvGimega ning vaiksema poh  iveaga on aparatuur ,
seda vaiksem tuleb B-tilpi maaramatus. Tapsem apara  tuur vahendab vigu.

Vead mille olemasolu ja suurus on teadmata. Sellist eks on naiteks aparatuuri
defektid vOi keskkonnaga seotud tegurid, mida ei 0s ata arvestada. Aparatuuri
defektide avastamiseks kasutada erinevaid aparaate, vorrelda tulemusi, alati
hoolikalt labi moelda, et mis tegurid voivad tulemu SI mojutada.



MMM — Kontrollt66 analtis

3. Sustemaatilised vead (liigitus, naited, kuidas v altida)

Mitte vaga korrektsed vaited 1.

« Valtida saab siis, kui kasutada koguaeg uusi mooteri IStu (sest nell

pole vigu teada).

» Kolmandaks — vead, mille olemasolus ei saa kindel ol
eeldada, et nad on olemas. Tuleb mdotmisi sooritada
jouda tbelisele vaartusele keskvaartusega voimalikult

la, saab ainult
mitu korda, et
lahedale.

 Teadmata vigu saab valtida, tehes rohkem mootmisi, keskmistades,

jattes véalja suured korvalekalded keskmisest (eksed).
Kasutada

ks sobilikus

kui mooteriist

» MOned vead saab kaotada kui teha suurem arv mootmisi.
tootavaid modtevahendeid. MAotmised sooritada selle
keskkonnas (mottetu on moota tuulekiirust tormi ajal,

asub kinnises ruumis).



MMM — Kontrollt66 analtis

3. Sustemaatilised vead (liigitus, naited, kuidas v altida)
Mitte vaga korrektsed vaited 2:

» SUstemaatilised vead on vead, mis esinevad pidevalt ja nende
olemasolust ollakse teadlikud.

* Vigade valtimiseks tuleb kasutada voimalikult palju mehhaniseeritud
ja digitaliseeritud mooteriistu.

» SUstemaatilised vead jaotatakse: pOhiviga ja suhtel ine viga. POhiviga
on antud maooteriistaga mootmisel tehtud viga, see o leneb
mOoOteriista moote tdpsusest. Suhteline viga on moot) a enda poolt
tehtud viga voi viga, mille p6hjustasid mingisuguse d valised joud,
naiteks m Ura segas helikiiruse mootmist.

... Suhteline viga voib olla ka “napuviga” — vajutasi d kalkulaatoril
valet klahvi vOi unustasid tGhikud teisendamata.



MMM — Kontrollt66 analtis

4. Jaotustihedus on defineeritud jargnevalt: pii rkondades x < 3 ning
X > 4 on tema vaartus 0; vahemikus [3; 4] kirjeldab se  da
ruutfunktsioon f(x) = cx?. Leia:

a. koefitsient c

b. jaotusfunktsioon vahemikus [3; 4]
c. keskvaartus

d. mediaan

e. standardhalve

f.

tbenaosus, et sindmus satuks piirkonda (3,5; 7)

10



MMM — Kontrollt66 analtis

5.  Praktikumis moddeti laua pikkust 5 korda ning saadi jargmised
vaartused: | ={154,4; 154,6; 154,3; 154,3; 154,4} mm. Kasutatava
maoodulindi pohiviga on 1 mm. Leia:

laua pikkuse hinnang

laua pikkuse hinnangu A-tadpi m  aaramatus
laua pikkuse hinnangu B-tidpi m  aaramatus
laua pikkuse hinnangu liitm  &aramatus

0o oTw

11



MMM — Kontrollt66 analtis

6. Kehamassi indeks BMI on defineeritud kui kehakaal M jagatud
pikkuse | ruuduga. 10 tudengi modtmistulemustest saadi
jargmised keskvaartuse, koondm aaramatuse ning
vabadusastmete arvu tulemused: m(M) =72 kg; u(M) = 8 kg;
uM)=34; m(l) =172 cm; u(l) =9 cm,; u(l) = 70. Korrelatsioon
tudengite kehakaalu ning pikkuse vahel oli r(M, 1) =0,77. Leia:

a. Kehamassi indeksi BMI parim hinnang:
BMI m aaramatus korrelatsiooni arvestamata:
C. BMI m aaramatus korrelatsiooni arvestades:

o

12



MMM — Vaba bakalaureuse teema:

Arktika kliima statistiline analUll s

TOO0 seisneb ERA-40 jarelanaltidsi mudeli 44 aasta and mebaasi
temperatuuri ning niiskuse vertikaalsete profiilide sta tistilisel
analtusil Arktikas. T60 eesm ark on oppida kasutama programmi
GrADS ning tutvuda andmeanalusi lintsamate meetoditeg a.

TOO0 jatkuks magistrantuuris suuremate globaalsete ilmam udelite
andmete valideerimisega Arktikas, kasutades vordluseks 2007. aastal
labi Arktika triivinud laeval TARA tehtud mootmisi.

Juhendaja: Erko Jakobson

13



MMM — Grupit6d
Grupit6o

Eksamile paasemise Uheks eelduseks on grupitoo tegemi ne, grupi
suurus kuni 5 tudengit. Grupid moodustate ise. Grupito 0 annab 10 %
eksamihindest.

Grupitdo ulesandeks on modota mingit vabalt valitud para meetrit
kaeparaste vahenditega ning vormistada modtmistulemus koos
mooOtem adramatusega. Iga grupis osalev tudeng peab mootmise
vahemalt kolm korda l&bi viima, seega peab olema kor  ratud mootmiste
arv vahemalt 3 n, kus n on grupi suurus. Soltumata kasutatud

meetodist ning modtevahenditest, tuleb tulemus esit ada Sl Uhikutes.

Grupitd0 viimase versiooni esitamise tadhtaeg on 29. apri Il kell 23:55.
TOO0 tuleb esitada korralikult vormistatult pdf-failina Moodles.

14



MMM — Grupit6d
Grupit6o

Grupitod on pohimotteliselt arvestuslik — kui esitatud t 00 vastab
koOigile esitatud kriteeriumidele, siis saab selle ees t 10 punkti
eksamiarvestusse, vastasel korral l1aheb t00 tagasi para ndamisele-
taiendamisele.

On kergesti voimalik teenida lisapunkte:
 Vahemalt kahe eriala esindajatest koosnev grupp (+1p )
» Korreleeruvate sisendite kasutamine (kuni +5p)

« Silmapaistvalt huvitav ning keeruline t66 (kuni “A” il ma eksamita)

15



Koduseks t6dks on grupi moodustamine ning grupitdo tee ma
valjamotlemine, kuid punkte selle eest ei saa.




MOOtmised ja
mootem aaramatused

Measurements and uncertainties
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MMM — Tagasiside

Jarelkontrollt6o tulemused: keskmine tulemus oli Gsna hea,
maksimumpunkte ei tulnud, kuid labikukkujaid oli ka ainult tks.
Esines ka moningaid tulpvigasid, mis vajavad selgit amist.

EKSAMI AJAD:

valida uks kolmest:

30. mai kell 10:15 — 12:00, ruum 160

06. juuni kell 12:15 — 14:00, ruum 160

13. juuni kell 12:15 — 14:00, ruum 160
Jareleksam:

27. juuni



MMM — Jarelkontrollt6éd anallis

4. Jaotustihedus on defineeritud jargnevalt: pii rkondades x <-1
ning x > 1 on tema vaartus 0; vahemikus [-1; 1] kirjeldab s eda
funktsioon f(x) = cx4. Leia:

a. koefitsient c

b. jaotusfunktsioon vahemikus [1; 2] (moeldud oli vahemik [-1, 1])
c. keskvaartus

d. mediaan

e. standardhalve

f.

tbenaosus, et sindmus satuks piirkonda (0; 1,5)



MMM — Jarelkontrollt6éd anallis

6.

Leia:

6. Meteomasti andmetest oli valja arvutatud jargmise d
keskvaartuse ning koondm &aramatuse vaartused:

2 m tuule kiirus m(v,) =4,0 m/s, u(v,) =0,4 m/s;

10 m tuule kiirus m(v,,) =6,0 m/s, u(v,,) =0,3 m/s.

Korrelatsioon 2 m ja 10 m tuule kiiruste vahel oli r(\v,, V,9) = 0,78.

Parameeter ZZ on defineeritud kui 2 m ning 10 m tuule Kiiruste
korrutis.

a. Parameetri ZZ parim hinnang (0,5p):
b. Parameetri ZZ m aaramatus korrelatsiooni arvestamata (2p):
c. Parameetri ZZ m aaramatus korrelatsiooni arvestades (2p):



MMM — Grupit6d
Grupit6o

Eksamile paasemise Uheks eelduseks on grupitoo tegemi ne, grupi
suurus kuni 5 tudengit. Grupid moodustate ise. Grupito 0 annab 10 %
eksamihindest.

Grupitdo ulesandeks on modota mingit vabalt valitud para meetrit
kaeparaste vahenditega ning vormistada modtmistulemus koos
mooOtem adramatusega. Iga grupis osalev tudeng peab mootmise
vahemalt kolm korda l&bi viima, seega peab olema kor  ratud mootmiste
arv vahemalt 3 n, kus n on grupi suurus. Soltumata kasutatud

meetodist ning modtevahenditest, tuleb tulemus esit ada Sl Uhikutes.

Grupitd6o VIIMASE VERSIOONI esitamise tahtaeg on 29. apri Il kell
23:55. TOO tuleb esitada korralikult vormistatult pdf-f allina Moodles.



MMM — Grupit6d
Grupit6o

Grupitod on pohimotteliselt arvestuslik — kui esitatud t 00 vastab
koOigile esitatud kriteeriumidele, siis saab selle ees t 10 punkti
eksamiarvestusse, vastasel korral l1aheb t00 tagasi para ndamisele-
taiendamisele.

On kergesti voimalik teenida lisapunkte:
 Vahemalt kahe eriala esindajatest koosnev grupp (+1p )
» Korreleeruvate sisendite kasutamine (kuni +5p)

« Silmapaistvalt huvitav ning keeruline t66 (kuni “A” il ma eksamita)



Vaatame konspektis Ule teema “Maaramatuse allikad”.




MMM — Maaramatuse allikad

5.9. Erinevate m &aramatustega mootetulemuste kasitlus (kaalutud
keskmiste meetod)

Erinevate m aaramatustega mootetulemuste Uhise keskvaartuse
hinnanguks on sobiv kasutada kaalutud keskmist:

J
2.9,
j=1

Yo = J
2.9
kus g; on modtetulemuse vy, kaal.
g = 1
Lu(y;)
U(y0)=



MMM — Maaramatuse allikad

Naide: Meteomasti andmetest oli valja arvutatud jargm Ised
keskvaartuse ning koondm &aramatuse vaartused:

2 m tuule kiirus m(v,) =4,0 m/s, u(v,) =0,4 m/s;

10 m tuule kiirus m(v,,) =6,0 m/s, u(v,,) =0,3 m/s.

Leia 2 mja 10 m tuule kiiruse kaalutud keskmine nin g vastav
standardm aaramatus.




MMM — Maaramatuse allikad

Naide: Rahvusvahelise vordlusmoodtmise kaigus on 10 er Inevat laborit
kalibreerinud thte ja sama mootevahendit samades m60  tepunktides

ning sarnastel keskkonnatingimustel. Kalibreerimispara ndid koos
laiendm aaramatustega usaldusnivool 95 % on toodud allolevas
tabelis. Mis tuleks votta kalibreerimisparandi parimaks hinnanguks

ning selle laiendm aaramatuseks, milliste laborite mootetulemused
lugeda korrektseteks ning millised ebakorrektseteks?

Labor parand Laiendmaaramatus

1 0,245 0,013
2 0,240 0,013
3 0,230 0,027
4 0,280 0,032
5 0,248 0,025
6 0,250 0,019
7 0,352 0,012
8 0,355 0,027
9 0,210 0,072
10 0,253 0,013 10



MMM — Maaramatuse allikad

Labor parand Laiendm daaramatus

P OO ~NO OIS WDNPE

0

Keskmine

0,245
0,240
0,230
0,280
0,248
0,250
0,352
0,355
0,210
0,253

0,266

Standardhalve 0,049

0,013
0,013
0,027
0,032
0,025
0,019
0,012
0,027
0,072
0,013
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MMM — Maaramatuse allikad
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MMM — Maaramatuse allikad
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MMM — Maaramatuse allikad
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MMM — Maaramatuse allikad

Naide 5.1. Uhte ja sama keha kaaluti kdigepealt vord  lusmeetodil
vordolgse kaaluga ning siis otsehinnangmeetodil elek tronkaaluga.
Mootetulemused olid jargmised:

m, = 2,0039 g liitm daramatusega u(m,) = 0,1 mg (vorddlgne kaal)

m, = 2,0052 g liitm aaramatusega u(m,) = 0,2 mg (elektronkaal)

15



MMM — Maaramatuse allikad

Naide 5.1.

2,0056
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Kodune test sulgub 24.04.2011 kell 23:55.
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OIS tagasiside

“Statistika puudub (Opetamise ja ainekursuste hindami se periood:
02.05.2011...22.05.2011, statistika nahtav alates 2 8.06.2011)”

Koduse testi analtus




MMM — Mootevahendid ja nende lubatud vigade normeeri  mine

MooOtevahendid
Mootevahendid jaotatakse viide riihma:

1. moodud:
» Uhevaartuselised moddud, naiteks kaaluvihid
* mitmevaartuselised moddud, naiteks joonlauad, takis tussalved
mdooteriistad (mAoturid)
mootemuundurid
abimdobtevahendid
mOootesusteemid voi -kompleksid voi seadeldised.

bk owi

lga mootevahendi juurde kuulub pass ja rida dokumente :
mis normeerivad

maootepiirkonna
mdootediapasooni
tundlikkuse
mootevea jne.



Mootevahendi kasutamistingimused:

* Normaaltingimused

* Tootingimused

* Piirtingimused

* Sailitamise tingimused

Normaal-
tingimused




MMM — Mootevahendi tapsusklass

Maootevahendi tapsusklass on moéotevahendi dldistatud karakteristik,
mis m aarab tema suurima lubatava pohi- ja lisavea, aga samu i
teised tapsust mojutavad omadused vastavalt mooteli Ikidele

kehtestatud standardile.
Selleks uldistatud karakteristikuks voib olla:
1. Absoluutpohiviga A,
Suhtpohiviga &,
Taandpohiviga vy,

Konstandid e jaf

a &~ w0 DB

Absoluut- ja suhtvea kombinatsioon



MMM — Mootevahendi tapsusklass

1. Absoluutpdhiviga A,. Definitsiooni kohaselt on absoluutpohiviga
maksimaalselt lubatud viga normaaltingimustel. Absol uutpohiviga on
alati positiivne suurus, seejuures eeldatakse, et moo detav suurus
satub intervalli (- A,, A,). Kasutatakse peamiselt mootude puhul.

Lisa 2. Vihtide lubatud vead

Tavaliste vihtide lubatud vead milligrammides [n(GIOST 7328-65 jargi)

m 1. K. 2. kl. 3. kl. 4. K. 5. kl.
50 ¢ 0,12 0,6 3 30 300
209 0,08 0,4 2 20 200
109 0,05 0,25 1,2 12 120

59 0,03 0,16 0,8 8 80
29 0,025 0,12 0,6 6 -
19 0,015 0,08 0,4 4 —




MMM — Mootevahendi tapsusklass

2. Suhtpohiviga o, = A, 100%

Xnéit
Kui tapsusklass on suhtpdhivea kujul, siis on seadme esipaneelile voi
skaalale kantud tapsusklassi tahis (= suhtpbhivea va  artus) ringi sees .
Klasside tahised on siin informatiivsed. Vene paritol u seadmetel voib

olla suhtpdhivea tahiseks ka venekeelne sbna K  JIACC.



MMM — Mootevahendi tapsusklass

i A
3. Taandpdhiviga y. =—2-100%
Xnorm

ROhuva enamuse osutmaodteriistade puhul on kasutusel see
karakteristik. Seadme esipaneelile vOi skaalale on ka  ntud tapsusklassi
tahis (= taandpObhivea vaartus) ilma ringita . Naiteks 0,5 voi 1,0 jne.



MMM — Mootevahendi tapsusklass

4. Konstandid e ja f kujul e/f taandp6hivea arvutamiseks valemist:

Vo= {e+ f[xm"“ —1)},%
Xnéit

NB! MoOnikord antakse analoogilise valemiga ka moote riista
suhtpohiviga. Seetottu tuleb alati seadme passist lu geda, mis veaga
on tegemist.




MMM — Mootevahendi tapsusklass

5. Absoluut- ja suhtvea kombinatsioon. Monikord kasuta takse
digitaalsete moaoteriistade tapsusklassi esitamisel kombinatsiooni
absoluutveast ja suhtelisest veast.

Naide 6.6. Digitaalse multimeetri viga antakse kujul

Tapsus=0,25%rdg+ 2D

Selline esitusviis on praegu digitaalsete riistade pu hul kdige levinum.

Sellist esitust tuleb moista jargmiselt: Lugemi abso luutpbhiviga on
0,25 % lugemist pluss lugemi viimase kehtiva koha k  aks uhikut.

10



Loe ise konspektist |k 120 — 126.




MMM — Pendli naide




MMM — Grupit6d
Grupit6o

Grupitod on pohimotteliselt arvestuslik — kui esitatud t 00 vastab
koOigile esitatud kriteeriumidele, siis saab selle ees t 10 punkti
eksamiarvestusse, vastasel korral l1aheb t00 tagasi para ndamisele-
taiendamisele.

On kergesti voimalik teenida lisapunkte:
 Vahemalt kahe eriala esindajatest koosnev grupp (+1p )
» Korreleeruvate sisendite kasutamine (kuni +5p)

« Silmapaistvalt huvitav ning keeruline t66 (kuni “A” il ma eksamita)

13



Kodune test sulgub 01.05.2011 kell 23:55.
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MMM — Tagasiside
Loengute ajakava.

9. mal — Kulaline Metroserdist; eksami ulesehituse tut vustamine;
grupitoode esitamine;

16. mai — Loengut ei toimu, seoses Oppusega “Kevadto rm”;

23. mai — Grupitdédde esitamine, eksamiks valmistumine

Tanase loengu Ulesenhitus:

1. Kodune test, tagasiside

2. Grupitoo poordilesande naide
3. Grupitdod, udldine tagasiside
4

Grupitoode esitamine



Mootevahendi kasutamistingimused:

* Normaaltingimused

* Tootingimused

* Piirtingimused

* Sailitamise tingimused

Normaal-
tingimused




MMM — Mootevahendid ja nende lubatud vigade normeeri  mine
Maoodulindi tapsus
“The precision of our rules is within 0.2mm/m (conform to ECII)”

Kui joonlaudadel v6i mdddulintidel pole tapsusklass | antud, siis
parema puudumisel tulekski eeldada, et need vastavad ECII
standardile.

Mootes 30 m pika mooddulindiga 24 m pikkust koridort, on moodulindi
veaks 4,8 mm, mootes sama lindiga 30 cm pikkust pab  erilehte, on
maoodulindi veaks 0,06 mm.

Kes leiab ja postitab esimesena foorumisse EClja'E  ClIll klassi
moodulindi tapsushinnangu viite, saab preemiapunkte!



MMM — Grupit6o poordulesande naide

Senini oleme lahtunud olukorrast, kus olemasolevatest andmetest
lahtuvalt tuleb hinnata méotem aaramatust.

Poordilesanne oleks selline, kus antakse ette soovit ud
mooOtem aadramatus ning sellest lahtuvalt planeeritakse, milli ste
mootevahenditega mdodta ning mitu kordusmoodtmist soori tada.

mootmiste planeerimine.mcd



. Grupp 18: Kitarri haalestamine
. Grupp 14: CD andmerajad
. Grupp 1: Kéaekoti rohk olale

. Grupp 5: Kopsumaht
. Grupp 24: Lift
. Grupp 11: Emajde temperatuur

. Grupp 4: Ambri mahutavus
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AS Metrosert teadus- ja arendusdivisjoni juht Toomas Kii barsepp




MMM — Tagasiside
Loengute ajakava:

16. mai — Loengut el toimu, seoses oppusega “Kevadto rm”;

23. mal — Grupitéode esitamine, eksamiks valmistumine

EKSAMI AJAD:

valida uks kolmest:

30. mai kell 10:15 — 12:00, ruum 160

06. juuni kell 12:15 — 14:00, ruum 160

13. juuni kell 12:15 — 14.00, ruum 160
Jareleksam:

27. juuni






MMM — Lisalllesanne kodus proovimiseks

Naidisulesanne selle kohta, et mitte kdik Ulesanded ei ole lihtsad.

Silindrikujuline horisontaalne kltusettinn on osalisel t kltust tais.

Tunni pikkus on | m &aramatusega u(l) ning labim6ot d m aaramatusega
u(d). Allesoleva kituse hulga modtmiseks asetatakse ttnni puupulk
ning siis moodetakse, kui paks kiht kiitust on, paks us h,
maaramatusega u(h).

Leida arvutusvalem kltuse koguse ning selle m  aaramatuse jaoks.



Naidiseksam on Moodles lleval. Viimane llesanne tule b Uhe esitatud
grupitoo baasil.

Koduste testide tagasiside

Markus 100 mootmise praktikumi t60 kohta.



. Grupp 19: Koridori pindala
. Grupp 6: Patareide mahutavus

. Grupp 9: OIS illeslaadimise aeg

. Grupp 15: Kuidnlad
. Grupp 10: Ajataju test
. Grupp 22: NaHCO3 lahustumine
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a k~ 0 DD =

eksamist

grupitdédde labivaatamine

tinni tlesanne

tagasisides esitatud klisimused

konsultatsioon




MMM — Tagasiside

EKSAMI AJAD:

valida uks kolmest:

30. mai kell 10:15-12:00, ruum 160

06. juuni kell 12:15 — 14:00, ruum 160

13. juuni kell 12:15 — 14:00, ruum 160
Jareleksam:

27. juuni

Erandkorras saab eksamit teha juba
teisipaeval, 24.05 kell 10:15 — 12:00 ruumis 207.

Naidiseksami 2 varianti on Moodles uleval. Viimane ul esanne tuleb
Uhe esitatud grupitdéo baasil.



MMM — Grupitéod
Toode esitamisel voiks faili nimi olla voimalikult informatiivne:

. millega on tegu, moistetavalt nii t00 esitaja kui ka vastuvotja
jaoks;

. jarjekorra number, et oleks Uheselt aru saada, milline on viimane
versioon;



Grupp 27:
Grupp 28:
Grupp 21:
Grupp 13:
Grupp 12:
Grupp 26:
Grupp 07:
Grupp 08:
Grupp 23:
Grupp 30:
Grupp 16:
Grupp 02:
Grupp 03:
Grupp 20:
Grupp 25:
Grupp 17:

MMM — Grupitdd

Porgand

Plahviga pikkus

Korruse korgus
Soolalahuse tihedus

Raha pindtihedus
Inimkorva tundlikkus
Rosinad

Kaltsiumkloriidi moolide arv
Fuajee pikkus

Laua pindala prillidega
Pulss ja hinge kinnihoidmine
Ké&elaba pikkus

Riisitera méotmine
Laibameetod

Plima mass

Snikers



MMM — Lisalllesanne kodus proovimiseks

Naidisulesanne selle kohta, et mitte kdik Ulesanded ei ole lihtsad.

Silindrikujuline horisontaalne kltusettinn on osalisel t kltust tais.

Tunni pikkus on | m &aramatusega u(l) ning labim6ot d m aaramatusega
u(d). Allesoleva kituse hulga modtmiseks asetatakse ttnni puupulk
ning siis moodetakse, kui paks kiht kiitust on, paks us h,
maaramatusega u(h).

Leida arvutusvalem kltuse koguse ning selle m  aaramatuse jaoks.



MMM — Tagasiside
Moodles saadeti jargmine tagasiside:

* kuidas arvutada vabadusastmeid Welch—Satterthwaite'i valemiga, kui
moni m aaramatuse komponent sisaldab korrelatsioonikordajat? Oma
to0s jatsin selle likme lihtsalt arvestamata, kuid pole kindel, kas see
on oigustatud (konspektis on mainitud ainult seda, et sisendsuurused
peavad olema soOltumatud, jarelikult oleks pidanud ka korreleeruvad
sisendsuurused vabadusastmete arvutamisel ara jatma?).

* kuidas arvestada regressioonisirge tousu ja vabaliikm e
maaramatuste arvutamisel moéotevahendist tingitud B-tU upi
maaramatusi? Toéenaosusteooria ja statistika konspekti s on kirjas
standardhalbe arvutamise valemid ning need standardhal bed on
maaramatuse arvutamisel |abi korrutatud Studenti t-kordaj aga. See
nagu viitaks sellele, et arvutatud standardhalve (A-  tldpi
maaramatus?) on voetud vordseks litm  &aaramatusega ning B-
maaramatus on arvestamata jaetud.



Estimation of intercept and slope (K&F , p63):

We don’t Drove that CoeffiCientS a and b Sadestatava vee W korrelatsioon sdltuvalt

jaamade vaheliselt kaugusest r

n 2 n 2 0.90
D=n-) x°— X ° °

; ! ; ! T y = -0.0004x + 0.9376

] ) ) ] ° 0 R2=0.5902
2 0.82
ZYi'ZXi _in'yi'zxi

a= i=1 i=1 i=1 i=1

D 0.76 .. \

074
n n n 100 150 200 250 300 350 400 450
Jaamade vaheline kaugus (km)
n E‘,Xiyi E:Xi E,yi
_ i=1 i=1 i=1

RO~ OOS
@
7

b

00 00



MMM — Tagasiside
Moodles saadeti jargmine tagasiside:

* kui valjundsuuruse arvutamisel on kasutatud mingi ka he

korreleeruva sisendsuuruse alusel koostatud regressioon ISirge tousu,
siis kas valjundsuuruse vabadusastmete arvutamisel vo Ib tousu
maaramatuse komponendi vabadusastmete arvuks votta ne nde
sisendsuuruste mootmiste arvu miinus kaks (st kui vas tavate
sisendsuuruste mootmiste arv on N, siis regressioonisirg e tousu

maaramatuse komponent jagatakse W -S valemis labi (N-2)'ga)?

* konspekti I0pus on toodud naide kaalutud keskmiste arvutamisest.
Kas sama suuruse erinevate m aaramatuste kattumise vordlemisel
arvestatakse vaid nende standardm aaramatusi?

* kas valjundsuuruse m aaramatust (arvutatakse osatuletiste ja
asjadega) nimetatakse B-tulpi m aaramatuseks?



Kusige kdige kohta mis on jdanud segaseks,
eksamil kisin juba mina ©



