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Tanapaeval teame, et peaaegu kogu kaasaegset matemaatikat on voi-
malik tuletada iihest ldhtealusest — hulgateooriast.
N. Bourbaki

Hulgateooria tohuiu suur mdju viimase poole sajandi matemaatika
arengule on tanapdeval dldtunnustatud fakt.
P. S. Aleksandrov

A. N. Kolmogorov

Hulgateooria on sigavalt tunginud paljudesse matemaatika aladesse
ja on nende peale tohutut moju avaldanud; eriti silmapaistvat osa
etendab ta uurimustes, mis on ihenduses matemaatika loogilise ja
filosoofilise pohjendamisega. R: Courant

Hulkade elementideks vbivad olla vaga erinevad objektid: tahed, aato-
mid, arvud, funktsioonid, punktid, nurgad ja nii edasi. Seetdttu on
algusest peale selge hulgateooria erakordne laius ja tema rakendus-
voimalused vaga paljudes teadusalades (matemaatikas, mehhaanikas,

fuiisikas). NP E st

Kuvantitatiivsete transfiniitsete arvude seadused erinevad fundamen-
taalselt Ioplikkuse vallas valitsevatest soltuvustest. G. ‘Canlor






EESSONA

Esmakordselt kuulsin ma hulgateooriast umbes kolme-
kiimne aasta eest loengul, mille pidas Moskva kooliopi-
iastele I. M. Gelfand, kes tol ajal oli alles noor dotsent,
kuid on niiid NSV Liidu TA kirjavahetajaliige. Kaks
tundi rddkis ta meile tdiesti uskumatutest asjadest: et:
ratsionaalarvusid on niisama palju kui naturaalarvusid
ja et sirgloigus on punkte niisama palju kui ruuduski.

Tutvus hulgateooriaga jatkus Moskva Riikliku Ulikooli
mehhaanika-matemaatikateaduskonnas oOppimise ajal. Li-
saks loengutele ja seminaridele kasutati seal veel iiht
omapérast opetamismeetodit, millest professoritel ja dot-
sentidel vist aimugi ei olnud. Parast loenguid (ja vahel —
‘mis siin salata — ka monede mitte just huvitavate loen-
gute ajal) jalutasid {iliopilased modda iilikooli vana
hoone koridore Mohhovaja tdnaval ja arutasid huvitavaid
Qlesandeid, esitasid ootamatuid néditeid ja teravmeelseid
toestusi. Just niisugustel jutuajamistel said esimese kur-
cuse tudengid oma vanematelt seltsimeestelt teada, kui-
das ehitada koverat, mis 1dbib koik ruudu punktid, voi
funktsiooni, millel pole kuskil tuletist jne.

Muidugi anti seletused n.-6. ndppude peal ning
nleks olnud andeksandmatu kergemeelsus iiksnes nen-
«est ammutatud teadmistega eksamile minna. Kuid eksa-
mist polnud juttugi — oppeplaani jargi tuli reaalmuu-
‘uja funktsioonide teooria eksam anda alles kahe aasla
pirast. Ent kui suureks abiks oli see koridoris saadud
ottevalmistus hiljem loengute kuulamisel ja eksamite
‘egemisel! Iga teoreemi puhul tulid meelde huvitavad
iilesanded, mida enne oli lahendatud, teravmeelsed vord-
‘used, piltlikud analoogiad.

Ma tahaksin lugejatele hulgateooriast rdadkida umbes
amas stiilis, nagu mina teda «koridorikursust» kuulates
undma oOppisin. Sellepdrast on minu peamiseks piiiideks
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teha selgeks iilesannete olemus, rddkida ootamatustest ja
kummalistest, naiivse arusaamisega {ihtelugu vastuollu
sattuvatest ndidetest, mille poolest reaalmuutuja funkt-
sioonide teooria on nii rikas. Ning kui keskkooli 16puklassi
opilasel, iilikooli voi pedagoogilise instituudi esimese kur-
suse iiliopilasel tekib tahtmine ldhemalt tundma oppida
hulgateooriat, reaalmuutuja funktsioonide teooriat, siis
peab autor oma eesmérki saavutatuks.
Pohjalikumatest Gpikutest voiks soovitada ]argmlsl

1. II.C. AnexcauapoB, BeeneHne B TEOPHIO MHOXKECTB W (YHK-
uui. M.—JI. 1948.

2. AL H Koanmoropos u C. B. DoMuH, DieMeHTH TeOPHH
¢yukuui ¥ ¢QyHKIHOHadbHOrO ananusa. Map-so MIY, 4. 1, 1954, u. 2,
1960.

. 3. H. H. Jlyaun, Teopust QyHKUHH AeACTBHTENLHOIO INEPEMEHHOrO.
Vunenrus 1948.

4. U. TI. Hartaucon, Teopusi QyHKUHI BeIIeCTBEHHOH NepeMeH-
no#r. M.—JI. 1950.

5. ®. Xaycnop¢, Teopus muoxecrs. M.—JI. 1937.

Monede kiisimuste kohta leidub palju huvitavaid and-
meid A. S. Parhomenko raamatus «Yro Takoe snuHHS>».

Eestikeelsest kirjandusest tuleks markida kogumikus
«Matemaatika ja kaasaeg» nr.-d 6 kuni 10 ilmunud
J. Gabovitsi artiklite seeriat «Algebra pohimoisteid»
(«Matemaatika ja kaasaeg», nr.-d 6, 7, 8, 9, 10).

Raamatu 1opus on toodud moned iilesanded reaalmuu-
tuja funktsioonide teooria alalt; nende lahendamine on
lugejale kasulik. Margime veel, et moned raskemad punk-
tid — need on maérgitud tdhekesega — voib esimesel
lugemisel vahele jatta, ilma et see takistaks jdrgneva
moistmist.



LOPMATUTE HULKADE KUMMALISED OMADUSED

Pole liialdus Oelda, et kogu matemaatika on tdis 16p-
matuse ideed. Tavaliselt ei tunta matemaatikas huvi mitte
tiksikobjektide (arvude, geomeetriliste kujundite), vaid
nende objektide tervete klasside vastu: uuritakse koigi.
naturaalarvude kogumikku, k6igi kolmnurkade kogumikku
jne. Kuid niisugused kogumikud koosnevad lo6pma -
tust hulgast iiksikelementidest.

Sellepdrast on matemaatikud ja filosoofid alati lopma-
tuse moiste vastu havi tundnud. Huvi tekkis hetkel, kui
sai selgeks, et iga naturaalarvu jdrel tuleb uus naturaal-
arv, tdhendab, kui sai selgeks, et arvrida on lopmatu.
Kuid juba esimesed lopmatuse uurimise katsed viisid
arvukate paradoksideni.

Naiteks kasutas kreeka filosoof Zenon lIopmatuse mois-
tet selleks, et toestada liikumise voimatust. Toepoolest,
raikis ta, selleks et nool ldbiks mingi vahemaa, peab ta

Joon. 1. Ahhilleus ja kilpkonn.



algul katma poole sellest. Aga enne kui 1dbida pool teest,
peab ta 14dbi lendama veerandi, kaheksandiku jne. sellest.
Et ]agamlsprotsess kunagi ei 16pe (siit tulebki vilja 16p-
matus!), siis ei saa ka nool paigast liikuda. Tédpselt
samuti toestas ta, et vidlejalgne Achilleus ei saa kunagi
kitte aeglast kllpkonna

Selliste paradokside ja sofismide péarast loobusid an-
titkse Kreeka matemaatikud lopmatuse moistest ning vil-
tisid seda oma matemaatilistes arutlustes. Moned filosoo-
fid arvasid, et koik geomeetrilised kujundid koosnevad
loplikust arvust pisikestest jagamatutest osakestest
(aatomitest). Niisuguse motteviisi puhul tuli néiteks
vilja, et ringi pole voimalik jagada kaheks vordseks
osaks — keskpunkt jdab ainult {the osa sisse ja see ei
luba téita osade pindvordsuse nouet.

Keskajal tunti lopmatuse probleemi vastu huvi peami-
selt ainult seoses probleemiga, kas noela otsa mahub
Ioplik voi Ioputu hulk ingleid. Ulatuslikult hakati 16pma-
tuse moistet matemaatikas kasutamia XVII sajandist
peale, kui loodi matemaatilifie analiiiis. Niisuguseid
moisteid, nagu «lopmata suur suurus», «<lopmata véike suu-
rus», hakati matemaatilistes arutlustes igal sammul
rakendama. Kuid tol ajal ei uuritud mitte hulki, mis sisal-
davad lopmata palju elemente, vaid suurusi, mis muutu-
vad aina suuremaks ja suuremaks, nii et nad loppude
I6puks saavad suuremaks igast etteantud vaartusest. Nii-
suguseid suurusi hakati nimetama «potentsiaalselt 10p-
mata suurteks» selles mottes, et nad voivad muutuda
iikskoik kui suureks (potentia — voimalus).

Alles XIX sajandi keskpaiku hakati uurima l6pma-
tuid hulki, mis koosnevad lopmata suurest arvust ele-
mentidest, ning alustati lIopmatuse moiste analiiiisimist.
Lopmatute hulkade matemaatilise teooria loojateks olid
tSehhi teadlane B. Bolzano (kelle tahtsaim uurimus ilmus
kahjuks alles palju aastaid pédrast tema surma) ja saksa
matemaatik Georg Cantor. Huvitav, et molemad hulga-
teooria loojad tundsid hésti skolastilist teadust, kuid
said skolastikast iile ja muutsid hulgateooria matemaa-
tika oluliseks osaks.

Bolzano ja Cantori peamiseks saavutuseks oli 16pma-
tute hulkade omaduste viljaselgitamine; l6plike hulkade
omadused olid juba enne neid teada. Selgus, et 1oplike
ja lopmatute hulkade omadused erinevad iiksteisest poh-
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jalikult: paljusid loplike hulkade puhul voimatuid asju on
lopmatute hulkade puhul iisna kerge teha. Katsuge nai-
teks paigutada voorastemajja, mille igas toas elab iiks
kiilaline, veel iiks elanik, nii et igas toas elaks ikkagi
ainult iiks elanik. Ei tule vélja? Ainult sellepérast, et
tubade arv voorastemajas on 16plik! Aga kui seal oleks
Iopmata palju tube... Kuid niisugused voorastemajad -
voivad esineda vist kiill ainult kosmoseajastu Miinchhau-
seni, kosmoserandur Ijon Tichy jutustustes, poola fantas-
tikakirjaniku Stanislaw Lemi raamatu «ljon Tichy kos-
moserandude paevikud» peakangelase lugudes.*

~ Kummaline vodrastemaja ehk fjon Tichy
tuhande esimene reis

Joudsin iisna hilja koju -— maélestuste Ghtu klubis
«Andromeeda udukogu» Ioppes alles hulk aega pérast
keskood. OO6 ldbi olin hiddas painajatega. Kord négin
unes, et mind neelas alla tohutu kurdl, kord jélle viiras-
tus, et lendan uuesti lolldiootide planeedi poole ega tea,
kuidas pddseda sealsest hirmsast masinast, mis muudab
inimesed kuusnurkadeks, siis jédlle... Nonda et ei soovita
kellelegi starkat ja vana modu segamini juua. Telefoni
ootamatu helin t6i mind tagasi reaalsesse maailma. Mulle
helistas vana sober ja kosmoserelkede kolleeg professor
Tarantoga.

«Kiire iilesanne, kallis Ijon,» kuulsin ma. «Astronoo-
mid avastasid kosmoses mingi imeliku objekti — iihest
galaktikast teiseni ldheb salapdrane must joon. Keegi ei
saa aru, milles asi on. Parimad rakettidel paiknevad-
teleskoobid ja raadioteleskoobid ei suuda saladuse avas-
tamiseks midagi dra teha. Ainukeseks lootuseks oled sina.
Lenda kiiresti védlja udukogu ACD-1587 suunas.»

Jargmisel pdeval sain remondist kdtte oma vana foo-
tonraketi, monteerisin talle peale ajakiirendaja ja elekt-
ronroboti, kes oskab koiki kosmose keeli ning teab koiki
lugusid kosmoserdnduritest (see peletab igavuse vane-
malt viie rdnnuaasta jooksul), ja lendasin iilesannet
tditma.

* Loodan, et S. Lem andestab mulle selle oskamatu jareleaima-
mise kalse.
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Kui roboti lugude tagavara oli ammendatud ja ta hak-
kas neid kordama (pole midagi hullemat kui elektron-
robot, kes kiimnendat korda jutustab tuntud lugu), ilmus
kaugelt ndahtavale mu reisi siht. Udukogud, mis salapa-
rast joont varjasid, jdid seljataha, ja minu pilgule ava-
nes ... voorastemaja «Kosmos».

Selgus, et kosmosehulkurid aetlased, kelle jaoks ma
kunagi pisikese planeedi olin ehitanud, olid ka selle tiikk-
haaval laiali kandnud ja jallegi peavarjuta jddnud. Siis
aga, et mitte enam mooda vooraid galaktikaid hulkuda,
otsustasid nad ehitada suurejoonelise hoone — vooraste-
maja koikide kosmoserdandurite jaoks. See ulatus peaaegu
1abi koikide galaktikate. Utlesin «peaaegu», sest aetlased
olid demonteerinud moned asustamatud galaktikad ja
koikidest {ilejddnutest olid nad igaiihest dra hiivanud
mone hooletusse jadetud tahekogu.

Kuid voorastemaja oli suurepdrane. Igas toas olid
kraanid, kust voolas kiilm ja kuum plasma. Soovi korral
vois 66ks hajuda, hommikul pani uksehoidja elaniku ta
aatomiskeemi’ jargi uuesti kokku.

Aga mis koige tdhtsam, védorastemajas oli lopmata
palju tube. Aetlased lootsid, et niiiid pole enam kellelgi
tarvis kuulda lauset, mis neid rdnnakutel {isna &ra oli
tiiiidanud: «Vabu tube ei ole.»

Sellest hoolimata mul ei vedanud. Kui ma vooraste-
maja ootesaali astusin, torkas esimesena silma plakat
kirjaga: «Kosmozooloogide kongressi delegaate regist-
reeritakse 127. korrusel.»

Et kosmozooloogid so6itsid kokku koikidest galaktika-
test, aga neid on ju lopmata palju, siis olid koik toad
kongressist osavotjate kides. Minule kohta ei jatkunud.
Administraator katsus kiill mind monede kosmgzooloogide
juurde kaasiiiiriliseks panna, ent kui ma teada sain, et
iiks minu tulevastest toanaabritest hingab fluori ja teine
peab enda jaoks normaalseks viéliskeskkonna temperatuu-
riks 860°, siis loobusin viisakalt nii «meeldivast» selts-
konnast.

Onneks oli voorastemaja direktoriks aetlane, kes male-
tas veel hésti neid teeneid, mis ma kunagi sellele rahvale
olin osutanud. Ta piiiidis mulle voorastemajas ruumi teha,
sest tdhtedevahelises ruumis 66bides vois kergesti kopsu-
poletiku saada. Pirast moningat arupidamist iitles ta
administraatorile:



«Paigutage ta number esimesse.»

«Aga kuhu ma panen selle toa elaniku?» kiisis admi-
nistraator iillatunult.

«See paigutage number kahte. Number kahe elanik
aga pange number kolme, number kolme oma number
nelja ja nonda edasi.»

Alles niiiid taipasin ma voorastemaja ebatavalisi oma-
dusi. Kui voorastemajas oleks olnud loplik arv tube, siis
oleks viimase toa elanik pidanud tdhtedevahelisse ruumi
kolima. Ent selletottu, et voorastemajal oli lopmata palju
tube, jatkus ruumi koigile ja mina sain koha, ilma et
iikski kosmozooloog pidanuks voorastemajast lahkuma.

Ma ei imestanud, kui jargmisel hommikul paluti mind
iimber kolida tuppa number 1000 000. Voorastemajja olid
lihtsalt joudnud hilinenud kosmozooloogid galaktikast
VSK-3472 ja voorastemaja pidi vastu votma veel 999 999
elanikku. Aga kui ma kolmandal péeval kondisin admi-
nistraatori juurde toa eest maksma, siis ldks mul silme
ees mustaks. Luugi ees oli jdrjekord, mille ots kadus
kuhugi Magalhdesi pilvede kanti. Jarjekorrast kostis
" héali:

«Annan kaks Andromeeda udukogu marki ithe Siiriuse
margi vastul»

«Kellel on kosmoseajastu 57. aasta Herpeia mark?»

Héammeldunult kiisisin ma administraatorilt:

«Aga kes need on?»

«Galaktikatevaheline filatelistide kongress.»

«Ja kas neid on palju?»

«Lopmatu hulk — iiks esindaja igast galaktikast.»

«Kuidas neid siis dra mahutada, kosmozooloogid ldhe-
vad ju alles homme minema?»

«Ei tea, seda hakatakse arutama direktori juures viie-
minutilisel noupidamisel.»

Ulesanne osutus viga keeruliseks ja viiest minutist sai
terve tund. Viimaks tuli administraator direktori juurest
dra ja hakkas uusi elanikke majutama. Koigepealt kaskis
ta toa number iiks elaniku {imber paigutada tuppa num-
ber kaks. Mulle tundus see imelik, sest omadest kogemus-
test teadsin, et niisugune iimberpaigutamine vabastas
ainult iihe toa, voorastemajja aga oli vaja vastu volta
Iopmata hulk filateliste. Kuid administraator jédtkas kor-
raldusi:

«Toa number kaks elanik paigutage iimber tuppa
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number neli, number kolmest viige elanik number kuude,
iildse number n-ist tuppa number 2n.»

Niiiid ma taipasingi ta plaani: sel kombel vabastas ta
Iopmata palju paarituid numbreid ja vois sinna maju-
tada filatelistid. Tulemusena olid paaritunumbrilised toad
1opuks filatelistide ja paarisnumbrilised kosmozooloogide
kdes (endast ma ei réddgigi — kolmepédevase tutvuse-
jdrel sain kosmozooloogidega nii suureks sobraks, et nad
valisid mu oma kongressi auesimeheks; koos teiste kos-
mozooloogldega tuli mul lahkuda koduseks muutunud
toast ja asuda timber toast number 1000000 tuppa num-
ber 2000 000). Uks tuttav filatelist, kes oli jarjekorras 574.,
ldks tuppa nr. 1147. Uldse said need filatelistid, kes jérje-
korras n-ndal kohal seisid, toa numbriga 2n—1.

Jargmisel pédeval ldks tubadega lahedamaks. Kosmo-
zooloogide kongress loppes ja nad soitsid laiali. Mina
aga kolisin voorastemaja direktori juurde, kelle korteris
vabanes iiks tuba. Kuid see, mis on hea elanikele, ei
rahulda alati administratsiooni. Paari pdeva pérast muu-
tus mu kiilalislahke peremees nukraks.

. «Mis on juhtunud?» kiisisin temalt.

«Pooled toad on tiihjad, finantsplaan jddb tditmata.»

Oigust oelda ei saanud ma périselt aru, missugusest
finantsplaanist oli jutt, sest tasu laekus ju lopmata arvu
tubade eest, kuid siiski andsin nou:

«Te paigutage Kkiilalised tihedamini, nonda et koik
numbrid oleksid tdidetud.» _

Selgus, et seda oli iisna lihtne teha. Filatelistid elasid
ainult paaritunumbrilistes tubades: 1, 3, 5, 7, 9 jne. Toa
nr. 1 elanik jdeti paigale. Nr. 3-st paigutati elanik tuppa
nr. 2, nr. 5-st — nr. 3, nr. 7-st — nr. 4 ja nonda edasi. Selle
tulemusena olid koik numbrid jille tdidetud, aga iihtki uut
elanikku juurde polnud tulnud.

Kuid ega direktori mured sellega 1oppenud. Selgus, et
aetlased polnud rahuldunud iiksnes voorastemaja «Kos-
mos» ehitamisega. Rahutud ehitajad olid piistitanud veel
lopmata hulga voorastemaju, milles igaiihes oli lopmata
arv tube. Sealjuures demonteerisid nad nii palju galakti-
kaid, et galaktikatevaheline tasakaal oli rikutud, sel aga
vois olla {ipris raskeid tagajédrgi. Sellepdrast kasti neil
sulgeda koik voorastemajad peale «Kosmose» ja viia
kasutatud materjal oma kohale tagasi. Kuid kdsku tdita
polnud lihtne, sest koik voorastemajad (sealhulgas ka
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meie oma) olid tdis. Niilid tuli elanikud Gmber paigutada
lopmata hulgast voorastemajadest, milles igaiihes oli
Iopmata hulk elanikke, iihteainsasse voorastemajja, mis
oli juba niigi tais.

«Minule aitab sellest!» hiilidis direktor. «Esiteks paigu-
tasin ma tdis voorastemajja juurde iihe elaniku, siis veel
999 999 elanikku, siis veel 1opmata palju elanikke; ja niiiid
tahetakse, et siia mahuks veel 16pmata hulk 16pmata palju
elanikke. Ei, voorastemaja pole kummist, minul ruumi ei
ole, pangu kuhu tahavad!»

Kuid kdsk on kisk, ja viie pdeva parast pidi uute ela-
nike vastuvotmiseks koik valmis olema. Need pédevad ei
tootanud voorastemajas keegi — koik motlesid, kuidas
iilesannet lahendada. Kuulutati vélja voistlus. Auhinnaks
oli turismireis iihte galaktikasse. Aga koik esitatud lahen-
dused liikati tagasi kui ebaotstarbekad. Nii nditeks soovi-
tas nooremkokk jdtta meie vOOrastemaja esimese toa
elanik samasse numbrisse edasi, toast number kaks pai-
gutada elanik iimber tuppa nr. 1001, toast number kolm
tuppa nr. 2001 jne. Pérast seda paigutada teise vooraste-
maja elanikud meie voorastemaja numbritesse 2, 1002,
2002 jne., kolmanda voorastemaja elanikud numbritesse 3,
1003, 2003 jne. See projekt litkati tagasi, nimelt polnud
selge, kuhu paigutada 1001. voorastemaja elanikud, sest
juba esimese 1000 voorastemaja elanikud votavad koik
toad enda alla. Sel puhul meenus mulle, et kui lipitsevad
rooma senaatorid soovitasid imperaator Tiberiusel sep-
tembrikuu tema auks «tibeeriuseks» {imber nimetaca (eel-
mised kuud olid juba saanud imperaatorite Juliuse ja
Augustuse nimed), siis kiisis ta neilt pilgates: «Aga mis
nou te kolmeteistkiimnendale keisrile annate?»

Usna hea variandi soovitas voorastemaja raamatupi-
daja. Ta tegi ettepaneku kasutada dra geomeetrilise prog-
ressiooni omadused ja paigutada elanikud nondaviisi: esi-
mese voorastemaja elanikud tubadesse nr. 2, 4, 8, 16, 32
jne. (need arvud moodustavad geomeetrilise progressiooni
teguriga 2). Teise voorastemaja elanikud — numbritesse
3, 9, 27, 81 jne. (need on geomeetrilise progressiooni liik-
med, mille teguriks on 3). Samal viisil soovitas ta paigu-
tada ka iilejidnud voorastemajade elanikud. Kuid direk-
tor kiisis temalt:

«Kolmanda voorastemaja jaoks tuleks siis kasutada
progressiooni, mille teguriks on 4?»
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«Muidugi,» vastas raamatupidaja.

«Siis ei tule sellest midagi vélja, sest neljandas toas
elab juba esimese voorastemaja elanik.»

Niitid joudis minu kétte kord ndidata, et ma polnud
ilmaaegu Tédheakadeemias viis aastat matemaatikat oppi-
nud.

«Kasutage algarvusid! Paigutage esimese voorastemaja’
elanikud numbritesse 2, 4, 8, 16, ..., teise omad — numb-
ritesse 3, 9, 27, 81,..., kolmanda omad numbritesse 5,
25, 125 625, ..., neljanda omad — numbritesse 7, 49,
343, .

«Aga kas siis ei juhtu jalle nii, et iihte tuppa tuleb
panna kaks elanikku?» kiisis direktor.

«Ei juhtu! Sest kui votta kaks algarvu, siis ei saa iihe
arvu iikski naturaalarvuline aste vorduda teise arvu mone
naturaalarvulise astmega. Kui p ja ¢ on algarvud, kus-
juures p#q, ja m ning n — naturaalarvud, siis pm£g¢".»

Direktor noustus minuga ning esitas otsekohe minu
ettepaneku tdiendatud variandi, mille juures kasutati
iksnes kahte algarvu: 2 ja 3. Nimelt pani ta ette paigu-
tada n-nda voorastemaja m-nda numbri elanik meie v00-
rastemaja tuppa numbriga 2m3". Asi on selles, et kui
m#p voi nz£q, siis 2m3"7#2r39 ning sellepérast ei satu
kaks inimest {ihte tuppa. .

Ettepanek vaimustas koiki. Lahendati {ilesanne, mis
tundus lahendamatuna. Kuid preemiat ei saanud ei mina
ega direktor — meie lahenduste puhul jéi liiga palju tube
tiihjaks (minul naiteks jédid tithjaks 6, 10, 12 ja iildse koik
toad, mille numbrid ei olnud algarvude astmed, ning
direktoril need toad, miille numbreid ei saanud f{iles Kkir-
jutada kujul 2m37). Parima lahenduse andis iiks filate-
list — Luige galaktika Matemaatikaakadeemia president.

Ta soovitas koigepealt koostada tabeli, kusjuures selle
read kandku voorastemajade ja veerud — tubade numb-
reid. Nditeks neljanda rea kuuendale veerule margitakse
neljanda voorastemaja kuues tuba. Toomegi niiid dra
tabeli (0igemini selle vasakpoolse iilemise osa, sest kogu
tabeli iileskirjutamiseks on vaja lopmata palju ridu ja
veerge):

(1,1) (1.2) (1,3) (1,4) (1,5)...(1l,n) ...
2. 1) 42.5) (2,3) «(2/4) - (2.5) dui(nt) - b
(3,1) (3,2) (3,3) (34) (3,5)...(3,n)
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(41) (42) (43) (44) (45)...(4n) ...
(5.1) (52) (53) (54) (55)...(5n) ...

(m,1) (m2) (m3) (ma4) (m5) .. (mn) ...

«Ja niiiid paigutage elanikud moééda ruutusid laiali,»
iitles matemaatikust filatelist.

«Kuidas?» ei saanud direktor aru.

«Mooda ruutusid! Esimesse numbrisse paigutatakse
elanik (1,1)-st, s. t. esimese voorastemaja esimesest toast,
teise numbrisse elanik (1,2)-st, s. t. esimese voorastemaja
teisest toast, kolmandasse — (2,2)-st — teise vooraste-
maja teisest toast ja neljandasse (2,1)-st — teise vooras-
temaja esimesest toast. Sel viisil on dra paigutatud elani-
kud iilevalt vasakpoolsest ruudust, mille kiilje pikkus on
kaks. Pdrast seda paigutame number viiendasse elaniku
(1,3)-st, number kuuendasse — (2,3)-st, number seitsmen-
dasse (3,3)-st, number kaheksandasse — (3,2)-st, number
iiheksandasse — (3,1)-st. (Need numbrid moodustavad
ruudu, mille kiilg on kolm.) Ja edasi ldheme samal kom-
bel:

G0 e Gal g s e
y U y \

21)<(22) (23) (24) (25) ... (2n) ...
(3,1)«(3,2)6—(3%,3) (:%,4) (3{5) (Jé,n)
(4,1)@(4,2)<—(4,3)<—(4¢,4) (4%5) (le,n)
(5,1)<—(5,2)<—(5,3)<—(5,4)e—(5%5) (%,n)

(n,1)<(n,2) < (n,3) < (n,4) < (n,5) <— > .. (n,.n) ;

«Kas toesti jatkub koigile ruumi?» 16i direktor kaht-
lema. \

«Muidugi jatkub. Selle skeemi puhul paigutame ju esi-
mesesse n? {uppa elanikud n esimese voorastemaja n
toast. Sellepdrast saab varem voi hiljem iga elanik
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endale toa. Naiteks kui on tegemist voorastemaja nr. 136
toast number 217 tulnud elanikuga, siis saab ta endale
toa 217. sammul. Holpus on isegi toa numbrit vélja arvu-
tada. See on 2162+136. Uldse, kui elanik tuleb m-nda
voorastemaja n-ndast numbrist, siis n>m puhul saab ta
toa number (n—1)2+m ja n<m puhul toa m2—n+1.» -

Projekt tunnistatigi parimaks — koik elanikud koiki-
dest voorastemajadest paigutati meie voorastemajja ning
iikski number ei jddnud tithjaks. Matemaatikust filate-
listile anti preemia — turismireis galaktikasse LCR-287.

Nii onnestunud paigutamise puhul korraldas vooraste-
maja direktor vastuvotu, kuhu kutsuti koik voorastemaja
elanikud. Vastuvotul olid ka omad komplikatsioonid.
Paarisnumbritega tubade elanikud tulid pool tundi hiljem
ja kui nad kohale joudsid, siis selgus, et kdoik toolid on
juba téis, ehkki kiilalislahke peremees oli pannud iga
kiilalise jaoks iihe tooli. Tuli oodata, kuni koik uutele
kohtadele olid iimber istunud ja wvajaliku hulga toole
vabastanud (muidugi moista ei toodud saali iihtki uut
tooli). Kui aga hakati jdatist serveerima, siis sai iga
kiilaline kaks portsjonit, ehkki kokk oli valmistanud tap-
selt iithe portsjoni iga kiilalise jaoks. Loodan, et lugeja
saab niilid ise aru, kuidas see koik juhtus.

Pérast vastuvotu Ioppemist istusin oma footonraketti ja
lendasin Maa peale. Mul oli vaja koikidele maistele kos-
monautidele rddkida uuest peatuskohast kosmoses. Peale
selle tahtsin ma Maa viljapaistvamatelt matemaatikutelt
ja oma sobralt professor Tarantogalt konsultatsiooni 16p-
matute hulkade omaduste kohta.

2 Jutustusi hulkadest



AUTORILT

Sellega lahkume ajutiselt oma jutukangelasest. Paljugi
tema jutus dratab kahtlust — pole ju relatiivsusteooria
seaduste jargi voimalik signaale edasi anda suurema Kkii-
rusega kui 300000 km/s. Sellepdrast nouaks juba admi-
nistraatori esimese késu tditmine lopmata palju aega.
Kuid me ei hakka liialt palju noudma Ijon Tichylt, tema
reisidel tuli ette veel palju uskumatuid seiklusi.

Raamatu iilejddnud osas rddgitakse hulgateooriast. Ja
kuigi tegevus ei siinni mitte tdhtedevahelises ruumis, vaid
sirgloigul [0,1] voi ruudus, mille kiilje pikkus on 1, pole
siingi paljud siindmused sugugi vdhem ebatavalised.



HULGAD JA TEHTED NENDEGA
Mis on hulk?

Enne kui rddkida Iopmatute hulkade omadustest, tuleb
teada saada, mis on hulk, missuguseid tehteid saab hul-
kadega teha. Kahjuks pole voimalik teooria pohimoistet —
hulk — rangelt defineerida. Muidugi voiks Oelda, et hulk
on «koondis», «kogum», <«ansambel», «kollektsioon»,
«perekond», «siisteem», «klass» jne., kuid iikski neist pole
matemaatiline definitsioon, vaid pigem keele sonarikkuse
kuritarvitamine.

Selleks et mingit moistet defineerida, tuleb koigepealt
ndidata, missuguse laiema moiste erijuht ta on. Hulga
moiste puhul seda teha ei saa, sest see on koige laiem ega
sisaldu mingis teises moistes.

- Sellepdrast illustreerime hulga moistet ndidete abil ja
jatame definitsiooni andmata.

Tihti on vaja rddkida mitmest asjast, mida omavahel
seob mingi {ihine tunnus. Nii nditeks voib rddkida koikide
toolide hulgast toas, koikide aatomite hulgast Jupiteris,
koikide rakkude hulgast inimkehas, koikide kartulite hul-
gast teatavas kotis, koikide kalade hulgast ookeanis, koi-
kide ruutude hulgast tasapinnal, koikide punktide hulgast
antud ringis jne.

Objekte, mis moodustavad mingi hulga, nimetatakse
selle hulga elementideks. Kui tahetakse mérkida, et antud
hulk A koosneb x elemendist, kirjutatakse tavaliselt

A={x}.

Loogelised sulud tahistavad siin seda, et elemendid x on -
ithendatud iiheks tervikuks — hulgaks A. Fakti, et ele-
ment x kuulub hulka A, kirjutatakse iiles mérgi € abil
nonda: x € A. Kui aga antud element x ei kuulu hulka A4,
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siis kirjutatakse x& A. Nditeks kui A tdhendab koikide
paaris naturaalarvude hulka, siis 6 €A, kuid 3€ A.

Jarelikult kui rddgime hulgast, siis ithendame moned
objektid tervikuks ja nimelt hulgaks, mille elementideks
need objektid on. Hulgateooria looja Georg Cantor rohu-
tas seda jargmiste sonadega:

«Hulk on paljus, mida me vaatleme iihise tervikunas.

Selleks et hulga moistet endale nditlikult ette kujutada,
soovitas akadeemik N. N. Luzin jargmist pilti. Kujutle-
gem ldbipaistvat ldbitungimatut kilet, midagi hésti sule-
tud labipaistva koti taolist. Oletame, et selle kile sisse on
paigutatud koik antud hulga A elemendid ja et peale
nende pole seal mitte midagi. Kile, mille sees asetsevad
objektid x, voibki kujutada endast elementidest x koosne-
vat hulka A. Ning see ldbipaistev kile, mis mahutab koiki
elemente (ja mitte midagi muud peale nende), kujutab
iisna hasti elementide x ithendamise akti, mille tagajérjel
tekib hulk A. :

Kui hulk sisaldab Iopliku hulga elemente, siis nimeta-
takse teda [lOplikuks, ja kui seal on lopmata palju ele-
mente, siis lopmatuks. Néiteks puude hulk metsas on 16p-
lik, punktide hulk ringis aga lopmatu.

Kuidas maaratakse hulkat

Hulka on voimalik médrata mitut moodi. Uks viis on
see, et antakse hulka kuuluvate elementide tdielik nimes-
tik. Naéiteks on teatava klassi opilaste hulk méaratud
nende nimekirjaga klassipdevikus, koikide riikide hulk
maakeral on méidratud nende nimekirjaga geograafia-
atlases, koikide kontide hulk inimese luustikus — nende
nimestikuga anatoomiadpikus.

Kuid niisugune viis on rakendatav ainult Ioplike hul-
kade puhul ja isegi siis mitte alati. Nditeks kuigi koikide
kalade hulk ookeanis on 16plik, suudaksime vaevalt nende
nimestikku koostada. Aga lopmatuid hulki ei saa enam
kuidagi nimestiku abil maiarata; katsuge néiteks koos-
tada koigi naturaalarvude nimestik — selge, et selle
nimestiku koostamisega ei joua te kunagi lopule.

Juhul kui hulka ei saa anda nimestiku abil, mairatakse
ta sel teel, et antakse mingi iseloomulik omadus — nii-
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Joon. 3. Krokodill ei kuulu naturaalarvude hulka.

sugune, mis hulga elementidel on olemas, aga koikidel
iilejddnud asjadel maailmas puudub. Niiteks voime rai-
kida koikide naturaalarvude hulgast. On selge, et arv

73 kuulub sellesse hulka, aga arv % ega krokodill ei

kuulu. Tépselt samuti ei kuulu V2 ega planeet Saturn
koikide ratsionaalarvude hulka, aga 15

Mirgime, et tegelikul kasutamisel raskendab hulga
madramist iseloomuliku omaduse abil inimese keele mit-
metdhenduslikkus. Suure hulga vahepealsete vormide
olemasolu teeb raskeks objektide jaotamise niisugusteks,
mis kuuluvad, ja niisugusteks, mis ei kuulu teatavasse
hulka. Olgu meil néiteks tegemist koikide maakeral kas-
vavate puude hulgaga. Koigepealt tuleb vilja selgitada,
kas tegemist on koikide puudega, misolid ja saavad olema
Maa peal, v6i ainult nendega, mis olid Maa peal olemas
teataval kindlal ajavahemikul (nditeks 1. maist kuni
1. septembrini 1965). Kuid siis tekib kiisimus, mida teha
nende puudega, mis sel ajavahemikul maha l6igati. Peale
selle on puude ja muude taimede vahel olemas terve hulk
vahevorme ning tuleb kokku leppida, missugused neist
kuuluvad puude hulka, missugused mitte.

Kui aga vaatleme koiki 1965. aastal avaldatud luule-
tusi, siis tekivad raskused sellest, et luule ja proosa vahel
on terve hulk vahepealseid vorme (riitmiline proosa,
vabavirss jne.). Pole kuigi tdpselt mééaratletud ka nai-
teks nende isikute hulk, kel on oigus tasuta soita Nouko-
gude Liidu raudteel. Muuseas kuuluvad sinna ka alla viie

kuulub sinna.
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aasta vanused lapsed. Kuid voib juhtuda, et pisike reisija
saab viieaastaseks just teel, siis pole selge, kas ta kuulub
sellesse hulka voi ei. (Rédagitakse, et iiks tdpsust armas-
tav isa tommanud hddapidurit just sel hetkel, kui tema
poeg sai viieaastaseks. Ta tahtnud tédpselt kindlaks teha
ilejddnud tee pikkust, mille eest ta pidi maksma.)

Raskused tekivad lihtsamatelgi juhtudel. Koosnegu
nditeks hulk A koikidest «Jevgeni Onegini» algteksti esi-
mese rea tahtedest. Sellest maaratlusest voib kahel viisil
aru saada. Uhest kiiljest voib jutt olla hulgast, mis koos-
neb selle rea koikidest tdhtedest, kusjuures iga téht esi-
neb hulgas just nii mitu korda, kui mitu korda ta reas
esineb (selleks et tdhti iiksteisest eristada, voime neile
numbrid juurde kirjutada):

M,, U,, Oy, N\, Uy, T\, Oy, Ty, Ts; 1), Ay, Oy, I, G\, Us,
Slv T4v T5v U4’ N2s Dh ]2v S2-

Kuid sellest voib aru saada ka nii, et tegemist on hulgaga,
mille moodustavad ainult selles reas esinevad erinevad
tdhed. Sel juhul tuleb korduvad tdhed vahele jitta ja
noustuda, et eelnimetatud hulk koosneb jargmistest tdh-
tedest:

MU0 N, T,0:4: AL, G, 8, D

On selge, et need kaks hulka erinevad teineteisest.

Kas ajada habet v&i mittel

Hulga koostise méddramisel tekkivad raskused ei tulene
alati iiksnes keele puudulikkusest. Vahel on pohjus hoo-
pis siigavam. Vaatleme jargmist ndidet. Tavaliselt pole
hulgad ise iseenda elementideks. (Ndiiteks pole koikide
naturaalarvude hulk ise naturaalarv, koikide kolmnurkade
hulk pole ise kolmnurk jne.) Kuid hulga elementide loo-
mus on iildiselt rddkides suvaline ja sellepdrast ei saa
keegi meil keelata vaatlemast ka niisuguseid hulki, mis
sisaldavad iihe elemendina iseennast. Et niisuguseid hulki
vaadeldakse harva, nimetame neid eksfraordinaarseteks
ja koiki teisi ordinaarseteks hulkadeks.
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Moodustame niiiid hulga A, mille elementideks on koik
ordinaarsed hulgad. Esimesel pilgul tundub, et selles
médratluses pole midagi halba; pole ndha, miks lause
«koikide ordinaarsete hulkade hulk» on halvem kui lause
«koikide kolmnurkade hulks. Ent tegelikult on siin tege-
mist olulise loogilise vasturddkivusega. Piiiiame vilja sel-
gitada, missugune on saadud hulk A ise — kas ordi-
naarne voi ekstraordinaarne. Kui ta on ordinaarne, siis
kuulub ta ithe oma elemendina iseendasse (me kogusime
ju kokku koik ordinaarsed hulgad). Ent siis on ta defi-
nitsiooni jargi ekstraordinaarne. Kui aga hulk A on ekst-
raordinaarne, siis peab ta ekstraordinaarsuse definit-
siooni jargi olema iseenda element, kuid hulga A elemen-
tideks on ainult ordinaarsed hulgad, ekstraordinaarseid
hulki me sinna ju ei votnud!

Tekkis lahendamatu loogiline vastuolu — hulk A ei

saa olla ei ordinaarne ega ka ekstraordinaarne. Muide,
niisugused loogilised vastuolud ilmnevad ka hoopis liht-
samatel juhtudel. Néiteks tehti iihele sodurile iilesandeks
ajada habet nendel ja ainult nendel oma jao soduritel,
kes ise endal habet ei aja. Kerkis kiisimus, kuidas ta ise
peab talitama. Kui ta ajab endal habet, siis tuleb ta pai-
gutada nende sodurite hulka, kes ise endal habet ajavad,
aga niisugustel soduritel ta habet ajada ei tohi. Kui ta
aga endal habet ei aja, siis tuleb ta lugeda nende sodurite .
hulka, kes ise endal habet ei aja, ja siis peab ta kdsu poh-
jal iseendal habet ajama.
- On teada teisigi nditeid, kus hulk, mis esimesel pilgul
ndis olevat tédiesti méaratud, osutus vdga halvasti maa-
ratuks voi Oigemini périselt middramatuks. Koosnegu
nditeks hulk A koikidest reaalarvudest, mida saab maa-
ratleda {ilimalt kahesaja eestikeelse sona abil (siia kuu-
luvad ka sonad «null», «iiks», «kaks» jne.).

Et koikide eestikeelsete sdonade hulk on 16plik (liht-
suse mottes eeldame, et arvesse voetakse ainult OS-is lei-
duvad sonad ja nende grammatilised vormid), siis on ka
niisuguste reaalarvude hulk 16plik, jarelikult voib sellesse
hulka kuuluvad elemendid dra nummerdada. Oletame, et
numeratsioon on juba tehtud, ja mddrame arvu N jarg-
misel viisil.

N=0, NiNoNg...Ng...

Kui sealjuures hulga A k-nda arvu k-ndas kiimnendkoht
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erineb arvust 1, siis votame n,,—-l Kui aga k-nda arvu
k-ndas kumnendkoht on iiks, siis votame n,=2.

Siis ei ole N vordne hulga A k-nda elemendiga, sest
erineb temast 2-nda kiimnendkoha poolest. Kuna & on suva-
line arv, siis ei saa N vorduda iihegi hulga A elemendiga,
jarelikult ei kuulu ta hulka A. Kuid teisest kiiljest peab ¥
kuuluma sellesse hulka, sest me oleme N-i maaranud
mitte rohkem kui kahesaja sona abil.

Eelmise paradoksiga on ldhedas iithenduses ka jarg-
mine.

Missugune on see vihim tdisarv, mida ei saa mddrata
vahem kui sada eestikeelest sona sisaldava lausega?

Niisugune arv on olemas, sest eesti keeles on 10oplik
arv sonu, jarelikult on olemas ka arvud, mida ei saa
maarata lausega, mis sisaldab vdhem kui sada sona. Ent
siis on nende arvude hulgas olemas ka koige vaiksem
arv.

Teiselt poolt, seda arvu pole olemas, sest mddrangus
esineb vastuolu. Toepoolest, see arv on médratud eespool
kursiivis toodud lausega, mis koosneb vdhem kui sajast
sonast, aga definitsiooni jérgi ei saa seda arvu maérata
niisuguse lausega.

Hulgateoorias on palju juhtumeid, kus hulga maéran-
gus peitub- sisemine vastuolu. Uurimused, mis piiiidsid
. vdlja selgitada niisuguse olukorra tingimused, viisid
sligavatele loogikaalastele wuurimustele, mis tdielikult
muutsid kogu loogika ilmet. Paljusid neist uurimustest
kasutati hiljem &ra kiirete arvutusmasinate teooria, auto-
maatide teooria jne. iilesehitamiseks. Kuid need kiisimu-
sed kuuluvad juba matemaatilise loogika valdkonda ning
me jdtame nad korvale.

Edaspidi vaatleme ainult neid hulki, mis on méiiratud
tdpselt ning vastuoludeta ja mille koosseis ei drata kaht-
lusi (niisuguseid, nagu koikide naturaalarvude hulk, koi-
kide ruutude hulk tasapinnal jne.). '

Tiihi hulk

Nimetus «hulk» viib mottele, et iga hulk peab sisaldama
mitu (vahemalt kaks) elementi. Kuid asi pole nonda.
Matemaatikas tuleb vaadelda ka niisuguseid hulki, mis
sisaldavad ainult iihe elemendi, ning isegi selliseid, mil-
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les pole iihtki elementi. Neid hulki nimetatakse tihjadeks
ja tdhistatakse mairgiga 0.

Milleks tuuakse sisse tiihi hulk? Esiteks margime, et
kui hulk on méaératud mingi iseloomuliku omadusega, siis
pole mitte alati juba enne teada, et on olemas kas voi
iks selliste omadustega element. Néiteks koosnegu hulk
A koikidest niisugustest nelinurkadest, millel

a) koik nurgad on tdisnurgad,

b) diagonaalid on erineva pikkusega.

Inimesele, kes geomeetriat ei tunne, ei paista nendes
noudmistes midagi vastuolulist olevat. Kuid ristkiiliku
diagonaalide vordsusteoreemist jargneb, et niisuguste
nelinurkade hulk on tiihi. Tiihi on ka hulk, mis koosneb
kolmnurkadest, mille sisenurkade summa erineb 180°.
Samuti on tiihi niisugune hulk, mis koosneb ruutkolmliik-
metest, millel on iile kahe juure. Uldse voib mitmeid
matemaatilisi véiteid formuleerida viitena, et teatav hulk
on tithi (katsuge nonda formuleerida Pythagorase teo-
reemi).

Ka moningad mittematemaatilise péritoluga hulgad on
tiihjad: koikide iile kolmesaja aasta vanuste inimeste
hulk, koikide kuival maal kondivate kokrede hulk, koikide
pdikesesiisteemi planeetide hulk, mis varem Siiriuse
fimber tiirlesid.

Monede hulkade kohta pole siiamaaniteada, kas nad on
tiihjad voi mitte. Naiteks pole seni teada, kas on tiihi
koikide niisuguste naturaalarvude n hulk, mille puhul
n>2 ja vorrandil

xn+yn=zn

on positiivsed tdisarvulised lahendid (see ongi kuulus
Fermat’ probleem). Teadmata on ka see, kas on tiihi nii-
suguste numbrite hulk, mis arvu m kiimnendmurrulises
arenduses esinevad 1oplik arv kordi (kuigi arv = on vilja
arvutatud mitme tuhande kiimnendkoha tdpsusega, on
silamaani teadmata, kas koik numbrid esinevad tema
kiimnendmurrulises arenduses lopmata palju kordi voi
esineb moni neist ainult 16plik arv kordi).

Teadmata on ka see, kas koikide elavate plesiosauruste
hulk maakeral on tithi — kui Loch Nessi jarve koletis
osutub toepoolest plesiosauruseks, siis pole see hulk
sugugi tiihi.
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Hulgateooria ja koolimatemaatika

Hulgad voivad koosneda vdga mitmesugustest elemen-
tidest — kaladest, majadest, ruutudest, arvudest, punkti-
dest jne. Sellega ongi seletatav hulgateooria erakordne
haardelaius ja rakendatavus vdga mitmesugustes teadus-
harudes (matemaatikas, mehhaanikas, fiiiisikas, bioloogias,
keeleteaduses jne.). Matemaatika jaoks on eriti tdhtsad
need hulgad, mis koosnevad «matemaatilistest» objekti-
dest — geomeetria kujunditest, algebralistest avaldistest,
funktsioonidest jne. Monedega sellistest hulkadest tegel-
dakse koolimatemaatikas, kuid seal véilditakse tavaliselt
sona «hulk» (seda on kerge moista, kui meenutada, et
koige «moodsamad» koolimatemaatika osad -tekkisid XVII
sajandi 16pus, hulgateooria aga siindis XIX sajandil).

Tegelikult puutub koolimatemaatika igal sammul hul-
kadega kokku. Eriti sageli esinevad seal arvhulgad, see
tdhendab, hulgad, mis koosnevad arvudest. Niisugused
on néiteks:

a) koikide naturaalarvude hulk,

b) koikide tdisarvude hulk (positiivsed, negatiivsed ja

null),

¢) koikide ratsionaalarvude hulk,

d) koikide reaalarvude hulk,

e) koikide kompleksarvude hulk.

Geomeetrias puutume kokku kaht tiifipi hulkadega. Esi-
teks rddgivad geomeetria teoreemid tavaliselt geomeetri-
liste kujundite monesuguse hulga omadustest. Néiteks
teoreem, mis iitleb, et roopkiilikute diagonaalid poolita-
vad teineteist, kdib koikide roopkiilikute hulga kohta. Tei-
seks, geomeetrilised kujundid ise on hulgad, mis koosne-
vad neisse kuuluvatest punktidest. Sellepdrast v6ime raa-
kida nditeks teatava ringi koikide punktide hulgast, tea-
tava koonuse koikide punktide hulgast jne.

Algebras esinevad jélle teistsugused hulgad — niiteks
koikide kahe muutujaga hulkliikmete hulk, kéikide ruut-
vorrandite hulk, teatava vorrandi koéikide lahendite hulk
jne. Uhesonaga, peaaegu iga koolimatemaatika osa on
mingil viisil iihenduses hulgateooriaga.
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Osahulgad

Hulga moiste toomine matemaatikasse oli vdga kasu-
lik. Hulkade elementideks voivad olla vdga erineva loo-
muga asjad ja sellepdrast saab koiki hulkasid késitlevaid
vaiteid rakendada nii geomeetriakujunditele kui ka natu-
raalarvudele, nii loomadele ja taimedele kui ka aatomi-
tele ja molekulidele. Hulgateooria moisted ning teoreemid
on viga iildised. Vaatame niiiid monda neist.

Koigepealt tutvume moistega osahulk. See tekib siis,
kui on vaja vaadelda mingit hulka mitte iseseisvalt, vaid
teise, laiema hulga osana. Nimelt Oeldakse, et hulk B on
teise hulga A osahulk siis, kui B iga element x on samal
ajal ka hulga A elemendiks. Sel korral kirjutatakse B=A.

Niéiteks kui vaadelda mingit keskkooli, siis iiheteist-
kiilmnendate klasside oOpilaste hulk selles koolis on koi-
kide selle kooli oOpilaste hulga osahulk. Selle kooli opi-
laste hulk omakorda on koikide kooliopilaste hulga osa-
hulk.

Samuti esinevad geomeetrias sageli moningate geo-
meetriakujundite osahulgad. Votame néiteks jargmised
hulgad:

a) hulk A koosneb koikidest nelinurkadest;

b) hulk B koosneb koikidest trapetsitest;

¢) hulk C koosneb koikidest roopkiilikutest;

d) hulk D koosneb koikidest ristkiilikutest;

e) hulk E koosneb koikidest ruutudest.

Iga jargmist tiiiipi kujund selles nimestikus on eelmist
tiiipi kujundi erijuhuks (trapets on nelinurga erijuht,
roopkiilik trapetsi erijuht jne.). Kuid see tédhendabki, et
iga jargmine hulk on eelmise osahulk:

ADB3C>2D>E.

Jargmises nimestikus on samuti iga jargmine hulk eel-
neva osahulk:

a) koikide kompleksarvude hulk;

b) koikide reaalarvude hulk;

¢) koikide ratsionaalarvude hulk;

d) koikide taisarvude hulk;

e) koikide naturaalarvude hulk.

Sageli lisatakse mone hulga osahulga eraldamiseks
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hulga iseloomulikule tunnusele veel tdiendav tingimus.
Néiteks eraldatakse naturaalarvude osahulk tédisarvude
hulgast lisatingimusega n>0.

Universaaine hulk

Aarmiselt harva voib esineda olukord, kus iithes arutlu-
ses on juttu nii koikidest kompleksarvudest kui ka koi-
kide vaalade hulgast ookeanis (ehkki pole muidugi voi-
matu, et vaala liikumise uurimisel rakendatakse komp-
leksmuutuja funktsioonide teooria meetodeid). Tavaliselt
on koik hulgad, millega mones arutluses tegeldakse, tea-
tava fikseeritud hulga / osahulgad. Sel juhul nimetame
hulka / universaalseks hulgaks.

Aritmeetikas on nditeks universaalseks hulgaks mitte-
negatiivsete ratsionaalarvude hulk, algebras — komp-
leksarvude ja algebraliste funktsioonide hulk, matemaati-
lises analiiiisis — arvulise argumendi arvuliste funktsioo-
nide hulk, geomeetrias — koikide ruumipunktide hulk. Iga
geomeetriline kujund on nditeks geomeetrilise ruumi
punktide hulga osahulk.

Hulkade iihisosa

Matemaatilistes rakendustes tuleb sageli mitmest hul-
gast viélja valida need elemendid, mis kuuluvad korraga
igasse hulka ja moodustavad neist uue hulga. Viimast

nimetatakse antud hulkade dhisosaks ehk nende korruti-
seks ja uue hulga moodustamise operatsiooni ennast hul-

B

Joon. 4.
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kade [loikumiseks ehk korrutamiseks. Jarelikult mitme
hulga A, B, C ... ihisosaks nimetatakse uut hulka, mis
sisaldab neid ja ainult neid elemente, mis kuuluvad iilie-
aegselt hulkadesse A, B, C...

Nimetus «iihisosa» tuleb sellest, et kahe geomeetria-
kujundi punktihulkade loikumisel saadakse nende kujun-
dite punktide iihisosa sona koige tavalisemas tdahenduses.
Joonisel 4 on kujutatud sirge, mis 16ikab ringi mooda
koolu AB. Selle sirgloigu punktide hulga moodustab sirge
punktide hulga tihisosa ringi punktide hulgaga.

Kuid iihisosa moistet ei kasutata mitte iiksnes geomeet-
riakujundite puhul. Votku néditeks mingi kooli opilased
osa neljast spordiringist: jalgpall, ujumine, male ja poks.
Osavotjate hulkade iihisosa koosneb universaalsetest
sportlastest, kes méadngivad jalgpalli, ujuvad, poksivad ja
tunnevad avanguteooriat.

Vahel on iihisosa ka geomeetriakujundite voi arvude
hulkadel. Néiteks kujutab koikide ruutude hulk endast koi-
kide ristkiilikute hulga ja koikide rombide hulga iihisosa.
Korraparaste kolmnurkade hulk on koigi kolmnurkade
hulga ja korraparaste hulknurkade hulga iihisosa. Kahega
jaguvate naturaalarvude ja kolmega jaguvate naturaal-
arvude iihisosa on kuuega jaguvate naturaalarvude hulk.

Kahe hulga A ja B iihisosa tédhistatakse tavaliselt AB
voi A N B. Hulkade korrutamise tehtel on moningad oma-
dused, mis meenutavad arvude korrutamist. Nimelt keh-
tivad siin kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse seadused

AB=BA
ja
A(BC)=(AB)C.
Tiithi hulk etendab hulkade iihisosa leidmisel (korruta-

misel) samalaadset osa nagu null arvude korrutamisel.
Nimelt kehtib igasuguse hulga A puhul vordus

A0=0,
mis on analoogiline vordusega
a-0=0.
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Universaalne hulk / etendab analoogilist osa arvuga 1:
iga I-sse kuuluva osahulga A kohta kehtib vordus

Al=A,
mis on analoogiline vordusega
a-l=a.

Kuid monedel hulkade korrutamise omadustel pole ana-
loogiaid arvude korrutamise omadustega. Naiteks kui B
on hulga A osahulk, B<A, siis kehtib vordus BA=B.
Toepoolest, sel juhul kuuluvad koik B elemendid (ja
ainult need) iiheaegselt nii A-sse kui ka B-sse. Hulk A
etendab siin universaalse hulga / osa.

Muuseas, iga hulga A jaoks kehtib vordus

AA=A.

Hulkade liitmine

Niiiid vaatleme, kuidas hulkasid liita, see tdhendab,
kuidas mitmest hulgast moodustada iihtne hulk. Mitme
hulga A, B, ... summaks nimetatakse uut hulka, mis
koosneb nendest ja ainult nendest elementidest, mis kuu-
luvad vdhemalt {ihesse liidetavatest hulkadest. Hulkade:
A ja B summat tdhistatakse tavaliselt A+B ehk AU B.

Tuleb silmas pidada, et moned elemendid ei kuulu mitte
ithte, vaid mitmesse liidetavasse hulka. Sel puhul kuulu-
vad nad summasse ikkagi ainult ithekordselt ja sellepa-
rast voib loplike hulkade puhul juhtuda nii, et liitmise
tulemusena saadud hulgas on elementide arv vdiksem lii-
detavates hulkades olevate elementide kogusummast.
Niiteks koosnegu esimene hulk nendest ladina tdhestiku
tdhtedest, mis esinevad «Jevgeni Onegini» esimeses reas,
ja teine hulk nendest tahtedest, mis esinevad selle poeemi
teises reas. Esimese hulga kirjutasime juba vélja. Ta
koosneb 12 tdhest (vt. lk. 22):

MU DN T.0,1.44.,6.3, D
Teine hulk koosneb 11 tdhest:

K, UA oA B, 8, I LM, E.
30



]

Nende kahe hulga summa koosneb jargmisest 16 tdhest:
M, Ve Qo NG THO, 1 & 168 D4 B L E.

Téhed U, I, T, A, S, J, M, mis kuuluvad nende kahe
hulga iihisossa, esinevad summas ainult iiks kord ning
sellepédrast saime 23 tdhe asemel 16.

Votame veel iithe ndite, kus liidetavatel hulkadel on
tthised elemendid. Koikide opilaste hulk klassis koesneb
jargmise kolme hulga summast:

a) edasijoudvate opilaste hulk,

b) tiitarlaste hulk,

c¢) mitteedasijoudvate poiste hulk.

On selge, et klassi iga opilane kuulub vdhemalt {ihte eel-
nimetatud hulkadest. Kuid nendel hulkadel voivad olla
ka iihised elemendid: edasijoudvad tiidrukud kuuluvad
nii esimesse kui ka teise hulka.

Vahel koosneb summa lopmatust arvust liidetavatest
hulkadest. Naiteks tdhistame hulga, mis on moodustatud
koikidest positiivsetest murdudest nimetajaga n, siimbo-
liga A,:

A1={T’"}, A2={%'},A.., An={%} 1%

Hulkade Ay, A,, ..., A, ... summa on koikide positiiv-
sete murdude hulk, see tahendab k01k1de niisuguste mur-

dude hulk, mis véljenduvad ku;ul 2 kus m ja n on natu-

raalarvud.

Tahistame korraparaste kolmnurkade hulga As, korra-
paraste nelinurkade hulga A, korrapiraste viisnurkade
hulga As jne. Siis koigi nende hulkade summaks on koi-
kide korrapéraste hulknurkade hulk A.

Liithulgad esinevad ka algebras. Kui A on vorrandi

f(x)=
juurte hulk ja B vorrandi
e(x) =
juurte hulk, siis vorrandi
[(x)o(x) =
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juurte hulk on A+B (sealjuures ei voeta arvesse juurte
kordsust).

Hulkade liitmise operatsioonil on paljud omadused ana-
loogilised arvude liitmise omadustega. Néiteks kehtivad
kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse seadused:

A+B=B+A
ja ‘
A+ (B+C)=(A+B)+C.
Tithi hulk etendab ka hulkade liitmisel nulli osa: iiks-
koik missugune hulk A ka oleks, ikka kehtib vordus:
A+0=A.
Kuid universaalne hulk ei tdida enam seda osa, mida arv
iiks etendab arvude liitmisel. Igasuguse hulga puhul kehtib
A+I=].
Uldse, kui B on A osahulk, siis B+A=A. Muide, iga
hulga A puhul kehtib A+A=A.

Hulkade liitmise ja korrutamise puhul kehtib distribu-
tiivsuse seadus

A(B+C)=AB+AC. (1)

Selle toestamiseks tuleb nédidata, et iga element, mis lei-
dub vorduse vasakul poolel, kuulub ka paremasse poolde

ja timberp6ordult.
a4 ,;8:2:3:2:2;\\\\\\\ )

L
PN

L
G

Joon. 5.

Toestuse rangelt loogiline esitamine pole raske, kuid
fisna keeruline. Piirdume sellepdrast kahe vordust (1)
selgitava joonisega. Esimesel on naha viirutatud hulga A
ithisosa hulgaga B+C. teisel A {ihisosa B-ga ning A
ithisosa C-ga. Need joonised teevad vorduse (1) tdiesti
selgeks. Kuid hulkade puhul kehtib ka teine distributiiv-
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suse seadus, mis arvude puhul ei kehti. Seda viljendab
valem -

A+BC=(A+B)(A+C). (2)

Selle toestamiseks tuleb paremal pool avada sulud sea-
duse (1) jérgi ja silmas pidada, et hulgad AB ja AC on.
A osahulgad, jérelikult ACCA ja AB<A. Peale selle
AA=A ning jarelikult

AA+AC+BA+BC=A+BC.

Hulkade jaotamine

Uldiselt rdakides voib liidetavatel hulkadel olla tihiseid
elemente. Kuid sageli tuleb ette, et moni hulk on niisu-
guste osahulkade summa, mille juures iihelgi osahulkade
paaril pole {iihiseid elemente (ehk nagu tavaliselt oel-
dakse — nad on iithisosata). Sel puhul oGeldakse, et hulk
A on jaotatud iihisosata osahulkadeks.

Osahulkadeks jaotamist kasutatakse sageli objektide
klassifitseerimisel. Néiiteks kui raamatukogus raamatute
kataloogi koostatakse, siis jaotatakse raamatud algul ilu-
kirjanduseks, {ihiskondlik-poliitiliseks kirjanduseks, loo-
dusteaduslikuks kirjanduseks jne. Pédrast seda jaotatakse.
saadud osahulgad viiksemateks osahulkadeks: ilukirjan-
dus proosaks ja luuleks, iihiskondlikke teadusi kasitlevad
raamatud filosoofiat, poliitokonoomiat jne. kasitlevateks
teosteks, loodusteadus matemaatikaks, fiiiisikaks jne. Nii-
sugune jaotamine voimaldab hiljem holpsamini vajalikku
raamatut iiles leida. :

Muidugi voib {iht ja sedasama hulka mitmel viisil osa-
hulkadeks jaotada. Kui samas raamatukogus koostatakse
tdhestikulist kataloogi, siis jaotatakse raamatud niisu-
gusteks osahulkadeks, kus autori nimi algab A-ga, kus
autori nimi algab B-ga jne. Pérast seda jaotatakse iga
saadud osahulk vastavalt autori nime teisele tahele jne.

Hulkade osahulkadeks jaotamisel kasutatakse sageli
elementide ekvivalentsuse moistet. Selleks defineeritakse,
mis tihendab «element x on ekvivalentne elemendiga y»,
ja pdrast seda tihendatakse ekvivalentsed elemendid iihte
osahulka. Kuid niisuguseks jaotuseks ei kolba mitte iga-
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sugune ekvivalentsuse moiste. Nimetame naiteks kaht
inimest ekvivalentseks siis, kui nad on teineteisega tutia-
vad. Niisugune ekvivalentsuse definitsioon osutub kolb-
matuks. Voib ju juhtuda, et isik X tunneb isikut Y, isik ¥
tunneb isikut Z, aga isikud X ja Z teineteist ei tunne. Siis
tuleb meil algul isikud X ja Y paigutada i{ihte osahulka
(nad tunnevad teineteist) ja siis samasse osahulka pai-
gutada ka Z (ta tunneb Y), ning meil satuvad samasse
osahulka X ja Z, kes teineteist ei tunne. Et selliseid vipe-
rusi ei juhtuks, on vaja, et ekvivalentsuse moiste tdidaks
jargmist kolme tingimust:

a) iga element on ekvivalentne iseendaga;

b) kui element x on ekvivalentne elemendiga y, siis
element y on ekvivalenine elemendiga x;

c) kui element x on ekvivalentne elemendiga y ja
element y on ekvivalentne elemendiga z, siis element x
on ekvivalentne elemendiga z.

Saab toestada, et nende tingimuste tditmine on vajalik
ja piisav selleks, et hulka A oleks voimalik jaotada oma-
vahel ekvivalentsete elementide osahulkadeks (ning seal-
juures nonda, et erinevates osahulkades poleks iihiseid
elemente).

Néiteks nimetame kaht tdisarvu x ja y ekvivalentseteks
siis, kui nende vahe on paarisarv. On holpus kontrollida,
et seejuures on tdidetud koik kolm tingimust a, b ja c.
Kui iihendame ekvivalentsed tdisarvud, siis jaotame koi-
kide tdisarvude hulga kaheks osahulgaks: koikidest paa-
risarvudest koosnevaks osahulgaks ja koikidest paaritu-
arvudest koosnevaks osahulgaks.

Hulkade lahutamine

Seal, kus on liitmine, on tavaliselt olemas ka lahuta-
mine. Hulgadki pole selles suhtes erandiks. Hulkade A
ja B vaheks nimetatakse hulka A—B, kuhu kuuluvad koik
need A elemendid, mis ei kuulu hulka B. Sealjuures pole
sugugi vajalik, et hulk B oleks hulga A osa. Kui B ei
ole A osa, siis taandub B lahutamine A-st sellele, et
eemaldatakse A-st A ja B iihine osa:

A—B=A—-AB.

Naiteks kui A on esimese ringi punktide hulk ja B teise
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Joon. 6.

ringi punktide hulk siin lehekiiljel oleval joonisel, siis
nende vahe on sirbikujulise viirutatud kujundi (ilma kaa-
reta MN) punktide hulk. Kui A on koikide teatava klassi
opilaste hulk mones koolis ja B koikide selles koolis oppi-
vate tiiddrukute hulk, siis on A—B koikide selle kooli sel-
les klassis Oppivate poiste hulk.

Juhul kui B on hulga A osa, nimetatakse A —B-d hulga
B tiiendiks hulgas A ja tédhistatakse B’y (muidugi moista
on iihel ja samal hulgal B erinevad tdiendid erinevates
hulkades A, mis seda hulka sisaldavad). Naiteks on paa-
risarvude hulga tédiendiks koikide tdisarvude hulgas paa-
rituarvude hulk. Koikide ruutude hulga tdiendiks koikide
ristkiilikute hulgas on koikide mittevordkiilgsete ristkiili-
kute hulk. Aga sama ruutude tdiendiks koikide rombide
hulgas on mittevordsete diagonaalidega rombide hulk.

Kui koiki hulki kédsitleda universaalse hulga / osahul-
kadena, siis moistetakse tavaliselt hulga B taiendi all
tema tidiendit hulgas /. Sel puhul kirjutatakse B’; ase-
mel lihtsalt B’.

Hulkade liitmisel voetakse korduvaid elemente ainult
iiks kord, lahutada aga voib ka seda hulka, mis ei kuulu
tervenisti lahutatavasse, ja seetottu kaotavad moned arit-
meetikaseadused hulkade lahutamise puhul kehtivuse.
Niiteks iildiselt rddkides

(A+B) —C5£A + (B—C).

Toepoolest, kui koik kolm hulka iihte langevad (A=B=
=C), siis on vasak pool tiihi hulk, aga parem langeb
kokku hulgaga A.
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Hulkade algebra *

Me tutvusime tehetega, mida hulkadele saab rakendada,
ja nende tehete moningate omadustega. Lisaks mainitud
omadustele voib tuua veel terve rea teisi. Nditame &ra
koik hulkadega sooritatavate tehete koik pohiomadused

(sclles nimestikus tédhistab 0 tithja hulka, / — univer-
saalset hulka, A” — hulga A téiendit universaalses hul-
gas):

1) A<A.

2) Kui A=B ja Bc<A, siis A=B.
3) Kui A=B ja BcC, sjis A=C.

4) 0=A.

5) Acl.

6) A+B=B+A.
7) AB=BA.

8) A+(B+C)—(A+B)+C.

9) A(BC)=(AB)C.

10) A+A e=A;

11) AA=A.

12) A(B+C)=AB+AC.

13) A+BC=(A+B)(A+C).

14) A+0=A.

15) AI=A.

16) A+I=1.

17) A0=0.

18) Seos A=B on ekvivalentne seostega A+B=B ja
AB=A.

19) A+A'=I.

20) AA’=0.

21) 0'==L.

2oy T el

23) (A")’'=A

24) Seos A<B on ekvivalentne seosega B'c<A’.

25) (A+B)'=A’B".

26) (AB)'=A"+DB’.

Omaduste 1—26 abil saab hulkadega tdpselt samuti
tehteid sooritada kui algebras sooritatakse tehteid arvu-
dega. Sealjuures on moningad valemid isegi lihtsamad
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kui tavalises algebras. Niiteks binoomi wvalem taandub
jargmisele viga lihtsale vordusele:

(A+B)"=A+B,

mis jargneb omadusest 11. :

Ma ei hakka toestama koiki kahtkiimmend kuut oma-
dust. Neid on voimalik illustreerida joonistega tapselt
niisamuti, nagu me eespool illustreerisime omadust 2.
Veidi keerulisem teistest toestusiest on omaduste 25 ja 26
toestamine.

Moistagi pole koigi kahekiimne kuue omaduse meeles-
pidamine sugugi kerge. Kuid seda pole vajagi. Asi on
selles, et voib piirduda kahe pohioperatsiooniga: hulkade
liitmise ja tdiendi moodustamisega, kusjuures on noutav,
et oleksid tédidetud jargmised kolm tingimust:

a) A+B=B+A;

b) (A+B)+C=A+(B+C);

¢) (A/+B’)’'+ (A’+B)'=A.

Niiiid defineerime korrutise tehte AB ja sisaldavuse
seose A=B. Selleks kasutame jargmisi vordusi:

d) AB on definitsiooni pohjal vordne (A’+B’)’;

e) A=B tidhendab definitsiooni pohjal, et A+B=B.

Siis saab koik kakskiimmend kuus omadust tuletada
vordustest a.. .e.

Osutame veel jidrgmisele tdhelepanuvéirivale «duaal-

sele seosele». Kui omadustes 1—26 igaiihes vahetada
omavahel dra siimbolid

Cja:
0 ijad;
+ ja -,

> 5

siis saame selle tagajérjel jéllegi ithe neist omadustest.
Niiteks saame sel teel omadusest 6 omaduse 7, omadu-
sest 12 omaduse 13 jne.

Siit jargneb, et igale teoreemile, mida saab jireldada
omadusiest 1—26, vastab teine, «duaalne» teoreem, mis
saadakse esimesest eespool nimetatud siimbolite vaheta-
mise teel.
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Boole'i algebrad *

Matemaatikas esinevad peale hulkade ka teised objek-
tid, mille puhul kehtivad tingimusi 1—26 rahuldavad liit-
mise ja korrutamise tehted. Selliste objektide siisteeme
uuris 1847. aastal esimesena inglise matemaatik Boole
(kuulsa raamatu «Kiin» autori, kirjanik Ethel Lilian
Voynichi isa). Sellepdrast nimetatakse niisuguseid siis-
teeme Boole’i algebrateks.

Huvitavaks Boole’i algebra nditeks on arvu 30 koikide
jagajate hulk

M=11, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30).

Selle juures tuleb kahe jagaja «liitmise» all mé6ista nende
vahima iithiskordse moodustamist ning «korrutamise» all
suurima {ihisteguri leidmist. Néiteks 2665=10, 6®15=3
(liitmise ja korrutamise margi iimbritsesime sooriga, sel-
leks et eristada neid tavalisest liitmisest ja korrutamisest).
Seos acb tdhendab, et a on arvu b jagaja. Elemendi 0
osa etendab sealjuures arv 1 ja elemendi / osa arv 30.

Jagaja a tiiendiks tuleb pidada arvu a’=2. Niiteks

10°=3:" :

Moistagi pole vaja kontrollida, kas on taidetud koik
omadused 1—26. Nagu juba Geldud, piisab, kui kontrolli-
takse omadusi a, b, ¢, d ja e, mis on toodud lk. 37.



HULKADE VOIMSUS
Kuidas hulki vorrelda?l

Senini vaatlesime selliseid hulkade omadusi, mis olid
ithised nii loplike kui ka lopmatute hulkade jaoks. Niiiid
aga hakkame vaatlema niisuguseid omadusi, mis esine-
vad iiksnes lopmatute hulkade juures. Ijon Tichy jutus-
tusest on juba teada, et need omadused erinevad oluliselt
1oplike hulkade omadustest. See, mis on loplike hulkade
puhul voimatu, osutub tédiesti voimalikuks lopmatute hul-
kade korral.

Esimene kiisimus, mis me 1dbi arutame, on I6pmatute
hulkade omavaheline vordlemine. Igasuguste 16plike hul-
kade puhul voib alati iitelda, missugune neist rohkem
elemente sisaldab, missugune vdhem. Lopmatute hulkade
puhul on asi palju keerulisem. Néiteks missuguseid arvu-
sid on rohkem, naturaalarvusid voi ratsionaalarvusid,
ratsionaalarvusid voi reaalarvusid? Kus on rohkem
punkte, sirgloigul voi tervel sirgel, sirgel voi ruudus?

Esimesel pilgul niib, et nendele kiisimustele on {isna
lihtne vastata. Naturaalarvude hulk on ju osa ratsionaal-
arvude hulgast ning sirgloik osa sirgest. Kas pole siis
iseenesest selge, et naturaalarvusid on vdhem kui ratsio-
naalarvusid ja punkte sirgloigul vdhem kui kogu sirgel?
Tuleb aga vilja, et asi pole sugugi selge. Kuskilt ei saa
ju jareldada, et lopmatute hulkade juurde minnes jéddvad
kehtima seadused, mis on saadud loplike hulkade uurimi-
sel — néiteks seadus, et «osa on vaiksem kui terve».

Ja mis koige olulisem: kui piiilame lopmatuid hulki
vorrelda tunnuse jargi, et iiks hulk on teise hulga osa,
siis on see katse juba algusest peale ebadnnestumisele
madratud. Nditeks kus on rohkem punkte, ruudus voi 16p-
mata pikal sirgel? Ruutu ei saa ju sirgjoone sisse panna
ega sirgjoont ilma katki murdmata ruudu sisse paigu-
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tada. Muidugi voib sirgjoone murda tiikkideks, mis on
ruudu kiilje pikkused, ning parast seda koik tiikid paigu-
tada ruudu sisse nonda, et nad iiksteisega ei 10ikuks.
Voib-olla on ruutugi voimalik kuidagi osadeks jaotada ja
osad siis sirge peale panna nonda, et nad tiksteist ei
kataks? Aga kui palju on lopmatuid hulkasid, mis pole
teineteise osad! Tasapinnal asuvate ruutude hulgal ja
samal tasapinnal asuvate ringide hulgal pole {ihtki iihist
elementi. Kuidas neid siis vorrelda? Kuidas vélja selgi-
tada, mida on maailmas rohkem — kas lammastiku voi
hapniku aatomeid?

Niisiis, kiisimus on seatud. Koigepealt selgitame vilja,
missugusel juhul tuleb iitelda, et iiks hulk sisaldab nii-
sama palju elemente kui teine. Teiste sonadega, selgitame
vilja, missugusel juhul on kahel 16pmatul hulgal «iihe-
palju» elemente.

Tantsupdrandal

Loplike hulkade puhul on vordlemine lihtne. Selleks et
teada saada, kas kahes hulgas on iihesugune arv ele-
mente, tuleb elemendid loendada. Kui loendamisel saame
ithesugused tulemused, siis tdhendab see, et modlemas
hulgas on iihepalju elemente. Kuid 16pmatute hulkade
juures see meetod ei kolba, sest kui hakkame loendama
Iopmatut hulka elemente, siis on oht, et loeme neid elu
1opuni ega saa siiski veel {ilesandega hakkama.

Ent ka l1oplike hulkade puhul pole loendamine alati
sobiv meetod. Ldheme nditeks tantsima. Kuidas teada
saada, kas siin on tiidrukuid ja poisse iihepalju? Muidugi
voib paluda noormehi iihele poole ja neidusid teisele
poole minna ning hakata molemaid iile lugema. Kuid esi-
teks saame seejuures iileliigset informatsiooni — meid
ju ei huvita, kui palju siin neidusid ja noormehi on, vaid
huvitab ainult see, kas neid on iihepalju. Teiseks, ega
noored selleks tantsuporandale tulnud, et seista jaoodata,
kuni loendamine 16peb, nad tulid tantsima.

Noh olgu peale. Tédidame nende soovi ja palume, et
orkester mangiks mingit tantsu, mida koik oskavad. Siis
kutsuvad noormehed neiud tantsima ja ... meie iilesanne
on lahendatud. Sest kui selgub, et koik noormehed ja
neiud tantsivad, tdhendab, kui koik noored on jagunenud
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paarideks, siis on ilmne, et tantsuporandal on tépselt nii-
sama palju noormehi kui neidusid.

Tépselt samuti voib teada saada, kas vaatajate arv
teatrisaalis vordub istekohtade arvuga. Kui etenduse ajal
pole iihtki vaba kohta, kusjuures iikski vaataja ei seisa
vahekdigus ja igal kohal istub {iksainus inimene, siis
voib kindel olla, et vaatajaid on tdpselt niisama palju kui
kohti.

Kui vihmasel pdeval inimesed tdnaval kiirustavad, siis
on inimeste arv niisama suur kui vihmamantlite arv:
igal inimesel on seljas {iks ja ainult {iks vihmamantel
ning ilma vihmamantlita ei ole keegi sbandanud vilja
tulla.

fga 1Busu kohta tuleb iiks méon

Me tutvusime sellega, kuidas teada saada, et kahel
Ioplikul hulgal on iihepalju elemente, ilma et oleksime
neid elemenie {ile lugenud. Seda votet voib rakendada
ka lopmatute hulkade puhul. Ainult siin ei saa enam
orkestrit appi votta, vaid tuleb endal jagada kahe vorrel-
dava hulga elemendid «tantsupaarideks».

Niisiis, olgu meil antud kaks hulka A ja B. Oeldakse,
et nende vahel on seatud sisse iiksiihene vastavus, kui
hulkade elemendid on {ihendatud paaridesse (a, b) nonda,
et:

1) element @ kuulub hulka A ja element b hulka B;

2) molema hulga iga element on sattunud iihte ja
ainult iihte paari. -

Ndéiteks kui hulk A koosneb tantsuporandal olevatest
poistest ja hulk B neidudest samal porandal, siis paarid
(a. b) on moodustatud iiksteisega tantsivatest neidudest
ja poistest. Kui hulk A koosneb vaatajatest ja hulk B
saalis olevatest istekohtadest, siis paar (a, b) koosneb
vaatajast ja istekohast, millel ta istub. Ning I6puks, kui
A on tdnaval olevate inimeste hulk ja B vihmamantlite
hulk, siis paar (@, b) koosneb inimesest ja tema vihma-
mantlist.

Muidugi moista pole mitte igasugune hulkadevahe-
line vastavus iiksiihene. Kui hulk A koosneb koikidest
Maa peal olevatest puudest ja hulk B nende puude otsas
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kasvavatest viljadest, siis voib hulkade vahel leida vasta-
vuse: igale viljale seame vastavusse puu, mille otsas see
vili kasvab. Kuid vastavus pole iiksithene: monedel puudel
kasvab palju vilju, aga teistel nad puuduvad parajasti
iildse. Sellepdrast votavad iihed elemendid a (puud) osa
mitmetest paaridest, teised elemendid a ei kuulu jille
ithessegi paari.

Loplike hulkade puhul on iikskoik kas Gelda, et kahe
hulga vahel on iiksiithene vastavus, voi Oelda, et neil on
ithepalju elemente. Vdga tdhtsaks poordepunktiks oli hul-
kade teoorias hetk, mil Cantor otsustas samal viisil vor-
relda ka lopmatuid hulki.

Teiste sonadega, Cantori jargi on kahel (nad voivad
ka lopmatud olla) hulgal A ja B iihepalju elemente,,siis
kui nende hulkade elementide vahel on voimalik sisse
seada iiksiithene vastavus.

Tavaliselt ei iitle matemaatikud, et «hulkadel A ja B
on iihepalju elemente», vaid iitlevad, et «A ja B on iihe-
suguse voimsusega» voi «hulgad A ja B on ekvivalent-
sed».

Jarelikult tdhendab lopmatute hulkade puhul soOna
«voimsus» sedasama, mis loplike hulkade puhul «elemen-
tide arvs.

Juba enne Cantorit joudis iiksiihese vastavuse mois-
teni tSehhi teadlane B. Bolzano. Kuid ta ei saanud iile
neist raskustest, mida see moiste endaga kaasa t6i. Nagu
varsti ndeme, tuli pédrast seda, kui voeti vastu pohimote,
mille jargi l1opmatuid hulki hakati vordlema iiksiihese
vastavuse abil, loobuda paljudestki dogmadest.

Kas osa on vordne tervikuga?l

Koige tdhtsam dogma, millest tuli loobuda, oli juba
iisna matemaatika arenemise algul- piistitatud véide: osa
on tervikust vdiksem. See vidide on vaieldamatult Gige
Ioplike hulkade puhul, kuid I6pmatute hulkade puhul
kaob tema kehtivus. Tuletage meelde, kuidas kummalise
voorastemaja direktor paigutas kosmozooloogid paaris-
numbritesse. Selle {imberpaigutuse juures asus elanik
toast nr. n tuppa nr. 2n. Teiste sonadega, iimberpaigutus
tehti jargmise skeemi jérgi:
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Kuid see skeem seab sisse iiksiihese vastavuse naturaal-
arvude hulga

Al S RRESRE RS
ja selle osa — paarisarvude hulga vahel
VRV S S Rl

Me leppisime ju kokku, et hulgad, mille vahel on v6ima-
lik sisse seada iiksiihene vastavus, sisaldavad iihepalju
elemente. Tdhendab, naturaalarvude hulk sisaldab nii-
sama palju elemente kui tema osa — paarisarvude hulk.

Tépselt samal viisil on voimalik sisse seada {iksiihest
vastavust naturaalarvude hulga ja jargmiste arvude
hulga vahel

10, 100, 1000, 10000, ...

Selleks tuleb igale naturaalarvule n vastavusse seada
arv 107

n—>107,

Ongi sisse seatud soovitud iiksithene vastavus. Tapselt
samuti saab naturaalarvude hulka {iksiihesesse vasta-
vusse seada koikide naturaalarvude ruutude hulgaga:

n—n2,
naturaalarvude hulka koikide naturaalarvude kuupide
hulgaga:

n—ns
jne.

Uldiselt saab koikide naturaalarvude hulga ja iga tema
16pmatu osa vahel alati sisse seada iiksiihese vastavuse.

Selleks tuleb wvaid jérjestikku &ra nummerdada selles
osas leiduvad arvud.

Loenduvad hulgad
Koiki hulki, milles on niisama palju elemente kui natu-
raalarvude hulgas, nimetatakse loenduvateks hulkadeks.

Teiste sonadega, hulka nimetatakse loenduvaks, kui ta on
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16pmatu, ent kui tema elemente saab nummerdada natu-
raalarvudest numbritega. Néiteks paarisarvude hulk,
paarituarvude hulk, algarvude hulk ja iildse naturaal-
arvude hulga iga lopmatu osa on loenduv hulk.

Vahel tuleb mone hulga loenduvuse médramiseks {isna
leidlik olla. Votame nditeks koikide tdisarvude hulga (nii
positiivsed kui negatiivsed):

R P AR S T B T R I

Kui katsuksime hakata seda hulka nummerdama monest
juhuslikust punktist alates, siis ei saaks me kunagi
tooga valmis, sest osa jddks paratamatult nummerda-
mata. Et nummerdamisel iikski arv vélja ei jdiks, tuleb
hulk iiles kirjutada kahes reas

e N By S VST W R
IS ALY e i W Tagd R I iR

ja nummerdada siis veergude kaupa. Sealjuures 0 saab
numbri 1, —1 numbri 2, 1 — nr. 3, 2 — nr. 4 jne.
Teiste sonadega, koik positiivsed arvud ja null saavad
paaritud numbrid ning koik negatiivsed arvud paaris-
numbrid. Eks ole, tuleb meelde, kuidas direktor paigutas
koik filatelistid voorastemajja, mis oli juba tdis kosmo-
zoolooge.

Aga kui koigi tdisarvude hulga loenduvust on kerge
uskuma jddda, siis ratsionaalarvude hulga loenduvusest
on juba raskem aru saada. Ratsionaalarvud paiknevad ju
vdga tihedalt — iga kahe ratsionaalarvu vahele mahub
‘neid veel lopmatu hulk. Sellepédrast pole sugugi selge,
kuidas neid nummerdada; néib, et iga kahe arvu vahel
tuleb nummerdada veel lopmatu hulk arvusid ja et see
protsess ei 10pe kunagi. Toepoolest, ratsionaalarve pole
kuidagi voimalik nende suuruse jirjekorras nummerdada.

Aga kui loobuda ratsionaalarvude jirjestamisest suu-
ruse jargi, siis on neid voimalik nummerdada. Selleks
kirjutame esiteks vilja koik need positiivsed murrud, mille
nimetajaks on iiks, pdrast seda koik positiivsed murrud,
mille nimetajaks on kaks, siis nimetajaga kolm jne:
Saame jargmise tabeli:
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Selge, et siin tabelis esineb iga positiivne ratsionaalarv
ja sealjuures korduvalt. Néiteks arv 3 esineb nii murrus
% kui ka murruna g ja murruna S—;.

Niiiid alustame nummerdamist. Selleks tuletame
meelde kummalise voorastemaja direktori viimast kange-
lastegu. Ta paigutas ju oma voorastemajja elanikud 16p-
matust hulgast samasugustest voorastemajadest. Selleks
kasutas ta nummerdamist ruutude jirgi. Meie teeme tép-
selt samuti, ainult selle vahega, et moningad murrud

vahele jatame (nditeks % sai juba numbri iihe ning selle-
s 2 3
pdrast jatame 51 3
sedasama arvu). Positiivsete ratsionaalarvude jaoks
. ’ ! 1 L N 4

saame jargmise numeratsiooni: 1, 2, 5 & 50 30 3 4, 3
il
Z’ ZD .. .

Nii nummerdasime koik positiivsed ratsionaalarvud ja
niiid on juba kerge taibata, kuidas nummerdada koik
(s. t. nii positiivsed kui negatiivsed) ratsionaalarvud.
Selleks tuleb nad kirjutada kahte eraldi tabelisse, iihe
tabeli arvud nummerdada paarisnumbritega, teise omad
paaritute numbritega (ning jitta veel iiks number nulli
jaoks).

Uldse, kui liidame loenduvad hulgad loenduvaid hulki,
siis saame uuesti loenduva hulga. Seda saab toestada
jallegi samal, ruutude kaupa nummerdamise teel.

jne. vahele: nad margivad ju iiht ja

45



Algebralised arvud *

Ko6ik seni vaadeldud ndited on iihe iildise teoreemi eri-
juhud. Asi seisab nimelt selles, et neis ndidetes saab
hulkade elemente maiirata naturaalarvude 16plike komp-
lektide abil. Nditeks on iga tdisarvu n (vidlja arvatud 0)
voimalik iiles kirjutada kujul

(—1)¥n],

kus |#] on arvu moodul ja & vordub iihega, kui n<0, ning
kahega, kui n>0. Seepdrast on arv n maidratud naturaal-
arvude paariga (k, |n|). Tdpselt samuti voib positiivset

. m . -~ .
ratsionaalarvu anda taandumatu murru — kujul, v6i mis

seesama, naturaalarvude paari (m, n) abil.

Uldine teoreem, mida mainisime, kolab jargmiselt.

Kui hulga iga elementi on voimalik mddrata loplikust
hulgast naturaalarvudest koosneva komplektiga, siis on
see hulk loplik v6i loenduv.

Teoreemi toestus on idee poolest vdga sarnane (ainult
veidi keerulisem) iihega neist meetodeist, mida kasutas
voorastemaja direktor, kui ta lahendas koige raskemat

probleemi.
Nimelt votame koik algarvud 2, 3, 5, 7, 11, 13 jne. ja
tdhistame nad jarjekorras p;, p2...,Pn --. Kui A-sse

kuuluv element x on méiidratud naturaalarvude komplek-
tiga {m,,...,m,}, siis seame temaga vastavusse natu-
raalarvu

Ney=p™ ... -l

Teoreemist, mille pohjal naturaalarvusid on vo6imalik
ainult iihel viisil algarvulisteks teguriteks lahutada, jarg-
neb, et A erinevatele elementidele vastavad sel puhul eri-
sugused naturaalarvud. Sellepdrast maiédrab seos x—N,
iiksithese vastavuse hulga A elementide ja naturaalar-
vude hulga osa elementide vahel.

Allpool toestatakse, et naturaalarvude hulga iga 10p-
matu osahulk on loenduv. Siit jargneb, et hulk A on kas
1oplik voi loenduv.

Selle iildise teoreemi abil on néiteks voimalik toestada
koikide algebraliste arvude hulga loenduvust.
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Algebralisteks arvudeks nimetatakse algebraliste vor-
randite

apx"+ax*-'+ ... 4+a,=0 (1)
lahendeid, kusjuures koefitsiendid ay,...a, on tdisarvud.
V5 on niiteks algebraline arv, sest ta rahuldab vorrandit

x4—5=0.

Mittealgebralisi arve nimetatakse franstsendentseteks.
Igal n-astmelisel vorrandil on tapselt n lahendit. Sel-
lepdrast on iga algebraline arv mdédratud arvukomplek-
tiga
{kv Qo, Qyy. .., an},

kus aq,...,a, on vorrandi (1) kordajad ja k2 on juure
number. Arvud ay, ..., a, omandavad koikvoimalikud téis-
arvulised vdidrtused ja &2 — tédisarvulised vaartused iihest
kuni n-ni. Teoreemi rakendades veendume, et koikide
algebraliste arvude hulk on loenduv.*

Mittevérdsed hulgad

Me seletasime juba, mida tdhendab lause «kahes hul-
gas on iihepalju elemente». Niiiid selgitame, mida tdhen-
dab: «ithes hulgas on rohkem elemente kui teises». Ka
Ioplike hulkade puhul saab seda kindlaks teha, ilma et
oleks vaja loendama hakata. Meenutagem meie niidet
tantsijatega. ,

Kui pérast tantsu algust on noormehed neiud poran-
dale kutsunud ja osa noormehi ikka veel seina &ires sei-
sab, siis on selge, et noormehi on rohkem. Kui aga osa
neidusid nukralt oma tantsivaid sobratare vaatab, siis on
neide ilmselt rohkem.

Niisugusel juhul talitasime nonda: seadsime sisse iiks-
iihese vastavuse iithe hulga ja teise hulga osa vahel. Kui
see oli voimalik, siis jareldus siit, et teine hulk sisaldas
rohkem elemente kui esimene. Seda meetodit kasutades
on nditeks kerge vilja selgitada, et ookeanis on kalu

* Asjaolu, et arvud ay, ..., an omandavad tdisarvulisi, mitte aga

ainuiiksi naturaalarvulisi véartusi, pole oluline, sest tdisarve on voi-
malik nummerdada.
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Joon. 7. Igast kalast iiks aatom.

vihem kui maakeral aatomeid (kuigi molemad hulgad on
Ioplikud, siiski vaevalt on neid voimalik loendada). Pii-
sab, kui igale kalale seada vastavusse iiks aatom, mis
kuulub kala keha koostisse. Sel viisil on sisse seatud {iiks-
ithene vastavus koikide kalade hulga ja koikide maa-
keral asuvate aatomite hulga osa vahel.

Kahjuks ei saa lopmatute hulkadega nii lihtsalt tali-
tada. Me juba nédgime, et hulgas voib olla niisama palju
elemente kui tema osaski. Sellepdrast ei saa ainult asja-
olust, et hulgas A on niisama palju elemente kui hulga B
osas, veel jareldada, et hulk A sisaldab vdhem elemente
kui kogu hulk B.

Viljendume tagasihoidlikumalt ja iitleme, et kui hulka
A on voimalik seada iiksiihesesse vastavusse hulgaga B,
siis hulgas B on vdhemall niisama palju elemente kui
hulgas A. Voib toestada, et sel seosel on koik vorratuste
omadused.
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1) Igas hulgas A on vdhemalt niisama palju elemente
kui selles hulgas endas.

2) Kui hulgas A on vidhemalt niisama palju elemente
kui B-s ja B-s on vdhemalt niisama palju elemente kui
C-s, siis A-s on vdhemalt niisama palju elemente kui C-s.

3) Kui A-s on vdhemalt niisama palju elemente kui B-s
ja B-s vdhemalt niisama palju elemente kui A-s, siis on
neis iihepalju elemente (see tahendab, nende hulkade
elementide vahel on voimalik sisse seada iiksiihene vas-
tavus).

Voib juhtuda nii, et hulgas B on vdhemalt niisama
palju elemente kui hulgas A, aga need hulgad pole ekvi-
valentsed. Teiste sonadega, voib juhtuda, et on olemas
iiksithene vastavus hulga A ja hulga B osa B, vahel, kuid
pole olemas iiksiithest vastavust A ja kogu hulga B vahel.
Sel juhul iitlemegi, et B-s on rohkem elemente kui A-s.

Leenduv hulk on kdige vdiksem Iopmatufe hulkade seas

Me juba réddkisime, et igasugune naturaalarvude hulga
I6pmatu osa on loenduv. See tdhendab, et pole olemas
lopmatut hulka, mille voimsus oleks loenduva hulga voim-
susest vaiksem. Toestame niiiid, et igas lopmatus hulgas
on olemas loenduv osahulk. Siit jareldub, et loenduva
hulga voimsus on viiksem iga lopmatu hulga voimsu-
sest, jérelikult on ta voimsus koige viiksem lopmatute
hulkade seas.

Selleks et valida Iopmatust hulgast A vélja loenduv
osahulk, talitame jargmiselt. Votame iihe elemendi x; —
seda on voimalik teha, sest hulk A on lopmatu ja iga-
tahes mitte tithi. Selge, et pédrast elemendi x; eemalda-

mist pole hulk A veel ammendatud ning me voime sealt
votta veel teise elemendi x; jne. Tulemusena oleme hul-
gast A votnud loenduva osahulga nummerdatud elemente

DS SOOI T SRR &
Toestust veidi tdiendades voib jouda niikaugele, et

parast loenduva osahulga eemaldamist jdéb alles 10p-
matu hulk. Selleks tuleb pidrast osahulga X eraldamist
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tagasi panna koik paarisnumbrilised elemendid. Tulemu-
sena eraldasime loenduva osahulga

Y=l wg xas i)

ning jarelejaanud hulk sisaldab veel 16pmatu hulga ele-
mente: {xy, x4, Xs, ..., Xon, ...} (ja voib-olla veel palju
teisi elemente).

Lihtne on toestada jargmisi teoreeme.

Lépmatu hulga voimsus ei muutu, kui lisada talle loen-
duv hulk.

Mitteloenduva hulga véimsus ei muutu, kui eemaldada
temast loenduv hulk.

Need teoreemid kinnitavad veel kord, et loenduvad hul-
gad on 16pmatute hulkade seas koige vaiksemad.

Mitteloenduvad hulgad

Koik eespool konstrueeritud hulgad olid loenduvad.
See viib mottele, et kas pole iildse koik 1opmatud hulgad
loenduvad. Kui see nii oleks, siis muutuks matemaati-
kute elu kergeks: koikides 16pmatutes hulkades oleks iihe-
palju elemente ja poleks vaja mingit l16pmatuse analiiiisi.
Selgus aga, et asi on palju keerulisem: mitteloenduvad
hulgad on olemas ja sealjuures pole neil sugugi {ihesu-
gune voimsus. Uht mitteloenduvat hulka tunnevad ko6ik
hédsti — see on punktide hulk sirgjoonel. Kuid enne selle
hulga juurde asumist rddgime teisest hulgast, mis on
temaga iisna ldhedases seoses, nimelt kummalise v00-
rastemaja tditmise variantide hulgast A.

Mirgime, et mingi hulga mitteloenduvust on iildse
vdga raske toestada. Toestada, et mingi hulk on loen-
duv, see tdhendab leida lihtsalt mingi viis, mille jirgi
saab tema elemente nummerdada. Aga selleks, et toes-
tada mingi hulga mitteloenduvust, tuleb toestada, et nii-
sugust viisi pole ega saagi olla. Teiste sonadega, iikskoik
missuguse viisi me vélja motleksime, alati leidub hulgas
moni nummerdamata element. Hulkade mitteloenduvuse
toestamiseks motles Cantor viélja vdga teravmeelse mee-
todi, mida hakati nimetama diagonaalseks protsessiks
(tegelikult me puutusime sellega kokku juba 1k. 23). Can-
tori toestusmeetod saab selgeks jargmisest Ijon Tichy
jutustusest.
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Lopetamata jddnud nimestik

Seni radkisin ma kummalise voorastemaja direktori
edusammudest: sellest, kuidas ta oskas tdidetud vooraste-
majja paigutada veel 16pmatu hulga elanikke ja siis isegi
koik elanikud 1opmatust hulgast niisama kummalistest
voorastemajadest. Ent juhtus ka nonda, et iikskord eisaa-
nud isegi see volur ja maag oma iilesandega hakkama.

Kosmiliste voorastemajade trustist tuli kdsk koostada
koikvoimalikud voorastemaja tubade tditmise variandid.
Need tuli esitada tabelina, milles iga rida pidi kujutama
itht varianti. Sealjuures pidi tdidetud toa méarkima iihega
ja tithja nulliga. Niiteks variant

10101010101010101 . ..

tdhendas, et koik paaritud numbrid on tédis ja koik paa-
risnumbrid tithjad, variant

PRHUBERERADE B

tdhendas, et koik toad on tiis, ning variant
000000000 . . .

tahendas tdielikku majanduslikku krahhi — koik numb-
rid on tiithjad.

Direktor oli t66ga {ilekoormatud ja leidis sellepdrast
olukorrast lihtsa vdljapaasu. Iga korruse valvekorrapida-
jale tehti iilesandeks koostada nii mitu tditmisvarianti,
kui mitu numbrituba oli tema korrusel. Sealjuures raken-
dati abinousid selleks, et variandid ei korduks. Mone -
pdeva péarast esitati nimekirjad direktorile ning see pani
nad kokku {iheks nimestikuks.

«Kas olete kindel, et nimestik on tdielik?» kiisisin ma
direktorilt. «Kas moni variant pole mitte vahele jaa-
nud?»

«Ei tea,» vastas ta. «Variante on nimekirjas lopmata
palju ja ma ei oska kontrollida, kas leidub ehk veel moni
variant.»

Ning siis védlgatas mul peast ldbi idee (muide, voib-
olla ma liialdan veidi oma vOimetega, lihtsalt vestlused
lopmatutest hulkadest professor Tarantogaga ei moodu-
nud jalgi jatmata).



«Vean kihla, et nimekiri pole tédielik. Tahate, ma néitan
variandi, mis on kindlasti vahele jaetud.»

«Olen veel nous sellega, et nimestik pole tiielik. Aga
vahelejddnud variandi nditamisega te kiill hakkama ei
saa — siin on ju lopmata palju variante.»

Vedasime kihla. Et teda voita, tegin ettepaneku panna
iga variant vélja just selle toa uksele, millele ta vastas
(nagu lugeja méletab, oli variante koostatud nimelt just
nii palju, kui voorastemajas numbreid oli). Siis talitasin
vdga lihtsalt. Laksin esimese numbri ukse taha ja négin,
et vastav variant algab numbrist 0. Otsekohe ilmus minu
markmikku number 1; see oligi esimene number tollest
variandist, mida mina tahtsin koostada.

Kui joudsin teise numbri ukse juurde, siis vastava
variandi esimene number mind ei huvitanud, sest minu
variandi esimene number oli juba {iles kirjutatud. Selle-
pédrast poorasin kogu tahelepanu teisele numbrile. Nahes,
et see on 1, kirjutasin oma mérkmikku number 0. Kui ma
nédgin, et kolmanda toa uksel olev kolmanda variandi kol-
mas number oli ka 1, kirjutasin oma markmikku jédlle
number 0. Uldse, kui ma avastasin, et n-nda variandi
n-s number on 0, siis kirjutasin oma méarkmikku n-ndale
kohale numbri 1, kui aga n-nda variandi n-s number oli
1, siis kirjutasin sinna 0.

Kui koik voorastemaja toad olid 1dbi kdidud *, siis lei-
dus mu mérkmikus mingi nullide ja {ihtede rida.

Direktori kabinetti astudes {itlesin:

«Ndete, siin ongi vahelejdetud variant.»

«Aga kust te seda teate, et ta on vahele jdetud?»

«Ta ei saa olla esimene variant, sest erineb sellest esi-
mese numbri poolest, ei saa olla ka teine, sest erineb sel-
lest teise numbri poolest, ega kolmas, sest erineb kol-
manda numbri poolest, ega iildse n-s variant, sest eri-
neb sellest n-nda numbri poolest.»

Kihlvedu oli voidetud ja ma sain igaveseks oiguse sel-
les voorastemajas tasuta elada.

Kuid samal ajal sai selgeks, et kui votta iikskoik mis-
sugune lcenduv hulk variante, leidub alati niisugune,
mis sellesse hulka ei kuulu (need variandid voib alati
tubade ustele riputada). Aga see tdhendabki, et vooraste-

* Kui palju ta selleks kiill aega kulutas!
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maja tditmise koikide variantide hulk on mitteloenduv.
Direktorile antud iiiesannet polnud véimalik téita.

Otsustati telegramm saata. Peab iitlema, et tolles kum-
malises voorasiemajas oli telegraafki ebatavaline, ta
andis telegramme, mis ei koosnenud mitte 16plikust, vaid
lopmatust (tdpsemalt, loenduvast) hulgast punktidest ja
kriipsudest. Neil oli nditeks niisugune kuju:

Ma taipasin kohe, et niisuguste telegrammide hulk on ka
mitteloenduv, sest punktide ja kriipsude asemele vo6ib ju
panna nullid ja iihed, ning siis pole vahet loenduvast
hulgast mairkidest koosnevate telegrammide ja koikide
voorastemaja tditmisvariantide hulga vahel.

Pérast telegrammi drasaatmist jatsin voOrastemaja
direktoriga sitidamlikult jumalaga ja lendasin galakti-
kasse RGC-8067, kus mul oli vaja teha astrograalilisi
mootmisi. ..

Konfiinuumi mifteloenduvus

Niiid on juba lihtne {Oestada, et koikide sirgjoonel
asetsevate punktide hulk on mitteloenduv. Selle hulga
asemel voib vaadelda koikide reaalarvude hulka, sest
sirge igale punktile vastab reaalarv ja vastupidi.

Iga reaalarvu saab kirjutada lopmatu kiimnendmur-
runa jargmisel viisil

Q01 Qoi0ls . . Wgptnia -

Monda reaalarvu saab isegi kahte moodi iiles kirjutada,
néaiteks: 0,5000000 ... ja 0,49999999... on iiks ja seesama
arv. Selguse mottes hakkame kasutama iileskirjutamist
nullide abil.

Oletame, et meil liks mingil viisil korda nummerdada
koik reaalarvud. Selleks et naidata, et see oletus on vale,
piisab, kui konstrueerime kas voi iihegi mittenummerda-
tud arvu. Jirgnedes Ijon Tichy eeskujule, talitame jéarg-
miselt.

Algul kirjutame nulli ja paneme selle jirele koma. Siis
votame esimest numbrit kandva arvu ja vaatame selle
arvu esimest kiimnendkohta pdrast koma (s. t. numbrit,
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mis margib kiimnendikke). Kui see number erineb iihest,
siis margime Kkirjutatavasse arvu,l, kui aga see number
on iiks, siis paneme esimeseks numbriks padrast koma 2.
Niiiid vaatame arvu, mis sai numbri kaks. Kui tema teine
number pédrast koma erineb iihest, margime endale arvu i,
kui ta aga vordub iihega, siis paneme sinna numbri 2.
Samuti teeme ka edaspidi ning iga kord vaatame n-ndat
numbrit kandva arvu n-ndat kiimnendkohta parast koma.
Lopuks saame mingi arvu, nditeks:

N=0,1121211...

Selge, et see arv pole saanud veel mingit numbrit; tema
esimene kiimnendkoht erineb arvust numbriga 1, teine
kiimnendkoht arvust numbriga 2, n-s kiimnendkoht arvust
numbriga n jne. (vt. lk. 52).

Et lugejal oleks selge, kuidas kirjutatakse iiles num-
merdamata jddnud arv, oletame, et valitud numeratsiooni
puhul on esimesel viiel arvul jargmine kuju:

4,27364 . . .
135226 .
7,95471 . ..
062419, . .
8,56280. . .

Siis algab nummerdamata jddnud arv jargmiste kiim-
nendkohtadega

0,12121 ...

Muidugi mitte iiksnes see, vaid ka paljud teised arvud
jdid numbrita (me oleksime voinud asendada koik numb-
rid peale 2 2-ga ja numbri 2 numbriga 7 voi valida
veel mone teistsuguse asendusviisi). Kuid meile jéatkub
itheainsa nummerdamata jddnud arvu olemasolust, et
kummutada hiipotees koigi reaalarvude nummerdamise
voimalikkusest.

Transtsendentsefe arvude olemasolu

Me iitlesime, et franstsendentsed arvud on niisugused
arvud, mis pole {ihegi tdisarvuliste koefitsientidega vor-
randi
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apx"+ax"-14 . .. +a,=0

lahenditeks. Niisuguste vorrandite lahenditeks olevald
arve aga nimetatakse algebralisteks arvudeks.
Kaua aega tegelesid matemaatnkud amult algebrallste ;

arvudega, sellistega nagu nditeks — 5 2 \/10 \/2+\/3 jne.

Alles suurte joupingutustega onnestus prantsuse mate-
maatikul Liouville’il 1844. aastal leida moned trans-
tsendentsed arvud. Arvu m transtsendentsuse toestamine,
mida tegi Lindemann 1882. aastal, oli suureks teadusli-
kuks siindmuseks: sellest jareldus ju ringi kvadratuuri
voimatus.

Ning 4dkki selgus, et algebralised arvud, millega igal
sammul kokku puutume, on viga suureks harulduseks ja
transtsendentsed arvud, mida on nii raske konstrueerida,
koige tavalisemaks ndhtuseks. Toepoolest, me nédgime
juba, et algebralised arvud moodustavad ainult loenduva
hulga. Kuid koikide reaalarvude hulk, nagu me 4&sja
avastasime, on mitteloenduv. Tdhendab, mitteloenduv on
ka reaalarvude ja algebraliste arvude hulkade vahe, s. t.
transtsendentsete arvude hulk.

See transtsendentsete arvude olemasolu tdestus, mille
G. Cantor leidis 1873. aastal, avaldas matemaatikutele
suurt moju. Cantoril ldks ju korda transtsendentsete
arvude olemasolu toestada iiksnes iildistest kaalutlustest
lihtudes, ilma et ta oleks konstrueerinud iihtki konkreet-
set ndidet nendest arvudest. Ent see, mis on Cantori
toestuse vooruseks, on samal ajal ka selle norgaks kiil-
jeks. Cantori arutlustest pole voimalik saada mingit.
reeglit kas voi iihegi transtsendentse arvu konstrueerimi-

seks, rddkimata juba niisuguste arvude nagu = ja 9l
transtsendentsuse kontrollimisest. Cantori arutlus on,
nagu matemaatikud iitlevad, puhas olemasolu teoreem.

Liihikesel ja pikal sirgidigul on iihepalju punkfe

Seni kui lugeja polnud veel tuttav 16pmatute hulkade
imekspandavate omadustega, ei oleks vastus kiisimusele
«kus on rohkem punkte, kas 1 mm voi 1 m pikkuses sirg-
Ioigus?» tekitanud vist kahtluse varjugi — selge, et 1 m
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pikkuses loigus on hoopis rohkem punkte, 16ik ise on ju
tuhat korda pikem. Ent niiiid on lugeja arvatavasti nii-
suguste kategooriliste vdidetega ettevaatlikum — 16pma-
tute hulkade omadused on ju liialt erinevad sellest, mis
igapdevase elu kogemused meile on opetanud.

Ja toepoolest — vidga lithikeses ja vdga pikas sirgloi-
gus on ithepalju punkte! Teiste sonadega, alati voib nen-
des loikudes sisalduvad punktid iiksiihesesse vastavusse
seada. Kuidas seda teha, see on koige paremini néha joo-
niselt 8. '

0

Joon. 8.

Raske on leppida mottega, et miljoni valgusaasta pik-
kune tee ja aatomituuma raadius sisaldavad iihepalju
punkte.

Kuid veel ootamatum oli avastus, et isegi kogu Iopma-
tus sirges pole rohkem punkte kui sirgloigus, s. t. sirge
punktidehulga ja sirgloigu punktidehulga vahel on voi-
malik sisse seada iiksiihene vastavus.

Joon. 9.

1
-

A 8

Me ei vota isegi mitte tervet sirgloiku, vaid jatame
dra otspunktid (votame, nagu 6eldakse, mitte sirgloigu,
vaid vahemiku). Seda, kuidas seada iiksiihesesse vasta-
vusse vahemiku ja sirge punktid, on ndha jooniselt 9.
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Joon. 10. g) - ==

Algul kantakse vahemiku punk-
tid poolringile ja siis projektee-
ritakse poolring sirgele. Selge, °
et sealjuures vastab vahemiku
igale punktile iiks ja ainult g %z.z
iilks punkt sirgel, kusjuures iiks-
ki sirge punkt ei jdd vahele.
Muide, seda vastavust saab
korraldada ka teisiti, tangen-
soidi, s. t. funktsiooni y=tgx
abil (joon. 10).

N[y

Sirgloik ja ruut

Sellega, et lopmatus sirges on niisama palju punkte
kui sirgioigus, leppisid matemaatikud veel kuidagiviisi.
Ent Cantori jirgmine tulemus osutus veelgi ootamatu-
maks. Otsides hulka, milles oleks rohkem elemente kui
sirgloigus, pooras Cantor tdhelepanu ruudu punktide hul-
gale. Ta ei kahelnud tulemuses mitte sugugi — sirgloik
mahub ju tervenisti ruudu iihele kiiljele ja hulgal, mis
koosneb koikidest sirgloikudest, milleks ruutu voib lahu-
tada, on endal kontiinuumi véimsus.

Kolm aastat (1871 kuni 1874) otsis Cantor toestust
sellele, et {iksiihene vastavus ruudu ja sirgloigu punktide -
vahel pole voimalik.

Aastad moodusid, aga soovitud tulemust ei saadud.
Ning &dkki onnestus tal tdiesti ootamatult konstrueerida
vastavus, mida ta voimatuks pidas! Algul ei uskunud ta
isegi ennast. Matemaatik Dedekindile kirjutas ta: «Ma
néden, kuid ei usu seda.»

Kuid tuli siiski leppida sellega, et intuitsioon pettis ka
siin — ruudus on tdpselt niisama palju punkte kui sirg-
1oiguski. Vdite range toestus on keeruline seetottu, et
arvude iilesmarkimine kiimnendsiisteemis pole piris {ihe-
tdhenduslik. Sellepdrast anname Cantori toestusest ainult
skeemi.
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D = A
_L? 7 I(x,y) Joon. 11.

Votame sirgloigu [0,1] ja ruudu kiilje pikkusega 1.
Seda ruutu voib paigutada nonda nagu joonisel 11. Meil
on vaja sirgloigu ja ruudu punktid {iksiihesesse vasta-
vusse seada. Ruudu punktide projekteerimine 1digule AB
siin ei aita, sest sel juhul satub 16igu {ihte punkti 16pmata
hulk ruudu punkte (nditeks punkti A satuvad koik Ioigu
DA punktid).

Lahendame asja jargmisel viisil. Ruudu ABCD iga
punkti T voime maédidrata kahe arvuga: temma koordinaa-
tidega x ja y (voi lihtsalt tema kaugusega kiilgedest AB
ja AD). Need arvud saab iiles kirjutada 16pmatute kiim-
nendmurdude kujul. Et x ja y pole iihest suuremad, siis

on nendel arvudel kuju :
X=0, 100 L% Kl {5 (1)
y=0,ﬁ162...ﬂn... (2)

(lihtsuse pérast ei vaatle me ruudu neid punkte, mis asu-
vad tema kiilgedel, vaid ainult sisemisi punkte). a, ja B,
on arvude x ja y kiimnendkohad, nditeks kui x=
=063206" " .13 W=021357. . &, sils ‘Gi=0.2 0s=3; . a2
jne. ja B1=2, 52=1, B3=3 jne.

Olgu meil niiiid vaja leida 16igu AB iiht punkti Q, mis
vastaks punktile 7. Jédtkub sellest, kui teame Ioigu
AQ pikkust. Valime selle pikkuse vordseks arvuga z,
mille kiimnendkohad saame arvude x ja y kiimnendkoh-
tade «kombineerimisel». Teiste sonadega, teeme kahest
vordusest (1) ja (2) kolmanda niimoodi, et kirjutame
nende kiimnendkohad vaheldumisi:

2=0,0;BrazP2azPs...a.pn
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Naiteks kui

= BInb23 2.
ja

y=0,734856 . . .,
siis

2=0,571354682536 . . .

Punkt z asetseb loigul [0,1] ning on ilmne, et erineva-
tele ruudu punktidele vastavad sel puhul erinevad sirg-
16igu punktid, sest kui punktid T ja 7”7 ei lange kokku,
siis arvude x ja x’ voi y ja y’ kiimnendkohtades on vihe-
malt iiks koht erinev. Sellest jargneb, et vastavate
arvude z ja 2’ kiimnendkohad ei ole iihised. Veidi iiksik-
asjalisem analiiiis nditab, et siis ei lange ka punktid ise
kokku.

Jérelikult leidsime iiksiihese vastavuse ruudu punktide
ja sirgloigu [0,1] osa punktide vahel. See niitab, et ruudu
punktide hulk ei ole suurema voOimsusega kui sirgloigu
punktide hulk. Kuid ta voimsus ei ole ka vdiksem ning
selleparast on molemad voimsused vordsed.

Mitte ainult ruudus, vaid ka kuubis on niisama palju
punkte kui sirgloigus. Uldse on igas geomeetrilises
kujundis, milles on kas voi iiksainuski joon, niisama
palju punkte kui sirgloigus. Niisuguseid hulki hakati
nimetama kontiinuumi voOimsusega hulkadeks (ladina-
keelsest sOnast continuum — pidev).

Oks iilesanne ei tule millegipérast vilja

Esialgu tutvusime kaht tiiipi lopmatute hulkadega.
Uhtedes neist on niisama palju elemente kui naturaal-
arvude hulgas ja teistes — niisama palju kui punkte sir-
ges. Selgus, et teist tiiiipi hulkades on rohkem elemente.
Muidugi tekib kiisimus, kas pole ehk olemas «vahepeal-
set» hulka, milles oleks rohkem elemente kui naturaal-
arvude hulgas ja vdhem kui sirge punktide hulgas. Seda
kiisimust hakati nimetama kontiinuumi probleemiks. Selle
kallal juurdlesid paljud valjapaistvad matemaatikud alus-
tades Georg Cantorist endast, aga kuni koige viimase
ajani on probleem lahendamatuks jdanud.
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Palju aastaid motiskles kontiinuumi probleemi iile iiks
suuremaid matemaatikuid, reaalmuutuja funktsioonide
teooria ndukogude koolkonna rajaja, akadeemik N. N. Luzin.
Kuid lahendus libises eest nagu fatamorgaana (tosi kiill,
pohiprobleemi korvalt lahendas N. N. Luzin mitmed viaga
rasked hulgateooria iilesanded ja 16i terve uue matemaa-
tikaharu — deskriptiivse hulgateooria).

Kord toodi N. N. Luzini juurde viieteistkiimneaastane
poiss Lev Snirelman, kel olid tdhelepanuiratavad mate-
maatilised voimed (hiljem sai temast iiks silmapaistva-
maid ncukogude matemaatikuid, NSVL TA kirjavahetaja- -
liige). Noore matemaatiku voimete kontrollimiseks andis
N. N. Luzin talle kolmkiimmend vdga rasket iilesannet.
Kahekiimne {iheksa iilesande lahendust ta teadis ja kol-
mekiimnes {ilesanne oli... kontiinuumi probleem. Nidala
pirast tuli noor matemaatik N. N. Luzini juurde tagasi
ja teatas kurvalt: «Uks iilesanne ei tule millegiparast
vélja.» ‘

Kontiinuumi probleemi lahendamiskatsete ebadonnestu-
mine polnud juhuslik ndhtus. Olukord meenutab paral-
leelsuse aksioomi lugu. Seda postulaati piiiiti kahe aasta-
tuhande jooksul tuletada muudest geomeetria aksioomi-
dest, kuid LobatSevski, Hilberti ja teiste uurimused sel-
gilasid, et paralleelide aksioom ei ole teiste aksioomidega
kiill vastuolus, kuid teda ei saa ka neist tuletada. Téapselt
samuti sai parast K. Godeli, P. S. Novikovi, J. Coheni ja
teiste uurimusi selgeks, et vdide vahepealse voimsusega
hulga puudumise kohta ei ole vastuolus hulgateooria iiles
jdanud aksioomidega, kuid teda pole ka voimalik nendest
tuletada.

Kas on olemas kdige suurema vdimsusega hulk! *

Seni teadaolevatest hulkadest on suurima voimsusega
sirges sisalduvate punktide hulga, s. t. kontiinuumi voim-
sus. Ei ruudu punktide hulgal ega kuubi punktide hulgal
pole suuremat voimsust. Kas pole siis kontiinuumi v6im-
sus koige suurem? Tuleb viélja, et ei. Veel rohkem, koige
suurema voimsusega hulka pole iildse olemas. Iga
hulga A jaoks on olemas temast suurema voimsusega
hulk. Niisuguseks hulgaks on nditeks hulk B, mis koos-
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neb koikidest hulga A elementidega antud funktsioonidest,
mis omandavad vairtuse 0 ja 1.

Algul nditame, et hulga B voimsus pole vdiksem hulga
A voimsusest. Selleks seame iga hulga A punktiga a vas-
tavusse funktsiooni f,(x), mis omandab selles punklis
vaartuse 1 ja teistes punktides vdartuse 0. On selge, et
erinevatele punktidele vastavad erinevad funktsioonid. Nii-
teks kui hulk- A koosneb kolmest punktist 1, 2, 3, siis
punktile 1 vastab funktsioon, mis omandab selles punktis
vaartuse 1, aga punktile 2 vastab funktsioon, mis oman-
dab punktis 1 védrtuse 0. Need funktsioonid pole vord-
sed.

Jarelikult pole hulga B voimsus vdiksem hulga A voim-
susest. Nditame niiiid, et need voimsused pole vordsed,
s. t. et hulga A ja hulga B elementide vahel ei ole iiks-
ithest vastavust. Toepoolest, oletame, et niisugune vas-
tavus on olemas.

Téhistame sel puhul hulka A kuuluvale elemendile a
vastavat funktsiooni {,(x). Peame silmas, et koik funkt-
sioonid f,(x) omandavad ainult kaks vaartust 0 ja 1.

Koostame uue funktsiooni @(x), mis on madratud vor-
dusega

9(x) =1—Fe(x). (1)

Jarelikult selleks, et leida funktsiooni ¢(x) mones A-sse
kuuluvas punktis a, tuleb algul leida sellele punktile vas-
tav funktsioon f,(x) ja lahutada arvust 1 vaartus, mille
see funktsioon omandab x=a puhul. On selge, et ka funkt-
sioon ¢@(x) on mdiratud hulga A punktidega ning oman-
dab véartused O ja 1. Jdrelikult on @(x) hulga B element.
Ent siis vastab ¢(x) eelduse pohjal mingile hulka A kuu-
luvale punktile b ning jarelikult

@ (x) =[5 (x). (2)

Vordustest (1) ja (2) jargneb, et koikide A-sse kuulu-
vate x-de korral

1 —fe(x) =fp(x).
Votame selles vorduses x=b. Saame
1 —fp(b) =[s(b) ning jérelikult

fo(b) = 3.
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Kuid see on vastuolus vaitega, et funktsiooni f,(x) vdar-
tuseks saab olla ainult 0 ja 1. Vastuolu niitab, et hul-
kade A ja B vahel ei saa olla iiksiihest vastavust.

Jérelikult iga hulga A puhul on véimalik konstrueerida
temast suurema voimsusega hulka B. Sellepdrast pole
koige suurema voimsusega hulka olemas.

Maérgime, et hulka B on voimalik ka teisiti konstruee-
rida. Nimelt voib B-d vaadelda kui hulga A koikide osa-
hulkade hulka. To6epoolest, olgu C mingi A-sse kuuluv
osahulk. V6tame funktsiooni f(x), mis omandab vairtuse
I, kui x€C, ja vaartuse 0, kui x €C. On selge, et erine-
vatele osahulkadele vastavad erinevad funktsioonid. Ja
vastupidi, igale funktsioonile f(x), mis omandab kaks
vaartust 0 ja 1, vastab A osahulk, mis koosneb elementi-
dest, milles funktsioon omandab véairtuse 1. Sellega
ongi sisse seatud iiksiihene vastavus hulga A elementi-
dega méaratud véartustega 0 ja 1 funktsioonide hulga
ning huiga A koikide osahulkade vahel.

Lopmatuse aritmeetika *

Me tutvusime mitmesuguste hulkade vo6imsusega.
Nagu juba 6eldud, on voimsuse moiste loplikus hulgas
olevate elementide arvu moiste {ildistus. Kuid naturaal-
arvudega on voimalik teha aritmeetikatehteid — neid
saab liita, lahutada, korrutada jne. Need operatsioonid
on analoogilised monedega neist, mida sooritatakse hul-
kadega. Naditeks naturaalarvude liitmine vastab kahe
ithisosata lopliku hulga liitmisele. Kui ithes hulgas on m
ja teises n elementi, siis on nende summas m+n ele-
menti.

Analoogiliselt mdédratakse ka voimsustega sooritatavad
operatsioonid. Sealjuures tahistatakse voimsust eriliste
mérkidega. Nditeks tédhistame loenduva hulga vo6im-
suse N. (N on heebrea tdhestiku esimene tdht alef).
Kontiinuumi voimsust tahistatakse tdhega ¢ (gooti ¢), koi-
kide reaalteljel antud funktsioonide hulga voimsust
tdhega f{ jne.

Voimsusi voib liita tdpselt samuti kui naturaalarvusid.
Nimelt kui hulga A voimsus on m ja hulga B voimsus
on n, kusjuures A-l ja B-l ei ole iihisosa, siis tdhistab

62



m+n hulga A+ B voimsust. Hulkade liitmise omadustest
jargneb, et

m+n=n-+m,
m+ (n+p) = (m+n) +p.

Kuid paljud l6pmatule hulkade liitmise eeskirjad erine-
vad tavalistest aritmeetikareeglitest. Siin pole midagi
imelikku, sest nagu juba teame, erinevad I6pmatute hul-
kade omadused pohjalikult 16plike hulkade omadustest.
gléit%ks kehtivad l16pmatuse aritmeetikas jargmised vor-
used:

1) n+R,=R,,

2) N0+N0=No,

3) No+c=¢,

4) c+c=c,

5) c¢+f=f.

Esimene neist tdhendab, et I16pliku ja loenduva hulga
summa on loenduv hulk, teine — kahe loenduva hulga

summa on loenduv hulk, kolmas — kui kontiinuumi v6im-
susega hulgale lisada loenduv hulk, siis saame kontii-
nuumi voimsusega hulga. Ulejddnud vordused voib lugeja
ise holpsasti dra seletada.

Niiiid vaatame, kuidas korrutada 16pmatuid voimsusi.
Selleks on vaja alguses moista, missuguse operatsiooniga
on ithenduses naturaalarvude korrutamine. Olgu A 16plik
hulk, mis koosneb m elemendist, ja B loplik hulk, mis
koosneb n -elemendist. Moodustame uue hulga AXB,
mille elementideks on koikvoimalikud paarid (a, b), kus
a€A ja b€B. Kui tdhistame esimese hulga elemendid
a;, .., an ja teise omad by, ..., b,, siis voib need paa-
rid paigutada jargmisse tabelisse:

(aj, b1) ... (a1, by)

o Sk e P
Siit on selge, et niisuguseid paare on mn tk., s. t. paaride
arv on vordne m ja n korrutisega.

Kanname operatsiooni iile 1opmatutele hulkadele. Olgu
A ja B-lopmatud hulgad. Nimetame nende otsekorrutiseks
hulka AXB, mille elementideks on kdikvoimalikud paa-
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8 §Ax8
Joon. 12.

N
af

rid (a, b), kus a€ A, b€ B. Nditeks kui A on sirgloigu
[0,1] punktide hulk ja B sirgloigu [1,3] punktide hulk, siis

voib hulka AXB kujutada ristkiiliku punktidena, nagu
ndidatud joonisel 12. Toepoolest, igale selle ristkiiliku

punktile vastavad tema kaks projektsiooni telgedele.
Kui hulga A vdoimsuson m ja hulga B voimsus n, siis
mn margib hulga AXB voimsust. Kehtivad on jargmised
voimsuste korrutamise seadused:
mn=nm,
(mm) p=m(np),
m(n+p) =mn+mp.
Veel kehtivad vordused
NO N():No,
Nor=¢
ce=¢.
Esimene vordus tdhendab, et kui A ja B on loenduvad

hulgad, siis on ka koikidest paaridest (a, b), a€A, b€ B,
moodustatud hulk loenduv. See tdhendab tegelikult vai- |

det, et summa, mis on moodustatud loenduvast hulgast
loenduvatest hulkadest, on ka ise loenduv hulk. Ning
vordus cc=c tdhendab, et punktide arv ruudus ja sirgloi-
gus on vordne, sest.¢ margib punktide arvu sirgloigus ja
cc punktide arvu iseendaga korrutatud sirgloigus, s. t.
punktide arvu ruudus.

Lopmatusse astmesse tSstmine *

Et me oskame juba voimsusi omavahel korrutada, siis
voib igasuguse vdimsuse tosta igasugusesse naturaal-|

arvulise naitajaga astmesse. Niiiid selgitame, kuidas
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tosta voimsust l6pmatu astmenditajaga astmesse, s. t.
teeme selgeks, mida tdhendab avaldis nm . Selleks tuleb
nuesti tagasi pooérduda Ioplike hulkade juurde ja kirjel-
dada hulka, mille elementide arv on n™.

See siinnib jiargmisel viisil. Sisaldagu hulk A m ele-’
menti, hulk B n elementi. Olgu B4 hulk, mille elementi-
deks on igasugused hulga A elementidega maératud
funktsioonid, mis omandavad vidértusi hulgas B. Teiste
sonadega, hulga B4 iga element annab seaduse, mille
alusel A-sse kuuluvate elementidega a seatakse vasta-
vusse hulka B kuuluvad elemendid b=f(a). Koosnegu
nditeks hulk A kolmest arvust 1, 2, 3 ja hulk B kahest
elemendist — punkt ning kriips. Siis kujutavad hulga
B4 elemendid jargmisi «funktsioone»: f(1)=- [f(2)=-,
f(3)=— voi f(1)=—, f(2)=-, [(3)=- . Need «funktsioo-
nid» voib anda lihtsalt kolmest margist koosnevate punk-
tide ja kriipsude jadadena. On kerge niha, et niisuguste
erinevate jarjestuste.arv on 8, s. o. 28 Nimelt on meil
tegemxst Jargmmte ]ar1estustega
Saxme 8=93 ]ar]estust See pole ]uhu%hk Ku1 hulk A
koosneb m elemendist ja hulk B n elemendist, siis BA
koosneb n™ elemendist. Jatame selle vdite lugeja enda
toestada.

Aga niiiid voime juba seletada, mida tdhendab siimbol
n™, kui m ja n on lopmatud voimsused. Nimelt votame
hulga A, mille voimsus on m, ja hulga B, mille voimsus
on n, ning tdhistame avaldisega B4 hulka, mis koosneb
koikidest A-ga maiératud «funktsioonidest», mis omanda-
vad véartusi B-s. Selle hulga voimsus ongi nm.

Eespool naitasime, et igasuguse hulga A puhul on |
A-ga méaratud ja kahte vaartust — 0, | — omandavate
funktsioonide hulga voimsus suurem hulga A enda vGim-
susest. See tdhendab, et 1gasuguse voimsuse puhul on
rahuldatud vorratus

am>m.
Mirgime veel, et
LIS

Toepoolest, eespool nédgime, et koikide lopmatute tele-
grammide hulgal on kontiinuumi voimsus. Aga iga 16p-
matu telegramm pole midagi muud kui funktsioon, mis on
méidratud naturaalarvude hulgas ja omandab ainult kaks
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vairtust: punkt ja kriips. Sellepdrast on koikide 16pma-

tule telegrammide hulga voimsus 9®o, Sellega ongi vor-
dus (1) toestatud.

Numbrite jdrjekorras...

Hulkade voimsused (ehk nagu neid veel nimetatakse —
kardinaalarvud) tididavad ainult poolest saadik naturaal-
arvude kohustusi. Sest naturaalarve ei kasutata mitte
iiksnes selleks, et vastata kiisimusele «kui paljus, vaid ka
selleks, et vastata kiisimusele «mitmes». Teiste sonadega,
me ei iitle iiksnes «kaks», «viis», «kakskiimmend», vaid
ka «teine», «viies», «kahekiimnes». Ent voimsus ei iitle
midagi selle kohta, missugune on elementide jarjekord.
Ning kuigi naturaalarvude hulgas on niisama palju ele-
mente kui tdisarvude hulgas, on nad korraldatud hoopis
teisiti. Naturaalarvude hulgas on olemas esimene element,
aga tdisarvude hulgas see puudub.

Sellepdrast ei piisawhulga elementide asetuse teada-
saamiseks kardinaalarvudest (voimsustest), wvaid lisaks
on vaja uusi moisteid. Algul toome sisse moiste jdrjes-
tatud hulk. Oeldakse, et hulk A on jérjestatud, kui tema
elementide iga paari jaoks on mairatud vorratus a<b,
millel on jargmised omadused:

1) kui a<b, siis a#b;
2) kui a<b ja b<e, siis a<c.

Kerge on jarjestada koikide reaalarvude hulka, koikide
ratsionaalarvude hulka, koikide naturaalarvude hulka
jne. Ka koigi kompleksarvude hulka on voimalik jérjes-
tada. Nimelt iitleme, et a+4bi<c+di, kui kas a<c voi
a=c, kuid b<ld. Nditeks 2+15i<3+10i, 2+4i<2+5i.
Analoogiliselt saab jarjestada koikide hulkliikmete hulka,
muidugi voib sama hulka mitmeti jarjestada.

Vaatame nditeks koikide sellesse raamatusse kuuluvate
erinevate sonade hulka. Seda saab jarjestada néiteks
nonda: votta raamat ja kirjutada sealt vdlja koik sonad
nende esinemise jdrjekorras. Sel juhul voib jarjestamise
seadust formuleerida nonda: sona A eelneb sonale B, kui
raamatut jirjest lugedes esineb sona A varem kui sona B.

Ent voib ka teisiti talitada: sona A eelneb sonale B
siis, kui sona A eelneb tahestikulises jarjekorras sonale
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B. Selge, et need iihe ja sellesama hulga jérjestamise vii-
sid on erinevad. : ;

Oeldakse, et kahel jarjestatud hulgal A ja B on sama
jarjestustiiiip siis, kui nende vahel on voimalik sisse
seada iiksithene vastavus, kusjuures elementide jarjekord
sdilib. Teiste sonadega, kui a; <— b; ja ay <— by, siis sel-
lest, et a;<aQ,, jéreldub, et b|<b2.

Nditeks on igal sirgloikude paaril sama jarjestustiiiip.
Joonisel 8 kujutatud projektsioon sdilitab punktide jar-
jestuse. Samuti siilib jarjestus, kui terve sirge projek-
teerida vahemikule (dra jdetud otspunktidega sirgloi-
gule) nagu joonisel 9. Sirgloigul ja sirgel on aga erine-
vad jirjestustiiibid. Kuigi nende vahel on voimalik sisse
seada iiksithest vastavust, rikub see tingimata jarjestust,
sest sirgloigul on ju alg- ja 16pp-punktid, kuid sirgel
neid pole.

Tdielikult jarjestaiud hulgad

Isegi loenduvat hulka saab jirjestada Gige mitmesugu-
sel viisil, sest nii koikide naturaalarvude, koikide tiis-
arvude kui ka koikide ratsionaalarvude hulk on loenduv.
Kuid jarjestatud on need hulgad hoopis erineval viisil.
Naturaalarvude hulgal on olemas esimene element (arv
1), kuid koigi tdisarvude ja samuti koigi ratsionaal-
arvude hulgal see puudub. Teisest kiiljest on naturaal-
arvude ja tédisarvude hulga jaoks voimalik niidata ele-
mentide paari, mille vahel teisi elemente pole (niiteks
arvud 5 ja 6), kuid koikide ratsionaalarvude hulgal on
iga kahe elemendi vahel lopmata palju teisi:sama hulga
elemente.

Selleks et mingil méaral vahet teha mitmesuguste jar-
jestuste vahel, eraldas G. Cantor jarjestatud hulkade
seas eriklassi, millesse kuuluvate hulkade moned omadu-
sed tuletasid suuresti meelde naturaalarvude hulka., Kui
naturaalarvude hulgas votta suvaline mittetiihi osahulk,
siis selle elementide seas on tingimata olemas koige
védiksem, koige vasakpoolsem. Niisuguse omadusega hul-
gad nimetas G. Cantor tdielikult jarjestatud hulkadeks.
Teiste sonadega, jarjestatud hulka A nimetatakse tdieli-
kult jarjestatuks, kui igal tema mittetiihjal osahulgal on
olemas esimene element.
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Nagu me juba iitlesime, on koige lihtsamaks téielikult
jarjestatud hulgaks naturaalarvude hulk. Seda voib kuju-
tada punktidega 1, 2, 3... kiirel (0, ). Kuid joonisel 9
kujutatud sirge projekteerimine vahemikule sdilitab punk-
tide jirjestuse, sealjuures kiir (0, ©°) ldheb iile vahemi-
kuks (0, 1). Selleparast voib punktide 1, 2, 3... asemel
votta vahemikul (0, 1) asuvad punktid. Saame lopmata
hulga punkte a;, as, ..., @, ..., mis ldhenevad punk-
tile 1. (joon. 13).

t t i e
0 e & &gqa ! ;

Vaatame niiiid punkti 1. Seda ei saa enam nummer-
dada tavaliste arvudega — me kulutasime need punktide
ai, ..., @, ... nummerdamiseks. Selleks et sedagi punkti
nummerdada, on meil vaja uut numbrit, mis poleks natu-
raalarv. Punkt 1 asetseb pérast koiki punkte ay, ...,
Q,, ..., mida me tavaliste arvude abil dra joudsime num-
merdada, sellepdrast nimetame seda uut arvu fransfiniit-
seks arvuks (lad. k. frans — iile, 1dbi, kaudu, finitae —
piiratud, otsmine). Koikidele naturaalarvudele 1, 2, 3, ...
otseselt jdrgnevat transfiniitset arvu on kombeks téihis-
tada ®. Sellepdrast tdhistame punkti 1 méargiga a.. Koi-
kidest punktidest ay, ..., @,, ..., @ koosnev hulk A on
samuti tdielikult jdrjestatud (mdelge jérele, miks!).

%l al al al
2 %
-+ ; ettt
% I 2=a,,

i
174 E a, a

Joon. 14.

Niiiid nihutame saadud hulga A ihe vorra edasi. See-
juures satub punkt a, punkti ai=a,+1, punkt a; punkti
2, =a;41 jne. Tulemusena tekib hulk B, mis koosneb

punktidest a1, ..., @n..., Gu. Kerge on veenduda, et hulk
A+B on taielikult jarjestatud. Katsume tema elemendid
. dra nummerdada. Me oskame juba nummerdada hulga A

punkte. Punkt a; jargneb kohe punktile a. (vt.joonis 14),
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selleparast on loomulik talle numbriks panna transfi-
niitne arv o+1, s. t. votta a; =a. +1. Tapselt samuti
teeme jargmise punktiga, s. t. as, mida on loomulik num-
merdada transfiniitse arvuga o+2 jne. Ja punkti Qo>

mis tuleb pdrast koiki punkte aw +1, ..., @ +n, ...
numbriks paneme transfiniitse arvu 2w:

\

Ao =W2w

Lugeja on vist juba taibanud, et niiiid me nihutame
hulga A punktid kahe vorra paremale ja saame uued
punktid, mida tuleb nummerdada transfiniitsete numbri-
tega 20+1,..., 20+4+n, ..., 3o. Sel viisil jidtkates saame
tdielikult jarjestatud hulga, mis koosneb transfiniilsete
arvudega ko-+n nummerdatud punktidest, kus 2 ja n on
naturaalarvud.

Kuid sellega ei lope veel transfiniitsete arvude konst-
rueerimine. Me saime ju jédllegi hulga, mis asetseb kogu
kiirel (0, e). Sealjuures on selle kiire igal 16igul [n, r--1]
1opmatu arv meie hulga punkte. Projekteerime kiire (O,
) uuesti vahemikule (0, 1). Saame punktile 1 ldheneva
punktide hulga. Selleks et niiiid punkti 1 nummerdada,
on vaja uut transliniitset arvu, mida margitakse o2 Ja
edasi konstrueeritakse transfiniitsed arvud w?+1, ... ©%

..., ©" ja isegi o”. On olemas ka selline transfiniitne
arv:

w

kuid nende kiisimuste juures me enam iiksikasjalisemalt
ei peatu.

. Arusaamafu aksioom

Me juba riikisime, et moningaid hulki saab jirjestada
mitmel viisil. Ent kas iga hulka on iildse voimalik jérjes-
tada ja kui on, siis kas iga hulka saab alati téielikult jar-
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jestada? Selle kiisimuse kallal té6tasid paljud matemaa-
tikud, sest jaatava vastuse korral jargneks, et iga hulka
on voimalik transfiniitsete arvude abil nummerdada.

Ootamatult lihtsa ja liihikese lahenduse avaldas
1904. aastal Zermelo: tal onnestus toestada, et iga hulka
on voimalik tdielikult jarjestada. (G. Cantor nagi seda
vastust ette juba 1883. a.) Kuid Zermelo toestus ei meel-
dinud kaugeltki mitte koikidele matemaatikutele. Asi on
selles, et see rajanes iihele véitele, mis Cantori ja ka
teiste matemaatikute meelest ei olnud hoopiski mitte sil-
manéhtav. Viide, mida pédrast hakati nimetama valiku
voi Zermelo aksioomiks, seisab jdrgnevas.

Olgu teie ees mitu ounakuhja. Selge, et koikidest kuh-
jadest saab valida igastiihest ithe ouna ja panna need
uude kuhja. Tundub, nagu voiks sedasama teha ka siis,
kui igas kuhjas on lopmata palju 6unu ja kuhje endid
on ka lopmata palju. Selles seisabki valiku aksioom.

Kui on antud l6pmata hulk lopmatuid hulki, siis v6ib
igast hulgast votta iihe elemendi, ilma et valimise viisi
oleks vaja ette dra mdirata.

Nendes viimastes sonades ongi varjul kogu probleem —
valiku aksioom viib tdiesti mittekonstruktiivsetele toes-
tustele: on néiteks voimalik toestada, et iga hulka saab
jarjestada, kuid mingeid andmeid selle kohta, kuidas seda
teha, pole toestusest voimalik saada.

Kaua aastaid kasutasid matemaatikud ‘valiku aksioomi,
pidades seda téiesti ilmseks. Ent kui tema iile hakati
siigavamalt jirele motlema, hakkas ta tunduma aina
moistatuslikumana. Paljud valiku aksioomi abil toesta-
tud teoreemid olid silmandhtavusega tédielikult vastuolus. °
Sellepdrast iitles silmapaistev matemaatik Bertrand Rus-
sell mainitud aksioomi kohta nonda:

«Algul tundub ta silmanéhtav, kuid mida rohkem ta iile
motled, seda kummalisemad hakkavad paistma sellest
aksioomist tulenevad jédreldused; lopuks aga muutub
iildse arusaamatuks, mis ta oieti tdhendab.»

Sellest hoolimata kasutab enamik matemaatikuid oma
uurimustes rahumeeles valiku aksioomi.
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Uhest ounast kaks

Ridgime valiku aksioomi iithest koige ({illatavamast
jareldusest. Te olete arvatavasti ndinud, kuidas osav
mustkunstnik estraadil tootab. Ta néditas vaatajatele tiihja
kotti, pani sinna kera ja vottis vidlja... kaks kera; pani
kotti kaks kera, vottis vilja neli, pani sisse neli, votiis
kaheksa. Muidugi saavad koik aru, et siin pole mingit
imet, vaid ainult n.-6. kdte osavus. Kuid hulgateoorias
niisugused imed esinevad.

Votame koige harilikuma ouna ja I6ikame ta iikskoik
mil viisil neljaks. N&dib ilmne olevat, et kui votame saa-
dud osadest ainult kaks, siis ei ole neist kuidagi voimalik
tervet ouna kokku panna (kui siiia pool apelsini éra, siis
pole voimalik iilejddnud osadest tervet apelsini kokku
panna).

Ent matemaatikutel ldks korda kera nelja ossa jagada,
nonda et kahest osast sai kokku panna samasuguse raa-
diusega terve kera, ilma et midagi oleks juurde pandud,
ainult osi liigutate nii nagu tahkeid kehi. Teisest kahest
osast sai kokku panna teise tidpselt samasuguse kera. Sel
viisil saadi {ihest kerast kaks temaga vordset kera. Kahju,
et probleem on ainult teoreetiliselt lahendatud, muidu
voiks iihest ounast teha kaks samasugust ouna, siis neli,
seejarel kaheksa jne. Muidugi pole see voimalik, sest see
rddgib vastu mateeria jddvuse seadusele.

Selline kera jaotamine neljaks osaks on rajatud just
valiku aksioomile.

Selle aksioomi teistest, samuti {ipris kummalistest
jareldustest ei hakka me praegu raikima.



KUMMALISED FUNKTSIOONID JA JOONED EHK JALUTUS-
KAIGUD MATEMAATIKA PANOPTIKUMIS

Kuidas arenes funkisiooni moiste

Enamik matemaatika moisteid tegi 14bi pika arengutee.
Algul tekkisid nad mingite igapdevasest elust voetud sil-
mandhtavate kujutluste iildistustena. Eriliste ja juhus-
like omaduste korvalejdtmise teel kristalliseerusid neist
jark-jargult vilja tdpsed matemaatilised mééaratlused.
Kuid sageli ilmnes, et need méaratlused ei holma mitte
iiksnes objekte, mille uurimine viis vaadeldava miarat-
luse formuleerimisele, vaid ka palju teisi objekte, millest
varem ei moeldudki. Algas nende uute objektide uuri-
mine, iileminek korgema taseme abstraktsioonidele, ja siis
hakati sel baasil ka esialgseid méaaratlusi laiendama. See-
juures tditusid matemaatilised moisted aina iildisema ja
iildisema tdhendusega, nad holmasid aina laiema objek-
tideringi, omandasid itha mitmekesisemad rakendusvoi-
malused.

Missuguse pika tee on ldbi kdinud nditeks arvu moiste,
alustades eelajaloolistest aegadest, mil osati loendada
ainult «iiks, kaks, palju», kuni praeguse ajani! Naturaal-
arvud, murrud, negatiivsed arvud, kompleksarvud, kva-
ternioonid, hiiperkompleksarvud... Ja peab iitlema, et
mone moiste uut iildistust ei votnud koik matemaatikud
sugugi mitte vaimustatult vastu. Néiteks paljudki teadla-
sed ei pidanud kaua aega mitte iiksnes kompleksarve,
vaid isegi negatiivseid arve péris toelisteks arvudeks.

Keerulise tee tegi 1dbi ka funktsiooni modiste. Monede
suuruste soltuvuse idee ulatub ilmselt tagasi antiikse
Kreeka teadusesse. Kuid seal oli suurustel ainult geo-
meetriline loomus. Isegi Newton, {iiks matemaatilise ana- |
liiiisi rajajaid, kasutas soltuvate suuruste vaatlemisel
'geomeetria keelt. Ehkki funktsiooni moistet rakendasid
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tegelikult juba Fermat ja Descartes, kasutas terminit
«funktsioon» alles 1694. a. saksa teadlane Leibniz, kes
jagab Newtoniga matemaatilise analiiiisi loomise au.
Kuid Leibnizil oli funktsiooni moiste vdga kitsas. Ta
nimetas nonda abstsissi, ordinaati, puutuja alust ja nor-
maali alust, koverusraadiust ning teisi 10ikusid, mis olid
kovera teatava punktiga iithenduses sel viisil, et iga 16i-
kude paari vahel oli olemas mingi soltuvus. Nonda jai
Leibnizki geomeetria kujutluste valdkonda. Alles Leibnizi
opilane J. Bernoulli andis 1718. aastal geomeetriakujun-
ditest vaba funktsiooni definitsiooni: «Muutuva suuruse
funktsiooniks nimetatakse kvantiteeti, mis on iikskoik mis
viisil saadud sellest muutuvast suurusest ja konstanti-
dest.»

Jargmine samm funktsiooni moiste arengus on seotud
J. Bernoulli geniaalse opilase, Peterburi akadeemiku
Leonhard Euleri nimega. Oma «Diferentsiaalarvuiuses»
defineerib ta funktsiooni jargmiselt: «Suurusi, mis séliu-
vad teistest suurustest nonda, et teiste muutumisel muu-
tuvad ka esimesed, on kombeks nimetada nende funkt-
sioonideks.» :

Kuid funktsiooni moiste oli Euleril ja tolleaegsetel
matemaatikutel iihendatud voimalusega viljendada seda
funktsiooni "valemi abil. XVIII sajandi matemaatikute
seisukohalt viljendas avaldis '

ke k x £0,
x2, kui x>0

mitte {iht, vaid kaht funktsiooni.

Varsti selgus, et asi on hoopis keerulisem. Lahendades .
vonkuvat pillikeelt kasitlevat {ilesannet, sai D. Bernoulli
vastuse niinimetatud {rigonomeetrilise rea kujul. Me ei
hakka praegu seletama, mis see on, vaid iitleme ainult, et
vonkuva pillikeele kuju oli antud iihe valemiga (kuigi
see sisaldas lopmata palju liikmeid).

Sellesama keele vonkumise iilesande lahendas ka prant-
suse teadlane d’Alembert. D’Alemberti lahendil oli hoopis
teine kuju kui Bernoulli omal, ja mis koige tdhtsam, seda
oli argumendi erinevate vdartuste korral voimalik kirju-
tada erinevate valemitega.

XVIII sajandi matemaatika ees seisis lahendamatuna
tunduv vastuolu: iihele ja samale iilesandele saadi kaks
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vastust, kusjuures {iks neist oli koikide argumendi vaidr- |
tuste jaoks véljendatud {ihe ja sellesama, aga teine mitme
valemiga. Puhkes &dge vaidlus, millest votsid osa koik
XVIII sajandi suurimad matemaatikud — Euler, d’Alem-
bert jt.

Sisuliselt kdis vaidlus funktsiooni moiste {ile, seose iile
funktsionaalse olenevuse ja selle olenevuse valemiga vél-
jendatavuse vahel. Kiisimus lahendati Ioplikult XIX sa-
jandi algul, kui prantsuse teadlane J. Fourier néitas, et
lopmatu, trigonomeetrilistest funktsioonidest koosneva
rea summa voib erinevatel 16ikudel olla viljendatud eri-
nevate valemitega. Pérast seda andis ta funktsioonile
uue definitsiooni, rohutades selles, et koige tdhtsam on
funktsiooni vdirtuste mdidramine ja pole oluline, kas see
madramine siinnib {ihe teatava valemioa voi ei.

Fourier’ tulemusi tédpsustas saksa matemaatik Dirichlet,
kes néitas, et trigonomeetrilise rea summa graafikuks
voib olla iikskoik milline suvaliselt tommatud joon. Vaja
on ainult, et sel joonel oleks 16plik arv maksimume ja
miinimume ning et ta ei kerkiks Iopmata korgele. Dirich-
let tdpsustas ka Fourier’ antud funktsiooni definitsiooni
ning andis talle selle kuju, mida praecugi kasutatakse
(l1ahedase definitsiooni andsid enne Dirichlet’'d ka La-
croix, LobatSevski ja moned teised matemaatikud). Dirich-
let’ definitsioon oli jargmine: «Muutuvat suurust y nime-
tatakse muutuva suuruse x funktsiooniks, kui suuruse x
igale vddriusele vastab ainus suuruse y mddratud vddr-
tus.»

Pirastpoole lisati sonadele «suuruse x igale vaartu-
sele» sonad «mis kuulub teatavasse hulka» (funktsioon
ei pea ju tingimata koikide x vdidrtuste puhul maédratud
olema).

Definitsioon oli haruldaselt {ildine, seal ei 6eldud
sonagi selle kohta, et funktsioon peab olema antud iibe ja
sellesama valemiga terve 16igu ulatuses, kus ta on méara-
tud. Veel rohkem, funktsioon. ei pruukinud iildse olla
antud mingi valemiga, vaid vois olla méddratud sonadega.
Niiteks Dirichlet ise uuris niisugust funktsiooni:

f(x) _{ 0, kui x on irratsionaalarv,
1, kui x on ratsionaalarv.

XVIII sajandi matemaatikute vaatevinklist ei andnud
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see madratlus mingit funktsiooni, polnud ju antud vale-
mit, mille jdrgi voiks arvutada Dirichlet’ funktsiooni!
Ning sellest hoolimata médrab ta tiielikult funktsiooni.

Sellest on selgesti ndha, et nditeks f(g) =5 s

4
f(v2)=0.

Sisuliselt oli Dirichlet’ definitsioon (eespool nimetatud
tapsustusega) arvuliste argumentidega arvuliste funkt-
sioonide jaoks loplik. Edasine areng seisis selles, et
hakati vaatlema suvaliste hulkade kaudu antud funkt-
sioone, mis omandasid vaartusi samuti suvalistes hulka-
des. Nimelt olgu antud kaks hulka A ja B ning olgu
hulga A igale elemendile a vastavusse seatud hulga B
element b. Siis Oeldakse, et hulga A kaudu on maiératud
funktsioon, mille vdartused on hulgas B. Nii iildises for-
muleeringus sulab funktsiooni moiste kokku vastavuse,
peegeldamise, teisendamise moistetega.

Sellest vaatevinklist on kolmnurga pindala néiteks
funktsioon, mis on mairatud koikide kolmnurkade hulga
kaudu ja omandab véirtused positiivsete arvude hulgas.
- Kolmnurga sisse joonistatud ring on funktsioon, mis on

méadratud koikide kolmnurkade hulga kaudu ja omandab
vaidrtusi ringide hulgas. Kuid me ei vaatle siin nii ildi-
selt, vaid piirdume ainult nende funktsioonidega, mis on
madratud arvhulkade kaudu ja omandavad arvulisi
vaartusi.

Vaim pddseb pudelist villa

Dirichlet’ definitsioon voimaldas konstrueerida {ipris -
kummaliste omadustega funktsioone. Kui varem oli mingi
ebatavalise omadusega funktsiooni konstrueerimiseks
vaja hulk aega igasuguseid valemeid kombineerida, siis
nitild muutus asi lihtsaks. Tekkis voimalus konstrueerida
ja uurida mitmesuguseid funktsioone, ilma et oleks vaja
moelda sellest, kas on olemas valem, mis seda funktsiooni
viljendab. Viimase poolteise sajandi jooksul on konst-
rueeritud funktsioone, mille omadused erinevad tédielikult
«korralike» funktsioonide omadest. Kindlasti ei moelnud
Dirichlet isegi, et niisugused «ebardid» voivad olemas
olla.

Ebaharilik on juba seesama Dirichlet’ funktsioon, mil-
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lest eespool radgiti. Isegi koige vdiksemal abstsisstelje
16igul on Iopmata palju nii ratsionaal- kui ka irratsio-
naalarve. Kuid Dirichlet’ funktsioon ratsionaalarvude
jaoks vordub iihega ning irratsionaalarvude jaoks nul-
liga. Kui niiiid x Higub modda abstsisstelge, siis funkt-
siooni véadrtus hiipleb kogu aeg nullist {iheni ja tagasi.
Selle funktsiooni graafikut pole i{ildse voimalik ehitada,
sest see funktsioon on koikides punktides katkev.

Aga ka pidevate seas on ebatavaliste omadustega
funktsioon. Néiteks kas saab pideval funktsioonil olla
lopliku pikkusega 16igus 1opmatu hulk maksimume ja
miinimume? Esimesel pilgul tundub see téiesti voimatu.
Funktsioon peaks ju lopmatu arv kordi maksimumpunk-
tist laskuma miinimumpunkti, siis jdlle tousma maksi-
mumpunkti jne. Kuidas saab ta seda koike teha Ioplikul
1oigul? Siiski selgus, et niisugused kummalised funkt-
sioonid on olemas, kusjuures neid on iisna kerge konst-
rueerida.

Ehitame sellise funktsiooni 16igul [0,1]. Selleks jagame
16igu pooleks ja ehitame vasakule poolele vordkiilgse
kolmnurga. Niiiid jagame iilejidnud parema poole uuesti

kaheks vordseks osaks ja ehitame osale [%, 2—] teise vord-

kiilgse kolmnurga. Kordame kirjeldatud operatsiooni 16p-
matu palju kordi. Saame maégiahela, mis koosneb 16pma-
tust hulgast tippudest ja laskub aegamddda punkti 1 suu-
nas (joonis 15). Votame saadud murdjoone funktsiooni

Joon. 15.

0 2
)
f(x) graafikuks. Siis on funktsioon miaratud 16igu [0,1]
igas punktis, vdlja arvatud ddrmine parempoolne punkt 1:
Selles punktis votame f(1)=0.
Punktile 1 ldhenedes ldhenevad tippude korgused nul-
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lile ja sellepdrast on saadud funktsioon 16igu [0,1] igas
punktis pidev, kuid maksimumide ja miinimumide arv sel-
les 16igus lopmata suur!

Niisuguse pentsiku funktsiooni konstrueerimiseks oleks
XVIII sajandi matemaatik pidanud hulk aega igasuguste
funktsioonidega kombineerima, enne kui ta oleks sellele
tulnud, et funktsioonil

k11 &
X cos —, kui x#0,
f(x) = o
0, kui x=0

on ldigul [0,1] 16pmatu hulk maksimume ja miinimume
(joonis 16).

/\\h}%i/

v,

= =z
Y=ZC0s3

Joon. 16.

Kuid lopmatu paljude maksimumide ja miinimumidega
funktsioonid olid alles nende ebameeldivuste alguseks,
mis matemaatikuid ootasid. Vaim alles hakkas pudelist
vilja ronima.
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Mairjad punkiid

Funktsioonil, mille me eelmises paragrahvis ehitasime,
on ainult iikks punkt, mille iimbruses esineb 16pmata palju
maksimume, ja miinimume, selleks punktiks on 1. Niiiid
konstrueerime teise funktsiooni, millel on neid punkte
palju rohkem.

Joon. 17. Sajab vihma.

Oletame, et abstsisstelje 16ik [0,1] on vihma kées. Et
seda vihma eest varjata, talitame jargmiselt. Jagame loigu
[0,1] kolmeks vordseks osaks ja 166me keskmisele osale
iiles vordkiilgse kolmnurga kujulise telgi. Telk varjab
vihma eest koik keskmise osa punktid (vélja arvatud

selle osa otspunktid % ja g Niiiid jagame kaks iilejddanud

osa jdllegi kolmeks vordseks osaks ja varjame nende
keskosad samakujuliste telkidega (kuid kolm korda vaik-
sematega). Saame joonisel 18 kujutatud kovera. Prot-
sessi kolmandal sammul ehitame veel neli telki, siis veel
kaheksa jne.

Tekib kiisimus: kas saadud saehammastekujulise joo-
nega on kaitstud koik 16igu punktid v6i on jddnud
punkte, mis vihma kdes marjaks saavad? Moningaid
nendest «margadest» punktidest on kerge dra nididata —
niisugusteks on varjatud l6ikude otspunktid (s. o. punk-
tdé ;% % % —g g jne.). Koik need punktid jddvad vastava

telgi piistitamisel varjamata ning ka jargmised ei varja
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P i 24 o K 7
9 {7 J J g 3.
Joon. 18.

neid. Kerge on néha, et selliseid otspunkte on Ilopmatu,
kuid siiski ainult loenduv hulk.

Ent selgub, et peale loenduva hulga «mirgade» punk-
tide on olemas veel terve kontiinuum niisuguseid punkie.
Nende kirjeldamiseks on otstarbekas kasutada arvude
kolmendsiisteemi. Teatavasti on see siisteem konstrueeri-
tud .samuti kui kiimnendsiisteemgi, ainult selle vahega,
et korgemat jarku iihik pole vordne mitte kiimne, vaid
ainult kolme alama jargu iihikuga. Sellepdrast kasuta-
takse kolmendsiisteemi arvudes kiimne numbri asemel
kolme: 0, 1 ja 2.

Kerge on oOppida kolmendsiisteemi arvusid kiimnend-
siisteemi arvudeks muutma. Nditeks arv, mis kolmend-
siisteemis kirjutatuna ndeb vilja

1102020209 . 1,

kujutab endast kiimnendsiisteemis 16pmatut geomeetri-
list progressiooni

2 2 2
Ftatst..
Selle progressiooni summa vordub %. Selleparast

i- —0,020202 . . .

Niiiid voime juba tdpselt Gelda, missugused punktid

jddvad mirjaks pdrast seda, kui koik kaitsetelgid on
tiles 166dud Esimene telk varjab punkte, mis on vahe-

mikus 1 ]a —. Kuid need on noodsamad punktid, millel
on kolmendsijsteemis jdrgmine kirjutusviis:

Ok,



kus punktidega on tédhistatud igasugune numbrite 0, | ja
2 kombinatsioon (kiimnendsiisteemis asetsevad punktide
ilﬁja 130 vahel tapselt samuti punktid, mille kiimnend-
siisteemis iileskirjutus algab numbrist 1, s. t. neil on kuju
0,1::.)-

Piérast esimest sammu jddvad marjaks punktid, mille
kolmendsiisteemilisel iileskirjutusel on kuju

0.0 .
voi kuju
B2

Téapselt samuti on voimalik nédidata, et péarast kahe telgi
iilesloomist jddvad teisel sammul mérjaks ainult need
punktid, mille kolmendsiisteemiline {ileskirjutus algab
iihega jargmisest neljast kombinatsioonist:

00005
0,024,
0,20,
022 ..

Niimoodi, samm-sammult, varjatakse vihma eest punk-
tid, mille kolmendsiisteemilisse iileskirjutusse kuuluvad
ithed. Loppude 16puks jddvad mdirjaks ainult need, mida
saab kolmendsiisteemis iiles kirjutada ilma arvu 1 kasu-
tamata. Naiteks jdab méirjaks punkt

' §=0020202..
punkt
2=0,20202 ...
jne.

Ja niiiid on juba selge, miks «médrgade» punktide hul-
gal on kontiinuumi vdimsus.- Selle hulga saab ju seada
iiksithesesse vastavusse lopmatute telegrammide hulgaga
(vt. lk-d 52—53). Selleks tuleb ainult igale punktile, mis
on iiles kirjutatud kujul

0,20220200. . .,

seada vastavusse lopmatu telegramm, kusjuures 0 ase-
mele tuleb panna punkt ja 2 asemele kriips. Sealjuures
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vastavad erinevatele arvudele erinevad telegrammid. Me
teame, et l0pmatute telegrammide hulk on kontiinuumi
voimsusega. Sellepdrast on maéargade punktide hulgal
samasugune voimsus.

Mirgade punktide hulga konstrueeris esmakordselt
Cantor ja seda nimetatakse Cantori hulgaks. Telkide ehi-
tusest on nédha, et Cantori hulga iga punkti juures on
Iopmata palju saehambakujulise kovera maksimume
ja miinimume.

Kuraditrepp

Sellesama Cantori hulgaga on iihenduses veel (iiks
huvitav funktsioon. Seda konstrueeritakse jargmiselt.
Jagame loigu [0,1] jélle kolmeks vordseks osaks ja
votame funktsiooni keskmise osa koikides punktides vord-

seks é Siis jaotame parempoolse ja vasakpoolse kol-
mandiku uuesti kolmeks vordseks osaks ja votame funkt-

y 2 g 2 SRR gl # i f
siooni vahemikus s"; kuni 5 vordseks z ning vahemikus 3

kuni gvﬁrdseks 4§. Niiiid on meil jdadnud neli 16iku, kus
funktsioon pole veel méairatud:

sl 53l 5ol [s: 1]

Jagame igaiihe neist kolmeks vordseks osaks ja votame

keskmistes osades funktsiooni vordseks vastavalt %,
¢
ja g.

Protsessi jiatkates saame funktsiooni, mis on médratud
koikides «kuivades» punktides, s. t. koikides punktides,
mis ei kuulu Cantori hulga sisse. Seda funktsiooni on
holpus ka Cantori hulka kuuluvates punktides maiérata
nonda, et ta muutuks pérast seda pidevaks ja mittekaha-
nevaks. Saadud funktsiooni graafik on ligikaudu kujuta-
tud joonisel 19. Tal on lopmata hulga astmetega redeli
kuju (graafikus pole koiki astmeid kujutatud).

Muide, parast seda kui me tutvusime joontega, mil on
lopmata palju maksimume ja miinimume, ning lopmata

|

o
g:

6 Jutustusi hulkadest &1



Joon. 19.

o 7 x

arvu astmetega treppjoonega, on vaevalt enam voimalik
kedagi iillatada. Kuid {illatav on midagi muud. Arvutame
kokku oma treppjoone astmete kogupikkuse. Esimese

astme pikkus on %, kaks jargmist — kumbki %, jargmised

neli astet on igaiiks 51.—, jne. Jérelikult moodustab koikide
astmete pikkuste summa geomeetrilise progressiooni

T2 4
Fiahm o

Progressiooni summa on

Jarelikult on trepiastmete kogupikkus 1. Kuid nendel
astmetel ei touse funktsioon iildse iilespoole, kogu tous
on koondunud Cantori hulka kuuluvate punktide kohale.
Selle hulga jaoks jdi iile viga «védhe» punkte — kuigi
hulga voimsus on vordne kontiinuumi voimsusega, vor-
dub hulga punktide kogupikkus nulliga! (Kogu l6igu [0,1]
pikkus on 1 ja astmete kogupikkus on ka 1.) Niimoodi
oskab meie funktsioon tousta iiheni, ehkki ta suureneb
ainult nullpikkusega hulgas ega tee kuskil hiippeid! Eks
ole ju kummaline?
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Okasjoon

Paljude sajandite jooksul oli matemaatikutel tegemist
ainult niisuguste joontega, millele peaaegu igas punktis
vois tommata puutuja. Kui esinesidki erandid, siis ainult
monedes punktides. Nendes oleks joon nagu nurgaks
murdunud ja sellepdrast nimetatigi niisuguseid punkte
nurkpunktideks. Joonisel 20, a kujutatud joonel on kaks
nurkpunkti ja joonisel 20, b kujutatud joonel kiimme

8

Joon. 20.

nurkpunkti. Kuid dsja konstrueeritud joontel oli 16pmata
palju nurkpunkte: joonisel 16 oleval joonel — loenduv
hulk selliseid punkte ja joonisel 18 oleval joonel — terve
kontiinuum nurkpunkte. Ta murdub koikides Cantori
hulka kuuluvates punktides ja peale selle veel koikide
kolmnurkade tippudes. Kuid isegi joonisel 19 kujutatud
joonel esineb nurkpunkte vordlemisi «vidikeses» punktide
ulgas, mille kogupikkus on null. 3
Kaua aega ei uskunud iikski matemaatik, et voib ole-
mas olla pidev joon, mis tervenisti koosneb hammastest,
murdumistest ja okastest. Suur oli nende imestus, kui
liks korda konstrueerida niisugune joon, veelgi rohkem —
funktsioon, mille graafikuks oli niisugune okasaed. Esi-
mesena tegi seda tSehhi teadlane Bolzano. Kuid tema t66
jdi avaldamata ja esimesena avaldas niisuguse niite
saksa matemaatik K. Weierstrass. Kuid Weierstrassi néi-
det on raske dra tuua, see on rajatud trigonomeetriliste
ridade teooriale. Bolzano nédide aga on péris lihtne ja
meenutab vdga joont; mille me siin dsja konstrueerisime.
Esitame niiiid Bolzano ndite vidikeste muudatustega.
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Jagame 10igu [0,1] neljaks vordseks osaks ja ehitame kahe
keskmise osa peale vordhaarse tdisnurkse kolmnurga
(joon. 21, a). Saadud joon on graafikuks teatavale
funktsioonile, mille tdhistame y=f,(x).

a
NN N Joon. 21.
0 g 7

Jagame niilid iga veerandi jdlle neljaks vordseks osaks
ja ehitame sellele vastavalt veel neli vordhaarset tais-
nurkset kolmnurka (joon. 21, b). Saame graafiku teisele
funktsioonile y=fa2(x). Kui need kaks funktsiooni liita,
siis summa y=f,;(x)+f2(x) graafik on niisugune, nagu
kujutatud joonisel 21, ¢. On néha, et saadud joonel on
juba rohkem nurki ja et need nurgad on tihedamini pai-
gutatud. Jiargmisel sammul jaotame jille iga osa veel
neljaks, ehitame 16 vordhaarset tdisnurkset kolmnurka
ja liidame saadud funktsioonile y=f;(x) funktsiooni y=
=T1(x) +[2(x).

Protsessi jdtkates saame ikka nurgelisema joone. Piiril
jouame jooneni, mis on igas punktis murtud ja mille iihe-
legi punktile ei saa tommata puutujat.

Taolise joone, mil pole kuskil puutujat, konstrueeris
hollandi teadlane Van der Waerden. Ta jagas vordkiilgse
kolmnurga iga kiilje kolmeks vordseks osaks ja ehitas
keskmistele osadele, tipuga viljapoole, uued vordkiilgsed
kolmnurgad. Nii tuli vidlja midagi kuuenurkse tdhe tao-
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Joon. 22.

list (joon. 22, a). Niiiild jaotas ta saadud tahe koik
iiheksa kiilge veel kolmeks osaks ja ehitas jillegi igale
keskmisele osale vordkiilgse kolmnurga. Tulemuseks oli
veelgi okkalisem joon, mis on kujutatud joonisel 22, b.
Pérast 1opmata arv kordi jagamist ja vordkiilgsete kolm-
nurkade ehitamist oli tulemuseks joon, mille igas punktis
on nurk, okas.

Matemaatikud ehitasid palju pidevaid funktsioone, mille
graalikutel polnud iiheski punktis puutujat, ja hakkasid
nende omadusi uurima. Need omadused ei sarnanenud
sugugi «korralike», siledate funktsioonide omadega, mil-
lega nad seni olid tegelnud. Sellepdrast vaatasid klassi-
kaliste traditsioonide jargi - kasvatatud matemaatikud
hdmmastunult uusi funktsioone. Veel enam, {iks silma-
paistvamaid klassikalise matemaatilise analiiiisi esinda-
jaid Charles Hermite kirjutas oma sobrale, hollandi
matemaatik Stieltjesele nonda:

«Poordun voikusega dra sellest kahetsemisvéirsest
pidevate funktsioonide paisest, mil pole iitheski punktis
tuletist.» (S. t. iileni okkalistest joontest, nagu meie neid
nimetasime.)

Tuntud prantsuse teadlane H. Poincaré kirjutas:

«Kunagi peeti uute funktsioonide otsimisel silmas min-
geid praktilisi eesmérke. Niiiid leiutatakse funktsioone
spetsiaalselt selleks, et paljastada meie isade motiemise
puudulikkust; midagi muud peale selle ei ole neist voi-
malik jdreldada.» ;
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Kuid teaduse edasine
areng naitas, et Poinca-
rél polnud o6igus. Fiiiisi-
kas esinevad jooned,
mis vigagi tuletavad
meelde Van der Waer-
deni ja teiste igalt poolt
okkalisi jooni. Nendeks
on molekulidelt saadud
166kide mojul Browni
liikumist sooritavate
osakeste  trajektoorid.
Prantsuse teadlane
F.Perrin joonistas nen-
de osakeste liikumise
iiles. . Ta vaatles nende
asendit iga poole minu-
ti jérel ja iihendas saa-
dud punktid sirgloiku-
dega. Tulemuseks sai
ta sassis murdjooned,
Joon. 23. taolised, nagu on kuju-

tatud joonisel 23. Kuid

ei tule arvata, nagu
oleks osake vaatluste vaheaegadel mooda sirget liikunud.
Kui Perrin oleks vaadelnud mitte iga poole minuti, vaid
poole sekundi jérel, siis oleks ta pidanud iga sirgloigu
asendama murdjoonega, mis oleks niisama keeruline kui
kogu joonisel 23 kujutatud murdjoon. Ning mida véikse-
mad oleksid vaatlustevahelised ajavahemikud, seda kee-
rulisemaks ja «okkalisemaks» muutuks murdjoon. Amee-
rika matemaatik N. Wiener nditas, et kui Browni liiku-
misest votab osa osake, mis on nii véike, et tema inertsi
voib vaatlusest valja jétta, siis liigub ta mooda joont,
millel pole kuskil puutujat.

Lopmata pikk kinnine joon

Lopmata pikad jooned esinevad sageli — Iopmata pikad
on sirge, parabool, hiiperbool jne. Koik need jooned lédhe-
vad lopmatusse ja sellepdrast pole midagi imestada, et
nad on lopmata pikad. Muide, pole raske konstrueerida
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joont, mis asetseb tervenisti 16plikul tasapinna osal, kuid
on siiski 1opmata pikk. Selleks tuleb votta ring ja médhkida
selle iimber spiraal, millel on lopmata palju keerdusid
(joonis 24). Keerdude arv on lopmata suur ja iga keeru
pikkus ringi {imbermdodust suurem, sellepdrast on kogu
spiraal lopmata pikk.

Ent kas saab olemas olla 16pmata pikk kinnine joon?
Tavalised kinnised jooned — ringjoon, ellips, kardioid jne.
(joon. 25) — on lopliku pikkusega. Kuid Van der Waer-
deni okkalise joone pikkus on lopmata suur.

L3

Joon. 24. Joon. 25.

Toepoolest, ldhtekolmnurga {imbermdot on ju 3.
Pérast esimest sammu saadi taht, mille iimbermoot, nagu
kerge arvutada, on 4. Jargmisel sammul saadi joon, mis

koosneb 64 sirgloigust, igaiiks pikkusega%. Tihendab,
selle iimbermoot on %. Siis saadakse joon pikkusega %‘?
jne. Uldse saadakse pérast n-ndat sammu joon, mille
timbermoot on 3- (g)". Kuid n-i suurenedes ldheneb avaldis
lopmatusele. Jérelikult on Van der Waerdeni joon 10p-
mata pikk.

On olemas teisigi l1opmata pikki jooni. Niiteks konst-
rueerime joone nonda. Jagame 16igu [0,1] pooleks ja ehi-
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Joon. 26.

~

tame vasakule poolele vordhaarse kolmnurga, mille kor-
gus on 1. Siis jaotame pooleks 16igu [%. l]ja ehitame
selle vasakule poolele vordhaarse kolmnurga korgusega

%. Jargmine vordhaarne kolmnurk ehitatakse léigule[%, %]
ja selle korgus on jalle %; jargmised neli kolmnurka
votame korgusega é jne. (joon. 26).

Jéllegi saame alaneva maégiahela, nii nagu lk. 76. Kuid

niiiid alaneb see vdga aeglaselt. On selge, et esimese
kolmnurga vordsete kiilgede pikkus on suurem 1-st, teisel

ja kolmandal — suurem %-st, neljandal, viiendal, kuuen-

dal ja seitsmendal — suurem i-st jne. (kolmnurga kiilje |

pikkus on alati korgusest suurem) Sellepérast on murd- |
joone pikkus vordne vdhemalt jargmise lopmatu reaga:

2 Gig Ot

|
|
|

Kuid igas suluavaldises sisalduvate arvude summa on

2 ja suluavaldiste arv l6pmatu. Sellepirast on rea summa |

lopmatu. Jérelikult on ka meie joon I6pmata pikk.
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Matemaatiline vaip

Réagitakse, et kunagi kiisinud Katariina Teine kelleltki
kindralilt, mis vahe on mortiiri ja haubitsa vahel. Sega-
dusse sattunud kindral vastanud: «Nded sa, emake keis-
rinna, mortiir on hoopis iseasi ja haubits hoopis iseasi.»
Umbes sama sisuka vastuse voib saada, kuikiisida mate-
maatikas vohikult, mis vahe on joone, pinna ja keha
vahel. Lisaks imestab ta, et kuidas saab péirida nii endast-
moistetavaid asju. Igaiihele on ju selge, et joon, pind ja
keha on tédiesti erinevad asjad ja keegi ei pea ringjoont
pinnaks ega sfdéri jooneks.

Kuid juba iiks teravmeelne malesuurmeister iitles, et
vahe meistri ja algaja maletaja vahel on selles, et alga-
jale on koik selge niisuguses seisus, kus meistri jaoks
on koik salapdrane. Samuti on lugu meie kiisimusega.
Muidugi ei teki selliste kujundite puhul nagu ruut voi
ringjoon kellelgi kahtlust, kas nad on jooned voi pinnad.
Kuid teaduse arenedes ilmus pérast Cantori avastusi palju
vdga kummalisi kujundeid, mille kohta mitte ainult kooli-
opilane, vaid ka suurte teadmlstega matemaatikaprofes-
sor ei oska kohe vastata, mis nad on — jooned, pinnad
voi kehad.

Vaatame moningaid selllseld kujundeid. Votame sirg-
loigu [0,1], jagame ta pooleks ja tombame 16igu keskpunk-

tist ristjoone plkkusega 5- Niilid jagame iga poole jallegi
pooleks ja tombame 1gasse jaotuspunkti uuesti ristjoone,
seekord pxkkusega —. Edasi jagame saadud loigud jélle
pooleks ja tombame jaotuspunktidesse ristjooned, mille -
pikkuseks on 5 Pérast viiendat sammu saame joonisel
27 esitatud kujundi. Kuid me ei piirdu viie jagamisega,

Joon. 27.

89



‘T EEEEEE
AR/ llﬁaall

TR ENENEEREER

E e = E B E

../ -. Joon. 28.

e 8 a B e B

E eS8 EE S8R

VAR Y/LRY/L

(AR EREE R

L%mnum

[

Joon., 29. ; |

l
[ [.] l

vaid kordame seda operatsiooni Iopmata palju kordi.
Tulemusena saame mingisuguse geomeetriakujundi. Ning
niiiid voime kiisida, mis ta on, kas joon vo6i pind. Me ju
tombasime lopmatu arvu ristjooni. Kas ei sula nad kokku
ega tdida véikest pinda, mis asetseb 16igu [0,1] juures?
Sellele kiisimusele polegi nii lihtne vastata.

Vaatame teist ndidet. Votame ruudu, mille kiilje pikku-
'seks on 1, jagame selle iiheksaks vordseks osaks ja votame
keskmise osa vilja (viljavoetava vdikese ruudu piirjoo-
ned jiatame alles). Pirast seda jaotame iga {ilejddnud
tuudu jidllegi {iheksaks vordseks osaks ja votame neist
uuesti keskmised osad valja. Kui me analoogilist protse-
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duuri veel kord kordame, saame joonisel 28 esitatud
kujundi (valjavoetud ruudud on siin viirutatud). Selge, et
joonisel 28 esitatud kujund on, veel pind. Kuid me ei jai
kolmanda sammu juurde peatuma, vaid jagame l6pmatu
arv kordi jarelejddnud ruudud iiheksaks osaks ja votame
keskmise vélja. Loppude 16puks saame teatava kujundi,
mida nimetatakse Sierpinski vaibaks, poola matemaatiku
jargi, kes selle vilja motles.

Kujund sarnaneb hullumeelse kangru kootud kangaga.
Risti ja poigiti kdivad l16imed ja kude, mis poimuvad ilu-
saks siimmeetriliseks mustriks. Kuid saadud kangas on
ise vdga auklik — selles pole iihtki tervet kohta, igast,
koige véiksemastki ruudukesest on keskmine osa vilja
1oigatud. Ja pole sugugi selge, mis see vaip siis oieti on,
kas joon voi pind. Uhest kiiljest pole tal iihtki tervet
kohta ja sellepdrast saab ta vaevalt kiill pind olla, aga
teisest kiiljest on tema koed ja loimed nii keeruliseks
mustriks poimunud, et vaevalt kiill keegi Sierpinski vaipa
ilma kahtlemata jooneks saab nimetada. Igatahes oleks
vdga raske seda «joont» iiles joonistada.

Kuid Sierpinski vaip pole mitte koige keerulisem geo-
meetriakujund. Ruudu asemel oleksime voinud votta
kuubi, jagada selle 27 vordseks osaks ja votta vdlja kesk-
mise kuubi koos kuue temaga kiilgneva kuubiga. Pérast
seda jaotame iga fiilejddnud kuubi jille 27 osaks ja jat-
kame véljavotmise operatsiooni (joonisel 29 on kujutatud
keha, mis jddb parast teist sammu). Kordame seda 1op-
- mata arv kordi. Mida kujutab endast pdrast koiki eemal-
. damisi tekkinud kujund — joont, pinda vo6i keha?

Eukleides ei fule appi

Kui endisaegade matemaatikute ette kerkis keeruline
geomeetriline kiisimus, siis ldksid nad koigepealt vaa-
- tama, mis Eukleides on selle kohta kirjutanud, sest pea-
aegu kaks tuhat aastat oli Eukleides matemaatilise ran-
 guse etaloniks ja geomeetrilise tarkuse entsiiklopeediaks.
Isegi filosoofid, piiiides ennast aegsasti kaitsta etteheidete
eest mottekdigu mittekiillaldase ranguse parast, votsid
appi Eukleidese keele ja formuleerisid oma viited aksioo-
mide, lemmade ja teoreemidena.

Kuid just meid huvitava kiisimuse kohta on Eukleidesel
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kirjutatud midagi {isna segast. Eukleidese raamatu
«Elemendid» esimesed read on jargmised.

Punkt on see, millel pole moodet.

Joon aga on pikkus ilma laiuseta.

Joone 16pp aga on punkt.

Pind on see, millel on iiksnes pikkus ]a laius.
Pinna 16pp aga on joon.

Piir on see, mis on millegi 16pp.

Kujund on'see, mis sisaldub mingi v6i mingite pii-
nde sees.

Ei, tehke mis tahate, aga need on koike muud kuiran-
ged matemaatilised definitsioonid. Inimene, kes ei tea, mis
on punkt, joon vo6i pind, saab vaevalt kiill mingeid kasu-
likke teadmisi nendest «definitsioonidest», mis tuletavad
meelde segadusse sattunud kindrali vastust («Joon —
see on iseasi, aga pind — iseasi»). Muidugi ei ole
neist definitsioonidest voimalik teada saada, mis asi on
Sierpinski vaip — joon voi pind, kas on tal ainult pikkus
ilma laiuseta voi pikkus jalaius molemad. Kuid Eukleidese
ajal ei tuntud nii keerulisi kujundeid kui seda on Sier-
pmsk1 vaip ja lihtsate kujundite jaoks polnud definit-
sioone just vdga vaja — igaliks vois ise vaadata, kus oli |
joonisel joon, kus pind. Muide, ndhtavasti talpas Euklei-
des isegi, et tal pohimoistete definitsioonidega koik kor-
ras pole. Igatahes esitab ta need raamatu alguses, unus-
tab siis tdiesti ega kasuta neid pérast iildse.

\‘F"’S":"*S*’!\":“

Kas on vaja rangeid definitsioone!?

Kaks tuhat aastat piisis Eukleidese autoriteet -tdiesti
vankumatult. Mones tema viites kahtlemine tdhendas
oma matemaatilise reputatsiooni 16plikku ja parandama-
tut rikkumist. Uks XIX sajandi suuremaid matemaati-
kuid Carl Friedrich Gauss, kes oli juba enne LobatSevskit
mitteeukleidilise geomeetria ideedeni joudnud, ei sbanda-
nud oma uurimusi avaldada boiootlaste * kisa kartes,
nagu ta iihele sobrale kirjutas. Ja alles suure vene geo-
meetri Nikolai Ivanovit§ Lobat3evski teaduslik julgus
muutis mitteeukleidilise geomeetrla iildsuse omandiks,
sest ta triikkis oma avastused ara mmstmatute teadlaste
pilgetest hoolimata.

* Bomot]ased — kreeka hoim, kelle kohta arvati, et neil on mois-
tust iisna kasinalt.

|
|
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Pérast N. I. LobatSevski toode ilmumist sai selgeks, et

1, olemas kaks geomeetriat, mis on iihteviisi loogiliselt
laitmatud, kuid millest tuletuvad hoopis erinevad teoree-
mid. Ent kui see nii on, siis kaotavad koik vihjed «geo-.
meetrilisele evidentsusele» igasuguse vidirtuse. Iga geo-
meetriline véide tuli rajada rangetele definitsioonidele ja
laitmatutele loogilistele véidetele. Ning geomeetria pohi-
moistetele — joonele, kujundile, kehale — oleks kindlasti
vaja olnud anda tdpsed definitsioonid, mis tdiesti erinek-
sid seda laadi médratlustest, nagu «see on iseasi ja see
— iseasi».

Rangete definitsioonide poole piifidlemine ei iseloomus-
tanud mitte ainult geomeetriat, vaid ka XIX sajandi
matemaatilist analiiiisi.

Kasutades diferentsiaal- ja integraalarvutust, mis loodi
Newtoni, Leibnizi, Euleri, Lagrange’i ja teiste XVII ja
XVIII sajandi suurte matemaatikute toodega, ldks korda
lahendada vdga erinevaid i{ilesandeid, alustades suurtiiki-
miirsu trajektoori arvutamisest kuni planeetide ja komee-
tide liikumise ennustamiseni. Kuid pohimoisted, millest
ldhtudes need suurepdrased saavutused tehti, olid defi-
neeritud ddrmiselt ebarangelt. Tolleaegse matemaatilise
analiiiisi alus — lopmata véikese suuruse moiste — tun-
dus tol ajal asuvat kuskil olemise ja mitteolemise piiril,
midagi nulli taolist, kuid mitte péariselt null. Ja XVIII
sajandi matemaatikud olid sunnitud oma kahtlevaid opi-
lasi ergutama sonadega: «Tee t60d, ja usk tuleb iseene-
sest.»

Kuid ega matemaatika pole religioon, seda ei saarajada
usule. Ja koige tdhtsam — meetodid, mis andsid nii suu-
repédraseid tulemusi suurte meistrite kdes, hakkasid viima

. vigadele ja paradoksidele, kui neid kasutasid vadhem

andekad opilased. Meistreid hoidis eksitusle eest nende
absoluutne matemaatiline intuitsioon, see alateadvuslik
tunne, mis viib sageli kiiremini 6ige vastuse juurde kui
pikad loogilised arutelud. Ent opilastel niisugust intuit-
siooni polnud ja XVIII sajandi loppu tdhistasid ennekuul-
matud skandaalid matemaatikas — wvohasid valemid,
mille vdartus oli vdiksem kui paber, millele nad triikiti, ja
kahtlased teoreemid, mille rakenduspiirkond oli iisna sel-
guseta.

Nagu lapsed, kes lohuvad ilusa ménguasja, et vaa-
data, kuidas see seest vilja nédeb, niisamuti hakkasid
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XIX sajandi matemaatikud halastamatult Kkritiseerima
koiki tol ajal kasutatavajd moisteid, hakkasid matem
tikat rangete definitsioonide alusel {imber ehitama.?i
tunnustatud viidet evidentsusele, selle asemel nouti ran-
gelt loogikat *. Kuid loogika nouetele ei vastanud koige
lihtsamad laused matemaatilise analiiiisi opikust, néiteks
sellised:

«Vaatame piirkonda G, mida piirab kinnine joon I'.»

Mis asi on kinnine joon? Miks on ta piirkonna piir?
Mitmeks osaks jaotab kinnine joon tasandi ja missugust
nendest osadest vaadeldakse?

Koikidele nendele kiisimustele ei andnud XVIII sajandi
matemaatikud vastust. Nad joonistasid lihtsalt ovaali ja
arvasid, et sellega on koik deldud. Kuid XIX sajandil ei
usutud enam joonistusi. Kiisimus «Mis on joon?» muutus
analiiiitikutele polevaks péevakiisimuseks. |

Ent moodus hulk aega, enne kui suudeti sellele ammen-
davalt vastata. .

Joon on litkuva punkfi jilg

Selleks et joont rangelt defineerida, tuli ldhtuda nen- |
dest konkreetsetest objektidest, mis viisid selle matemaa- |
tilise moiste tekkimiseni: pikkadest ja peenikestest 1onga- I
dest, valguskiirtest, pikkadest ja kitsastest teedest. Koi- |
kidel mainitud juhtudel on pikkus laiusest nii palju suu- |
rem, et laiuse voib korvale jiatta. Matemaatilise ideali- |
seerimise tulemusena jouamegi laiuseta joone moisteni. |

Esimesena katsus joonele ranget definitsiooni anda !
prantsuse matemaatik Camille Jordan. Ta ldhtus sellest, |
et vdga viikese keha liikumise trajektoor kujutab endast t
pikka ja peénikest toru. Keha vihenedes muutub toru ikka
peenemaks ja saab piirile iile minnes liikuva punkti tra-
jektooriks — jooneks, mil pole paksust. Just jooneks |
nimetaski Jordan liikuva punkti trajektoori. Sealjuures
pidi punkt liikuma pidevalt, ilma hiipeteta.

Tapsemalt oli Jordani definitsioon jargmine. Selleks et
médrata liikuva punkti asendit, peab médarama tema koor-

_* Tbosi kiill, sealjuures heitsid nad vahel koos pesuveega ka lapse
vilja, ja XX sajandil voeti suur hulk véljapraagitud asju jélle teadusse |

tagasi.
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dinaadid liikumise iga momendi jaoks. Et aga liikumine
kestab mingi lopliku ajavahemiku, siis voib ilma iildi-
sust piiramata votta selleks vahemikuks [0,1]. Teiste sona-
dega, punkt alustab liikumist teataval ajamomendil, mille
votame mootmise algmomendiks, ja lopetab liikumise
mingi ajaiihiku (ithe sekundi, minuti, aasta jne.) 1opul.
Igal ajamomendil ¢ antakse selles vahemikus liikuva
punkti koordinaadid. Jarelikult s6ltuvad punkti koordi-
naadid ajamomendist #, on selle funktsiooniks. Tahistame
need funktsioonid f(¢) ja g(?):

x=f(1), y=g(1).

Punkti pidev liikumine tédhendab seda, et funktsioonid
f(t) ja g(¢f) on Idigu [0,1] igas punktis pidevad. Umb-
kaudselt rdédkides, kui ¢/ muutub veidi, siis peavad natuke
muutuma ka funktsioonid f(¢) ja g(¢). Tdpsemalt, kui
ty..., ty, ... ldhenevad mingile viartusele ¢, (lim ¢,=¢),
siis kehtivad vordused n= oo

lim [ (¢,) =[ (1)
n— co

ja
lim g(¢,) =g (?).

=00

Jordani definitsioon oli iisna hidsti onnestunud. Selgus,
et koik jooned, millega matemaatikud tol ajal tegelesid,
~olid koverad Jordani mottes ehk, nagu Geldakse, nad olid
~Jordani koverad. Votame néditeks ringjoone raadiusega 1.
- Selle pikkus on 2n. Selleks et punkt jouaks iihe ajaiihiku

jooksul ringjoone 1dbi kéia, peab ta liikuma kiirusega 2m,
sest aja ¢ jooksul kdib ta dra kaare 2m¢. Jooniselt 24 on
ndha, et punkti koordinaadid ajamomendil { on mééra-
tud vorranditega

X=cos 2xt,
y=sin 2nt.

- Neid kaht vorrandit nimetatakse ringjoone parameetrilis-
teks vorranditeks. Joonisel 31 kujutatud kovera (seda
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Joon. 30. Joon. 31.

nimetatakse astroidiks) parameetrilised vorrandid on |
jargmise kujuga:

x—cos Int:
y=sin® 2xt.
Jordani joonteks voivad olla ka mitmest kdoverast koos-
nevad jooned. Votame nditeks poolringi kontuuri, mis

koosneb poolringist raadiusega 1 ja diameetrist (joon.
32). Liikuv punkt kéib poole ajaiihiku jooksul &ra pool

g\

Joon. 32.

2
e g

Z

ringjoont ja teise poole ajaithiku jooksul diameetri. Meile
on juba teada punkti koordinaatide vorrandid sel ajal,
kui ta ringjoont modda liigub. Moéoda diameetrit litku-
des jadb y vordseks nulliga ja x muutub —1 kuni 1.

pvle .o . Y] - |
Saame kontuuri jaoks jargmised parameetrilised vorran-
|

did:
96



{cos 2nt, kui <t 71_’
= 2

41—3, kui %<t<l;

sin 2at, kui 0</< %

y= 1
0, kui 5</<I.

Teoreem on ilmne, aga téesfust ei ole

Kasutades enda loodud kovera moistet suutis Jordan
tipsustada sellesama, matemaatilise analiiiisi Opikutest
voetud lause motet, millest me juba radkisime: «Piiraku
kinnine kover I' piirkonda G.» Kinnine Jordani kover on
selline kover, mis f=1 korral satub samasse punkti, kus
ta oli £=0 puhul. Kui sealjuures erinevatele, 0- ja 1-vahe- .
listele ajamomentidele #, ja {, vastavad erinevad kovera
punktid, siis ei 16iku see kover iseendaga.

Jordan toestas jargmise teoreemi.

Kinnine Jordani kover I', mil pole iseendaga loikumis-
punkte, jaotab kogu tasandi kaheks osaks. Kaht punkti,
mis kuuluvad samasse ossa, on voimalik omavahel {ihen-
dada murdjoonega, mis ei loika koverat T', kuid erineva-
tesse osadesse kuuluvaid punkte pole voimalik ithendada
niisuguse murdjoonega, iga neid ithendav murdjoon 16i-

kab koverat T' (joon. 33).

oD

Joon. 33. Joon. 34.
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Teoreem tundub tédiesti ilmne olevat. Kuid selle toesta-
miseks ldks siiski vaja védga tdpseid mottekidike. Isegi
juhul, kui joon I' on suletud hulknurk, jddb toestus viga |
keeruliseks. Katsuge otsekohe iitelda, kas saab joonisel
34 punkte A ja B iithendada niisuguse murdjoonega, mis
ei loiku kontuuriga T. 3

Kaht osa, milleks kinnine Jordani kover tasandi jao-
tab, nimetatakse selle joonega piiratud sise- ja vélispiir- |
kondadeks. Jarelikult omandab kinnise joonega piiratud
piirkonna moiste tdpse tdhenduse.

Kéver ldbib koiki ruudu punkie

Kui Jordan koverale definitsiooni andis, siis paistis |
algul, et eesmark on saavutatud, et kdes on joone moiste |
range definitsioon, mis ei ole rajatud silmanédhtavusele. |
- Kuid varsti selgus, et asi polnud nii — Jordani deflinit- |
sioon ei hélmanud mitte iiksnes tavalised jooned, vaid |
sellisedki kujundid, mida keegi joonteks ei oleks nimeta- |
nud. Igalt pooll okkaliste joontega oleks matemaatikud |
mingil moel leppinud. Kuid ruutu jooneks nimetada — |
seda ei soandanud keegi. Ent selgus, et nii ruut kui ka
kolmnurk (mitte kolmnurga {imbermoot, vaid kolmnurk
ise koigi oma sisepunktidega) ja ring on Jordani mottes
jooned. Selle toestas Itaalia matemaatik Peano.

Me juba rddkisime, et Cantor seadis sirgloigu ja ruudu
punktid iiksiihesesse vastavusse, see tahendab, ta naiitas,
et sirgloigus on tédpselt niisama palju punkte kui ruu-
duski. Vastavus ei olnud pidev. Kui punkt modda sirg-
loiku liikus, siis temale vastav ruudu punkt ei roomanud |
nagu sitikas, vaid hiippas nagu kirp. Toepoolest, votame
sirgloigul punktid

0,50000000. . . 0,499999990000000 . . .

Need punktid on iisna {iksteise ldhedal. Kuid neile vasta-
vad punktid ruudus on {iksteisest kaugel, sest esimesele
punktile vastab punkt (0,50000..., 0,0000...), mis aset- |
seb ruudu allddrel, teisele punkt (0,4999000. ..,
0,9999000...), mis asub ruudu iilemisel #drel. Kui
me hakkame suurendama teise punkti iiheksate arvu ja |
lahendame seda esimesele, siis vastavad ruudu punktid ei
motlegi iiksteisele ldheneda.
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Jarelikult, kuigi Cantor seadis loigu koik punktid
ruudu punktidega iiksithesesse vastavusse, ometi ei aset-
senud 1oigul pidevalt iiksteisele jargnevatele punktidele
vastavad ruudu punktid pidevalt iiksteise korval. Jareli-
kult ei andnud see Jordani koverat. Peanol oOnnestus
konstrueerida teistsugune sirgloigu punktide hulga {ile-
kanne ruudu punktide hulgale, nonda et sirgloigu naaber-
punktidele olid vastavaks seatud need punktid, mis olid
ka ruudul naabruses. Teiste sonadega, Peano suutis konst-
rueerida koverjoone (Jordani mottes), mis ldks 1dbi ruudu
koikidest punktidest!

e [
[ |
ﬁ
L 3 id ‘L 3 3
A ‘ & ol £ A £
a b &
Joen. 35.

Muidugi moista ei saa me Peano koverat iiles joonis-
tada, voime ainult abstraktsionistlikku kunstnikku matki-
des joonistada musta ruudu. Kuid sellest ruudust ei ole ju
ikka voimalik aru saada, kust algab kover ja kus ta 16peb,
mismoodi ta ruudu 1dbi kiib. Sellepdrast ei votagi me
eeskuju abstraktsionistidest, vaid fiilisik Perrinist, ja kuju-
tame liikuva punkti asukohta sirgloikudega. Mida véiikse-
maks jddvad ajavahemikud {iksikute «vaatluste» vahel,
seda tdpsemalt kujutab saadud murdjoon Peano koverat.

Algul miérgime liikuva punkti asukoha iga %sekundi
jérel. Teiste sonadega, margime dra punkti asukoha liiku-

mise algul, siis i sekundi parast, 3 sekundi pérast,
% sekundi pédrast ja liikumise 10pul. Saame viis punkti.
Uhendame need ja saame joone ABCDE, mis on kujuta-
tud joonisel 35, a.

Muidugi ei 1dbi see joon koiki ruudu punkte. Kuid me
vihendame vaatlustevahelisi ajavahemikke ja mairgime
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punkti asukoha iiles iga l—l2 sekundi jérel. Joon muutub veel

sakilisemaks, murdumiskohtade arv suureneb ja joon
omandab sellise kuju, nagu nédidatud joonisel 35, b. Kui
hakkame liikuva punkti asukohta veel tihedamini {iles
markima, siis saame uue joone, mis on kujutatud joonisel
35, c. Ndeme, et joon tdidab ruutu aina tihedamalt, ldheb
igale tema punktile aina ldhemale. Piirjuhul, kui me jil-
gime liikuvat punkti vahetpidamata, saame joone, mis
laheb labi eranditult koikidest ruudu punktidest.

Tuleb maérkida, et kui Peano sai Cantoriga vorreldes
selle eelise, et joon on pidev, siis kaotas ta teises asjas:
tema joon ei voOimalda enam sirgloigu iiksiihest
kujutamist ruudul. Monda ruudu punkti 1dbib ta
mitu korda. Pérast toestati, et pole voimalik séilitada
iiheaegselt molemaid tingimusi — nii pidevust kui ka
iiksithest vastavust: pole olemas Jordani koverat, mis
ldheks igast ruudu punktist 1dbi tdpselt iiks kord! 4

Koik oli varemetes

Raske on sonadega edasi anda moju, mida matemaati-
kute maailmale avaldasid Peano tulemused. Tundus,
nagu oleks koik kokku varisenud, nagu oleks kodige pohi-
lisemad matemaatilised maératlused kaotanud igasuguse
motte, polnud ndha vahet joone ja pinna, pinna ja keha
vahel (ei teatud veel, et sirgloiku ja ruutu pole voimalik
pidevasse {iksiihesesse vastavusse seada). Kuulus prant-
suse matemaatik Henri Poincaré hiiiidis kibedusega:

«Kuidas vois intuitsioon meid seevorra pettal!»

Oli selge, et Jordani antud kovera definitsioon polnud
puudusteta. Uhest kiiljest oli see liiga lai: selle alla
mahub ka Peano kover. Aga teiselt poolt oli ta liiga kit-
sas: mddratluse alla ei mahu mitte koik kujundid, mida
me intuitiivselt tahaksime joonteks pidada. Naiiteks joo-
nisel 24 kujutatud joon (ringjoon tema peale maihitud
spiraaliga) ei olnud enam Jordani kover. Jordani definit-
sioonil avastati veel teine, siigavamal peituv puudus —
selles polnud juttu ju mitte iiksnes koverast, vaid ka sel-
lest, missuguses tempos ja kuidas liigub tema punkt.
Kujutlege naiteks jooksjat, kes ringi esimese poole jook-
seb 1dbi veerand minutiga, siis vésib ning ringi teise
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poole kdib kolmveerand minutiga. Selge, et sel juhul
saame hoopis teised parameetrilised vorrandid kui 1k. 96.

Kuid ringjoone labimiseks on punktil ju hulk viise,
kord ta liikumine vo6ib kiireneda, kord jélle aeglustuda.
Sellepédrast tulevad iihe ja sellesama ringi jaoks erisugu-
sed parameetrilised vorrandid ning viga raske on tai-
bata, et vorrandid

1—1¢2

il 0 7y
AL i
A

madravad dra sellesama ringi, mis vorrandid

X =c0s 3al, }
y=sin 2mut.

Ja keerukamad koverad voivad kergesti péris dra kohu-
tada. Votame néiteks kahelehelise roosi. Selle kovera voib
14bi kdia nonda, nagu naidatud joonisel 36, a, kuid vdib
ka ndonda, nagu joonisel 36, b. Jordani vaatekohalt saame
tdiesti erinevad koverad, kuid ega koverat ei muuda see,
mispidi teda tommatakse — kover ise jddb ju endiseks.

Joon. 36.

Jillegi tekkis kiisimus, mis asi on siiski joon ja mille
poolest ta erineb pinnast. Sellele kiisimusele vastamine
oli iihenduses Cantori iildiste uurimistega geomeetria-
kujundite alal.

101



Kuidas tehakse kujusid!

Kui Cantor oli hulgateooria valmis saanud, asus ta
uurima, mis on geomeetriakujund. Koige iildisem vastus
oli: geomeetriakujund on igasugune ruumipunktide hulk.
Kui see hulk asetseb tasandil, siis saadakse tasandiline
kujund. Kuid selline vastus oli liiga iildine — «kujundi-
tel» selles tdhenduses pole peaaegu mingeid kiillalt huvi-
tavaid omadusi. Niisuguste kujundite geomeetrias pole
peaaegu iildse teoreeme.

Sellepdrast oli esmajoones vaja piiritleda uuritavate
hulkade kogumikud, eraldada neist need, mis on oma-
duste poolest tavalistele geomeetriakujunditele koige
lahemal.

Selleks et niisugust kujundite klassi eraldada, selgi-
tame, missugused iihised omadused on tavalistel kujundi-
tel, niisugustel, nagu ruut, ring, sirgloik, astroid jne.
Selgub, et koiki neid kujundeid voib saada iihesuguse
menetluse abil.

Rédgitakse, et kui kuulsa skulptori Rodini kiest kiisiti,
kuidas ta oma suurepdraseid kujusid teeb, siis olevat ta
vastanud: «Ma votan marmorpanga ja raiun tema kiiljest
dra koik, mis on iileliigne.»

Joon. 37.

Samasugusel viisil voib saada igasuguse piiritletud
tasandilise geomeetriakujundi: tuleb votta mingi ruut,
milles see kujund asetseb, ja siis loigata iilearune &ra.
Loigata ei tohi mitte korraga, vaid jark-jargult, ringi-
kujuliste tiikikeste haaval. Sealjuures ring ise heidetakse
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korvale, kuid ringi piir, ringjoon jdetakse kujundisse
alles.

Esimesel pilgul voiks arvata, et sel viisil saab teha
ainult niisuguseid kujundeid nagu joonisel 37. Kuid asi
on selles, et dra ei loigata mitte {iks ega kaks ringi, vaid
loenduv hulk ringe, ning loenduva hulga viljaloigete abil
voib saada igasuguse kujundi. Selleks tuleb teha jarg-
mist: votta koik ringid, millel molemad keskpunkti koor-
dinaadid ja raadius on ratsionaalsed. Lk-1 46 oleva
teoreemi pohjal on niisuguste ringide hulk loenduv. Niiiid
heidame tasandilt vdlja koik need ringid, mis kuuluvad
eespool nimetatute hulka, kuid mille sees pole iihtki otsi-
tava kujundi punkti. '

Selge, ‘et pidrast seda jaib alles ainult kujund ise ning
eemaldatud ringide arv pole suurem loenduvast hulgast.

Muide, pole sugugi vaja tingimata ringe eemaldada.
Ringide asemel voib eemaldada ruutusid, ristkiilikuid,
ellipseid, kusjuures silmas tuleb pidada ainult iht —
sisemised punktid heidetakse &ra, rajapunktid jddvad.

Kontiinuumid

Selgub, et peale tavaliste geomeetriakujundite voib
loenduva hulga ringide (ruutude jne.) eemaldamise abil
saada ka teistsuguseid hulkasid, mis pole just eriti sarna-
sed tavaliste kujunditega, kuid millel on siiski palju huvi-
tavaid omadusi. Nditeks Sierpinski vaip, millest me juba
korduvalt radkisime, saadakse just sel viisil: tihikruudust
eemaldatakse fiiksteise jarel véikesed ruudukesed, kus-
juures nende kiiljed jadvad alles.

Kuid korvaleheitmise teel vo0ib saada ka niisuguseid
«kujundeid», mis pole enam iihest tiikist. Nditeks kui vélja
votta «ristid»*, nii nagu joonisel 38, siis saame 16puks
hulga, milles ei ole {ihtki tervet tiikki (niisuguse hulga
kohta Geldakse, et see on tdielikult mittesidus). Sellepa-
rast piirame seda menetlust tingimusega, et iga kord
pédrast eemaldamist peab jédrele jddma iihest tiikist koos-
nev hulk. Siis jddb ka pdrast koiki eemaldamisi jarele
iihest titkist koosnev hulk (see tdhendab, sidus hulk, nagu

* Sealjuures eemaldatakse koos iga ristiga ka tema otsavahemi-
kud, néditeks vahemikud AB, CD, EF, GH.
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matemaatikud {itlevad). Peale selle on saadud hulk
tokestatud, s. t. ta asetseb tervenisti mingis ruudus.

Hulki F, mis tdidavad neid kolme tingimust, see tdhen-
dab, niisuguseid hulki, kus:

1) hulk F saadakse ruudust loenduva hulga ringide
(ruutude jne.) eemaldamisega, kusjuures eemaldatud
ringide (ruutude jne.) rajajooned alles jdivad;

2) hulk F koosneb iihest tiikist (on sidus);

3) hulk F on tokestatud,
nimetaski Cantor kontiinuumideks (tuletame meelde, et
ladina keeles tdhendab continuum pidev). Just kontii-
nuumid osutusidki koige {ildisemateks hulkadeks, mille
omadused on vaga ldhedased tavaliste geomeetriakujun-
dite omadustele.

Cantori jooned

Niiiid oleme juba valmis vastama kiisimusele, mis on
tasajoon. Et tasajooned peavad olema geomeetriakujun-
did, siis on selge, et neid tuleb otsida kontiinuumide hul-
gast. Ent ka ring ja ruut on kontiinuumid, kuid neid
kujundeid ei saa kuidagi joonteks nimetada. Selleparast
tuleb lisada veel mingi tingimus, mis niisugused kujun-
did vilja jataks.
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Peame silmas, et nii ring kui ruut sisaldavad «terveid»
tasanditiikke. Kuid joon ei sisalda terveid tasanditiikke;
iikskoik kui vdikese ruudu me votame, ikka leidub seal
punkte, mis ei kuulu joone sisse (joonis 39). See ongi
vajalik lisatingimus: Canfori mottes nimelatakse tasa-
jooneks tasandil asetsevat kontiinuumi, mis ei tdida iithtki
tasandi tiikki tervenisti (s. o. niisugust kontiinuumi,
~ mille puhul igasse ruutu jddvad punktid, mis ei kuulu sel-
lesse joonesse).

Niiteks kolmnurga kontuur, ringjoon, neljaleheline
roos — need koik on jooned. Ka Sierpinski vaip on joon.
Teda konstrueerides tegime augud sisse koikidele jagami-
sel saadud ruutudele ning sellepérast ei sisalda ta iihtki

Y

- :

Joon. 39. Joon. 40.

8Y

tervet tasanditiikki. Ka ringjoon koos tema iimber mds-
situd spiraaliga on. Cantori joon. Samuti saehammasjoon
joonisel 40 koos ordinaattelje 16iguga [0,1]. Uldse koik
jooned, mis on jooned silmandhtava, naiivse arusaamise
jargi, on jooned ka Cantori mottes. Ent kujundid, mis
sisaldavad kas voi iihegi terve tasanditiiki, ei kuulu Can-
tori joonte hulka.

Kuid ka Cantori joonte hulgas on niisuguseid, mille
omadused hoopis erinevad tavalisie joonte omadustest.
Jargnevalt rddgime monest sellisest.
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Kas joone pindala véib nullist erineda?l

Muidugi, péarast seda kui lugeja tutvus joontega, mis
ldhevad l4bi ruudu koikide punktide, voib oodata iikskoik
mida. Aga siiski, kas joonel voib olla pindala? Eks delnud
juba Eukleides, et joon — see on pikkus ilma laiuseta.
Aga kuidas seal, kus pole laiust, saab tekkida pindala?
Ning ka Cantori joone definitsioonis on Oeldud, et ta ei
sisalda iihtki tervet tasanditiikki. Kust saab siis sel
juhul tekkida pindala? Kuid adrge kiirustage 16pliku vas-
tusega.

Enne kiisimuse uurimist tuleb kokku leppida tarvitata-
vate sonade tédpse tdhenduse suhtes. Mida tdhendavad
sonad «joonel on nullpindala» voi «joonel on mittenull-
pindala»? Votame koige tavalisema joone — sirgloigu.
Selle laius vordub nulliga ja jarelikult on' voimalik sirg-
loiku paigutada iikskoik kui védikese pindalaga ristkiiliku
sisse, selleks tuleb ainult ristkiiliku laius votta kiillalda-
selt vdike. Tépselt samuti on ka ringjoont voimalik pai-
gutada iikskoik kui vdikese pindalaga hulknurga sisse.
Selleks luleb -tema sisse joonistada vdga suure kiilgede
arvuga korrapédrane hulknurk ja imber analoogiline hulk-
nurk. Nende kahe hulknurgaga piiratud piirkenna pindala
saab teha viga vdikeseks (seda véiksemaks, mida roh-
kem on hulknurkadel kiilgi), ringjoon aga paikneb terve-
nisti selles piirkonnas (joonis 41).

Niiiid on juba selge, mida tihendab vdide — joonel on

Joon. 41.
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nullpindala. See tdhendab, et iikskoik kui véikese posi-
tiivse arvu & me 'ka ei votaks, ikkagi leidub hulknurkne
piirkond, mis sisaldab joont ja on niisugune, et tema
pindala on vdiksem kui e. Kui me aga niisugust piir-
konda ei leia, siis joone pindala ei vordu nulliga.

~ Et see madratlus selgemaks saaks, ei rakenda me seda
mitte niisugustele lihtsatele joontele, nagu sirgléik voi
ringjoon, vaid keerulisematele. Uks koige keerulisemaid
jooni on muidugi Sierpinski vaip. Leiame tema pinna
suuruse. Selleks tuletame meelde, et kogu ruudu pindala

oli 1. Esimesel sammul eemaldasime keskmise ruudu,
1

mille pindala oli g Tulemuseks oli hulknurkne piirkond
pindalagag. Teisel sammul eemaldasime 8 vidiksemat

ruutu, igaiiks pindalagas—ll. Jéarele jdi hulknurkne piir-
kond pindalaga

8 64 8\ 2
—~8—l ::8—1_:: (§) .
Niitid on juba selge, et pdrast kolmandat sammu jiab
3
jarele hulknurkne piirkond pindalaga (g) , siis pindalaga

Ol oo

(g)4jne. Aga kui votta iikskoik missugune lihtmurd ja tosta

ta ikka suuremasse astmesse, siis piiril saame nulli: kui
0<g<1, siis

lim g"=0.
n—> oo
Sealhulgas ka lim (g)"=0. Kuid piiri moiste definitsiooni

n— o0
pohjal tihendab see seda, et iga >0 jaoks leidub niisu-

gune n, mille puhul (g)"<e. Jarelikult saame pérast n

sammu hulknurkse piirkonna, mille pindala on viiksem
kui e. Kuid see piirkond katab tervenisti Sierpinski vaiba.
Tuleb vélja, et Sierpinski vaiba pindala vordub nulliga.
Paistab, nagu oleks Eukleidese definitsioon saavutanud
taieliku triumfi. Isegi niisuguse keerulise joone puhul
nagu Sierpinski vaip on joone pindala null. Kuid triumfee-
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rimine oleks enneaegne. Midagi ei sundinud ju meid vélja
votma nii suuri titkke. Oleme kokkuhoidlikumad ja jagame
rundu mitte 9, vaid 25-ks vordseks osaks (s. t. jagame
ruudu kiilje viieks). Votame vilja keskmise ruuduosa,

mille pindala on ilmselt ,}5 Niiiid tahab lugeja arvata-

vasti jagada koik 24 jédrelejddnud ruutu jille 25 osaks ja
ecmaldada neist keskmised osad. Kuid see poleks jillegi
kokkuhoidlik. Selle asemel votame eemaldatud ruutu pii-
ravad loigud ja pikendame neid kuni loikumiseni suure
ruudu kiilgedega. Saame neli ruutu (nurkades) ja neli
ristkiilikut. Igasse ruutu ja igasse ristkiilikusse tombame

ristid laiusega 2—15 ja eemaldame ristide keskosad (joo-

nis 42). Iga niisuguse keskosa pindala on 6% ning koi-

s ot
PR Y
T N e
.__J_i__ \\\ e Joon. 42.
1 T 1
Bl

S

kide teisel sammul eemaldatud ruudukeste pindala on

kokku 6_35‘ Kolmandal sammul eemaldame analoogiliselt

64 ruudukest kogupindalaga %::l—fé—s jne. Nagu néha,
moodustavad eemaldatavate ruudukeste pindalad geo-

meetrilise progressiooni

1 8 64
£ Ui ol 8 10
25+25? : 253+ ol
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mille tegur on %. Selle progressiooni summa on ainult
. Mis see tdhendab? See tdhendab, et iga sammu puhul

on ]are]e]aanud pinna suurus ikka vahemalt . Jadki ei
saa katta iihegi hulknurkse piirkonnaga, mllle pindala
oleks viiksem kui i—g. Kuid see jddk nagu Sierpinski

vaipki on joon (Cantori mottes) — tema konstrueerimi-
sel tegime augud sisse igale ristkiilikule ning ei jatnud
alles iihtki tervet ristkiilikut.

Jérelikult saab kujundil, mis on (Cantori mottes) joon,
olla nullist erinev pindala!

fima pindalata piirkonnad

Siiski ei ole eespool vaadeldud nédide péris veenev:
saadud joon koosneb igal pool iseendaga loikumisel tek-
kinud punktidest ega timbritse mingit piirkonda. Seepé-
rast tekib kiisimus — kas voib «<heal» koveral, millel pole
Ioikepunkte iseendaga (s. t. kinnisel Jordani koveral, mis
iseendaga ei loiku), olla nullist ermev pindala? Selgub
et voib kiill!

Niisuguse kovera konstrueerimiseks muudame veidi
konstrueerimisviisi. Algul konstrueerime hulga, milles ei
puudu mitte iiksnes terve tasanditiikk, vaid kus pole ka
tihtki tervet joonetiikki, kuid mille pindala siiski ei vordu

o 'f; L %’ I, /é L
a n

Joon. 43. %///////
2

I /? S/
A 1
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nulliga. Selleks tuleb eemaldada niihdsti keskmised ruu-
dukesed kui ka terved ristid, nagu on ndidatud joo-
nisel 43. Sealjuures valime ristide suuruse sel kombel,

et esimese eemaldatud risti pindala oleks 585 , teisel sam-

L1 3 64 8\2
mul eemaldatud rxsstlde kogupindala 6_2_5:(2_5) , kolman-
dal sammul — (;) jne. Siis tuleb eemaldatud ristide iild-

o ¥ ‘ a8 82 8\3
pinnaks geomeetrilise progressiooni é—5+ (55) + (%) s
summa, s. t. %. Kuid see on viiksem kui kogu ruudu

pindala. Nii et {ile jddb veel % kogu ruudu pindalast.

Jadgi konstrueerimiseks eemaldasime terved ristid ja 16i-
kusime ruutu halastamatult. Selle jddgi {ihtki punktide-
paari ei saa joonega iihendada, isegi mitte joonega Can-
tori mottes. Jddgi punktide vahel pole mingit ithendust.
Jadk on tédielikult mittesidus hulk, nagu {itlevad mate-
maatikud. Kuid pindala on sel hulgal, mis ei sisalda ei
tervet tasanditiikki ega kovera kaart, nullist erinev; seda
hulka ei saa katta iihegi hulknurkse piirkonnaga, mille

pindala oleks vdiksem kui 7

Niiiid on juba kerge konstrueerida moni iseendaga mit-
teloikuv kinnine kover, mille pindala ei vordu nulliga.
Selleks tuleb saadud punktid ithendada tdpselt samal vii-
sil, nagu me tombasime kovera 1dbi ruudu iga punkti.
Selle tottu, et me igal sammul eemaldasime terved ristid,
ei 10iku saadud joon iseendaga (selle poolest ta erinebki
Peano koverast). Ent ta ldheb ldbi koikidest punktidest

hulgas, mille pindala on vdhemalt -

7 1a sellepdrast on

saadud joone pindala vdhemalt 127—.

Niiiid on juba holpus konstrueerida piirkond, mil puu-
dub pindala. Selleks tuleb saadud kovera punktid A ja B
omavahel iihendada iikskoik missuguse joonega, néiteks
poolringiga. Siis piirab saadud joon I' mingit piirkonda
G. Kui suur on selle piirkonna pindala? Vastused tule-
vad erinevad olenevalt sellest, kas votame arvesse selle
piirkonna raja voi ei, sest rajal endal on pindala, mille

suurus on vihemalt 127' Selge, et meie piirkonnal pole
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tavalist pindala. Niisuguseid piirkondi, millel pole tava-
list pindala, nimetatakse matemaatikas mittekvadreeru-
vateks piirkondadeks.

Ootamatud ndited

Arvatavasti olid matemaatikud péarast Peano koverate
avastamist kindlad, et tunnevad juba koiki kummaliste
funkisioonide ja joonte maailma «imeloomi». Kuid hil-
jemgi pettis geomeetriline intuitsioon neid korduvalt.
Kuivord erinevad on Cantori joonte omadused tavaliste
joonte omadustest, seda nditab koige selgemini jargmine
lugu.

XX sajandi algul avaldas tuntud matemaatik Schoen-
flies sarja toid, mis késitlesid koverate, piirkondade
rajade jne. mitmesuguseid omadusi. Sealjuures toetus
Schoenflies sageli «geomeetrilisele silmandhtavuseles.
Kuid mone aasta pérast, 1910. a., ilmus noore hollandi
matemaatiku Brouweri lithike artikkel (ainult 12 lehe-
kiilge). Selles olid moningad iillatavad ndited, millest
jargnes, et Schoenfiliesi {ihed tulemused olid lihtsalt valed
ja teised, kuigi oiged, ei olnud rangelt toestatud. Toepoo-
lest, «geomeetriline silmandhtavus» mangis Schoen(liesile
halva nalja!

Et nédidata, missugused «silmandhtavad» viited vale-
deks osutusid, toome moned Brouweri ndited (kasutame
sealjuures hiljem saadud lihtsustusi).

Brouwer konstrueeris tokestatud piirkonna, milleraja ei

Joon. 44.
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olnud kontiinuum. Selleks vottis ta «pudeli» ja hakkas
selle kaela vilja venitama ning ringile peale mihkima
(joon. 44). Niiviisi sai ta piirkonna, mille rajaks oli kaks
spiraali ja «pudel». Kuid see raja ei ole kontiinuum; kon-
tiinuumi saamiseks tuleb spiraalidele lisada ring, mille
peale nad maéhitakse.

Piirkonnad ja rajad *

Et me juba hakkasime rdidkima piirkondadest ja raja-
dest, siis tdpsustame neid moisteid. Ilmselt ei olnud Jor-
dani antud joone definitsioon kuigi onnestunud ja selle-
parast tuleb anda ka uus piirkonna definitsioon.

Nimetame tasandil lahtiseks hulgaks iga hulka, mis
kujutab endast drajdetud rajadega ringide summat. Muide,
igasuguse tasandilise kontiinuumini viiv tdiend on lah-
tine tasandiline hulk. Koik tavalised tasandilised piir-
konnad (ringi, ruudu, kolmnurga jne. sisemus) on lahti-
sed hulgad (tasandil). Peale selle on nad sidusad: nende
iga kahe punkti vahele saab ilma sellest piirkonnast vélja
minemata tommata murdjoone. Niisugused omadused
méadravadki tasandilise piirkonna.

Tasandiliseks piirkonnaks nimetatakse tasandi punk-
tide niisugust sidusat hulka, mis kujutab endast drajde-
tud rajadega ringide summat.

Sealjuures voib ringide hulk olla suvaline, kuid saab

Joon. 45 ‘ Joon. 46.

112



toestada, et iga piirkonna voib koostada ringide loendu-
vast hulgast.

Arajdetud rajaga ringi nimetatakse ringi keskpunkti a
iimbruseks. Muidugi moista on igal punktil l16pmata palju
timbrusi.

Tasandil asetsevat punkti @ nimetatakse piirkonna G
rajapunktiks siis, kui punkti a igas imbruses on nii piir-
konna G punktid kui ka temasse mittekuuluvad punktid
(joon. 45).

Téaiesti analoogiliselt defineeritakse lahtisi hulki, piir-
kondi ja piirkondade rajapunkte ruumis. Vahe on ainult
selles, et drajdetud rajaga ringide asemel voetakse é&ra-
jdetud rajasfairiga kerad.

Punkti iimbruse moiste korval (tasandil voi ruumis)
ldheb meil vaja veel mingisse hulka A kuuluva punkti
suhtelise iimbruse moistet. Nonda nimetatakse seda

Joon. 47.

O

timbruspunktide hulka, mis kuulub hulka A, s. t. selle
punkti tavalise iimbruse iihisosa hulgaga A. Niiteks kui
joonisel 46 kujutatud joon on hulk A ja G — punkti a
timbrus, siis selle punkti suhteliseks iimbruseks on joon-
16ik punktist & kuni punktini ¢. Kui hulk A koosneb
mitmest punktist, siis on igal tema punktil suhteline {imb-
rus, mis koosneb ainult sellest punktist. Sel juhul tuleb
suhtelise {imbruse saamiseks votta hulka A kuuluva punkti
tavaline iimbrus, kus pole teisi hulka A kuuluvaid
punkte (joon. 47).
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Suured irrigatsiooniiood

Niiiid rddgime teisest, veel iillatavamast Brouweri too-
dud néitest. Joonistame mingi maa ja temaga piirnevate
maade kaardi. Peaaegu iga punkt selle maa piiris kuulub
ainult kahele maale: vaadeldavale maale ja iihele tema
naabritest. Sellepidrast seisavad piiri igas punktis kaks
piirivalvurit — iiks vaadeldava maa poolt ja teine naa-
bermaalt. Kaardil on olemas moningad punktid, kus kolm
maad kokku puutuvad (joon. 48). Niisugustes punktides
seisab juba kolm piirivalvurit. Kuid neid punkte on kaar-
dil ainult 1oplik arv ning tundub tédiesti ilmne olevat, et
nad ei saa tdita kogu maa piiri, see tdhendab, ei saa olla
kolme piirkonda (kolme maad), millel on iiks ja seesama
tthine piir. Teiste sonadega, tundub ilmne, et kolme eri-
neva maa piirivalvurid ei saa olla piiri igas punktis.

Joon. 48.

m

Kuid Brouwer konstrueeris niisugused kolm piirkonda.
Et tema néitest aru saada, oletame, et ookeanis on saar,
millel on kaks mageda veega jdrve. Ainult et iihes jarves
on vesi kiilm ja teises soe. Niiiid teeme jdrgmised irri-
gatsioonitood. Esimese ‘pdeva jooksul kaevame kanalid
ookeanist ja molemast jdrvest niimoodi, et iga kanal
oleks «umbne» (s. t. kujutaks endast ainult vastava vee-
kogu lahte), et need kanalid ei voolaks kuskil iiksteise
sisse ja et iga kuivamaa punkti kaugus ookeaniveest
ning ka molema jarve veest oleks vdiksem kui {iks kilo-
meeter (joon. 49).

Jirgmise poole pdeva jooksul jatkame neid kanaleid
nonda, et nad jddksid endiselt «umbseks» ega voolaks
iiksteise sisse, kuid kuivamaa iga punkti kaugus koikidest .
nendest kanalitest oleks vaiksem kui pool kilomeetrit. Mui-
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Joon. 49.

dugi peavad kanalid olema seejuures endistest kitsamad.
Jargmise veerand pédeva jooksul pikendatakse kanaleid
nonda, et iga kuivamaa punkt jadb igast kanalist vihem
kui veerand kilomeetri kaugusele jne. Iga sammuga muu-
tuvad kanalid ikka kddnulisemaks ja kitsamaks. Kahe
pdeva parast on kogu saar tdis kolme kanalit ja muutub
seega Cantori jooneks. Kui seista selle joone mones
punktis, siis saab soovi jargi votta kas soolast, sooja
magedat voi killma magedat vett. Sealjuures ei tohi veed
iiksteisega seguneda. Kui me ookeani ja jdrvede asemel
oleksime votnud kolm riiki, siis oleksime saanud niisu-
guse kummalise olukorra, millest me algul rdakisime —
igasse piiripunkti voib panna kolm piirivalvurit, ithe iga
riigi poolt.

«Mittedissertaabel» teema

Me juba réddkisime, et Cantori definitsioonil oli iiks
puudus — see ei kolvanud iildse ruumiliste koverate
jaoks. Aga seda, mis asi on ruumis olev pind, ei teadnud

keegi. 1921. aasta suvel tegi Moskva iilikooli professor
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Dmitri Fjodorovits Jegorov oma kahekiimne kolme aastasele
opilasele Pavel Samuilovit$ Urossonile iilesandeks vilja sel-
gitada, mis asi on ruumiline kover ja ruumis olev pind
(nagu ndha, motles ta rohkem probleemi matemaatilisest
tdhtsusest kui, nagu niiiid vahel Geldakse, teema «disser-
taablusest» — iilesanne oli iiks koige raskemaid!).

Varsti sai Urosson aru, et Jegorcvi iilesanne on ainult
erijuhus {ildisemast probleemist: mis asi on geomeetria-
kujundi dimensioonilisus, s. t. mitu dimensiooni tal on,
miks peab iitlema, et joonldigul voi ringjoonel on iiks
dimensioon, ruudul kaks dimensiooni ja kuubil voi keral
kolm dimensiooni. Kuulame, mida iitleb selle P. S. Uros-
soni eluperioodi kohta tema ldhedane sober, kes oli tol
ajal samasugune noor aspirant, niiiid aga akadeemik ja
Moskva matemaatikaiihingu aupresident — Pavel Serge-
jevits Aleksandrov:

«Terve 1921. aasta suvi kulus pingutavatele katsetele
leida (dimensioonilisuse) «toeline» definitsioon, kusjuu-
res P. S. ldks iihe variandi juurest teise juurde, konst-
rueeris kogu aeg nditeid, mis demonstreerisid, miks see
voi teine variant tuli korvale jatta. See oli kaks kuud
toepoolest koikehaaravaid motisklusi. Viimaks édrkas P. S.
augusti 16pul ithel hommikul valmi, 16pliku ja niiiid koi-
gile hésti tuntud dimensioonilisuse induktiivse definitsioo-
niga... Samal hommikul rddkis P. S. Urdsson mulle
Kljazmas supeldes oma dimensioonilisuse maéaratlusest
ja visandas sealsamas mitmetunnilises vestluses kogu
dimensioonilisuse teooria terve rea teoreemidega, tol ajal
alles hiipoteesidega, mille kohta ei teatud veel, kust otsast
neid katte votta, ja mis hiljem jargnevate kuude jooksul
iiksteise jdrel dra toestati. Kunagi hiljem ei ole ma vot-
nud osa voi kuulanud matemaatilist vestlust, mis oleks
koosnenud nii ohtrast uute motete voolust nagu sel
augustikuu hommikul. Kogu visandatud programm teos-
tati tdielikult talvel 1921/1922. 1922. aasta kevadeks oli
kogu dimensioonilisuse teooria valmis...»

Dimensioonilisuse madératluse pohiidee seisis Urossonil
jargnevas. Selleks et osa joont iilejddnud joonest eral-
dada, piisab tavaliselt kahest v6i mitmest punktist (jooni-
sel 50 eraldatakse keskpunkti sisaldav neljalehelise roosi
osa iilejddnud roosist kaheksa punktiga). Kuid pinna osa
pole enam voimalik eraldada kogu iilejddnud pinnast
mone punktiga — selleks on tingimata vaja tervet joont;
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Joon. 50.

itkskoik kui palju punkte me pinnal votame, nendest on
alati voimalik modéda minna. Tépselt samuti eraldatakse
kolmemootmelise ruumi osa kogu iilejddnud ruumist pin-
naga.

Koike seda oli vaja veel tdpsustada: monede joonte
puhul on osa eraldamiseks vaja lopmatu hulk punkte,
kuid need punktid ei moodusta kokku mingit joont. Urds-
son suulis tdpselt formuleerida koik vajalikud definit-
sioonid. Mingis mottes tuletasid tema maératlused meelde
Eukleidese madératlusi (joone 1opp on punktid, pinna lopp
on jooned). Kuid sarnasus on umbes samasugune nagu
iirginimese oonestatud puutiive ja kaasaegse laeva vahel.

Dimensioonilisuse indukfiivne definitsioon *

Réidgime niiiid tdpsemalt, kuidas maéératietakse geo-
meetriakujundi dimensioonilisust Urdssoni jargi. Algul
selgitame vélja, mis asi on nulldimensiooniline hulk. Tiiii-
piline nulldimensiooniline hulk on niisugune hulk, mis
koosneb iihest punktist voi ddrmisel juhul loplikust arvust
punktidest. Kuid niisuguse hulga igal punktil on tiihja
rajaga suhteline iimbrus — see punkt ise (vt. joon. 47).
Just selle omaduse vottis Urdsson nulldimensioonilise
hulga definitsiooniks.

Tédpsemalt on definitsioon sonastatud jargmiselt:

Hulk F on nulldimensiooniline, kui igal tema punktil on
olemas iikskoik kui vdike tihja rajaga suhteline dmbrus.
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Tavaliselt saab hulga nulldimensioonilisust nédidata
sel teel, et konstrueeritakse igale punktile {ikskoik kui
viike tavaline iimbrus, mille raja ei sisalda iihtki hulga F
punkti (sel puhul on suhtelise iimbruse raja kindlasti
tithi). Kuid on olemas ka niisuguseid kolmedimensiooni-
lises ruumis paiknevaid nulldimensioonilisi hulki, mille
punktidele pole voimalik konstrueerida niisuguste oma-
dustega tavalisi timbrusi.

Sonad «kuitahes vdikese» on sellele definitsioonile lisa-
tud jargmisel pohjusel. Kui neid sonu ei oleks, siis voik-
sime nditeks iga ruudu jaoks votta nii suure ringi, et
kogu ruut jiddks selle ringi sisse ja iikski ruudu punkt ei
satuks ringi rajale. Ja kui definitsioonis puuduksid need
sonad, siis tuleks vélja, et ruudu dimensioonilisus vordub
nulliga, aga mitte kahega, nagu tegelikult peab olema.

Mitte iiksnes loplikud, vaid ka paljud 16pmatud hulgad
on nulldimensioonilised. Votame néiteks hulga, mis koos-

neb teljel asuvatest punktidest koordinaatidega 0, 1, %, %,
1

-« s -+ Selge, et selle hulga igal punktil on kuitahes
vaike iimbrus, mille raja ei sisalda hulga punkte. Ainuke
kaheldav punkt voiks olla 0. Ent kui votta tema {imbrus
raadiusega a, kus o on irratsionaalarv, siis ei satu iikski
hulga punktidest selle {imbruse rajale.

Nulldimensiooniline on ka sirgel asetsevate ratsionaal-
sete koordinaatidega punktide hulk Q. Selle tdoestamiseks
tuleb Q-sse kuuluva punkti a iimbruseks votta irratsio-
naalse pikkusega vahemik, mille keskpunkt asuks punk-
tis a. Nulldimensiooniline on ka Cantori hulk (vt. lk. 81)
ja hulk, mis on saadud ruudust ristide eemaldamise teel
(vt. 1k. 104), ning paljud teised hulgad.

Analoogilisel viisil saab nulldimensioonilisi hulki konst-
rueerida mitte iiksnes tasandil, vaid ka ruumis (seejuures
tuleb punkti {imbruse all moista muidugi iimbrust ruu-
mis). A

Pérast seda, kui nulldimensiooniline hulk oli defineeri-
tud, 1dks Urosson ithedimensiooniliste hulkade, s. t. joonte
juurde. Siin pole enam vdiikesi, tiihja rajaga iimbrusi (vt.
joon. 50). Kuid tavaliste joonte puhul l6ikub {imbruseraja
joon endaga ainult mones punktis. Aga loplikust arvust
punktidest koosnev hulk on nulldimensiooniline. Seda
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tdhendust {ildistades defineeris Urdsson iihedimensiooni-
lise hulga jargmisel viisil.

Hulk F on iithedimensiooniline, kui ta pole nulldimen-
siooniline, aga igal tema punktil on kuitahes viike iimb-
rus, mille raja iihishulk hulgaga F on nulldimensiooni-
line. Selgus, et mitte {iksnes koik tavalised jooned (ring-
jooned, sirgloigud, ellipsid jne.) on Urossoni jérgi iihe-
dimensioonilised, vaid ka koikidel Cantori joontel on
sama dimensioonilisus. Sellepdrast sai defineerida nii
tasandilise kui ka ruumilise joone:

jooneks nimetatakse iihedimensioonilist kontiinuumi.

Niiiid on juba selge, kuidas defineerida pindu, kolme-
dimensioonilisi kehi ja iildse igasuguse dimensioonilisu-
sega hulki. Defineerimine siinnib siin jérjekorras — algul
defineeritakse nulldimensiooniline hulk, siis iihedimen-
siooniline, siis kahedimensiooniline hulk jne. ja sellepédrast
nimetatakse Urdssoni antud dimensioonilisuse definit-
siooni induktiivseks definitsiooniks.

Tééd pole vaja mitte retsenseerida, vaid see tuleb friikkkida!

Urdsson toestas suure hulga viaga huvitavaid teoreeme,
mis olid {ihenduses tema poolt kasutusele voetud dimen-
sioonilisuse moistega. Kuid {iht, koige tdhtsamat teo-
reemi ei suutnud ta kuidagi toestada: ta ei saanud hak-
kama selle toestamisega, et koige tavalisemal kuubil on
kolm dimensiooni. Pérast pikki pingutusi leidis ta olu-
korrast suurepdrase valjapddsu sellega, et leiutas uue
dimensioonilisuse definitsiooni. Me ei hakka seda iiksik-
asjaliselt dra tooma, vaid selgitame teda lihtsate kujun-
dite abil.

Kui votta joonloik voi ringjoon, siis saab neid jaotada
kuitahes véikesteks osadeks nii, et iga punkt ei kuulu
korraga mitte rohkem kui kahele 16igule (joon. 51). Seal-
juures tuleb Ioigud votta koos nende rajadega (s. t. lopp-
punktidega). Ruutu ei saa enam nonda jaotada. Esimesel
pilgul ndib, et ruudu osadeks jagamisel tekivad alati
punktid, mis kuuluvad neljale osale korraga (joon. 52, a).
Ent kui asetada osad nii, nagu telliseid miiiiri pannakse,
siis on voimalik asi nonda seada, et {ikski punkt ei kuulu
korraga rohkem kui kolmele erinevale osale (joon. 52, b).
Téapselt samuti saab kuupi jagada viikesteks roéptahu-
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Joon. 51.

kakesteks, mille juures iga punkt ei kuulu mitte rohkem
kui neljale rooptahukale.

Just selle omaduse vottis Urdsson dimensioonilisuse
uueks mdaédratluseks. Kujundit nimetatakse n-dimensioo-
niliseks, kui teda on voimalik jagada kuitahes viikesteks
kinnisteks osadeks nonda, et iikski punkt ei kuulu n+2
erinevale osale, kuid igasuguse kiillalt vdikesteks osa-
deks jagamise puhul leiduvad punktid, mis kuuluvad n41
erinevale osale.

Sealjuures ei tohi osad, milleks kujund jaotatakse, olla
iikskoik missugused, nende tdiendid peavad olema lahti-
sed hulgad (niisuguseid osi nimetataksegi kinnisteks).

Seda dimensioonilisuse definitsiooni kasutades toestas

Joon. 52.
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Urosson, et ruudu dimensioonilisus on kaks, kuubi oma
kolm jne: Ja siis nditas ta, et see definitsioon on ekviva-
lentne esialgselt antuga.

Urossoni loodud dimensioonilisuse teooria avaldas
kogu matemaatikamaailmale siigavat muljet. Sellest raa-
gib ilmekalt jargmine juhtum. Vilismaisel komandeerin-
gul pidas Urosson oma tulemuste iile loengu Géttingenis.
Kuni faSistide voimulepddsemiseni oli Goéttingeni {ilikool
iiks tdhtsamaid matemaatikakeskusi. Pédrast loengut {itles
Gottingeni matemaatikakoolkonna kuulus juht David
Hilbert, et need tulemused on vaja avaldada ajakirjas
«Mathematische Annalen», tolle aja iiks tdhtsamaid mate-
maatikaajakirju. Mone kuu pdrast pidas UrGsson jélle
Gottingenis loengu ning Hilbert kiisis «Mathematische
Annalen» toimetaja Richard Courant’i kédest, kas Urossoni
t60 on juba avaldatud. See vastas, et t60 on retsenseeri-
misel. «Kuid ma ju iitlesin selgesti, et t66d pole vaja mitte
retsenseerida, vaid ta tuleb triikkida!» hiiiatas Hilbert.
Pérast nii iihemottelist lauset triikiti artikkel otsekohe
ara.

Kolm aastat kestis Urossoni siigavuselt ja pingelt vor-
ratu teaduslik tegevus (selle aja jooksul avaldas ta mitu-
kiimmend teaduslikku t66d). Traagiline juhus Iopetas.
varakult ta elu — 17. augustil 1924. aastal uppus ta
tormi ajal Biskaia lahes supeldes. Pdev enne surma lope-
tas ta jarjekordse teadusliku t66.

Parast P. S. Urossoni surma jéid jarele arvukad mus-
tandid ja avaldamata uurimuste visandid. Tema ldhedane
sober (ja paljude toode kaasautor) Pavel Sergejevits
Aleksandrov jattis moneks ajaks korvale oma uurimused
ning toimetas need t66d triikki. Sellega tegi ta Urossoni
uurimistulemused koikidele matemaatikutele kéattesaada-
vaks. Praegu on dimensioonilisuse teooria muutunud
aluliseks peatiikiks matemaatikas.



LOPPSONA

Lopmatutel hulkadel on kummalised omadused. Neid
tundma oOppides pidid matemaatikud oma arutlused aina
tapsemaks muutma, aina rohkem arendama matemaatilist
loogikat. Kaua aega arvati, et hulgateooria ja matemaa-
tiline loogika on abstraktsed teadused, millel pole min-
geid praktilisi rakendusi. Ent kui loodi elektronarvutid, siis
selgus, et programmeerimine on nendel masinatel rajatud
matemaatilisele loogikale, ja paljud uurimused, mis néi-
sid olevat eluvoorad, omandasid vidga suure praktilise
tdhtsuse. (Nonda juhtub teaduse ajaloos sageli. Alles
meie sajandi kolmekiimnendate aastate algul kirjutati
iihes raamatus: «Uraanil ei ole praktilist tdhtsust.»)

Ténapédeval on hulgateooria mitme matemaatikaharu
aluseks (néditeks funktsionaalanaliiiis, topoloogia, {ildine
algebra jne.). Siigavad uurimused on teoksil ka hulga-
teoorias endas. Need on iihenduses matemaatika koige
sligavamate alustega. Uurimused on ndidanud, et see
«naiivne» arusaamine hulga moistest, millest siin raama-
tus on rdidgitud, pole kaugeltki mitte alati kiillaldane, et
hulga moistet on vaja aksiomatiseerida. Kuid need t66d
ulatuvad kaugele vélja kavatsetud raamatu piiridest.




NAITED JA HARIJUTUSED

1. Hulk A koosneb neljaga jaguvatest tdisarvudest,
hulk B kiimnega jaguvatest tdisarvudest ja hulk C 75
jaguvatest tdisarvudest. Missugustest arvudest koosneb
hulk ABC?

2. Raamatukogus on raamatuid mitmesuguste teaduste
ja kunstide alalt. Tdhistame raamatukogu koigi raama-
tute hulga A-ga ja koigi matemaatika-alaste raamatute
hulga (mitte ainult selles raamatukogus) B-ga. Iseloo-
mustage hulka A—B.

3. Hulkade algebra reegleid rakendades lihtsustage
avaldis

(A+B+C)(A+B)—[A+ (B—C)A.

4. Millega vordub kardinaalarv onc—;—t\*oc?

5. Seadke {iksiithesesse vastavusse loigu {0,1] ja vahe-
miku (0,1) (s. t. loigu, mille otspunktid 0 ja 1 on &ra
- jdetud) punktid.

6. Toestage, et tasandi punktid, millel molemad koor-
dinaadid on ratsionaalarvud, moodustavad loenduva
hulga.

7. Toestage, et tasandil ei ole voimalik konstrueerida
mitte rohkem kui loenduv hulk paarikaupa mitteloikuvaid
ringjooni.

8. Konstrueerida tasandil paarikaupa mitteloikuvate
_ringjoonte kontiinuum.

9. Toestada, et tasandil ei ole voimalik konstrueerida
rohkem kui loenduv hulk paarikaupa mitteloikuvaid
kaheksaid.

10. Toestada, et tasandil ei ole voimalik konstrueerida
rohkem kui loenduv hulk T-tdhe kujulisi jooni.

11. Nummerdame 4&ra loigu [0,1] koik ratsionaalsed
punktid. Saame punktide ry, ro, ..., r,, ... jada. Konst-
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rueerime punkti r; {imbruse raadiusega —1—, unkti rp
ga g P

! : 1 . = ;
imbruse raadiusega g;, punkti ry iimbruse raadiusega W

jne. Uhendame koik konstrueeritud {imbrused. Kas lan-
geb saadud hulk M kokku kogu ldiguga?

12. Olgu ratsionaalsed punktid nonda dra nummerda-
tud, nagu nédidatud lk. 45. Ndidake dra iiks punkt, mis ei
ole sattunud {ilesandes 11 antud hulka M.

13. Nimetame loenduvmooduliseks kuubiks koikide
niisuguste reaalarvude jadade (xy, ..., x, ...) hulka,
mille puhul 0<x,<1. Toestage, et loenduvmoodulise kuubi
punktide hulgal on kontiinuumi voimsus.

14. Konstrueerige pidev funktsioon, millel on igas
16igus 1opmata palju maksimume ja miinimume.

15. Hulk M koosneb 16igu [0,1] punktidest, mida voib
esitada niisuguste kiimnendmurdudega, mille {ikski
kiimnendmark ei vordu 3 ega 8. Kirjeldage, kuidas saada
seda hulka sel teel, et loigust jarjest vahemikke vilja
jaetakse.

16. Teha sedasama punktide puhul, mille kiimnend-
arenduses ei esine kombinatsioon 38 (siin ndidatud jér-
jestuses).

17. Punkti ¢ nimetatakse hulga M kuhjumispunktiks,
kui igas tema timbruses leidub lopmata palju selle hulga
punkte. Toestage, et Cantori hulga (lk. 81) koik kuhjumis-
punktid kuuluvad sellesse hulka. Toestage ka iimberpoor-
dut — Cantori hulga iga punkt on tema jaoks kuhjumis-
punkt. Tehke sama 15. ja 16. ndites esinevate hulkade
puhul.

18. Toestage, et 16igu [0,1] iga punkt on kuhjumispunkt
koikide niisuguste ratsionaalarvude hulga jaoks, kus
O<r< by

19. Kas tédisarvude hulgas esineb kuhjumispunkte?

20. Toestage, et iga lahtise tasandilise hulga tédiend
sisaldab koiki oma kuhjumispunkte.

21. Toestage, et kui hulk sisaldab koiki oma kuhjumis-
punkte, siis tema tdiend on lahtine hulk.
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