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Liihikokkuvote.

Bakalaureusettos antakse iilevaade abc-hiipoteesist ning sellega seotud jarel-
dustest, mis sisaldavad mitmeid teisi tuntuid tulemusi ja lahtiseid kiisimu-
si. Lisaks abc-hiipoteesi sonastamisele, tuuakse vélja abc-hiipoteesi kirjeldav
mottekiik, tahtsus ja ajalugu, milles sisaldub ka viidetava toestuse kuju-
nemislugu. Lihtsamad jareldused toestatakse. Késitletakse ka abe-hiipoteesi
kongruentsvarianti ja nadidatakse, et sellest jareldub abc-hiipotees.

CERCS teaduseriala: P120 Arvuteooria, viljateooria, algebraline geomeet-
ria, algebra, riithmateooria.

Marksonad: arvuteooria, diofantilised vorrandid, Fermat’ teoreem, algeb-

raline geomeetria.

ABC CONJECTURE AND ITS RESULTS
Bachelor’s thesis

Jon Hendrik Aruvali

Abstract.

The bachelor’s thesis gives an overview of the abc conjecture and its results,
many of which include various well-known results. In addition to defining the
abc conjecture, we describe its importance, a way to understand it and its
history, which contains the story of its alleged proof. We prove some results
related to the abe conjecture. We also describe the congruence abe conjecture
and prove how the abc conjecture follows from it.

CERCS research specialisation: P120 Number theory, field theory, al-

gebraic geometry, algebra, group theory.
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Sissejuhatus

abc-hiipotees on kuulus lahtine kiisimus, mida on proovitud iile kolmekiimne aasta
toestada, aga millel puudub tdnapaevani arvuteoorikute poolt iildiselt akseptee-
ritav toestus. abc-hiipotees uurib téaisarvude aditiivsete ja multiplikatiivsete oma-
duste suhet, tdpsemalt, et vorduse a + b = ¢ korral pole tildiselt arvu abc erinevate
algtegurite korrutis palju vaiksem kui arv c¢. Kui aksepteeritav toestus eksisteeriks,
jarelduksid abc-hiipoteesist paljud teised arvuteooria voi arvuteooriaga seotud hii-
poteesid ning mitmeid tuntuid teoreeme saaks toestada mérgatavalt lihtsamini.
Ameerika matemaatik Dorian M. Goldfeld on éelnud abc-hiipoteesi kohta lause:
,See on koige tdhtsam lahendamata probleem diofantilises analiiiisis” (Goldfeld,

1996).

Antud bakalaureuset6d eesmérk on anda iilevaade abc-hiipoteesist ja sellega seos-
tuvatest jareldustest. T60 on referatiivne ja toetub mitmetele allikatele, selle mate-
maatiline osa pohineb suuresti ameerika matemaatiku Melvyn B. Nathansoni raa-
matul ,,Elementary Methods in Number Theory” (Nathanson, 2000). Osa sealseid
toestusi sisaldavad lugejale endale motlemiseks jaetud liinki, mis bakalaureusetoos

on taidetud. Bakalaureuset66 on jaotatud kuueks peatiikiks.

Esimeses peatiikis sonastatakse pohimoisted, mis on seotud abc-hiipoteesiga voi
on vajalikud eelmainitud liinkade lahendamiseks. Lisaks tutvustatakse radikaali

moistet ning illustreeritakse seda paari naitega.

Teine peatiikk sisaldab mottekéiku, mille abil kergemini moista abc-hiipoteesi ideed
ning formuleeringut. Mottekaik ja hiipoteesi norga versiooni formuleering pohineb
raamatu ,,/Trolling Euclid: An Irreverent Guide to Nine of Mathematics’ Most Im-

portant Problems” (Wright, 2016) abc-hiipoteesi késitlusel.

Kolmandas peatiikis antakse liihiiilevaade abc-hiipoteesi ajaloost, eriti jaapani ma-
temaatiku Shinichi Mochizuki vélja pakutud toestusega seotust. Kolmas peatiikk

pohineb mitmetel erinevatel allikatel, millele viidatakse vastavate lausete voi 10i-



kude juures.

Neljandas peatiikis tuuakse vélja olulisemad abc-hiipoteesist jarelduvad tulemused
ja hiipoteesid. Osa neist on juba teiste meetoditega toestatud, teised on ténase-
ni lahtised. Lihtsamalt formuleeritavad jareldused sonastatakse téielikult, kaasates
vajadusel uusi moisteid. Peatiikk pohineb mitmetel erinevatel allikatel, millele vii-

datakse vastavate lausete voi 16ikude juures.

Viiendas peatiikis toestatakse, et abc-hiipoteesist jarelduvad jargmised neli tule-
must: Fermat’ suur teoreem, Catalani hiipotees, mitte-Wieferichi algarvude 16p-
matus ja jarjestikuste astmeliste arvude loplikus. Toestused jargivad raamatut

,Elementary Methods in Number Theory” (Nathanson, 2000).

Kuuendas peatiikis sonastatakse ja toestatakse abc-hiipoteesi kongruentsvariant.
Kuues peatiikk pohineb samuti raamatul ,, Elementary Methods in Number Theory”

(Nathanson, 2000).



1 Pohimoisted

Enne abc-hiipoteesi sonastamist tutvustatakse moisteid ja tulemusi, mida bakalau-
reuseto0s kasutatakse. Moisted jargivad aine ,Arvuteooria” loengukonspekti (Laan,
V. ja Tart, L., 2020), kui pole mérgitud teisiti. Algarvuks nimetatakse naturaalar-
vu p > 1, mille ainsad naturaalarvulised jagajad on arvud 1 ja p. Koigi algarvude

hulka téhistatakse edaspidi siimboliga P ning algarve iildiselt tahisega p.

Bakalaureuset6os on naturaalarvude hulk defineeritud kui N = {1,2,3,...} ehk
arv 0 ei kuulu siinses t66s naturaalarvude hulka. Arvude z ja y suurimat iihis-

tegurit tihistame kui SUT(z,v). Seejuures kaks arvu z ja y on iihistegurita, kui

SUT(z,y) = 1.

Teades algarvude moistet ja tdhistust, saab sonastada aritmeetika pohiteoreemi.

Teoreem 1 (Aritmeetika pohiteoreem). Iga naturaalarvu n > 1 saab esitada alg-

arvude korrutisena ehk leiduvad k € N ja algarvud py, ..., pr ni, et
n=pi-... Pk
ja see esitus on thene tequrite jarjekorra tdpsusens.

Teoreemist 1 saadakse jargnev jéareldus.

Jareldus 1. Iga naturaalarvu n > 1 saab theselt esitada kujul
n=pi'ph? ... pL, (1)
kus k; € N, p; on algarv iga © = 1,2,...,s korral ning p1 < ps < ... < ps.

Naturaalarvu n esitust kujul (1) nimetatakse selle arvu kanooniliseks kujuks.

Lemma 1. Olgu a tdisarv ja olgu naturaalarv n = p’fl ... phs > 1 antud kanoo-

nilisel kugul. Siis n | a parajasti siis, kui p?i | aigaie{l,...,s} korral.
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Lemma 2 (Eukleidese lemma). Mistahes a, b, ¢ € Z korral, kui a | be ja SUT(a, b)

=1, siisa|c.

Jareldus 2. Mistahes b, c € Z ja algarvu p korral, kui p | be, siis kas p | b voip | c.

Jargmist lemmat aine ,,Arvuteooria’ loengukonspektis pole, seetottu on see siin

toestatud.

Lemma 3. Mistahes kaks jarjestikust positiivset tdisarvu on thistequrita.

Toestus. Olgu taisarvud n ja n 4+ 1 kaks suvaliselt valitud jéarjestikust positiivset
tdisarvu. Olgu nende suurim iihistegur SUT(n,n 4 1) = d. Jaguvuse definitsiooni
jargi d|n ja d|n + 1. Jaguvusseose omaduste tottu kehtib, et d|n + 1 —n ehk d|1.
Jaguvusseose omaduste tottu on d = 1 ainuke positiivne tédisarv, mille korral saab

kehtida d|1. Seega arvude n ja n+ 1 suurim iihistegur on 1 ehk nad on iihistegurita.

O
Definitsioon 1. Fuleri funktsioon ¢ : N — N defineeritakse vordusega
on)=HreN|1<x<n, SUT(z,n) =1}
Teoreem 2. Kutn > 1 jan = plfl Ca 'pzs on naturaalarvu n kanooniline kuju,

S118
pn)=py P 1) - (ps - D).

Lemma 4. Iga naturaalarve n > 2 korral on p(n) paarisarv.

Teoreem 3 (Euleri teoreem). Kuia € Z, n € N ja SUT(a,n) = 1, siis
a?™ =1 (mod n).

Teoreem 4 (Fermat’ viike teoreem). Kuip on algarv ja a on tdisarv, mis ei jagu
arvuga p, sis

a?'=1 (mod p).



Definitsioon 2. Vihimat naturaalarve m, mille korral ™ =1 (mod n), nime-

tatakse tdisarvu a jarguks mooduli n jdrgi.

See definitsioon on korrektne ehk jark leidub iga téisarvu a korral teoreemi 3 tottu.

Lemma 5. Olgu elemendi a jirk m mooduli n jdrgi ning olgu | € N. Siis

a' =1 (mod n) parajasti siis, kui m | 1.

Definitsioon 3. Astmeliseks nimetatakse naturaalarvu v, mille korral kehtib

VpEIP’[p\v:>p2]v].

Naturaalarvu n radikaaliks nimetatakse arvu n erinevate algtegurite korrutist. Ker-
gesti saab seda moista kui kanoonilist kuju, kus algarvude astmed on véetud vord-

seks arvuga 1. Radikaali tdpne definitsioon on vilja toodud jargnevalt:

Definitsioon 4. Olgu naturaalarv n kanoonilisel kujul (1). Siis naturaalarvun > 1

radikaal defineeritakse jargnevalt:
rad(n) = H Di-
i=1

Vaatame paari néidet, et radikaali moistest paremini aru saada. Kuigi tihti on arvu

radikaal viiksem, siis jirgmisest néitest on ndha, et see pole alati nii.
Naide 1.
1. rad(900) = rad(22-32-5%) =2-3-5 = 30.

2. rad(42) =rad(2-3-7) =237 =42.

abc-hiipotees ongi suuresti kiisimus, kui palju on arvu radikaal iildjuhul viiksem

kui arv ise.



2 abc-hiipotees

Selles peatiikis tutvustatakse tihte mottekaiku, kuidas abc-hiipoteesini jouda. Lisaks
sonastatakse abc-hiipoteesi teine, samavaarne kuju ja toestatakse nende kahe kuju

samavadrsus. Samuti ndidatakse, et abe-hiipoteesi eeldused on tarvilikud.

Eelmises peatiikis joudsime kiisimuseni, kui palju on iildjuhul arvu radikaal vaiksem

kui arv ise. Vaatleme vorrandit kujul
a+b=c, (2)

kus a, b ja ¢ on positiivsed paarikaupa iihistegurita tdisarvud. Saame uue ja téien-

datud kiisimuse: kuidas vorrelda arve a, b ja ¢ arvuga rad(abc).

Kui arvud a, b ja ¢ poleks paarikaupa iihistegurita, siis selgub, et vorduse (2)

tottu saab koik kolm arvu nende suurima iihisteguriga d 1abi jagada ning vaadelda

vordust (2) uute saadud arvude &, % ja g korral. Seega saame iildisust kitsendamata
eeldada, et arvud a, b ja ¢ on paarikaupa iihistegurita. Voib tekkida kiisimus, et
miks just kolme arvu korraga vorrelda. Uhe arvu vordlemise korral peaks viide
katma viiga erinevaid arvu ja tema radikaali vahekordi, niiteks 42 ja 21099 Kahte
arvu vordlemine oleks parem, aga siis ei oleks nende arvude vahel aditiivset seost.
Kolme arvu korral on olemas nii aditiivne seos kui ka viiksem téendosus, et nende

koigi radikaalid suurel mééaral vihenevad, mis annab meile ildisema véite.

Jargmiseks voib tekkida kiisimus, et miks kolme arvu asemel ei voi kasutada veel
rohkem arve. Seda saab teha, kuid juba kolme arvu korral tuleb vélja hiipoteesi
pohiolemus. Kuigi hiipoteesi on voimalik tildistada suurema arvu muutujate jaoks,
on kolme arvu variant piisavalt sisukas, et seda oleks huvitav uurida. Tuleb vélja,
et isegi kolme arvu variandi korral saab abc-hiipoteesi abil toestada voi lahenda-
da terve rea arvuteooria ja teistegi matemaatika valdkondade rohkem vo6i vihem

tuntud tulemusi ning lahtiseid kiisimusi.

Jargmiste néidete abil uurime, kui palju erinevad korrutis abc ja rad(abc). See



oleneb kindlasti a, b ja c valikust.

Naide 2. Valime tdisarvud jirgnevalt: a = 6, b =11, ¢ = 17. Kehtib
6+ 11 =1T7.
Vaatame tdisarvu abe radikaali:

rad(6-11-17) =2-3-11-17=6-11-17.

Nagu naha, siis sellise kolmiku korral radikaal arvude korrutist ei muuda ehk

rad(abc) = abe.

Naéide 3. Valime tdisarvud jdrgnevalt: a = 27, b =49, ¢ = 76. Kehtib
27 + 49 = 76.
Vaatame tdaisarvu abe radikaali:

rad(27 - 49 - 76) = rad(3* - 7% (22-19)) =3-7-2-19 = 798.

Kuna 27 -49 - 76 = 100 548, siis seekord on arvukolmiku radikaali ja arvukolmiku

korrutise vahe palju suurem. Arve ¢ ja rad(abe) vorreldes on joutud jargmise véiteni.

Kui a + b = ¢ ning a, b ja ¢ on positiivsed paarikaupa iihistegurita taisarvud, siis
vorratus

¢ < rad(abe) 3)

on suurem osa ajast toene.
Jargmisena tuuakse néide arvukolmikust, kus vorratus (3) ei kehti.

Naide 4. Valime tdisarvud jargnevalt: a =9, b = 2048, ¢ = 2057. Kehtib

9 4 2048 = 2057.
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Vaatame taisarvu abe radikaali:

rad(9 - 2048 - 2057) = rad(3? - 2! - (11?2 -17)) =3-2-11-17 = 1122.

Kuna 2057 > 1122, siis ndeme, et vorratus (3) ei kehti. Matemaatikas pole eriti
kasulikud tulemused, mis kehtivad vaid suurem osa ajast. Eriti siis, kui me ei suuda
tdpsustada, mida ,suurem osa ajast” tépselt tdhendab. Seega vaatleme, kuidas

saaks seda lauset muuta nii, et see oleks alati toene.

Lihtne viis seda saavutada oleks vorratuses (3) parem pool astmesse votta. Kui
valida liiga vaike aste, siis voib endiselt leiduda arvukolmikuid, mille korral vorratus
(3) ei kehti. Samas mida suurem aste valida, seda norgem on hiipotees. Seega
tahame leida voimalikult véikest astet, mille korral vorratus (3) kehtib. Proovime

alguses valida astmeks arvu 2, saades jargmise hiipoteesi.

Hiipotees 1 (abc-hiipoteesi nork versioon). Olgu a,b,c € N paarikaupa thistequ-

rita ja kehtigu a + b = c. Siis kehtib vorratus

¢ < rad(abe)?.

Vaatame, mis juhtub eelmise néitega, kui sellele rakendada hiipoteesi 1. Eelnevas
niiites olid arvud ¢ = 2057 ja rad(abc) = 1122. Kuna 11222 = 1 258 884, siis
arvukolmiku (9, 2048, 2057) korral kehtib abc-hiipoteesi nork versioon, sest 2057 <
1 258 884.

Eelneva néite pohjal on nédha, et saaksime valida ka vdiksema astme. Projekti
ABC@Home, mida tutvustatakse lahemalt peatiikis 3, abil on arvutuslike meeto-
dite kaudu leitud arvukolmikuid, mille korral ei kehti vorratus (3). Projekti poolt
leitud suurim astendaja ¢, mille korral ¢ = rad(abe)?, on ligikaudu 1,6299. Seega
kui tahame, et vorratus ¢ < rad(abc)” kehtiks iga arvukolmiku korral, peab olema

radikaali astendaja r > 1,6299. Jarelikult arvutusandmed toetavad hiipoteesi 1.
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Prantsuse matemaatik Joseph Oesterlé avaldas artiklis ,Nouvelles approches du
«théoréme» de Fermat” (Oesterlé, 1988) hiipoteesi 1 monevorra tapsema ja iildi-
sema variandi, mida tdnapéeval tuntakse abc-hiipoteesina. Bakalaureusetoos kasit-
leme abc-hiipoteesina just seda viidet, aga lihtsuse mottes kujul, kus vaadeldavad

arvukolmikud kuuluvad naturaalarvude hulka.

Hiipotees 2 (abc-hiipotees). Iga reaalarvu € > 0 jaoks leidub K. € R nii, et iga
arvukolmiku (a,b,c), kus a,b,c € N on paarikaupa ihistequrita ja a +b = ¢, korral
kehtib

¢ < K. -rad(abc)' **.
Eelnevat hiipoteesi sisuliselt eitades saame jargmise, abc-hiipoteesiga samavadrse
formuleeringu.
Hiipotees 3. Iga reaalarvu € > 0 jaoks leidub vaid loplik arv arvukolmikuid
(a,b,c), kus a,b,c € N on paarikaupa ihistequrita ja a + b = ¢, nii et

¢ > rad(abc)' ™.

Lause 1. Hiipotees 2 ja hiipotees 3 on samavddrsed.

Toestus. Olgu ¢ € R, a,b,¢ € N paarikaupa {iihistegurita ning kehtigu vordus

a+b=c
Néitame esimesena, et hiipoteesist 2 jéareldub hiipotees 3.

Kehtigu hiipotees 2. Fikseerime ¢ > 0. Siis leidub K. € R nii, et iga arvukolmiku
(a,b,c) korral kehtib

¢ < K. -rad(abc)' .

Niitame, et kehtib hiipoteesi 3 vaide arvu € jaoks.

Kui K. < 1, siis kehtib iga arvukolmiku (a, b, ¢) korral

¢ < K. -rad(abc)' ™ < rad(abe)lte.

12



Seega ¢ > rad(abc)!*¢ ei ole tiidetud iihegi arvukolmiku (a, b, c) korral ehk kehtib

hiipotees 3.

Vaatame niitid juhtu, kus K. > 1. Defineerime &’ = §. Siis leidub K./ € R nii, et

iga arvukolmiku (a, b, ¢) korral on

1
, 1+¢e’
< rad(abe)'™  ehk ¢ — < rad(abc).
g K£1l+s
Paneme tahele, et kehtib
112 2l4e)
1+ 145 24 (2+4e)(l+¢)
B 24+¢ 4 €
2481 +e)  (24e)(1+e)
1 €

T1ie 2+e)(1+e)

Seega saame kirjutada

1 e _e .2 _e 1
cl+e’ 1 c(2t+e)(1te) 1 c2(+e) 2+e 1 c2(1+e) 1t+e/

T :cl+571:cl+671:c1+5 7

! / 7
K51/+€ K€1/+E K€1/+5 €
Kui arv ¢ rahuldab jargmist tingimust:
£
c2(+e) 2(1+¢)

>1 ehk c¢>K_° = const,

E/

siis saame

€ 1
1 c2(+e) \ 1+€’ 1
cl+e > clte

e’ -
Sellega oleme naidanud, et kehtib

£

1 1

cl+e’ 1 c2(+e) \ 1+€’ 1

rad(abc) > — =1+ > cT+e.
K1+E/ Ka’

5’
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Jarelikult

rad(abc) > cTF  ehk rad(abc) T > .

1+¢ saab rahuldada vaid 16plik hulk naturaalarve c,

Seega vorratust ¢ > rad(abc)
sest tingimust
2(1+¢)
c< K_° =const

saab téita loplik arv naturaalarve c¢. Kuna a + b = ¢, siis a,b < ¢, mille tottu on
ka arve a ja b 1oplik arv. Jarelikult on 16plik arv ka arvukolmikuid (a,b,c), mis

rahuldavad vorratust ¢ > rad(abc)! ¢, st kehtib hiipotees 3.
Néitame jargmiseks, et hiipoteesist 3 jéareldub hiipotees 2.

Kehtigu hiipotees 3, st iga € > 0 korral leidub ainult 16plik arv arvukolmikuid
(a,b,c) nii, et kehtib

¢ > rad(abc)' .

Fikseerime € > 0. Juhul kui ei leidu arvukolmikuid (a,b,c), et kehtiks vorratus

¢ > rad(abc)'*, siis iga arvukolmiku (a, b, c) korral
¢ < rad(abc)'¢ < K. - rad(abe) e,

kus K, > 1. Jarelikult kehtib sel juhul hiipotees 2. Vaatleme niitid juhte, kus vor-
ratust ¢ > rad(abc)!*¢ rahuldavaid arvukolmikud on vihemalt iiks ning t#histame
neid kui (a;_,b;_,c;.), kus i € {1,...,n.}, nc € N ja nende arvukolmikute hulka

tdhisega A. Néitame, et ka sellisel juhul kehtib hiipotees 2.

Votame
(&
K., = max = 1eR.
© ie{l,..ne} rad(ag bic;. )1 te +

Seega iga i € {1,...,n.} korral kehtib

&
= < K,
rad(aisbiecis)“ﬁf ©

14



ehk

ci. < K. -rad(a; b c;. ).

Kuna arvukolmikute (a,b,c) ¢ A korral ¢ < rad(abc)'*® < K. - rad(abe)'™®, kus
K. > 1, siis oleme néidanud, et leidub K. nii, et iga arvukolmiku (a, b, ¢) korral
kehtib ¢ < K. - rad(abc)!*e. Seega oleme niidanud, et kehtib hiipotees 2. Sellega

on niidatud hiipoteeside samavaarsus. ]

Jargmisena veendume, et eeldus iihistegurita olekust on tarvilik, samuti see, et

astendaja on rangelt suurem iihest (ehk € > 0).

Lause 2. abc-hiipotees ei kehti, kui jitta vilja tingimus SUT(a, b) = SUT(a, ¢) =
SUT(, c¢) = 1.

Téestus. Vaatame arve kujul a = 3%, b = 2- 3% ja ¢ = 3!, kus k € N. Paneme

tihele, et nende arvude korral SUT(a, b) = SUT(a, ¢) = SUT(b, ¢) = 3% # 1 ning
a+b=3"+2.3"=3.3"=3""1=¢ VkeN.

Fikseerime € > 0. Eeldame, et abc-hiipoteesis ei ole noutud tingimust SUT(a7 b) =

SUT(a, ¢) = SUT(b, ¢) = 1. Seega peaks leiduma K. € R nii, et kehtib

3F < K, -rad(3%-2-3F . 3FHITE wpe N

Radikaali definitsiooni 4 pohjal voime kirjutada

3 < K. -rad(2-3)'F = K. - (2-3)1°

=K. -2*t¢.3%¢ vEeN.

Edasi saame
3k+17175 k—e

< K. ehk < K. ehk

9l+e 9l+e

15



1

5 gire < Ko ebk 3F < K.-3°-21%° VkeN.

3k

Paneme téhele, et viimases vorratuses on paremal poolel konstant ehk vorratus
3% < const peaks kehtima iga k& € N korral. See pole aga voimalik. Sellega oleme
niidanud, et abc-hiipotees ei kehti, kui pole tiidetud tingimus SUT(a, b) = SUT(a,
c) = SUT(b, c) = 1. O

Lause 3. abc-hiipotees ei kehti, kui asendada astendaja 1 4 ¢ astendajaga 1.

Toestus. Oletame vastuvéiteliselt, et abe-hiipotees kehtib ka & = 0 korral ehk leidub
Ky € R nii, et
¢ < Ky - rad(abc)

kehtib koigi selliste arvude a, b ja ¢ € N korral, mis on paarikaupa iihistegurita

ning rahuldavad vordust a + b = c.
Toestame esmalt, et iga positiivse taisarvu n korral leidub positiivne taisarv u,
nii, et
2u, +1=3""".
Olgu a = 3 ja m = 2". Paneme téhele, et need kaks arvu on iihistegurita. Siis

Euleri teoreemi 3 pohjal kehtib a#(™) = (mod m). Teoreemi 2 pohjal avaldub

o(m) = 21, Seega saame, et
32" =1 (mod 2"

ehk 2™ | 32"7" _ 1. Seega leidub positiivne tiisarv u, nii, et 32" — 1 = 2" - u,,.
Sellega oleme nididanud, et iga positiivse tdisarvu n korral leidub positiivne téisarv
up, nii, et 2%, + 1= 32",

Niiiid olgu a,, = 2"u,, b, =1 ja ¢, = 32" Eelnevalt néitasime, et a, + b, = c,.

Paneme téhele, et arvud an, b, ja ¢, on paarikaupa iihistegurita, sest a, ja ¢, on
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kaks jarjestikust téisarvu. Saame arvu rad(a,byc,) hinnata iilevalt jargmiselt:

rad(anbpc,) = rad(2"uy, - 1 - 32n_1) =rad(2-3-uy)

3277,71 N 1 3277,71
= rad(6uy,) < 6u,, =6 o <6 T

Saame eelnevat tulemust kasutades kirjutada

27171
6K
rad(anbncy) - Ko < 6 - 5 Ky = Tno Cp.
Paneme tahele, et 6Ky on konstant, mistottu leidub N = bgl(()zlz(o) nii, et n > N
korral
6Kg
on < 1.

Korrutades eelmise vorratuse molemad pooled labi arvuga 2™ ja seejirel vottes

molemalt poolt logaritmi, saame

log(6Ko)

log(6Kp) < nlog2 ehk log 2

Seega kui n > N = logk()(;};o), siis kehtib
Ehk piisavalt suure n korral
rad(anbncy) - Ko < cp,

mis on vastuolus abc-hiipoteesiga, sest abc-hiipoteesi korral peab antud arvukolmiku
(an, bn, cn) jaoks kehtima vorratus ¢, < Ko - rad(a,bpcy). Sellega oleme ndidanud,

et abc-hiipotees ei saa kehtida, kui asendada astendaja 1 4 ¢ astendajaga 1. O
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3 Ajalugu

Paljud matemaatikas tuntud ja olulised hiipoteesid on sajandi voi mitme sajandi
vanused. Vastupidiselt on abe-hiipotees viga noor. See formuleeriti 1985. aastal ing-
lise matemaatiku David Masseri (Masser, 1985) ja prantsuse matemaatiku Joseph
Oesterlé (Oesterlé, 1988) poolt, kes molemad avaldasid selle eri aegadel. Masser
ja Qesterlé proovisid moista Szpiro hiipoteesi, mis sonastatakse alapeatiikis 4.2.2.
Selle kidigus nad formuleerisid abc-hiipoteesi, mis on samaviidrne modifitseeritud

Szpiro hiipoteesiga.

abc-hiipotees on saanud véga oluliseks, sest sellest jarelduvad mitmed erinevad ar-
vuteooria, algebralise geomeetria ning muude matemaatikaharude hiipoteesid ja
teoreemid. Prantsuse matemaatik Lucien Szpiro pakkus 2007. aasta mais Colum-
bia Ulikoolis toimunud konverentsil vilja toestuse mis lihemal uurimisel osutus
vigaseks (Szpiro, 2007). Koige kuulsam on Shinichi Mochizuki poolt vélja pakutud

toestus, millest kirjutatakse tdpsemalt alapeatiikis 3.1.

On néidatud, et abc-hiipoteesist jareldub, et arvu c¢ saab iilevalt hinnata kasuta-
des peaaegu lineaarset funktsiooni, mis soltub arvu abc radikaalist. Teadaolevad
tokked on eksponentsiaalsed ning bakalaureuset6o kirjutamise ajaks on neid tea-
da véhemalt kolm. Need tokked kehtivad iga téisarvukolmiku (a,b,c) korral, kus

c> 2.

Esimene toke avaldub kujul

c < 6(K1 -rad(abc)1%)

Vérratus toestati aastal 1986 (Stewart, C. L. ja Tijdeman, R., 1986) ja selle korral

ei soltu konstant K7 arvukolmiku valikust.

Teine toke avaldub kujul

c< e(KQ-rad(abc)%Jre)
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ja see toestati aastal 1991 (Stewart, C. L. ja Yu, K., 1991). Selle tokke korral soltub

konstant Ky muutujast €, kuid ei soltu arvukolmiku valikust.

Kolmas toke avaldub kujul

c< e(Kg-rad(abc)%(log(rad(abc)))3)
See toke toestati aastal 2001 (Stewart, C. L. ja Yu, K., 2001) ning ka selle korral

el soltu konstant K3 arvukolmiku valikust.

Eelmises peatiikis mainiti, et abc-hiipoteesi saab uurida kolme tédisarvu asemel ka
n arvu korral. Aastal 1994 pilistitatigi n-hiipotees (Browkin, J. ja Brzezinski, J.,
1994). Inglise matemaatik Alan Baker sonastas abe-hiipoteesi tugevama formulee-
ringu aastal 1998 (Baker, 1998). Ta viitis samas teoses, et inglise matemaatiku
Andrew Granville’i hiipoteesidest saab jareldada, et abc-hiipoteesis saab leida ar-
vule ¢ tilemisi tokkeid. Granville ise mérkas Bakeri abc-hiipoteesi sonastuse oma-
dust, mille abil Baker sonastas teise abe-hiipoteesi tugevama formuleeringu (Baker,

2004).

Aastal 2006 algatas Hollandis asuva Leideni Ulikooli matemaatika teaduskond
projekti nimega ,ABC@Home”, mille eesmérgiks oli avastada taisarvukolmikuid
(a,b,c), mille korral kehtib vorratus rad(abc) < c. Selle kiigus loodeti paremini
moista abc-hiipoteesi ning arvuteooria valdkonda iildiselt. Aastaks 2015 oli pro-
jekti abil leitud 23,8 miljonit sellist tdisarvukolmikut ja projekt 16petati (de Smit,
2019).

3.1 Shinichi Mochizuki toestus

Aastal 2012 avaldas jaapani matemaatik Shinichi Mochizuki neli artiklit, mille
kogupikkus oli iile 500 lehekiilje (Ball, 2012). Artiklid kirjeldavad Mochizuki en-
da loodud ja sonastatud teooriat, mis kannab inglise keeles nime ,Inter-universal

Teichmiiller theory” (edaspidi IUT). Esimese artikli lithikokkuvottes selgitab Moc-
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hizuki, et tegemist on ,aritmeetilise versiooniga Teichmiilleri teooriast elliptilise
joonega arvukorpuste jaoks” (Mochizuki, 2021). Lisaks on artiklites vdidetud, et
teooriat rakendades on voimalik toestada modifitseeritud Szpiro hiipotees ehk ja-

relikult ka abc-hiipotees.

Ameerika matemaatik Dorian Goldfeld véitis: ,Kui Mochizuki tdestus on korrekt-
ne, siis see on iiks hdmmastavamaid 21. sajandi matemaatika valdkonna saavutusi”
(Ball, 2012). Kuigi paljud matemaatikud lootsid, et ITUT on korrektne ning abc-
hiipotees on 1opuks toestatud, siis tegelikult tekitasid Mochizuki teoorias moisted
ning nende kasutusviis nende seas segadust (Chen, 2013). Artiklid kasutasid au-
tori isikupérast terminoloogiat ja seetottu oli isegi spetsialistidel keeruline IUT-d
moista. Teooria moistmine on aga abc-hiipoteesi toestuse korrektsuse hindamiseks

vajalik ja seetottu jai kiisimus, kas abc-hiipotees sai ikka toestatud, lahtiseks.

2015. aastal peeti Oxfordi Ulikoolis nidala pikkune konverents, kuhu kogunes kok-
ku palju matemaatikuid iile maailma, et paremini moista IUT-d. Konverentsi {iks
tdhtsamaid osasi oli kui ameerika matemaatik Kiran Kedlaya seletas lahti, mis
meetodite abil Mochizuki abc-hiipoteesi kavatses toestada. Samas kui Mochizuki
kolleegid, jaapani matemaatikud Yuichiro Hoshi ja Go Yamashita, konverentsi vii-
mastel paevadel IUT-ga seotud nelja artiklit lahti seletasid, valitses kuulajate seas
segadus. Kuigi konverentsi tulemusena veel ITUT-d ei moistetud, siis vihemalt hakati
aru saama, mis meetodite abil Mochizuki abc-hiipoteesi toestada tiritab. (Hartnett,

2015)

Aastal 2017 avaldas jaapani ajaleht The Asahi Shimbun, et toestus voidakse aval-
dada jaapani ajakirjas Publications of the Research Institute for Mathematical
Sciences (edaspidi PRIMS). PRIMS on lugupeetud ajakiri, kuid kuna Mochizuki
ise on ajakirja peatoimetaja, siis teadlaste nagu brasiilia matemaatiku Felipe Vo-
lochi ja ameerika fiitisiku Peter Woiti sonul ei kinnita artiklite avaldamine ajakirjas
PRIMS toestuse korrektsust, vaid suurendab lohet IUT toetajate ja vastaste vahel.
(Revell, 2017)
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2018. aasta martsis olid saksa matemaatikud Peter Scholze ja Jakob Stix néddal aega
Mochizukil ning tema kolleegil Yuichiro Hoshil kiilas Kyoto Ulikoolis. Kuigi visiidi
abil erimeelsusi lahendada ei suudetud, siis Scholze sonul aitas see saksa matemaa-
tikute vastuviiteid tdpsemini viljendada. Nad joudsid jarelduseni, et Mochizuki
abc-hiipoteesi toestus on vigane ja seda ei saa parandada vaikeste muudatuste abil
(Scholze, P. ja Stix, J., 2018). Samas Mochizuki viitis, et Scholzel ja Stixil on IUT
moistmisega teatud fundamentaalsed arusaamatused (Mochizuki, 2019) ning nen-
de poolt leitud liingad tulenevad saksa matemaatikute liigsest TUT lihtsustamisest

(Mochizuki, 2018b; Mochizuki, 2018a). (Klarreich, 2018)

2020. aasta aprillis kinnitasid pressikonverentsil Kyotos kaks Kyoto Ulikooli mate-
maatikut Masaki Kashiwara ja Akio Tamagawa, et Mochizuki neli artiklit avalda-
takse ajakirjas PRIMS. Peter Scholze lausus uudise peale, et tema arvamus toestuse
korrektsuse osas pole vahepeal muutunud. Tamagawa kinnitas, et artiklites olevaid
lahendusi pole Scholze ja Jakob Stixi arvustusest hoolimata muudetud, kuid vél-
jaanne sisaldab kommentaare kriitika kohta. Euroopas avaldab ajakirja PRIMS
Euroopa Matemaatika Selts (edaspidi EMS). EMS-i president, saksa matemaatik
Volker Mehrmann, viitis, et kui ajakirja toimetajad ei kontrollinud iile Mochizu-
ki artiklite sisu vastavalt Scholze ja Stixi arvustusele, siis see alandab nii ajakirja
PRIMS kui ka Mochizuki enda mainet. Kashiwara véitis, et Mochizuki polnud pub-
likatsiooni arvustusega seotud ning iihtegi reeglit artiklite avaldamisega ei rikutud.

Mehrmann kinnitas, et sellisel juhul EMS-i juhiseid ei rikuta. (Castelvecchi, 2020)

Vene matemaatik Vladimir Vojevodski iitles 2012. aasta intervjuus, et matemaati-
ka valdkond on ,kriisi piiril”. Ta selgitas, et puhta matemaatika keerukuse tottu on
osa avaldatud artiklite korrektsust raske téielikult kontrollida, mistottu tekib mér-
kamatuks jadnud vigu. Kuna matemaatikas kasutatakse tihti eelnevalt avaldatud

tulemusi, siis need vead voivad kiiresti kuhjuda. (Bordg, 2021)

Sama probleem tuli esile 2021. aasta mértsis, kui Mochizuki avaldas oma t606 seoses

IUT-ga ja abc-hiipoteesi toestuse nelja artiklina ajakirjas PRIMS. Kokku olid ar-
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tiklid {ile 700 lehekiilge pikad. Peter Scholze kirjutas referentsajakirjale zbMATH
arvustuse, milles ta rohutas, et tema eelnevalt vilja toodud murekohtadele pole
artiklites lahendust leitud (Scholze, 2021). Selle tottu kritiseeriti ajakirja PRIMS
artiklite sisu korrektsuse hindamise protsessi. Jaapani matemaatikuid see ei heidu-
tanud ja nad késitlevad abc-hiipoteesi kui teoreemi. Bakalaureuset6d kirjutamise
ajaks ei aksepteeri Mochizuki abc-hiipoteesi toestust suurem osa matemaatikuid
viljaspoolt Kyoto Ulikooli instituuti Research Institute for Mathematical Science.

(Bordg, 2021)
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4 abc-hiipoteesi jareldusi

Selles peatiikis tutvustame rida abc-hiipoteesi jareldusi, alustades kuulsamatest
ja lihtsamini sOnastatavatest. Seejérel kirjeldame pogusalt keerukamaid, peamiselt
algebralise geomeetria valda kuuluvaid tulemusi ilma detailidesse laskumata. See

jarelduste loetelu ei ole ammendav.

4.1 Arvuteoreetilisi jareldusi
4.1.1 Fermat’ suur teoreem

Fermat’ suur teoreem sonastati prantsuse matemaatiku Pierre de Fermat poolt
1637. aastal. Teoreem on kuulus, sest seda ei suudetud toestada rohkem kui kolme
sajandi jooksul. Korrektne toestus ilmus alles inglise matemaatiku Andrew Wiles

poolt ajakirja ,Annals of Mathematics” 1995. aasta mainumbris. (Wiles, 1995)

Teoreem 5 (Fermat’ suur teoreem). Olgu n > 3 naturaalarv ja a,b,c € N. Siis ei
leidu vorrandil

a + b =c" (4)

tihtegi lahendit.

Wilesi toestus on kokku iile 100 lehekiilge pikk. Algsest toestusest leiti viga ja pé-
rast aastast koost6dd inglise matemaatikuga Richard Taylor avaldasid nad koos
toestuse paranduse (Taylor, R. ja Wiles, A., 1995). Fermat’ suur teoreem toesta-
takse dra jargmises peatiikis eeldusega, et hiipotees 1 kehtib. Lisaks nédidatakse, et
abc-hiipoteesist endast jareldub, et Fermat’ suur teoreem voib mitte kehtida vaid

lopliku arvu astendajate n korral.
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4.1.2 Catalani hiipotees

Catalani hiipotees viidab, et naturaalarvud 8 ja 9 on ainukesed jérjestikused natu-
raalarvud, mille kanooniline kuju on p*, kus p on algarv ja k > 1. Hiipotees tdestati
dra 2002. aastal rumeenia matemaatiku Preda Mihéilescu poolt (Mihailescu, 2004)

ja kannab ka nime Mihailescu teoreem. Hiipoteesi tdpne sonastus on jargmine:

Teoreem 6 (Catalani hiipotees). Olgu x,y € N ja m,n € N\ {1}. Siis vorrandil

a™ -yt =1 ()

leidub ainult ks lahend ja see on x = 3,y =2, m = 2,n = 3.

Jargmises peatiikis toestatakse, et abc-hiipoteesi kehtides saab vorrandil (5) olla

vaid 1oplik arv lahendeid.

4.1.3 Fermat-Catalani hiipotees

Fermat-Catalani hiipotees on Fermat’ suure teoreemi ja Catalani hiipoteesi iildis-

tus.

Hiipotees 4 (Fermat-Catalani hiipotees). Olgu a, b, c € N paarikaupa ihistegurita

ning m,n, k € N sellised, et kehtib vorratus

1 1 1
—+—+-<1
m n k

Siis on vorrandil

a™ bt ="

l6plik arv lahendeid selliseid lahendeid (a,b,c,m,n, k), kus arvud a™, b™ ja c* on

koik erinevad.
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4.1.4 Mitte-Wieferichi algarvude hulga lopmatus
Esimesena kirjeldas Wieferichi algarve saksa matemaatik Arthur Wieferich (Wiefe-
rich, 1909), uurides Fermat’ suurt teoreemi.

Definitsioon 5. Wieferichi algarvuks nimetatakse algarvu p, kui kehtib

p? 2Pt —1.

Bakalaureuset66 kirjutamise ajaks on leitud ainult kaks Wieferichi algarvu: 1093

ja 3511 (Sloane, 2021).
Nathansoni raamatus on Wieferichi algarvude maiste vastupidine kui laiemalt levi-

nud definitsioonis. Bakalaureuset66s nimetame neid mitte-Wieferichi algarvudeks.

Definitsioon 6. Mitte- Wieferichi algarvuks nimetatakse paaritut algarvu p, kui
kehtib
2771 £1  (mod p?).

Mitte-Wieferichi algarvude hulga lopmatus toestatakse dra jargmises peatiikis eel-
dusega, et abc-hiipotees kehtib. Esimesena néiitas seda ameerika matemaatik Joseph

Silverman (Silverman, 1988).

4.1.5 Erdési hiipotees jarjestikuste astmeliste arvude kohta

Ungari matemaatik Paul Erdés (Erdds, P. ja Szekeres, G., 1934) ning kanada ma-
temaatikud Richard Mollin ja Gary Walsh (Mollin, R. A. ja Walsh, P. G., 1986)

on piistitanud jargmise hiipoteesi.

Hiipotees 5 (Erdési hiipotees jérjestikuste astmeliste arvude kohta). Ei leidu

kolme jdrjestikust astmelist arvu.

Jargmises peatiikis toestatakse, et abc-hiipoteesi jareldusena leidub vaid 1oplik arv

taisarvukolmikuid, mis koosnevad kolmest jarjestikusest astmelisest arvust.
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4.1.6 Erdsés-Woodsi hiipotees

Inglise matemaatik Alan Woods uuris seda Paul Erdési poolt piistitatud hiipoteesi

oma doktoritoos. Hiipoteesiga on seotud Erdds-Woodsi arvud (Lygeros, 2021).

Hiipotees 6. Leidub naturaalarv k > 2 nii, et kui arvud = ja y on posititvsed

taisarvud, mis rahuldavad iga i =1,...,k korral vorrandit

rad(z + 1) = rad(y + 1),

siis kehtib vordus © = y.

Prantsuse matemaatik Michel Langevin toestas, et abc-hiipoteesist jareldub, et
k = 3 korral leidub hiipoteesile tilimalt 16plik arv kontraniiteid (Langevin, 1992),
(Langevin, 1993).

4.1.7 Rothi teoreem

Alljargnev teoreem avaldati artiklis Rational approximations to algebraic num-
bers” (Roth, 1955). See viidab, et algebraliste arvudel pole ,head” ratsionaalarvulist
ldhendust. Tuletame meelde, et algebraline arv on nullist erineva ratsionaalarvuliste

kordajatega poliinoomi juur.

Teoreem 7 (Rothi teoreem). Olgu « algebraline irratsionaalarv. Siis iga reaalar-

vulise € > 0 korral leidub vorratusel

P 1
q2+5

tilimalt l6plik arv ihistequrita lahendipaare (p, q) € Z2.
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4.1.8 Halli hiipotees

Halli hiipotees sonastati ameerika matemaatiku Marshall Hall, Jr. poolt (Hall Jr.,
1971). See véljendab téisruutude ja tédiskuupide vahet. Hiipotees viidab, et kui

taisruut 42 ja téiskuup x> pole vordsed, siis nende vahe on mérgatavalt suur.

Hiipotees 7. Kui x ja y on sellised tdisarvud, et y?> # x3, siis leidub positiivne

konstant C' nii, et
ly? —2°| > C/]z]

abc-hiipoteesist jareldub jargnev ,nork” Halli hiipotees (Schmidt, 2006).

Hiipotees 8. Iga reaalarvulise € > 0 korral leidub konstant C. > 0 nii, et iga

positiivse taisarvu T ja y, mille korral 23 — y? # 0, kehtib vorratus

ly? — 23 > C. - max(x?’,yQ)%_E.

4.1.9 Beali hiipotees

Beali hiipotees sonastati 1993. aastal ameerika pankuri Andrew Beali poolt (Ame-

rican Mathematical Society, i.a).

Hiipotees 9. Kui arvud A, B, C, x, y ja z on sellised positiivsed tdisarvud, et
kehtib vorrand

A* + BY = (7,
ning x,y,z > 3, siis arvudel A, B ja C on ihine algtegur.
abc-hiipoteesist jareldub, et Beali hiipoteesile leidub iilimalt 16plik arv kontranéi-
teid.
4.1.10 Brocardi probleem

Olgu meil vorrand n! + 1 = m?. Brocardi probleem on kiisimus selle vorrandi

lahenduvusest taisarvude seas. Lahendipaare (n,m) nimetatakse Browni arvudeks
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(Pickover, 1995). Bakalaureuset66 kirjutamise ajaks on leitud kolm Browni arvude
paari: (4,5), (5,11) ja (7,71) (Matson, 2017). Matemaatik Marius Overholt on
toestanud, et Brocardi probleemile leidub vaid 16plik arv lahendeid eeldusel, et
abc-hiipotees kehtib (Overholt, 1993). Lisaks on matemaatik Andrzej Dabrowski
tdestanud, et abc-hiipoteesi kehtides on vorrandil n! + A = k? iga A € Z korral
16plik arv lahendeid (Dabrowski, 1996).

4.1.11 Dressleri hiipotees

Alljargnev hiipotees (Cochrane, T. ja Dressler, R., 1999) kisitleb algarvude paik-

nemist.

Hiipotees 10 (Dressleri hiipotees). Olgu meil kaks erinevat positiivset tdisarvu,

mille algtequrid on samad. Siis nende vahel on vihemalt tiks algarv.

On toestatud, et abe-hiipoteesist jareldub, et iga € > 0 korral leidub konstant C.

nii, et kui a < b on positiivsed taisarvud, millel on vordsed algtegurid, siis

1
b—a>C.-a2"°.

abc-hiipoteesi ja monda lisatulemust kasutades saab eelmisest véitest jareldada

Dressleri hiipoteesi kehtivuse.

4.1.12 Diofantiline vorrand p’ — p* = ¢ — ¢V

Aastal 2003 toestas rumeenia matemaatik Florian Luca, et kui abe-hiipotees kehtib,

siis diofantilisel vorrandil

p’—pY =q"—qY

leidub vaid loplik arv positiivseid taisarvulisi lahendeid p, ¢, v, w, z, y, kus arvud p

ja q on erinevad algarvud (Luca, 2003).

28



4.1.13 Erdés-Ulami probleem

Erdés-Ulami probleem on jargmine: kas on voimalik, et tasand sisaldab koikjal
tihedat punktide hulka, mille iga kahe punkti vaheline (eukleidiline) kaugus on
ratsionaalarv. Tasandi punktide hulga koikjal tihedus tdhendab, et iikskoik millises

tasandile joonistatud ringis leidub vihemalt {iks selle hulga punkt.

Matemaatik Hector Pasten toestas 2017. aastal artiklis ,,Definability of Frobenius
orbits and a result on rational distance sets”, et abc-hiipoteesist jareldub, et Erdés-

Ulami probleemi véide ei kehti (Pasten, 2017).

4.1.14 Schinzel-Tijdemani hiipotees

Schinzel-Tijdemani hiipotees késitleb teatud diofantiliste vorrandite lahenduvust.

Hiipotees 11. Kui ratsionaalarvuliste kordajaga poliimoomil P(xz) on vihemalt

kolm tihekordset juurt, siis diofantilisel vorrandil

leidub taisarvude x,y, z seas loplik arv mittetriviaalseid (st yz # 0) lahendeid.
Matemaatik Peter Walsh toestas, et eelnev hiipotees jareldub abe-hiipoteesist (Walsh,

2012).

4.2 Teisi seotud tulemusi

Selles alapeatiikis tutvustame pogusalt teisi tuntumaid abc-hiipoteesiga seotud tu-

lemusi.

4.2.1 Mordelli hiipotees

Inglise matemaatik Louis Mordell sonastas hiipoteesi aastal 1922 (Mordell, 1922).
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Hiipotees 12. Algebralisel koveral geenusega vdhemalt kaks iile korpuse Q eksis-

teerib ainult loplik arv Q-ratsionaalseid punkte.

Saksa matemaatik Gerd Faltings toestas hiipoteesi jargmise, iildisema variandi
1983. aastal (Faltings, 1983).

Teoreem 8 (Faltingsi teoreem). Algebralisel koveral geenusega vihemalt kaks iile

arvukorpuse K eksisteerib ainult loplik arv K -ratsionaalseid punkte.

Aastal 1991 toestas ameerika matemaatik Noam FElkies, et Faltingsi teoreem jarel-

dub abc-hiipoteesist (Elkies, 1991).

4.2.2 Szpiro hiipotees

1980ndatel sonastas prantsuse matemaatik Lucien Szpiro jargmise hiipoteesi.

Hiipotees 13 (Szpiro hiipotees). Olgu ¢ > 0. Siis leidub konstant C(g) nii, et iga
minimaalse diskriminandiga /\ ja konduktoriga f elliptilise kévera E fle korpuse
Q korral kehtib vorratus

| A< C(e) - fOF.
Kui hiipoteesi kuju veidi muuta, saame uue hiipoteesi, mis on samavadrne abc-
hiipoteesiga (Oesterlé, 1988).

Hiipotees 14 (Modifitseeritud Szpiro hiipotees). Olgu & > 0. Siis leidub konstant

C. nii, et iga elliptiline kover E fiile korpuse Q rahuldab vorratust

max{lea, [es|?} < Ce - 7%,

kus f on E konduktor ning invariandid ¢4 ja cg on périt Tate’i algoritmist.

abc-hiipotees tekkiski matemaatikute Joseph Oesterlé ja David Masseri soovist
moista Szpiro hiipoteesi (Fesenko, 2015). Eelmainitud abe-hiipoteesi viidetav toes-
tus jaapani matemaatiku Shinichi Mochizuki poolt ongi tdpsemalt Szpiro hiipoteesi

toestus.
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4.2.3 Poliinoomide ruuduvabad vaartused

Ei ole teada, et leiduks iihtegi taandumatut (vihemalt viienda astme) ithemuutuja
poliinoomi F' iile @, mille korral F(n) oleks ruuduvaba téisarv l6pmata paljude
n vaartuste korral. On toestatud, et abc-hiipoteesist jareldub, et koikide arvu n
vaartuste korral on ringpoliinoomidel ®,,(X) ja (X™ —1)/(X — 1) selline omadus
(Browkin, J. et al., 1997).

4.2.4 Ruutjuurte poordvairtuste iimardamine

Olgu a = w_%, kus x on positiivne reaalarv (seda tehet on teadusarvutustes palju
vaja). Olemasolevad tulemused néiitavad, et arvu « iimardamiseks ujukoma-arvude
stisteemis p olulise bitini, tuleb arvutada voib-olla kuni 3p+ 1 arvu « esimest bitti.
Aastal 2004 toestati, et abc-hiipoteesist jareldub, et arvutatavate esimeste bittide

arvu saab vihendada arvuni 2p. (Croot, E., Li, R.-C. ja Zhu, H. J., 2004)

4.2.5 Teisi jareldusi

abc-hiipoteesil on veel teisigi jareldusi. Tuntumad neis on naiteks Vojta hiipotees,
Dirichet’ L-funktsiooni Siegeli juurte puudumine, Greenbergi hiipotees, Langi hii-
potees, Hilbert-Waringi teoreem ja tokked Tate-Safarevitsi rithma suurusele. Paljud

neist on huvilistele kiittesaadavad A. Nitaj abe-hiipoteesi kodulehel (Nitaj, 2021).
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5 Valitud jarelduste toestusi

Kaéesolevas peatiikis esitame moned lihtsamini toestatavad abc-hiipoteesi jareldused

koos vastavate toestustega.

5.1 Fermat’ suure teoreem

Tuletame meelde, et Fermat’ suur teoreem véaidab, et kui n > 3, siis vorrandil
a"+o" =" (6)

ei leidu iihtegi naturaalarvulist lahendit.

Teoreem 9. Hiipoteesist 1 jareldub Fermat’ suur teoreem.

Toestus. Olgun > 3 naturaalarv ja kehtigu hiipotees 1. Oletame vastuvéiteliselt, et
leiduvad a, b, ¢ € N, mis on vorrandi (6) lahendid. Mérkame, et kui naturaalarvud
a, b ja c on vorrandi (6) lahendid ja mingi algarv p jagab arve a ja b, siis algarv p
jagab ka arvu c. See tdhendab, et naturaalarvud %7 % ja ;f on vorrandi (6) lahendid.
Jarelikult kui vorrandil (6) leidub lahend naturaalarvude seas, siis leidub tal ka
lahend paarikaupa tihistegurita naturaalarvude seas. On ilmne, et kui arvud a, b ja
c on paarikaupa iihistegurita, siis ka arvud a”, b" ja ¢" on paarikaupa iihistegurita.

Radikaali definitsioonist (vt definitsiooni 4) saame, et

rad(a"b"c") = rad(abc) < abe < 3.

Toepoolest, vordus kehtib radikaali definitsiooni tottu ning esimene vorratus keh-
tib, sest naturaalarvu radikaal ,eemaldab” naturaalarvu kanoonilise kuju liikkmete
astmed. Nimelt kui koik kanoonilise kuju liikmete astmed on 1, siis rad(abc) = abe.
Kui aga viahemalt iithe kanoonilise kuju liikme aste k; > 1, siis rad(abc) < abe.

Teine vorratus kehtib, sest a™, b" < ¢, millest saame a,b < ¢ ja seega abc < ¢.
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Hiipoteesi 1 saab vaadata kui abc-hiipoteesi juhtu, kus € = 1 ning K; = 1. Niiiid
saame vorratuse

¢ < rad(abc)?.

Rakendame seda Fermat’ suurele teoreemile.
¢ < rad(@"b"c¢)? < (3?2 =8

Niiiid saime tulemuseks, et ¢” < % ehk n < 6. Fermat’ suure teoreemi eelduse jérgi
n > 3. Jarelikult peame veel vaatama juhte, kus n = {3,4,5}. Nende erijuhtude
jaoks on toestused juba ammu olemas (Euler, 1770), (Barlow, 1811), (Lebesgue,

1843) ning neid kéesolevas t66s lahemalt ei késitleta. O]

abc-hiipoteesist jareldub otse asiimptootiline Fermat’ suur teoreem. Téapsemalt:

Teoreem 10. abc-hiipoteesist jareldub, et leidub positiivne tdisarv ng nii, et vorran-
dil (6) ei leidu lahendeid paarikaupa thistegurita positiivsete tdisarvude seas tihegi

astendaja n > ng korral.

Toestus. Kehtigu abe-hiipotees (vt hiipoteesi 2). Olgu a, b ja ¢ paarikaupa iihiste-

gurita positiivsed téisarvud nii, et kehtib
a4+ b" = c". (7)

Saame, et

rad(a"b"c") = rad(abc) < abe < 2.

Oleme eelmises toestuses ndidanud, miks antud vordus ja vorratused kehtivad.

Kui n = 1, siis vorrandis (7) saab arvu c koige véiksem védrtus olla 3 juhul kui

a =1 ja b= 2. Jarelikult ¢ > 3. Rakendame eelmisele vorratusele abc-hiipoteesi
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nii, et ¢ =1 ja K = max(1, K1) ja saame, et
" < K -rad(a"b"c")? < K - 5.

Vottes molemalt poolt logaritmi, saame

Vottes ng = 6 + ll%gg 13{ oleme toestanud asiimptootilise Fermat’ suure teoreemi. [

Jargmine lause néitab, et abc-hiipoteesi kehtivusel ei saa Fermat’ suur teoreem

kehtida vaid tilimalt 1oplikul arvul juhtudel.

Lause 4. abc-hiipoteesist jareldub, et fikseeritud astendaja n > 4 korral leidub Fer-

mat’ vorrandil a™ +0" = c" positiivsete tdisarvude seas tUlimalt loplik arv lahendeid.

Toestus. Eeldame, et abc-hiipotees kehtib. Olgu n > 4 ja a, b, ¢ sellised positiivsed
taisarvud, et kehtib

"+ b = " 8)

Pohjendus, miks saab arvudele a™,b", c" rakendada abc-hiipoteesi, seletati lahti

Fermat’ suure teoreemi toestuse esimeses 16igus (vt teoreemi 5).

Fikseerime € = %. Siis abc-hiipoteesi pohjal leidub K1 € R nii, et kehtib
6

1
" < K1 -rad(a™b"c") T8
6

=K. - rad(abc)%

6

< K- (abc)%

6

< Ki- ()8

[}

7
ZK;-CZ.
6
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Seega saime, et

"2 < K. (9)
6
Paneme téhele, et kuna n > 4, siis astendaja n — % on positiivne. Mistottu saame
kirjutada
1
c < (Kl) :77
6

Néeme, et viimase vorratuse paremal poolel on konstant ehk sobivaid positiivseid
taisarve c on iilimalt 16plik arv. Teame, et a < c ja b < ¢, jarelikult leidub iilimalt
loplik arv positiivseid taisarve a ja b. Jarelikult leidub ka iilimalt 16plik arv arvu-
kolmikuid (a,b,c). See tdhendab, et vorrandil (8) leidub iilimalt 16plik arv lahendeid

positiivsete tédisarvude seas. O

Paneme téahele, et see toestus ei sobi astendaja n = 3 korral. Fikseerime € > 0. Siis

eelnevat lahenduskéiku korrates saame vorratuse (9) kirjutada tildkujul

Cn—3—3s < Kz—:,
mis n = 3 korral on kujul
¥ < K.
ehk
1
>

Kuna € > 0, siis saame kirjutada

Néeme, et viimase vorratuse paremal poolel on konstant ehk sobivaid positiivseid
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téisarve c on potentsiaalselt 1opmatu arv. Jarelikult eelmine toestusstrateegia juhul

n = 3 ei toota.

5.2 Asiimptootiline Catalani hiipotees

On teada, et diofantilisel vorrandil ™ — y? = 1 pole positiivsete tdisarvude seas
iihtegi lahendit (Lebesgue, 1850). Lisaks on teada, et diofantilise vérrandi z? —y" =
1 ainuke lahend positiivsete taisarvude seas on x = n = 3 ja y = 2. Kokkuvottes on
tarvis uurida Catalani hiipoteesi vaid neil juhtudel, kus min(m,n) > 3. Oletades,

et abc-hiipotees kehtib, saame toestada astimptootilise Catalani teoreemi.

Teoreem 11 (Asiimptootiline Catalani teoreem). abc-hiipoteesist jareldub, et vor-

randil (5) on vaid loplik arv lahendeid positiivsete tdisarvude seas.

Toestus. Eeldame, et abc-hiipotees kehtib. Olgu téisarvude nelik (z,y,m,n) vor-
randi (5) lahend, mille korral min(m,n) > 3. Kuna arvud 2™ ja y™ on jarjestikused

taisarvud, siis lemma 3 jérgi on nad iihistegurita.

Niitame, et ka arvud z ja y on iihistegurita. Oletame vastuviiteliselt, et SUT(z, )

= d > 1. See tdhendab, et d | = ja d | y. Seega jaguvusseose omaduste pohjal

m—1 _ 1

d|zx 2™ ja d | yy" " = y", mis on vastuolus sellega, et arvud =™ ja y™ on

ithistegurita. Oleme néidanud, et tdisarvud x ja y on iihistegurita.

Fikseerime € = i. Siis abc-hiipoteesist jareldub, et leidub konstant K1 nii, et
4

ot

Yyt <a™ < Kirad(xmy")% =K rad(my)% < Ki(zy)

1
1

ehk

5
mlogz <log Ky + Z(logiv—l—logy)

ja

)
nlogy <log K1 + Z(longrlogy).
4
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Jarelikult saame, et
5
mlogz +nlogy < 2log K1 + i(logx + logy)
4

ehk
5 5
(m_2>logx+(n—2> logy < 2log K. (10)

Paneme téhele, et x = y = 1 korral 2™ —y" =1—1 =0 # 1. Samuti kui z = 1
jay > 1, siis 2™ —y™ =1 —y™ # 1. Viimaks, kunam > 3, siisx > 1jay =1
korral 2™ — 1 > 23 — 1 = 7. Oleme niidanud, et sellised arvude z ja y valikud ei

saa rahuldada vorrandit (5). Jarelikult z > 2 ja y > 2.

Mérkame, et kuna m > 3 ja n > 3, siis

5 5 5 5
— — >3- = i - — >3- - .
m 2_3 2>0 ja n 2_3 2>0

Seega vastavad tegurid on vorratuses (10) positiivsed. Kasutades seda teadmist ja

fakti, et x > 2 ja y > 2, saame vorratuse (10) vasakut poolt hinnata alt jargmiselt:

) ) ) )
— — ] log?2 ——]log2 < — =1 — =11 .
<m 2) og 2+ <n 2> og2 < (m 2> ogxr + (n 2> ogy

Jarelikult saime, et kehtib

<m— 5) log 2 + <n—5> log2 < 2log K1.
2 2 1

Jagame molema poole ldbi arvuga log2 ja saame

5 5 QIOgKi
ehk
2log K1
m+n< ——+5.
log 2

Kuna K1 on konstant, siis on eelneva vorratuse parem pool konstant ja jérelikult
4
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on summa m + n erinevaid vaartusi iilimalt 16plik arv. See tdhendab, et nii arve m
kui ka n on tlimalt 16plik arv. Sellest jareldub, et on iilimalt 16plik arv astmepaare
(m,n), mille korral on vorrand (5) lahenduv. Fikseerides m > 3 ja n > 3 kehtib
vorratuse (10) pohjal

c1logx + cology < cs,

kus c1, ¢o ja c3 on positiivsed konstandid. Seda vorratust rahuldab limalt 16plik
arv positiivseid téisarve x ja y ehk fikseeritud m ja n korral on vorrandil (5) tilimalt

1oplik arv lahendeid positiivsete téaisarvude x ja y seas.

Kuna arvude m ja n valikuid on ilimalt 16plik arv, siis saame sellist fikseerimist
teha tilimalt 16plik arv kordi. Jérelikult on vorrandil (5) tilimalt 16plik arv lahendeid

positiivsete téisarvude seas. O

5.3 Mitte-Wieferichi algarvude lopmatus

Niitame, et abc-hiipoteesist saab jareldada, et mitte-Wieferichi algarvude hulk on
lopmatu. Mitte-Wieferichi algarvude hulka tdhistame tdhega W. Enne véite toes-

tamist toestame abitulemuse.

Lemma 6. Olgu p paaritu algarv. Kui leidub n € N nii, et kehtib
2"=1 (modp) A 2"#1 (modp?),
sits p on mitte- Wieferichi algarv.

Téestus. Kehtigu lemma eeldused. Olgu d € N arvu 2 jark mooduli p jargi (vt
definitsiooni 2). Lemma 5 kaudu saame, et d | n. Eelduste pohjal kehtib 2™ #
1 (mod p?). Niitame, et 27 # 1 (mod p?). Oletame vastuviiteliselt, et 2¢ =

1 (mod p?). Kasutades kongruentsusseose multiplikatiivsust ja fakti, et leidub
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tdisarv [ nii, et n = ld, saame
=2 = (2 =1"=1 (mod p?),

mis on vastuolus eeldusega. Jirelikult 2¢ # 1 (mod p?).

Kuna arv d on arvu 2 jark mooduli p jérgi, siis leidub k € Z nii, et 2¢ = 1 + kp.
Paneme téhele, et arvud k ja p on iihistegurita. Kui neil oleks iihistegur, siis selle
tottu, et arv p on algarv, saame, et SUT(k, p) = p. Seega leidub t#isarv k1 nii, et
k = kip, mille tottu saame 2¢ = 1 + kp = 1 + k1p?. See on vastuolus sellega, et
29 %1 (mod p?) ehk arvud k ja p peavad olema iihistegurita.

Fermat’ viiikese teoreemi (vt teoreemi 4) pohjal kehtib 2°~! =1 (mod p), millest
jareldub lemma 5 pohjal, et d | (p — 1). Saame, et leidube € Z, kus 1 <e<p-—1
nii, et p — 1 = de. Kuna e < p ja arv p on algarv, siis jarelikult SUT(e, p) = 1.
Eelnevalt teame ka, et SUT(k, p) = 1. Néitame, et p 1 ek. Oletame vastuvéiteliselt,
et p | ek, siis jarelduse 2 pohjal p | e véi p | k. See on vastuolus sellega, et SUT (e, p)
=1 ja SUT(k,p) = 1. Jarelikult kehtib p { ek ja tdisarvud ek ja p on iihistegurita.

Edasi saame binoomvalemit kasutades, et

2p71 — 2d€ — (2d)e — (1 + kp>€
= CL(kp)® + Cl(kp)" + C2(kp)* + ... + C¢(kp)*
=14 ekp+ C2E*p? + ... + Ckep®~2p?

=1+ekp#1 (mod p?).

Viimane kongruentsus ei kehti, sest arvud ek ja p on iihistegurita. Kokkuvottes

oleme naidanud, et p on mitte-Wieferichi algarv. O

Esimese saja naturaalarvu seas on astmelised arvud 1, 4, 8, 9, 16, 25, 27, 32, 36,
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49, 64, 72, 81, 100. Kui v on astmeline arv, siis kehtib

rad(v) < /. (11)

Teoreem 12. abc-hiipoteesist jareldub, et eksisteertb lopmata palju mitte- Wieferichi

algarve.

Toestus. Eeldame, et abc-hiipotees kehtib. Olgu W mitte-Wieferichi algarvude

hulk. Iga positiivse taisarvu n korral kirjutame
k n kS n
2" =1 =p" o Psin = UnUn,

kus arvud u,, ja v, avalduvad jargmiselt:

ki,n
Un = H Pin
ki,nzl
ja
ki,n
o= ][ piy-
ki,n22
Kui p | uy, siis

2"=1 (mod p),

aga

2" #1  (mod p?).

Lemma 6 pohjal saame, et p € W ja seega on arv u, ruuduvaba taisarv, mis
jagub ainult mitte-Wieferichi algarvudega. Oletame vastuvéiteliselt, et hulk W on
loplik, siis eksisteerib vaid loplik arv taisarve kujul u,, sest hulga W elementidest
moodustatud koikvoimalikke erinevatest teguritest koosnevaid korrutisi on loplik

arv. Jarelikult hulk {u,, : n € N} on 16plik.

Teame, et hulk {2" — 1 : n € N} = {upv, : n € N} on lopmatu. Kuna hulk
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{uy, : n € N} on l6plik, siis peab olema hulk {v,, : n € N} l6pmatu ja jérelikult ka

tokestamata. Kuna v, on astmeline arv, siis vorratuse (11) tottu kehtib, et
rad(vy,) < v/vp.

Olgu 0 < € < 1. Rakendame abc-hiipoteesi vorrandile
2"-1)+1=2"

ja saame, et

< const - v{1T)/2,

Esimene vordus kehtib radikaali definitsiooni ja vorduse 2" — 1 = wu,v, tottu.

Viimane vorratus kehtib vorratuse (11) tottu.

Kuna € < 1, siis % > 0 ja saame kirjutada

< const

ehk

(vn)12;E < const
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ehk

/
Uy, < const’.

Siit jareldub, et arvud v, on tokestatud, mis on vastuolus eelneva informatsiooniga.

Jarelikult on mitte-Wieferichi algarve lopmata palju. O

5.4 Jarjestikuste astmeliste arvude loplikus

Astmelisi arve on késitlenud ungari matemaatikud Paul Erdds ja George Szekeres
(Erdés, P. ja Szekeres, G., 1934), ameerika matemaatik Solomon Golomb (Golomb,
1970) ning kanada matemaatikud Richard Mollin ja Gary Walsh (Mollin, R. A. ja
Walsh, P. G., 1986). Aastal 1976 sonastas Erdds hiipoteesi, et ei saa olla kolme
jarjestikust astmelist naturaalarvu (Erdds, 1976). See on tuntud ka kui Erdés-

Mollin-Walshi hiipotees.

Teoreem 13. abc-hiipoteesist jareldub, et leidub vaid loplik arv taisarvukolmikuid,

mis koosnevad kolmest jarjestikusest astmelisest arvust.

Toestus. Eeldame, et abc-hiipotees kehtib. Olgu n — 1, n, n + 1 kolm jérjesti-
kust astmelist arvu (vt definitsiooni 3). Oletame vastuvéiteliselt, et eksisteerib
lopmatu arv taisarvukolmikuid, mis koosnevad kolmest jarjestikusest astmelisest
arvust. St koigi astmeliste arvukolmikute hulk A = {(n—1,n,n+1):n—1,n,n+

1 on astmelised arvud} on l6pmatu.
Paneme tahele, et kehtib

(n? —1) +1=n2 (12)

Uhisteguri omaduste jirgi on arv 1 iihistegurita iga tiisarvuga. Lemma 3 poh-
jal teame, et mistahes kaks jérjestikust téisarvu on iihistegurita. Seega on arvud

n? —1, 1 ja n? paarikaupa iihistegurita ning saame rakendada vorrandile (12) abc-
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hiipoteesi. Olgu € > 0, siis abc-hiipoteesi pohjal leidub K. € R nii, et kehtib

n? < K. -rad((n? —1)-1-n?)'" = K_ -rad((n* — 1) - n?)'™® vnec A

Markame, et

rad((n? — 1) - n?) = rad((n®> — 1) - n)
=rad((n—1)-(n+1)-n)

=rad((n—1)-n-(n+1)).

Niitame, et kahe astmelise arvu m ja n korrutis mn on ka astmeline arv. Olgu p € P
selline, et p | mn. Siis jarelduse 2 pohjal p | m voi p | n. Vaatame esmalt juhtu
p | m. Kuna arv m on astmeline arv, siis p? | m ja sellest jireldub, et p? | nm.
Analoogiliselt saame p | n korral, et p? | nm. Jarelikult on kahe astmelise arvu

korrutis mn samuti astmeline arv.

Seetottu on arv (n—1)-n-(n+1) astmeline arv. Niilid saame kasutada vorratust (11):

rad(n—1)-n-(n+1) </(n—1)-n-(n+1)
=vn?=1)-n
<vn?-n

:n% Vn € A.

Seega oleme saanud

n? < K. -rad((n®* —1)-n*)"* < K, - (n%)H—6 Vn € A.

Vottes € = %, saame

n? < K. (n%)HTlO Vn € A



ehk

33
n?<Ki-n% VneA

ehk

nw < K1 VneA
ehk

20

n<(KT10>7 Vn € A.

Kuna K1 € R on konstant, siis vorratuse paremal pool on konstant. See tdhendab,
10

et vorratus saab kehtida vaid lopliku arvu n korral. Jarelikult ei saa kehtida vorrand

igan € A korral, mis on vastuolu eeldusega. Seega saab olla jarjestikuseid astmeliste

arvude kolmikuid loplik arv. O
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6 abc-hiipoteesi kongruentsvariant

Oesterlé niitas, et abc-hiipotees on samaviirne modifitseeritud Szpiro hiipoteesile
(Oesterlé, 1988). Ta méirkas toestuse kiigus, et kui abe-hiipotees kehtib iga arvu-
kolmiku (a, b, ¢) korral, kus 16 | abe, siis kehtib ka hiipotees ilma selle iildistuseta.

See tostab hunniku jargmiseid hiipoteese ja lauseid.

Hiipotees 15. Olgu tdisarv m > 2. abc-hiipoteesi kongruentsvariant mooduli m
jaoks tleb, et iga € > 0 korral leidub K(m,e) € R nii, et kui arvud a, b ja ¢ on

posititvsed paarikaupa thistequrita tdisarvud, mille korral
a+b=c

ja

abc =0 (mod m),

stis kehtib vorratus

c < K(m,e) - rad(abc)' .

Lisaeelduse tottu on tegemist norgema vaitega kui tavaline abc-hiipotees (vt hiipo-
teesi 2). Me toestame, et kui abe-hiipoteesi kongruentsvariant kehtib mingi mooduli

m korral, siis kehtib ka tavaline abc-hiipotees.

Lause 5. Olgu a, b ja c tdisarvud, mille korral kehtib vordus a+b = c. Siis vihemalt

tiiks tdisarvudest a, b v6i ¢ peab olema paarisarv.

Toestus. Kehtigu lause eeldused. Naitame, et vihemalt iiks tdisarvudest a, b voi ¢

peab olema paarisarv.

Kui arvudest a ja b on vahemalt iiks paarisarv, siis ongi juba {iks kolmest arvust
paarisarv. Oletame niiiid, et arvud a ja b on molemad paaritud arvud, st ¢ on kahe
paaritu arvu summa, mis on paarisarv. Sellega oleme néidanud, et vihemalt {iks

arv arvudest a, b ja ¢ on paarisarv. ]
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Eelneva lause tottu ndeme, et abc = 0 (mod 2). Seega on abe-hiipoteesi kong-
ruentsvariant mooduli 2 korral samavaéarne tavalise abc-hiipoteesiga ehk vaatleme

edaspidi mooduleid m > 3.

Lause 6. Olgu a, b ja ¢ paarikaupa ihistequrita tdisarvud, mille korral kehtib vordus
a+b=c. Kui arv c on paaritu, siis arv b — a on ka paaritu. Kui arv ¢ on paaris,

siis arv b — a on ka paaris.

Toestus. Kehtigu lause eeldused. Néiitame esmalt, et kui arv ¢ on paaritu, siis
arv b — a on ka paaritu. Kui arv ¢ on paaritu, siis arv b — a on ka paaritu, sest

b—a=0b— (c—b)=2b— c ehk paarisarvu 2b ja paaritu arvu ¢ vahe.

Néitame niitid, et kui arv ¢ on paaris, siis arv b — a on ka paaris. Kui arv ¢ on
paaris, siis sellest, et arvud a, b ja ¢ on paarikaupa iihistegurita ei saa olla arvud a

ja b paarisarvud ning arv b — a on kahe paaritu arvu vahe ehk paarisarv. O

Kui a, b ja ¢ on erinevad positiivsed paarikaupa tihistegurita téaisarvud, siis tildisust

kitsendamata saab eeldada, et a < b < ¢, mida ka edaspidi teeme.

Lemma 7. Olgu a,b,c positiivsed tdisarvud nii, et SUT(a,b,c) = 1 ja kehtigu
a+b = c. Siis kehtib SUT(a,b) = SUT(a,c) = SUT(b,c) = 1. Lisaks a = b ainult

sus, kui a =1 ja c = 2.

Téestus. Kehtigu lemma eeldused. Niitame esmalt, et SUT(a,b) = SUT(a,c) =
SUT(b,c) = 1. Oletame vastuviiteliselt, et SUT(a,b) = d > 1. Siis d | a ja d | b.
Seega leiduvad téisarvud k ja [ nii, et a = kd ning b = Id. Niilid avaldame ¢ = a+b =
kd +1d = (k 4 1)d ehk d | ¢ ning seega d | SUT(SUT(a,b),c) = SUT(a,b,c) = 1,
mis on vastuolu. Sellega niitasime, et SUT(a,b) = 1. Analoogiliselt saab niidata,

et ka SUT(a,c) = SUT(b,c) = 1.

Lopetuseks toestame, et a = b ainult siis, kui a = 1 ja ¢ = 2. Kui a = b, siis saame

vorduse a + b = ¢ kirjutada kujul a + a = ¢ ehk 2a = ¢. Sellest jiareldub, et a | c.
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Kuna eelnevalt niitasime, et SUT(a,c) = 1, siis jérelikult peab kehtima a = 1.

Seega saame, et ¢ = 2. O

Lemma 8. Olgu a,b, c positiivsed paarikaupa tGhistequrita tdisarvud nii, et arv c
on paaritu, kehtib a < b < ¢ ja a +b = c. Olgu iga positiivse tdisarvu n korral

defineeritud

I
—~
S

\

S
~—
LS

An
B,=c"—(b—-a)",
Cr

="

Arvud Ay, By ja C, on erinevad paarikaupa thistequrita posititvsed tdisarvud nii,

et A, + B, = C,,.

Toestus. Kehtigu lemma eeldused. On ilmne, et kehtib A, + B,, = C,,.
Néitame jargmisena, et arvude A,, B, ja C, suurim iihistegur on 1.

Esmalt oletame vastuviiteliselt, et leidub algarv p nii, et p | d = SUT(A,, By, Cy,).
Suurima iihisteguri definitsioonist ja sellest, et p | d saame, et p | A,, p | By
ja p | Cp. Jarelikult p | SUT(A,, C,). Sarnaselt saame, et p | 4, = (b —a)" ja
p| Cp=c"=(a+b)". Kuna p on algarv, siis kehtivad p | (b —a) ja p | (a+b) ehk
ple

Jaguvusseose omaduste pohjal kehtivad ka p | ((b — a) + (a + b)) = 2b ning p |
((a+0b) — (b—a)) = 2a. Seega jarelduse 2 pohjal p | 2 voi p | a ja p | b. Viimane
variant aga ei kehti, sest lemma eelduste pohjal SUT(a,b) = 1 ja jérelikult p = 2
voi p = 1. Kuna aga teame, et p | ¢ ning lemma eelduste pohjal on arv ¢ paaritu,
siis ei saa kehtida vordus p = 2, mistottu p = 1. Kuna arv 1 pole algarv, siis saime

vastuolu eeldusega. Jirelikult peab kehtima SUT(A,,, By, C,) = 1.

Néitame niiiid, et arvud A,, B, ja C, on erinevad positiivsed téisarvud. See, et

need arvud on positiivsed on ilmne, sest eelduste pohjal kehtib a < b < ¢. Eelnevalt
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niitasime, et SUT(A,,, By, C,) = 1, seega lemma 7 pohjal on arvud A, B, ja Cy,
paarikaupa iihistegurita ja arvud A,, = B, vaid siis, kui A4,, = 1. Kuna arvud A,,
B, ja C, rahuldavad lemmat 7 ja arv C, peab kindlasti teistest suurem olema,
siis ainus vordumise variant on A,, = B,, = 1, millest saame C,, = 2. See pole aga
voimalik, sest eeldustest a < b < ¢ ja a + b = ¢ saame, et C,, = ¢* > 3" > 3.

Jarelikult on arvud A,,, B, ja C, erinevad positiivsed taisarvud. O

Lemma 9. Olgu arvud a, b ja ¢ posititvsed paarikaupa thistegurita tdisarvud nis,
et arv ¢ on paarisarv, kehtib a < b < ¢ ja a + b = c¢. Olgu iga positiivse tdisarvu n

korral defineeritud

Siis Ap, + B, = Cp, arvud A,, B, ja C, on paarikaupa ihistequrita positiivsed

taisarvud ning kui n > 2, siis ka tksteisest erinevad.

Toestus. Kehtigu lemma eeldused. On ilmne, et kehtib A, + B, = C,. Samuti

on tegemist tdisarvudega, sest arv ¢ on paarisarv ehk arv § on téisarv. Lauses 6

néitasime, et kui arv ¢ on paaris, siis on ka arv b — a paaris ehk arv b_?“ on samuti

taisarv.
Naitame jargmisena, et arvude A,, B, ja C, suurim iihistegur on 1.

Esmalt oletame vastuviiteliselt, et leidub algarv p nii, et p | d = SUT(A,, By, Cy,).
Suurima iihisteguri definitsioonist ja sellest, et p | d saame, et p | A,, p | By

ja p | Cp. Jarelikult p | SUT(A,,C,). Sarnaselt saame, et p | A, = (b_Ta)” ja

p| Cn=(5)" = (“2)". Kuna p on algarv, siis kehtivad p | 252 ja p | § = 452
Jaguvusseose omaduste pohjal kehtivad ka p | (I)_Ta—i—%rb) =bningp | (%‘H’—I)_Ta) =

a. Kuna lemma eelduste pohjal SUT(a, b) = 1, siis p = 1. Saime vastuolu eeldusega,
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et arv p on algarv. Jarelikult peab kehtima SUT(An, B,,C,) =1.

Naitame niitid, et arvud A,, B, ja C, on positiivsed ning n > 2 korral erinevad.

See, et need arvud on positiivsed on ilmne, sest eelduste pohjal kehtib a < b < c.

Naitame, et arvud A,, B, ja C, on erinevad n > 2 korral. Eelnevalt niitasime, et
SUT(A,, Bn,Cp) = 1, seega lemma 7 pohjal on arvud A,, B, ja C, paarikaupa
ithistegurita. See on ainult siis voimalik, kui need arvud on koik erinevad voi véhe-
malt kaks neist on vordsed arvuga 1. Kuna arvud A,,, B, ja C), rahuldavad lemmat
7 ja arv C), peab kindlasti teistest suurem olema, siis ainus vordumise variant on
A, = B, = 1, millest saame C), = 2. See pole aga voimalik, sest eeldustest n > 2,
a<b<c, a+b=cjaarvcon paaris saame, et C;, = (§)" > (3)" > 2" > 22 = 4.

Jarelikult on arvud A,,, B, ja C, erinevad positiivsed tdisarvud n > 2 korral. [

Lemma 10. Olgu arvud a, b ja ¢ paarikaupa thistequrita tdisarvud nii, et kehtib
vordus a+b = c. Kui arv ¢ on paarisarv, siis tapselt iks arvudest ¢ ja b—a jaguvad

arvuga 4.

Toestus. Kehtigu lemma eeldused. Teame, et a + b = c. Seega saame kirjutada, et
b—a=b—(c—b)=2b—c,

mis on paarisarv, sest eelduse pohjal on arv ¢ paarisarv ja kahe paarisarvu vahe on
paarisarv. Kuna teame, et SUT (b, ¢) = 1, siis peab arv b olema paaritu. Seega 2 { b

ja jérelikult jaguvusseose omaduste tottu ka 4 1 2b. Jéarelikult 20 =2 (mod 4).
Edasi vaatame kahte juhtu: 4 | cja4tec.

Olgu4|cehkc=0 (mod4).Seegab—a=2b—c=2—-0=2 (mod 4). Sellega

oleme néidanud, et 41 (b — a).

Olgu niitid 4 1 ¢. Kuna arv ¢ on paarisarv, siis ¢ = 2 (mod 4). Seega b — a =

2b—c=2-2=0 (mod 4). Sellega oleme néidanud, et 4 | (b — a).
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Seega oleme naidanud, et juhul kui 4 | ¢, siis4tb—a ja juhul kui 4t ¢, siis 4 | b—a

ehk tépselt iiks arvudest ¢ ja b — a jaguvad arvuga 4. ]

Lemma 11. Olgu a, b ja ¢ posititvsed paarikaupa thistegurita tdisarvud nii, et

a<b<c
ja
a+b=c.
Olgu n > 2. Kui arv ¢ on paaritu arv, siis defineerime

An = (b - a)n,

B,=c"—(b—-a)",

_.n
n=2C".

Kui arv ¢ on paarisarv, siis defineerime

An = (b_CL)nz
2

Niidid on arvud A, B,, C, erinevad posititvsed paarikaupa tihistequrita tdisarvud

nat, et

Kuim > 3 jan = ¢(m), siis

ApB,Cp, =0 (mod m).

Toestus. Lemmade 8 ja 9 pohjal saime, et arvud A,,, B, ja C, on erinevad paari-
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kaupa thistegurita positiivsed tédisarvud nii, et kehtib vordus A, + B, = C,.

Olgu m > 3 ja n = ¢(m). Lemma 4 pohjal on arv n paarisarv ehk n > 2. Peame
toestama, et

ApB,Cp, =0 (mod m).

Lemma 1 pohjal piisab naidata, et kui arv p on algarv ja arv p” jagab arvu m, siis

A,B,C,, =0 (mod p"). (13)

Paneme téhele, et kui arv p on algarv ning kehtib p" | m, siis teoreemi 2 pohjal

kehtib (p — 1)p"~! | n ning jarelikult
r<2l < (p—1)p 7t <n.

Esimese vorratuse kehtimine » € N korral on ilmne. Teine vorratus kehtib, sest
minimaalne arvu p vaartus ongi 2 ning siis kehtib vordus, suuremate algarvude
korral on vasak pool viaiksem kui parem. Viimane vorratus kehtib jaguvuse

(p—Dp"~! | n tottu.
Oletame esmalt, et arv p on paaritu algarv.

Kui p | ¢, siis jarelikult leidub téisarv k nii, et kehtib vordus ¢ = kp. Saame avaldada
" = (kp)™ = k™p™ ehk p™ | ¢". Juhul, kui ¢ on paaritu arv, siis viimane jaguvus
on sama, mis p" | Cp. Juhul kui ¢ on paaris, siis leidub téisarv k nii, et ¢ = 2k,
seega eelnevalt saadud p™ | ¢" saame kirjutada kujul p™ | (2k)" = 2"k"™. Paneme
téhele, et kuna p oli paaritu algarv, siis p t 2 ehk p™ t 2" ja seega lemma 2 pohjal
p" | K" = (5)". Seega ka paaris ¢ korral p" | C,. Kuna r < n, siis p” | p" ja

jaguvusseose transitiivsuse tottu saame p” | Cy, ehk C;, =0 (mod p").

Analoogiliselt, kui p | (b — a), siis A, =0 (mod p"). Kui arv p ei jaga kumbagi
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arvu c ega b — a, siis teoreemi 3 pohjal saame
PP =1 (mod p")

ja

(b—a)?7" =1 (mod p").

Olgu arvu c jirk I mooduli p” jirgi. Siis lemma 5 pohjal saame, et [ | (p — 1)p" L.
Kuna eelnevalt niitasime, et (p — 1)p"~! | n, siis jérelikult [ | n. Niiiid lemma 5
kaudu saame

=1 (modp").

Analoogiliselt saame

(b—a)"=1 (modp").

Kui arv ¢ on paaris, siis on ka arv (b — a) paaris lause 6 pohjal. Sellest, et p 1 ¢ ja

p1{(b—a) jareldub, et p{ § ja p{ b_T“. Niiiid teoreemi 3 pohjal saame

e\ e—Dr!
<2> =1 (modp")

ja

r—1

_ g\ P1p
(b 2a> =1 (modp"),

millest jéllegi saame (p — 1)p"~! | n tottu, et

) =05

Seega paaritu ¢ korral saame

1 (mod p").

B,=c"—-(b—-a)"=1-1

0 (mod p")
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ning ka paaris ¢ korral saame

B, = (;)n— <b2“)n51—1_0 (mod p").

Sellega oleme ndidanud, et paaritute algarvude korral kehtib kongruents (13).

Oletame niiiid, et arv p = 2.

Kuna kehtib 27 | m, siis teoreemi 2 pohjal 2"~ | n ning » < n. Tuletame meelde, et
kui arv ¢ on paarisarv, siis arv b — a on samuti paarisarv. Lemma 10 pohjal teame,
et vihemalt iiks neist arvudest jagub arvuga 4. Niiiid saame, et kehtib kas 4™ | ¢"
voi 4™ | (b—a)™. Jérelikult tiks arvudest C), voi A,, jagub arvuga 2", mis omakorda

jagub arvuga 2".

Kui arv ¢ on paaritu, siis on ka arv b — a paaritu ning teoreemi 3 pohjal saame
A '=0b-a)? =1 (mod?2").

Kuna kehtib 271 | n, siis jirelikult leidub tiisarv & nii, et kehtib 271k = n. Kuna

teame, et

2r—1

c =1 (mod 2"), (14)

siis kongruentsusseose astendamise omaduse tottu saame
"= (CT—I)k =1"=1 (mod 2").
Analoogiliselt jouame jargmise tulemuseni:
(b—a)"=1 (mod 2").
Niiiid saame, et

B,=c"—-(b—-a)"=1-1=0 (mod2").
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Jarelikult kehtib kongruents (13) ka p = 2 korral. Kokkuvottes oleme toestanud

lemma 11. O

Lemma 12. Kui naturaalarv n on paarisarv, siis kehtib vordus
(b+a)" —(b—a)" =4ab(b+a)" 2+ (b+a)" *(b—a)’+...+ (b—a)"?).

Toestus. Téhistame X := (b+a) jaY := (b — a). Toestame viite induktsiooniga.
Baas. Naitame, et tulemus kehtib n = 2 ja n = 4 korral.

Kui n = 2, siis
X?-Y?=(b+a)*—(b—a)® =0b*+2ab+a® — (b* — 2ab + a*) = 4ab.
Kui n = 4, siis

X' vt = (X2 —YH(X?4+Y?) =4ab(X2 +Y?).

Samm. Olgu n paarisarv ja oletame, et védide kehtib n — 2 ja n korral ehk kehtivad

X2 Y2 = dab( X" XY YY),

X" Y™ =4ab(X" 2+ XY E 4 Y T?),
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Néitame, et vdide kehtib n + 2 korral. Saame kirjutada

Xnt2 _ynt2 — xnx?_yny?
= (X"X2 4+ X"Y2 _Yy"X? YY) - X"Y? 4 Y X2
= X"(X?4+Y?) - Y X2+ Y - X"V?+Y"X?
= (X" —Y")(X*+Y?) - X"V +Y"X?
= (X" —Y")(X?+Y?) - XPVA(X"2-Y"?)
=4ab(X" 2+ XYW 4 YH(X24Y?)
— X2V 4ab( X" 4 XOY2 4 YY)
= 4ab<(X" + XY 4 XY
FXTTYT 4 XY YY) -
— (X" XY L+ XQY”_2)>

= 4ab(X" 4+ X"V 4+ XY Y.

O

Teoreem 14. Olgu m > 3. Kui abc-hiipoteesi kongruentsvariant on toene mooduli

m korral, siis abc-hiipotees kehtib.

Toestus. Olgu 0 < & < 1. Vaatame téisarvukolmikuid (a, b, ¢), mis on koik erine-
vad paarikaupa tihistegurita positiivsed téisarvud nii, et kehtib vordus a + b = c.

Defineerime uue funktsiooni:
®.(a,b,c) =loge — (14 ¢)log(rad(abc)). (15)

Saame selle timber kirjutada kujule

loge  ®.(a,b,c) eloge  ®.(a,b,c)
1 d(abc)) = — =1 — - 16
og(rad(abe)) 1+e¢ 1+¢ 08¢ 1+¢ 1+¢ (16)
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Olgu arvud A, B ja C erinevad paarikaupa iihistegurita positiivsed tdisarvud nii, et
kehtivad ABC =0 (mod m) ja A+ B = C. Kui abc-hiipoteesi kongruentsvariant

kehtib mooduli m jaoks, siis leidub konstant K(m,e) > 0 nii, et
C < K(m,¢) - rad(ABC)*=.
Vottes molemalt poolt logaritmi, saame
log C <log(K(m,¢)) + (1 + ¢)log(rad(ABC))

ehk
logC — (14 ¢)log(rad(ABC)) < log(K(m,¢))

ehk vordust (15) kasutades saame
8.(A, B,C) < log(K(m, 2)) = K*(m,e).

Olgu arvud a, b ja ¢ paarikaupa iihistegurita positiivsed tdisarvud nii, et kehtivad
a<b<cjaa+b=c. Olgun=p(m). Kuna m > 3, siis lemma 4 pdhjal on arv n
alati paarisarv ja seega ka n > 2.

Defineerime téisarvud A,,, B, ja C, lemma 11 jérgi. Siis saame, et kehtivad
ApB,Cy, = 0 (mod m), arvud A,,, B, ja C, on paarikaupa iihistegurita ning

A, + B,, = C,. Jarelikult tdnu eelnevale
O, (A, By, Cp) < K*(m,e).

Kuna m > 3, siis nagu enne niidatud, on arv n paarisarv. Kasutades lemmat 12

saame paaritu ¢ korral
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B,=c"—(b—a)"
=b+a)"—(b—a)"

dab((b+a)" 2+ (b+a)" 4 (b—a) +... + (b— a)"2)

<4ab((b+a)" 2+ (b+a)"tb+a)?+...+ (b+a)"?)
— 4ab<g> (b+a)"2

n—2

Kuna ab | By, siis saame kirjutada

By,
Ap,B,C, = (b—a)"Byc" = (b—a)" (ab) abc”.

Jarelikult

a

ST

B
< rad(b— a)rad <ag> rad(abc)

rad(Ay BpCh) = rad((b —a)" <BZ> abc">

<(b—a) (i?)rad(abc)
= (b — a)(2nc"?)rad(abc)
< ¢(2nc™?)rad(abe)

= 2nc" rad(abe).
Esimene vorratus kehtib, sest kui téisarvudel x, y ja z on iihiseid algtegureid, siis

rad(zyz) < rad(z)rad(y)rad(z). Kui tdisarvudel z, y ja z pole iihiseid algtegureid,
siis rad(zyz) = rad(z)rad(y)rad(z).
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Paaris ¢ korral saame juba paaritu c korral saadud tulemusi kasutades kirjutada

jargnevalt

27L
2abnc™ 2
2n
B abnc 2
- on—1

Paneme tihele, et kuna arv ¢ on paaris, siis 272 | ¢*~2 ja kuna n on paariasrv,

2

siis 2 | n. Seega 277! | ne" 2 ning jarelikult ab | B,,. Niiiid saame kirjutada

woce= (57) m(3) = (5°) (@)2(3)

Jarelikult

rad(A,B,C),) = rad

((57) (%)=(5))
< rad<(b —a)n (Cn_g’n_“)n - a1b> abc”>
< ' —(b-a)

kus viimane vorratus saadi jallegi kasutades juba eelnevalt leitud tulemusi paaritu

¢ korral.

Seega saime nii paaris kui ka paaritu ¢ korral, et kehtib rad(A, B,C,) < 2nc"'rad(abc).
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Vottes molemalt poolt logaritmi ja seejirel kasutades vordust (16), saame

log(rad(A, B,Cy)) < (n — 1)log c + log(rad(abc)) + log(2n)
gloge  @.(a,b,¢)

=nl —1 1 — log(2
nlogc —logc+ loge TTe e + log(2n)
eloge  ®.(a,b,c)
— log(c") — - log (2
og(e") — B - LD g
€ ®.(a,b,c)
=1 1 ——— = 4+ log(2
o8(e") = s oa(e") = 2522+ log(2n)
P.(a,b,c)
( n) og(c 1 Tlos(n)
P.(a,b
< ( )n) log C, + nlog2) — M—l—log@n)
—1 b,
S( (n )€>l — (a, C)+2nlog2.
n 1+

Eelviimane vorratus kehtib, sest arv (1 — @) on alati positiivne ning paari-
tu ¢ korral log(c") = log(Cy) < log(Cy) + nlog?2 ja paaris ¢ korral log(c") =

log(2"C},) = log(Cy) + nlog2. Viimase vorratuse saamiseks kasutati fakte, et

n+(n—1)e
(1+e)n

log2n < log 2™ = nlog?2 ja :(1—m)<1 sest € < (1 +¢)n.

Paneme téahele, et

. (a,b,c) n+(n—1)
log Cy, + 2nlog2 — 1 AnBrCy,
e < ( A+ og Cp, + 2nlog og(rad( Ch))

ehk

O.(a,b,c) < (W) log C, + 2nlog 2(1 + ) — log(rad (A, B, Ch))(1 + €)

- <n+(7;_1)€> <log Cp— m 10g(1"ad(AanCn))>

+ (1+¢)2nlog2
(1+e)n
< og C <n+ CERE og(rad( Chr)) | +4nlog2

=2(log C,, — (1 4+ €') lograd(4,,B,,Cy)) + 4nlog 2,
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kus

o (14+¢e)n _1:n+snfnfn5+5: €
n+(n—1e n+(n—1e p(m) + (e(m) — 1)’

Teise vorratuse juures kasutasime eeldust, et € < 1 ehk arv 1 + ¢ < 2 ning kehtib

n+(n—1)e
n

vorratus < 2.

Kuna
log Cy, — (1 + €’)log(rad(A, B,Cp) = ®.(A,, Bn,Cp) < K*(m, &),

siis jarelikult
®.(a,b,c) < 2K*(m, ") + 4¢(m) log 2.
Niitid oleme naidanud, et 0 < € < 1 korral on funktsioon ®.(a, b, ¢) iilalt tokestatud

ja seega on ka e®<(@0:9) {ilalt tokestatud, st leidub arv K nii, et e®<(®0¢) < K Niiiid

vorduse 15 pohjal saame kirjutada

D.(a,b,c) = log

rad(abc)lte
ehk
€<I>E(a,b,c) _ C
rad(abc)lte
ehk

K -rad(abe)' e > e®(@0rad(abe) He = c.

Saime niilid vorratuse
¢ < K -rad(abc)' e
ehk abc-hiipotees kehtib kui 0 < £ < 1.

Olgu niiiid 0 < € < 1 ja g, > ¢ ja leidugu K. nii, et kehtib ¢ < K. - rad(abc)*<.
Siis ¢ < K - rad(abe)!™® < K. - rad(abc)'*e«. Seega leidub ka e, korral K., = K,

nii, et kehtib abe-hiipotees.
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Jarelikult ka iga e, > 1 korral leidub K., = % nii, et kehtib abc-hiipoteesi viide.

O
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