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EESSONA

Variatsioonarvutus on matemaatika haru, mille sisu moo-
dustavad mitmesuguste funktsionaalide ekstreemumkohtade leid-
mise meetodid. Funktsionaali ekstreemumkohtade leidmise Ules-
annet nimetatakse variatsioonilesandeks. Esimese uldist huvi
adratanud variatsioonulesande, nn. brahhistokrooni probleemi
tSstis Ules Johann Bernoulli 1696.aastal. Iseseisvaks distsi-
pliiniks muutus variatsioonarvutus aga parast Leonhard Euleri
(1707-1783) toid. Eulerit loetaksegi variatsioonarvutuse loo-
Jaks. Variatsioonarvutuse areng on seotud J.L. Lagrange®i,
M.V. Ostrogradski, S.D. Poissoni, C.F. Gaussi, A.M. Legendre®i,
K.G.J. Jacobi, K. Th.W_Weilerstrassi, D. Hilberti ja teiste
nimekate matemaatikute tdddega. Oma osa variatsioonarvutuse
arengusse on andnud ndukogude matemaatikud L.A. Ljusternik,
1.G. Petrovski, M.A. Lavrentjev, N.N. Bogoljubov, M.N. KrOlov
ja paljud teised.

Variatsiooniulesandeid.esineb geomeetrilistes probleemi-
des, fuusikas, mehhaanikas, tehnikas. Mehhaanika ja fuusika
mitmed pohiprintsiibid formuleeritakse variatsioonprintsiipi-
dena. Variatsioonarvutuse otseste meetodite abil saab edukalt
lahendada paljusid rakendustes tdhtsaid Ulesandeid, mis taan-
duvad diferentsiaalvorranditele voi nende slUsteemidele, seal-
hulgas optimaalse reguleerimise uUlesandeid, O6eldust selgub, et
variatsioonarvutuse rakenduslik téhtsus on Usna suur.

Variatsioonarvutuse areng valmistas ette funktsionaal-
anallisi tekkimise. Kaasajal loetakse variatsioonarvutust
funktsionaalanalUusi uUheks haruks, sealjuures haruks, mis
kujunes valja ajalooliselt esimesena. Enamikus, eriti varase-
mates SpikiUtes ei viidata variatsioonarvutuse seosele funkt-
sionaalanaliiusiga. Alles viimasel ajal on ilmunud paar Spikut
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(3, B]), kus variatsioonarvutuse kursust piiiitakse tles ehi-
tada funktsionaalanalliusi mOistete abil. Ka kéesolevas kursu-
ses kasutatakse, eriti alguses, funktsionaalanalllsi apara-
tuuri, mis vOimaldab méningaid kiUsimusi kasitleda suvaliste
funktsionaalide korral.

Selleks, et kaesolevat Oppevahendit saaksid kasutada ka
need lugejad, kes pole varem funktsionaalanaluisiga tutvunud,
on 1 peatikis &ra toodud funktsionaalanaliiisi péhimdisted,mis
leiavad jJargnevas kasutamist.

Oppevahendi koostamisel on kasutatud raamatu 18pus margi-
tud kirjandust. Sama kirjandust vdib soovitada ka lugejale,
kes tahab tutvuda variatsioonarvutusega pdhjalikumalt kui seda
vBimaldab kaesolev Oppevahend. Kirjanduse loetelus on eespool
ara margitud teosed, mis sisaldavad pdhjalikumat kasitlust,
I16pus aga need, kus kasitletakse vaid variatsioonarvutuse

Uksikkisimusi .



I. FUNKTSIONAALID JA NENDE
EKSTREEMUMID

81. Funktslonaalruumld

1. Lineaarne normeeritud ruum. Meenutame kdigepealt
lineaarse normeeritud ruumi definitsiooni, mis on esinenud
Juba reaalmuutuja funktsioonide teooria kursuses.

Hulka X elementidega y,z,u,... nimetatakse lineaarseks
ruumiks (ehk vektoriruumiks), kui selle hulga kdigi elementi-
dega on defineeritud liitmise Ja reaalarvuga X korrutamise
tehe, nil et y + z € X, Xy£X Ja on taidetud Jargmised
tingimused:

10 y+z=2z vYy;

2° (y+tz)+u =y + (z+ W;

3° leidub element 0 € X (nimetatakse nullelemendlks),
nii ety + 0 »y igay € X puhul;

4° iga elemendi y € X Jaoks leidub element -y € X
(elemendi y vastandelement), nii ety + (-y) » 0;

5° ~(Uxy) - (N1p0y;

6° A(y+tz) » Xy + Xzj

7° (HX)y - Xy Hty

8 ly-yvy.

Lineaarset ruumi X nimetatakse lineaarseks normeeritud
ruumiks, kui igale elemendile y € X on seatud vastavusse
mlttenegatlivne reaalarv |M| , mida nimetatakse elemendi y
normiks, pii et

1° IY 0 - 0 parajasti siis, kui 'y - 0;

2° Axyli - IxIIIyH 5

3 ny+oenr i+ I¥le.
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Ruumi X elemente nimetame ka selle ruumi punktideks.
Punktide y ja z Taéheliseks kauguseks nimetame arru |ly - Z]| =
Punktide y € X hulka, mis rahuldavad tingimust Iy - yQA<C,
nimetatakse lahtiseks sfaariks keskpunktiga yQ Ja raadiusega
£ ning tahistatakse S(YQ, £)= Seda sfaari nimetatakse ka
elemendi £-Umbruseks ehk lihtsalt Umbruseks« Elemente y
Ja r loeme lahedasteks, kui Uks kuulub teise mingisse (kul-
lalt raiksesse) ~-Umbrusse. Arusaadavalt on elementide lahe-
duse mbiste suhteline, olenedes meie poolt valitavast £-st.

Lineaarse normeeritud ruumi elementideks vdivad olla mis-
tahes objektid: ruum v8lb koosneda vektoritest, jadadest,
funktsioonidest, maatriksitest jne. Variatsioonarvutuse kur-
suses huvitavad meid peamiselt funktsionaalruumid, s.t. ruu-
mid, mille elementideks on funktsioonid. Sealjuures mdiste-
takse funktsioonide liitmist ja arvuga korrutamist tavalisel
viisil: funktsioonide summa on funktsioon, mille vaartus igal
kohal vordub liidetavate funktsioonide vaartuste summaga sel-
lel kohal, ja funktsiooni korrutis arvuga on funktsioon, mille
vaartus igal kohal vOrdub antud arvu ja esialgse funktsiooni
vaartuse korrutisega sellel kohal.

2. Funktsionaalruumlde nditeid. Ké&esolevas kursuses kasu
tatakse jargmisi ruumet
1D Ruum C ehk CCa,b]. Buum C koosneb kdigist funktsioo-

nidest y(x), mis on mddratud Ja pidevad 18igul [a,b] . Norm
defineeritakse jargmiselt:
iy £= max]ly(ol -
a<x$b
Pole raske kontrollida, et funktsioonide hulk C[a,b] on td&e-
poolest lineaarne normeeritud ruum. Kontrollimise jatame aga
nii selles kui ka jargnevates naidetes lugejale.

Tingimus [y - YOV<E tahendab geomeetriliselt, et funkt-
siooni y e y(x) graafik asetseb taielikult voondis, mille
laius vertikaali mddda on 2£ Ja mis Umbritseb funktsiooni
y = YO(0 graafikut nii, nagu naidatud joonisel 1.
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Funktsioonide y(x) Ja 70(x)
lahedus téhendab seega, et
lahedased on nende funktsioo-
nide rastavad vaartused.
Edaspidi esineb meil Uhe
Ja sama funktsiooni norm eri-
nevates ruumides. Normide
eristamiseks mirgime seepérast
elemendi y € C normi ruumis C
tavaliselt sumboliga Jy]|0-
St iga pideva funktsiooni
y » y(x) graafik on teatud
kdver, siis raagime sageli ka
kdvera y = y(xX) kuuluvusest ruumi C. Analoogilist termino-
loogiat kasutame samuti teiste ruumide korral.

2 Buum C*fa»b]. Buum C"[a,b] koosneb kdigist funktsi-
oonidest, mis on pidevalt diferentseeruvad 18igul [a, b].
Elemendi y tC* norm, mida me margime Ljjy", defineeritakse
valemiga

Y&k * max QyQol ,ly"0ol} .
agx«b
Funktsioonide lahedus ruumis C* tahendab, et ldhedased on nii
funktsioonide kui ka tuletiste vaartused vastavates punkti-
des. Toepoolest, kui
HY - YOHL ® wuax {|Yo(x) - Y(x)L -y, (X)j<E,
a™xtb
siis iga x 6 [a,b] puhul

O “ y(II*E Ja [YEQ) - y (X |<E.

Margime, et C"[ a,b]cc [fi,b] . Funktsioonid, mis on l&heda-
sed ruumis C*, on l&hedased ka ruumis C. Vastupidi, funktsiooy
nid y(X) £ C*, mis on ldhedased ruumis C, ei tarvitse olla
lahedased ruumis C*. Oeldu illustreerimiseks on toodud jooni-

sed 2 ja 3.



Y«Y0 (X)

X
Joonis 2. Joonis 3.
Funktsioonid, mis rahulda- Tingimust Uy - yolloNE
vad tingimust |[y — YoUl<€. rahuldavate funktsioonide
hulgas sisalduvad funktsioo
nid, mis rahuldavad tingi-
must Uy - yOHi<C.
3) Ruum C™n”Ma,b]» Ruum koosneb koigist funktsioo-

nidest y(x), mis on 18igul [a,b] n korda pidevalt diferentsee-
ruvad. Norm, mida me margime |MIh, defineeritakse valemiga
IMIn = max {lyCOl ly"COl , .., Iy*"(CO1J .

awx«b
Funktsioonide lahedus selles raumis tahendab jarelikult, et

Igal x vaartusel 18igult [a,b] on lahedased nii funktsioonide
kui ka vastavate tuletiste vaartused kuni Jarguni n.

Margime, et C™n~[a,b} cz ,Kusjuures = C.
4) Ruum C*(BE)t kus K on mingi kahedimensionaalne (sidus)
piirkond. Ruum koosneb funktsioonidest z(x,u), mis on pidevad

koos oma esimest Jarku osatuletistega zx(X,u), zu(x,u) piir-
konnas E. Normi defineerime valemiga

“U- max (Is W, IsxCWL . Jzu W3-
(x,u)B E

VOib defineerida ka ildisema ruumi C*(E), kus E on
mingi m-diaenslonaalne piirkond ja ruumi punktideks on m-mui-
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tuja funktsioonid, mis on pidevad piirkonnas b koos oma kdigi
osatuletistega kuni jarguni n. Oma kursuses me sellist ruumi

ei kasuta.
5) Ruum [a,b]- Ruum koosneb kdikidest funktsioonide

vektoriteet

Y “ Y C)» T2)» eesit YIC¥))»
mille korral y? () € Cl[a,b], 1 m1,...» n. Elemendi ye

€ [a,b] normi defineerime valemiga

fynm max (ly™)! Ml . IYEQDL 5 ---s IYYOOLF™
a*XEb

- max \y " .
lilin
Ka selle ruumi alusel vOib defineerida uUldisema ruumi

Ci“)[a,b], Kuidas?

8. Funktsionaalide ja
variatsiooniulesannete naitteid

1. Funktsionaal ja tema md&&ramlspilrkond. Olgu antud
lineaarne normeeritud ruum X ja selles hulk 6. Me Utleme, et
hulgal O on defineeritud funktsionaal, kui igale elemendile
y 6 G on teatud eeskirja jargi vastavusse seatud reaalarv

= F(y)- Elementi y€X nimetame funktsionaali argumendiks,
hulka G funktsionaali maaramispilrkonnaks. Variatsioonarvu-
tuse kursuses leiavad kasutamist peamiselt funktsionaalid,
mille argumendiks y on funktsioon vdi funktsioonide vektor.
See tahendab, et argumenti vOib lugeda mingi eespool vaadeldud
funktsionaalruumi elemendiks.

Olgu y(x) suvaline, 18igul [a,b] pidevalt dlferentseeruv
funktsioon (e.t. y(X) £ C"[a,bl ) ja olgu f (x,y,u) antud
pidev kolme muutuja funktsioon. Siis Uheks funktsienaali
nditeks on avaldis

13 -



TGy, y (9 )dx,

sest igale funkt%ioonile y(xX)€ C* ta,b} on seatud vastavus-

se integraali vaartus F(y), s.o. rea™arv. Sageli esineb Jarg-
mist tildpi Ulesanne: leida funktsiooii y(X), mis annab inte-
graalile (1) minimaalse vOi maksimaalse vaartuse* Nagu juba
eessOnas mainitud, nimetatakse sellist Ulesannet variatsioon-
Ulesandeks.

Kui F(xfy,u) on mdératud piirkonnas agxib, -oo<y-c+BO,
oo<u<+eo , siis funktsionaali (1) mdaramispiirkonnaks on kogu
ruum C"[a,b]. Sageli ei huvita meid aga funktsionaali loomu-
lik madaramispiirkond, vaid sellest kitsam piirkond, mis on
maaratud Ulesande sisuga. Naiteks vOib olla plUstitatud lisa-
tingimus, et kdigi funktsioonide y * y(X) graafikud peavad l1a-
bima punkte A(a,c), B(b,d). Siis vaadeldava funktsionaali maa-
ramispiirkonnaks loeme hulka G ci C"[a,b], mis koosnheb nendest
ruumi C"[a,b] kuuluvatest funktsioonidest, mis rahuldavad raja-
tingimusi

y@ » c, y) * d.
Naiteks on punkte A(a,c)v ja B(b,d) lhendavate kdverate
y = y(xX) pikkus -

s)

vaadeldavat tulpi fanktsionaal, mille maaramlspiirkend on G.
Funktsionaali maaramispiirkenna all me mdistamegi edaspidi
tUlesande tingimustega kitsendatud maaramispiirkonda. Uaaramis-
piirkonda kuuluvaid funktsioone nimetame vaadeldava variatsioon* m
tUlesande lubatavateks funktsioonideks. Kui funktsiooni graa-
fikuks on kbverjoon, siis rddgime sageli ka lubatavatest
kdveratest.

2. Variatsioonilesannete naiteid. Variatsioonilesannete
konkreetsete naidetena vaatleme kolme Ulesannet, mis avalda-
sid suurt mdju variatsioonarvutuse tekkimisele.

1) Brabbl stokrooni probleem (kr. k, brahhlstos - luhim,
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hronoe - aeg). Vertikaaltasapinnas on antud kaks punkti 0 ja

B (0 kdrgemal kui B). Masspunkt, mille algkiirus on null, lii-

gub punktist O raskustungi mdjul mingit kdverat mdédda punkti

B. Leida kdver, mida mddda liikudes masspunkt jduab kdige
lihema ajaga punktist O punkti B
(hddrdumlst ja keskkonna takistust
ei arvestata). Osutub, et Ulesande
lahendiks ei ole sirge, kuigi sirg-
16ik on lUhim tee kahe punkti
vahel.

Formuleerime uUlesande matemaa-
tiliselt. Valime teljestiku koordi-
naatide algusega punktis 0, y-telje
euunnme Ulalt alla. Siis 0 koordi-
naadid on (0,0), punkti B koordi-
naadid olgu (b,d). Olgu y » y()

Yy punkte O ja B Uhendava kévera
vorrand. Masspunkti liikumise kii-

Joonis 4. rus (z-teljest kaugusel y) on

de v TTT1dx
Trr

millest
gt Yl +Y2 dx

Kiiruse v avaldame teisiti. Tehtud t66 on dhelt poolt A =
= mgy, kus m on masspunkti mass ja g - raskuskiirendus,
teiselt poolt a £ mv (sest algkiirus v#a
= 0). Seega

millest

Naad
at .b-1T X
V 2gy
jJa integreerimisel saame koguaja T(y), mis kulub masspunkti
liikumiseks punktist O punkti B:
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Luhima langemisajaga kSvera y m y(X) saamiseks tuleb leida
funktsioon, mis rahuldab rajatingimusi y(0) » 0, y(b) = d Ja
mis annab funktsionaalne T(y) minimaalse vaartuse. Varsti
parast Ulesande pistitamist lahendasid selle Johann Ja Jacob
Bernoulli, Newton Ja 1 "Hospital. Lahendust vaatleme hiljem
(11 ptk., § 8).

2) Geodeetiliste Joonte probleem. Ruumis on antud kéver-
pind
~(X,¥,z) *0
Ja saillel kaks punkti A(xq, y0, zQ) Ja B(xIt ylIt b™). Leida
kSver, mis asub pinnal Ja 1abib neid punkte, nii et tema kaare
pikkus punktide A Ja B vahel oleks luhim. Sellise omadusega
Jooni nimetatakse teatavasti geodeetilisteks.
Analudtiliselt v3ib lUlesannet formuleerida Jargmiselt.
Leida funktsioonid
Y >y jaz=z09,
mis rahuldavad tingimusi
Y(x0) - YO » y(xx) = ylIt
@) *x0) - z0 , *(xx) - zIf
CR X, y(X), z(X)) »0

jJa annavad funktsionaalne
Xi

©)] S -
- - e se XO
minimaalee vaartuse.

Funktsionaali (3 v3ib vaadelda ruumis C2”xo,xIlI* kus-

Juures antud juhul on tema maaramispiirkonnake G tingjfmusi
(@) rahuldavate kSikide funktsioonipaaride (yY(X), z(xX))e

e c2 £xo»x1” hudlc*
5) isoperImeetriline Ulesanne (kr.k, isos - sama,

perimetros - Umbermdot). Tasapinnal leida antud pikkusega



s kinnine kbver, mis piirab suwrltaa pindala S. Selliseks kdve-
raks on ringjoon. See oli teada juba Vana-Kreekas, kuid teo-
reetilise pbhjenduse saab lahendile anda alles variatsioon-
arvutuse abil. Selles ulesandes tuleb leida kbéver

X =x(), yay@,
mis annab funktsionaalne

S» ) y(H)* (t)dt

to
maksimaalse véartuse lisatingimusel, et kdvera pikkus oleks
s, s.t.

NV ox2(@® +y2( dt s s.

to
Koiki seda tiupi lisatingimustega variatsioonilesandeid nime-

tatakse isoperlmeetrillateks. Uldised meetodid isoperimeetri-
liste Ulesannete lahendamiseks andis Euler.

83. Funktsionaali ekstree-
mumid

Olgu antud funktsionaal F(y), mis on maaratud hulgal
G cz x. utleme, et funktsionaal saavutab kohal yQ6 G maksi-

mumi , kui

AT = F¢) - F(yo)"0
iga y puhul punkti yQ mingist Umbrusest S(yQ,£.). Utleme, et
funktsionaal saavutab kohal ¥e€ G w’inimwp kui

4F = F(y) - F(0) z 0
iga y puhul punkti yQ mingist Umbrusest S(y0,C) = Uldiselt
vOib o6elda, et funktsionaal saavutab kohal yQ ekstreemumi ,kui

AF * F(y) - F(Y0)
sailitab marki punkti yQ€G mingis Umbruses S(yq9L).
Meil tuleb vaadelda funktsionaale, mis on mddratud pide-
valt diferentseeruvate funktsioonide teatud hulgal. Pidevalt
dIferentseeruvaid funktsioone vdib lugeda nii ruumi C* kui
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ka ruumi C elementideks. Vastavalt sellele kahele vdimalusele
eristatakse kaht liiki ekstreemumeid.

Utleme, et funktsionaal F(y) saavutab punktis yQ€ C*
ndrga ekstreemnmit kui eksisteerib punkti yQ selline Umbrus

S"™"W,£)c C°, et

AF = F(y) - F(y0)
sailitab marki iga lubatava funktsiooni y puhul sellest sfaa-
rist. Teisitis funktsionaal F(y) saavutab funktsioonil yQ®X)
ndrga ekstreemumi, kui eksisteerib C> 0, nii et AT sdailitab
marki kodigil lubatavatel funktsioonidel y(x), mis rahuldavad
tingimust

1Y - yolli = vax (Jyed - yo)l , Iy - y*OOQ}<£ -

Utleme, et funktsionaal F(y) saavutab punktis yQ 6 C
tugeva ekstreemumi. kui eksisteerib punkti yQ selline Umbrus

SO(ye, » ¢ C, et

AF » F(y) - F(y0)
sailitab marki iga lubatava funktsiooni y puhul sellest
sfadrist. Teisiti: funktsionaal F(y) saavutab funktsionaal
yQ(X) tugeva ekstreemumi, kui eksisteerib £7?0, nii et AT

sailitab marki kdigil lubatavatel funktsioonidel y(x)t mis
rahuldavad tingimust

fly-yOiio m “5x 1Y(X) " y0(*)I< L*

Pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulgal on iga
tugev ekstreemum ka ndrgaks ekstreemumiks. Toepoolest,
Si(yQ, € )CS #(ye,t) ja seega, kui AF sailitab marki iga
y 6 SQ puhul, siis ta sailitab marki loomulikult ka iga
y puhul SQ osahulgast S1*

Hork ekstreemum ei ole uldiselt tugevaks ekstreemumiks.
NOrga ja tugeva ekstreemumi vahekorda vdib geomeetriliselt
hélpsasti selgitada jooniste 2 ja 3 abil. Proovidal
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Defineeritud ekstreemumeid nimetatakse ka lokaalseteks
(mdnikord relatiivseteks) ekstreemumiteks. Peale lokaalse eks-
treemumi raagitakse veel absoluutsest ekstreemumist. Utleme,
et funktsionaal F(y) saavutab punktis yQ6 6 ¢ 1 absoluutse
ekstreemumi. kui iga y £ G puhul

AF = F(y) - F(y0)

sailitab tiht ja sama marki. Teha kindlaks, milline on Uhelt
poolt absoluutse ning teiselt poolt tugeva Ja nbrga ekstreemumi
vahekordi

Selleks, et kindlaks maarata, millistel ruumi elementidel
vOib antud funktsionaal saavutada ekstreemumi, vajame me oma-
ette teooriat, mida arendamegi Jargnevates paragrahvides. Oma-
ette teooriat vajame ka selleks, et kindlaks teha, kas antud
element realiseerib funktsionaali ekstreemumi ja kui reali-
seerib, siis mis liiki. Viimaseid kisimusi saab aga mdnedel
lihtsatel erijuhtudel lahendada ka definitsioonist l&htudes.

Naide . Teha kindlaks, kas funktsionaal
2

*ay) - FYF@E + x2yT) A, y() » 3, y(@) w5, *

saavutab kévelral y =7 - R ekstreemumi ja kui saavutab, siis
mis liiki.

Kdigepealt paneme tdhele, et antud kdver on lubatav
kéver: ta kuulub ruumi C"|g»2] ja rahuldab rajatingimusi.
Lisaks antud kdverale y = Y0@) = 7 - £ votame kdvera

y 2y s yQX + h(x), kus h(x) on suvaline funktsioon, mis
rahuldab tingimusi h(l) » h(fl) a 0. Arvutame A4F:

AT = F(y) - F(YO) » J G2+ hD)L 1+ *2(¢y° + h7)] dx -
2- 1r
- Fy™(I+ x2y”) dx » JL( + 2x2y™Mh* + x2h'2 ] dx «

12 1 2. 1 c
= ((9h” x2h*2) dx = 9h()] + JIx2h*2 dx = jJx2h»2 dx 0.
1 1 1 1
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Nagu néeme, on 4F ~0 1iga h ja h” korral. Teisiti o6eldes,
leidub £> 0 (kusjuures £, -ks sobib iga positiivne arv), nii
et AF ~ 0 iga lubatava funktsiooni y(X) = YOX) + h®)
korral, mis rahuldab tingimust

1Y “Y0llo= ~ IhG)I<E
1SX&2
Seega funktsionaal F(y) saavutab kdveral y = 7 - — tugeva
miinimumi. Et £ -ks vOib vOtta mistahes positiivse arvu,siis
funktsionaal saavutab Uhtlasi absoluutse miinimumi. Minimaalne
vaartus on

F(y0) - stdx - - SN\ = 10-
1 X 1

8. Funktsionaali variat-

sioon

1. Funktsionaali pidevus ja lineaarsus. Funktsionaali
F(y) nimetatakse pidevaks punktis yp£ G, kui Iga £>0 jaoks
eksisteerib selline 8> 0, et niipea kui Jy - yQil<s , kehtib
vorratus
I F(y) - F(yO)I<E£

Funktsionaali nimetatakse pidevaks piirkonnas E, kui ta on
pidev selle piirkonna igas punktis.
Kui f(X,y,u) on pidev kolme muutuja funktsioon, siis
variatsioonarvutuses vaadeldav lihtsaim funktsionaal
b

FO) a S f(x,y,y*) dx
a

on pidev ruumis C* [a,b] (kontrollida])t pole aga uldiselt
pidev ruumis C [a,b], Illustreerime viimatideldut naitega.
Olgu antud funktsionaal

FO) » 1 y*2 dx.
0
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Naitame, et ta pole pidev kohal y = 0, kui funktsionaali vaa-
delda ruimis C(0,n]-. Votame kaks funktsiooni yB(x) =0 ja

Yo(x) a ™ sin nx, kus n on suvaline naturaalarv (Oi x<*C).
Arvutame
IYn - YoH o * *** SlsIn “ 1“Z »
OIxX™MC
Jjr X

Ir¢yn) - F(y0Ji - 1 cos2nx dx = € ] (1 + cos 2nx) dx =
= £(X +Jj} sin 2nm)I* s .

Vottes n kullalt suure, vOime funktsioonidevahelise kauguse
lyn - yolo teha kuitahes véaikeseks. Samal ajal jaab aga
funktsionaali vaartuste vahe muutumatukss [F(yn) - F(yO)|*
= j . see tahendab, et kui 0<£ < 27, siis el leidu sellist
arvu S > 0, et virratusest Hy - yQ || Q<6 jarelduks vOdrratus
IFO) - FYOI<E *

Iga variatsioonilesande puhul on kasulik funktsionaal-
ruum nii valida, et Ulesandes esinev funktsionaal tuleks pidev
selles ruumis.

Funktsionaali L(y) nimetatakse lineaarseks, kui ta on

1) homogeenne, s.t. mistahes y C G ja reaalarvu X puhul
B(Xy) =XL(Y),

2) aditiivne, s.t. mistahes Y11Y2 € G pubul L(yi + ~
= L(yx) + L(y2)-

Lineaarset funktsionaali mérgitakse tavaliselt Ly. Line-
aarse funktsibonaali naditeks on funktsionaal

Ly - S [e0() y() + 0™x) y ()] dx ,
a
kus cQ(X) Ja c1(X) on antud funktsioonid (kontrollidal).

Markus: MOnikord asendatakse lineaarse funktsionaa-
li definitsioonis homogeensuse ndue pidevuse ndudega.



2. Variatsiooni definitsioon. Asume niud defineerima
funktsionaali variatsiooni. Definitsioon on analoogiline
funktsiooni diferentsiaali definitsiooniga. Vaatleme funktsio-
naali F(y). Tema juurdekasv, mis vastab argumendi /£ 5C X
Juurdekasvule h € X, olgu

AF = AF(y,h) = F(y + ) - FO).-
njuures on h suvaline funktsioon ruumist X, nii et
+ h € G. Kui y Fikseerida, siis AF muutub funktsionaa-

mille argument on h.
Definitsioon 1. Kui funktsionaali F(y) juurdekasvu saab
esitada kujul

4F(y,h) = SF(y,h) + oc(y,h),
kus SF(y,h) on h suhtes pidev lineaarne funktsionaal ja
ilm SiftkfeL » o,
d+H0 In
siis funktsionaali F(y) nimetatakse dlferentseeruvaks punktis
y. Sealjuures $F(y,h) nimetatakse funktsienaali F(y) vari-
atsiooniks ehk diferentsiaaliksl kohal y Juurdekasvuga h*
Naitame, et funktsionaali variatsioon (kui ta eksisteerib)
on Uheselt maaratud. Teeme eelnevalt Jargmise markuse: kui

Siin
y
liks,

Lh on lineaarne funktsionaal ja hilm h0 siis Lh = 0.
Toéepoolest, olgu LhQ =/1 4 0. Votame hQ = Siis UmU-*0,

kui n->eo , kuid

1Im =um » e /0>
Ihnlb® KW nlhOH ~

S6ega oletus, et Lh on nullist erinev kas v8i Uhes punktis,ei

pea paika.
Oletame niud, et funktsionaali variatsioon pole Uheselt
maaratud, s«t.
AF * $F(y,h) + ot(y,h) » L(y,h) +/3(y,h),
onnlarvutuse kursuses kasutatakse enamasti termi-

nit "variatsioon",funktsionaalanallisi kursuses aga terminit

mdiferentsiaal'.
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kus ka L(y,h) on h suhtes pidev lineaarne funktsionaal Ja

IIm = 0. SllIs
iHeo Hill
6FCy.h) - L(y.h) - I3(.h) - <*(y.h),
kusjuures vasakul seisev avaldis on h suhtes pidev lineaarne
funktsionaal. Siit

lm AKT,*Y - L@r,p) _ B AZjbl. _ 1B .0,

M -o 1hu Hhl-*0 UhN fthI©  HhU
millest Jareldubki, et

$F(y,h) a L(y,h).

Eespool defineeritud funktsionaali variatsiooni nimeta-
takse ka tugevaks variatsiooniks Ja diferentseeruvust tuge-
vaks diferentseeruvuseks. Sageli defineeritakse veel nn.
nSrk variatsioon.

Definitsioon 2. Nimetame funktsionaali F(y) nSrgalt
dlferentseeruvaks punktis y £ G, kui eksisteerib piirvaartus

. TEz+jA2r FI1z2 . 5 P(y=h))
t*0 r X
kus h € X. Seda piirvaartust ennast nimetame funktsionaali
F(y) ndrgaks variatsiooniks ehk ndrgaks diferentsiaaliks
punktis y € G Juurdekasvuga h.
Norka variatsiooni vdib arvutada ka valemi jargi

6 XP(y,b) » F(y + th)|t=0
Toepoolest,
S.F(y,h) = ii» Kt t th)-f¢). 5 ii, iLi .
1 t-*0 at-*o
ilm M) - > i . p(y+th)!
dt-*0 ©0 v [} 23]

Naitame, et kui funktsionaal on tugevalt dlferenteeerw,
siis eksisteerib ka ndrk variatsioon, ais tlhtib tugevaga.
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Olgu funktsionaal tugevalt diferentseeruv. Siis

th) - F(y) = SF(y,th) + oc(y,th)
» -t S"F(y,h) + oc(y,th).

Siit
Y,*) « Lim zJill =
t-*0 r
=fiF(y,h) + lim = 6 F(y,h),
t~0 X

sest kui t-*0, siis ka IHhll > \tF*BhU- 0 Ja

Hwn = |Ih] = Iim .sign t = 0.
t0 X Hth]-+0 1tha
Et piirvaartus

lim g(y-t.th).:.Fl

t-»0 *
eksisteerib, siis eksisteerib ka 5"F(y,h). Seega, kui funkt-
sionaal on tugevalt diferentseeruv, siis voib ka tema tuge-
vat variatsiooni arvutada definitsioonist 2 jarelduvate
valemite Jargi:

6*7,1.) - *7 & «4=0= 11 KT .* th) - F(y)

Vastupidi, kui funktsionaal on nérgalt diferentseeruv, siis
alati ei tarvitse ta olla tugevalt diferentseeruv.

Margime, et nil nork kui ka tugev diferentsiaal rahul-
davad tingimusi: 5(F® + Fg) = + OF~ 68(cF) = cAF.

Markus : Mitmetes Opikutes kasutatakse ka funktsioo-
ni variatsiooni mdistet. Funktsiooni y(x) variatsiooniks 6y
nimetatakse selle funktsiooni suvalist Juurdekasvu h(x)
funktsionaali Juurdekasvu avaldises.

4F = F(y + h) - FOD,

sete Sj = h(X). Me Jaame ka Jargnevas Juba kasutusele vdetud
téhistuse Juurde, funktsiooni variatsiooni asemel raagime
aga funktsiooni Juurdekasvust.



3. Variatsiooni leidmise nditeid. 1° Pider lineaarne
funktslonaal ky on alati dlferentseeruv Ja tema variatsioon
on igas punktis y vbrdne Lh, sest

Ly + h) - Ly a Lh.
2° Vaatlemebfunktsionaali

FO) =3 T(X,y,y?) dx
a
ruumis C"[a,b], Funktsioon f olgu pider kolme muutuja funkt-
sioon, millel on piderad osatuletlsed kuni teise Jarguni
(kaasa arvatult) Ja mis on maaratud piirkonnas a$x<b,
-05<y,y*<+00. Leiame tugeva variatsiooni, kasutades integraali
all Taylori valemité

FQGy + h) - F¢) » J[F(xyt+h, y*™+h®") - f(x,y,y")] dx <«

a
b b
- J h +2 h*1dx ¢« ~r (Xy,y",h,h")dx,
a Y y J a
kue Ja on voetud kohal (X,y,y"). Esimene liidetav
y %

on h suhtes lineaarne funktslonaal, mis on peale selle pidev
ruumis C"[a,b]. Vaatleme teist liidetavat

b
ot(y,b) » J r(x,y,y"h,h*) dx,

kus

Ja0 < 0 1. Arvestades, et Jh()| < |hH, [h* (UM Ja
et telet Jarku osatuletiste pidevuse tottu leidub konstant

N, nii et
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a2f <i 1-2F* Jifj

T? 1byby"

Saame
*(OGY,Y" ,h,hDE A 2H]| bl12.
Siit
li* i*izebll ~ 1ix  [\r(ytyTf,hDl dx 2
*bb0 b1 1IM-0 1bN J
PT- § [} 0.
|h|-=0 M

Seega funktsionaal F(y) on diferentseeruv Ja tema variatsioon

S*4y,b) - \|£— h + Ifr- *7] dx.
3° Vaatleme funktsionaali
F@y) - J F(C»y»7" ,...»¥YMab dx

ruumis [ a,b], kfisjuures funktsioon f olgu pidev koos oma
esimest ja teist jarku osatuletistega piirkonnas a”x”b,

-00<y,y", ®== y™")<+°0 . Leiame nbrga variatsiooni:1

- —£»<»¢ ML -

( f(x,y+th,y4th,,,..tym)+ thin))l dx
a Ot Uu=*o

S UU “C) * v h<D) + eee + W h(n>CH1"-
kus osatuletised on vbetud kohal (X, y()Qty(X),--.,y(n>(x))-
Tingimused,mis lubavad diferentseerida parameetri t
integraali margi all,on siin tdidetud (vt.nait
ftbSEUSJIIFj. OCHOBb MaTemMaTMYeCKOro aHann3a,
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Tehtud eeldustel on funktsionaalil olemas ka tugev variatsioon
kusjuures 6F(y,h) m £aY(y»b)* Uhtlasi on tuletuskiigust niha,
et ndrga variatsiooni olemasoluks piisab funktsiooni f esi-
mest Jarku osatuletiste olemasolust Ja pidevusest.

4° Vaatleme funktsionaali

F@ > J XCNT Yy Cry)) dxdy
E
ruumis ccil)« Funkteioon f olgu piirkonnas (X,y) € b,

-00< 7z, 7X, < +00 pidev koos oma esimest Ja teist

Jarku osatuletlgtega. Siis

F(s,h) w F(a + th) | s

- SS[ t§ I i -~izhx e _u.||h7] dxdy»
E n % m % n
kus osatuletised on voetud kohal

&, ¥, z(Xy), *,.(X.Y), ey(x,y)). Tehtud eeldused kindlusta-

vad ka funktsionaali tugeva diferentseeruvuse. Norga variat-
siooni olemasoluks piisab aga funktsiooni f esimest Jarku
osatuletiste pidevusest.

5° Vaatleme funktsionaali

b
r¢y) - " fx, yx, yn, yE£ yE) dx
a
ruumis [a.b}. Funktsioon f olgu piirkonnas a ™ x * b,

-00<Y1,...,¥Yn,¥Y™,...,¥nN< +«0 pidev koos oma esimest Ja teist

Jarku osatuletistega. Siis téhistades h m (h"(X),---»h"Xx))
saame

b
5xF(y,b) - J -3- f(x,y1+thi,...,yatthnfyi+thj>,.._ fy~+th™) | dx-
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kus osatuletised on vdetud kohal (X, yn, Y™ eeen YN)
Tehtud eeldused kindlustavad ka funktsionaali tugeva dife-
rentseeruvuse. NOrga variatsiooni olemasoluks piisab ka siin
funktgloonl f esimest jarku osatuletiste pidevusest.

4, pnnirtsionaali ekstreemumi tarvilik tingimus. Mistahes
funktsionaali ekstreemumi tarvilik tingimus on antud jargmise
teoreemiga.

Teoreem. Selleks, et ndrgalt diferentseeruv funktsionaal
F(y) saavutaks punktis yO€G c | ekstreemumi, on tarvilik, et

«“Yo.b) . O
iga h € 1 puhul.
Toestus. Vaatleme suvalise, kuid Ffikseeritud h € 1 puhu]
t funktsiooni F(yo+th). See funktsioon on diferentseeruv t
jargi ja omandab eelduse kohaselt t = 0 puhul eketremaalse
vaartuse. Seepdrast tema tuletis kohal t = 0 vdrdub nulliga,
s.t.

F=vtb) | t o - °

Jareldus. Kui funktsionaal on tugevalt diferentseeruv
punktis yQ, siis ekstreemumi korral selles punktis ka
SF(yo0,h) B O.

Saadud tingimused on igasuguse ekstreemumi olemasoluks
tarvilikud, kuld pole piisavad, s.t, kui need tingimused on
taidetud, siis funktsionaalil ei tarvitse veel ekstreemumit
esineda. Piisavaid tingimusi kasitleme pdhjalikumalt 1V pea-
tikis, kuid ka jéargnevas paragrahvis esitame Uhe Uldise pii-
sava tingimuse. Sageli Onnestub ekstreemumit leida juba tar-
vilike tingimuste abil.

lga punkti yQ, milles suvalise h puhul esimene variat-
sioon $F(y0,h) vordub nulliga, nimetatakse funktsionaali
F(y) statsionaarseks punktiks. Ekstreemumpunktide leidmiseks
tuleb kdigepealt leida statsionaarsed punktid, seejarel aga
selgitada, millistes nendest funktsionaal saavutab maksimumi
VvOi miinimumi.
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8. Funktsionaal!! teine
variatsioon

1. Bilineaarne funktsionaal. Funktsionaal v3ib sdltuda
mitmest argumendist. Olgu y,z mingi lineaarse normeeritud
ruumi muutuvad elemendid ja F(y,z) funktsionaal selles ruumis,
s.t. F(y,z) on iga konkreetse y ja z korral reaalarv. Funkt-
sionaali F(y,z) nimetatakse bllineaarseks, kui ta iga fiksee-
ritud z korral on lineaarne y suhtes ja iga fikseeritud y
korral lineaarne z suhtes. Seega F(y,z) on bilineaarne, kui

F(otyi +yity2, 2) « <*F(ylf2) +/iFiy2,z)t

re, +EF(y,z2).
Bilineaarset funktsionaal!, kus y m z nimetatakse ruutfunktsio-
naaliks. Loplikudimensionaalses rutimis nimetatakse bilineaar-
set funktsionaall bilineaarvormiks ja ruutfunktsionaali ruut-
vormiks.

Ruutfunktsionaali F(y,y) nimetatakse positiivseks, kui
F(y»y) > 0 iga elemendi y /0 korral vaadeldavast ruumist.
Ruutfunktsionaali F(y,y) nimetatakse positiivselt maaratuks,
kui ekgisteerib selline positiivne konstant k, et F(y,y) *
£ Wyl 1ga y puhul vaadeldavast ruumist. Positiivselt maara-
tud funktsionaal on positiivne. LOplikudimensionaalses ruu-
mis on Oige ka vastupidine vaike, uldjuhul mitte. Bllineaarse
funktsionaall naiteks voib ella ruumis C[a,b] mdaratud funkt,

sionaal
b

FGyr® » J AQQy()z(x)dx,
a
kus A(X) on fikseeritud funktsioon. Kui A(X) > O peaaegu
kdikjal leigul [a,b], siis vastav ruutfunktsionaal
b

FGLY) - 3 AGQY2 (9dx
a
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on positiivne, kui aga leidub konstant ¢ >0, nii eta(x)”™ C
iga x £ [a,b] puhul, siis F(y,y) on positiivselt madaratud.
Bilineaarne on ka funktslonaal

J[ACQYOCDZ() + BOAY(DZG) + COAY (Az(X) ¢
a
+ DAY (DzZ "(X)] dx,

mis on maaratud ruumis a,bl. Temale vastavaks ruutfunkt-
sionaaliks on funktslonaal

b

JIAGDY2() + BLOQY(QY™ (X)) + D(X)yY.2() J dx,

a
kus Bo™) - B(XX) + G(X)-

2, Teine variatsioon. Olgu F(y) funktslonaal, mis on defi
neeritud lineaarses normeeritud ruumis Z. lie Utleme, et funkt-
sionaalil F(y) on olemas teine variatsioon ehk toino diferent-
siaal, kui selle funktsionaali Juurdekasvu

AT = F(y+h) - F¥)
saab esitada kujul
4F - + * ~"2(y,h,h) ¢ /5(y,b),

kus V~ACyyb) on h suhtes pidev lineaarne funktslonaal (s.t.
variatsioon), ”2(y,h,h) on h suhtes pidev ruutfunktslonaal

*h HiI-AIO .B-llet“), - 0. Ruutfunktslonaall "ﬁy,hfh) nimeta-

takse teiseks variatsiooniks ohk teist Jarku diferentsiaa-
liks Ja margitakse 52F(y,h)v8i S”"F. Funktsionaali,millel
on olemas teine variatsioon, nimetame kaks korda diferent-
eeoruvaks.

Funktslonaal

F@y) » J F(X,y,y*)dx
a
osutub kaks korda diferentseeruvaks, kui integraallalusel
funktsionaalil f on olemas kuni kolmandat jarku pidevad
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osatuletised. Teist jarku variatsiooni avaldise saame, kui
arendame f(x, y+h, yf+h") Taylori valemi Jargi kohal (*,y,y")
kuni kolmandat jarku liikmeteni. Rakendades eelmise paragrahvi
3* punkti nadites 2® kasutatud mdttekdiku saame

ep» LAzt 2 Whh' ‘- h*2]dx.
al "oy’ J

Veenduda selles!
An%loogiliselt saame funktsionaall

y(y) -J f(*,y,Y»,---fyA)dX
a

teist jarku variatsiooni

n
a “i1,ks0
funktsionaall
_____ RS dxdy
B

teist jarku variatsiooni
S2r - m b* * 2 if* b*1 6dy

ja I<S5puke funktsi(t))naall
NYyPHom» M w J YN Y» Y eeen V) dX
a

teist jarku variatsiooni

brr w \ ——h4 *ry2 3£1_hid4 +
alfcS. Vi** A i A

o izz

* k.b.lee ¥ e hihi! ai“
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Teist variatsiooni vOib defineerida ka kui variatsiooni
esimest Jarku variatsioonist, a,t,S"T(ytb) * S(5r(yth)),
vaadeldes sealjuures F(y,h) funktslenaalina muutujast y.
Teine variatsioon nagu esimenegi on Uheselt maaratud.

Analoogiliselt vdib defineerida kolmandat ja kdrgemat
Jarku variatsioone. Oma kursuses me neid aga ei kasuta.

3. Ekstreemumi tingimused teise variatsiooni kaudu. Olgu
funktsionaal F(y) kaks korda diferentseeruv ja yO tema stat-
sionaarne punkt. Todestame funktsionaali ekstreemumi jargmise

tarviliku tingimuse.
Teoreem 1. Selleks et funktsionaalil F(y) oleks statsio-
naarses punktis yO miinimum, on tarvilik, et iga h puhul

5 2F(yOtb) £ O.
Maksimumiks on tarvilik, et kehtiks vOrratus 52F(y0,h) 4 O.

Toestus. Et eketreemumpunktis 6F(y0,h) a 0, siis juurde-
kasv avaldub kujul

@ AT - jrb2! (yO,b) +p(y0,h),

kus lim -8§2939) » 0. Olgu y. miinimumpunkt. Siis leidub
1hHO Ihin 0
£ >0, nii et £F(y0,h) ™ 0, kui IIhlI<E. Oletame nuud vastu-

pidi vaitele, et mdne hQ korral

6 2r(yo, b0) < O.

Kui reaalarv on absoluutvaartuselt kullalt valke, siis
Juurdekasv

A¥ = F(y0 - F(ye) » * 62F(y0,*jhQ) + /3(Y0» 7V  *
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Viimane vorratus nditab, et ye ei ole miinimumpunkt. Saadud
vastuolu tbestabki vaite. Analoogiline en tdestus maksimua-
punkti korral.

Teise variatsiooni mittenegatiivsus on tarvilik miini-
mumi olemasoluks, kuid mitte piisav. Selleks et saada piisa-
vat tingimust, tuleb nbuda, et teine variatsioon oleks posi-
tiivselt maaratud:

Teoreem 2. Kui £F(y0,h) = 0 ja iga h puhul

n &271(y0,b)? kHhR2,
kus k on positiivne konstant, siis y0 on funktsionaali F(y)
mi inImuapunkt.

Toéestus. Valime nii vaikese positiivse reaalarvu £ , et
vorduses (O In(yo,hHl< j N2, kui )IhkC < Siis

AT - i i2F(yo.h) +~(yo.b) £

I [bU2 . [Ih]]2 "0,

kui I]hlI<E€, s.t. kohal yQ on funktsionaalil miinimum.

Markus. Teoreemis 2 esitatud piisavat tingimust
(2) ei saa ndrgendada ja asendada nailiselt loomuliku tingi-
musega 6 2F(yQ,h) > 0. Naiteke vOib olla funktslonaal

Fiy) =1 \1] xy2()dx - % y3() dx = {yZ(x)[—|x - y() J dx
0 0 0
ruumis C [0, I1]-. Punkt y(xX) £ 0 on selle funktsionaali
statsionaarne punkt ja teine variatsioon
1
52F, h) = J xh2(X) dx >0
0
iga funktsiooni h(x) /0 puhul. Sellele vaatamata omandab
funktslonaal nulli igas Umbruses S(0, £) nii positiivseid



kui ka negatiivseid vaartusi. Toepoolest, F(y) > O iga pide-
va funktsiooni y(x) £ S0, £ ) korral, mis Idigul lo, 1}
rahuldab tingimusi y(x) ™ 0, y(X) <. ix ([y®IC £ ). Funkt-
sionaal F(y) omandab negatiivse vaartuse, kui funktsioon
y(xX) valida sellest uUmbrusest naiteks jargmisel viisil:

"X, kui 0£x < ’

y(x) £-x, kui £ £x<c
0, kui XEC e
Margime, et antud juhul ei leidu positiivset konstanti kK

nii et kehtiks vbrratus (2).
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1. VABIATSIOONULESANDED

FIKSEERITUD BAJ APUNKTIDE
KOBBAL

sioonarvutuse
ilemmad
1« Lagrange *1 lenuna. Kui ¢(x) on 18igul [a,b) pidev
funktsioon Ja n
J$COh(xX)dx » 0
a
iga pideva funktsiooni h(x) puhul, siis ®(x) = o kogu 18i-
gul [a,b].
TOestus. Kui ¢(x) jt 0, siis leidub I8igu [a,b] sisemi-
ne punkt xQ, milles ¢®(xo0) /7 0. Olgu konkreetsuse mSttes
0(x0) * ¢c>0 Ja (XQ -6 , xq + 6 ) punkti xQ Umbrus, milles

on rahuldatud tingimus @(x) > | . VOtame mingi mittenega-
tiivse pideva funktsiooni h(x), mis vordub nulliga valjas-
pool vahemikku (XI/I -6 »X, +6 ) Ja on positiivne x = Xq
puhul. Siis

b X0+6 *0+5
J ® OGOh(xX)dx B J dOCOb()<1x>! . jh(x)dx>0,
a

mi s on vastuolus eeldusega.
M&rkus . Lagrange®l lemma jadb kehtima ka siis,

kui funktsioonide h(x) hulka marksa kitsendada.Nagu tdestus-
kaigust naha, vOime nbuda, et h(xX) € SO, £ )CCn [a,b]
3a h(@=h®) -0..... 0, kus €
on mistahes positiivne reaalarv ja n - suvaline naturaal-
arv.
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2. Da Bois Raymond*! lemma. Kui Y(x) on pidev 18igu
[a.bj ja

(@)) [ VOCOh"(x)dx =0

a
iga funktsiooni h(xX) £ C"[afb] puhul, mis rahuldab tingimusi
h@) = h() =0, siis y(x) = const.

TOestug. Vastupidiselt vaitele oletame, et funktsioon
() ei ole kogu 18igul [a,b] konstantne. See tdhendab, et
sellel 16igul leiduvad punktid cl "a e2,. nii et y(c?) <
< VCcg) -Haitame, et siis eksisteerib funktsioon h(x) €
€ C"'[a,bJ,h(@) m h(b) » 0, mille puhul vbrdus (1) ei kehti.
Votame arvu c, mis rahuldab tingimusi

C c< Y (c2).
Et Y(x) on pidev funktsioon, siis leiduvad uUhisosata vahe-
mikud 3 ja 3 2, nii et iga x*€E~IF x'e A2

puhul
V(x") < c < V(x-).

Funktsiooniks h*(x) valime suvalise pideva funktsiooni,mis
on positiivne vahemikus [, negatiivne vahemikus A2 Ja

vordne nulliga véaljaspool neid vahemikke ning rahuldab
tingimust

\ h’()dx = ~ h"(X)dx + ( h*(xX)dx = 0.

a Al 02
Funktsiooni h(x) defineerime valemiga
X
h) = J h*(bdt.
a

IImselt h() £ C ja h(@ * h() = 0. Edasi leiame

b f
JIYCX) - 1*.()dx = ] [V(X) -c]b"(x)dx +
a Al
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dx < 0O,

eest mblemad liidetavad on negatiivsed. Kuid siis

b b b
N7 @le=()dx * -c]h’Q)dx + ¢ "h’(x)dx =
a a a

b

a

Saadud vastuolu tekkis oletusest, et ~(x) ei ole konstantne
kogu 16igul [a,b) . Lemma on tdestatud.

3. Lemma 3. Kui ¢gp(x) Ja V(x) on pidevad ning
b

a
iga funktsiooni h(X) & C1[a,b] puhul, mis rahuldab tingimu-
si h(@ = h() s o, siis ~(x) on diferentseeruv ja
p(x) - V(x) a0, kui x € [a, b]-
TOestus. Tahistades
t

a
saame ositi integreerides

b
A - J AQOh»(x)dx.
a
Seega vOime vorduse (2) Umber kirjutada kujul
b
J[- ACO +YU) ] b*(x)dx = 0.
a

Kuid siis Du Bois Raymond*i lemma pdhjal
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YCx) - a(x) » const,
millest seose (3) tottu
) - p(x) - 0.
Rbéhutame siin, et funktsiooni YCx) diferentseeruvust
polnud eeldatud.

§7.Variatsioonarvutuse
lihtsaim uGlesanne. Euleri
vorrand

1. Ulesande formuleering ja Euleri vorrandi tuletamine.

Konkreetsete Ulesannete vaatlemist alustame variatsioonarvu-
tuse lihtsaimast Ulesandest, mida vO8ib formuleerida Jargmi-
selt.

Olgu f(x, y, 2) antud funktsioon, millel on olemas
esimest ja teist jarku pidevad osatuletleed kdigi argumenti-
de jargi. Kodigi funktsioonide y(xX) € C"[a, b] seast, mis
rahuldavad tingimusi

y@ -cf y® »d,
leida selline fugktsioon, mille korral funktsionaal

@ FO) - J f(x, y(9, y"(x))dx

a
saavutab ekstreemuml. Teisiti raakides seisneb variatsloon-
arvutuse lihtsaim Ulesanne funktsionaall (1) ekstreemuml
leidmises antud punkte A(a, ©) ja B(b, d) Uhendavate siledate
kdverate hulgal. Siia alla kuulub naiteks brahhietokrooni
probleem. Edaspidi nimetame funktsionaall (1) ka variatsioon-
arvutuse poéhlfunktslonaaliks.

Nagu teada, on ekstreemumiks tarvilik, et ekstreemum-
punktis 67F(y, h) * 0 iga h puhul. Variatsiooni avaldis on
meil eespool leitud (vt. | ptk*, 8, punkt 3). Seega on tarvi-
lik, et b ,
J (FfyMx) + fyth"(x)Jdx - 0.
a
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Et kdik lubatavad funktsioonid y(x) peavad rahuldama tingi-
musi y(@ = c, y( * d, siis mistahes juurdekasvu h(x) puhul
h(@ « h(b) s 0. Eelmise paragrahvi lemma 3 alusel eksistee-

rib g; fy, ja fy - 43 fy, H 0, Seega iga funktsioon y(x), mis

annab variatsioonarvutuse péhifunktsionaallle ekstremaalse
vaartuse, rahuldab vorrandit n

@) fy ""E fy e 0.
Vorrandit (2), mille tuletas Euler 1744.a., nimetatakse
Euleri vorrandiks.

Saadud tulemuse sOnastame teoreemina.

Teoreem 1. Selleks et pdhifunktsionaal (I), mis on mdara-
tud funktsioonide y(x) € C'[a, b], y(@) * c, y(b) = d hul-
gal, saavutaks antud funktsioonil y(x) ekstreemumi, on tar-
vilik, et see funktsioon rahuldaks Euleri vdrrandit (2).

Selle teoreemiga on antud ndrga ekstreemumi tarvilik
tingimus, sest y £ C". Et aga iga tugev ekstreemum on Uhtlasi
ndrgaks ekstreemumiks, siis on see tingimus tarvilik ka tugeva
ekstreemumi olemasoluks.

Euleri vorrand on teist jarku harilik diferentsiaal-
vorrand, mis valjaarendatult on jargminel:

(©) fy - fily, - fyy*y” - fyfy»y™ * =

Euleri vorrandi lahendeid nimetatakse ekstremaalideks.
Funktsionaal (1) vOib saavutada ekstreemumi ainult ekstre-
maalil, kuld kdik ekstremaalid ei tarvitse anda sellele
funktsionaalne ekstremaalset vaartust. Koverat, millel eks-
treemum saavutatakse, nimetame ekstremaliseerivaks kdveraks.
Euleri vérrandi Gldlahend

Y - y(*» c2)

sisaldab kaht suvalist konstanti. Nende maaramiseks on meil
aga ka parajasti kaks rajatingimust

1 Tegelikult vdib Euleri vorrandit kirjutada kujul () vald
Juhul, kui tema lahend y on kaks korda diferentseeruv.
y'" olemasolu kisimust kasitleme jargmises punktis.
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y(») - 0, y(b) - d,
seat k3ik ekstremaalid peavad l&bima punkte A(at ¢) ja
B(b, d). Seega jaab tavaliselt iiks ekstremaal, millel eks-
treemum vOib realiseeruda. Kui sealjuures Ulesande sisust
on teada maksimumi vOoi miinimumi olemasolu, siis see saavu-

tatakse saadaval kodveral.
2. Teise tuletise olemasolu ja pidevus. Euleri vdrran

dis kujul () esineb y». Eeldasime, ety * C”, s.t. meil
pole teada, kas y” on olemas. Toestame jargmise teoreemi.
Teoreem 2. Olgu y » y(X) Euleri vorrandi lahend. Kui
funktsioonil f(x, y, y") on olemas pidevad osatuletised kuni
teise jarguni (kaasa arvatult), siis igas punktis X, kus
fy.y.U, yu) » ¥Y*()) + o0,
on funktsioonil y o y(X) olemas pidev teist jarku tuletis
Y'(x).-
Toestus. Vaatleme punkti, kus *}]/_y» + 0. Tahistame
Oy » y(xX +4x) — y(x), 4y" m y"(xX +4x) - y*(X) jJa peame
meeles, et y ja y* on pidevad, s.t. kui4 x->0, siis ka
Ay-*0, "—*-0. Nagu me nagime, eksisteerib fy,, s-t.
eksisteerib piirvaartus

al f}j. * A)I(_I_‘%-Tx[fy’\x +NX» Y(*+0*)» y’(X+4x)) -
- y0o)» Y ()]

ehk

o, * him-r;ffiv _(+4 X, y(x+Ax), y"(x+0x)) -
J Ox->0 3

- Y, yGeHx), y*(x+4x))] +

+ ox-io Ny [Ty X, y+y,y, + N1y~ " fy*(X,y,y "+ 1y "Mx +
(Qy-»0)

*y*(1,y’7 +3r,) -V y,r)Jd afi -
(fy40)
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Et kdigi piirvaartuste eksisteerimine peale viimase on teada,
siis eksisteerib ka

r 0% ®V -fr -V 7
ja Euleri vdrrand on esitatav kujul (3). Viimasest saame

e 7Th:[fy-1fxy -Vy,yl*
Et paremal pool on kdik pidevad funktsioonid, siis on pidev
ka y'".

3. Naide. Millistel kdveratel voib funktsionaal
1

Fy) - J (y’2 + 12xy)dx
0]
saavutada ekstreemuml, kui y(©) » O ja y(l) * 2?
Leiame ekstremaalid. Et f(x, y, y1) = y"c + 12xy, silis

f *12x, ¥ , = 2y" ja Euleri virrandiks on

12X - 2y" « 0.
Viimase uldlahendiga

Yy « X% + C™% + C2

ongi antud kOik ekstremaalid. NO6utud rajatingimusi rahuldab
neist ekstremaal

y *XxX5 + X =yo(X)-

Seega vOib funktsionaal saavutada ekstreemuml vaid sellel
koveral .
Arvutame veel funktsionaall vaartuse leitud ekstremaa-
111 ja vaatame, kas vOib Oelda midagi ekstreemuml iseloomu
kohta. K&igepealt
1
F(y0) - J [(Bx2 + )2 + 12x(X5 + x)] dx - 11~ .
0
Votame veel mdne teise hasti lihtsa kbvera, mis rahuldab
rajatingimusi, nditeks sirge y = 2x 3 y*X). Saame
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1
F(yx) - £ (4 + 24x2)dx - 12.
0
Et F(yQ) < F(y?), siis jobul, koi ekstremaalil y * x™ + x
ekstreemum saavutatakse, vOib see olla vaid miinimum. Nagu
hiljem ndeme (8 12, punkt 3, naide 3)» esinebki tugev miini-
mum.

§8. Euleri vodorrandi liht-
salt integreeruvaid erijuhte.
Brahhistokrooni probleemi

lahendus

Euleri vorrand pole alati lihtsalt lahenduv. Et aga
variatsioontlesannete lahendamisel on Euleri vorrandil tdita
eriline osa, siis on oluline valja selgitada need juhud,
millal ta on lihtsalt integreeritav. Vaatlemegi méningaid
erijuhte.

1. Funktsioon T ei sOltu argumendist y*t s.t. f = f(X,y).-

Siis T , s 0 ja Euleri vorrandil on kuju

fy, y) =o0.
Saadud vorrand pole diferentsiaalvfrrand, vaid tasapinnalise
kdvera vorrand. Et tegemist pole kdverate parvega, vaid
Uksiku kdveraga, siis puudub Gldiselt vdimalus rajatingimuste
y(@ s ¢, y(b) s d rahuldamiseks ja variatsioonilesandel
puudub lahend. Ainult juhul, kui kdver l&bib juhtumisi punkte
Afa, ©) ja B(, d),v0ib ulesanne olla lahenduv.

2. Funktsioon f s6ltub argumendist y» lineaarselt,s.t.
G y. y*) = M(xty) + N(X. y)y". Vaadeldaval juhul saame
Euleri vorrandiks

Koo 2% y. . 4 wx, y) -0
by “by dx
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ehk
am ax
llﬂy (1] T X —- Ok

Siin on Jallegi tegemist Uksiku jeene vorrandiga. Seetdttu
kehtib eelmises punktis o6eldu.
Kui » = 0, siis Mdx Ndy on téaisdiferentsiaal

Ja funktsionaal

b b
FO) = Jf(x, y, yDdx = ~(nk, y) + N, y) ] dx «
a a
G, d
J M(X, ¥) dx + N(x, y)dy
@ o

ei sb6ltu integreerimisteest ning on konstantne. Variatsioon-
tUlesanne kaotab sel juhul motte.

3. Funktsioon f ei s6ltu otseselt argumentidest x Ja vy,
s.t. fg f(y"). Vaadeldaval juhul fb f, .e f;*, m 0 Ja

Euleri vdrrandiks on

fy.y..y" “ 0»
Siit kas fg*g- mOVOl y' =0, Kii y' «0, siisy m C,x + CX
Kui fy,y,Cy") * 0 ja sellel y" suhtes harilikul vdrrandil
on Uks voi mitu lahendit y* * k®, siis y = k"x + C. Saime
Uheparameetrilise sirgete parve, mis sisaldub juba leitud
kaheparameetilises parves. Ekstremaalid on seega sirged

y - CaX + C2,
kusjuures rajatingimusi y(a) = ¢, y(b) * d rahuldab neist
Uks.

Naiteks lUlesandes: kdverate seast, mis Uhendavad punkte

A(a, c©), B(bt d), leida selline, mille kaare pikkus nende
punktide vahel on véhim, tuleb leida funktsioon y > y(X),mis
realiseerib funktsionaali
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F(Gy) = I\l + y72 dx

miinimumi. Eel6eldu pdhjal on ekstremaalideks sirged
y * C™x + Cg, kusjuures antud punkte labib neist sirge

c-d_ . ad - bc
Y “a-0> a-b~*

4. Funktsioon f ei sO6ltu otseselt argumendist y, s.t.
f = f(x, y"). Siis Euleri vOrrand omandab kuju

fysrxxy ) * o
mille esimene integraal on
Q) fy»(x, y) s C.

Et saadud esimest jarku diferentsiaalvlOrrand ei sisalda
muutujat y, siis saab vOrrandit otseselt integreerida.

1. véimalus. Lahendame vorrandi (I) y" suhtes:
y* * <PX, Cx)
ja saame
y wJ <X, Cx)dx + C2.
2. voimalus. Toome sisse parameetri —g=p
ja avaldame seosest (D)
x = ~Mp, cXx).

y saame seosest dy = pdx = p 1, CM)dp integreerimise
teel. Hiiviisi leiame uldlahendi parameetrilisel kujul

* = (., cx),

y JpC//"(p, C-"~dp + C2.
Parameetri vOib sisse tuua ka ménel teisel sobival viisil.

5. Funktsioon f el sdltu otseselt argumendist i, s.t.
** fy» ¥Y?). Et T s 0, siis Euleri vbrrand saab kuju
\

fy o fyyy" mvy y" >
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Kui korrutada vorrandi koiki liikmeid y®"-ga, siis viib
vorrandi esitada kujul

-y fy,) = 0.
Kontrollidai Seega on vdrrandi esimeseks integraaliks
f "y, fy* = CI*
Et saadud esimest jarku vorrand el sisalda otseselt x, niis
saame vOrrandi lahendada y* avaldamisega vOi parameetri
sissetoomisega.

> 6. Naide. Leiame ekstremaalid brahhistokrooni probleemi
korral (vt. 1 ptk., 8§ 2, punkt 2). Nagu nagime, tuleb leida
kdver, mis annab funktsionaalnel

(0]
minimaalse vaartuse, kusjuures peavad olema taidetud raja-
tingimused
y(0) =0, y() » d.
r 2
Antud juhul f(x, y, y*) = 1yC- ei sisalda ilmutatud kujul
* Vy

X ja esimeseks integraaliks on

Vi+y'2 _ y*2
VT V7V 1ty
ehk
yd +y"2) »
Viimase vOrrandi integreerimiseks toome sisse parameetri
y* = cot t. Siis

C ) C
y = —— = (C,sin2t = -5°(1 - cos2t),
1+cot"™t
] Cisin2t o] / \
dx = y* =" Eﬂf't_dt § Z--sln t dt = C, (I - cos2t)dt

Teguri®=- , mis esialgses funktsionaalis esines,v0ime &ra
Jjatta,sest see el mfjusta funktsionaall ekstreemumkohta.
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Ja

C! -
Cx (t - 2t) + e2 - @t - Sin2t) o CZ*
Et kdver labib punkti (o, 0), siie Cg m 0.
Seega Cc
X * @t - sin2v),

C*
y 4 Ty* (1 - cos2t),
kus @@ tuleb madrata tingimusest, et y(b) a d. Seega ekstre-
maal on tsukleid, mis labib punkte (0, 0) Ja (b, d)= Ules-
ande sisust on selge, et miinimum mingil kéveral saavuta-
takse, seega on lahend leitud. Otsitava tsiukloidi geomeetri-
list konstrueerimist vt. G. Rago Opikust [B], Ik. 492-493.
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1. VARIATSIOONULESANDED
FIKSEERIMATA RAJAPUNKTIDE
KORRAL JA NEILE TAANDUVAD

ULESANDED

L1in 8alwa variatsioon,
Glesande Uldistus TfTikseeri-
mata rajapunktide juhule

1. Ekstreemumi tarvilik tingimus. Eelmises peatikis
uuri8ime variatsioonargutuse pohifunktsionaali

@ FO) = I3 f(x, y, y?dx

a
eeldusel, et rajapunktid A(a, ©) ja B(b, d), mida otsitav
kdver labib, on antud. Kaesolevas peatikis uurime sama
funktsionaali, kusjuures Uks voi mbélemad rajapunktid on
ette andmata. Seega lubatavate kdverate hulk ehk funktsio-
naali md&ramispiirkond laieneb.

Olgu y(x) € C"[ a, bl funktsionaali (1) ekstremalisee-
riv funktsioon, s.t. kdigi maaramiepiirkonda kuuluvate kéve-
rate hulgast realiseerigu ekstreemumi just kbver y = y(x).
Kitsendame nuud funktsionaali md&ramiepiirkonda ja vaatleme
funktsionaali vaid nendel kdveratel, millel on Uhised ots-
punktid ekstremaliseeriva kdveraga. Siis kéver y « y(x)
Jaab ekstremaliseerlvaks ka kdigi nimetatud kdverate hulgas.
See tadhendab, et ta rahuldab Euleri vorrandit

(@) *y " 75V * o%
Seega tuleb ekstremaliseerivaid kdveraid otsida endiselt
Euleri vorrandi lahendite hulgast.
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Euleri vorrandi uldlahend

Y - Y(x, CIf C2)
sisaldab kaht suvalist konstanti. Fikseeritud rajapunktide
korral saime need mddrata rajatingimustest

y@ =c, y® * d
NOud on asi komplitseeritum. Kaesolevas peatilkis seamegi
Ulesandeks tuletada tingimusi, mis asendaksid rajatingimusi
Ja lubaksid konstante maarata.

2. Juhtum, kus lubatavate kdverate otspunktid asuvad
vertikaalslrgetel. Vaatleme ekstreemumi leidmist funkt-
sionaali (1) korral eeldusel, et kdigi lubatavate kdverate
otspunktid asuvad etteantud sirgetel x = a Ja x = b. Seega
on ekstremaalide otspunktide abstsissid endiselt antud, muu-
tuda saab vaid ordinaat. L&htume ekstreemumi tarvilikust
tingimusest: ekstremaliseerival koveral

b -
5FC¢y, ) - J (fyh ¢ fy,h™)dx = 0.
a
Siin h(x) kui suvaline funktsioon ei tarvitse enam muutuda
nulliks punktides x = a Ja X = b. Seeparast varlatsioon-
arvutuse pohilemma 3 (8 6, punkt 3) pole rakendatav.
Integreerime ositi teist liidetavat. Saame

3] b
6*4y, h) a fy,h(x)l + NN fy - fy,] hdx * 0.
*a a

Et ekstremaalidel f -~ f , = 0, siis integraal vordub
nulliga Ja Jaab tingimus, et

fyi(b» y(*0» y’(b))h(b) - fy.Ca, y(a), y’(@)h(@ =0
iga funktsiooni h(x) C C"Ca, b) puhul. Arvestades, et
h(b) Ja h(a) on teineteisest s6ltumatud, leiame siit tingi-
mused, mis peavad olema taidetud iga ekstremailseeriva
kévera korral:

©) fy.(@, y(@, y’@) * 0,
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Saadud tingimusi nimetatakse loomulikeks rajatingimusteks.
Seega vOime vaadeldaval juhul otsitavad ekstremaalid maara-
ta tingimustest (), ) ja .

Juhul, kuil vasakpoolne otspunkt on fikseeritud, asen-
dub tingimus (3) tingimusega y(a) = c. Analoogiline on olu-
kord, kui on fikseeritud parempoolne otspunkt.

Ndide . Lahendame brahhistokrooni probleemi juhu
Jaoks, kui parempoolne otspunkt voib liikuda vertikaalsirgel
X = b, s.t. lahendame Uleaande: leida kdver, mida mboda
liikudes masspunkt, mis on asendis A(0, 0) saavutab raskus-
tungi mojul kdige kiiremini vertikaalsirge x « b.

Minimiseerida tuleb funktsionaal

b
dx
0 vz
A(0,0) Nagu nagime eelmises para-
grahvis, on punkti a(0, O)
labivateks ekstremaalideJcs
tsiukloidid

AN x = £ @t - sin2v),

Konstant tuleb nii maara-
ta, et tingimus (4) oleks

Joonis 5

taidetud, s.t. et

y* () « 0
Y " Ix«b Vy(b) VI+y~™ ()
Siit
y"® B0
s.t. kohal x = b peab ekstremaliseerlva kdvera puutuja olema
paralleelne x-teljega. Seega tuleb tsikloidide seast valida
see, mille ordinaat saavutab maksimaalse vaartuse just kohal



X = b. Ordinaat y saavutab maksimumi, kui t = - . Siis

aga b s %1 ft ja otsitava kdvera vorrandid on

X « ~ (2t - sin2v),
y s (1 - cos2t).
Tsiikloid labib sirgel punkti (b, — ).

3. Kitsenduseta jnhtum. Vaatleme variatsioonarvutuse
pohifunktsionaali

® F@y) » %} X, vy, y"dx,

X0
kus f on pidev koos oma esimest ja teist jarku osatuletiste-
ga. Erinevalt varem vaadeldud juhtudest eeldame, et nende
kdverate otspunktid, millel funktsionaal on mddratud, voivad
teatud piirides liikuda suvalisel viisil, s.t. erinevate
lubatavate kdverate otspunktide abstsissid kui ka ordlnaadid
vOivad olla erinevad. Lineaarseks normeeritud ruumiks,milles
funktsionaal F(y) on mddratud, votame ruumi G [a, b] ,kus
16ik [a, b] sisaldab otspunktide abstsisslde kdik vdimalikud
asendid. Kui mdned lubatavad kdverad pole m&&ratud kogu
16igul [a, b], siis pikendame neid Ule otspunktide kuni 10i-
kumiseni sirgetega x * a ja x » b (naiteks lineaarse eks-
trapolatsioonl abil).

Et ekstreemum saavutatakse ainult ekstremaalidel, s.o.
Euleri vOrrandi lahenditel, siis vaatleme jargnevas funkt-
sionaali (6) vaid ekstremaalidel

Y - Y(x, CIt C2).
Ekstremaalidel muutub funktsionaal F(y) parameetrite C®, Cg
ja integreerimisrajade x0, xj* funktsiooniks:

FG) = C» Cg tx0, xX).-
Eeldame algul, et iga ekstremaal y = y(x, CIt C2) on oma ots-

punktidega Uheselt mddratud. Siis vOib lugeda ekstremaalide
parameetriteks otspunktide koordinaadid xQ, yQ, XV, y
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Tahistame ekstremaliseerivat kbverat y = y(X) sumboliga Y Q,
kdigi ekstremaalide hulka £f}. Siis iga ekstremaal ~{if} on
maaratud nelja parameetriga xQ, yQ, x”, y» ja vaadeldav
funktslonaal (5) muutub sellel ekstremaalide parvel nende
parameetrite funktsiooniks:

FQGy) = o (x0, y0, xIt yi).
Ifitre muutuja funktsiooni ekstreemumi tarvilikuks tingimuseks
on diferentsiaali vordumine nulliga, s.t.
dp] =0.
Sealjuures

Siin dx@ dye, dxlt dy® on ekstremaali otspunktide koordi-
naatide diferentsiaalid (suvalised juurdekasvud). Ilmselt
dyQ = b(xQ) ja dy™ = h(x). Edasi seame eesmargiks maarata
osatuletised

oo no bo 20
av ‘
D Vaatleme algul ekstremaalide parve {y} kaheparameetri-
list alarhulka, kus muutuda saavad vaid otspunktide ordi-
naadid, abstsissid xQ ja x* on fikseeritud, s.t. dx# =

m dx® a 0. Teiste sOnadega, me vaatleme juhtu, kus ekstre-
maalide otspunktid asuvad vertikaalsirgetel x a x0Ja x « X
Nendel ekstremaalidel, mida me tdhistame y = y(X, ye, y"),
muutub funktsioon ¢ (Q, yQ, x*, yV ja seega ka funktsio-
naal F(y) kahe muutuja funktsiooniks

FO) = Fy(x, Y0, yx)) = ¢ 0(yO» ¥a.»»
kusjuures

Heo PO TdB 1P
{ AT O = ~
kdigis punktides, kus xQ ja x1 omandavad eespool fikseeri-
tud vaartusi. Edasi

F(y ¥h) a F(y(x, yO+dy0, yl+dyx)) « o O(yO+<ly0, ya+dy”



ja dy0 = b(x0), dy*=h~") tottu
F(y+th) o 4>0(yO0+tdy0O, y~+td™).

NUid aga

® 5JF(y, h - Kj+th) MO «

’ ¢ 0(¥0*m Yo* dy» * Tyf dyl "
- *00(O, 7).

s.t, diferentsiaal ]P0 Uhtib kdne all olevatel ekstremaali-
del variatsiooniga S¥“¥, Vaadeldava juhu jaoks on aga variat.
sloon leitud eelmises punktis:

V(y. h) = fy*hC)

Arvestades, et ekstremaalidel vOordub integraal nulliga ja
h(xQ) s dyQ, h(x™) e dy®, naeme, et vaatluse all olevatel
ekstremaalidel

@V @ h>-VI1 x-il d™ - VIx=i0d5V

Vorreldes viimast seost seostega (8) ja (7) saame valemid

0 = " fy"|x=x0 * “ fy* Xo> yo» Y (X0 »
uo) F
~bT{ = VI x=x" = fy"xI» "M» y Xi))-
AN
2) Selleks et leida ja ft(?<p vaatleme hulga

teist alanhulka, mis koosneb mingi Uhe ja sama ekstremaali
Y = y(X) kaartest muutuvate otspunktidega (xQ, y ) ja
X1» yx), kus y0O = y(xQ) ja yx = y(xx). Otspunktide koordi-
naatide diferentsiaalid on omavahel seotud vordustega

dy0 = ¥y (x0)dx0, dy™ = y*"(x1)dx1l
Ja seetdttu omandab diferentsiaali avaldis (6) vaadeldaval
ekstremaalide alamhulgal kuju
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A  ap, @ |- ¢ y(x0) + 3L )  toi-

Nimetatud alamhulgal muutub péhlfunktsionaal (5)(Ja
seega ka funktsioon ¢ (x0, yQ, x~t y”) integreerimisrajade

funktsiooniks X
(1@ <10, xx) « I X, y(9, Yy ())dx,
X0
kusjuures
dblado

kdigis punktides, kus yQ ja y* omandavad ekstremaali

Y = y(X) valikuga fikseeritud vaartusi. Et vaadeldava parve
ekstremaalid on antud kdik Uhe ja sama vorrandiga y a y(X)
jJa seetdttu integraalialune funktsioon parameetritest ei
soltu, siis integraali (12) diferentseerimine annab

15 a T(x1# yx, y" ™)) «™ - £(xQ, y0, y"(x0))dx0.

Seega
n +y,(lIo)t t 0° - fu-x0 ”

millest seoste (10) tottu
- — j* -

a%

= (F“y"fy)IxaX1
Nagu ndeme , on ekstremaalidel {my} pohifunktsionaali (G)
kui nelja muutuja funktsiooni ¢(x0, yQ, x*, y~ osatuleti-
sed antud valemitega (10) ja (14 ning tema taisdiferent-
siaal

@) adp - -{[f -y fy. Mo ax0 + .

o([fF-"2"VIX-x™1 + VIx-x/yi}-



Eriti juhul, kui Uks rajapunktidest (xQ, y0) on fiksee-
ritud, muutub F(y) kahe muutuja funktsiooniks o O, YY)
Ja tema diferentsiaal on

6 o V1 «i dyi-

Viimast valemit kasutame IV peatikis.

Ilarkus 1. Valemi (9 tuletamisel (vt. eelmine
punkt) eeldasime, et lahtekdver f ehk y * y(xX) on ekstre-
maal, kuid ei kasutatud asjaolu, et y a y(X) + h(x) on eks-
tremaal. Olgu niud antud kdverate parv , mis Uldiselt
ei koosne ekstremaalldest, kuid mis sisaldavad ekstremaali
Y . Vaatleme sellel parvel funktsionaali F kui kdverate
otspunktide koordinaatide funktsiooni. Siis uUleminekul eks-
tremaalilt ~f ehk y * y(X) vaadeldava parve mingile teisele
kdverale ehk y * y(xX) + h(X) diferentsiaali kuju (15)
sailib.

Markus 2. Valemite (10),(14) Ja (15 tuletamisel
eeldasime, et ekstremaliseerlva kdvera "fQ Umbruses l&bib
iga kahte punkti parajasti Uks ekstremaal, ehk teisiti, iga
ekstremaal on Uheselt maédratud nelja parameetriga. Vabaneme
sellest eeldusest. Alati vOib Y O lilitada neljaparameetri-
lisse kdverate parve, kus Yo minAis Umbruses ihendab iga
kaht punkti parajasti Uks parve kbver ja kus kdverad soltu-
vad oma otspunktide koordinaatidest pidevalt. Vaadeldav
funktslonaal F(y) muutub ka sellel neljaparameetrilisel par-

vel nelja muutuja funktsioonike ¢ (), yQF y ~ . ulemine-
kul ekstremaliseerivalt kdveralt vaadeldava parve mis-
tahes teisele kdverale avaldub diferenteiaal d¢ markuse

1 péhjal endiselt valemiga (15).

Poordume tagasi Ulesande Juurde. Tuleb leida ekstre-
maalid, millel &$ « O iga dx0, dy0O, dx” dy/™ puhul. Tava-
liselt on vasak- ja parempoolne otspunkt teineteisest s6ltu-
matud. Kui ka sama otspunkti abstslss ja ordlnaat on teine-
teisest sOltumatud, siis tdhendab tingimus d¢ * O seda, et
nulliga peavad vorduma koik osatuletised:



an

Sageli esineb aga Juhtun, lass Uhe ja sama otspunkti abstelse
ja ordlnaat on teineteisega seotud. Nimetatud juhtu kasitle-
megi jargmises punktis.

4. Tran8versaalsuse tingimus. Asugu antud pohifunkt-
sionaali (B) koigi lubatavate kdverate otspunktid etteantud
kéveratel

y * P jaya MX).
Noutakse leida selle funktsionaall ekstreemuml piisavaid
tingimusi. Sellise Ulesande naiteks voib olla kahe kdvera
vahelise suurima voi vahima kauguse leidmise Ulesanne.
Antud juhul ei ole ekstremaali otspunkti abstsiss ja
ordlnaat ning seega ka nende diferentsiaalid sOltumatud. Et

@8 y0=<?U0) jayx «

dy0 = £H)*C0)dx0, dyx = 2 \x1)axl
ja tingimusest d¢ »0, kus

19 40 _ [f e (*>"-y")fy,],, dxO ¢
o [Fe (.F- 1)
Jareldub

(20)

Tingimusi (20) nimetatakse transversaalsuse tingimusteks.
Transversaalsuse tingimused koos seostega (18) lubavad
maarata Uhe vOi mitu koverat ekstremaalide parvest

y » y(X, CIf C2),
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millel funktsionaal vOib saavutada ekstreemumi. Juhul kui
Uks rajapunktidest on fikseeritud, asendub vastav transver-
saalsuse tingimus rajatingimustega.

Transvereaalsuse tingimused juhtude jaoks, kus lubata-
vate kdverate otspunktid asuvad vertikaalsirgetel x = xQ,
X = xx VoI kdveratel x »g(y), x = k(y), el jareldu tingi-
mustest (20). Siis saame transversaalsuse tingimused otse
d4> avaldisest (15). Naiteks juhul, kui x = xQ, x = x*, on
dxQ a di™ a 0 ja transversaalsuse tingimusteks on loomulikud
rajatingimused (vt. punkt 2).

Naide 1. Leiame transversaalsuse tingimused funkt-
sionaali

FO) * 3 T y)Vi+y 2 12
X0
jJaoks eeldusel, et antud koveratel y a cf(x), y a “(X)
funktsioon K(x, y) /7 O.
Transversaalsuse tingimus |f + (<fr- y")*Yijx=x =0 m

siis Jargmine:

Siit 1 + Q) = 0 ehk
y*(lo>o - -TfktJd ~
s*t. ekstremaal peab Idikama joont y a Cf(x) taisnurga all.
Analoogiline on olukord ekstremaali I0ikumisel teise ette-
antud joonega. Seega vaadeldud tlipi ekstremaalide korral
tahendab transversaalsuse tingimus ortogonaalsuse tingimust.
Naide 2, Leiame ekstremaalid funktsionaali



FCy) - f y"2- ax
0
Jaoks, koi lubatavate kbverate vasakpoolsed otspunktid rahul-
davad rajatingimust y(0) = 0, kuid parempoolsed otspunktid
asuvad ringjoonel
(@) X - 9)2 ¢ y2 - 9.

Et integraalialune funktsioon T a lly Y--- ei sdltu

otseselt argumendist x, siis Euleri vOrrandi esimene integraal
on F - y"fyi = ehk

-cC,.
yVTTy§‘ 1

Siit edasi

2
millest
dx - t - -
V Cl] -y2
Peale integreerimist leiame kaheparameetrilise ringjoonte
parve r

X +0)2+y2«C2.
Rajatingimust y(0) B O rahuldavad neist ringjooned
@ x + 02 +y2 = C2.
Teise konstandi médramiseks arvestame, et otsitav ekstremaal
peab I0ikama ringjoont (21) ortonaalselt, s.t, 10ikepunktis
€S)) y <P*=-1,
kus on antud ilmutamata kujul vorrandiga (21). Tule-
tiste <P" ja y1 madramiseks diferentseerime seoseid (21) ja

() arvestades, et 18ikepunktis ~ * y. Saame
2x~ 9 + 2y =0,

2(x + O + 2y* >0,
millest seocse (23) tottu
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@ K-9P +0O +y2mO.
Lahutades vorduste (21) ja (22) summast kahekordse vorduse
(24 leiame seose

[xK-9 - x+0)]J2=9+C2,
millest ¢ = -4. Seega nOutud ekstremaalid, mida on kaks, on
antud ilmutamata kujul vorrandiga

X - 42 +y2 = 16.

8§10. Hurgapunktidega ekstre-

maalid
1. Probleemi seade. Vaatleme variatsioonarvutuse pohi-
funktslonaali b
~ FO) * J f(x, y, y)dx,
a

kusjuures lubatavate kdverate rajapunktid A(a, c), B(b, d)
olgu Ffikseeritud. Varem (87) otsisime ekstremaliseerivat
funktsiooni y(xX) funktsioonide hulgast, mis kuulusid ruumi
Cra, b], s-t. eeldasime, et y(xX) on pidev koos oma esimest
Jarku tuletistega. Vastavat kdverat y = y(X) nimetame sile-
daks koveraks. VOib agad juhtuda, et siledate kéverate hulgas
ei leidu sellist, mis realiseeriks ekstreemuml. Sellisel
jJjuhul on loomulik kindlaks teha, kas ekstreemum ei reali-
seeru Uldisema ruumi funktsioonidel. Uldisemaks ruumiks on
kodigi pidevate funktsioonide ruum C[a, bj. Vaatleme selle
ruumi elementide hulgast tikati siledaid kdveraid. Kdverat
nimetame tikati siledaks, kui ta on pidev ja koosneb 16pli-
kust arvust siledate kdverate kaartest. Kdvera punkti, kus
esinevad erinevad iUhepoolsed puutujad, nimetatakse kévera
nurgapunktiks.

Vaatleme koigepealt jargmist n&idet. Olgu antud
funktsionaal N

Fy) - i & - D2y’ + 1)2dx
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rajatingimustega y(-1) =0, y(I) =1, s.t. kdik lubatavad
kdverad peavad labima punkte A(-I, 0) ja B(l, ). Uurime
funktsionaali ekstreemumeid.

Vaadeldav funktsionaal on maaratud punkte A ja B Uhen-
davatel kdveratel, mis kuulluvad ruumi C". On ilmne, et iga
sellise kbvera korral F(y) ™ 0. Ekstreemum vdidakse saavu-
tada ainult ekstremaalil. Ekstremaalideks on sirged y »

a CoX + C2» sest T x fiyl) ei sOltu otseselt argumentidest
X ja y- Antud rajatingimusi rahuldab neist sirge

kusjuures 1

1
Esialgu me ei tea, kas funktsionaal saavutab sellel sirgel
ekstreemumi, kuid teame, et teistel siledatel kéveratel ta
seda ei saavuta. Sellele vaatamata omandab funktsionaal abso-
luutse miinimumi vadrtusega 0 naiteks murdjoonel (joonis 6)
X-1, kui -1 £ x« -1,
Ym X, kui $ x I.

Naeme, et see funktsionaal
el saavuta siledatel kove-
ratel absoluutset miini-
mumi vaartusega 0, kull
aga tiukati siledatel kdve-
ratel. Kui murdjoon punktis
D Umardada, siis saame
kovera, mis kuulub ruumi
C*. Olenevalt Umardamise
"'suurusest’ voib funktsio-
D naali vaartuse sellisel
koveral teha nullile kui-
tahes lahedaseks. See
téhendab, et 0 on funkt-
Joonis 6. sionaali vaartuste alumine



raja ruumis C", kuid siledatel kdveratel seda raja ei saavu-
tata. Kui aga laiendame funktsionaali maaramispiirkonda
tikati siledate kdverate hulgani, siis alumine raja saavu-
tatakse ja variatsioonilesanne saab Uhe lahendi juurde.

Ainsal siledal ekstremaalil, mis rahuldab rajatingi-
musi, s.o0. sirgel y « &+ J; on funktsionaalil ndrk maksi-
mun. Lugeja vOib veenduda selles hiljem, peale jargmise pea-
tikiga tutvumist.

2. NurgaputtVtidega ekstremaalide olemasolu tingimused.
Esitame nuid ekstreemuml tarvilikud tingimused juhu jaoks,
kus ekstremaliseerivaks kdveraks on tukati sile kdver. Eri-
Juhul, kui Uhtki nurgapunkti pole, saame juba tuntud eks-
treemumi tingimused.

Oletame, et nurgapunktidega ekstremaliseeriv kdver on
Juba leitud. Siis iga sile kaar temas peab olema Euleri
vOrrandi

fy - Sxfy *0
lahendiks. See saab selgeks, kui Fikseerime koéverjoonelise
murdjoone koik lulid peale the. Siis selle Uhe luli suhtes
tekib fikseeritud rajapunktidega lihtsaim variatsioonules-
anne. Viimase lahend on aga tingimata Euleri vdrrandi lahen-
diks. On ka selge, et kui kdverjooneline murdjoon realisee-
rib naiteks miinimumi, siis ka Uhe lili suhtes saame miini-
mumi leidmise Ulesande, kusjuures koigi luli otspunkte labi-
vate koOverate seast realiseerib selle vaatluse all olev luli.

Kasitluse lihtsustamiseks vaatleme juhtu, kus ekstremali-
seerival kdveral on vaid Uks nurgapunkt. Asugu see kohal £
(@ < £ < Db). Kui nurgapunkte on rohkem, siis kehtib iga
kohta sama arutlus. Jaotame integraali kaheks:

$ b
FO) - JITfX, y, y)dx + "X, y, YDdx = Fy) + F2().
a |

Kummalgi funktsionaalil FCy), Fg(y) on Uks otspunkt
fikseeritud, teine fikseerimata. Vaatleme funktsionaall vaid
ekstremaalidel. Siis muutub ta kahe muutuja funktsiooniks
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FCEfy ) = F1(E>") + F2(£ > ) ja tema ekstreemumi tar-
vilikuks tingimuseks on dF( £ (" ) = 0. Kuid dF » dP + dF2,
kusjuures dF1 ja dF2 avaldised saame eelmise paragrahvi
seoste (15) ja (@6) alusel kohe valja kirjutada:

-y'V)Ar?-odf +VU-?2-0d"
(parempoolne otspunkt on fikseerimata) ja
dF2 = - [F - y,fy.]x=)st0d™ " fy* |x= £+0d4
(vasakpoolne otspunkt on fikseerimata). Nuid saab tingimus
dF = + dFg = 0 kuju
@) {If -y fy.Ix ™ o ~If 7 y,fy*Ix= | +o}df +

+ (YT [xn-0  fy*[x=$ro}dik o

Et d£ ja dy on teineteisest sdltumatud, siis peavad nurga-
punktis (® ) kehtima seosed:

[F " v,y Ix=-0 “IF ~ y*fy"1x»™+0 =

©)

fiml xa -0 “ fy'[X» I 0 * Oe
Nurgapunktide olemasolu tarvilikud tingimused (3) kannavad
WeierstrassHSrdmannl tingimuste nime. Kdverat, mis koosneb
ekstremaali kaartest ja rahuldab nurgapunktides tingimusi
(3), nimetame edaspidi nurgapunktidega ekstremaallks.

3. Naited.
Naide 1» Leida funktsionaali
a
yo» =3 (y2 -¥2)dx, y() »0, y@ Aab,
0

nurgapunktidega ekstremaalid, kui need eksisteerivad.
Kirjutame tingimustest (3) valja teise, s.o.

B fy*|x«E+0 %% 2y°U-0) » 2y"Qj+0). Naeme, et
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oletatavas nurgapunktis X a | on tuletis y" pidev. Seega
antud juhul puuduvad nurgapunktidega ekstremaalid.

Naide 2. Leida funktsionaali

1
Fy) = \1] & - D2y + D2, yC-D =0, y(I) =1,
nurgapunktidega ekstremaalid.

Kéesoleva paragrahvi punktis 1 me juba vaatlesime seda
funktsionaali ja nagime, et vdhemalt Uks nurgapunktidega
ekstremaal on olemas. Leiame niuiud nurgapunktidega ekstre-
maalid, kasutades Weierstrassi-Erdmanni tingimusi. Et inte-
graalialune funktsioon soltub vaid y"-st, siis on ekstre-

maalideks sirged y » ¢ Cg. Ekstremaali esimene luli
rahuldab tingimust y(-I) m 0, mistéttu Cg = ja lali vor-
rand on

y * Ajx N R
Viimane ldli rahuldab tingimust y(1) a 1, mistdttu Cg * 1 -
jJa 1uli vorrandiks saame y a C™ +J[1 - CY). Arvestades, et
esimeses ja viimases lulis on konstandid teineteisest soltu-
matud, tahistame konstandi teisel juhul C-ga ja saame viima-
sele lulile kuju

y=C+ @ -0).
Vahepealsetes nurgapunktides, kui neid on, peavad olema rahul-
datud tingimused (3). Tahistades

Y'y -0 =pja y’g+0 agq
saame parast lihtsaid teisendusi (kontrollidal)
(4p(P2 - D = 49(92 - D,
®
I -(p2 - DGp2 + 1) = -(@2 - D@E2 + 1.
Kdigepealt esineb triviaalne vbimalus
pageky (" -0 =y (% +0),

s.t. tuletis on pidev igas punktis £ ja ekstremaaliks on
sile kover, milleks on punkte A(-I, 0) ja B(l, 1) dhendav
sirge. Lihtne on ndha, et vorrandisisteem (4) on veel rahul-
datud, kui
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p=Y(5 -0 =1

=y ("+0 =-1

Ke]
|

p"YWS$ -0
Ja
g=yCtg +to =1

y 7 (siis vorduste (4) mblemad
pooled muutuvad nulliks).
Jarelikult nurgapuhktldega
ekstremaalid koosnevad luli-
dest, mille vOrrandid on
y=Xx+cCcjay=-XxX+cC

/ Funktsionaal saavutab abso-
luutse miinimumi vaartusega
-null igal murdjoonel, mis
koosneb 18plikust arvust

c sellistest lulidest. Nime-

tatud murdjooned asuvad

Joonis 7. K3ilc j°onisel ? kujutatud
ristkilikus ACBD. Ube nurgapunktiga ekstremaale on kaks:

- 1, kui
t kui -£<x£I

-1

Ja
fx + 1, kui - I<x<i
\-x + 2% kui i $x Sl.

Lahendame 18puks vorrandisisteemi (4) algebraliselt ja
veendume, et peale leitud lahendite pole siUsteemil teisi
lahendeid. Jagame esimest vlrrandit 4-ga, avame vOrrandites
sulud ja viime kdik liikmed tUhele poole vOrdusmarki. See-
jarel, vottes esimeses vOrrandis sulgude ette teguri p - Q,
telises p - 42. saame
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(C-<D@+pg+a2-1 =0,
P -D@P + PE@BP2 + 392 - 2 =0.
Vordsustame nulliga vOrrandite Uhise esimese teguri. Saame
lahendid p a q B o6, kus ac on suvaline reaalarv. Teiseks
vOrdsustame nulliga teise vOrrandi teise teguri, millest

P.= - g. Parast asendamist esimesse vOrrandisse leiame, et
q altmillest p=-g=1 jap=-q=-1. Lopuks jadb vdima-
lus

J3P2 + 302 -2a0,
VP2 4pg+q°-1 =o0.
Saadud sUsteemi lahendamine annab p a q = + £ , s.0. saame

lahendid, mis Juba sisalduvad lahendite p a q aot seas.

4* Ekstremaalide '"‘peegeldumine* etteantud kdéveral. Vaat-
leme jargmist Ulesannet. Leida kdver, mis realiseerib funkt-
sionaali

b

Hy) = J (X, y, y9)dx

a
ekstreemumi ja 1&bib antud punkte A(a, c©), B(b, d), nii et
ekstremaal satuks punkti B alles parast "‘peegeldumist’ antud
siledalt kdveralt y a <MX). On selge, et peegeldumispunktis
(™t vOib olla nurgapunkt ja seega tuleb leida nurgapunkti-
ga ekstremaal. Et § ja §j rahuldavad seost ja (£ ), siis
dr Ja & ei ole enam sdltumatud, vaid on omavahel seotud
vOrdusega

oy

Kasutades punktis 2 leitud tingimust (2) saame ekstremaalide
peegeldumise tingimuseks

[f + y')fylx=£-0 = [f +7~ _ y'*y’lxa £+0 *
Vaatleme naitena funktsionaali

FOY) a j K&, Jyd1 +yndx, kus Kx, y) jLO.
a
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Siis

fm KX, y)VI +Y"2, F , =KX, y)

F+ (M- yDFf . -k, )

y Vi+7r
jJa peegeldumise tingimus saab kuju
G 1+ Yoyll e 1+ <

Vity k28 VieY £

Margime kdvera y * ~(xX) puutuja ja x-telje vahelise
nurga sumboliga OC ja ekstremaalile peegeldumispunktis M
tommatud puutujate tSusunurgad vastavaltja(joonis 8).

Joonis 8.

Siis y* (£ - 0) = ta/st, y*(j + 0) « tan™f <F &) = tanoc ja
tingimus (B) omandab kuju

1 + tanoC tanfta 1 + tab°Ctami

/1 + tan”7 V1 + tan™a*
ehk

-008M(1 + tanot tan”™) = co3™ (1 + tak taydj)e
Peale korrutamist teguriga cosoc saame
—(coeotCo838]+ sinod Sin™f) » cosotcos™»— eluot-sin®
ehk
-cos(o( - ) = cos(o4 - )
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Olles tahistanud langemisnurga ja peegeldumlsnurga vastavalt
sumbol itega ja V* ning kasutades seoseid

oc + (180° -y5,) = 90° - ,0C+ (0° -"2) “Rz 7
leiame, et
- c08(90° + » cos(90° -"2)
ehk
2coe(90° + -~g™) cos Vg — m 0,
millest 7 . , S.0. langemisnurk vordub peegeldumisnur-
gaga.

Kui punkt liigub keskkonnas Kiirusega v(X, y), mis
soltub vaid punkti asukoha koordinaatidest x ja y, siis

ds \ j4 ds VI +y"2 dx

TE “ v(x» dt - v(xTy)e “ VIxT Tl ~
jJa punktidest A(a, ©) punkti B(b, d) liikumiseks kuluv aeg
valjendub integraaliga

* i
a

Kui liikumine (koos peegeldumisega) toimub sellist teed
mooda, mille korral Uhest punktist teise jOudmiseks kuluv
aeg on minimaalne, siis kiiruse v(X, y) igasuguse muutumis-
seaduse korral on peegeldumispunktis peegeldumisnurk vordne
langem!snurgaga. Tulemus Uldistab valguse peegeldumise tun-
tud seaduspérasust. Valgus nimelt levib keskkonnas sellist
teed mooda, mille korral Uhest punktist teise joudmiseks
kuluv aeg on minimaalne (Fermat® printsiip).

Analoogiliselt voib kasitleda ekstremaalide murdumist,
kusjuures saadav tulemus Uldistab valguse murdumise seadust
(vt. nait.[2] ).
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Iv.. EKSTREEMUMI PI1I1SAVAD
TINGIMUSED

811. Ekstremaalide vali

1. valja mbiste. Utleme, et lheparameetriline kévera-
parv y = y(X, ©) moodustab valja antud piirkonnas D, kui
selle piirkonna iga punkti labib Uks ja ainus parve kover.
Niiviisi defineeritud valja nimetame ka parlsvaljaks. Kdve-
rale punktis (X,y)€ D tdmmatud puutuja tousu p(x,y) himetame
valja kaldeks punktis (X, y). Naiteks moodustavad igas piir-
konnas parisvalja paralleelsed sirged y = kx + C, kusjuures
valja kalle p(x, y) = kK on konstantne. Seevastu paraboolide
parvy s (X = c)" el moodusta véalja Uheski piirkonnas, sest
ulevalpool x-telge asuvaid tasandi punkte 18bib kaks kdverat,
allpool x-telge asuvaid punkte ei l&bi aga Uhtki kdverat.

16ikugu nuidd parve y = y(X, C) kdik kdverad piirkonnas
D parajasti Uhes punktis ja katku kogu vaadeldava piirkonna.
Siis kdveraparv parisvalja ei moodusta. Sel juhul oeldakse,
et kdverate kimp y = y(X, C) moodustab tsentraalse valja.
Kbikide kdverate uhist punkti nimetatakse kimbu keskpunktiks.
Naiteks moodustavad ringis X2 + y2 $ 1 tsentraalse véalja
sirged y = Cx. Kuid igas piirkonnas D, mis ei sisalda koordi-
naatide alguspunkti, moodustavad need sirged parisvéalja
(oonis 9). Edaspidi mOistame valja all nii parisvalja kui
ka tsentraalset valja. Kui valja moodustavad mingi variat-
sioonilesande Euleri vorrandi lahendid, s.o. ekstremaalid,
siis raagitakse ekstremaalide valjast.

Olgu antud funktsionaal
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b
FOy) a j fx, y, yDdx,
a
kus rajapunktid A(a, c),
B(b, d) on fikseeritud
ja funktsioon f(x, y, 2
rahuldab paragrahvis 7
pUstitatud ndudeid. Koéver
y s y(x) olgu selle funkt-
sionaali ekstremaal, mis
Uhendab punkte A ja B.
gtlere, et ekstremaal
y a9 y(X) sisaldub ekstre-
maalide valjas ehk on luli-
tatud ekstremaalide valja,
kui on leitud ekstremaalide
parv y = y(x, C), mis moo-
dustab mingis piirkonnas
D valja ja annab teatud
Joonis 9. C vaartusel Cg ekstremaali
Y = y(X), kusjuures viimane
el asu piirkonna D rajajoonel. Edaspidi on tdhtis teada, kas
ekstremaali y = y(X) Saab lulitada ekstremaalide valja voi
mitte.
Sageli Onnestub vaadeldavat ekstremaali lulitada tsent-
raalsesse valja. Toepoolest, olgu

d) fy.y*@, y@. y"(@) ko,

siis fJ x ,(@,y(@),y") on nullist erinev kdikidel y* vaartus-
tel, mis on kullalt lahedased suurusele y"(a@). Jarelikult Eu-
leri vorrand fy,y,y" + fyy,y" + fjjy, - fy = O rahuldab kdiki

lahendi olemasolu ja Uhesuse tingimusi. Seega eksisteerivad
selle vorrandi integraalkdverad, mis labivad punkti a ja
millel on punktis A etteantud puutuja tdus y* (y*(@) teatud
Umbrusest) . Nimetatud kdverad moodustavad ekstremaalide kimbu
Y » y(x, 0 (C~C-2Cg), mis sisaldab punkte A ja B thenda-
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vat ekstremaali y = y(X) r y(x, CQ) (CxxC0<C2). Kui saadud

kimp moodustab ekstremaali y = y(X) teatud Umbruses tsentraal-

se valja, siis ongi vaadeldav ekstremaal lilitatud sellesse

valja (oonis 10). Kui aga kimbu kdverad 16ikuvad ekstre-
maali y a y(xX) igas Umbru8e8,sii8
ekstremaali vélja lulitada el saa.
Margime, et praktiliselt voib
saada nimetatud kimbu Euleri
vorrandi uUldlahendist, maarates
seal Uhe konstandi nii, et on
rahuldatud rajatingimus y(@) = c.

4 - Nagu néha eeltoodud arut-
lusest, voime juhul, kui tingi-
mus (1) on taidetud, lugeda para-
meetri C vdrdseks ekstremaali
Joonis 10. Y “ 3Kx* G ) puutuja tdusuga

punktie A(a, ©), s.t.1

() y’@, 0 acC.

Tehtud markust kasutame jargmises punktis.

Naide 1. On antud funktslonaal
a
FO) = J (y2 ~ y2)dx.
0
Leida ekstremaal, mis Uhendab punkte A(O, 0) ja B(a, 0), ja
uurida, kas teda saab lulitada ekstremaalide vélja.
Euleri vorrandi y' +y a 0 tuldlahend on

y a Cj’sin x + CgCoe Xx.

Punkte A ja B Uhendavaks ekstremaaliks on sirgldik y = O.
Uldlahendist saame ekstremaalide kimbu
y a C/sin X,
mis 1abib punkti a(0, 0) ja sisaldab erijuhul, kui =0,
ekstremaali y a 0* Vaadeldav ekstremaalide kimp moodustab
1 Kui oleme leidnud ekstremaalide kimbu, mis seda tingimust
ei rahulda, siis tadhistades y"(a» C) a C, saame Kkimbu
Vﬁrgaqgsle kuju y m y(x, ), mis juba rahuldab tingi-
mus -
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ekstremaali y = 0 Umbruses tsentraalse valja, kui si<7z , ja

el moodusta véalja, kui a>Jt , sest kimbu kdverad Idikuvad

siis rohkem kui thes punktis (Joonis Il1). Seega saab ekstre-
maali y a o lulitada tsentraalsesse valja parajasti siis,kui
ac< jz .

2. Jacobi tingimus. Kaes-
olevas punktis anname piisava
iingimuse selleks, et ekstre-
maali oleks voimalik lulitada
tsentraalsesse ekstremaalide
valja. Diferentsiaalgeomeetria

Xkursusest on teada, et uUhe-
parameetrilise kdveraparve
y = y(X, O kaks lahedast
kdverat saavad Idikuda vaid
diskriminantkdvera kallalt
Joonis 11. véikeses umbruses. Diskrimi-
nantkdver on antud vorrandi-

Y -y, O,

0 " (
Ja vOib endast kujutada kdveraparve y = y(x, C) mdhisjoont
VvOi isedraete punktide geomeetrilist kohta. Eriti on sls-
teemiga (3) madratud kordsed punktid, sealhulgas kimbu kesk-
punkt.

Vaatleme ekstremaalide kimpu. Kui selle kimbu diskri-
minantkdveral ja kimpu kuuluva ekstremaali y = y(X) kaarel
AB ei ole Uhiseid punkte peale punkti a (punkti a kui kordse
punkti koordinaadid rahuldavad sisteemi (3)), siis leidub
kaare AB Umbrus, milles ekstremaalid ei 10iku (Joonis 12).
Seega moodustavad need ekstremaalid kaare AB Umber tsentraal-
se valja, mis sisaldab kaart AB. Kui ekstremaali y = y(X)
kaarel AB on diskriminantkdveraga punktist a erinev Uhine
punkt A#, siis ekstremaalile y = y(x) lahedased ekstremaa-
lid vOivad Uksteisega 108ikuda punkti a* ja seega ka ekstre-
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Joonis 12. Joonis 13.

maali y = y(X) igas Umbruses (joonis 13). Sellisel Juhul
ekstremaalide kimp y a y(X, CO) vaadeldava ekstremaali Umbru-
ses Uldiselt valja ei moodusta. Margime aga, et esineb juhte,
kus sellele vaatamata, et kaarel AB on diskriminantkdveraga
punktist A erinev Uhine punkt A*, moodustavad ekstremaalid
y = y(X, C) kaare AB uUmbruses valja (joonis 14).

Punkti A*, mis asub nii diskriminantkoveral kui ka
kaarel AB vOi tema pikendusel modda ekstremaali ja mis erineb
punktist A, nimetatakse A kaaspunktiks. Kui sealjuures a on
punkti A abstsiss ja a punkti A* abstsiss, siis uUtleme, et
a* on a kaasvaartus ekstremaali AB ehk y = y(X) suhtes.

Kasutades kaaspunkti mdistet,
voime saadud tulemust sOnastada
Jargmiselt;

Kui punkti A kaaspunkt a* ei
asu ekstremaali kaarel AB, siis
saab seda kaart lulitada tsentraal-
sesse ekstremaalide valja kesk-
punktiga A. Tingimust, et punkti
A kaaspunkt ei asu kaarel AB, nime-
tatakse Jacobi tingimuseks. Jacobi
tingimus on seega piisav selleks,

Joonis 14. et antud ekstremaali saaks lulitada

- 71 -



teentraaleeeee valja.
Formuleerima Jacobi tingimuse analtutiliselt. Et dlskri-

minantkdver on antud vorranditega (3), siis on Uheks vdima-
luseks otsida a kaasvaartusi vorrandi
(@) Cc) _oO

"be
lahenditena. Kui nidd poolldigul (@, b)ei leidu vorrandi
(@ lahendeidl, siis kaarel AB ei leidu A kaaspunkti, ja
vastupidi, kui vOrrandi (4) moni lahend asub poolldigul
(@, b)T siis punkti A kaaspunkt asub kaarel AB. Jacobi tin-
gimust vOib seega sOnastada jargmiselt: vorrandi (4) utkski
lahend x = a# ei asu poolldigul (a, Dbl.

Jacobl tingimuse kontroll vorrandi (4) lahendamise kaudu
nduab ekstremaalide kimbu tGldvOrrandi y = y(x, C) teadmist.
On aga vOimalik ka selleta labi saada. Arvestame, et koik
ekstremaalid y * y(x, C) rahuldavad Euleri vorrandit, s.t.

fyx yx,0, y'x,0)- fy.&, yx,0), y*(x,0))S O.

Diferentseerime viimast samasust c jargi, arvestades, et dife-
rentseerimiste jarjekord x ja C jargi on muudetav:

fyytl, y(X,0), yt«,C))" IC> «

. f%)//-(*- y(x.c), 0

NI (fyy (» Y<XsC>» Y* (XFC)) *
+ fy,y, (X, y(x,©), y"(x,0))- " x>CAjB 0.

Piki iga fikseeritud kéverat y o y(xtC) on & Jxtc) . ainult
x funktsioon. Tahistame
® J>y(*«Pal. a u
7>C
kus CO on nagu ennegi parameetri vaartus, mille puhul saame

N a kui ekstremaalide kimbu keskpunkti A abstsiss rahuldab
vorrandit (4).
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punkte A ja B Uhendava ekstremaali 7 m y(xX). Olles tadhista-
nud veel lUhidalt

yC™* 3O, y*x) - fyy ,
fyy, (X, YOO, y Q) - Tyy,,
fyy(x, ¥y, y’) - fytyt

ja arvestades, et

by ’(x,C 02y(x,C

by L OHCCH
oC ox OC

Jouame vOrrandini t

V* +V “"*"S (fyyt+V » ,U>*°”
mis parast sulgude avamist ja koondamist omandab kuju

C6) (fyy « cl fyy?)u - -ai (fy*yu,) « °*
Vorrandit (6), mis on tundmatu funktsiooni u suhtes teist
jarku lineaarne homogeenne harilik diferentsiaalvorrand,
nimetatakse Jacobi vorrandiks.

Jacobi vorrandi lahend (B) ei vOrdu samaselt nulliga,
sest seose (2) tottu on (@) > 1* Sealjuures u(@ » 0, sest
A(a, © on kimbu y =y(x,C) keskpunkt. Uargime, et lahend
(®) erineb Ulejadanud mittetriviaalsetest ja homogeenset
rajatingimust u(@ - 0 rahuldavatest lahenditest vaid kons-
tantse teguri poolest. Viimase véite kehtivust voib lihtsalt
kontrollida (teha eedai), ldhtudes Jacobi vorrandi tldlahen-
dist u = 04 + C2u2, kus U™ ja u2 on lineaarselt soltuma-

tud erilahendid.
Kui eksisteerib Jacobi vorrandi lahend, mis muutub

nulliks kohal x » a, kuid ei muutu nulliks poolldigu
acx”™b Uheski punktis, siis sama tingimust rahuldab ka
lahend B) ja ekstremaali y » y(X) kaarel AB ei leidu punkti
IA kaaspunkte. Seega vOib Jacobi tingimust sOnastada veel
1jargmiselt: Jacobi vorrandil on olemas lahend u(x), mis
rahuldab tingimusi
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u@ -0; u®@ kO, kui a<x$ b.

Markus . Ekstremaal, mis rahuldab mdlemat rajatingi-
must, ei tarvitse endg funktsionaalne ekstremaalset vaartust,
Saab aga naidata, et kui ekstremaal AB annab funktsionaalne
toepoolest ekstremaalse vaartuse, siis Jacobi tingimus on
taidetud, s.t. punkti A kaaspunkt A* el asu kaarel AB (vt.
nait. (I, § 29, teoreem 8). Jacobi tingimus on seega ekstree-
mumiks tarvilik.

Halde 2. Kasutades Jacobi vorrandit kontrollida,
kas Jacobi tingimus on taidetud funktsionaall

a
Fo) =\ (y'2 - y2)**
o}
ekstremaali puhul, mis l&bib punkte A(O, 0) ja B(a, 0)(vrd.

naide 1).

Jacobi vorrandi
-2u -~ (@")aoOehku"+u=0
uldlahendiks on u a C“sin x + C2cos x. Tingimust u(0) * O
rahuldavad lahendid u a C"sin x. Viimane funktsioon muutub
nulliks punktides x = kA , kus Kk on taisarv. Jarelikult, kui

0< a<7t, siis funktsioon u a C*sln x (C1 A 0) ei muutu nul-
liks poolldigul 0 < x ™~ a ja Jacobi tingimus on taidetud.

Kui aga a%Jz, siis see funktsioon muutub poolldigul 0 < x$ a

nulliks vahemalt Uhes punktis ja Jacobi tingimus pole taide-
tud.

Naide 3* Kas Jacobi tingimus on tdidetud funtsio-
naali

a
FOY) » J (Y’2 + Y2 + x2)dx
0
ekstremaali korral, mis labib punkte A(0O, 0) ja B(a, 0)?
Jacobl vorrandi 2u - (2u™) * 0 ehk U - u = o Uld-

lahendiks on u = C"ex + C2e*x. Tingimust u(0> « o rahuldavad
lahendid
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u B Che* - eX) « 2C"sh X.

Et sh x el muutu nullike kusagil peale x B 0, sils Jacobi
tingimus on tdidetud iga a korral.

8§12. Ekstreemuml piisavad
tingimused

1. Weierstrassi E-funktsioon. Kaesolevas paragrahvis
formuleerime variatsioonarvutuse pohifunktsionaali
b
@ FO - N X, y, yDdx
a

ekstreemuml piisavad tingimused, eeldades nagu varemgi, et
funktsioon f(x, y, u) on pidev koos kbigi oma esimest ja
teist jarku osatuletistega ja et lubatavad kdverad l&bivad
punkte A(a, ©), B(b, d). Eeldame veel, et nimetatud punkte
l&bivat ekstremaali yo, mille vbrrand olgu y * Yo(x), on
voimalik lulitada tsentraalsesse ekstremaalide valja.

Koos ekstremaallga © vaatleme temale lahedastl suvalist
lubatavat kbveraty T mis uUldiselt ei ole ekstremaal (joo-
nis 15). Kasitluse hélbustamiseks kasutame jargmisi tahistusi.

Sumboliga

5*(x, VY, Yy )dx

g margime Integraali (1) mobda kdve-
rat Yo» s.t.
Tr(x, y, y?dx -
o b
JF(x, yo(), y*(x))dx.
Joonis 15-

Simboliga ff(x, y, y")dx tadhistame

sama integraali mooda lubatavat kdverat X » s.t.kui y virrand

L Kasutatava ruumi meetrika_mottes. Kasutatavaks ruumiks
voib olla nii C [a,b] kui ka C*[a,b].
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ony =yX = Y0 + h(Xx), sUs8

r b
JTX, y, yDdx a N X, y09, y"0))dx.
t a

See, kas on tegemist maksimumi vOi miinlmumiga, s6ltub

AT = Jf(x, y, y)dx - ™M(x, y, yTdx

) T i} o Ye ) ) }
margist, margi uurimiseks vaatleme abifunktsionaali
(2) U*u. y» p) +Cy - p)fp(x» ¥» p)]"#
kus piﬂ p(X, y) on ekstremaalide valja kalle punktis (X, Yy)-
Ekstremaalil Yo muutub see funktslonaal funktsionaallks

J*U, Y, yD,

I 1 0] ,
sest p definitsiooni 1f<ohaselt on ekstremaalidel y* sap.
Kaitamne, et abifunktsionaalis (2), mida v0ib esitada
Joonintegraal ina

@ IFx, Y, pC, ¥)) - pX, Y)*fpX, y, p(x, y))]dx ¢

Y
+ fpx, v, p(x, y))dy,

on integraalialune avaldis teatud funktsiooni taisdiferent-
siaal. Votame funktsionaali

X
Q) J f(x, y, y D,

a
kus lubatavate koOverate vasakpoolne otspunkt A(a,c) on Tik-
seeritud, parempoolne vOib aga vabalt liikuda. Funktsionaa-
lidel ® ja (I) on Uhed ja samad rajatlngimust y(@) = c
rahuldavad ekstremaalid. Et sellised ekstremaalid moodustavad
eelduse kohaselt tsentraalse vélja, siis nad ei 106iku ja
funktslonaal (4) muutub nendel kahe muutuja funktsiooniks
d(x,y)-. Viimase taisdiferenteiaal (vt. § 9, valem (16))

KPP, ) = [FX, y, y) - y"fyt, y, y")]dx +
+RYrx, y, yDdy .
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e [FCF vy, p(»y)) - pCLYIPY, p(xfy))ldx +

+ pC>» ¥> PCoy))dy
uhtib integraalialuse avaldisega abifunktsionaalis (3) ja
seega ka samas abifunktsionaalis kujul (2). Nimetatud asja-
olu tottu ei soltu integraali (@) ehk (2) vaartus integree-
rimisteest ja iga kbvera f puhul, mis Uhendab punkte A ja B,
kehtib vordus

[FCx, y, y™adx » P * ¢ -P)Pp& y, p)Jdx *
Vo Yo

JIF&*Y> p + (7 - PYfCX, y, pladx.

r

NUud voime aga funktsionaali kasvu esitada jargmiselt:

AT = Jf(X, y, yDdx - [f(x, y, y"dx =

T T To
=JfCe y, yDdx - jIfx, y, p+¢y" - pfp, y, pJadx
T T

ehk
EF=J[FCX, Y, V) - T(X, Yy, p - ¢ - P)fp(e» ¥ P)]dx.

t
Integraalialust funktsiooni nimetatakse Teieretrassi E-funkt-
sioonlks ja tahistatakse E(X, Yy, p, Y)»

EU,y,p,y") * f(xfy,y”) - T(x,y,p) - (v" - p)fpX.y.p)-

Seega

b

AT E(x, y, p, y"dx.

a
Kui b> a, siis funktsionaali F(y) miinimumi piisavaks tingi-
museks on E ™ O ja maksimumi piisavaks tingimuseks on E S O«
Tingimust E £ 0 (\0i vastavalt E $ 0) nimetatakse Weler-
strassi tingimuseks. Saadud Uldist tulemust kasutades sOnas-
tame kbigepealt ndrga midinimumi piisa-
va tingimus es
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Olgu y 3 yO®) rajatingimusi rahuldava ekstremaali T<
vOorrand. Kui leidub €>0, nii et E(X, vy, p, Y)£EO iga lubata-
va kdvera y = y(X) puhul sfadrist

y - Y.Q|1 -agi% Ay - Yol .Iy' GO -y OCOD<E,

ja yo0 kaar AB on lulitatav ekstremaalide valja, siis funkt-
sionaal (I) saavutab ekstremaalil Xo nérga miinimumi.

Teiste sbnadega, kui ekstremaal To on lulitatav ekstre-
maalide valja ja vorratus E ™ 0 kehtib iga y(xX) puhul, mille
vaartused on ldhedased yQ(X) vastavatele vaartustele ja mille
tuletise y" (X) vaartused erinevad viahe p(x, yQ®&)) = yX)
vastavatest vaartustest, siis pohifunktsionaal (1) eaavutab
ekstremaalil To nGrga miinimumi.

Tugeva miinimumi piisava tin-
gimuse vOib sOnastada jargmiselt;

Kui leidub positiivne arv z , nii et E(X, vy, p, y) >0
iga lubatava kdvera y = y(xX) puhul sfairist

Y - YOHo =8¢ bl*) - YOK)|<E,

ja & kaar AB on lulitatav ekstremaalide vélja, siis funktsio-
naal (I) saavutab ekstremaalil To tugeva miinimumi.

Teiste sbnadega, kui To saab lulitada ekstremaalide \édlja
ja vorratus E £ 0 kehtib y*"(X) suvaliste vaartuste ja koigi
y(x) vaartuste puhul, mis on lahedased y0(X) vastavatele
vaartustele, siis funktslonaal (I) saavutab ekstremaalil Te
tugeva miinimumi.

NOorga ja tugeva maksimumi piisavad tingimused on miini-
mumi tingimustega analoogilised, ainult vdrratus E > O asendub
vOrratusega E < O«

Markus . \Weierstraesi tingimus on ka tarvilik ekstree-
mumi olemasoluks. Té&psemini, kui funktsioon E omandab mdnedel
y* vaartustel ekstremaali To erinevates punktides vastand-
aargilieil véaartusi, siis funktslonaal ekstremaalil To tugevat
ekstreemumit ei saavuta. Kui see elukord leiab aset ekstremaa-
lil Yo vw»etud valja kaldele p(x» yO(X))=y*(X) kuitahes léhe-
dastel y* vaartustel, siis funktslonaal ei saavuta ka ndrka
ekstreemiunlt.
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Toepoolest, miinimumi juhul kehtib vOrratus

ot [fXx, y, ydx -JIf(X, y, y"dx =

e, v, p, yOIKEO

iga Iubata\;a kévera ¥ puhul ekstremaali fo mingist Umbru-
sest By - yOU<£* Kui nuld ekstremaali fo mbnes punktis
&, V) S{X, v, p(x, V), y)<0, siis E pidevuse tottu on
E 0 ka selle punkti teatud Umbruses. Arvestades Y suva-
lisust valime ta nii, et ta erineks ekstremaalist vaid
piirkonnas, kus E < 0. Niud on

JfX, Y» yDdx "X, y, y")dx< 0,

t fo
mis on vastuolus eeldusega, et esineb miinimum. Analoogiline
on olukord maksimumi juhul.
Margime, et kui funktsioon f(x, y, y") on arendatav

kolmanda argumendi jargi Taylori ritta, siis
ECX.Y,p.y™) = f(X,y,y") - fX.y.p) - (v* - pfyt(X.y.p)

r(y' - P)ny.Z(x,y,p) +T)-Cy' - P)3fyi3Cx,y,p) + ...

&7 - 2Lt *y 2(.y.p) +33(y” " p)fy.b(x,y,p) + ...].
Siit on ndha, et E-funktsiooni avaldises saab valja eraldada
teguri (Y — p) , mistdttu tema margi uurimine taandub nurk-
sulgudes seisva avaldise margi uurimisele. Viimane ulesanne
on sageli lihtsam kui esialgne. Eriti juhul, kui (X, y, y7)
on y* suhtes n-astme polinoom, tuleb nurksulgudes seisev
summa (n - 2)-astme polinoom. Muidugi pole nurksulgudes seis-
va avaldise leidmiseks tingimata tarvis leida osatuletisi

T fic, seda vOib saada ka E—funktslogu aveadlse glgebrallse
teisendamise (WBi teguriga (y" — p) - 2¥y"p + p Jaga-
mise teel, kui f(x, y, y") on y" suhtes polunoom).

Saadud tulemuste rakendusena vaatleme kahte naidet.
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Naide 1. Uurida funktsionaali
a
ry) - J y,badx» a > 0,
0
ekstreemumit rajatingimustel y(0) « 0, y(@ » b.
Ekstremaalideks on sirged y m CaX + Cg» milledest raja-
tingimusi rahuldab y a 3 % Seda ekstremaali saab lulitada
ekstremaalide y m C™x valja keskpunktiga (O, 0). Weierstras-
si E-funktsioon

EGG Y, P, V) - y™5 - p5 - 3p2(y” - p) - Cy” - p)2(y” + 2p).
a) Olgu b > Ot siis ekstremaalil y a ™ x on valja kalle
p m 4§ > 0. Kui nidd y* vaartused on kiallalt ladhedased suuru-

sele p, siis E > 0 ja funktsionaal omandab sirgel y =" x
norga miinimumi. Tugevat miinimumi funktsionaal ei saawta,
sest kui y" muutub suvaliselt, siis y* 2p ja koos temaga
ka E(X, Yy, p, Yy*) vOivad olla nii positiivsed kui ka nega-
tiivsed.

b) Olgu b < 0, siis ekstremaalil on valja kalle
pAa- <0. Kui niid y* omandab vaartusi, mis on kiullalt
lahedased suurusele p, siis E A~ 0 Ja funktsionaal omandab
sirgel y a “ x ndrga maksimumi. Tugevat maksimumi funktsio-
naal ei saavuta.

©) Olgu b a 0. Siis ekstremaalil y a 0 on valja kalle
pao0jaEX, vy, 0, y) a 2y"~. Ukskoik millises p a0
Umbruses y" ka muutuks, omandab E nii positiivseid kui ka
negatiivseid vaartusi. Seega juhul, kui b s 0, el saavwuta
vaadeldav funktsionaal ekstreemumit.

Naide 2* Uurida funktsionaali

a
FOY) a F (y4 - ey*2 + cyy™)dx, a>ao,
0
rajatingimustel y(0) < O, y(@) 1A b.
D Leiame ekstremaalid. Euleri vorrandi esimeseks inte-

graaliks ¥ - y*f , B C on
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- 3y'4 + 6y"2 a c,
millest saame Uldlahendi

y a CoX + Cg
jJa rajatingimusi rahulda\{a ekstremaali y = - x.
2) Ekstremaali y a — x saab lulitada eﬁstremaalide
kKimpu y * C, mis moodustab tsentraalse valja. Saadud ekste-
maalil on valja kalle

3) Weilerstrassi E-funktsiooni

E=( - p2¢2+2py" - (6 - 3p2)}
mark dhtib ruutkolmliikme
y'2 + 2oy* - (6 - 5p2)
margiga. Seega vOib E muuta marki vaid sis, kui ruutkolm-
liikme nullkohad

ywa-p+\V6 -2p2 jJa y':—p-V6—2p2

on reaalsed ja y" labib muutumisel nullkohta.

a Kui 6 - 2p2n 0, s.t. IpI™V"3, siis on ruut-
kolmliige ja seega ka E iga y” puhul mittenegatiivne. Vaa-
deldaval juhul saavutab funktsionaal ekstremaalil y =" X
tugeva miinimumi.

b) Kui 6 - 2p2>0 ehk |~ a \pI<\I'3, siis ruutkolmliige
y* +2py* - (6 - 3p ) muudab marki y" tleminekul vaartus-
test

-p |l V6 - 2p2.
Seetdttu vaadeldaval juhul tugevat ekstreemumit esineda ei
saa. Uurime ndrga ekstreemumi olemasolu.

Ruutkolmliige on positiivne ja £ > 0, kui

y*< . p - -2p2 Vi y" > - P +Vo6 - 2p2.

Arvestades asjaolu, et me vdime lugeda y* ja p erinevuse kui
tahes vaikeseks, saame p vaartused, mille puhul viimased
tingimused on taidetud, arvutada vOrratustest

p<-p-V6-2p2 ja p>-p+V6-2p2-



Viimaste lahendamisel leiame, et

lalr « > 1*
Seega juhul, kui 1< ||| <\fb, esineb ndrk miini-
mum .
Ruutkolmliige on negatiivne ja E ~ 0, kui
«p-V6-2p2 y* p+n/6-2p =
Arvestades jalle, et yl ja p erinevuse vdime lugeda
kuitahes vaikeseks, ndeme, et viimane voOrratus on tiidetud,
fou Ip] - HJ <'- Vaadeldaval juhul esineb ndrk mak-
simum.
LOpuks, kui p = 1, siis E = (y* - DCy" + 3)} kui
p = -1, siis E = Cy” + D5(y - 3). Kummalgi juhul ei saili-
taE y" = p Umbruses marki ja seega, kui |b] = a, funktsio-
naal £kstreemumit ei saawuta.
Saadud tulemused on esitatud
jJoonisel 16: olenevalt sellest,
millises sektoris asub punktist 0
lahtuva ekstremaali 18pp-punkt
B(a, b), saavutab funktsionaal
ekstremaalil y = | x kas tugeva
miinimumi, ndrga miinimumi vOi
ndrga maksimumi .
2. Lege
vaade piisavatest tingimustest.
Weierstrassi E-funktsiooni margi
uurimine on sageli kullaltki tuli-
kas. Kéesolevas punktis tuletame
Weierstrassi tingimuse abil Legendre®i
tingimuse, mis ei ole kull alati kasutatav tugeva ekstreemuml
korral, kuid on selle-eest hasti rakendatav ndrga ekstreemumi
uurimiseks.
Olgu funktsioon f(x, y, y") argumendi y" jargi kaks
korda diferentseeruv ja olgu fy.y. pidev kdikide argumentide
Jargi. Taylori valemi kohaselt saame siis



&) &, v, ¥y) * X, ¥y, p + ¢y -pfp&, v, p +
+H(Y? - P)2fy,y, (X, Y, O,

kus q = <I(y"™» p) on p ja y" vahepealne suurus. Seose (5)
3t

6 EX, Yy, p, YD =l - p)2fylyt(xty, o).

Niisiis taandub e (x, VY, g y™) margi uurimine fy,y,(x, Y, @
margi uurimisele. Kui f*,/,(x, Y, P ™ 0 ekstremaali To punk-

tides, siis pidevuse tottu sdilitab ta marki ka ekstremaalile
lahedastes punktides ja q vaartustel, mis on ldhedased valja
kaldele p ekstremaalil To = Seepérast voib nGrga miinimumi
(maksimumi) piisavates tingimustes asendada tingimuse

E£0 (E” 0 ndudega, et vaadeldaval ekstremaalil

fywy. (X, y, p)>0 (vastavalt fylyl(x, y, p) < 0). Tingimust

fygli >0 33 n nimetatakse Legendre*l tingimuseks.

Tugeva ekstreemumi piisavates tingimustes analoogilist
asendust teha el saa, sest sellest, et fy,y,(X, ¥y, p) on
ekstremaali To igas punktis positiivne (V0i negatiivne) ei
jareldu, et fJ 2 ., ¥y, @ sailitaks To Umbruses marki suva-
listel q vaartustel. Tugeva miinimumi (maksimumi) piisavates
tingimustes vOib tingimuse E ~ 0 (E ~ 0) asendada ndudega,
et fy.y.(X, y, q)£0 (vastavalt fy yt(x, y, ¢ ~ 0) punkti-

des (X, y), mis on ldhedased ekstremaali Y0 punktidele, ja
q suvalistel vaartustel. Peale selle tuleb veel nduda, et
valem (5) kehtiks iga y" korral.

Eelmises punktis tehtud markusest Weilerstrassi tingi-
muse tarvilikkuse kohta jareldub, et ndrga ekstreemumi olemas-
oluks on tarvilik, et ekstremaalil oleks taidetud Le-
gendre*i tingimus kujul f¥ ¥ ,£0 (vastavalt f¥ I N 0). Tu-

geva ekstreemumi olemasoluks pole aga tarvilik, et
fyly,X, vy, @ sailitaks igal g vaartusel Uht ja sama marki.

Toepoolest nditeks eelmise punkti ndites 2 saavutab funktsio-
naal ekstremaalil y = px tugeva miinimumi, kui Jo\ " V'3i
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sellele vaatamata ei sailita fyfyt(x, v, @ = 12(@2 - D

koikidel g vaartustel Uht ja sama marki. Naeme, et vaadelda-
val juhul Legendre®i tingimus ei sobi tugeva ekstreemumi
kindlakstegemiseks. NOrka ekstreemumit saame aga kull uuri-

da: kui

Iol <1, siis fylytx, y, p) = 12(p2 - ) < 0 ja

esineb nork maksimum, kui [p] >1, siis £ , ,> 0 ja esineb

ndrk miinimum.

Esitame nuid funktsionaali

b
FO) =

a

J X, y, yDix, y@ =b, y(©) =d

miinimumi piisavad tingimused jargmise Ulevaatliku tabelina.

NSrk miinimum
fy —
y(e) =d .

2. @) Eksisteerib ekstre-
maalide vali, mis sisaldab
uuritavat ekstremaali,

VvOIi

b) on taidetud Jacobi

tingimus .
3. @ EX, ¥, p, YDE£O
punktides (X, y), mis on
kallalt l&hedased uuritava
ekstremaali punktidele, ja
y" puhul, mis on lahedased
ekstremaalil vbetud valja
kaldele p(x, y),

VOi
b fy,y.X, y, p)>0 uuri-

taval ekstremaalil .

I5 fy. =0, y@ = b,

Tugev miinimum

iy - m& tr 1 °> y@ =-b>

y(© » d.
2. a) Eksisteerib ekstremaa-
lide vali, mis sisaldab
uuritavat ekstremaali,
VvOi
b) on taidetud Jacobi
tingimus .
3. @ EX, ¥y, p, yD"O
punktides (X, y), mis on
kallalt léhedased uuritava
ekstremaali punktidele, ja
suvalistel y" vaartustel
Voj
b) fy.y.U, ¥» ¥?)*0
punktides (X, y), mis on
kallalt l&hedased uuritava
ekstremaali punktidele, ja
suvalistel y* vaartustel.



Funktsionaall maksimumi piisavate tingimuste saamiseks
tuleb vOrratuste margid asendada vastupidistega.
Toome 18puks veel mdned naited funktsionaall uurimise
kohta.
Nadide 3. Kontrollida, mis Ilikl ekstreemuml saavu-
tab funktsionaal
1
FO) = J ¢2+12y)dx, y(@©0) =0, y(D = 2,
0
ekstremaali y = X+ x.
8-s 7 leidsime vaadeldava funktsionaall ekstremaali,
kuid jai lahtiseks ekstreemuml iseloomu kisimus. Et siin

fJiJ’ = 2> 0 soltumata y" vaartusest ja f(x, y, y") on

arendatav igal y~” vaartusel Taylori ritta, siis saavutab
funktsionaal ekstremaalil y = x™ + x tugeva miinimumi.
Naide 4. Uurida funktsionaall

a / ]
FGY) = r_I_+ ZlLdx, y() *0, y@ = b,
0o Vy

ekstreemuml iseloomu.

See funktsionaal esines brahhistokroonl probleemi puhul,
mida me kasitlesime §-s 8. Nagu ndgime, on rajapunkte labi-
vaks ekstremaaliks tsukloid

@) X = c(2t - sin2t), y = c(l - cos2t),
kus konstant c on madratud parempoolse otspunktiga B(a, b).
Kui a < 2jcc, siis saab seda ekstremaali lilitada ekstremaa-
lide

X = C(2t - sin2t), y = C(1 - cos2t)
tsentraalsesse valja.

Ec ., * - ?32>0 i1Sa Y >0 3a ¥y aing

f *
77 vy (1 +y’ )*

fx, y, Yy on arendatav kujule (6), siis tsiukloidil ()
realiseerub tugev miinimum.
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Naide 5. Teha kindlaks, kas funktslonaal

a
FGy) = t ~ d&x, y@© =1, y@ = b, a>0, O0O<b<l,
o vy

saavutab ekstreemumi siledatel kdveratel. Juhul, kui saavu-
tab, maarata ekstreemumi Iiik.

Euleri vOrrandi esimeseks integraaliks on

— Z-+y.-ll-=c ehk y" 2 = 4C%,

y. y.'é
millest peale integreerimist saame paraboolide parve y =

= (X + C2)2. Tingimusest y(0) = 1 leiame C2 = 1. Paraboo-
lide kimbul y = % + 1)2 keskpunktiga A(0,1) on diskrimi-
nantkdver y = 0 (Joonis 17). Punkti B(a,b) labib kaks para-

booli sellest kimbust, y=F1 -1 x+ D2 jay=(("a 1x+
+ 1)2. Nendest esimese parabooli kaarel AB ei asu punkti a

kaaspunkti, teise parabooli kaarel AB aga asub. Tulemus on
lihtsalt saadav geomeetriliselt, kuid ka analuttiliselt pole
sama tulemusteni raske jouda, (proovida, kasutades naiteks
vorrandit (4), 8§ 11.) Esimese parabooli kaart gb saab lulitada
ekstremaalide y = (Gjx + 1)2 tsentraalsesse valja, teise kaart
aga mitte. Jadb uurida, kas paraboolil y * ~-x+ D2
realiseerub ekstreemum.
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Uuritava ekstremaali Umbruses fy y = y%r->0 iga yl

puhul . Siiski ei saa selle alusel vaita, et funktsionaal
saavutaks vaadeldaval ekstremaalil tugeva miinimumi, sest
funktsiooni f(x, y, ¥") = VYW jaoks ei kehti Taylori valem
®G) iga y" korral. VBib aga vaita, et esineb ndrk miinimum,
sest Taylori valem on Oige y" vaartustel, mis on kullalt
lahedased valja kaldele vaadeldaval ekstremaalil. Funktsio-
naali taielikuks uurimiseks vaatleme E-funktsiooni:
E(x,y,p,y’) = —/5— —/2+ (y'-p)-~r = 1?J

y P P y P
Et tegur 2y’ + p ei sailita marki suvalistel y" vaartustel,
siis tugevat miinimumi el esine.

3. Legendre®™i ja Jacobl tingimused ning teise variat-
siooni positiivne mddratus. Paragrahvis 5 tegime kindlaks,
et funktsionaali miinimumi piisavaks tingimuseks on teise
variatsiooni positiivne mdaratus. Kéesolevas paragrahvis
saime teistsugused piisavad tingimused. Osutub, et need tin-
gimused on siiski omavahel seotud. Nimetatud vaite 0igsus
nahtub allpool tdestatavast teoreemist. Siinjuures eeldame,
et funktsioon f(x, y, y1) on kdikide argumentide jargi kolm
korda diferentseeruv.

Teoreem. Kui ekstremaalil y = yQ(X) on taidetud Jacobi
tingimus ja Legendre4 tingimus fJ 3 ,&, YOO, y*(x))>0,
siis funktsionaali (I) teine variatsioon 62F(yQ,h) on posi-
tiivselt mdaratud.

TOestus. Lisaks teisele variatsioonile

b
® «®F(y0>b) = Scfy/ ¢ St™bh" =* ty,y,h"2)dx
a
vaatleme intsgraali
b
1 =] [4)h2 + 20000hh»] dx,
a

kus w(x) on suvaline diferentseeruv funktsioon. Viimane
integraal vOrdub nulliga, sest
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jJah@ » h(b) = 0. Lisades integraali | teisele variatsioo-
nile, saame
b
O s62r = $[(fyy+oH2 ¢ 2(Fyyt+<phh* + fyly, h"2]dx.
a
Valime nidd w)(@) nii, et integraalialune funktsioon valemis

(® muutuks tai8ruuduks
(Ab + Bh™)2 = A2h2 + 2ABhh* + B2h72.

Selleks peab olema
A2 a fyy +0", B2 . fyy, AB 3 fyy, +U)
ehk

10 - Vy ,(fyy +wHh « (fyy” +UJ)2* o
Kui leidub diferentseeruv funktsioon cJ(X), mis 18igul [a,b]

seda vOrrandit rahuldab, siis

di) 62 J*,.,.(»=¢ % *W -b)2ax >o0.
a yy
Vorrand (10) on muidugi alati lokaalselt lahenduv, kuid vdib

Jjuhtuda, et kullalt suure 16igu [a, b} korral lahendit kogu
16igul el eksisteeri, nagu naiteks juhul, kui fy»yi = -1,
fyy * 1, fyy* * 0. Toepoolest, sel juhul saab vorrand (10)
kuju @+ 1 +CR- 0, millest <O(X) - tan(C-x). Kui b-a>*c,
siis leidub 18igul [a, Db] vahemalt Uks punkt, kus lahend ei

eksisteeri.

Naitame, et kui on taidetud Jacobi tingimus, siis vOr-
randil (lo) on lahend olemas kogu Idigul [a, b], Teeme vor-
randis (10) muutuja vahetuse

(%) @ * -fyy, - fyy* T »
kus u on uus tundmatu funktsioon. Peale @ asendamist saame
Jacobi vorrandi



Eelduse kohaselt on tdidetud Jacobl tingimus, s.t. vorrandil
(@3) on olemas lahend u(x), mis poolldigul a<x”~b el muutu
nulliks. Samadel x vaartustel on teostatav muutuja vahetus
(A2) ja eksisteerib diferentseeruv funktsioon GO(X), mis
rahuldab vorrandit (10). Saadud tulemus ei rahulda meid taie-
likult, sest Jacobi vOrrandi teadaolev lahend muutub nulliks
kohal x = a. Kuid ténu diferentsiaalvorrandi lahendi pidevale
sOltuvusele algtingimustest, leidub killalt vaikese positiiv-
se arvu £ puhul Jacobi vorrandi lahend u(x), mis tahuldab
tingimusi u(a -£) =0, u(®) ¢ O, kui a - C<x ™ b. Selline
lahend ei saa nulliks 18igu [a, b} Uheski punktis. Kasutades
muutuja vahetuse (12) juures just sellist lahendit, saame
funktsiooni CO(X), mis rahuldab vorrandit (10) kogu I&igul
[a, b] ja mille korral kehtib vorratus (1I).

Naitame nuud, et vorratuse (11) asemel kehtib tegeli-
kult rangem vOrratus

14) S2F(y0, b) > c|lhlg (c >0),
s.t. 62r(y0,h) on positiivselt mdaratud. Eelduse kohaselt
on fy,y,(x, YOG), y*(x))>0 iga x e [a, b] puhul. See

tahendab, et leidub positiivne arv «ac , nii et iga x e [a, B]
puhul kehtib vorratus f»,*,> <= >0 ehk fj, , — a>0. Siis

|
aga b
(€5)) S2F(y0, h) - J h»2(Qdx s

a
A, +0O\2
oL LU ) R o aN0)
eeldusel, et leidub diferentseeruv funktsioon 0j(x), mis

16igul [a, b} rahuldab vbrrandit

@as) (yly,- @y +H9 = (fyy, + co)2,

ehk funktsioon u(x), mis ei muutu 18igul (@, b] nulliks ja
rahuldab vorrandit

an (fyy - -9l fyy.)u - 4] [(fy.y.- «9)u’] = 0.
Viimane eeldus on aga tdidetud, sest diferentsiaalvorrandi
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lahendi kordajatest pideva s6ltuvuse tottu leidub vorrandil
(@7) selline lahend, kui ta on olemas vorrandil (13).

Nuud pole vorratust (14) enam raske saada. KOigepealt
margime, et juba (11) tdttu on vorratus (14) ilmne, kui
h() E 0. Seeparast vaatleme juhtu, kus h(xX) 0. Kasutades
integraalarvutuse keskvéartusvalemit ja h*(X) pidevust leiame,

et b
62F(yQ, h) > cxjh"2dx = h*2(E) « max h *2()-
a 5

kusa< £< b, h(£)¢ 0 ja0 jl<1. Teiselt poolt, kasu-
tades Cauchy-Bunjakovski vOrratust, saame iga x6 [a, b] puhul

/X \2 X X
h2¢) m( Jh" (X)dxJd (-a)Jh"2Q)dx £ (b-a) J h*2()dx ,
\a - o A
seega ka

max h2() ~ ( - @ ~ h,2()dx.

Sut
52F(yQf h) * Qdx £ b+ - max h2()
a
Jja seega
62F(y0, h) >, (h2(), h2() \ = iR ,
s.t. vorratus (14) kehtib, kusjuures c = — >0.
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V.LIHTSAIMA VARIATSIOON -
ULESANDE ULDISTUSI

8§13. Mitmest funktsioonist
sdltuv funktsionaal

Vaatleme jargmist lUlesannet: leida funktsionaali

@O FO) wFyfy2,...,yn) »
b
= JFfU,yi,y2_ .. ynyl,y™, oo ooyD% -
a
ekstreemumi tarvilik tingimus rajatingimustel
yi-(@) =vyio, yt@® =ytl> i=1,2,...,n.
Kui funktsioonil F on kdigi argumentide jargi olemas
pidevad osatuletised kuni teise jarguni, siis variatsioon
(vt. &4, punkt 3)

it,(y,h) = Y 4 +_ ..+
a

kus h = (h1(x), h2(X), ..., hn(X)) € c[a, b) ja hpel =

“ Nx=b = 0,...» 0). Otsitaval ekstremaliseerival kove-

ral muutub 6F(y,h) nulliks iga h puhul. Eriti muutub ta
nulliks ka siis, kui
h=(@,.-=,0,h"(x),0,%==,0), 1 =1,2,.__,n,

kus bMNX) on suvaline funktsioon, mis rahuldab tingimusi
Mm@ = bx@®) = 0. Siis aga
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a
Variatsioonarvutuse pdhilemma 3 (vt. 8 6, punkt 3) pohjal

eksisteerib tuletis ~ T.,, kusjuures fy — cS?"y|H °* Seega

selleks, et (n+1)-mGdtmelise ruumi kdver
VM = YAXD» 1 = 192, #oI»
oleks funktsionaall (1) ekstremaliseerivaks kdveraks, on
tarvilik, et ta rahuldaks Euleri vorrandite slUsteemi
() f - f , =0, 1=1,2,...,n.
Y+ “ yi
Selle susteemi uldlahend sisaldab 2n suvalist konstanti:
Y1 - YA(X»Ch,Cg,===»"2n),

u - ynf  Cg, e==>fj) -
Nende maaramiseks on ka 2n rajatingimust. Lopptulemuseks
saame punkte A(a,yl0,... ,yE)) ja B(b,yn ,...,ygl) labiva
kévera (n+l)-dimensionaalses ruumis.
Nadide. Leida funktsionaall

F(y,2) = T(y'Z + z"2 + 2yz)dx
0
ekstremaalid rajatingimustel
y(© =2z(0) =0, y5) =1, z( * -1.
Elimineerides Euleri vOrrandite slUsteemist

y'-z=0,

zZ'-y=0
naiteks z, Z' =y, saame

yhv- Y- Q

millest
y = @@el + C2e“x + C’cosx + C/'sinx,

z = y' = Cxex + C2e"x- Cjcosx - C"sinx.
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Rajatingimustest leiame ruumilise kdvera
y = sinx,
z = -sinx,
millel funktslonaal vOib saavutada ekstreemumi.

Kaesolevas peatikis vaadeldavate Ulesannete korral me
el kasitle ekstreemumi piisavaid tingimusi. Margime aga, et
ka siin on vbimalik arendada analoogilist teooriat nagu

b
variatsioonarvutuse pohifunktsionaali ™ f(x, y, y")dx puhul
a
(vt.nait.[3] ). Lihtsamatel juhtudel VvOib ekstreemumi ise-
loomu kindlaks méérata otse definitsiooni alusel. Fuusika-
lise sisuga Ulesannete puhul on sageli ekstreemumi iseloom
ette teada, tuleb vaid leida ekstreemumkoht.

8§14 Variatsioonpr
ni

ntsiip
mehhaa s

i
k a
Teoreetilise mehhaanika kursusest on teada Hamiltoni-
-Ostrogradski ja Maupertuis-Lagrange®i variatsioonprintsii-
bid (vt. nait.fio]). Eelmise paragrahvi utldiste tulemuste
rakendusena tuletame siin Hamiltoni printsiibi ja Lagrange®i
teist tilpi vorrandid.
Olgu antud masspunktide siUsteem, mis koosneb n punktist
Ja mille massid on ™, ", ..., mn. Tahistame j-nda punkti

koordinaate x®, y®, zy Nagu teada, kirjeldavad siisteemi
liikumist Newtoni vdrrandid

(€)) = Pjx, my3 = FJlt =Fjz @ . L]---,n),
tus FjxX* Fjy* Fjz on 3~iale punktile mdjuva tungi Fj kompo-
nendid. Eeldame, et susteem liigub konservatiivses tungide
valjas. See tdhendab, et

(2) Fj.X - _?\)[g:j-_ Ejy - -
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kus
U=U", y\, Z, ===t X*, yn, zn)

on slsteemi potentsiaalne energia.
VOtame raatluse alla kaks Jargmist funktsionaali

i

*1 « JTT(XR, eee,Znddt, 12 e JU(X}, eee»

\ to
kus

T=XL“2r(*J +yJ+"~ =T"1"7yl» *1» eee* V yn” @M
J=1

on sustiomi Kkineetiline energia. Lugedes fikseerituks sls-

teemi algasendi (t = Q)

x1(t0), en(t0)
Ja I6ppasendi (t = )
X)), o> m(ti),

leiame mSlema funktsionaali variatsiooni:

h =S &IL + eee + “N S/N]dt»
to
*2 * 1 [-75J0 5x1 + *e* + $m)dt”
o]
kus sxIf &ylIf &2y . 5xn, 5yn, &Gn Ja 6xx, Hyxf
Siqs **=¢ 5,0 Sygy n On vastavalt funktsioonide
-0, yx(®, z-v), xn(), yn(®), zn() suvalised Jwr-

dekasvud (variatsioonid) ja nende tuletised t jargi. Et
bxi(t0) =5xx(*) = ... =Szn(t0) =5zn(tl) = o,

siis integreerides 5”7 avaldises iga liiget ositi Ja arves-

tades T avaldist leiame



Kui nuld pidada silmas seoseid (2) ja (1), siis ndeme, et

6Ix =612,

S(IX - 12)
Seega funktsioonide
D), y ), zhY), AR, 7Tn(D), ()
puhul, mis kirjeldavad susteemi tegelikku liikumist aja-

vahemikus to ~ t < t,, on funktsionaall

millest

0.

©) Ix - |2:Q(T-u)dt

variatsioon null, ehk teisiti, see funktsionaal omandab
statsionaarse vadrtuse. Tulemus valjendabki Hamiltoni print-
siipi: masspunktide sisteemi tegelik liikumine toimub selli-
selt, et funktsionaal (3) omandab statsionaarse vaartuse.

Kui masspunktide slsteemi liikumine on Kitsendatud tea-
tud seostega, siis VSib susteemi liikumist kirjeldada r
funktsiooniga ¢ Ct), ..., gr(®, kus r (r 3n) on siusteemi
vabadusastmete arv. SUsteemi parameetreid O, <=, gr nime-
tatakse sealjuures lldistatud koordinaatideks. Uldistatud
koordinaatide kaudu avalduvad ka masspunktide slsteemi rist-
koordinaadid:

XJ = xJINgl > eee*
yj “ YjCr» ee*> cJu

Zj * 8jr1*



k=1
jJa susteemi kineetiline energia T on Uldistatud kiiruste

3 ruutYorm: r
MY A Ny — *
Tsj,k:l ajkNjrk ajk = akp
Kordajad a”~ on uldistatud koordinaatide g*, ..., " funktsi-
oonid.
Potensiaalne energia UC”, ..., zn) on Uldistatud koordi-
naatide funktsioon.
U= U@, ==-t

Funktsioon L = T — U, mida nimetatakse Lagrange"l funktsioo-
niks, osutub seega uUldistatud koordinaatide Ja uldistatud
kiiruste funktsiooniks,

Ls L(gNi ese>qgr» > eeo» <1'.)'

Funktsionaali (3), s.t. funktsionaali

Y] b(@» ee» gr» eee» ir)dt

*0
statsionaarsuse tingimus on antud Euleri vOrrandite slstee-
miga, mis omandab niidd kuju

ehk
" Tqd " Tr TTj-« 0 @ - 1,2,...,0).

Naeme, et Euleri virrandite sisteem, mis kirjeldab antud
Juhul masspunktide sisteemi tegelikku liikumist, Uhtib teo-
reetilise mehhaanika kursusest tuntud Lagrange®i teist tilpi

vOrrandite slsteemiga.



Kuigi teoreetilise mehhaanika kursuses on vdrrandsis-
teemi (4) integreerimist kasitletud, peatume ka siin sellel
kisimusel, sest tulemus pakub huvi funktsionaall Euleri
vOrrandite susteemi praktilise integreerimise seisukohalt*
Osutub, et sisteemi (k) esimese integraali, nm» energlainte-
graall, saab lihtsalt leida. Selleks korrutame Iga vorrandi

diferentsiaaliga dq™ = Ja liidame kdik vOrrandid; saame
Z2Z-0U] Hj -Z243 a(-413)- o-
d(qJ
ja
] z
-w3 - 21>
siis

- dT - dil - 2dT = - (dii + dT) = 0,
millest
U+ T » const.
Tulemus naitab, et slsteemi koguenergia (s.o. potentsiaalse
Ja Kineetilise energia summa) jadb kogu liikumise kestel
samaks.

§15. Kdrgemat Jarku tuletis-
test soO6ltuv fTunktsionaal

Leiame funlétsionaall

@ FO) - JFX®  y f =% yCn>)dx
a

ekstreemuml tarviliku tingimuse eeldusel, et funktsioonil
on olemas pidevad osatuletised kdigi argumentide Jargi kuni
Jarguni n+ 1 Ja lubatavad funktsioonid y(x), mis kuuluvad

ruumi C"2n"[a, b], rahuldavad rajatingimusi
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yo0 - 71F Y’(b) = 74, y (L -7f -
Nagu nagime (8 k, punkt 3), on funktsionaali (1) variat-
sioon

b
6FCy, h)y - J[fyh + f7 b~ + ___ + fymh(n))dx,
a
kus h € a, b] ja
@) h(a) a h*(d) = * h~n ~(a) >0,
h(®) - h’® - ... - h(n-1) ") s o.

Viimaseid tingimusi arvestades integreerime teist liiget
ositi Ohe korra.

b b b b
J fy,b"dx . 7 ,h - J 3| fy,hd* . - \ j! f .bax,
a a a a
kolmandat liiget ositi kaks korda,
b b b b
JV hXdl -V h* - 5nlV*"41-C-aiV h_ *
a aa a
b 2 b 2

+ é “n fy»hdx * \ "2 fy«h dx
dx*1 d dx

jne., viimast liiget integreerime ositi n korda,
b b

\ V> h(@U)dl = eee “ (<)M \ r? W oBer
a a

Peale saadud tulemuste asendamist SF(y,h) avaldisse saame
ekstreemumi tarvilikuks tingimuseks

6FCy, h) =
b

*\ [fy “£ V + “ 2fy- - eee + ((1n fy"hdx = °-

Et h e C™a, b] on suvaline funktsioon, mis rahuldab raja-



tingiamsi (2), siis Lagrange™i lemma p8hjal (86, punkt 1)
peab olema

(3) fy - ii v + V - eee+ <-—«n N V> * °o_

Seega vaadeldava varlatsioonilesande lahendid peaTad rahulda-
ma vorrandit (3), mida nimetatakse Euleri-Polsaonl rSrran-
diks. Euleri-Poissonl vBrrand on 2n-Jarku harilik diferent-
slaalvSrrand Ja tema tldlahend sisaldab 2n suvalist para-
meetrit* Nende maaramiseks on meil parajasti 2n rajatingi-
must (2).-

Markus> Eeldasime, et ¥ omab pidevaid osatuletisi
kuni Jarguni n+l Ja lubatarad funktsioonid kuuluvad ruumi

C<2n>[a,. b]. Nimetatud eeldused piustitasime selleks, et kind-
lustada tuletiste jj ” 5 *y(*0 olemasolu. Muutes

tuletuskaiku komplitseeritumaks, on vdimalik saada Euleri-
-Poissoni vorrandit ka eeldusel, et funktsioonil f on olemas
kuni teist jérku pidevad osatuletlsed Ja lubatavad koverad
kuuluvad ruumi C"na, b].

$16* Kordsete Integraalide
ekstreemumid

Siiani vaatlesime funktsionaale, mis soltusid Uhe muutu-
ja funktsioonidest, s*o. Joontest. Paljudes probleemides
esinevad funktsionaalid, mis sdltuvad mitme muutuja funktsioo-
nidest. Piirdume lihtsuse mottes funktsionaaliga, mis soltub
Uhest kahe muutuja funktsioonist, s.o. pinnast kolmedimensio—
naalses ruumis* Leilame funktsionaali

(€H) F® - 3 f(x, y, z, 2x, epdxdy
E

ekstreemumi tarviliku tingimuse eeldusel, et lubatavad funkt-

sioonid b(x, y) omandavad piirkonna E rajajoonel ,S etteantud

vaartusi, s.t* lubatavad pinnad kK * ®(x* 7) labivad ette-

antud ruumilist kontuuri S (Joonis 18). Funktsiooni
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f(x, ¥, z, u, v)kohta eeldame, et tal on olemas kuni teist
jarku pidevad osatuletised kdikide argumentide jargi, lubata-
vad funktsioonid aga kuuluvad ruumi C"(E). lahtume Gldisest
tarvilikust tingimusest 6F(z,h) = 0, kus antud juhul

(2) 4r(«,h) =33 (fzh + tz bz ¢ §; hv) .
E 1 ¥
Selleks, et saada tarvi-
likku tingimust sobival
kujul, peame vabanema
tundmatutest funktsioo-
nidest h, h”, hy. Ees-
margi saavutamiseks kasu-
tame jargmist abitulemust.
Lemma . Kui

d (x, y) on fFikseeritud
funktsioon, mis on pidev
piirkonnas E, ja kui

(©) -Y)h(x,y)dxdy= 0
E
iga funktsiooni h(x, y)e
«CCS) puhul, mis muutub
nulliks piirkonna E raja-
joonel S, siis dCky) =0
Joonis 18 kogu piirkonnas E.

Toestus. Oletame, et piirkonna E mingis sisemises punk-
tis (£,*7 ) on funktsioon C*. y) nullist erinev, niaiteks
positiivne. Funktsiooni do(><, y) pidevuse tdttu leidub posi-
tiivne reaalarv ~ , nii et (<, M on positiivne ringis,
mille raadius on ~ , keskpunkt (£ ”~ ) ja mis asub taieli-
kult piirkonnas E. Kui vdtta

4 (0 valjaspool ringi (x -£) +
X*Y 7’ -")2 + (y - - ~2]2 selles lingis,

L]

siis integraal (3) taandub integraaliks (le ringi ja On posi-
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tiivne. Tulemus on vastuolus eeldusega. Lemma on tdestatud.
Teisendame nidd variatsiooni (2) kujule, kus hx ja hy
ei esine, arvestades sealjuures, et rajatingimuse tottu

@ h(x, y| = 0.
Tahistades = P» =Q 3a kasutades seoseid
_T’;:)%L gfph) = 1]Xf P_h * fPh X»
fh = f-h+fh .
AN = T Tl

leiame, et

= Si[~x* (fph) + +
+ N[fz - W- fp- -"~qWAry)r7e
E

Siin vdrdub esimene integraalidest nulliga, sest Greeni valemi

E\(U - -rfb47 -5 bidy + ““41

jargi

LA (= + =W (fgh) iV oy -voa

ja viimane joonintegraal mééda rajajoont S on (4) téttu null.
Seega omandab tingimus 8F = 0 kuju

tt[f*- - A fp - A(x.yjdxdy . 0,
E

millest lemma tdttu
fz_ ox fp_ :@-{quO.
See aga téhendab, et ekstremaliseeriv pind rahuldab vorrandit

1.+ _ 7= X
q

Seda teist jarku oatuletistega vdrrandit, mille tuletas
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Ostrogradski 1834.a., nimetatakse Euleri-Oatrogradski vdrran-
diks.
Naide. Leida pind, nie l&bib antud ruumilist kon-
tuuri S ja millel on selle kontuuri sees vahim pindala.
Ulesanne taandub funktsionaali

F(z) = J\VI + p2 + g2 dxdy
E
miinimumi otsimisele, kusjuures E on piirkond, mida piirab
ruumilise kdvera S projektsioon xy-tasandil. Euleri-Ostro-
gradski vdrrandiks on osatuletistega diferentsiaalvorrand

T p b 1 "
~ LA N e "
Y} 1+ pr+ (5_ J |!_
Olles tahistanud
r=2z,y, ss=z xy* t =2z vy

saame parast osatuletiste leidmist vorrandile kuju

®) r(l + g*)_-_gggg + t(l + p2)

V(A +p2+ @25
Vorrandit (5) on lihtne geomeetriliselt interpreteerida. Dife-
rentsiaalgeomeetria kursuses tOestatakse, et pinna keskmine

kbéverus
EN - 2FM + GL ,

2(EG - F )
kus E, F, G ja L, M, N on vastavalt pinna esimese ja teise
ruutvormi kordajad. Kui pind on antud vdrrandiga z » z(x, Yy),

H =

sils
Eml+p2, F»pg, G=1+q2,

L = —_ M < , N = —e—— - -
V|+P2+qz V|+P2+Q2 V|+p2+q2
Seega
EG - F2 =1%p %q,
t(l +p2) - 2spg + r(l + q2)
EN - 2FM + GL
VTT p. +a
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ja keskmise kdveruse H avaldis erineb vérrandi (5) vasakust
poolest vaid konstantse teguri poolest. Ndeme, et otsitav
pind on iseloomustatud sellega, et kontuuri S sees on tema
keskmine kdverus igas punktis null. Sellise omadusega pinda
nimetatakse teatavasti minimealplrinaVs.

{11, VariatBloonilesanded

parameetrilisel kujul

Mdnede variatsiooniilesannete lahendit on otstarbekohane
otsida parameetrilisel kujul. Eriti tekib selline vajadus
siis, kui on ette teada, et lahend ei ole lhene funktsioon.
Kasitleme siin vaid lihtsaima funktsionaall juhtu, s.t. vaat-
leme variatsioonarvutuse pdhifunktsionaall

b

F(y) = ~f(x, vy, yJdx, y(a) mc, y(b) =d,

a
kusjuures ekstremaliseerivat kdverat otsime parameetrilisel
kujul

x = x(t), y=y(®.
Peale x ja yasendamist saame funktsionaali
tx

F(x,y) = ( f(x(t), y(t), -ivlu(t) dt,
o
kus x(tQ) = a, x(t*) = b, y(tQ) = c, yCt?) = d. Saadud tulpi
funktsionaali ké&sitlesime 13. paragrahvis. Siin ei sisalda
integraalialune funktsioon

<P, ¥y, X, ¥) = f(x, y, DPx
otseselt muutujat t ja rahuldab iga reaalarvu kpuhul tingi-
must

1) <P(x, ¥ KE, ky) = K(f(x, y, X, Y).
Kovera parameetriline esitusviis ei ole teatavasti Uhene.
Néitame, et uue parameetri valik ei muuda funktsionaali vaar-
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tust. Toepoolest, minnes ule parameetrile ?,
t - dU) *0)
ja kasutades seoseid
*I - I<f - et , « -
ning homogeensuse omadust (l), saame

Ti
7, XM yM)dx = 3 <, Y, y ™) =

= {1"(X. 7» X, 7)dt.
t

Funktsionaali

4
@ F(xfy) -~ (&, v x, y)dt

*0
ekstremaalid saame Euleri vdrrandite sisteemist (vt. §13)

% - &b -

(5> ) 1OLI (*5 M —_ 0— ) )

Osutub, et kui x + 7 ~ 0, sile funktsiooni homogeensuse
tottu x ja y suhtes ei ole need vdrrandid sdltumatud. N&i-
tame seda. Diferentseerides samasust (1) kK jargi, leiame

f=* *4% ¥ - f.

Siit

M- itPxi ¢Y¥x*> fy * 3T ¢ 7<Pjf
€Y Wi =2x ¢ i(fxx + Mzry- = *i
Seostest (4)

ifa - -y~ Ukj - -y »

millest omakorda
¢ W o=u y, i, V).

7 X7

Leiame Euleri vOrrandites (3) esinevad avaldised
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ar *xVjioj *va ** T

af%h -— * *<Pjfj **ij s i

ja asetame nad vdrrandite vasakutesse pooltesse:

analoogiliselt

fj -ntvyv-ipr o WX -dL-(i7 - 74 - 0.

siitl

® &K - Syi -"(xy -y =0,

mis nditabki, et mGlemad vOrrandid susteemis (3) on samavaar-
sed. Seega vdib virrandisusteemi (3) asendada tegelikult Uhe

vorrandiga, naiteks esimesega. Seda vOrrandit tuleb vaadelda
koos vorrandiga, mis madrab parameetri valiku. N&iteks, kui

parameetriks votta kdvera kaare pikkus, siis ds? s dx® + dy2,

millest x2 + y2 = 1.

* Vorrandit (6) nimetatakse Euleri vdrrandiks Weierstrassi
kujul.
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Vi. LI SATINGIMUSTEGA

vabiatsioonilesanded

Lisatingimustega varlatsioonillesaimteks (ehi tingimus-
likeks variatsioonilesanneteks) nimetatakse Ulesandeid, kus
ndutakse funktsionaali ekstreemumi leidmist tingimusel, et
funktsioonid, millest funktslonaal sOltub, rahuldaksid tea-
tud seoseid.

818. Lagranged Gdlesanne

Lagrange®™i Ulesandeks nimetatakse jargmist variatsioon,
tUlesannet. Leida funktsionaali
b
(€)) F=2n f(x, ylt ...» yn, y " _..» yMN)dx
a
ekstreemumkohad tingimustel, et rajapunktid on fikseeritud,
S.0.
yj/a) = yi0, y~b) - j#H (=1, ..., n),
ja lubatavad funktsioonid rahuldavad seoseid

2) 9N(Cx, M? y2, ..., yn) =0 (i =12, ... m}m<n
Juhul, kui sisteem (2) on mingi m funktsiooni suhtes prak-
tiliselt lahendatav, vdime nimetatud m funktsiooni teiste
kaudu avaldada ja peale asendamist funktsionaali avaldisse
(I) saada lisatingimusteta variatsioonlilesande. Vaatleme
tUlesande teistsuguse lahendamise vdimalust, kus kdik funkt-
sioonid y* on samavaarsed. Esitatav meetod on matemaatilise
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analilsi kursusest tuntud Lagrange®l Jl-meetodi Uldistuseks
ja kannab ka siin Lagrange®l meetodi nimetust.

Kuigi nimetatud meetod on rakendatav uldjuhul, piirdume
tema tuletamise juures vaid juhuga n = 2, m = 1, s.t. vaat-
leme funktsionaali

b
(©) F» Jf(x, vy, z, y*, z")dx
a
lisatingimusel
O .Y, 2 =0,
kusjuures
y(a) = ylo0, z(a) = z1Q, y(b) = yn , z(b) = zn

Eeldame, et ekstremaliseerival kéveral ~ 2 + 472 "~ 0.

Olgu konkreetsuse mdottes Ne f 0, siis eksisteerib funkt-
sioon

z = "X, ),
mis rahuldab seostl (4). Siis
¢ -7 =

Peale z ja z" asendamist funktsionaali avaldisse (3) saame

b
® F*(y) =31 * (X, ¥ Y)dx,

a
kus

4, y, ¥ = f(x, y, GOGY)LyT .t Wy,
NiGlid joudsime hariliku variatsioonilesandeni, kus lisatingi-
must ei esine. Kui oleme y(x) leidnud, siis leiame z(x) =
= N(x, y(x)). Kirjutame valja funktsionaali (5) Euleri vor-

randi
w 4
b\ Y% Xy -
Arvestades, et
*: * Ks -r)-
N Z aval ns seosest (4) ei tarvitse olla praktiliselt

teostatav.
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il fy» mix (fy* + A

3 ix fy" +@xfz") 7'y + fz" ("> + YYV,)*
vOime Euleri vdrrandi esitada kujul

(6) fy ““il fy + ~fz " il fz")ry * =*
Tundmatust funktsioonist vabanemiseks diferentseerime
samasust

AN(»» -y*W**y)) s O
Y jargi,

/\y S - <%
ja asendame vaartuse vorrandisse (6). Siis jouame vOr-
randini
«> fy - s V #

z

Ollee tahistanud

f» o eal tz" - Mx),
saame seosest (7) kaks voOrrandit

f e X(X)V -gq f, =0,
®) j j

f2 ¢« X(X)vz -*8 f,, =0.

Tapselt sama tulemuse saame, kui kirjutame valja funktsio-
naali

(€)] (CFx, Yy, z, y*, Z7) ¢ X(X)M(x, y, s) Jdx *
a b
- 1L« Y z.y ™ zJ)dx
a
ekstreemumi tarvilikud tingimused.
Seega vOib variatsioonulesande {(3), (4)} ekstreemumi
tarviliku tingimuse saada sel teel, et moodustame funktsioo-
g(x, v, z, y'fz) = f(x, vy, z, y', z7) +x()<?(X, Y, 2)
ja kirjutame funktsionaali (9) jaoks valja Euleri vdrrandite
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stusteemi
Sy 7cl «y * =

sz - W sz~ “°<=-
See susteem osutubki sisteemiks (8). Funktsioon A(x) on esi-
algu maaramata. Lahendades silisteemi (8) koos seosega (4)
saame madrata kolm tundmatut funktsiooni y(x), z(x) ja X(x).
Sama meetod on rakendatav variatsioonilesande {(1), (2)]
korral. Siis tuleb moodustada funktsioon

e—t* 2Z Ai(x)"i
i1si
ja kirjutada valja funktsionaall
b
G=J g(X, ¥ ..., ynf eee» VX
a
ekstreemuml tarvilikud tingimused. Euleri vdrrandite sisteem

B ~ O* gyt “<0, isi, 2, eeetn,

koos seostega (2) vdimaldab madrata n + m tundmatut funkt-
siooni

Y/*)»  eeenYL()» » eeonmm "AM(X)e

Sealjuures rajatingimused, mis ei tohi olla vastuolus seos-
tega, vOimaldavad Euleri voOrrandite sisteemi Uldlahendis
maarata uldiselt 2n suvalist konstanti. Nagu juba eespool
mainitud, ei peatu me esitatud vaite tdestusel Gldjuhul.

Ilargime samuti tdestuseta, et Lagrangeli meetod on
kasutatav ka juhul, kui seosed on antud diferentsiaalvdrran-
di tena

NMi(Xx, ylt eee» M yE* eeen» M) =0, 1 s 1, ..., m
Nadide. Punktid A(x0, yQ, zQ) ja bCx”™ yx, z*) asuvad

pinnal <?(x, y, z) = 0. Leida kdver, mis asub pinnal, l&bib
punkte A B ja mille kaare pikkus A ja Bvahel on lihim. See
on geodeetiliste joonte probleem, mille sOnastasime juba

2. paragrahvis.
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Antud juhul tuleb leida funktsionaali
X.

S = JVI +¥2+ 22 dx

miinimumkoht lisatingimusel
(10) Y, z) = 0.
Moodustame abifunktsionaali

F = \\yil ty 2+ 22 + NI69 <2, Y, 2)jdx

X0
ja kirjutame valja Euleri vdrrandid koos seosega (10):

eMx)9* - -jl -mm-o—— = =0

y VI v y'2 272

o

i r r =
vi +y,r+ z1
I\(X’ y’ Z) = 0
Siit saab konkreetse pinna korral leida funktsioonid y(x),
z(x) ja X(x). Uldjuhul véimaldab see siisteem maddrata geo-
deetiliste joonte omaduse: joone peanormaal Uhtib pinna nor-
maaliga (vt.f7)).

819. lsoperimeetrilised
Gt lesanded

1. Tarviliku tingimuse tuletamine. Isoperimeetriliste
ilesannete all mdistetakse jargmist tulpi variatsiooniles-
andeid:

KOigi kéverate y = y(x) seast, mis labivad punkte
A(a, c), B(b, d) ja mille puhul integraal

b
@ G(Y) = J 9(x, ¥ y)dx
a
omandab etteantud véaéartuse s, leida kdver," mis annab inte-
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graalile

b
@ F@y) = J f(x, y, y")dx

a
ekstremaalse vaartuse. Isoperimeetrilise llesande nimetus
tuleneb seda tdupi pohilisest llesandest: leida kinnine kover,
mis antud pikkuse s juures piirab suurima pindala (vt. 82,
punkt 2).

SOnastatud l(lesande saab taandada eelmises paragrahvis
vaadeldud uUlesandele. Selleks toome sisse uue tundmatu funkt-
siooni z(x), tahistades

X
z(x) = » y")dx.
a
Siis z(@) = 0 ja z(b) = s. Sealjuures z"(x) = g(x, ¥, ¥?)
ehk
g(x,y»y") - z" = 0.
Saime seose diferentsiaalvdrrandina. Edasi tuleb moodustada
funktsioon
k(x>> z» ¥, z7) = f(x, v, ¥y7) -A.(x)(z7- 9%, Yy, ¥7))
ja kirjutada valja Euleri vdrrandid funktsionaali
b
J k(x,y,z,y",z")dx
a
jaoks. Saame

fy +*U)gy - -gl[fy. + Mx)gy,] =0,

® = =
Teisest vdrrandist leiame, et X(x) = X = const, esimene
vdrrand on. aga Euleri vdrrandiks funktsionaalne
b
(@) J (f + *g)dx.
a
Seega taandub isoperimeetriline Ulesanne funktsionaali
(4) ekstreemumi leidmisele, kusjuures ekstremaalid saame
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funktsionaali (4) Euleri vorrandist

©®) fy+ Xgy - gl[fyt + Jky] o,

mis Uhtib susteemi (3) esimese vOrrandiga. X maaramiseks
tuleb kasutada lisatingimust G(y) = s.
Ndide. Leida tasandiline
koéver, wys y(x), mis labib punkte
A(a, e ja B(b, d), millel on
antud pikkus s ja mis koos
antud kdveraga y= f(x) piirab
maksimaalse pindala (joonis 19).
Tuleb leida funktsionaali
b

Joonis 19. S= 1@

maksimum rajatingimustel

y@ =c¢, y()
ja lisatingimusel

1+ >AC)dx = s.

Moodustame abifunktsionaali
b
[y - f() + xVI1 + y"2)dx
a

ja tema Euleri vdrrandi

Integreerimisel saame



J1t u,

m T Vx2 . X.CcDHD* -

Y- +VA2 - (x + Cl)2 - C2,

(y + C2)2 + (x + C1)2 *\2.

Saime ringjoonte parve. Konstantide C*, C2 ja X maaramiseks
on rajatingimused ja lisatingimus. Viimane omandab peale y*
asendamist kuju

b
I 1w oox
J~ o — — « s ,
aVx2 - (x ¢ 0l1)2
mis annab |\] ja suhtes transtsendentse vorrandi.
2. Duaalsuse printsiip. Eeldame, et vdrrandis (5) A £ O.

Kui X = 0, siis oleks tegemist lleliigse lisatingimusega,sest
sel juhul tingimus G(y) = s el mdjusta mingil maaral funkt-
sionaali (2) ekstreemumit. Jagame vdrrandi (5) X-ga labi ja
tahistame AaXxn. Siis voib voérrandi esitada kujul

sy + Aify " @i [ v + Aify*]= =

See aga pole mida%i muud. kui Euleri vorrand funktsionaalne

J (g + AjfIdx.

a
Saadud funktsionaali ekstreemumi leidmist vOib tdlgendada kui
funktsionaali (1) ekstreemumi leidmist lisatingimusel, et
F(y) = const.

Viimast Ulesannet nimetatakse esialgse variatsiooniles-
ande duaalseks ilesandeks= Et Euleri diferentsiaalvérrandi
korrutamine konstantse teguriga ei muuda tema lahendeid,siis
voib Oelda, et duaalsetel ulesannetel on samad ekstremaalid.
Ekstremaalide leidmise seisukohalt on seega taiesti (kskdik,
kas leiame funktsionaali (2) ekstreemumi lisatingimusel, et
funktsionaal (1) omandab etteantud vaatftuse véi funktsionaali
() ekstreemumi lisatingimusel, et funktsionaal (2) omandab
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etteantud véartuse. Sellist omadust nimetatakse duaalsuse
printsiibiks. Duaalsete ilesannete nditeks voib olla ihelt
poolt antud pikkusega kinnise kdvera poolt piiratud maksimaal-
se pindala leidmise Ulesanne ja teiselt poolt antud suurusega
pindala piirava lihimaepikkusega kinnise kdvera leidmise lles-
anne.

VII. variatsioonabvituse

OTSESED MEETODID

820.0tseste meetodite
mdiste ja pdodhiidee

Seni lahendasime variatsioonilesandeid sel teel, et taan-
dasime nad diferentsiaalvdrranditele vdi nende siisteemidele
(tavaliselt rajallesannetele). Sellist meetodit variatsioon-
tlesannete lahendamiseks nimetatakse mdnikord klassikaliseks
meetodiks. Sealjuures taandub funktsinaali statsionaarse vaar-
tuse olemasolu kisimus vastava rajaulesande lahenduvuse kiisi-
musele. Kui rajatlesanne on praktiliselt lahendatav, siis saab
funktsionaali statsionaarse punkti leida ja edasi juba kindlaks
madrata, kas seal esineb ekstreemum vOi mitte. Kui meil ei
Onnestu aga naidata saadava rajaiilesande lahendi olemasolu,
jaéb ka variatsiooniulesande lahenduvuse kiisimus lahtiseks. Siin
on kohane meenutada, et Euleri diferentsiaalvdérrand ja tema
tUldistused, millele variatsioonulesanded taanduvad, on l6pli-
kul kujul lahendatavad vaid erandjuhtudel, enamikus nduavad
nad ligikaudsete meetodite kasutamist. Seepdrast on loomulik
puuda variatsioonulesannet lahendada otseselt, ilma diferent-
siaalvorrandite abita. Variatsioonilesannete lahendusmeetodeid,
‘wE ei nbua diferentsiaalvdrrandite lahendamist, nimetataksegi
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seepdrast otsesteks meetoditeks. Otsesed meetodid annavad
kill variatsioonilesande ligikaudse lahendi, kuid vdimaldavad
seda arvutada iga etteantud tédpsusega.

On valja todtatud mitmeid otseseid meetodeid, kuid kdik
nad pdhinevad uhel ja samal uldisel ideel, mis seisneb jarg-
nevas.

Vaatleme konkreetsuse mottes funktsionaali F(y) miinimu-
mi leidmise Ulesannet. Funktsionaali maaramispiirkond, s.t,
lubatavate funktsioonide hulk olgu G. Selleks et Ulesandel
oleks motet, tuleb eeldada, et hulgas G eksisteerivad funkt-
sioonid y(x), mille korral F(y) < + oo, ja et

inf F(y) = 1J, > -o00 .
Siis alumise raja definitsiooni kohaselt eksisteerib selline
funktsioonide jada (yn(x)} , mida nimetatakse minimiseerivaks
jadaks, et

lim F(y ) = u.,

N-*00

Kui hulgas G leidub piirfunktsioon y*(x) = lim y~Cx) ja kui
n_*~

osutub lubatavaks piirile Gleminek funktsionaali margi all,
s.0.
) lim F(yn) = F(lim yn) = F(y* ),
siis
ry*) = n»

s.t. piirkdver on vaadeldava ilesande lahendiks. Minimiseeri-
va jada liikmeid vOib vaadelda kui variatsioonilesande ligi-
kaudseid lahendeid.

Seega variatsioonilesande lahendamine otsese meetodiga
koosneb jéargmistest etappidest;

1) konstrueeritakse minimiseeriv jada (yn(x)j »

2) toestatakse, et sellel jadal on vaadeldavas hulgas
olemas piirfunktsioon y*(x);

3) toestatakse piirprotsessi (1) lubatavus.

Margime siinjuures jargmist.

1. Minimiseeriva jada konstrueerimine on alati vdimalik,
kui vaid inf F(y)>-<o0. Erinevad otsesed meetodid erinevad
liksteisest peamiselt minimiseeriva Jada valiku poolest. Mini-
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miseeriva jada konstrueerimise Uldine idee seisneb selles,
et funktsionaali ei vaadelda kdikide lubatavate funktsioonide
hulgal, vaid l6plikust arvust parameetritest sdltuvate kind-
lat tluupi funktsioonide hulgal. Sealjuures kehtib nfue, et
parameetrite arvu suurendamise ja parameetrite sobiva vali-
kuga peab saama kuitahes h&sti aproksimeerida iga lubatavat
funktsiooni. Kui parameetrite arv n fikseerida, siis funkt-
sionaal muutub vaadeldavat tuupi funktsionaalidel parameet-
rite funktsiooniks. Tema ekstreemumkohti vOib leida matemaa-
tilisest analiisist tuntud meetoditel. Niiviisi saame para-
meetritele konkreetsed vaartused ja leiame Uhtlasi minimi-
seeriva jada n-nda elemendi.

2« Kuigi minimiseeriva jada saab konstrueerida iga
variatsioonilesande korral, ei pruugi piirfunktsioon vaadelda-
vas hulgas eksisteerida« Vdtame nditeks funktsionaali

1
F(y) = J x2y“2dx, y(-I) = -1, y(d) =1,
-1
mis omandab vaid mlttenegatiivseid vaartusi, kusjuures

inf F(y) = 0.
Minimiseerivaks jadaks vdib siin valida ruumist CC -1, 1]
funktsioonide jada

(@) Yy (xX) » --Ctan"- , n-1,2......
arctan n

Toepoolest, kui n-*- oo t siis

1
\ n2x 2dx
rcynm) = _ (1 «AVarctaA *
N
Pt Uy - 0.
arctan™n 'r 1 + nx n arctan n
Kuid
1, kui x > 0,
= { 0, kui x =0,

Iim yn(x
FF%ny 0



seega funktsioonide jada (2) piirvéaartus ei kuulu ruumi
C [-1, 1] ja isegi mitte ruumi C[ -1, 1I#

3. Kisimus piirprotsessi (1) lubatavusest juhul, Kkui
koonduvust yn —*y* mdistetakse ruumi Cmeetrika mdttes
(s.0. Uy - Y1 = max \yn(xX) - y*(x)|-*0), pole samuti trivi-
aalne, sest k6ik funktsionaalid pole pidevad ruumis C. Viimane
asjaolu tahendab aga seda, et uldiselt F(y*) cdm= lim F(yn).
Margime, et funktsionaali pidevus pole vdrduse (1) kehtivu-
seks siiski tarvilik. Piisab, kui funktsionaal on alt pool-
pidev. Utleme, et funktsionaal F(y) on alt poolpidev, kui iga
positiivse arvu £ jaoks eksisteerib teine arv S> 0, nii et
iga h puhul, mis rahuldab tingimust Hh\\4 5 , kehtib vo0rra-
tusl
©) F(y + h) - F(y) >
Olgu F(y) alt poolpidev. Siis Uhelt poolt

F(y*)™ Lim F(y ) = inf F(y)
n-*@o

ja teiselt poolt killalt suure n korral

F(yn) - F(y*)>-£,
millest

F(y*) £ lim F(yn) + € .
£ suvalisuse tdttu saame viimasest vOrratusest

F(y*) £ Lim F(yn)
ja seega kehtib vdrdus (I). Funktsionaali maksimumi leidmisel
on vdrduse (1) kehtivuseks piisav, et funktsionaal oleks
tilalt poolpidev.

821. Euleri di ferentsmeetod

Vaatleme lihtsaimat funktsionaali
b

m F(y) = £ f(x, y, y?) dx
a

A Juhul kui voOrratus (3) asendada vdrratusega F(y + h) -
-F(y)-~ £, saame Ulalt poolpideVa funktsionaali defi-
nitsiooni. Funktsionaal on pidev parajasti siis,kui ta on
poolpidev nii alt kui ka ulalt.
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rajatinglImustel y(a) = G y(b) = d. Euleri idee seisneb sellea,
et funktsionaali F(y) vdaartusi ei vaadelda mitte suvalistel

lubatavatel koveratel, vaid ainult murdjoontel, mis on moodus-
tatud n lulist, kus n on etteantud naturaalarv. Tippude abst-

slssid

*0 a a* xI* x2% *** * A_1» zn = “©
vOetakse kenstantse sammuga 4x = " ~ - (Joonis 20). Sellistel
murdjoontel muutub funktslonaal F(y) murdjoone tippude ordi-
naatide yx, y2..... ya-1 funktsiooniks " (ylIf y2, ynN)»

sest koos rajatingimustega
maaravad need ordinaadld
murdjoone taielikult.

Valime y», y2,..., MXE"
selliselt, et funktsioon
Cyl,y2’*'* yn-1) saavutaks
ekstreemumi, s.t. maarame
nad Jargmisest vorrandi-
slisteemist:

Joonis 20. <P

Kui minna piirile n—-»« f siis teatud lisatingimustel funkt-
siooni f kohta, saame variatsioonilesande téapse lahendi. Kui
me aga piirile Uleminekut ei teosta, siis saame ligikaudse
lahendi, mis on Gldiselt seda tapsem, mida suurem on n.
Vaatleme, kuldas néeb Euleri meetodi rakendamine vélja
tegelikult, iiurdjoontel omandab funktslonaal (1) kuju

b
[ *(xt Y, y")dx »
a
n-1 x
Ko _SsT- )dx
xk
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Peale integreerimist saamegi funktsiooni muutujatest
M» 2»»**¥Th Siin vdib aga ka integreerimisest loobuda ja
asendada integraali integraaleummaga

n-i
Y 9,G/ ,yv2»***»Y n-1"
Arvestades, et saadud summas sO0ltub muutujast y” vaid kaks
liiget, Kirjutame véalja funktsiooni <f ekstreemumi tarviliku
tingimuse:
fy (*K» Yk» “TT5omemeeee DEX - fyr(xk» Yk» e “)+

¢ ye(HCly Yikd» — 2Ix- 0 <* I» _..» n-1).

Peale jagamist [I<ga saame

M< **) -
~'r e [MOKTYKE - ey - Mel« Ox="~)) * 0
ehk lihidalt
/ N ywn A fvt
N YUK A S* / s O(kB1, ..., Ml

Kasutades rajatingimusi vdime viimase sisteemi lahendamisel
madrata otsitavad ordinaadid y», y2, eee#¥n,1 Ja leida selle-
ga murdjoone, mis vO0ib olla vaadeldava variatsioonilesande
ligikaudseks lahendiks.

Euleri meetod on kasutatav ka teiste funktsionaalide
korral, samuti fikseerimata rajapunktidega variatsiooniles-
annete lahendamiseks.

Diferentsmeetodit rakendas Euler oma uurimuste esialgsel
perioodil™* Hiljem, kui tal dnnestus variatsioonilesannet
taandada diferentsiaalvdrrandile, jJai see meetod tagaplaani-
le. Alles nGukogude matemaatikud Ljusternik, Petrovski jt.
vOtsid umbes 30 a. tagasi Euleri meetodi uuesti kasutusele.

Margime I8puks &ra jargmise huvitava asjaolu. Eeldame,
et funktsioonil f(x, y, y") on olemas pidevad osatuletised

- 119



fy Ja fy, ning fyt(x» y(*)f Y'(>9) on diferentseeruv x Jargi.

Kui laseme n»<0, eiie [O>x-*0 ja vOrrandisisteem (2) asendub
Euleri diferentslaalvorrandlga

fy =8V ““0 -

822. Ritzi meetod

Lowe kdige enam kasutatavaks otseseks meetodiks on
Ritzi meetod, mis seisneb jargnevas. Olgu antud funktsionaal
F(y) mdaramispiirkonnade G mingis lineaarses normeeritud
(funktsionaal-)wruumis X. Valime ruumis Z jada
(€)) Vg» eee» eee
nii, et lineaarsed kombinatsioonid
(@) ya e<M0"fcl”rl + c2r2"*<****"fcnce'n
kuuluksid funktsionaali F(y) mdaramiepiirkonda (oleksid tema
lubatavateks funktsioonideks). Jada (1) nimetame koordlnaat-
jadaks ehk koordinaatfunktsioonide jadaks ja eeldame, et ta
on taielik hulgas G, s.t. et lineaarsete kombinatsioonidega
kujul (2) saab funktsionaali F(y) 1iga lubatavat funktsiooni
kuitahes hasti aproksimeerida ruumi Z meetrika moéttes. Funkt-
siooni Y6 G kuitahes hea aproksimeerimlse all me mdistame
seda, et vastavalt igale positiivsele arvule £ leidub natu-

raalarv n ja konstandid a®, a2, ..., an, nii et Ly - ya ko,
n

kus yn = 23 a + W norm on vaetud ruumis |I.
kai k k

Eeldame, et funktsionaalil on olemas parajasti iks miini-
mum, mis realiseerub lubatavate funktsioonide hulgal, ja pls-
titame Ulesande: antud n korral valida kordajad (<m1,2,..
eee_ n) nii, et funktsionaali vaartus lineaarsel kombinatsi-
oonil (2) oleks vdimalikult véalke. See on aga n muutuja
funktsiooni
(©) F( m*1N]1 mfwwees + @n/n" * C2 eee» cn"
>mvitHHTE leidmise (lesanne, mille lahendamine on pdhimdtteil*
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selt marksa lihtsam kui funktsionaali F(y) sHj mnmi leidmine
ja mille lahendamiseks vdib kasutada matemaatilist analuisist
tuntud meetodit. Seega saame iga n jaoks vastava miinimumi

On selge, et

/NA <z AN /™n+l 7z a
sest esimese n + 1 funktsiooni lineaarsete kombinatsioonide
hulgas sisalduvad ka esimese n funktsiooni kdik lineaarsed
kombinatsioonid.

Kisime, mis tingimustel on Ritzi meetodil konstrueeritav
jada Yo} minimiseerivaks jadaks. Vastuse annab jargmine teo-
reem.

Teoreem. Kui funktslonaal F(y) on pidev (ruumi X meetri-
ka mRttes) ja tal on parajasti tUks miinimum f* ning koordi-
naatfunktsioonlde jada (1) on taielik, siis

lim un a
M-+00

Téestus. Olgu y*6 G element, millel funktslonaal F(y)
saavutab miinimumi, ja olgu £>0 vabalt valitav reaalarv.
Funktsionaali F(y) pidevuse tottu ruumis X leidub niisugune
reaalarv 6 > .0, et

(@) 1FY) - FOyHI < C,
niipea kui Iy - y¥lI<sb. Lineaarsete kombinatsioonide (2) seas
leidub selline, margime teda yn, et
lyn - 711 * &
Siis vdrratuse (4) tottu
y@yn)* J1 +C -
Kui nudd ¥; on lineaarne kombinatsioon, millel funktsioon

(3) saavutab miinimumi antud n puhul, siis
F(yd) £ F(yn) * /*+ £ .

6 suvalisuse tottu saame siit
lim F(y*) wy, wr(y*).

Teoreem on tdestatud.
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See teoreem on rakendatav nditeks funktsionaalne
b
5) . FOO) =3 f(x, ¥ y)ix,
a
kui teda vaadelda ruumis C"[a, b}, sest selline funktsionaal
on pidev ruumis C* (eeldusel, et funktsioon f(x, y, y") on
pidev).

Margime, et jada taielikkuse ndue, mis esineb teo-
reemis, on printsipiaalse tahtsusega. Kui see pole taidetud,
vBib Ritzi meetodi rakendamine vila jameda veani: killalt
suure n puhul vdivad tulemused erineda tugevasti tépsest
lahendist. Kui tahame leida funktsionaall (5) ekstreemumlt
rajatingimustel

y(@ =c¢, y(b) * d,

siis vdib funktsiooniks valida
GP(X) - Cc e (- ),
b - a
tilejadnud wmrdlnaatfunktsioonideks aga vOtta naiteks
MXx) = (x - a)k(x - b) k=1, 2 ..0)
vOi

() = ein Wl \ - £

Saab naidata, et nii valitud jada |*n(X)} on téielik.

Kuigi teoreem kindlustab minimiseerivale Jadale (y£}
vastavate funktsionaali védartuste jada oY) = {~"koon-
dumise funktsionaali miinimumiks ju = FCy*) ja sealjuures
isna vahestel eeldustel, ei saa valta, et samadel tingimustel
minimiseeriv jada koonduks funktsiooniks y*, mis selle miini-
mumi realiseerib. Nii nagu teiste otseste meetodite korral,
vOoib minimiseeriv jada ka Ritzi meetodi puhul olla lubata-
vate funktsioonide hulgas piirvadrtuseta. Ritzi meetodil saa-
dava jada ¥4) koonduvuse ja vea |Jly* - yllhindamise kisimu-
sed, mis on meetodi rakendamisel olulise tahtsusega, on vdrd-
lemisi keerukad. Need kusimused on pdhjalikumalt l&bi uuritud
monedel lihtsamatel juhtudel, eriti aga ruutfunktsionaali ja
funktsionaali
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FO) “° LLpCAY»2 + q()y2 + 2r(x)y]dx
a

puhul, mida vSib vaadelda ruutfunktsionaali Ja lineaarfuhkt-
aionaali summana. Margime, et seda tiupi funktsionaali korral

on Ritzi meetodi rakendamine ka suhteliselt lihtne, sest vSr-
randisiisteem

0P n Vi _ =0}
Tcl = =» Tcd =0...... Tc;, = »
konstantide ", &, cB maaramiseks tuleb siis lineaarnel.

Untlasi on variatsiooniillesanded, mis sisaldavad ruutfunktsio-
naali, (Usna téhtsad, sest neile taanduvad paljud matemaatilise
fuusika Ulesanded.

Naiteks, kui funktsionaalis (6) on p(x) pidevalt dife-
rentseeruv, q(x) ja r(x) on pidevad ja p(x) ¥YQ q(x) ~ 0
1digul [a, b], siis F(y£) F(y*) ja kehtib hinnang2

a“c b 1yx(1) * 7°(1>"4V miIn"pU)V &) - *m(/),
millest nahtub, et y*(xX) —»y#(x). Kui koordinaatfunktsioonid
valida ette Juba konkreetselt,lsiis vdib saada ka konkreetse-
ma hinnangu.

Naide. Leida Ritzi meetodil variatsioonllesande
1

FG) * 3 OF2 <02 - 2%) d*» MO mY1) m0
0

ligikaudne lahend.
Valime koordinaatfunktsioonideks

"O(X) s O Nk(x) e xk(d - x), KAl, 2, ...;

Nariatsioontilesannet ruutfunktsionaali ekstreemumi leidmi-
seks nimetatakse lineaarseks variatsiooniulesandeks, sest
ka vastav Euleri vdrrand xuieb lineaarne.

2Eeldatakse koordinaatfunktsioonide jada taielikkust ruumi
C"[a,b] kuuluvas maaramispilrkonnas G.
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siis
yn(x) wx(l - x)(cx + CgX + ... ¢ A x1'1).

Leiame ligikaudse lahendi juhul, kui n * 2.
Nuad
y2(x) » x(I - x)(ex + CgX) - (x - x2)cx + (x2 - x3)c2,

ME) « (1 - 2x)cx + (2x - 3x2)e2

Funktsioonidel y2(x) muutub F(y) Ja c2 funktsiooniks:
1
d(cx e2) - J[( - 2x)2c2 + 2(1 - 2)(2x - B2« +
(@]

+ (2x - 3x2)2c2 - x2(1 - x)2c2 - 2x2(1 - -

- x4 - x)2c] - 2x2(1 - x)cx - 2x3(1 - x)c2 ]dx
ja tingimused

>P 0 0
Tcl “=<= lcr *0

omandavad kuju
2kc™ + 2Bc2 - 2D « O,
2Bcl ¢ 2Cc2 - 2E cO,
kus

A- ([(@Q -2x)2 - (X - x2)2]dx =~
0

B= J[(@ - 2x) (2x - 3x2) - (X - x2)(x2 - x5)]dx «
0

J[[(2x - 3x2)2 - (x2 - x5)2]dx » ~ ,
0

1

J (X2 - x3)dx -

0
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Peale arvutuste teostamist saame

7
Cl* 355 c2 n

Seega ligikaudseks lahendiks on

Y2 m + TI *
Vaadeldud lihtsal juhul saab leida ka tapse lahendi, mis on
jargmine
7 - fnn;
Kui vdrrelda mbonedes punktides ligikaudset ja tapset lahendit,
siis saame jargmised tulemused:

X y*(x) yi(x)
0,25 0,0440 0,0441
0,50 0,0698 0,0694
0,75 0,0601 0,0601

823. KantorovitSi meetod

Vaatleme funktsionaali F(z), kus z on n muutuja funkt-
sioon,
Z = Z(xIf Xg, eee» xn).

Ka koordinaatfunktsioonid on niidd n muutuja funktsioonid,

€ NCAXI» X2 eee* xXn>*
Ritzi meetodi rakendamisel tuleks ligikaudset lahendit otsida

*njul m

m + < kAkAx D> *IN *

kus (* 1, ..., m) on konstant. Kontorovitii meetid eri-
neb Ritzi meetodist selle poolest, et konstantide asemel

on nidd Uhe muutuja funktsioonid (<A, mis tulevad ules-
ande lahendamise kaigus madrata. Seega otsitakse ligikaudset
lahendit kujul



kus 1 on Uks indeksitest 1, 2, ..., n. Funktsioonidel (2)
muutub funktsionaal F(z) funktsionaaliks

FQur(x?), Ug(x?), ...» Uijitxy),
mis s6ltub m Uhe muutuja funktsioonist. Funktsioonid
~NOx N, urCx” valitakse nii, et funktsionaal F saavu-
taks ekstreemumi. Viimane (lesanne on p6himdtteliselt liht-
sam kui esialgne, sest ta taandub harilike diferentsiaal-
virrandite sisteemi lahendamisele (vt. &13), kuna esialgne
variatsioonilesanne nduab osatuletistega vdrrandi lahendamist
(8 16). KantorovitS nimetaski oma meetodit harilikele dlfe-
rentsiaalvdrranditele taandamise meetodiks.

Kui teostada uUleminek piirile m-*oo, siis teatud eeldus-
tel vbBib saada esialgse Ullesande tapse lahendi} kui piirile
mitte minna, saame ligikaudse lahendi. KantorovltSi meetodil
saadud ligikaudne lahend on sama liikmete arvu ja samade koor-
dlInaatfunktsioonide juures enamasti marksa tapsem kui Ritzi
meetodil leitud ligikaudne lahend. See on tingitud asjaolust,
et funktsioonide klass (2) on tunduvalt laiem kui funktsioo-
nide klass (I).

Kasitleme uksikasjalikumalt erijuhtu, kus

b g2(™*
f(x» B *» -jf» dydx

Integreerimisplirkonnaks D on siin
uldiselt piirkond, mis on piiratud,
sirgetega x » a, x » b ja kdverate-
ga Y= Sx(x)» ¥ ““g2(x)(Joonis 21).
Piirkonna D rajajoonel olgu funkt-
siooni z(x, y) vaartused ette antud.
Valime téieliku koordinaatfunkt-
sioonide jada
Y» AKX Y 9N (X, W)
Piirdudes selle jada m+1 esi-
mese elemendiga, otsime variat-
sioontlesande ligikaudset lahendit kujul
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m
®) DG YN X H1*9 V) + ZZ  utrx) N KEK V).

Peale asendamist saame

b ggc*) -ftz i
rauGe YY) - Jdx J f(x, y, zm(x,y)f~5, -Ji)dy.
* BX)

Et integraalialune funktsioon f on niid y suhtes taielikult
madratud, siis integreerime Yy jargi Ja jouame funktsionaali-
nl

yOm(x) « A(X) . eeen URX), UE(K), oo, UA(X))OX.
Viimase funktsionaali ekstreemumi tingimustest

(Cul—3£ ~u* * 0

©)
*0

saamegi méddrata funktsioonid u”~x), ..., u”x). Konstandid
siisteemi (4) uldlahendis maaratakse nii, et zf(x, y) rahul-
daks sirgetel x = a, x » b antud rajatingimusi. Rajatlngl-
mused kdveratel y= g~Cx), Yy« gg(x) rahuldatakse koordinaat-
funktsioonide valikuga. Avaldis (3) rahuldab nimetatud kdve-
ratel antud rajatingimusi, kui neid rajatingimusi rahuldab
Y0, V), kuna kdik iUlejdanud koordinaatfunktsioonid rahul-
davad homogeenseid rajatingimusi

PO, gx (X)) = M(x, 92(x)) = 0.

824. Variatsioonmeetodite
rakendamine diferentsiaal-
vérrandite lahendamiseks

Variatsioonarvutuse otseseid meetodeid kasutatakse laial-
daselt diferentsiaalvdrrandite ligikaudseks lahendamiseks.
Kui Onnestub naidata, et vaadeldav diferentsiaalvdrrand on
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mingi funktsionaali Euleri vdrrandiks,l siis saame diferent-
siaalvdrrandi lahendamise taandada selle funktsionaali eks-
treemumkoha leidmisele. Funktsionaali ekstreemumkoha (s.t.
eketremallseerlva funktsiooni) vdime aga leida mingil otse-
sel meetodil. Lihtne on n&dhay et kui diferentsiaalvdrrand
rahuldab mingeid rajatingimusi, elle samu rajatingimusi peab
rahuldama ka saadav funktsionaal. N&iteks taandub rajavaar-
tusilesanne

€)) - (GPEYD + ax¥)y - -r(x), y@ «c, y() «d,
8-s 22 vaadeldud funktsionaall

b
@ F(GY) = J [p(x)y 2 + q(x)y2 + 2r(x)yldx

a

ekstreemuml leidmisele samadel rajatinglmustel, sest voOr-
rand (1) on funktsionaali (2) Euleri vdrrandiks. Arvestades
seda, vdime Oelda, et 822 16pul me leidsime Ritzi meetodil
Uhtlasi rajavaartusulesande

y- ¢ y* = -x, y(0) «y() -0
ligikaudse lahendi.
Kasulik on markida, et iga lineaarne 1l jarku harilik

diferentsiaalvdérrand osutub Euleri voérrandiks funktsionaalne
tiipi (2). Selleks on kiullaldane naidata, et iga lineaarset
virrandit

(©) - pOYY* - s()yT ¢ <IQy - -r(x)  (p(x) fi0)
saab viia kujule (I). Korrutame vdrrandit (3) teguriga

4 «P \
a

kus exp u = eu. Tulemuseks saame

Kaeselevas paragrahvis mdistame Euleri vorrandi all
ka tema Oldistusi, millele taandub V peatikis vaa-
deldud fsmktsienaalide ekstreemuml leidmine.
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d
35 [pCexp N\~ T 2" ~2jy*] + I(exP J S p"- dx] Y
a
X

r exp S ~ a x ,
a

mis ongi vorrand kujul (1). Saab naidata, et iga teist jarku
diferentsiaalvSrrand y" * ~P(x, y, y") on teatud funktsio-
naali
) » ¥?) dx
Euleri vdrrandiks (vt. nait. [4], lk. 179), kuid funktsio-
naali (5) konstrueerimine on Uldjuhul seotud juba raskuste-
ga.

Ka osatuletistega vorrandite puhul on rajailesanded
taandatavad funktsionaali miinimumi leidmisele. Vaatleme
nditeke Ulesannet: leida piirkonnas D Poissoni vdrrandi

e *~§ WK
lahend, mis omandab piirkonna D rajajoonel S etteantud
vaadrtused. See illesanne taandub funktsionaali

FC(x.y)) - NJ((t])2 + [-W)2 + 2zr(x,y)]dxdy
D
mi jniHmmi leidmisele samadel rajatingimuetel, sest viimase

funktsionaali Euleri-Ostrogradski vorrand osutubki Poissoni

vorrandiks.

Margime Id8puks, et antud vorrandi jargi vdib funktsio-
naali konstrueerida ka ménel teisel viisil, s.t. vorrand ei
tarvitse olla tingimata funktsionaali Euleri vorrandiks.

Naiteks voib lGlesande (1) ehk

Ly + r mo0, y(@ =1c¢, vy() » d,
kus

Ly = - 4i*(py ) + ay,

lahendamise taandada ka funktsionaalide
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J (by + r)2 dx, N al® (Ly + )2 dx
a a
miinimumi leidmisele samadel rajatingimustel, kus a(x) on
mingi positiivne funktsioon. Tapselt samuti vOib toimida ka
tldisemat tilpi vOrrandite puhul.
Variateioonmeetodite pdhjalikuma kasitluse voib leida
nditeks monograafias [9].
Néide. Leida Poissoni vdrrandi

b2z + b2z m _ 1

42 by2
pidev ligikaudne lahend kolmnurkses piirkonnas D, mis on pii-
ratud sirgetega

Y= - X, X = b,
kusjuures otsitav lahend peab sirgetel y= - — Tp x vdrduma

nulliga, aga sirgel x = b rahuldama tingimust

© z®, y) = (y2 - 1')
Vaadeldav vdrrand on Euleri-Ostrogradski vdrrandiks
funktsionaalne ~

F(2) << 1 1[(4F)2 * (4F)2 - 2ripnptt

o

Ligikaudset lahendit otsime KantorovitSi meetodil, vdttes
koordinaatfunktsioonldeks

OO s H AKED W) Y+ YK “y=") .
Sellise valiku korral on rajatingimused sirgetel y= - X
rahuldatud ja jada {~(x, Jj)\ taielik. Piirdume juhuga n = 1,
s.t. otsime ligikaudset lahendit kujul

zr = (j2 ———Ju(x).
Nddd
b
- -lru+2- f-)n7% -lyl*" =
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2L
B V3
FzIr =i | I L2y + (“3 Xuu® - N X212 + 4u2 - 21MN2 +
o
V3
+ N R+ < X+ xAuu® o+ N x*u,i] dydx m
b
- B3 f(2xMu"2 + 10xMuu" + 3R + 15x7Mu)dx.
5-81 J

Viimase funktsionaali Euleri vorrandiks on
x2u" + 5xu" - 5u ® L

Saadud vorrandi dldlahendiks on mingi erilahendi ja vastava
homogeense vérrandi iildlahendi summa. Uheks erilahendiks on
konstant = < mille saame madadrata asendamise teel: -5c =
= -1 e —jb . Homogeense vorrandi uldlahendi saamiseks

tuleb leida kaksvlineaarselt s6ltumatut erilahendit. Otsime
neid kujul m= x . Proovimise teel leiame, et u® = x, u2 =

(o3
= x . Seega Euleri vdrrandi uildlahend on
Mm= cxx + C2x"5 - 1

Et punkti x = Ollmbruses peab olema u(x) tdkestatud, siis tu-
leb votta C2 = 0. Tingimusest (6) saame u(b) = 1, millest

Cx =~ . .Seega otsitavaks ligikaudseks lahendiks on

z = z"X, y) S ("y2 ~ x2)(7x - 3b).
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HAR-JUTUSULESAKDED
I peatikk

1. Lahtudes ekstreemumi definitsioonist tdestada, et
funktsionaal

2
F@y) = J y 2(1 - y")2dx, y(0) =0, y(2 a1l
0 .
saavutab sirgel y= 3+ ekstreemumi. Teha kindlaks ekstree-
mumi k.
2. Kas funktsionaal
2
F@Y) = J y (1 +x2y 3<Ir, y(-1) my2) =1
-1

saavutab sirgel y« 1 ekstremaalse vaartuse? Kui saavutab,
siis mis liiki?
3. Lahtudes ekstreemumi definitsioonist tdestada, et

funktsionaal

FQ) = 63 .+t -y, yO =0, y) *1,

saavutab sirgel y= x tugeva miinimumi.
4. Lahtudes variatsiooni definitsioonist leida ruumis

C(a, b) defineeritud funktsionaali
b
F(y) = 1 f(x, y(x))dx
a
tugev variatsioon. Milliseid tingimusi peab rahuldama funkt-

sioon f(x, W)?
5. Kontrollida Jargmiste funktsionaalide dlferentseeru-

vustj
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a) F(y) * y(a) ruumis Cla, b);

b) F(y) = y(a) ruumis C"(a, b];
c) F(y) =~1 + y,2(a) ruumis C Ta, b];
d) F(y) = ly@)Il ruumis CJa, b];

6t Naidata, et funktsionaal F2(y) on diferentseeruv,kui
on diferentseeruv F(y). Kirjutada valja funktsionaali F2(y)
variatsioon.

7# Toestada, et ruutfunktsionaal on diferentseeruv, ja
leida tema esimene ja teine variatsioon.

8. Kirjutada valja funktsionaali eF” teine variatsioon,
kui F(y) on kaks korda diferentseeruv funktsionaal.

9. Toestada, et nullist erineval lineaarsel funktsio-
naalil ei ole ekstreemumeid.

Il peatikk

Leida jargmiste funktsionaalide ekstremaalid fikseeritud
rajapunktide korral:
1
10. F(y) = J (y2 + x2y")dx, y(0)
0
b

11. F@y) = J (y + xyJdx, y@) *c, y) * d.

0, y(H

1
o

o]
(&N

12. F(y) dx, vy(@) » cj y() = d.

13. F(y) = J (y2 +y"2 - 2y sin x)dx,
X0

Y(*B) — 70F Y(xx) * vy4.

14, F(y) = J1 2 + y"2 + 2yex)dx,
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y(x0J = yO» y(xiJ = yi*
15. Maarata antud rajapunkte labiv kdver, mille podrle-
misel Umber x-telje moodustuks vahima pindalaga pddrdpind
(nn. minimaalse podrdpinna probleem).
16. Leida funktsionaali
1
F(y) = J ey tan widx
0
ekstremaalid, mis rahuldavad rajatingimusi y(0) = 0, y(l) = 1.

Il peatiikk

17. Leida funktsioon, millel vdib saavutada ekstreemumi
funktslonaal "
4
F(y) =3 (y2 -y 2)dx, y(0) =0,
0
kui lubatavate kdverate parempoolsed otspunktid asuvad sirgel

T’“ *
18. Leida integraali
1
I (ly 2 +yy" +y" + y)dx
0
miinimum, kui lubatavate funktsioonide vaartused I8igu [0,1}

otspunktides pole antud.
19. Leida ekstremaalid y= y(x), millel vdib saavutada

ekstreemumi funktslonaal

X1 r-——————
F(y) mJ VI + y"2 dx ?
0 %

kui lubatavate koverate vasakpoolsed otspunktid rahuldavad
tingimust y(0) >0 ja parempoolsed otspunktid asuvad sirgel

V=X - 5.
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20. Tolgendada geomeetriliselt transversaalsuse tingi-
must funktsionaali

F(y) = J1 K(x, y) earctany X/l + Y2 dx
X0
korral, kui K(x, y) /7 O.
21. Leida nurgapunktidega ekstremaalid funktsionaali
a
F(y) = ~ (y"4 - 6y"2)dx, y(0) =0, y(@@ =b (a>0),
0
korral. Kas nurgapunktidega ekstremaalid eksisteerivad iga
a ja b puhul?
22. Leida funktsionaali

Fo) « J vy -y 9 d yD =0, vy =1
-1
the nurgapunktiga ekstremaal.
Leida nurgapunktidega ekstremaalid, kui nad eksisteeri-
vad.
XX
23. F(y) - 3 (y,2 + 2xy - y2)dx,
X0

Y60) = Y0, y(x1) = yX.

. F(y) = 51 siny"dx, y(0) =0, WO = yx.

25. F(y) = ~ y3Bdx, y0) = O Y9 = yx,
0

IV peati KK

Kasutades ekstreemumi piisavaid tingimusi uurida jarg-

miste funktsionaalide ekstreemumi iseloomu.
2

26. F(y) = J y ™ + x2y’dx, yM =3, y(@) =5
1
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27.

28 .

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

2
FQy) = J (xy* +vy,2)dx, y(@0) * 1, y(2) =mo0.
0

F(y) - J (y2 + 2yy" - lI6y2)dx, a>0;

y(0 ) » y(a) * 0.

F(y) » § (4y2 - y"2 + 8y)dx,
0
y(o) * -1, yC ) =o,
2 2
F(y) - \1 vie dx, y(0) e 0, y(2) = sh 2.
Y y
e .1

fry) =J 2 + ¥ + rye'ax, vy =y

v =\ e.

Fo) - 31 B v - 0, yOxr « yx 0.
0
2 3

F(y) = J dx, v(@ * 1, V() « 4.
1y~

uy!

FOy) - [ O2 - y2 + 6y sin 2x)dx, y(©0) * O
e}

yC+) = 1*
2

F(y) « J V4 - y2 + 22y)dx, y(©0) =0, vy©@
®)
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1 2
36. F(y) = [ 17 y 2dxt y(-I) = -1, y() = 1.
"-1
2
37. F(y) - J (xy*4 - 2yy*3)dx, y(I) =0, y(2) - 1.
1
38. Uurida funktsionaali
1
FO) - J (¥4 + cy*2 + y3y*)dx, y(0) =0, y(I) =1
0
ekstreemumit E-funktsiooni abil s6ltuvalt parameetrist c.
Leida ekstremaalne vééartus.
39. Naidata, et sirge y*® 0 annab funktsionaalne
1
F@Gy) = J /2 -yy,5dx, y@) - ) «0
0
ainult n6rga miinimumi, kuigi Legendre*i tingimus
on ekstremaali y = 0 punktides tdidetud iga y" puhul.
40. Uurida funktsionaali
a
F(y) = J (y3 - 2y"5 - 3y"2 + yy")dx
0
ekstreemumit E-funktsiooni abil rajatingimustel y(0) =0,
y(@) * b, a> 0. Vorrelda saadud tulemusi tulemustega, mis
saadakse Legendre™i tingimuste abil.

V peatikk

41. Toestada, et funktsionaali

b
F(y, 2) = J *(x, % ¥\ a» *")d*
a «
Euleri vorrandite siusteemil on jargmised esimesed integraa-

lid:
1) ,~4 3 c# kui * el sisalda y;
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D t-y Sr <27 A% € kui f ei sisalda x.
42. Eeldades, et *y,y,*8.,a,- fy,z, " 0,

leida funktsionaali

iy 2) = 1 fy 2

ekstremaalid.
Leida jargmiste funktsionaalide ekstremaalid.

b
43. F(y, ) = ™ (2yz - 2y2 + y"2 - z"2)dx.
a
b
44, F(y) = "~ (2xy + y*,2)dx.
a
X1

45. F(y) * » (y2 + 2y"2 + y"2)dx.

46. Toestada, et kui funktsionaalis

f1
" *(» Y, YD y')dx
X0

integraalialune funktsioon ei sisalda y, siis Eulerri-Pois-
soni vdrrandi esimeseks integraaliks on

-TF " 75 (Ty») = const»
kui f ei sisalda x, siis esimese integraali vdib esitada
kujul
J bf d
"y WsyT -&sﬁTy*)J = Y FT¥* = const~

kui aga f ei sisalda el x ega y, siis teiseks integraaliks

f " y" “5F = °1 + C2y'*
47. Leida funktsionaali
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b .

FGy) = J (y")ndx
a
ekstremaalid.

48. KSverate seast,

mis labib punkte A0, 0) ja B(l,0),
leida selling,

mis annab funktsionaalne

1
F(y) = J y"2dx
0
minimaalse vaartuse kahel juhul: 1) kui y"(0) =a, yAl) =b

2) kui pole antud mingeid rajatingimusi.

Kirjutada valja Euleri-Ostrogradski vSrrand jargmiste
funktsionaalide jaoks:

49. F(z) = \\[ (™12 - {~])2]dxdy.
E

50. F(2) s [yM)2+ +
E
51. Leida funktsionaali

f(x, y)] dxdy.

F(z) = ~ e”sin zy dxdy
D
ekstremaalpind rajatingimustel

z(x, 0) -0, z(x, D =1,
kui D on ruut; 07 x<:i; Oiyil.

VI peatikk

52. Leida funktsionaali

X1
F(y) - \ y ,2dx

X0
ekstremaalid tingimustel, et
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53. Leida funktsionaali

1.
Fly, 20 » J*(y"2 + z2 - 4xz" - 4z)dx
0
ekstremaalid tingimustel
1
J (2 -xy" -z,2dx « 2, y@©) =2z©0 =0, yl) «
0 =z() « 1.
54. Leida isoperimeetrilise Ulesande
1
F@y) = 3 (y"2 + x2)dx,
0
1
J yix =2, y@©) » y(I) =0
0

ekstremaalid.

55. Leida ringsilindri r = R geodeetilised jooned.
Lahendit otsida silindrilistes koordinaatides.

56. Kirjutada valja isoperimeetrilise ulesande

X1
FO) * J [p()y™2 + q(x)y2]dx,
0

X1
J  r(x)y2dx =1, y(@) - y(xx) =0
0

ekstremaalide diferentsiaalvirrand.



VII peatikk

57. Leida Euleri diferentsmeetodil funktsionaali
2
F@y) = 3yl + x2y»)dx, y(1) =3, y(2) =5
1
ligikaudne miinimumkoht. Votta n = 5 ja leida tulemus nii
integreerimisega kui ka integraalide integraalsummadega
asendamise teel.
58. Leida Ritzi meetodil funktsionaali
2
FQy) = " (y*2 + y2 + 2xy)dx, y(0) *y(2) » 0
0 s
miinimumi leidmise uUlesande ligikaudne lahend. Vorrelda tule-
must tapse lahendiga.
59. Leida Ritzi meetodil rajaulesande
y*" + x2y e x, y(0) «y(l) =0
ligikaudne lahend. Ma&arata y2(x) ja y*(x) ning vdrrelda neid
punktides x = 0,25, x = 0,5 ja x = 0,75.
60. Leida ruudus -aSx<a, -a”y”™a Poissoni vdrrandi

d2z 02a

pidev ligikaudne lahend, mis ruudu killgedel omandab vaartuse
null.
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