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E E S S Õ N A

Variatsioonarvutus on matemaatika haru, mille sisu moo­
dustavad mitmesuguste funktsionaalide ekstreemumkohtade leid­
mise meetodid. Funktsionaali ekstreemumkohtade leidmise üles­
annet nimetatakse variatsioonülesandeks. Esimese üldist huvi 
äratanud variatsioonülesande, nn. brahhistokrooni probleemi 
tSstis üles Johann Bernoulli 1696.aastal. Iseseisvaks distsi­
pliiniks muutus variatsioonarvutus aga pärast Leonhard Euleri 
(1707-1783) töid. Eulerit loetaksegi variatsioonarvutuse loo­
jaks. Variatsioonarvutuse areng on seotud J.L. Lagrange'i,
M.V. Ostrogradski, S.D. Poissoni, C.F. Gaussi, A.M. Legendre'i, 
K.G.J. Jacobi, K. Th.W.Weierstrassi, D. Hilberti ja teiste 
nimekate matemaatikute töödega. Oma osa variatsioonarvutuse 
arengusse on andnud nõukogude matemaatikud L.A. Ljusternik,
I.G. Petrovski, M.A. Lavrentjev, N.N. Bogoljubov, M.N. KrÖlov 
ja paljud teised.

Variatsioonülesandeid.esineb geomeetrilistes probleemi­
des, füüsikas, mehhaanikas, tehnikas. Mehhaanika ja füüsika 
mitmed põhiprintsiibid formuleeritakse variatsioonprintsiipi- 
dena. Variatsioonarvutuse otseste meetodite abil saab edukalt 
lahendada paljusid rakendustes tähtsaid ülesandeid, mis taan­
duvad diferentsiaalvörranditele vöi nende süsteemidele, seal­
hulgas optimaalse reguleerimise ülesandeid, öeldust selgub, et 
variatsioonarvutuse rakenduslik tähtsus on üsna suur.

Variatsioonarvutuse areng valmistas ette funktsionaal­
analüüsi tekkimise. Kaasajal loetakse variatsioonarvutust 
funktsionaalanalüüsi üheks haruks, sealjuures haruks, mis 
kujunes välja ajalooliselt esimesena. Enamikus, eriti varase­
mates Spikütes ei viidata variatsioonarvutuse seosele funkt­
sionaalanalüüsiga. Alles viimasel ajal on ilmunud paar Spikut
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С Сз, в]), kus variatsioonarvutuse kursust püütakse üles ehi­
tada funktsionaalanalüüsi mõistete abil. Ka käesolevas kursu­
ses kasutatakse, eriti alguses, funktsionaalanalüüsi apara­
tuuri, mis võimaldab mõningaid küsimusi käsitleda suvaliste 
funktsionaalide korral.

Selleks, et käesolevat Õppevahendit saaksid kasutada ka 
need lugejad, kes pole varem funktsionaalanalüüsiga tutvunud, 
on I peatükis ära toodud funktsionaalanalüüsi põhimõisted,mis 
leiavad järgnevas kasutamist.

Õppevahendi koostamisel on kasutatud raamatu lõpus märgi­
tud kirjandust. Sama kirjandust võib soovitada ka lugejale, 
kes tahab tutvuda variatsioonarvutusega põhjalikumalt kui seda 
võimaldab käesolev Õppevahend. Kirjanduse loetelus on eespool 
ära märgitud teosed, mis sisaldavad põhjalikumat käsitlust, 
lõpus aga need, kus käsitletakse vaid variatsioonarvutuse 
üksikküsimusi.



I. F U N K T S I O N A A L I D  J A  N E N D E  
E K S T R E E M U M I D

§1. F u n k t s l o n a a l r u u m l d
1. Lineaarne normeeritud ruum. Meenutame kõigepealt 

lineaarse normeeritud ruumi definitsiooni, mis on esinenud 
Juba reaalmuutuja funktsioonide teooria kursuses.

Hulka X elementidega y,z,u,... nimetatakse lineaarseks 
ruumiks (ehk vektoriruumiks), kui selle hulga köigi elementi­
dega on defineeritud liitmise Ja reaalarvuga X korrutamise 
tehe, nil et у + z € X, Xy£X Ja on täidetud Järgmised
tingimused:

iO1 у + z = z y;
2° ( y + z ) + u  = y + (z + u);
3° leidub element 0 € X (nimetatakse nullelemendlks), 

nii et у + О » у iga у € X puhul;
4° iga elemendi у € X Jaoks leidub element -у € X 

(elemendi у vastandelement), nii et у + (-у) » 0 ;
5° ^(/xy) - ( ЛдОу;
6° A(y+z) » Xy + Xzj 
7° (Л.+/х)у - Xy +/ty 
8° ly - y.
Lineaarset ruumi X nimetatakse lineaarseks normeeritud 

ruumiks, kui igale elemendile у €. X on seatud vastavusse 
mlttenegatlivne reaal arv ||y|| , mida nimetatakse elemendi у 
normiks, pii et

1° IIУ II - 0 parajasti siis, kui у - 0 ;
2° Axyli - IxlllyH 5
3° И У + ® II ^  НУ II + .11*11 •
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Ruumi X elemente nimetame ka selle ruumi punktideks. 
Punktide у ja z Täheliseks kauguseks nimetame arru ||y - z|| • 
Punktide у € X hulka, mis rahuldavad tingimust lly - yQ A< С , 
nimetatakse lahtiseks sfääriks keskpunktiga yQ Ja raadiusega 
£ ning tähistatakse S(yQ, £)• Seda sfääri nimetatakse ka 
elemendi £-ümbruseks ehk lihtsalt ümbruseks« Elemente у 
Ja г loeme lähedasteks, kui üks kuulub teise mingisse (kül­
lalt räiksesse) ^-ümbrusse. Arusaadavalt on elementide lähe­
duse mõiste suhteline, olenedes meie poolt valitavast £-st.

Lineaarse normeeritud ruumi elementideks võivad olla mis­
tahes objektid: ruum v8lb koosneda vektoritest, jadadest, 
funktsioonidest, maatriksitest jne. Variatsioonarvutuse kur­
suses huvitavad meid peamiselt funktsionaalruumid, s.t. ruu­
mid, mille elementideks on funktsioonid. Sealjuures mõiste­
takse funktsioonide liitmist ja arvuga korrutamist tavalisel 
viisil: funktsioonide summa on funktsioon, mille väärtus igal 
kohal võrdub liidetavate funktsioonide väärtuste summaga sel­
lel kohal, ja funktsiooni korrutis arvuga on funktsioon, mille 
väärtus igal kohal võrdub antud arvu ja esialgse funktsiooni 
väärtuse korrutisega sellel kohal.

2. Funktsionaalruumlde näiteid. Käesolevas kursuses kasu­
tatakse järgmisi ruumet

1) Ruum С ehk CCa,b]. Buum С koosneb kõigist funktsioo­
nidest y(x), mis on määratud Ja pidevad lõigul [a,b] . Norm 
defineeritakse järgmiselt:

II у It = max|y(x)| . 
a«x$b

Pole raske kontrollida, et funktsioonide hulk C[a,b] on tõe­
poolest lineaarne normeeritud ruum. Kontrollimise jätame aga 
nii selles kui ka järgnevates näidetes lugejale.

Tingimus [| у - У0И<£ tähendab geomeetriliselt, et funkt­
siooni у e y(x) graafik asetseb täielikult vööndis, mille 
laius vertikaali mööda on 2£ Ja mis ümbritseb funktsiooni 
у = У0(эО graafikut nii, nagu näidatud joonisel 1.
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Funktsioonide y(x) Ja 7 0(x) 
lähedus tähendab seega, et 
lähedased on nende funktsioo­
nide rastavad väärtused.

Edaspidi esineb meil ühe 
Ja sama funktsiooni norm eri­
nevates ruumides. Normide 
eristamiseks märgime seepärast 
elemendi у € С normi ruumis С 
tavaliselt sümboliga || y||0.

St iga pideva funktsiooni 
у » y(x) graafik on teatud 
kõver, siis räägime sageli ka 

kõvera у = y(x) kuuluvusest ruumi C. Analoogilist termino­
loogiat kasutame samuti teiste ruumide korral.

2) Buum С* f a»b]. Buum C'[a,b] koosneb kõigist funktsi­
oonidest, mis on pidevalt diferentseeruvad lõigul [a, b]. 
Elemendi у t C' norm, mida me märgime Ц jrjĵ, defineeritakse 
valemiga

ll У tl x * max (jy(x)l ,|y'(x)l} . 
agx«b

Funktsioonide lähedus ruumis C' tähendab, et lähedased on nii 
funktsioonide kui ka tuletiste väärtused vastavates punkti­
des. Tõepoolest, kui
НУ -  У0Н1 ■ иах { |У о (х) -  У(х)1 -  y ,(x ) l j< £ ,

a^x£b
siis iga x 6 [a,b] puhul 
|y0Cx) “ y(*)l*£ Ja |y£(x) - y'(x)|<£.
Märgime, et C'[ a,b]cc [fi,b] . Funktsioonid, mis on läheda­
sed ruumis C', on lähedased ka ruumis C. Vastupidi, funktsiooy 
nid y(x) £ C', mis on lähedased ruumis C, ei tarvitse olla 
lähedased ruumis C*. öeldu illustreerimiseks on toodud jooni­
sed 2 ja 3.
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У«У0 (х)

x

Joonis 2.

Funktsioonid, mis rahulda­
vad tingimust |[y — У0Ц1<€.

3) Ruum C^n^[a,b]» Ruum koosneb kõigist funktsioo­
nidest y(x), mis on lõigul [a,b] n korda pidevalt diferentsee­
ruvad. Norm, mida me märgime ||y|ln, defineeritakse valemiga
||y||n = max { ly(x)| ,ly'(x)l , ..., |y^(x)| J . 

a«x«b
Funktsioonide lähedus selles raumis tähendab järelikult, et 
Igal x väärtusel lõigult [a,b] on lähedased nii funktsioonide 
kui ka vastavate tuletiste väärtused kuni Järguni n.

Märgime, et C^n^[a,b} cz ,kusjuures = C.
4) Ruum C'(E)t kus К on mingi kahedimensionaalne (sidus) 

piirkond. Ruum koosneb funktsioonidest z(x,u), mis on pidevad 
koos oma esimest Järku osatuletistega zx(x,u), zu(x,u) piir­
konnas E. Normi defineerime valemiga

II * U - max (|s (x,u)| , |sx(x,u)| , |zu (x,u)|}.
(x,u)в E

VÕib defineerida ka üldisema ruumi C^(E), kus E on 
mingi m-diaenslonaalne piirkond ja ruumi punktideks on m-muü-

Joonis 3.

Tingimust Цу - y0llo^£ 
rahuldavate funktsioonide 
hulgas sisalduvad funktsioo 
nid, mis rahuldavad tingi­
must Uy - y0Hi<C.
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tuja funktsioonid, mis on pidevad piirkonnas Б koos oma kõigi 
osatuletistega kuni järguni n. Oma kursuses me sellist ruumi 
ei kasuta.

5) Ruum [a,b]. Ruum koosneb kõikidest funktsioonide 
vektoriteet

У “ (ŷ C*)» 72̂ *)» • ••# УдС*))» 
mille korral у^(х) € с 1 [ a,b], 1 ■ 1,...» n. Elemendi ye 
€ [ a,b] normi defineerime valemiga

II у 11 ■ max (ly^x)! |yn(x)| , | y£(x)| , ..., |у^(х)1} “
a*X£b

- max \\ y ^ .
lilin

Ka selle ruumi alusel võib defineerida üldisema ruumi 
Ci“) [ a,b], Kuidas?

§2. F u n k t s i o n a a l i d e  j a  
v a r i a t s i o o n ü l e s a n n e t e  n ä i t e i d

1. Funktsionaal ja tema määramlspilrkond. Olgu antud 
lineaarne normeeritud ruum X ja selles hulk 6. Me ütleme, et 
hulgal О on defineeritud funktsionaal, kui igale elemendile 
у 6 G on teatud eeskirja järgi vastavusse seatud reaalarv 
= F(y). Elementi y€X nimetame funktsionaali argumendiks, 

hulka G funktsionaali määramispilrkonnaks. Variatsioonarvu­
tuse kursuses leiavad kasutamist peamiselt funktsionaalid, 
mille argumendiks у on funktsioon või funktsioonide vektor.
See tähendab, et argumenti võib lugeda mingi eespool vaadeldud 
funktsionaalruumi elemendiks.

Olgu y(x) suvaline, lõigul [a,b] pidevalt dlferentseeruv 
funktsioon (e.t. y(x) £ C'[a,bl ) ja olgu f (x,y,u) antud 
pidev kolme muutuja funktsioon. Siis üheks funktsienaali 
näiteks on avaldis

13 -



f(x,y(x), y'(x) )dx,
a

sest igale funktsioonile y(x)€ С' t a,b} on seatud vastavus­
se integraali väärtus F(y), s.o. rea^larv. Sageli esineb Järg­
mist tüüpi ülesanne: leida funktsiooii y(x), mis annab inte­
graalile (1) minimaalse või maksimaalse väärtuse* Nagu juba 
eessõnas mainitud, nimetatakse sellist ülesannet variatsioon- 
ülesandeks.

Kui f(xfy,u) on määratud piirkonnas agxib, -оо<у-с+во, 
-oo<u<+eo , siis funktsionaali (l) määramispiirkonnaks on kogu 
ruum C'[a,b]. Sageli ei huvita meid aga funktsionaali loomu­
lik määramispiirkond, vaid sellest kitsam piirkond, mis on 
määratud ülesande sisuga. Näiteks võib olla püstitatud lisa­
tingimus, et kõigi funktsioonide у * y(x) graafikud peavad lä­
bima punkte A(a,c), B(b,d). Siis vaadeldava funktsionaali mää­
ramispiirkonnaks loeme hulka G ci C'[a,b], mis koosneb nendest 
ruumi C'[a,b] kuuluvatest funktsioonidest, mis rahuldavad raja­
tingimusi

y(a) » c, y(b) * d.
Näiteks on punkte A(a,c)v ja B(b,d) ühendavate kõverate 
у = y(x) pikkus .

vaadeldavat tüüpi funktsionaal, mille määramlspiirkend on G. 
Funktsionaali määramispiirkenna all me mõistamegi edaspidi 
ülesande tingimustega kitsendatud määramispiirkonda. Uääramis- 
piirkonda kuuluvaid funktsioone nimetame vaadeldava variatsioon* ■ 
ülesande lubatavateks funktsioonideks. Kui funktsiooni graa­
fikuks on kõverjoon, siis räägime sageli ka lubatavatest 
kõveratest.

2. Variatsioonülesannete näiteid. Variatsioonülesannete 
konkreetsete näidetena vaatleme kolme ülesannet, mis avalda­
sid suurt mõju variatsioonarvutuse tekkimisele.

1) вгаьы stokrooni probleem (kr. k, brahhlstos - lühim,

s(y)
а
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hronoe - aeg). Vertikaaltasapinnas on antud kaks punkti 0 ja 
В (0 kõrgemal kui B). Masspunkt, mille algkiirus on null, lii­
gub punktist О raskustungi mõjul mingit kõverat mõõda punkti 
B. Leida kõver, mida mõõda liikudes masspunkt jõuab kõige

lühema ajaga punktist О punkti В 
(hõõrdumlst ja keskkonna takistust 
ei arvestata). Osutub,_et ülesande 
lahendiks ei ole sirge, kuigi sirg- 
lõik on lühim tee kahe punkti 
vahel.

Formuleerime ülesande matemaa­
tiliselt. Valime teljestiku koordi­
naatide algusega punktis 0 , y-telje 
euunnme ülalt alla. Siis 0 koordi­
naadid on (0,0), punkti В koordi­
naadid olgu (b,d). Olgu у » y(x) 
punkte 0 ja В ühendava kõvera 
võrrand. Masspunkti liikumise kii­
rus (z-teljest kaugusel y) on

У

Joonis 4.

de v T T T 1ТГГ
dx

millest
dt У/l + У 2 dx

Kiiruse v avaldame teisiti. Tehtud töö on ühelt poolt А = 
= mgy, kus m on masspunkti mass ja g - raskuskiirendus,
teiselt poolt а 
= 0). Seega

millest

£ mv (sest algkiirus v#a

Nüüd
4t . b - l T dx

V 2gy
ja integreerimisel saame koguaja T(y), mis kulub masspunkti 
liikumiseks punktist 0 punkti B:
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Lühima langemisajaga kSvera у ■ y(x) saamiseks tuleb leida 
funktsioon, mis rahuldab rajatingimusi y(0) *» 0, y(b) = d Ja 
mis annab funktsionaalne T(y) minimaalse väärtuse. Varsti 
pärast ülesande püstitamist lahendasid selle Johann Ja Jacob 
Bernoulli, Newton Ja 1'Hospital. Lahendust vaatleme hiljem 
(II ptk., § 8).

2) Geodeetiliste Joonte probleem. Ruumis on antud köver-
pind

^(x,y,z) * 0

Ja saillel kaks punkti A(xq, y0, zQ) Ja B(xlt ylt b^). Leida 
kSver, mis asub pinnal Ja läbib neid punkte, nii et tema kaare 
pikkus punktide A Ja В vahel oleks lühim. Sellise omadusega 
Jooni nimetatakse teatavasti geodeetilisteks.

Analüütiliselt v3ib ülesannet formuleerida Järgmiselt. 
Leida funktsioonid

У * y(x) ja z = z(x), 
mis rahuldavad tingimusi

У(х0) - У0 » y(xx) = ylt
(2) *(x0) - z0 , *(хх) - zlf

Cf4 x,y(x), z(x)) =» 0

ja annavad funktsionaalne 
Xi

(3) s -
X0minimaalee väärtuse.

Funktsionaali (3) v3ib vaadelda ruumis C2 ^ xo,xll* kus­
juures antud juhul on tema määramispiirkonnake G tingjfmusi
(2) rahuldavate kSikide funktsioonipaaride (y(x), z(x))e
e c 2 £хо»х1  ̂hu3Jc*

5) i80perlmeetriline ülesanne (kr.k, isos - sama, 
perimetros - ümbermõõt). Tasapinnal leida antud pikkusega



s kinnine kõver, mis piirab suurltaa pindala S. Selliseks kõve­
raks on ringjoon. See oli teada juba Vana-Kreekas, kuid teo­
reetilise põhjenduse saab lahendile anda alles variatsioon­
arvutuse abil. Selles ülesandes tuleb leida kõver 

x = x(t), у a y(t), 
mis annab funktsionaalne

S » ) y(t)* (t)dt
to

maksimaalse väärtuse lisatingimusel, et kõvera pikkus oleks 
s, s.t. _____________

^ V  x2(t) + y2(t) dt я 8.
to

Kõiki seda tüüpi lisatingimustega variatsioonülesandeid nime­
tatakse isoperlmeetrillateks. üldised meetodid isoperimeetri- 
liste ülesannete lahendamiseks andis Euler.

§3. F u n k t s i o n a a l i  e k s t r e e ­
m u m i d

Olgu antud funktsionaal F(y), mis on määratud hulgal 
G cz x. ütleme, et funktsionaal saavutab kohal yQ6 G maksi­
mumi , kui

ДТ = F(y) - F(yo)^0
iga у puhul punkti yQ mingist Ümbrusest S(yQ, £.). Ütleme, et
funktsionaal saavutab kohal y_ € G miinimumi, kuif о ■■ ■ ■ ■-*

4F = F(y) - F(y0) ž 0
iga у puhul punkti yQ mingist ümbrusest S(y0, C)• Üldiselt 
võib öelda, et funktsionaal saavutab kohal yQ ekstreemumi,kui

AF * F(y) - F(y0) 
säilitab märki punkti yQ€G mingis ümbruses S(yq9L).

Meil tuleb vaadelda funktsionaale, mis on määratud pide­
valt diferentseeruvate funktsioonide teatud hulgal. Pidevalt 
dlferentseeruvaid funktsioone võib lugeda nii ruumi C' kui

- 17 -
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ka ruumi С elementideks. Vastavalt sellele kahele võimalusele 
eristatakse kaht liiki ekstreemumeid.

Ütleme, et funktsionaal F(y) saavutab punktis yQ €. C* 
nõrga ekstreemnmit kui eksisteerib punkti yQ selline ümbrus
S-̂ (yQ, £ ) с  C', et

AF = F(y) - F(y0)
säilitab märki iga lubatava funktsiooni у puhul sellest sfää­
rist. Teisitis funktsionaal F(y) saavutab funktsioonil yQ(x) 
nõrga ekstreemumi, kui eksisteerib C> 0, nii et Д Т  säilitab 
märki köigil lubatavatel funktsioonidel y(x), mis rahuldavad 
tingimust
II У - y0lli = иах (|y(x) - y0(x)| , J y'(x) - y^(x)|}<£ .

Ütleme, et funktsionaal F(y) saavutab punktis yQ 6 С 
tugeva ekstreemumi. kui eksisteerib punkti yQ selline ümbrus
S0(ye, ^ c  C, et

ÄF » F(y) - F(y0)
säilitab märki iga lubatava funktsiooni у puhul sellest 
sfäärist. Teisiti: funktsionaal F(y) saavutab funktsionaal 
yQ(x) tugeva ekstreemumi, kui eksisteerib £? 0 , nii et AT 
säilitab märki kõigil lubatavatel funktsioonidel y(x)t mis 
rahuldavad tingimust

f l y - y 0iio ■ “5 х l У (х) " y0(*)l<  L*

Pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulgal on iga 
tugev ekstreemum ka nõrgaks ekstreemumiks. Tõepoolest,
Si(yQ, € ) C S #(ye,t) ja seega, kui A F  säilitab märki iga 
у 6 SQ puhul, siis ta säilitab märki loomulikult ka iga 
у puhul SQ osahulgast S-L*

Hõrk ekstreemum ei ole üldiselt tugevaks ekstreemumiks. 
Nõrga ja tugeva ekstreemumi vahekorda võib geomeetriliselt 

hõlpsasti selgitada jooniste 2 ja 3 abil. ProovidaJ
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Defineeritud ekstreemumeid nimetatakse ka lokaalseteks 
(mõnikord relatiivseteks) ekstreemumiteks. Peale lokaalse eks­
treemumi räägitakse veel absoluutsest ekstreemumist. ütleme, 
et funktsionaal F(y) saavutab punktis yQ6  6 с  I absoluutse 
ekstreemumi. kui iga у fe G puhul

ÄF = F(y) - F(y0)
säilitab tiht ja sama märki. Teha kindlaks, milline on ühelt 
poolt absoluutse ning teiselt poolt tugeva Ja nõrga ekstreemumi 
vahekordi

Selleks, et kindlaks määrata, millistel ruumi elementidel 
võib antud funktsionaal saavutada ekstreemumi, vajame me oma­
ette teooriat, mida arendamegi Järgnevates paragrahvides. Oma­
ette teooriat vajame ka selleks, et kindlaks teha, kas antud 
element realiseerib funktsionaali ekstreemumi ja kui reali­
seerib, siis mis liiki. Viimaseid küsimusi saab aga mõnedel 
lihtsatel erijuhtudel lahendada ka definitsioonist lähtudes.

N ä i d e .  Teha kindlaks, kas funktsionaal
2

*4y) - j* У * (i + x2y') dx, y(l) » 3, у(2) ш 5, ‘
1 4saavutab kõveral у = 7 - ^ ekstreemumi ja kui saavutab, siis 

mis liiki.
Kõigepealt paneme tähele, et antud kõver on lubatav 

kõver: ta kuulub ruumi С'|д»2 ] ja rahuldab rajatingimusi.
Lisaks antud kõverale у = У0(аО = 7 - £ võtame kõvera
у я y(x) s yQ(x) + h(x), kus h(x) on suvaline funktsioon, mis 
rahuldab tingimusi h(l) » h(fl) я О. Arvutame 4F:

ДТ = F(y) - F(y0) » J (y.̂  + h')[ 1 + *2(y‘ + h’)] dx - 
2- 1 г

- f y^(l+ x2y’) dx » j[(l + 2x2y^)h* + x2h ' 2 ] dx «
1 2 1 2. 1 С

= ((9h’ x2h*2) dx = 9h(x)| + Jx2h*2 dx = jx 2h »2 dx ^0.
1 1 1 1
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Nagu näeme, on 4F ^ 0  iga h ja h’ korral. Teisiti öeldes, 
leidub £ > 0 (kusjuures £, -ks sobib iga positiivne arv), nii 
et ÄF ^ 0 iga lubatava funktsiooni y(x) = У0(х) + h(x) 
korral, mis rahuldab tingimust

II У “ У011 о = ^  lh(x)l<£ •
1SX&2

Seega funktsionaal F(y) saavutab kõveral у = 7 - — tugeva 
miinimumi. Et £ -ks võib võtta mistahes positiivse arvu,siis 
funktsionaal saavutab ühtlasi absoluutse miinimumi. Minimaalne 
väärtus on

F(y0) -  f V s d x  -  -  Šr\ ■ 10- 
1 X 1

§4. F u n k t s i o n a a l i  v a r i a t ­
s i o o n

1. Funktsionaali pidevus ja lineaarsus. Funktsionaali 
F(y) nimetatakse pidevaks punktis yp £ G, kui iga £>0 jaoks 
eksisteerib selline 8> 0 , et niipea kui || у - yQil<5 , kehtib 
võrratus

I F(y) -  F(y0) l < £  .

Funktsionaali nimetatakse pidevaks piirkonnas E, kui ta on 
pidev selle piirkonna igas punktis.

Kui f(x,y,u) on pidev kolme muutuja funktsioon, siis 
variatsioonarvutuses vaadeldav lihtsaim funktsionaal

b
F(y) a S f(x,y,y*) dx 

а
on pidev ruumis C' [ a,b] (kontrollida])t pole aga üldiselt 
pidev ruumis С [a,b], Illustreerime viimatiöeldut näitega.
Olgu antud funktsionaal

7t
F(y) » I y *2 dx.

0
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Näitame, et ta pole pidev kohal у = 0, kui funktsionaali vaa­
delda ruumis С(0,л]. Võtame kaks funktsiooni yn(x) = 0 ja•j О
Уд(х) я ̂  sin nx, kus n on suvaline naturaalarv (Oi x<*c).
Arvu tame

II Уп - УоН о * *** Slsln “ I “ Ž »
Oix^fC 

jr X
|г(уп) - F(y0Ji - i  cos2nx dx = -fc ] (1 + cos 2nx) dx =

= £(x + jj— sin 2nx)Ĵ  s ̂  .

Võttes n küllalt suure, võime funktsioonidevahelise kauguse 
|yn - у0 Л о teha kuitahes väikeseks. Samal ajal jääb aga 
funktsionaali väärtuste vahe muutumatukss | F(yn) - F(y0)| *
= -žjj . see tähendab, et kui 0 <£ < 2 ,̂ siis ei leidu sellist 
arvu S' > 0 , et võrratusest Ну - yQ || Q< 6 järelduks võrratus 
|F(y) - F(y0)|< £ *

Iga variatsioonülesande puhul on kasulik funktsionaal- 
ruum nii valida, et ülesandes esinev funktsionaal tuleks pidev 
selles ruumis.

Funktsionaali L(y) nimetatakse lineaarseks, kui ta on
1) homogeenne, s.t. mistahes у С G ja reaalarvu X  puhul 

I»( X  y) =XL(y),
2) aditiivne, s.t. mistahes У11У2 € G pubul L(yi + ~

= L(yx) + L(y2).
Lineaarset funktsionaali märgitakse tavaliselt Ly. Line­

aarse funktsionaali näiteks on funktsionaal 
b

Ly - S [e0(x) y(x) + o^x) y'(x)] dx , 
а

kus cQ(x) Ja c1(x) on antud funktsioonid (kontrollida!).
M ä r k u s :  Mõnikord asendatakse lineaarse funktsionaa­

li definitsioonis homogeensuse nõue pidevuse nõudega.
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2. Variatsiooni definitsioon. Asume nüüd defineerima 
funktsionaali variatsiooni. Definitsioon on analoogiline 
funktsiooni diferentsiaali definitsiooniga. Vaatleme funktsio­
naali F(y). Tema juurdekasv, mis vastab argumendi /£ 5 C X  
juurdekasvule h € X, olgu

Д F = ÄF(y,h) = F(y + h) - F(y).
Siinjuures on h suvaline funktsioon ruumist X, nii et
у + h € G. Kui у fikseerida, siis AF muutub funktsionaa- 

liks, mille argument on h.
Definitsioon 1. Kui funktsionaali F(y) juurdekasvu saab 

esitada kujul
4F(y,h) = S F(y,h) + oc(y,h),

kus SF(y,h) on h suhtes pidev lineaarne funktsionaal ja
ilm SiftkfeL » o, tlhH-0 l,hn

siis funktsionaali F(y) nimetatakse dlferentseeruvaks punktis 
y. Sealjuures $F(y,h) nimetatakse funktsienaali F(y) vari­
atsiooniks ehk diferentsiaaliks1 kohal у Juurdekasvuga h*

Näitame, et funktsionaali variatsioon (kui ta eksisteerib) 
on üheselt määratud. Teeme eelnevalt Järgmise märkuse: kui
Lh on lineaarne funktsionaal ja lim = 0, siis Lh = 0.Ih|-*0 lihi h
Tõepoolest, olgu LhQ = Л  4 0. Võtame hQ = Siis Ц1гпЦ-*0, 
kui n-> eo , kuid

Ilm = u m  „ *• / 0>
lhnlb° K W  nlh0H ^

S6ega oletus, et Lh on nullist erinev kas v8i ühes punktis,ei 
pea paika.

Oletame nüüd, et funktsionaali variatsioon pole üheselt 
määratud, s«t.

AF * $F(y,h) + ot(y,h) » L(y,h) +/3(y,h),
onnlarvutuse kursuses kasutatakse enamasti termi­

nit "variatsioon",funktsionaalanalüüsi kursuses aga terminit 
■diferentsiaal".
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kus ka L(y,h) on h suhtes pidev lineaarne funktsionaal Ja

Ilm = o. Slls
ilhlt+0 Hhll

6 F(y,h) - L(y,h) - |3(y,h) - <*(y,h),
kusjuures vasakul seisev avaldis on h suhtes pidev lineaarne 
funktsionaal. Siit

Ilm АКт,*У - L(r,b) _ llB JÜZjbl. _ llB . 0,
M -о 11 hU Hhl-*0 U hl\ fthll̂O HhU

millest Järeldubki, et
$F(y,h) a L(y,h).

Eespool defineeritud funktsionaali variatsiooni nimeta­
takse ka tugevaks variatsiooniks Ja diferentseeruvust tuge­
vaks diferentseeruvuseks. Sageli defineeritakse veel nn. 
nSrk variatsioon.

Definitsioon 2. Nimetame funktsionaali F(y) nSrgalt 
dlferentseeruvaks punktis у £ G, kui eksisteerib piirväärtus

ii. f£z+jA2r_Flz2 . 5 P(.y>h)) 
t-*0 г x 

kus h € X. Seda piirväärtust ennast nimetame funktsionaali 
F(y) nõrgaks variatsiooniks ehk nõrgaks diferentsiaaliks 
punktis у € G Juurdekasvuga h.

Nõrka variatsiooni võib arvutada ka valemi järgi
6 хР(у,Ь) » F(y + th)|t=0 .

Tõepoolest,
S.F(y,h) = ii» K t t th)-f(y). =, ii, iLi „1 t-*o at-* о
ilm t̂̂ h) - > th)i . p(y+th)!

dt-*0 t»o v lt»o

Näitame, et kui funktsionaal on tugevalt dlferenteeerw, 
siis eksisteerib ka nõrk variatsioon, ais tlhtib tugevaga.
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Olgu funktsionaal tugevalt diferentseeruv. Siis 
th) - F(y) = S F(y,th) + oc(y,th) =

» -t S' F(y,h) + oc(y,th).
Siit

У,*) « lim zJill =
t-*0 г

=fiF(y,h) + lim = 6 F(y,h),
t^O x

sest kui t-*0, siis ka llthll =» \tl* II h.U —  0 Ja

Н и  = ||h| • lim . sign t = 0.
t- 0  x Hth|-+0 11 th 11
Et piirväärtus

lim g(y.t.th).:.F(žl 
t-»0 *

eksisteerib, siis eksisteerib ka 5^F(y,h). Seega, kui funkt­
sionaal on tugevalt diferentseeruv, siis vöib ka tema tuge­
vat variatsiooni arvutada definitsioonist 2 järelduvate 
valemite Järgi:

6*7,1.) - * 7  ♦ « 4 =0 = 11Ш K T .* th) - F(y) .

Vastupidi, kui funktsionaal on nõrgalt diferentseeruv, siis 
alati ei tarvitse ta olla tugevalt diferentseeruv.

Märgime, et nii nörk kui ka tugev diferentsiaal rahul­
davad tingimusi: 5(F^ + Fg) ■ + ÕF^ õ(cF) = cÄF.

M ä r k u s :  Mitmetes Õpikutes kasutatakse ka funktsioo­
ni variatsiooni mõistet. Funktsiooni y(x) variatsiooniks 6y 
nimetatakse selle funktsiooni suvalist Juurdekasvu h(x) 
funktsionaali Juurdekasvu avaldises.

4F = F(y + h) - F(y), 
s•t• Sj = h(x). Me Jääme ka Järgnevas Juba kasutusele võetud 
tähistuse Juurde, funktsiooni variatsiooni asemel räägime 
aga funktsiooni Juurdekasvust.
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3. Variatsiooni leidmise näiteid. 1° Pider lineaarne
funktslonaal I<y on alati dlferentseeruv Ja tema variatsioon
on igas punktis у võrdne Lh, sest

L(y + h) - Ly a Lh.
2° Vaatleme funktsionaali 

Ъ
F(y) = j f(x,y,y’) dx 

а
ruumis C'[a,b], Funktsioon f olgu pider kolme muutuja funkt­
sioon, millel on piderad osatuletlsed kuni teise Järguni 
(kaasa arvatult) Ja mis on määratud piirkonnas a$x<b, 
-o<5<y,y*<+oo. Leiame tugeva variatsiooni, kasutades integraali
all Taylori valemit: 

b
F(y + h) - F(y) » j[f(x,y+h, y'+h') - f(x,y,y')] dx • 

а
b b

- J h + ̂  h* I dx ♦ ^ r (x,y,y',h,h')dx,
а У У J a

kue Ja on võetud kohal (x,y,y'). Esimene liidetav
7>y 7>y*

on h suhtes lineaarne funktslonaal, mis on peale selle pidev 
ruumis C'[a,b]. Vaatleme teist liidetavat 

b
ot(y,b) » J r(x,y,y'h,h*) dx,

kus

Ja 0 < ö 1. Arvestades, et ,| h(x)| < |hH, |h'(*)U||M Ja 
et telet Järku osatuletiste pidevuse töttu leidub konstant 
N, nii et

4*
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a2f <i l-2f* Jifj
т ? 1ЪуЬу'

saame

Siit
*(x,y,y' ,h,h')l ^ 2H|| Ы12.

li* i*iz±blL ^ li* [ \ r(x,yty'fh,h')l dx ^ 
*ЬЬО IIЫ1 IlM-O 1 b.l\ J

^ li* |h|->0
2fl(b-a

M
0 .

Seega funktsionaal F(y) on diferentseeruv Ja tema variatsioon

S*4y,b) - \ [|£- h + Ifr- *’] dx.
3° Vaatleme funktsionaali

F(y) - J f(*»y»7' ,...»У^аЬ  dx

ruumis [ a,b], kfisjuures funktsioon f olgu pidev koos oma 
esimest ja teist järku osa tuletistega piirkonnas a^x^b,
-oo<y,y', • • •,y^n)<+°o . Leiame nõrga variatsiooni: 1

- - £ » < » ♦  to)L  -
b
( f(x,y+th,y4th,,,..ty m)+ thln))l dx
a 0t U *0

DiЪ?- И И  “(*) * v h'<l) + ••• + ^THT h(n>(*)]^.
kus osatuletised on võetud kohal (x,y(x)ty(x),...,y(n>(x)). 
Г Tingimused,mis lubavad diferentseerida parameetri t 

integraali märgi all,on siin täidetud (vt.näit 
f t b S E Ü S J l f j .  Основы математического анализа,
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Tehtud eeldustel on funktsionaalil olemas ka tugev variatsioon 
kusjuures 6F(y,h) ■ £дУ(у»Ь)* Ühtlasi on tuletuskäigust näha, 
et nörga variatsiooni olemasoluks piisab funktsiooni f esi­
mest Järku osatuletiste olemasolust Ja pidevusest.

4° Vaatleme funktsionaali

F(z) * Jj *x(*»y)f *y(*»y)) dxdy
E

ruumis cci!)« Funkteioon f olgu piirkonnas (x,y) € Б,
- oo < z, zx, < +oo pidev koos oma esimest Ja teist
Järku osatuletlgtega. Siis

F(s,h) ш F(a + th) | s

- SS[ t §  h * -^i;hx ♦ -щ h7 ] dxdy»
E Ул % m % л

kus osatuletised on võetud kohal

(x, y, z(x,y), *_(x,y), e_(x,y)). Tehtud eeldused kindlusta-* У
vad ka funktsionaali tugeva diferentseeruvuse. Nõrga variat­
siooni olemasoluks piisab aga funktsiooni f esimest Järku 
osatuletiste pidevusest.

5° Vaatleme funktsionaali 
b

r(y) - ^ f(x, yx, yn, y£ y£) dx
а

ruumis [a,b}. Funktsioon f olgu piirkonnas a ̂  x * b, 
-оо<У1 ,...,Уп,У^,...,Уп< +«o pidev koos oma esimest Ja teist 
Järku osa tuletistega. Siis tähistades h ■ (h^(x),... »h^x)) 
saame

b
5хГ(у,Ь) . J -3- f(x,y1+th1 ,...,ya+thnfyi+thj>,...fy^+th^)|^dx-
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kus osatuletised on võetud kohal (x, yn, y^» • ••» У̂ )
Tehtud eeldused kindlustavad ka funktsionaali tugeva dife­
rentseeruvuse. Nõrga variatsiooni olemasoluks piisab ka siin 
funktgloonl f esimest järku osatuletiste pidevusest.

4, pnnirtsionaali ekstreemumi tarvilik tingimus. Mistahes 
funktsionaali ekstreemumi tarvilik tingimus on antud järgmise 
teoreemiga.

Teoreem. Selleks, et nõrgalt diferentseeruv funktsionaal 
F(y) saavutaks punktis y0 € G с  I ekstreemumi, on tarvilik, et

«^(Уо.Ь) . 0
iga h € I puhul.

Tõestus. Vaatleme suvalise, kuid fikseeritud h €. l puhu] 
t funktsiooni F(y0+th). See funktsioon on diferentseeruv t 
järgi ja omandab eelduse kohaselt t = 0 puhul eketremaalse 
väärtuse. Seepärast tema tuletis kohal t = 0 võrdub nulliga, 
s.t.

F(=vtb) I t_o - °*
Järeldus. Kui funktsionaal on tugevalt diferentseeruv 

punktis yQ, siis ekstreemumi korral selles punktis ka 
SF(y0,h) в 0.

Saadud tingimused on igasuguse ekstreemumi olemasoluks 
tarvilikud, kuld pole piisavad, s.t, kui need tingimused on 
täidetud, siis funktsionaalil ei tarvitse veel ekstreemumit 
esineda. Piisavaid tingimusi käsitleme põhjalikumalt IV pea­
tükis, kuid ka järgnevas paragrahvis esitame ühe üldise pii­
sava tingimuse. Sageli õnnestub ekstreemumit leida juba tar­
vilike tingimuste abil.

Iga punkti yQ, milles suvalise h puhul esimene variat­
sioon $F(y0,h) võrdub nulliga, nimetatakse funktsionaali 
F(y) statsionaarseks punktiks. Ekstreemumpunktide leidmiseks 
tuleb kõigepealt leida statsionaarsed punktid, seejärel aga 
selgitada, millistes nendest funktsionaal saavutab maksimumi 
või miinimumi.
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§5. F u n k t s i o n a a l !  t e i n e  
v a r i a t s i o o n

1. Bilineaarne funktsionaal. Funktsionaal v3ib sõltuda 
mitmest argumendist. Olgu y,z mingi lineaarse normeeritud 
ruumi muutuvad elemendid ja F(y,z) funktsionaal selles ruumis, 
s.t. F(y,z) on iga konkreetse у ja z korral reaalarv. Funkt- 
sionaali F(y,z) nimetatakse bllineaarseks, kui ta iga fiksee­
ritud z korral on lineaarne у suhtes ja iga fikseeritud у 
korral lineaarne z suhtes. Seega F(y,z) on bilineaarne, kui

F(otyi +уйу2, z) « <*F(ylfz) +/iFiy2,z)t

Г(у, +£F(y,z2).
Bilineaarset funktsionaal!, kus у ■ z nimetatakse ruutfunktsio- 
naaliks. Lõplikudimensionaalses rutimis nimetatakse bilineaar­
set funktsionaall bilineaarvormiks ja ruutfunktsionaali ruut- 
vormiks.

Ruutfunktsionaali F(y,y) nimetatakse positiivseks, kui 
F(y»y) > 0 iga elemendi у / О  korral vaadeldavast ruumist. 
Ruutfunktsionaali F(y,y) nimetatakse positiivselt määratuks, 
kui eksisteerib selline positiivne konstant k, et F(y,y) ^

л£ кЦу|| iga у puhul vaadeldavast ruumist. Positiivselt määra­
tud funktsionaal on positiivne. LÕplikudimensionaalses ruu­
mis on Õige ka vastupidine väike, üldjuhul mitte. Bllineaarse 
funktsionaall näiteks võib ella ruumis C[a,b] määratud funkt, 
sionaal b

F(yr*) » J A(x)y(x)z(x)dx, 
а

kus A(x) on fikseeritud funktsioon. Kui A(x) > 0 peaaegu
kõikjal leigul [a,b], siis vastav ruutfunktsionaal 

b
F(y,y) - j A(x)y2(x)dx 

а
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on positiivne, kui aga leidub konstant с ;> 0, nii et a (x ) ^  с 
iga x £ [a,b] puhul, siis F(y,y) on positiivselt määratud. 

Bilineaarne on ka funktslonaalb
J[A(x)y(x)z(x) + B(x)y(x)z‘(x) + C(x)y’(x)z(x) ♦ 
а

+ D(x)y’(x)z'(x)] dx, 
mis on määratud ruumis a,bl. Temale vastavaks ruutfunkt- 
sionaaliks on funktslonaal 
b
j[A(x)y2(x) + B1(x)y(x)y'(x) + D(x)y,2(x) J dx, 
а

kus Вд^х) - В(х) + G(x).

2, Teine variatsioon. Olgu F(y) funktslonaal, mis on defi 
neeritud lineaarses normeeritud ruumis Z. Iie ütleme, et funkt­
sionaalil F(y) on olemas teine variatsioon ehk toino diferent­
siaal, kui selle funktsionaali Juurdekasvu 

AT = F(y+h) - F(y) 
saab esitada kujul

4F - + *  ̂ 2(y,h,h) ♦ /5(у,Ь),
kus V^Cyyb) on h suhtes pidev lineaarne funktslonaal (s.t. 
variatsioon), ^ 2(y,h,h) on h suhtes pidev ruutfunktslonaal
*Ja Н и  .ß.iZt*), . о. Ruutfunktslonaall ^(y,hfh) nimeta-|\h|i+0 И  2
takse teiseks variatsiooniks ohk teist Järku diferentsiaa­
liks Ja märgitakse 52F(y,h)v8i S^F. Funktsionaali,millel 
on olemas teine variatsioon, nimetame kaks korda diferent- 
eeoruvaks.

Funktslonaal b
F(y) » J f(x,y,y*)dx 

а
osutub kaks korda diferentseeruvaks, kui integraallalusel 
funktsionaalil f on olemas kuni kolmandat järku pidevad
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osatuletised. Teist järku variatsiooni avaldise saame, kui 
arendame f(x, y+h, yf+h') Taylori valemi Järgi kohal (*,y,y') 
kuni kolmandat järku liikmeteni. Rakendades eelmise paragrahvi 
3* punkti näites 2® kasutatud mõttekäiku saame

62p  »  С L . ? -2|  h2 + 2 hh' ♦ — h'2|dx. 
а l Ъу ЪуЪу' "öy’ J

Veenduda selles!
Analoogiliselt saame funktsionaall 

b
У(у) - J f(*,y,y»,...fy ^ ) d x

а
teist järku variatsiooni 

b nл  - S 2:
..... i i «  dxdy

а ’ i,ksO 
funktsionaall

В
teist järku variatsiooni

S2r - m  ь* * 2 if* ь*1 ödy

ja l<5puke funktsionaall 
b

(̂у̂ **«»» Уц) ш J У̂ #»**» Уп» У̂ » •••» Уд) dx
а

teist järku variatsiooni

Ь гт ш \ ----.hl 4  * г У 2  3 £ l _ h i 4  +
a I f c S .  V i * *  A  i A

° ± 2‘ 
l.b.1* z  • e f e hihi! ai‘
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Teist variatsiooni võib defineerida ka kui variatsiooni 
esimest Järku variatsioonist, a,t,S^T(ytb) * S(5r(yth)), 
vaadeldes sealjuures F(y,h) funktslenaalina muutujast y. 
Teine variatsioon nagu esimenegi on üheselt määratud.

Analoogiliselt võib defineerida kolmandat ja kõrgemat 
Järku variatsioone. Oma kursuses me neid aga ei kasuta.

3. Ekstreemumi tingimused teise variatsiooni kaudu. Olgu 
funktsionaal F(y) kaks korda diferentseeruv ja y0 tema stat­
sionaarne punkt. Tõestame funktsionaali ekstreemumi järgmise 
tarviliku tingimuse.

Teoreem 1. Selleks et funktsionaalil F(y) oleks statsio­
naarses punktis y0 miinimum, on tarvilik, et iga h puhul

5 2F(y0tb) £ 0.
Maksimumiks on tarvilik, et kehtiks võrratus 52F(y0,h) 4 0.

Tõestus. Et eketreemumpunktis 6F(y0,h) а 0, siis juurde­
kasv avaldub kujul

(1) ДТ • jt b2!(y0,b) + p(y0,h),

Я(у 0»ь)kus lim •— -— -a—  » 0. Olgu y. miinimumpunkt. Siis leidub 
IhHO Ih И 0

£ > 0, nii et £F(y0,h) ^ 0, kui llhll<£. Oletame nüüd vastu­
pidi väitele, et mõne hQ korral

6 2Г(у0, b0) < 0.
Kui reaalarv on absoluutväärtuselt küllalt välke, siis 
juurdekasv
A ¥  = F(y0 - F(ye) » * 62F(y0,*jhQ) + /Э(У0» 7 V  *

- 32 -



Viimane võrratus näitab, et ye ei ole miinimumpunkt. Saadud 
vastuolu tõestabki väite. Analoogiline en tõestus maksimua- 
punkti korral.

Teise variatsiooni mittenegatiivsus on tarvilik miini­
mumi olemasoluks, kuid mitte piisav. Selleks et saada piisa­
vat tingimust, tuleb nõuda, et teine variatsioon oleks posi­
tiivselt määratud:

Teoreem 2. Kui £F(y0,h) = 0 ja iga h puhul

^  &2т(у0,Ъ)? kHhR2,
kus к on positiivne konstant, siis y0 on funktsionaali F(y) 
mi inlmuapunkt.

Tõestus. Valime nii väikese positiivse reaalarvu £ , et 
võrduses (1) l^(y0,h)l < j || h\l2, kui )lhU<С • Siis

Л Т  - i i2F(y0 ,h) + ̂ (y0 ,b) £

I |ьЦ2 . |lh||2 ^0,

kui l|hll<£, s.t. kohal yQ on funktsionaalil miinimum.
M ä r k u s .  Teoreemis 2 esitatud piisavat tingimust

(2) ei saa nõrgendada ja asendada näiliselt loomuliku tingi­
musega 6 2F(yQ,h) > 0. Näiteke võib olla funktslonaal 

1 1 1 F(y) = i J xy2(x)dx - J y3(x) dx = \ y2(x)[-|x - y(x) J dx
0 0 0 

ruumis С [o, l]. Punkt y(x) £ 0 on selle funktsionaali 
statsionaarne punkt ja teine variatsioon

1
52F(0, h) = J xh2(x) dx > 0

0
iga funktsiooni h(x) / 0  puhul. Sellele vaatamata omandab 
funktslonaal nulli igas ümbruses S(0, £.) nii positiivseid



kui ka negatiivseid väärtusi. Tõepoolest, F(y) >  0 iga pide­
va funktsiooni y(x) £ S(0, £ ) korral, mis lõigul lo, 1} 
rahuldab tingimusi y(x) ̂  0, y(x) <. ix ([y(x)| С £ ). Funkt­
sionaal F(y) omandab negatiivse väärtuse, kui funktsioon 
y(x) valida sellest ümbrusest näiteks järgmisel viisil:

'x, kui 0 £ x < ,
£y(x) £ x < С£-x, kui

0, kui x £ с •
Märgime, et antud juhul ei leidu positiivset konstanti к 

nii et kehtiks võrratus (2).
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II. V A B I A T S I O O N Ü L E S A N D E D
F I K S E E R I T U D  B A J  A P ü N К T I D E 

К О В В A L

§ 6. V a r i a t s i o o n a r v u t u s e  
p ö h i l e m m a d

1« Lagrange * 1 lenuna. Kui ф(х) on lõigul [a,b) pidev 
funktsioon Ja ^

J $(x)h(x)dx » 0 
a

iga pideva funktsiooni h(x) puhul, siis ф(х) = о kogu 18i- 
gul [a,b].

TÖestus. Kui ф(х) jt 0, siis leidub lõigu [a,b] sisemi­
ne punkt xQ, milles ф(хо) / 0. Olgu konkreetsuse mSttes
Ф(х0) * с > 0 Ja (xQ -б , xq + 6 ) punkti xQ ümbrus, milles 
on rahuldatud tingimus ф(х) > | . Võtame mingi mittenega- 
tiivse pideva funktsiooni h(x), mis võrdub nulliga väljas­
pool vahemikku (x - 6 » x + 6 ) Ja on positiivne x = xи о o
puhul. Siis

b x0+6 *o+5
J ф  (x)h(x)dx в j ф(х)Ь(х)<1х>! . jh(x)dx>0,
a

mi я on vastuolus eeldusega.
M ä r k u s .  Lagrange'1 lemma jääb kehtima ka siis, 

kui funktsioonide h(x) hulka märksa kitsendada.Nagu tõestus- 
käigust näha, võime nõuda, et h(x) € S(0, £ )C C n [ a,b]
3a h(a)= h(b) - 0..... 0, kus €
on mistahes positiivne reaalarv ja n - suvaline naturaal- 
arv.
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2. Da Bois Raymond*! lemma. Kui У(х) on pidev lõigul 
[a,bj ja

Ъ
(1) [ V(x)h'(x)dx = О

а
iga funktsiooni h(x) £ C'[afb] puhul, mis rahuldab tingimusi 
h(a) = h(b) = 0, siis y(x) = const.

Tõestug. Vastupidiselt väitele oletame, et funktsioon 
Л̂ Г(х) ei ole kogu lõigul [a,b] konstantne. See tähendab, et 
sellel lõigul leiduvad punktid c1 ̂ a e2,. nii et y(c^) <
< VCcg) .Häitame, et siis eksisteerib funktsioon h(x) €
€ C'[a,bJ,h(a) ■ h(b) » 0, mille puhul võrdus (1) ei kehti. 
Võtame arvu c, mis rahuldab tingimusi

С  с  <  Y ( c 2 ) .

Et Y(x) on pidev funktsioon, siis leiduvad ühisosata vahe­
mikud Э ja Э c2, nii et iga x * € ^ lf x" e A 2 
puhul

V(x') <  с < V(x-).
Funktsiooniks h'(x) valime suvalise pideva funktsiooni,mis 
on positiivne vahemikus Д^, negatiivne vahemikus Д 2 Ja
võrdne nulliga väljaspool neid vahemikke ning rahuldab 
tingimust

\ h’(x)dx = ^ h'(x)dx + ( h*(x)dx = 0 . 
a Al Д2

Funktsiooni h(x) defineerime valemiga
x

h(x) = J h'(t)dt. 
а

Ilmselt h(x) £ C  ja h(a) * h(b) = 0. Edasi leiame 

b f
J[Y(X) - .]*.(*) dx = ] [ V(x) - c] b'(x)dx + 
а Al
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dx < О,

eest mõlemad liidetavad on negatiivsed. Kuid siis 
b b b 
 ̂"4?"(зс)la• (x)dx * -c]h’(x)dx + с  ̂h ’(x)dx •
а а а
b

а
Saadud vastuolu tekkis oletusest, et ^(x) ei ole konstantne 
kogu lõigul [ a,b) . Lemma on tõestatud.

3. Lemma 3. Kui ф(х) Ja V(x) on pidevad ning 
b

iga funktsiooni h(x) & С 1 [a,b] puhul, mis rahuldab tingimu­
si h(a) = h(b) s o, siis ^(x) on diferentseeruv ja

ф(х) - V(x) я 0 , kui x € [a, b].
Tõestus. Tähistades 

t

а

а
saame ositi integreerides

b
я - J A(x)h»(x)dx.

а
Seega võime võrduse (2) ümber kirjutada kujul 

b
j [- A(x) + Y U )  ] b*(x)dx = 0.
а

Kuid siis Du Bois Raymond*i lemma põhjal
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YCx) - a (x ) » const, 
millest seose (3) tõttu

"4f'(x) - ф(х) - О.
Rõhutame siin, et funktsiooni YCx) diferentseeruvust 

polnud eeldatud.

§ 7 . V a r i a t s i o o n a r v u t u s e  
l i h t s a i m  ü l e s a n n e .  E u l e r i  

v õ r r a n d

1. Ülesande formuleering ja Euleri võrrandi tuletamine.
Konkreetsete ülesannete vaatlemist alustame variatsioonarvu- 
tuse lihtsaimast ülesandest, mida võib formuleerida Järgmi­
selt.

Olgu f(x, y, z) antud funktsioon, millel on olemas 
esimest ja teist järku pidevad osatuletleed kõigi argumenti­
de järgi. Kõigi funktsioonide y(x) € C'[a, b] seast, mis 
rahuldavad tingimusi

y(a) - cf y(b) » d,
leida selline funktsioon, mille korral funktsionaal 

b
(1) F(y) - J f(x, y(x), y'(x))dx

а
saavutab ekstreemuml. Teisiti rääkides seisneb variatsloon- 
arvutuse lihtsaim ülesanne funktsionaall (1) ekstreemuml 
leidmises antud punkte A(a, c) ja B(b, d) ühendavate siledate 
kõverate hulgal. Siia alla kuulub näiteks brahhietokrooni 
probleem. Edaspidi nimetame funktsionaall (1) ka variatsioon- 
arvutuse põhlfunktslonaaliks.

Nagu teada, on ekstreemumiks tarvilik, et ekstreemum- 
punktis 6 ^F(y, h) * 0 iga h puhul. Variatsiooni avaldis on 
meil eespool leitud (vt. I ptk*, §4, punkt 3). Seega on tarvi­
lik, et ъ ,

J ( fyMx) + fyth'(x)Jdx - 0 . 
а

-  38 -



Et kõik lubatavad funktsioonid y(x) peavad rahuldama tingi­
musi у(а) = с, у(b) * d, siis mistahes juurdekasvu h(x) puhul 
h(a) « h(b) s 0. Eelmise paragrahvi lemma 3 alusel eksistee­
rib д; fy, ja fy - -jj fy, H 0, Seega iga funktsioon y(x), mis
annab variatsioonarvutuse põhifunktsionaallle ekstremaalse 
väärtuse, rahuldab võrrandit ^

(2) fУ " "E fy  e Õ.
Võrrandit (2), mille tuletas Euler 1744.a., nimetatakse 
Euleri võrrandiks.

Saadud tulemuse sõnastame teoreemina.
Teoreem 1. Selleks et põhifunktsionaal (l), mis on määra­

tud funktsioonide y(x) e C'[a, b], y(a) * c, y(b) = d hul­
gal, saavutaks antud funktsioonil y(x) ekstreemumi, on tar­
vilik, et see funktsioon rahuldaks Euleri võrrandit (2).

Selle teoreemiga on antud nõrga ekstreemumi tarvilik 
tingimus, sest у £ С'. Et aga iga tugev ekstreemum on ühtlasi 
nõrgaks ekstreemumiks, siis on see tingimus tarvilik ka tugeva 
ekstreemumi olemasoluks.

Euleri võrrand on teist järku harilik diferentsiaal- 
võrrand, mis väljaarendatult on järgmine1:

(3) fу - fjjy, - fyy*y’ - fy*y»y" * °*
Euleri võrrandi lahendeid nimetatakse ekstremaalideks. 

Funktsionaal (l) võib saavutada ekstreemumi ainult ekstre- 
maalil, kuld kõik ekstremaalid ei tarvitse anda sellele 
funktsionaalne ekstremaalset väärtust. Kõverat, millel eks­
treemum saavutatakse, nimetame ekstremaliseerivaks kõveraks. 
Euleri võrrandi üldlahend

У - y(*» c2)

sisaldab kaht suvalist konstanti. Nende määramiseks on meil 
aga ka parajasti kaks rajatingimust

1 Tegelikult võib Euleri võrrandit kirjutada kujul (3) vald 
juhul, kui tema lahend у on kaks korda diferentseeruv. 
y" olemasolu küsimust käsitleme järgmises punktis.
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y(») - О, y(b) - d, 
seat k3ik ekstremaalid peavad läbima punkte A(at c) ja 
B(b, d). Seega jääb tavaliselt iiks ekstremaal, millel eks- 
treemum võib realiseeruda. Kui sealjuures ülesande sisust 
on teada maksimumi või miinimumi olemasolu, siis see saavu­
tatakse saadaval kõveral.

2. Teise tuletise olemasolu ja pidevus. Euleri võrran­
dis kujul (3) esineb у». Eeldasime, et у * C’, s.t. meil 
pole teada, kas y” on olemas. Tõestame järgmise teoreemi.

Teoreem 2. Olgu у » y(x) Euleri võrrandi lahend. Kui 
funktsioonil f(x, y, y') on olemas pidevad osatuletised kuni 
teise järguni (kaasa arvatult), siis igas punktis x, kus

fy .y.U, yU) » У'(x)) + 0 ,
on funktsioonil у о y(x) olemas pidev teist järku tuletis 
У"(х).

Tõestus. Vaatleme punkti, kus *v.v» + 0. Tähistame
J /

Ду » y(x +4x) —  y(x), 4y' ■ y'(x +4x) - y*(x) ja peame 
meeles, et у ja у* on pidevad, s.t. kui4 x-> 0 , siis ka 
Ду-*0, Ду'-*-0. Nagu me nägime, eksisteerib fy,, s.t. 
eksisteerib piirväärtus

a !  f y . *  l l B - T x [ f v ^ x + Л х » У ( *+ Д * )»  y ’ (x+4x))  -  J д x-+0 J

- y(x)» У'(x))]
ehk

f , * lim -r;ffv.(x+ 4 x, у(х+Дх), у'(х+Дх)) - 
J Дх->0 3

- fy t(x, y(x+ Л x), y'(x+4x))] +

+ дх-io ■^у[Гу ,̂ х,у+Лу,у, + Л у ^ " fy*(x,y,y'+ Л у '^Ях + 
(Ду-»0 )

*у'(1,у’7 '+Лзг,) - V (l’y,r)J afi -
(Ду40)
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Et kõigi piirväärtuste eksisteerimine peale viimase on teada, 
siis eksisteerib ka

r  ШЛ %  ® V  - f*r  - V 7']
ja Euleri võrrand on esitatav kujul (3). Viimasest saame

79 e 7 ^ : [ fy - fx y  - V y ,y,l*
Et paremal pool on kõik pidevad funktsioonid, siis on pidev 
ka y".

3. Näide. Millistel kõveratel võib funktsionaal
1

F(y) - J (y’2 + 12xy)dx 
О

saavutada ekstreemuml, kui y(O) » О ja y(l) * 2?
лLeiame ekstremaalid. Et f(x, y, y1) = y'c + 12xy, siis

f * 12x, f , = 2y' ja Euleri võrrandiks on
12x - 2y" « 0 .

Viimase üldlahendiga
у « x*5 + C^x + C2

ongi antud kõik ekstremaalid. Nõutud rajatingimusi rahuldab 
neist ekstremaal

у * x5 + x = y 0(x).
Seega võib funktsionaal saavutada ekstreemuml vaid sellel 
kõveral.

Arvutame veel funktsionaall väärtuse leitud ekstremaa-
111 ja vaatame, kas võib öelda midagi ekstreemuml iseloomu 
kohta. Kõigepealt

1
F(y0) - J [ (Зх2 + l) 2 + 12x(x5 + x)] dx - 11^ .

0
Võtame veel mõne teise hästi lihtsa kõvera, mis rahuldab 
rajatingimusi, näiteks sirge у = 2x э y^(x). Saame

6.
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F(yx) - f (4 + 24x2)dx - 12.
0

Et F(yQ) <  F(y^), siis jobul, koi ekstremaalil у * x^ + x 
ekstreemum saavutatakse, võib see olla vaid miinimum. Nagu 
hiljem näeme (§ 12, punkt 3, näide 3)» esinebki tugev miini­
mum.

§ 8 . E u l e r i  v õ r r a n d i  l i h t ­
s a l t  i n t e g r e e r u v a i d  e r i j u h t e .
B r a h h i s t o k r o o n i  p r o b l e e m i  

l a h e n d u s

Euleri võrrand pole alati lihtsalt lahenduv. Et aga 
variatsioonülesannete lahendamisel on Euleri võrrandil täita 
eriline osa, siis on oluline välja selgitada need juhud, 
millal ta on lihtsalt integreeritav. Vaatlemegi mõningaid 
erijuhte.

1. Funktsioon f ei sõltu argumendist y*t s.t. f = f(x,y). 
Siis f , s 0 ja Euleri võrrandil on kuju

fy(x, y) = 0 .
Saadud võrrand pole diferentsiaalvõrrand, vaid tasapinnalise 
kõvera võrrand. Et tegemist pole kõverate parvega, vaid 
üksiku kõveraga, siis puudub üldiselt võimalus rajatlngimuste 
y(a) s c, y(b) s d rahuldamiseks ja variatsioonülesandel 
puudub lahend. Ainult juhul, kui kõver läbib juhtumisi punkte 
A{a, c) ja B(b, d),vÕib ülesanne olla lahenduv.

2. Funktsioon f sõltub argumendist у» lineaarselt,s.t. 
f(x« y. y') = M(xt y) + N(x. y)y'. Vaadeldaval juhul saame 
Euleri võrrandiks

Ж .  . 2 * .  у. . _4_ н(х, y) - о
Ъу 'by dx

1
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ehk
дм аж

"Яу " T x  - °*

Siin on Jällegi tegemist üksiku jeene võrrandiga. Seetõttu 
kehtib eelmises punktis öeldu.

Kui ̂  = 0, siis Mdx Ndy on täisdiferentsiaal
Ja funktsionaal

b b 
F(y) = J f(x, y, y')dx =  ̂(m (x , y) + N(x, y) ] dx « 

a a
(b, d)

J M(x, y) dx + N(x, y)dy 
(a, c)

ei sõltu integreerimisteest ning on konstantne. Variatsioon- 
ülesanne kaotab sel juhul mõtte.

3. Funktsioon f ei sõltu otseselt argumentidest x Ja y, 
s.t. f g f(y'). Vaadeldaval juhul f f , e f , ■ 0 Ja

J * ¥ *
Euleri võrrandiks on

fy.y..y" “ 0»
Siit kas fv*v. ■ 0 või y" = 0, Kvii y" « 0, siis у ■ C,x + C2<

J J
Kui fy,y,Cy') * 0 ja sellel y' suhtes harilikul võrrandil 
on üks või mitu lahendit y* * k ,̂ siis у = k^x + С. Saime 
üheparameetrilise sirgete parve, mis sisaldub juba leitud 
kaheparameetilises parves. Ekstremaalid on seega sirged 

у - СдХ + С2,
kusjuures rajatingimusi y(a) • c, y(b) * d rahuldab neist 
üks.

Näiteks ülesandes: kõverate seast, mis ühendavad punkte 
A(a, c), B(bt d), leida selline, mille kaare pikkus nende 
punktide vahel on vähim, tuleb leida funktsioon у > y(x),mis 
realiseerib funktsionaali
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F(y) = J\^l + у ’2 dx

miinimumi. Eelöeldu põhjal on ekstremaalideks sirged 
у * C^x + Cg, kusjuures antud punkte läbib neist sirge

с - d _ . ad - bc 
У “ a - D а - b *

4. Funktsioon f ei sõltu otseselt argumendist y, s.t. 
f = f(x, y'). Siis Euleri võrrand omandab kuju

fy* ̂ x* y') * °* 
mille esimene integraal on 
(l) fy»(x, y') s Ĉ .
Et saadud esimest järku diferentsiaalvõrrand ei sisalda 
muutujat y, siis saab võrrandit otseselt integreerida.

1. v õ i m a l u s .  Lahendame võrrandi (l) y' suhtes:
y* * <P(x, Cx)

ja saame
у ш J <̂ (x, Cx)dx + C2.

2. v õ i m a l u s .  Toome sisse parameetri --g = p 
ja avaldame seosest (l)

x = ^(p, cx).
у saame seosest dy = pdx = p 1 (p, C^)dp integreerimise 
teel. Hiiviisi leiame üldlahendi parameetrilisel kujul

* =  (p , cx),

у = JpC//'(p, C-^dp + C2.
Parameetri võib sisse tuua ka mõnel teisel sobival viisil.

5. Funktsioon f ei sõltu otseselt argumendist i, s.t.
* * f(y» У’). Et f s 0, siis Euleri võrrand saab kuju

v

fy • fyy'y ' ■ V y ' y " * °*
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Kui korrutada võrrandi kõiki liikmeid y'-ga, siis võib 
võrrandi esitada kujul

- у 'fу,) = 0.
Kontrollidai Seega on võrrandi esimeseks integraaliks 

f " y,fy* = Cl*
Et saadud esimest järku võrrand ei sisalda otseselt x, niis 
saame võrrandi lahendada y* avaldamisega või parameetri 
sissetoomisega.

’ 6 . Näide. Leiame ekstremaalid brahhistokrooni probleemi 
korral (vt. I ptk., § 2, punkt 2). Nagu nägime, tuleb leida 
kõver, mis annab funktsionaalne1

о
minimaalse väärtuse, kusjuures peavad olema täidetud raja- 
tingimused

y(0) = 0 , y(b) » d. 
г 2

Antud juhul f(x, y, y') = iyC- ei sisalda ilmutatud kujul* V y
x ja esimeseks integraaliks on 

Vl+y ' 2 _ y*2
V T  V 7 V 1+y

ehk
y(l + y'2) »

Viimase võrrandi integreerimiseks toome sisse parameetri 
y* = cot t. Siis

С с
у = -- —  = С, sin2t = —5^(1 - cos2t),

l + C O t ^ t
j С-i sin2t о / \dx = = — =■ ■■ . .-dt = 2C-.sln t dt = С, (l - cos2t)dt у’ СОХ t l  X

Teguri^==- , mis esialgses funktsionaalis esines,võime ära 
jätta,sest see ei mõjusta funktsionaall ekstreemumkohta.
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Ja
Cx (t - 22t) + e2 - (2t - Sin2t) ♦ СС,

2*
Et kõver läbib punkti (о, 0), siie Cg ■ 0.
Seega c

x * (2t - sin2t), 
c*у -г ту* (1 - cos2t),

kus Сд_ tuleb maärata tingimusest, et y(b) a d. Seega ekstre- 
maal on tsükleid, mis läbib punkte (0, 0) Ja (b, d)• Üles­
ande sisust on selge, et miinimum mingil kõveral saavuta­
takse, seega on lahend leitud. Otsitava tsükloidi geomeetri­
list konstrueerimist vt. G. Rägo õpikust [в], lk. 492-493.
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III. V A R I A T S I O O N Ü L E S A N D E D  
F I K S E E R I M A T A  R A J A P U N K T I D E
K O R R A L  J A  N E I L E  T A A N D U V A D  

Ü L E S A N D E D

L 1 П  8 a 1 ш a v a r i a t s i o o n ,  
ü l e s a n d e  ü l d i s t u s  f i k s e e r i -  
m a t a  r a j a p u n k t i d e  j u h u l e

1. Ekstreemumi tarvilik tingimus. Eelmises peatükis
uuri8ime variatsioonarvutuse põhifunktsionaali

b
(1) F(y) = J f(x, y, y ’)dx

a
eeldusel, et rajapunktid A(a, c) ja B(b, d), mida otsitav 
kõver läbib, on antud. Käesolevas peatükis uurime sama 
funktsionaali, kusjuures üks või mõlemad rajapunktid on 
ette andmata. Seega lubatavate kõverate hulk ehk funktsio­
naali määramispiirkond laieneb.

Olgu y(x) € C'[ a, bl funktsionaali (l) ekstremalisee- 
riv funktsioon, s.t. kõigi määramiepiirkonda kuuluvate kõve­
rate hulgast realiseerigu ekstreemumi just kõver у = y(x). 
Kitsendame nüüd funktsionaali määramiepiirkonda ja vaatleme 
funktsionaali vaid nendel kõveratel, millel on ühised ots­
punktid ekstremaliseeriva kõveraga. Siis kõver у « y(x) 
jääb ekstremaliseerlvaks ka kõigi nimetatud kõverate hulgas. 
See tähendab, et ta rahuldab Euleri võrrandit
(2) *y " 75 V  * °*
Seega tuleb ekstremaliseerivaid kõveraid otsida endiselt 
Euleri võrrandi lahendite hulgast.
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Euleri võrrandi üldlahend
У - У(х, Clf C2) 

sisaldab kaht suvalist konstanti. Fikseeritud rajapunktide 
korral saime need määrata rajatingimustest 

y(ä) = c, y(b) * d.
Nüüd on asi komplitseeritum. Käesolevas peatükis seamegi 
ülesandeks tuletada tingimusi, mis asendaksid rajatingimusi 
Ja lubaksid konstante määrata.

2. Juhtum, kus lubatavate kõverate otspunktid asuvad 
vertikaalslrgetel. Vaatleme ekstreemumi leidmist funkt­
sionaali (1) korral eeldusel, et kõigi lubatavate kõverate 
otspunktid asuvad etteantud sirgetel x = a Ja x = b. Seega 
on ekstremaalide otspunktide abstsissid endiselt antud, muu­
tuda saab vaid ordinaat. Lähtume ekstreemumi tarvilikust 
tingimusest: ekstremaliseerival kõveral

b -
5F(y, h) - J (fyh ♦ fy,h’)dx = 0. 

а
Siin h(x) kui suvaline funktsioon ei tarvitse enam muutuda 
nulliks punktides x = a Ja x = b. Seepärast varlatsioon- 
arvutuse põhilemma 3 (§ 6, punkt 3) pole rakendatav. 

Integreerime ositi teist liidetavat. Saame
■ b b

6 *4 y, h) a fy,h(x)l +  ̂  ̂fy -  fy,] hdx *  0 .
•а а

Et ekstremaalidel f - ^  f , = 0, siis integraal võrdub 
nulliga Ja Jääb tingimus, et

fyi(b» у(*0» y’(b))h(b) - fy.Ca, y(a), y’(a))h(a) = 0
iga funktsiooni h(x) С С'Са, b) puhul. Arvestades, et 
h(b) Ja h(a) on teineteisest sõltumatud, leiame siit tingi­
mused, mis peavad olema täidetud iga ekstremailseeriva 
kõvera korral:
(3) fy,(a, y(a), y’(a)) * 0,
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Saadud tingimusi nimetatakse loomulikeks rajatingimusteks. 
Seega võime vaadeldaval juhul otsitavad ekstremaalid määra­
ta tingimustest (2), (3) ja (4).

Juhul, kui vasakpoolne otspunkt on fikseeritud, asen­
dub tingimus (3) tingimusega y(a) = c. Analoogiline on olu­
kord, kui on fikseeritud parempoolne otspunkt.

N ä i d e .  Lahendame brahhistokrooni probleemi juhu 
jaoks, kui parempoolne otspunkt võib liikuda vertikaalsirgel 
x = b, s.t. lahendame üleaande: leida kõver, mida mööda 
liikudes masspunkt, mis on asendis A(0, O) saavutab raskus- 
tungi mõjul kõige kiiremini vertikaalsirge x « b.

Minimiseerida tuleb funktsionaal

s.t. kohal x = b peab ekstremaliseerlva kõvera puutuja olema 
paralleelne x-teljega. Seega tuleb tsükloidide seast valida 
see, mille ordinaat saavutab maksimaalse väärtuse just kohal

b
dx

0 V 7
A(0,0) Nagu nägime eelmises para-

grahvis, on punkti a(0 , O) 
läbivateks ekstremaalideJcs 
tsükloidid

cix = ■£=■ (2t - sin2t),
v

\
\

У
Joonis 5 Konstant tuleb nii määra­

ta, et tingimus (4) oleks
täidetud, s.t. et

У' I x«b Vy(b) Vl+y' (b)
y* (b) * 0

Siit
y' (b) в 0



x = Ъ. Ordinaat у saavutab maksimumi, kui t = — . Siis 
C1aga b s -j— ft ja otsitava kõvera võrrandid on

x « ~  (2t - sin2t), 
у s (l - cos2t).

Tsiikloid läbib sirgel punkti (b, —  ).

3. Kitsenduseta jnhtum. Vaatleme variatsioonarvutuse 
põhifunktsionaali

X1
(5) F(y) »  ̂ f(x, y, y')dx,

xo
kus f on pidev koos oma esimest ja teist järku osatuletiste- 
ga. Erinevalt varem vaadeldud juhtudest eeldame, et nende 
kõverate otspunktid, millel funktsionaal on määratud, võivad 
teatud piirides liikuda suvalisel viisil, s.t. erinevate 
lubatavate kõverate otspunktide abstsissid kui ka ordlnaadid 
võivad olla erinevad. Lineaarseks normeeritud ruumiks,milles 
funktsionaal F(y) on määratud, võtame ruumi G'[a, b] ,kus 
lõik [a, b] sisaldab otspunktide abstsisslde kõik võimalikud 
asendid. Kui mõned lubatavad kõverad pole määratud kogu 
lõigul [a, b], siis pikendame neid üle otspunktide kuni lõi­
kumiseni sirgetega x * a ja x » b (näiteks lineaarse eks- 
trapolatsioonl abil).

Et ekstreemum saavutatakse ainult ekstremaalidel, s.o. 
Euleri võrrandi lahenditel, siis vaatleme järgnevas funkt­
sionaali (5) vaid ekstremaalidel 

У - У(х, Clt C2).
Ekstremaalidel muutub funktsionaal F(y) parameetrite C ,̂ Cg 
ja integreerimisrajade x0, x-ĵ funktsiooniks:

F(y) = Ĉ » Cg t x0, xx).
Eeldame algul, et iga ekstremaal у = y(x, Clt C2) on oma ots­
punktidega üheselt määratud. Siis võib lugeda ekstremaalide 
parameetriteks otspunktide koordinaadid xQ, yQ, x^, у
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Tähistame ekstremaliseerivat kõverat у = y(x) sümboliga Y Q, 
kõigi ekstremaalide hulka {>f}. Siis iga ekstremaal ̂ {if} on 
määratud nelja parameetriga xQ, yQ, x.̂, y.̂ ja vaadeldav 
funktslonaal (5) muutub sellel ekstremaalide parvel nende 
parameetrite funktsiooniks:

F(y) = Ф(х0, y0, xlt yi).
lfitme muutuja funktsiooni ekstreemumi tarvilikuks tingimuseks 
on diferentsiaali võrdumine nulliga, s.t.

d ф| = 0.
Sealjuures

Siin dxQ> dye, dxlt dŷ  on ekstremaali otspunktide koordi- 
naatide diferentsiaalid (suvalised juurdekasvud). Ilmselt 
dyQ = b(xQ) ja dy^ = h(x^). Edasi seame eesmärgiks määrata 
osatuletised

дФ дФ ЪФ Эф
äV  ‘

1) Vaatleme algul ekstremaalide parve {у} kaheparameetri- 
list alamhulka, kus muutuda saavad vaid otspunktide ordi- 
naadid, abstsissid xQ ja x^ on fikseeritud, s.t. dx# =
■ dx̂  а 0. Teiste sõnadega, me vaatleme juhtu, kus ekstre­
maalide otspunktid asuvad vertikaalsirgetel x a x0Ja x « x̂ . 
Nendel ekstremaalidel, mida me tähistame у = y(x, ye, y^), 
muutub funktsioon ф  (xQ, yQ, x̂ , ŷ ) ja seega ka funktsio- 
naal F(y) kahe muutuja funktsiooniks

F(y) = F(y(x, y0, yx)) = ф 0(у0» Уд.)»
kusjuures

Т)Ф0 Т>Ф Т)Фв гФ
{7) ^ т 0 = ^  ^
kõigis punktides, kus xQ ja x1 omandavad eespool fikseeri­
tud väärtusi. Edasi
F(y -f h) a F(y(x, y0+dy0, y1+dyx)) « ф 0(у0+<1у0, уд+dy^



ja dy0 = b(x0), d-ŷ  ̂= h ^ )  tõttu
F(y+th) о 4>0(y0+tdy0, y^+td^).

Nüüd aga
(8) 5jF(y, h) - Kj+th) |tM0 «

' Ф 0(У0*м Уо* dy» * T y f  dyl "

- *ф0(у0, 7i).
s.t, diferentsiaal d<|>0 ühtib kõne all olevatel ekstremaali- 
del variatsiooniga S-̂ F, Vaadeldava juhu jaoks on aga variat. 
sloon leitud eelmises punktis:

V(y ,  h) = fy*h(x)

Arvestades, et ekstremaalidel võrdub integraal nulliga ja 
h(xQ) s dyQ, h(x^) e dy^, näeme, et vaatluse all olevatel 
ekstremaalidel
(9) V (7- h> - V I  x-i1 d^l - Vlx=i0d5V

Võrreldes viimast seost seostega (8) ja (7) saame valemid

T>̂ 0 = " fy'|x=x0 * “ fy* ̂ хо» уо» У’(хо^»

U0) 7><f>
~Ът{ = ŷ*I x=x^ = fy'^xl» ^1» y ’̂ xi))-

\ (b2) Selleks et leida ja ftxp vaatleme hulga

teist alamhulka, mis koosneb mingi ühe ja sama ekstremaali 
У = y(x) kaartest muutuvate otspunktidega (xQ, у ) ja 
(х1» yx), kus y0 = y(xQ) ja yx = y(xx). Otspunktide koordi­
naatide diferentsiaalid on omavahel seotud võrdustega 

dy0 = У ’(х0)dx0, dy^ = y'(x1)dx1
ja seetõttu omandab diferentsiaali avaldis (6) vaadeldaval 
ekstremaalide alamhulgal kuju
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(11) аф, (4 |- ♦ у(х0) + зг'(11)̂ )  toi-
Nimetatud alamhulgal muutub põhlfunktsionaal (5)(ja 

seega ka funktsioon ф(х0, yQ, x^t y^) integreerimisrajade
funktsiooniks x
(12) <ф1(х0, xx) « J f(x, у(х), у' (x)) dx,

xo
kusjuures

d ф 1 а dф
kõigis punktides, kus yQ ja ŷ  ̂ omandavad ekstremaali 
У = y(x) valikuga fikseeritud väärtusi. Et vaadeldava parve 
ekstremaalid on antud kõik ühe ja sama võrrandiga у а y(x) 
ja seetõttu integraalialune funktsioon parameetritest ei 
sõltu, siis integraali (12) diferentseerimine annab
(15) a f(x1# yx, y ' ^ ) ) « ^  - f(xQ, y0, y'(x0))dx0.

Seega

^ + y,(Io) t t 0 °  - fU-x0

millest seoste (10) tõttu 

- - i* -
(14)

»

= (f “ y'fy.)lxaX1 ‘
Nagu näeme , on ekstremaalidel {■y} põhifunktsionaali (5) 
kui nelja muutuja funktsiooni ф(х0, yQ, x̂ , y^ osatuleti- 
sed antud valemitega (10) ja (14) ning tema täisdiferent- 
siaal
(15) аф - - {[f - y'fy.]M o ax0 + ♦

♦([f - ^'Vlx-x^l + Vlx-x/yi}-
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Eriti juhul, kui üks rajapunktidest (xQ, y0) on fiksee­
ritud, muutub F(y) kahe muutuja funktsiooniks Ф  (x^, y^)
Ja tema diferentsiaal on
(16) ♦ V l « i dyi-
Viimast valemit kasutame IV peatükis.

l l ä r k u s  1. Valemi (9) tuletamisel (vt. eelmine 
punkt) eeldasime, et lähtekõver f  ehk у * y(x) on ekstre- 
maal, kuid ei kasutatud asjaolu, et у я y(x) + h(x) on eks- 
tremaal. Olgu nüüd antud kõverate parv , mis üldiselt 
ei koosne ekstremaalldest, kuid mis sisaldavad ekstremaali 
У  . Vaatleme sellel parvel funktsionaali F kui kõverate 
otspunktide koordinaatide funktsiooni. Siis üleminekul eks- 
tremaalilt ~f ehk у * y(x) vaadeldava parve mingile teisele 
kõverale ehk у * y(x) + h(x) diferentsiaali kuju (15) 
säilib.

M ä r k u s  2. Valemite (10),(14) Ja (15) tuletamisel 
eeldasime, et ekstremaliseerlva kõvera 'fQ ümbruses läbib 
iga kahte punkti parajasti üks ekstremaal, ehk teisiti, iga 
ekstremaal on üheselt määratud nelja parameetriga. Vabaneme 
sellest eeldusest. Alati võib Y 0 lülitada neljaparameetri- 
lisse kõverate parve, kus Yo minÄis ümbruses ühendab iga 
kaht punkti parajasti üks parve kõver ja kus kõverad sõltu­
vad oma otspunktide koordinaatidest pidevalt. Vaadeldav 
funktslonaal F(y) muutub ka sellel neljaparameetrilisel par­
vel nelja muutuja funktsioonike ф(х<), yQf y ^ . ülemine­
kul ekstremaliseerivalt kõveralt vaadeldava parve mis­
tahes teisele kõverale avaldub diferenteiaal dф märkuse 
1 põhjal endiselt valemiga (15).

Pöördume tagasi ülesande Juurde. Tuleb leida ekstre­
maalid, millel d<$ « 0 iga dx0, dy0, dx^ dŷ  ̂puhul. Tava­
liselt on vasak- ja parempoolne otspunkt teineteisest sõltu­
matud. Kui ka sama otspunkti abstslss ja ordlnaat on teine­
teisest sõltumatud, siis tähendab tingimus dф * 0 seda, et 
nulliga peavad võrduma kõik osatuletised:
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(17)

Sageli esineb aga Juhtun, leus ühe ja sama otspunkti abstelse 
ja ordlnaat on teineteisega seotud. Nimetatud juhtu käsitle- 
megi järgmises punktis.

4. Tran8versaalsuse tingimus. Asugu antud põhifunkt- 
sionaali (5) kõigi lubatavate kõverate otspunktid etteantud 
kõveratel

Nõutakse leida selle funktsionaall ekstreemuml piisavaid 
tingimusi. Sellise ülesande näiteks võib olla kahe kõvera 
vahelise suurima või vähima kauguse leidmise ülesanne.

Antud juhul ei ole ekstremaali otspunkti abstsiss ja 
ordlnaat ning seega ka nende diferentsiaalid sõltumatud. Et

Tingimusi (20) nimetatakse transversaalsuse tingimusteks. 
Transversaalsuse tingimused koos seostega (18) lubavad 
määrata ühe või mitu kõverat ekstremaalide parvest

у * <p(x) ja у a ^(x).

(18) y0 = <?U0) ja yx «
siis

dy0 = </)'(x0)dx0, dyx = ^,\ х 1)дх1

ja tingimusest dф »0, kus
(19) 4Ф . [f ♦ (<*>'- y')fy,]„ dx0 ♦

♦ [f ♦ (.f- r )
järeldub

( 20)

у » y(x, Clf C2),
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millel funktsionaal võib saavutada ekstreemumi. Juhul kui 
üks rajapunktidest on fikseeritud, asendub vastav transver- 
saalsuse tingimus rajatingimustega.

Transvereaalsuse tingimused juhtude jaoks, kus lubata­
vate kõverate otspunktid asuvad vertikaalsirgetel x = xQ, 
x = xx või kõveratel x =» g(y), x = k(y), ei järeldu tingi­
mustest (20). Siis saame transversaalsuse tingi mused otse 
d4> avaldisest (15). Näiteks juhul, kui x = xQ, x = x̂ , on 
dxQ a dî  a 0 ja transversaalsuse tingimusteks on loomulikud 
rajatingimused (vt. punkt 2).

N ä i d e  1. Leiame transversaalsuse tingimused funkt­
sionaali

F(y) * j fc(x, y)Vl+y'2 12 
xo

jaoks eeldusel, et antud kõveratel у a Cf(x), у а ^(x) 
funktsioon K(x, y) / 0.

Transversaalsuse tingimus |f + (<fr - y')*yijx=x = 0 on

siis Järgmine:

Siit 1 + (xQ) = 0 ehk

y'(lo> - - T f k t J  ’
s*t. ekstremaal peab lõikama joont у a Cf(x) täisnurga all. 
Analoogiline on olukord ekstremaali lõikumisel teise ette­
antud joonega. Seega vaadeldud tüüpi ekstremaalide korral 
tähendab transversaalsuse tingimus ortogonaalsuse tingimust. 

N ä i d e  2, Leiame ekstremaalid funktsionaali
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FCy) - f  У'2- ах
О

jaoks, koi lubatavate kõverate vasakpoolsed otspunktid rahul­
davad rajatingimust y(0) = 0, kuid parempoolsed otspunktid 
asuvad ringjoonel
(21) (x - 9)2 ♦ y2 - 9.

Et integraalialune funktsioon f а ■ ■ У--- ei sõltuУ
otseselt argumendist x, siis Euleri võrrandi esimene integraal 
on f - y'fyi = ehk

y V T T y
ZSS, — С, .,2r 1

Siit edasi
_2

millest
dx - t .. .

V  C| - y2
Peale integreerimist leiame kaheparameetrilise ringjoonte 
parve r

(x + C)2 + y2 « C2 .
Rajatingimust y(0) в 0 rahuldavad neist ringjooned
(22) (x + С)2 + у2 = C2.
Teise konstandi määramiseks arvestame, et otsitav ekstremaal 
peab lõikama ringjoont (21) ortonaalselt, s.t, lõikepunktis
(23) y'<P'=-l,
kus on antud ilmutamata kujul võrrandiga (21). Tule­
tiste <P' ja y1 määramiseks diferentseerime seoseid (21) ja
(22) arvestades, et lõikepunktis ^  * y. Saame 

2(x ~ 9) + 2y^ = 0,
2(x + C) + 2yy* > 0, 

millest seose (23) tõttu

8.
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(24) (x - 9)(x + С) + у2 ■ О.
Lahutades võrduste (21) ja (22) summast kahekordse võrduse 
(24) leiame seose

[ (x - 9) - (x + C)]2 = 9 + C2, 
millest с = -4. Seega nõutud ekstremaalid, mida on kaks, on 
antud ilmutamata kujul võrrandiga 

(x - 4)2 + y2 = 16.

§ 10. H u r g a p u n k t i d e g a  e k s t r e ­
m a a l i d

1. Probleemi seade. Vaatleme variatsioonarvutuse põhi- 
funktslonaali b
^  F(y) * J f(x, y, y')dx,

а
kusjuures lubatavate kõverate rajapunktid A(a, c), B(b, d) 
olgu fikseeritud. Varem (§7) otsisime ekstremaliseerivat 
funktsiooni y(x) funktsioonide hulgast, mis kuulusid ruumi 
Cr[a, b], s.t. eeldasime, et y(x) on pidev koos oma esimest 
järku tuletistega. Vastavat kõverat у = y(x) nimetame sile­
daks kõveraks. Võib agä juhtuda, et siledate kõverate hulgas 
ei leidu sellist, mis realiseeriks ekstreemuml. Sellisel 
juhul on loomulik kindlaks teha, kas ekstreemum ei reali­
seeru üldisema ruumi funktsioonidel. Üldisemaks ruumiks on 
kõigi pidevate funktsioonide ruum C[a, b-]. Vaatleme selle 
ruumi elementide hulgast tükati siledaid kõveraid. Kõverat 
nimetame tükati siledaks, kui ta on pidev ja koosneb lõpli­
kust arvust siledate kõverate kaartest. Kõvera punkti, kus 
esinevad erinevad ühepoolsed puutujad, nimetatakse kõvera 
nurgapunktiks.

Vaatleme kõigepealt järgmist n ä i d e t .  Olgu antud 
funktsionaal ^

F(y) - l (y* - l)2(y’ + 1)2dx 
-1
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rajatingimustega y(-l) = 0, y(l) = 1, s.t. kõik lubatavad 
kõverad peavad läbima punkte A(-l, 0) ja B(l, l). Uurime 
funktsionaali ekstreemumeid.

Vaadeldav funktsionaal on määratud punkte A ja В ühen­
davatel kõveratel, mis kuuluvad ruumi C'. On ilmne, et iga 
sellise kõvera korral F(y) ^ 0. Ekstreemum võidakse saavu­
tada ainult ekstremaalil. Ekstremaalideks on sirged у » 
а СдХ + C2» sest f ж fiy1) ei sõltu otseselt argumentidest 
x ja у. Antud rajatingimusi rahuldab neist sirge

Esialgu me ei tea, kas funktsionaal saavutab sellel sirgel 
ekstreemumi, kuid teame, et teistel siledatel kõveratel ta 
seda ei saavuta. Sellele vaatamata omandab funktsionaal abso­
luutse miinimumi väärtusega 0 näiteks murdjoonel (joonis 6)

kusjuures 1

1

У ■
.x - 1, kui -1 £ x « -i, 

x, kui $ x l.

D

Joonis 6.

У

В

Näeme, et see funktsionaal 
ei saavuta siledatel kõve­
ratel absoluutset miini­
mumi väärtusega 0, küll 
aga tükati siledatel kõve­
ratel. Kui murdjoon punktis 
D ümardada, siis saame 
kõvera, mis kuulub ruumi 
С*. Olenevalt ümardamise 
"suurusest" võib funktsio­
naali väärtuse sellisel 
kõveral teha nullile kui­
tahes lähedaseks. See 
tähendab, et 0 on funkt­
sionaali väärtuste alumine



1

raja ruumis C', kuid siledatel kõveratel seda raja ei saavu­
tata. Kui aga laiendame funktsionaali määramispiirkonda 
tükati siledate kõverate hulgani, siis alumine raja saavu­
tatakse ja variatsioonülesanne saab ühe lahendi juurde.

Ainsal siledal ekstremaalil, mis rahuldab rajatingi­
musi, s.o. sirgel у « -fcx + -J-, on funktsionaalil nõrk maksi­
mum. Lugeja võib veenduda selles hiljem, peale järgmise pea­
tükiga tutvumist.

2. NurgaputtVtidega ekstremaalide olemasolu tingimused. 
Esitame nüüd ekstreemuml tarvilikud tingimused juhu jaoks, 
kus ekstremaliseerivaks kõveraks on tükati sile kõver. Eri­
juhul, kui ühtki nurgapunkti pole, saame juba tuntud eks- 
treemumi tingimused.

Oletame, et nurgapunktidega ekstremaliseeriv kõver on 
Juba leitud. Siis iga sile kaar temas peab olema Euleri 
võrrandi

fy - Šx fy  * 0 
lahendiks. See saab selgeks, kui fikseerime kõverjoonelise 
murdjoone kõik lülid peale ühe. Siis selle ühe lüli suhtes 
tekib fikseeritud rajapunktidega lihtsaim variatsioonüles­
anne. Viimase lahend on aga tingimata Euleri võrrandi lahen­
diks. On ka selge, et kui kõverjooneline murdjoon realisee­
rib näiteks miinimumi, siis ka ühe lüli suhtes saame miini­
mumi leidmise ülesande, kusjuures kõigi lüli otspunkte läbi­
vate kõverate seast realiseerib selle vaatluse all olev lüli.

Käsitluse lihtsustamiseks vaatleme juhtu, kus ekstremali- 
seerival kõveral on vaid üks nurgapunkt. Asugu see kohal £
(a < £ < b). Kui nurgapunkte on rohkem, siis kehtib iga 
kohta sama arutlus. Jaotame integraali kaheks:

$ Ъ
F(y) - J f(x, y, y' )dx +  ̂f(x, у, У') dx = F^y) + F2(y).

а I
Kummalgi funktsionaalil F^Cy), Fg(y) on üks otspunkt 

fikseeritud, teine fikseerimata. Vaatleme funktsionaall vaid 
ekstremaalidel. Siis muutub ta kahe muutuja funktsiooniks
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9

F( £ f у ) = F1( £ > ^ ) + F2( £ > ^ ) ja tema ekstreemumi tar­
vilikuks tingimuseks on dF( £ ( ̂  ) = 0. Kuid dF » dF^ + dF2, 
kusjuures dF1 ja dF2 avaldised saame eelmise paragrahvi 
seoste (15) ja (16) alusel kohe välja kirjutada:

- y ' V ) ^ ? -odf + V U - ? - o d’!

(parempoolne otspunkt on fikseerimata) ja 
dF2 = - [f - y,fy.]x=)s+0d  ̂ " fy* |x= £+0d*l
(vasakpoolne otspunkt on fikseerimata). Nüüd saab tingimus 
dF = + dFg = 0 kuju
(2) {[f - y'fy.]x_^_o ~lf ” y,fy*lx= |+o}df +

+ (fy'|x=^-0 “ fy*[x=$+o}dfle °*

Et d£ ja d<vj on teineteisest sõltumatud, siis peavad nurga- 
punktis ( ̂  ) kehtima seosed:

[f " y,fy']x=^-0 “[f ~ y'fy']x»^+0 = °»
(3)

fy»l xa ̂ -0 “ fy'[ X» I +0 * 0e
Nurgapunktide olemasolu tarvilikud tingimused (3) kannavad 
WeierstrassHSrdmannl tingimuste nime. Kõverat, mis koosneb 
ekstremaali kaartest ja rahuldab nurgapunktides tingimusi
(3), nimetame edaspidi nurgapunktidega ekstremaallks.

3. Näited.
N ä i d e  1» Leida funktsionaali 

a
y(y) = J (у'2 - У2)dx, y(0) » О, y(a) я b,

0
nurgapunktidega ekstremaalid, kui need eksisteerivad. 

Kirjutame tingimustest (3) välja teise, s.o.

■ fy*|x«£+0 *** 2y’U-0) » 2y' Qj+0). Näeme, et

-  63



oletatavas nurgapunktis x a | on tuletis у' pidev. Seega 
antud juhul puuduvad nurgapunktidega ekstremaalid.

N ä i d e  2. Leida funktsionaali
1

F(y) = J (y* - l)2(y + l)2dx, y(-l) = 0, y(l) = 1,
-1

nurgapunktidega ekstremaalid.
Käesoleva paragrahvi punktis 1 me juba vaatlesime seda 

funktsionaali ja nägime, et vähemalt üks nurgapunktidega 
ekstremaal on olemas. Leiame nüüd nurgapunktidega ekstre­
maalid, kasutades Weierstrassi-Erdmanni tingimusi. Et inte- 
graalialune funktsioon sõltub vaid y'-st, siis on ekstre- 
maalideks sirged у » ♦ Cg. Ekstremaali esimene lüli 
rahuldab tingimust y(-l) ■ 0, mistõttu Cg = ja lüli võr­
rand on

у * ^ix  ̂®i*
Viimane lüli rahuldab tingimust y(l) а 1, mistõttu Cg * 1 - 
ja lüli võrrandiks saame у a C^x +J[l - C-̂ ). Arvestades, et
esimeses ja viimases lülis on konstandid teineteisest sõltu­
matud, tähistame konstandi teisel juhul C-ga ja saame viima­
sele lülile kuju

у = Cx + (1 - C).
Vahepealsetes nurgapunktides, kui neid on, peavad olema rahul­
datud tingimused (3). Tähistades

У'Ц - 0) = p ja y’(Jj + 0) a q 
saame pärast lihtsaid teisendusi (kontrollida!)

( 4p(p2 - 1) = 4q(q2 - 1),
(4)

l -(p2 - l)(3p2 + 1) = -(q2 - l)(3q2 + 1).
Kõigepealt esineb triviaalne võimalus

p a q ehk y' ( ̂  - 0) = y' ( % + 0), 
s.t. tuletis on pidev igas punktis £ ja ekstremaaliks on 
sile kõver, milleks on punkte A(-l, 0) ja B(l, 1) ühendav 
sirge. Lihtne on näha, et võrrandisüsteem (4) on veel rahul­
datud, kui
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Ja

või

p = У' ( 5 - о) = 1

q = у' ( ̂  + О) = -1

У1 ( $ - о) = -1

y  Л

к / /
- К  / 1

с

Р '
Ja
q = у* С £ = 1+ о)
(siis võrduste (4) mõlemad 
pooled muutuvad nulliks). 
Järelikult nurgapuhktldega 
ekstremaalid koosnevad lüli­
dest, mille võrrandid on 
у = x + с ja у = -x + c. 
Funktsionaal saavutab abso­
luutse miinimumi väärtusega 
.null igal murdjoonel, mis 
koosneb lõplikust arvust 
sellistest lülidest. Nime­
tatud murdjooned asuvad 

Joonis 7. k3ilc j°onisel ? kujutatud
ristkülikus ACBD. Ube nurgapunktiga ekstremaale on kaks:

- 1, kui - l < x < 4  
kui -£<x£l 

Ja
kui -l<x<i 

2+ kui i $x šl.
Lahendame lõpuks võrrandisüsteemi (4) algebraliselt ja 

veendume, et peale leitud lahendite pole süsteemil teisi 
lahendeid. Jagame esimest võrrandit 4-ga, avame võrrandites 
sulud ja viime kõik liikmed ühele poole võrdusmärki. See­
järel, võttes esimeses võrrandis sulgude ette teguri p - q,

t l  

fx + 1,
\-x + 2*

teises p - 42. saame

- 63 -

\



( (P - <l)(p2 + pq + q2 - 1) = 0,
(P - q)(p + q)(3p2 + 3q2 - 2) = 0.

Võrdsus tame nulliga võrrandite ühise esimese teguri. Saame 
lahendid p a q в об, kus ос on suvaline reaalarv. Teiseks 
võrdsustame nulliga teise võrrandi teise teguri, millest
P = - q. Pärast asendamist esimesse võrrandisse leiame, et2q a lt millest p = -q = 1 ja p = -q = -1. Lõpuks jääb võima­
lus

J 3P2 + 3q2 - 2 а 0 ,
\ 2 2V P  + pq + q - 1  = 0.

Saadud süsteemi lahendamine annab p a q = + -̂ , s.o. saame
lahendid, mis Juba sisalduvad lahendite p a q aot seas.

4* Ekstremaalide "peegeldumine* etteantud kõveral. Vaat­
leme järgmist ülesannet. Leida kõver, mis realiseerib funkt­
sionaali

b
*Чу) = J f(x, y, y*)dx 

a
ekstreemumi ja läbib antud punkte A(a, c), B(b, d), nii et 
ekstremaal satuks punkti в alles pärast "peegeldumist" antud 
siledalt kõveralt у a <̂ (x). On selge, et peegeldumispunktis 
( ̂  t '*}) võib olla nurgapunkt ja seega tuleb leida nurgapunkti- 
ga ekstremaal. Et § ja tj rahuldavad seost *j a <p( £ ), siis 
d^ Ja d*j ei ole enam sõltumatud, vaid on omavahel seotud 
võrdusega

d*| .

Kasutades punktis 2 leitud tingimust (2) saame ekstremaalide 
peegeldumise tingimuseks

[ f  + y ' ) f y ’] x= £ -0 = [f  + ^  _ y ’ ^ y ’ lx a  £+0 *

Vaatleme näitena funktsionaali

F(y) a j K(x, j)yJ 1 + y’̂dx, kus K(x, y) jL 0. 
a
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Siis
f m K(X, y)Vl + У'2, f , = K(X, y)

f + (Г- y’)f , - K(X, y)y V 1 + 7,г
ja peegeldumise tingimus saab kuju 
(5) 1 + У'у1 I e 1 + <?':

V1 + У L- >• -n V1 ♦ У c= £ +0+ У |x= J: -0
Märgime kõvera у * ^(x) puutuja ja x-telje vahelise 

nurga sümboliga ОС ja ekstremaalile peegeldumispunktis M 
tõmmatud puutujate tõusunurgad vastavaltja(joonis 8).

Joonis 8.
Siis y* (£ - 0) = tan/5t, y'(lj + 0) « tan^f <f'(£) = tanoc ja 
tingimus (5) omandab kuju

1 + tanoC tanfti 1 + taD°C tan̂ i
Л/l + tan^7 V l  + tan^a*

ehk
-008^(1 + tanot tan^) = соз̂ _( 1 + tau«̂  tanyJj) •

Peale korrutamist teguriga cosoc saame 
-(coeotC08̂ 3| + sinod Sin^f) » cosotcoŝ -»- eiuot-sin^ 
ehk

-cos(o( - ̂  ) = cos(o4 - ) •
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Olles tähistanud langemisnurga ja peegeldumlsnurga vastavalt 
sümbolitega ja V* ning kasutades seoseid

oc + (180° - yS,) = 90° - , 0C+ (90° - ̂ 2 ) “ ßz ’ 
leiame, et

- cO8(90° + » cos(90° - ̂ 2 )
ehk

2coe(90° + - ~g^-) cos ^ g —  ■ 0, 
millest </? . , s.o. langemisnurk võrdub peegeldumisnur- 
gaga.

Kui punkt liigub keskkonnas kiirusega v(x, y), mis 
sõltub vaid punkti asukoha koordinaatidest x ja y, siis

ds \ j 4- ds Vl + y'2 dx
TE “ v(x» dt - v(x Ty)e “ vTх Г Т Г ~

ja punktidest A(a, c) punkti B(b, d) liikumiseks kuluv aeg 
väljendub integraaliga

* - i а
Kui liikumine (koos peegeldumisega) toimub sellist teed 
mööda, mille korral ühest punktist teise jõudmiseks kuluv 
aeg on minimaalne, siis kiiruse v(x, y) igasuguse muutumis- 
seaduse korral on peegeldumispunktis peegeldumisnurk võrdne 
langem!snurgaga. Tulemus üldistab valguse peegeldumise tun­
tud seaduspärasust. Valgus nimelt levib keskkonnas sellist 
teed mööda, mille korral ühest punktist teise jõudmiseks 
kuluv aeg on minimaalne (Fermat' printsiip).

Analoogiliselt võib käsitleda ekstremaalide murdumist, 
kusjuures saadav tulemus üldistab valguse murdumise seadust 
(vt. näit.[2] ).

§
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IV. E K S T R E E M U M I  P I I S A V A D  
T I N G I M U S E D

§ 11. E k s t r e m a a l i d e  v ä l i

1. Välja mõiste. Ütleme, et üheparameetriline kõvera- 
parv у = y(x, C) moodustab välja antud piirkonnas D, kui 
selle piirkonna iga punkti läbib üks ja ainus parve kõver. 
Niiviisi defineeritud välja nimetame ka pärlsväljaks. Kõve­
rale punktis (x,y)€ D tõmmatud puutuja tõusu p(x,y) nimetame 
välja kaldeks punktis (x, y). Näiteks moodustavad igas piir­
konnas pärisvälja paralleelsed sirged у = kx + C, kusjuures 
välja kalle p(x, у) = к on konstantne. Seevastu paraboolide

лparv у s (x • c) ei moodusta välja üheski piirkonnas, sest 
ülevalpool x-telge asuvaid tasandi punkte läbib kaks kõverat, 
allpool x-telge asuvaid punkte ei läbi aga ühtki kõverat.

lõikugu nüüd parve у = y(x, C) kõik kõverad piirkonnas 
D parajasti ühes punktis ja katku kogu vaadeldava piirkonna. 
Siis kõveraparv pärisvälja ei moodusta. Sel juhul öeldakse, 
et kõverate kimp у = y(x, C) moodustab tsentraalse välja.
Kõikide kõverate ühist punkti nimetatakse kimbu keskpunktiks.

2 2Näiteks moodustavad ringis x + у $ 1 tsentraalse välja 
sirged у = Cx. Kuid igas piirkonnas D, mis ei sisalda koordi­
naatide alguspunkti, moodustavad need sirged pärisvälja 
(joonis 9). Edaspidi mõistame välja all nii pärisvälja kui 
ka tsentraalset välja. Kui välja moodustavad mingi variat­
sioonülesande Euleri võrrandi lahendid, s.o. ekstremaalid, 
siis räägitakse ekstremaalide väljast.

Olgu antud funktsionaal I
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b
F(y) a j f(x, y, y')dx, 

a
kus rajapunktid A(a, c), 
B(b, d) on fikseeritud 
ja funktsioon f(x, y, z) 
rahuldab paragrahvis 7 
püstitatud nõudeid. Kõver 
у s y(x) olgu selle funkt­
sionaali ekstremaal, mis 
ühendab punkte A ja B. 
tjtleme, et ekstremaal 
у я y(x) sisaldub ekstre­
maalide väljas ehk on lüli­
tatud ekstremaalide välja, 
kui on leitud ekstremaalide 
parv у = y(x, C), mis moo­
dustab mingis piirkonnas 
D välja ja annab teatud
С väärtusel Сл ekstremaaliо
У = y(x), kusjuures viimane 

ei asu piirkonna D rajajoonel. Edaspidi on tähtis teada, kas 
ekstremaali у = y(x) Saab lülitada ekstremaalide välja või 
mitte.

Sageli õnnestub vaadeldavat ekstremaali lülitada tsent­
raalsesse välja. Tõepoolest, olgu
d) fy.y*(a, y(a), y'(a)) jk o,
siis f , ,(a,y(a),y') on nullist erinev kõikidel y* väärtus-

J J
tel, mis on küllalt lähedased suurusele y'(a). Järelikult Eu­
leri võrrand fy,y,y" + fyy, у' + fjjy, - fy = О rahuldab kõiki
lahendi olemasolu ja ühesuse tingimusi. Seega eksisteerivad 
selle võrrandi integraalkõverad, mis läbivad punkti a ja 
millel on punktis A etteantud puutuja tõus y' (y*(a) teatud 
ümbrusest). Nimetatud kõverad moodustavad ekstremaalide kimbu 
У » y(x, C) (C^C-žCg), mis sisaldab punkte A ja В ühenda-
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vat ekstremaali у = y(x) г y(x, CQ) (Сд̂ < C0<C2). Kui saadud 
kimp moodustab ekstremaali у = y(x) teatud ümbruses tsentraal­
se välja, siis ongi vaadeldav ekstremaal lülitatud sellesse 
välja (joonis 10). Kui aga kimbu kõverad lõikuvad ekstre­

maali у a y(x) igas ümbru8e8,sii8 
ekstremaali välja lülitada ei saa. 
Märgime, et praktiliselt võib 
saada nimetatud kimbu Euleri 
võrrandi üldlahendist, määrates 
seal ühe konstandi nii, et on 
rahuldatud rajatingimus y(a) = c.

4 • Nagu näha eeltoodud arut­
lusest, võime juhul, kui tingi­
mus (1) on täidetud, lugeda para­
meetri С võrdseks ekstremaali 

Joonis 10. У “ зКх* G ) puutuja tõusuga
punktie A(a, c), s.t.1

(2) у’(а, С) а C.
Tehtud märkust kasutame järgmises punktis.

N ä i d e  1. On antud funktslonaal 
а

F(y) = J (y’2 ~ y2)dx.
0

Leida ekstremaal, mis ühendab punkte A(0, 0) ja B(a, 0), ja 
uurida, kas teda saab lülitada ekstremaalide välja.

Euleri võrrandi у" + у а 0 üldlahend on
у a Cĵ sin х + CgCoe х.

Punkte A ja В ühendavaks ekstremaaliks on sirglõik у = 0. 
Üldlahendist saame ekstremaalide kimbu 

У a C^sin X,
mis läbib punkti a(0, 0) ja sisaldab erijuhul, kui = 0, 
ekstremaali у а 0* Vaadeldav ekstremaalide kimp moodustab

1 Kui oleme leidnud ekstremaalide kimbu, mis seda tingimust 
ei rahulda, siis tähistades у'(а» С) а С, saame kimbu 
võrrandile kuju у ■ y(x, ТГ), mis juba rahuldab tingi­
must (2).
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I

ekstremaali у = 0 ümbruses tsentraalse välja, kui sl<7Z , ja 
ei moodusta välja, kui а > Jt , sest kimbu kõverad lõikuvad 
siis rohkem kui ühes punktis (joonis ll). Seega saab ekstre­
maali у а о lülitada tsentraalsesse välja parajasti siis,kui 
а < jz .

2. Jacobi tingimus. Käes­
olevas punktis anname piisava 
iingimuse selleks, et ekstre­
maali oleks võimalik lülitada 
tsentraalsesse ekstremaalide 
välja. Diferentsiaalgeomeetria 

Xkursusest on teada, et ühe- 
parameetrilise kõveraparve 
у = y(x, C) kaks lähedast 
kõverat saavad lõikuda vaid 
diskriminantkõvera küllalt 
väikeses ümbruses. Diskrimi- 
nantkõver on antud võrrandi-

Joonis 11.

У - y(x, C),

C') ” (

ja võib endast kujutada kõveraparve у = y(x, C) mähisjoont 
või iseäraete punktide geomeetrilist kohta. Eriti on süs­
teemiga (3) määratud kordsed punktid, sealhulgas kimbu kesk­
punkt.

Vaatleme ekstremaalide kimpu. Kui selle kimbu diskri- 
minantkõveral ja kimpu kuuluva ekstremaali у = y(x) kaarel 
AB ei ole ühiseid punkte peale punkti a (punkti a kui kordse 
punkti koordinaadid rahuldavad süsteemi (3)), siis leidub 
kaare AB ümbrus, milles ekstremaalid ei lõiku (joonis 12). 
Seega moodustavad need ekstremaalid kaare AB ümber tsentraal­
se välja, mis sisaldab kaart AB. Kui ekstremaali у = y(x) 
kaarel AB on diskriminantkõveraga punktist a erinev ühine 
punkt A#, siis ekstremaalile у = y(x) lähedased ekstremaa­
lid võivad üksteisega lõikuda punkti a* ja seega ka ekstre-
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Joonis 12. Joonis 13.

maali у = y(x) igas ümbruses (joonis 13). Sellisel Juhul 
ekstremaalide kimp у а y(x, С) vaadeldava ekstremaali ümbru­
ses üldiselt välja ei moodusta. Märgime aga, et esineb juhte, 
kus sellele vaatamata, et kaarel AB on diskriminantkõveraga 
punktist A erinev ühine punkt A*, moodustavad ekstremaalid 
у = y(x, C) kaare AB ümbruses välja (joonis 14).

Punkti A*, mis asub nii diskriminantkõveral kui ka 
kaarel AB või tema pikendusel mööda ekstremaali ja mis erineb 
punktist A, nimetatakse A kaaspunktiks. Kui sealjuures a on 
punkti A abstsiss ja a* punkti A* abstsiss, siis ütleme, et 
a* on a kaasväärtus ekstremaali AB ehk у = y(x) suhtes.

Kasutades kaaspunkti mõistet, 
võime saadud tulemust sõnastada 
järgmiselt;

Kui punkti A kaaspunkt a* ei 
asu ekstremaali kaarel AB, siis 
saab seda kaart lülitada tsentraal­
sesse ekstremaalide välja kesk­
punktiga A. Tingimust, et punkti 
A kaaspunkt ei asu kaarel AB, nime­
tatakse Jacobi tingimuseks. Jacobi 
tingimus on seega piisav selleks, 

Joonis 14. et antud ekstremaali saaks lülitada
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teentraaleeeee välja.
Formuleerima Jacobi tingimuse analüütiliselt. Et dlskri- 

minantkõver on antud võrranditega (3), siis on üheks võima­
luseks otsida a kaasväärtusi võrrandi
(4) Cc) _ 0

"bc
lahenditena. Kui nüüd poollõigul (a, b) ei leidu võrrandi
(4) lahendeid1, siis kaarel AB ei leidu A kaaspunkti, ja 
vastupidi, kui võrrandi (4) mõni lahend asub poollõigul 
(a, b)f siis punkti A kaaspunkt asub kaarel AB. Jacobi tin-I gimust võib seega sõnastada järgmiselt: võrrandi (4) ükski lahend x = a# ei asu poollõigul (a, b].

Jacobl tingimuse kontroll võrrandi (4) lahendamise kaudu 
nõuab ekstremaalide kimbu üldvõrrandi у = y(x, C) teadmist.
On aga võimalik ka selleta läbi saada. Arvestame, et kõik 
ekstremaalid у * y(x, C) rahuldavad Euleri võrrandit, s.t.
fy(x, y(x,C), y'(x,C))- fy,(x, y(x,C), y*(x,C)) S 0.
Diferentseerime viimast samasust с järgi, arvestades, et dife- 
rentseerimiste järjekord x ja С järgi on muudetav:

fyytl, y(X,C), yt«,C))^ lC> ♦ 

♦ fyy.(*. y(x.c), .yy 7>C

^ll(fy y (x» У<Х»С>» У* (XfC)) ♦
+ fy,y,(x, y(x,c), y'(x,C))- ^ ^ x>C^jB 0.

Piki iga fikseeritud kõverat у о y(xtC) on & J xtc) . ainult 
x funktsioon. Tähistame
(5) J>y(*«PaJ. a u

7>C
kus C0 on nagu ennegi parameetri väärtus, mille puhul saame
^ a kui ekstremaalide kimbu keskpunkti A abstsiss rahuldab 
võrrandit (4).
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punkte A ja В ühendava ekstremaali 7 ■ y(x). Olles tähista­
nud veel lühidalt

?yy(** jC*), y*(x)) - fyy ,
fyy,(x, y(x), у'(xx)) . fyy,,

fyy(x, y(x), y’(x)) - fytyt

ja arvestades, et
Ьу’(х,С ) õ2y(x,C )--- -----Sl . --------—  ш U' ,

ÕC öx ÖC
jõuame võrrandini t

V *  + V “' * 'S (fyy,tt + V » ,U’> * °’
mis pärast sulgude avamist ja koondamist omandab kuju

C6) ( f yy •  c l f yy*)u - -ai ( f y * y u ,) •  °*

Võrrandit (6), mis on tundmatu funktsiooni u suhtes teist 
järku lineaarne homogeenne harilik diferentsiaalvõrrand, 
nimetatakse Jacobi võrrandiks.

Jäcobi võrrandi lahend (5) ei võrdu samaselt nulliga, 
sest seose (2) tõttu on ü*(a) =» 1* Sealjuures u(a) » 0, sest 
A(a, c) on kimbu у => y(x,C) keskpunkt. Uärgime, et lahend
(5) erineb ülejäänud mittetriviaalsetest ja homogeenset 
rajatingimust u(a) - 0 rahuldavatest lahenditest vaid kons­
tantse teguri poolest. Viimase väite kehtivust võib lihtsalt 
kontrollida (teha eedai), lähtudes Jacobi võrrandi üldlahen- 
dist u = 0-̂u-̂ + C2u2, kus u^ ja u2 on lineaarselt sõltuma­
tud erilahendid.

Kui eksisteerib Jacobi võrrandi lahend, mis muutub 
nulliks kohal x » a, kuid ei muutu nulliks poollõigu 
acx^b üheski punktis, siis sama tingimust rahuldab ka 
lahend (5) ja ekstremaali у » y(x) kaarel AB ei leidu punkti 
IA kaaspunkte. Seega võib Jacobi tingimust sõnastada veel
1 järgmiselt: Jacobi võrrandil on olemas lahend u(x), mis 
rahuldab tingimusi
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u(a) - 0; u(z) jk 0, kui а < x $ b.
M ä r k u s .  Ekstremaal, mis rahuldab mõlemat rajatingi- 

must, ei tarvitse endq funktsionaalne ekstremaalset väärtust, 
Saab aga näidata, et kui ekstremaal AB annab funktsionaalne 
tõepoolest ekstremaalse väärtuse, siis Jacobi tingimus on 
täidetud, s.t. punkti A kaaspunkt A* ei asu kaarel AB (vt. 
näit. (l], § 29, teoreem 8). Jacobi tingimus on seega ekstree- 
mumiks tarvilik.

H ä 1 d e 2. Kasutades Jacobi võrrandit kontrollida, 
kas Jacobi tingimus on täidetud funktsionaall

a
F(y) =• \ (y '2 - у2)** 

о
ekstremaali puhul, mis läbib punkte A(0, 0) ja B(a, 0)(vrd. 
näide 1).

Jacobi võrrandi

- 2u - ̂  (2u') a 0 ehk u" + u = 0
üldlahendiks on u я C-̂ sin x + C2cos x. Tingimust u(0) * 0
rahuldavad lahendid u я C^sin x. Viimane funktsioon muutub 
nulliks punktides x = кя , kus к on täisarv. Järelikult, kui 
0 < a<7t, siis funktsioon u я C^sln x (C1 /i 0) ei muutu nul­
liks poollõigul 0 < x ^ a ja Jacobi tingimus on täidetud.
Kui aga a % JZ , siis see funktsioon muutub poollõigul 0 < x $ a 
nulliks vähemalt ühes punktis ja Jacobi tingimus pole täide­
tud.

N ä i d e  3* Kas Jacobi tingimus on täidetud funtsio-
naali

a
F(y) » J (у’2 + У2 + x2)dx

0
ekstremaali korral, mis läbib punkte A(0, 0) ja B(a, 0)?

Jacobl võrrandi 2u - (2u’) * 0 ehk u" - u = о üld­
lahendiks on u = C^ex + C2e*x. Tingimust u(0> « о rahuldavad 
lahendid
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u в C^e* - е~Х) « 2C^sh X.
Et sh x ei muutu nullike kusagil peale x в о, sils Jacobi 
tingimus on täidetud iga a korral.

§ 12. E k s t r e e m u m l  p i i s a v a d  
t i n g i m u s e d

1. Weierstrassi E-funktsioon. Käesolevas paragrahvis 
formuleerime variatsioonarvutuse põhifunktsionaali

b
(1) F(y) -  ̂f(x, y, y’)dx

a
ekstreemuml piisavad tingimused, eeldades nagu varemgi, et 
funktsioon f(x, y, u) on pidev koos kõigi oma esimest ja 
teist järku osatuletistega ja et lubatavad kõverad läbivad 
punkte A(a, c), B(b, d). Eeldame veel, et nimetatud punkte 
läbivat ekstremaali yo , mille võrrand olgu у * У0(х), on 
võimalik lülitada tsentraalsesse ekstremaalide välja.

Koos ekstremaallga -f0 vaatleme temale lähedast1 suvalist 
lubatavat kõverat у  f mis üldiselt ei ole ekstremaal (joo­
nis 15). Käsitluse hõlbustamiseks kasutame järgmisi tähistusi.

Sümboliga

5*(x, y, y ’)dx

g märgime Integraali (l) mööda kõve­
rat Yo» s.t.

ff(x, y, y ’)dx -
b
Jf(x, y0(x), y^(x))dx.

to b

Joonis 15-

Sümboliga ff(x, y, y')dx tähistame
sama integraali mööda lubatavat kõverat X  » s.t.kui у võrrand
L Kasutatava ruumi meetrika mõttes. Kasutatavaks ruumiks 
võib olla nii С [a,b] kui ka C'[a,b].
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on у = y(x) =  У0(х) + h(x), S Ü 8 

г Ь
j f(x, y, y’)dx я  ̂f(x, y(x), y'(x))dx. 
t a

See, kas on tegemist maksimumi või miinlmumiga, sõltub

A T  = Jf(x, y, y)dx - ^f(x, y, y')dx
T Yemärgist, märgi uurimiseks vaatleme abifunktsionaali

(2) U * u .  у» p ) + Cy’ - p )f p (x» У» p )] ^#
‘ikus p я p(x, y) on ekstremaalide välja kalle punktis (x, у). 

Ekstremaalil Yo muutub see funktslonaal funktsionaallks
J *U, У, y’)dx, 
t0sest p definitsiooni kohaselt on ekstremaalidel у* яр.

Käitame, et abifunktsionaalis (2), mida võib esitada 
j о onintegraalina

(3) J[f(x, y, p(x, у)) - p(x, у) *fp(x, y, p(x, y))]dx ♦
Y + fp(x, y, p(x, y))dy,

on integraalialune avaldis teatud funktsiooni täisdiferent- 
siaal. Võtame funktsionaali 

x
(4) J f(x, у, у')dx, 

а
kus lubatavate kõverate vasakpoolne otspunkt A(a,c) on fik­
seeritud, parempoolne võib aga vabalt liikuda. Funktsionaa- 
lidel (4) ja (l) on ühed ja samad rajatlngimust y(a) = с 
rahuldavad ekstremaalid. Et sellised ekstremaalid moodustavad 
eelduse kohaselt tsentraalse välja, siis nad ei lõiku ja 
funktslonaal (4) muutub nendel kahe muutuja funktsiooniks 
ф(х,у). Viimase täisdiferenteiaal (vt. § 9, valem (16)) 
d<|>(x, y) = [f(x, y, y') - y'fyt(x, y, y')]dx +

+ *yr(x, y, y’)dy .
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e [f(*f У, р(*»у)) - p(x,y)fp(x,y, p(xfy))] dx +

+ fp(*» У» P(*»y))dy
ühtib integraalialuse avaldisega abifunktsionaalis (3) ja 
seega ka samas abifunktsionaalis kujul (2). Nimetatud asja­
olu tõttu ei sõltu integraali (3) ehk (2) väärtus integree- 
rimisteest ja iga kõvera f  puhul, mis ühendab punkte A ja B, 
kehtib võrdus

[f(x, y, y')dx У» P) * (y' - P)fp(x, y, p)]dx *
Vo Yo

j[f(x* У» p) + (y’ - P)fpCx, y, p)] dx.
Г

Nüüd võime aga funktsionaali kasvu esitada järgmiselt:

ДТ = Jf(x, у, у1)dx - [f(x, y, y')dx =
f  f То

= Jf(x> y, y*)dx - j[f(x, y, p)+(y' - p)fp(x, y, p)J dx
T  T

ehk
£F=J[f(x, у, y*) - f(x, y, p) - (y* - P)fp(x» У» P)]dx. 

t
Integraalialust funktsiooni nimetatakse Teieretrassi E-funkt- 
sioonlks ja tähistatakse E(x, y, p, y*)»
EU,y,p,y') * f(xfy,y’) - f(x,y,p) - (y’ - p)fp(x,y,p).

Seega
b

Д Т  E(x, у, p, y')dx. 
а

Kui b > a, siis funktsionaali F(y) miinimumi piisavaks tingi­
museks on E ^ О ja maksimumi piisavaks tingimuseks on E š 0« 
Tingimust E £ 0 (või vastavalt E $ 0) nimetatakse Weler- 
strassi tingimuseks. Saadud üldist tulemust kasutades sõnas­
tame kõigepealt n õ r g a  m i i n i m u m i  p i i s a ­
v a  t i n g i m u s  es
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Olgu у з y0(x) rajatingimusi rahuldava ekstremaali T<> 
võrrand. Kui leidub €>0, nii et E(x, y, p, y’)£0 iga lubata- 
va kõvera у = y(x) puhul sfäärist
II У - У0И - niax (|y(x) - y0(x)| ,|y'(x) - y’(x)|)<£,"l a«<b °
ja y0 kaar AB on lülitatav ekstremaalide välja, siis funkt-
sionaal (l) saavutab ekstremaalil Xo nörga miinimumi.

Teiste sõnadega, kui ekstremaal То on lülitatav ekstre­
maalide välja ja võrratus E ^ 0 kehtib iga y(x) puhul, mille 
väärtused on lähedased yQ(x) vastavatele väärtustele ja mille 
tuletise y' (x) väärtused erinevad vähe p(x, yQ(x)) = ŷ (x) 
vastavatest väärtustest, siis põhifunktsionaal (l) eaavutab 
ekstremaalil То nõrga miinimumi.

T u g e v a  m i i n i m u m i  p i i s a v a  t i n ­
g i m u s e  võib sõnastada järgmiselt;

Kui leidub positiivne arv Z. , nii et E(x, у, p, y') > 0 
iga lubatava kõvera у = y(x) puhul sfäärist

II У - У0Но = ®«x. Ы * )  - У0(х)|<£,a<x<b
ja ■£> kaar AB on lülitatav ekstremaalide välja, siis funktsio- 
naal (l) saavutab ekstremaalil То tugeva miinimumi.

Teiste sõnadega, kui То saab lülitada ekstremaalide välja 
ja võrratus E £ 0 kehtib y'(x) suvaliste väärtuste ja kõigi 
y(x) väärtuste puhul, mis on lähedased y0(x) vastavatele 
väärtustele, siis funktslonaal (l) saavutab ekstremaalil Te 
tugeva miinimumi.

Nõrga ja tugeva maksimumi piisavad tingimused on miini­
mumi tingimustega analoogilised, ainult võrratus E > 0 asendub 
võrratusega E < 0«

M ä r k u s .  Weierstraesi tingimus on ka tarvilik ekstree­
mumi olemasoluks. Täpsemini, kui funktsioon E omandab mõnedel 
y* väärtustel ekstremaali То erinevates punktides vastand- 
aärgiliei väärtusi, siis funktslonaal ekstremaalil То tugevat 
ekstreemumit ei saavuta. Kui see elukord leiab aset ekstremaa­
lil Yo ▼»etud välja kaldele р(х» у0(x))=y^(x) kuitahes lähe­
dastel y* väärtustel, siis funktslonaal ei saavuta ka nõrka 
ekstreemiunlt.
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Tõepoolest, miinimumi juhul kehtib võrratus 

Д Т = [ f(x, y, y')dx -Jf(x, у, y')dx =

Гг T°= )E(x, y, p, y')dx £ 0 
Г

iga lubatava kõvera f  puhul ekstremaali fo mingist ümbru­
sest II у - у0Ц<£* Kui nüüd ekstremaali fo mõnes punktis 
(x, y) S{x, y, p(x, y), y’)<0, siis E pidevuse tõttu on 
E 0 ka selle punkti teatud ümbruses. Arvestades Y suva­
lisust valime ta nii, et ta erineks ekstremaalist vaid 
piirkonnas, kus E < 0. Nüüd on

J f(x, У» y’)dx  ̂f(x, y, y')dx< 0,
t fo

mis on vastuolus eeldusega, et esineb miinimum. Analoogiline
on olukord maksimumi juhul.

Märgime, et kui funktsioon f(x, y, y') on arendatav
kolmanda argumendi järgi Taylori ritta, siis
E(x,y,p,y') = f(x,y,y') - f(x,y,p) - (y‘ - p)fyt(x,y,p) =

= 7 r(y ' -  P)2fy.2 (x ,y ,p ) + TJ-Cy' -  P )3fy i3 Cx,y,p) + . . .  =

= (y' - p)2[|t *у.2(х,у,р) + 3j(y’ “ p)fy.b(x,y,p) + ...]. 
Siit on näha, et E-funktsiooni avaldises saab välja eraldada 
teguri (y* — p) , mistõttu tema märgi uurimine taandub nurk­
sulgudes seisva avaldise märgi uurimisele. Viimane ülesanne 
on sageli lihtsam kui esialgne. Eriti juhul, kui f(x, y, y’) 
on y* suhtes n-astme polünoom, tuleb nurksulgudes seisev 
summa (n - 2)-astme polünoom. Muidugi pole nurksulgudes seis­
va avaldise leidmiseks tingimata tarvis leida osatuletisi 
f ffc, seda võib saada ka E-funktslooni avaldise algebralise
w О О Оteisendamise (või teguriga (y' — p) = y' - 2y'p + p jaga­
mise teel, kui f(x, y, y') on y' suhtes polünoom).

Saadud tulemuste rakendusena vaatleme kahte näidet.
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N ä i d • 1. Uurida funktsionaali 
a

Г(у) - J y,5dx» a > 0,
0

ekstreemumit rajatingimustel y(0) « 0, y(a) » b.
Ekstremaalideks on sirged у ■ СдХ + Cg» milledest raja­

tingimusi rahuldab у а — x. Seda ekstremaali saab lülitadaаekstremaalide у ■ C^x välja keskpunktiga (0, 0). Weierstras- 
si E-funktsioon
E(x, y, p, y*) - y'5 - p5 - 3p2(y’ - p) - Cy’ - p)2(y’ + 2p).

a) Olgu b > 0t siis ekstremaalil у я ̂  x on välja kalle 
p ■ -j > 0. Kui nüüd y* väärtused on küllalt lähedased suuru­
sele p, siis E > 0 ja funktsionaal omandab sirgel у = ̂  x 
nõrga miinimumi. Tugevat miinimumi funktsionaal ei saavuta, 
sest kui y' muutub suvaliselt, siis y* 2p ja koos temaga 
ka E(x, y, p, y') võivad olla nii positiivsed kui ka nega­
tiivsed.

b) Olgu b < 0, siis ekstremaalil on välja kalle
p я - <0. Kui nüüd y' omandab väärtusi, mis on küllalt 
lähedased suurusele p, siis E ^ 0 Ja funktsionaal omandab 
sirgel у я “ x nõrga maksimumi. Tugevat maksimumi funktsio­
naal ei saavuta.

c) Olgu b я 0. Siis ekstremaalil у я 0 on välja kalle 
p я 0 ja E(x, у, О, у') я 2y'̂ . Ükskõik millises p я 0 
ümbruses y' ka muutuks, omandab E nii positiivseid kui ka 
negatiivseid väärtusi. Seega juhul, kui b я 0, ei saavuta 
vaadeldav funktsionaal ekstreemumit.

N ä i d e  2* Uurida funktsionaali 
а

F(y) я J* (y*4, - 6y*2 + cyy')dx, а > 0,
0

rajatingimustel y(0) • О, y(a) я b.
1) Leiame ekstremaalid. Euleri võrrandi esimeseks inte­

graaliks f - y'f , в С on
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- Зу '4 + 6у'2 а с , 

millest saame üldlahendi

у а СдХ + Cg
ja rajatingimusi rahuldava ekstremaali у = - x.ъ а2) Ekstremaali у а — х saab lülitada ekstremaalide
kimpu у * С̂ х, mis moodustab tsentraalse välja. Saadud ekste-
maalil on välja kalle

3) Weierstrassi E-funktsiooni
E = (У - p)2(y'2 + 2py' - (6 - 3p2)} 

märk ühtib ruutkolmliikme
y'2 + 2py* - (6 - 5p2) 

märgiga. Seega võib E muuta märki vaid süs, kui ruutkolm­
liikme nullkohad
у» a - p +\/б - 2p2 ja y' = - p -V6 - 2p2
on reaalsed ja y' läbib muutumisel nullkohta.

a) Kui 6 - 2p2^ 0, s.t. |pl^V"3, siis on ruut- 
kolmliige ja seega ka E iga y’ puhul mittenegatiivne. Vaa­
deldaval juhul saavutab funktsionaal ekstremaalil у = ̂  x 
t u g e v a  m i i n i m u m i .

b) Kui 6 - 2p2>0 ehk |~j а \р1<\Гз, siis ruutkolmliige 
y' + 2py* - (6 - 3p ) muudab märki y' üleminekul väärtus­
test

- p I  V6 - 2p2.

Seetõttu vaadeldaval juhul tugevat ekstreemumit esineda ei 
saa. Uurime nõrga ekstreemumi olemasolu.

Ruutkolmliige on positiivne ja £ > 0, kui
y*< . p - - 2p2 või y' > - P +Vö - 2p2.

Arvestades asjaolu, et me võime lugeda y' ja p erinevuse kui 
tahes väikeseks, saame p väärtused, mille puhul viimased 
tingimused on täidetud, arvutada võrratustest

p < - p -\/б - 2p2 ja p > - p +V6 - 2p2.



Viimaste lahendamisel leiame, et 

läl “ > 1*
Seega juhul, kui 1 < ||| <\fb, esineb n õ r k  m i i n i ­
mum.

Ruutkolmliige on negatiivne ja E ^ 0, kui 
«.p - \/б - 2p 2 у' -p + л/б - 2p •

Arvestades jälle, et y1 ja p erinevuse võime lugeda 
kuitahes väikeseks, näeme, et viimane võrratus on täidetud, 
fcni Ip| - |-j| <!• Vaadeldaval juhul esineb n õ r k  m a k ­
s i m u m .

Lõpuks, kui p = 1, siis E = (y* - l)̂ Cy' + 3)} kui 
p = -1, siis E = Cy’ + l)5(y - 3). Kummalgi juhul ei säili­
ta E y' = p ümbruses märki ja seega, kui |b| = a, funktsio­
naal £kstreemumit ei saavuta.

Saadud tulemused on esitatud 
joonisel l6: olenevalt sellest, 
millises sektoris asub punktist 0 
lähtuva ekstremaali lõpp-punkt 
B(a, b), saavutab funktsionaal 
ekstremaalil у = | x kas tugeva 
miinimumi, nõrga miinimumi või 
nõrga maksimumi.

2. Legendre'i tingimus, üle­
vaade piisavatest tingimustest. 
Weierstrassi E-funktsiooni märgi 
uurimine on sageli küllaltki tüli­
kas. Käesolevas punktis tuletame 
Weierstrassi tingimuse abil Legendre'i 

tingimuse, mis ei ole küll alati kasutatav tugeva ekstreemuml 
korral, kuid on selle-eest hästi rakendatav nõrga ekstreemumi 
uurimiseks.

Olgu funktsioon f(x, y, y') argumendi y' järgi kaks 
korda diferentseeruv ja olgu fy.y. pidev kõikide argumentide 
Järgi. Taylori valemi kohaselt saame siis



(5) f(x, у, у') * f(x, у, р) + (у’ - p)fp(x, у, р) +
+|(У’ - P)2fy,y,(X, У, q),

kus q = <l(y'» p) on p ja y' vahepealne suurus. Seose (5) 
t3t tu
(6) E(x, y, p, y*) =|(y* - p)2fylyt(xt y, q).
Niisiis taandub e (x , y, p, y') märgi uurimine f , ,(x, y, q)

% У У
märgi uurimisele. Kui f , ,(x, у, p) ^ 0 ekstremaali То punk-* /
tides, siis pidevuse tõttu säilitab ta märki ka ekstremaalile 
lähedastes punktides ja q väärtustel, mis on lähedased välja 
kaldele p ekstremaalil To • Seepärast võib nõrga miinimumi 
(maksimumi) piisavates tingimustes asendada tingimuse 
E £ 0 (E ̂  0) nõudega, et vaadeldaval ekstremaalil 
fy«y.(x, у, p)> 0 (vastavalt fylyl(x, y, p) < 0). Tingimust
fvtvi > 0 ^ nimetatakse Legendre*1 tingimuseks.J J  J J

Tugeva ekstreemumi piisavates tingimustes analoogilist 
asendust teha ei saa, sest sellest, et fy,y,(x, y, p) on 
ekstremaali To igas punktis positiivne (või negatiivne) ei 
järeldu, et f , ,(x, y, q) säilitaks To ümbruses märki suva-

J J
listel q väärtustel. Tugeva miinimumi (maksimumi) piisavates 
tingimustes võib tingimuse E ^ 0 (E ̂  0) asendada nõudega, 
et fy,y,(x, y, q)£0 (vastavalt fy,yt(x, y, q) ^ 0) punkti­
des (x, y), mis on lähedased ekstremaali Yõ punktidele, ja 
q suvalistel väärtustel. Peale selle tuleb veel nõuda, et 
valem (5) kehtiks iga y' korral.

Eelmises punktis tehtud märkusest Weierstrassi tingi­
muse tarvilikkuse kohta järeldub, et nõrga ekstreemumi olemas­
oluks on tarvilik, et ekstremaalil oleks täidetud Le­
gendre *i tingimus kujul f , , £0 (vastavalt f , ^ 0). Tu-

¥ J ¥ J
geva ekstreemumi olemasoluks pole aga tarvilik, et
fyly,(x, y, q) säilitaks igal q väärtusel üht ja sama märki.
Tõepoolest näiteks eelmise punkti näites 2 saavutab funktsio- 
naal ekstremaalil у = px tugeva miinimumi, kui J p\ ̂  V"3i
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sellele vaatamata ei säilita fyfyt(x, y, q) = 12(q2 - l)
kõikidel q väärtustel Üht ja sama märki. Näeme, et vaadelda­
val juhul Legendre'i tingimus ei sobi tugeva ekstreemumi 
kindlakstegemiseks. Nõrka ekstreemumit saame aga küll uuri­
da: kui |p| < 1, siis fylyt(x, y, p) = 12(p2 - l) < 0 ja 
esineb nõrk maksimum, kui |p| > 1, siis f , , > 0 ja esineb

» *

nõrk miinimum. „
Esitame nüüd funktsionaali 

b
F(y) = j f(x, y, y’)dx, y(a) = b, y(c) = d 

a
miinimumi piisavad tingimused järgmise ülevaatliku tabelina.

NSrk miinimum 
fy — I5 fy. = 0, y(a) = b,
y(e) = d .

2. a) Eksisteerib ekstre- 
maalide väli, mis sisaldab 
uuritavat ekstremaali,

või
b) on täidetud Jacobi 

tingimus .
3. a) E(x, y, p, y*) £ 0 
punktides (x, y), mis on 
küllalt lähedased uuritava 
ekstremaali punktidele, ja 
y' puhul, mis on lähedased 
ekstremaalil võetud välja 
kaldele p(x, y),

või
b) fy,y,(x, y, p)>0 uuri­
taval ekstremaalil .

Tugev miinimum

iy - ■& tr  1 °> y(a) =~b>
y(c) » d .

2. a) Eksisteerib ekstremaa­
lide väli, mis sisaldab 
uuritavat ekstremaali,

või
b) on täidetud Jacobi 

tingimus .
3. a) E(x, y, p, у’) ̂  0 
punktides (x, y), mis on 
küllalt lähedased uuritava 
ekstremaali punktidele, ja 
suvalistel y' väärtustel

võj
b) fy.y.U, У» У’)*0 
punktides (x, y), mis on 
küllalt lähedased uuritava 
ekstremaali punktidele, ja 
suvalistel y* väärtustel.
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Funktsionaall maksimumi piisavate tingimuste saamiseks 
tuleb võrratuste märgid asendada vastupidistega.

Toome lõpuks veel mõned näited funktsionaall uurimise 
kohta.

N ä i d e  3. Kontrollida, mis llikl ekstreemuml saavu­
tab funktsionaal

1
F(y) = J (y'2 + 12xy)dx, y(0) = 0, y(l) = 2,

0
•xekstremaali у = + x.

§-s 7 leidsime vaadeldava funktsionaall ekstremaali, 
kuid jäi lahtiseks ekstreemuml iseloomu küsimus. Et siin 
f , , = 2 > 0 sõltumata y' väärtusest ja f(x, y, y') onJ' J
arendatav igal y’ väärtusel Taylori ritta, siis saavutab 
funktsionaal ekstremaalil у = x^ + x tugeva miinimumi. 

N ä i d e  4. Uurida funktsionaall 
a / j

F(y) = r_l_±_ZLdx, y(o) * 0, y(a) = b,
о Vy

ekstreemuml iseloomu.
See funktsionaal esines brahhistokroonl probleemi puhul, 

mida me käsitlesime §-s 8. Nagu nägime, on rajapunkte läbi­
vaks ekstremaaliks tsükloid
(7) x = c(2t - sin2t), у = c(l - cos2t),
kus konstant с on määratud parempoolse otspunktiga B(a, b). 
Kui а <  2j c c, siis saab seda ekstremaali lülitada ekstremaa­
lide

x = C(2t - sin2t), у = C(1 - cos2t) 
tsentraalsesse välja.

Et f , * -------?32>0 iSa У > 0 За У' aing77 Vy (1 + у ’ )*

f(x, у, у') on arendatav kujule (5), siis tsükloidil (7)
realiseerub tugev miinimum.
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N ä i d e  5. Teha kindlaks, kas funktslonaal 
a

F(y) = t — dx, y(o) = 1, y(a) = b, a>0, 0<b<l,v'о у
saavutab ekstreemumi siledatel kõveratel. Juhul, kui saavu­
tab, määrata ekstreemumi liik.

Euleri võrrandi esimeseks integraaliks on
— ž- + у'. - Ц - = с ehk у'2 = 4C?y,у. у.З

millest peale integreerimist saame paraboolide parve у =
= (C-jX + C2)2. Tingimusest y(0) = 1 leiame C2 = 1. Paraboo­
lide kimbul у = (C-̂ x + l)2 keskpunktiga A(0,l) on diskrimi- 
nantkõver у = 0 (joonis 17). Punkti B(a,b) läbib kaks para­
booli sellest kimbust, у = (ffi -1 x + l)2 ja у = (~̂ a~ 1 x + 
+ l)2. Nendest esimese parabooli kaarel AB ei asu punkti а

kaaspunkti, teise parabooli kaarel AB aga asub. Tulemus on 
lihtsalt saadav geomeetriliselt, kuid ka analüütiliselt pole 
sama tulemusteni raske jõuda, (proovida, kasutades näiteks 
võrrandit (4), § 11.) Esimese parabooli kaart дБ saab lülitada 
ekstremaalide у = (C-jx + l)2 tsentraalsesse välja, teise kaart 
aga mitte. Jääb uurida, kas paraboolil у * ~ - x + l)2 
realiseerub ekstreemum.
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Uuritava ekstremaali ümbruses f = -Hr- > 0 iga y1У У у » *
puhul. Siiski ei saa selle alusel väita, et funktsionaal 
saavutaks vaadeldaval ekstremaalil tugeva miinimumi, sest 
funktsiooni f(x, y, y') = у\  jaoks ei kehti Taylori valem
(5) iga y' korral. Võib aga väita, et esineb nõrk miinimum, 
sest Taylori valem on õige y' väärtustel, mis on küllalt 
lähedased välja kaldele vaadeldaval ekstremaalil. Funktsio­
naali täielikuks uurimiseks vaatleme E-funktsiooni:
E(x ,y ,p ,y ’ ) = -̂5 - -̂2 + (у'-р)-^г = 1?J

y' P P У' P
Et tegur 2y’ + p ei säilita märki suvalistel y' väärtustel, 
siis tugevat miinimumi ei esine.

3. Legendre'i ja Jacobl tingimused ning teise variat­
siooni positiivne määratus. Paragrahvis 5 tegime kindlaks, 
et funktsionaali miinimumi piisavaks tingimuseks on teise 
variatsiooni positiivne määratus. Käesolevas paragrahvis 
saime teistsugused piisavad tingimused. Osutub, et need tin­
gimused on siiski omavahel seotud. Nimetatud väite õigsus 
nähtub allpool tõestatavast teoreemist. Siinjuures eeldame, 
et funktsioon f(x, y, y1) on kõikide argumentide järgi kolm 
korda diferentseeruv.

Teoreem. Kui ekstremaalil у = yQ(x) on täidetud Jacobi 
tingimus ja Legendre4  tingimus f , , (x, yQ(x), y^(x))>0,

J J
siis funktsionaali (l) teine variatsioon 62F(yQ,h) on posi­
tiivselt määratud.

Tõestus. Lisaks teisele variatsioonile 
b

6v

(8) «®F(y0>b) = S cfy/  ♦ St^bh' * ty ,y ,h'2)dx
а

vaatleme intsgraali
b

I = |  [u>4 x)h2 + 2 CO(x)hh»] dx, 
а

kus w(x) on suvaline diferentseeruv funktsioon. Viimane 
integraal võrdub nulliga, sest
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ja h(a) » h(b) = 0. Lisades integraali I teisele variatsioo­
nile, saame

b
(9) 6 2Г = $[(fyy+co')h2 ♦ 2(fyyt + <j)hh* + fyly,h'2]dx. 

a
Valime nüüd u)(x) nii, et integraalialune funktsioon valemis
(9) muutuks täi8ruuduks

(Ab + Bh')2 = A2h2 + 2ABhh* + B2h’2.
Selleks peab olema

A2 a fyy + oo', B2 . fyy, AB 3 fyy, + u)
ehk

(10) - V y ,(fyy + to#) “ (fyy’ +UJ)2*
Kui leidub diferentseeruv funktsioon cJ(x), mis lõigul [a,b] 
seda võrrandit rahuldab, siis

di) 62 J *,.,.(»•♦ %  *W -b)2ax >o.
a y y

Võrrand (10) on muidugi alati lokaalselt lahenduv, kuid võib 
juhtuda, et küllalt suure lõigu [a, b} korral lahendit kogu 
lõigul ei eksisteeri, nagu näiteks juhul, kui fy»yi = -1,
fyy * 1, fyy* * 0. Tõepoolest, sel juhul saab võrrand (10)
kuju (o'+ 1 + CJ2- 0, millest <0(x) • tan(C-x). Kui b-a>*c, 
siis leidub lõigul [a, b] vähemalt üks punkt, kus lahend ei 
eksisteeri.

Näitame, et kui on täidetud Jacobi tingimus, siis võr­
randil (lo) on lahend olemas kogu lõigul [a, b], Teeme võr­
randis (10) muutuja vahetuse
(12) СО * -fyy, - fy«y* ТГ" »
kus u on uus tundmatu funktsioon. Peale СО asendamist saame 
Jacobi võrrandi



Eelduse kohaselt on täidetud Jacobl tingimus, s.t. võrrandil
(13) on olemas lahend u(x), mis poollõigul a<x^b ei muutu 
nulliks. Samadel x väärtustel on teostatav muutuja vahetus 
(12) ja eksisteerib diferentseeruv funktsioon GO(x), mis 
rahuldab võrrandit (10). Saadud tulemus ei rahulda meid täie­
likult, sest Jacobi võrrandi teadaolev lahend muutub nulliks 
kohal x = a. Kuid tänu diferentsiaalvõrrandi lahendi pidevale 
sõltuvusele algtingimustest, leidub küllalt väikese positiiv­
se arvu £ puhul Jacobi võrrandi lahend u(x), mis tahuldab 
tingimusi u(a -£) =0, u(x) ф 0, kui а - C<x ^ b. Selline 
lahend ei saa nulliks lõigu [a, b} üheski punktis. Kasutades 
muutuja vahetuse (12) juures just sellist lahendit, saame 
funktsiooni CO(x), mis rahuldab võrrandit (10) kogu lõigul
[a, b] ja mille korral kehtib võrratus (ll).

Näitame nüüd, et võrratuse (ll) asemel kehtib tegeli­
kult rangem võrratus
(14) S 2F(y0, b) > c||h|l2 (c > 0 ) ,

s.t. 62r(y0,h) on positiivselt määratud. Eelduse kohaselt 
on fy,y,(x, y0(x), y^(x))> 0 iga x e [a, b] puhul. See
tähendab, et leidub positiivne arv oc , nii et iga x e [a, b] 
puhul kehtib võrratus f , , > <*- > 0  ehk f_,„, — oc > 0. Siis» * J J
aga b
(15) S 2F(y0, h) - J h»2(x)dx s

a
f / f , + 60 \2- 5 (V r  - а ) г  + i 3-— «)а ' Iy*y' “ ot/

eeldusel, et leidub diferentseeruv funktsioon Oj(x), mis 
lõigul [a, b} rahuldab võrrandit
(16) (fyly, - ot) (fyy +<*)') = (fyy, + co)2,
ehk funktsioon u(x), mis ei muutu lõigul (a, b] nulliks ja 
rahuldab võrrandit
(17) (fyy - -g| fyy,)u - -a| [(fy.y. - «*)u’] = 0.
Viimane eeldus on aga täidetud, sest diferentsiaalvõrrandi

\ 2 .
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lahendi kordajatest pideva sõltuvuse tõttu leidub võrrandil
(17) selline lahend, kui ta on olemas võrrandil (13).

Nüüd pole võrratust (14) enam raske saada. Kõigepealt 
märgime, et juba (11) tõttu on võrratus (14) ilmne, kui 
h(x) E 0. Seepärast vaatleme juhtu, kus h(x) 0. Kasutades 
integraalarvutuse keskväärtusvalemit ja h'(x) pidevust leiame,
et b
62F(yQ, h) > cxjh'2dx = h*2( j; ) « max h’2(x).

a 5'
kus a < £ < b, h' ( £ ) ф 0 ja 0 jl< 1. Teiselt poolt, kasu­
tades Cauchy-Bunjakovski võrratust, saame iga x б [a, b] puhul 

/X \ 2 x x
h2(x) ■( J h' (x)dx J (x-a) Jh'2(x)dx £ (b-a) J h*2(x)dx ,

\ а ' о ЯL а
seega ka

Süt

max h2(x) ^ (b - a)  ̂h,2(x)dx.

52F(yQf h) h* (x)dx £ b- *  - max h2(x)
a

ja seega

62F(y0, h) >, (h2(x), h’2(x) \ = ||h||2 ,
s.t. võrratus (14) kehtib, kusjuures с = — >0.
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V. L I H T S A I M A  V A R I A T S I O O N ­
Ü L E S A N D E  Ü L D I S T U S I

§ 13. M i t m e s t  f u n k t s i o o n i s t  
s õ l t u v  f u n k t s i o n a a l

Vaatleme järgmist ülesannet: leida funktsionaali

(1) F(y) ш F(ylfy2,...,yn) » 
b

= JfU,yi,y2... уп »у1,у^,...»у )̂<ь :
a

ekstreemumi tarvilik tingimus rajatingimustel 
yj.(a) = yi0 , y±(b) = y±1> i = l,2,...,n.
Kui funktsioonil f on kõigi argumentide järgi olemas 

pidevad osatuletised kuni teise järguni, siis variatsioon 
(vt. §4, punkt 3)

it,(y,h) = V  4 +...+
а

kus h = (h1(x), h2(x), ..., hn(x)) € ĉ [a, b) ja h|Xefl =
“ ^1х=Ь = 0,...» 0). Otsitaval ekstremaliseerival kõve­
ral muutub 6F(y,h) nulliks iga h puhul. Eriti muutub ta 
nulliks ka siis, kui

h = (0,..•,0,h^(x),0,•••,0), i = 1,2,...,n,
kus Ь̂ (х) on suvaline funktsioon, mis rahuldab tingimusi
ĥ (a) = Ь±(Ь) = 0. Siis aga
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a
Variatsioonarvutuse põhilemma 3 (vt. § 6, punkt 3) pohjal 
eksisteerib tuletis ^  f̂ .,, kusjuures fy — cS^y|H °* Seega

selleks, et (n+l)-mõõtmelise ruumi kõver 
yj_ = У^(х)» i = 1»2,#«»11» 

oleks funktsionaall (l) ekstremaliseerivaks kõveraks, on 
tarvilik, et ta rahuldaks Euleri võrrandite süsteemi
(2) f — f , =0, 1 = 1,2,...,n.

У± “  yi
Selle süsteemi üldlahend sisaldab 2n suvalist konstanti:

У1 - У^(Х»С^,Cg,•••»^2n),
y2 = У2^Х,^1*^2** * **^2n^*

Уц - yn(xf Cg, • • •»Cgjj) .
Nende määramiseks on ka 2n rajatingimust. Lopptulemuseks 
saame punkte A(a,y10,... ,yn£)) ja B(b,yn ,... ,уд1) läbiva 
kõvera (n+l)-dimensionaalses ruumis.

N ä i d e .  Leida funktsionaall
fF(y,z) = J (y'2 + z'2 + 2yz)dx 
0

ekstremaalid rajatingimustel
y(o) = z(0) = 0, у(—5-) = 1, z( * -1. 

Elimineerides Euleri võrrandite süsteemist 
y" - z = 0, 
z" - у = 0 

näiteks z, z" = y, saame
ylv - У - о,

millest
у = Сд̂ е1 + C2e“x + C^cosx + Ĉ sinx, 
z = у" = Схех + C2e"x- Cjcosx - C^sinx.
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Rajatingimustest leiame ruumilise kõvera 
у = sinx, 
z = -sinx,

millel funktslonaal võib saavutada ekstreemumi.
Käesolevas peatükis vaadeldavate ülesannete korral me 

ei käsitle ekstreemumi piisavaid tingimusi. Märgime aga, et 
ka siin on võimalik arendada analoogilist teooriat nagu

b
variatsioonarvutuse põhifunktsionaali ^ f(x, y, y')dx puhul

а
(vt.näit.[3] ). Lihtsamatel juhtudel võib ekstreemumi ise­
loomu kindlaks määrata otse definitsiooni alusel. Füüsika­
lise sisuga ülesannete puhul on sageli ekstreemumi iseloom 
ette teada, tuleb vaid leida ekstreemumkoht.

§ 14. V a r i a t s i o o n p r i n t s i i p  
m e h h a a n i k a s

Teoreetilise mehhaanika kursusest on teada Hamiltoni- 
-Ostrogradski ja Maupertuis-Lagrange'i variatsioonprintsii- 
bid (vt. näit.fio]). Eelmise paragrahvi üldiste tulemuste 
rakendusena tuletame siin Hamiltoni printsiibi ja Lagrange'i 
teist tüüpi võrrandid.

Olgu antud masspunktide süsteem, mis koosneb n punktist 
ja mille massid on n̂ , m̂ , ..., mn. Tähistame j-nda punkti
koordinaate x̂ , ŷ , Z y  Nagu teada, kirjeldavad süsteemi 
liikumist Newtoni võrrandid
(1) = Pjx, my3 = FJyt = Fjz (J . l,|...,n), 
tus Fjx* Fjy* Fjz on 3~n<iale punktile mõjuva tungi Fj kompo­
nendid. Eeldame, et süsteem liigub konservatiivses tungide 
väljas. See tähendab, et

(2) F • ? ü- F .jx - -^xj. *jy - -
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U = U(x̂ , ŷ , ẑ , •••t x̂ , yn, zn)
on süsteemi potentsiaalne energia.

VÖtame raatluse alla kaks Järgmist funktsionaalif1 . . J1*1 “ J T(x^, •••,zn)dt, I2 e J ü(x^, •••»
\  to

kus

T = X L “2r(*J + yJ + ^  = T(̂ l’ yl» *1» •••* V  yn’ ®n̂
J=1

on süstiomi kineetiline energia. Lugedes fikseerituks süs­
teemi algasendi (t = tQ)

xl(t0), en(t0)
Ja löppasendi (t = t̂ )

x^(t^), •••> zn(ti),
leiame mSlema funktsionaali variatsiooni:

h  = S &iL + ••• + “^ Sžn]dt»
to

kus

*2 * l [-75J 5xl + *•* + $zn)dt’
о

kus Sxlf &ylf & ẑ  у . . . ,  5xn, 5yn, <5zn Ja бхх, <5 у x f
S i-. , •••« 5x„i Sy„, on vastavalt funktsioonide1' 7 n П' n
x-ĵ t), yx(t), z-̂ t), xn(t), yn(t), zn(t) suvalised Juur­
dekasvud (variatsioonid) ja nende tuletised t järgi. Et

bxi(t0) = 5хх(^) = ... = Szn(t0) = 5zn(t1) = o,
siis integreerides 5 ^  avaldises iga liiget ositi Ja arves­
tades T avaldist leiame
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Kui nüüd pidada silmas seoseid (2) ja (1), siis näeme, et 
6lx = 6l2,

millest S ( I X -  I 2 ) = 0.
Seega funktsioonide

^(t), y^t), z^t), ^(t), 7n(t), zn(t)
puhul, mis kirjeldavad süsteemi tegelikku liikumist aja­
vahemikus t ^ t < t,, on funktsionaall о ±

h
(3) Ix - I2 = \ (T - u)dt

variatsioon null, ehk teisiti, see funktsionaal omandab 
statsionaarse väärtuse. Tulemus väljendabki Hamiltoni print­
siipi: masspunktide süsteemi tegelik liikumine toimub selli­
selt, et funktsionaal (3) omandab statsionaarse väärtuse.

Kui masspunktide süsteemi liikumine on kitsendatud tea­
tud seostega, siis vSib süsteemi liikumist kirjeldada r 
funktsiooniga q̂ Ct), ..., qr(t), kus r (r 3n) on süsteemi 
▼abadusastmete arv. Süsteemi parameetreid q̂ , •••, qr nime­
tatakse sealjuures üldistatud koordinaatideks. Üldistatud 
koordinaatide kaudu avalduvad ka masspunktide süsteemi rist- 
koordinaadid:

XJ = xJ^ql’ •••*
у j “ yjC^» • • * > С J 11
Zj * 8j^l*
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k=l
ja süsteemi kineetiline energia T on üldistatud kiiruste

ruutYorm:J r
T 3 _ ajk^j^k ^ajk = akp*

j ,k=l
Kordajad a ^  on üldistatud koordinaatide q̂ , ..., q̂  funktsi­
oonid.

Potensiaalne energia UC^, ..., zn) on üldistatud koordi­
naatide funktsioon.

U = U(q̂ , •• •t
Funktsioon L = T — U, mida nimetatakse Lagrange'1 funktsioo­
niks, osutub seega üldistatud koordinaatide Ja üldistatud 
kiiruste funktsiooniks,

L s L(q^i • • • > qr » q^> •••»  <1г) •

Funktsionaali (3), s.t. funktsionaali

VJ b(q^» •••» qr» •••» ir)dt 
*o

statsionaarsuse tingimus on antud Euleri võrrandite süstee­
miga, mis omandab nüüd kuju

^ ----= ° =
ehk

” TqJ " Т Г  TTj- « 0 (J - l,2,...,r).
Näeme, et Euleri võrrandite süsteem, mis kirjeldab antud 
juhul masspunktide süsteemi tegelikku liikumist, ühtib teo­
reetilise mehhaanika kursusest tuntud Lagrange'i teist tüüpi 
võrrandite süsteemiga.



Kuigi teoreetilise mehhaanika kursuses on võrrandsüs­
teemi (4) integreerimist käsitletud, peatume ka siin sellel 
küsimusel, sest tulemus pakub huvi funktsionaall Euleri 
võrrandite süsteemi praktilise integreerimise seisukohalt* 
Osutub, et süsteemi (k) esimese integraali, nn» energlainte- 
graall, saab lihtsalt leida. Selleks korrutame Iga võrrandi 
diferentsiaaliga dq̂  = Ja liidame kõik võrrandid; saame

Z Z - ü j  Hj - Z 4 3 a(-4f3)- o- 

d(qJ
ja Z .

- W 3 - 21 >
siis

-
- dT - dü - 2dT = - (dü + dT) = Ö,

millest
U + T » const.

Tulemus näitab, et süsteemi koguenergia (s.o. potentsiaalse 
ja kineetilise energia summa) jääb kogu liikumise kestel 
samaks.

§ 15. K õ r g e m a t  J ä r k u  t u l e t i s ­
t e s t  s õ l t u v  f u n k t s i o n a a l

Leiame funktsionaall 
b

(1) F(y) - J f(x’ y 'f **** yCn>)dx 
a

ekstreemuml tarviliku tingimuse eeldusel, et funktsioonil f 
on olemas pidevad osatuletised kõigi argumentide Järgi kuni 
Järguni n + l  Ja lubatavad funktsioonid y(x), mis kuuluvad
ruumi C^2n [̂a, b], rahuldavad rajatingimusi
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уОО - 7lf У’(Ь) = 7{, y(L - 7 f  -
Nagu nägime (§ k, punkt 3), on funktsionaali (1) variat­

sioon
b

6F(y, h) - J[fyh + f7,h* + ... + fy(n)h(n))dx, 
а

kus h € a, b] ja

(2) h(a) a h*(a) = * h^n ^(a) =» 0,
h(b) - h ’ (b) - ... - h(n-1) ̂ ь) s o.

Viimaseid tingimusi arvestades integreerime teist liiget 
ositi Ohe korra.
b b b b 
J fy,b'dx . f7,h - J з| fy,hd* . - \ j! f^.bax, 
а a a  а

kolmandat liiget ositi kaks korda,
b b b b
J V h*dI - V h* - 5 hI V * ' 41 - C- ai V h *a ' a a  'a

+
b 2 b 2
[ “^2 fy»hdx * \ -^2 fy«h dx J dx*1 7 J dx 7а а

jne., viimast liiget integreerime ositi n korda, 
b b
\  V > h(ü)dI = ••• “ (-1)П \  r ?  W  d3t*а а

Peale saadud tulemuste asendamist S F(y,h) avaldisse saame 
ekstreemumi tarvilikuks tingimuseks 

6 F(y, h) =
b

* \ [fy “ £  V  + “ 2fy- - ••• + (_1)n fy^]hdx = °-

Et h e C^a, b] on suvaline funktsioon, mis rahuldab raja-



tingiamsi (2), siis Lagrange'i lemma p8hjal (§6, punkt 1) 
peab olema

(3) fy - ii v  + V  - • • • + < - « n ^  V > *  °-
Seega vaadeldava varlatsioonülesande lahendid peaTad rahulda­
ma võrrandit (3), mida nimetatakse Euleri-Polsaonl rSrran- 
diks. Euleri-Poissonl võrrand on 2n-Järku harilik diferent- 
slaalvSrrand Ja tema üldlahend sisaldab 2n suvalist para­
meetrit* Nende määramiseks on meil parajasti 2n rajatingi- 
must (2).

M ä r k u s *  Eeldasime, et f omab pidevaid osatuletisi 
kuni Järguni n+1 Ja lubatarad funktsioonid kuuluvad ruumi
C<2n>[a,. b]. Nimetatud eeldused püstitasime selleks, et kind­
lustada tuletiste jj ” 5 *y(*0 olemasolu. Muutes

tuletuskäiku komplitseeritumaks, on võimalik saada Euleri- 
-Poissoni võrrandit ka eeldusel, et funktsioonil f on olemas 
kuni teist järku pidevad osatuletlsed Ja lubatavad kõverad 
kuuluvad ruumi C^n [̂a, b].

$ 16* K o r d s e t e  I n t e g r a a l i d e  
e k s t r e e m u m i d

Siiani vaatlesime funktsionaale, mis sõltusid ühe muutu­
ja funktsioonidest, s*o. Joontest. Paljudes probleemides 
esinevad funktsionaalid, mis sõltuvad mitme muutuja funktsioo­
nidest. Piirdume lihtsuse mõttes funktsionaaliga, mis sõltub 
ühest kahe muutuja funktsioonist, s.o. pinnast kolmedimensio— 
naalses ruumis* Leiame funktsionaali

(1) F(e) - Jj f(x, y, z, zx, epdxdy
E

ekstreemumi tarviliku tingimuse eeldusel, et lubatavad funkt­
sioonid b(x , y) omandavad piirkonna E rajajoonel ,S etteantud 
väärtusi, s.t* lubatavad pinnad к ** ®(x* 7) läbivad ette­
antud ruumilist kontuuri S (Joonis 18). Funktsiooni
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f(x, у, z, u, v)kohta eeldame, et tal on olemas kuni teist 

järku pidevad osatuletised kõikide argumentide järgi, lubata­

vad funktsioonid aga kuuluvad ruumi C'(E). lähtume üldisest 

tarvilikust tingimusest 6 F(z,h) = 0 , kus antud juhul

(2) 4 r(«,h) = JJ (fzh + tz bz ♦

E 1

Joonis 18

fz hv ) •
У *

Selleks, et saada tarvi­

likku tingimust sobival 

kujul, peame vabanema 

tundmatutest funktsioo­

nidest h, h^, hy. Ees­

märgi saavutamiseks kasu­

tame järgmist abitulemust.

L e m m a .  Kui 

Ф (x, y) on fikseeritud 

funktsioon, mis on pidev 

piirkonnas E, ja kui

(3) ,y)h(x,y)dxdy= 0

E

iga funktsiooni h(x, y)e 

« C C S )  puhul, mis muutub 

nulliks piirkonna E raja­

joonel S, siis Ф(х,у) = 0 

kogu piirkonnas E.

Tõestus. Oletame, et piirkonna E mingis sisemises punk- 

tis ( £,*7 ) on funktsioon ФС*. y) nullist erinev, näiteks 

positiivne. Funktsiooni ф(х, у) pidevuse tõttu leidub posi­

tiivne reaalarv ^ , nii et ф(х, у) on positiivne ringis, 

mille raadius on ^ , keskpunkt ( £ ^  ) ja mis asub täieli-

kult piirkonnas E. Kui võtta 

, , 4 (O väljaspool ringi (x - £) +

X * У ”Ц(х - ^ ) 2 + (y - -  >̂2]2 selles lingis, 

siis integraal (3) taandub integraaliks üle ringi ja 0n posi-
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tiivne. Tulemus on vastuolus eeldusega. Lemma on tõestatud.

Teisendame nüüd variatsiooni (2) kujule, kus hx ja hy 

ei esine, arvestades sealjuures, et rajatingimuse tõttu

(4) h(x, y)| = 0.

Tähistades = P» = Q. 3a kasutades seoseid

-*3L (f h) = J f  -h + f h ,
T>x 4 p ' T x  P P X»

■Д- (f h) = f -h + f h ,
q Ту q q y ’

leiame, et

= Si[^x* (fph) + +

+ Й [fz -  W -  fp -  - ^ q W ^ y ) ^ 7 '
E

Siin võrdub esimene integraalidest nulliga, sest Greeni valemi

\ \ ( U  - - r f b 47 ■ 5 ы dy + “41
E S

järgi

ff ["ЯГ (V° + - W  (fqh)l ' i V  dy - V  41
E S

ja viimane joonintegraal mööda rajajoont s on (4) tõttu null. 

Seega omandab tingimus 8 F = 0 kuju

tt[f* -  - Ä  fp -  ^ ( x . y j d x d y  . 0 ,

E

millest lemma tõttu

f _  f _  -Д- f EO. 
z ox p Ту q

See aga tähendab, et ekstremaliseeriv pind rahuldab võrrandit

1 . + _  7> x
q

Seda teist järku оsatuletistega võrrandit, mille tuletas
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Ostrogradski 1834.a., nimetatakse Euleri-Oatrogradski võrran­

diks.

N ä i d e .  Leida pind, nie läbib antud ruumilist kon­

tuuri S ja millel on selle kontuuri sees vähim pindala. 

Ülesanne taandub funktsionaali

F(z) = Jj\/l + p 2 + q2 dxdy 

E

miinimumi otsimisele, kusjuures E on piirkond, mida piirab 

ruumilise kõvera S projektsioon xy-tasandil. Euleri-Ostro- 

gradski võrrandiks on osatuletistega diferentsiaalvõrrand

Tl p "b 1 . „

J ~  г"~г ^  J ---- г "  2 *
V 1 + p + q V i  + P + q 

Olles tähistanud

r = z , s я z , t = z ,
IX xy* yy

saame pärast osatuletiste leidmist võrrandile kuju 

(5) r(l + q^)_-_gggg + t(l + p 2) _

V(1 + p2 + q2)5
Võrrandit (5) on lihtne geomeetriliselt interpreteerida. Dife- 

rentsiaalgeomeetria kursuses tõestatakse, et pinna keskmine 

kõverus
EN - 2FM + GL ,H = ... . . .... —  »

2(EG - F )

kus E, F, G ja L, M, N on vastavalt pinna esimese ja teise 

ruutvormi kordajad. Kui pind on antud võrrandiga z » z(x, y), 

siis

E ■ 1 + p 2 , F » pq, G = 1 + q2 ,

L = --- , M = °--------, N = ------ - —

Vl + P 2 + q2 Vl + P 2 + Q2 Vl + p 2 + q2

Seega
2 2 2

EG - F = 1 + p + q ,

t(l + p 2) - 2spq + r(l + q2)
EN - 2FM + GL

V T T  - 2  - - 2p + q
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ja keskmise kõveruse H avaldis erineb võrrandi (5) vasakust 

poolest vaid konstantse teguri poolest. Näeme, et otsitav 

pind on iseloomustatud sellega, et kontuuri S sees on tema 

keskmine kõverus igas punktis null. Sellise omadusega pinda 

nimetatakse teatavasti minimealp1 rinaVs.

{ 11, V  a r i a t в 1 о о n ü  1 e s a n  d e d 

p a r a m e e t r i l i s e l  k u j u l

Mõnede variatsioonülesannete lahendit on otstarbekohane 

otsida parameetrilisel kujul. Eriti tekib selline vajadus 

siis, kui on ette teada, et lahend ei ole ühene funktsioon. 

Käsitleme siin vaid lihtsaima funktsionaall juhtu, s.t. vaat­

leme variatsioonarvutuse põhifunktsionaall 

b

F(y) = ^ f(x, y, y ’)dx, y(a) ■ c, y(b) = d, 

а

kusjuures ekstremaliseerivat kõverat otsime parameetrilisel 

kujul

x = x(t), у = y(t).

Peale x ja у asendamist saame funktsionaali 

tx

F(x,y) = ( f(x(t), y(t), - i Ü l U ( t )  dt,

о

kus x(tQ ) = a, x(t^) = b, y(tQ) = c, yCt^) = d. Saadud tüüpi 

funktsionaali käsitlesime 13. paragrahvis. Siin ei sisalda 

integraalialune funktsioon

<p(x, y, x, y) = f(x, y, |)x

otseselt muutujat t ja rahuldab iga reaalarvu к puhul tingi­

must

(1) <P(x, у, k£, ky) = к (f(x, y, x, y).

Kõvera parameetriline esitusviis ei ole teatavasti ühene. 

Näitame, et uue parameetri valik ei muuda funktsionaali väär-
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tust. Tõepoolest, minnes üle parameetrile ? ,

t - С/Чт) *  0 )

ja kasutades seoseid

*i - i < £  , - y<fe' , «  - 

ning homogeensuse omadust (l), saame 
Ti

7 , X^,y^)dx = J <(p(x, y, y ^ )  =

*

f1 . .
= \ ^ ( x .  7» x, 7)dt.

t

Funktsionaali

4
(2) F ( x f y) - ^ (^(x, у, x, y)dt

*0

ekstremaalid saame Euleri võrrandite süsteemist (vt. § 13)

%  - ёЪ -

(5> ч - М - 0-1 о ф о
Osutub, et kui x + 7 ^ 0, sile funktsiooni homogeensuse 

tõttu x ja у suhtes ei ole need võrrandid sõltumatud. Näi­

tame seda. Diferentseerides samasust (l) к järgi, leiame

f±* * %  У - f.
Siit

Ух - i£Pxi ♦У¥х*> f y  *

£•и

♦ 7<Pjf

(4) V>i = ? x  ♦ i ( fxx + У V’xy-

II * i

Seostest (4)

i f a  - - y ^ ,  U k j  - - y ^  .

millest omakorda

(5) Щ  = Щ Ш y, i, y).

7 X7

Leiame Euleri võrrandites (3) esinevad avaldised
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а* * * V j i  j  * V a  * * т •

a f %  - *  *<Pjf j * * i j  s j

ja asetame nad võrrandite vasakutesse pooltesse:

analoogiliselt

f j  - Л Т  Y \  -  i [ ^  -  %X - eP1-(i7 -  7 * ) ]  -  0 .

siit1

(6) <fxj - Ŝ yi - ^ ( x y  - yx) = 0,

mis näitabki, et mõlemad võrrandid süsteemis (3) on samaväär­

sed. Seega võib võrrandisüsteemi (3) asendada tegelikult ühe 
võrrandiga, näiteks esimesega. Seda võrrandit tuleb vaadelda 

koos võrrandiga, mis määrab parameetri valiku. Näiteks, kui

2 2 2
parameetriks võtta kõvera kaare pikkus, siis ds s dx + dy , 

millest x2 + y2 = 1.

* Võrrandit (6) nimetatakse Euleri võrrandiks Weierstrassi
kujul.
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VI. L I S A T I N G I M U S T E G A

v a b i a t s i o o n ü l e s a n d e d

Lisatingimustega varlatsioonülesaimteks (ehi tingimus­

likeks variatsioonülesanneteks) nimetatakse ülesandeid, kus 

nõutakse funktsionaali ekstreemumi leidmist tingimusel, et 

funktsioonid, millest funktslonaal sõltub, rahuldaksid tea­

tud seoseid.

§18. L a g r a n g e ’i ü l e s a n n e

Lagrange'i ülesandeks nimetatakse järgmist variatsioon, 

ülesannet. Leida funktsionaali 

b

(1) F = ^ f(x, ylt ...» yn , y^f ...» y^)dx

а

ekstreemumkohad tingimustel, et rajapunktid on fikseeritud, 

s.o.

yj/a) = yi 0 , y ^ b )  - j±1 (i = 1, ..., n), 

ja lubatavad funktsioonid rahuldavad seoseid

(2) 9^(х, у1? y 2 , ..., yn ) = 0  (i = 1,2, ... m } m <  n)

Juhul, kui süsteem (2) on mingi m funktsiooni suhtes prak­

tiliselt lahendatav, võime nimetatud m funktsiooni teiste 

kaudu avaldada ja peale asendamist funktsionaali avaldisse 

(l) saada lisatingimusteta variatsioonülesande. Vaatleme 

ülesande teistsuguse lahendamise võimalust, kus kõik funkt­

sioonid y^ on samaväärsed. Esitatav meetod on matemaatilise
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analüüsi kursusest tuntud Lagrange'1 Л-meetodi üldistuseks 

ja kannab ka siin Lagrange'1 meetodi nimetust.

Kuigi nimetatud meetod on rakendatav üldjuhul, piirdume 

tema tuletamise juures vaid juhuga n = 2, m = 1, s.t. vaat­

leme funktsionaali

b

(3) F » Jf(x, y, z, y', z')dx

a

lisatingimusel

(4) , y, z) = 0, 

kusjuures

y(a) = y10, z(a) = z1Q, y(b) = yn , z(b) = zn  .

Eeldame, et ekstremaliseerival kõveral ^ 2 + 4 ^ 2 ^  0.

Olgu konkreetsuse mõttes №  fk 0, siis eksisteerib funkt­

sioon

z = ^(x, y), 

mis rahuldab seost1 (4). Siis

♦ Ц-7' *

Peale z ja z' a s e n d a m i s t  funktsionaali avaldisse ( 3 )  saame

b

(5) F*(y) = j f* (x, у, у') dx,

а

kus

f#(x, y, y') = f(x, y, (/;(x,y),y' , + Vy У’).
Nüüd jõudsime hariliku variatsioonülesandeni, kus lisatingi- 

must ei esine. Kui oleme y(x) leidnud, siis leiame z(x) =

= ^(x, y(x)). Kirjutame välja funktsionaali (5) Euleri võr­

randi
■p* d f* _ n
у "Зх у' - °-

Arvestades, et

*: * K s  -r ) '

^ ž av a1 ns seosest (4) ei tarvitse olla praktiliselt 
teostatav.
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i l  fy» ■ ix  (fy* + я

3 ix fy' + (нх fz' ) ‘/'у + fz'( х̂у + У̂У у,)* 

võime Euleri võrrandi esitada kujul

(6) fу “ il  fy  + ^fz " i l  fz ' ) ^ y  * °*

Tundmatust funktsioonist vabanemiseks diferentseerime

samasust

^( » »  -y*W**y)) s  о

У järgi,

^ y  ♦ = °*

ja asendame väärtuse võrrandisse (6). Siis jõuame võr­

randini

«> fy - s V  #
Z

Ollee tähistanud

f» • •al tz'
- M x ) ,

saame seosest (7) kaks võrrandit

f ♦ X(x) V  - <з| f , = 0,
(8 ) j j

f2 ♦ X ( X ) V Z -*§  f,, = 0 .

Täpselt sama tulemuse saame, kui kirjutame välja funktsio­

naali
b

(9) ( ( f(x, y, z, y*, z') ♦ X ( x ) ^ ( x ,  y, s) ] dx * 

a b

- I «(*» У» z . y ’i z’)dx 

а

ekstreemumi tarvilikud tingimused.

Seega võib variatsioonülesande {(3), (4)} ekstreemumi 

tarviliku tingimuse saada sel teel, et moodustame funktsioo- 

g(x, y, z, y ' f z') = f(x, y, z, y', z') + x(x)<?(x, y, z) 

ja kirjutame funktsionaali (9) jaoks välja Euleri võrrandite
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süsteemi

Sy ” cl «у * °>

sz -  Ш  sz’ “ °-

See süsteem osutubki süsteemiks (8). F u n k t s i o o n  A ( x )  on esi­

algu määramata. Lahendades süsteemi (8) koos seosega (4) 

saame määrata kolm tundmatut funktsiooni y(x), z(x) ja X ( x ) .

Sama meetod on rakendatav variatsioonülesande {(l), (2)j 

korral. Siis tuleb moodustada funktsioon

e - t *  2 Z A i ( x ) ^ i
isi

ja kirjutada välja funktsionaall 

b

G = J g(x, ух, ..., yn f •••» Уд)dx 

а

ekstreemuml tarvilikud tingimused. Euleri võrrandite süsteem 

ву̂ ~ дт* gy£ “ 0, i s i ,  2, •••t n ,

koos seostega (2) võimaldab määrata n + m  tundmatut funkt­

siooni

У]/*)» •••»Уц(х)» » •••»■ '^'m(x ) •

Sealjuures rajatingimused, mis ei tohi olla vastuolus seos­

tega, võimaldavad Euleri võrrandite süsteemi üldlahendis 

määrata üldiselt 2n suvalist konstanti. Nagu juba eespool 

mainitud, ei peatu me esitatud väite tõestusel üldjuhul.

llärgime samuti tõestuseta, et Lagrange1 i meetod on 

kasutatav ka juhul, kui seosed on antud diferentsiaalvõrran­

di tena

^i(x, y lt •••» Уд, y£* •••» Уд) = 0, i s 1, ..., m.

Näide. Punktid A(x0 , yQ , zQ ) ja b C x ^  yx , z^) asuvad

pinnal <?(x, y, z) = 0. Leida kõver, mis asub pinnal, läbib 

punkte А, В ja mille kaare pikkus A  ja В vahel on lühim. See 

on geodeetiliste joonte probleem, mille sõnastasime juba

2. paragrahvis.
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Antud juhul tuleb leida funktsionaali 

x.

S = j V l  + У'2 + z'2 dx

miinimumkoht lisatingimusel

(10) У, z) = 0.

Moodustame abifunktsionaali

F = \\yjl + y ’2 + z'2 + Л(х) <?(x, y, z) j dx 

x o

ja kirjutame välja Euleri võrrandid koos seosega (10):

• M  x ) 9* - -jl -■-■■■ ■ •_ = 0 

y V l  + y '2 ♦ Z’ 2
I

j г г =° 
v i  + у,г + z 1

^(x, y, z) = 0 

Siit saab konkreetse pinna korral leida funktsioonid y(x), 

z(x) ja X(x). Üldjuhul võimaldab see süsteem määrata geo­

deetiliste joonte omaduse: joone peanormaal ühtib pinna nor­

maaliga (vt.f7)).

§ 19. I s o p e r i m e e t r i l i s e d  

ü l e s a n d e d

1. Tarviliku tingimuse tuletamine. Isoperimeetriliste 

ülesannete all mõistetakse järgmist tüüpi variatsioonüles- 

andeid:

KÕigi kõverate у = y(x) seast, mis läbivad punkte 

A(a, c), B(b, d) ja mille puhul integraal

b

(1) G(y) = j g(x, у, у')dx

а

omandab etteantud väärtuse s, leida kõver," mis annab inte-
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b

(2) F(y) = J f(x, y, y')dx

a

ekstremaalse väärtuse. Isoperimeetrilise ülesande nimetus 

tuleneb seda tüüpi põhilisest ülesandest: leida kinnine kõver, 

mis antud pikkuse s juures piirab suurima pindala (vt. § 2, 

punkt 2).

Sõnastatud ülesande saab taandada eelmises paragrahvis 

vaadeldud ülesandele. Selleks toome sisse uue tundmatu funkt­

siooni z(x), tähistades

x

z(x) = У» y')dx.

a

Siis z(a) = 0 ja z(b) = s. Sealjuures z'(x) = g(x, y, y ’) 

ehk

g(x,y»y') - z' = 0 .

Saime seose diferentsiaalvõrrandina. Edasi tuleb moodustada 

funktsioon

k (x > У» z » У', z ') = f(x, y, y') -A.(x)(z’ - g(x, y, y')) 

ja kirjutada välja Euleri võrrandid funktsionaali 

b

j k(x,y,z,y',z ')dx 

a

jaoks. Saame

fy + * U ) g y  - -g|[fy . + M x ) g y , ]  = 0,

(3) = °-

Teisest võrrandist leiame, et X(x) = X = const, esimene 

võrrand on. aga Euleri võrrandiks funktsionaalne 

b

(4) J (f + *g)dx.

a

Seega taandub isoperimeetriline ülesanne funktsionaali

(4) ekstreemumi leidmisele, kusjuures ekstremaalid saame

graalile
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funktsionaali (4) Euleri võrrandist

(5) fу + Xgy - -gl [ fyt + Л«у.] 0,

mis ühtib süsteemi (3) esimese võrrandiga. X  määramiseks 

tuleb kasutada lisatingimust G(y) = s.

Näide. Leida tasandiline 

kõver, у s y(x), mis läbib punkte 

A(a, e) ja B(b, d), millel on 

antud pikkus s ja mis koos 

antud kõveraga у = f(x) piirab 

maksimaalse pindala (joonis 19). 

Tuleb leida funktsionaali 

b

S = 1 031Joonis 19.

maksimum rajatingimustel

y(a) = c,

ja lisatingimusel

b

y(b)

о
1 + у1 dx = s.

Moodustame abifunktsionaali 

b

|(y - f(x) + x V l  + y'2)dx 
a

ja tema Euleri võrrandi

0.

Integreerimisel saame



■ ' V x 2 . (X . Cl)* ’

У - + V Ä 2 - (x + Cl)2 - C2 ,

(y + C2)2 + (x + C1)2 * \ 2 .

Saime ringjoonte parve. Konstantide C^, C 2 ja X  määramiseks 

on rajatingimused ja lisatingimus. Viimane omandab peale y' 

asendamist kuju

b

Г I M  dx
J ~/ o —  - « s ,

a V x 2 - (x ♦ 0l)2 

mis annab |\| ja suhtes transtsendentse võrrandi.

2. Duaalsuse printsiip. Eeldame, et võrrandis (5) A. £ 0. 

Kui X  = 0, siis oleks tegemist üleliigse lisatingimusega,sest 

sel juhul tingimus G(y) = s ei mõjusta mingil määral funkt­

sionaali (2) ekstreemumit. Jagame võrrandi (5) X-ga läbi ja 

tähistame я Хд_. Siis võib võrrandi esitada kujul

sy + A ify " -ai [ v  + A ify*]= °*

See aga pole midagi muud. kui Euleri võrrand funktsionaalne 
b

J (g + AjfJdx.

а

Saadud funktsionaali ekstreemumi leidmist võib tõlgendada kui 

funktsionaali (l) ekstreemumi leidmist lisatingimusel, et 

F(y) = const.

Viimast ülesannet nimetatakse esialgse variatsioonüles­

ande duaalseks ülesandeks-. Et Euleri diferentsiaalvõrrandi 

korrutamine konstantse teguriga ei muuda tema lahendeid,siis 

võib öelda, et duaalsetel ülesannetel on samad ekstremaalid. 

Ekstremaalide leidmise seisukohalt on seega täiesti ükskõik, 

kas leiame funktsionaali (2) ekstreemumi lisatingimusel, et 

funktsionaal (l) omandab etteantud väätftuse või funktsionaali 

(l) ekstreemumi lisatingimusel, et funktsionaal (2) omandab

Л. t u,

15.
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etteantud väärtuse. Sellist omadust nimetatakse duaalsuse 

printsiibiks. Duaalsete ülesannete näiteks võib olla ühelt 

poolt antud pikkusega kinnise kõvera poolt piiratud maksimaal­

se pindala leidmise ülesanne ja teiselt poolt antud suurusega 

pindala piirava lühima•pikkusega kinnise kõvera leidmise üles­

anne.

VII. v a r i a t s i o o n a b v ü t u s e  

O T S E S E D  M E E T O D I D

§2 0 . O t s e s t e  m e e t o d i t e  

m õ i s t e  j a  p õ h i i d e e

Seni lahendasime variatsioonülesandeid sel teel, et taan­

dasime nad diferentsiaalvõrranditele või nende süsteemidele 

(tavaliselt rajaülesannetele). Sellist meetodit variatsioon- 

ülesannete lahendamiseks nimetatakse mõnikord klassikaliseks 

meetodiks. Sealjuures taandub funktsinaali statsionaarse väär­

tuse olemasolu küsimus vastava rajaülesande lahenduvuse küsi­

musele. Kui rajaülesanne on praktiliselt lahendatav, siis saab 

funktsionaali statsionaarse punkti leida ja edasi juba kindlaks 

määrata, kas seal esineb ekstreemum või mitte. Kui meil ei 

Õnnestu aga näidata saadava rajaülesande lahendi olemasolu, 

jääb ka variatsioonülesande lahenduvuse küsimus lahtiseks. Siin 

on kohane meenutada, et Euleri diferentsiaalvõrrand ja tema 

üldistused, millele variatsioonülesanded taanduvad, on lõpli­

kul kujul lahendatavad vaid erandjuhtudel, enamikus nõuavad 

nad ligikaudsete meetodite kasutamist. Seepärast on loomulik 

püüda variatsioonülesannet lahendada otseselt, ilma diferent­

siaalvõrrandite abita. Variatsioonülesannete lahendusmeetodeid, 

'■'is ei nõua diferentsiaalvõrrandite lahendamist, nimetataksegi

- 114 -



seepärast otsesteks meetoditeks. Otsesed meetodid annavad 

küll variatsioonülesande ligikaudse lahendi, kuid võimaldavad 

seda arvutada iga etteantud täpsusega.

On välja töötatud mitmeid otseseid meetodeid, kuid kõik 

nad põhinevad ühel ja samal üldisel ideel, mis seisneb järg­

nevas.

Vaatleme konkreetsuse mõttes funktsionaali F(y) miinimu­

mi leidmise ülesannet. Funktsionaali määramispiirkond, s.t, 

lubatavate funktsioonide hulk olgu G. Selleks et ülesandel 

oleks mõtet, tuleb eeldada, et hulgas G eksisteerivad funkt­

sioonid y(x), mille korral F(y) <  + oo , ja et 

inf F(y) = jj, > -oo .

Siis alumise raja definitsiooni kohaselt eksisteerib selline 

funktsioonide jada (yn (x)} , mida nimetatakse minimiseerivaks 

jadaks, et

lim F(y ) = u., 
n-*oo

Kui hulgas G leidub piirfunktsioon y*(x) = lim y^Cx) ja kui
n-*~

osutub lubatavaks piirile üleminek funktsionaali märgi all, 

s.o.

(1) lim F(yn ) = F(lim yn ) = F(y* ),

siis

Г (у *  ) = Л »

s.t. piirkõver on vaadeldava ülesande lahendiks. Minimiseeri- 

va jada liikmeid võib vaadelda kui variatsioonülesande ligi­

kaudseid lahendeid.

Seega variatsioonülesande lahendamine otsese meetodiga 

koosneb järgmistest etappidest;

1) konstrueeritakse minimiseeriv jada (yn (x)j »

2) tõestatakse, et sellel jadal on vaadeldavas hulgas 

olemas piirfunktsioon y*(x);

3) tõestatakse piirprotsessi (l) lubatavus.

Märgime siinjuures järgmist.

1. Minimiseeriva jada konstrueerimine on alati võimalik, 

kui vaid inf F(y)>-°o. Erinevad otsesed meetodid erinevad 

üksteisest peamiselt minimiseeriva Jada valiku poolest. Mini-
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miseeriva jada konstrueerimise üldine i‘dee seisneb selles, 

et funktsionaali ei vaadelda kõikide lubatavate funktsioonide 

hulgal, vaid lõplikust arvust parameetritest sõltuvate kind­

lat tüüpi funktsioonide hulgal. Sealjuures kehtib nõue, et 

parameetrite arvu suurendamise ja parameetrite sobiva vali­

kuga peab saama kuitahes hästi aproksimeerida iga lubatavat 

funktsiooni. Kui parameetrite arv n fikseerida, siis funkt­

sionaal muutub vaadeldavat tüüpi funktsionaalidel parameet­

rite funktsiooniks. Tema ekstreemumkohti võib leida matemaa­

tilisest analüüsist tuntud meetoditel. Niiviisi saame para­

meetritele konkreetsed väärtused ja leiame ühtlasi minimi- 

seeriva jada n-nda elemendi.

2« Kuigi minimiseeriva jada saab konstrueerida iga 

variatsioonülesande korral, ei pruugi piirfunktsioon vaadelda­

vas hulgas eksisteerida« Võtame näiteks funktsionaali 

1

F(y) = J x 2y'2dx, y(-l) = -1, y(l) = 1,

-1

mis omandab vaid mlttenegatiivseid väärtusi, kusjuures 

inf F(y) = 0.

Minimiseerivaks jadaks võib siin valida ruumist С'С -1, l] 

funktsioonide jada

(2) у (x) » - - Ctan' —  , n - 1,2......
arctan n

Tõepoolest, kui n-*- oo t siis

1

S
-1

\ С n 2x 2dx

ГСУп) = 1 (1 ♦ A V a r c t a A  *

^  1 f dx
<- ------- n-- \ ------rj— H =

arctan^n "г 1 + n^x

Kuid

arctan n 1 + n x n arctan n

1, kui x >  0, 

lim yn (x) = { 0, kui x = 0,

0.

П-*ао
-1, kui x <  0;

-  116 -



seega funktsioonide jada (2) piirväärtus ei kuulu ruumi 

С' [ -1, l] ja isegi mitte ruumi С [ -1, ll#

3. Küsimus piirprotsessi (l) lubatavusest juhul, kui 

koonduvust yn — *y* mõistetakse ruumi С meetrika mõttes 

(s.o. Цуь - у*Ц = max \ yn (x) - y*(x)|-*0), pole samuti trivi­

aalne, sest kõik funktsionaalid pole pidevad ruumis C. Viimane 

asjaolu tähendab aga seda, et üldiselt F(y*) ф /и = lim F(yn ). 

Märgime, et funktsionaali pidevus pole võrduse (l) kehtivu­

seks siiski tarvilik. Piisab, kui funktsionaal on alt pool­

pidev. Ütleme, et funktsionaal F(y) on alt poolpidev, kui iga 

positiivse arvu £ jaoks eksisteerib teine arv S >  0, nii et 

iga h  puhul, mis rahuldab tingimust Hh\\4 5 , kehtib võrra­

tus1

(3) F(y + h) - F(y) >

Olgu F(y) alt poolpidev. Siis ühelt poolt

F ( y * ) ^  lim F(y ) = inf F(y) 
n-*®o

ja teiselt poolt küllalt suure n korral 

F(yn ) - F ( y *)>-£,

millest

F(y*) £  lim F(yn ) + € .

£ suvalisuse tõttu saame viimasest võrratusest 

F(y*) £  lim F(yn ) 

ja seega kehtib võrdus (l). Funktsionaali maksimumi leidmisel 

on võrduse (l) kehtivuseks piisav, et funktsionaal oleks 

ülalt poolpidev.

§ 21. E u l e r i  d i f e r e n t s m e e t o d

Vaatleme lihtsaimat funktsionaali 

b

(l) F(y) = £ f(x, y, y ’) dx

а

^ Juhul kui võrratus (3) asendada võrratusega F(y + h) - 
-F(y)-^ £, saame ülalt poolpideVa funktsionaali defi­
nitsiooni. Funktsionaal on pidev parajasti siis,kui ta on 
poolpidev nii alt kui ka ülalt.
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rajatinglmustel y(a) = с, y(b) = d. Euleri idee seisneb sellea, 

et funktsionaali F(y) väärtusi ei vaadelda mitte suvalistel 

lubatavatel kõveratel, vaid ainult murdjoontel, mis on moodus­

tatud n lülist, kus n on etteantud naturaalarv. Tippude abst- 

slssid

* 0 a a * xl* x 2* *** * ^ - 1 »  zn = “ 

võetakse kenstantse sammuga 4 x  = ^ ~ —  (Joonis 20). Sellistel 

murdjoontel muutub funktslonaal F(y) murdjoone tippude ordi- 

naatide yx , y 2 .....ya-1 funktsiooniks ^ ( y lf y 2 , y ^ ) »

sest koos rajatingimustega 

määravad need ordinaadld 

murdjoone täielikult.

Valime y^, y 2 ,..., УЕ_^ 

selliselt, et funktsioon

С̂ у1 ,у 2 ’ * '*  Уп-l) saavutaks 
ekstreemumi, s.t. määrame 

nad Järgmisest võrrandi­

süsteemist:

Joonis 20.

щ  5

7><P

0,

= 0.

Kui minna piirile n —► «э f siis teatud lisatingimustel funkt­

siooni f kohta, saame variatsioonülesande täpse lahendi. Kui 

me aga piirile üleminekut ei teosta, siis saame ligikaudse 

lahendi, mis on üldiselt seda täpsem, mida suurem on n.

Vaatleme, kuldas näeb Euleri meetodi rakendamine välja 

tegelikult, iiurdjoontel omandab funktslonaal (l) kuju 

b

[ *(xt У, y')dx =» 

а

n-1 x. . 

xk
k=0

- S T — )
dx
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Peale integreerimist saamegi funktsiooni muutujatest

У1» У2»»»**УП» Siin võib aga ka integreerimisest loobuda ja

asendada integraali integraaleummaga

n-i

У*» 9,Су1 ,у2 »***»Уп-1^

Arvestades, et saadud summas sõltub muutujast y^ vaid kaks 

liiget, kirjutame välja funktsiooni <f ekstreemumi tarviliku 

tingimuse:

f y ( * k » Ук» “ Т Г 5 ----------)&x -  f y * ( x k» Ук» ------ “ ) +

♦ ^у«(х1с_1 » Ук«1» — 2Jx— 0 (к * I» ...» n-l).

Peale jagamist Дх-ga saame

Ук ** ) -

~"г г [^'(хк’ yk* ~ & r )  -  Ук-l« Дх*~'~)) * 0

ehk lühidalt

/ Л УъЛ A  fvt
^  ^УЧк* Ук* 'S *  / s О ( к в 1, ..., п-1)

Kasutades rajatingimusi võime viimase süsteemi lahendamisel 

määrata otsitavad ordinaadid y^, y 2 , •••#Уп„1 Ja leida selle­

ga murdjoone, mis võib olla vaadeldava variatsioonülesande 

ligikaudseks lahendiks.

Euleri meetod on kasutatav ka teiste funktsionaalide 

korral, samuti fikseerimata rajapunktidega variatsioonüles- 

annete lahendamiseks.

Diferentsmeetodit rakendas Euler oma uurimuste esialgsel 

perioodil* Hiljem, kui tal õnnestus variatsioonülesannet 

taandada diferentsiaalvõrrandile, jäi see meetod tagaplaani­

le. Alles nõukogude matemaatikud Ljusternik, Petrovski jt. 

võtsid umbes 30 a. tagasi Euleri meetodi uuesti kasutusele.

Märgime lõpuks ära järgmise huvitava asjaolu. Eeldame, 

et funktsioonil f(x, y, y') on olemas pidevad osatuletised
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fy Ja fy, ning fyt(x» y(*)f У'(х)) on diferentseeruv x Järgi.

Kui laseme n-»°o, eiie Дх-*0 ja võrrandisüsteem (2) asendub 

Euleri diferentslaalvõrrandlga

fy ’ з§ V  “ 0 •

§ 22. R i t z i  m e e t o d

Шоке kõige enam kasutatavaks otseseks meetodiks on 

Ritzi meetod, mis seisneb järgnevas. Olgu antud funktsionaal 

F(y) määramispiirkonnade G mingis lineaarses normeeritud 

(funktsionaal-)w ruumis X. Valime ruumis Z jada

(1) Vg» •••» •••

nii, et lineaarsed kombinatsioonid

(2) ya e<^ 0 ' f c l ^ l  + c 2 ^ :>2'*‘***'f c n ĉ n  

kuuluksid funktsionaali F(y) määramiepiirkonda (oleksid tema 

lubatavateks funktsioonideks). Jada (l) nimetame koordlnaat- 

jadaks ehk koordinaatfunktsioonide jadaks ja eeldame, et ta 

on täielik hulgas G, s.t. et lineaarsete kombinatsioonidega 

kujul (2) saab funktsionaali F(y) iga lubatavat funktsiooni 

kuitahes hästi aproksimeerida ruumi Z meetrika mõttes. Funkt­

siooni у 6 G kuitahes hea aproksimeerimlse all me mõistame 

seda, et vastavalt igale positiivsele arvule £ leidub natu- 

raalarv n ja konstandid a^, a 2 , ..., an , nii et Ц у - уаЦ<б,

n
kus yn = 2 3  а + Чо norm on vaetud ruumis I.

kai k k
Eeldame, et funktsionaalil on olemas parajasti üks miini - 

mum, mis realiseerub lubatavate funktsioonide hulgal, ja püs­

titame ülesande: antud n  korral valida kordajad (к ■ 1,2,.. 

•••, n) nii, et funktsionaali väärtus lineaarsel kombinatsi­

oonil (2) oleks võimalikult välke. See on aga n muutuja 

funktsiooni

(3) F( +■ * 1 ^ 1  ■*■••• + ® n ^ n ^  * c2 •••» cn^ 
»■мтНчтвИ leidmise ülesanne, mille lahendamine on põhimõtteil*
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selt märksa lihtsam kui funktsionaali F(y) ян j mnmi leidmine 

ja mille lahendamiseks võib kasutada matemaatilist analüüsist 

tuntud meetodit. Seega saame iga n jaoks vastava miinimumi 

On selge, et

/^1 ^  ‘ ž  ^ /^ n + 1 ž  а

sest esimese n + 1 funktsiooni lineaarsete kombinatsioonide 

hulgas sisalduvad ka esimese n funktsiooni kõik lineaarsed 

kombinatsioonid.

Küsime, mis tingimustel on Ritzi meetodil konstrueeritav 

jada {Уд} minimiseerivaks jadaks. Vastuse annab järgmine teo­

reem.

Teoreem. Kui funktslonaal F(y) on pidev (ruumi X meetri­

ka mßttes) ja tal on parajasti üks miinimum f* ning koordi- 

naatfunktsioonlde jada (1) on täielik, siis 

lim u n a .
П -+00

Tõestus. Olgu y* 6  G element, millel funktslonaal F(y) 

saavutab miinimumi, ja olgu £ > 0  vabalt valitav reaalarv. 

Funktsionaali F(y) pidevuse tõttu ruumis X leidub niisugune 

reaalarv 6 >  .0 , et

(4) 1 F(y) - F(y*)l < С ,
niipea kui 11 у - y*ll<<5. Lineaarsete kombinatsioonide (2) seas 

leidub selline, märgime teda yn , et

II yn  - 7*11 *  <5 •

Siis võrratuse (4) tõttu

y (yn ) *  Л +  C •

Kui nüüd y *  on lineaarne kombinatsioon, millel funktsioon
* n

(3) saavutab miinimumi antud n puhul, siis 

F(yJ) £  F(yn ) *  /* +  £. .

6  suvalisuse tõttu saame siit

lim F(y*) ш j/, ш F(y*).

Teoreem on tõestatud.

16.
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See teoreem on rakendatav näiteks funktsionaalne 

b

(5) ' F(y) = J f(x, у, у')dx,

а

kui teda vaadelda ruumis C'[a, b}, sest selline funktsionaal 

on pidev ruumis C' (eeldusel, et funktsioon f(x, y, y') on 

pidev).

Märgime, et jada täielikkuse nõue, mis esineb teo- 

reemis, on printsipiaalse tähtsusega. Kui see pole täidetud, 

võib Ritzi meetodi rakendamine vila jämeda veani: küllalt 

suure n puhul võivad tulemused erineda tugevasti täpsest 

lahendist. Kui tahame leida funktsionaall (5) ekstreemumlt 

rajatingimustel

y(a) = c, y(b) * d, 

siis võib funktsiooniks valida

<jP(x) - с ♦ (i - •),
b - а

ülejäänud коordlnaatfunktsioonideks aga võtta näiteks 

<^(x) = (x - a)k (x - b) (k = 1, 2 ...)

või

<Pk (l) = ein Щ \ - £  .

Saab näidata, et nii valitud jada |^n (x)} on täielik.

Kuigi teoreem kindlustab minimiseerivale Jadale (y£} 

vastavate funktsionaali väärtuste jada (у*)^ = { ^ ^ k o o n ­

dumise funktsionaali miinimumiks ju = FCy*) ja sealjuures 

üsna vähestel eeldustel, ei saa välta, et samadel tingimustel 

minimiseeriv jada koonduks funktsiooniks y*, mis selle miini­

mumi realiseerib. Nii nagu teiste otseste meetodite korral, 

võib minimiseeriv jada ka Ritzi meetodi puhul olla lubata­

vate funktsioonide hulgas piirväärtuseta. Ritzi meetodil saa­

dava jada (Уд) koonduvuse ja vea || у* - у*Ц hindamise küsimu­

sed, mis on meetodi rakendamisel olulise tähtsusega, on võrd­

lemisi keerukad. Need küsimused on põhjalikumalt läbi uuritud 

mõnedel lihtsamatel juhtudel, eriti aga ruutfunktsionaali ja 

funktsionaali
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F(y) “ [ [ p(x)y»2 + q(x)y2 + 2r(x)y]dx 
a

puh ul, mida vSib vaadelda ruutfunktsionaali Ja lineaarfuhkt- 

aionaa li summana. Märgime, et seda tüüpi funktsionaali korral 

on Ritzi meetodi rakendamine ka suhteliselt lihtne, sest vSr- 

randisüsteem

*()Ф n Иф _ Ъф 
T c J  = °» T c J  = 0 ......  Тс; = °»

konstantide с̂ , с2 , cß määramiseks tuleb siis lineaarne1 .

Ühtlasi on variatsioonülesanded, mis sisaldavad ruutfunktsio- 

naali, üsna tähtsad, sest neile taanduvad paljud matemaatilise 

füüsika ülesanded.

Näiteks, kui funktsionaalis (6) on p(x) pidevalt dife­

rentseeruv, q(x) ja r(x) on pidevad ja p(x) У О, q(x) ^  0 

lõigul [a, b], siis F(y£) F(y*) ja kehtib hinnang2

a“ b 1 y*(l) * 7“(l>'4 V  mln'pU) V  Г(у;) - *■(/),

millest nähtub, et y*(x) — ► y #(x). Kui koordinaatfunktsioonid 

valida ette Juba konkreetselt,1 siis võib saada ka konkreetse­

ma hinnangu.

Näide. Leida Ritzi meetodil variatsioonülesande

1

F(y) * J (У*2 “ У2 - 2*y) d*» У(°) ■ У̂1) ■ 0
0

ligikaudne lahend.

Valime koordinaatfunktsioonideks 

^ 0(x) s  О, ^ k (x) • xk (l - x), к я 1, 2, ...;

^ariatsioontilesannet ruut funktsionaali ekstreemumi leidmi­
seks nimetatakse lineaarseks variatsioonülesandeks, sest 
ka vastav Euleri võrrand xuieb lineaarne.

2Eeldatakse koordinaatfunktsioonide jada täielikkust ruumi 
C'[a,b] kuuluvas määramispilrkonnas G.
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siis

yn (x) ш x(l - x)(cx + CgX + ... ♦ ^ x 11"1).

Leiame ligikaudse lahendi juhul, kui n *= 2.

Nüüd

y 2 (x) » x(l - x)(ex + CgX) - (x - x 2)cx + (x2 - x 3)c2 ,

У2(х) « (1 - 2x)cx + (2x - 3x2)e2 .

Funktsioonidel y 2 (x) muutub F(y) Ja c2 funktsiooniks:

1

ф(сх, e2) - J [(1 - 2x)2c2 + 2(1 - 2x)(2x - З*2)«:^ ♦

О

+ (2x - 3x2)2c2 - x 2 (l - x)2c 2 - 2x2 (l - -

- x4 (l - x)2c| - 2x2 (l - x)cx - 2x3(l - x)c2 ] dx 

ja tingimused
7>Ф 0 0
T c J  “ °' l c ^  * 0

omandavad kuju

2kc^ + 2Bc2 - 2D « 0,

2Bc1 ♦ 2C c 2 - 2E с 0,

kus

А - ( [(1 - 2x)2 - (x - x 2)2 ]dx = ^  ,

0

В = J [ (1 - 2x) (2x - 3x2) - (x - x 2) (x2 - x 5)] dx «

0

С - J [ (2x - 3x2)2 - (x2 - x 5)2 ]dx » ^  ,

0

1

D - J (x2 - x 3)dx -

0

0
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7
Л

Peale arvutuste teostamist saame

C1 * 355 c2
Seega ligikaudseks lahendiks on

У2̂ х) m + T l  *

Vaadeldud lihtsal juhul saab leida ka täpse lahendi, mis on 

järgmine

7 - f n n ;

Kui võrrelda mõnedes punktides ligikaudset ja täpset lahendit, 

siis saame järgmised tulemused:

X y*(x) yj(x)

0,25 0,0440 0,0441

0,50 0,0698 0,0694

0,75 0,0б 01 0,0601

§ 23. K a n t o r o v i t S i  m e e t o d

Vaatleme funktsionaali F(z), kus z on n muutuja funkt­

sioon,

Z =  Z ( x l f  X g ,  •••» x n ) .

Ka koordinaatfunktsioonid on nüüd n muutuja funktsioonid,

“ ^c^x i» x 2 •••* xn>*

Ritzi meetodi rakendamisel tuleks ligikaudset lahendit otsida 

*njul m

(l) + ° k^k^xl» *1^ *

kus (к * 1, ..., m) on konstant. Kontorovitii meetid eri­

neb Ritzi meetodist selle poolest, et konstantide asemel 

on nüüd ühe muutuja funktsioonid и (̂хА), mis tulevad üles­

ande lahendamise käigus määrata. Seega otsitakse ligikaudset 

lahendit kujul



kus 1 on üks indeksitest 1, 2, ..., n. Funktsioonidel (2) 

muutub funktsionaal F(z) funktsionaaliks

F(u^(x^), Ug(x^), ...» Ujjj(x^) ),

mis sõltub m ühe muutuja funktsioonist. Funktsioonid

^ ( x ^ , u ^ C x ^  valitakse nii, et funktsionaal F saavu­

taks ekstreemumi. Viimane ülesanne on põhimõtteliselt liht­

sam kui esialgne, sest ta taandub harilike diferentsiaal­

võrrandite süsteemi lahendamisele (vt. § 13), kuna esialgne 

variatsioonülesanne nõuab osatuletistega võrrandi lahendamist 

(§ 16). KantorovitS nimetaski oma meetodit harilikele dlfe- 

rentsiaalvõrranditele taandamise meetodiks.

Kui teostada üleminek piirile m-*oo, siis teatud eeldus­

tel võib saada esialgse ülesande täpse lahendi} kui piirile 

mitte minna, saame ligikaudse lahendi. Kantorovltši meetodil 

saadud ligikaudne lahend on sama liikmete arvu ja samade koor- 

dlnaatfunktsioonide juures enamasti märksa täpsem kui Ritzi 

meetodil leitud ligikaudne lahend. See on tingitud asjaolust, 

et funktsioonide klass (2) on tunduvalt laiem kui funktsioo­

nide klass (l).

Käsitleme üksikasjalikumalt erijuhtu, kus 

b g 2( *)

f (x » У» *» -jf» dydx

Integreerimisplirkonnaks D on siin 

üldiselt piirkond, mis on piiratud, 

sirgetega x » a, x » b ja kõverate­

ga у = Sx (x)» У “ g2 (x)(joonis 21). 

Piirkonna D rajajoonel olgu funkt­

siooni z(x, y) väärtused ette antud. 

Valime täieliku koordinaatfunkt- 

sioonide jada

y)» ^(x. y)» ...» 9^(x, y)',...

Piirdudes selle jada m+1 esi­

mese elemendiga, otsime variat­

sioonülesande ligikaudset lahendit kujul
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m 

(3) *и^х» У̂ * % 1 * 9  у) + Z Z  u ^ x )  ^ к(х, у). 

Peale asendamist saame

b g g C * )  -ftz  -jj

г(аш(х» У)) - J dx J f(x, y, zm (x,y)f ^ 5 ,  - J ü ) d y .

* вх(х)

Et integraalialune funktsioon f on nüüd у suhtes täielikult 

määratud, siis integreerime у järgi Ja jõuame funktsionaali- 

nl

b

y(*m (x)) « ^ ( x ) ,  ..., u ^ x ) ,  u£(x), ..., u^(x))dx.

Viimase funktsionaali ekstreemumi tingimustest

(4)

(̂ u1- з£ ^u* * 0

* 0

saamegi määrata funktsioonid u ^ x ) , ..., u ^ x ) .  Konstandid 

süsteemi (4) üldlahendis määratakse nii, et zffl(x, y) rahul­

daks sirgetel x = a, x » b antud rajatingimusi. Rajatlngl- 

mused kõveratel у = g^Cx), у « gg(x) rahuldatakse koordinaat- 

funktsioonide valikuga. Avaldis (3) rahuldab nimetatud kõve­

ratel antud rajatingimusi, kui neid rajatingimusi rahuldab 

У0(х, у), kuna kõik ülejäänud koordinaatfunktsioonid rahul­

davad homogeenseid rajatingimusi

<Рк(х, gx (x)) = ^ ( x ,  g 2(x)) =  0.

§ 24. V a r i a t s i o o n m e e t o d i t e  

r a k e n d a m i n e  d i f e r e n t s i a a l ­

v õ r r a n d i t e  l a h e n d a m i s e k s

Variatsioonarvutuse otseseid meetodeid kasutatakse laial­

daselt diferentsiaalvõrrandite ligikaudseks lahendamiseks.

Kui õnnestub näidata, et vaadeldav diferentsiaalvõrrand on
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mingi funktsionaali Euleri võrrandiks,1 siis saame diferent- 

siaalvõrrandi lahendamise taandada selle funktsionaali eks- 

treemumkoha leidmisele. Funktsionaali ekstreemumkoha (s.t. 

eketremallseerlva funktsiooni) võime aga leida mingil otse­

sel meetodil. Lihtne on nähay et kui diferentsiaalvõrrand 

rahuldab mingeid rajatingimusi, elle samu rajatingimusi peab 

rahuldama ka saadav funktsionaal. Näiteks taandub rajaväär- 

tusülesanne

(1) - (p(x)y’) + q(x)y - -r(x), y(a) « c, y(b) « d,

§-s 22 vaadeldud funktsionaall 

b

(2) F(y) = J [ p ( x ) y’2 + q(x)y2 + 2r(x)y]dx

а
ekstreemuml leidmisele samadel rajatlnglmustel, sest võr­

rand (l) on funktsionaali (2) Euleri võrrandiks. Arvestades 

seda, võime öelda, et § 22 lõpul me leidsime Ritzi meetodil 

ühtlasi rajaväärtusülesande

y- ♦ y* = -x, y(0) « y(l) - 0 

ligikaudse lahendi.

Kasulik on märkida, et iga lineaarne II järku harilik 

diferentsiaalvõrrand osutub Euleri võrrandiks funktsionaalne 

tüüpi (2). Selleks on küllaldane näidata, et iga lineaarset 

võrrandit

(3) - p(x)y* - s(x)y' ♦ <l(x)y - -r(x) (p(x) fi 0) 

saab viia kujule (l). Korrutame võrrandit (3) teguriga

(4) «Р  \

а

kus exp u  = eu . Tulemuseks saame

Kaeselevas paragrahvis mõistame Euleri võrrandi all 
ka tema üldistusi, millele taandub V  peatükis vaa­
deldud fsmktsienaalide ekstreemuml leidmine.
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d
35 [ p (exp \ ~  'f"2 ' ^ j y * ]  + l(exP J S- -p"^- dx] У

а

S ^ a x ,

X

r exp

а

mis ongi võrrand kujul (l). Saab näidata, et iga teist järku 

diferentsiaalvSrrand y" * ^P(x, y, y') on teatud funktsio- 

naali

(5) У» У’) dx

Euleri võrrandiks (vt. näit. [4], lk. 179), kuid funktsio­

naali (5) konstrueerimine on üldjuhul seotud juba raskuste­

ga.

Ka osatuletistega võrrandite puhul on rajaülesanded 

taandatavad funktsionaali miinimumi leidmisele. Vaatleme 

näiteke ülesannet: leida piirkonnas D Poissoni võrrandi

ё  * $  ■г(ж* y> 
lahend, mis omandab piirkonna D rajajoonel S etteantud 

väärtused. See ülesanne taandub funktsionaali

F(*(x,y)) - \ J ( ( t | ) 2 + [-Щ)2 + 2zr(x,y)]dxdy

D

mi jni Hmmi leidmisele samadel rajatingimuetel, sest viimase 

funktsionaali Euleri-Ostrogradski võrrand osutubki Poissoni 

võrrandiks.

Märgime lõpuks, et antud võrrandi järgi võib funktsio­

naali konstrueerida ka mõnel teisel viisil, s.t. võrrand ei 

tarvitse olla tingimata funktsionaali Euleri võrrandiks. 

Näiteks võib ülesande (1) ehk

Ly + r ■ 0, y(a) = c, y(b) » d,

kus

Ly = - -jj* (py’) + qy, 

lahendamise taandada ka funktsionaalide

17.
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j (by + r)2 dx,  ̂ а(х) ( Ly + г)2 dx

а а

miinimumi leidmisele samadel rajatingimustel, kus a(x) on 

mingi positiivne funktsioon. Täpselt samuti võib toimida ka 

üldisemat tüüpi võrrandite puhul.

Variateioonmeetodite põhjalikuma käsitluse võib leida 

näiteks monograafias [9].

Näide. Leida Poissoni võrrandi

'b2z + b 2z m _ 1 

Их2 b y 2

pidev ligikaudne lahend kolmnurkses piirkonnas D, mis on pii­

ratud sirgetega

У = - x, x = b,

kusjuures otsitav lahend peab sirgetel у = - — тр x võrduma

nulliga, aga sirgel x = b rahuldama tingimust

(6) z(D, y) = (y2 - | !  )

Vaadeldav võrrand on Euleri-Ostrogradski võrrandiks 

funktsionaalne ^

F(z) “ i i[(4f)2 * (4f)2 - 2г]4уЧ*

°
Ligikaudset lahendit otsime Kantorovitši meetodil, võttes 

koordinaatfunktsioonldeks

^о(х» s °» ^к(х» У) * (У + )к(У “ y=") •

Sellise valiku korral on rajatingimused sirgetel у = - x 

rahuldatud ja jada { ^ ( x ,  j)\ täielik. Piirdume juhuga n = 1, 

s.t. otsime ligikaudset lahendit kujul

z^ = (j2 ---j u(x).
Nüüd

Ъ
- - I ru + (y2 - f- )n’, -ly1 * ^  •
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г

2L 
Ъ V3

о
V3

F(zl̂  = i I I и'2У* + (“ 3 xuu' - ^ х2и'2 + 4u2 - 2и)у2 +

+ ^  х2и2 + <| х2и + x^uu' + ^  x * u ,ü ] dydx ■ 

b

- ВУЗ f(2x^u'2 + lOx^uu' + ЗОх̂и2 + 15x^u)dx.
5-81 J

Viimase funktsionaali Euleri võrrandiks on

x 2u" + 5xu' - 5u ® Щ  .

Saadud võrrandi üldlahendiks on mingi erilahendi ja vastava 

homogeense võrrandi üldlahendi summa. Üheks erilahendiks on 

konstant и = с, mille saame määrata asendamise teel: -5c =

15 Ъ
= - с = - j  . Homogeense võrrandi üldlahendi saamiseks 

tuleb leida kaks lineaarselt sõltumatut erilahendit. Otsime
V

neid kujul и = x . Proovimise teel leiame, et u^ = x, u 2 =
_c

= x . Seega Euleri võrrandi üldlahend on

и = c xx + C 2x " 5 -  I  .

Et punkti x = О ümbruses peab olema u(x) tõkestatud, siis tu­

leb võtta C 2 = 0. Tingimusest (6) saame u(b) = 1, millest

Cx = ^  . .Seega otsitavaks ligikaudseks lahendiks on 

z = z^(x, y) S  (^y2 ~ x 2)(7x  - 3b).
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H A R - J U T U S Ü L E S A K D E D

I p e a t ü k k

1. Lähtudes ekstreemumi definitsioonist tõestada, et 

funktsionaal

2
F(y) = J y'2 (l - y')2dx, y(0) = 0, y(2) a 1

0 ' 

saavutab sirgel у = -3y- ekstreemumi. Teha kindlaks ekstree­

mumi liik.

2. Kas funktsionaal

2
F(y) = j y'(l + x 2y ’)<lr, y(-l) ■ y(2) = 1 

-1

saavutab sirgel у « 1 ekstremaalse väärtuse? Kui saavutab, 

siis mis liiki?

3. Lähtudes ekstreemumi definitsioonist tõestada, et 

funktsionaal

F(y) = J (y,+ - y’2)dx, y(0) = 0, y(l) * 1,
0

saavutab sirgel у = x tugeva miinimumi.

4. Lähtudes variatsiooni definitsioonist leida ruumis 

C(a, b) defineeritud funktsionaali

b

F(y) = j f(x, y(x))dx 

а

tugev variatsioon. Milliseid tingimusi peab rahuldama funkt­

sioon f(x, у)?

5. Kontrollida Järgmiste funktsionaalide dlferentseeru-

vustj

- 132 -



a) F(y) * y(a) ruumis С[а, b);

b) F(y) = y(a) ruumis C'(a, b];

c) F(y) = ^ 1  + y ,2(a) ruumis C ’[a, b];

d) F(y) = |y(a)l ruumis С [a, b];

6 t Näidata, et funktsionaal F 2(y) on diferentseeruv,kui 

on diferentseeruv F(y). Kirjutada välja funktsionaali F 2(y) 

variatsioon.

7# Tõestada, et ruutfunktsionaal on diferentseeruv, ja 

leida tema esimene ja teine variatsioon.

8. Kirjutada välja funktsionaali eF ^  teine variatsioon, 

kui F(y) on kaks korda diferentseeruv funktsionaal.

9. Tõestada, et nullist erineval lineaarsel funktsio­

naalil ei ole ekstreemumeid.

II p e a t ü k k

Leida järgmiste funktsionaalide ekstremaalid fikseeritud 

rajapunktide korral:

1

10. F(y) = J (y2 + x 2y')dx, y(0) = 0, y(l) = a.

0

b

11. F(y) = J (y + x y’)dx, y(a) * c, y(b) * d.

a

b .------- j

12. F(y) a J dx, y(a) » Cj, y(b) = d.

а

X1
13. F(y) = J (y2 + y'2 - 2y sin x)dx,

x o

У (*в) - 70f У (хх) *  y4 .

14. F(y) = J1 (у2 + y'2 + 2yex )dx,
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' y(x0J = y0» y(xiJ = yi*
15. Määrata antud rajapunkte läbiv kõver, mille pöörle­

misel ümber x-telje moodustuks vähima pindalaga pöördpind 

(nn. minimaalse pöördpinna probleem).

16. Leida funktsionaali

1

F(y) = J ey tan у1 dx

0

ekstremaalid, mis rahuldavad rajatingimusi y(0) = 0, y(l) = 1.

III p e a t ü k k

17. Leida funktsioon, millel võib saavutada ekstreemumi 

funktslonaal ^

4

F(y) = j (y2 - y ’2)dx, y(0) = 0,

0

kui lubatavate kõverate parempoolsed otspunktid asuvad sirgel

=  T ~  *

18. Leida integraali

1

l ( | y ’2 + yy' + y' + y)dx 

0

miinimum, kui lubatavate funktsioonide väärtused lõigu [0,1}

otspunktides pole antud.

19. Leida ekstremaalid у = y(x), millel võib saavutada 

ekstreemumi funktslonaal

X 1 r--------
F(y) ■ J V l  + y'2 dx ?

Õ У

kui lubatavate kõverate vasakpoolsed otspunktid rahuldavad 

tingimust y(0) => 0 ja parempoolsed otspunktid asuvad sirgel 

у = x -  5.
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20. Tõlgendada geomeetriliselt transversaalsuse tingi­

must funktsionaali

F(y) = J1 K(x, y) earctany’\/l + У'2 dx 

x o

korral, kui K(x, y) /  0.

21. Leida nurgapunktidega ekstremaalid funktsionaali 

a

F(y) = ^ (y'4 - 6y'2)dx, y(0) = 0, y(a) = b (a > 0),

0

korral. Kas nurgapunktidega ekstremaalid eksisteerivad iga 

a ja b puhul?

22. Leida funktsionaali

i о
F(y) « J у’ (1 - y ’) dx, y(-l) = 0, y(l) = 1 

-1

ühe nurgapunktiga ekstremaal.

Leida nurgapunktidega ekstremaalid, kui nad eksisteeri­

vad.

x x

23. F(y) - J (y,2 + 2xy - y2)dx,

xo

У(х0) = y0, y(x1 ) = yx. 

f1
. F(y) = J siny'dx, y(0) = 0, у(хх) = y x .

25. F(y) = ^ y ’5dx, y(0) = О, у(хх) = y x ,

0

IV p e a t.ü к к

Kasutades ekstreemumi piisavaid tingimusi uurida järg­

miste funktsionaalide ekstreemumi iseloomu.
2

26. F(y) = j y ’(l + x 2y')dx, y(l) = 3, y(2) = 5.

1
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27. F(y) * J (xy* + y ,2)dx, y(0) * 1, y(2) ■ 0. 

0

2

28 . F(y) - J ( y’2 + 2yy' -  l6y2)dx, a > 0 ;

y(0 ) » y(a) * 0.

29. F(y) » j (4y2 - y'2 + 8y)dx,

0

y(o) * -1, y( ) = o,

2 2
30. F(y) - \ 1 dx, y(0) e 0, y(2) = sh 2.

v i с
o y

• • 1

31. Г(у) = J (у’2 + У2 + гуе^ах, у(0) = у 

у(1) = \  е2 .

fl dx
32. F(y) - ) р- , у(о) - 0, уСх̂ « ух, Хх> 0 .

0

2 3
33. F(y) = J dx, у(1) * 1, у(2) «= 4.

1 у’

^ 4

34. F(y) - [ (у2 - у’2 + 6у sin 2x)dx, у(0) * О,

О

уС-̂  ) = 1*

2
35. F(y) « J (у'4 - у'2 + 2у2у’)dx , у(0) = 0, у(2) = 1.

О
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36. F(y) = [ I7  y 2dxt y(-l) = -1, y(l) = 1.

' -1

2
37. F(y) . j (xy*4 - 2yy*3)dx, y(l) = 0, y(2) - 1.

1

38. Uurida funktsionaali

1

F (y) - J (У4 + cy*2 + y 3y*)dx, y(0) = 0, y(l) = 1

0

ekstreemumit E-funktsiooni abil sõltuvalt parameetrist c. 

Leida ekstremaalne väärtus.

39. Näidata, et sirge у ** 0 annab funktsionaalne

1

F(y) = J (у'2 - y y ,5)dx, y(0) - у(l) «= 0 

0

ainult nõrga miinimumi, kuigi Legendre*i tingimus 

on ekstremaali у = 0 punktides täidetud iga y' puhul.

40. Uurida funktsionaali

а

F(y) = J (y’4 - 2y'5 - 3y'2 + yy')dx

0

ekstreemumit E-funktsiooni abil rajatingimustel y(0) =» 0, 

y(a) * b, а > 0. Võrrelda saadud tulemusi tulemustega, mis 

saadakse Legendre'i tingimuste abil.

1 2

V  p e a t ü k k

41. Tõestada, et funktsionaali 

b

F(y, z) = J *(x, У» У\ a » *')d*

a «

Euleri võrrandite süsteemil on järgmised esimesed integraa­

lid:

1) „ ̂ 4  3 c # kui * el sisalda y;
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2) t -у *  - .. а?, с,~§ут “ z ' * С, kui f ei sisalda x.

42. Eeldades, et *у,у,*8 ,а,—  fy ,z , ^ 0, 

leida funktsionaali

b

(dxF(y> z) = J f(y'» z')'
а

ekstremaalid.

Leida järgmiste funktsionaalide ekstremaalid. 

b

43. F(y, z) = ^ (2yz - 2y2 + y'2 - z'2)dx.

а

b

44. F(y) =  ̂ (2xy + y * ,2)dx.

а

X 1
45. F(y) * ^ (y2 + 2y'2 + y"2)dx.

46. Tõestada, et kui funktsionaalis 

f1
\ *(*» У, У’» y")dx

x o

integraalialune funktsioon ei sisalda y, siis Eulerri-Pois- 

soni võrrandi esimeseks integraaliks on

- T F  " 7 5  (ту») = const»

kui f ei sisalda x, siis esimese integraali võib esitada 

kujul

J bf d ,(
l *5yT ■ cS 1 -  У -Ту* =f " y 'l W  “3 x 1  Ту*) J ~  y " T 7  = const’

kui aga f ei sisalda ei x ega y, siis teiseks integraaliks on

f  "  У "  “ 5 F  =  ° 1  +  C 2 y ' *

47. Leida funktsionaali
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ъ .

F(y) = J (y")n dx 

а

ekstremaalid.

48. KSverate seast, mis läbib punkte A(0, 0) ja B(l,0), 

leida selling, mis annab funktsionaalne

1

F(y) = J y"2dx 

0

minimaalse väärtuse kahel juhul: l) kui y'(0) = a, y ’(l) = b

2) kui pole antud mingeid rajatingimusi.

Kirjutada välja Euleri-Ostrogradski vSrrand järgmiste 

funktsionaalide jaoks:

49. F(z) = \\[ ( ^ | ) 2 -  { ^ | ) 2]dxdy.

E

50. F(z) s [ (— y ^ ) 2 + (— + f(x, y)] dxdy.

E

51. Leida funktsionaali

F(z) = ^  e ^ s i n  zy dxdy 

D

ekstremaalpind rajatingimustel

z(x, 0) — 0, z(x, l) = 1, 

kui D on ruut; 0 ^ x < : i ;  O i y i l .

VI p e a t ü k k

52. Leida funktsionaali

X 1
F(y) - \ y ,2dx 

x o

ekstremaalid tingimustel, et-
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53. Leida funktsionaali

1 .

F(y, z) » J*(y'2 + z’2 - 4xz' - 4z)dx
0

ekstremaalid tingimustel 

1

J (y’2 - xy' - z,2)dx « 2, y(O) = z(O) = 0, y(l) «= 

0 = z(l) « 1.

54. Leida isoperimeetrilise ülesande
1

F(y) = J (y'2 + x2)dx,
0

1

J у2ix = 2, y(0) » y(l) = 0 

0

ekstremaalid.

55. Leida ringsilindri r = R geodeetilised jooned. 

Lahendit otsida silindrilistes koordinaatides.

56. Kirjutada välja isoperimeetrilise ülesande

X1
F (y) * J [p(x)y'2 + q(x)y2]dx,

0

X1
J r(x)y2dx = 1, y(0) - y(xx) = 0

0

ekstremaalide diferentsiaalvõrrand.



57. Leida Euleri diferentsmeetodil funktsionaali

2
F(y) “ J y'(l + x 2y»)dx, y(l) = 3, y(2) = 5

1

ligikaudne miinimumkoht. Võtta n = 5 ja leida tulemus nii 

integreerimisega kui ka integraalide integraalsummadega 

asendamise teel.

58. Leida Ritzi meetodil funktsionaali

2
F(y) =  ̂ (y*2 + y 2 + 2xy)dx, y(0) * y(2) » 0 

0 , 

miinimumi leidmise ülesande ligikaudne lahend. Võrrelda tule­

must täpse lahendiga.

59. Leida Ritzi meetodil rajaülesande

y" + x 2y e x, y(0) « y(l) = 0 

ligikaudne lahend. Määrata y 2(x) ja y^(x) ning võrrelda neid

punktides x = 0,25, x = 0,5 ja x = 0,75.

60. Leida ruudus - a š x < a ,  - a ^ y ^ a  Poissoni võrrandi

d 2z 0 2a .

pidev ligikaudne lahend, mis ruudu külgedel omandab väärtuse 

null.

VII p e a t ü k k

- 141 -



1. Лаврентьев М.А и Люстерник Л.А. Курс вариационного

исчисления, 1950.

2. Эльсгольц Л.Э. Вариационное исчисление, 1952, 1958.

3. Гелъфанд И.М. и Фомин С.В. Вариационное исчисление,

1961.

4. Ахиезер Н.И. Лекции по вариационному исчислению, 1955.

5. Блисс Г.А. Лекции по вариационному исчислению, 1950.

6. Шилов Г.Е. Математический анализ. Специальный курс,

гл.III,I960

7. Смирнов В.И. Курс высшей математики, т.1У, гл.II.

8. Rägo, G. KÖrgem matemaatika, II; 1Д1 peatükk, 1963.

9. Канторович Л.В. и Крылов В.И. Приближенные методы

высшего анализа, 1962.

10. Roots,L. Valitud küsimusi teoreetilisest mehhaani­

kast, IV, TRÜ rotaprint, 1963.

K I R J A N D U S

- 142 -



A I N E R E G I S T E R

Absoluutne ekstreemum 19 

Alt poolpidev funktsionaal 117

Bernoulli, Jacob 16 

Bernoulli, Johann 7, 16 

B i l i n e a a m e  funktsionaal 29 

Bilineaarvorm 29 

Bogoljubov, N.N. 7

Brahhistokrooni probleem 7, 14, 45, 49

Diferentseeruv funktsionaal 22, 23 

Diferentsiaal 22, 23 

Diferentsiaalvõrrandite lahendamine 

variateioonmeetoditel 127 

Du Bois Raymond'i lemma 36 

Duaalne ülesanne 113 

Duaalsuse printsiip 113

E-funktsioon 77 

Ekstreemum 17

_____, absoluutne 19

-----, lokaalne 19

-----, nõrk 18

-----, tugev 18

Ekstreemumi piisavad tingimused 33» 78, 84

-----  tarvilikud tingimused 28, 32

Ekstremaal 39 

Ekstremaalide väli 67 

Ekstremaliseeriv kõver 39 

Energiaintegraal 97 

Euler,!. 7, 119 

EUleri diferentsmeetod 117

- 143 -



Euleri võrrand 39

-------  Ostrogradski võrrand 102

-------- Poissonl võrrand 99

Funktslonaal 13 

Punkts!onaall argument 13

-----  diferentsiaal 22

-----  ekstreemum 17

-----  ekstreemumi piisavad tingimused 33, 78, 84

-----  ----- tarvilikud tingimused 28, 32

-----  määrami splirkond 13

-----  pidevus 20

-----  variatsioon 22

------------- , nõrk 23

----- .------ , tugev 22, 23

-----  -----  , teist järku 30

Funktslonaalruumid 10 

Funktsiooni variatsioon 24

Gauss, C.F. 7

Geodeetiliste joonte probleem 16

Hamiltoni printsiip 95 

Harilikele diferentsiaalvõrranditele 

taandamise meetod 126 

Hilbert, D. 7

Isoperimeetrilised ülesanded 17, 110

Jacobi, K.G.J. 7 

Jacobi tingimus 71 

----- võrrand 73

Kaaspunkt 71 

К aa 8 väärt us 71 

Kantorovitgi meetod 125

- 144 -



Kaugus punktide vahel 10 

Koordinaatfunktsioonide jada 120 

Kordse integraali ekstreemum 99 

KrSlov, M.N. 7

Lagrange, J.L.' 7 

Lagrange'i funktsioon 96

-----  lemma 35

----- Л-meetod 107

----- ülesanne 106

Lahtine sfäär 10 

Lavrentjev; M. A. 7 

Legendre, A.M. 7 

Legendre'i tingimus 83 

L 'Hospital l6 

Lineaarne funktsionaal 21

----  normeeritud ruum 9

----- ruum 9

----- variatsioonülesanne 123

Lisatingimustega variatsioonülesanded 106 

Ljusternik, L.A. 7, 119 

Lokaalne ekstreemum 19 

Loomulikud rajatingimused 49 

Lubatavad funktsioonid 14

-----  kõverad 14

Lähedased elemendid 10 

-----  punktid 10

Maksimum 17

----  , nSrk 18, 78, 85

----  , tugev 18, 78, 85

Miinimum 17

----- , nörk 18, 78, 84

-----  , tugev 18, 78, 84

Minimaalpind 103 

Minimiseeriv jada 115

- 145 -



Newton 1б 

Norm 9

Nurgapunkt 58

Nurgapunktidega ekstremaalid 58, 6l 

N5rk diferentseeruvus 23

----  diferentsiaal 23

----- ekstreemum 18

-----  maksimum 18

----- ------ , piisavad tingimused 78, 85

----- miinimum 18

----- ------  , piisavad tingimused 78, 84

----- variatsioon 23

Ostrogradeki, M.V. 7 

Otsesed meetodid 117

Petrovski, I.G. 7, 119

Pidev funktsionaal 20

Poiseon, S.D. 7

Poolpidev funktsionaal 117

Positiivne ruutfunktsionaal 29

Positiivselt määratud ruutfunktsionaal 29

Punkti ümbrus 10

Punktldevaheline kaugus 10

Rajatingimused 14 

Ritsi meetod 120 

Ruum С [a,^ 10

----  С'[a,b] 11

----  C(n)[a,b} 12

_____ C'(E) 12

----  C^[a,b] 13

Ruumi punktid 10 

Ruutfunktsionaal 29 

Ruutvorm 29



Sfäär 10 

Sile köver 58 

Statsionaarne punkt 28

Teine variatsioon ehk teist järku diferentsiaal 30

Transversaalsuse tingimus 55

Tsentraalne väli 67

Tugev diferentseeruvus 22, 23

1---- ekstreemum 18

----  maksimum 18

----  ------  , piisavad tingimused 78, 85

----  miinimum 18

----  ------  , piisavad tingimused 78, 84-

----- variatsioon 22, 23

Tükati sile funktsioon 58

Variatsioon 22, 23, 24

Variatsioonarvutuse lihtsaim ülesanne 38

------ pöhifunktsionaal 38

------ pöhilemmad 35

Variatsioonprintsiip mehhaanikas 93 

Variatsioonülesanne 7, 14

----- , fikseeritud rajapunktid 35

--- fikseerimata rajapunktid 47

----- , lisatingimustega 106

------ parameetrilisel kujul 103

Väli 67

Välja kalle 67

Weierstrassi E-funktsioon 77

-----  tingimus 77

______ - Erdmanni tingimused 6l

Ümbrus 10

- 147 -



Тартуский государственный университет 

ЭССР, г. Тарту, у*. Охкхоол, 18

Л. Кнвнотих
ВАРИАЦИОННЫЕ ИСЧИСЛЕНИЯ

На эстонском языке •

Vastutav toimetaja S. Тая

Korrektor S. V5bandu

TBtJ rotaprint 1965» Trükipoognaid 9,19. Tingtrüki- 

poognaid 8,36. Arvestuapoognaid 7,25. Trükiarv 300. 

Paljundamlaelo antud 10. IV 1965. Mfc 03215.

Teil. nr. 123.


	Eessõna
	I. Funktsionaalid ja nende ekstreemumid
	§ 1. Funktsionaalruumid
	§ 2. Funktsionaalide ja variatsioonülesannete näiteid
	§ 3. Funktsionaali ekstreemumid
	§ 4. Funktsionaali variatsioon
	§ 5. Funktsionaali teine variatsioon

	II. Variatsioonülesanded fikseeritud rajapunktide korral
	§ 6. Variatsioonarvutuse põhilemmad
	§ 7. Variatsioonarvutuse lihtsaim ülesanne. Euleri võrrand
	§ 8. Euleri võrrandi lihtsalt integreeruvaid erijuhte. Brahhistokrooniprobleemi lahendus

	III. Variatsioonülesanded fikseerimata rajapunktide korral ja neile taanduvad ülesanded 

	§ 9. Lihtsaima variatsioonülesande üldistus fikseerimata rajapunktide juhule
	§ 10. Nurgapunktidega ekstremaalid

	IV. Ekstreemumi piisavad tingimused
	§ 11. Ekstremaalide väli
	§ 12. Ekstreemumi piisavad tingimused

	V. Lihtsaima variatsioonülesande üldistusi
	§ 13. Mitmest funktsioonist sõltuv funktsionaal
	§ 14. Variatsioonprintsiip mehhaanikas
	§ 15. Kõrgemat järku tuletistest sõltuv funktsionaal
	§ 16. Kordsete integraalide ekstreemumid
	§ 17. Variatsioonülesanded parameetrilisel kujul

	VI. Lisatingimustega variatsioonülesanded
	§ 18. Lagrange'i ülesanne
	§ 19. Isoperimeetrilised ülesanded

	VII. Variatsioonarvutuse otsesed meetodid
	§ 20. Otseste meetodite mõiste ja põhiidee
	§ 21. Euleri diferentsmeetod
	§ 22. Ritzi meetod
	§ 23. Kantorovitši meetod
	§ 24. Variatsioonmeetodite rakendamine diferentsiaalvõrrandite lahendamiseks

	Harjutusülesanded
	Kirjandus
	Aineregister

