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Sissejuhatus,.

Matemaatikaosakonna 3ppeplaanides on teoreetilisel meh-
haanikal eriline koht. Oieti on kuni k3ige viimase ajani
jédédnud teoreetiline mehhaanika ainsaks fiilisikaliseks kursu-
seks, milles orienteerumist peetakse matemaatikaosakonna iili
dpilastele kohustuslikuks, See on kursus, mis peab tagama si
deme matemaatika ja viimase iihe olulisema rakendusala, teo-
reetilise fiilisika vahel.

Niisugusel teoreetilise mehhaanika eelistamisel teiste
fiilisikakursuste ees on ajaloolised juured. See pédrineb 18/19
sajandist, mil mehhaanika oli fiilisika juhtiv haru ja osali-
selt isegi Mlosoofilist maailmavaadet kujundav distsipliin,
Teoreetiline mehhaanika oli oma loomult suurepéraseks raken-
dusalaks diferentsiaal- ja integraalarvutusele ja on seda
oma olemuselt ténapdevani. Matemaatika kaasaegsemald haru-
sid nagu hulkade teooriat, lineaarsete ruumide ja operaatori-
te teooriat, funktsionaalanaliiliisi jt. v3ib teoreetilises
mehhaanikas kiill rakendada, kuid need ei ole sellele dist-
sipliinile iseloomulikud., Teiselt poolt on teoreetiline meh-
haanika minetanud oma osa ka fiilisikute maailmavaate kujunda-

jana ja andnud maad tervele reale teoreetilise fiilisika haru-



dele nagu klassikaline elektrodiinaamika ja spetsiaalne re-
latiivsusteooria ning kvantmehhaanika ja véljade kvantteoo-
ria, ILoetletud distsipliinid on need, mis méédravad kaasaeg-
ge fiilisika ideelise aluse ja neid v3ib seetdttu nimetada
tdle 3igusega kaasaegse fiilisika pShikursuseks. Ja kul pida-
da silmas veel seda, et kaasaegse fiilisika pdhikursusesse
kuuluvad distsipliinid kasutavad 3ige intensilvselt mate-
maatika nooremaid harusid, siis saab selgeks, et teoreetili-
se mehhaanika k3rval (osalt isegi asemel) peab matemaatika-
osakonna 3ppeplaanides olema tingimata ka iilevaade kaasaegse
teoreetilise fiilisika loetletud aluskursustest.

Teoreetilise fiilisika kursust vdib iiles ehitada kahel
pdhimdttel. V3ib aluseks vdtta looduse vaatlemisel ja eks-
perimenteerimisel saadud materjal ja tuua sellele juurde ma-
temaatika kul eksperimentaalse materjali siistematiseerimise
ja seletamise vahendi. V3ib aga ldhtuda ka teisest kiiljest,
vdttes arvesse, et matemaatika on samuti nks loodusteadus-
test, mis peegeldab maailmas valitsevaid seaduspédrasusi. Sel
Jjuhul me vdtame aluseks olemasoleva matemaatilise aparatuu-
ri ja vaatame, missugust fiilisikalist sisu on v3imalik selle-
le vastavusde seada. Fiilisikaosakonnas ehitatakse teoreetili-
se fiiislka kursused iiles esimesel printsiibil, nagu see on-
gl loomulik. Matemaatiku mdttelaadile peaks aga olema vastu-
v3etavam teisel printsiibil koostatud kursus, mille lahteko-
had on matemaatikas,

Edesolev ililevaade ongi koostatud viimasel pdhimdttel.
Seejuures on tegemist ikkagi fiilisika kursusega, kus peardhk
pannakse fiilisikalisele t3lgendusele ja faktile, ilma et ki~



almuse matemaatiliselt tdielikku késitlust taotletaks. Mit-
mesugused olemasolu, iihesuse ja teised matemaatikale tiilipi-
lised probleemid peavad kdesolevast vidlja jéddma. Kul aga
niisugune matemaatilises m3ttes liinklik késitlus innustab
matemaatikut kiisimust matemaatiliselt pdhjalikumalt uurima,
siis on sellest kahtlemata kasu nii teoreezilisele fiilisika-
le kuil ka matemaatikale endale.

Kdesolev kursus on mdeldud matemaatikaosakonna #lidpi-
lastele sissejuhatuseks teoreetilise fiilisika ideede ringi.
Kuid ta peaks tooma kasu ka teoreetilise fiilisika osakonna
ilidpilastele kui matemaatilise kailakuga kokkuvdttekursus
distsipliinidest, millede fiilisikalise sisuga on nad varem
juba pdhjalikumalt tuttavad.

Kursus on kavandatud kolmeosalisena:

Esimene osa - "Klassikaline teocoria™ - kiésitledb
aeg-ruuml teisendusi Jja nendega seotud spetsiaalset relatiiv-
susteooriat. Siia kuuluvad ka klassikalise elektrodiinaamika
need osad, mis kirjeldavad laengu liikumist vdlises elektro-
magnetilises vdljas.

Teine osa - "Ettevalmistus kvantteooriaks"™ - uurib
aeg-ruumi teisenduste riihmade esitusi, kusjuures teisendus-
rihmi méd@ravaid operaatoreid késitletakse kui fiilisikaliste
suuruste esitajaid. Ieitakse relativistlikult invarilantsed
vdrrandid ja antakse neile klassikalises védljateoorias oma-
ne t3lgendus (Maxwelli v3rrandid),

Kolmandas osas - "Kvantteooria™ - antakse relati-
vistlikult invariantsetele v3rranditele algul kvantmenhaani-

line, seejdrel ka viéljade kvantteooriale omane t3lgendus.



I peatikk.
SISSEJUHATAVAID ULDKUSIMUSI.

1. Rihma mdiste.

Rihmaka nimetatakse igat matemaatiliste objektide hul-
ka G , mis téidab ndudeid:

1° Hulgas on defineeritud algebraline operatsioon, mis
igale antud jdrjekorras vdetud elementide paarile

seab vastavusse sama hulga mingisuguse elemendi

(9, 9) — 4, . 9, . (1.1)

Selle algebralise operatsiooni konkreetne téhendus v3ib
olla mitmesugune. Harilikult nimetatakse algebralist operat-
siooni korrutamiseks ja valem (1.1) kirjutatakse iiles ku-
Jul

9 % - 1309, €G . (1.2)

Algebraline operatsioon ei tarvitse olla kommutatiivne,

8.0, illdiselt
# 9#-33 ’

kuid peab olema assotsiatiivne

2° Hulgas on vasakpoolne iihikelement , nii et
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=0,  mistahes G korral. (1.3)

3° Hulgas on igale elemendile 9 i Vvastav vasakpoolne

]
péordelement, mida tdhistatakse 3'.' ja mis rahuldab tingi-

must

9% = % - (1.4)
On v3imalik n#idata, et vasakpoolne {ihikelement on iiht-

lasi ka parempoolseks iihikelemendiks

99: = 9:9.* 9 (1. 30)
ja vasakpoolne pddrdelement on tihtlasi ka parempoolseks

pédrdelemendiks

9:9:=9:9. "% . (1.4a)

Kokkuvdtlikult: Riihm on matemaatiliste objektide hulk,
milles on defineeritud iliks assotsiatiivne algebraline ope-
ratsioon ja mis sisaldab itihikelementi ning igale elemendile
vastavat pdordelementi.

Kui riibma elementide arv on 13plik, siis nimetatakse
riihma 13plikuks riihmaks. vastupidisel juhul on tegemist 13p-
matu riihmaga. L3dpliku riibma elementide arvu nimetatakse riih-
ma jédrguks.

Kui rihmas defineeritud algebraline operatsioon on kom-

mutatiivne, s. o. kui
mistahes g‘e 6 korral,

siis nimetatakse riihma kommutatiivseks riihmaks ehk Abeli riih-
maks.

Kui osa riihma G elementidest omaette v3etuna tédidab



k3iki riihma ndudeid, siis nimetatakse nende elementide hulka
rihma G alamriihmaks.
Olgu antud riihm G ja tema alamriihm C .

V3tame niiid rihma (G meelevaldse elemendd 9: Ja

moodustame k31kvdimalikud korrutised €. ' alamrihma C

[ 3
k3igli elementidega €, . Niisuguste korrutiste hulka t&his-
tame siimboolselt . Kui niilid osutub, et
-4
9.C9: =C
iga gie G korral, siis nimetame alamrihma C ribma G
invariantseks alamriihmaka v3i normaal;jagajaks.

Igas rihmas on triviaalne normaaljagaja - see on ai-
nult thikelemendist koosnev alamriihm.

Riihma, millel ei ole mittetriviaalseid invariantseid
alamriibmi, nimetatakse lihtsaks riihmaka,

Alemriihma rihmas ( , mis koosneb k3ikvdimalikest kor-
rutistest G » 3 ) nimetatakse rfih-
ma G kommutendiks ehk tuletisrihmaks ja tihistatakse @ .
Saab ndidata, et tuletisribm on ribmale (3 invariantseks alam-

Tuletisriihmade moodustamise protsessi v3ib jétkata: moo-
dustame riihma G tuletisriihma G s edasi moodustame riihma
G tuletisribma (3" jne. jme.

Rihma (3 nimetatakse lahenduvaks. kui tema tuletisriih-
made jada viimaseks liikmeks tuleb iihikelemendist koosnev
rimm: G, G*, G", ... ,E-  E={%)}

Riibma, millel ei ole lahenduvaid invariantseid alamriin-
mi, nimetatakse poollihtsaks riihmaks.
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Olgu meil kaks rihma G Ja H oma elementidega
g-€ G, k,'_e H. Eui on v3imalik korraldada iiks-iihest vasta-

vust

9‘ G ) 9 ‘G G , k;’e H '
nii et elementide korrutisele iithes rilhmas vastab vastavate
elementide korrutis ka teises riihmas

9(911. ’ CG’ h’lthaeH')
siis nimetatakse ribmi G ja H isomorf ning kir-
Jutatakse
G «— H .

Teisiti v3ib ka Selda, et rihm M on rihma Q isomorf-
seks kujutiseks (v3i vastupidi: ribm ¢ on riihma H iso-
morfseks kujutiseks).

Eui on v3imalik korraldada thest vastavust

9.»*—9‘1.; , 9‘;66, h_‘éH,
nii et

%9 ’ 9519'66’ h’“’h’"eH’
siis Geldakse, et rihm H on rihma G homomorfseks kuju~
tiseks ja seda tdhistatakse

G—H.

Teisiti v3ib ka Gelda, et riihm G on homomorfne riibmaga
H.

Defineerime kahe hulga A Ja B8 korrutise kui hul-
ga C , mille elementideks on hulkade A Ja B elemen-
tide k3ikvdimalikud korrutised:

e C, ed, 6.€8.



Kni 1k joa aasma element esineb korrutises mitu korda, siis
arvestame teda ainult iihekordselt. Rijhma erijuhul saame:
G-G=G.

Olgu antud riihma (3 invariantne alamriihm H . Moo-
dustame hulga, mille elementideks on hulgad H=H, H,
=es 0 Q- H, ... . Lihtne on veenduda, et hulk

F={H,gH, ... ,9;H, ...}
moodustab hulkade korrutamise suhtes riihma. Seda riihma F
nimetatakse riihma (5 faktorriihmaks normaaljagaja H suh-
tes ja tdéhistatakse F'G/H. Normaaljagaja M ise on fak-
torriihma jihikelemendiks.

§2, Pitisikalise ruumi ja aja
matemaatilisest

kirjeldamisest.

K3ik filisika uurimisobjektid asetsevad ning liiguvad
ruumis., Pilosoofiast me teame, et ruum ja aeg on mateeria ek-
sisteerimise pdhivormideks. Selle md&rangu filosoofiline lah~
timdtestamine ei ole meie kidesoleva kursuse {ilesanne. Meile
on oluline fakt, et materiaalse maailma objektide vaheliste
suhete hulgast eralduvad teravalt teatud 1liiki suhted, mida
nimetatakse ruumilisteks ja ajalisteks suheteks. Vastavalt
sellele kogemusele tuleb ka looduse matemaatilisel kirjelda-
misel eraldada osa uurimisobjektide vahekordadest kui ruumi-
lised ja ajalised vahekorrad ning kéisitleda neid geomeetria
matemaatilise aparatuuri abil. Objektide fiiisikalised omadu-
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sed liksinda ei anna tdielikku fiilisikalist pilti loodusest.
Samuti el piisa, ldldiselt rddkides, ainult aja ja ruumi geo-
meetria andmisest, vaid looduse kirjeldamisel peab fiiiisika-
line aspekt alati seotud olema geomeetrilise aspektiga. Tun-
tud prantsuse matemaatik ja fiilisik H., Poincar$ viéditis, et
fiilisika objektide matemaatilist uurimist saab kujutada jarg-

mise tunnetusteoreetilise summa kujul:

Postuleeritud I Mittegeomeetrili-
aeg-ruumi + Jsed seadused, mis
geomeetria on vdljendatud

geomeetria abil

Kas selle tunnetusteoreetilise summa geomeetriline ja
mittegeomeetriline osa on médédratud iiheselt v3i mitte, see
pole praegu selge. Mele el tea alati, missugune osa vaadel-
davast ndhtusest on tingitud aja ja ruumi geomeetriast, mis-
sugune osa mittegeomeetrilistest loodusseadustest. Kdesole-
vas me neid kiisimusi ldhemalt ei arutle. Samuti ei uuri me
siin kiisimust, kas aeg-ruumi geomeetria on pdhim3tteliselt
ainult postuleeritav v3i on seda v3imalik vaatlustest vidlja
lugeda. Meile piisab inimkonna kauaaegsetest kogemustest, et
ruum, milles me elame ja tegutseme, on kolmedimensiooniline
ruum, milles kdik m33tmistulemused on reaalarvude abil vél-
jendatavad ja milles saab konstrueerida eukleidilises geo-
meetrias kirjeldatavaid kujundeid. See téhendab, et meie ruu-
mi matemaatiliseks mudeliks sobib kolmedimensiooniline line-
aarne reaalne eukleidilise meetrikaga vektorruum. Aja mate-
maatiliseks mudeliks, nagu n#éitab kogemus, tuleb vdtta iihe-

dimensiooniline lineaarne reaalne eukleidilise meetrikaga

vektorruum.
11



Tuletame lihidalt meelde, kuidas nimetatud ruume mate-
maatikas defineeritakse.

Lineaarne vektorruum.

Lineaarseks vektorruumiks R nimetatakse Abeli riihma,
kus peale riihmaoperatsiooni on defineeritud veel elemendi
korrutamine kompleksarvuga.

Lineaarse vektorruumi elemente nimetatakse vektoriteks
ja téhistataxse 8 , ¢ , . . . Et rdhutada rihmaoperatsi-
ooni kommntatiivsust, nimetatakse seda harilikult liitmiseks
Jja tahistatakse plussmirgiga. Eelmises paragrahvis toodud
kolm riihmapostulaati kdlavad siis jérgmiselt:

% Rui seR ja teR ,siiska s+teR ,
kusjuures S¢¢t =t 4§ -

2° Vektorruumis R on alati nullvektor (rihma dhik-
element) omadusega S+0 = 0+S mistahes S€E R korral.

3° Vektorruumis R on igale vektorile S vastav
pd3rdvektor, mida t&histatakse -§ ja millel on omadus

S+(-s)=-s+s -0

Vektori korrutamine kompleksarvuga defineeritakse jérg-
miste omaduste kaudu:

1% (< +p)s =us ,

Cu(s+t) sucs 4t o

3’ «(ps) = (up)s
mis kehtivad iga § t€é R korral ning meelevaldsete komp-~
leksarvude « ja @ puhul. Neile lisandub veel neljas
tingimus:

3° «S2S iga S€R korral, xui «ad4

A
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EKui antud lineaarses vektorruumis on v3imalik leida
n 1lineaarselt s3ltumatut vektorit, kuid pole vdimalik leida
iihtegi n + 1 vektorist koosnevat lineaarselt sdltumatute
vektorite kogumit, siis Geldakse, et meil on tegemist n-di-
mensioonilise vektorruumiga.

n-dimensioonilises vektorruumis on vdimalik leida ili-
malt n lineaarselt s3ltumatut vektorit. Neid lineaarselt
s3ltumatuid vektoreid nimetame baasivektoreiks ja téhistame

u 4 v eee s W .
n-dimensioonilise lineaarse vektorruumi iga vektor S

on avaldatav sama ruumi baasivektorite lineaarse kombinatsi-

oonina
. (1.5
ksi
Kompleksarve nimetatakse vektori S komponentideks
baasi (u’, sy «-o » W) suhtes. Vektori komponendid on

fikseeritud baasi korral alati iiheselt méddratud. Ja teiselt
poolt, kui baas on teada, midéravad komponendid 6|‘ vektori
S heselt.

Lineaarne meetriline vektorruum.

Lineaarse meetrilise vektorruumi saame lineaarsest vek-
torruumist, kui viime sinna sisse meetrika, s. o. kui médra-
me ruumis pikkuste m33tmise eeskirja. Seda tehakse uue tehte,
kahe vektori skalaarkorrutise defineerimisega vektorruumis.

Lineaarne meetriline vektorruum on seega niisugune hulk,
kus on defineeritud kolm tehet:

vektorite liitmine,

-13 -



vektori korrutamine kompleksarvuga (skaalariga) Jja
vektorite skalaarkorrutis,
Vektorite S Jja t skalaarkorrutis on kompleksarv,
mida téhistatakse ( S, ). Kahe vektori skalaarkorrutis

defineeritakse jédrgmiste omadustega:

1° (8
2° (t s)=(s,t) ¢ (s,t) téhendab (s,t) kaaskompleksi)
3° {), kus on mistahes kompleksarv,

Omadusest 2° on ndha, et vektori skalaarkorrutis iseenda-
ga (S, S) on alati reaalarv: (S, 5) = (S, 5) . Me nduame
aga tdiendavalt veel, et

4° (S, 5)) 0, kusjuures v3rdusmirk on 3ige ainult siis,
kui S=0 .

Avaldist (S, S) = ’ S ,1 nimetatakse vektori absoluut-
vadrtuse ruuduks v3i ka vektori pikkuse ruuduks. Skalaar-
korrutise sissetoomine v3imaldab vektorruumis pikkusest r&é-
kida, 8. o. v3imaldab ruumis m33tmisi toimetada. Selles mdt-
tes méddrabki skalaarkorrutise operatsioon vektorruumi meet-
rika,

Olgu antud kaks vektorit § jJa 'l'_ baasivektorite

lineaarkombinatsioonidena

S=ZG.¢ U

aq

Kasutades skalaarkorritise postulaate on niilid 1ihtne veendu-

da, et

)

(8 7e6c (Ue, ).

{,ksq
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Kahe baasivektori skalaarkorrutist téhistame

(uknu'c'.)= k.
EKuna suurusi h,ig on u* tikki, siis v3ime neid vaadata
kui teatud maatriksi H elemente. Seda maatriksit nimeta~
takse meetriliseks maatriksiks. Kahe vektori skalaarkorrutis
avaldub siis vektorite komponentide ja meetrilise maatriksi

elementide kaudu Jjédrgmiselt:
n

«Ox . (1.6)

Erijuhul, kui baasivektorid moodustavad ortonormeeritud
siisteemi, s. o. kui

(u,‘, LL;_)

on meetriliseks maatriksiks iihikmaatriks: Api

Osutub, et-ortonormeeritud baasi kogu ruumi jaoks iga-
sugustes ruumides sisse tuua ei saa. Seda el saa teha ndi-
teks kogu kerapinna jaoks. Neid ruume, kus on v3imalik konst-
rueerida kogu ruumi jaoks iihist ortonormeeritud baasi, nime-
tatakse eukleidilise meetrikaga ruumideks.

Ortonormeeritud baasi korral avaldub kahe vektori ska-

laarkorrutis

(s:¢) sz . (1.68)

Erijuhul, kui meil on reaalne vektorruum, kus kd3igi vekto-
rite komponendid avalduvad reaalarvudena, saame skalaarkor-

rutise valemi
n

. (1.6v)
ked



Pitisikmlise ruumi matemaatiline mudel.

Kogemusest me teame, et fiilisikalise ruumi punkte saame
iseloomustada vektoritega, mida piltlikult v3ib kujutada suu-
natud sirgl8ikudena. Lineaarselt s3ltumatuid vektoreid saame
ruumis valida kolm tiikki, nendeks on néit. ilhikvektorid Car-
tesiuse ristkoordinaadistikus. Selles avaldub meie ruumi kol-
medimensioonilisus. Baasivektoreiks, millede lineaarkombinat-
sioonidena saame avaldada k3diki vektoreid, ongi eelnimetatud
telgede suunalised {ihikvektorid Cartesiuse ristkoordinaadis-
tikus,

Et Cartesiuse ristkoordinaadistiku sissetoomine kogu
ruumi jaoks on v3imalik, selles avaldub meie ruumi eukleidi-
line iseloom. *

. Kahe ruumivektori Ja 9 y; ska-

laarkorrutis avaldub meil

(oy)=); :

Eel6eldust on naha:.gt oma fiilisikalise ruumi matemaati-
liseks mudeliks v3ime v3tta kolmedimensioonilise lineaarse
reaalse eukleidilise meetrikaga vektorruumi. Analoogiline
aja omaduste analiilis nditab, et aja matemaatiliseks mudeliks
8obib {ihedimensiooniline lineaarne reaalne eukleidilise meet-

rikaga vektorruum.

* Tépsemini on olukord néhtavasti niisugune, et viga
suurte kosmiliste ruumipiirkondade ulatuses me iihist Carte-
siuse koordinaadistikku kasutada ei saa; niisuguseid piir-
kondi tuleb kirjeldada Riemanni geomeetria abil. Suurtes ula-
tustes tuleb ilmsiks ruumi "kdverus". Vdiksemates ruumiala-
des ruumi "k3verus" praktiliselt avastatav ei ole, seepdrast
v3ime siin konstrueerida kogu ala jaoks iihise Cartesiuse
ristkoordinaadistiku, mida lihtsuse m3ttes loeme kehtivaks
kogu ruumis.
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Filisikaliste objektide ruumilist suhteid saab kirjelda-
da ainult kindlalt fikseeritud —Dbaadiatilm (baasi)
taustal. Koordinaadistiku valik on seejumres teatud médral
meelevaldne. Meie kogemus iitleb, et ruumil on kaks pdhioma-
dust:

1) Ruum on isotroopne, s. o. k3ik ruumisuunad on pdhi-
mdtteliselt samaviddrsed. See tédhendab, et samavadrsed on ka
koordinaattelgede k3ikvdimalikud suunad. Samavéddrsed peavad
olema ka paremakde ja vasakukde koordinaadistikud.

Ruumi isotroopsust arvestatakse teoorias sel teel, et
ndutakse fiilisika v3rrandite invariantsust koordinaadistiku
kul terviku pddrete suhtes. V3iks muidugi nduda invariantsust
baasi lineaarteisenduste suhtes iildse, kuid see viib keeruka-
matele valemitele, ilma et teooria fiiisikaline sisu sellest
muutuks. Fiiisika v3rrandid peavad olema invariantsed ka ruu-
mikoordinasadistiku peegelduse suhtes, seda muidugi eeldusel,
et vd3rranditega kirjeldatavad objektid v3i protsessid on pee-
gelsiimmeetrilised.

2) Ruum on homogeenne, 8. o. k3ik ruumipunktid on pdhi-
mdtteliselt samavddrsed. Sisuliselt tédhendab see, et 13pmatul
universumil ei ole keskpunkti. E3ik ruumipunktid sobivad ih-
teviisi hdstl koordinaadistiku alguspunktiks.

Ruumi homogeensust arvestatakse teoorias sel teel, ety
ndutakse fiilisika v3rrandite invariantsust koordinaadistiku
alguspunkti nihete suhtes.

Piisikalisi protsesse saab kirjeldada ainult siis, kuni
meil on peale ruumikoordinaadistiku antud ka aja m3dtmise
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siisteem (kell). Kogemus nditab, et aja pdhiomaduseks on ho-
mogeensus, s. o. kdik ajahetked on p3himdtteliselt samavdir-
sed. ke v3ime kella kédima panna mistahes ajahetkel, ilma et
kella edasine kdik sellest s3ltuks. Aja selle omaduse arves-—
tamisel teoorias tuleb nduda fiiisika v3rrandite invariantsust
aja alguspunkti nihete suhtes.

Isotroopsuse omadust ajal ei ole. Aega kirjeldavas iihe-
dimensioonilises vektorruumis on iiks suund (tulevik) tema
vastassuunast (minevik) teravalt eristatav,

Aja ja ruumi homogeensust ning ruumi isotroopsust arves-
tavad baasi teisendused aega ning ruumi kirjeldavates vektor-

ruumides pakuvad teoreetilises fiilisikas suurt huvi.

§3. Lineaaroperaatorid.

Rihmateooriat rakendatakse fiilisikas palju. Riihma elemen-
tide fiilisikaline tdhendus v3ib olla seejuures mitmesugune.
Samuti v3ib olla mitmesugune rilhmas defineeritud algebralise
operatsiooni konkreetne téhendus. Riihmateoorias pole riihma
elementide konkreetne téhendus oluline, mille r3hutamiseks
riihma nimetatakse siin tihti abstraktseks riihmaks. Just see
abstraktsus v3imaldab rakendustes riihma elemente ja riihmas
defineeritud algebralist operatsiooni vajaduse jirgi konkre-
tiseerida.

Rubma elemente v3ib alati esitada lineaarse veltorruumi
lineaarteisenduste kujul. L3plikudimensioonilise (tépsemini
loenduva dimensioonide arvuga) vektorruumi lineaarteisendusi

saab esitada maatriksitena. Need juhud pakuvad meie kursuses
erilist huvi.
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Vektorruumi lineaarteimendused. _

Vektorruumi lineaarteisenduseks nimetame teatud eeskir-
ja A , mis seab vektorruumi igale elemendile § vasta-
vusse teise elemendi §' (liihidalt kirjutame s'=As )
kusjuures kehtivad jérgmised omadused:

1° Rt A§=s' , sits A(xs)=aS' -

2° Kui Ag =s' ja At =t' , miis +

Esimene neist tingimustest i{itleb: kui lineaarteisendus
A teisendab vektori § vektoriks .S' s 8iis teisendad
ta vektori «$ vektoriks oS’ . '

Teine tingimus iitleb: kui lineaarteisendus A teisen-
dab vektori § vektoriks .S' Jja vektori t vektoriks

‘t , 8iis teisendab ta nende vektorite summa S "‘f sum-
maks S'+¢' .

Teisiti v3ib Gelda, et vektorruumi lineaarteisendused
on niisugused teisendused, kus uue vektori 5' komponendid
avalduvad lineaarfunktsioonidena vana vektori § komponen-
tidest.

Vektorruumi lineaarteisenduse A pddrdteisenduseks

nimetame teisendust A , millel on omadus

AA" =A'A=T.
Erijuhul, kui lineaarteisendused avalduvad maatriksitena,

saame eelmise v3drduse kirjutada:
n

Z s d,',c , “1.7)

kg
~£
kus (L. téhistab maatriksi A elemente ja -
ix

maatriksi A elemente.
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Parvilik ja piisav tingimus selleks, et maatriksil A

oleks olemas pddrdmaatriks /\ , on maatriksi regulaarsus:

detA #0 .

lineaarteisendusel on kaks interpretatsiooni. Uhelt
poolt vdib lineaarteisendust vaadata kui teatud eeskirja,
mis vektorruumi igale vektorile seab vastavusse mingi teise
vektori. Vektorruumi baas seejuures ei muutu. Teiselt poolt
voib vektorrruumi lineaarteisendust aga interpreteerida kui
eeskirja vektorruumi baasi muutmiseks, kusjuures vektorruumi
vektorid ise jaavad paigale. Viimast interpretatsiooni kasu-
tatakse fifisikas sagedamini. Vaatame seda ldhemalt.

Olgu meil antud vektor § oma komponentide 6‘ Ja
baasivektorite U, kaudu:

(1.8)

ird
iksi

~1
abil, mida t@&histame /\ . Saame uued baasivektorid

Uues baasis on vektoril § loomulikult ka uued komponendid,

8. 0., uues baasis avaldub see vektor
"

(1.10)

M Kaq
Asendades siia U, avaldise (1.9), saame
n

mille vordlemine valemiga (1.8) annab



w

/. Qe = .

k=4
Silmas pidades tingimust (1.7) jérgneb siit vektori kompo-

nentide teisenemiseeskiri:

=) 6.,

Siimboolselt v3ime eeldeldu léhidalt kokku v3tta:
Eui vektorruumi baas teiseneb eeskirja -
© u'suA*
kohaselt, siis vektorruumi vektorite komponendid mmutuvad
' = As.
Rakendustes on tihti vaja ka lineaarteisenduse sega-
interpretatsiooni:
Olgu antud vektorruumi teisendus
- t=As,
mida me t3lgendame kui vektori S teisendamist vektoriks
t (ilma baasi muutmata), Teostame niiiid baasi teisenduse
operaatori VvV ‘abil. Vektorite § Jja t komponendid

muutuvad siis:

s =Vs , mis on vektor S uues baasis,

t =Vi , mis on vektor { uues baasis.
EKorrutades vektori § teisenemiseeskirja vasakult operaa-
toriga V y Baame:

Vi =VAV Vs .

Selle v3ime kirjutada

1 '
t=As (1.11)



A =VAV™. @12
Seega operaator VAV-’ kujutab sama lineaarteisendust

kui operaator A , ainult uues baasis viéljendatuna. Tei-
sendust (1.12) nimetatakse sarnasusteisenduseks.

Linsaaroperaatorite pdhituiipe.

Olgu antud lineaarse vektorruumi vektorid § , t ,
«es Ja selles ruumis m3juv operaator A . Moodustame ska~

laarkorrutise

(AS,é)) (1.13)
mille konkreetne téhendus s3ltub sellest, mida me m3istame
vektorite § , t, ... all.

Eui vektoriteks on niiteks n-dimensioonilise ruumi vek-

torid, siis ortonormeeritud baasi korral saame

(As,t)=t"Ass ) Za6, |

[N £FT] N
kus "  on n-realise ruutmaatriksi A elemendid ja Oux

ning 7, - vektorite S ja t komponendid. Vektorite
‘avaldamisel komponentide kaudu kasutame edaspidi téhiseid:

T\ e Ta),

SRR N _ 1)
./ t v, Ta)
Kul vaadeldava lineaarse vektorruumi moodustavad aga
néiteks {ihemuutuja funktsioonid (X) ) see o

saame ortonormeeritud baasi korral skalaarkorrutise avaldada

(Ay p) (1.16)
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kus integreerimine toimub iile funktsioonide (%) ’ V’( .
eeo mddramispiirkonna. A on siin mingisugune iihemuutu-
ja funktsioonidele m3juv operaator (nditeks lineaarne dife-
rentsiaaloperaator), ~

Operaatori /\ transponeeritud operaator /\ defineeri-
takse vdrdusega

(At,3) = (AsD) . 1.97)

Kui operaator /\ on maatriks, siis tdhendab tema transpo-
neerimine ridade Jja veergude vahetamist maatriksis,
Operaatorile /\ hermiitiline kaasoperaator /\ de-

fineeritakse vdrdusega

(s,A't) = (Ast) . (1.18)

Maatriksite korral tédhendab hermiitiline kaasoperaator trans-
poneeritud maatriksit, milles kdik elemendid on asendatud
nende kaaskompleksidega.

Kui operaator /\ on antud, on alati v3imalik moodus-
tada tema hermiitilist kaasoperaatorit ja transponeeritud
operaatorit,

Normaaloperaatoriks nimetatakse operaatorit, mis kommu-

teerub iseenda hermiitilise kaasoperaatoriga, s. o. rahuldab
tingimust

fpy #
N'N:=NN". (1.19)
Normaaloperaatorite tdhtsamad alaliigid on:
hermiitiline operaator, mis rahuldab tingimust
A=A,
antihermiitiline operaator, mis rahuldab tingimust
-23 -



A" - A
Ja unitaarne operaator, mis rahuldab tingimust
u*sut.
Eui A s A , nimetatakse operaatorit summeetriliseks ope-
raatoriks ja kui A -- A - kaidsiimmeetriliseks (v3i ka
antisiimmeetriliseks) operaatoriks.
On kerge veenduda, et kahe operaatori korrutise korral
kehtivad jédrgmised pdhiomadused:
(AB)*=B*A",
(AB) *BA,
(AB)* = B*A".
Viimasest on n&ha, et kahe hermiitilise operaatori korrutis
on hermiitiline siis ja ainult siis, kui need operaatorid
kommuteeruvad. Juhul, kui hermiitilised operaatorid A Jja
B ei kommuteeru, saame moodustada neist hermiitilised bi-
lineaarkombinatsioonid:

$(AB+BA), 1(AB-BA).

Taanduvatest operaatoritest.
L]

OYgu antud n-dimensiooniline vektorruum ja selle
m-dimensiooniline alamruum [, ( m<n ). Alamruumi L
nimetame invariantseks lineaarteisenduse A suhtes, kui see
teisendus muudab iga alamruumi vektori jélle sama alamruumi
vektoriks. Teiste sdnadega: alamruum on invariantne li-

neaarteisenduse A suhtes, kui kehtib tingimus:
kui Se , siis ka ASe .

Ruumi. saab avaldada alamruumi L,M_ ja tema tdiendruumi
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L“ Motseaana

- L'm * l"'n-m.
See tdhendab, et iga vektor §é€ Rn on avaldatav iiheselt
summana §3§, +S, , kus S e hM ja Lln_m_ .

Filisikas huvitavad meid harilikult niisugused lineaar-
teisendused, milledel invariantseid alamruume ei ole.

Kui lineaarteisendusel invariantseid alamruume ei ole,
siis nimetatakse lineaarteisendust taandumatuks.

Eui lineaarteisendusel on invariantne alamruum koos
selle invariantse tdiendruumiga, siis nimetatakse lineaar-
teisendust téielikult taanduvaks.

Eui lineaarteisendusel on invariantne alamruum (ilma et
selle tdiendruum invariantne oleks), siis nimetatakse line-
aarteisendust taanduvaks.

Kui vektorruumi alamruum on invariantne lireaarteisen-
duste hulga kdigi teisenduste suhtes, siis Geldakse, et sel-
lel lineaarteisenduste hulgal on invariantne alamruum.

Kui lineaarteisenduste hulgal on inviriantne alamruum
koos selle invariantse tdiendruumiga, siis nimetatakse seda
lineaarteisenduste hulka tédielikult taanduvaks.

Kui lineaarteisenduste hulgal on invariantne alamruum
(ilma et selle té@iendruum invariantne oleks), siis nimeta-
takse seda lineaarteisenduste hulka taanduvaks.

Erijuhul, kui lineaarteisendusteks on maatriksid, siis
v3ime n-dimensioonilises vektorruumis baasivektorid nii
nummerdada, et m esimest baasivektorit kuuluvad invariant-

sesse alamruumi ja n-m Jjérgnevat baasivektorit selle
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tédiendruumi L . Sel juhul on alamruumi LM kuuluva-

tel vektoritel nullist erinevad .ainult m esimest komponen-

ti ja alamruumi L,“ xuuluvatel vektoritel nullist eri-

nevad ainult n-m viimast komponenti:

2
Kui siis S, = g,
: (1.20)
0
0
kui o siis 0
Gn

Siit on ndha, et tdielikult taanduva maatriksite hulga kdik
maatriksid peavad olema kujul

m
A - An

(1.21)

R-WA
‘R-ma

téhistab siin m-realist ruutmaatriksit, mis m3jub 1li-
n-m
neaarteisendusena alamcuumis "‘m Ja A.‘.m - n-m -realist
ruutmaatriksit, mis m3jub lineaarteisendusena alamruumis

0 tahistab ristkiilikmaatriksit, mille k3ik ele-
mendid on nullid, ja 0

selle hermiitilist kaasmaatrik-
sit.

Vektorruumis on alati v3imalik baasi nii valida, et

tédielikult taanduva maatriksite hulga k3ik maatriksid olek-
sid kujul (1.21).
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§4, Lineaaroperaatori oma-
vaddrtused ja oma-

vektorid.

Operaatori A omavidrtused 0-(;) ja omavektorid §¢

mddratakse vdrrandist

As™ = ap, st . (1.22)
Indeks (k) nummerdab siin omavddrtusi ja ka omavddrtustele
vastavaid omavektoreid. V3rrandist on néha, et omavektori
pikkus pole méddratud: kui on operaatori A omavekto-
riks omavddrtusel (L(y) , siis on seda ka vektor o § .
Seepédrast vdime ilma iildsust kitsendamata oletada, et oma-

vektorid on normeeritud:
(x (x
(s s) =1 . (1.23)
Korrutades niilid v3rrandit (1.22) skalaarselt vektoriga

ja arvestades normeerimistingimust (1.23), saame omavddrtu-

se a.“) avaldada:

*
(x) ()} _ (%) (=)
Ocey =(AS™ ) =s™ As™ . (1.24)
Vdtame viimase vdrduse mdlemalt poolt hermiitilise kaas-

suuruse (arvu a(k, korral téhendab see lihtsalt kaaskomp-

leksi v3tmist). Saame
"
ak 2 S 5 A S(k) . (1.25)

Eahe viimase valemi vdrdlemine néditab, et hermiitilise ope-
raatori omavdédrtused on reaalarvud ja antihermiitilise ope-

raatori omavédédrtused puht imaginaararvud.
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Omavektorite ortonomeeritud siisteem.

Olgu antud omavadrtusprobleem hermiitilise operaatori

jaoks kahe omavadrtuse (., ja korral:
3)

As -a s,

A 5“) = a(“_) S(t).

Kcrrutama neist esimest vdrrandit skalaarselt vektoriga S(‘)

(x)
ja teist vdrrandit vektoriga S . Silmas pidades, et her-

(1.26)

miitilise operaatori omavddrtus a(l-) on reaalarv, saame:
(k) _ &)y _ ) t)

(S“), AS“’) = Q. ( s(:), S(u) .
Valemist (1.18) on néha, et hermiitilise operaatori A=A
korral on viimaste v3drrandite vasakud pooled v3rdsed; vdrd-
sed peavad jérelikult olema ka paremad pooled:

(atn) - a’(i-))(su), 5“)) =0.
Juhul, kui am# Oy, Jrgneb siit:
(s* s¥)=0.
Erinevatele omavddrtustele vastavad omavektorid on ortogo-
naalsed.

On v3imalik néidata, et juhul, kui operaatoril on ¥ -
kordne omavédrtus, vastab neile omavédrtustele | lineaar-
selt s3ltumatut vektorit, mis aga fildiselt ei tarvitse olla
omavahel ortogonaalsed. Kuid neid omavektoreid on alati v3i-
malik ortogonaliseerida. Seega v3ime hermiitilise operaatori
omavektorid alati nii valida, et nad moodustaksid ortonormee-
ritud siisteemi, s. o. et nad tdidaksid tingimust:
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(s, ) = Oy - (1.27)

See on sama tingimus, mida rahuldavad vektorruumi ortonormee-
ritud baasi moodustavad vextorid. Mingi operaatori omavekto-
rite siisteemi v3ime alati valida vektorruumi baasiks,

Juhul, kui vektorruumi baasiks on valitud operaatori

/\ omavektorid, siis 3eldakse, et operaator A on diago-
naallmjus. Seega tuleb operaatori viimiseks diagonaalkujju
teostada vektorruumis baasi teisendus, nii et baasivektorid
langeksid iihte operaatori omavektoritega.

Erijuhul, kui diagonaalkujus olevaks lineaarteisenduseks
on maatriks, erinevad sellel maatriksil nullist ainult pea-
diagonaalil asetsevad elemendid. Nendeks peadiagonaali ele-
mentideks on maatriksi kui lineaaroperaatori omavédédrtused.

Teostame vektorruumis lineaarteisenduse
(o' 1 .
s = Us™,

V3rrand (1.24) v3tab siis kuju

' TN ()
Oy - (A's™™, s™), (1.27)
kus
] -
A' = UAUT?,
Asetades vdrrandisse (1.27) § ' ja A' avaldised ning ka-
sutades v3rdust (1.18), on lihtne veenduda, et omavddrtus
[
a(k)
i U =UD, s. 0. kui Y on unitaaroperaator. On tdes-

on v3rdne omavidriusega a(,, siis ja ainult siis,

tatud lause:

Igat normaaloperaatorit (erijuhul muidugi siia ka her-
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miitilist operaatorit) on v3imalik viia diagonaalkujju, kui
temaga teostada sarnasusteisendus sobivalt valitud unitaar-
operaatoriga.

Ja vastupidi: iga operaator, mida saab unitaaroperaato-
ri abil teisendada diagonaalkujju, on kindlasti normaalope-
raator.

Nédgime, et juhul, kui sarnasusteisendus teostatakse uni-
taaroperaatori abil, ei muutu operaatori omavédrtused. Ana-
loogiliselt saab ndidata, et unitaarteisendus ei muuda ka
vektorite skalaarkorrutise vadrtust, Peale nimetatute on uni-

taarteisenduse invariantideks veel maatriksi jdlg ja maatrik-

si determinant * .

§5 Operaatorite {liheaegne

diagonaliseerimine.

Nlgu antud kaks operaatorit A ja B . V3ib juhtu-
da, et mdni operaatori /\ omavektoritest on juhuslikult
omavektoriks ka operaatorile B . Kuid niisugused Jjuhus-
likku laadi kokkusattumised ei paku meile huvi. Kdesoleva
paragrahvi eesmdrgiks on vdlja selgitada, missugustel tingi-
mustel on operaatoritel A ja B k3ik omavektorid iihised,
s. 0. missugustel tingimustel moodustavad operaatorite A
Ja B Uhised omavektorid téieliku siisteemi. T3estame lau-

se:

* Maatriksi jdlg ja maatriksi determinant on invarianti-
deks ka iildkujulisele sarnasusteisendusele A'= VAV ™
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Kui operaatorid A Jja B kommuteeruvad, siis moo-
dustavad nende iihised omavektorid tdieliku siisteemi.,

Operaatorite A Ja B omavektorid midratakse v3r-

randitest:

As™ = a, s, (1.28)

But= 84 ud. (1.29)

s \
Kuna omavektorid u“’ moodustavad tédieliku siisteemi, siis
v3ime nad lugeda baasivektoriteks ja avaldada opermatori A

omavektorid nende lineaarkombinatsioonina:

um (1.30)

¢
(Juhul, kui summeerimisindeks muutuyb pidevalt, tuleb summa

all m3ista integraali). Summa (1.30) on v3etud iile R3ikvdi-
malike { vddrtuste. Tegelikult esinevad summas ainult
need baasivektorid millede ees olevad kordajad
O ¢ on nullist erinevad.
Asendanud vdrrandisse (1.28) reaksarenduse (1.30), saa-

me selle iimber kirjutada kujul
(x) {
Y 67T(A-a,)uv=0. (1.31)

t
Eeldusel, et operaatorid A Ja B kommuteeruvad,

saame arvutada

BIA-au)u = (A-0u,)BU“s(A-Ggy) B, u®.

Teiste sdnadega

B[(A-au)u*]

6(:.)[(/\ = Q) “w] ’
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millest on ndha, et (A -Q“o) u“)on operaatori R omavek-
toriks omaviddrtusel . Valemi (1.31) vasakul pool on
jérelikult lineaarkombinatsioon operaatori B omavektori-
test. Korrutame selle valemi skalaarselt operaatori B oma-
vektoriga (A -Q “’) u‘l). Kuna omavektorid moodustavad ortogo-

naalse siisteemi, siis jddb summast jérele ainult iks liige,

nimelt see, kus L-¢ :

(J ) .
65" ((A-auu (A-ayu®)=0.
Saadud tingimuse rahuldamiseks on kaks v3imalust: Kordaja
620 v&1 6'P%0, xuia
(e
((A -atu))u'w) (A-awlu )) =0.

Vektori skalaarkorrutis iseendaga on null ainult sel juhul,

kui vektor ise on nullvektor:

© _
( A - a(‘)) u - .
See iitleb, et on operaatori A omavektoriks omavddr-
tisel Néeme, et reaksarendus (1.30) sisaldab tegeli-

kult ainult neid vektoreid °“ , mis on operaatori
omavektoriteks omavddrtusel . Andes indeksile y va-
lemis (1.30) k3ikvBimalikud viidrtused, saame operaatori A
k3igli omavektorite reaksarendused operaatorite A ja B
dhiste omavektorite jargi.

Vektorruuml mistahes vektori X v3ime avaldada line-

aarkombinatsioonina operaatori A omavektoritest [ .



Asendades siia reaksarenduse (1,30), saame

i,k
Tulemuseks on meelevaldse vektori X reaksarendus operaa-

torite A Ja B ihiste omavektorite jérgi. Need iihised
omavektorid moodustavad jédrelikult omavektorite tiéieliku
slisteemi, mida v3ib valida vektorruumi baasiks,

Vdrrandid (1.28) ja (1.29) v3ime niiiid kirjutada

te,i)

Qe i) _
Au 20y U ’ (1.32)

u o U,
xus U™ tihistab operaatorite A ja B ihiseid oms-
vektoreid,
Eeltdestatud lause pddrdlause kdlab:
Eui kahe operaatori A Ja B iihised omavektorid mee-
dustavad téieliku siisteemi, siis need operaatorid kommmtee-—

ruvad.

T3estuseks mérgime k3igepealt, et (1.32) pdhjal

(x, i - e,i) _
(AB-BA)u™?= 8y -8y ay)u™=0. (1.33)
Vdtame niilid vektorruumli meelevaldse vektori X Jja arendame
selle omavektorite u(k.i-) Jérgis

X = u('.iv) (1.34)

k,i .
Valemite (1.33) (1.34) pdhjal on kerge niha, et

(AB-BA)x =0 .
5. -33 -



Kuna X oli meelevaldne vektor, siis saab viimane vdrdus

olla 3ige ainult sel juhul, kui
AB -BA=0.

Sellega ongi t3estatud, et operaatorid. millede {ihised oma-
vektorid moodustavad tédieliku siisteemi, kommuteeruvad omava-
hel,

K3ik see, millest oli juttu kahe operaatori korral, keh-
tib lildiselt:

Kui on antud rida omavahel kemmuteeruvaid operaatoreid

Ai, v oo+ A, , siis on alati v3imalik teosta-

da vektorruumis niisugune baasi teisendus, et k3ik operaato-
rid ,» Ay ,...., A aiagonaliseeruxsid ihe-
aegselt, Teiste sdnadega: me v3ime leida k3igi operaatorite
Jjaoks iihise unitaaroperaatori lA , nii et k3ik

A‘L =UAKU‘, P,
oleksid diagonaalkujus. See tdhendab, et me oleme vektorruumi
baasi nii teisendanud, et baasivektorid langevad iihte operaa-
torite I\k ihiste omavektoritega.
Mittekommuteeruvate operaatorite iihised omavektorid (kui
neid ka juhuslikult esineb), tdielikku siisteemi ei moodusta.

Mittekommuteeruvaid operaatoreid iheaegselt diagonaliseerida
pole jidrelikult v3imalik,



§6. Lineaarsete ruumide

otsekorrutiss.

Olga A mxn ristkulikmaatriks elsmentidega Xix Ja
B - m' xn' ristkulikmaatriks elementidega 8pgq . Moo-
dustame k3ikv3imalikud korrutised Qi » mida saame
kokku mnm'n' tikki. Saadud arvud

ctpnq. - alu gpq,
moodustavad ildiselt réddkides mingi neljamd3tmelise maatrik-
si C , mida nimetatakse maatriksite A Ja B Kronecke-
ri korrutiseks v3i otsekorrutiseks Ja téhistatakse lithidalt
C=AxB.

Ruumiliste maatriksite iileskirjatamins on ebamugav. See-
pirast anname maatriksile (§ arvutabsli kuju kahem33tmeli-
ses ruumis (paberil). Maatriksit C kujatavas tabelis num-
merdame ridu esimese indeksipaariga ( ip ) Ja veerge teise

indeksipaariga ( kg ) 1

Ceip)ng) = Fix 69@. . ~

Arvupaaride jdrjestuseks v3tame nn, leksikograafilise Jjarjes-
tuse, mis midfiratakse tingimustega:

Arvapaari ( LP) 1loeme eelnevaks arvupaarile (i'p’') sel
Juhul, kui

1° i 4d, v,

i i, siis pepl.,

Eorrutise A x B v3ib siimboolselt iiles kirjutada
Jjdrgmise tabelinas
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oyB 0,8...

Q 4B ..
AxB = «8 0.8 (1.35)

On lihtne veenduda, et niisuguses tabelis on read ja veerud
t3epoolest leksikograafilises jdrjestuses. Erijuhul, kui A

ja B on kaherealised ruutmaatriksid, saame

a“ Vi au 8“ on %u %u.
au Gu 0“ %n au 521 %21

¢ &, 6,

14
u 034 el‘ &‘l all all

Kroneckeri korrutise olulisemad omadused on jéargmised:
1° AxB # B*A. Saab ndidata, et maatriks A X B
teiseneb maatriksiks B x A » kul baasivektorid ruumides,

AxB:

kus mdjuvad A ja B , sobivalt imber nummerdada.
2° olegm A, B +» C Ja D maatriksid, nii et
on olemas harilikud korrutised A (C ja RB[) . Siis kehtib:
(AxB)(CQxD) - AC xBD -
3 (A+B)x(C =(AxC)+(BxC).

3° Jélje vdtmisel Kroneckeri korrutisest tuleb silmas
pidada reeglit:

Sp(AxB)=SpA-SpB .

5° Kui A ja B on unitaarmaatriksid, siis on uni-
taarmaatriks ka A x B .
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//

Kuna vektorid on erikujulised maatriksid (ilheveerulised
maatriksid), siis on v3imalik moodustada Kroneckeri korru-
tist ka kahest vektorist. Illustreerime niisuguse korrutise
moodustamise mdtet fiilisikalise nditega.

Nukleon on elementaarosake, millel on kaks v3dimalikku
olekut: ta v3ib esineda kas prootoni vdi neutroni kujul. Kir-
jeldame nukleoni kahekomponendilise wvektorina

s=(n)

kus esimene komponent vastab prootonolekule, teine komponent
neutronolekule. Puhtas prootonolekus viibivat nukleoni kir-
jeldab siis wvektor ja puhtas neutronolekus viibivat
nukleoni vektor (
Kahest nukleonist koosneval siisteemil on v3imalikke ole-
kuid neli:
a) 1. nukleon on prootonolekus; 2. nukleon prootonolekus
b) 1. nukleon on prootonolekus, 2. nukleon neutronolekus
c¢) 1. nukleon on neutronolekus, 2. nukleon prootonolekus
d) 1. nukleon on neutronolekus, 2. nukleon neutronolekus

On néha, et kahe nukleoni siisteemi olekuid kirjeldava nelja-

komponendilise vektori saame vektorite (i) Jja otse-
korrutisenas
pp'
] pr
sxs's |
nn
Olgu antud kaks vektorruumi R ja . Nende ruumi-
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de otsekorrutiseks nimetatakse siis k3ikv3imalikke vektorite
s Ja 5, otsekorrutisi §xs, , kus SeR  ja 5,6 R, .

On lihtne kontrollida jérgmist: Kui vektorruumis R
m3jub lineaarteisendus A Jja vektorruumis R‘ - lineaar-
teisendus A g siis otsekorrutisena saadavas vektorruumis
R xR, jub lineaarteisendus A x . Peiste sdnadega:

mi s-As , sseR
r Ja .‘),-A1 ,S,eR,.
8118 (gxg,) = (A x A5 xs,), (sxsg), (sxsgeRxR,

EKui vektorruumis R on baasivektorid U, Ja vektor-
ruumis R1 baasivektorid , 8iis ruumi R xRt baasi-
vektorid defineeritskse kuil k3ikvdimalikud paarid W,Vy .
Meetrika viiakse otsekorrutisena saadavasse vektorruumi jérg-
mise tingimusega:

Eul vektorruumides R Jja R‘ on meetrilised maatrik-
8id vastavalt H Ja , 8iis vektorruumi R x jaoks
saame meetrilise maatriksi otsekorrutisena [ x H1 . Eriju-
bul, kui vektorruumides R ja Rt on baas ortonormeeritud,

siis tuleb ortonormeeritud baas ka ruumis R R R1 .
§7. Rihma esitus.

Kuil riihma G igale elemendile on vastavusse
seatud n-dimensioonilise vektorruumi lineaarteisendus D(g‘) ’

nii et
D(gi gl) =D(9.)D(9~) ’ (1.36)

siis titleme, et mell on antud riihma G n-dimensiooniline
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esitus lineaarteisenduste kaudu. Esitustingimus (1.36) ta -
hendab sisuliselt seda, et kui me oleme riihma elementidele
Ja vastavusse seadnud lineaarteisendused D (90
Ja I)(gt) y 81is riihma elementide korrutisele g;gk tu-
leb vastavusse seada lineaarteisenduste korrutis D(g,_)])(g‘)
V3tame esitustingimuses (1.36) elemendi v3rdseks
rilhma iihikelemendiga, 9:9 ° Siis saame

Dtg:) =Dtgi)Dlg,),

millest on n#dha, et

(1.3

¢
Rihma ihikelemendile vastab vektorruumi ihikteisendus.
Kui v3tame esitustingimuses g.= 9:' , Saame

D(g.) =D(g.)D(g;") .

Silmas pidades vastavust (1.37) jiérgnedb

(1.38)

Elemendi @; p3drdelemendile riilhmas vastab lineaarteisen-
duse D(gt) p3ordteisendus,

Vastavusest (1.38) on nédha, et riihma esitust moodusta-
vad maatriksid peavad olema regulaarmaatriksid.

On loomulik, et riihma esituse korral on riihma postulaa-
did tdidetud. Riihma esitus moodustab seega riihma, mille ele-
mentidel on konkreetne tdhendus - nendeks elementideks on 1li-
neaarse vektorruumi lineaarteisendused.

Kui rihma esitust moodustavate lineaarteisenduste hulk
on taanduv, siis nimetatakse riihma esitust taanduvaks.
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On v3imalik tdestada teoreemi:

Poollintsa (Jja jarelikult ka lihtsa) riihma k3ik taandu-

vad esitused on tédielilmlt taanduvad,
Pilisikalistes rakendustee kasutatakse peamiselt liht-

said rihmi, millede taanduvad esitused on eelmise teoreemi
pdhjal tdielikult taanduvad. Seega on k3ik riihmade esitused,
milledega fiilisikud kokku puutuvad, tdielikult taanduvad, kuid
liihiduse m3ttes nimetatakse neid harilikult taanduvateks esi-
tusteks. Seda tehakse ka k#@esolevas konspektis. Igal pool,
kus edaspidi on juttu taanduvatest esitustest, tuleb nende
all tegelikult m3ista té@ielikult taanduvaid esitusi.

Et konkreetselt otsustada, kas antud esitusmaatriksite
hulk moodustab taanduva v31 taandumatu esituse, on tihti eots-
tarbekohane kasutada nn. Schuri lemmat, millest jérgneb:

Esitus on taandumatu siis ja ainult siis, kul ainuke-

seks maatriksiks., mis kommuteerub k3igi esitusmaatriksitega.

on skalaarne maatriks, *

Siit tuleneb oluline Jjéreldus: Abeli riihma ainukeseks
ldplikudimensiooniliseks taandumatuks esituseks un iihedimen-
siooniline esitus.

T3epoolest, kuna Abell riihma esituse maatriksid peavad
k3ik omavahel kommuteeruma, siis Schuri lemma pdhjal on nad
kdik skalaarsed maatriksid, s. o. sisuliselt lihtsalt hari-
likud arvud. Esitus on {ihedimensiooniline.

Rihmal on esitusi {ildiselt mitu. Tdhistame S -nda

_* Skalaarseks maatriksiks nimetame maatriksit, mis aval-
%n‘; Uhikmaatriksi kordsena 61 , kus & on mingi komp-
eksarv.
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esituse (see v3ib olla nii taanduv kui taandumatu esitus)
maatrikseid D . Rihma elemendi karakteri

(s
$ -ndas esituses, ¥ )(9,-_) , defineerime niilid kui vasta-

va esitusmaatriksi jélje:

25pD®(g) . (1.39)

Olgu antud riihma G mingi element 9‘ ja sama riih-
ma teine element 9: s Mis on saadud esimesest nn. sarna-

susteisenduse teel:

'
9 = 9x9:9n , €G-
On kerge ndha, et elementidel 9‘ Ja on vdrdsed ka-

rakterid. Arvestades esitustingimust ja seda, et jdlje margi

all v8ib maatrikseid imber t3sta, saame
X(9:)=X(9ug:g.) - Sp[D(guD(9:)DIg:)] =
=Sp[D(g4)D(g.)D (9:)] = Sp[D (gD (gD g)] = SpDIg) .
X(9¢)= % (g0

Riihma elementidel, mis on iikstelsest saadavad sarnasusteisen-
duse teel, on igas esituses vdrdsed karakterid.

Olgu antud riihma G kaks esitust esitusmaatriksitega
vastavalt D(?.) ja D (9‘_) . Kerge on kontrollida, et

s8iis moodustavad sama riihma esituse ka maatriksid
¢
D(g;)xD'(g;) -
T3epoolest, kul maatriksid D (g;) Ja rahuldavad
esitustingimusi
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D(g:)D(g.) =D(g: Qx),
D (g:)D'(ge) =D'(9: 9w
siis.jérgneb neist otseselt
[Digo*D'(gj[Dtg xD'(gi) =[D(g)D(gu)x [D'tgi D'(gu)] =
=D(g: 9u) xD'(gi g 5

mis téhendab, et esitustingimust rahuldavad ka maatriksid
D(g.) xD'(g;). Meatriksitega D(g;) xD (9i) antud esitust ni-
metatakse maatriksitega D(Q;) ja D (g;) antud esitus-
te otsekorrutiseks.

Kahe taandumatu esituse otsekorrutis annab harilikult

taanduva esituse.

§8. Rihmade otsekorrutis ja

selle esitused.

Olgu antud kaks rihma @ ja H , millede k3ik ele-

mendid omavahel kommuteeruvad:

mistahes t Ja Kk korral, kui
Q;GG ) "LKG H.
Riihmade @ ja H otsekorrutiseks C nimetame siis riih-

ma, mille moodustavad elementide 9 Jja k3ikvdimali-
kud korrutised:

C=GxH

kusjuures k3dik

9 C.



Kehtib jérgmine teoreem:

Kui rihm C avaldudb rihmade G Ja H otsekorruti-
sena, siis saame ([ k3ikv3imalikud taandumatud esitused
rihmade (Q ja H k3ikvdimalike taandumatute esituste ot-
sekorrutistena. Teiste sdnadega: Riihma c k3igi taanduma-
tute esituste maatriksid D(ck) avalduvad kujul

D*c.) =D™g,) xD“(h,),

kus indeksid (%) ja (@) nummerdavad rihmade G ja H
kdikvdimalikke taandumatuid esitusi.

Juhul, kui ribma C k3ik elemendid avalduvad kiill riih-
made G ja H elementide korrutistena, kuid viimased oma-
vahel ei kommuteeru, siis riihma € rihmade @ ja H ot-
sekorrutiseks lugeda ei saa ja nende riihmade esituste val;el
ei ole niisugust lihtsat seost nagu (1.40). Selle asemel
kehtib jadrgmine kiillaltki komplitseeritud teoreem:

Olgu riihmal C invariantne alamriihm H ja olgu an-
tud veel mingi kolmas rihm (3 , nii et rihma C k3ik
elemendid avalduvad iiheselt korrutistena hu y kus G ’
ja h,,eH . Bdasi olgu riihmal C niisugused taandumatud
esitused, et elemendile 9 k,k vastab esitusmaatriks

, kusjuures need esitused olgu samaaegselt taandu-

matuteks esitusteks ka riihmale H . Siis maatriksid

D (g =XV(g) D (gihu) (1.41)

kus x tdhistab riihma G elemendile vastavat
karakterit " -ndas esituses, moodustavad riihma C taan-
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dumatu esituse., Veelgi enam: v3ttes valemis (1.41) riihma

C k3ikv3imalikud eelnimetatud tingimusi rahuldavad esitu-
Bed{D“,(gih“)} ja rihma (@ k3ikv3imalikele taandumatutele
esitustele vastavad karakterid, saame riihma C k3ikvdima-

likud taandumatud esitused.

§ 9. Pidevatest rihmadest.

Pidevateks riihmadeks v3i ILie riihmadeks nimetatakse riih-
mi, millede elemendid on médratud pidevate funktsioonidena
thest v3i mitmest parameetrist e¢; :
,.‘a,_,,,‘.‘)eG .
Parameetrite véddrtused valitakse harilikult nii, et

nende nullvididrtustele vastab riihma iihikelement:

9 (1.42)

Parameetrite o,; 13pmata viikestele vadrtustele (let;l< 1 ,,
i=q2 7 ) vastavad siis riihma elemendid, mis kuuluvad

thikelemendi ldéhemasse iimbrusesse.

{ ORI

Samad parameetrid y mis méddravad rilhma elemente,
médravad ka riihma esituse elemendid. Pideva riihma esituse
saame, kui seame riihma elemendile 9 _,,,a{.,)vastavusse
mingi vektorruumi lineaarteisenduse D("h"‘h ) mis
on 1l3pmatu arv kordi diferentseeruv k3igi parameetrite jir-
gl. See vastavusseseadmine teostatakse muidugi koosk3dlas esi-

tustingimustega: kui

9y, dy,... 9

siis



Sellest esitustingimusest jdrgneb, et riihma iihikelemendile
9(0, 0,...,0)vastab lineaarse vektorruumi iihikteisendus

D(o,o0,...,0)=1 . (1.43)

Uhikelemendi l&hemas iimbruses asetsevale riihma elemendile
vastab 1dpmata vdike lineaarteisendus (infinitesimaalteisen-
dus)
D4y, oy, ,#y), =us lagl =4, L=12,...,%
Pideva riihma esitusse kuuluva lineaarteisenduse v3ime

esitada reaksarendusena parameetrite o; astmete jérgis

0 o) (R)ur s
’ ) a"‘i l.o*
Idpmata vdikeste teisenduste korral v3ime selles reaksaren-

duses piirduda ainult kuni lineaarsete liikmetega of; suh-

tes. Vdttes veel arvesse vastavust (1.43) saame

T
*Z*t T, lul<eq, (1.44)
ot
kus operaatoreid -
(1.45)
‘atz20

nimetatakse riihma esitust médravateks infinitesimaaloperaa-

toriteks. On ndha, et infinitesimaaloperaatorid riihma ja esi-

tuse elemente médravatest parameetritest ei olene.
Vektorruumi 1l3pmata vdike teisendus avaldub valemi (1.44)

kohaselt infinitesimaaloperaatorite kaudu jérgmiselt:
2

s' (T (1.46)
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On néidatud, et vektorrtumi suure pideva teisenduse
v3ib alati saada l3pmata véikeste teisenduste Jérjestikuse
rakendamise teel., Kdesolevas me seda probleemi pdhjalikult
uurima ei hakka, skitseerime ainult tee, kuidas leida suuri
teisendusi infinitesimaalteisenduste kaudu.

Kui arv € valida kiillalt suur, siis kuulub riihma
element 9 iihikelemendl léhemasse imbrusesse ka
parameetrite suurte vddrtuste korral. Riihma suurtele
elementidele vastavad lineaarteisendused saame niisuguse pa-

rametrisatsiooni korral avaldada

Kuna BI“"-zl, PREE T) on infinitesimaalteisendus, siis va-
lemi (1.44) kohaselt v3ime kirjutada

Eelmine valem v3tab niitid kuju:

A L
D("g, o""t) . (1.47)
ted
Eui oleksid harilikud arvud, siis defineeriks v3rduse

(1.47) psrem pool hariliku eksponentfunktsiooni. Kasutades
analoogiat defineerime eksponentfunktsiooni ka mingist ope-
raatorist A H

exp A =£:::°(I + _,'i)l - (1.48)

Saab nfidata, et selle valemiga defineeritud funktsioonil
Cxp A on kdik olulisemad eksponentfunktsiooni omadused.
Muuhulgas v3ib kasutada reaksarendust
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QXPA . (1.49)

nso
Valemiga (1.48) antud siimbolites saame suure teisendu-

se valemi (1.47) anda kujul

n
D("h “'t):exp(Z“i.Ji) . (1.50)
i
5iit on ndha, et ka suured tejsendused on infinitesimasl-

operaatoritega maaratud.
§ 10. Lie-Cartani teoreem.

Infinitesimaaloperaatorid méngivad pidevate riihmade
esituste teoorias erakordselt tdhtsat osa. Kdesoleva punkti
piihendame iihe olulise infinitesimaaloperaatorite kohta k&i-
va teoreemi, nn. Lie-Cartani teoreemi t3estusele. See teo-
reem k3lab:

Pideva riihma (5 mingile esitusele vastavad infinite-
simaaloperaatorid :b ( d=T 2y« o oy ) ‘- rahulda-

vad vahetuseeskirju

A =Z CrJ: | (1.51)

i
kus kordajad (:j‘ esitusest el olene.
Et t3estada seda teoreemi, vaatame lineaarteisendust
D(s"‘) , Mmis vastab riibma (3 mingi elemendi 9 poora-
elemendile. Selle teisenduse m3jul teiseneb esitusruumi vek-

tor §  mingiks teiseks vektoriks s'

A“) 13 (1.52)
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On selge, et teisenduse tulemusena saadav vektor s' on

riihma elementi (ja seega ka esituse elementi) méddravate pa-
rameetrite pidevaks funktsiooniks, mida oleme eelmises vale-
mis rdhutanud, kirjutades . EKorrutades valemit
(1.52) vasakult sama ribma (3 mingi teisele elemendile h
vastava lineaarteisendusega D(h) , Saame

D(h)s'(g") =D(h)D(g™)s -

Esitustingimuse (1.36) pdhjal jédrgneb siit

millest valemi (1.51) kohaselt tuleb

D(h)s'(g) = 8" (hg) .

Téhistame niitid ja kirjutame eelmise v3rduse iimber

D(pg)s'(g™) =s'(p). (1.53)

Olgu «; (ﬂ s o (9) Jja i (\09) riihma elemente méddravate
parameetrite (¢e=1, 2, oo , 't ) konkreetsed vaar-
tused, mis mddravad rihma elemendid 10 9 Jja . Pa-
rameetrid «; (‘09) peavad olema parameetrite of; (f) Jaodj
funktsioonideks, sest riihma element ,09 on iiheselt médra-

tud kui elementide. 10 ja 9 korrutis:
-Le(g)]~ (1.54)

PFunktsioonide kuju ei saa seejuures oleneda esitusest,
vaid see on tédielikult md@dratud juba riihmas defineeritud kor-
rutamiseeskirjaga.

Fikseerime elemendi § ja diferentseerime seost (1,53)

parameetri jérgi:



3s'(A) . Y D) ddi(sg ¢ gt
W L dagg S s

V3tame niiid qlf" . Siis saame
det; (£9) gf 220
mis valemi (1.45) Jérgl pole midagi muud kui infinitesimaal-

operaator:

oD (f9) “3 (1.56)
agd

Valem (1.55) v3tab niiid kuju

2
33 () =Z: Sij() L s'(4), (1.57)
kus t@histasime

@) = Oty (#g)
! a"j (¢ g=f

Valem (1.57) on diferentsiaalv3drrandid suuruste

(1.58)

médramiseks. Need v3rrandid tuleb lahendada algtingimusel

S, (1.59)

mille saame seosest (1.52), kui v3tame seal q 1 v3rdseks
riibma iihikelemendiga: 9" - 9o . On teada, et siisteemil (1.57)
on lahend olemas - see lahend on antud valemiga (1.52). Jére-
likult peab kehtima siisteemi lahenduvuse tarvilik tingimus,
mis seisneb teiste tuletiste vdrdsuses:
2 [2)-2 (gs).
Vajalike teiste tuletiste arvutamine annab:

- 49 -



(ALY
mille saame v3rrandit (1.57) silmas pidades uymber kirjutada

ds'\. aSl‘; ' . ' .

Analoogiliselt arvutame

— +Z Si.,,(f)Ji..'.i,‘;é({!)Ui s'p). (1.e2)
3 ¢ tied

Avaldiste (1.61) ja (1.62) v3rrutamine vastavalt tingimuse-
le (1.60) annab

"
»
('Y

i

(1.63)

V3tame niiud #’30 ja arvestame algtingimust (1.59) ning
valemist (1.58) jérgnevat tingimust :is(g.)-di. (mis iit-
leb, et parameetrid ot dn k3ik s3ltumatud). Saame

— (1.64)

Kuna see seos peab olema 3ige mistahes vektori § korral,

jargneb siit vastav v3rdus operaatorite vahel:

jjjn - j"jé :'FC;‘ji , (1.65)

kus kordajad
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v (0Si(P) _ 3S(P)
c’ aat} ).hgo

(1.66)

ilmselt ei sdltu esitusest. Kordajaid <:j‘» nimetatakse riih-
ma struktuurikonstantideks.

Sellega on Lie-Cartani teoreem t3estatud.

Valemist (1.66) ndhtub, et struktuurikonstandid on kahe

alumise indeksi suhtes antisilimmeetrilised:

C;K =-Ci‘. . (1.67)

Struktuurikonstante harilikult valemite (1.66) jadrgi ei ar-
vutata, vaid nad médratakse ilihes kindlas esituses, kasutades
selleks infinitesimaaloperaatorite konkreetset kuju selles
esituses. Et struktuurikonstandid esitusest ei s8ltu, siis
on nende konstantide leidmise probleem k3igi esituste jaoks

korraga lahendatud.
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II peatikk,.
AEG-RUUMI TEISENDUSTE RUHMAD.

§1, Kolmedimensioonilise vektor-
ruumi ortogonaalteisenduste

rihnm.

Vaatame fiiisikalist ruumi kirjeldava kolmedimensiooni-
lise vektorruumi teisendusi, mis sdilitavad ruumi meetrika
(s. 0., mis ei muuda skalaarkorrutise vadrtust). Teiste sd-
nadega: kui kolmedimensioonilise ruumi vektor X teiseneb

eeskirja

x':Ax (2.1)

Jérgi, siis nduame, et selle teisenduse juures

. (2.2)
Olgu vektorruumis antud ortonormeeritud baas. Sel juhul
) a 2
() ="+ %y + x,
Ja meid huvitavad teisendused m#dratakse kui reaalsete kom-

ponentide (% =1, 2, 3) teisendused, millede korral

x1+x’. + + + N (2.3)

a 1 a
Ruutvorm x, X, X; on otsitavate teisenduste suhtes in-

variantne.
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Vektori teisenemisvalemi (2.1) saame komponentides
avaldada

3
xL =z aX; , (2.4)

i
kus Q; on teisendusmaatriksi A elemendid.

Sellistes valemites nagu (2.4) me summamérki edaspidi
védlja ei kirjuta. Et sellest ei tekiks segadusi, lepime kind-~
lalt kokku jérgnevas:

1) Kui Ghes liikmes esineb kahekordne ladina tdhega mér-
gitud indeks, siis tdhendab see alati summeerimist iile selle
indeksi vaartuste 1, 2, 3.

Q, 8, tdhendad alati 8 -

Ioomulikult ei ole oluline, kuidas mehs‘umeerimisindeksit té-
histame: = Q; G‘._ .

2) Uhekordne ladina téhega mérgitud indeks omandad sdl-
tumatult vdértusi 1, 2, 3. Q, téhendab siis suuruste Q,,
Q, » O, komplekti, s. o. (I, annab meile vektori Q
komponendid.

Selles uues siimboolikas kirjutame teisendusvalemi (2.4)

tmber
(2.5)

ja meetrika invariantsuse tingimuse (2.3) avaldame kujus

X, X, X, . (2.6)
Kui niid asetame avaldise (2.5) tingimusse (2.6), saame
- xk '

millest jérgneb, et teisendusmaatriksi elemendid peavad rahul-

dama seost
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anioxl = du. (2.7)

See tingimus tdhendab, et teisendusmaatriksi A veerud,

kui neid vaadata kolmekomponendiliste vektoritena, on oma-
vahel ortogonaalsed ja normeeritud. Kasutades ortogonaalsu-
setingimusi (2.7) saame lihtsalt avaldada teisenduse (2.5)
pdordteisenduse, Selleks korrutame valemit (2.5) suurusega

Q,, Jja arvestame tingimust (2.7). Saame

1
Xl = 0“ xk . (208)

Arvestades summeerimisindeksi tdhistuse meelevaldsust, v3ime
meetrika invariantsuse tingimuse (2.6) kirjutada ¥, Xy «

Asetades siia X, avaldise valemist (2.8) saame

=x¢x£ [}

millest jdrgnedb

Q (2.9)

ie
Saadud tingimus iitleb, et ka teisendusmaatriksi A read,
kui neid vaadata kolmekomponendiliste vektoritena, on omava-
hel ortogonaalsed ja normeeritud.

Teisendusmaatriksil A koosnevad nii read kui ka veerud
omavahel ortogonaalsetest vektoritest. Sellepdrast nimetatak-
segi maatriksitega A antud teisendusi ortogonaalteisendus-
teks, Olgu mdrgitud, et ortogonaalsusetingimused (2.9) ei ole
iseseisvad, vaid tulenevad tingimustest (2.7).

Ortogonaalsusetingimus (2.7) ei ole midagi muud kui
maatriksgeos
AA=1 (2.10)

- 54 -



elementides vdlja kirjutatuna. V3tame viimases v3rduses mb-

lemalt poolt determinandi. Saame
det (AA) =1, (2.11)

kus oleme arvestanud, et ilhikmaatriksi determinant on 1. Eda-
si on teada, et maatriksite korrutise determinant on v3rdne
samade maatriksite determinantide korrutisega., V3rrandi

(2.11) asemel saame seega et A det A =1 ja siit omakorda

(et A)*=1 (2.12)

sest transponeeritud maatriksi determinant on v3rdne maatrik-

si enda determinandiga. Viimasel v3rrandil on kaks lahendit:

det A=21 . (2.13)
Kolmedimensioonilise ruumi ortogonaalteisendused moodustavad
kaks alamhulka: teisendused, kus det A -+4 , ja teisendused,
kus def.A i Téhistame esimesse alamhulka kuuluvaid maat-
rikseid A(” Jja teise alamhulka kuuluvaid maatrikseid AM ’
S. O,

det A=+ 4,

det A¥=-1.

)
On lihtne veenduda, et hulk { A } rahuldab riihma pos-

tulaate:
1) Kui meil on kaks teisendust ja A’M , nii
(+) Ia (
et olet ja olet A V=+4 , siis ka def( “A ’))"i. Hulk

t+)
{A"} on maatriksite korrutamise suhtes kinnine.
2) Hulka kuulub thikmaatriks | , sest det]l 4.
3) Kui det AM=+ { , siis ka psdrdmaatriksi determinant

dei (Am) 1. Selles on lihtne veenduda meenutades, et pddrd-
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maatriksi determinant on v3rdne maatriksi enda determinandi
pddrdvéddrtusega. Ka viimane riihma postulaat on rahuldatud:
kui hulka 1 Aml kuulub maatriks AL) o 8iis kuulub sinna
ka tema pddrdmaatriks N J

Riilhma postulaadid on rahuldatud. Kolmedimensioonilise
reaalse vektorruumi ortogonaalteisendused, milledel det A =+1
moodustavad riihma. Seda riihma nimetatakse kolmedimensiooni-
lise reaslse vektorruumi omateisenduste riihmaks (v3i ka pds-
rete rilmaks) ja tihistatakse Mo .

Teisenduste hulk {A riihma ei moodusta, sest see
hulk ei ole maatriksite korrutamise suhtes kinnine (kui
olet ja det A=-1 , siis det (APA°)=41) ja seal
puudub itihikelement. Kiill aga moodustavad riihma kolmedimensi-
oonilise reaalse vektorruumi kdik ortogonaalteisendused kok-
ku, s. o. hulk {A ’ A } . Seda riihma nimetatakse kolmedi-
mensioonilise reaalse vektorruumi tédielikuks ortogonaalseks
rihmaks ja téhistatakse

Teisendusi F{d nimetatakse peegeldusiseloomuga tei-
sendusteks. Nende tiilipiliseks esindajaks on

0
(2.14)

Maatriksi P abil saame k3ik peegeldustiiiipi teisendused

siduda omateisendustega:

A(-) - PA(O) . (2.15)

Tdielik ortogonaalne riihm koosneb seega teisendustest

N, ={ ¥, PA”} . (2.16)
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Jérku Abeli rihma, mida nimetatakse kolmedimensioonilise rum
mi peegelduste rilhmaks ja tdhistatakse G, « Knna riihma

mentidega, siis saame moodustada nende riihmade otsekorruti-

se, milleks on rihm :

v3i teisiti

Ny = Gox N, (2.17)

§2. Kolmedimensioonilise vektor-
ruumi l13pmata vidikesed

ortogonaalteisendused.

Vaatame niilid ldhemalt kolmedimensioonilise vektorruumi
omateisenduste riihma, mis kuulub pidevate riihmade hulka. Sel-
lesse riihma kuuluvad teisendused médratakse 9 parameetrigs

01‘ s kuid k3ik need parameetrid ei ole sdltumatud, vaid
rahuldavad ortogonaalsuse-normeerituse seoseid (2.7). Valem
(2.7) on indeksite i ja f suntes stimmeetriline, mis t&-
hendab, et seal on 6 sdltumatut seost. Omateisendusi médrava-
te sdltumatute parameetrite arv kahaneb seega kolmele. See
tulemus langeb kokku analiiiitilisest geomeetriast tuntud tdsi-
asjaga, et ruumikoordinaadistiku pddrde m#&iramiseks tuleb an-
da kolm parameetrit, nditeks kolm Euleri nurka.

Et opereerida ainult s3ltumatute parameetritega, on ka-

sulik vaadata 13pmata vidikesi teisendusi

" (2.18)
X = X, +€k¢x¢1
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le,,l :
Kasutades teisendusvalemit (2.18) saame meetrika invariant-

susetingimusele (2.6) anda niliid kuju

(xu + ezexc)(xh + Exo xc) = ’
millest teist jdrku l3pmata vdikeste liikmete &rajétmisel

sSaame

EeXeX * =0 .- (2.19)

Kui tdhistame teises liidetavas summeerimisindeksid {imber,

K ¢ , saame

(ekt + 8 ) XX -0 .
Et viimane seos kehtiks X, meelevaldsete védartuste korral,
peab sulgudes olev avaldis vdrduma nulliga. See tdhendab, et

& xe on antislimmeetriline suurus:

ene == Eey . (2.20)
Kolmedimensioonilise ruumi 13pmata vidikesi teisendusi mddra-
vatest parameetritest &, on s3ltumatuid ainult kolm.

Analoogiliselt sellele, nagu me n&ditasime antisiim-
meetrilisust, saab kontrollida, et kehtivad {ildised reeglid:
1) Summeetrilise suuruse Ja antisiimmeetrilise suu-

ruse korrutis, kui summeerimine toimub file m3lema in-

deksi, annab alati nulli.
Eui g, =8S,; da y siis §, .50 . (2.21)
2) Kui antisiimmeetrilise suuruse korrutis mingi teise
suurusega annab nulli, siis see teine suurus on kindlasti
slmmeetriline:
Kui ',ix:.fu » kusjuures s, {; 0, siis §; = S,. .(2.22)
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3) Kui siimmeetrilise suuruse korrutis mingl teise suuru-
sega annab nulli, siis see teine suurus on kindlasti antisiim-
meetriline:

Kui §; =S, kusjuures Siuf =0, siis (2.23)

§3. Kolmedimensioonilise vektor -
ruumi omateisenduste rihma
infinitesimaaloperaatorid.

Lineaarse ruumi teisenduste riihma v3ime alati vaadata
kui iseenda esitust, sest siin kujutab riihma iga elementi
teatud_lineaartelsendus. Selles mdttes v3ime réddkida ka 1i-
heaarse ruumi omateisenduste riihma infinitesimaaloperaato-
ritest. Valemi (1.46) saame niilid kolmedimensioonilise vektor-
ruumi 13pmata véikeste teisenduste jacks kirjutada kujul

3
t
X = (I * Z Ein Jtu) X ) (2.24)
i,esd
kus X téhistab vaadatava ruumi vektorit ja summamédrgi all

esinevad ainult sdltumatud parameetrid € ?
kidesoleva peatiiki esimeses punktis antud summeerimisreeglit,
on otstarbekohane kirjutada seos (2.24) imber kujul

t<k. Kasutades
rd

‘e i

"(I + 1 E“‘Ji‘)x. (2.24)
Et see valem langeb iihte valemiga (2.24), selles on lihtne
veenduda, kui pidada silmas, et §,  Jja mdlemad on an-
tisimmeetrilised suurused. Ji‘ antisiimmeetrilisust

(2.25)
saad lihtsalt kontrollida jérgmise arutluse teel.
Olgu antud korrutis

kus on antisiimmeetriline suurus, kuid J(i‘ kohta
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me esialgu midagi tépsemat ei tea. Lahutame niiiid suuruse

antisimmeetrilise osa J;. ja siimmeetrilise osa

- summaks :
(a) ts)
Ko =T + T y
kus
3 (Kiw *Xii).
Jérelikult
)
=6, )i,
sest g, on valemi (2.21) pdhjal v3drdne nulliga. Vale-
mis (2.24) esinev suurus saab olla ainult antisim-
meetriline.
Komponentides avaldub (2.24) kujul
4 em
= (A4 +E£ikjbk)xh~| (2.26)
e
J;‘ Juures nummerdavad infinitesi-
maaloperaatoreid ja ilemised indeksid - nende infinitesi-

maaloperaatorite kui maatriksite elemente.

v Nilid arvestame, et see kolmedimensioonilise vektorruu-
mi omateisenduste riihma esitus, mida me siin vaatasime, lan-
geb tegelikult dhte rihma endaga. See téhendab, et l3pmata
véikeste teisenduste valemi v3ime ka kirjutada kujul (2.18):

Xe ~ +§mx”
Viimase valemi v3rdlemine valemiga (2.26) annab

Om
28,7 = ) (2.27)

mis on v3rrand infinitesimaaloperaatorite méiramiseks. Kerge
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on kontrollida, et saadud v3rrandit rahuldab avaldis
z d;, - d;. . (2.28)
(4
Silmas pidades, et iilemised indeksid J‘: Juures nummer-

davad infinitesimaaloperaatorite ridu ja veerge, sasme (2,28)
imber kirjutada maatriksite kujul:

010 fooo [0 0\
gfa.’ -1 o, Ja;=K°°1 ) (2.29)

0 00

Niilid on kerge kontrollida, et saadud maatriksite vahel keh-

tivad jérgmised kommutatsiooniseosed

[Jus 335] =" JB! [

[J,,, Joe

kus [A,B] téhistab operaatorite A ja B kommutanti:

[A,B] 3 AB-BA. (2.31)
Seostega (2.30) ongi mddratud kordajad Lie-Cartani valemis
(1.51) kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste riih-
ma jaoks.
Operaatorid J.; on antihermiitilised. M3nikord on ats-
tarbekohane nende asemel kasutada hermiitilisi operaatoreid
, mis defineeritakse jérgmiselt:

31-_" 28 »



Kommutatsiooniseosed uute operaatorite vahel tulevad

(7., 2]=22,,

=JJ1 i (2.33)

[7:

Formaalselt v3dib viimastele kommutatsiooniseostele anda kuju
b (2.34)

kus ] tédhistab formaalset vektorit, mille komponentideks
loeme suurused 11 ’ J; Ja « Vektorruumi 13pmata
viikese teisenduse (2.24) v3ime niiiid uute operaatorite kau-

du iiles kirjutada
x'=(I+ (2.35)
kus
Elaae$1) egaieat‘ (2.36)
Kasutades kommutatsiooniseoseid (2.33) on lihtne kont-

rollida, et operaator

Jz =17 (2.37)

kommuteerub k3igi infinitesimaaloperaatoritega 1. s Se Os

[J“, J‘] o0 . (2.38)

See operaator on jédrelikult kolmedimensioonilise wvektorruu-
mi omateisenduste riihma invariandiks, Néditame seda.
EKuna 13pmata véikese parameetri teise astmega v3r-

delised liikmed loeme nulliks, siis kehtib

(I- J)T+edo) =T, (2.39)
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mis dtleb, et operaator (I -€, J") on operaatorile (I *
pé6rdoperaatoriks, Operaatori J" teisenduseeskirja 13pma-
ta vdikeste teisenduste korral saame siis valemi (1.12) ees-
kujul avaldada

millest kommutatsiooniseoste (2.38) pdhjal jirgneb otseselt
i

J“ - (2.40)

Operaator g vektorruumi 13pmata vidikeste teisenduste kor-
ral ei muutu. Kuid siis ei muutu ta ka suurte teisenduste
korral, sest suure teisenduse saame alati 13pmata védikeste
teisenduste jarjestikuse rakendamise teel. Vatem (2.40) on
dige ka suurte teisenduste korral. Teiste sdnadega tdhendab
see, et operaator g" kommuteerub k3igi kolmedimensioonili-
se vektorruumi omateisendustega, millest jéareldub (vt. ptk.

2
I§7),et J on skalaarne operaator.,

~
§4. Kolmedimensioonilise vek=+tocr-

ruumi suured omateisendused.

Et avada 13pmata vidikese teisenduse (2.24) geomeetrilist
sisu, oletame konkreetsuse mdttes, et En=€n=0 . Teisen-

dusvalem on siis -

Kui me v3tame arvesse operaatori konkreetset kuju
(2.29), saame siit teisenemiseeskirjad vektori komponentide

Jjaoks:
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‘1 = +&12x1 ’

= x’. - en. xi_ ’
Ay = Xy,
Siit on ndha, et valem (2.41) kirjeldab pdéret X X, -ta-
sandis l3pmata vdikese nurga §€,, vdrra, kusjuures pddre
toimub %, -telje poolt -telje poole.

Vaatame niitid, missugused tulevad vektori komponentide
teisendusvalemid suure pddrde korral Ay Xy-tasandis, Et veel
kord illustreerida seda, kuidas 13pmata védikesed teisendused
méédravad suuri teisendusi, konstrueerime suure teisenduse
13pmata vdikeste teisenduste integreerimise teel.

Olgu A(\” maatriks, mis kirjeldab pséret X, X,-tasan-
dis nurga v3rra. Teostame jédrjest pddrded nurkade

ja dcp vdrra, tulemusena saame p&érde nurga ‘P + d\f var-

A(p +dy) - A(P)A (dy) - (2.43)

Moodustame niilid avaldise

dA(y) _ LAY +dy) - A(Y)
d'f s d(? ’ (2.44)
mis (2.43) pdhjal tuled
d—'{’- ~A®W) __d—‘?—— . (2.45)

L3pmata vdikest podret -tasandil kirjeldav operaator
valemist (2.41) avaldub niiiid meie t&histes

Aldy) =1 +J,df - (2.46)

"

Asendades selle A (dlﬁ avaldise valemisse (2,45) saame
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- = , (2.47)

See on v3rrand A(‘P) midramiseks, mis tuleb integreerida
lisatingimusel

Af) =T . (2.48)

ki A(Y) Je Ju oleksid harilikud arvud, siis saaksime ~
v3rrandi lahendi kajul

Alp) —exp(T,9) . (2.49)
Formaalselt v3ime v3rrandi (2.47) lahendi samal kujul iiles
kirjutada ka antud juhul, ainult all tuled m3is-

ta siis kas 13pmatu korrutise piirvdidrtust (1.48) v8i reaks-
arendust (1.49). Silmas pidades konkreet et kuju (2.29)
saame 2xp (ju\f) reaksarenduse

100 /6 ¢ oy ./¥ 340\
A= (o 1 0) a\? o
3\e o of 000/ S-\0 0 of

Summeerimine annab maatriksi, mille elementideks on siinuse

ja koosinuse reaksarendused

Cos 0
AW = | b S (2.50)
0 0 1
Suure pddrde korral x,xx-tasandis on vektori komponentide
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teisendusvalemid siis

!
1 = + ,

2 Xy Cos = Xy Simg (2.502)
xaa 15_

Olgu eldud veel, et valemi (2.49) oleksime sszanud va-

lemist (2.41) otseselt eeskirja (1.50) rakendamisel.
]

§5. Galilei rihm, Klassikalise
mehhaanika relatiiv-

susprintsiip.

Runmi homogeensuse omadusest tuleneb fiilisika v3rrandi-
te invariantsuse ndue koordinaadistiku alguspunkti nihke
suhtes

(2.51)

*
kus 0:‘ on konstantne vektor. Teisendused (2.51) moodus-
tavad Abeli riihma, mille uurimine meile kiesoleval juhul hu-
vi ei paku. Kdesolevas punktis pihendame oma t&helepanu nii-
sugustele koordinaatide teisendustele, kus vektor on
teatud funktsioon ajast:

= -0 (L), (2.52)
Niisugune teisendus téhendab {ileminekut koordinaadistikku,
mis esialgse siisteemi suhtes teatud viisil liigub.
LIt fiilisika v3rrandid peaksid olema invariantsed ka k3i
gis liikuvates koordinaadistikes, see ei ole iseendast sugu
gl selge. Seda kiisimust saab otsustada ainult eksperiment.

Vaatame, kuidas késitles seda probleemi klassikaline mehhaa
nikal
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Klassikaline mehhaanika tugineb Newtoni teisele seadu-
sele: Keha liikumishulga WM,V, muutus ajaiihikus on v3rdeli-
ne kehale m3juva jduga F; . Uhikute sobiva valiku korral

saame selle seaduse kirja panna

-a%- (Wovic) - Fu (2.53)
kus V. on kiirusevektor, F; kehale mdjuva jdu vektor ja
m, keha mass, mida klassikalises mehhaanikas loetakse an-
tud keha iseloomustavaks konstandiks, Et rdhutada massi kons-
tantsust, kirjutasime tema tdhise juurde indeksi o .

Newtoni teise seaduse on fiilisikud katselisel teel loodu-
sest tuletanud, puhtloogiliste arutlustega pole seda seadust
v3imalik tuletada.

Olgu v3rrand (2.53) antud mingis kindlas koordinaadis-
tikus, mida t&histame K. L#heme niilid teisenduste (2.52) abil
ile teise koordinaadistikku K', mis liigub eelmise suhtes,
Missuguse iseloomuga v3ib olla see liikumine, et vdrrand
(2.53) kehtiks ka uues siisteemis K'? Teiste s3dnadega: kui-
das peab uus koordinaadistik vana suhtes iiixuma, et temas
kehtiks samasugune klassikaline mehhaanika nagu vanas koor-
dinaadistikuski?

Klassikalises mehhaanikas oletatakse, et kahe keha va-
hel valitsevad jdud on podrdvdrdelised nende kehade vanelise
kauguse ruuduga. Niisuguste omadustega on n&iteks gravitat-
sioonijdud, elektrostaatilised jdud (mdjuvad kahe paigalseis-
va elektrilaengu vahel) ja magnetostaatilised jdud (mdjuvad
kahe paigalseisva magnetipooluse vahel),Veel méddunud sajan-
dil oli tiilisikute piilideks seletada kdiki loodusnéhtusi ainult
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niisuguste jdudude abil, mis on p33rdvdrdelised kauguse ruu-~
duga.

Et kahe punkti Ja vahelise kauguse ruut

dta(x" -
koordinaadistiku nihke (seega ka teisenduse (2.52)) korral
@i muutu, sellest jirgneb, et iileminekul susteemi K suhtes
liikuvasse koordinaadisiisteemi K' kehale mdjuv jdud ei muu-~
tu:
Fo =Fe - (2.54)

Newtoni teise seaduse (2.53) parem pool on teisenduste (2.52)
suhtes invariantne. Hédrame niiid, missugune pead olema siistee
mi K' 1liikumine siisteemi K suhtes, et invariantseks jadks

ka Newtoni teise seaduse vasak pool. Valemist (2.52) saame ar

vutada seose kiiruste vahel

Vi3V - (2.55)

\I'~
P

- dx.
T VT
Siin me oletasime tegelikult, et aeg {ileminekul koordinsadis-

tikust K koordinaadistikku K! ei muutu:

t'=t . (2.56)
See oletus on klassikalise mehhaanika katsetega ja igapideva-
se elu kogemustega kooskdlas.
Asendame niid V,, avaldise valemist (2.55) v3drrandisse.
(2.53), saame .
T{(M.Vg) + Mo :FK ’
kus arvestasime ka jdu invariantsust (2.54). Siit on n#ha, et
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Newtoni teine seadus jiib muutumatuks, kui

dt !
s. 0., kuil
Q.= V:_ t + 0% ,
kus Jja Q’K on integreerimiskonstandid. Newtoni teine

seadus on invariantne teisenduste

X, =X, ~vet-~of (2.57)

suhtes. Kuna viimane liidetav Q, kirjeldab siin koordinaa-
distiku alguspunkti {ihekordset (ajas konstantset) nihet, siis
see antud juhul meile huvi ei paku ja v3ime lugeda Q%:0. Tei-
sendusvalemid (2.57) ja (2.56) tulevad siis

TR

t =t .

(2.58)

Esimene neist valemitest iitleb, et siisteem K' 1liigub siis~-
teemi K suhtes konstantse kiirusega Vg . Siisteemide oma-
vaheline liikumine on inertsiaalne (iihtlane ja sirgjoonelise).

Newtoni teine seadus on invariantne umde kXoordinaadis-
tikku tilemineku suhtes, kui uue koordinaadistiku alguspunkt
liigub vanas koordinaadistikus iihtlaselt ja sirgjooneliselt.
Invariantne niisuguse iilemineku suhtes on siis muidugi ka
Newtoni esimene seadus, mida v3ime vaadata kui teise seaduse
erijuhtu (jdud F, =0 ).

Teine valemitest (2.58) iitleb, et itileminekul iihest koor-
dinaadistikust teise, esimese suhtes liikuvasse koordinaadis-
tikku, aeg ei muutu. Aja mééramiseks kdigis koordinaadist.kes

- 69 -



piisab iibest universaalsest kellast. Konkreetsuse mdttes ole-
tame siiski, et iga ruumikoordinaadistiku kiilge on kinnita-
tud kell, mille abil médrame aja kulgemist selles koordinaa-
distikus. Sisuliselt on k3igi koordinaadistike varustamine
kellage teooria antud etapil ilileliigne, sest need kellad nidi-
tavad kdik iihte aegd. Me teeme seda aga eesmiérgil, et hiljem
oleks lihtsam iile minna relatiivsusteooriasse,

Kellaga varustatud ruumilist koordinaadistikku nimetame
taustsiisteemiks,

Taustsiisteeme, kus kehtivad Newtoni seadused, nimetame

inertsiaalsiisteemideks. Inertsiaalsiisteem on niisugune taust-

slisteem, kus keha liikumishulga muutus ajailihikus on vdrdeline
kehale m3juva jduga ja kus vabad kehad liiguvad inertsiaalselt
(ﬁhflaselt ja sirgjooneliselt)., Teisiti v3iks Gelda: inertsi-
aalsiisteemideks nimetatakse taustsiisteeme, kus kolme vaba
mittekoplanaarse punktmassi kiirused on ajas konstantsed.

Uksteise suhtes liiguvad k3ik inertsiaalsiisteemid iihtla-
selt ja sirgjooneliselt.

Ktiid v3ime sdnastada klassikalise mehhaanika ralatiiv-
susprintsiibi, mis litleb:

Mehhaanika seadused avalduvad kdigis inertsiaalsiiatee-

mides iihteviisi.

Eui me oleme leidnud taustsiisteemi , milles klassi-
kalise mehhaanika seadused kehtivad, siis oleme sellega méé&-
ranud iihe inertsiaalsiisteemidest. Klassikalise mehhaanika
relatiivsusprintsiip v&idab niilid, et mehhaanika seadused
kehtivad tépselt samal kujul ka k3igis teistes taustsiisteemi-

des, mis liiguvad siisteemi suhtes iihtlaselt ja sirgjoo-
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neliselt. Klassikalise mebhaanika relatiivsusprintsiip vii-
dab seega, et kinnises ruumis teostatud mehhaanikakatsete
tulemused ei anna v3imalust kindlaks teha, kas ruum on min-
gi kindla inertsiaalsiisteemi suhtes paigal v3i liigub
tema suhtes ilihtlaselt ja sirgjooneliselt. Paigalseis ja iiht-
lane sirgliikumine on selles mdttes ekvivalentsed.

Klassikalise mehhaanika relatiivsusprintsiibi matemaa-
tiliseks véljenduseks on mehhaanika v3rrandite invariant: -
se ndue teisenduste (2.58) suhtes. Neid teisendusi nimetatak-
se Galilei teisendusteks. Kas Galilei teisendused moodusta-
vad rilhma v3i mitte, see olengb kiiruste liitumise seaduse
iseloomust, Vaatame, missugustele jédreldustele kiiruste 1lii-
tumise seaduse kohta jduame, kui oletame, et Galilei teisen-
dustel on rihmaomadus (kahe Galilei teisenduse jérjestikune
teostamine annab jédlle Galilei teisenduse).

Olgu meil kolm taustsiisteemi K, K' Jja K" , kusjuu-
res teise siisteemi kiirus esimese suhtes olgn V., ja kol-
manda silisteemi kiirus teise suhtes - U, . Mingi ruumipunkti
koordinaate siisteemis K t&histame X, , siisteemis K' -

ja siisteemis K" -~ . Uleminekuvalemid ruumikoor-
dinaatide jaoks on siis:

- Xy - r
Xp =X, = Ut
Asenduse teel saame siit

mille v3ime ilmber kirjutada

Xr = X, -vq‘t, (2.59)



Wk = V‘ + ui . (2060)

Kui teisendus (2.59) on ka Galileil teisendus, siis peab suu-
rus W, téhendama kolmanda taustsisteemi kiirust esimese
suhtes. Valem (2.60) on jdrelikult kiiruste liitumise sea-
dus, Eksperiment néitab, et kiiruste liitumise seadus kujul
(2.60) on t3epoolest 3ige. See tdhendadb, et Galilei teisen-
dustel on riihmaomadus olemas. Et nende teisenduste hulgas
on ka thikelement ( V,=0 ) ja igale teisendusele vastav
pddrdteisendus (kul teisenduse mddrad Vv, , siis tema pddrd-
teisenduse méddrab - V, ), siis moodustavad Galilei tei-
sendused riihma., Seda riihma nimetatakse Galilel rihmaks. Ga-
lilei riihma invariantideks (s. o. muutumatuteks suurusteks
Galilei teisenduste suhtes) on kaugus kahe ruumipunkti va-
hel Jja aeg.
Klassikalise mehhaanika kiiruste liitumise seadust

(2.60) léheb meil edaspidi vaja kujul, kus kiirused V, Ja
U, on ihesuunalised. Olgu néiteks

vk a(o) o, V) L]
u,=(0, 0, u),

8iis saame

w, = (0, 0, W),
kus
wW=uUu-+v, (2.61)
s
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§6. Spetsiaalne relatiivsus-

printsiip.

Valguse kiiruse médras esmakordselt taani astronoom
O. Rgmer 1675, aastal., See tuli 300 000 km/sek. Kui J.C. Max—
well m68dunud sajandi keskel tuletas elektromagnetilist vil-
Jja kirjeldavad v3rrandid, siis sai selgeks, et valgusndéhtu-
sed on elektromagnetismind@htuste iliheks alaliigiks: valgus on
elektromagnetiline laine.

Elektromagnetilist védlja kirjeldavad v3rrandid (nn. Max-
welli v3rrandid) olid huvitavad selle poolest, et nad sisal-
dasid elektromagnetilise vdlja levimise kiirust 300 000 km/sek
ilmutatud kujul. Sai selgeks, et see konstant méngib looduse
kirjeldamisel erilist osa ja teda hakati téhistama spetsiaal-
se tdhisega C

¢ = 300 000 km/sek

(kaasaegsete andmete kohaselt on tépsemini C€ = 299 790 - 1
km/sek). ’
Mehhaanika v8rrandid kiirust ilmutatud kujul ei sisal-
da, neis on ainult kiiruse tuletis aja jargi, s. o: kiiren-
dus, Ténu sellele kehtivadki need v3rrandid kdigis inertsi-
aalsiisteemides iihteviisi, s. o. need v8rrandid on invariant-
sed Galilei teisenduste suhtes. Et elektromagnetilise vdlja
vdrrandid sisaldavad kiirust ilmutatud kujul, siis nad Gali-
lei teisenduste suhtes invariantsed olla ei saa. Siit jérel-
dati, et Maxwelli v3rrandid v3ivad Jiged olla ainult iihes
1nertsiaalsiisteemis; see on siisteem, kus valgus liigub igas
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suunas iihesuguse kiirusega € . Missugune v3iks olla see
eelissiisteem? V3iks oletada, et selleks siisteemiks on valgus-
allikaga seotud taustsiisteem. Sel juhul peaks valguse kiirus
olenema valgusallika liikumise kiirusest. Astronoomilised
vaatlused nditasid aga selgelt, et see nii ei ole. On iiks-
x3ik, kas maailmaruumis liikuv t#éht ldheneb suure kiirusega
Maale v3i eemaldub sellest, valgus, mida ta kiirgab, jduab
Maale ikka i{ihesuguse kiirusega C .

Jdi iile oletada, et looduses on kdikvdimalike inertsi-
aalsiisteemide hulgas {iks eriline siisteem E° (nn. absoluut-
ne taustsiisteem), kus valguse kiirus on € suunast s3ltu-
matu, Teises inertsiaalsiisteemis K' , mis esimese silisteemi
suhtes liigub kiirusega V , peaks klassikalise mehhaanika
kiiruste liitumise seaduse (2.60) jirgi valguse kiirus siis
olenema juba suunast: tema maksimaalseks véddrtuseks on C+V
Jja minimaalseks véddrtuseks € -V . Konkreetselt oletati ise-
gl, et absoluutseks taustsiisteemiks on eriline keskkond, nn.
maailmaeeter, milles elektromagnetilised lained levivad.

Klassikaline mehhaanika ei v3imaldanud k3igi inertsiaal-
slisteemide hulgast ihte eelissiisteemi eristada, elektromagne-
tismi v3rrandid andsid aga selleks lootusi. 0li tarvis médra-
ta siisteem, kus valguse kiirus on € suunast s3ltumatu, ja
absoluutne taustsiisteem oleks olnudki médratud.

Absoluutse taustsiisteemi otsingutes said m#dravaks amee-
rika fiilisikute Michelsoni ja Morley katsed 1887, aastal. Nen-
de katsete eesmdrgiks oli kindlaks teha, kuidas liigub Maa
absoluutse taustsiisteemi (maailmaeetri) suhtes. Esimesed
m33tmised nditasid, et valguse kiirus Maa suhtes oli € suu-
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nast sdltumatu, Seda tulemust v3is seletada oletusel, et kat-
se teostamise ajal oli Maa absoluutse taustsiisteemi suhtes
Jjuhuslikult paigal. Katset korrati poole aasta pérast. Et Maa
1iigub oma orbiidil {imber Pédikese kiirusega 30 km/sek, siis
poole aasta pdrast, kui Maa oli oma orbiidil teisele poole
Pdikest jOudnud, pidi tema kiirus absoluutse taustsiisteemi
suhtes olema 60 km/sek, M33tmised nditasid aga jédllegi vastu-
vaidlematult, et valguse kiirus Maa suhtes oli ¢ suunast
s3ltumatu, Need eksperimentaalsed faktid v3eti kokku nn., val-
guse kiiruse konstantsuse printsiibis:

Valguse kiirus el olene valgusallika ja kiirust médrava
m33teaparatuuri omavahelisest liikumisest,

Eksperimendid viisid iihesele jdreldusele: ka elektromag-
netismikatsed ei v3imalda médrata absoluutset taustsilisteemi,
ka Maxwelli v3rrandid kehtivad k3igis inertsiaalsiisteemides
iihteviisi, See eksperimendile tuginev kogemus iildistati nn.

spetsiaalseks relatiivsusprintsiibiks: -

Ioodusnéhtuste kirjeldamisel on kdik inertsiaalsiisteemid

samavaddrsed.

Kui loodusseadus on 3ige iihes taustsiisteemis, siis keh-
tib ta samal kujul ka k3digis teistes taustsiisteemides, mis
liiguvad esimese siisteemi suhtes iihtlaselt ja sirgjooneliselt.

Spetsiaalne relatiivsusprintsiip védljendab loodusseadust,
mille 3igsuses kahelda pole mingisugust alust. See tdhendab
aga, et mekl tuleb revideerida m3ningaid klassikalise mehhaa-
nika seisukohti, milledest oli juttu eelmises punktis,

K3igepealt on ilmne, et klassikalise mehhaanika kiiruste
liitumise seadus (2.60) siis 3igeid tulemusi ei anna, kui iiks
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liidetavatest kiirustest on valguse kiirus. Meie lilesandeks
on leida uus ja tépsem kiiruste liitumise seadus. Viimane
omakorda on seotud teisendusvalemitega, mis kirjeldavad ile-
minekuid iihest inertsiaalsiisteemist teise. Galilei teisendu-
sed selleks eesmdrgiks enam ei sobi, sest elektromagnetismi
v3rrandid ei ole nende teisenduste suhtes invariantsed. On
vaja leida uued teisendusvalemid, mis kirjeldavad ileminekuid
inertsiaalsiisteemide vahel, kusjuures elektromagnetismi vdr-
randid peavad nende teisenduste suhtes invariantsed olema.
Muuhulgas peab neist teisendusvalemitest jadrgnema ka valgu-
se kiiruse konstantsuse printsiip, mida v3ime s3nastada:
Valguse kiirus on k3igis inertsiaalsiisteemides suunast

s3ltumatu.
§ 7. Intervall.

Mingi slindmus maailmas on m&dratud oma toimumiskoha ja
tojmumishetkega, s. o. koordinaatidega ‘t ). Siindmu-
sed moodustavad seega neljadimensioonilise ruumi. Osutub, et
siindmuste ruumis on otstarbekohane mddrata meetrika jargmise

meetrilise maatriksi abil:

\
) (2.62)

t/

oOnoO
d ooo

1 0
o 1
00
0o o
Siindmuste ruumi vektori skalaarkorrutis iseendaga avaldub

siis valemi (1.6) jargi:

&>
§*=x, %, - 't (2.63)
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Suurust $ nimetatakse siindmuste (x,,t) ja (0, 0) va-
heliseks intervalliks. Analoogiliselt v3ime defineerida in-
tervalli siindmuste (x° , ‘L") ja | X, t) vahel:

32\ (e-x8)(xe - XO) -t -£)* (268
Intervall ei ole midagi muud kui "kaugus"™ kahe siindmuse va-
hel siindmuste ruumis,

On ndha, et intervalli ruut S" el ole positiivselt
mdédratud suurus. On kolm v3imalust:

Eui 3"4 0 , nimetatakse intervalli ajasarnaseks.

Kui $‘> 0 , nimetatakse intervalli ruumisarnaseks.

Eui % = 0, nimetatakse intervalli isotroopseks.

Vaatame niiiid kahte siindmust, mis seisnevad valgussig-
naali vdljasaatmises mingi valgusallika poolt ja selle sig-
naali jOudmises vastuvdtjani. Kirjeldame neid siindmusi kahes
inertsiaalsiisteemis.

Inertsiaalsiisteemis XK tdhistame valgusallika ja vas-
tuvdtja koordinaate vastavalt ja Xy , signaali ldhte-
“hetke ja kohalejdudmise hetke t . Valgussignaali 1ii-
kumise v3rrand on siis

Ve ) = c(t-¥),

mille saab illes kirjutada kujul

$=0. {2.65)

Slindmused, milledeks on valgussignaali léhtumine mingist
ruumipunktist ja selle j3udmine teise ruumipunkti, on selles
inertsiaalsiisteemis eraldatud isotroopse intervalliga.
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feises inertsiaalsiisteemis K' t#histame valgussignaa-
1i lihte- ja l3ppkoordinaate ning ajahetki vastavalt tahis-
tega x°*', , ¥, . Vastavalt valguse kiiruse kons-
tantsuse printsiibile on valguse kiirus ka selles inertsiaal-

siisteemis ¢ . Valgussignaali liikumise vdrrandi saame siis

’ ol
Vixg - x Jx, - c(t'-t),
mis ilitleb, et ka selles inertsiaalsiisteemis eraldab valgus-
signaali ldhtumist ja kohalejdudmist isotroopne intervall,
Ka

4'=0. (2.652)

Ndeme, et. siindmused, mis seisnevad valgussignaali v#ljasaat-
mises ja vastuvdtmises,on k3igis inertsiaalsiisteemides eral-
datud isotroopse intervalliga.

Vaatame niiid 13pmata vdikest intervalli

ds* = dx dx, - cdtt (2.66)

Valgussignaali levimise uurimine n&ditas, et juhul, kui in-
tervall or null iihes inertsiaalsiisteemis, siis on ta null ka
k3igis teistes inertsiaalsiisteemides. Siit jdreldub, et ju-
hul, kui intervall on l1l3pmata védike suurus iihes inertsiaal-
slisteemis, siis on ta 13pmata védike suurus ka k3igis teistes
inertsiaalsiisteemides. Ldpmata véikesi suurusi v3ime aga ala-

ti omavahel v3rdelisteks lugeda:

ds = ads’, (2.67)
kus ol4 tdhistagu intervalli inertsiaalsiisteemis K ja
ds' intervalli inertsiaalsiisteemis K' . V3rdetegur Q@
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v3iks, iildiselt rédkides, oleheda ruumikoordinaatidest, ajast
ja inertsiaalsiisteemi K kiirusest inertsiaalsiisteemi K
suhtes, Vaatame, missugused nendest s3ltuvustest tulevad te-
gelikult kdne alla,

Kui v3rdetegur & oleneks ruumikoordinaatidest, siis
téhendaks see, et seose (2,67) konkreetne kuju oleneb ruumi-
punktist, mille ldheduses ta iiles on kirjutatud. See oleks
vastuolus ruumi homogeensuse ndudega. V3rdetegur (, ruumi-
koordinaatidest oleneda ei saa. See vdrdetegur ei saa olene-
da ka ajahetkest, sest see viiks kohe wvastuollu aja homogeen-
suse ndudega. Jéddb jérele ainult oletus, et OL s83ltub inert-
siaalsiisteemi K kiirusest inertsiaalsiisteemi K' suhtes.
EKuid ruumisuundade samavédrsuse (ruumi Botroopsuse) ndue iit-
leb veel tdiendavalt, et QL ei tohi oleneda selle kiiruse
suunast, vaid ainult tema absoluutvéértusest.

EKui me rdégime ainult kiiruste absoluutvédrtustest, siis
v3ime Gelda, et siisteemi K' kiirus siisteemi K suhtes on
sama suur kui siisteemi K kiirus siisteemi K' suhtes, Jére-

likult v3ime kirjutada
ds' = ads, (2.68)

kus vdrdetegur CL on sama mis valemis (2.67). Asendus vii-

masest valemist valemisse (2.67) annab

ds = a*ds,
millest jérgned
Q =*4.

Erijuhul, kui inertsiaalsiisteem K' siisteemi K suhtes el



liigu, peab loomulikult ¢lema d5'= d4 . Siit jérgneb, et
meile sobib ainult lahend Q. =+1 ja valemid (2.67) ning
(2.68) v3tavad kuju

ds' =ds . (2.69)

Hieme, et ka 13pmata vdikesed intervallid on k3igis inertsi-
aalsiisteemides v3rdsed. Kuid siis peavad olema v3rdsed ka

suured intervallid, sest suure intervalli v3ime alati saada
13pmata védikeste intervallide summeerimise teel: 5'—5 v3i

g = 4>, (2.70)
Ndeme, et iileminekud inertsiaalsiisteemide vahel peavad toimu-
ma nii, et silindmustevahelised intervallid jédédvad muutumatuks,
Teisendusvalemid, mis kirjeldavad lileminekut lihest inertsiaal-
slisteemist teise, peavad olema niisugused, et intervall on
nende invariandiks.,

Eeldeldust on ndha, et intervall hakkab jédrgnevas teoo-
rias suurt osa méngima. Seepdrast on otstarbekohane tema aval-
dls kompaktsemal kujul iiles kirjutada. Selleks modifitseerime
slindmuste ruumikoordinaatide tédhendust nii, et meetrilise
maatriksi (2.62) asemele tuleks iihikmaatriks,

Ruumi, mille meetrikat kirjeldab maatriks (2.62), nime-
tatakse pseudoeukleidilise meetrikaga ruumiks (pseudoeuklei-
_diliseks ruumiks). Et muuta see ruum formaalselt eukleidili-
se meetrikaga ruumiks, defineerime ajakoordinaadi asemele
uue pikkuse dimensiooniga koordinaadi

=iet

Intervalli ruut (2.63) avaldub siis



2
372 XXy + Xy Xy +
Fikseerime edaspidiseks jirgmised reeglid:

1) Eui iihes liikmes esineb kahekordne kreeka téhega
margitud indeks, siis t#hendab see alati summeerimist iile
selle indeksi vaartuste 1, 2, 3, 4.

2) Uhekordne kreeka tihega mirgitud indeks omandab s31-
tumatult vaartusi 1, 2, 3, 4.

Neid reegleid silmas pidades saame intervalli ruudu
avaldise kirjutada liihidalt

s xgxy - (2.71)
Intervalli ruut avaldub formaalselt samal kujul kui harili-
ku ruumilise pikkuse ruut. Erinevus on ainult neljandas t&i-
endavas koordinaadis, mis on puhtimaginaarne suurus.

Ruumi, mille vektorite komponentideks on kolm reaalset
ruumikoordinaati ja neljas puhtimaginaar-
ne ajakoordinaat X, , nimetatakse Minkowski ruumiks. See
on erijuht ilildisest 4-dimensioonilisest komplekssest ruumist.
Seepidrast on meil otstarbekohane vaadata kdigepealt 4~dimen-
sioonilise kompleksse ruumi teisendusi, mis j&dtavad "pikku-

se" invariantseks,

§8, 4-dimensioonilise kompleksse
ruumi ortogonaalteisenduste

rihm.

Vaatame 4-dimensioonilist kompleksset ruumi, mille vek-

torite komponente téhistame ja mille meetrika olgu m&d-
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ratud ruutvormiga ¥y . Ulesandeks on niilid leida teisen-
dused

VL= Qgg®g . (2.72)

mis ei muuda selle ruumi meetrikat, s, o. tédidavad tingimust

2%

UOlesanne, mille me seadsime , langeb formaalselt kokku
kéesoleva peatiiki esimeses punktis lahendatud ilesandega. Ai-
nukeseks mitteoluliseks erinevuseks on see, et ladina téhega
mépgitud indeks vektori komponendi juures on igal pool asenda-
tud kreeka téhega. Jéarelikult on kdik eespool saadud tulemu-
sed ka antud juhul kehtivad, Refereerime neid lihidalt:

Meetrika invariantsuse tingimusest (2.72) saame ortogo-

naalsuse-seosed teisendusmaatriksi elementide jaoks:

%6 = dcq , (2.73)
v3i teisiti

Viimaste seoste tuletamisel kasutasime teisenduse (2.71)
pédrdteisendust

Rg = Oy &y - (2.75)

Edasi jérgneb valemist (2.73), et teisendusmaatriksi

determinant on

detA=t1. (2.76)

Teisendused { AM} (det A“) = +4 ) moodustavad riihma
mida nimetatakse 4-dimensioonilise kompleksse ruumi omatei-
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senduste (v8i pddrete) riihmaks., Peisendused {AH}
(det A =:-1 ) riihma ei moodusta. K1l aga moodustavad
ruhma teisendused {A , A } « Seda riihma nimetatakse 4-di-

mensioonilise kompleksse ruumi ortogonaalteisenduste riihmaks
ja téhistatakse ©, .

)
Maatriksid A v3ib avaldada

A7 =PA” (2.77)
kus P on néditeks maatriks
-4 0 0 O
0 -4+ 0 O
0 0 -1 0 . (2.78)

o o o 1/
Kuna teisendus P teisendustega A el kommuteeru, siis
riihma O,‘ sobivalt valitud peegelduste riihma ja riihma 0,,,
otsekorrutisena avaldada ei saa, s, o. seosele {2.,17) ana-
loogilist seost antud juhul ei ole.

Teisendusvalem (2.71) on médratud 16 kompleksse para-
meetriga Q-’QS s, millede vahel on 10 ortogonaalsuse-normee-
rituse seost (2.73). Siit jargneb, et riihm O.,P on médratud
6 sdltumatu kompleksse parameetriga.

Et opereerida ainult sdltumatute parameetritega, on ka-
sulik vaadata jdlle infinitesimaalteisendusi
. | 1, (2.79)

kus meetrika invariantsuse tingimuse (2.72) Jjéreldusena

€46 =~ &6y - (2.80)
Analoogiliselt sellele, nagu on tehtud k#esoleva pea-
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tiki punktis 3,8aame niidata, et rithma kui iseenda esituse

infinitesimaaloperaatorid rahuldavad v3rrandit

$Ees  TEpv, (2.81)

kus {ilemised indeksid infinitesimaaloperaatori juures nummer-

davad tema ridu ja veerge. V3drrandi (2.81) lahendiks on

- dgv 66" . (2082)

Oma elementide kaudu v&dljakirjutatuna avalduvad need infini-

tesimaaloperaatorid jéargmiselt:

1 00 /0 0 0 0\ [0 0 10

000 o 0o 1 0l L 0 0 00

o0 0 0400 ~ "1 000

000 \o 0 o0 0/ \0 0 00
(2.83)

0 0 0] 0 000

Yoz 001 4 10000

24 0 0 01" V34" ¢ ¢ ¢ ¢

-4 0 0/ \o 0 -10

Kasutades infinitesimaaloperaatori avaldist (2.82) on
kerge kontrollida, et

jnv} * * dﬁr‘ Lv- d‘pvjar (2.84)
Sellega ongi riihma 0,,,
(1.510).

Toome maatriksite

struktuurikonstandid midiratud (vt.

Jgg asemele sisse uued maatriksid
Sy (.i.e‘"\t :]lm * Juq) ! (2.85)
Jx "},(zekbn:,!m = jh'l) ’
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kus €,q, on tdielikult antisiimmeetriline ILevi-Civitad

simbol, mis defineeritakse omadustega

+1 kui KEm on arvude 123 paaris permytatsioon,
-1 kui xk€m on arvude 123 paaritu permutatsioon,

0 kui kaks v3i rohkem indeksit on v3rdsed.

Kasutades vahetuseeskirju (2.84) saab ndidata, et ope-

raatorite vahel kehtivad jédrgmised kommu-
tatsiooniseosed:
W ~w] (8]
[ leK] - Leel’-m Jm ’
(5 =) o
[32, 3] = veeum (2.86)
Operaatorid omavahel ja operaatorid Jn omavahel ra-

huldavad tegelikult neidsamu kommutatsioonieeskirju (2.33)
mis kolmedimensioonilise ruumi pddrete riihma infinitesimaal-
operagatoridki. Operaatoritega kommuteeruvad operaatorid
¢
Je -
Eeskirjadest (2.86) jérgneb, et operaatorid

[ 3 1]

g(*)" — Tl" ~ (%)

v (2.87)
) ~ (=)
kommuteeruvad k3digi operaatoritega J»c Ja | N
Muidugi kommuteeruvad nad siis ka ja J‘ > line-

Operaatorid J Ja |
on seega riihma O,“, invariantideks. Sama rijhma invarianti-

%
deks on siis ka Ja lineaarkombinatsioonid, muu-
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hulgas operaatorid
J J 2 )
- J") + J(‘) s “ e*ﬁis ,

kus 3.’93 en neljadimensiooniline tédielikult antisiimmeet-

(2.88)

riline Levi-Civitd simbol:

+ 1 kui on arvude 1234 paaris permutatsioon,
- 1 kui«pvé on arvude 1234 paaritu permutatsioon,
O kui kaks v3i rohkem indeksit on v3rdsed.

§9. Rihma O, alamrihmi,

Lorentzi rihm,

Loetleme m3ningaid 4-dimensioonilise kompleksse ruumi
ortogonaalteisenduste riima O, alamriihmi, Nendeks on:

1) 4-dimensioonilise kompleksse ruumi omateisenduste
rihm Ch, .

2) 4-dimensioonilise reaaise ruumi ortogonaalteisendus-
te riihm A@ s mille moodustavad reaalsete elementidega 4-
realised ruutmaatriksid, mis rahuldavad ortogonaalsuse-seo-
seid (2.73).

3) 4-dimensioonilise reaalse ruumi omateisenduste riihm
N,p , mis on iihtlasi alamriihmaks ka riimadele O, ja N, .
Siia kuuluvad riihma need teisendused, millede determi-
nant on + 1 .

4) 3-dimensioonilise kompleksse ruumi ortogonaalteisen-

duste rihm CE . Selle riihma moodustavad komplekssete ele-
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mentidega 3-realised ruutmaatriksid, mis rahuldavad ortogo-
naalsuse-seoseid (2,7).

5) 3-dimensioonilise kompleksse ruumi omateisenduste
rinm Ogp , mis on alamrihmaks ka rihmadele O, Ja O .
Siia kuuluvad rilhma O, need teisendused, millede determi-
nant on ¢+ 1 . '

6) 3-dimensioonilise reaalse ruumi ortogonaalteisendus-
te riihm /V3 y mida me uurisime kdesoleva peatiiki punktis
nr., 1. Peale (O, on see riihm veel alamriihmgks riihmadele

N, 32 0, .
7) 3-dimensioonilise reaalse ruumi omateisenduste riihm
N” , mida me samuti uurisime k#desoleva peatilkl esimestes
punktides. Peale O., on see riihm alamriihmaks veel riihmade-
le O..p ’ N“ N Nu, ’ 05 N 0,, ’ N; .

Rakenduslikust seisukohast on riihma Q, iheks olulise-
maks alamriihmaks Minkowski ruumi ortogonaalteisenduste riihm
L‘ , mida nimetatakse ka iildiseks homogeenseks Lorentzi riih-
maks., Néditame, et Minkowski ruumi ortogonaalteisendused tde-
poolest rithma moodustavad.

Minkowski ruumiks me nimetasime ruumi, mille vektorite
kolm esimest komponenti on reaalsed ja neljas komponent puht-
imaginaarne: X, , X, zict. Et see omadus jédks ka pérast
koordinaatide telsendamist

2 Oyg Xg | (2.89)

peavad olema:

Q;x reaalarvud,
(> Q,; imaginaararvud, (2.90)
Q,, reaalarv.
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Minkowski ruumi kui 4-dimensioonilise kompleksse ruumi eri-
juhu teisendusmaatriksi elemendid peavad peale ortogonaalsu~
se-seoste (2.73) rahuldama veel reaalsuse-imaginaarsuseting-
gimusi (2.90). Veendume niiiid selles, et homogeensed lineaar-
teisendused, mis on riihma teisenduste hulgast tingimus
tega (2,90) eraldatud, moodustavad riihma.
1° 0lgu kaks teisendust

- Qyg Xg ,

=0, Xy,
kus kordajad Qys Jja rahuldavad tingimusi (2.90),

Nende teisenduste jadrjestikune rakendamine annab

bas Qys.
Lihtne on ndha, et ka kordajad 315 rahuldavad tingimusi
(2.90):
6;‘ ja eu" on reaalsed,

$;, Ja on imaginaarsed.

Reaalsuse-imaginaarsusetingimusi (2.,90) rahuldavate teisen-
duste korrutamine annad jédlle neid tingimusi rahuldava tei-
senduse., Minkowski ruumi teisendustel (2.89) on rijhmaomadus.
2° Minkowski ruumi teisenduste (2.89) hulgas on ka
thikteisendus, mis rahuldab tingimusi (2.90).
3° Ortogonaalsuse-seostest 72,73) on niha, et teisen-
dusmaatriksi /\ pé6rdmaatriksi saame, kui transponeerime

maatriksit A : A’ =& . Seega ka maatriks A’ rahuldab
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tingimusi (2.90) ja kuulub uuritavasse hulka.

Minkowskl ruumi teisendused (2.89) moodustavad riihma,
mida nimetatakse lildiseks homogeenseks Lorentzi riihmaks ja
tdhistatakse l4 .« See riihm on alamriihmala rijhmale 0q N

Eelmises punktis, kus me uurisime riima O, , ei tei-
nud me kusagil kitsendavaid eeldusi selle kohta, kas teisen-
dusmaatriksi elemendid on reaalsed v3i imaginaarsed; lugesi-
me neid lildjuhul kompleksarvudeks. Jédrelikult kehtib kogu
selle punkti sisu ka Lorentzi teisenduste korral, mis on méd-
ratud kitsendavate tingimustega (2.90).

Niisiis, Lorentzi teisenduse (2.89) maatriksi elemendid

Q,¢ rahuldavad ortogonaalsuse-seoseid (2.73), samuti nende-
ga ekvivalentseid seoseid (2.74). Uldise Lorentzi riihma kor-

ral on telsendusmaatriksi determinant

oet A=2%1. , (2.91)

Need teisendused, kus teisendusmaatriksi determinent on + 1,

moodustavad {ildise Lorentzi riihma alamriihma [,  , mida ni-

(]
metatakse Lorentzl omariihmaks.

Lorentzi omariihma infinitesimaalteisendused on antud
valemitega (2.79) ja (2.80), infinitesimaaloperaatorid vale-
miga (2.82). Infinitesimaaloperaatoritevahelised kommutatsi-
oonieeskirjad (2.84) ja riihma invariandid (2.87) (ning

(2.88)) on samuti riihmadele Oy Ja ki, iinised.
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§10. Uldise homogeense Lorentzi

rihma struktuur.

Nigime juba, et iildine Lorentzi riihm jaguneb kahte alam-
hulka:

{AV} kus  det A =2t
ja{A“} kus A” -1 .

Ortogonaalsuse-seostest (2.73) saame veel tdiendava tingimu-~

(2.92)

se., Erijuhul, kui 6 s9z:4 , saame sellest seosest
-1
Et (., on puht imiginaararvud, siis v3ime viimase seose
kirjutada
ay, =1 +lagllogl,
kus ]O.k“| on Q, moodul, s. o. positiivne arv. Jdreli-

kult
O =1,

millest ndhtub, et on kaks v3imalust:
a'ﬂ
0, <-1.

Uldise Lorentzi riihma saame seega nelja alamhulka jaotada:

=2t

(2.93)

1) Teisendused, kus det A=+4 , o, >+1 : {A(
2) Teisendused, kus det A=z-41 , Q, =+1,
3) Teisendused, kus et A =~1 , a, <-1,
4) Teisendused, kus oet A-+1 , Q, <-1.

Esimesse nendest alamhulkadest kuulub iihikteisendus ja
intinivesimaalteisendused. See alamhulk moodustab riihma, nn.
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Lorentzi omarubma, mida tZhistame [ v3i { .
Teine alamhulk rijhma ei moodusta, sest ilihikelementi
s8iin ei ole. Tiiipiliseks teisenduseks selles alamhulgas on

ruumikoordinaatide peegeldus, mida kirjeldab operaator

(2.94)

Selle alamhulga elementideks on korrutised { P,. Am} , kus
Am tadhistab Lorentzi omariihma elemente. Hulk Am}
moodustab riihma, mida nimetatakse tdielikuks Lorentzi riih-
maks.
Ka kolmas alamhulk ei moodusta riihma. Tiilipiliseks tei-

senduseks on siin ajakoordinaadi peegeldus, mida kirjeldab

operaator
4 o o0\
01 0.0
00 0 -/

Selle alamhulga elementideks on korrutised {PtA } .

Neljanda alamhulga tiilipiliseks elemendiks on

(2.96)

mis kirjeldab kdigi telgede peegeldamist linkowski ruumis.
Neljanda alamhulga k3ik elemendid avalduvad korrutistena

PAM. Hulk {PA“’} riihma ei moodusta, sest siin puudub
iihikelement. Kiill aga moodustab riilhma hulk
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L +{A%RATRATRAY, @9
mis ongi ildine homogeenne Lorentzi rihm.

Peegeldusoperaatorsdd P, , P, , P koos Ghikmaat-
riksiga moodustavad rihma:

Gy={I,P, R ,P}. (2.98)
On ndha, et rihma |4 iga element avaldub riihmade G‘;) ja
L, elementide korrutisena. Et aga rihmade G? ja
ks elemendid omavahel ei kommuteeru, siis ei saa me Jelda,
et rihm [ avalduks riihmade ja L, otsekorrutisena,
L3puks veel paar sdna Lorentzi riihma alamriihmadest.

On ndha, et erikujulised teisendused

a1‘
{ 02y Qg
Q3 Qy

0 0 0 1

moodustavad riihma. Niisuguste teisenduste mdjul Minkowski

(2.99)

o O O

ruumi vektorid teisenevad

(2.100)
x‘l R.I‘I ’

kusjuures ortogonaalsusetingimused (2.73) v3tavad kuju

(2.11)

8. 0. langevad iihte tingimustega (2.7). Teisendused €2.99)
koos ortogonaalsusetingimustega (2.101) moodustavad kolme-

dimensioonilise ruumi ortogonaalteisenduste riihma N3 ’

mis on tdieliku Lorentzi riihma alamriihmaks.,
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Teisendused, mis on kujuga

/1 0 o 0

010 o | (2.102)
0 0 04 0Oy
0 0 ay 0

Jja rahuldavad ortogonaalsuse-seoseid (2.73) ning tingimusi
(2.90), moodustavad samuti riihma, Seda riihma nimetatakse spet-
siaalseks Lorentzi riihmaks,.Selle riihma teisendused jétavad
Minkowski ruumi vektorite kaks esimest komponenti muutuma-
tuks; teisendus toimub ~ tasandil, Uldisekujulise Lo~
rentzli teisenduse saab alati avaldada spetsiaalse Lorentzi
teisenduse (2,102) ja ruumikoordinaadistiku ortogonaaltei-
senduse (2.99) korrutisena., Et viimane teisendus on juba am-
mu tuntud ja midagi uut ei anna, siis peavad kdik ilildiseku-
Jjulisest Lorentzi riibmast tulenevad fiiilisikalised jdreldused
sisalduma juba spetsiaalses Lorentzi rilhmas, Viimase riihma
uurimisele ongi pilihendatud jérgmine peatiikk,

Mérgime veel, et Galilei teisendused ei ole Lorentzi
riihma alamriihmaks, TGepoolest, kul me kirjutame Galilei tei-
sendustele (2.58) vastava maatriksi Minkowski ruumi koordi-

naatide jaoks, siis saame

(2.103)

On niéha, et see maatriks ortogonaalsuse-seoseid (2.73) ei

rahulda, millest jérgnebki, et Galilei riihm Lorentzi riihma

alamriihmaks olla el saa.
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§M. Minkowski ruumi nihete
rihmast ja mittehomogeensest.

Lorentzazi rihmast.

Teisendused
U -
Xy ZXp + Qy , (2.104)
mis kirjeldavad koordinaadistiku alguspunkti nihet Minkowski

ruumis, moodustavad Abeli rithma. Vaatame selle rithma l3pmata

vadikesi teisendusi
(2.105)

K&dsitledes nihete riihma kui iseenda esitust, v3ime valemi

(1.46) eeskujul kirjutada
' He
Xy + &8, 05 ) %e s (2.106)

kus |Ev|<k1 on l1l3pmata viikest nihet m&&ravad parameetrid
Jja Jv on infinitesimaaloperaatorid (lilemised indeksid in-
finitesimaaloperaatori juures nummerdavad maatriksi ridu ja
veerge).

Et on tegemist Abeli riihmaga, peavad k3ik infinitesi-

maaloperaatorid omavahel kommuteeruma:
,Js] =0 (2.107)

Jérelikult v3ivad need operaatorid kdik i{iheaegselt diago-
naalkujus olla, mis teiste sdnadega tZhendab seda, et inva-
riantseteks alamruumideks on k3ik lihedimensioonilised alam~
ruumid., Operaatorite :7y taandumatuks esituseks on iiherea-
line esitus, s. o. need operaatorid ei ole maatriksid, vaid
harilikud arvud.
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Et mddrata operaatorite Jv v3imalikku kuju, v3drdleme

valemeid (2.,105) ja (2.106). See annab

&v Jgg XQ = EF . (2.108)

Saadud v3rrandi lahendiks on

’ (2.109)

v3i kui piirduda ainult iiherealise taandumatu esitusega

d
— o 2.110)
N (
Ruumis, kus mdjuvad operaatorid , on antud ka Lo-

rentzi omariihma esitus. Et leida seda, kirjutame v3rrandi
(2.81) kujul
Xy €y Xy (2.111)

Saadud v3rrandi lahendiks on

- 0
co * e 38,(‘, - "rT‘) :

Piirdudes iiherealise taandumatu esitusega, saame Lorentzi

omarihma infinitesimaaloperaatorid kujul

d
Y —— =N, —— . (2.112)
¢ 31(9 P aX6

On lihtne kontrollida, et saadud operaatorid rahuldavad va-
hetuseeskirju (2.84), nagu see peabki olema. Pddrete riihma
Jja nihete riihma infinitesimaaloperaatoritevahelised kommu-

tatsiooniseosed tulevad
[7,6,.7,] . (2.113)

Niiiid veel mdni sdna mittehomogeensest Lorentzi rihmast,
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mille moodustavad teisendused
Xy = Oy Xg * . (2.11%)

Selle riihma elemendid v3ib saada homogeense Lorentzi teisen-
duse ja 4-dimensioonilise koordinaadistiku nihke jérjestiku-
se rakendamise tulemusena. Et need teisendused aga omavahel

el kommuteeru, sellest tekib terve rida komplikatsioone mitte-
homogeense Lorentzi riibma ja tema esituste uurimisel. Muuhul-
gas on valemist (2.113) ndha, et nihete riihma infinitesimaal-
operaatorid poorete rihma infinitesimaaloperaatoritega

.Jpg el kommuteeru. See tdéhendab, et homogeense riihma invari-
andid (2.88) mittehomogeensele riihmale invariantideks ei ole.

Mittehomogeense riihma invariantideks tulevad hoopis suurused

*=7,3, ., (2.115)
W (2.116)

mis oluliselt erinevad homogeense riihma invariantidest,
Hiljem ndeme, et mittehomogeense riihma invariantide fii-
sikaline m3te on selgem kul homogeense riihma invariantidel.
See ndib olevat viiteks, et tegelikult tuleks fiilisikalistes
rakendustes kasutada eelkdige mittehomogeenset Lorentzi riih-
ma. Et see viib aga tublisti tilikamatele arvutustele, siis
on seda seni v3rdlemisi vdhe tehtud. Harilikult uuritakse ik-
ka homogeenset riihma eraldi ja nihete riihma eraldi. Viimast

teed kasutatakse ka kdesolevas kursuses.
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§12. Duaalne suurus antisim-

meetrilisele suurusele.

Olgu antud mingisugune oma indeksite suhtes antisiimmeet-
riline suurus Qg (see v3ib olla ndit. maatriks v3i ten-

sor):
Oy  Ogy - . (2.117)
Suurusele Qq, duaalseks nimetame suurust o, mille
defineerime
= Qg - (2.118)

on siin § 8 13pus médratud tdielikult antisiimmeetrili-
ne Levi-&t& siimbol. On lihtne veenduda, et Q.nd kompaonen-

tideks on Q, komponendid, ainult teises jédrjekorras vdetu-
v6

na:
D D _
Qyy - ’ 0,
D > (2.119
Qy - , Qay ¥ 0y , )
D - -
Q; 20y, Ry = Q. ”
Viimaste seoste abil on ka lihtne veenduda, et
1
D 1D (2.120)
Kui
2 Qpy , (2.121)
s8iis nimetame antisiimmeetrilist suurust. iseendale du-
aalseks v3i liihemalt iseduaalseks suuruseks.
Kui
ad n (2.122)
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siis nimetame antisiimmeetrilist suurust anti-iseduaalseks
suuruseks,

Antislimmeetrilisel suurusel on kuus s3ltumatut
komponenti. lseduaalsuse tingimus (2.121) annab nende kompo-
nentide vahel veel kolm seost. Seega on iseduaalsel antisiim-
meetrilisel suurusel ainult kolm sdltumatut komponenti. Ana-
lopgiliselt on kolm s8ltumatut komponenti ka anti-iseduaal-
sel antislimmeetrilisel suurusel,

Antislimmeetrilise suuruse saab alati lahutada iseduaal-
se ja anti-iseduaalse suuruse summaks. T3epoolest, alati

v3ib kirjutada

G =

"Oyg 2T Qg t Qg (2.123)

3.( *avc)v

(o)

ay =f(ay, -a)
on vastavalt iseduaalne ja anti-iseduaalne suurus.
Vaatame nd@iteks 4-dimensioonilise kompleksse ruumi li-
neaarteisenduste hulka, Nende lineaarteisenduste seas on

iseduaalsed antisiimmeetrilised maatriksid

M= . (2.124)

kus [ Y ° d tahistavad meelevaldseid kompleks-—
arve. Iseduaalsete maatriksite hulk korrutamise suhtes kin-

nine ei ole. Moodustame skalaarse maatriksi ja iseduaalse
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maatriksi summa:

v OP

) ) Py
K=a]+M= b e d (2.125)

r ¢ ot/

kus « olgu samuti kompleksarv, mis koos arvudega ﬁ .

r ’ d‘ rahuldab tingimust

d" =4 - (2.126)
Viimane tingimus iitleb, et maatriksid K xuuluvad ortogo-
naalmaatriksite hulka (nende maatriksite read, samuti veerud,
moodustavad ortonormeeritud siisteemi).
Lihtne on veenduda, et maatriksite hulk {K} moodus-
tab riihma, mis on riihmale O,, alamriihmaks.
Analoogiliselt saame moodustada maatriksid
]
-L" r - }s'
R - -f °"l Py (2.127)
:' /;' ¢
mis avalduvad skalaarse maatriksi ja anti-iseduaalse maat-
riksi summana. Kui nduda, et kompleksarvud o' ’ )%' ’ r' ’
0"’ rahuldaksid tingimust

d"' + rl& . dn": i’ (2,128)
siis moodustab ka maatriksite hulk {R| rihma, mis on samu-

ti rihmale alamriihmaks.
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§13, Omarihrmrade lahutamine

teguriteks.

Naitame k3igepealt, et omarihma Oy, mistahes elemen-
ti saab avaldada maatriksite K (vt. (2.125)) ja R (vt.
(2.127)) korrutisena, kusjuures see teguriteks lahutamine on
fihana kuni teguri - 1 t&psuseni, mis peab olema iihesugune
m3lema maatriksi ees.

Vaatame k3digepealt infinitesimaalteisenduste juhtu.

Riihma Ou, infinitesimaalteisenduse A A elemendid

a on valemi (2.79) kohaselt

Ay -  *&ve, (2.129)
kus Sqo on antisimmeetriline suurus. Reegli (2.123) jargi
saame lahutada iseduaalse ja anti-iseduaalse osa sum~
maks:

Evs = +e% .. (2.130)

Valemi (2,129) asemel saame siis

2 *Ey6 * ‘(dig ’Evg)(élw (2.131)

I =(d"’9 + + 59‘) . (2.1312)

Edrgemat jérku l3pmata véikesed liikmed oleme seejuures nul-
liks lugenud. Tegur (dyg ¢€3) pole midagi muud kui ribma

kuuluv infinitesimaalteisendus, mida tdhistame & K .
Tegur + 8;3 on infinitesimaalteisenduseks riihmas {R}
ja teda tdhistame A R . Valemite (2.131) ja (2.131a) ase-

mel saame niiid

aA=aK aR =aR ak., (2.132)
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Infinitesimaalteisendusi 4K ja o R saab alati nii vali-
da, et nende korrutis annal= riihma O.', infinitesimaaltei-
senduse A A . Riihna Oyp 13pliku teisenduse A  saab

infinitesimaalteisenduste jarjestikuse rakendamise teel, mi-

da silimboolselt kirjutame

A=TTaA. (2.133)
V3ttes arvesse valemit (2.132), saame siit kohe
A=TT(aR aK) =(TTaR)(TMaK) = RK. (2.138)

Riihma O," iga element on avaldatav riihmade {K} Jja {R}
elementide korrutisena. Peale selle on lihtne kontrollida,

et maatriksid K kommuteeruvad maatriksitega R :

KR -RK =0. (2.135)
Eeldeldust jérgneb, et rihm O.,, avaldub riihmade {K} ja
{R} otsekorrutisenas

Oy ={K} x{R} . (2.136)
Et tegurite K ja R ees korrutises (2.134) v3ib iiheaeg-
selt olla kordaja - 1 , siis annab riithmade {K} ja { R}
otsekorrutis riihma O,w tegelikult kahekordselt. EKui me
oleksime paris tdpsed, siis tuleks Gelda, et riibm O, on
otsekorrutise {K} x{ R} homomorfseks kujutiseks. Kiesole-
vas pole niisugune té@psus aga vajalik. Me kirjutame valemis
(2.136) ja edaspidi ka teistes temaga analoogilistes valemi-
tes v3rdusmédrgi, kusjuures peame alati silmas, et vdrduse
paremal pool on korrutatavad riihmad médératud iiheaegse kor-
daja - 1 tapsusega.

Teostame niilid maatriksi
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0O 1 -1 o0\
T 0 v 0 (2.137)
'Ex <t 0 0 i
\1 0 o 1
abil mastriksitega (2.125) ja (2.127) sarnasusteisenduse,

Saame

K'=T"KT-VxT, -

(2.138)
R'=TRT =1 =W,
kus I tdhistab kaherealist iihikmaatriksit ja
d+id -i ‘e ip!
ve !l Boir) P .
a-~id L+ id :

Pdrast sarnasusteisendust avaldub riihma O,“, iga element

A niiiid korrutisena
An =K1R1=(V'xI)(IxW) 2VxW (2.140)

Lihtne on kontrollida, et tdnu tingimustele (2.,126)

(2.128) osutuvad maatriksid V ja W unimodulaarseteks:

det V=1, detW=1. (2.141)
Kahedimensioonilised unimodulaarmaatriksid moodustavad riih-
ma, mida tidhistame . Valemi (2.136) asemel v3ime niiiid

kirjutada

O.w = C’. x . (2.142)

Et rihma elementi mddravad parameetrid teguris C,' ei sdl-
tu samade parameetrite vdidrtustest teguris C:i , Seda ole-
me rdhutanud tdhisega "prim" teise teguri juures,
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Silmas pidades K ja R avaldisi (2.125) ja (2.127)

arvutame vdlja korrutise A =KR

-dd -yy dpp ~dp'edp -ya +pd’ pd
opdtapd’
yo' i e Oyt daloppopredd’ ppopy-ad oo
-pe + rd"- Oy +¢ p - FI'- P.‘o d‘,“ sy N-'— r P'.d'a' wad M"pp'orr'«d’(f'
(2.143)

Miisugune on riihma (J,, elemendi iildine kuju parameetrite
<, P ) o e e 4 &', P' s o« » o kaudu avaldatuna.
Need parameetrid on ilildiselt kompleksarvud, millede wvalikut
kitsendavad ainult tingimused (2.126) ja (2.128)., Kui me sea-
me parameetritele veel tdiendavaid tingimusi, siis saame riih-
ma O, alamriihmad L, »+ O ja N,, . Vaatame
kdiki neid eraldi.

1) Bt maatriks (2.143) oleks rihma N, ildkujuliseks
elemendiks, peavad kdik parameetrid « , IR 4',

, « « . Olema reaalsed. Maatriksid N ja W on sel

ju.hul a
v (a e) w (o.' e') o)
2 2 144
9 = R 9 .
2 a - d
kus
Q= ¢ QA - - EJ ,
8= p-iy, 8= p iy’
Teiste sdnadega: maatriksid Jja W  on unitaarmaatrik-
sid, mis moodustavad riihma alamriihma, Tdhistame seda

teist jérku unitaarmeatriksite rilma WU, . Valemi (2.142)

- 103 =



asemel saame antud juhul

Nap 2 Uy > U . (2.145)
2) Et rahuldada reaalsuse-imaginaarsuse tingimusi
(2,90) riihma llp korral, peame v3tma valemis (2.143):

a'sd, P‘- ,i , d'=d. (2.146)
Sel juhul ei ole maatriksid V Jja W  enam s8ltumatud,
vaid maatriksi W elemendid saame, kui v3tame maatriksi

V elementidest kaaskompleksid., Valemi (2.,142) asemel saa-

me siis

by , (2.147)

kus Ca tédhistab riihma, mille elementideks on riihma
elementidega v3rreldes kaaskomplekssete elementidega maat-
riksid.

Vdrdus (2.147) iitleb, et me saame riihma igale ele-
mendile vastavusse seada riihma Lp kindla elemendi, Ja
vastupidi: rihma igale elemendile saame vastavusse sea-
da k a k s riihma C'.z elementi, mis erinevad teineteisest
mérgi pooYest, Seega v3ime Gelda, et riihm Lp on rilhma 02

homomorfseks kujutuseks:

- . 2.148)
L, (
3) Et saada riihma ildist elementi, tuleb v3tta =

valemis (2.143)

o'sa, d'-d. (2.149)
Mastriksia V ja W tulevad jéllegi sdltuvad:

»
wW=2vZ", (2.150)

- 104 -



o -
(1 o) '

Valemi (2.142) asemel saame siis

03,- C. x é’. ) (2.151)
kus C,‘, tahistab riihma, mille elemendid on saadud riihma C,‘
elementidest sarnasusteisenduse (2.150) teel. Valem (2.151)
iitleb, et riihma igale elemendile saame iiheselt vasta-
vusse seada rfihma 0” elemendi, samal ajal aga riihma 0.,
igale elemendile saame vastavusse seada kaks riihma Q ele-

mentl, mis erinevad teineteisest médrgi poolest. EKa riihm

on riihma C,‘ homomorfseks kujutuseks:
C,—0,,. (2.152)

Valemitest (2.,148) ja (2.152) ning eeltoodud arutlustest
jérgneb, et rithmad 03, Ja Ll, on isomorfsed:

4) Et saada riihma /V” ildist elementi, tuleb v3tta va-
lemis (2.,143)

' !

Pps rr (2.154)
ja oletada peale selle, et o , l& » T Ja d on reaal-
arvud. Maatriksid V ja W on sel juhul unitaarmaatriksid.
Maatriksi W elemendid saame, kui v3tame maatriksi V ele-
mentidest kaaskompleksid. Valemi (2.142) asemel tuleb siis

2 U x (2.155)
kus tdhistab unitaarmaatriksite riihma, mille elementi-
deks on riihma elementidega vdrreldes kaaskomplekssete
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elementidega maatriksid.
Valemist (2.155) jirgneb, et riihm on riihma ho
momorfseks kujutuseks:

U, —n,, . (2.15)
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IIT peatikk.,
SPETSTAALNE RELATIIVSUSTEOORIA, LAENG

ELEKTROMAGRETILISES VALJAS,

§1. Lorentzi teisendused

kitsamas md3ttes.

Vaatame Lorentzi teisendusi kitsamas mdttes, s. o, tei-

sendusi (2,102), mis moodustavad spetsiaalse Lorentzi riihma

als)

| (3.1

/]

—
o O O &
ooh‘o
Q o ©
£
2R oo

Need teisendused rahuldavad ortogonaalsuse-seoseid (2.74),

mis antud Jjuhul tulevad

+ Q;., * i ’
% 2
= «2b
Oy 0y * 03,0y, = 0. (3.20)

Bt rahuldada viimast v3rrandit ja reaalsuse-imaginaarsusetin-

gimusi (2.,90), vdtame
Q;.‘ = i-o‘{&,

a" =, QQ. """'ﬁ'

(3.3)

kus « Ja p on reaalarvud, mis tulevad veel méérata., V3r-
randid (3.2a) annavad nende reaalarvude Jaoks tingimused

L
-L‘-.L"ﬁ =4,
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millest saame
*4 .

\h-;‘ .

Vaadeldavad teisendused peavad erijuhuna sisaldama ka ihik-

ol I (3-4)

teisendust, mille saame, kui v3tame

Need tingimused iitlevad, et miinusmérk valemis (3.4) ei sobi,

fo—1— . (3.5)
V- p*
Seega on spetsiaalsesse Lorentzi riihma kuuluvad teisendused
kujuga
o 0
1 0 0
(&3 .
@ o ' i | (3.6)
Vi-gt Vi-pt
0 _is_ _ 1t
kus on mingi reaalarv, mis pead olema vastasel

korral ei oleks teisendus (3.6) koosk3las reaalsuse-imigi-
naarsusetingimustega (2.90).

Ruumikoordinaadid X, ja ajakoordinaat X, muutuvad
teisenduse (3.6) mdjul jérgmiselt:

(3.7)



Teeme niilid kindlaks parameetri p fiilisikalise téhenduse.
Olgu antud taustsilisteem K, milles aeg-ruumi punkti koor-
dinaate tdhistame ja taustsiisteem K' , milles aeg=-ruu-
mi punkti koordinaate téhistame x, . Olgu vaatleja taust-
siisteemi K' suhtes paigal, s. o, koordinaadid ¥} valemi-
tes (3.7) loeme konstantseteks, siis dx} =0 , diy=0 |
d!; -0 . V3ttes valemitest (3.7) diferentsiaalid, saame

jérellicadd

dy, =0, 20,
(3.8)
d!, *ipdxq =0,
Arvestades, et dy,sicdt, saame siit
-0, (3.9)

dt dt dt
Saadud suurused pole aga midagi muud kui vaatleja kiiruse
komponendid siisteemis K , vdi teiste sdnadega siisteemi K
kiiruse komponendid silisteemi K suhtes. On n#éha, et siis-
teem K' 1liigub siisteemi K kolmanda telje sihis, Tdhis-

tame tema liikumise kiirust V . 8iis saame

vacp ; P (3.10)
Parameeter /’: nditab, mitmendiku osa valguse kiirusest
moodustab siisteemj K' kiirus siisteemi K suhtes. Tingi-
musest jérgneb siis kohe, et inertsiaalsiisteemide

omavaheline kiirus ei saa olla suurem kui valguse kiirus.

Teisendusvalemid (3.7) v3ime niilid kirjutada
14

X -x o-x
17 % T (3.11)
: , .l.i...\ls
- c
xs -V = > v e
g



Saadud teisendused kannavad Lorentzi teisenduste nime.

Saadud teisendusvalemeid nimetatakse Lorentzi teisen-
dusteks v3i tdpsemini ILorentzi teisendusteks kitsamas mdt-
tes., Need valemid kirjeldavad mingi siindmuse ruumi- ja aja-
koordinaatide muutumist {ileminekul inertsiaalsiisteemist K
inertsiaalsiisteemi K' , kusjuures siisteem K' 1liigubd siis-
teemi K kolmanda telje positiivses suunas kiirusega V
Erinevalt Galilei teisendustest muutub Lorentzi teisenduste
korral ka ajakoordinaat.

Vaatame 1dpuks erijuhtu, kui inertsiaalsiisteemidevahe-
line kiirus on vdga vdike vdrreldes valguse kiirusega,v<&c¢.
Teiste sdnadega: me v3ime lugeda valguse kiiruse 13pmata suu-
reks v3rreldes inertsiaalsiisteemidevaheliste kiirustega. Pilh-
juhul ¢ —» oo saame valemitest (3.11)

xi =y, "Vt's
xl =¥z) t, =t’

mis langevad ihte Galilei teisendustega (2.58) Jjuhul, kui

(3.12)

liikumine toimub ainult silisteemi K kolmanda telje suunas.
Siit Jjdreldudb, et Galilei teisenduste abil v3ime kirjeldada
tileminekuid iihest inertsiaalsiisteemist teise ainult sel Ju~-
hul, kui inertsiaalsiisteemide omavaheline kiirus on vidga
viike vdrreldes valguse kiirusega. Suuremate kiiruste kor-
ral tuleb inertsiaalsiisteemidevahelisi iileminekuid kirjel-
dada Lorentzi teisenduste (3.11) abil.

Piirileminek ¢ — muudab alati Lorentzi teisendus-
tele tugineva relativistliku fiilisika valemid mitterelativist-
liku filisika valemiteks, mis on koosk3las Galilei teisendus-

tega.
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§2. Uldkujulise Lorentzi oma-
rihma filisikalisest

interpretatsioontist.

Négime, et spetsiaalne Lorentzi riihm, kubu kuuluvad
teisendused (3.1) (v3i mis on seesama - (3.6)), kirjeldab
lleminekuid inertsiaalsiisteemist K inertsiaalsiisteemi K’
Juhul, kui siisteem K' 1iigub siisteemi K kolmanda ruumi-
telje suunas, Et saada teisendusi, mis kirjeldavad iilemine-
kuid inertsiaalsiisteemide vahel sel Jjuhul, kui siisteem K!'
liigub siisteemis K meelevaldses suunas, tuleb teostada
vektorite Xy ruumis ruumikoordinaadistiku p&dre, mis on
antud teisendusmaatriksiga (2.99):

]

a, a, o, 0

Q o] 0
woTa (3.13)

Q4 0

0 o o0 1

kus juures

Qg = d. (3.18)

€$)
Spetsiaalsesse Lorentzi riihma kuuluvad teisendused A muu
tuvad siis reegli (1.12) kohaselt jérgmiselt:
s) @) _ a0 plshpty?
A — A =A"ATA" . (3.15)

Kerge on ndha, et teisendused A  muudavad aeg-ruumi koor-
dinaate valemi (2.89) kohaselt, kusjuures kehtivad ka reaal
anaa~imaginaaranaatingimaaa (2.90) ja ortogonaalsusetingi-

mused (2,73). Et det A")’i, siis saame ka
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det A = dot AY et AV et AV =1 (3:16)
K3igest eeldeldust jérgneb, et valemiga (3.15) antud teisen-
dused kuuluvad Lorentzi omariihma [,, . V3i telsiti Geldes:
Lorentzi omariihm l‘? sisaldab teisendusi, mis kirjeldavad
ileminekuid inertsiaalsiisteemide vahel sel juhul, kui Gks
inertsiasalsiisteem liigub teise suhtes meelevaldses suunas,
Peale nende sisaldab L’ veel teisendusi, kus pérast lilemi-
nekut iihest inertsiaalsiisteemist teise on teostatud ruumi-
koordinaadistiku pddre, Riihma "‘9 kuuluva teisenduse iildine

kuju on seega
- (-.;' (1) .
A= A A , (3.17)

us A kirjeldab mingisugust ruumikoordinaadistiku pdoret
ja N on antud valemiga (3.15).

§3. Relativistlik kiiruste

liitumise seadus.,

Relativistliku kiiruste liitumise seaduse saame jérel-
dusena spetsiaalsesse Lorentzi riihma kuuluvate teisenduste
rihmaomadusest,

Olgu meil kolm taustsiisteemi K , K' ja K" , kusjuu-
res teise siisteemi kiirus esimese suhtes olgu V Jja kolman-
da siisteemi kiirus teise suhtes - | (oletame, et siisteemi-
de omavaheline liikumine toimub kolmanda ruumitelje sihis).
Uleminekut esimesest inertsiaalsiisteemist teise kirjeldab
siis valemi (3.6) kohaselt teisendus
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c 0 o
0 14 o 0
A = . (3'18)
0 2
0 0.2 1 _
kus V-p* Vi-pt,
(3.19)

Uleminekut siisteemist K' siisteemi K" kirjeldab analoo-
giline teisendus

o 0o ©
1 0 0
A= (3.20)
\ 0 A a1
ku a
S
p' s % . (3.21)

Nende teisenduste korrutisele saame anda kuju

1t o ©0 0 2
1 o 0

AA = (3.22)

Vi-pt 1o pd

0 = ==

s Af-

s Vicpt 1oy

X (3.23)

ja W omakorda on jérgmine avaldis:

- 113 -



u+v A
1 o+ (3.24)

W -
Rdudest, et teisendus fVAf kuuluks samuti spetsiaalsesse
Lorentzi riilhma, jérgneb, et suurus W peab olema siisteemi
K" kijrus silisteemi K suhtes. Valem (3.24) pole midagi
muud kui Lorentzi teisendustest jdrelduv kiiruste liitumise
seadus, nn, relativistlik kiiruste liitumise seadus.

On nsha, et viéikeste kiiruste WU ja V korral (vdi
teiste sdnadega piirjuhul ¢ —>» oo ) ldheb relativistlik kii-
ruste liitumise seadus (3.24) iile klassikalise mehhaanika
kiiruste liitumise seaduseks (2,61). Védikesi kiirusi vd3ime
liita klassikalise valemi abil, sest relativistlik valem ei
anna sel juhul klassikalisest valemist oluliselt erinevaid
tulemusi. Suuremate kiiruste liitmiseks klassikaline valem
aga enam el kdlba, sest see annab tegelikkusest tunduvalt
suuremad tulemused. Nditeks kiiruse 200 000 km/sek liitmi-~
sel teise sama suure kiirusega saame klassikolise valemi
Jargi 400 000 km/sek,. mis on tunduvalt suurem kui relati-
vistlikust valemist (3.24) jargnev 3ige tulemus 276 900
km/sek.

Eriti huvitava tulemuse saame siis, kui v3tame valemis
(3.24) iheks liidetavatest kiirustest valguse kiiruse. Olgu
nditeks U -C . Arvutus nd@itab, et siis tuleb ka resultee-
ruv kiirus w a ¢ . Ukskd3ik missuguse kiiruse liitmisel
valguse kiirusele saame alati jédlle valguse kiiruse. See tu-~
lemus annab piltliku seletuse valguse kiiruse konstantsuse
printsiibile: valguse kiirus ei olene valgusallika ja m33-
teaparatuuri omavahelisest liikumisest,
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Relativistlikust kiiruste liitumise seadusest on veel
naha, et iksk3ik, kui suured me v3tame U =% C ja V=C ,
tuleb resulteeruv kiirus ikka viaiksem kui valguse kiirus:

Valguse kiirus on k3ige suurem v3imalik kiims

looduses,
§4. Omaaeg.

Vaatame iihtlaselt ning sirgjooneliselt liikuvat materi-
aalset keha. Muutugu aja at Jooksul tema koordinaadid A X,
v3rra. Moodustame selle keha neljadimensioonilise nihkevek-
tori (AXK,AX.‘) y kus A X, sicAt . Nihkevektorist omakorda

moodustame intervalli ruudu
) 2 2
ads” cax,ax, =ax.ax% -cat)t. (3.25)
d5 on intervall kahe siindmuse vahel, mis seisnevad keha
Jdudmises teineteisest 4 X, vdrra erinevatesse ruumipunkti-

desse.

AX, ja At on omavahel seotud keha kiiruse V kau-

dus

Axeax, = viat)t | (3.26)
Intervalli ruudu avaldise v3ime seega kirjutada

ds* = (v*-c)(at)* . (3.27)

Nimetusega materiaalne keha rdhutame seda, et tegemist ei

ole valgussignaaliga, vaid kehaga, mis liigub valguse kiiru-

sest vidiksema kiirusega: V C . Eelmisest valemist jargneb

siis kohe, et materiaalse keha nihkevektorist moodustatud in-

tervalli ruut on negatiivne, d51<10 . Materiaalse keha nihke-
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vektor on ajasarnane vektor,

Liheme niilid iile kehaga seotud taustsiisteemi. Selle siis-
teemi suhtes on keha paigal, s. o. keha nihkevektor on sel-
les siisteemis (AX} ,6 A X,) » kus 4 X% =0 ja AXy =LcAT .
AT téhistab siin ajavahemikku, mis on m33detud kehaga seo-
tud taustsiisteemis (s. 0» mida m&ddab keha suhtes liikumatu
kell). Seda aega nimetatakse keha omaajaks.

Bt saada seost omaaja ja mingi teise taustsilisteemi aja
at vahe), kirjutame iiles intervalli ruudu avaldise kehaga

seotud taustsilisteemis:

L] 1
ds' =-c*(az)*. (3.28)
Et aga intervall on invariant, s. o. tema vddrtus on kdigis
taustsiisteemides iihesugune, siis saame d 5,' avaldised

(3.27) ja (3.28) vdrrutada, millest jérgneb

A’z = . (3-29)

Valemist (3.28) saame omaaja avaldada ka intervalli kau-
du

aT = 1y-dst . (3.30)
Viimasest ilmneb, et omaaeg on invariant, sest tema avaldis
koosneb ainult invariantidest C ja d& "

Valemist (3,29) on ndha, et AT < . See tdhendab,
omaajas m3ddetud ajavahemik on iildiselt alati liilhem kui aja-
vahemik samade siindmuste vahel m33detuna mingi teise taust-
slisteemi ajas. Keha omaaeg ja taustsiisteemi aeg on v3drdsed
ainult sel juhul, kui keha on taustsiisteemi suhtes liikumatu.

Pililisikalised protsessid mingis kehas toimuvad alati sel-
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le keha omaaja jérgi. M33tmisel saame kehas toimuvatest prot
sessidest pildil laboratooriumiga seotud taustsiisteemi ajas.
Eui keha laboratooriumi suhtes kiillalt kiiresti 1iigub, siis
kujuneb erinevus keha omaaja ja laboratooriumi aja vahel kil
laltki suureks. Vdtame iihe konkreetse ndite.
Elementaarosakeste hulgas on tuntud nn. -mesonid,
mis pérast tekkimist 2.107% gekunai pérast lagunevad elekt-
roniks ja neutriinodeks. p-mesoni eluiga on mé&ratud tema
omaajas. Sama mesoni eluiga laboratooriumi ajas oleneb aga
sellest, kul kiiresti. meson laboratooriumi suhtes 1iigub, 01.
gu }b-mesoni kiirus nditeks 290 000 km/sek (nii suure kii.
rusega mesoneid on tegelikult jdlgitud). Selle mesoni eluiga
laboratooriumi ajas tuleb siis valemi (3.29) kohaselt
at = —210° = 9-107 sk
\/'__nTToo_ji
300000

Néeme, et laboratooriumi ajas on nii kiiresti liikuva mesoni

eluiga 4 korda pikem kui teise samasuguse mesoni eluiga, mis
laboratooriumi suhtes paigal seisab. Omaajas on m3lema meso-

ni eluiga aga iihesugune.

§5 Spetsiaalse relatiivsus-
teooria kinemaatilised
efektiad. v

Eelmise peatiiki 5. punktis mérgiti, et Galilei teisen-
duste korral jédvad muutumatuks siindmustevaheline aeg ja
ruumiline kaugus, kusjuures aega ja pikkusi v3is m3dta uks-
k3ik missuguses inertsiaalsiisteemis. Ruumiline pikkus ja aja-
vahemik on Galilei teisenduste invariandid. Eelmises punktis
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négime aga, et relatiivsusteoorias tuleb ajavahemik samade
siindmuste vahel erinevates inertsiaalsiisteemides erinev. In-
variant on ainult keha omaaeg, mitte aga aeg mistahes inert-
siaalsiisteemis m33detuna.

Vaatame léhemalt Lorentzi teisendustest jdrelduvaid ki-
neetilisi efekte, mis on seotud ajavahemiku ja ruumilise pik-

kusega.

Aja dilatatsioon.

Olgu meil kaks taustsiisteemi K ja K' , milledes aja-
ja ruumikoordinaate té&histame vastavalt xk't T ja X£,t'
Olgu antud veel siisteemi K suhtes liikumatu kell, mille
kdiku vdrdleb oma kellaga siisteemi K' suhtes liikumatu vaat-
leja. Missugune on siisteemi K kella kdik v3rreldes siistee-
mi K' kella kdiguga, kui vdrdlust teostab silisteemi K' suh-
tes liikumatu vaatleja?

Et vastata sellele kiisimusele, kasutame Lorentzi teisen-
dusi, mis kirjeldavad informatsiooni ilileminekut kellaga seo-
tud siisteemist K vaatlejaga seotud silisteemi K' , s. o.

teisendusi (3.11):

' -vt
A, =
: - ! (3.312)
- X
'y -i‘—__*_’ (3.3b)

Slisteemi K suhtes liikumatu kell asetsegu kindlas ruumi-
punktis X, . EKui asetame kella koordinaadi védrtuse vale-
misse (3.31b), saame seose siisteemide K ja K' aegade va-

hel:
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\/1_‘!;— (3.32)

cl
v3i sama valem kahe siindmuse toimumishetke jaoks kirjutatuna

v
] i, - _lx‘
'23 ' -L—-_i_'lr. . (3-33)
V - - v
ct -
Siit saame
- 1- L ety -t (3.34)

On ndha, et juhul, kui V# O , annab valem -t, >
Ajavahemik siindmuste vahel on vaatlejaga seotud taustsiistee-
mi K' aja jargi pikem kui siisteemi K aja jargi. Vaatleja
v3ib Gelda, et liikuva kellaga md3detult (siisteemi K kell)
tuleb ajavahemik siindmuste vahel liihem kui paigalseisva kel-
laga (siisteemi K' kell) m33detult. Liikuv kell k#ib aegla-
semalt kui paigalseisev kell. Seda nédhtust nimetatakse aja
dilatatsiooniks,

Et aja dilatatsiooni n#htus ei ole vastuolus kd3igi
inertsiaalsiisteemide samavddrsuse ndudega, selles saab veen-
duda, kui vaadata, missugusele tulemusele jduab siisteemis K
asetsev vaatleja siisteemi K' kella k#igu kiisimuses., Et ar-
vutada selle vaatleja m33tmistulemusi, kirjutame jidlle iiles
teisendusvalemid, mis kirjeldavad informatsiooni iileminekut
kellaga seotud siisteemist vaatlejaga seotud siisteemi. Need

on pddrdteisendused teisendustele (3.31):

Xs - — ) (3. 35a)



C&
Saadud valemid erinevad valemitest (3.31) ainult kiiruse

mérgi poolest, mis on fiilisikaliselt ka mdistetav: kui siis-
teem K' 1liigub siisteemi K suhtes kiirusega V , siis
slisteem K 1liigub siisteemi K' suhtes kiirusega -V .,
Asetsegu silisteemi K' kell paigal ruumipunktis Xﬁ: .
Aegade v3rdlus siisteemides K ja K' +toimub siis antud ju-
hul valemi

4!
—_——C 3
t- = (3.36)
Vq. ¥
cl
kohaselt. Analoogiliselt eespool kasutatud mdttekédigule saa-
me niid
v
c* (3.37)
See t#dhendab, et antud juhul > . Ajavahemik

siindmuste vahel on vaatlejaga seotud taustsiisteemi aja (an-
tud juhul siisteemi K aja) jargi pikem kui siisteemi K' aja
jédrgi. Jédllegi v3ime delda, et liikuv kell kdib aeglasemalt
kui paigalseisev kell. Mingisugust vastuolu inertsiaalsiis-
teemide samavddrsuse ndudega ei teki.

Liikuva kella k#digu aeglustus v3rreldes teise samasugu-
se, kuid paigalseisva kella kdiguga ei ole tingitud kella
ehitusest, vaid peegeldab aja ja ruumi fiilisikalisi omadusi.
Aja "voolamise™ kiirus on relatiivne mdiste. Me ei saa raa-
kida aja "voolamise"™ kiirusest illdse, vaid ainult aja "voo-
lamise" kiirusest kindla taustsiisteemi suhtes. Nii tulebki,
et inertsiaalsiisteemi K suhtes kéib silisteemi K' kell aeg-
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lasemalt kul siisteemi K kell, siisteemi K' suhtes aga vas-
tupidi: sisteemi K kell kdib aeglasemalt ¥ni siisteemi K*
kell.

Samapaiksuse ja samasegsuse relatiivsus.

Et thes inertsiaalsiisteemis samapaiksed siindmused ei
ole samapaiksed teises inertsiaalsiisteemis, see 3n teada ju-
ba klassikalisest mehhaanikast. Toimugu néditeks siisteemis K
ruumipunktis (0, O, X;) ajahetkedel t° ja t° ( #¢° )
kaks slindmust, Léheme tile teise inertsiaalsiisteemi K' , mis
liigub esimese silisteemi kolmanda ruumitelje suunas kiirusega

V . Galilei teisenduste (2.58) kohaselt toimuvad need
slindmused siisteemis K' siis ruumipunktides (0, 0, .!3') Ja
(6, 0, x*), kusjuures

ol y® o °
Ay =ag - vt

ayd - vt

Kaugus siindmuste toimumiskohtade vahel siisteemis K' tuleb
siis
!
-y =v(e-tT) . (3.38)

Galilel teisenduste korral ei muutu ajakoordinaat. See
téhendab, et klassikaline mehhaanika vaidab: siindmused, mis
on samaaegsed iihes inertsiaalsiisteemis, on seda ka kdigis

teistes inertsiaalsiisteemides.
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Samapaiksus el ole Galilei teisenduste suhtes invari-
antne mdiste, samaaegsus aga on. Lorentzi teisendustele tu-
ginev relatiivsusteooria kdrvaldadb selle ebasiimmeetria ruu-
mi- ja ajakoordinaatide vahel. On lihtne veenduda, et Lorentzi
teisenduste suhtes on nii samapaiksus kui ka samaaegsus mit-
teinvariantsed mdisted.

Olgu antud inertsiaalsiisteemis K kaks siindmust oma
koordinaatidega (4} ,1t°) ja (1;, t") . (Me ei kirjuta vdlja
kahte esimest ruumikoordinaati, mis meid huvitavate spetsi-
aalsete Lorentzi teisenduste (3.11) suhtes muutumatuks j&a&-
vad.) Samade siindmuste koordinaadid siisteemis K' tulevad

siis valemite (3.31) jargi

|
!

—_— ! (3.39)

E
( t*t" ), saame valemitest (3.40) siisteemis K' ajavahe-
miku nende toimumishetkede wvahel

Erijuhul, kui siindmused on siisteemis K samapaiksed
( X, -X; ), saame valemitest (3.39) siisteemis K' nende

slindmuste vaheliseks ruumiliseks kauguseks
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Viimane valem on klassikalise mehhaanika valemi (3.38) rela-
tivistlikuks {ildistuseks.

Relatiivsusteoorias on nii samapaiksus kui ka samaaeg-
sus relatiivsed m3isted. Erinevus nende vahel on ainult sel-
les, et samapaiksuse relatiivsus ilmneb juba vidikeste kiirus-
te juures, samasegsuse relatiivsus muutub mérgatavaks alles
siis, kuil taustsiisteemide suhteline kiirus on viga suur. V3i
teisiti: Piirjuhul C — (kiiruste korral, mis on vidike-
sed v3rreldes valguse kiirusega) saame valemist (3.42) klas-
sikalise mehhaanika valemi (3.38), valem (3.41) v3tab aga
kuju

n', '
t -0, (3.43)

mls iitleb, et ajakoordinaat Jjéddb teisenduste korral prakti-
liselt muutumatuks.

Valemist (3.41) on veel ndiha, et taustsiisteemis K ole-
neb samaaegsete silindmuste ajaline jédrjestus siisteemis K'

(s, 0, vahe t"‘{f' mérk) kiiruse V midrgist., Kui muuta vas-
tupidiseks siisteemi K' 1liikumise suund siisteemis K , slis
muutub vastupidiseks ka kahe eelkdsitletud siindmuse ajaline
Jdrjestus siisteemis K!',

Valemist (3.42) jdrgneb, et tédpselt samasugune on olu-
kord siindmuste ruumilise jéirjestusega siisteemis K': siistee-
mis K on siindmused samapaiksed, siisteemis K' tolmub aga
esimene siindmus xB-teljel teisest siindmusest kas vasakul
v3i paremal, olenevalt siisteemi K' 1liikumise suunast siis-

teemis K .
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Pikinss kentraktsioon.

Vaatame kolmanda ruumiteljega paralleelset varrast, mis
olgu taustsiisteemi K suhtes paigal., Varda otspunktide koor-
dinaadid selles siisteemis olgu X, ja X, , mis tdhendab,

et varda pikkus selles siisteemis on
£=x,-x,. (3.44)

Taustsiisteemi K' suhtes liigub see varras, ots ees, kiiru-
sega V . Missugune on varda pikkus selles siisteemis? Et
vastata sellele kiisimusele, peab siisteemis K' asetsev vaat-
leja fikseerima varda otspunktide koordinaadid X'; Ja 1;'
iilhel ja samal ajamomendil. Valemite (3.35) abil saame sidu-
da varda otspunktide koordinaadid silisteemis K' tema ots-
punktide koordinaatidega siisteemis K:

xS - 2 vt . s , (3.85)
kus f," tahistab ajamomenti, millal varda otspunktide koor-
dinaadid siisteemis K®' m33deti. Eelmistest valemitest saame
otsekohe

- y° = - X%

ERRES e
Vi-%

L 3
Yy

v3i teisiti

e'ag\/i-’g , (3.46)

kus 5’= X';'-xj; on varda pikkus siisteemis K'. EKui VF#0 ,
siis £ <l . Siisteemis K paigalseisev varras on siistee-
mi K suhtes pikem kui siisteemi K' suhtes,
Kui varras oleks liikumatu siisteemi K' suhtes, siis
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saaksime valemite (3.31) abil analoogilisel teel veenduda,
et see varras on siisteemi K' suhtes pikem kui siisteemi K
suhtes.

Slisteemis, kus varras on paigal, on ta pikem kui siis-
teemis, milles ta liigub. Varda liikumisesuunaline m33de
oleneb varda liikumise kiirusest., Seda nihtust nimetatakse
pikkuse kontraktsiooniks.

Varda pikkuse olenevus tema liikumise kiirusest ei ole-
ne varda fililisikalisest ehitusest, vaid peegeldadb ruumi ja
aja fiiisikalisi omadusi., Pikkus ja ruumiline kaugus on re-
latiivsed m3isted. Me saame rédidkida ruumilisest kaugusest
kahe siindmugse vahel v3i eseme m33tmetest ainult kindla taust-
slisteemi suhtes,

§6. Spetsiaalse relatiivsusteoo-
ria kinemaatika geomeetrilisest

esitamisest.

Siindmiste maailma geomeetriline esitamine.

Eelmise peatiiki 7. punktis ndgime, et iga siindmus on
iseloomustatav tema toimumiskoha koordinaatidega ja toi-
mumishetkega t . Slindmuste maailm on 4-dimensiooniline
kontiinuum, mille punkti (s. o. ciindmuse) koordinaatideks
me valisime arvud X, , -ict .

Et kujutada siindmuste maailma geomeetriliselt, valime
ruumi esindajaks ainult X -telje. See téhendab, et me hu-
vitume siindmuste maailmas ainult nendest koordinaatistiku
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teisendustest, mis vastavad spetsiaalsetele Lorentzi teisen-
dustele (3.11); koordinaate Jja mis jéddvad teisen-
duste korral mautumatuks, me oma geomeetrilisel skeemil ei

kujuta. Ajahetke méédravaks koordinaadiks valime reaalarvu

¥, =ct.
Stindmuste maallma geomeetriliseks pildiks on siis xaxo-ta-
sand. Inertsiaalsiisteemi, mille suhtes me siindmuste koordi-
naate mddrame, esitagu kaldkoordinaadistik (joon. 1), mis eri-
jubul v3ib olla
ka ristkoordinaa-
distik. Iga siind-
must kujutadb sel-
s les koordinaadis-
tikus mingi punkt
P , mida nimeta-
takse maailmapunk-
tiks., Maailma-
punkti koordinaa-
did mddrame kul
selle punkti pa-
Joom. 1. ralleelprojektsi-
oonid telgedele.
Uksteisele jérgnevate siindmuste ahelat, s. o. minglt fiilisika-
list protsessi kujutab joon, mida nimetatakse maailmajooneks.
Joonisel on toodud nditeks paigalseisva punktmassi maailmajoon
5, ja maailmajoon 11 , mis kujutadb ajamomendil t=0 ruu-
mikoordinaadistiku alguspunkti lébinud ihtlaselt ja sirgjoo-
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neliselt liikuvat punktmassi. Uhtlase liikumise kiiruse mié-
rab sirge 3, kaldenurk x3—telje suhtes. Mittelihtlaselt
liikuva punktmassi maailmajoon on kdver. Kahe maailmajoone

13ikumisel saadav punkt kujutab kehade kohtumist (kehad on
samal ajahetkel samas ruumipunktis),

Oletame, et ruumikoordinaadistiku alguspunktis 0 saa-
detakse ajahetkel t=0 vdlja valgussignaal., Ruumis levib

see signaal keralginena, mille vdrrand on

x- x. - H o . (3'4'8)

Neljgdimensioonilises ruumis koordinaatidega ( %, , X, )
kujutab valgussignaali levimist hiiperkoonus, mille tipp aset-
seb koordinaadistiku alguspunktis. Selle koonuse 1l&bildige
x3x°-tasandiga on ristsirgete paar
z

Btdesd (3.49)

X3 = X, =0,
mida nimetatakse valgusekoonuseks.,

Oluline on niiid, et me vdime xsxo-tasa.ndil muuta tel-
Jestikku, mis tédhendab {ileminekut uude inertsiaalsiisteemi,
kuid valgusekoonuse v3rrandid (3.49) peavad selle juures j&i-
ma muutumatuks., Siit jédrgneb, et lileminekut uude inertsiaal-
siisteemi kujutab kaldkoordinaadistiku telgedevahelise nurga
muutmine, kusjuures valgusekoonust kujutavad nurgapoolitajad
telgede vahel peavad jéddma paigale. Valgusekoonus annab meie
joonisel loomuliku ristkoordinaadistiku, mille telgi té&his-
tame f ja K . Nende telgede v3rranditeks on

=0, (3.50)

n o
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Teiselt poolt on samade telgede vdrrandid antud valemitega
(3.49). Siit jérgneb, et koordinsat ¢ on vdrdeline avaldi-
sega Xy + ja koordinaat v3rdeline avaldisega
%-%*. Eui me valime § - ja % -telgedel sobivad ihi-
kud, siis v3ime kirjutada:

(3.51)
n=4
Avaldis

En =% -2,29 4 (3.52)
kui intervalli ruut on invariant. Anname sellele invariandi-
le vddrtused 9= t4 ., Saame
hiiperboolid, millede v3rran-
diteks EQ -teljestikus on

¢n=24  (3.53)

Jja xon-tel:jeetikus on

st4- (3.54)
Neid hiiperboole nimetatakse
m33tekdverateks, sest nende
abil saab mddrata ithikud xqy-
Jja x ~telgedel.

uoon, 2.

® Pipsem arvutus annab
‘ - | —
éCOSI-XBOX°’ Qu’lz '

kus &« on nurk xB-telje ja xo-telje positiivsete suun-
dade vahel.
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Vaatame hiiperbooli

13 - :1.

On ndha, et see kdver 13ikab x3—telge punktides 13.-1 (kui
x,=0, siis x3= *1). Seega midravad mdddukdvera &% =1 13i-
kepunktid x3-tel;jega md3duithiku sellel teljel. Analoogili-

selt saab veenduda, et hiiperbooli
% 2
Xy =% ==1 (¢n=-1)

13ikepunktid xo-tel;jega médravad xo-telje ihiku.

Joonisel 2 on kujutatud X¥,-teljestik ja X3 X, -tel-
Jestik, samuti md3dukdverad. Esimese teljestiku iihikuteks on
sirgldigud OP ja OQ@ , teise teljestiku Ghikuteks vasta-
valt sirgldigud OP' ja 0Q'.

Relativistlik kiiruste liitumise seadus.

Olgu antud kolm inertsiaalsiisteemi K , K! ja K" ,
mida me geomeetrilises pildis esitame kolme teljestikuna
(g s )y C % 4 % )y C X%, %" ). Arvutuste lihtsus-
tamiseks kujutame kaldteljestikena ainult inertsiaalsiisteeme
K'* ja K" , kusjuures inertsiaalsiisteemi K esitagu rist-
teljestik (vt. joon. 3). Middrame nende inertsiaalsiisteemide
omavahelised kiirused.

Et mésrata kiirust U , millega siisteem K'' liigub
siisteemi K' suhtes, selleks vaatame siisteemis K" koordi-
naadistiku alguspunktis paigalseisvat punktmassi. Selle punkt-
massi maailmajooneks teljestikus ( X3 , Z: ) on ¥ -—telg.
Ajamomendil X; 20 1&dbigu see punktmass parajasti koordinaa-
distiku alguspunkti, teatud aja pérast punkti C . Massi 1ii-
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kumist selles ajavahemikus kujutab maailmajoone 13ik OA,

Moodustame niilid suhte

[ . #in(ot-)

0B Sn o T cos (o +

(3.55)

L3igu 0G pikkus annab meile punktmassi poolt l&bitud tee
pikkuse ja 13igu OB pikkus koordinaadi -ct  muutu-
mise, Slisteemi K" iht-
lase sirgliikumise kiiru-
se U siisteemi K' suh-
tes saame jarelikult aval-
dada

c m (3.56)

Eelmist védidet tu-
leks 3ieti tdpsustada.

Arvestades, et igas tel-

jestikus on oma pikkuse-
Joon. 3. thikud, mida me antud ju-
hul ei médranud, v3ime vdita ainult seda, et pikkused OC
Ja JB on v3rdelised vastavalt kdidud tee pikkuse ja kulu-
tatud ajaga (xo thikutes m33detuna). Jooniselt 2 on aga niha,
et vlrdetegur, mis iseloomustab iihiku muutumist {ileminekul
thelt teljestikult teisele, on aja- ja ruumitelje jaoks iihe-
sugune. Kiiruse arvutamisel taandub jdrelikult see v3rdete-
gur ja me el tarvitse teda algusest peale arvestada.
Erijuhul, kui mé#d&rame kiirust niisuguse inertsiaalsiis-
teemi suhtes, mida kajutab ristteljestik, tuleb viimases va-
lemis v3tta 20 . Valemi paremale poole jédb siis tangens
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liikuvat siisteemi kujutava teljestiku ruumitelje t3asunur-
gast., Nii saame:

Inertsiaalsiisteemi K' kiirus v inertsiaalsiisteemi
K suhtes avaldub

(3.57)

Inertsiaalsiisteemi K" kiirus Ww 1inertsiaalsiisteemi K
suhtes avaldub

— . (3-58)

Valgusesignaalli maailmajooneks on E -telg. Bt saada
valgusesignaali kiirust siisteemis K , tuleb v3tta valemis
(3.57) f--? , mis annab —z4 .

Et mddrata valgusesignaali kiirust siisteemis E' , tu-
leb v3tta valemis (3.56) , mis annab jédllegi ;
Valguse kiirus on € nii siisteemis K kui ka siisteemis
K' . Saadud kiirusevalemid on kooskdlas valguse kiiruse kons-
tantsuse printsiibiga.

Lihtsate arvutuste teel saab veenduda, et kehtib ident-

sus

tﬂnf +

1+ 7= tand (3.59)

Asendades siia kiirused valemitest (3.56) - (3.58), saame



mis ongi relativistlik kiiruste liitumise seadus (vt., (3.24)).
Antud juhul me leidsime selle seaduse geomeetrilise skeemi
abil.

Pikimse kontraktsioon.

Punktmassi liikumist kirjeldab geomeetrilises skeemis
maailmajoon. Ruumilise keha liikumist kirjeldab siis terve
maailmajoonte kimp, mis tdidab neljadimensioonilises ruumis
tdhe kolmedimensioonilise hiiperpinna. Meie kahedimensioonili-
ses pildis esitab seda hiiperpinda tasapinna osa. Joonisel 4
kunjutab nditeks silisteemis K paigalseisvat ilhikupikkust
varrast vertikaalne viirutatud riba. Ssmasugust lhikupikkust
varrast, mis on liikumatu siisteemi K' suhtes, kujutab kaldu
olev viirutatud riba. Jooniselt nieme, et esimene neist var-
rastest vdtab silisteemis K oma alla kdik ruumipunktid 15i-
gul OA , silisteemis K!'
aga kdik ruumipunktid 13i-
gul OA*' , Esimene neist
1dikudest on iihikupikku-
ne, teine aga lithem kui
vastava silisteemi iihik OB’

X, Silisteemis K , kus varras
on paigal, on ta pikem
kui siisteemis K' , Kus

sama varras iseenda sihis

liigub. (Antud skeemis,
kus ruumi esindab ainult

Joon, 4, iks koordinaattelg, saab
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varras ainult iseenda sihis liikuda.)

Analoogilisele tulemusele jduame, kui vaatame tihikupik-
kust varrast, mis on paigal siisteemi K' suhtes. Siisteemis
K' haarab see varras oma alla iihikupikkuse 1l3igu OB" , siie
teemis K aga 18igu OB , mis on liihem kui md3duiihikut ku-
Jutav 13ik OA . Siisteemis K' , kus varras on paigal, on
ta pikem kui siisteemis K , mille suhtes ta liigub.

Need on kvalitatiivsed tulemused. Uksikasjalikumad arut
lused v3imaldavad arvutada ka pikkuse kontraktsiooni tépse
védrtuse.

Lihtsuse m3ttes loeme joonisel 4 inertsiaalsiisteemi K
kujutava teljestiku jédlle ristteljestikuks, Olgu antud siis-
teemi K suhtes paigalolev varras pikkusega £ , mis v3-
tab oma alla ruumipunktid 13igul OC . Siisteemis K' katab
sama varras 13igu OC' , mille pikkuse ¢’ saame jooniselt
lugeda:

—_— (3.60)
Tuleb ainult silmas pidada, et pikkusi on seejuures ka siis-
teemis K' m33detud siisteemi K iihikutega. Uleminekuteguri

P sliisteemi K iihikute muutmiseks siisteemi K' iihikuteks

saame, kui arvutame hiiperbooli (m33dukdvera)
FHEE AR (3.61).

kaarega eraldatud 13ikude OA ja OB' pikkuste suhte. Asen
dades v3rrandisse (3.61)

saame lihtsalt leida punkti B' koordinaadid

- 183 -



(3.62)

X3

e | T Vi

Siisteemi K Uhiku v3rdlemine stieteemi K' {ihikuga annab Bseega

14 N
——— = Cosd 1 * (3063)
oR V3 e+t f

Jagades saadud teguriga @ valemi (3.60) vasaku poole,

sSaame
22V 1- tay tanty (3.64)

mis annad varda pikkuse siisteemis K' sama siisteemi ithiku-
tes m33detuna. Silmas pidades valemit (3.57), saame eelmise
asemel

cl.
See ongi tuttav pikkuse kontraktsiooni valem (3.46).
Aja dilatatsioon.

Olgu antud inertsiaalsiisteem K , mida joonisel 5 kuju-
tame ristteljestikuna ( X;, X, ) Jja veel teine inertsiaal-
slisteem K' (teljed ( A3 X,

1: )), mis liikugu esimese
siisteémi suhtes kiirusega

= ctony.

Toimugu siisteemis K ruumi-

koordinaadistiku alguspunk-

tis paigaloleva kehaga kaks
slindmust, mida tdhistame joo~

Joon., 5.
nisel punktidena A ja B.

- 134 -



Eaugus nende punktide vahel annab siindmustevahelise ajavahe-
miku X, sisteemis K . Siisteemis K' , mille suhtes keha
liigub, ei toimu need siindmused samas ruumipunktis. Ajavahe-
nmikku selles siisteemis nende siindmuste vahel, s. o. punktide
A' ja B' vahelist kaugust tihistame ¥, . Jooniselt on
néha, et

X 3 — . (3.65)

Ajavahemikke on valemis (3.65) md3detud mdlemas siisteemis
inertsiaalsiisteemi K iihikuga. Et minna siisteemis K' iile
oma thikule, tuleb eelmise vdrduse vasak pool Jagada teguri-
ga ? » mis antud juhul tuleb sama kui ruumi mddduithiku
muutumist kirjeldav tegur '(3.63). Saame

[

X =xV1 - taw'y | (3.66)

mis annab siindmuste A ja B vahelise ajavahemiku siistee-
mis K' (see on liikuva kellaga m33detud ajavahemik). Saa-
dud valemi vdime kirjutada ka

cl-
mis ongi aja dilatatsiooni kirjeldavaks valemiks (3.37).

Minevik. olevik ja tulevik.

Joonisel 6 on antud inertsiaalsiisteemi K kujutav rist-
teljestik ( X, xo) ja valgusekoonus (ristteljestik
( E ’ )). Eespool nidgime, et iileminekut teise inertsi-
aalsiisteemi kirjeldab X3~ ja x,- telgede pbbre, mis lé-
hendab v3i eemaldab neid telgi vdrdse nurga tf vdrra g -

teljele. Uue inertsiaalsiisteemi kiirus vana siisteemi suhtes
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peab olema vdiksem kui € . See tdhendab, et telgede pddr-
denurga tangens peab absoluutviddrtuse poolest olema véiksem
kui 1. z3-telg v3ib
oma suunda muuta ai-
Absoluutne | tulevik nult § - ja _
telgedega eraldatud
tasapinna osal (joo-

nisel viirutatud).

x,- v3ib seejuures
muuta oma suunda sel-
lel tasapinna osal,
mis on joonisel vii-
Absoluutne | minevik rutamata jadnud. Aja-
telje peegeldamine

koordinaadistiku al-

Joon. 6. guspunkti suhtes ei
ole lubatud, sest see
réddgiks vastu meie kogemustele, mis n&itavad, et aeg on ihe-
suunaline ndhtus (aja matemaatiliseks mudeliks on suunatud
sirge). E ~-telg Jja ﬂa -telg ise tulevad inertsiaalsiistee-
mi kujutavatele telgedele lubatud piirkonnast vdlja arvata.

Vaatame niiiid ldhemalt maailmapunktide (s. o. siindmuste)
klassifikatsiooni taustsiisteemi alguspunkti kujutava silindmu-
se O suhtes,

. Siindmused, mis jddvad joonisel viirutamata pinna iile-
misse ossa (niisuguste siindmuste esindajaks on punkt A),
on eraldatud siindmusest O ajasarnase intervalliga. On né-

ha, et alati saab leida kindla inertsiaalsiisteemi K (tel-
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jed ( ¥3, ¥ )), milles siindmused O ja A on samapaik-
sed. Samaaegsed need siindmused aga iiheski inertsiaalsiistee-
nis el ole, samuti el ole v3imalik uude inertsiaalsiisteemi
ileminekuga muuta sindmuste O ja A ajalist jidrjestust.
Sindmus A j#&b siindmuse O suhtes alati tulevikku. Seepid-
rast nimetataksegi kogu iilemist viirutamata osa joonisel 6
absoluutseks tulevikuks punkti O suhtes,

Ajasarnase intervalliga on eraldatud siindmusest O ka
k3ik silindmused, mis jéddvad joonisel alumisse viirutamata
piirkonda (n&it. siindmus A1). Ka siin on v3imalik leida
inertsiaalsiisteemi, kus siindmused O ja 44 toimuvad ilihes
ruumipunktis. Nende siindmuste ajaline jédrjestus on aga k3i-
gis ilnertsiaalsiisteemides ilihesugune: punkt A1 esetseb punk-
ti O suhtes minevikus. Seepédrast nimetatakse alumist vii-
rutamata osa joonisel 6 absoluutseks minevikuks punkti O
suhtes, .

Kokkuvdttes: ajasarnase intervalliga eraldatud siindmu-
sl saab lnertsiaalsiisteemi sobiva valikuga alatl i{ihte ruumi-
punkti viia, nende siindmuste ajalist jédrjestust el saa aga
iihelgl viisil muuta.

Vaatame niiiid joonisel paremal viirutatud osas asetsevat
siindmust B ,’ mis on siindmusest O eraldatud ruumisarnase
intervalliga. On ndha, et sobiva inertsiaalsiisteemi valiku-
ga on v3imalik siindmusi O ja B samaaegseteks muuta v3i
nende ajalist jérjestust isegl vastupldiseks teha. Nédit. silis-
teemis K toimub siindmus B siindmuse O suhtes tulevikus,
siisteemis K' toimub ta aga sindmuse O suhtes minevikus.
Niisugust inertsiaalsiisteemi, kus siindmused O ja B toi-
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muksid iihes ruumipunktis, pole v3imalik leida., Tépselt seda-
sama mis siindmuse B kohta v3ime rddkida ka siindmusest B1,
mis asetseb joonisel vasakpoolses viirutatud osas, Siindmus-
te B Jja B1 ajaline jarjestus siindmuse O suhtes ei ole
mddratud - 1ihes inertsiaalsiisteemis on see niisugune, tei-
ses aga teistsugune., Me litleme, et siindmused B Jja B1 toi-
muvad slindmuse O suhtes olevikus.

Klassikalises mehhaanikas kujutavad olevikku ainult
x3-telje punktid (kogu ruum antud ajahetkel), kusjuures kdik
iilejddnud maailmapunktid kuuluvad kas minevikku v3i tulevik-
ku. Relatiivsusteoorias seevastu on oleviku pildiks samasu-
gune pinnaosa nagu tulevikul ja minevikulgi. Relatiivsusteoo-
rias on minevikku, olevikku ja tulevikku kujutavad pinnaosad
omavahel sarnased., See ei téhenda, nagu arvestaks relatiiv-
susteooria uusi silindmusi, mida klassikaline teooria ei kir-
Jjelda., On teada, et tasapinna punktide hulk on sama v3imsu-
sega kui sirge punktide hulk. Jé@relikult ei anna oleviku
"laiendamine™ x3-teljelt tasapinnaosake Jjuurde uusi
slindmusi, vaid muudab ainult siindmuste omavaheliste ajalis-
ruumiliste suhete interpretatsiooni.

Ndgime, et ruumisarnase intervalliga eraldatud siindmus-
te ajaline jarjestus ei ole mddratud (erinevates inertsiaal-
siisteemides v3ib see olla erinev). See tidhendab, et ruumi-
sarnase intervalliga eraldatud silindmustest iiks ei saa teise
pdhjuseks (v3i tagajdrjeks) olla, sest pdhjus peab kdigis
inertsiaalsiisteemides eelnema tagajérjele. P3hjuslikult vdi-
vad omavahel olla seotud ainult ajasarnase intervalliga eral-
datud siindmused, millede ajaline jarjestus on k3igis inertsi-
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aalslisteemides iihesugune. P3hjus asetseb tagajérje suhtes
absoluutses minevikus,

P3hjuslikule seosele siindmuste paaris saab konkreetse
fiilisikalise interpretatsiooni anda,

Olgu antud kaks siindmust A ja B . Kui siindmus B
toimub enne, kui valgussignaal siindmuse A juurest tema toi-
mumiskohta jduaks, siis on intervall siindmuste A ja B va-
hel ruumisarnane. Et ruumisarnase intervalliga eraldatud
siindmused ei saa omavahel pdhjuslikult seotud olla, t&hendab
siis seda, et looduses ei ole m3jusignaali, mis jduaks siind-
muse A Jjuurest siindmuse B toimumiskohta kiiremini,kui se-
da teeb valgus., Valguse kiirus on mdju levimise maksimaalne
kiirus looduses.

Kui silindmus B toimub samal hetkel, kui valgussignaal
sliindmuse A Jjuurest tema toimumiskohta jduaks, siis on nende
siindmuste vahel isotroopne intervall, Isotroopse intervalliga
eraldatud siindmuste ajaline jédrjestus on kdigis inertsiaal-
siisteemides iihesugune. Isotroopse intervalliga eraldatud siind-
mused v3ivad seega omavahel pdhjuslikus seoses olla, kusjuu-
res iiks siindmus m3justab teist valguse kiirusega leviva sig-
naaliga.

Ja 13puks: Kui siindmus B toimub pérast seda, kui val-
gussignaal siindmuse A juurest tema toimumiskohta jduaks,
siis on nende siindmustevaheline intervall ajasarnane. Ajasar-
nase intervalliga eraldatud sindmuste ajaline jérjestus on
k3igis inertsiaalsiisteemides iihesugune. Niisugused siindmused
v3ivad seega omavahel pohjuslikus seoses olla, kusjuures md-
Ju iilekandjaks iihelt siindmuselt teisele on signaal, mis 1ii-
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gudb aeglasemalt kui valgus. Niisuguseks signaaliks v3ib olla
nditeks materiaalne keha, mis lahtub siindmusest A ja kutsub

esile siindmuse B .

§7. Vaba punktmassi relativist-
likx mehhaanika.

Bespool ndgime, et klassikaline mehhaanika on invariant-
ne Galilei teisenduste suhtes. Blektromagnetilisi n&htusi
(seega ka valguse levimist) kirjeldav teooria Galilei teisen-
duste suhtes invariantne ei ole; nimetatud teooria on inva-
riantne Lorentzi teisenduste suhtes. Teiste sdnadega: elekt-~
remagnetismi teooriast jirgneb, et tileminekuid #hest inert-
siaalsiisteemist teise tuleb kirjeldada Lorentzi riihma abil,
Bddd tekib aga raskus, mis on seotud sellega, et klassikali-
se mehhaanika vdrrandid ei ole Lorentzi teisenduste suhtes
invariantsed. See tdhendab t3sist ebakdla elektromagnetismi
teooria ja klassikalise mehhaanika wvahel, mida saab kdrval-
dada ainult mehhaanika modifitseerimisega.

Vajadus uue mehhaanika jédrele ei olnud tingitud ebakd-
last eksperimendi ja teooria wvahel. Sellest seisukohast rahul-
das klassikaline mehhaanika fiisikuid tdielikult. Tuleb aga
silmas pidada, et kdil mehhaanika eksperimendid on tehtud
véikeste kiiruste korral. Teiselt poolt just vdikeste kiirus-
te piirjuhul taandub Lorentzi riihm Galilei rihmaks. Siit on
ndha, et ebakdla mehhaanika ja elektromagnetismi teooria va-
hel saame kdrvaldada (ilma et me rikuksime kooskdla eksperi-
mendi ja teooria vahel) sel teel, et konstrueerime uue meh-
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bhaanika, mis oleks invariantne Lorentzi teisenduste suhtes
Ja mille valemid vdikeste kiiruste korral léheksid iile klas-
sikalise mehhaanika valemiteks. Niisuguse uue, nn. relativist
liku mehhaanika iilesehitamine ongi jérgnevate lehekiilgede ees
mérgiks.

Missugune peaks olema relativistlikus mehhaanikas m3dju-
integraal, mis kirjeldab vaba punktmassi? On selge, et rela-
tivistlikult invariantses teoorias peab vaba punktmassi kir-
jeldav m3juintegraal olema invariant, s.o0. ta peab jédma myu-
tumatuks idleminekul lihest inertsiaalsiisteemist teise.

Iiikugu punktmass ajavahemiku olX, -icdt Jjooksul ruu-
mis edasi d Xy v3rra. Nendest punktmassi liikumist iseloo-

mustavatest suurustest saame moodustada intervalli

ds = Vady, dy, , (3.67)
mis on k3ige lihtsam invariant. Teemegi niiiid kdikvdimalikest
oletustest kdige lihtsama, nimelt et vaba punktmassi kirjel-
dab m3juintegraal

&
(3.68)
Q
kus integreerimine toimub mddda mingit maailmajoont maailma-
punktide o -(X,‘" l'.ct') ja 6 , ict") vahel. Valemist (3.27)

saame 13pmata véikese intervalli avaldada ldpmata védikese

ajavahemiku kaudu

(3.69)

nii et m3juintegraalis vdime integreerimise iile maailmajoone

elemendi asendada integreerimisega lile ajakoordinaadi
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t'

S =Lc1.5 - !c'*dt . (3.70)
"-’
M3juintegraal avaldub seega klassikalisest analiilitilisest

mehhaanikast tuntud kujul

=j‘ L.df_ ’ (3.71)
t‘
kus Lagrangei' funktsiooniks on jdrgmine avaldis
LzecaVs-x . (3.72)

Klassikalises mehhaanikas on vaba punktmassi langran2iaaniks

kineetilise energia avaldis
’ (3.73)

kus m, tdhistab suurust, mida klassikalises mehhaanikas
nimetatakse massiks,

N3uame niilid, et vaikeste kiiruste korral viiks relati-
vistliku mehhaanika lagran2iaan samadele tulemustele kui
klassikalise mehhaanika lagran2iaangi. Kui Vv << C , vdime
avaldises (3.72) esineva ruutjuure reaksarenduses piirduda
ainult esimest jarku liikmetega -V-: suhtes,

Saame ¢

L, =ica(1- Va) (3.74)
o . ;:‘C'i .
Flilisikaliste suuruste leidmine lagran2iaanist on seotud tu-
letiste arvutamisega. Seetdttu ei paku meile huvi esimene
konstantne liige lagran2iaanis (3.74). Teine, oluline liige
langeb klassikalise mehhaanika lagran2iaaniga iihte sel juhul,
kui valime konstandi A jaoks vddrtuse A 3 iMoC. Vaba
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punkbuwassi lagran®iaaniks relativistlikus mehhaanikas sasme
valemi (3.72) pdhjal

- v,
° v -c',_ (3-75)
Vastavalt valemitele (3.29) ja (3.70) v3ime m3juintegraali
kirjutada omaaja kaudu s
S, ==m,c \dt. (3.76)
a
Vaba punktmassi impulsi Jja energia E médrame niiid

analiilitilisest mehhaanikast tuntud valemitega

.9k - (3.77)
P"‘ayn ' e-kax-L‘o :
Arvutus annadb punktmassi relativistliku impulsi
- Mo Vie (3.78)
 Vve-2
c&

Ja relativistliku energia

2
€= e (3.79)

Ndeme, et klassikalisel piirjuhul V <<(C langeb relativist-
liku impulsi avaldis iihte klassikalisest mehhaanikast tuntud
impulsi avaldisega 2 MoV, . Inergia jaoks saame samal
piirjuhul aga

€amyct+ . (3.80)

Teine liidetav saadud encrgia avaldises on klassikalisest
fiilisikast tuttav kineetiline energia. Relativistlik fiilisika
lisab sellele veel liikme

£°___ M.C" (3.81)



mille saame relativistlikust energia avaldisest, kui v3tame
seal V=0 . See on energia, mida sisaldab paigalseisev
mass WMo . Suurust Eo nimetatakse seisuenergiaks. Korda-
Jjat M, seisuenergia avaldises nimetatakse vastavalt sei-
sumassiks.

Relatiivsusteooria iitleb seega, et juhul, kui meil dn-
nestub keha seisumassi A M, v3rra viéhendada, vabastame sel-
lega energia

A€ =am,-c*
Et konstandi € arvuline véddrtus on suur, siis vabaned juba
védikese osa seisumassi kadumisel mérkimisvaddrne hulk energi-
at, Nditeks seisumassi vihenemisel iihe tuhandiku grammi v3r-
ra vabaneb 9.1017 ergl (25 000 kilovatt-tundi) energiat.
Kaasaegsetes tuumareaktorites vabanev energia saadakse just
tuumade seisumassi vdhenemise arvel.

Fiilisikalistes protsessides md3detakse alati energiate
vahesid - protsessi energiabilansi saame, kui lahutame siis-
teemi 13ppenerglast tema algenergia. Kui protsessi jooksul
slisteemi seisumass ei muutu, siis koonduvad energiate vahede
moodustamisel seisuenergia liikmed energia avaldistest vélja.
Sellest on ndha, et klassikalise fiilisika energia avaldist
v3ime arvutustes kasutada ainult siis, kui on tdidetud kaks
tingimust:

a) kehade liikumiskiirused on véga vadikesed varreldeg
valguse kiirusega ja

b) protsessist osav3tvate kehade seisumassid protsessi

Jjooksul el muutu. -
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Kui ks (v3i ka mdlemad) neist eeldustest tdidetud ei ole,
siis tuleb energeetilistes arvutustes alati kasutada rela-
tivistliku energia avaldist.

Valemitest (3.78) ja (3.79) saame seose relativistliku
energia E ja relativistliku impulsi P- vahel:

Pez—5— - (3.82)

Erijuhul, kui on tegemist "valguseosakestega", footonitega,

saame siit
A~ (3.83)

See on valem, mis seob valguse poolt avaldatavat impulssi val-
guse energiaga.

Lihtne arvutus nditab, et kehtib seos

Pe Pe = (3.84)
mille v3ime Umber kirjutada
Pv Py (3.85)
kus p, téhistab neljakomponendilist suurust
(3.86)

Py =(Pe, > &).
Seisumass W, ja valguse kiirus C on invariandid, s. o.
nende arvulised vddrtused ei sdltu taustsiisteemist., Nideme,
et skalaarkorrutise reeglite jdrgi moodustatud avaldis (3.85)
neljakomponendilisest suurusest p, on taustsiisteemist s31-
tumatu. Suurus Pv teisenedb iileminekul thest taustsilisteemist
teise jarelikult tdpselt samuti nagu neljakomponendiline vek-
tor Xy (mille skalaarkorrutis iseendaga on ka invariant).

Suurus p, on seega neljadimensiooniline vektor. Seda vek-
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torit nimetatakse energiaimpulsi vektoriks. Energiaimpulsi
vektor on ajasarnane vektor, s. o. vektor, mille skalaar-

korrutis iseendaga annab negatiivse arvu.

§8., Mass relativistlikus

fildisikas.

Klassikalises mehhaanikas on impulss (liikumishulk) v3r-
deline kiirusega, kusjuures vdrdeteguriks kiiruse ees on ke-
ha mass. Ka relativistlikus fiilisikas v3ime massi M defi-
neerida kui kiiruse ees oleva vdrdeteguri impulsi avaldises
(3.78)

Vi & ° “ (3.87)
On ndha, et nullist erineva seisﬁmassiga keha relativistlik
mass s8dltub kiirusest - ta kasvab koos kiirusega ja lLdhe-
neb 1l3pmatusele, kui keha kiirus ldheneb valguse kiirusele.
Tépselt valguse kiirusega saavad liikuda ainult niisugused
ndhtused, milledel seisumass on null (kui WM,—>0 ja v—»C,
v3ib massi avaldis (3.87) 13pliku piirvédidrtuse omandada).
Niisuguseks ndhtuseks on nditeks valgus (footonid). Teiselt
poolt: ndhtus, mille seisumass on null, ei saa liikuda aeg-
lasemalt kui valgus, sest muidu oleks tema energia valemi
(3.79) kohaselt null, Et footonite seisumass on null, see
téhendab sisuliselt seda, et need osakesed saavad liikuda
valguse kiirusega ja ainult sellega. K3ik vdiksemad kiiru-
sed, ka paigalolek on neil keelatud.

Massi all tuleb 3ieti mdista kahte asja. Mass, millest

me seni rddkisime, iseloomustab keha vastupanu vdlisele jdu~
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le, mis piiliab tema liikumisolekut muuta. See hakkab hdsti
silma Newtoni teise seaduse analiiiisimisel.

Valem (2.53) kehtib ka muutuva massi korral. Seega
v3ime selle valemi vasakul pool suuruse M, asendada aval-
disega (3.87), millega oleme klassikalise fiiiisika valemi keh-
tivuspiirkonna laiendanud suurte kiiruste juhule, kus massi

olenevus kiirusest on mérgatav. Saame

Vi \ (3.88)
odt\.\/.q-y}' ?

mis kiraeldab seisumassiga m, keha liikumist jdu Fi md-
jul mingis taustsiisteemis. Saadud valemist on ndha, et antud
jou mdjul toimuv keha kiiruse muutus ajaiihiku kohta on seda
vidiksem, mida suurem on keha seisumass WM, . Suurus ise-
loomustab keha vastupanu tema liikumisoleku muutmisele, ke-
ha inertsi., Vastavalt sellele nimetatakse eespool kdsitletud
suurust wa, inertseks seisumassiks ja suurust

T Mo

Vi-4

vastavalt inertseks massiks., ¢

Hoopis teises tidhenduses kasutatakse terminit "mass"
Rewtonl gravitatsiooniseaduses, mis iitleb, et punktmasside
m* ja Pﬂ“ vaheline jdud m3jub neid masse iihendava sirge

suunas ja on absoluutvddrtuse poolest vdrdne
mb »
F=x ——,,,[:—4— ’ (3.89)

kus M} on nn. gravitatsioonikonstant védrtusega

X -6,67 1OSCM39 3
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ja 7% téhistab punktmassidevahelist kaugust.

Massid m" ja M" iseloomustavad viimases valemis
nendevahelise gravitatsioonilise m3ju intensiivsust. Newto-
ni arvates m3justasid massid tksteist silmapilkselt leviva
kaugmdju teel. Relatiivsusteooriast jargneb aga, et silma-
pilkselt levivat kaugmdju looduses olla ei saa, mdju levi-
mise maksimaalseks kiiruseks v3ib olla valguse kiirus C .,
Seega tuleb meil oletada, et néditeks mass D1 tekitab ruu-
mis erilise olukorra, nn. gravitatsioonivédlja, mis liigud
tihjuses kiirusega C . Selle gravitatdioonivélja tugevuse
punktmassist M kaugusel % defineerime kui suuruse

P -2 . (3.90)

Selles gravitatsioonivédljas asetsevale massile m" mdjub

siis valemiga (3.89) madratud jdud

F= . (3.91)
Et valem (3.89) on masside suhtes siimmeetriline, siis v3ib
teda t3lgendada ka vastupidi: mass wa" tekitadb ruumis gravi-
tatsioonivdlja ja selles vdljas asetsevale massile P1' m3 jub
jdud (3.89).

Suurust M" y mis iseloomustab seda, kui intensiivse
gravitatsioonivédlja see keha tekitab (v3i kui suur jdud te-
male gravitatsioonivédljas m3jub), nimetatakse graviteeruvaks
massiks v3i raskeks massiks, Raske mass on seega suurus, mis
iseloomustab keha kui gravitatsioonivdlja allikat ja detek-
torit,

Uldiselt v3ib oletada, et analoogiliselt inertsele mas-—

sile oleneb kiirusest ka raske mass, nimelt nii, et
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m'=mg 9 (v), (3.92)
ks Y(V) on suurusest m" s3ltumatu funktsioon, nii et
$(0) -1 . Suurust m" v3ime siis nimetada raskeks seisu-
massiks. Valemite (3.88), (3.91) ja (3.92) pdhjal saame niiiid
gravitatsioonivéljas (mille tugevus on f ) liikuva punkt-
massi 1iikumisvdrrandi

YH,,J!— (-———————) =
at\ V- n

kus on gravitatsioonijdusuunaline iihikvektor.

Ragu juba iitlesime, on inertne seisumass W, ja raske
seisumass nm' oma definitsioonide poolest tdielikult eri-
nevad suurused. Oletame siiski korraks, et inertne mass on
raske massiga vdrdeline:

m" oMy
Sel jubul koondub liikumisv3drrandist (3.93) keha iseloomus-

tav selsumass iildse vdlja. Saame

(3.94)

Vi
See vdrrand néditab, et kdik éilad, s3ltumata nende seisumas-
sist, liiguvad gravitatsioonividljas itihtemoodi. Jdudsime oma
arutluses juba Galilei ajast tuntud t3siasjani, et "kdik ke-
had langevad iihteviisi". Siit tuleb jéreldada, et looduses
on t3epoolest inertne mass ja raske mass vdrdelised suurused
(m33tiihikute sobiva valiku korral v3ib ka Gelda, et inertne
mass on raske massiga v3rdne). Selles md3ttes Seldakse tihti,
et inertne ja raske mass on ekvivalentsed suurused.

Inertse massi ja raske massi vSrdsust on eksperimentaal~
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selt korduvalt suure tépsusega kontrollitud. Senise m33tmis-
tépsuse juures ei ole nende vahel erinevust avastatud. See
eksperimentaalne t3siasi avab v3imaluse spetsiaalse relatiiv-
susteooria laiendamiseks,

Taustsiisteemis, mis 1iigub inertsiaalsiisteemide suhtes
kiirendusega, m3juvad kehadele nn., inertsjdud, millede m3jul
esilekutsutud liikumine ei olene keha massist. Inertsjdudude
m3jul liiguvad kehad samuti "ihteviisi"™ nagu gravitatsiooni-
véljaski, 8iit ilmneb, et taustsiisteeml mitteinertsiaalsest
liikumisest tingitud efekte on kinnises ruumis viibijal kiill
v8imalik avastada, kuid ta ei saa kindlaks teha, kas on tege-
mist gravitatsioonivédlja m3juga v3i taustsiisteemi mitteinert-
siaalse liikumise peegeldusega. Seda muidugi eeldusel, et
kinnine ruum on nii véike, et gravitatsioonivdlja tugevus te-
ma ulatuses on iihesugune ja vaatlusi toimetatakse nii liihike-
se aja jooksul, et gravitatsioonivélja tugevus selle aja
jooksul ei muutu.

Eeldeldu v3etakse kokku jérgmiseks printsiibiks, mis
kannab ekvivalentsuse/printsiibi nime:

Kiillalt vdikeses ruumiosas ja kiillalt liihikese ajavahe-
miku jooksul gravitatsioonivdljas kulgeva protsessi kirjelda-
mine inertsiaalsiisteemi taustal annab tépselt samasuguse pil-
di kui protsessi kirjeldamine inertsiaalsiisteemide suhtes so-
bivalt valitud kiirendusega liikuvas taustsiisteemis. Ekviva-
lentsuse printsiip {itleb sisuliselt, et taustsiisteemi valiku-
ga saame gravitatsioonivédlja antud ruumipunktis antud hetkel
suvakohaselt muuta. /

Tdnu ekvivalentsuse printsiibile on v3imalik luua teoo-
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ria (on. ildine relatiivsusteooria), ¥us loetakse samavdir-
seteks k3ikv8imalikud pidevate teisendustega iihendatavad
taustsiisteemid. Niisuguses teocorias miéngivad erilist osa
gravitatsiooniefektid. Kuigi i{ildine relatiivsusteooria on
kaasaegse fiilisika pdhikursuse uks komponente, ei ole meil
kdesolevas vdimalik tema juures l¥hemalt peatuda. tl1dist re-
latiivsusteooriat késitleva peatiiki vdljajétmine on v3imalik
ka seetdttu, et see teooria on teiste fiilisikadistsipliinidega .
suhteliselt ndrgalt seotud.

§9. Laeng elektromagnetilises

vﬁljas.

On loomulik oletada, et punktlaengn liikumist elektro-
magnetilises védljas kirjeldab mdjuintegraal:

S=S, +S. , (3.95)
kus vaba punktmassi m3juintegraalile S, lisandub veel elekt-
romagnetilise vdlja ja elektrilaengu interaktsioonl arvestav
integraal Stut . Interaktsiooni kirjeldav m3djuintegraal tu-
leb muidugi mé&drata nii, et teooria tulemused langeksid iihte
eksperimendl andmetega.

On arusaadav, et peab sisaldama nii eBlektrilaen-
gut kui ka elektromagnetilist vdlja iseloomustavaid suurusi,
samuti osakese koordinaate. Peale selle nduab-spetsiaalne
relatiivsusprintsiip, et S“¢ oleks k3igis inertsiaalsiistee-
mides ilihesugune, S. O. :;in& peab olema invariant. Siut aval-

dise koostamiseks tuleb meil siis kdigepealt otsustada, mis-
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suguste matemaatiliste suurustega kirjeldada elektrilaengut
ja elektromagnetilist vdlja.

K3ige lihtsama teooria variandi saame siis, kui oleta-
me, et nii elektrilaengut kui ka elektromagnetilist vélja
saab kirjeldada skalaariga. Osutub aga, et niisugune teooria
variant ei vasta fiiiisikalisele realiteedile. Seepdrast teeme
veidi keerulisema oletuse, nimelt, et elektrilaengut saab
kirjeldada teatud skalaariga € , elektromagnetilist vdlja
aga neljakomponendilise vektoriga /\v , mida nimetame elekt-
romagnetilise vdlja potentsiaall vektoriks. K3ige lihtsama
relativistlikult invariantse mdjuintegraali S;ntsaame liles

kirjutada kujul e

int = ’ (3.96)

[- 9
kus integreerimine toimub jdlle lile mingl maailmajoone maa-

ilmapunktide Q Jja é vahel, mis vastavad laengu liikumi-
se alg- ja 1l3ppolekule. Elektrilaengut iseloomustavast ska-
laarist, mille kohta me esialgu veel midagi tdpsemat ei tea,
eraldasime edasiste arvutuste lihtsustamiseks teguri L ’
mis sisuliselt ei tdhenda midagi muud kui elektrilaengu m33t-
thiku valikut,

Valemite (3.76) ja (3.96) p3hjal saame niiiid elektromag-
netilises vdljas liikuva punktlaengu mdjuintegraali kirju-

tada: g
a
S ’f[‘mcdt +-§Avd¥v_] : (3.97)
o
Laengu liikumisv3rrandi saame siis analiilitilisest mehhaani-

kagst hdsti tuntud tingimusest
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S =o0, (3.9%
kus varieerimine toimub laengu koordinaatide Xg jirgi,

ning maailmapunktides O ja & on koordinaatide variat-
sioonid nullid:

dx,] =0
'0 L]

¥3juintegraali varieerimisel tuleb veel silmas pidada, et
elektromagnetilise védlja potentsiaal v3ib muutuda nii ruu-
mis kui ajas, teiste sdnadega: elektromagnetilise vilja po-
tentsiaal on nii ruumikoordinaatide X, kui ka ajakoordi-

naadi funktsioon, mida kirjutame siimboolselt - -

AQ -AV(I) .

V3rrandi (3,98) saame niilid kirjutada
j{-m,c‘d‘(dz) +£dA, (%) dy, *§A»(")d‘(d¥»)J =0 (399

Q
Silmas pidades omaaja avaldist

dt = -;-\/-dxv dx,

saame arvutada tema variatsiooni
Uv
d(dz) =-xd(dw) , (3.100)
kus U, tdhistab koordinaatide tuletist omaaja Jargi
Uy —

Suurust nimetatakse harilikult neljadimensiooniliseks
kiiruse vektoriks. Pidades silmas veel variatsioonarvutu-

sest tuntud reeglit, mis lubab esimese variatsiooni ja di-
- 153 =

20.



ferentsiaali mdrgi vahetamist, saame valemi (3.99) asemel

j[m,u,d(d‘xv) As)d(d%)  IAW diy]=0. (3.102)

a ..
Integreerime ositi kahte esimest liidetavat integraali mér-

gi all, kusjuures peame silmas ##retingimusi (3.98). Saame

J[—m.du\,dx, - £dA, (0%, -0, (3.103)

a ..
kus viimases liidetavas integraali mdrgi all t&histasime sum-

meerimisindeksit endise v asemel tdhega 6 . Et

dA9=‘3'ALd1€ 9 9

saame &iit

8
(3.104)

Q .
Et niisugune tingimus oleks rahuldatud meelevaldsete

korral, peab kehtima
(3.105)

kus

(3.106)

on indeksite \ ja 6 suhtes antisiimmeetriline suurus,

mida nimetatakse elektromagnetilise vdlja tensoriks.
V3rrand (3.105) kirjeldab elektrilaengu liikumist elekt-

romagnetilises védljas, See v3rrand on klassikalise fiiiisika

v3rrandi (2.53) iildistuseks: klassikalise mehhaanika impuls-
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sl WMWev, asendab meie juhul suurus W, U, Jja tuletis taust-
slisteemi aja jérgi d on asendatud tuletisega omaaja jér-
gl « V3rrandi (3.105) parem pool kirjeldab siis elekt-
romagnetilises vdljas laengule m3juvat jdudu.
Elektromagnetilisest védljast saame andmeid selle kaudu,
kuidas m3jub see vdli laengu lijkumisele. V3rrand (3.105)
nditab niiid, et vdlja m3ju laengule ei olene elektromagneti-
lise vdlja potentsiaalist A,, , vaid ainult elektromagneti-
lise vdlja tensorist Fvc » See tdhendab, et eksperimentaal-
selt maaratavaks fiilisikaliseks suuruseks on ainult ;
védlja potentsiaal Av on ainult matemaatiliseks abisuuru-
seks, mis antud vélja korral ei ole isegi iilheselt m#dratud.
On lihtne n#dha, et elektromagnetilise vélja potentsiaali Av

asendamine suurusega

el muuda elektromagnetilise vdlja tensorit. } on siin

meelevaldne funktsioon, millel on olemas véhemalt teist jér-
ku tuletised koordinaatide Ay Jjérgi. Teisendust (3.107) ni-
metatakse gradientteisenduseks. Me ndgime, et laengu liikumi-

se v3rrand on gradientteisenduse suhtes invariantne.

§10, Laengu liikumise v3rrandi

kolmedimensiooniline kugju.

Vdrrandi (3.105) me tuletasime relativistlikult invari-
antsest m3juintegraalist, kusjuures me tuletuskéigus kusagil
relativistlikku invariantsust ei rikkunud. Sellest jérgneb,
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et see vdrrand on relativistlikult invariantne.

Relativistlikult invariantsed vdrrandid on oma kujult
k3ige lihtsamad siis, kui nad on iiles kirjutatud thtselt nii
ruumi- kui ajakoordinaatide jaoks (negu seda on ndit. vdr-
rand (3.105)). Et meie ettekujutus maailmast on aga alati
seotud ruumi ja aja eristamisega, siis on v3rrandites peitu-
vat fiitisikalist sisu 3lati kergem mdista sel juhul, kui neis
vdrrandeie on aja~ ja ruumikoordinaadid eraldatud. EKéesole-
vas punktis ongi meie eesmérgiks ruumi- ja ajakoordinaatide
eraldamine v3rrandis (3.105) ning selle v3rrandi tdlgenda-
mine.

Ajalooliselt koostati elektrodiinaamika v3drrandid algul
just niisugusel kujul, kus ruumi- ja ajakoordinaadid olid
eraldatud, ja alles pérast relatiivsusteooria loomist anti
neile v3rrandeile kuju (3.105).

M66dunud sajandi esimesel poolel teostatud eksperimen-
did nditasid, et elektrivalja tugevust on v3imalik iseloo-~
mustada kolmekomponendilise vektoriga E Jja magnetvélja
tugevust samuti kolmekomponendilise wvektoriga H . Ingli-
se fiisikateoreetik J,C. Maxwell avaldas 1873. aastal vdr-
randid, nn. Maxwelli v3rrandid, mis v3imaldasid arvutada
laengute jaotusest ning liikumisest tingitud elektrivélja

E ja magnetvél ja H . Maxwell niitas ka, et nende v3r-
randite lahendid avalduvad nelja funktsiooni K Jja \P
kaudu jargmiselt:

! (3.108)

HeretA
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kus 9'm.d all mdistetakse vektorit, mille komponentideks
on skalaarse funktsiooni t{’ tuletised

_ (0¥ o4 OI¢
Qrad -(3-;:’ 5 Tx';) (3.109)

=
ja wt A all - vektorit, mille komponentideks on jéargmi-

sed kombinatsioonid vektori A komponentide tuletistest®:

ol A -[aAi aAz aA. BA; BA:. BA. 1 72 q490)

Nii médratud abifunktsioone hakati nimetama elektromagneti-
lise vdlja potentsiaalideks: \f - skalaarseks potentsiaa-
liks ja A - vektorpotentsiaaliks.

Osutub, et relatiivsusteooriale eelnenud elektrodiinaa-
mika késitlus langeb iihte relatiivsusteoorias kasutatava ké-
sitlusega sel juhul, kui lugeda K komponendid An ees-
pool kasutuselevdetud potentsiaali kolmeks esimeseks

komponendiks ja suurus i.tf sama vektori neljandaks kompo-
nendiks:

A, =(A., 1Y). (3.111)

Silmas pidades viimast, on niilid valemite (3.106) ja (3.108)
abil lihtne leida seoseid elektromagnetilise védlja tensori

* Kui v3tta kasutusele vektor-operaator “nabla®

(9 & . 9
V‘(?x,‘ 0%’ ax,)’
siis v3ib siimboolselt kirjutada:
quad Y =V,
wt A xA .
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h“ komponentide ja elektrivilja E ning magnetvélja
H komponentide wvahel:

£ - (gﬁ"‘ %Axf): g

(3.112)
T H, R, , H;=F, .

Elektromagnetilise vdlja tensori komponentideks on elektri-
véljia ja magnetvdlja vektorite komponendid, Tabelina saame

tensori Fyg kirjutada

) H, =-H, -iE,

-H, 0 H, -iE,

H, -H, 0 -i, (3.113)
iE, if, iE, O

F =

Eraldame niiiid laengu liikumise v3rrandites (3.105) aja-

ja ruumikoordinaadid. Saame

(3.114a)
w duv e (3.114D)
dtc “c e ¢
Kasutades seost (3.29) léheme vdrrandites (3.114) omaajalt
7 iile taustsiisteemi ajale t . Saame

Vi 1C
U. = u‘,. - Y
c* Vi"gi
(3.115)
m_ duc MoV . 1 dpa
*de ~de dt !
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ol x
Ve = —=k
* T Tdt
tédhistab harilikku kijrust.

V3rrandile (3.114a) saame siis anda kuju

dt =§Fk¢"'e + ‘PF“ ’ (3.116)

v3i silmas pidades tensori F%. komponentide tdhendusi
..-g[v xH] +ef . (3.117)

See on harilik osakese liikumisv3rrand, kus paremal pool on
osakesele m3juva jdu avaldis. Ndeme, et elektrivdljas E n2-
jub laengule &, elektrivdlja vektori sihiline jdud. Magnet-
védli m3jub aga laengule ainult sel juhul, kui laeng liigub;
m3juv jdud on seejuures risti nii laengu kiirusega kui ka
magnetvdlja vektoriga H .

Vaatame niilid v3rrandit (3.114b). Kui me ldheme jélle
iile taustsiisteemi ajale ¢ ja peame silmas elektromagneti-

lise védlja tensori komponentide tdhendusi, saame

d m.c*
S e zebv . (3.118)
P V1-5

Valemist (3.79) on aga ndha, et saadud v3rrandi vasakul pool
seisab vaba punktmassi energia, s. o. energia, mida me téie
digusega v3ime nimetada punktmassi kineetiliseks energiaks

€

kin + Seose (3.118) vdime niilid lmber kirjutada

d€,,, = e Ed¥, (3.119)

Kn
kus d; avdt tihistab nihkevektorit. Seose paremal poolel

ei ole midagi muud kui laengule m3juva jdu ja nihkevektori
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skalaarkorrutis, s. o. t56, mida teeb elektrivédli laengu ni-
hutamisel dZ vdrra. Seos (3.119) on energia jéédvuse sea-
duse véljenduseks: osakese kineetilise energia muutus on
v3rdne vélja poolt tehtud todga.

Magnetvédli seoses (3.119) ei esine, s. o. magnetvdli
eleictrilaengu kineetilist energiat ei muuda. See on arusaa-
dav: liikumisv3drrand (3.117) iitleb, et laengule magnetvdljas
mdjuv joud on kiirusevektoriga ja seega ka nihkevektoriga
risti. JOuvektori ja nihkevektori skalaarkorrutis on null.
Magnetvdli laengu liikumisel t66d el tee ja seega ka laengu

energiat muuta ei saa.

§11. Laengu liikumine konstant-

ses homogeenses elektriviadl]jas.

Vaatame laengu liikumist puhtas elektrivdljas juhul,
kui elektrivdlja vektor on aja- ja ruumikoordinaatidest sdl-
tumatu suurus. Niisugust védlja nimetatakse konstantseks
(ajast s3ltumatu) ja homogeenseks (k3igis ruumipunktides
ihesugune) elektrivédljaks, Et saada sellele juhule vastavat
laengu liikumise vdrrandit, paneme v3rrandisse (3,117)

=0 . Ruumikoordinaadistiku valime nii, et elektrivélja
vektori ig suund langeks ilihte esimese koordinaattelje suu-
naga. Saame v3rrandid, mis kirjeldavad impulsi komponentide

muutumist ajas:
%‘t :eE ) —dT:O 9 —deo . (3.120)

Integreerime need v3rrandid algtingimusel, et osakese alg-
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impulss on P, ning suunatud teise koordinaattelje suunas.
Teiste sdnadega: me oletame, et osake lendadb ajamomendil

t 20 konstantsesse homogeensesse elektrivdlja nii, et tema
impulss on eiektrivdlja vektoriga risti. Osakese impulsside

komponentide jaoks saame siis

p=eEt, p=p., ps=0- 3.121)
Eui oleks tegemist klassikalise mehhaanika impulsiga, siis
oleks nende vdrrandite edasine integreerimine ddrmiselt liht-
ne. Relativistliku impulsi olenevus koordinaatide tuletis-
test (kiiruse komponentidest) on aga keerulisem. Seepdrast
tuleb meil saadud v3rrandite edasiseks integreerimiseks ka-
sutada relativistliku mehhaanika seost (3.82) energia E Ja
impulsi Px vahel,

’ (3.122)
c

kus energia on arvutatud v3rrandist (3.8%4)

E=cVp + mict . (3.123)

V3rrand (3.122) kiiruse komponentide jaoks kirjutatuna annad

siis
d, = ee Et

dt Ve: + b

dl& - poc .
dt Vg ore- G128)

dlh -
at - ©

]

kus oleme kasutanud tahist
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E° :cVP:' % m‘c" . (3-125)

mis annab osakese energia algmomendil ©30 ., Tingimusel,
et algmomendil oli osake ruumipunktis X, » O, O) , Saa-

me v3rrandite (3.124) integreerimisel

Xy =—¢'—EVE’; + el ,

Y =‘£;EC“A‘3"_ ’ (3.126)

Osake jaab liikumisel quz-tasandile. Kaks esimest v3rran-
ditest (3.126) annavad osakese trajektoori. Kui avaldame tei-
sest vdrrandist parameetri t ja asendame esimesse v3rran-

disse, saame
X, ’ﬁchp._i"* . (3.127)

See on aheljoone v3rrand. Konstantses homogeenses elektri-

vdljas liigub laeng aheljoonekujulisel trajektooril.
Klassikalisel piirjuhul V << C¢ vJ3dime lugeda P' m,V,

Ja E. in.c* . Hiperboolse koosinuse reaksarenduses v3dime

siis piirduda kahe esimese liikmega,

eE\J&J.‘.

ja laengu liikumise v3rrand tuleb

v - Mocl . eE x;
e € am,viE *° (3.128)

Vaikeste kiiruste korral on laengu trajektoor praktiliselt
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parabool. Kui me osakese seisuenergiat wmo ¢* ei arvesta,
nagu seda klassikaline mehhaanika teeb, saame laengu trajek-
tooriks

eE

,-MOV:' i

(3.129)

X1=

Samasuguse v3rrandi oleksime saanud, kui oleksime integree-
rinud v3rrandeid (3.121) nagu klassikalise mehhaanika v3rran-
deid ja oletanud, et osakese algimpulss on p,=(0, p,,0) ja
algkoordinaadid X, -(9,0,0).

§12. Laengu liikumine konstantses

homogeenses magnetvédlgjas,

Oletame niiiid, et -E’ 20 , H on aga aja- ja ruumikoor-
dinaatidest s3ltumatu suurus. Liikumisv3rrand (3.117) v3tab

siis kuju
dpg _e
EE "E[V xH| - (3.130)
Et relativistliku impulsi p ja kiiruse Vv +vahel on seos
~» -
p = -E‘-E-‘_V ’

saame eelmisele v3rrandile anda kuju

(3.131)

kusjuures me arvestasime seda, et puhtas magnetvéljas liikuva
laengu energia ei muutu, s. o. 8 on konstant.

Valime koordinaesdistiku nii, et kolmanda telje suund lan-
geb iihte magnetvédlja suunaga: H =(0, . Osakese liikumi-
se v3rrandid saame siis
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dv.

dt WV,
dv (3.132)
de 9
kus
w-SSH (3.133)

Eui korrutame esimest saadud vOrranditest imaginaariihikuga

i ja liidame teisele vdrrandile, saame

u'.v,) =-a.w(v1 tiy) . (3.1348)
Selle v3rrandli lahendamine annab
-iwt
Vv, ¢ly =a.e ’ (3.135)

kus Q on meelevaldne kompleksarv, Kui avaldame selle arvu
tema mooduli V, Jja argumendi o« kaudu

Q -V.e-“' L]

saame (3.135) asemel

+iy = v‘,e-"(wt (3.136)

Reaal- ja imaginaarosade eraldamine annad
Vi 2 Vocos (wt +a)
(3.137)
vg ““ (wt *‘L) Y

Integreerides veel kord saame siit

- 164 -




A 2A' +— im (wt t) ,
v (3.138)
—cos (wt +d) ,
kus X ja X mddratakse algtingimustega. V3ime oletada,
et ¥ =), 20 . Magnetvidljus liikuva laengu koordinaadid
mautuvad siis jérgmiselt

Y -5 ¥n +d),
it (3.139) .
N s (wt +a).
V3rranditest (3.132) kolmarmda {ildlahend on
42 +ut, (3.140)

kus x; tdhistab algkoordingati ja Us = algkiirust. On
ndha, et x3-telje suunas liigub laeng uhtlaselt ja sirgjoo-
neliselt kiirusega Ue . zé-tasandil on osakese trajek-
toor ringjoon raadiusega + Laeng liigub jérelikult mod6-
da kruvijoont ringsagedusega w . Brijuhul, kui kolmanda
telje sihiline liikumine puudub ( W, 20 ), jddb laeng ko-
gu aeg xﬁx,-tasandile paralleelsele tasandile, liikudes
seal ringjoonelisel teel. Valemitest (3.137) jargneb

v rVwltewt
8. 0. Vo on osakese algkiirus x,x,-tasandil.

Valemist (3.133) on ndha, et laengu ringliikumise sa-
gedus magnetvidljas on v3rdeline laengu suurusega ja magnet-
vilja tugevusega ning pddrdvdrdeline laengu kineetilise
energiaga. See ringliikumine toimub magnetvédlja suuna dmber,
Ringorbiidi raadius tuleb
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“ecH (3.141)

Erijuhul, kui laengu kiirus on valguse kiirusega vdrreldes
véga vdike, vdime vdtta

E ~ MOC,’.

Ringsageduse ja orbiidi raadiuse jaoks saame siis valemid

W =i—H‘ ’ (3.142)
R =—z‘1—c ' (3.143)

mida praktilistes rakendustes tihti kasutatakse.

§ 13. Dipool vdlises valgjas.

Vaatame ajast sdltumatut elektrivdlja, mille vektor va-

lemite (3.108) jidrgi avaldub
(3.144)

on siin elektromagnetilise vdlja skalaarne potentsiaal.
Valemi (3.119), mis kirjeldab elektrividljas liikuva laengu

kineetilise energia muutumist, v3ime siis iimber kirjutada

(3.145)
Kineetilise energia ja potentsiaalse energia U sunm-
ma on konstantne suurus,
+U - const | (3.146)

Valemist (3.145) saamu
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dU =e 33_\2 dy, (3.147)

Integreerime saadud valemit m&dda mingit teed l3pmatusest

kuni punktini s kusjuures oletame, et skalaarne po-
tentsiaal on 1l3pmatuses null, Saame
o)
U=e ax'd"e e (). (3.148)

See avaldis mddrab ruumlpunktis i‘“’ asetseva laengu € po-
tentsiaalse energia,
Olgu niilid antud laengute siisteem, nii et punktlaeng

-
2 (A)

e, asetseb ruumipunktis . Niisuguse laengute siistee-

mi potentsiaalne energia on

%) ) (3.149)

A
Valime koordinaadistiku alguspunkti kusagil laengute

siisteemi sees ja oletame, et potentsiaal muutub silistee-
mi ulatuses vdhe, Sel juhul saame arendada potentsiaalse
energia U avaldise ritta ja piirduda reaksarenduses ai-

nult kolme esimese liikmega:

. '(3-150)
A A A

* " jne., tdhistavad siin potentsiaali ¥ ja tema
k
tuletiste viirtusi koordinaadistiku alguspunktis.

Nieme, et esimeses l&henduses

(3.151)
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e

A

on laengute siisteemi kogulaeng.
Juhul, kui siisteemis on positiivseild ja negatiivseid
laenguid iihepalju ( =0 ), saab mddravaks reaksarenduse

(3.150) teine liige

. (3.152)
A

annab elektrividlja vektori [  védrtuse koordinaa-

distiku alguspunktis

o - g . (3.153)

Xe

Suurust

A
nimetatakse laengute siisteemi dipoolmomendiks., Nédeme, et tei-

ses ldhenduses gvaldub laengute siisteemi energia dipoolmomen-

di ja elektrividlja vektori skalaarkorrutise kaudu:
u,f‘JEM o -~ (3-155)

Vaatame elektrilist dipooli, s.o. siisteeml, mis koosneb
kahest suuruse poolest v3rdsest, kuid vastasmédrgilisest elekt-
rilaengust. Dipoolmomendi avaldis (3.154) saab sel juhul ku-
Jju

-

d=el, (3.156)
kus ¢ on negatiivse laengu =-€ asukohast positiivse laen-
gu + @ asukohta suunduv vektor.

Kdesolevas me ei hakka ldhemalt uurima magnetpooluse
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kditumist magnetvidljas. Meenutame
-e ¢ ainult eksperimentaalselt kindlaks-

tehtud t3dsiasja, et magnetpoolus
llektriggz; Zipool. kditub magnetvidlja ja teiste mag-

netpooluste suhtes tédpselt samuti
nagu elektrilaeng elektrividlja ja teiste laengute suhtes.,
Oluline erinevus elektrilaengute ja magnetpooluste vahel on
ainult selles, et elektrilaengud v3ivad looduses esineda
ihekaupa, magnetpoolused aga alati vdrdsete, kuid isenime-
liste pooluste, pdhjapooluse ja ldunapooluse paaridena, Nii-
suguse magnetpooluste paari tiiliplliseks nditeks on magnet-
pulk, mis pole tegelikult midagli muud kui magnetpoolustest
moodustatud dipool. Kui tdhistame magnetilise p3hjapooluse
tugevust M ja ldunapooluse tugevust -M , ning 13una-

poolusest p3hjapoolusesse suunduvat
vektorit ¢ , saame analoogili-

-M ¢ M selt valemile (3.156) kirjutada

magnetdipooli dipoolmomendis

Joon. 8. M MZ, (3.157)
Magnetiline dipool.

mida nimetatakse ka magnetmomen-
diks, Ja analoogiliselt valemile (3.155) kirjutame valemi,
mis annab magnetdipooli LA potentsiaalse energia, kui see
dipool asetseb magnetvédljas tugevusega f{ :

U=-pH. (3.158)

Magnetvidlja p3hjustajaks v3ib olla ka elektrivool.
Saab ndidata, et esimeses léhenduses on voolu magnetvéli
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samasugune kui magnetdipooli magnetvdli. Esimeses ldhendu-
ses v3ime elektrivoolude siisteemi vaadata kui magnetdipooli
ja arvutada ka selle dipooli magnetmomendi. Magnetdipooli

potentsiaalse energia avaldis (3.158) kehtib sdltumata sel-
lest, kas on tegemist magnetpulgaga v3i elektrivoolude siis-

teemiga.

§14, Elektriline kvadrupol-

moment,

Juhul, kui elektrilaengute siisteemi kogulaeng ja di-
poolmoment m3lemad on nullid, hakkab reaksarenduses (3.150)

domineerima kolmas liige

.
u-1 8% }_‘eAvf’x‘e‘“ ,  (3.159)

mille v3ib kirjutada ka elektrivdlja vektori kaudu

(3.160)
37 A e %.
Vaatame avaldist
9E. . divE , (3.161)

mida nimetatakse elektrivdlja divergentsik3®.

¢ Mingi vektori w divergents defineeritakse kui
skalaar, mis avaldub

0¥, 0 Xy
Kasutades eequg} toodud silimboolset "nablavektorit" ¢
vaime.vektori W divergentsi kirjutada kui vektorite V¥
ja W skalaarkorrutise:
divW-vW .
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Arvutame integraali sellest divergentsist iile mingi ruumi-
osa V . Gaussi lause pdhjal v3rdub see ruumiintegraal in-
tegraaliga iile seda ruumfalat piirava pinna S H

f%f"dv fE ds, , (3.162)

kus aok on vektor, mille pikkus v3rdub pinnaelemendi do

suurusega ja mis on suunatud pinnanormaali suunas. Skalaar-

korrutis E.d.S'. annab siis®* F  voo 1ébi pinnaelemendi d$

ja integraal - E kogu voo l1ldbi pinna S . Erijuhul ,kui
div E 30, on null ka suuruse E voog lébi pinna S

See tdhendab, teiste sdnadega, et suurusel E ruumiosas
V allikaid ei ole.

See on illdreegel. Ruumipunktides, kus mingi suuruse di-
vergents on null, sellel suurusel allikaid ei ole.

Niisugune on just juht, mida me praegu uurime: laengute
slisteem asetseb vélises elektrivdljas, mille allikad on ku-
sagil kaugel. Meid huvitavas ruumipiirkonnas elektrivialjal
E allikaid ei ole, s. o.: meil tuleb lugeda

BE_ -,

. (3.163)

Vastavalt sellele v3ime siis valemile (3.160) paremale poo-
le lisada nulliga v3rduva liikme

oA w*
T I L. G0k (3.164)
N A
kus 'LM) =X,‘:)x(,, on vektori pikkuse raut. Saame
.. 1 9Fx Z @), (A) 16
Uy =- ¢ 5o e, (31 (3.165)
A



v3i teisiti

Us=- 1D, Qg—;:i (3.166a)

Uy = 2Dy g2t (3.166b)

ehk ka

kus suurust

A
- A (N (A)
D. = Z e, (3xc kg = deen ) (3.167)
A
nimetatakse laengusiisteemi kvadrupolmomendiks.

On niha, et D,“ 20 , 8. 0. kvadrupolmomendil on 5
s3ltumatut komponenti.

Vaatame 13puks neljast ruudu tippudesse asetatud laen-
gust koosnevat siisteemi (joon. 9). Olgu need laengud oma ah-~

e soluutvéddrtuse poolest kdik vdrdsed

’\— 7[ ja paarikaupa vastasmargilised. Nii-
: \\ // : ¢ sugust laengute siisteemi nimetatak-
I / AN ‘ se elektriliseks kvadrupoliks.
y__ _ __\;Le Evadrupoli kogulaeng on null.

+

Null on ka kvadrupoli dipoolmoment,
Elektriline kvadrupol. milles on lihtne veenduda, kui va-
lida koordinaadistiku alguspunkt
kvadrupoli diasgonaalide 13ikepunktis O . Vﬁlises‘elekt-
rivédljas asetseva kvadrupoll energia méédratakse reaksaren-
duse (3.150) kolmanda liikmega u3 .
Lihtne arvutus nditab, et joonisel 7 kujutatud dipooli
kvadrupolmoment on null,
Joonisel 9 kujutatud kvadrupoli kvadrupolmoment on
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/0 -3¢ 0\
D=el-3* o o . "
0 0 o/
Nieme, et kvadrupoli kvadrupolmomenti saame iseloomustada

the arvuga ae y mis on pindala dimensiooniga suurus (kui
laengudimensiooni mitte arvestada).
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