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I. Analiiiitilise geomeetria mbiste ja jaotus.

1. Analiiiitiliseks geomeetriaks nimetatakse punktide ja
nende kogude niisugust k&sitamist, et

1) punktidele v6i nende lihtsamatele kogudele korraldatakse
vastavad arvud,

2) punktide ja nende lihtsamate kogude kasitamise asemel
tehtakse tehteid nendele vastavate arvudega ja

3) nendest tehetest saadud arvusid vaadeldes mdeldakse neid
punktisid v&i punktide kogusid, mis vastavad nendele arvudele.

2. Analiiitilise geomeetria jaotus vGib olla viga mitme-
sugune. Meie jaotame tema siin themddteliseks, kahemddteliseks,
kolmemadoteliseks (ja Gldiselt mitmemddteliseks). See jaotus ei ole
lahutus, sest kahemdd&teline sisaldab ka {ihemddtelise ja kolme-
mddteline iihe- ja kahemddtelise. Kuid see jaotus on kohane selle-
poolest, et ihemd&telisega alates on analiiiitilise geomeetria sisu
kdige kergem omandada. :

IIl. Uhemdoteline analiiiitiline geomeetria.

3. Cartesiuse koordinaadid sirge joone peal. Uhemds-
telise analiiitilise geomeetria. lihtsamaks naiteks on {ihe sirge joone
analiitiline geomeetrié.. On kdige lihtsam votta {he sirge joone
igale punktile vastavaks nimelt see arv, mis nditab, mitu md&stu
on see punkt eemal selle sama sirge joone mingist margitud punk-
tist. Seda margitud punkti, millest teiste punktide kaugusi md&g-
detakse, nimetatakse algus- 0 P Q
punktiks jakirjutatakse hari- :1 > 13 L 0=
likult tahega O (Ladina sénast
origo — algus). Joonisel 1 on
véetud kauguse m&dduks ligi 0,7 cm ja on siis saadud punktile P
vastavaks arv 2, punktile Q arv 4,7 jne. igale punktile (alguspunktist

paremal pool) oma arv.

Joonis 1.
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Punktidele (v8i punktide kogudele) vastavateks korraldatud
arvusid nimetatakse nende punktide (v8i punktide kogude) koordi-
naatideks (Leibnizi jargi XVII. aastasaja 13pust saadik). Naiiteks
deldakse, et joonisel 1 on punkti P koordinaat 2, punkti Q oma
4,7 jne. Seda ftlust kirjutatakse markidega: P = (2), Q = (4,7) jne.
Kui sirge joone punktide koordinaadid on nimelt kauguse arvud,
nagu joonisel 1, siis nimetatakse neid Carfesiuse koordinaatideks,
sest Cartesius ehk Descartes andis hoogu nende koordinaatide
tarvitamiseks (XVII. aastasaja esimesel poolel).

Médrkus 1. Neid koordinaatisid tarvitati juba enne Kristust. Néiteks
kdsitas nende koordinaatide abil Apollonius (I1l. aastasajal e. Kr.) neid kéve-
raid jooni, mida (Apolloniuse jirgi) nimetatakse ellipsiks, parabooliks ja hii-
perbooliks.

Méarkus 2. Harilikult loetakse Cartesiust analiiiitilise geomeetria p&h-
jendajaks, sest tema avaldas 1637. a. oma t66 La Géométrie, kus ta koordinaatide
abil lahendas ka neid iilesandeid, millega vana Kreeka matemaatika mehed ei
olnud toime saanud. Kuid Cartesiuse t66 ei olnud siistemaatiline analiiiitilise
geomeetria kursus. Esimeseks siistemaatiliseks analiiiitilise geomeetria kursu-
seks v3ib kiill lugeda Cartesiuse kaasaeglase Fermat raamatukest Ad locos
planos et solidos isagoge. Fermat t66 on tdiesti olenematu Cartesiuse omast.
Vorrandites tarvitab ta tdhti veel nii, nagu seda oli teinud uuema algebra
véljatédtaja Viefa (XVI, aastasaja 16pul). Cartesius on oma geomeetrias haka-
nud kirjutama tundmatuid arvusid tdhestiku 15pu tihtedega x, y, z ja tuntud
arvusid tdhestiku algustidhtedega a, b, ¢ jne., nagu seda tema jérgi veel prae-
gugi tehakse.

4. Kahe punkti vaheline kaugus. Negatiivsed koordi-
naadid. Kui sirget joont médda tema tihest punktist O iihele poole
on mdddetud sentimeetriga ja siis saadud iihele punktile P Carte-
siuse koordinaadiks 2 ja teisele punktile Q 4,5, siis saab nende
koordinaatide jargi kohe leida punkti Q kauguse punktist P, On ju siis

OP=2.cm;, 0Q.— 4.5 cm_ja slis
PQ=0Q— OP = (4,5—2) cm =2,5 cm.
Olgu sirge joone punktide kaugused alguspunktist m&ddetud
mis modduga tahes. Kirjutame tahega X selle punkti, mis on
alguspunktist the mdddu kaugusel, nii et on X = (1). Seda punkti

nimetame md&ddupunktiks. Clgu niid selle sirge joone peal
alguspunktist m&ddupunkti pool kaks punkti P; = (x;) ja P, =(x,\.

Siis on
OP;, = x,0X, OP, = x,0X ja siis



P,Py= OP,— OP, = (xy— %,)OX 1

See kauguse arv x, — X, saab siis positiivne, kui on punkt
P, punktist P, seal pool, kus on m&3dupunkt X alguspunktist O,
ja siis negatiivne, kui on lugu timberpéérdud. Et see sirge joone
kahe punkti vahelise kauguse valem oleks maksev selle sirge joone
kdigi punktide kohta, selleks tuleb lugeda alguspunkti koordinaadiks
arv O ja igale punktile, mis sei- O milX
sabalguspunktist mdddupunktivas- ~_3 _5 7 o 1 2 3
tupidisel pool, tuleb lugeda Car-
tesiuse koordinaadiks kiill ka see
arv, mis nditab, mitme m&ddu kaugusel alguspunktist see punkt on,
kuid see arv tuleb vdtta méargiga miinus, nagu see on né&idatud
joonisel 2.

Joonis 2.

Médrkus_ 1./ Cartesiuse jirgi kirjutatakse iihe sirge joone punkti koor-
dinaati iildiselt tihega x. Kui on tegemist mitme punktiga, siis kirjutatakse
sagedasti iihe punkti koordinaati tdhega x; (loetakse: iks iiks), teise oma tdhega
X, (iks kaks) jne. n-nda oma tihega xn (iks en). Punktile ise pannakse sage-
dasti nimeks tdht P (sdnast punkt) ja kui on tegemist mitme punktiga, siis kir-
jutatakse ka iihte tihega P, teist tihega P, jne.

Miarkus 2. Kui sirge joone punktidele on korraldatud Cartesiuse
koordinaadid, siis on selle sirge joone igale iiksikule punktile saanud vastavaks
iiks arv ja ainult see arv ja niisama ka igale iiksikule arvule vastavaks selle
sirge joone iiks punkt ja ainult see punkt. Kui kaks ndhtuste kogu on nii
oma vahel vastavusse seatud, et kummagi kogu igale iiksikule nZhtusele vas-
tab iiks n#htus teisest kogust ja ainult see, siis Geldakse, et need kaks ndh-
tuste kogu on oma vahel iiksiiheses vastavuses.

Miarkus 3. Valemist 1 jargneb, et on

P1P2=—P2P113PP=0 2

Juba Euklidese ajal (IV. aastasajal e. Kr.) kirjutati iiksikuid punktisid
iiksikute tihtedega ja siis ka kahe tihega seda sirge joone tiikki, mille otse
tdhendasid need tihed. Kuid siis peeti silmas ainult selle tiiki pikkust, nii et
vois kirjutada P;P, = P,P;, s. o. punktist P; punktini P, on niisama suur kau-
gus kui punktist P, punktini P,. Praegusel ajal (koordinaatisid tarvitades)
vaadatakse valemi 1 jargi kahe punkti vahelises kauguses peale suuruse veel ka
poolsust: kui on punkt P, punktist P, seal pool, kus pool on m&&du-
punkt alguspunktist, siis on kaugus punktist P, punktini P, positiivne, aga
kaugus punktist P, punktini- P; negatiivne. Esimene kaugus kirjutatakse P;P;,
teine P,P;.
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Médrkus 4. Kui tdhtedega on kirjutatud arvud, siis tdhendab kirjutus
ab arvude a ja b korrutist. Arvude korrutises on tegurid vahetuvad, s. o.
ab— ba, ja korrutis on null ainult siis, kui iiks tegur on null. Oeldakse, et
arvude korrutis on kommutatiivne Niiid mirkas H. Grassmann
(XIX. aastasaja esimesel poolel juba), et on mitmeti mdnus (nagu seda parast
nieme) lugeda ka kirjutust AB vGi PP, punktide korrutiseks.
Valem 2 nditab, et punktide korrutises on v&imalik teguriid vahetada ainult
korrutise marki muutes, nii et see korrutis on null siis, kui on iiks tegur sa-
mane teisega. Niisugust korrutist nimetatakse alternatiivseks.

5. Esimese astme ehk lineaarne vorrand. Kui analiii-
tilise geomeetria mdiste maaruse teise osa jargi hakkame punktide
asemel késitama nende koordinaatisid, siis saame punktide kohta
tekkinud kiisimuste peale vastused vérranditest ilma konstruktsioo-
nita. Olgu naiteks antud punktid P=(5) ja Q=(19) ja olgu
kiisitud, kus seisab sirgel joonel PQ punkt A, mis on iihe kau-
gusel kummastki antud punktist. Kirjutame otsitava punkti koordi-
naadi tdhega x. Siis on valem 1 jargi

PM=(x—5)0X ja MQ = (19 —x)0X
ja siis kilisimise tingimuse jargi

(x—5)0X =(19— x)0X
ehk
x—5=19—ux%,
kust saab
K 12

Nii saame konstruimata ja mddtmata teada, et punkt M, mis
seisab antud punktidest P=(5) ja Q== (19) labimineva sirge joone
peal kummastki antud punktist Ghekaugusel, on alguspunktist O
seal pool, kus pool on md6dupunkt X ja nimelt 12 korda sellest
m&odupunktist kaugemal [Joonis 3].

Q. X P M Q

P T SR T T S T 0t JAR NP I Too Fpms, s il P B s s, sy s supe
5 10 15

Joonis 3.

Niiesitabigaesimeseastme vdrrandihe tund-
matuga ax 4+ b=0 siis ithe punkti, kui arvud a ja &
ei ole mdlemad korraga nullid ja kui selle vérrandi
tundmatu on punkti koordinaat, sest siis saab selle vér-
randi lahendada ja sellega teada punkti koordinaadi.
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Harjutu s@On antud kaks punkti P; — (x;) ja P, = (xp). Leida
sirge joone P;P, peal kolmas punkt Q = (x) nii, et oleks PL[?:KI (s. o. leida
n
tundmatu:p x antud arvude xy, x,, m ja n abil). -

H._"2. Kahe antud punkti keskmiseks nimetame punkti,
mis  seis sellest kahest antud punktist libimineva sirge joone peal
kummastki iihekaugusel, ja kolme antud punkti keskmiseks
punkti, mis seisab kahe antud punkti keskmisest ja kolmandast ¢ l4bi-
mineva sirge joone peal/ selle keskmise ja kolmanda punkti vahel ja sellele
kahe antud punkti keskmisele kaks korda ligemal kui kolmandale punktile.
Toendada, et sel viisil miiratud kolme punkti keskmine ei olene sellest, mis-
sugusele kahele punktile antud kolme hulgast enne keskmine leitakse.

H.@n antud punkti keskmiseks nimetame punkti, mis
seisab 7 — 1 antud punkti keskmisest ja n-ndast punktist labimineva sirge
joone peal selle keskmise ja n-nda punkti vahel sellele (n — 1)-e antud punkti
keskmisele n — 1 korda ligemal kui n-ndale punktile. T&endada, et sel viisil
médratud n punkti keskmine ei olene sellest, missugusele (n — 1)-ele punktile
antud 7 punkti hulgast enne keskmine leitakse,

Miarkus 1. Mitme antud punkti keskmise punkti koordinaadiks saab
nende antud punktide koordinaatide aritmeetiline keskmine. Seda iitlust, et
punkt M on punktide P;, P,,..., P, keskmine, vGib kiill kirjutada

1
M:;(P1+P2+ a7 )
sest selle keskmise punkti koordinaat on artud punktide koordinaatide
X1 Xo. ..., X, jdrgi nimelt l(xl +-Xa i x)is o,
n

Kui on Py = (xq), Po=(x), .. ., P, = (x;), M=(x),
x=%(x1—{—x2+...+xn);
siis kirjutame

M=ln(Pl+P,+...+Pn).

Valemist 3 paistab silma punktide summa ja nende jagatis arvuga.
Punktisid liites ja lahutades ja neid arvudega korrutades ja jagades ldks
August Ferdinand Mobius’el korda analiiiitilist geomeetriat kdsitada (1827)
tdielikumalt kui keegi seda enne teda oli teinud Kuid juba ligi poolteist sada
aastat enne seda (1689) on Giovanni Ceva punktisid liites ja lahutades tden-
danud muu seas ka selle lause, mida praegu Ceva lauseks nimetatakse,

Valemiga 3 kokkukdlas tehtakse punktidega aritmeetilisi tehteid (ehk,
nagu 6eldakse, arvutatakse punktisid) jargmise kahe lause pdhjal:

1) punktisid liita vdi lahutada vdi neid arvu-
dega korrutada vdi jagada tdhendab liita vdi la-
hutada vdi nende arvudega korrutada vdi jagada
nende punktide koordinaatisid, ja
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2) saadus loetakse iiheks punktiks v&i saadud
arv ithe punkti koordinaadiks ainult siis, kui see
saadus on iks punkt aritmeetika algdpetuse jadrgi,
s.o. kui on liidetud n punkti ja sealt lahutatud n--1
punkti vGi jdlle liites, lahutades jne. saadud n punkti
ja see saadus jagatud arvuga n.

Harjutus 4. Punktide arvutamise lausetest jairgneb punktile P = (x)
jargmine kirjutus alguspunkti O ja m&&dupunkti X abil :

P=(1—x)O+xXehk P=0+ x(X—0) &

Katsuda jdrele, et see valem on &ige 1) alguspunkti kohta, 2) m&ddupunkti
kohta ja 3) iga punkti kohta, mille koordinaat on tdisarv. [Sest kui ta on dige
punkti P, = (n) kohta ja ka punkti P, a1 = (n 4+ 1) kohta, siis jargneb tema
maksvus punktl P 42 = (n + 2) kohta sellest, et on P =1, (P + Pn+2)
ehk, nagu siit k&iki liikmeid arvuga 2 korrutades ja P teisele poole viies
saame, Pn+2"= —P+2P, ;)

H. 5. Kui kaks punkti on kirjutatud valem 4 jirgi

PP=0+x(X—0)jaPo=04x, (X—O0)
ja nende punktide kirjutused korrutatakse nagu algebralised avaldused, ainult
silmas pidades punktide korrutise alternatiivsust, siis saab tdesti valem 1, sest
on ju PPy = [0 + (X — 0)] [0 + x3(X — 0)] = 0.0 + x4(X — 0)0 +
+ %0 X—0)4+ xx,(X—0)(X— 0)—x1XO+x20X——xIOX—{—
+ x OX = (x5 — x1) OX.

Teha see korrutamine tdielikult avades kdik sulud ja alles siis lugedes nulliks
need liikmed, kus esineb seesama punkt kaks korda teguriks, ja muutes margid
nende liikmete ees, kus tuleb kaks isesugust punkttegurit selleks {imber ase-
tada, et see liige saaks mdne teisega sarnaseks. Teha seesama kujul PP, =
=[1 —x) O+ x X] [(1 —x3) O+ X X]. s

Miarkus 2. Kui viimase harjutuse korrutises kirjutatakse tegurid

teine teise alla
PPa=[0+ x(X—0O)] X v8i PPa=[1—x9) O+ x X]X

X [0 + x (X— 0)] X [(1 —x3) O + x3 X],
siis paistavad sealt silma nende tegurite liigete kordajad tabelitena
#x)™ 1—x X
1 x2 vai l 1— XZ Xg ||+

Korrutades punkti P, punktiga P, on nende tabelite arvudega tehtud jirg-
mised tehted: esimese rea esimene arv on korrutatud teise rea teise arvuga
ja sellest korrutisest lahutatud esimese rea teine arv korrutatud teise rea esi-
mese arvuga. Arvude tabeliid iihes niisuguste tehetega mdeldult kirjutatakse
Cayley eeskujul (XIX. a. s. keskelt) lihekordsete piistkriipsude vahele, nii et
I—x x|

. B s R
kirjutus X ’ tihendab 1.x, — x;.1 ja kirjutus |, X x| jalle

1
1
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tdhendab ad — bc.

a b
(1 — xy) X5 — x; (1 — x,) voi ildiselt kirjutus { Y

Niisuguseid arvude kogusid, mida on nagu loomulik vaadelda ruudukujulise
tabeli kujul ja millega tulevad niisugused tehted teha nagu punktisid korrutades
tegurite liikmete kordajatega, — niisuguseid arvude kogusid oli juba Leibniz’ist
saadik (XVIL a. s. 15pust) tdhele pandud. Gauss nimetas (XVIII. a. s. 15pul)
neid determinantideks.

Harjutus @)['Eendada (valem 1 p&hjal), et on PyPy + PyPs+ ...+
~+ P, P, + P,Py=0, kuion Py, P, ... P, iihe sirge joone punktid.

H. ftz./ Toendada Euleri lause: Summa PyP,.P3P;+ PPy . PP,
~+ PyPy. PyP; on O, kui on P, Py, P3 ja Py iihe sirge joone punktid.

6. Bilineaarne vorrand. Kui sirge joone punktidele on
korraldatud koordinaadid, siis esitab iga iksik arv koordinaadina
ihe punkti. Niisama esitab the punkti ka iga tiksik (lahenduv)
esimese astme vd&rrand, millel ainsaks tundmatuks on .punkti koor-
dinaat. Tekkib kiisimine, mida esitavad sirge joone analiiitilises
geomeetrias teise, kolmanda ja k&rgemate astmete vé&rrandid ja
vBrrandid mitme tundmatuga, kus on tundmatuiks punktide koordi-
naadid. Analiitilise geomeetria algkursuses vastatakse see kiisi-
mine ainult teise astme vd&rrandite kohta, sest kdrgema astme vor-
randite lahendamist ei ké&sitata algebra algdpetuses.

On vérrand, mis on nagu vaheliliks esimese astme ja teise
astme vorrandi vahel. See on vdrrand kahe tundmatuga, mis on
kummagi tundmatu kohta {iksikult esimese astme vd&rrandiks, aga
saab teise astme vdrrandiks iihe tundmatuga siis, kui need kaks
tundmatut saavad samasteks teine teisega. Seda vdrrandit nime-
tatakse selle kahe tundmatu bilineaarseks vdrrandiks, sest
esimese astme vdrrandit nimetatakse ka lineaarseks ja sdna
bilineaarne tdhendab kahekordselt lineaarne.

Uhe tundmatuga esimese astme ehk lineaarse vdrrandi iildine

kuju on
ax+ b=0.

Niisugune kuju peab olema bilineaarsel vdrrandil kummagi tund-
matu kohta, see on: kahe tundmatu x ja x" (iks ja iks priim)
bilineaarne vérrand peab olema niisugune, et teda saab kirjutada
kujul ax + b =0 kui ka kujul @’x” 46" = 0. Et vérrand ax 4 =0
oleks x ja x’ bilineaarne vérrand, selleks peab seal esinema x”
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arvudes @ v3i b ja peab seal esinema nimelt esimesel astmel, s. o.
peab olema dldiselt
a=mx' +n ja b=px +q,
kus m, n, p ja g on juba mingi antud arvud. Sellega on bili-
neaarsel vorrandil kahe tundmatuga x ja a” ildine kuju
(mx'4+ n)x+ px'+ q=0 ehk mx'x+nx-+px'+q=0

vGi kahte ritta kirjutades

(mx'+ n)x +

+px’'+g=0
See kahte ritta kirjutamine on m&nus sellepoolest, et nii saavad

iksteise ligidale nii need liilkmed, kus esineb x, kui ka need, kus
esineb x’. Vattes sulgude taha tundmatu x’ saame

5 mx X4
(mx+p)x'+nx+g=0 ehk—}(-ﬁxj——z)z(;f_
nii et arvud, mille meie enne kirjutasime tihtedega @’ ja b, on
d’=mx+p ja b'=nx-+gq.
Kui bilineaarne vdrrand kahe tundmatuga on kirjutatud oma

kaherealisel kujul, siis paistavad seal (kui on x sulgude taga)
selle vorrandi neli kordajat tabelina

l m n
s,
kus on kaks rida m n ja p q ja kaks veergu m p ja n q.
Kui sulgude taha on v8etud x asemel x’, siis saab selle v&rrandi
kordajate tabel niinimetatud transpoonitud (imberseatud) kuju

m . p
Wrasd
kus on ridadeks eelmise tabeli veerud ja veergudeks eelmise ta-
beii read. Selle juures on ainult kaks arvu z ja p oma kohad
vahetanud. Kui need arvud on teine §eisega samased, s. o.
n==p, siis nimetatakse seda tabelit ja ka bilineaarset vérrandit
ennast simmeetriliseks.

’

’

Bilineaarse vdrrandi geomeetrilise tdhenduse katsume selgeks
teha naidete varal.
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Naide 1. Olgu vérrandis mx'x + nx + px' +qg=20
m—=0=gq ja n=p, siis on see vdrrand simmeetriline ja saab
(kui veel k&ik liikmed jagame kordajate n ja p {hise vaartusega)
vaga lihtsa kuju

x +x'=0.

See vorrand annab alles siis iithele tundmatule oma vaartuse,
kui seal teisele tundmatule juba on antud mingi vaartus. Lahen-
dades selle vorrandi tundmatu x‘ kohta saame

X=X,
kust iga x vairtuse jaoks paistab silma vastav x’ vdartus. Kui
nditeks anname tundmatule x tdisarvulised vaartused ja kirjutame
need jargemddda iiheks veeruks ja iga x vaartuse kohale kirju-
tame teise veergu temale vastava x’ vdirtuse, siis saame jarg-
mise tabeli

Nii on bilineaarse vdrrandiga x + x'= 0 maa-

¥ - ratud sirge joone igale punktile (x) oma vastav punkt

(x’) nii, et punkt ja tema vastav punkt seisavad
@5t} 40 alguspunktist thekaugusel, aga teine teisel pool. See
1 | —1

vastavus op kujutatud joonisel 4, kus on naha punktide

2 |2 Y4 B C vastavad X, A B, O
Bl B I SR Y i e

n 1 n —_ O e () () e Ce—

Joonis 4.

Sirge joone punktide niisugust vastavust nimetatakse selle sirgejcone
peegelduseks alguspunktis v3i ka simmeetriaks algus-
punkti kohta, sest kui alguspunktis oleks peegel risti sellele joo-
nele, siis paistaksid selles peeglis punktide X, A, B, C jne. pildid
nimelt seal, kus on X’, A’, B’, C’ jne. Selles vastavuses nime-
tatakse ka iga punkti vastavat selle punkti peegelduseks.

Naide 2. Olgu vdrrandis mx'x + nx - px’'+q =0
n=0=p ja m=—gq, siis on see vdrrand jille siimmee-
triline ja saab (kui veel kdik liikmed jagame kordajaga m) véga
lihtsa kuju

xx'—1=0.



¥ e 3
X
ja sellega saame jargmise tabeli
e ‘ o Nii on bilineaarse vérrandiga xx'— 1 =0 maa-
ST _ ratud sirge joone igale punktile (x) oma vastav punkt
0 %:oo (x’) nii, et punkt ja tema vastav seisavad algus-
1 1 punktist Gthel pool, aga teine nii mitu korda m&&du-

IR punktist ligemal, kui mitu korda on teine kaugemal,
siis, kui nad on alguspunktist mdddupunkti pool, —
1 siis aga, kui nad on vastupidisel pool, teine m&ddu-
n punkti vastavast (—1) nii mitu korda ligemal, kui
mitu korda on teine kaugemal. Sirge joone punk-
tide niisugust vastavust nimetatakse inversiooniks m&ddu-
punkti ja tema vastava kohta. Selles vastavuses nimetatakse ka
iga punkti vastavat selle punkti inversiooniks.
Sfaarilise peegli optilise telje peal on iga punkt oma pildi
inversioon.

Naide 3. Kui selsamal viisil v3rrandit lahendades, tabelit
tehes ja joonistades arutame siimmeetrilise bilineaarse vdrrandi

xx'+1=0

geomeetrilist tahendust, siis leiame, et selle vdrrandiga mé&iratud
vastavuses on iga punkti vastavaks selle punkti peegelduse inver-
sioon v8i inversiooni peegeldus. Sellepdrast nimetatakse seda
vastavust peegelduse ja inversiooni korrutiseks.

Nidide 4. Bilineaarne vérrand
xx'4+x—1=0

ei ole simmeetriline, sest tema kordajate tabel on

R e e
P q||]0—1|.
Seda vdrrandit tundmatu &’ kohta lahendades saame
b peceny

X
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ja siit tabeli

2 o, Lahendades mis tahes bilineaarse v&rrandi kahe
‘ tundmat
7 |7 tundmatuga s i o
0 | o +px'+g=0
; ? ithe tundmatu néiteks x kohta, saame
3 3 (g oot
o o mx' +n
. - kust vdime iga x’-vdidrtuse jaoks kohe lugeda vas-
1 | tava x-vadrtuse. Niisama saame iga x-vaartuse jaoks
1‘; o kohe lugeda vastava x’-vairtuse, kui oleme selle
? ; vérrandi lahendanud x” kohta:
! plileET nx—-_q
mx—+p

Sellega méaarab iga bilineaarne vérrand kahe
tundmatuga siis, kui need tundmatud on ithe sirge
joone punktide koordinaadid ja kui kahel vdr-
randil mx+n=0 ja px+qg=0 ei ole Ghist lahen-
dust, selle sirge joone punktide vahel Gksthese
vastavuse. Seda vastavust nimetatakse tldiselt projektiivseks
vastavuseks voi lihidalt projektiivsuseks (nii et peegel-
dus, inversioon ja nende korrutis on projektiivsuse erijuhused).

Médrkus. Nédidetest 1—4 paistab hidsti silma, milles mittesiimmeetri-
lise bilineaarse vdrrandiga mé#iratud vastavus lahku ldheb siimmeetrilise vor-
randi omast. Siimmeetrilise bilineaarse v&rrandiga mé&&iratud vastavus on
niinimetatud kahekordne vastavus, s. 0. kui iihele tundmatule

anname mingi vddrtuse a, siis saab siimmeetrilisest bilineaarsest vdorrandist
teise tundmatu jaoks seesama vidrtus, mis saaks esimese tundmatu jaoks siis,

kui véirtus a oleks antud teisele tundmatule. Nii saab esimeses niites ¥/ = — 2,
kui on x = 2, ja siis x = — 2, kui on x/=2, ja iildiselt saab seal x'=—a,
kui on x = g, ja siis x = — a, kui on 1’ =a. Teises ndites saab x’= 1/5, kui

on x = 3, ja siis x = 1/3, kui on x/=3, véi iildiselt x'=— i, kui on x=a,
a

ja siis x=i, kui on x/==a. Mittesiimmeetrilise bilineaarse vdrrandiga
a

médratud vastavuses ei ole lugu enam nii. NZeme ju neljandas ndites, et
x/= — 1/, kui on x == 2, aga x = 1/3, kui on x’=2, ja iildiselt on x’ = biviiia

1 a
a+1

kui on x = a4, kuna on x = W TR Y A
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Harjutus 8. Vdttes sirge joone peal alguspunkti, m&&dupunkti ja
veel mitu muud punkti, konstruida punktid, mis vastavad neile vBetud punkti-
dele inversioonis xx’ — 1=0.

H. 9. Konstruida sirge joone mitmele punktile vastavad punktid pro-
jektiivsuses xx 4+ 1 =0.

H. 10. Leida seos asjapunkti ja pildipunkti koordinaatide vahel sfii-
rilise peegli optilise telje peal, vGttes alguspunktiks selle telje ja peegli 15ike-
punkti ja m66dupunktiks peegli kerapinna keskpunkti.

7. Teise astme vorrand iihe tundmatuga. Kui bilineaar-

ses vorrandis kahe tundmatuga

mxx’ + nx+ px' + q¢=0
saavad tundmatud samasteks teine teisega, s. o.

X =X,

siis saab see vdrrand teise astme v&rrandiks tihe tundmatuga

mx*+(n+p) x+q=0.
Harilikult kirjutatakse teise astme v&rrandis iithe tundmatuga selle
tundmatu ruudu kordaja tdhega @, tundmatu esimese astme kordaja
tdhega 24 ja vabaliige tdhega ¢, s. o.

ax?+ 2bx 4 c=0.

Sellel vérrandil on (kui ei ole @=0) kaks juurt
¢ TP = %(— b+ Vb —ac) ja x, =% (—bo—yb*—ac).
Sellega esitab teise astme vérrand the tundmatuga
siis, kui see tundmatu on punkti koordinaat, tihel
sirgel joonel kaks punkti. Kui see teise astme vdrrand on
saanud bilineaarsest vorrandist, siis esitab ta selle bilineaarse vér-
randiga maératud (projektiivses) vastavuses need punktid, mis vasta-
vad iseenestele. Naiteks saab bilineaarsest vérrandist xx' — 1 =0
teise astme vdrrand x2 —1=0, mis oma lahendustega x, =1 ja
Xy = — 1 esitab selles vastavuses (inversioonis) iseenestele vastavad
punktid (1) ja (—1).

Uhe sirge joone punktisid kisitades vdime saada teise astme
vérrandi ilma, et meil oleks tegemist bilineaarse vdrrandiga. Aga
iga teise astme vorrandi juures v3ib mdtelda neid bilineaarseid
vorrandiid, millest see teise astme vérrand vdis saada. Nende
bilineaarsete vé&rrandite hulgas, millest saab antud teise astme
vérrand ax®4-2bx+4c=0, on ainult iiks siimmeetriline, nimelt
axx' + bx + bx' 4+ c =0 ehk



(ax’ 4+ b) x+
+ bx' 4+ c=0.
See siimmeetriline bilineaarne v8rrand annab teise astme vdrrandile
ka siis reaalse sisu, kui selle teise astme vdrrandi lahendused on
imaginaarsed. Seda selgitab jargmine
Naide. Olgu tarvis kahe antud punkti jargi leida punkt
sellest kahest punktist labimineva sirge joone peal nii, et kaugus
esimesest antud punktist otsitava punktini oleks geomeetriliseks
keskmiseks kaugustele esimesest antud punktist teiseni ja sealt
otsitavani. VG&tame esimese antud punkti alguspunktiks ja teise
md8dupunktiks ja kirjutame otsitava punkti koordinaadi siis tdhega x,
siis on tingimuse jargi x2=1.(x— 1) ehk

x2—x-+41=0, kustsaamexIZ%-i-—Qija x,= ——Qz
Véttes niiid simmeetrilise bilineaarse vérrandi xx'— 7— = + 1=0
(millest see teise astme v@rrand saab), leiame x' =(x—2):(2x—1)

ja sellega saame tabeli

Nii nZeme, et otsitav punkt pidi olema iseene-
sele vastav punkt iihes punktide vastavuses, mil-

0 lest saame kirjutada vastavate punktide paarisid kui

1 :_.1 palju tahes,

2 Harjutus 11. Leida iseenesele vastavad punktid asja-
ja pildipunktide vastavuses sfiddrilise peegli optilisel teljel,
vottes alguspunktiks optilise telje 16ikepunkti peegliga ja m&ddu-
punktiks peafookuse.

8. Teise astme voOrrandi lihtsustamine. Teise astme
vérrandi lahendamiseks lihtsustatakse see vérrand ax®-+2bx+c¢c=0
niisuguseks, et tal ei oleks seda liiget, kus on tundmatu esimesel
astmel. See lihtsustamine siinnib nii, et 1) vérrandi k&ik liikmed
korrutatakse tundmatu ruudu kordajaga a ja 2) lisatakse siis
kahele esimesele liikmele positiivselt ja jareljadnud liikmele nega-
tiivselt niisugune arv juurde, et kahest esimesest liikmest {ihes
juurdelisatud liikmega saaks kaksliikme ruut. Selleks tuleb juurde
lisada nimelt 5% Nii saab

1) a|ax2+2bx+c=0
2) + b2 — b?

(ax+ b)>+ ac—b>=0
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ehk kirjutades ax + b= x" ja ac—b%=A (delta):
X4 A4=0..

Téaht A peab siin meelde tuletama s6na determinant, sest ta on

siin tdesti vdetud determinandi a b =ac — b? asemele, Seda

’b c
determinanti nimetatakse teise astme vdrrandi ax?42bx-+4¢=0
determinandiks. Ta paistab silma, kui see vérrand kirjutatakse
niinimetatud bilineaarsel kujul:
(ax + b) x+
+bx+ c=0.
Séna ,determinant tiahendab maédraja. Teise astme vdrrandi de-
terminant méairab selle vorrandi juurte reaalsuse, {thevordsuse véi
imaginaarsuse jargmiselt (nagu see otsekohe silma paistab selle
vorrandi lihtsustatud kujust x'2 4 4=0):

Kui on A<C0, siis on juured reaalsed ja isevdrdsed;
Sy AT T 3 2 , lihevdrdsed ;
AT o L0 BRI e ,  imaginaarsed.
Harjutus 12. Té&endada tdielikult teise astme vdrrandi juurte reaal-

sus, iithevdrdsus v&i imaginaarsus selle vd&rrandi determinandi negatiivse,
nullilise v&i positiivse vddrtuse korral.

9. Cartesiuse koordinaatide teisendamine. Teise astme
vdrrandile saime véga lihtsa kuju alles siis, kui esialgse tundmatu
x asemele vodtsime uueks tundmatuks x’, mis on seotud esialgse
tundmatuga vaga lihtsa valemiga

x' =ax -+ b.
Kui see uus tundmatu on leitud, siis saame sellest vdga lihtsast
bilineaarsest v&rrandist, esialgse tundmatu x jaoks valemi
x'—b
a oy, |
Neid valemiid nimetatakse {the sirge joone punktide Cartesiuse
koordinaatide teisendusvalemiteks, sest kui esialgne
tundmatu x oli the sirge joone mingi punkti koordinaat, siis vdib
ka uut tundmatut x' lugeda sellesama punkti teisendatud koordi-
naadiks. Nimelt saab selle sirge joone igale punktile, mille esi-
algne koordinaat oli x, siis uueks koordinaadiks x’ = ax + b, kui
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uueks alguseks vdetakse punkt Q' = (—-%) ja uueks m&ddupunk-

tiks punkt X’q (l—:—b), nagu see on ndidatud joonisel 5. Seal

on fihel sirgel joonel tema endiste ja uute algus- ja m&&dupunktide
0, X, O, X’ juurde ja veel {ihe muu punkti P juurde kirjutatud
nende endised koordinaadid sellest joonest iilespoole ja uued koor-
dinaadid tema alla.

0'::(—-:-) X’:(l_:—b) 0= (0) X =1 =1 )

— )

—

0’ =(0) X =) 0= (b) X=(a+b)y P=(x=ax+b)

Joonis 5.

Need teisendusvalemid saavad véaga 'lihtsa erikuju '1) siis,
kui seal ‘on a==1, ja 2) siis, kui seal on b=0.

Esimesel erijuhusel, kui on @=1, saavad nad

‘=x4+0b ja x=x"—b:

Siis on uutel koordinaatidel uus alguspunkt ja ka uus moddupunkt,
aga mddt O’X’ seesama endine OX. Niisugust koordinaatide tei-
sendamist, kus alguspunkt saab uueks, aga mddt jadb endiseks.
nimetatakse uue alguspunkti vdtmiseks vdialguse eda-
siviimiseks.

Teisel erijuhusel, kui on b =0, saavad teisendusvalemid

xl=s gRtjat Xe= L4
a
Siis on uutel koordinaatidel seesama alguspunkt, mis endistelgi,
aga mdot on uus ja niisugust teisendamist nimetatakse nuue mé&ddu
vétmiseks v8i m68du muutmiseks,

Iga Cartesiuse koordinaatide teisendamist uuteks Cartesiuse
koordinaatideks v8ib nii toimetada, et esiteks v3etakse (kui tarvis)
uus algus ja siis (kui tarvis) uus moot, voi jalle esiti uus mddt ja
siis uus algus. Selle kohta 6eldakse ka, et Car tesiuse koordi -
naatideteisendamine uuteks Cartesiuse koordinaa-
tideks on kas alguse edasiviimine véi md&édumuut-
mine vdi selle kahe lihtsama teisenduse korrutis.

Harjutus 13. Lihtsustada seos asjapunkti ja pildipunkti koordi-

naatide vahel sfddriliss peegli optilise telje peal (teisendades koordinaatisid nii,
et sellest seosest saav teise astme vérrand saaks v&imalikult' lihtne).

2
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Harjutus 14. Tdendada, et valemist ¥’ — ax 4 b saadavad x’/-véir-
tused on siis tSesti Cartesiuse koordinaadid (kauguse arvud), kui x-vddrtused
seda on. [Selleks on ainult vaja tendada, et siis, kui kahel punktil P; ja P,
on endised koordinaadid x; ja x, ja uued koordinaadid x"§ ja x’p, on tJesti
(X/g— x7)) O’ X’ = (x5 — X;) OX]]

M drkus. Koordinaatisid teisendatakse nimelt selleks, et v&rrandid
vdi muud avaldused, kus koordinaadid esinevad, saaksid lihtsamaks. Nii saime
koordinaatisid teisendades vdrrandist ax2? + 2bx + c¢=o0 lihtsama vdrrandi
x24+A=0. Kui siin ei ole 4==0 véi 4 =1, siis saame mddtu muutes selle

vérrandi veelgi lihtsamaks teha, vattes x”= VTZ'I ehk'x’ =x" Y TA] (kus
|A| tdhendab A absoluutset vdirtust). Sest siis saame x"2.|4|4A4=0
ehk x”24+1—=0, kus tuleb + siis, kui on A positiivne, ja — siis, kui on 4
negatiivne,

10. Kaugustejagatiskoordinaadid. Sirge joone punktidele
vdib vdga mitmel viisil ka niisuguseid arvusid vastavaks seada.
mis ei ole kauguse arvud. Nende (mitte-Cartesiuse) kqordinaatide
naiteks vaatame siin kdige pealt neid arvusid, mis saavad siis
sirge joone iga punkti P jaoks, kui selle sirge joone peal on mar-
gitud alguspunkt O ja veel iiks teine punkt U, mida v&iks nime-
tada abipunktiks, ja kaugus alguspunktist punktini P jagatakse
kaugusega punktist P abipunktini. Neid arvusid kirjutatakse sage-
dasti tdhega A (selle tdhe nimi on lambda, ja ta on vdetud kreeka-

keelsest sGnast Adyog — jagatis), nii et on
L. OP
- = pUr

Neid jagatisi nimetamegi kaugustejagatiskoordina;ti-
deks (saksakeelse Abstandsverhiltniskoordinaten jarele).
Olgu siin punktidel O, U ja P Cartesiuse koordinaadid jar-
gemddda x,, X, ja X, siis on
iz op sbdis de
PU xy—x’
See on koordinaatide teisendusvalem, mille jargi saavad antud
Cartesiuse koordinaatidest kaugustejagatiskoordinaadid. Sellest vale-
mist saame teise teisendusvalemi
__ Xo+ AXu
o e
mille jargi saavad Cartesiuse koordinaadid kaugustejagatiskoordi-
naatidest. Kui nende uute koordinaatide alguspunkt on ka Car-

’



A
tesiuse koordinaatide alguspunktiks, s. 0. x,=0, ja nende abi-
punkt Cartesiuse omade m&ddupunktiks, s. o. x,==1, siis on need
teisendusvalen"

o R 5= ey §

Kax&ustejagatiskoordinaadid on mdnusad sellepoolest, et siis,
kui abipunkt ei ole vdga kaugel, on ka vidga kaugete punktide
koordinaadid viaikesed arvud. Naiteks on joonisel 6 kirjutatud
sirge joone OU mitme punkti juurde selle joone alla kauguste-
jagatiskoordinaat 4 ja joonest iilespoole Cartesiuse koordinaat vii-
maste valemite jdrgi. See joon ise on seal kahest kohast katkes-
tatud, nagu oleks seal suur tiikk sellest joonest joonistamata jaa-
nud ja siis veel joonistatud nendele joonistamata tiikkidele jargnevad
vdaga kauged titkikesed. Joonisel on n&ha, et A-vaartused on posi-
tiivsed ainult neil punktidel, mis on O ja U vahel, aga muudel
punktidel negatiivsed ja seda ligemad arvule — 1, mida kaugemal
on punkt algus- ja abipunktist.

=—100 L 0=0) Y, U=(1) 2 100
s () - e ——
)=—100 cAf #£0 Lo -2 ..
101 99
Joonis 6.

Médrkus 1. Abipunktile (UU) ei saa A-vddrtust, sest eelviimase valemi
1
jargi tuleks selle punkti jaoks A=, mis ei ol~ mingi arv. Seda saadust

5 loetakse siiski vahel arvuks — &ieti ebaarvuks, kirjutatakse ithe mér-
gqga o0 ja nimetatakse 16pmatuseks. Joonisel 6 on ndha, et see ebaarv
on positiivsete ja negatiivsete arvude vahel, nagu null, ja on siis ise niisama
hésti positiivne kui negatiivnegi. (Seesama paistab silma ka igast tabelist
mingi bilineaarse vdrrandi kahe tundmatu véirtuste jaoks, kui sellel tabelil kir-
jutame iithe tundmatu vddrtuste kasvamise jirjekorras selle osakese peenemalt,
kus teine tundmatu saab 15pmatuseks). Kaugustejagatiskoordinaatide korral
on see ebaarv selleks tarvilik, et igale punktile saaks tSesti oma vastav arv.
Kuid selle juures jddb iiks arv, nimelt — 1, ilma vastava punktita. Cartesiuse
koordinaatide korral jiib ebaarv ilma vastava punktita. Selleks, et siis, kui
arvude hulka on vdetud ka ebaarv, vdiks konelda igale ise arvule vastavast
ise punktist ihe sirge joone peal, ja isedranis selleks, et iga bilineaarse vor-
randiga mé#iratud vastavuses iihe sirge joone punktide vahel saaks kdnelda
igale punktile vastavast punktist, — selleks on k&nelema hakatud sirge joone
(iihest) ebapunktist vdi(iihest) IGpmata kaugest punktist, millel
on Cartesiuse koordinaadiks ebaarv oo ja kaugustejagatiskoordinaadiks arv — 1.

2%
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Miarkus 2 Kaugustejagatiskoordinaat médratakse paljudes &ppe-
‘raamatutes vastupidise méargiga, nimelt kaugus alguspunktist jagatud kaugusega
abipunktist. Meie oleme v&tnud A. F. Mobius'e algupdrase méairuse (a. 1827).

11. Ristjagatiskoordinaadid ithemoOotelises analiiiitilises
- geomeetrias. Uhe sirge joone analiiiitilist geomeetriat nimetatakse
ihem&oteliseks selleparast, et selle joone iga punkti saab méaarata
ithe arvuga (selle punkti koordinaadiga). Kui dhest punktist
lahevad sirged jooned {ihe sirge joone igasse punktisse, siis
. nimetatakse seda {ihest punktist labiminevate joonte kogu kiirte
kimbuks, sest sirget joont nimetatakse sagedasti liihedalt
s kiireks. Joonisel -7 on naha
kiirte kimbust § (s. o. punktist
S labiminevate kiirte kimbust) neli
kiirt SA, SB, SC ja SD, mis on
seal kirjutatud ka dksikute vai-
keste tihtedega a, b, ¢ ja d. Oel-

e

N ‘ p dakse, et see kimp on sirge joo-
A B o\ ~7o.hega- AB laoildigatud ja et
Joonis 7. see joon on selle kimbuga pro-

Jektltud labi punkti S. Kiirte kimbu iga Kkiire saab maéirata
ihe arvuga, nditeks I8ikaja joone selle punkti koordinaadiga, millest
see kiir 14bi ldheb. Nii saab v&imalikuks kasitada ihe kimbu Kkiiri
nendele vastavate arvude — nende kiirte koordinaatide —
kaudu. Sellega v&ib kénelda iihe kiirte kimbu analiitilisest geo-
meetriast. See on siis teine ndide {ihemddtelisest geomeetriast.
Loikaja joone punktide Cartesiuse koordinaadid ei ole igapidi
kiillalt kohased 14bildigatud kiirte koordinaatideks. Sest kui on
kimp labi 16igatud kahe sirge joonega AB ja A’B’ ja nendel joontel
vdetud alguspunktideks A ja A’ ja mdddupunktideks B ja B’, nii
et kiire @ koordinaadiks saab kummagi 18ikaja jargi arv O ja kiire
b koordinaadiks 1, siis voivad teiste kiirte jaoks saada teise 16ikaja
jargi teised koordinaadid. Naiiteks tuleks siis joonisel 7 kiirele ¢
koordinaadiks joone AB jargi arv 2, aga joone A’B’ jargi 1,5.
Ka kaugustejagatiskoordinaadid ei ole sellepoolest paremad. Alles
siis, kui sirgel joonel vdtame peale algus- ja abipunkti veel mingi
punkti méddupunktiks ja loeme iga muu punkti koordinaadiks tema
kaugustejagatisko.ordinaadi jagatise selle m&8dupunkti kaugustejage-
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tiskoordinaadiga, alles siis saame sirge joone punktidele koordinaa-
did, mis kdlbavad ka nendest punktidest labiminevate tihe kimbu
kiirtele nii, et igast 13ikajast joonest v&ivad nendele kiirtele saada
needsamad koordinaadid. Neid koordinaatisid nimetame ristja-
gatiskoordinaatideks, sest kui on neli punkti 4, B, C ja

-

D iihe sirge joone peal ja kauguste jagatis % jagatakse kauguste
.gg—, siis nimetame saadust selle nelja punkti rist-
jagatiseks (ingliskeelse crossratio jargi). Nelja punkti 4, B,
C ja D ristjagatis kirjutatakse Mdobiuse eeskujul (4/BCD), nii et

BA BC
tiskoordinaat, kui on vdetud alguspunktiks B, m&ddupunktiks C ja
abipunktiks /). Teda loetakse ka Kkiirte a, b, ¢ ja d ristjagatiseks
ja kiire a ristjagatiskoordinaadiks, lugedes alguskiireks &, m&&du-
kiireks ¢ ja abikiireks d. Siis kirjutatakse teda ka (abcd).

Ristjagatis (ABCD)= % —g% on tdesti madratud

nende kiirtega a, b, ¢ ja d, mis tulevad mingist
punktist S punktldesseA B, C]aD Sest

1) kaugused BA, AD, BC ja CD on alusteks kolmnurkadele
BAS, ADS, BCS ja CDS, millel on ihine tipp ja siis ka ihine
kdrgus, nii et nende kauguste jagatised on iihevdrdsed vastavate

BA _ BAS
AD — aDs !

2) kui tdhed a, b, ¢ ja d loeme mitte ainult joonte SA, SB jne.
tahtedeks, vaid ka joonetiikkide SA, SB ]ne pikkusearvudeks, siis
on trigonomeetria jargi BAS=14a.b.sin ba ADS tad sin ad
BAS __ ba sin ba
ADS — ad sin ad
lugejast ja nimetajast vG&i jagatavast ja jagajast jatame &ra dhised
kordajad vdi jagajad)

jagatisega

See ristjagatis on siis punkti A ristjaga-

kolmnurkade pindalade jagatistega , ja

jne. ruutmddtu ja sellega jne., nii et saab (kui

BA , BC BAS BCS __
AD'CD — ADS' CDS—

__ ba sin ba . be sin bc__sin ba . sin be
ad-sin ad  ed sin cd sin ad sin cd

(abed) = (ABCD) =
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Selle valemi jargi on nelja ihest punktist tuleva kiire rist-
jagatis ehk neid kiiri I8ikava sirge joone I3ikepunktide vaheliste
kauguste jagatiste jagatis seesama, mis nende Kkiirte vaheliste nur-
kade siinuste jagatiste jagatis. Sellepdrast on nendel sir-
getel joontel, mis I6ikavad nelja tihest punktist
tulevat kiirt, kdigil 16ikepunktide ristjagatis see-
sam a, nditeks joonisel 7 on (A'B'C’'D’) = (ABCD). Sellepoolest
ongi ristjagatiskoordinaadid vaga tidhtsad tegelikus geomeetrias, ise-
4ranis parast seda, kui on vdimalikuks saanud maapinda paeva-
pildistada &hust. Paevapildilt méne sirge joone punktide vahelisi
kaugusi m&dtes, saame leida ristjagatiskoordinaadid  selle sirge joone
punktidele paevapildil ja need on siis valem 5 jargi ristjagafiskoor-
dinaatideks ka selle sirge joone punktidele looduses. Sest joonisel 7
v8ib lugeda joont AB looduses olevaks, punkti S pildiriista objek-
tiivi optiliseks keskpunktiks ja siis joont A’B’ joone AB pildiks.

Uhe joone punktide ristjagatiskoordinaatidest saame nende
punktide Cartesiuse koordinaadid, kui on juba teada kolme punkti
Cartesiuse koordinaadid. Sest sellest kolmest punktist vdime {ihe
vétta alguspunktiks, teise m&8dupunktiks ja kelmanda abipunktiks
ja siis saame kohe valemi ristjagatiskoordinaadi jaoks Cartesiuse
koordinaadi jargi ja sealt Cartesiuse koordinaadi jaoks ristjaga-
tiskoordinaadi jargi. Olgu need kolm punkti oma Cartesiuse koordi-
naatidega O=(x,), X=(x,) ja U= (x,). Siis on iga punkti
P = (x) ristjagatiskoordinaat 4 (nagu teda sagedasti kirjutatakse)
/ema mdiste mairuse jargi

PRE L 93 0 W ot W .
PU XU xy—x Xy—X;

See valem saab siis lihtsamaks, kui esimese punkti O v8tame
ka Cartesiuse koordinaatide alguspunktiks, teise punkti X md&ddu-
punktiks ja siis kirjutame kolmanda punkti {J koordinaadi iihe lihtsa
taliega 'a, s ‘0, kulon X — 0, X = 1 ja Gi==a. «Sls on

0 e, Kl 1 '=(a—l)x ali
a—x a—1 a—x a—1-+ 4
Miarkus 1. Cartesiuse koordinaadid on ristjagatiskoordinaatide eri-

juhus ja nimelt see erijuhus, kui on abipunktiks ebapunkt. Sest valemis
A=(a—1)x:(a—-x) jagades jagatavat ja jagajat arvuga a—1 saame

ja siis x=

1—

i=—x: (l L )ja siit paistab silma, et selle iihevérduse teise poole jagajal

1
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saab siis teine liige nulliks, kui punkt { saab ebapunktiks, s. o. kui tema
koordinaat a saab |5pmatuseks, ja siis saabki A= x. Niisama on kauguste-
jagatiskoordinaadid ristjagatiskoordinaatide see erijuhus, kui on OX = XU, sest

siis on A= PU
Midrkus 2. Valem 5 tdenduse juures v3ib tekkida kiisimine kolm-
nurkade pindalade poolsuse (positiivsuse vdi negatiivsuse) kohta, sest joonis
7 jargi on kaugus BA negatiivne ja saab siis olla %=%§ ainult siis, kui
sellest kahest pindalast loetakse iiks negatiivseks. Meie madrame edaspidi kolm-
nurkade pindalade poolsuse nukipunktide jdrjekorraga: kui see jarjskord ldheb
paripdeva ringi, nagu joonisel 7 BAS, siis loeme pindala negatiivseks, kui
vastupdeva, nagu ADS, siis positiivseks. Valemis 5 on see mdidratud siinu-
sega, sest kui nurga ad (kiirest a kiireni d) loeme positiivseks, siis tuleb tri-
gonomeetria jargi lugeda nurk ba negatiivseks ja negatiivse nurga siinus on ka
negatiivne.
Mirkus 3. Valem 5 tdenduse juures v3ib veel tekkida kiisimine selle
juhuse kohta, kui on AB || d ja sellega D ebapunkt. Sils oleks ristjagatis
BA BC-BA_AD . BA AC+(D.:3A AC 5
VAR X D CO N e OB s - CD . L B gp+1)=

BA
= Bc» sest kui punkt D saab ebapunktiks, s o. kaugus CD saab 16pmata suureks,

N bAC s BA . BAS basmba -asinbf1~sin ba ¢
siis saa nulliks. Niiiid on = Pk By
CD BC~ BCS — bc sin bc ¢ sin be sin be a
e s sm A _e_sin ad
ja kolmn:rgast ACS jdrgneb, et on — ~» sest AB ja d pa-
a  sin C sin ¢d
ralleelsuse parast on kiilje ¢ vastuseisev nurk A= 180° — ad ja kiilje @ vastu-

sin ba . sin ad_,_

seisev nurk C==cd. Nii on ka sellel juhusel (ABCD) = =t g or
sin bc sin cd

sin b;z sin bl‘

sin ad  sin cd

Harjutus 15. Péevapildil on nidha sirge raudtee dires kolm iiksteisele
jargnevat kilomeetri posti, teine esimesest eemal 28 mm ja kolmas teisest 21 mm.
Viimasest postist edasi 49 mm on n#ha sild. Kui kaugel on sild esimesest
postist ?

H. 16. Kui nelja punkti (v3i kiire) ristjagatis on —1, siis nimetatakse
seda nelja punkti (v&i kiirt) harmooniliseks salgaks. Td&endada, et
peegli optilisel teljel on punkt P, tema pilt P’/ ja iseenestele vastavad punk-
tid O ja C koos harmooniline salk, nii et on (POP'C) — —

H. 17. Kui mdnda punkti otsides saadakse tema koordinaadiks imagi-
naarne arv, siis deldase, et see punkt on imaginaarne. Valem 1 jirgi
kdneldakse ka imaginaarsete punktide vahelistest kaugustest. Toendada, et
vastavuses xx’ + 1 =0 on punkt (x), tema vastav (x’) ja iseeneéstele vastavad
punktid (i) ja (—i) koos harmooniline salk, nii et on ((x) (i) (x/) (—i)) = — 1.
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H: 18. Uhest sirgest joonest libiminevate tasapindade kogu nimetame
lehtede kimbuks, Uksikuid tasapindu ehk lehti kirjutatakse Kreeka
tahtedega « (alfa), B (beeta), y (gamma), § (delta) jne. Toendada, et on
(ABCD) = (afByd), kui on a, B, y ja 6 iihe kimbu lehed, A, B, C, ja D iihe
sirge joone punktid — punkt A lehe a peal, punkt B lehe 3 peal jne. — ja kui
s'n Ba _ sin B):
sinad ~ sin y0
kus on BAa jne. kahetahused nurgad lehtede 3 ja a jne. vahel.
Méarkus 4. Kui iiks kiirte kimp on 14bi 13igatud kahe sirge joonega
(nagu joonisel 7), siis Geldakse, et iihe joone punktid on projektitud
teise peale selle kimbu kiirtega
(12bi nende kiirte iihise punkti, mida ni-
metatakse ka kimbu keskpunk-
tiks) ja teise joone iga punkti nimeta-
tatakse esimese joonesellepunkti pro-
jektsiooniks, mis on temaga iihe
kiire peal (nditeks joonisel 7 on punkt A"
punkti A projektsioon, punkt B’ punkti B
oma jne.). Punktide- ja nende projekt-
sioonide v&i veel projektsioonide jaoks
Joonis 8. saadud projektsioonide vastavust nimeta-
takse projektiivseks vastavu-
seks vdi projektiivsuseks:. Saab tdendada, et i vastavus, mis on
médratud bilineaarse vdrrandiga iihe sirge joone punktide vahel, on tdesti
projektiivsus. N#iteks saavad peegli optilise telje punktidest nende pildi
punktid sel teel, et 1) iihe iseenesele vastava punkti [H 12] C 1abi vdetakse sirge
joon [J 8], 2) selle joone peal mingi kaks punkti S’ ja §’/, 3) iihendatakse
need punktid teise iseenesele vastava punktiga O ja siis 4) projektitakse telje
OC iga punkt P-1dbi punkti S’/ joone OS’ peale, saadud projektsioon P’/ siis
1abi punkti C joone OS’’ peale ja uus saadud projektsioon P’/ sealt ldbi
punkti §’ tagasi telje OC peale punktiks P’.

(afyd) —lehtede a, B, y. O ristjagatis.— tdhendab

Ill. Kahemodoteline analiiiitiline geomeetria.

12, Tasapinna punktide Cartesiuse koordinaadid. Kahe-
mddtelise geomeetria lihtsamaks niditeks on {ihe tasapinna punktide
kasitamine. Kui tasapinna peal on mingi sirge joon, siis saame
selle sirge joone punktidele Cartesiuse koordinaadid, kui vdtame
sg'al mingi {he punkti O alguspunktiks ja mingi teise punkti X
nd8dupunktiks [3]. Siis saab selle tasapinna igale muule punktile
P vastavaks kaks arvu:
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1) joone OX selle punkti P’ koordinaat x, mille kohal see
muu punkt seisab, s. o. kui on PP | OX, ja

2) selle kauguse arv y, mille vrra see muu punkt on eemal
joonest OX,

Joon OX lahutab selle tasa- O 4
"pinna kaheks pooleks. Kauguse 0
arv y peab ka seda naitama, kus : T
pool joonest OX see punkt P sei- |
sab. Selleks peab sellel tasa- :
pinnal peale punktide O ja X veel 1
méarkima mingi kolmanda punkti Y,
mis ei ole joone OX peal, Siis
alles saab {telda, et punkt P on joonest OX seal pool, kus on
punkt ¥, v&i jille vastupidisel pool. On k&ige lihtsam vétta nii-
suguseks kolmandaks punktiks see punkt, mis seisab alguspunktist
O ihe md3du kaugusel ja otse tema kohal, s. o. nii, et on OY | OJX.
Siis saavad sirge joone OV punktidele alguspunkti O ja m&&du-
punkti ¥ jargi Cartesiuse koordinaadid, mis on positiivsed algus-
punktist O seal pool, kus on punkt Y ja negatiivsed vastupidisel
pool. Seile jargi loetakse ka igal muul punktil kauguse arv y siis
positiivseks, kui see punkt on joonest OX seal pool, kus on punkt
Y, ja siis negatiivseks, kui ta on vastupidisel pool.

Qo
e

Joonis 9.

Sel viisil tasapinna OXY iga punkti P jaoks saadud kahte
arvu X ja y (nagu neid Cartesiuse eeskujul kirjutatakse) nimeta-
takse selle punkti Cartesiuse ristkoordinaatideks védi
lihtsalt Cartesiuse koordinaatideks — x esimeseks ja
y teiseks. Punkt koordinaatidega x ja y kirjutatakse lihidalt (x;, y),
nii et kui selle punkti nimi on P, siis v&ib ditlust ,P on punkt
koordinaatidega x ja y* kirjutada P =(x, y). Jooni OX ja OY,
mille najal need koordinaadid saadakse, nimetatakse koordinaa-
tide telgedeks v6i ka lihtsalt telgedeks ja nimelt OX esi-
meseks v&i x-telieks ja OV teiseks v&i y-telijeks ja nende dhist
alguspunkti ka koordinaatide alguspunktiks vdi ka liht-
salt alguseks.

Kui punktist P laheb Kkiir risti ménele sirgele joonele, siis
nimetatakse “selle kiire ja' selle joone 13ikepunkt punkti P rist-
projektsiooniks vdi ka lihtsalt projektsiooniks selle joone
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peal. Joonisel 9 on kirjutatud punkti P projektsioon x-teljel tihega
P’ ja y-teljel tdhega P”. Et on
OY 1 OX,"PP' | 'OX, PP" 1 OY ja'siis PPH OP" ja P"P4£ OP/,
selleparast vdib iitelda, et tasapinna punkti Cartesiuse ristkoordi-
naadid on selle punkti ristprojektsioonide koordinaadid telgede peal
ja ka selle punkti kauguste arvud telgedest: es‘mene koordinaat
kauguse arv teisest teljest ja teine koordinaat kauguse arv esime-
sest teljest.

Midrkus 1. Valem 4 jirgi on punkti P =(x, y) projektsioonid telgede
peal
P = (1—x) O+xX=0+4x(X—0) ja P’ =(1—y) O+ yY =0+ y (Y—0).
Et tdisnurkse nelinurga OP’PP” diagonaalidel on iithine keskpunkt, siis on
1y (O + P) =1/ (P’ + P") ehk P=P' + P” — O ja sellega

P=(l—x—y) O+ xX+yY=0+x(X—0)+y(¥—0) |6

Selle valemiga on punkt kirjutatud oma koordinaatidega pdhipunk-
tide, s. o. alguspunkti ja m&dddupunktide abil. See kirjutus on tasapinna
punkti tdielik kirjutus. Selle valemi viimast osa O + x (X — O) +
+y (Y- 0) v5ib lugeda : ,see punkt, milleni jdutakse, kui minnakse punktist O
edasi joonega QX paralleelselt xOX vorra ja sealt veel joonega QY paralleelselt
yOY vorra*. (Kirjutus (x, y) on iseenesest ilma sisuta, aga oma litheduse
parast kohane ka punkti nimeks.)

Médrkus 2. Tasapinna punktide Cartesiuse koordinaatisid kisitatakse
juba algkoolis, loomulikult nimelt siis, kui seal puudutatakse maamd6tmist,
seda geomeetria esialgset sisu (Kreeka yewueroic tihendab maamddtmine)
Uks lihtsam maama&tmise viis on jirgmine. Modddetaval maatiikil tahista-
takse piistitatud teivastega vdi ritvadega need punktid, mille vaheliste pinna-
tikkide suurust on tarvis teada v&i mis muidu tidhtsad .on. Need punktid
nummerdatakse P;, P, jne. ja mirgitakse selle maatiiki esialgsel ligikaudsel
joonisel (silma jargi tehtud plaani v3i kaardi kavandil). Siis voetakse selle
maatiiki 1dbi v8i tema ligidal siht, mille m3&tmine ei ole m3nesuguste takis-
tustega raskendatud, ja hakatakse selle sihi mingist punktist O md&dtma
sinna poole, kus on tdhistatud punktid. JSudes mdGtes mingi tdhistatud
punkti kohale, s. o. sinna, kuhu tuleb sellest punktist ristjoon mdddetavale
sihile (see koht leitakse m&ne riista, nditeks nurgapeegli abil), kirjutatakse
saadud kauguse arv selle punkti esimeseks koordinaadiks. Kui nii on seda
sihti m&otes jdutud viimase punkti kohale, siis tullakse sedasama teed
m33tes tagasi. See teistkordne ind5tmine on tarvilik kontrolliks, kas
vahest ei ole esimesel korral eksitud. Niisama saadakse’ igale punktile teine
koordinaat, m&&tes teist sihti, mis on risti esimesele, ja sellega on kdes kdik
tarvilikud andmed nende: tihistatud ‘punktide‘kohta. Need andmed kirjutatakse



harilikult tabeli kujul ja nende andmete jirgi saab sellest punktide kogust teha
joonise (plaani v&i kaardi) nditeks jirgmiselt: Vdetakse joon, selle joone peal
punkt O, seatakse nurklaual, mille kummagile servale on tdisnurga nukist alates
méargitud m&ddud, iiks serv selle joone kiilge nii, et punkt

O tuleb selle kriipsu juurde, mille number on x;, ja joonis- - B y

tatakse punkti P; pilt nurklaua teise serva juurde sinna, [

kus m&ddu kriipsu number on y; (v. joonis 10). Nende R (717 1827
andmete jirele saab ka leida nende punktide vahelised pind- R o T

alad [13]. 2 Xy |

Harjutus 19. Joonisel 9 olgu P = (x, y}, P, = (X1, ;) : B
ja Py = (x5, y5). Uhendada need punktid kolmnurgaks ja ;
otsida veel punktid (xy, ¥s), (¥1, ¥)s (Xo, Y1), (Xo. ¥)s (X, ¥1) S x| ¥
ja (x, ¥s).

H. 20. Teljed OX ja OY lahutavad tasapinna OXY neljaks osaks.
Vaadata jirele, kus on mé&lemad koordinaadid positiivsed, kus ainult esimene
positiivne, kus mdlemad negatiivsed, kus ainult esimene negatiivne.

13. Kolme punkti vaheline pindala. Negatiivne pindala.
Sirge joon ldbi kahe punkti. Kui tasapinna punktidele on kor-
raldatud Cartesiuse koordinaadid ja on antud
oma koordinaatidega kolm punkti P, = (x;, y,)
P, = (x5, ¥») ja P = (x, y), siis saame
kohe leida ka nende punktide vahelise pind-
ala, s. 0. kolmnurga P, P,P pindala, mille kirju-
tame lihtsalt P,P,P. On ju see pindala maa-
ratud kolme trapetsi pindaladega P,P,P P,

. P,PP P, PP,P,P [Joonised 9 ja 11],
fiae M kus on P’;, P’y ja P’ punktide P,, P, ja P
projektsioonid x-telje peal. Nendel trapetsitel on laiused jargimédda
PP = (%,—x,) OX, P Py=(%—x)0X ja PP =(x—x,)0X
ja keskmised pikkused
3 (P Pi+PyPy)=4% () + ) OY, §(P:P,+P'P)=
=40+ 0Y ja $(P'P+ P P)=%(y+y)0Y
ja sellega nende trapetsite pindalade summa nende laiuste ja kesk-
miste pikkuste korrutiste summa

(% — %)+ 32) + (o — )02+ ¥) + (x—x )y +3,)) ==

See kolme trapetsi pindalade summa ongi otsitav .kolme punktl
vaheline pindala. Sest siis, kui punktid P,, P,, P seisavad nii kui

OX oy,



28
joonisel 9, on otsitava pindala saamiseks &ieti tarvis trapetsite
P,PP'P’; ja PP,P’|P" pindalade summast lahutada kolmanda tra-
petsi pindala (ja nende punktide mé&ne teistsuguse seisu korral —
kui need punktid on kd&ik x-teljeét tihel pool — tuleks iihe trapetsi
pindalast lahutada kahe teise trapetsi pindalade summa, nagu joo-
nisel 11). Aga kui kolmnurga P,P,P nukkidele on maaratud
i ringjdrjekord P,P,P (nii et viimasele
punktile P loetakse jargnevaks esimene P)),
siis saavad selle kolmnurga kiilgede pro-
® jektsioonid x-telje peal (s. o. nende kil-
gede otsade ehk kolmnurga nukkide projekt-
: sioonide vahelised x-telje tiikid dhe nuki
:. projektsioonist jargmise nuki projektsioonini)

|
B
0P X F B PP, P,P ja PP, mdned positiivsed

Joonis 11. (nagu joonisel 11 P’ P’y ja P’P’)), teised
negatiivsed. Kui kolmnurga nukkide ringjdrjekord P, P,P on samane
jarjekorraga OX'Y (nagu joonisel 11 — mdlemad vastupdeva) ja

kolmnurk on x-teljest positiivsel pool (s. o. seal pool,
kus on punkt Y), siis saavad positiivsed nimelt nende kilgede
projektsioonid, mis on selle kolmnurga pindala ja x-telje vahel, ja
need projektsioonid on mmelt nende trapetsite laiusteks, mille pin-
dala tuleb teiste omast lahutada (et kolmnurga pindala, saada)
Selleparast saaks niisuguse nukkide jérjekorra juures siis, kui tra-
petsite laiusteks loetaks kolmnurga kilgede projektsiodnid (ja see
kolmnnurk ise oleks x-teljest positiivsel pool), laiuse ja keskmise
pikkuse korrutis ehk pindala nimelt nendel trapetsitel negatiivne.
mille pindaladest teiste omad (positiivsed) lahutada tulevad, ja
sellega kdige kolme trapetsi pindalade summa t8esti otsitava kolm-
nurga pindala suuruneé, aga negatiivne. Sellepdrast olemegi selle
summa jaoks vdtnud trapetsite laiusteks mitte kolmnurga kiilgede
projektsioonid ise, vaid nende vastupidised vaartused P’,P’; jne.
Selles summas oleme veel trapetsite keskmise pikkuse kirjutustest
jagaja 2 viinud pinnam&ddu OX. QY juurde, nii et on saanud m&3-
9{,‘_;0—),, mis on nimelt pdhikolmnurga
OXY pindala. Nii saame otsitava pindala P,P,P jaoks (kui teda
mb&dame poole ruutmddduga OXY) jargmise valemi

duks pool ruutmédstu
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PPy P=[(x, — x5) (1 +¥o)+ (0—x) (V2 +y) +
+ (% — X))+ )] . OXY .

Selle valemi jargi saab pindala P,P,P siis ikka positiivne,
kui on ringjarjekord P,P,P samane jarjekorraga OXY. Sest siis,
kui kolmnurk P,P,P on x-teljest negatiivsel pool (s. 0. seal-
pool, kus ei ole punkt V), on tema nendel kiilgedel, mis on tema
pindala ja x-telje vahel, projektsioonid juba negatiivsed (Joonistada!)
ja siis valemis nende vastupidised v&artused positiivsed, aga siis
on jdlle y-vaartused negatiivsed, sellega valemis nendel trapetsitel.
mille pindala tuleb teiste omast lahutada, laius kil ‘positiivne, aga
keskmine pikkus negatiivne ja selleparast nende korrutis negatiivne.

Kui aga ringjarjekord P,P,P on vastupidine jarjekorrale OXY
(teine nendest vastupdeva, teine paripaeva), siis saab selle valemi
jargi pindala arv negatiivne. Sest siis saavad x-teljest
positiivsel pool kolmnurga nendel kiilgedel, mis ei ole selle kolm-
nurga pindala ja x-telje vahel, projektsioonid positiivsed ja siis
nende vastupidised vaartused selles valemis negatiivsed. ‘

Kolme punkti P, =(x,, y,), Py = (x5. J5) ja P=(x,y) vahel
ei ole pindala siis, kui need punktid on ihe sirge joone peal.
Selleparast peavad sirge joone P,P, iga punkti P koordinaadid
(6eldakse ka: selle joone jooksva punkti koordinaadid vGi
selle joone punktide jooksvad koordinaadid) rahuldama
vorrandit

(—%5) (y1+92) + (¥o—%) (Yot ) + (Xx—x) (y+3,) =0
ja iga arvude paar x ja y, mis rahuldab seda vérrandit, on joone
PP, iihe punkti koordinaatide paar. Selle vdrrandi esimeses poo-
les (kolmnurga P;P,P pindala arvus) sulgusid avades, sarnaseid
liikmeid koondades ja tundmatuid x ja y sulgude taha vdttes, saame
ta lihtsamal kujul

(N —¥)x + (xg— X))y + X1 Yo — %y, =0 8

Vérrandit, mida rahuldavad tihe sirge joone iga punkti koordi-
naadid ja ainult need, nimetatakse selle sirgejoone vdrran-
diks. Vdérrand 8 on siis selle sirge joone vdrrand, mis ldheb labi
punktide (x;, y,) ja (Xs, ¥s).
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Miarkus 1. Kolme punkti vahelise pindala valemi tuletamise viisil
saab tuletada valemi hulknurga P;P,... P, pindala jaoks:

PyPy ... Pi=[(x1— X5)(y1+¥o) +(Xo—x3) (Vot¥3) + - . A (xy— %) (v, +y1)]OXY.

Mirkus 2. Kolme punkti vahelise pindala valemi saame kohe lihtsus-
tatud kujul, kui korrutame need punktid

PP=0+x5X—=0)4+y»(Y—O0)
Po=04x(X—0)+y,(Y—O0)
P=0+4x(X—0)+y (¥Y—0)

ja peame silmas, et punktide vahede korrutis on ka alterna-
tiivne, nagu see pirast sulgude avamist punktide korrutise alternatiivsusest
jargneb, ja et on O(X—O0)(Y—O) = OXY. Sest kahe esimese punkti esimesi‘ja
teisi lilkmeid korrutades saame (x, — x;) O(X—0), mida tuleb korrutada kol-
mandast punktist ainult kolmanda liikmega (Mispirast?), nii et saab
{(X—x1)yO(X— 0)(Y—O0) = (x,—x,) yOXY; kahe esimese punkti esimesi ja vii-
maseid liikmeid korrutades saame (y,—y;)O(¥Y—O0), mida tuleb korrutada kol-
mandast punktist ainult teise liikmega, nii et saab (y, —y;)xOVX ehk kahte
tegurit vahetades ja siis midrki muutes — (y,—y,) x OXY, ja esimese kahe
punkti teisi ja kolmandaid liikmeid korrutades saame (ix; yo—x5 ;) (X—O)(Y—O0),
mida tuleb korrutada kolmandast punktist ainult esimese liikmega, nii et saab
(x1y5 — x,9,) XYO ebk kaks korda kahte tegurit vahetades ja siis kaks korda
mérki muutes (x;¥, —Xpy;) OXY. Sellega on otsitav korrutis (kui tema arvu
veel ka kolmerealise determinandi kujul kirjutame, s. o. kolme
realise ja kolme veerulise arvude tabeli kujul, mille ette ja taha pandud piist-
kriipsudega ndidatakse, et selle tabeli arvudega tulevad teha tehted nagu siis.
kui kolm punkti on kirjutatud kolme p&hipunkti abil nii, et esimesel punktil
on pohipunktide kordajateks nende pGhipunktide jirjekorras selle tabeli esimese
rea arvud, teisel teise rea omad jne. ja need kolm punkti korrutatakse)

l L X, 1
P,P2P=1 I Xo ¥a - | OXY ==
| L R
=[(xo — Xy — (V2 — 1) X + X, Y2 — X% ,] OXY

Et see korrutise valem on enne saadud pindala valem ainult lihtsustatud
kujul, sellepdrast vdib kolme punkti vahelise pindala leida neid punktisid kor-
rutades ehk seda determinanti arvutades, millel on teises ja kolmandas veerus
antud punktide koordinaadid ja esimeses veerus iihed.

Harjutus 21. Tdendada, et valemis 9 on viimane liige (X ys —
— Xp¥;)OXY nimelt kolmnurga P;P,0 pindala.

H. 22. Tuletada v&rrand 8, vaadeldes mingit kahte punkti (x1, 1) i@
(X3 vp), sellest kahest punktist libimineva sirge joone mingit muud punkti
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(x, y). punktisid (X, y;) ja (x, y;) ja kolmnurke (xq 3y) (X2, ¥1) (Xo, ¥o) ja

(x1, 1) (X, 31) (X, ¥).
H. 23. Vaadeldes mingit kolmnurka P, P, P ja kolmnurke P;P,0,

P,PO ja PP,0 teha selgeks, et on P,P,P= P,P,0 + P,PO + PP,O. Tule-
tada siit H 21 abil uus valem pindala P, P,P jaoks.

14. Kahe punkti vaheline kaugus. Punkti kaugus sirgest
joonest. Kahe kiire vaheline nurk. Vaadeldes (Joonistada!) kahte
punkti Py =(x;. ) ja Py=(X; ¥,) ja veel kolmandat punkti
(%5 y,) mérkame, et selle kahe punkti vaheline kaugus PP, on
hiipotenuusiks taisnurkses kolmnurgas (x;, ¥;)(Xs, ¥y) (X2 ¥o).
kus kaatetite pikkufed on (x;, ¥;) (X, ;)= (X —x;)0X ja
(%o, 31) (X3, ¥2) = (Jo—y1) OY. Sellepérast on Pythagoras'e lause
jargi (kui on OX siis, kui sihti tahele ei panda, samane kui OY
ehk, nagu seda kirjutatakse, |0X| = |0Y)

PPy =V (Xo— %)% + (Y2 — 1) | OX| 10

See valem ja valem 7 voi lihtsustatud kujul valem 9 on kaks
pShivalemit tasapinna gecmeetrias. Nendest valemitest saame
niiteks valemi punkti P=(x, y) kauguse jaoks joonest PP, =
= (X;, ¥1) (Xs, ¥5). Punkti kauguse arv joonest kirjutatakse sage-
dasti tahega 0. See arv oleks siis kolmnurga P,P,P pindala arv.
kui kaugus P,P, oleks iiks mddt ja pindala m&dduks ikka kolm-
nurk OXY. Sest kui kolmnurkadel OXY ja P,P,P on alused OX
ja P,P, thepikkused, siis on nende kdrgused.proportsionaalsed
pindaladega ja kolmnurga OXY kérguse arv on ju OY pikkuse
arv 1 ja kolmnurga P,P,P kdérguse arv on punkti P kauguse arv
joonest P,P,. Kui kaugus PP, ei ole ks mddt, siis on tema
suuruse arv valemi 10 jargi J/(xo— %,)* + (Yo —¥;)* ja kolmnurga
P,P,P pindala arv on selle arvu kordselt d. Sellega on

L x,
1 X3 ¥
Loy J
Ve = 11
V(x,—X%) + (Yo—y1)?
(X —%1) Yy — (y2— Y1) X + X1 Vo — V1 %9
V(X — %y)s + (Yo —31)*
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Selle - valemi jargi saab punkti P kaugus joonest P,P, siis nega-
tiivne, kui jarjekord P,P,P laheb vastupidi jarjekorrale OXY, sest
siis saab jagatav pindala negatiivne.

Teiseks naiteks leiame valemitest 9 ja 10 valemi kahe kiire
vahelise nurga siinuse jaoks. Kahte kiirt on k&ige lihtsam maa-
rata kolme punktiga, millest {iks Py = (x,, y,) oleks nende Kkiirte
ﬁhine punkt, teine P, = (x5, y,) ihe kiire mingi muu punkt ja kolmas

= (x, y) teise kiire mingi muu punkt. Kirjutame tihega a esi-
mese kiire P,P, ja ka tema tiki PP, pikkuse arvu, nii et on
a=V( x2—x1)3-1- (y2 — yl)l Niisama kirjutame teise kiire PP ja
tema tiki P, P pikkuse arvu tahega b, nii et on H= V(x—x1)2+(y—y,)‘

Siis on kolmnurga P, P;Ppindala  ab sin ab ruutmdstu ehk P P,P=
— ab sin ab OXY. Sellega on valem 9 jargi

T 1-”1)’1_1’
Slnab:E; IXQyQ [:

[Als RN | 12
(X —%1)y — (Vo —W) X+ X1 Y0 — Xo 3y

V(xg—xl)zﬂyz —)? V- %2+ (y—y,?

Harjutus 24. Leida antud punkti (x,y) kaugus (s. o. kauguse arv)
alguspunktist ja kirjutada vérrand, mida rahuldavad alguspunktist r m&ddu
kaugusel seisvate punktide koordinaadid (x ja y) ja ainult need. Vabastada
see vorrand radikaalist. /

H. 25. Kirjutada vorrand, mida rahuldavad antud punktist (xg y.)
r md&du kaugusel seisvate punktide koordinaadid (x ja y) ja ainult need. Va-
bastada see vorrand radikaalist ja vdrreldes teda sirge joone vdrrandiga otsus-
tada, mille vdrrandiks tuleb teda nimetada.

H, 26. Leida alguspuukti (0,0) kaugus P sirgest joonest, mis ldheb 13dbi
kahe antud punkti (x;, y;) ja (xa, Vo).

15. Esimese astme vorrand kahe tundmatuga. Kui tasa-
pinna punktidele on korraldatud Cartesiuse koordinaadid, siis saame
selle tasapinna iga sirge joone jaoks esimese astme vdrrandi V 8,
sest selle sirge joone peal v@ime védtta mingi kaks punkti (x;, y,) ja
(X3, ¥5). Umberpdérdult esitab iga antud esimese astme vérrand

kahe tundmatuga
ax+ by +c¢c=0
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&
ikus ei ole @ ja € korraga nullid) sirge joone, kui need tundmatud
on ithe tasapinna punktide Cartesiuse koordinaadid. Sest
1) kui @, b ja ¢ ei ole iikski null, siis rahuldavad seda vb&r-
randit selle kahe punkti (x;, y;) ja (X, J,) koordinaadid, millel

on y; =0, %, = —Tc' Xa=0 2 yy= —%‘, nii et on vérrand V 8 jaoks
2
Y1— Vo= —:~, Xo— Xy == fa—, X1 Yo — XY = Ecif ja siis sellest kahest

2
punktist ldbimineva joone vérrand %x +%y —{—%’: 0, mille kaiki
liikkmeid jagades arvuga aib saamegi antud vérrandi ax+ by+c¢c=0;
2) kuionc=0, a £0 £ b (a ega b ei ole null), siis rahul-
davad seda vdrrandit alguspunkti koordinaadid x,=0 ja y;=0 ja

selle punkti (x5, y,) koordinaadid, millel on x,=1 ja yo= — %, nii

et on yl—y2=-;i, Xo—X; =1, X,y — X9, =0 ja siis sellest

kahest punktist labimineva joone v&rrand %x+y=0 ehk ax+by=0,

mis ongi antud vd&rrand;
3) kui on 6=0, a £ 0, siis rahuldavad seda vdrrandit kdigi

nende punktide koordinaadid, mis seisavad y-teljest —% md3du
kaugusel.

Nii esitab iga vdrrand ax+by+ c=0, millel ei
ole a ja b mdlemad nullid, sirge joone, vdrrand
ax—+ by=0 nimelt sirge joone labi alguspunkti ja vé&rrandid
ax—-+c=0 ja by+c=0 nimelt paraleelid telgedele. Sirge joon,
mille vérrand on ax -+ by + ¢ =0 nimetatakse ka lihidalt joon
ax+ by +c=0. Kui see sirge joon on kirjutatud veel kuidagi
teisiti, nditeks the tdhega s, siis tdhendatakse seda samasuse
mérgi = abil, kirjutades

s=ax+by+c=0.

Harjutus 27. Kirjutadamitu (enam kui kaks) numbrilist esimese astme
varrandit kahe tundmatuga, joonistada nende vorranditega esitatud jooned ja arvu-
tada nende joonte l3ikepunktide koordinaadid (silmaspidades, et kahe joone
15ikepunkti koordinaadid peavad rahuldama kummagi joone v&rrandit).

H. 28. Kui on antud kaks joont s, ja s, ja esimese joone vdrrandil
agx + bgy + ¢,—0 korrutame k&ik liikmed mingi arvuga k&, teise joone

3
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omal ax + b,y + ¢, =0 mingi arvuga £, ja siis liidame esimese vdrrandi
pooled teise omadega, siis saame uue vdrrandi
So=apx + byy + ¢, =0 | k&,
Se— X L0y =0 Lk
s = (Roay + kya ) x + (koby 4 kb)Y + Roco + ke, =0,

k
v&i, koiki liikmeid jagades arvuga k, ja kirjutades k_“:l, veel lihtsamal kujul

0
s = (ag+4ay,) x + (by + Ab )y + ¢y + Ac, = 0.

T&endada, et 1) joon s ldheb 1dbi joonte s, ja s, ISikepunkti (mida kirjutame
Sp X s,) ja et 2) 4 on selle joone ristjagatiskoordinaat kiirtekimbus s4X's,,,
kui seal on alguskiireks s, abikiireks s, ja m&ddukiireks s; = (ap+ a,)x +

sin 8,8 , sin §p8;

+(bo+b,)y +¢co+¢c, =0, s.o.et on A= (Tdenduseks tu-

sin s‘:su sin s{su
leb vaadata nende joonte I8ikepunktisid iihe teljega, nditeks x-teljega, kus on
y =20, v5i, kui nad k&ik ldhevad 1dbi alguspunkti, joonega x —1, ja. silmaspi-
dada, et otsitav ristjagatis (s5ys;5,) on nende l6ikepunktide omaga iihevdrdne).

H. 29. Et vdrrandi k&iki liikmeid v3ib jagada mis arvuga tahes (peale

nulli), sellepdrast saab sirge Joone vdrrandile vahel anda lihtsama kuju
y=mx+n
voi jille kuju
ux + vy +1=0.

(Millal ei ole vimalik esimene lihtsam kuju, millal teine ?) Vérrandisy = mx + n
nimetatakse arvu m joone tdusuks ja arvu ny-telje 18iguks,
vorrandis ux 4+ vy + 1 =0 arvusid u ja ©v telgede Idikude negatiivseteks
iimberp66rdud véirtusteks. V3&ttes mitu niisugust numbrilist vdrrandit, joonis-
ada nende vdrranditega esitatud jooned ja saadud joonistelt leida joone tdu-
suks ja telje 16iguks nimetamise p&hjendus.

Médrkus. Kuivdrrandisax+ by +c¢—0ona=—0=25, agac-f‘(‘,
siis saab temale anda kuju ux 4 vy +1 =0, kus on # =0 =v. Oeldakse,
et see vorrandon 16 pmata kauge sirge joone ehk ebakiire
vorrand, sest mida kaugemal on joon tasapinna punktide koordinaatice
algusest, s. 0. mida kaugemal algusest 18ikab see joon telgi, seda ligemad saa-
vad arvud z ja v nullile. Kui oleme ka ebakiire mdiste tarvitusele v&tnud.
siis vaib kiill iitelda, et v6rrand ax+ by +¢c=0 esitab sirge
joone alati siis, ‘kwiYer B FHedh -bYa'cc F81k korraga
nullid.

H. 30. Sirge joone vdrrandis ax + by + ¢ = 0 v8ib arvusid a ja &
lugeda selle joone kahe punkti koordinaatide vahedeks (nagu vdrrandis 8), sest

—c
vottes nditeks lihe punkti jaoks x; = O, nii et saab y, = 5 ja teise punkti

—c—ab
jaoks xp = b, nii et saab y, — Ty v saamegi a =y, —y b=, — X
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ja ¢ = Xy ¥p — Xpy;. Toendada, et siis, kui jagame v&rrandi ax + by + ¢ =20
ax + by + ¢

k3ik liikmed arvuga }/ a® + b2, saab vdrrandi pahem pool Va+ e nimelt

ax + by + ¢ o

Vartez ~—

(Sellel viimasel kujul nimetatakse sirge joone vdrrandit normaalseks).

H. 31. Kahe antud joone s=ax + by+c=0jas’ =a’'x+b'y+ ¢’ =0

punkti (x,y) kaugusearvuks joonest ax + by + ¢ =0 ehk .

—c —c—ab —c—
juures v3ib vaadelda tdisnurkseid kolmnurke (0, b—)(O, cb e )(b, cb ab) ja

—c’ ot 8 P —c—a’b’ ; : .

0, i 0, I W, b - Neil on esimeste kaatetite pikkuse-
arvud (s. o. nende kirjutuse jédrjekorras kavgusearvud esimestest nukkides
teiseni) —a ja — a’ ja need kaatetid ise y-telje ti-
kid, teiste kaatetite pikkusearvud (teistest nukkidest - s
kolmandateni) on b ja b’ ja need-kaatetid ise X-tel-
jega paralleelsed, aga hiipotenuusid on neil koim- -q'
nurkadel antud joonte tiikid Tdendada nende kolm- -
nurkade abil, et jooned s ja s’ on paralleelsed siis ja b

ainult siis, kui on

Aot 13 7
a

b =

Tdendada see sirgete joonte paralleel-

suse tunnus ka otsides selle kahe joone 1Gike-

punkti (mis paralleelsuse korral peab olema ebapunkt). 0
H. 32. Kui tdisnurkne kolmnurk X

(o, —TC)(O;O)(_TC,O), : Joonis 12.

millel on hiipotenvusiks tiikk mingist joonest ax + by + ¢ — 0 ja kaatetiteks
telgede tiikid, podratakse alguspunkti iimber tdisnurga vdrra nii, et punkt X
siis,. kui ta laheks selle kolmnurgaga
iihes, tuleks punktisse ¥, siis saab uus
tiisnurkne kolmnurk

(50)(e0) (0. Z°).

mille hiipotenuus on risti joonele ax -4
+ by 4+ ¢ =0. Kirjutada v&rrand sellele
sirgele joonele, mille tiikiks on selle uue
kolmnurga hiipotenuus, ja tdendada, et
kaks joont ax + by +¢ =0 ja a'x +

Joonis 13. + &y + ¢/ =0 on teine teisega risti
siis ja ainult siis, kui on
a’ b’
Y T

3¢
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ehk, nagu seda sirgete joonte ristseisu tunnust harilikult
kirjutatakse,

aa’ + bt =0 14

H. 33. Vaadeldes selle sirge joone s juures, mis ldheb l4bi kahe punkti

(X3, Y1) ja (Xa o), kolmnurka (xy, y;) (Xa, ¥1) (X ¥») tSendada, et on telgede
ja selle joone vaheliste nurkade koosinused

Xo—X;
Vxg—x12+ (2 — 31)?

=N
V(% — %12 + (y2 — 3y)?

H. 34. Mingi sirge joone s=ax + by + ¢ —0 ja telgede vaheliste nur-
kade koosinusi nimetatakse selle joone sihikoosinusteks ja kirjutatakse
sagedasti liiheduse jaoks iiksikute tihtedega: esimese telje ja selle joone vahe-
lise nurga oma tidhega a (s. 0. a—cos ,\:s) ja joone ja teise telje vahelise nurga
oma tidhega 8 (s. 0.8 =—rcos Sjl). Tdendada valemid

cos x§ = ja cos sy =

o b - —a
a=—cos xs:m ja B—=cos sy:]/a’—T“ 15

H. 35. Antud joone s = ax + by 4 ¢=0 jérgi kirjutada kohe selle sirge
joone p vdrrand, mis ldheb 1dbi alguspunkti ja on risti joonega s [H 32].

H. 36. Eelmise harjutuse p8hjal tdendada, et joone s normaalse v3r-
randi [H 30| v3ib kirjutada (Hesse) kujul

S=x cos Xp+y cosp} +p=0,
kui tdhega p kirjutame joone s ristjoone ldbi alguspunkti ja ka selle ristjoone
tiikki joonest s alguspunktini.
H. 37. Véttes joone s=ax—+ by + ¢=—0 peal mingi punkti (xq, yo)
s. 0. nii, et on ax,—+ by, + ¢—0, saame selle teise vorrandi osasid esimese
omadest lahutades vérrandi sirgele joonele l1dbi punkti

(%o,
iy s=a(x—xy) +b(y—y5)—=0.

Teisendada see vdrrand vdrrandiks

X — X -
Y —Yo— m(x — x;) vGi 2 =y——y.2o
cos xS cos Sy

* mida saab kohe kirjutada, kui joonest s on teada iiks punkt (xo, y,) ja veel
tema tdus m vdi nurk esimesest teljest selle jooneni.
H. 38. Vaadeldes kolmnurka P;P,P (mille nukkidele on méiratud ring-
jarjekord nii, et P jirgmiseks loetakse P,) ja selle kolmnurga kiilgede projektsiooni-
sid x-telje peal (s. o. nende kiilgede otsade projektsioonide vahelisi x-telje tiikkisid
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eelmise otsa projektsioonist jirgmise omani) P,/P,’ jne., tsendada, et iga hulk-
nurga P1P2'~-Pn kiilgede projektsioonide summa x-telje peal on null, s. o.

P3Py PPy ¥ b Plyigl nskilPliaPli= 0

H. 39. T&endada, et kahe punkti vahelise kauguse P;P, projektsioon
mingi sirge joone (nditeks .x-telje) peal on iihevdrdne selle murdjoone
PQ:Qs - .. Q,P, tiikkide projektsioonide summaga, mis algab esimeses punktis Py
ja 15peb teises P,, s. o. et on [H 38]

P Pa=P Qs+ QoQs+...+ QP

H. 40, Silmaspidades, et nurga koosinuseks nimetatakse selle
nurga ithe kiilje iithe m33du pikkuse tiiki projektsiooni pikkuse arvu teise kiilje
peal ja et sellepirast on iihe sirge joone mingi tiiki pro-
jektsiooni pii‘kkus teise joone peal nimelt selle
tiiki pikkus korrutatud nende joonte vahelise nurga
koosinusega, tdendada, et sirge joone Fesse normaalse virrandi pahem
pool on kolmnurga OP’P kiilgede projektsioonide summa selle joone ristjoone
p peal, kui on P=(x, y) joone s mingi punkt ja P’ selle punkti projektsioon
x-telje peal.

H. 41. Té&endada, et siis, kui sirge joone s peal on kaks punki Py = (xy, y,)
ja Py=(xy, y,) nii, ot on | PP, | = | OX|, on 3

Xg=X 4 cos XS=x, + a ja Y, ==y, + cos sy =y, + B.
H. 42, Projektides sirge joone
s—ax-+by+c=0

iihe mdddu pikkuse tiki P;P, asemel murdjoone Pi(x,, )Py [H 39] teise

sirge joone
s =a'x+by+c¢ =0

peale, tdendada selle kahe joone vahelise nurga koosinuse
valem

cos S8 = @ .cos x§ + 3 .cos y§’=aa’ + BB =
s aa’ + bb’ 16
Ve RYaty b2

ja sellest valemist tuletada selle kahe joone ristseisu tunnus.

16. Bilineaarne vorrand kahe paari tundmatutega. Loo-
mulikuks vahelilliks esimese ja teise astme vdrrandite vahel kahe
tundmatuga on bilineaarne vdrrand kahe paari tund-
matutega. Nii nimetatakse vdrrandit kahe paari tundmatutega
X, ¥ ja X', y/, mis on esimese astme vdrrandiks ehk lineaarseks
vorrandiks kummagi paari tundmatutele, kui teise paari tundmatud
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loetakse tuntud arvudeks. Bilineaarses vdrrandis on kordajaid 9,
sest kui see v8rrand saab siis lineaarseks vérrandiks ax+ by + ¢=0,
kui seal x” ja y’ loetakse tuntud arvudeks, siis v&ib arvudel a, &
ja ¢ olla liige tundmatuga x’ igaliilhel oma kordajaga, niisama liige
tundmatuga y’ jalle igaliithel oma kordajaga ja viimaks veel vaba-
liige jalle igalihel oma. Et neid kordajaid oleks kergem meeles
pidada, kuhu keegi nendest kuulub, selleks kirjutatakse nendele juurde
arv 1 selle tiheks, et see kordaja kuulub esimese tundmatu x korda-
jasse, ja kui ta seal on veel teise paari esimese tundmatu &’ kordajaks,
siis Kkirjutatakse tema _juurde veel teine kord. arv 1, nii et saab
@y, (a tks iks). Niisama kirjutatakse teise tundmatu y kordajasse
kuulumise tidheks arv 2 ja vabaliikme tidheks arv O. Nii saab
kahe paari tundmatutega bilineaarne vorrand taielikul kujul (kui ta
kirjutame kolmerealiselt)

(@nx +aypy +a)x+
+ (a %" + Gy’ + a0y + 17
+ agx’ +apy + a6 =0

Harjutus 43. Kirjutada numbriline bilineaarne vdrrand (s. o. v5tta
tdhtede ay;, a,, jne. asemele numbrilised arvud, nditeks a;; = 2, a;p — — S jne.).
Avada selles vorrandis sulud ja v&tta siis sulgude taha x’ ja y'.

Miérkus, Bilineaarse vdrrandi kolmerealisest kirjutusest paistab silma
kolme realine ja kolme veeruline kordajate tabel. Selle tabeli determinanti
[13M 2] nimetatakse selle bilineaarse vdrrandi determinan-
diks ja ta kirjutatakse sellesama tdhega suurelt, mis on vdetud kordajate jaoks,
s. 0. siin tdhega A, mii et on
lay ay ay |
A= Gy Qs Gy |.

Qo1 Qg2 Ao

Kui on @y = @y, a1y — ag ja @y = agp, siis nimetatakse see d et erminant
ja bilineaarne vdrrand ise simmeetriliseks. Meie
kdsitame siin ainult simmeetrilisi bilineaarseid
vérrandiid kahe paari tundmatutega, vGttes nende geomeetrilise tdhen-
duse selgituseks mdned niited ja tutvudes nende juures esile tulevate tdhtsa-
mate mdistetega. X

H. 44. Kirjutada siimmeetriline bilineaarne v&rrand kahe paari tund-
matutega x, y ja x/, y/, anda seal kord iihele tundmatute paarile mingid vaar-
tused, teine kord teisele tundmatute paarile need samad véédrtused ja vdrrelda
saadud kahte kahe tundmatuga vdrrandit.
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1) Naited. Kui vdrrandis
(1) #'x+yy+1=0

{kus on @y, = @oy =App=1 ja @1o=0,3=209; = gy = o) = Qp=0)
on kumbki paar tundmatuid sihe tasapinna punktide koordinaadid,
siis esitab see v&rrand punkt (x/, y’)=(0;1) korral (s. o. kui on
=0 ja yy=1) joone 0.x+ 1.y+4 1 =0 ehk y=— 1, punkt
(x', y')=1(1;1) korral joone x +y-+ 1=0, punkt (x’, y')=(2;1)
korral joone 2x + y + 1 = O jne. igale punktile (x’, y’) oma vas-
tava joone ax +by+c¢=0, kus on a=x', b=y jac=1
Arvudele x’ ja y’ ainult positiivseid taisarvulisi vaartusi 1 kuni n
andes saame siin juuresoleva tabeli

Niisamasuguse tabeli punktide ja nendele

ﬂy' a bc vastavate joonte kohta saame vdrrandist
o/0fo/o0 1 (2 ¥x+yy—1=0

0/ 110 11 (kus on @;;=a5==1, @y=—1 ja ax=0,
{2){Bgp 2 | bo kui on i # k) - ainult viimase veeru vastu-
(1)\ g (1): gi : pidiste markidega, ja ka vdrrandist
11f1]1]1 s i v

S B B (kus on a;; =1, ayp=ap=—1 ja ax=0,
L 5 kui on i k)--ainult kahes viimases veerus
ninilnin|l

vastupidised margid.
Vérrandist
4 x—yy+x'=0
(kus on @y, =a,, =20y =08y =00 =09 =0, Gy =a,,=1 ja
gy = — 1) saame tabeli

oy we Vorrandist :

J a | ’ ’

e e (5) @xX +3y +4)x+

| '

T PR +@x'+y +5)y+

01 li_l‘o + 4x'+ 5y 4+6=0

(')‘n 1!__’1 5 (kus on a;; =2, a]2=cf?,=3, ap=20a5 ~ 4
1l o G =1, Goy=0p =75 jaay,=26) saame;iga

i ;_1 . antud punkti (x’, y') korral joone ax+ by+ c=0,

.| «| . kuson

nonl i a=2x 43y +4, b=3x +y +5ja

" c=4x +5y +6.
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Nii- saame igast bilineaarsest vdrrandist [V 17] (siis, kui
kolmel vérrandil a; ;x4 Ay + @10=0, anX + Ay + a5 =0 ja
A1 X + Qg ¥ + Ao =0 ei ole iihist lahendust) iga antud punkti
(', ¥') korral joone ax-+ by + ¢ =0, kus on

a=ayx'+apy + @, b=ay%" + a5y + s ja
c=anXx' + any + ag

Niisama saame ka sellest bilineaarsest v&rrandist igale antud
joonele ax+- by -+ c=0 leida punkti (x’, "), mille korral sellest

| bilineaarsest vérrandist see antud joon saaks. Néib, nagu oleks

meil viimases valemis x” ja y’ jaoks (antud a, b ja ¢ jérgi) koguni
kolm vérrandit. Aga need vérrandid ei kdlba x” ja y’ leidmiseks
otsekohe, sest iga v&rrandi kd&iki liikmeid v8ib ju korrutada mis
arvuga tahes (peale nulli) ja selleparast ei tarvitse antud vérrandis
ax—+by+c=0 arvud a, b ja ¢ olla nimelt need, mis saaksid
valemitest 18, kui sinna pandaks otsitavad x’ ja y' vairtused, vaid
nad peavad igatahes olema nendega proportsionaalsed, s. o.

¥ ] 4 J 4
AnX + Ay + o _ AnX + Y + g _
a b

4 > &
o dax T &a) o fe
c

19

Siit saamegi (kui ei ole a, b ja ¢ kdik kolm korraga nullid) kaks
esimese astme vdrrandit otsitava punkti koordinaatide jaoks. Kui
arvudest a, b ja ¢ on mdni null, siis peab valemis 19 selle nulli-
lise nimetajaga murrul ka lugeja null olema (nagu see jargneb va-
lemist 18, kus a, b ja ¢ peavad olema proportsionaalsed valem
19 omadega).

Sellega maarab iga bilineaarne vérrand [V 17]
kahe paari tundmatutega siis, kui need tundma-
tud on idhe tasapinna punktide koordinaadid ja kui
kolmel varrandil ayx4a,,y+a,=0, @y X+ a9,y +a5 =0
ja agx+agy+ap=0 ei ole ihist iahendust, dkslihese
vastavuse selle tasapinna punktide ja sirgete
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joonte vahel. Seda vastavust nimetatakse dldiselt korrela-
tiivsuseks tasapinnal

Harjutus 45. Tehavorrandite x’x +y'y +1=0, x’x—y’y —1=0,
x—y'y+x'=0ja 2x +3y +4)x+@x +y +5)y+4x"+5 +6=0
igaiihe jaoks oma joonis, kus oleks nididatud mitu punkti A, B, C jne. ja nen-
dele vastavad jooned a, b, ¢ jne.

2) Polaarne siisteem. Kui simmeetrilise bilineaarse
vérrandiga V 17 (kus on ajx= ax) mingile punktile (x;, y;) vasta-
vaks mairatud joonel vdtame mingi punkti (x5, ¥,), nii et on

(@11 %1 F 019091 F10) X0 H (@91 X1 T Qoo Y1 T G5p) Yot a0 %, T QY1+ =0.

siis saab (selleparast, et on a;,—a,, jne. iga aix= axi) selles vor-
randis sulgusid avades ja siis x; ja y, sulgude taha vdttes

(@13 X0+ 1o Yat @10) Xyt (@91 X1 AgYota20) Y1+ Aoy Xot Qg Yot @oo=0.

Sellega laheb simmeetrilise bilineaarse vor-
randiga méaaratud vastavuses Ghel tasapinnal
mingile punktile (x;, ;) vastava joone iga punkti
(Xo. ¥5) vastav joon esimesest punktist (x;, y,) 1abi
(nagu see siis tegelikult silma paistab, kui hakkame ihe sirge joone
punktidele vastavaid jooni t3esti joonistama). Selleparast nimeta-
takse siimmeetrilise bilineaarse vdrrandiga maaratud vastavuses
(korrelatiivsuses) ihel tasapinnal iga punkti tema vastava joone
pooluseks (Kreeka sdnast mdlog— telg) ja joont oma vastava
punkti polaariks. Sest kui punkt laheks edasi {ihte sirget joont
modda, siis podrduks selle punkti polaar selle joone pooluse nagu
telje imber. Pooluste ja polaaride vastavust nimetatakse ka po-
laarseks siisteemiks ja siis seda bilineaarset vdrrandit, mis
polaarse siisteemi mé&arab, ka polaarse siisteemi vdrran-
diks.

Harjutus 46. Eelmise harjutuse viimase vorrandiga médratud polaarses
siisteemis leida iihele punktile (nditeks punktile (1;1)) polaar, vGtta selle polaari
peal mitu punkti ja joonistada nende punktide polaarid.

3) Ebakiir ja tema poolus ehk keskpunkt. Bili-
neaarse vdrrandiga maédratud vastavus ithe tasapinna punktide ja
sirgete joonte vahel saab taielik ailes siis, kui hariliku punkti ja
kiire mdistetele vdetakse lisaks veel ebapunkti ja ebakiire mdisted.
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Kui vérrandis ax+ay+c¢=0 on a=0 ja ka b=0 aga ¢ ei
ole null, siis on see vérrand vdimatu. Sellest vérrandist kdnel-
dakse siiski kui niisugusest, millele ligineved vérrandid ax+by+c=0
selles vorrandite jarjes (naiteks

2x4+y+1=0, x+4+1y+1=0, ix+4y+1=0, ...,
X+ gy+1=0 ...
kus kgigil vorranditel on seesama ¢ /0, aga a ja b igal jargmisel
vérrandil (absoluutselt) vdhemad kui eelmisel, ja kus saab naidata
varrandit, millel on a ja b (absoluutselt) vahemad kui mingi antud
arv & Vaadeldes niisuguses v@rrandite jarjes iga iksiku vd&rran-
diga esitatud joont, markame, et iga jargmise vdrrandiga esi-
ratud joon seisab alguspunktist kaugemal kui eelmise vd&rrandi
oma, sest alguspunkti (0;0) kaugus joonest ax + b3+ ¢c=0 on

c
ju m [H 30] ja murd suureneb kui ta lugeja jaab selleks-

samaks, aga nimetaja vaheneb
Niisuguse vorrandite jarje loomulikuks 16puks olekski véimatu
vorrand

ax+by+c=0, kus on a =0=b, ¢ £0 20

ja see peaks esitama sirge joone, mis seisaks alguspunktist kau-
gemal kui k3&ik teised. Kuid hariliku ruumi mdiste jargi ei ole
niisugust joont. Sellest vdimatust v&rrandist kdneldakse siiski —
nimetades teda ebakiire vdrrandiks —, sest see vérrand
esineb mdnedes vastavustes (nagu néite (1) tabelis esimesel kohal).

Kui ‘polaarses siisteemis on punkt, mille polaarile saab valé-
mitest 18 a=0 ja =0, aga ¢#£0 (nagu naidetes (1)— (3) algus-
punkt), siis nimetatakse seda punkti — ebakiire poolust —
selle polaarse siisteemi keskpunktiks. Keskpunkti koordinaa-
did kirjutatakse sagedasti tihtega x,, y,. Nende jaoks saame va-
lemitest 18 (v3i otsekohe polaarse “siisteemi v8rrandist) v&rrandid

11Xy + @19Y0 + @10=0
A31Xo + A3y o+ Aog =0 21
“(@piXo + @2 Yo + oo 7 0)




kust leiame
|
— @y Gy
|
T 00 G|  — a0 + 8120y
oy 5= ; | = 2
! a;; aps| Q11899 — Q2
’a‘zl Qs |
1‘111 —Qy0 l
b | 21 Q9 |  — y,89y + @0y
Yo e R
ais @is Q1189 — Qg3
Q91 Qop

(Need vaga tuttavad lahendused kahele vdrrandile kahe tundmatuga
on siin veel kirjutatud determinantide abil nimelt ettevalmistuseks
kolme vd&rrandi lahendamisele).

Numbriliseks naiteks on polaarsel siisteemil (5)

@'+ 3y + 9)x+ Bx' +y +5)y+4x + 5y +6=0
keskpunkti koordinaadid

~#:b-3.8 n . —2.5+4.3 2
SRR T SR eI g
Selle punkti — ebakiire pooluse — nimetamine keskpunktiks

on osalt juba sellega pdhjendatud, et alguspunktist killalt kaugel
seisvatel joontel on kd&igil poolused selle punkti ligamas imbruses
ja selleparast lahevad alguspunxktist killalt kaugel seisvatel punk-
tidel kdigil polaarid selle punkti ligemast Gmbrusest 1abi.

Harjutus 47. Eelmise harjutuse polaarses siisteemis v&tta mitu
punkti, millel iiks koordinaat oleks (absoluutselt) sajast suurem, leida nende

11 2
punktide polaarid ja nende polaaride kaugused keskpunktist (——7—, —'7—)»

Niisama vdtta seal mitu kiirt, mis 15ikaksid telgi alguspunktist iile saja m3ddu
eemal, leida nende kiirte poolused ja nende pooluste kaugused keskpunktist.

4) Ebapunkt ja tema polaar ehk diameeter.
Kui mingi antud joone v&rrandil ax—+by-+ ¢=0 (kus ei ole 5=0
ega ¢=0, naiteks vdrrandil x + 2y — 1 =0, jagame kdik liikmed
arvuga X, nii et saame '
a-t+b '{;—}—% =0 (naiteks 1+ 21—1:0)

X X

ja vaatleme siis sellel joonel punktide jarge P, P, ..., Pa, ...
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2
esimene koordinaat suurem eelmise omast ja kus saab naidata

punkti, millel esimene koordinaat on suurem mis tahes antud arvust q,
siis méarkame, et igal jargmisel punktil on teise koordinaadi jagatis
esimesega, s. ©.

(naiteks (1;0), (2, —1), ..., (n, l_"), ...), kus igal jargmisel on

e E L F
SERel BN
ligem selle sirge joone tGusule m=—% ja punktidel, millel on

esimene koordinaat killalt suur, laheb see jagatis kui vahe tahes
lahku sellest tdusu arvust (sest kui murrul bix on lugeja ¢ mingi an-
tud arv, siis ligineb see murd seda enam nullile, mida suuremaks
saab tema nimetaja).

Selle punktide jarje loomulikuks 18puks oleks joone ax—by-+
+c¢=0 see punkt, mille teise koordinaadi jagatis esimesega oleks
nimelt

y a
: % 5T Hp TR
(Sellesama valemi, ainult imberasetatud kujul
R |
y— dsuigod gl

saame ka siis, kui antud vérrandis ei ole a=0 ega ¢ =0 ja tema
koik liikmed jagame arvuga y ja vaatleme nende punktide jarge,
millel kasvavad selle jagaja vaartused.) Sellel punktil peaks olema
tiks koordinaat suurem kui k3igil muil selle sirge joone punktidel
ja ta seisaks siis alguspunktist kaugemal kui kdik muud selle joone
punktid. Hariliku ruumi mdiste jirgi ei ole sirgel joonel niisugust

| punkti. Temast kdneldakse siiski kui ebapunktist, sest siis
| on vastavusi kasitada hdlpsam. Oeldakse, et sirge joone ebapunktil

on see koordinaat I8pmatus (oo), mis pidi olema suurem selle
joone kdigi teiste punktide omast. Seliega on joone ax—+by-+c=0
ebapunktil

X = O0 ]a%:——%:m
22

o ° b 1

voi y= o0 ]a_=__z=;i
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Selle ebapunkti valemi jargi saab vahet teha nende joonte eba-
punktide vahel, mis ldhevad lahku oma tdusu poolest, aga ei saa
vahet teha nende joonte ebapunktide vahel, millel on thine tdus
(mis on oma vahel paralleelsed). Selleparast deldakse, et paral-
leelsetel joontel on #ihine ebapunkt. b asTHEv

" Polaarses siisteemis tuleb ihise tdusuga ehk paralleelsetel
joontel lugeda ebapunkt dhiseks veel selleparast, et paralleelsete
joonte killalt suurte koordinaatidega punktidel on polaarid kdik kui
ligidal tahes {ihele ainsale joonele. Sest jagades polaarse siisteemi
vorrandi koik liikmed arvuga x’ v&i y/, nii et saame

f a 4 ’ a
(an+ 0%, + 52) - (0 + @+ 523+ 0+ g+ =0
voi

a x’ a X a
(au e 10) X+ (‘121? +ax+ ;}")y - a'“)? +ap+ f=0,

méarkame, et siis, kui on punkt (x’, y’) mingi sirge joone peal, mille
tdus on m, ja kui on x” v3i y’ killalt suur, on nendes vérrandites
jagatis % kui ligidal tahes arvule m, vdi jagatis % kui ligidal

tahes arvule -’171. kuna (killalt suure arvuga x’ v8i y’ jagatud)

liikmed kordajatega a,, @y, ja @y on kui ligidal tahes nullile ja
sellega need vérrandid ise kui ligidal tahes vdrrandile

(@11 + ayom)x + (ag; + Ao M)y + Qg + @oam =0

ehk(a,1+a12)x+( b )y+—+am=

23

Seda vdrrandit tuleb lugeda nendel paralleelsetel joontel, mille
tdus on m, nelé ithise ebapunkti polaari vdrrandiks, Eba-
punkti polaari nimetatakse po_l‘aa_rsgmiqsﬁseml diameetriks.

Naiteks on x-teljega paralleelsetel joontel tdus m =0 ja sellega
nende {ihise ebapunkti polaar a;;x+a,, y+a,,=0, ja jalle y-teljega

paralleelsetel joontel tdusu imberpddrdud vaartus lm=0 ja sellega

nende {ihise ebapunkti polaar @y X + QoY + G5 =0.
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Diameetrid a;;x+ @5y + @10 =0 ja a5 x+ A%y + a5, =0
lahevad l4abi keskpunkti, sest nende vdrrandid ‘ongi keskpunkti
koordinaatide vdrrandid [V 21]. Iga diameeter laheb labi
keskpunkti, sest keskpunkti koordinaadid rahuldavad diameetri
v@rrandit [V 23], nagu see kohe selgub, kui sinna asetame x=x,
ja y=y,, avame sulud ja vGtame sulgude taha m, nii et saab

@11 Xg + @12 Yo + Q1o + M (@31 X0 + A9 Yo + Ag) = 0.
Selleparast saab siis, kui on teada keskpunkti koordinaadid, kitju-
tada diameetri vérrandi lihtsamal kujul a’(x —x,) 4 6'(y—y,) =0
(mida rahuldavad tdesti keskpunkti koordinaadid ja kus on kirju-
tatud kordajad priimidega selleks, et vahet teha nende ja selle

joone vorrandi kordajate vahel, mille ebapunkti polaariks see dia-

T . ; ik a
meeter on) v&i siis, kui on veel teada diameetri tdus m'=— —»

b
veelgi libtsamal kujul y —y, = m'(x — x,).

Harjutus 48. [Eelmise harjutuse polaarses siisteemis joonistada
x- ja y-telje ebapunktide polaarid d ja e.

5) Kaaskiired ja kaasdiameetrid. Sirge joone iga
punkti polaari nimetatakse selle joone kaaskiireks, ja selle-
parast tema ebapunkti polaari selle joone kaasdiameetriks.
Diameetri

(@5, +aom)x + (a5, + azom)y 4 aol ‘f‘ ac*’” =0

iga punkti {a", y’) polaaril ;
(@11%" 4010 Y +10)% + (A1 X +A20Y + A29) y + Ay X' 002y + Age=0

o e o anx’ + 4y + ay
A X + A9y’ + @y

nimelt m, sest asetades diameetri vdrrandisse tema selle punkti
koordinaadid x=x" ja y=y’, avades sulud ja véttes sulgude
taha m, saame

@ X'+ Q199"+ Ao+ M(A91 X’ + A0y’ -+ A50) =0,
kust jargnebki nimetatud tdusu vairtus. Sellega% antud dia-
meetri kaaskiired k&ik oma vahel paralleelsed ja
nimelt selle ebapunktiga, mille polaariks on see diameeter, ja nende
- kaaskiirte hulgas olevale diameetrile — oma kaasdiameetrile —
on antud diameeter omakord kaasdiameetriks.

Harjutus 49 Eelmises harjutuses saadud diameetritele d ja e joonis-
tada mitu kaaskiirt ja ka nende kaasdiameetrid d’ ja ¢’.

-
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6) Teljed. Kui polaarse siisteemi diameeter on risti ‘oma
kaaskiirtega, siis nimetatakse seda diameetrit polaarse siisteemi
a, + am
Ay + Agom
kirjutame tdhega m’, siis on diameetri tdusu m’ ja tema kaaskiirte
tdusu m korrutis nende ristseisu korral —1 (nagu see ristseisu tun-
nusest aa’+ bb’=0 siis silma paistab, kui selle jagame arvuga bb’

teljeks. Kui diameetri tdusu — (tema v&rrandist V 23)

) I a . 7 a’
ja asetame sinna m=—3 ja m =—F’)' s. 0.
a;, + a,,m 58 1
Ay + Agem '
kust saame
ayom? + (@y — Ag)m — as, =0 24

ehk (sellepirast, et on a;5 = ay))

1 — B v P!
my= 2a,, [(ag - ay) + Viay — a%)® + 4a,5?] ja

my== 5‘11— [(@e2 — a1)) — V(a1 — ag)? + 4a,5%] .

12

Siit paistab silma, et igal polaarsel sisteemil on
teljed, sest saadud m vairtused on nende telgede v3i telgede
kaaskiirte tdusu vaartused ja need on alati reaalsed sellepirast, et
juuritav on siin kahe ruudu summa ja sellega alati positiivne (kui
on a,;, Qs ja a,, kdik reaalsed arvud).

Kui on

a,0=0 ja a;; = ay 25

siis on m = %, s. 0. m vaartus maaramata, nii et iga paar kaas-
diameetriid on telgedeks. Muidu on telgi ainult {iks paar, sest iga
telje tdusu arv m peab rahuldama diameetri ja tema kaaskiirte
ristseisu tunnusest saadud vérrandit V 24 ja sellel on ainult kaks

lahendust m; ja ms,.

Naiteks saame polaarsef stisteemil

2"+ 3y +4)x+@Bx+y +5)y+4x"+5y+6=0
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telgede tdusu jaoks vdrrandi 3m2+4+ m —3 =0, nii et on
my=§()/37—1) ja my= — %([/Cﬁ-}-]) ja siis the telje vor-
rand diameetri vGrrandi kdige lihtsama kuju jargi [4)] (sellepérast,

et siin on xo=——¥ ja y0=—%) nimelt
2 Lo 11
v+ 7=5V371-1)(2+7%).
Siit leiame selle telje 16ikepunkti y-teljega, kus on x=0 ja siis

y=(11)/37—23) :42=43,9: 42 = 1,04, nii et saame kohe joo-
nistada selle telje [J 14]. (Teine telg on muidugi sellega risti).

7) Asimptoodid. Kui
/ polaarse silisteemi diameeter on
\ o/ iseenese kaasdiameetriks, siis ni-
/ metatakse seda diameetrit selle
o polaarse siisteemi asiimptoo-
0 diks. Asiimptoodi kui diameetri

yoy P elil. T + a;om

Ay; + Agm
peab siis olema samane tema
kaasdiameetri tdusuga m, s. o.

peab olema

" Joonis 14, me @t @nm
Ay + Agem
ehk (selleparast, et on a5 = a,,)
Qyom?® -+ 2a,5m + a;; =0 26

kust saame
1 it 2 ok Meaa 1 N T - Al
M= — (it l/amz_anam) ja Mmy=——(—a,—V a,5"—ay,85)-
Ay Qo
Siit paistab silma, et
(1) polaarsel siisteemil ei ole asimptooti, kui on

[ a;; Gy
|

2
@y ax = 0,,09— @15° >0,

sest siis on asiimptoodi tdusu arvus juuritav arv negatiivne;
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(2) polaarsel siisteemil on {ks asiimptoodi tdus, kui on
Q189 — a1, =0,
P aqo :
sest siis on m1=——d C=m,, ]a

: 22
(3) polaarsel siisteemil on kaks asiimptooti, kui on

@y, 83 — @;5° < 0.

Niiteks on eelmise niite polaarsel siisteemil »
§ ?i=2—9=—7’ nii et on m;=—3-+)/7 ja my=—3—}7
|
ja siis asiimptoodid diameetri vdrrandi kdige lihtsama kuju jargi

2 : 1y . 2 11
y+r=(1=3)(x+7) jay+7 =(—3—y7)(x+7)

Nende asiimptootide 15ikepunktidel y-teljega (kus on x=0)
on esimesel asimptoodil y =-—0,84 ja teisel y =—9,16, nii et
kohe saame need asiimptoodid a, ja a, ka joonistada [J 14].

Harjutus 50. V&ttes uue numbrilise siimmeetrilise bilineaarse vor-
randi, kus ei oleks @455 — a2 =0, joonistada selle vdrrandiga midratud
polaarsel siisteemil teljed ja asiimptoodid.

H. 51. T&endada, et teljed on asiimptootide vaheliste nurkade poolitajad.

2a;p  2m __ 2tang ‘

[V 24 annab —=—
ay

== 75 = l_”'lg—lv_agq’:tanmp,vzﬁi

2ap __ my+my _ tanxa;-tan Xa,

Ay — O T 1— mymsy E 1 —tan ,\:altan }a2 = tan( e 3 ¢ xaz}.)
8) Kui polaarse stisteemi keskpunkt on eba-

punkt, s. o. kui keskpunkti koordinaatide vérranditest [V 21] saab

nende koordinaatide {ihiseks nimetajaks

R 3,8 — @3° =0,

s Qg

— Ay0| . a o 4 & " ¥

aga lugejad N liesh o | a5 19 ei saa mélemad nullid, siis
—ag G| Ay —ay |

on sellel polaarsel sisteemil kdik diameetrid ehk

ay,

21
ja sellega oma vahel paralleelsed. Sest siis saame

ithevdrduse

ebapunktide polaarid ithise tdusu .arvuga m'=—

a8 — a5, =0 ehk a,,a, =a,,?

pohjal lihtsustada diameetri vérrandi

(@11 + a1om)X + (g + asom)y + gy + agem =0,
4
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korrutades arvuga a,;, (kui see ei ole null), nii et saab

(@1, @15 + a°m) X+ (a15° + @1 @99m) Y + (Ao + o) @y, =0
ehk _
(@182 + ay 022”1) x+ (a* + ‘117092 m)y + (a0, + aoom) a;; =0,
ja jagades niiid arvuga a;, + a;,m

(@ + agm)a,,

Ay + Apnm

Siit naeme ka, et siis, kui polaarsel slisteemil on @, @55 — @;,>*=0
ehk a,,a,,=a,;,2, on tal Gks ainus telg. Sest selles valemis

ayx+apy-+ =0, kui on a,, #0 27

a : ok g s b E .
on arv m’=—a1! nimelt k3igi diameetrite ihine tdusu arv ja
12
arv m iga {iksiku diameetri kaaskiirte tusu arv, nii et siis, kui
diameeter on telg (s. o. risti oma kaaskiirtega), on mm’ = — 1 ehk
L @y Ay

4

m 8, 4y, |
ja sellega on ainsaks telje vérrandiks

a; x + a;y+c¢c=0

a9
ag + Gog « — )a 2
( PR ey ) P agay + acass 28

(kus on = ——— o - o
2 2!
a5+ A ;i] ]‘1

11

Kui on a,,=0, siis on ka kas a,,=0 véi a;;=0. Esimesel

juhusel on veel m =0 ja saab telje vorrand [V 23] a;; x4 a,=0.
1 9

Teisel juhusel on jalle veel - . P ja siis telje v@rrand [V 23]

af_)-zy + ao.z - 0. / -

Sellel polaarsel siisteemil saame kergesti leida tipu, s. o.
telje selle punkti, mis on oma polaari peal. Tipu koordinaadid —
kirjutame nad x, ja y, -— peavad rahuldama telje vérrandit ja tipu
polaari vdrrandit, s. o. peab olema a;;x5+ @Y+ ¢c=0 ja
(@11 %0+ @12Y0 + Q10) X0+ (A21 X0+ Ao Yo+ @a0) Yo+ Qo1 Xo+ Qg2Yo+
~+a00="0 ehk @y, X6+ 285X, Yo+ A Yo + 2810 X+ 2830 Yo + oo =0.
See viimane v&rrand on teise astme vérrand, aga {hevdrduse
a1,800 = ap parast on Uy

ay,%02 4 2a19X%0 Yo + Gos¥s® =

Qa

(@)% + @19¥0)* f2
a, a,
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¢ + agay,

. {: ; so? &
Selleparast saame siis, kui = = Gy = - = asemele Kkirju-
11 11

tame 2¢’, tipu koordinaatide jaoks vérrandid

A Xo+ @Yo+ ¢ =0
4
@y Xo + @Yo +¢ =0
€2 4 agoa
kus on ¢ = ,'j P it
2a,,

29

Niiteks on polaarsel siisteemil

(2% + 6y + x4 (6x' 418y’ — D)y 4 x'—y'+1=0

Q1050 — Q15> =2.18—62=0 ja siis tema telje v&rrand

@aiy:g) .8 ,

OB Tl O 0 30y -1 =0
2x- 6y 64 18 3 C ehk 10x+4 30y —1=0
Tipu koordinaatide vérrandite jackson c = — L ja siis

2¢ =4 (—3?+ 1 =234} ehk ¢/ = 3% ja sellega need vdrrandid

100x, — 100y, 4+ 51 =0,
kust saame

S 5 s AR | T O ARkl
*0= 1000 — 3000 0,3575 ja o= 7560 1525,

Harjutus 52. Leida teljed ja keskpunkt polaarsel siisteemil, kus on
Qs = Ay, ==090—=0 (aga ay;, ay ja ay, ei ole iikski null), s. o.
ay X’ x + apy'y + ap = 0.
Niisama leida telg ja tipp polaarsel siisteemil, kus on a;; = ayy = @5y = a5 =0
(aga ayg ja ayy ei ole nullid), s. o. polaarsel siisteemil

Q10 + agyy'y + agp x” = 0.

9) Tulipunktid ehk fookused ja nende polaarid
ehk juhtjooned. Polaarses siisteemis tasapinnal on iga sirge
joone peal kaaspunktide vastavus, sest selle joone peal on
vdimalik vaadelda igale punktile vastavana punkti, millest laheb
esimese punkti polaar 14bi ja mida sellepirast nimetatakse esimese
punkti kaaspunktiks. Niisama on polaarses siisteemis tasa-
pinnal igas kiirte kimbus ({ihest punktist — kimbu keskpunk-

4F



52

ist — labiminevate kiirte kogus) kaaskiirte vastavus, sest
selles kimbus on v&imalik vaadelda igale kiirele vastavana Kkiirt,
mille peal on selle kiire poolus ja mida selleparast tuleb nimetada
esimese kiire kaaskiireks. Kui polaarses siisteemis on kiirte kim-
pusid, kus iga kiir on risti oma kaaskiirega, siis nimetatakse nende
kimpude keskpunktisid selle polaarse siisteemi tulipunktideks
ehk fookusteks ja nende polaarisid selle polaarse siisteemi
juhtjoonteks.

Meie kasitame siin fookusi ja juhtjooni ainult sellel juhusel,
kui polaarse siisteemi vdrrand on lihtne, kas

(1) @y X'x+ Y'Y+ A =0
(kus akski kordaja ega a,;a,, — ay,? ei ole null) véi jalle

(2) ayXx+anyy+ayx'=0
(kus iikski kordaja ei ole null, aga on a,,a55 — a,,2 = 0).

Olgu otsitav fookus F = (xo, J,). Siis on temast ldbimineva
kiire vorrand k&ige lihtsamal kujul

y—yo=m(x—x,) ehk —mx 4 y-+mxy— y,=0.
3
Selle kiire ristkiirel on tdus m’' = —- = ja sellega tema vér-

rand, kui ta laheb labi F, m(y — y,) =—x+ x, ehk x4 my—
— X, — myy=0. See ristkiir on fookuse korral esimese kiire kaas-
kiir, s. o. laheb l&bi esimese kiire pooluse (x’, y’), nii et on

x' +my — xo— my,=0.

Juhusel (1) on esimesel kiirel kui punkti (x’, y’) polaaril
vdrrand — mx + y + mx, — y, = 0 samane vdrrandiga (1), nii et on
X _ Any’ | G g0 Mg
—m l mxy—JYo a1 (mxo—y,)

| Geosziiid
Qoo(MXg—Yo)-
Asetades need x’ ja 9’ vairtused viimasesse vdrrandisse, saame

ja y’:

maoo maon
Ay (MXo — Yo) Aoy 1MX,— Yo!
= @1, 09:%0Y oM + [@oo(@y; — Ao) T @11 005( o> Xo%)| M+ @11890%0 Y6= 0.

—Xo-—my,=0 ehk

See vérrand peab rahuldatud olema, olgu temas m missugune
tahes, s. o. olgu vd&etud kiir labi fookuse mis tdusuga tahes. See
on voimalik ‘ainult siis, kui on m iga astme kordaja ja veel liige,
kus m ei esine, kdik dksikult nullid. ' |
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Selleparast saame fookuse koordinaatide x, ja y, jaoks
vdrrandid. :

@y1855X,y0 =0
alla:Z?(_yng et xo2) + aoo(a“ — Qgo) = 0 30
(kui on ay;Xx'x + @Yy + a,=0)

Esimesest v&rrandist jargneb kas x,=0 v&i y,=0 ja siis teisest vor-

[hvo;) Qoo Qoo __ :
randist vastavalt kas y,= +l — v8i Xo=+

Qs A au

Sellest " neljast lahendusest on ainult kaks reaalset, sest teisel
lahenduste paaril on juuritav arv teise oma vastupidise mairgiga.

Jatame kdorvale selle juhuse, kus on arvud a,;. as ja @y, koik po-
sitiivsed v8i k&ik negatiivsed. Muul juhusel saame vahest marki
muutes ja telgi imbernimetades teha a,, negatiivseks ja a,; posi-
tiivseks ja kui selle juures saab ka a,, positiivseks, siis nimelt
nii, et on ay; << @,. Siis saavad reaalsed nimelt viimase paari

L A X us: a seia
lahendused, sest siis on juuritava arvu teine liige _a‘LO positiivne

11
ja absoluutselt suurem esimesest. (Niiteks tuleb vérrandil — 2x'x —

— ¥’y 41 =0 selleks kaigil liikmetel mark muuta ja x-telg nime-
tada y-teljeks, nii et saame vdrrandi x'x + 2y'y—1=0 ja selle
vérrandiga esitatud polaarse sisteemi fookused F,—= (V'()TS;O) ja
Fy = (—1/0,50)). .

Liheduse jaoks kirjutatakse (siis, kui on @, = @0 =@y =0

= Z‘m >0, ja ax >0 korral veel a,; < as)
1

— %0 _ g2 ja 'l/ %0 | g2 31

nii et fookused on F, =(e, 0) ja F,=(—e, 0). (Taht e on vde-
tud s6nast ekstsentrisus, mis tidhendab keskpunktist lahku-
minekut ja mille asemel Geldakse ka lahkkeskesus.)
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Juhusel, kui on a,; =a,; = @y, = @, =0 ja sellega a,,a,, —
— @52 =0, on esimesel kiirel vérrand — mx 4y + mx,—y,=0,
tema pooluse (x’, y’) jargi samane v6rrandiga (2), nii et on
Satoe B0) 0isluX . aptateld v 05 B gy s 218
S » 1 mXxo—JYo ”l QoM
Asetades need a1’ ja y’ vaartused endisesse ristkiire vdrrandisse
X +my —xy—my,=0, saame
LER T Ry 2 G
m Q3
Uy Yom?+ (205,X0+ @y0im ~ 855 =0,
kust endisel viisil saame fookuse koordinaatide X, ja jaoks
vorrandid

xo— my; =0 ehk

A3¥0 =0
2a5,X0+ a,p=0 32
(kui on a,o% + @Yy + g x =0)

ja siit ainsa fookuse koordinaadid y,=0 ja xo—-—zg—. Lihe-

duse jaoks kirjutatakse (siis, kui on a;; =a,, =@,y = @y =0)

b0

— 33
55 #

2

Harjutus 53. Vaadeldes neid valemiid, mis me oleme saanud telgede,
keskpunkti ja tipu jaoks, tdendada, et

nii et fookus on sellel juhusel F= (E—, O).

1) iga keskpunktiga polaarse siisteemi vdrrandis (kus
@1,@0—ay,% ei ole null) siis, kui on koordinaatide telgedeks selle polaarse
slisteemi teljed, on @;3=a;y=a,,=0 ja sellega see vdrrand nimelt

apx’'x + a%y’y + agp =0, ja et

2) iga keskpunktita polaarse siisteemi vdrrandis (kus on
ay,a99— A4,>=0) siis, kui on x-teljeks selle polaarse siisteemi telg ja alguspunk-
tiks tema tipp, On @y = @3 = Gp = 4y =0 ja sellega see vorrand nimelt

ayX + agpy'y + agx’ = 0.

lO) Juhtjooned (s. o. fookuste polaarid) on keskpunktiga
polaarsel siisteemil iihe fookuse F,=(e, 0) jargi f; — @,y ex+agp=0



55

ehk fi==x ;9;—;-—-0 ja teise foookuse F,—={(—e,  0) jargi
11 .

fa== - 06X -+ dy, =0 &hk f._)_x-~;°°e:0. Nii on fooku-
. 11 5
sed keskpunktiga polaarsel sisteemil Githe telje

peal (mida nimetatakse fokaalteljeks vdi ka peateljeks
ja mis harilikult véetakse x-teljeks) keskpunktist kummalgi
pool ¢ méddu kaugusel ja juhtjooned keskpunk-

tist kummalgi pool —aa‘)‘; m66du kaugusel paral-
1 _
leelsed teise teljega. See juhtjoone kauguse arv kesk-
punktist [V 31] :
iy = @

Al €

on fookuse kauguse arvust suurem asiimptootideta polaarsel siistee-
mil, sest sellel on [7)] @;,@5,— a;,°>0, s. o. siin (kus on @;,==0,

a a a
Ag<<0 ja a@;; >0) ka a5, >0 ja sellega e2= 9°—a°=ra;°‘-’+
22 11 22

2
+ a®<a® ehk e<‘2—- Asiimptootidega polaarsel siisteemil on juht-
joone kauguse arv fookuse omast vdhem, sest sellel siisteemil on

@y,005 — ;5,2 <0, s. o. siin a,,<<O0 ja selleparast %o, 0, nii et
00
P 29

on 62—500+a2>a2 ehk e>—

22

Keskpunktita polaarsel sisteemil on ainus

fookus F=(~§v0) (tema ainsa telje peal) ja juhtjoon

F& amx—f-amp Oehkf_x—}-p 0 mélemad tipust
(alguspunktist)i mdddu kaugusel teine teisel ‘pool

Nimed fookus ehk tulipunkt ja juhtjoon selguvad alles siis, kui
vaatleme polaarses siisteemis neid punkte, mis on oma polaari peal.
Kui on antud mingi oma polaari pealolev punkt 7, siis saame kohe
joonistada selle punkti polaari t, vdttes ihest fookusest F, ihe
kiire 7, antud punktisse ja sellele Kkiirele ristkiire kuni ldikumi-
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seni juhtjoonega f; mingis punktis R;. Sest siis on see saadud
punkt R, kiire 7, poolus selleparast, et ta on selle kiire kaaskiire
peal (mis fookuses on ristkiir) ja veel punkti /| polaari peal ja
need mdlemad jooned (mille poolused on kiire 7, peal) peavad selle
kiire poolusest 1dbi minema. Selle-
parast peab punkti 7 polaar ¢
(mis Jaheb labi punkti 7 t3esti
minema ka labi punkti R,. Nii-
sama saame iga oma polaarist
labimineva kiire peal kohe tema
pooluse 7, vottes fookusest kiire
selle antud kiire ja juhtjoone ldike-
punktisse R; ja sellele kiirele rist-
kiire kuni 18ikumiseni antud Kii-
rega otsitavas pooluses 7. Nii juhatab juhtjoon polaari leidmist,
kui see laheb oma poolusest ldbi, ja pooluse leidmist, kui see on
oma polaari peal [J 15, 16, 17].

Vaadeldes veel sellesama oma poolusest labimineva kiire
16ikepunkti R, teise juhtjoonega f, ja teisest fookusest F, tulevaid
rist- ehk kaaskiiri F,7=r, ja F,R, ja veel punktide Ry, 7 ja R,
projektsioonisid R}, 77, R’',, fokaaltelje F,F, peal, markame, et on
(1). F,0=0F;, R;0~=O0R', j& siis RoF,=F,R . AFR ;R ~
~ATTF, ja siis I;ﬁll =Ii17§,,1 A AT T~ARZR'.2F._,ja siis
F%=1§3;:)=1;1§’ ={;1]§11 Sellega on sarnased taisnurksed
kolmnurgad ATF,R, ~/\TF,R, ja siis thevérdsed nurgad tft:lﬁi.
Peegli pinnaga on langeval kiirel seesama nurk, mis peegeldunud
kiirelgi. , Selleparast vgib litelda: fihest fookusest tulevad
kiired peegelduvad nende punktide kohal, mis on
oma polaaride peal, nendes polaarides nii, et
nad teise fookusesse kokku lahevad. Nii on fookused
ehk tulipunktid tdesti kiirte kogumise punktid,

Joonis 15.

Harjutus 54. Antud fookuste ja iihe juhtjoone jargi joonistada teine
juhtjoon ja vaadeldes mingi kiire I5ikepunktisid juhtjoontega, otsustada, kas see
kiir ldheb cma poolusest 13bi. Niisama vaadeldes saadud joonise piirkonnas
mingit punkti, otsustada, kas see punkt on oma polaari peal. ]
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11) Polaarse siisteemi korraldusjoon. Ellips,
hiiperbocl ja parabool. Nende punktide kogu, mis polaar-
ses siisteemis on oma polaaride peal, nimetame selle polaarse
siisteemi korraldusjooneks (von Staudfi Ordnungskurve
jargi, a. 1847). Keskpunktiga ja asiimptootideta polaarse siisteemi
korraldusjoont (kui on @,;@. — @;,>>0) nimetatakse ellipsiks,
keskpunktiga ja asiimptootidega polaarse siisteemi oma (kui on
Q@5 — @,,2 < 0) hitperbooliks ja keskpunktita polaarse siisteemi
oma kui on @@, — @;,2==0) parabooliks. Polaarset sisteemi
ise nimetatakse siis vastavalt ellipsi, hiiperbooli vdi para-
booli polaarseks sisteemiks ja polaarse siisteemi kesk-
punkti, diameetriid, telgi, asiimptootisid, tippusid, fookuseid ja juht-
jooni ka selle siisteemi korraldusjoone omadeks.

Kiiri, mis polaarses siisteemis ldhevad oma poolustest (korral-
dusjoone punktidest) 1&bi, nimetatakse korraldusjoone puutuja-
teks. Neil ei saa olla selle korraldusjoonega peale oma pooluse
muud dhist punkti. Sest kui kiirel £ [J 15] oleks peale oma poo-
luse 7 veel muu punkt, mis oma polaari peal seisaks, siis peaks
selle muu punkti polaar ka punktist 7" 14bi minema ja sellega olema
samane kiirega 7, nii et kiirel ¢ oleks kaks poolust, kuna pooluste ja
polaaride vastavas on iks ihene.

Fookustest F, ja F, korral- ™ j}‘
dusjoone mingisse punktisse 7 R\R = ,
tulevatel kiirtel 7, ja 7, nimeta-——%=

takse selle punkti ja fookuste va- ‘
helisi tikkisid selle punkti raa- \

divusvektoriteks jatahtedega
r, ja r, kirjutatakse ka nende raa-
diusvektorite pikkuse arvud. Meie
nagime juba [] 15], et ellipsil
(kui poolused on juhtjoonte vahel)
teeb puutuja f kummagi raadiusvektoriga sama
nurga. Seesama lugu on [J 16] ka hiperboolil (kui on juhtjooned
fookuste vahel).

12) Parabooli konstruimine. V&ib mételda ellip-
site v&i hiiperboolide jarge, kus kdigil on iks fookus F, ja tema
polaar f,; samased, aga teine fookus F, igal jargmisel ellipsil v&i

Joonis 16.
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hiiperboolil esimesest kaugemal kui eelmisel, ja kus on ellipsiid
ja hiiperboole, millel fookuste vahelise kauguse arv on suurem mingist
antud arvust 2e. Selle ellipsite - v3i hiiperboolide  jarje I6puks
niib olevat parabool, sest kui teine fookus
kaob l&pmatusse, siis kaob sinna ka kesk-
punkt. Siis oleks kiir 7F, paralleelne fo-
kaalteljega ja risti juhtjoonega,  nagu seda
néitab joonis 17. Kui selle kiire 16ikepunkti
uhtjoonega kirjutame L,, siis on iihtivad kolm-
nurgad A 7F Ry = /A\TLR,, sest need kolm-
nurgad on taisnurksed, iihise hiipotenuusiga ja
Joonis 17. nuki 7 juures on neil tihevdrdsed nurgad:
Sellega oleks F;7 = L;T ja selle ellipsite ja
hiiperboolide jarje ihiseks 18pujuhuseks joon, mille iga punkti
kaugus Gthest antud punktist on ithevdrdne tema kau-
gusega lihest antud sirgest joonest, millest selleparast
saab konstruida punktisid kui palju tahes, véttes paralleele sellele
antud sirgele joonele ja maérkides
iga ‘véetud paralleeli peal punktid,
mis on sellest antud punktist nii-
sama kaugel kui see paralleel
antud joonest [J 18].

Nende punktide kogu,
mis seisavad antud punk-
tist niisama kaugel kui
antud sirgest joonest, on
toesti parabool, millefoo-
kuseks on see antud punkt
ja juhtjooneks see antud
joon. Sest Joonis 18.

(1) peavad oma polaari peal oleval punktil koordinaadid rahul-
dama seda vérrandit, mis saab polaarse siisteemi vdrrandist siis,
kui seal saavad polaari jooksvéd koordinaadid x ja y samasteks
pooluse koordinaatidega x” ja y’, s. o. vdrrandit
(@13% + @10y +a10)X + (a12X 4 @y + As)y + @y X + Ay + A =0
ehk (polaarse siisteemi korraldusjoone dldist vdr-
randit)
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a3 x° + 2815xy + 09 Y2 + 20,0X +2a5Y + 8oy =0 | 34
mis parabooli korral (kui vdtame kohe lihtsama kuju) on
10X + 09>+ agix =0 ehk valem 33 jargi

¥ —2px=0 | 35

(2) on selle vérrandi jargi parabooli kdik punktid (peale tipu)
y-teljest seal pool, kus on fookus (sest kui fookuse koordinaat

‘21 ja parabooli punkti koordinaat x oleks iiks positiivne ja teine

negatiivne, siis oleks vorrandi pahem pool nullist suurem) ja sellega
on parabooli punkti (x, y) kaugus juhtjoonest (mis on teisel pool

y-telge g m&ddu- kaugusel) d=x+7p;

(3) on parabooli punktil (x, y) millel on valem 35 jargi

92 =2 px, kaugus fookusest (2,0) [V 10]

/

b fud 4oF +J"_V/ o —pxt O 4 ope—

* W PR pram— s

Y

nii et parabooli punktid scisavad tGesti fookusest niisama kaugel
kui juhtjoonest.

Harjutus 55 Joonistada mitu parabooli, millel oleks kd&igil iihine
fookus ja iihine telg, (neid nimetatakse konfokaalseteks), aga tipud
monedel iihel pool fookust, teistel teisel pool. Joonistada mitmes punktis, kus
need paraboolid 13ikuvad, kummalegi paraboolile puutuja ja vaadelda nende
puutujate vaheliste nurkade suurusi.

13) Ellipsi ja hiperbooli konstruimine. Kui ntitd
vaatleme joonistelt 15 ja 16 ka -ellipsi ja hiperbooli punkti 7°
(absoluutseid) kaugusi fookustest ja juhtjoontest, siis markame, et
punkti 7" kaugusteks juhtjoontest £, ja f, on R';7’ ja R',T’, mis on
kiire ¢ tikkide RlTja Radl pro]ektsnoomd x-telje peal ja selleparast
B —R Tcos xt ja R o= R cos Xt Aga nende samade tikkide
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projektsioonid on ka punkti 7 kaugused fookustest: F, 7= R, T cos ;l\t

ja F;T=R,T cos r:_,t Kui punkti 7" kauguste arvud juhtjoontest f1 ja

/> kirjutame vastavalt d, ja d., sns on (sellepirast Ei on rlt_r,t)
r1 AT _RT cos r1 __ cos rlt_cos bt .

Gl R,T cos xf cos xt cos xt %

See ellxpsn v6i hiperbooli punkti ja fookuse vahe-
lise kauguse jagatis selle punkti kaugusega
vastavast juhtjoonest on ithe ellipsi v8i fithe hi-
perbooli koigil punktidel see sama. Olgu nimelt
punktid F’; ja F’, fookuste projekisioonid kiire ¢ peal (nii et on
FFy 1 tja ka F',F, | t), siis on F'|F’, fookuste vahelise kau-
guse projektsioon kiire f peal, s. o. F';F’,=F,F, cos xt. Kuid
seesama projektsicon on ellipsil raadiusvektorite projektsioonide
summa ja hiiperboolil vahe, s. o. (kui kahest tehte margist loeme
ulemise ellipsi jaoks ja alumise hiipebooli jaoks)

A AN A~ AN
FFo=F,Tcosrgd+ F;Tcosrjt=(Fyl + F,T)cosr,t=F,F,cosxt,
kust saame

cos rlt : Y o 2e

i dat sl 1 A £ K r._.”+7r1
Siin esineva raadiusvektorite summa v3i vahe jaoks saame teise

v8rrandi juhtjoonte vahelisest kaugusest, mis on (R’ 7"=R, T cos )/c\[,
A P o B
RsT'=R,T cos xt, F;T=R,T cos rit ja FaT=R,T cos rst jargi)

R.Ry =|R.,T'+T'R/| = ook by TR g e
cos rlt
Eigé_ RIEFT_intni iy g
cos xt R\R, e

e
Korrutades kahe viimase iihevdrduse pooled, saame

-~ 9 y ~
cos ryl R cos ryt e
e = — ehk B "
> a; - a
cos xt cos xt

nii et tdesti on ihe ellipsi véi ithe hiiperbooli k&igil punktidel kau-
_gus fookusest jagatud kaugusega vastavast juhtjoonest seesama arv

“ mida kirjutatakse ka he tahega ¢, s. o.
<,

‘\
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Viimastest Ghevérdustest jargneb ka, et on

ellipsit r, +r,=2a

ja hiiperboolil 7, —r|=2a s

Sellega on ellips nende punktide kogu, millel on
kauguste summa kahest antud punktist (fookusest)
koigil see sama, ja sellepdrast saab siis, kui on antud ellipsi
fookused F; ja F, ja tema iiks punkt 7, konstruida selle ellipsi
punktisid kui palju tahes, vdttes niiteks joone F,F, peal punkti Q
nii, et oleks F,Q=F,7 + F,7, joonistades siis ringisid keskpunk-
tiga F;, mis 16ikaksid joone tiikki F;Q mingites punktides P,, P,
jne. ja maérkides esimese ringi peal punktid, mis on fookusest F,
nii kaugel kui punkt P, punktist Q, teise peal punktid, mis on
fookusest F, nii kaugel kui punkt P, punktist Q jne.

Niisama on hiiperbool nende punktide kogu,
millel on kauguste vahe kahest antud punktist
(fookusest) kéigil see sama, ja saame siis, kui on antud
hiiperbooli fookused F, ja F, ja tema {iks punkt 7, konstruida selle
hiiperbooli punktisid kui palju tahes, v&ttes niiteks joone F,F, peal
punkti Q nii, et oleks F,Q= F,7T— F,T|, joonistades siis ringisid
keskpunktiga F;, mis 16ikaksid joont F,F, valjaspool tiikki F,Q, iks
mingites punktides P; ja Pr;, teine punktides P, ja P’ jne. ja
markides esimese ringi peal punktid, mis on fookusest F, nii kau-
gel kui punktid P; ja P’; punktist Q, teise ringi peal punktid,
mis on fookusest F, nii kaugel kui punktid P, ja P’, punktist Q
jne. Hiiperbool saab kaheosaline joon, juhtjooned on tema osade
vahel. 1

Harjutus 56. Joonistada mitu ellipsit ja hiiperbooli, millel oleks
kdigil iihised fookused (neid nimetatakse konfokaalseteks). Joonistada
mitmes punktis, kus need jooned 13ikuvad, kummalegi joonele puutuja ja vaa-
delda nende puutujate vaheliste nurkade suurusi.
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14) Kanoonilised vdrrandid. Ellipsi ja hiiperbooli
lihtsamas vdrrandis
a1 x>+ Ay y* + Qg =0
(mis saab tldisest vorrandist V 34 siis, kui koordinaatide telgedeks
on vdetud nende joonte teljed) on tema kolmest kordajast a;;, @.»
ja ayo olulised ainult nende kaks jagatist, sest thega nendest korda-
jatest vdib vd&rrandi koiki liikmeid jagada. Kui kdik need
kolm kordajat on positiivsed vdi kdik negatiivsed,
siis ei saa olla reaalset punkti, mille koordinaadid
rahuldaksid seda vérrandit, sest olgu x ja y mis reaalsed
arvud tahes, nende ruu-
dud on positiivsed (vai
nullid) ja vorrandi pa-
hem pool, kui ta on
jagatud the kordajaga,
on ikka positiivne. Sel-
lel korral ei ole polaar-
sel stisteemil korraldus-
joont (vahel G&eldakse,
et see joon on null-
osaline vdi ima-
ginaarne ellips).
Joonis 19. Selleparast jatsime juba
fookuste késitamisel
selle juhuse kdrvale. Muul juhusel jagatakse selle vérrandi kdik-

a

lilkmed arvuga —ag,. Meie oleme juba kirjutanud jagatise ——;30

11

tahega «® Jagatis —-Z—J on ellipsil positiivne ja kirjutatakse siis
2

b?; hiiperboolil on ta negatiivne ja kirjutatakse siis —b% Nii

saavad niinimetatud kanoonilised vérrandid

2 2

o ey - y i
lipsil = 4+ 2. ~—1=0
ellipsi 22 b2
AR 38

ja hiperboolil = 0

d2 b"'
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Parabooli kanooniliseks vdrrandiks nimetatakse
vdrrandit V 35. ;

Ellipsi ja hiiperbooli lihtsamast vérrandist paistab silma, et
need jooned on simmeetrilised telgede kohta, sest kui siin
[V 38] anname iihele tundmatule mingi véirtuse, siis saab teine
tundmatu - kaks absoluutselt @ihesuurust vaartust, aga vastupidiste
markidega, nii et kui dhel pool telge on mingi ellipsi v3i htper-
booli punkt, siis on selle punkti kohal (temast teljele risti mineva
sirge joone peal) teisel pool telge niisama kaugel ka selle ellipsi
v&i hiperbooli punkt. Parabool [V 35] on siimmeetriline ainult
oma ainsa telje kohta. Sellega on polaarse siisteemi teljed tema
korraldusjoone simmeetria teljed ja siis tema keskpunkt
korraldusjoone simmeetria keskpunkt (s. o. ellipsi véi hi-
perbeoli mingist punktist keskpunktisse mineva kiire peal on veel
teine ellipsi vdi hiiperbooli punkt teisel pool keskpunkti niisama
kaugel). Ellipsi ja hiiperbooli 16ikepunktid nende simmeetria telge-
dega nimetatakse nende tippudeks ja tippude vaheliste telje
tikkide pikkuste arvud ka lihtsalt telgedeks. Nii on valemi 38
jargi (kus on slimmeetria teljed koordinaatide telgedeks) x-telje
peal tipud (—a,0) ja (a,0) ja nende vahelise kauguse arv 2a. See
arv on ellipsil suurem telg ja a suurem pooltelg [V 31].
y-telje peal on ellipsil tipud (O, —&) ja (O, &) ja siis vihem
telg 2b ehk vahem pooltelg b. Hipearbool ei Idika y-telge;
Seldakse et b on hiiperboolil imaginaarne pooltelg ja siis a
reaalne pooltelg. Pooltelgede jargi on fookuse kaugus kesk-
punktist ehk ekstsentrisus

ellipsil e = }/a?— b* ja hiiperboolil e =}/ a* + b?
nii et ellipsi ekstsentrisuse saab konstruida pooltelgede jargi, nagu
kaateti hipotenuusi ja teise kaateti Jargi, ja hiperbooli oma, nagu
hiipotenuusi kaatetite jargi.

Madrkus 1. Ekstsentrisuseks nimetatakse vahel fookuse ksugust kesk-
punktist, vahel selle fookuse kauguse jagatist ellipsi suurema poolteljega v3ai
hiiperbooli reaalse poolteljega (fokaalpoolteljega), s. o. seda arvu

e
v ehk & mille meie saime jagades ellipsi v3i hiiperbooli mingi punkti kaugust

fookusest selle punkti kaugusega vastavast juhtjoonest (se!le fookuse polaarist).
Vahetegemiseks nimetatakse fonkuse kaugust keskpunktist ka lineaarseks
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ekstsentrisuseks ja siis tema jagatist fokaalpoolteljega numbriliseks
ekstsentrisuseks. Sagedasti kirjutatakse nimelt numbriline ekstsentrisus
tdhega e.

Markus 2. Ellipsit, hiiperbooli ja ‘parabooli késitati rohkesti juba
Archimedese ajal (Ill. aastasajal ». Kr.), kuid mitte polaarsete siisteemide
korraldusjoontena, vaid koonuseldigetena,
s. 0. koonuse ja tasapinna Idikejoontena. Joo-
nistel 20 -22 on niha koonus tipuga S ja
teljegd s — SK;. See telg on seal mdeldud
nimelt joonise pinnal (selle raamatu lehe peal),
nii et joonise pind 18ikab seda koonust kahte
kujutavat joont /; ja [/, modda, mis seisavad
teine teisel pool telge. See koonus on veel
15igatud tasapinnaga 7F,F, v&i TF;L,, mis on
risti joonise pinnale ja 18ikab seda jocnise
pinda joont x —=F R’y =— F;F, modda. Sellest
saadud koonuseldige on siin joonistatud pak-
sem kui muud jooned.

Et koonuseldike samasus parabooliga,
ellipsiga vdi hiiperbooliga silma paistaks, sel-
leks on siin veel joonistatud (Dandelini
jargi a. 1822) kerad, mis puutuvad kdiki koo-
nuse kujutavaid jooni ringide Kj ja K, punk-
tides ja ka l6ikajat tasapinda punktides F; ja
F,. Kui niiiid vaatame koonuseldike mingit
punkti T ja temast Ildbimineva kujutava
joone /= ST punktisid Ty ja 7, ringide K; ja
K, peal, siis miarkame, et on 7F; =TT, (kui
puutujad iihele kerale iihest punktist) ja nii-
sama ka TF, =TT, ja sellepdrast joonisel 21
FiT+ FoT=1,T+4+ TT,=T,T; - ja joonisel 22
FoT—FyT = T) T, ja see tikk 7,7, ringide
K, ja K, vahel on kdigil (iihe koonuse) kuju-
tavatel joontel iihepikkune. Sellega on koo-
nuseldige joonisel 21 ellips ja joonisel 22
hiiperbool.

Joonis 20.

Kui veel vaatame punkti 7" projektsiooni
7" kconuse telje peal ja ringide K| ja K, tasa- Joonis 21.
pindade 13ikejoont koonuselGike tasapinnaga
nimelt f; = R'|L; ja fo== R'5L,, kus on L; ja Ly punkti 7 projektsioonid nende
joonte peal ja sellega L;T ja L,T punkti 7 kaugused nendest joontest, siis
markame, et need jooned f; ja f, on risti joonise pinnale (sest koonuselGike
pind oli vdetud risti ja ringide K; ja K, pinnad on risti teljele s, mis on joo-
nise pinnal) ja sellepdraston TL, || x. Sellepdrast on kauguse TL, projektsioon



koonuse telje peal 77K, = TL, cos xs. Seesama koonuse telje tiikk on ka pro-
jektsiooniks kujutava joone ! tiikile 77y, mis on iihevrdne kaugusega 7Fj,
$.0.'7"Ky =TTy cos Is = TF, cos Is. Sellest kahest iihevérdusest jérgneb,
et ithe koonuseldike iga punkti kaugus iithest punktist F, jagatud tema kau-

v TF;  cos xs
gusega iihest joonest f;, on T —
1

R |
cos sl
siis, kui on x || /,, nagu joonisel 20, nimelt
;:% = :Zz i; — 1 ehk TF, — TL,, nii et siis,
kui 18ike pind on paralleelne iihe kujutava
joonega, on koonuseldige parabool.
Koonuseldige on ellips siis, kui tasapind
15ikab koonuse pinda ainult iihel pool tippu,
ja hiiperbool siis, kui 18ikumine siinnib kum-
malgi pool tippu. Kreeka matemaatika mehed
enne Apolloniust on vaadelnud koonuse-
pinda ainult {ihel pool tippu. Nad on veel
votnud IGikaja tasapinna alati risti iihele kuju-
tavale joonele, nii et vGis saada parabool
ainult siis, kui koonus oli tdisnurkne, s. o,

Joonis 22.

1;12:90”, ellips ainult siis, kui koonus oli teravnurkne, s. o. 1172< 909, ja

hiiperbool ainult siis, kui koonus oli niirinurkne, s. o. 1172>900. Veel Archi-
medes kdneleb teravnurkse, tdisnurkse ja niirinurkse koonuse 13igetest. Alles
tema noorem kaasaeglane Apollonius on hakanud vaatlema koonuse pinda
(ilma piirava pdhjata) tipust mdlemal pool ja 15ikama teda igapidi, nii et iihte
ja sedasama koonust 13igates v3is saada igasuguse koonuseldike.

17. Teise astme vorrand kahe tundmatuga. Teise jirgu
joon. Kui polaarse siisteemi v&rrandis (tasapinnal) saab {iks paar
tundmatuid samaseks teisega, siis saab teise astme vérrand
kahe tundmatuga [V 34]

a1 %% + 2a15%Y + AV® + 201X + 2005y + Ao = O,
s. 0. vorrand, millel siis, kui tal on parem pool OJa pahem pool
(koondatud) hulkliige, kus tundmatud on ainult Tiikmete teguriteks,
ei ole neid tundmatuid teguriid Ghelgi liikmel Gle kahe. Selles
kirjutuses kordajatele a,;, @5, @9, Qoy. Qoo ja @gy (millest ainult 5
on olulist, sest thega nendest v&ib vérrandi kgiki lilkmeid jagada)
igasuguseid vaartusi andes, saame iga antud teise astme vérrandi
kahe tundmatuga. Selleparast nimetatakse valemit 34 kahe
tundmatuga teise astme vdrrandi tildiseks kujuks.
S
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Polaarse siisteemi vdrrandis el vdinud need kordajad olla mis-
sugused tahes, sest selleks, et igale punktile saaks oma vastav
sirge joon (vahest ka ebakiir), pidid need kordajad olema niisugu-
sed, et kolmel vdrrandil

Q131X + @12Yp + 10=0
A Xy + @Yo+ @20 =0 39
Qg1 X+ Yo + Qoo = O

ei oleks fhist lahendust [V 18, V19,V 21]. Kui ei ole arvude
paari X, ja ¥, mis rahuldaks vérrandiid V 39, siis esitab kahe
tundmatuga teise astme vdrrand polaarse siisteemi korraldusjoone.
Tuleb veel jarele vaadata, mida esitab antud (kahe tundmatuga) teise
astme vérrand siis, kui niisugune arvude paar X, ja y, on. Siis
saab valemist 39 @;,= — @y;Xo — @12 Yo Aop = — A1 Xo— QYo j@
Qoo = — Ay Xo — Boa Yo = (@11% + 12 ¥0)% + (@21 X0+ A2 Yo)Yo 13
pannes need vairtused teise astme vdrrandi dldisesse kujusse a,g, @y,
ja @, asemele, saame (isedranis kergesti siis, kui oleme enne
selle vorrandi kirjutanud bilineaarselt, s. 0. (83X + @12 Y +
+ @g)) % + (@1X + @Y +00)Y + 801X + Gy + Qo0 = 0) sellel ju-

husel kahe tundmatuga teise astme vérrandile jargmise lihtsama kuju

a1 (X — Xo)% + 2a55(x — Xo) (¥ — Yo) + @xn(y—Y0)*=0 40

Kui niiid on @y =0, siis on antud vdrrand (x — Xo)[a;;(x — Xo) +
+ 2a;5(y —¥0)] =0, nii et ta esitab kaks sirget joont labi punkti
(xo: )’o) : <

X —Xo="0 ja ay(x — Xo) + 2a15(y — o) = 0.
Ka siis, kui ei ole a,,=0, esitab kahe tundmatuga teise astme
. vdrrand vorrandite V 39 maksvuse korral sirgete joonte paari. Sest
jagades siis vérrandi V 40 arvuga (x — x,)? ja lahendades teda

jagatise Y= Yo kohta, saame
— X
7o -1 R TR TIoL LT
(WE .4 FERSub (hay) e @152 — Qq4055) VOI
e, a._,.l( o+ Vags 11023)

ol Aania e
i*__'iz = a;(_ a3, — V@y5* — 01105)
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ja sellega sirged jooned y — y, = m,(x — Xp) ja Yy — Yo = My(X — X;),
kui esimese lahenduse vaartuse kirjutame m, ja teise oma m,.
Need lahendused saavad imaginaarsed, kui on @@, —a,,>2 >0.
Siis éeldakse, et antud vd&rrand esitab imaginaarsete sir-
gete joonte paari.

Sellega esitab kahe tundmatuga teise astme
vérrand siis, kui need tundmatud on iihe tasapinna
punktide koordinaadid, kas imaginaarse ellipsi,
voi (reaalse)ellipsi, v8i parabooli, v8i hiiperbooli,
v8i paari (reaalseid)sirgeid jooni, v8i viimaks veel
paari imaginaarseid sirgeid jooni. Oeldakse, et teise
astme vorrand kahe tundmatuga esitab tasapinnal teise jdrgu
joone. Sellega on kdik nimetatud jooned nimelt teise jargu joo-
ned. Nende hulgas nimetatakse sirgete joonte paarisid veel l_(fdu-
nud teise jargu joonteks.

Miarkus 1. Vorreldes valem 40 saadusi valem ﬁ(omadega, mérkame,
et kddumata teise jirgu joonele on valem 40 tema asiimptootide paari

x2 2 .
vdrrandiks. Sellega on niiteks hiiperboolil P —y —1=0 as‘;gp-
xz 2 +
tootide paari v6rrandiks 20 —0 (sest seal on keskpunkti koordinaadid

X;=0 ja y,—0 ja kordaja a;, ka null), nii et iiks asiimptoot on ;d' -+ %:0
X
ja teine S ——%:0 (nagu see ka siis silma paistab, kui asiimptootide paari
vodrrandil lahutame pahema poole teguriteks).
Médrkus 2. Teise jargu joone kddumise tunnusest V 39 saame kdrval-

dada x, ja y, leides nende viadrtused kahest vOrrandist ja asetades nad kol-
mandasse. Kui ei ole a;;a, — a2 — 0, siis saame esimesest.kahest vorrandist

| 4y ay | ‘ an 4y l
o | Gy ay | s b W)

i a; Ay l ap a4

| G2 Ag | Ay A

[
ja neid kolmandasse asemele panffes ja seal kaiki liikmeid iihise nimetajaga
korrutades
{ ay, ay, | ay i 4 Oy ‘
| —a =208
10] agy @y | 2°|‘112 a20|+°°a12 Qg |
Selle iihevdrduse pahem pool on nimelt (siimmeetriline) determinant

l a;; 43 4y E
| @1z Gy ayn | = A,
|
| @y ag ay |
5%
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mida nimetame ka teise astme vdrrandi V34 determinandiks.
Saame ju tdesti selle iihevdrduse pahema poole siis, kui selle determinandi
arvudega (ehk tema elementidega) teeme tehted, nagu siis, kui kolm
punkti on kirjutatud kolme pdhipunkti abil nii, et esimesel punktil on p&hi-
punktide kordajateks (nende pdhipunktide kindlas jarjekorras) selle tabeli esi-
mese rea arvud, teisel teise rea omad jne. ja need kolm punkti korrutatakse, s. o.
(a X + apY + a,,0) (apX + anY + a0)(a1,X + asY + ai0) = A . XYO.

Nii on teise jirgu joone kddumise tunnuseks see, et tema v8rrandi deter-
minant A on null. — M&dda minnes mirkame siit, et kolm sirget joont ldhe-
vad 14bi tihe punkti siis ja ainult siis, kui nende v&rrandite V 39 (kui seal ka
ei oleks a; = ay;) kordajate determinant on null.

Mirkus 3. Oeldakse, et eespool saadud ithevdrduses on see deter-
minant A arendatud tema viimasereaelementide ay ayjaay
jargi, ja neid kaherealisi determinantisid (ithes nende 4 v3i — madrgiga),
millega need elemendid seal on korrutatud, nimetatakse nendele elementidele
vastavateks alamdeterminantideks ja kirjutatakse nende samade
tdhtedega suurelt, nii et on

A= 104y + 83As0 + apAg-
Kui selles kolme punkti korrutises, mis determinandi A arvutamise juhiks on,

korrutame enne teise teguri kolmandaga ja siis alles esimese teguri selle saa-
dusega, siis saame determinandi A arendatult tema esimese rea elementide jargi

A=ayAy + aphss + ah0
‘ Ay Ay | = g

| jne. Niisama saab determinanti arendada ka tema
| G Qo |

ithe veeru elementide jargi. Siimmeetrilisel determinandil ongi tihe rea jargi
arendamine samane iithe veeru jidrgi arendamisega.

kus on Ay —

Médrkus 4. Mirkuses 2 oletasime, et vdrrandites V 39 saab kahest
leida xg ja yp, s. o. et seal alamdeterminandid Ay, Agp ja Ay, ei ole kik
nullid, sest leides neid vdirtusi, kahest esimesest virrandist, saame neile nime-
tajaks Ay, leides neid esimesest ja kolmandast, saame nimetajaks Ay, ja leides
neid kahest viimasest, saame nimetajaks Ajy. Kui niiid k8ik need kolm alam-
determinanti on nullid, siis on determinant A juba sellepdrast null.

Markus 5. Kui teise jargu joonest on antud tema viie punkti koor-
dinaadid, siis saab leida selle joone vdrrandi. Sest teise astme vdrrandil kahe
tundmatuga on iildisel kujul V 34 kuus kordajat, kuid sellepirast, et vérrandi
kd&iki liikmeid v3ib jagada mis arvuga tahes peale nulli, saab seal iihe
kordaja, mis ei ole null, teha arvuks 1, ja jireljadnud viie kordaja jaoks
saab viis vdrrandit, kui vdrrandisse V 34 pannakse tundmatute x ja y asemele
jargimodda viie antud punkti koordinaadid. Oeldakse: teise jdrgu joon
on mddratud oma viie punktiga.

Midrkus 6. Kahe sirge joone vdrrandite pahemaid pooli korrutades
saame teise astme avalduse, nimelt selle joonte paari vérrandi pahema poole.



69

Niisuguseid teise astme avaldusi vahest veel md&ne arvuga korrutatult liites,
v3ime saada ka kddumata teise jirgu joone vdrrandi pahema poole. Kui nii-
teks kirjutame litheduse jaoks sirgete joonte s, s, S, jne. vdrranditel pahemad
pooled nende samaae iiksikute tdhtedega s, sy, s, jne., siis on assy+ 05,53, kus on
a ja b mingi kordajad, selle teise jargu joone vdrrandi pahem pool, mis ldheb
1dbi punktide s §; (s. o. kus 15ikub joon s joonega s;), §; X S S5 X 83 ja
s3 X s. Teevad ju esimese punkti kcordinaadid nulliks s ja s, ja sellega tdesti
ka avalduse ass, + bs;s3. Niisama teevad nulliks selle avalduse ka jargmiste
punktide koordinaadid. Andes selles avalduses kordajatele a ja b igasuguseid
vddrtusi, saame vdrrandite pihemad pooled igasuguste teise jirgu joonte jaoks,
mis ldhevad 14bi selle nelja punkti (mis on, nagu &eldakse, selle nelja
punktiga middratud teise jdrgu joonte kimbust).

Mirkus 7. Blaise Pascal leidis (kuueteistkiimneaastaselt, 1640), et
kuusnurgal, mille nukid on teise jdrgu joone punktid,
on vastaskiilgede (s. o csimese ja neljanda, teise ja viienda, kolmanda
ja kuuenda) 18ikepunktid iihe sirge joone peal Sylvester (XIX
a. s. keskel) tdendas selle Pascali lause jargmiselt. Olgu kuusnurga
kiiljed jairgemddda s;, Sy, ..., Sg ja olgu §==(sg X 5;) (53 X 84) (s. o. esimese ja
neljanda nuki iihendaja joon). Siis on kuuest nukist ldbimineva teise jargu joone
vdrrandi pahem pool esimese, teise, kolmanda ja neljanda nuki jirgi a ssy+ 05,53
ja neljanda, viienda, kuuenda ja esimese nuki jargi ¢ ss; 4 d 5;5; ja sellega

a 58y + b $153 — ¢ 585+ d 5,55 ehk (asy, — ¢ 8;) s = d 5455 — b 8,53,
nii et as, —cs; ja s on paar sirgeid jooni ldbi nelja punkti s; X 84, 83X Sg,
Sg X 8y ja s3 X 84. Joon s ldheb oletuse jargi ldbi kahe viimase, sellega lidheb
joon as, — cs; labi punktide s; X sS4 ja $3 X S5, aga oma kirjutuse jargi ka
labi punkti s, X< S5, nii et need kolm punkti on tSesti iihe sirge joone peal.

Harjutus 57. Kirjutada mitu teise astme vdrrandit kahe tundmatuga
ja otsustada, missuguse teise jirgu joone esitab igaiiks neist. [Niiteks esitab
vorrand 2x*+4+6xy+y*+8x+ 10y + 6 =0 kddumata joone, sest tal on
A—=4.1145.2—6.7>0, ja nimelt hiiperbooli, sest tal on Ay = a;,a —
—ap?=—17<0)]

H 58. Sirge joone ja teise jargu joone iihiste punktide koordinaadid
peavad rahuldama sirge joone (esimese astme) vdrrandit ja ka teise jargu joone

teise astme) vdrrandit. Leides esimesest vdrrandist iihe koordinaadi teise
abil ja asetades saadud véadrtuse teise vdrrandisse, saame teise koordinaadi
jaoks ruutvérrandi. Kui sellel vorrandil on juured reaalsed ja isevérdsed, siis
nimetatakse seda sirget joont selle teise jargu joone 1dikajaks, kui juured
on iihevdrdsed, siis puutujaks ja kui nad on imaginaarsed, siis vdliseks
jooneks. Sirge joone ja teise jargu joone iihiseid punktisid nimetatakse esimesel
juhusel 16ikepunktideks, teisel puutepunktideks ja kolmandal
juhusel Geldakse, et nad on imaginaarsed. Vottes teise jargu joone peal
kaks punkti (X3, ¥;) ja (X2 ¥s), s. o. nii, et on
ayxq% -F 281X 1 + g9 94 + 2a50% + 2a5 Y1 +- G =0 ja
Ay %%+ 201560y + Qg ¥9® + 2a30Xy + 2a5 Y + g =0,
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saame nendest punktidest labimineva lé’ikaja vorrandiks

e =y
P 2 (x—xy),

millest saab puutuja vdrrand punktis (x;, y;) siis, kui saab punkt (xp, ¥5)

samaseks punktiga (x;, y,). Tdendada, et sel teel saadud puutuja vorrand on

nimelt punkti (x3, y;) polaari vorrand. [Teise iihevorduse liigetetest tulevad

lahutada esimese omad, saadud vdrrandi esimene pool tuleb jagada arvuga
8 =7

Xo— Xy

Xp— X;, sealt leida , lugeda saaduses x, = x; ja asetada ta viimasesse

ithevdrdusesse.]

H. 59. Teise jirgu joone 15ikaja tiikki 15ikepunktide vahel nimetatakse
k58luks, Toendada, et paralleelsete kddlude keskpunktid on nimelt nende
kodlude kaasdiameetri peal. [T&enduseks tuleb kirjutada 15ikaja joone vorrand
selle joone k&dlu keskpunkti (xq y,) ja tema tSusu m abil, sellest vorrandist
leida iiks koordinaat, niditeks y, teise abil, panna saadud vdirtus 15ikepunkti
koordinaadi vairtuseks y asemele teise jirgu joone vorrandisse. Siis saab
ruutvSrrand 15ikepunkti teise koordinaadi x jaoks. Selle saab korraldada nii,
el seal x esineb ainult vahe x — x, liikkmena, kui igalpool seal, kus x veel ei
esine selle vahe liikmena, kirjutatakse tema asemele (X — xg) + x,. Nii saab
ruutvdrrand a(x — xg)2 4+ 2b (x -——x,) +¢=0, kus on a, b ja c algebralised
avaldused arvudega X, ja y,. X — X, on I5ikepunkti ja kdGlu keskpunkti vahe-
lise kauguse projektsioon x-telje peal. Et m&lemad 15ikepunktid ehk kdGlu otsad
on keskpunktist iihekaugusel teine teisel pool, siis on ka nende kauguste pro-
jektsioonid x-telje peal, s. o. viimases ruutvdrrandis x — x, vdirtused, ithesuu-
rused, aga vastupidiste markidega. See on v@imalik ainult siis, kui selles vdr-
randis teine liige puudub, s. 0. kui on b=0. Niiteks asetades 18ikaja v&rrandist

2
tundmatu y viirtuse y,- m (x — x;) ellipsi vorrandisse a2 + {3 k=0 . ja
kirjutades seal veel tundmatu x asemele (x¥—x)+ X, nii et saab

X — Xg) + xo)? +m(x—x)P : -
(¢ ao)2 o +U’0 mb’: Xo)] —1=0 ehk(;i-f-%)(x—'xo)z—i‘

Xo  m Xo? 2
+2 (a—;’ -+ —b’Q) (x—xp) + % - % —1=0, néieme, et kddludel tdusuga m

peavad keskpunktide koordinaadid x; ja y, rahuldama v6rrand|t 2 + myo
mis on toesti diameetri vGrrand V 23.]

H. 60. Kahe arvu harmooniliseks keskmiseks nimetame
nende arvude geomeetrilise keskmise ruudu jagatist nende aritmeetilise kesk-
misega. Sirge joone antud tiiki harmooniliseks keskpunktiks selle
joone mingi antud punkti kohta nimetame punkti, mille kaugus sellest antud
punktist on harmooniliseks keskmiseks selle antud joonetiiki otsade kaugustele
sellest samast antud punktist. T&endada, et teise jirgu joone nendel 15ikajatel,
mis ldhevad k&ik {ihest punktist 1dbi, on k&&lude harmoonilised keskpunktid
selle iihe punkti kohta nimelt selle punkti polaari peal. [Olgu IGikajate iihine
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punkt (X, ). Siis on 18bi selle punkti mineva 15ikaja vorrand y—y,=m(x—xg).
Paneme teise astme vorrandisse siit y asemele y,+m (x — x;) ja kirjutame
seal veel x asemele x,-+ (x —x,). Siis saame selle 15ikaja ja teise jargu
joone 1dikepunktide ehk k&&lu otsade kauguste jaoks vdrrandi sellest punktist
(oieti nende kauguste projektsioonide jaoks x-telje peal)

ay[xo+(x — X))+ 2 a;5[x + (x — xo)] [¥o + m(x — xo)] + g o+ m(x—x0)]? +

+ 2a50[x0 + (x — Xo)] + 2 ay [ yo + m(x — xo)] + 2o =0
ehk nurgelisi sulgusid avades a(x — x()? + 26 (x — x;) + ¢ =0, kus on
a=ay +2apm+apm?, b= ayxo+ a5(mx; +yo) + Apmyo + a1+ axm
ja €= anxe® + 2 appXoVo + Yo + 2 ay0Xg + 2 850 + Ao

Nende kauguste harmooniline keskmine ehk nende korrutise jagatis nende

£ b c c
summa poolega on 3. L= P sest g Om nagu tuttav, selle vdrrandi

—20b

juurte korrutis ja nende summa, Olgu harmooniline keskpunkt punkti

(Xg Yo) kohta nimelt (x/, y’) siis on

¢
x' —xg=—p ehk b(x’ —xo) + ¢=0.
Silmaspidades, et 18ikaja tdus m on ldikajate iihise punkti (xo y,) ja kddlu
harmoonilise keskpunkti (x/, y’) jargi m=x,_:‘;“’ saamegi (kordaja b iiksikuid
—Xo

liikmeid korrutades arvuga x’ — x;, ja neile juurde lisades sarnased liikkmed
kordajast c¢)

Ay Xox” + a13(Xo+3 o) + A yoy + a1o(x” + Xo) + (Y’ +¥o) + 80 =0
ehk (apXo+ a12¥0 + a10)X" + (19X + A Yo + 820" + 10X + A0 + 890 =0}

H. 61. Té&endada, et siis, kui sirge joon l&bi punkti (xg y,), 16ikab
teise jargu joont punktides (xj, y;) ja (xa, ¥s) ja veel punkti (X, yo) polaari
(selle teise jargu joone polaarses siisteemis) punktis (x/, v/), on selle nelja
punkti ristjagatis ((x3, y1) (X, ¥) (Xa, ¥s) (X0, ¥o)) = — 1 ja sellega need neli
punkti harmooniline salk. Jireldada siit [11 M 3], et 13ikajal on kdGlu kesk-
punkt nimelt tema ebapunkti polaari peal ja sellega paralleelsetel 13ikajatel
kdolude keskpunktid nende iihise ebapunkti polaari peal.

H. 62, Kirjutada mitu teise astme vdrrandit kahe tundmatuga ja nende
jargi nende polaarsete siisteemide v&rrandid, mille korraldusjoonteks on nende
vorranditega esitatud teise jirgu jooned (s. o. V 34 jiargi V 17).

H. 63. Eelmises harjutuses saadud teise jargu joontel vGtta igalihe peal
vdhemalt iiks punkt (nditeks punkt, kus on x—0 v6i y—0 vdi x—1 véi
itks koordinaat mingi muu tiisarv) ja kirjutada vdrrand selle teise jargu joone
puutujale selles punktis. [Puutuja on puutepunkti polaar].

H. 64. Kui teise jirgu joone I&ikajal saab teine Il&ikepunkt samaseks
esimesega, siis saab see 16ikaja puutujaks ja tema (null-) k3Glu harmooniliseks
keskpunktiks selle 18ikaja mingi muu punkti kohta seesama puutepunkt. Sellega
laheb puutujal iga punkti polaar tema puutepunktist 1ibi ja selle pdrast saab
leida antud punktist puutujad antud teise jdrgu joonele,
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liedes selle punkti polaari 15ikepunktid selle teise jargu joonega ja siis sirged
jooned, mis ldhevad antud punktist leitud pinktidesse. VG&ttes numbrilise teise
astme vorrandi kahe tundmatuga ja mitu punkti (oma numbriliste koordinaa-
tidega), leida nendest punktidest puutujad selle vdetud vdrrandiga esitatud
joonele. (Kui vdetud punkti polaari IGikepunktid vdetud joonega on imagi-
naarsed, siis nimetatakse seda punkti selle teise jirgu joone sisemiseks
punktiks,)

H. 65. Téendada, et sirge joon, mis ldheb I14dbi k&8lu keskpunkti ja
veel 14abi selle punkti, kust tulevad puutujad selle k33lu otsadesse, on diameeter.

H. 66. Silmaspidades, et ringi iga diameeter poolitab nimelt need
kddlud, mis on temaga risti, ja et sellepdrast on ringil iga diameeter risti
oma kaaskiirtega, tdendada, et ringjoon on mi3dratud oma kolme punktiga
IM 5; V 25].

H. 67. Leida ringjoon (s. o. ringjoone vdrrand), kui on antud tema iiks
puutuja {ihes oma puutepunktiga ja veel iliks muu punkt selle ringjocne peal.
[Kumbki antud punkt annab iihe vdrrandi otsitava teise astme v&rrandi korda-
jate jaoks, antud puutuja vdrrand on kolmrandaks ja va'emid 25 neljandaks
ja viiendaks.]

H. 68. Toendada, et ellips v&i hiiperbool on mé&dratud. kui on antud
tema kaks puutujat ithes oma puutepunktidega ja veel iiks muu punkt selle
teise jdrgu joone peal.

H. 69. Td&endada, et parabool on méadratud, kui on antud tema kaks
puutujat ihes oma puutepunktidega. [Paraboolil on a;; @y — @y, = 0J.

H. 70. Kui mingi kdvera joone puutujatele lihevad ristjooned iihest
punktist, siis nimetatakse nende ristjoonte aluspunktide kogu {s. o. nende
punktide kogu, kus ristjoon 18ikab seda puutujat, millele ta risti on) selle
kGvera joone aluspunktjooneks selle iihe punkti kohta. T&endada, et
aluspunktjoon fookuse kohta on ellipsil ja hiiperboolil ring, mille keskpunktits
on ellipsi v3i hiiperbooli keskpunkt ja raadiuseks eliipsil suurem pooltelg ja
hiiperboolil reaalne pooltelg, aga paraboolil puutuja tipus. [Hiiperbooli v&i
ellipsi a;132+ ag y2+ agy="0 punktis (xy, y;) on puutuja @y, xyx + oy ¥,y + =0

Sellele ristjoon 14bi fookuse (e, 0) on — aAwny;X + ay X1y + @ y,e = 0.
Nende joonte 13ikepunktis on
v — —Anay X + ax’y®e ja y = —SudnX1 1€ — dundnly
a5,® X% + ag® y® ayy® xy% + a?yy?

kust sellepédrast, et on e — ]/ A0 90 ja apx® + agpy2+ay =0, jirgneb
Ay an

x2 4 Y= — Z_‘L", Parabooli ag y2+ 2a,9x =0 punktis (x;.y,) on puutuja a;ox +
1

+-899¥1Y + a30x; =0 ja sellele ristjoon 1abi fookuse (%; 0) on i~ agpyix +

— 2a1°x1 + ag’y,%p
2(ay® 4 a%’y,?)

ehk sellepdrast, et on p=—-%: ja agpy,?+ 2a,¢; =0, nimelt x—=0]

-+ @0y + 02y, ; =0 Nende Idikepunktis on x —
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H. 71. Kiillalt liihikeste kiilgedega hulknurk, millel kiiljed on teise
jairgu joone puutujad (mis on sellele teise jargu joonele iimberjoonis -
tatud), aitab seda teise jirgu joont joonistada niisama hasti kui hulk selle
joone (iiksteise ligidal seisvaid) punktisid. Tuletada eelmisest harjutusest
iithine viis ellipsi, hiiperbooli ja parabooli joonistamiseks, kui on teada nende
tipud ja iiks fookus.

H. 72. Téendada Brianchon'i lause (a. 1806): Kui kuusnurgal
on kiiljed iithe teise jargu joone puutujad, siis ldhevad
tema vastasnukkisid (s o. esimest ja neljandat, teist ja viiendat
kolmandat ja kuuendat) ihendavad kiired ihest punktist labi
|Kui selle iimberjoonistatud kuusnurga kiilgede puutepunktid vétame jargemdoda
sissejoonistatud kuusnurga nukkideks, siis on selle viimase kuusnurga kiiljed
esimese kuusnurga nukkide polaarid ja Brianchon'i lause jargneb Pascali
lausest.]

H. 73. Pascali lause pdhjal saame iihe teise jdrgu joone antud viie
punkti jargi leida selle joone kuuenda punkti iga kiire peal, mis 1aheb viiendast
antud punktist 1dbi, ja niisama Brianchoni lause p&hjal iihe teise jdrgu joone
antud viie puutuja jirgi leida selle joone kuuenda puutuja iga punkti ldabi, mis
on viienda antud puutuja peal. Mil viisil ? S

H. 74. Kui varras [ liigub nii, et tal iiks punkt A ldheb edasi mingit
sirget joont x¥ modda ja teine punkt B teist sirget joont s modda, mis 15ikab
esimest mingis punktis O, siis liigub selle varda iga kolmas punkt P ellipsit
modda. Sest kui vGtame esimese joone x-teljeks ja punkti O alguseks ja kir-
jutame varda tiikkide AB, AP ja PB pikkuste arvud jargemooda /, [ ja Iy, siis
on punkti P koordinaadid

. y -
y=1. smxl fx x:T.l. cot \7;\s—12 cos xl,
1

kust szame

- ly A X - y
cos xl_ll[2 cot x§s — E' sin x T
ja seliega
a2 2lcot xs 2 cot® xs 1 = A
- x b4 St Tt o § — 2= 2 in2x/ =
2 L2 ( 1212 + I2 )y ——=cos? xl + sin?xl=1,

mis on tdesti ellipsi v3rrand, sest tal on a;; a9 — ay*> — # > 0.

Teha joonis, kus oleks ndha peale nimetatud punktide ja joonte veel P’ ja B' —
punktide P ja B projektsioonid joone x peal.

H. 75. Kui varras [ liigub nii, et tal iiks punkt A ldheb edasi mingit
sirget joont x moddda ja teine punkt B iihte ringjoont mé&dda, millel on kesk-
punkt () joone x peal ja raadius OB = AB, siis liigub selle verda iga kolmas
punkt P ellipsit mé6da. Tdendada see lause [H 74]. .



H. 76. Kui hiiperboolil on asiimptoodid teine teisele risti, siis nime=
tame hiiperbooli piisthiiperbooliks. Tuletada asiimptootide tdusu vdr-
randist V 26 piisthiiperbooli tunnus a;; = ay,.

H. 77. Td&endada, et teise jargu joon on hiiperbool ikka (aga mitte
ainult) siis, kui ta on kddumata ja kui on a;; ja ay teine positiivne ja
teine negatiivne.

18. Kahe tundmatuga teise astme vorrandi lihtsustamine.
Kaldkoordinaadid. Kahe tundmatuga teise astme v&rrandi V 34
saab lihtsustada nagu masinlikult sel teel, et 1) vérrandi kdik liik-
med korrutatakse tthe tundmatu ruudu kordajaga, niiteks a,;, kui
see ei ole null, 2) lisatakse siis sellele liikmete salgale, kus
esineb see tundmatu, positiivselt ja jareljaanud liikmete salgale
negatiivselt juurde niisugused liikmed, et esimesest salgast iihes
juurdelisatud liikmetega saaks kolmliikme ruut. Selleks tuleb
(kolmliikme ruudu valemit (a4 b6+ c)?=a2+42ab+ 2ac+ b2+
~+ 2 bc + c? silmaspidades) siis, kui tahetakse esimese tundmatuga
liikmed kolmliikme ruuduks taiendada ja selle jaoks on juba vor-
randi kdik liikmed korrutatud arvuga a,;, juurde lisada nimelt
(@10y +ay0)® ehk a;52y2 4 2a,,a,,y + a,02. Nii saab (kui lihedu-
seks kirjutame @;,85 — @152 = Aoy, @2gly; — Bpolio=— Apy ja
Aoty — @yo° = Ags [17 M 3))

1) 8y | a3 X®+ 289Xy + 055 Y° + 2 G10% +- 2850 + o =0

2) + (@10 + @102 — (212 + @10)°

(@1:X + @15y + @50)* + Agoy® — 2 Agp Y + Agy =0.

Kui siin ei ole A,=0, siis saame temaga kdiki liikmeid
korrutades ja juurde lisades A2 — Ayy2:

Ago(@11X + @15y + @10)* + (Agpy — An)® + a;A=0,

sest kolmandaks liikmeks tuleb kiill AyAg)— Asy?, aga seda arvu-
tades leiame, et ta on nimelt antud vérrandi esimese tundmatu
ruudu kordaja @,; korrutatud selle vérrandi determinandiga A
(17 M 2 ja 3] (AooAsy — Agp? = Ago(@11800 — @10%) + Az (@11820 —
—1012)=011 (@00 Ao+ A0 Asy) — 10(@11 00— 15701 5— 01 AngB15+
+@108:19%) = @11 (@040 + A20As0 + @10410) = a1, A).  Véttes ndad
uuteks tundmatuteks

X =aux+ay+a, ja y =Apy—As 41
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saamegi antud vd&rrandile lihtsa kuju

Awx'?+y?+ a,,A=0 42

Kui on Ayy=0, s. 0. @,y = ay,?, siis paistab parast korru-
tamist arvuga a,; kohe silma, et antud vdrrandil on kolm esimest
liiget koos juba kaksliikme ruut, s. o.

(@13 X+ @19Y)? + 2 @11850X + 2 01,890y + Q41090 = 0.

Véttes siin uuteks tundmatuteks

Y=a x+apy ja X'=2a,,a,0x+20a,,05y + a1, 43

saame antud vdrrandile vdga lihtsa kuju

Y24+ x'=0 44

(On viisiks kirjutada selles vdga lihtsas v&rrandis tahega y nimelt
seda tundmatut, mis on ruudus.)

Naide 1. Olgu niiteks vdrrand

2x?+4xy+392+8x—10y+7=0,
kus tundmatud xja yon ithe tasapinna punktide koordinaadid.
Korrutades arvuga a@,, =2 ja lisades juurde (2y+4)2—(2y-+} 4)?,
saame

@x+2y+4)2+2y2—36y—2=0,
ja veel korrutades arvuga Ay ,=2 ja lisades juurde 182—182, saame
22x+2y+42+(2y—18)2—-328=0
ehk :
2x%+4y?—328=0,
kui vdtame uuteks tundmatuteks

X=2x+2y+4 ja y=2y—18 4la
Et antud vdrrandi determinant on [V 42] A= —;—8 mitte null, siis

esitab vérrand kddumata teise jargu joone ja nimelt ellipsi, sest
temal on A,,=2>0. 7
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Kui uued tundmatud x’ ja y’ on mdlemad nuilid, siis esitavad
valemid 41 a kumbki {ihe sirge joone (selle tasapinna peal) [J 23]

X=0=2x+4+2y+4+4 ja y=0=2y—18
ja mélemad koos nende joonte 18ikepunkti O = (X,, ¥,), kus on

VYo =" ='9Ja"siis' X, =1% (-5 2.9 —4) = =0
Niisama esitavai need valemid tundmatute x” ja 3’ igasuguse

vairtuste paari korral iihe ainza punkti (selle tasapinna peal) ja iga
isesuguse x’ ja y’ véaartuste paari korral nimelt ise punkti. Sest

kahel sirgel joonel on iiks ainus 18ikepunkt (kui nad ildse I8ikuvad)
ja esimene valem 4] a esitab iga x’ isesujuse vairtuse korral ise
joone (mille v&rrandites on Xx ja y kordajad kdigis needsamad ja
sellega kdik need jooned paralleelsed joonega x'=0)ja
samuti ka teine valem iga y’ isesuguse vairtuse korral ise joone
(paralleelse joonega y'= 0).

Sellega on tundmatute x” ja 9" viirtuste paaride ja selle
tasapinna punktide vahel {iksithene vastavus ja need uued tund-
matud kdlbavad siis ka selle
tasapinna punktide koordinaa-
tideks. Nad on ka kauguse
arvud: x’ kaugusearv joonest
x’= 0ja y’ kauguse arv joonest
y'=0, kui joonte X'=1 ja
y'= 1 kaugused vdetakse md&c-
tudeks Sest viies vdrrandites
V 41 a koik liikmed tihele poole
ja tehes need vérrandid nor-
maalseteks [H 30], saame

2xh2yfa—x _ .

Ve %
is 23. 4 gsaol
Joonis 2y— 18—y’ i
2
ja sellega punkti. O’=(x, y,) kaugused nendest joontest
2x04+2y,+ 4 - X g . 2y,— 18—y’ y
61 = = = — — Ja 62= AP Pl St QU LW )
V8 1/8 2 2

ja siis nende joonte omad kaugused punktist O° ehk selle punkti



labi minevatest joontest x' =0 'ja y =0 nimelt —61=l~’/(?8_ ja
—0, =%, nii et need uued koordinaadid on tdesti kauguse arvud,

1
kui kauguse m&dduks joonest x'—=0 vdetakse siin l7-8; endist

mdstu ja joonest y' =0 pool endist.

Harilikult loetakse esimese valemiga 41 esitatud joonte kau-
gusi joonest x’=O0 nimelt joont y’=0 médda v3i selle joonega paral-
leelselt ja niisama teise valemiga 41 esitatud joonte kaugusi joonest

. y'=0 nimelt joont x’=0 md&dda v&i selle joonega paralleelselt,
olgugi jooned x’=0 ja y'=0 mitte risti teine teisega. Siis saavad
nende kauguste md8dud sellekohaselt suuremad. Neid punkti koor-
dinatisid, mis on selle punkti kauguste arvud kahest l3ikuvast sir-
gest joonest, kui kaugus kummastki joonest mdddetakse paralleelselt
teisele joonele, nimetatakse (Cartesiuse) kaldkoordinaatideks,
Cartesius tarvitas omas t66s La Géométrie koordinaatisid niisu-
gusel ildisel kujul, et vad vdisid olla nii kald- kui ka ristkoordi-
naadid. Jooned, millest punkti kaugust m&ddetakse, nimetatakse
ka kaldkoordinaatide korral koordinaatide telgedeks ja
nende ldikepunkt alguseks.

Saadud vérrandist 2x'24 y'2—328=0 (vdi valemitest 41
ja 42) paistab silma, et ellipsi v&rrandit sel viisil masinlikult liht-
sustades saame uuteks koordinaatide telgedeks ellipsi kaasdiameet-
rite paari ja siis uueks alguseks nimelt ellipsi keskpunkti. Sest
andes iihele tundmatule mingi vé&artuse, néiteks x'= 10, saame
teise tundmatu jaoks kaks simmeetrilist vddrtust (s. o.
absoluutselt Uhesuurust, aga vastupidiste méarkidega), naiteks siin
y'=—i_—]/]5§=j—_ 11,3, nii et joone x’= 10 peal on kaks punkti,
mille koordinaadid rahuldavad ellipsi v&rrandit, ja nimelt kumbki
punkt joonest y’=0 eemal 11,3 md6tu — teine teisel pool, ja nii-
samuti ka joone x’= — 10 peal, s. 0. x'-telg poolitab téesti y’-teljele
paralleesed k&dlud ja y'-telg x’-teljele paralleelsed. Selle parastleiame
siis, kui ellipsi iihte punkti otsime, sellest masinlikult lihtsustatud
vérrandist (iildiselt) neli punkti, nagu joonisel 23 punktid P=(10;
11,3), P,=(—10; 11,3), Py=(—10; —11,3) ja Py=(10; —11,3).
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Vdrrandist 2x’2 4 y’2— 328 =0 paistab ka silma, et nendel
X' ja y’ véirtustel, mis rahuldavad seda vdrrandit on omad &&r-
mused, millest nad ile minna ei saa. Nimelt ei saa 2x"2 millalgi
olla suurem kui 328, sest ta peab ju alles koos mittenegatiivse
arvuga y’2 andma 328. Sellega saab siin tundmatu 2’ oma &ar-
mise vaartuse siis, kui on y =0, ja nimelt x' = i]/:?=
=+ }/164 = + 12,8, ja niisama tundmatu y’ oma &&rmise vaar-
tuse, kui on x’=0, ja nimelt y/ =+ ¥'328 =+ 18,1. Need neli
joont x'-=12,8 ¥ =—128, y =181, ja y'=— 18,1 teevad
parallelogrammi mille k&ik killjed on puutujad antud ellipsile ja
nimelt iga kiilg oma keskpunktis; kilg x'=12,8 punktis (12,8; 0),
kilg x' = — 12,8 punktis (—12,8; 0), killg y’ = 18,1 punktis
(0; 18,1) ja kilg y'=— 18,1 punktis (0; —18,1). (Sest need
punktid on t8esti nende sirgete joonte ja antud ellipsi (thised punktid
ja nende sirgete joonte v&rrandid tdesti nende punktide polaaride
vorrandid.) Selle parallelogrammi jargi saab antud ellipsi juba
ligikaudu joonistada [J 23].
Ndidide 2. Olgu antud vdrrand
3x2 4 Sxy — 7y* 4 2x — 4y + 9 =0,
kus ei ole a,, tdisarv. Korrutame tema ko&ik liikmed sellepérast
esiti arvuga 2, nii et saab
6x% 4 10xy — 14y° 4 4x — 8y - 18 =0,
kus on siis @;; =6, a;,=>5 jne. Korrutades niiid arvuga 6 ja
lisades juurde (Sy -+ 2)®>— (5y + 2)% saame
(6x + 5y + 2)2 — 109y2 — 68y +- 104 = O,
ja veel korrutades arvuga A= — 109 ja lisades juurde 342=34?,
saame )
— 109 (6x 4+ 5y + 2)2 + (109y + 34)2 — 12492 =0
ehk
X2 — 109y2 — 12492 =0,

kui votame uuteks koordinaatideks

X' =109y 4 34 ja y'=6x +Sy+2 41b

(sest on viisiks kirjutada niisuguses kolmeliikmelises hiperbooli
v8rrandis tdhega y nimelt selle liilkme tundmatut, millel on maéark
samane vabaliikme omaga).
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Et antud vorrandi determinant on |V 42] A = :%fz mitte

null, siis esitab see v8rrand kddumata teise jirgu joone ja nimelt
hiiperbooli, sest temal on Ay, = —109 <C 0. Uued teljed

X =0=109y+ 34 ja y'=0=6x+ 5y +2
on selle hiperbooli {iks paar kaasdiameetriid ja nende l3ike-
punkt O" = (x,, y,) tema keskpunkt, kus on

3 —
. — 0,31 ja siis x5= — 2’5 = — 0,075.

Homist 205

Esimese uue koordinaadi ruut x’2 ei saa sellel hiiperboolil
millalgi olla vahem kui 12492, sest ta peab ju thes mittepositiivse
arvuga — 109y’2 andma 12492.
Sellega saab koordinaat x’ oma
darmise vaartuse siis, kui on

¥ =0, ja nimelt o=
= + /12492 =+ 111,8 ja siis
111,8 — 34

V4lb =" - el e
{ 1y 109
=718 7109 =0,71 "¥61 “y=
111834 il el et
—_165——_—_145’8'109_
= — 1,34.

Teisel uuel koordinaadil
#armisi vaartusi ei ole, sest Joonis 24.
olgu y’ jaoks antud mis reaalne
arv ‘tahes, tema ruut on positiivne ja sellega ka positiivne arv
199y2 + 12492, mille ruutjuur ongi see x’ vaartus, mis antud
4’ vaartuse korral rahuldat selle hiiperbooli vorrandit, Kuid saadud
vérrandist x'? — 109y’2 — 12402 =0 paistavad silma kaks uut
joont, mis aitavad antud héperbooli kuju madrata. Nimelt saab
selles vérrandis kahe esimese liikme summa teguriteks lahutada
X' — 109y'2 = (x' + 1/109y") (x' — J/109 y), nii et see vdrrand
saab viaga lihtsa kuju

x"y" — 12492 =0,
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kui vdtame teisteks uuteks koordinaatideks
x =& +)/109y' =6)/109x+ (109 + 5)/109) y+ 34+ 2}/109 ja

¥y =x"—)/ 109y = —6)/109% + (109 —5}/109 )y + 34—2)/109.
Nende teiste uute koordinaatide teljed 2" =0 ja »”"=0 lahevad
labi hiiperbooli keskpunkti (sest keskpunkti esimesed uued koordi-
naadid x’ =0 ja y' =0 rahuldavad nende vdrrandiid) ja nad on:
esimene tdusuga

—61/109 el
m1= RTINS » e P T =
109 +5)/109 V109 + 5
L T XY 1,1
e V1R S5 O 1 1

nii et nad saame kohe joonistada [J 24]. Need uued teljed lahutavad
tasapinna neljaks osaks ja antud hiiperbooli punktid on ainult -
selles kahes osas, kus on x” ja y” kas mdlemad positiivsed v5i
mdlemad negatiivsed, sest vérrandi x”y” — 12492 =0 jargi peab
nende korrutis olema positiivne. Sellest vdrrandist on ka néha,
et hiperbooli punkt killalt kaugel iihest uuest teljest, on teisele
teljele kui ligidal tahes, aga mitte kusagil otse iihe v3i teise telje
peal. Sellepdrast nimetatakse jooni x” =0 ja y” =0 selle hiiper-

booli astimptootideks (s. o. mittelihenevateks).

— 0,39 ja teine

Hiperbooli korral on valemis 42 arv Agy = @y @90 — Q1o
negatiivne, nii et dldisel kujul saame sealt (kahe esimese liikme
summat teguriteks lahutades)

x//y// +011 A=O 45

kui vétame [V 41]

x"=y'+a;)/—Apx’ ehk
X' =ayV/ —Aopx+(Ag + 1o/ —A0)Y—Az + @10l — Ano
Y/ =y'—V —Agpx’ ehk

V' =—a,, V'~ ApX+(Aoy—a12)/ —Ag))y—Asy— 10/ — Agy

46
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Jooned x"=0 ja y”“=0 on tdesti asimptoodid aslimp-
toodi mdiste- endise maaruse jargi, sest nad lahevad labi hiper-
booli: “Keskpunkti ja nende tdusud on vdrrand V 26 juured, niiteks
esimese joone oma:

—auV/—Awn _ —an __—a, (@Y —Aw) —

Awtap)/—Ap  —V—Aptas Aoty
Badl Aot
s 3 P (@1o+ V a12"—011855).

Naide 3. Olgu antud vdrrand
9x2+12xy+4y*+7x+11y+12=0,

kus on Ay=a,,85—0a,52=9.4—62=0. Et siin on esimese liikme
kordaja ruutarv, . siis .saab juba ilma temaga korrutamata kirjutada
esimese - kolme lilkme summa ratsionaalselt (ilma juuremargita)
kaksliikme ruuduna:

Bx+2y2+7x+11y+12=0.
Kui niiid vdtame uuteks koordinaatideks

y=3x+2y ja xX=7x+11y 412,
siis saamegi antud vdrrandile vdga lihtsa kuju
¥2+ x'=0.

Need uued koordinaadid on siin tdesti vdimalikud, sest jooned
x'=0 ja y'=0 Idikuvad ($ # %). Nende I8ikepunkt O'=(%4, —}$)
on {iks punkt, mille koordinaadid rahuldavad antud vérrandit. Koik
muud punktid on joonest x’= 0 negatiivsel pool, sest positiivsed
x’ vaartused ei saa rahuldada vérrandit y’24 x’=0, kus nende
summa ‘mittenegatiivse arvuga y’2 peab null saama. Sellega ei
saa antud vdrrand esitada sirgete joonte paari ja esitab siis para-
booli mis puutub joont x’=0 ehk y telge punktis' O". Uus x-telg
on selle parabooli iks diameeter, sest iga x’ (negatiivse) vaartuse
korral saab y’ jaoks kaks siimmeetrilist vaartust, nii et x'-telg poo-
litab tGesti y’-teljele paralleelsed k&dlud.

Kui need uued koordinaatide teljed ei ole teine teisega risti
(nagu siin, kus 3.7 4+ 2.11 ei ole null), siis saame kohe teised
uued koordinaadid, mis on juba ristkoordinaadid, vdttes

¥ =y+te=3x+t2y+e
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ja siis (selleks, et parabooli vérrand saaks y” 24 2" =0)
=X —6bcx—4cy— A= (1—6c)x+ (11 —4c)y+12—¢?,
ja vottes selle juures ¢ nimelt nii, et oleks 3. (7—6¢)+2(11—4c)=0,
8."0lf c =48 ==1/65¢.
(Uldisel kujul saame paraboolile vérrandi
y24x"=0

ristkoordinaatides ‘siis, kui vétame V 43 jargi

y'=anx+apy+ec,
X" =(2a1810—2a,0) X +(2A11A20— 2 150)y + @11 Gy C*
ja ¢ nii, et on
31 (2 @338y0—28450) + 415 (2 811850 — 20156) =0

47)

Joon y”==0 ehk uus x-telg on siis nimelt parabooli telg (sest
ta on vdrrandi y”"?+4x" =0 jargi parabooli simmeetria telg ja
tema vdrrand valemist 47 on samane vdrrandiga V 28). Joon
x" =0 ehk uus y-telg on puutuja tipus (sest tema lGikepunkt para-
booli teljega y” =0 on ka parabooli punkt ja kdik muud parabooli
punktid on temast iihel pool). Antud parabooli jacks saame nende
uute koordinaatide telgede vdrrandid vanades koordinaatides, kui
paneme vdrrandite X" =0 ja y” =0 pahemate poolte avaldustes ¢
asemele tema véaartuse. Nii saame

x' =-—292x+438y+926=0 ja

y'=3x+4+2y+41,65=0.

Viimane vdrrand siin on selle para-
booli telje vérrand. Neid v&rrandiid lahen-
dades saame tipu vanad koordinaadid.
X Ja Yo

Xy==0,59 + jaog), e=idsd 721

Selle parabooli joonistamine saab veel
hélpsamaks siis, kui need uute telgede vor-
randid vanades koordinaatides teeme nor-

Joonis 5. maalseteks, jagades esimese liikmed arvuga

/ V2,922 + 4,38*=15,27 ja teise omad arvuga

)/ 324-22=)/13. Siis saavad nende 'vérrandite pahemad pooled
punkti (x, y) kauguse arvudeks uutest telgedest nimelt vana
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md&du jirgi. Véttes need kauguse arvud (lihise vana m&ddu
jargi) kolmandateks uuteks koordinaafldeks

” ”

"r
e

65,27 W Tan: /13

saame vorrandist y” 2 4 x”" =0 vdrrandi selle parabooli jaoks nen-

des viimastes koordinaatides sel teel, et paneme x” asemele temaga

tthevordse 5,27x" ja y” asemele }/175 . Nii saame v&rrandi
13y"2+45,27x" =0

ja siit V 33 jargi 17 L

g
Piacat oSN Vagd, it ol S
fookus g 7 T 5,27 : 52 =-—0,10 vana mdd&tu tipust

eemal ja nimelt seal pool uut y-telge ehk 3‘,— =0, kus ei ole vana

5,27
9,26
5,27

Sellel paraboolil [J 25] on siis

alguspunkt, sest vana alguspunkti kaugus sellest teljest on -{-—

ma&otu.

Méarkus 1. Uksikutes numbrilistes niidetes vdib see teise astme
vorrandi masinlik lihtsustamise kdik vahest liitheneda, nagu niites 3, kus ei
tulnudki korrutada arvuga a;;. Ndites 1 oleks vGinud v&rrandil 2(2x 4 2y +
+4)24- (2y — 18)2 — 328 = C jagada kdik liikmed arvuga 4. Siis oleks saanud
lihtsam vérrand 2(x +y +2)*+ (y —9)2—82=0 ja siis ka x” ja y’ li htsamad

X =x4+y+2 ja y=y—09.
Méarkus 2. .Jagades valemis 42 koik liikmed arvuga — a; ;A ja
vottes uuteks tundmatuteks ellipsi korral (kui on Ay > 0)

4
x” —l/ A"Ox ja y” e e A
ay A ] —”uA

ja hiiperbooli korral (kui on Ay, < 0) siis, kui on a;;4 >0,

/

RY
x”=l/ Aoy ja g Y
a; A VauA

aga siis, kui on a;;4 <0, .

X”: r=zsve_va y __V AQO x,
y -anA aA

saame vdga lihtsad v&rrandid

ellipsile’ x"24y”2—1=0
ja hiiperboolile x”2—y”2 —1=0

48

6.



- Mérkus 3. Cartesiuse ristkoordinaatides on esimene vdrrand valemis
48 ringjoone vdrrand, kui m&dduls on selle ringjoone raadius, ja teine piist--
hiiperbooli v&rrand, kui mddduks on selle piisthiiperbooli reaalne poolte'g.
Sellepdrast vaib iitelda, et sellekohaseid uusi Cartesiuse koor-
dinaatisid vottes saabigaellipsi virrandi tehasamaseks
ringjoone vdérrandiga ja iga hiiperbooli vdrrandi piist-
hiiperbooli'omaga. Selle asemel Geldakse liihidalt, et iga ellips on
affiinne ringjoonega ja iga hiiperbool piisthiiperbooliga (Ladina “affinis
tahendab sugulane).

Kui kahel punktide kogul, niiteks ringjoonel ja ellipsil, on v&rrandid
samased ja iithe kogu igale punktile loetakse vastavaks teise kogu see punkt,
millel on needsamad koordinaadid, siis on see vastavus iiksiithene. Kui selle
juures on koordinaadid kummagi kogu punktidel nimelt Cartesiuse omad, siis
nimetatakse se€da vastavust affiinsuseks (nagu ringjoonel iga ellipsiga ja
piisthiiperboolil iga hiiperbooliga), kui veel ristkoordinaadid, kus on kummalgi
punktide kogul x-telje mddt samane y-telje omaga, siis nimetatakse seda vas-
tavust sarnasuseks ja iihte punktide kogu sarnaseks teisega, ja kui
ithe punktide kogu koordinaatide telgede m&5t on veel samane teise omaga,
siis ‘nimetatakse seda vastavust ihtivuseks ja iihte punktide kogu iihti-
vaks teisega. Niiteks on ringjoon iihtiv iga ringjoonega, millsl on seesama
raadius, sarnane iga ringjoonega ja affiinne iga ellipsiga. Iga teise jargu joon
on sarnane iga muu teise jdrgu joonega, millel on see sama numbriline

ekstsentrisus &. Sest iihevdrdusest S—Ef‘ _]/tz—+b [16 14) M 1] ]argneb

+ b2 —=a2(1 — &2 ja sellega vdrrandist in’% — 1:=0 vdrrand ﬁ -

2 i y'2
= S gl
+(1 o W e — 1 =0 vb&i siis x"2 R

— 1 =0, kui uueks m&dduks

voetakse a endist m&5tu, ja parabooli korral jirgneb v&rrandist y2— 2px =0

- X
vorrand %g —2 ;:0 vai siis y’2 —2x’ =0, kui uueks mddduks vietakse p

endist m&5tu. (Uhtivus on muidugi ka sarnasus ja sarnasus ka affiinsus.)

Saab tSendada, et iiks punktide kogu on iihtiv teisega siis ja ainult siis,
kui igale kaugusele esimeses kogus on vastav niisama suur kaugus teises,
sarnane siis ja ainult siis, kui igale nurgale vastab niisama suur nurk, ehk
kui ristjoontele vastavad.ristjooned, ja affiinne siis ja ainult siis
kui paralleelidele vastavad paralleelid.

Méarkus 4. Vorrandite V 48 korral on koordinaatide telgedeks iiks
paar kaasdiameetriid (s. o. (kald)siimmeetria telgi). V&ttes uuteks koordinaati-
deks (hiiperbooli korral alumise mirgiga)

xl/l =kox” ‘_*_ ky/l
y/// T kxll i koy// " 49
(kus on k2 4 k2—1)
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saame. ellipsi v3i hiiperbooli v&rrandile sellesama kuju x’//2+y’//2 —1—=0,
aga koordinaatide telgedeks juba uue paari kaasarameetriid. kui ei ole £y=1
v6i ky=0. Andes sellele kordajale mis védrtuse tahes nende #irmiste vahel,
s. 0. nii, et on 1>k, >0, saame koordinaatide telgedeks missuguse uue
kaasdiameetrite paari tahes, sest ristkoordinaatide korral jirgneb see harjutu-
sest 28 ja siis kaldkoordinaatide korral samaste koordinaatidega méairatud
vastavuse iiksiihesusest [M 3|. .

Midrkus 5. Vérrandid saavad sagedasti kdsitamiseks lihtsamad nii-
nimetatud parameetrilisel kujul, s. o. siis, kui saab tundmatud x, y
jne. avaldada mingi abiarvu (parameetri) najal (mida sagedasti kirjuta-
takse tihega 7). Niiteks on sellel ringjoonel (niinimetatud m&dduringil),
millel on keskpunktiks koordinaatide algus () ja mis liheb libi m&ddupunkti
X (nii et tema raadius on 1), vérrand

x24+32—1=0
ja tema iga punkti P — (x, y) koordinaadid nimelt
x=cos f ja y=— sin ¢
kui arv ¢ on kaare XP pikkuse arv. Seda kahte v3rrandit nimetataksegi ringi
parameetrilisteks vdrranditeks. Nii saavad ka igale ellipsile parameetrilised
vérrandid x’/ = cos f ja y’’ = sin ¢ [V 48], kui parameetriks ¢ vdetakse
selle ellipsiga affiinse m&&duringi kaare pikkus.

MG&Gduringi kaare pikkuse arv on samane selle kaarega piiratud sektori
pindala arvuga (kui pindala m&3duks on p&hikolmnurga OXY pindala). Selle-
parast vGib nendes parameetrilistes vdrrandites parameetrit ¢ lugeda nimelt
sektori pindala arvuks (kaare pikkuse arvu asemel). Saab tdendada, et
affiinsetel punktide kogudel on vastavad (s. o. vastavate punktide vahelised)
pindalad proportsionaalsed. Sellest jirgneb, et ellipsi x”24y”2 — 1 = 0 sektoril
O”X"P” on pindala arv samane ringjoone x2 4 y2— 1 =0 vastava sektori OXP
pindala arvuga, kui esimese pindala m&Gduks on kolmnurk O”X”Y” ja teise omaks
OXY. Sellepdrast vdib ellipsi parameetrilistes v&rrandites x” — cos f ja
y =sin { lugeda arvu ¢ sellesama ellipsi sektori O”.X”P” pindala arvuks
(kui on P" =(x", y")).

Kui piisthiiperboolil on keskpunktiks alguspunkt O ja iiheks tipuks
m&ddupunkt X, siis on selle mddduhiiperbooli vdrrand

x2—y2—1=0
ja tema igal punktil P=(x, y) nimetatakse esimest koordinaati x sektori
OXP (millel dédrjoone tiikk XP on hiiperbooli kaar) pindala arvu ¢ hiiper-
boolseks koosinuseks ja teist koordinaati y selle pindala arvu hiiper-
boolseks siinuseks ja kirjutatakse
x=—cosh £ :Ja ., y=sigh £

Need on mddduhiiperbooli: parameetrilised vdrrandid, sest on tabelid, kust saab
iga arvu f jaoks kohe lugeda cosh f ja sinh ¢ vdirtused, nii et nende vor-
randite jirgi saab tGesti leida x- ja y-vddrtused f-vdirtuste abil. Needsamad
vBrrandid on ka iga hiiperbooli x”2—y”2-—1=0 parameetrilised v&rrandid
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x"==cosh ¢ ja y” =sinh ¢, kus on ¢ selilesama hiiperbooli sektori O"P”"X”
pindala arv (kui on P/ =(x”, y”) ja pindala mdGduks O” X" Y").

Harjutus 78. Tdendada, et ka kaldkoordinaatides on sirge joone vor-
rand esimese astme vdrrand [H 22; 15).

H. 79. Tbdendada, et ka 'kaldkoordinaatides on joonte
s—ax-+by+c=0 ja s —a'x+by+c =0,
paralleelsuse tunnuseks
: a b
= [H 31,

a/

H. 80. Td&endada « niisama, et ka kaldkoordinaatides on kolmnurga
(*10 ¥1)(xz, ¥o) (x, y) pindala arvuks (x; — 25) (1 + ¥o) + (o— 2) (y2 +3) +
+ (x—x;) (y + 1), kui mo8duks on kolmnurga OXY pindala. [Joonis I1 tuleb
teha nii, et telg OV ei oleks risti teljega OX ega |O¥ = |0X]. K&ik kolm
trapetsit tulevad lahutada kolmnurkadeks, nditeks tthendades punkti P’ punkti-
dega P; ja P, ja veel punkti P, punktiga P’,, ja need kolmnurgad vorrelda
kolmnurgaga OXVY, vottes selle juures nditeks PP'P; asemel temaga iibevérdse
PP’P’y, nii et igal saadud kolmnurgal oleks iiks nurk {ihevdrdne nurgaga YOX
voi selle tdiendusega kahe tdisnurgani, sest niisugustel kolmnurkadel on pind-
alad broportsio_naalsed selle nurga juuresolevate kiilgede pikkuste korrutistega:}

H. 81. Td&endada, et siis, kui iihele punktide kogule tasapinnal on
méadratud Cartesiuse koordinaadid mingi pdhipunktidega O, X ja YV ja teisele
punktide kogule teiste pdhipunktidega O/, X’ ja Y’ ja esimese kogu igale
punktile (x, y) loetakse vastavaks teisest kogust punkt (x/, y’) siis ja ainult
siis, kui on, x'=x ja y/ =y (nii et see vastavus on affiinsus), on esimese
kogu - punktide vahelised pindalad proportsionaalsed teise kogu vastavate
punktide vahelistega ja nimelt
(X1 Y1)(xo Yo)lxg. ¥3) 1 (X', V(X ¥0)(X5 ¥'g) = OXY: O’X*Y [H 80].

H. 82. Té&endada, et ellipsi ':_j +"; — 1=20 pindala on 27z ab OXY
ehk wab ruutmdstu.

H. 83. Tdendada, et affiinsetes punktide kogudes iihe kogu parallee:
lidele, vastavad teise kogu paralleelid: [H 79].

H. 84. Oeldakse, et iihtivus on: 1) kommutatiivne ehk vahetuv,
s. o. kui iiks kuju on iihtiv teisega. siis on ka teine iihtiv esimesega; 2)
transitiivne ehk ileminev, s.o kui iiks kuju on iihtiv teisega ja teine
kolmandaga, siis on.ka esimene {ihtiv kolmandaga, ja. 3) refleksiivne ehk
tagasitulev, s.o. kui iiks kuju on iihtiv teisega, siis on ta ka iihtiv ise-
enesega. Kas v3ib seda iitelda ka sarnasuse ja affiinsuse kohta?

H.85. Tdendada Apolloniuse lause: Parallelogrammidel,
millel on nukid ihe ellipsi punktid .jadiagonaalidselle
elvli,p.vsi kaasdiameetrid, on pindalad iihevdrdsed. [Olgu iihe
diameetri ots (ellipsi peal) X ja .tema kaasdiameetri ots Y md&&dupunktideks,
need . diameetrid ise telgedeks ja siis keskpunkt O .alguseks Cartesiuse koor-



dinaatidele. Siis on selle ellipsi pindala nendes koordinaatides 220XY [M 5;
H 81]. Niisama on selle ellipsi pindala 27w OX’Y’ nendes koordinaatides,
millel on telgedeks teine paar kaasdiameetriid ja mdddupunktideks nende otsad
X’ ja ¥’ (ellipsi peal). Sellega on OXY— OX'Y’ ja siis ka 40XY —40X’Y).

H. 86. Td&endada, et parallelogrammidel, millel on iiks nukk hiiperbooli
peal ja kaks kiilge selle hiiperbooli asiimptootide tiikid, on pindalad iihevSrdsed.
[Olgu hiiperbooli peal oleval nukil koordinaadid x” ja y” [V 45|, siis on selle
parallelogrammi pindala [H 80] 2 x"y” O’ X"Y” — — 2a;A. O’ X"Y”, nii et ta ei
olene sellest nukist. Niiteks on joonisel 24 O'P'PP" = O'P,P,P" |

H. 87. Hiperbooli 18ikajal sirgel joonel on tiikk
ihest 16ikepunktistiihe asimptoodini tihevdrdne tiikiga
teisest asiimptoodist teise 18ikepunktini. Sestjagades hiiperbooli
vorrandil V 45 koik liikmed arvuga — a,;A ja v3ttes uuteks koordinaatideks niiteks

iy g e /i' saame hiiperbooli vdrrandiks xy—1--0 ja l8ikaja joone
1 s
vorrandiks [H 78] mingi ax.4 by 4+ ¢ — 0 ja siis nende 1Gikepunktide P ja P,

esimesteks koordinaatideks (asetades vairtuse y — A esimesest vorrandist teise) :
T

f cr+l /2 — 4ab ja x. 4 1 / c? 4"
TR g Votedabo A SF A santely
c
kuna IGikepunktil P, asiimtoodiga y —O0 on esimene koordinat x; — — =
ja loikepunktil P, teise asiimptoodiga x —O0 on esimene koordinaat muidugi

x3 = 0 ja sellega koordinaatide vahe xg—x=;a—2~15 V/ €2 —4ab tGestiiihe-

¢

T 2a

PP3— PP,. Kuidas saab selle lause pohjal leida hiiperbooli punktisid kui
palju tahes, kui hiiperboolist on_antud tema iiks punkt ja asiimptoodid?

H. €8. Harjutuses 22 saab sirge joone vdrrand kdige pealt proportsiooni

kujul. Kui seal kirjutame jagatiste iihise vddrtuse mingi tdhega niiteks ¢, s. o.

X—X-_ y—¥

A5 A1 NIt
siis saame x ja y avaldada selle uue arvu abil ja sellega sirge joone
parameetrilised vérrandid

A %S ¢
vordne koordinaatide vahega x, — x; —9g V E—4ab+ . ja siis ka

x=x11+ (X — x))t ja y —y; + (Yo —)¢ S0

Mille arv on siin parameeter £?

H. 89. Iga vdrrandite paar x-—x;-+atf .ja y-—y,; + bt méadrab
(arvu ¢ igasuguste vdirtuste abil) iihe sirge joone (mis ldheb 14bi punktide
(x1, ¥1) ja (xg, Vo) = (x;+a, y;+ b). Asetades siimmeetrilisesse bilineaar-
sesse vorrandisse V17 x, a', vy ja y’ asemele jirgemddda x; -+ af, x,+ at,.
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vy +bt ja y,-+bt', saame bilineaarse vorrandi tundmatutega ¢ ja #. See vdrrand
saab ka siimmeetriline, sest kordajaks saab arvudele #ja ¢ seesama arv (a;x; +
+apy; + ap)a + (apx; + ana + asx)b, nii et temaga on midratud kahe-
kordne vastavus [6] M sirge joone (x-—x; +af ja y =y + bf) punktidele,
mis on nimelt kaaspunktide vastavus polaarses siisteemis V 17 [16 9)]. Kaas-
punktide vastavust sirgel joonel (ja kaaskiirte vastavust kiirte kimbus ja ka
iildse iga kahekordset vastavust |6 M]) nimetatakse involuutsuseks
(Desargues, XVII. a. s. algul) ja siis ebapunkti kaaspunkti involuutsuse
keskpunktiks Madrata polaarses siisteemis keskpunkti ja diameetri
moisted involuutsuse keskpunkti m3iste abil.

19. Koordinaatide teisendamine tasapinnal. Polaar-
koordinaadid. Teise astme vdrrandile kahe tundmatuga saime
lihtsamad kujud siis, kui endiste tundmatute x ja y asemele vét-
sime uued tundmatud x’ ja y’ v8i x” ja y”, mis olid seotud endistega
valemitega 41, 43, 46, 47. Nendest valemitest saame kergesti va-
lemid endiste tundmatute x ja y jaoks uute abil. Neid valemiid
nimetatakse Cartesiuse koordinaatide teisendusvale-
miteks tasapinnal, sest uute koordinaatide vdtmist endiste ase-
mele nimetatakse endiste koordinaatide teisendamiseks
ja valemite 41, 43 jne. jargi saadud uued koordinaadid on ka Car-
tesiuse omad (s. o. kauguste arvud), kui endised olid.

1) Cartesiuse koordinaatidest saavad uued koordi-
naadid ka Cartesiuse koordinaadid ainult siis,
kui teisendusvalemid on tdislineaarsed, s.o. kui uued
koordinaadid x"ja y’ on esimese astme avaldused endistes x ja y:

X =ax+by+c 51
Y =ax+by+c

(nagu nad koigis siiamaalseis teisendsvalemites olid). Sest murd-
lineaarse teisenduse korral, s. o. kui uued koordinaadid
oleksid esimese astme avalduste jagatised endistes:

,_ax byt . @x+by+c
= — ja y=—=———-—3"
ax + by +c¢ ax==by ¥ ¢
ei saaks koordinaatisid joone ax- by + c¢=0 punktidele, ja kui
uus koordinaat oleks teise astme avaldus endistes
X =a,x* +2a15%) + 8y Y® + 2810X + 285y + oo,
siis saaks uueks teljeks x'= 0 teise jargu joon.
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Valemiid 51 nimetatakse ka lineaarseks asemele-
panuks ehk lineaarseks substitutsiooniks, sest selleks,
et mingi kauguse, pindala véi muu’ geomeetrilise suuruse
avaldusest uutes koordinaatides saaks sellesama geomeetrilise suu-
ruse avaldus endistes, tulevad panna uute koordinaatide asemele
nende vaartused nendest valemitest. Nendest valemitest silma
paistev determinant :

a, b -

ay by ;
nimetatakse substitutsiooni determinandiks v&i substi-
tutsiooni mooduliks ja substitutsiooni ennast siis unimodu-
laarseks, kui see determinant on 1.

Valemid 51 saavad lihtsama erikuju 1) siis, kui seal on
b=0=a, ja a,=1=0b,, ja 2) siis, kui seal on ¢;=0=c¢,,
a4+ b2=1=a2+ b>=a,®+a,® ja a,a,-}bb,=0 (kust
siis jargneb ka 6,24 b32=1 ja a,b,+a,b,=0 ja unimodulaarsuse
korral, s. o. kui on a,b, — a,b, =1, veel a,=0b, ja a,=—b,).

Esimesel erijuhusel saavad teisendusvalemid (kui ¢; ja ¢,
asemele kirjutame —Xp &)

x,=x'—x0 x:x’+x0

: : 52
B =l e | y=y -+

Siis on uutel koordinaatidel uus
sP=(x, y) alguspunkt 0"=(x,, ¥o) [J 26], aga
YY) teljed paralleelsed endistega ja m&at

endine: OX3+O0' X" ja OYHO'Y".
e Seda koordinaatide teisendamise
ys o'l X |Pr erijuhust nimetatakse lihtsalt al-

Yo guse edasiviimiseks.

~
N
—_—

Xo

< B B

i . Teisel erijuhusel saavad tei-
OT X Py sendusvalemid (kui nendes Kkirju-
Joots. 26, ' tame kordajad Kreeka tahtedega)

x=a,x+8y x=Bx—By=0ux+ay

’ ’ ! 4 3
y=0x+fy y=—ax4a,y=0x+By .
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Siis on uutel koordinaatidel seesama slguspunkt, mis endistelgi,
aga moddupunktid uued X'=(a,, 3,) ja V'=(as £ [J 27] nii,
et m3dt on endine OX|=Va?2+p32 10X =|0X| ja
P OY'|=Vaz2+p8* 10X|=|0X
(kui oli |OX|= OY/). Siis on ka a, ja 8,
" nimelt uue x-telje ihe mdddu pikkuse tiiki
projektsioonid endiste telgede peal ja niisama
ka a, ja (3, uue ytel]e omad, s. o

@y'==Ccos xx’, B, = cos xy ja
—

Joonis 27.

@y = Cos a.y,ﬂ,—cosyy
ja need uued koordinaadid on ka ristkoordinaadid, sest uute telgede
vahelise nurga koosinus on
Y oa
cos X'y =a,0,+ 3, =0

ja sellega see nurk taisnurk. Sellepédrast nimetatakse seda substi -
tutsiooni [V 53] ortogonaalseks, s o. taisnurkseks, Uued
teljed Ghes oma m&ddupunktidega on siin saadud nagu endisi telgi
poérdes nurga x}' vorra, mille vaartuse kirjutame ka tihega o.
Selleparast nimetatakse seda teisendamise erijuhust telgede
pédrmiseks. ; ,

Telgede po6rmise valemid 53 paistavad silma jooniselt 27,
kui seal métleme murdjoone OP,P projeksioonisid uute telgede
(v6i nendele paralleelsete joonte) peal

OP,=0P; cosxx1+P Pcosxy L PWOP cosxy’+P Pcosyy,

voi jalle murdjoone OP, P projektsioonisid endiste telgede (v&i
nendele paralleelsete ]oonte) peal

OP,=0P, /cos X x+P IPcosxy ja P . P=0P, cosxy+P Pcosyy,

sest valemid 53 saavad nendest iihevérdustest, kui nende ksik
liikmed jagatakse m&&duga OX|=|0X"|.

2) Algust edasiviies ja telgi podrdes saab iga
antud teise astme vérrandi V 34, kui ta esitab k&-
dumata joone, teha kanooniliseks [V 38, V 35] (s. o.
véimalikult lihtsaks Cartesiuse ristkoordinaatides muutmata m&dduga,
sest Kreeka xzavdw, nagu Ladina norma, tahendab juhtnéor ehk
eeskuju ja sellega kanooniline, nagu normaalnegi, — niisugune,
nagu peab olema). Selle lause tdendame jargmiste juhuste kaupa.
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(1) Kui ei ole ay,a,0— a,,>=0 ega a;, ja ay,, mdlemad
nullid, siis viime alguse punktisse (X,, ¥,), s. 0. paneme vdrrandis
V 34 x ja y asemele x'+x, ja y+y, [V 52], nii et saame

ayy (X %02+ 2a,5(X"+ X0} (¥ + Yo) + Qoo (¥ + 30> +

+ 28, (X 4 X)) + 285 (Y + YoV + a9 =0
ehk avades sulud ja vdttes siis sulgude taha x’ ja y':
a11X %4 2a,19XY 4 Q9o ¥+ 2(a11X0 + @10 Yo+ @19 X +
+ 2(@19%0 + @ Yo + A20) Y + @00 =0, :
kus on liheduseks kirjutatud

@11X0°+2815X, Yot oo Yoo+ 2 Q10X+ 280y Yo+ 80g=0a'g0 | 54

Kui selle juures valime arvud x, ja y, nii, et saab

ayXo+ 1Yo+ a1p=0 ja @y9Xo—+ @Yo+ Az =0
ehk xo=A,0: A0 ja yo=~As:Ayp (kui liheduseks kirjutame
Aoy — 1082 = Ajg, 13810 — 81180y = Ay ja 8110n—Xy*=A00),
siis saame antud vdrrandi asemele juba lihtsama

ayxX? 425Xy + a3y?* + @' =0
ja uute koordinaatide alguseks on nimelt antud teise jargu joone
keskpunkt [V 21]. Kui on a;,=0 ja a4, /0, siis saab juba siit
kanooniline vérrand [V 38]. Kui aga on a'yy=0. siis esitab antud
vérrand sirgete joonte paari [V 40].

(2) Kui saadud vérrandil ei ole a,,=0 ega a/o=0, siis
neid esimesi uusi telgi pdérdes, s. o. pannes saadud lihtsamas vor-
randis X’ ja )’ asemele nende vaartused valemitest 53 teiste uute
koordinaatide abil: xX'=a,x" + a,y” ja y'=px" + B.y’, saame

ay(ax” + 0y P + 2415 (X" + ay” ) (Brx" + Boy") +

+ A5 (B X" + oy )+ 200 =0
ehk avades sulud ja véttes sulgude taha x” ja y”:
@ X"?+2009x" Y + @y + 00 =0,

kus on liheduseks kirjutatud

A110,% + 28,5040, + @0 =a'yy
a1 0%+ 28150505 + Agofls? = @'y 55
a0, 05 + A15(04 35 + @,By) + BB =0y

J
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2 £
Kui selle juures valime nurga x'x” vairtuse ¢ nii, et saab a’;,=0,
. N
s. o. (kui silmas peame, et valemis 53 on ay,=— ;= —cos X"y'=

e N : - e
= —sin X'X"=-—sin @ ja fy=a,=-cos X'x"=cos @

—@y, cos @ sin g+4-a,, (éos%y—sin“qﬂ—{-a._,z sing cosp=0 | 56

ehk jagades veel arvuga cos?¢ (mis ei saa null olla selleparast,
et ei ole @,,=0 ja et {ihe nurga siinus ja koosinus ei saa olla
korraga nullid) ja muutes margid:

a,;tan? g +{a;; — ay,) tan ¢ — a;, =0,
siis saavad uued teljed nimelt selle teise jargu joone teljed [V 24]

B

! —tan ¢) ja v&rrand
a4

@1 X4 a'ny?+a' =0
saab kanooniliseks nagu valemis 38 [16 14)].

Kui antud vérrandis on a,,=0 ja a,,=0, siis on see vor-
rand juba nii lihtne, nagu muidu alles algust edasi viies saaks, ja
edasi lihtsustamiseks (kui tarvis) tuleb siis ainult telgi péérda.

(3) Kuion Ay =a;;a,0—a,;,.2=0 ja a,;,/0, siis saame telgi
pddrdes [V 53] ay(0yx'+ ayy' )2+ 2 ay, (X4 a2 y) (B X +-Boy )+
+ @ (B X'+ Y PP+ 210 (01X + 02 y) 42 a5y (31X +-F2 y') + @00 =0
ehk sulgusid avades ja siis sulgude taha véttes x' ja y':

@ x4+ 20,5y + 0w y? 4+ 20X + 2a'5Y + g =0,
kusona'y;, @'y, ja a'y, valemi 55 omad ja veel liiheduseks kirjutatud

(sest uue x-telje tdus on ju m =

@1o0y + AgoBy = @1 Ja @105 + Aoy = @' 57

Y
Kui selle juures valime nurga xx’' véartuse ¢ nii, et saab a’;,=0,
s. o. et oleks [V 56; V 24| (selleparast, et siin on a,,ds =a,.?

ja siis V(@1 —ap)* +4a,5* = a5, +a5)

SN e
tan @ = "1="22 y3j
G112

tan tp: T s 58
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ja sellest kahest vGimalusest nimelt viimase, siis saab ka

a4 awan
alL_ a,? (“11 —2ay .- a5 Bids Y e a?(a;; —2ay, + ay,) =0
a,

ja sellega vorrand :

QY2+ 20" 10X + 20’59y + @y =0.
Kui on a'yp =0 ja @y = 0, siis saab juba siit kanooniline vérrrand
V 35, ja:kui on a’y; =0, siis saab sellest v&rrandist arvule y’ ainult
kaks vaartust ja sellega esitab antud v&rrand uue x-telje parallee-
lide paari. -

(4) Kui ei ole @'y, ja a,, mdlemad nullid ega @',,=0, siis
viime alguse punktisse’ (x'y, '¥y), s. o. paneme selles v&rrandis
X' ja y asemele [V 52] x" +x'; ja y"+ o, nii et saame

@0 (Y +Y0)*+2a10(X" + X0) +20a% (¥ +¥o) + a0 =0
ehk sulgusid avades ja siis sulgude taha véttes x” ja y”:
armyr/2+2arloxn+2a// 20y1/+a,00:O‘
kus on liheduseks kirjutatud
@Yo+ A=20a"5 ja @ny®+20a10Xo+ 28y 0+ Go=0s,
ja valime uue alguse koordinaadid x'; ja y/, nii, et saaks a”,,=0
ja @'ye=0, s. o.

’
; a' aya’ a oo
Vo o=y iy x0T 59
@' 20,005

Siis saame vdrrandi

@3y ?+2ax"=0
ja sellest kanoonilise nagu valemis 35 (nii et punkt (x5, y'y) on
antud vdrrandiga esitatud parabooli tipp ja x"-telg tema telg).

Kui antud vérrandis on a,,a,, — @,,2=0 ja veel a,, =0, siis
on seal ka kas a;;=0 v6i a,, =0 (sest korrutis saab null olla
ainult siis, kui {ks tegur on null) ja sellega on see vérrand juba
nii lihtne, nagu muidu alles telgi pddrdes saaks. Edasi lihtsusta-
miseks (kui tarvis) tuleb siis ainult uus algus vdtta (ja viimasel
juhusel veel telgede nimed vahetada, kui tahame, nagu see viisiks
on, kanoonilises vérrandis saada nimelt y2, mitte x2).
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3) Kui iihe tasapinna peal on maérgitud iiks punkt niiteks O,
teine punkt naiteks X ja veel kolmas punkt, mis ei ole kiire OX
peal, naiteks YV (nii et on OY | OX ja |OY = |0X], siis saab
selle tasapinna iga muu punkti P taiesti maarata tema kauguse
arvuga punktist O m&ddu OX jargi:

o= |OP| 10X

ja nurga POX suuruse arvuga ¢, lugedes seda nurka kiirest OX
nimelt sinna poole, kus on punkt }. Seda kahte arvu r ja ¢
nimetatakse punkti P polaarkoordinaatide ks ja nurga POX
suuruse arvuks loetakse selle juures nimelt punkti O kui kesk-
punkti Umber Ghemdddulise raadiusega kujutatud ringi kaare
pikkuse arvu selle nurga kiljest OX punkti } poole kuni
teise kiljeni OP, s. o.
@ =-XFy: |OX

(kui P, on see punkt, kus ringjoon keskpunktiga O ja raadiusega
'OX | 15ikab kiirt OP). Punkt O nimetatakse siin ka pooluseks
ja kiir OX ka polaarteljeks.

Taisnurksest kolmnurgast OP’P (kui on P’ punkti P rist-
projektsioon kiire OX peal) jirgnevad nende Cartesiuse koordi-
naatide jaoks, millel on siin alguspunktiks O ja m&&dupunktideks
X ja Y, teisendusvalemid polaarkoordinaatideks ja {imberpsordult:

X=r cos ¢ r=yx*+ y*
60
y=r sin @ @ =arc tan %

Polaarkoordinaatides saavad mitmed. v&rrandid lihtsamad kui
Cartesiuse koordinaatides. QOlgu néiteks teise jargu joonel véetud
polaarkoordinaatide pooluseks iiks fookus (niiteks F, joonistel 15,
16 ja 17) ja polaarteljeks fokaaltelg sellest fookusest tipu poole ja
kirjutame fookuse ja temale vastava juhtjoone vahelise (absoluutse)
kauguse F,R’, arvu [lhk. 55|, mis on paraboolil p, liheduseks
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Et on [J15, J 16, ]17] TRH_ o+ ol 't‘ ’F’”

} cos ryt
= |FR, + | F,T ja mirgiga + nimelt siis, kui on nurga TFllv?1
vaartus ¢ > 1”22 ja sellega cos @ negatiivne, sellest jargneb dhine

vorrand koigile kddumata teise jargu joontele:

L:—g—-—rcoszp Chk "o peE1 < 2B 61

€ 8 I 4+ ¢&cosg

Miarkus 1. Kui valemis 54 on x, ja y, keskpunkti koordinaadid, siis
saab ta (nagu siis silma paistab, kui tema pahema poole kirjutame bilineaarselt)

Ay0Xo + oy Yo + g0 — @’ S54a

Numbriliste vdrrandite lintsustamisel tuleb tarvitada muidugi ainult seda liihe-
mat valemit.

Mirkus 2. Valemist 56 saame (médrgates, et on sin ¢ cos ¢ -

&
— 4 sin 2¢ ja cos?¢ — sin2p — cos 2¢
2

. 2a
tan 2¢ 12 Sé6a
a;; — Gy

Numbriliste vGrrandite kanoonilise kuju leidmiseks ja ka nendega esitatud joonte
joonistamiseks ei ole sugugi tarvilik nurga ¢ vddrtus (kraadides v8i mddduringi
kaare pikkuse arvuna), vaid vahest ainult uue mdddupunkti X’ v6i X” koordi-
naadid ¢, ja ;. Kui siiski seda nurga viirtust tarvis on, siis tuleb ta mui-
dugi leida sellest esimeseastmelisest valemist.

Markus 3. Arvud a’y; ja @’y valemis S5 on siis iihe kergesti meel-
dejddva teise astme vorrandi juured, kui on a’;, —— O, sest on ju nende summa
@'y + @'y = a5 (e + &) + 2a15(a18y + asBs) + an(B® + B — ay + an
(nagu see jargneb ortogonaalse substitutsiooni tingimusist) ja korrutis
@'y @'y /110 59— 010" (A3 04% + 2815018y + 05931%) (81105 + 201505854 Ap0B5%) —
— [ay0y05 + a3 (@155 + @oBy) + AoePrBo)? — Gyya05(y®By® + ByPag® — 2a,a5685) +
—+ a1® [4ay a0y — (Bs + @ofy)?] = (ayBy — Byao)® (84189 — @15) = 11855 —ay5°
(ortogonaalse substitutsiooni unimodulaarsuse parast). Sellega on vdrrandil

— (ay; + a0)2 + a4 — ap> =0

tdesti iiks juur A, =— a,,/ ja teine 1, — as’.
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Selle vorrandi vime saada rohkem geomeetrilisel teel. Kirjutame dia-
meetri vérrandi V 23 selle diameetri kaaskiirte sihikoosinuste @ ja 7 abil, s. o.

: B... : $3
paneme seal arvu m 'asemele tema vairtuse m:; ja kaotame murrud, nii &t

saame igaks juhuseks k3lbava v&rrandi (sest sihikoosinused ei saa millalgi
16pmatuseks)

(ana + apP) x + (apa + apP)y + ayya + axf =0 62

Kui diameeter on telg, s. o. risti. oma kaaskiirtega, siis on tema vdrrandis
tundmatute kordajad nimelt nende kaaskiirte sihikoosinused — vahest korruta-
tud mingi arvuga [H 36, H 30), mille siin kirjutame tihega 4, s. o. kui dia-
meeter on telg, siis on

aja+ apf — Aa

apa +»a22ﬂ 228 80

Need kaks vorrandit tundmatutega @,  ja 4 on @ ja B kohta homogeensed.
(Mitme tundmatuga v&rrandit nimetatakse nende tundmatute kohta siis homo-
geenseks (s. o. ihtlaseks), kui selle vérrandi k&iki liikmeid tema iihe
tundmatu sellekohase astmega (mille nditajat- nimetatakse ka selle vérrandi
astmenditajaks) jagades, kaotame selle tundmatu ja saame uuteks tundmatuteks
teiste tundmatute jagatised selle ithega ja sellega neid uusi iihe tundmatu vérra
vahem.) Jagades vdrranditel V 63 kdik liilkmed niiteks arvuga « ja leides siis

ithest vdrrandist jagatise % arvu 7 abil ja pannes saaduse teise vdrrandisse

3

53 asemele, saamegi iihe vorrandi tundmatu A jaoks, mille v&ime kirjutada

determinandi kujul

-rr ( "
dsr i

| =4 0 | _ g 64
[ ‘813 dpp— A |

mis on tdesli samane enne saadud vdrrandiga ja mida tema kuju pirast nime-
tatakse sekulaarvdrrandiks.

Et sekulaarvérrandi V 64 juured on nimelt vérrandi V 34 kanoonilise
kuju saamiseks tarvilikud kordajad a';; ja a’ss, see selgub ka siis, kui silmas
peame, et valemites 53 on kordajad «;, f; ja as, f» nimelt uute telgede sihi-
koosinused ja peavad siis selleks, et antud vdrrandile saaks kanooniline kuju,
olema selle vdrrandiga esitatud teise jirgu joone telgede (vGi telje ja tema
kaaskiirte) sihikoosinused. Sest kui iihevdrdustes V 63 on a=a; ia =43,

- ja seal korrutame esimese iihevdrduse liikmed arvuga @, ja teise omad arvuga

3y, siis saame nende iihevdrduste esimesi pooli liites a’;; [V 55] ja teisi pooli
liites 4, ja niisama saame siis a’pp = 4, kui on @ = as ja B = Py ja esimese
iihevorduse lilkmed korrutame arvuga a, ja teise omad arvuga fs.
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Méarkus 4. Selleks, et antud numbrilisele teise astme vdrrandile
kanoonilist kuju saada, lahendatakse kdige pealt sekulaarvdrrand [V 64]. Kui
selle juures ei saa iikski lahendus null, siis on antud vérrandiga esitatud teise
jargu joonel keskpunkt, mille koordinaadid leitakse vérranditest V 21 ja siis
nende jargi a’y, valemist 54a. Kui sekulaarvérrandil saab iiks lahendus null,
siis on Ay = a'11@'pp = 613805 — a%3 — 0, s. o. antud vdrrandiga esitatud
teise jargu joon keskpunktita, ja kordaja a’y, jaoks [V 57] saadakse a, ja
véaidrtused (valemi 58 asemel) valemi 63 iihest vdrrandist, kui sinna pannakse
71=0, ja nimelt

_7&“_ 5 Foloort W,
V a®+ a2 Vau + ap.?

Niiteks on vdrrandi 2x2+ 6xy +y2+4 8x+10y4+6=0 [16 1) (5)]
korral sekulaarvdrrand

= (sest on ju a2+ B =1).

g );__i =2—31—1=0 ja siis =" ][17_454—a’,1 ja
/..2-——‘ — 1,54 = a’22.
Keskpunkti koordinaadid on siin xo=— %' ja y,=—#%, sellega a’pg =
b WD 6 172 ja siis lihtsustatud vorrand
X2 ye
454 x'2—154y’2 — %° =0 ja kanooniline: = — -2 —1=0,
0,38 1,11
nii et antud vorrand esitab hiiperbooli, mille reaalne pooltelg on a — 0,61,
imaginaarne b—1,05 ja siis ekstsentrisus &-— ]/0 30 (-)'-381 13 ok

Teiseks nditeks on vorrandi 9x2+12xy 44324 7x+11y4+12—0
[18 N 3] korral sekulaarvdrrand

19— 2 6 | x p B : ,
t -4 4_11:;.2—13,1.:0 ja siis 2, =0 ja ;=13 = a’p.

Kordaja a’y, jaoks saame vorrandist 9 a; + 63, =0 (ja vorrandist ¢,24 B2=1)

6 2 —9 —3
e aabo b = b g V0 = b0 sl logadivalémi 875802, =
MEYRI T YIS ARy Y Ty et o
2 3 — P
o e et TR AR e ]/13 = —35,28 ja siis lihtsustatud v&rrand

Vi3 V13
13y2—528x' =0 ja kanooniline: y2 — 0,41 x’' =0,
nii et antud vorrand esitab parabooli, millel on 2 p = 0,41 ja siis fookuse kau-

gus tipust %:0,10. Selle parabooli tipu vanade koordinaatide arvutamiseks

BTYR B yYROeT
did ise [V 83, V 589]:

leiame [V 57| 2V_i ja siis need koordinaa-
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’ 432
Py Sp e Oe et
Xp=axo + @Yo = oo 4'13—l— O
V13 19 3 V18 21/13.13

=7

L 2
2(12.13.4.13 —439 S — .08 —0,38 20,60} ji siis

ced O I B ¢ A R -
Vo= Bi¥ot Poy'o=—"5 . 098+ 5 . —038=—172
( i O P2
sest on ju a———i' ja ?2—3 ¢

Mirkus 5. Alguse edasiviimisel ja telgede pddrmisel, s. o. koordi-
naatide teisendamisel nii, et saab

x=ox +ay +x ja y= Bix' + By + ¥o 65

jd3b muutmatuks antud teise astme vorrandi determinandi vdirtus A.
See selgub niditeks jargmiselt.

1) Determinandi mdistemédruse jérgi on
(auX + apY + a30) (apX + agY + a30) (30X + axY + an0) = A . XYO.

Kui siia asetame

X=aX +a¥ +x0, Y=BX +8Y +y0 ja 0=0 | 66

vitame igas (punkt-)teguris pahemal pool sulgude taha X', ¥/ jne. ja kirju-
tame siis nendele saadud kordajad a’y;, a’y, jne., siis saame pahemal pool

(@ X+a'pY 4 a',0) (@u X + a’5Y’ +a/500") (070X + @'Y’ 4 a'0' =

S X YD
ja paremal pool
ial % Xoi a; Qg |
ARXYO=TA4 .| BisBys | KV O =A.| 1 2LXHO = A XV'O,
TR e 11 Bel

nii et on A'=A. Nii saadud a’y; jne. on silmanihtavalt samased nendega,
mis saavad siis x’x jne. kordajateks, kui antud v&rrandi bilineaarses kolmerea-
lises kujus [V 17] on pandud ainult viimases reas ja kahe esimese rea sulgudes
x ja y asemele nende véirtused valemist 65.

2) Kui selles saadud bilineaarses vorrandis (vStame sulgude taha x’ ja y/,
kirjutame ta siis kolme realiselt ja) paneme (jidlle kolmandas reas ja kahe
esimese rea sulgudes) x ja y asemele nende védirtused valemist 65, siis alles
saame l6puliku teisendatud varrandi a”x2+4 ...=0 ja selle vorrandi determi-
nandi véddrtuse A” tihevGrdusest

(@’ X+a'y, Y+0a'y0) (a'12X+0"0V+a"0) (10X + 'V + 0'0) = A”. XYO,



kui sinna asetame X, ¥ ja O véirtused valemist 66. Selle iihevSrduse pahem
pool saab siis A”. X'V’'O’ ja parem pool

a; ay X | JBL
A XYO=A .o By B yg | XV O=A"- 1 hiv 8 XWO = W XV
! [ B Ba
e ol
ja sellega on
A% = A= As

Teise astme vérrandi determinandi muutmatuse pérast (alguse edasivii-
misel ja telgede pddrmisel) saame parabooli lihtsustatud vdrrandis A,p'%+
~+ 2 a’jox’ =0 kordaja a’y, leida vrrandist

100 ay|
|0 7J5 0 | = A ehk —Z,a"y>— A, kust saaab:
10 0 0

A==V —A:l 67 .

Madrkus 6. Nagu teise astme vdrrandi determinant A, nii jadvad
alguse edasiviimisel ja telgede pddrmisel muutumata ka sekulaarvdrrandi
kordajad — (ay;+ @g) ja Ay =— ay,@0 — a2 [M 3]. Teise astme vdrrandi
V 34 pahemat poolt mdeldakse sagedasti homogeensena, nagu ta siis saaks, kui
1) x ja y asemel oleks murrud x:f ja y:f 2) kdik liikmed tehtaks iihenime-
listeks ja 3) jdetaks siis nimetaja dra. Siis nimetatakse ta ternaarseks
(s. 0. kolmeliseks) teise astme vormiks ja tema kordajatest kokku-
seatud niisuguseid avaldusi, mille vddrtused ei muutu tundmatute m&nesuguste
teisenduste korral, nimetatakse selle vormi absoluutseteks invariantideks
(s. 0. muutmatuteks) nende teisenduste kehta. Sellega on —(ay; + as), Ay ja
A ternaarse teise astme vormi

a1 x2 4+ 2 apxy + Aoy + 2 aygxt + 2 agy yt + agf?
absoluutsed invariandid alguse edasiviimise ja telgede p&drmise kohta (ja vii-
mased kaks veel iga unimoodulaarse substitutsiooni kohta, nagu see jirgneb
eelmise mirkuse tdendusest, mida saab selsamal viisil tarvitada binaarse
(s.o. kahelise) vormi amnx®-+ 2 ajpxy + axpy? determinandi Ay jaoks). Nii-
teks on vorrandil 9x2+ 12xy 4432+ 7x+11y4+12=0

serlsy o U viges oty KT
A_3,5!4 5'51 5.5’6 i

'y =+ 1/ 91'32: 4:9,5:3,60-— +2,64 ehk siis 2a’;— 5,28 [Ihk.83, Ihk. 97].

—=—9,52 ja 1,— 13 ja sellega

Mirkus 7. Et valemitest 21 saavad keskpunkti koordinaadid nimelt
Xo=As0: Agg ja yg== Ao : Ay [17 M 3], siis saab valemist 54 a (Ihk. 95)

@0 = @10Xo+ a3 Yo+ oo (310410t 21 A20+80A0) : A=A Ago | 68

7*



Sellega saab antud vérrandi teha kanooniliseks, kui on teada
ainult tema (pahema poole) invariandid (a;4amx), Ay ja A, sest
esimese kahe invariandi jirgi saab kirjutada sekulaarvdrrandi ja sealt leida
J==a'y ja Jg=—a’y ja viimase invariandi jirgi saab leida a’y, [V 68] v&i
a’y, [V 67].

Midrkus 8. Valemis 52 on vanade tundmatute kordajate determinant

ehk substitutsiooni moodul

(1) (l)i:l, nii et alguse edasiviimise asemelepanu
on ka unimodulaarne. Valemis 53 on vanade tundmatute kordajate determinant

| i
o By nimelt uue pShikolmnurga pindala arv, sest on ju

lay By
100 G
ox'y'=T o B OXV=[" eljoxy.
(1 ‘12‘52[ "y b

See saab ainult siis positiivne, kui on ringjirjekord O’X’V’ samane ring-
jarjekorraga OXY, ja ainult siis on ay=—p; ja f,=-a;, muidu aga saab
ay=F ja fy——a.

Médrkus 9. Substitutsiooni x’—y ja y’=—x nimetame telgede vahe-
tuseks, substitutsiooni x’—x ja y'=—y peegelduseks x-teljes ja
substitutsiooni X’ =— —x ja y/=——y peegelduseks alguspunktis.

Harjutus 90. Vé&ttes mitu (enam kui 2) numbrilist teise astme vor-
randit kahe tundmatuga, teha need vdrrandid kanoonilisteks ainult invariantide
abil ja joonistada nendega esitatud teise jirgu jooned.

H. 91. Leida valemid nende teisenduste jaoks, millega saaks kdik kolm
kanoonilist vdrrandit iihise kuju

V2 =2px + gqx2

(Seda kuju tarvitas rohkesti Apollonius ja nimetas selle juures x-viirtust
(telje)18iguks (ladinakeelses t3lkes abscissa) ja temale vastavat y-visrtust
juurde korraldatud kauguseks (ladinakeelses tslkes ordinatim apfpii
cata). Nende nimetuste jargi deldakse veel praegu esimese koordinaadi ase-
mel sagedasti abstsiss ja teise asemel ordinaat) [Parabooli vérrand
on juba selle kujuline. Teistel tuleb ainult algus edasi viia.]

H. 92. Kui on A=0 ja Auy=0, siis on null ka 30410 + AgpAsy =
= 10(@12850—10859) + Ay (@1001—y189))= — (@30} Apo—8ag) ayy 2= —Ag? : ayy =
= — Ay’ ayp ja sellega Aj;=0 ja siis ka Ayy— 0. Seda silmaspidades tden-
dada valemist 42 ja teise astme vdrrandi lihtsustamise esimesest saadusest
(Ihk. 74) teise jargu joone juhuste kriteeriumide tabel :

¢
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B
j Ago _f 0 Ap=0
| Ap<O0 | Ap >0
| ayA (V8 anA)
o e 8 gl parabool
17 'hiiperbool |L AT hgealo Dan i
Afo ;
‘ | ellips ‘ im. ellips
patt sms ediidq ' 3 ¥ eqdsiog) (vai Ayy) ‘ Ty edil, 1
‘ ‘ 22 11
‘ | | Apn =0= Ay
4 \paarreaalseid paar imagin. : <707 | ?_0 dle s 25uE
| Sotuvith wlifghde ouitt paarreaal. paar im, |iiks sirge joon
| | paralleele kahekordselt
!

H. 93. Niinimetatud normaalsel ringjoone vdrrandil x2 +4-y2-4-
+ 2ay9x + 2a5y + agy =0 nimetatakse tema pahema poole viairiust punkti
(x,y) potentsiks selle ringi kohta. Tdendada, et punkti potentsil ringi
kohta on ruutjuur nimelt sellest punktist sellele ringile mineva puutuja tiiki
pikkuse arv sellest punktist puutepunktini ehk, nagu liihidalt éeldakse, puutuja
pikkus sellest punktist selle ringini. [Selle v&rrandi pahem pool saab
(x—x0)’+ W —y5)*—r2 (18], kus on xo=—ay) ja yo= — a,, selle ringi
keskpunkti koordinaadid ja r2= a,,® + ay® — ay, tema raadiuse ruut.]

H. 94. Kahe teise jargu joone vdrrandite pahemaid pooli vahest veel
mdne arvuga korrutatult liites saame jédlle teise astme avalduse nendes sama-
des tundmatutes. Sellepdrast vdime selle saaduse lugeda ka teise jirgu joone
vorrandi pahemaks pooleks. Kui nditeks kirjutame liiheduseks iihe teise jargu
joone vdrrandi pahema poole iihe tihega k; ja teise oma ky, siis on ak; + bk,
(kus @ ja b on mingi kordajad) nimelt selle teise jirgu joone v&rrandi pahem
pool, mis liheb libi kahe esimese joone iihiste punktide, sest nende iihiste
punktide koordinaadid teevad nulliks nii &, kui ka &, ja siis ka ak; + bk,.
Kui k; ja &y on kahe ringjoone normaalsete vérrandite [H 93] pahemad pooled,

> ak, + bk, ¢ s

siis saab ka —;;T‘ normaalse vdrrandi pahemaks pooleks mingile ringile,
mis ldheb 14bi selle kahe ringi 15ikepunktide ehk mis on, nagu Seldakse, selle
kahe ringiga méadratud ringjoonte kimbust. Selles kahe ringiga &, ja k&,
madratud ringjoonte kimbus on iiks joon, millele ei saa normaalset vdrrandit,
nimelt see, millel on a4+ b =0 ja siis ilma selle arvuga jagamata vorrandi
pahem pool ak, + bk, =a(k, — k,) ehk lintsalt k, —k, To&endada, et see
joon (selle ringjoonte kimbu radikaaltelg) on sirge joon, ja vittes kaks
numbrilist ringjoone vdrrandit joonistada nendega mi3iratud ringjoonte kimbust
mitu ringi ja ka radikaaltelg.
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H. 95. Té&endada, et iihe ringjoonte kimbu radikaaltelje antud punktil
on seesama potents seclle kimbu iga ringjoone kohta. (Selleparast nimetatakse
radikzaltelge ka potentsjooneks.) [Radikaaltelje antud punkti koordi-
naadid teevad nulliks %, —k,, nii et iga ringjoone ak, - bk, potents saab
P Eh atho b4 Doty

a+b a+b e

H. 96. T&endada, et siis, kui ringjoonte kimp (iihes oma radikaalteljega)
on ldbi 16igatud mingi sirge joonega, on selle sirge joone 15ikepunktid oma
vahel siis kahekordses vastavuses (kaaspunktide vastavuses ekk involuutsuses),
kui ithe ringi 13ikepunktile loetakse vastavaks (kaaspunktiks) selle sama ringi
teine 15ikepunkt. [Kirjutame iihe ringi 18ikepunkti kauguse arvu radikaaltelje
I6ikepunktist tdhega x ja selle sama ringi teise 15ikepunkti kauguse arvu tdhega
x/, siis on xx’ =% [6 N 2 ja 3, M; H 89|, sest iihest punktist mineval ringi
16ikajal on lgikepunktidel sellest punktist loetud kauguste arvude korrutis puu-
tuja pikkuse arvu ruudu suurune ja see on radjkaaltelje punktil selle kimbu
iga ringjoone kohta seesama.]

H. 97. Ristjoont kdvera joone puutujale puutepunktis nimetatakse selle
kdvera joone normaaliks selles punktis. Tdendada, 1) et ellips on ring, kui
tema kGik normaalid 1Gikuvad ithes punktis [17 M 2], ja 2) et paraboolil y2—2p x=0
on tema igas punktis 7 [J 18] normaali tiikil sellest punktist x-teljeni 7N

projektsiooni pikkus x-telje peal (parabooli subnormaal) T'N see sama arv.

[Puutuja mingis punktis P;=(x;, y;) on y; ¥y — px — px; —=0. Sellega on

normaal y,(x— x;)+p (y—y;) —0. Tema I5ikepunkt x-teljega on N— (p + x4, 0)

ja sellega joonetiiki PN otsade esimeste koordinaatide vahe p + x; — x; — p.}
H. 98. Td&endada, et vorrand

_X2 + _y72 1—=—0 69

F iy S oy

kus on a ja b antud arvud (a2>> %), aga A tundmatu (parameeter), esitab
ellipsiid, kui on 4 < 42, ja hiiperboole, kui on a2>> 4 > b2 ja et nendel ellip-
sitel ja hiiperboolidel on iihised fookused (et nad on konfokaalsed).

H. 99. Toendada, et valemiga 69 mairatud konfokaalsete joonte
parvest ldheb tasapinna igast punktist 1dbi iiks ellips (parameetriga 1) ja
liks hiiperbool (parameetriga 4,). Arvusid 4; ja A, nimetatakse selle punkti
elliptilisteks koordinaatideks selles konfokaalsete joonte parves.
Kuid vastavus nende arvude paaride ja tasapinna punktide vahel ei ole mitte
iiksiihene vaid iksneljane. Miks? [|] 19]. [Asetades mingi antud punkti
Cartesiuse koordinaadid valemisse 69, saame A jaoks teise astme vérrandi,
mille lahendustele saab anda kuju
Ay =g(a+ b2 — a2 —y?) — 5 (@2 — 8 — x2—yP + YNa® — 1) < B2 e
Ta =3 (a? 4 02— @ — y) 4 FV (82— @ + 22+ 332 £ 4ya® — b%) > B2 VO

o a4 B — B+ B (@ B a8 e 89 <
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H. 100. Td&endada, et vdrrand

yv2—2(p—A)x-+ A(p—i)—0 70

kus on p antud arv, aga A tundmatu (parameeter), esitab iihise fookusega (ja
iihise teljega) paraboole, ja leida antud punkti Cartesiuse koordinaatide x ja y
jargi tema paraboolsed koordinaadid [H 99) valemiga 70 mé&ratud
konfokaalsete paraboolide parves. |Viies alguse x-telge mdoda

A A
edasi - vorra, niiet saab x — x/- o+ saame vorrandi y’2 — 2(p—A)x’ — 0, kust
— A — A A
jargneb fookuse kaugus uuest algusest 8—2—- ja siis endisestpﬂ'f* -+ 2 ::E.]

H. 101. Té&endada, et elliptilised ja paraboolsed koordinaadid on orto-
gonaalsed (kGverjoonelised) koordinaadid, s. o. et ithest punk-

tist lidbiminevatel konfokaalsetel joontel on selles punkth teisel puutuja risti
9

teise omaga ehk teise puutuja teisele normaaliks. [Joonte 1 + % b‘——/ —1=0
Lz+b2 — 1 =0 puutujad mingis punktis (x;. y;) on

alan e gl
" g od ey N

Nende ristseisu tunnuse

rlx o
—h T W7

1=—01'fa —1=0.

X . y?
(@ — )@@ — ) T (02— A)8E— 2
saame kohe, kui kummagi joone vdrrandisse paneme nende iihise punkti koor-
dinaadid x; ja y;, lahutame siis esimese vdrrandi pahemast poolest teise oma
ja jitame dra iihise teguri 4, — A,. Paraboolsete koordinaatide korral saame
ristseisu tunnuse elimiinides (k&rvaldades) joonte vdrranditest x,.]

H. 102. Puutujate paar # f, antud punktist P antud teise jafgu joo-
nele k£ on (kddunud) teise jargu joon ldbi kahe puutepunkti, mida tuleb kumbagi
lugeda kaheks iihenenud I&ikepunktiks. Kuni kaks 13ikajat antud punktist ei
ole saanud puutujateks, seni vdib veel vaadelda teist sirgete joonte paari
p1D» 13bi nende 16ikepunktide. See teine paar saab siis, kui 15ikajad saavad
puutujateks, antud punkti polaariks p kahekordselt. Kui tihtedega 4, £, k ja p
kirjutame liiheduseks ka nende joonte vdrrandite pahemad pooled, siis on
tity— ak +bp* [H 94]. Silmaspidades, 1) et kordaja b ei vsi siin olla null
(kui ei ole joon & kddunud), 2) et vdrrandi pahemat poolt v&ib jagada iga
arvuga, mis ei ole null, ja 3) et vdrrandit 4% — 0 peavad rahuldama antud
punkti koordinaadid, tdendada, et antud punktist P—(xy, y;) antud (kGdumata)
teise jargu joonele # mineva puutujate paari vérrand on

kik—p® =0 71
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kus on k= a;x% + 2 ayp Xy + g x2 + 2 ayox + 2a00y + ag,,
ky= ;%2 + 2 aypx1y1 + A ¥1® + 2 ayoXy + 2 anpyy + ayy ja siis
P = anXyX + 815(X1 Y+Xyy) + g 19 +a30(x + x7) + aso(y +y1) + ay,.
(Néiteks on puutujate paar ellipsile x2 42 x2—1 — 0 punktist ©0;3):
17(x24+2y2—1)—(6y —1)2=0 ehk 17x2—2y2 412y —18—0, s. o.
17x2—2(y —32=0 ehk YV 17x+ ) 2(y —3)—0)

H. 103. Need punktid, kust puutujate paarid antud teise jargu joonele
on ristjoonte paarid, on ellipsi ja hiiperbooli korral iihe ringjoone ja parabooli
korral iihe sirge joone peal. Missuguse ringjoone ja missuguse sirge joone
peal? [Olgu punktist P— (x;, y;) iiks puutuja #4—=ax+by+¢;—0 ja
teine f,=dayx + byy + c;=0. Nende paari vorrand on siis (a;x 4 by y +
+¢1) (aox -+ byy + ¢3) —0. Selle vérrandi pahem pool peab olema samane
vorrandi V 71 pahema poolega (vahest méne arvuga korrutatult) ja temas on
nende puutujate ristseisu korral, s. o. a;a, + b;0, =0 korral, x2 kordajal a;a,
ja y? kordajal b;b, summa null. Ellipsi ja hiiperbooli lihtsama vé&rrandi
ayx? 4 Ay y? + ag —0 jérgi on valem 71

(anXy® + b y,® + ag) (ayX* + 851 ¥% + agg) — (A3%:,X + @sp ¥y + ag9)2 0.
Siit saame x2 kordajaks

(@11%:® + a5 ¥1® -+ Ggo) Ay — @11°Xy® = @900y1 V1® + Ageay;
Ja y% omaks selsamal viisil a;1@55X;2 + a0 ja sellega
: 00
052811 V1* + A118X,% + g8y + A =0 ehk x> 4 y? | s T
Niisama saame parabooli lihtsama vorrandi a,,y? + 2a;0x = 0 jérgi
2 AgpX1 — Ay :0.]

Ay
ay '

IV. Kolmemodteline analiiiitiline geomeetria.

20. Ruumi punktide Cartesiuse koordinaadid. Kolme-
msdtelise geomeetria lihtsamaks niiteks on ruumi punktide kisita-
mine. Kui ruumis on mingi tasapind, siis saame selle tasa-
pinna punktidele Cartesiuse koordinaadid,
kui vGétame seal mingi kaks ristjoont OX ja
OY telgedeks [12]. Siis saab ruumi igale
muule punktile P vastavaks kolm arvu:

1) tasapinna OXY selle punkti P’ koor-
dinaadid x ja y, mille kohal see muu punkt
seisab, s. o. kui on PP | OXY, ja

Joonis 28. 2) selle kauguse arv z, mille v3rra see
muu punkt on eemal pinnast OXY.
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Pind OXY lahutab ruumi kaheks pooleks. Kauguse arv z
peab ka seda niitama, kus pool pinnast OXY see punkt P seisab.
Selleks peab ruumis peale punktide O, X ja Y veel markima mingi
neljanda punkti Z, mis ei ole pinna OXY peal. Siis alles saab
iitelda, et punkt P on pinnast OXY seal pool, kus on punkt Z,
voi jalle vastupidisel pool. On kdige lihtsam vétta niisuguseks
neljandaks punktiks see punkt, mis seisab alguspunktist O the
m&ddu kaugusel ja otse tema kohal, s. o. nii, et on OZ | OXY.
Siis saavad sirge joone OZ punktidele alguspunkti O ja m&ddu-
punkti Z jargi Cartesiuse koordinaadid, mis on positiivsed algus-
punktist O seal pool, kus on punkt Z, ja negatiivsed vastupidisel
pool. Selle jargi loetakse ka igal muul punktil kauguse arv z
siis positiivseks, kui see punkt on pinnast OXY seal pool, kus on
punkt Z, ja siis negatiivseks, kui ta on vastupidisel pool.

Sel viisil ruumi iga punkti P jaoks saadud kolme arvu X, y
ja z nimetatakse selle punkti Cartesiuse ristkoordinaatideks
v3i lihtsalt Cartesiuse koordinaatideks — x esimeseks,
y teiseks ja z kolmandaks. Punkt koordinaatidega x, y ja z kirju-
atakse lihidalt (x, y, 2), nii et kui selle punkti nimi on P, siis
vdib dtluse ,P on punkt koordinaatidega x, y ja 2z“ Kkirjutada:
P=(x. y, z). Jooni OX, OY ja OZ, mille najal need koordi-
naadid saadakse, nimetatakse koordinaatide telgedeks vdi
ka lihtsalt telgedeks ja nimelt OX esimeseks vGi x-teljeks,
OY teiseks v&i y-teljeks ja OZ kolmandaks v3i z-telieks ja nende
iithist alguspunkti ka koordinaatide alguspunktiks véi ka
lihtsalt alguseks. Tasapindasid OXY, OYZ ja OZX nimetatakse
koordinaatide tasapindadeks ja esimest ka xy-pinnaksy
teist yz-pinnaks ja kolmandat zx-pinnaks.

Kui punktist P laheb kiir risti mdnele tasapinnale, siis nime-
tatakse selle kiire ja selle pinna 15ikepunkt punkti P ristpro-
jektsiooniks vdi ka lihtsalt projektsiooniks selle pinna
peal. Joonisel 28 on kirjutatud punkti P projektsioon xy-pinnal
tahega P’, yz-pinnal tihega P” (pe sekund) ja zx-pinnal tdhega
P’ (pe terts). Seal on veel ndha ka punkti P projektsioonid telgede
peal: x-telje peal Py (pe iks), y-telje peal Py ja z-telje peal P,. Need
punkti P=(x, 9, 2) projektsioonid on: P’ = (x,9,0), P"=(0,y,2),
P"=(x,0,2), Pr=(x,0;0), Py=(0,y,0) ja P,=(0;0, 2).
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Et on OZ | OXY, OX | OYZ, OY | OZX, PP’ | OXY
PP’ | OYZ ja PP” | OZX ja siis

PP+ OP, P'P+ OP, ja P"POP,

selleparast v&ib iitelda, et ruumi punkti Cartesiuse ristkoordinaadid
on selle punkti ristprojektsioonide koordinaadid telgede peal ja ka
selle punkti kauguste arvud koordinaatide pindadest: x kauguse arv
yz-pinhast, y kauguse arv zx-pinnast ja 2 kauguse arv xy-pinnast.

Méarkus 1. Valemi 4 jargi on punkti P=(x,y, z) projektsioonid
telgede peal
P, = 0 4+ x(X—-0), Py:O-I-y(Y—O) jar Py =.0 }-.2(4— 0)
ja tema projektsioon xy-pinnal valemi 6 jirgi
P=04+xX—0)+yY—O0).

Et paralleelepipeedi OP, P’Py P”PP"'P, diagonaalidel on iihine keskpunkt
siis on T
20+ P)— 5 (P +P;) ehk P=P' + P, —O

ja sellega

P—(1—x--y—2)0+xX+yY+2Z = O+x(X—O0)+y(Y—0)+2(Z—0) | 72

Selle valemiga on punkt kirjutatud oma koordinaatidega x, y, 2 pdhipunk-
tide O, X, V ja Z abil. See kirjutus on ruumi punkti tdielik kirjutus
Tema viimast osa O+ x(X—0)+y(YV— O)+2(Z— 0) véib lugeda:
see punkt, kuhu joutakse, kui minnakse punktist O edasi joonega OX paralleelselt
x OX vorra, sealt joonega OV paralleelselt y OV vérra ja sealt joonega OZ
paralleelselt z OZ vdrra. (Kirjutus (x, y, z) on iseenesest ilma sisuta, aga
oma litheduse pérast kohane ka punkti nimeks.)

» Méadrkus 2. Joonis 28 on niinimetatud paralleelperspektiivne,
s. 0. niisugune, nagu saaks vari mingi tasase tagaseina peal siis, kui sirged
jooned (OX, OV jne.) oleksid sirged traadid ja nende peale paistaksid
paralleelsed kiired. Niisuguse varjupildi peal on 1) paralleelide pildid paral-
leelsed ja sellepdrast iga sirge joone ja tema paralleelide iihepikkuste tiikkide
pildid iihepikkused ja 2) tagaseinaga paralleelsete joonte pildid nende joontega
iihtivad. Selle sarnaselt paistavad ruumi jooned ja nende tiikid, vaatajale alles
siis, kui ta on nendest joontest vdga kaugel.

Joonisel 28 on mdeldud piistiseisvaks tagaseinaks nimelt yz-pind.
Varjuheitvad kiired tulevad paremalt poolt iilevalt nii, et mdddul QX saab
pilt umbes kaks korda vihem. Tagaseina taga olevad jooned on joonistatud
punktiliselt [J20, J21, J22]. Joonel, mis on teise taga, on selle teise joone
pildi kohal pilt kustunud.



107

Selle sama juhtmdite jargi on valmistatud kdik jargnevad joonised. Selle
joonistamise viisiga harjumiseks annab joonis 29 Gige rohkesti ainet.

1) Seal saab leida kdigi antud punktide koordinaadid, vSttes y telje peal
punktid Py, Py, P,y jne. nii, et oleks OX|| PyP’ || PyyP' || P,P’y jne. ja
mdGtes punkti P jaoks PyP’ mddduga OX, OPy modduga OV ja P'P mdo-
duga OZ ja niisama ka teiste punktide jaoks.

2) Nendel punktidel, millel
projektsioonid ei ole antud (nagu
Py, N jne), saab need leida,
vattes sellest punktist piistjoone
(PyP’y) ja selle piistjoone peal
punkti (P’,) nimelt nii, et ta oleks
sellest punktist ldbimineva sirge
joone (P, Py) projektsiooni (P’ Pg’)
peal.

3) Kolmnurgad P;P,P,
P,PgP; ja P\P,Ps on k3ik tasa-
pinna ABC peal, sest nende kiil- Joonis 29.
gede pikendused IGikuvad oma
projektsioonidega xy-pinnal joone AB peal ja yz-pinnal joone BC peal.

Harjutus 104. Joonistada teljed oma ‘mdbdupunktidega ja vbttes
mitu arvude kolmikut mirkida selles teljestikus véikeste ringikestega need
punktid, millele need arvude kolmikud on koordinaatide kolmikuteks.

H. 105. Pinnad OXY, OXZ ja OZX lahutavad ruumi kaheksaks osaks.
Vaadata jarele, kus on kdik kolm koordinaati positiivsed, kus ainuit esimene
positiivne, kus ainult teine, kus ainult kolmas; kus on kdik kolm koordinaati
negatiivsed, kus ainult esimene negatiivne, kus ainult teine, kus ainult kolmas.

21. Nelja punkti vaheline ruumala. Negatiivne ruum-
ala. Tasapind libi kolme punkti. Kui ruumi punktldele on
korraldatud Cartesiuse koordinaadid ja on antud oma koordinaati-
dega neli punkti P, = (x,¥1,2)), Ps= (X2 Vs 2a), Ps=1(%3,¥3, 23)
ja P=(x,y,2), siis saame kohe leida ka nende punktide vahélise
ruumala, s. o. nelitahu ehk tetraeedri P;P,P;P ruumala, mille kirju-
tame lihtsalt P,P,PsP. On ju see ruumala maaratud nelja
taviprisma  P,PyPP' P3Py, - PP PP’ P Py, PP,PP'P P, ja
P3P,P,P’\P',P’y ruumaladega [J 29], kus on P/}, Py, P’y ja P
punktide P;, P, P; 'ja P projektsioonid xy-pinna peal. Nendel
tiviprismadel on pdhjapindalad jirgeméséda
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|1 x5 ¥ \ . 'L x5 ¥y
PoP/P =1 % y,|OXY, PPP'=|1" x, y,|OXY,

2>, n05y Pl sy 1aogp

(L % | 1 ox3 s
PP P =1 x y,loxy ja PPLPL=I1 x y,|0XY,

W |1 X1 N

ja keskmised kdrgused
3 (P'sPy+ P3P+ P'P) = { (2, + 23+ 2) OZ,
(P3P + P'\Py+ P'P)=} (234 2,+2) OZ,
(PP + PP, +P'P)=4(z,+2,+2)0Z ja
%“(PI3‘P3+P;2P-2+P,1P1):’;l¥(z‘s+ze+zl) 0z,
ja sellega nende tiivipirismade ruumalade summa nende pindalade
ja keskmiste kdrguste korrutiste summa

jl Xa )’2' 1 X3 ys?
[rl X Y5 @tzmta+|l a yi@Etadta)+
Pl gr ) 23P . 1 %0 yi
SR Y 1 ox3 yy
XY .0Z
+i1l % i@tz )+l x yzb(zﬁz)_*_zl)]o L2
1 x y) REEAN

See nelja tiliviprisma ruumalade summa ongi otsitav nelja
punkti vaheline ruumala. Sest siis, kui punktid P;, Py, P, P sei-
savad nii kui joonisel 29, on otsitava ruumala saamiseks &ieti tarvis
kolmanda tiiviprisma ruumalast lahutada teiste omade summa, aga
kui nelitahu P,P,P,P nukkidele on méiratud kruvijarjekord
P,P,P,P (s. o. tahu P;P,P; nukkidele on maératud ringjirjekord
P,P,P; ja siis — M&ébiuse reegli jargi — iga muu tahu nuk-
kidele ringjarjekord nii, et kahe tahu, naiteks P,P,P; ja P,P,P,
kahest iihisest nukist, nagu siin P,;P,, on Ghe tahu jarjekorras see
nukk teise eelmiseks, mis on teise tahu jarjekorras teise jargmi--
seks), siis saavad selle nelitahu tahkude projektsioonid
Xy-pinna peal (s. o. nende tahkude nukkide projektsiconide vahe-
lised xy-pinna tiikid, kui nukkide prolektsioomdel loetakse séesama
ringjarjekord, mis nukkidel ise on) P’ P3Py, P3P \P’, P3P ,P’ ja
P{P’sP" méned (nagu joonisel 29 P3P’ P’) negatiivsed. Kui neli-
tahu nukkide kruvijarjekord P,P,P;P on samane jarjekorraga OXYZ
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(nagu joonisel 29 on mdélemad parempoolsed kruvijarje-
korrad, s. o. joon punktist O ile X ja Y punktini Z ja joon
punktist P; ile P, ja P; punktini P keeravad mélemad nagu hari-
liku ehk parema ke kruvi soon) ja kui nelitahk on xy-pinnast
positiivsel pool (s. o. seal pool, kus on punkt Z), siis saa-
vad positiivsed ainult nende tahkude projektsioonid, mis on selle
nelitahu ruumala ja xy-pinna vahel, ja need projektsioonid on ni-
melt nende tiiviprismade pdhjadeks, mille ruumala tuleb teiste omast
lahutada (et nelitahu ruumala saada). Selleparast saaks niisuguse
nukkide jarjekorra juures siis, kui tiviprismade p&hjadeks loetaks
nelitahu tahkude projektsioonid (ja nelitahk ise oleks xy-pinnast
positiivsel pool), pdhja pindala ja keskmise korguse korrutis ehk
ruumala nimelt nendel tiiviprismadel negatiivne, mille ruumaladest
teiste omad (positiivsed) lahutada tulevad, ja sellega k&ige nelja
tiviprisma ruumalade summa td3esti otsitava nelitahu ruumala suu-
rune, aga negatiivne. Selleparast olemegi selle summa jaoks vét-
nud. tiviprismade pdhjadeks mitte nelitahu tahkude projektsioonid
ise, vaid nende vastupidised vaartused P',F’,P’; jne. (muutes nuk-
kide ringjarjekorra vastupidiseks). Selles summas oleme veel tiivi-
prismade keskmise kérguse kirjutustest jagaja 3 viinud ruumim&&du
OXY .OZ juurde, nii et on saanud ‘mddduks kolmandik sellest
kolmnurksest prismast OXY.OZ ja sellega } kuupm&dtu, mis on
nimelt pdhinelitahu OXYZ ruumala, Nii saame otsitava
ruumala P;P,P3P jaoks (kui teda m&ddame 1 kuupmddduga OXYZ)
jargmise valemi

1 Xy }')‘ B X3 V3|
PPP*;P'— 1 x5 y3|(zt2z+2)+ (1 % i (zs+2+2)+
e A i i ‘
| 73
‘1 X1 J’1 1 oxg J’3’
> ‘ 1 X, Y2 | 21+z2+2)+ 1 X5 9o (23+20+21)] 0XYZ
1 x y | 11X J’l\

Selle valemi jargi saab ruumala P;P,P,P siis ikka positiivne,

kui on kruvijarjekord P;P,P,P samane jarjekorraga OXYZ. Sest
kui nelitahk P, P,P;P on xy-pinnast negatiivsel pool (s. o.

. ohig}

-
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seal pool, kus ei ole punkt Z), on tema nendel tahkudel, mis on
tema ruumala ja xy-pinna vahel, projektsioonid juba negatiivsed ja
siis valemis nende vastupidised vaartused positiivsed, aga siis on
jalle z-vaartused negatiivsed, sellega valemis nendel tiiviprismadel,
mille ruumala tuleb teiste omast lahutada, pdhja pindala kill posi-
tiivne, aga keskmine kdrgus negatiivne ja sellepdrast nende korrutis
negatiivne.

Kui aga kruvijarjekord P,P,PyP on vastupidine jarjekorrale
OXYZ (teine nendest parempoolne, teine pahempoolne, s. o.
nii, et joon esimesest punktist iile teise ja kolmanda neljandasse
punkti minnes keerab nagu soon sellel kruvil, mis siis valja tuleb,
kui teda kadanatakse hariliku kruvi sissekdanamise viisil), siis saab
selle valemi jargi ruumala arv negatiivne. Sest siissaa-
vad xy-pinnast positiivsel pool nelitahu nendel tahkudel, mis ei ole
selle nelitahu ruumala ja xy-pinna vahel, projektsioonid positiivsed
ja siis nende vastupidised vaartused selles valemis negatiivsed.

Nelja punkti Py ==(Xy, 1, 21) Py = (Xg Yau 25)s Py = (X3, 93, 25)
ja P=(x,y, z) vahel ei ole ruumala siis, kui need punktid on Gihe
tasapinna peal. Sellepdrast peavad tasapinna P,P,P; iga punkti
P koordinaadid rahuldama vérrandit:

1 x Vs | | 1 23 93
1' x3 y3| G2+ 2Z+2)+ |1 X | (42121
G l x y
1 x, »n I X3 y3|

Tl X y5 2+ 2+2)+ 1 % yal(Z+2+2)=0
b o6 0 1ox |

ja iga arvude kolmik X, y ja 2z, mis rahuldab seda vé&rrandit, on
pinna P,P,P; iithe punkti koordinaatide kolmik. Sellepirast nime-
tatakse seda vdrrandit tasapinna vdrrandiks. Selle vor-
randi esimese poole (nelitahu P,P,P;P ruumala arvu) saame kohe
kirjutada lihtsamal kujul, kui markame, et siis, kui nelitahu nuk-
kidele on mé&dratud kruvijarjekord, saab selle nelitahu tahkude
projektsioonide summa null (ja siis muidugi ka nende projektsioonide
vastupidiste vadrtuste summa), sest negatiivsed projektsioonid katavad
positiivsed. Seda markust silmaspidades lisame ruumala arvu esimese
liikme teisele tegurile juurde z;,—z;, teise liikme teisele tegurile

% >
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2,— 25, kolmanda liikme omale 23 — 23 ja neljanda liikme omale
2z—2. Siis saab selles ruumala arvus osa, millel on teguriks
2, + 2, + 23+ 2z ja teiseks teguriks nelja determinandi summa,
mis on null, sest ta on nelitahu tahkude projektsioonide summa.
Sellega on see ruumala arv oma muu osa suurune, s. 0.

1o Xy ¥, | ‘1o x5 ys | 1ox |
P1P2P3P=('—211 X3 y3 —2| 1l =x J’1;—“zsil Xo Yo |
[E ety jsbyp? gioy WA RPN s
?1x3y3‘
—z 1 x, yQ)OXYZ.
REESRY

See saadus kirjutatakse lithidalt (niinimetatud neljarealise determi-
nandi kujul):
a Lxyn 2z
1
pp,pp 2 afalgxys

1 X3 93 23

dincEly=nig
Sellega on tasapinna P,P,P, vérrand selle kolme pvunkti koordi-
naatide jargi

L%y 21 |
1 X3 ¥, 25
|1 X3 v 23
1 % M2

I
o

74

Miéarkus 1. Nelitahu ruumala valemi tuletamise viisil saab tuletada
valemi iga hulktahu ruumala jaoks. Saab ju iga hulktahu P;P,... P, tahud
lahutada kolmnurkadeks, ilma et selleks tuleks uusi nukkisid juurde vétta. Nen-
deie kolmnurkadele saab kdigile m#drata nukkide ringjarjekorra Mébiuse reegli
jargi. Siis saavad nendel tahkudel, mis on selle hulktahu ruumala ja xy-finna
vahel (kui see hulktahk on iihel pool xy-pinda), kdigil pr'ojektsioonid positiiv-
sed vdi kdigil negatiivsed, aga muil tahkudel vastupidised, nii et hulktahu
ruumala arvusaamiseks ontarvis tema iga (kolmnurkse) tahu
projektsioon korrutada selle tahu nukkide kolmandate
koordinaatide summaga janeed korrutised liita.

Mirkus 2. Nelja punkti vahelise ruumala valemi saame kohe lihtsus-
tatud kujul, kui korrutame need punktid



Py =0+ xy(X — 0) + y,(¥Y — 0) 4 z,(Z—0)

Py— 0+ x3(X — 0) + (Y — 0) + 25(Z—0)

Py = 0 + x3(X — 0) +y3(V — 0) + 24(Z—0)

P—04x(X—O0)+y(Y—0)+ 2(Z—0)
Sest

1) korrutades teise punkti P, kolm esimest liiget kolmanda punkti P; oma-
dega, saaduse siis neljanda punkti P omadega ja selle saaduse veelgi esimese
punkti P;, neljanda liikmega ja muutes mairgi (sellepirast, et see saadus ilma
médrgi muutmata oleks iiks liige korrutises P,P;PP;, millest saab korrutis
PyP,P;P alles siis, kui kolm korda vahetatakse kahe teguri kohad: PP,—>P,P,
P3Py —>P,P3, PP, —> PP, ja sellepdrast kolm korda ka mark [V 2]), saamegi
ruumala lihtsustatud valemi esimese liikme;

2) niisama saame selle valemi teise liikme korrutades kolm esimest lii-
get punktidel P;P,P (selles jirjekorras) ja saaduse veel punkti P, neljanda
lilkmega ja muutes mérgi, selle valemi kolmanda liikme — korrutades kolm
esimest liiget punktidel P;, P,, P ja saaduse veel punkti P; neljanda liikmega
ja muutes mirgi, ja ka selle valemi viimase liikme — korrutades kolm esimest
liiget punktidel Ps, P, P; ja saaduse veel punkti P neljanda liikmega ja muu-
tes mirgi, ja -

3) muud enam selle nelja punkti korrutises ei saa ollagi sellepirast, et
selle korrutise igas osakorrutises (mis ei ole null) peab olema iiheks teguriks
iihe korrutatava punkti neljas liige ja niisugused osakorrutised on juba kdik
selle nelja saaduse sees.

See nelja punkti korrutis kirjutataksegi liihidalt neljarealise determinandi
abil (nagu meie juba ruumala oleme kirjutanud), sest néljarealiseks
determinandiks nimetatakse nelja realine ja nelja veeruline arvude tabel,
mille ette ja taha pandud piistkriipsudega niidatakse, et selle tabeli arvudega
tulevad teha tehted nagu siis, kui on neli punkti kirjutatud nelja pShipunkti
abil nii, et esimesel punktil on pshipunktide kordajateks (nende-p&hipunktide
kindlas jdrjekorras) selle tabeli esimese rea arvud, teisel teise rea omad jne.,
ja need neli punkti korrutatakse. Punktid P; jne. ei ole siin kiill kirjutatud
otsekohe neija pdhipunkti O, X, ¥V, Z abil, vaid teiste ja O vahede abil, aga
punktide vahede korrutised on ka alternatiivsed ja

OX—0)(Y—0)(Z—0)=0XYZ.

Midrkus 3. Eelmises mirkuses kirjeldatud ruumala arvu saamine
oleks nagu loomulikum siis, kui seal kolme punkti kolm esimest liiget korru-
tataks nimelt nende punktide antud jarjekorras P;P,P,P. Siis saaks .

; 1 xy 91 24

}1 Xy Yo | ‘l x1 Y1 '1 X1 V1| 'bx 1 Xy yo 25
184, ;z+3l X" Vo | 3= 8

1 oxg st 1 X 2 2 Y2l 2 2 Vo It x5 g 2,
llxy ’1 X0 % ;lx_y\ [1 x3 ys| lx yz

Oeldakse, et sellel iihevdrdusel on pahem pool tema parema poole (neljarealise
determinandi) arendus neljanda veeru elementide z;, 2, jne. jdrgi, ja nende
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elementide kordajaid selles arenduses (iihes nende + v&i — mérkidega) nime-
tatakse nendele elementidele vastavateks alamdeterminantideks.
Niisama (kolmel korrutataval punktil kolme — vahest mitte kolme esimest —
liiget korrutades ja siis saadust korrutades neljanda punkti neljanda — vahest mitte
viimase — liikmega) saame neljarealise determinandi arendada tema mis veeru
vGi rea elementide jargi tahes. Niiteks arendatakse tasapinna vérrandil V 74 tema
pahem pool harilikult viimase rea elementide (tundmatute) jérgi ja klr)utatakse
siis veel esimene liige viimaseks, nii et saab esimese astme v&rrand

ily1 z | B 21" [1 x |5 n 2|

[1 ys 22""—'1 X Zly+ |1 % yalz—|xs yo 22|=0] 75
!

1y, Zs! |1 x3 z3] 1 x3 y3 | X3 Vg 23|

Miarkus 4. Neljarealist determinanti on hélpsam arvutada Laplace’i
viisil, s. o. korrutades esiteks punktid P; ja P, siis punktid P; ja P ja
siis korrutised PP, ja P3P ja seades selle juures (tarvilikul korral mirki
muutes) ikka pohipunktid jirjekorda OXVYZ. Nii saame ruumala valemile
jdrgmise kuju:

S Xl» }’3 23 |
PyPolPyP = PP, . PgP'= l'l w5 <y g 1‘ |
B LI N nl |1 z :XL z| |1y }J’121‘. L x5\ oxyz.
ey [T ag 3l 1 2| T e 0 Ty Va2l |1 x|

1 ‘XS 23[_*_\121\

1 y,|
1)’25'«‘{2& zy| -

Mirkus 5. Determinandi ihe rea (v3i veeru) ele-
mentidele v3ib juurde lisada vdi nendest lahutada iga
muu rea (vdi veeru) need elemendid, mis "seisavad nendega
iithes veerus (v3i reas), sest ridade liitmine v3i lahutamine on samane
korrutatavate punktide liitmisega v8i lahutamisega ja veergude liitmine v&i
lahutamine on samane pShipunktide liitmisega v&i lahutamisega, mis {3esti korru-
tistisl mrendi: CA B B0 ..o ABC.. ..+ BBC ... == ABC ...

X1 |

Harjutus 106. Td&endada, et valemis 75 on viimane liige — %, vy 22

X3 Y3 23]
nimelt nelitahu P;P,P,0 ruumala atv.

H. 107. Vaadeldes mingit nelitahku P;P,P;P ja nelitahkusid P;P,P;0,
PP, PO, P;P,PO ja PP;PO teha selgeks, et on

P,P,P,P = P,P,P;0 + P,P,PO + P;P,PO + P, P,PO.
Tuletada siit eelmise harjutuse abil uus valem nelitahu ruumala jaoks.

H. 108. Va&ttes mitu nelitahku (nende nukkide numbriliste koordinaati-
dega), arvutada igaiihe ruumala, kontrolliks vdhemalt kahel viisil. (Nditeks
on pupktide P;—(5; 3; 7), P,—=(2; 9; 4). P;=(11; 13; 15) ja P=(7;10; 19)
vaheline pindala Laplace’'i viisil P\P,P,P=(—30X+460Y—30Z+
+39XY+6XZ—51YZ) X (—40X—30Y +40Z+19XY + 104 XZ -+

8
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4+ 97YZ) = (—291 + 204 — 624 + 18 — 57 + 156) OXYZ — — 594 OXYZ =

e b

—99 kuupmddtu, v3i Py PP P — 11113 15l OXYZ,QQ: 6 10 8;0XYZ=
i 71019 foclint?

——3 {22 ZIOXYZ kui lahutame esimese rea elemendid teiste omadest,

11 10|
arendame siis ssimese veeru jirgi, saadud kolmerealises determinandis lisame
teise veeru elementidele juurde esimese omad kahekordselt, kolmanda veeru
omadest lahutame nad ja siis arendame esimese rea jirgi.)

22. Kolme punkti vaheline pindala ehk kolmnurga
pindala ruumis. Punkti kavgus tasapinnast. Sirge joone
vorrandid ruumis. Olgu ruumis antud kolm punkti P,=(x,, y,, 2,),
Py= (%5, ¥o. 25) ja P=1(x,y,2). Kui need kolm punkti ei ole
ithe sirge joone peal ja kui tasapind P;P,P ei ole paralleelne
ithegi koordinaatide teljega, siis saame kolmnurga P,P,P ilma
pindala ja tasapinda muutmata teisendada nii, et tema uued
kiiljed on igailiks paralleelne iihe koordinaatide tasapinnaga. Vétame
tasapinna P,P,P peal naiteks 1) punkti P,[] 29] nii, et oleks
PP || yz ja PyP, || PPy, 2) punkti Py nii, et oleks PP; ||.P,P, ‘ja
P,P; |j zx, ja 3) joontel PP, ja P,P; punktid P ja P; nii, et oleks
ol Ly 18, BiPs s BiPo=Fals: PiFe S8 on PB. PP P Pe
= P,P,P; = P,PgP,, sest esimesed kaks teisendust jatsid kumbki
muutmata kolmnurga ithe kiilje pikkuse ja ka vastasnuki kauguse
sellest kiljest ja kolmas teisendus jattis muutmata kolmurga iihe
nurga ja selle nurga juuresolevate kiilgede korrutise. Vahest niib
selle teisenduse esimese kahe sammu jiarele kolmas olevat vGimatu,
nagu joonisel 29 siis, kui vdtame PP || xy. See vdimatus on
selle taheks, et paralleelsus tuleb saada teise koordinaatide pinnaga.

Saadud uuel kolmnurgal on ka uued projektsioonid
koordinaatide pindade peal (s. o. kolmnurgad, mille nukkideks on
selle kolmnurga nukkide projektsioonid), kuid nende projek-
tsioonide pindalad on tdhevdrdsed endise kolm-
nurga projektsioonide omadega, sest muutmata kiiljel
ja nurgal jaadavad muutmata ka projektsioonid (s. o. selle
killje k&igi punktide projektsioonide kogu ja selle nurga killgede
projektsioonide. paar) ja iihe sirge joone tiikid on proportsnonaalsed
oma projektsioonidega.



Saadud kolmnurga projektsioonide pindalad saavad silmanah-
tavaks, kui tema iga kilje labi mdtleme tasapinna paralleelse selle
koordinaatide pinnaga, millega on see kiilg paralleelne. Nende
tasapindade dhine punkt O" [J 29] seisab nii, et on O'P; | OZ,
OP;|| YO ja OP;|| OX, ja kolmnurgad O'PyP, P,P;0" ja
P,O'P;, ongi iihtivad projektsioonidega PP P';, P"\P'¢P"; ja
P P"4P"; (nagu piistprismade iilemised p&hjad alumistega). Antud
kolmnurga projektsioonide pindalad olid

Lxon Ly 2
P PP =1 x5 y|/0XY|, PPP = 11y, 2, |0XY| ja
' 1 x y| Sor. et
| hag gl
o A U g A R R 2
L.z—x

Niisugused (jirgemdéda) on siis ka kolmnurkade O'PyP,, P,P,0’
P,0’P; pindalade viirtused.

Antud kolmnurga pindala (s. o. pindala arv) on ruutjuur tema
projektsioonide pindalade ruutude summast, s. o.

jvl'ixlryl‘zr lylr 21!2' n 2; X2
PP,P = X Yol {1y 25 + (1 25 X5 . [OXY]| 76
il xy Piipve 2"%

sest selle kolmnurgaga iihevdrdne kolmnurk P,P;P, on téis-
nurkses (s. o. tdisnurkse kolmetahuse nurgaga) nelitahus
taisnurga vastastahk ja selle ruut on teiste tahkude ruutude summa,
nagu see silma paistab taisnurksest nelitahust ABCO [] 29|, kus
on CD | BD ja siis ka OD | AB ja selleparast (siis, kui pindala
mddduks on pool ruutmddtu ja ABC, AB jne. arvud kirjutame
ABC, AB jne.)
ABC? = AB?. CD? = (AO? + OB%)(DO? + OC?) = AB*. DO* +
+AO0?. OC2+ 0B?. OC?
Niiteks on harjutuse 108 niites tetraeedri tahul P,P,P, pindala
arv P,P,P; =}/ (— 30 — 36)2+ (48 + 30)* + (— 18 + 24)?=
=/(—66)% + 782 + 62 =6)/291 =6.17,06 = 102,4.

8*



gib_

Kolmurga pindala valemist ja nelitahu ruumala valemist saame
valemi punkti P=(x,y,2) kauguse arvu ¢ jaoks tasapinnast
PyPyPy = (X1, Y1, 21) (Xa: ¥, Z5) (Xg, V3. 25).  See arv oleks siis neli-
tahu P, P,PsP ruumala arv, kui pindala P,P,P, oleks ks m&&t —
OXY| — ja ruumala mddduks ikka nelitahk OXYZ. Sest kui
nelitahkudel ehk piiramiididel OXYZ ja P,P,P,P on p&hjade pin-
dalad OXY ja P,P,P, iihevdrdsed, siis on nende kdrgused pro-
portsionaalsed ruumaladega ja piiramiidi OXYZ kérguse arv on ju
OZ pikkusearv 1 ja piiramiidi P,P,P,P kérguse arv on punkti
P kauguse arv pinnast ‘P,P,P,. Kui pindala P,P,P;, ei ole iiks
m&ot, siis on tema suuruse arv valemi 76 jargi ruutjuur tema pro-
jektsioonide pindala arvude ruutude summast ja nelitahu P,P,P,P
ruumala arv on selle arvu kordselt . ‘Sellega on

A TTIOA i Giie 110 IB0QONFSDTSL

\!1 il 4 j,li L 3 Iz |1z x
g ;;2 il 1 x, y22+{1y222;+f1 zo Xl 1 77

il x3 y3 zsi 1 X3 V3| ‘1)/323* 'l 23 X

Selle valemi jargi saab punkti P kaugus pinnast P,P,P; siis
negatiivne, kui kruvijarjekord P,P,P,P laheb vastupidi jarjekorrale
OXYZ, sest siis saab jagatav ruumala negatiivne.

Kolme punkti P,= (x;, y;. 21), Po=(Xs, ¥, 25) ja P=(x,y, 2)
vahel ei ole pindala siis, kui need punktid on iihe sirge joone
peal. Siis on ka selle kolme punkti projektsioonid iga tasapinna
peal the sirge joone punktid ja siis nende vahelised pindalad
nullid, s. o.

il X1 Y| Ly 2 1z ox
1oxg y.zi:O, 1 ¥ 20 =0 ja ?1 2y Xp| =0,
00 L2 FEC 2

ja iga arvude kolmik, mis rahuldab neid v&rrandiid on joone PP,
ihe punkti koordinaatide kolmik. Selleparast nimetatakse neid
vdrrandiid sirge joone vdrranditeks. Kui nendes determi-
nantides lahutame esimese rea elemendid teiste omadest, siis saame

L Rt AT v

(X2 —x) (Y—y1)—(3—X;) (y2—y1) =0 Yoy pr—



ehk = 00 = V=N ja
e R s ]
! XX &2
2o—21) (x—x,)—(2—2;) (xo—Xx;) =0 ehk L — 35
(za—2))( 1) —( 1 (%o 1) Xo—X,q P
kus viimane proportsioon silmanahtavalt jairgneb kahest eelmisest,
nii et sellest kolmest vdrrandist on ainult kaks olu-

list. Need véorrandid kirjutatakse harilikult koos

(Yo—y1) (Z—2)—(y—W) (25—2;) =0

X=%_ Y= _ Iz =

AN Yai Wy R e

Mirkus. Sirge joone vdrrandites ei saa olla arvud x, — X3, Yo — ¥y,
2z, — 2,, kdik kolm ‘korraga nullid, sest muidu oleks punkt P, samane punktiga
P, ja iiks punkt ei madra sirget joont. .Kui nendest -arvudest on mdni null,
siis ei saa sellega jagada. Kuid kui valem 78 on juba kirjutatud, siis kdlbab
ta ka selleks juhuseks. Kui nditeks x,— X3, ei ole null, aga on y,—y; =0,
siis ei saa selle valemi jidrgi y —y; olla muud kui null, sest vastasel korral
oleks valemis esimene murd 15plik, aga teine lGpmata ja sellega valem mitte
rahuldatud, ja et y, —y; = 0 korral t3esti peab olema ka y —y, =0, see jirg-
neb vérrandist (x, — x7) (¥ — 1) — (x—2x7) (02 —¥1) = 0.

Harjutus 109. Tdendada valem 76 juhusel, kui tasapind P;P,P on
paralleelne iihe teljega, ja tuletada sirge joone vorrandid vaadeldes mingit kahte
punkti (x;, ¥3, 21) ja (X2 Yo, 25), sellest kahest punktist labimineva sirge joone
mingit muud punkti (x, y, z), punkte (xy, ¥o. 27), (1, ¥, 21), (Xa, Yo 29), (X, ¥, 21)
ja kolmnurke (xy¢ V4, 2;) (X Vo 21) (X2, Voo 2o (X10 Y1y 21) (X, ¥, 21) (X, 9, 2),
(X1, Y1 2) (Xg, Yoo 21) (X Vo, 29) J2 (X3 Vio 20) (X1 ¥ 20) (X, 85 29)-

H. 110. Leida alguspunkti (0;0;0) kaugus ¢ tasapinnast, mis ldheb
14bi kolme antud punkti.

23. Kahe punkti vaheline kaugus ruumis. Sirge joone
sihikoosinused. Olgu joonisel 28 punkti P koordinaadid x, y ja 2.
Kirjutame joone OP iihe tdhega r ja sellesama tdhega ka selle
joone tiiki OP pikkuse arvu. Siis jirgneb taisnurksetest kolmnur-
kadest OP"P ja OPyP” Pythagoras’e lause pdhjal, et (siis, kuion
OX10Y1LOZja|0X|=|0Y|=|0Z|) on

r=yx*4y*+ 2~
Nurkade xr — POX = OPP’", yr="POY ja zr=POZ = OPP’

koosinusi nimetatakse joone 7 sihikoosinusteks ja nad kirju-
tame sagedasti liheduseks a, f ja y. Nende viirtused on



@ = cos 9=OPX:iOPi:P”P:iOP}:)C:)/ET—Fm:%,
~ : v A\ \
B=cos yr=0P,:|OP|= = ja- = cos2r= OP;+ }OP|=
=PyP”:fOP‘=—§ ja sellega
@G y=1.

Niisama on igal joonel P,P, siis, kui on P, =(x;, y,, ;) ja
Py = (x5, ¥5, 2) (ja ikka OX L OY L OZja | OX =|0Y | =|0Z)),
tema tiki PP, pikkus:

|\ P\Py | =V (% — X + (Va2 ;;1_)3 + (@—2z*|0X || 79

ja kui selle joone ja ka tema tiki PP, pikkuse arvu kirjutame
tahega s, siis on tema sihikoosinused

PSS Xf)"_‘xl
= COR XS 5 1,5,, »

) A 2y -2y 80
y=2Co0s 2§ =~ W

(kus on § = J1Xs— %)% + (o — 31)? + (25— 2,)?)

B =cos j.;: ,,}"2‘}3’17 I

Sest vottes 1abi punkti P, paralleelid telgedele ja leides nende joonte
peal kui ka nende joonte paaride labi minevate tasapindade peal
punktile P, ristprojektsioonid, saame joonise, mis on samane joo-
nisega 28, kui seal mdeldakse punktide O ja P asemel punktid
P, ja P, ja esimese kahe punkti koordinaatide vahede x, y ja z
asemel teise kahe omad x, -—x;, vo— 9y, ia 2, —2z;.

Harjutus 111. Tdendada, et iga vdrrandite paar

TS WO e f SHC 18

l m n
kus on xj, 'y, 23, £, m ja n mingid antud arvud, esitab sirge joone, mille sihikoosinu-
sedon: a=0: ) B+ m+n2B=m: Y B+m+nPjay=n:V B+ m®+ nt.
[On ju siin Py=(xy, V1, %) ja Po=(x3+ L, y3 +m, z; + n))
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H. 112. Kui vdrrandites V 78 kirjutame kolme jagatise iihise vddrtuse
iihe tdhega niditeks £, siis saame niinimetatud parameetrilised sirge
joone vadrrandid: x=x;+ (—x), y=n+0O0r—mnlija z=12+
4+ (z2o—2zy)¢t. Kui siin on xp—x; = a, yo—y; =F ja 25— 2, =7 (s. o. sihi-
koosinused), siis nimetatakse neid parameetrilisi v@rrandiid

x=x+at, y=y; + Bt javz=21+yt 81

ka normaalseteks. Vdttes mitu numbrilist sirge joone vdrrandite paari
[H 111], tuletada nendest normaalsed parameetrilised ja teha selgeks, mille
arv on seal parameeter £,

H. 113. Kirjutada vdrrand, mida rahuldavad - alguspunktist r mdddu
kaugusel seisvate punktide koordinaadid x, y ja 2z ja ainult need. Vabastada
see vorrand radikaalist.

H. 114. Kirjutada vdrrand, mida rahuldavad antud punktist (xy v, 2p)
r md6du kaugusel seisvate punktide koordinaadid x, y ja z ja ainult need.
Vabastada see vdrrand radikaalist ja vorreldes teda sirge joone, ringjoone ja
tasapinna vorranditega otsustada, mille vdrrandiks tuleb teda nimetada.

H. 115. Leida alguspunkti O =(0;0;0) kaugus O sirgest joonest, mis
|P,P,0)

ldheb 14bi kahe antud punkti P; = (xy, ¥4, 21) ja Py = (X3, Vo, 25)- [6 = 7’,; 4]
112

24. Esimese astme vorrand kolme tundmatuga. Kui

ruumi punktidele on korraldatud Cartesiuse koordinaadid, siis saame

iga tasapinna jaoks esimese astme vérrandi V 75, sest selle tasa-

pinna peal v8ime vdtta mingi kolm punkti (x;, y;, X;), (X5 Vo, 25)

ja (x3, Vs 23). Umberpdérdult esitab iga antud esimese astme

vdrrand kolme tundmatuga

ax+by +cz+d=0

(kus ei ole a, b ja ¢ koik korraga nullid) tasapinna, kui need tund-
matud on ruumi punktide Cartesiuse koordinaadid. Sest

1) kui a, b, ¢ ja d ei ole ikski null, siis rahuldavad seda
vorrandit selle kolme punkti (x;, ¥, 2;), (%2, Yo, 22) ja (X3, V3, 25)

koordinaadid, millel on y, == 0 = 2, jasiis (v8rrandi jargi) x; = —; =,
L S il s - e
Xo=0=2, ja siis y,= T 4 X3 =0=yjyja siis 23 = = -

et vorrandi V 75 jaoks saab



[ Qpli el sotipd —oduyl 1 x z
: 8 d! daz ! 2

1x2)’2:—1 OTF:H].—;I o o i T
TR R ICY o 't Xa .28

. X Y1 2y

‘1 p.8 ‘—é?mx z—f

R A W ey = B £ 20 % ety

1y 24 | Xs. Y5 23

ja siis sellest kolmest punktist labimineva tasapinna v&rrand

g% oevsdA a? as
— e T e —— =0,
be * 7 acy+baz+abc :
2
mille koiki liikkmeid jagades arvuga vy saamegi antud vd&rrandi;

2) kuion d=0, a £ 0 £ b, ¢ #0, siis rahuldavad seda vér-
randit alguspunkti kocrdinaadid x, =y, =2, =0 ja selle punkti
koordinaadid, millel on x, =1, y,=0 ja siis (vdrrandi jirgi)
Ro & _TQ, ja veel selle punkti koordinaadid, millel on y;=1, z; =0

. : —b B z
ja siis x3=7», ja sellest kolmest punktist ldbimineva tasapinna

vérrand saab valemi 75 jargi

%x—{-%y—{-z:O, ehk ax 4 by 4 cz=0,
mis ongi antud v&rrand;

3) kui on @ =0=10, ¢ /£ 0, siis rahuldavad seda vdrrandit

k3igi nende punktide koordinaadid, mis seisavad xy-pinnast e

m&8du kaugusel, sest siis on z= _T ja vorrandis ei esine y ega x,
nii et nende vairtused vdivad olla igasugusad, ja kui on 5 =0 =,
a0 vsi jalle c=0=a, b #0, siis rahuldavad seda vdrrandit

kdigi nende punktide koordinaadid, mis seisavad yz-pinnast s

moddu kaugusel vdi zx-pinnast _Td mdddu kaugusel ;



4) kui on ainult ¢ =0, siis rahuldavad seda vdrrandit selle
kolme punkti (x;, v, 21), (X2, ¥s, 25) ja (X3, ¥3, 23) koordinaadid,
; gt —d L Bk —d
millel on 2; =0=y, ja siis x; = g h™ 0 = z,jasiis yo= —

b

ja2g=1,"y, =0 Ja 8lis "X, = o aga sellest kolmest punktist 1&-
bimineva tasapinna vdrrand saab valemi 75 jargi

d - a d?
—bﬁx—}—zy-kaib_o’

mis ongi antud v8rrand ja esitab nimelt 2-teljega paralleelse tasa-
pinna, naiteks P,P,P’; [] 29], sest z-telje iihegi punkti koordinaadid
(kus on ikka x =0 ja y =0) ei rahulda seda vdrrandit.

Niisama esitab vérrad ax + by + ¢z + d =0 siis, kui on ai-
nult 4 =0, y-teljega paralleelse tasapinna ja ainult a =0 korral
x-teljega paralleelse. Sellega esitab iga vdrrand

ax + by +cz+d=0,
millel eiole a, b ja o kdikikglm korraga nullid,
tasapinna, vérrand ax+ by + cz=0 nimelt tasapinna labi
koordinaatide alguspunkti, v&rrandid ax+d=0, by +d=0 ja
¢z-+d =0 nimelt koordinaatide pindadega paralleeelsed tasapinnad
ja vérrandid by +cz2+d=0,ax+ cz+d=0jaax+ by+d=0
nimelt telgedega paralleelsed. Tasapind, mille vérrand on ax + by
+ ¢z + d = 0, nimetatakse ka lithidalt pind ax + by + cz +d =0.
Kui see tasapind on Kkirjutatud veel kuidagi teisiti, nditeks iihe
tahega 7, siis tdhendatakse seda samasuse margi — abil, kirjutades

=ax+by+cz+d=0.

Harjutus 116.- Kirjutada mitu (enam kui kolm) numbrilist esimese
astme vdrrandit kolme tundmatuga, joonistada nende vdrranditega esitatud
pindade ldikejooned koordinaatide pindadega (nende jdljed koordinaatide pin-
dade peal) ja arvutada iga kolme pinna 13ikepunkti koordinaadid (silmas-
pidades, et kolme pinna iihise punkti koordinaadid peavad rahuldama nende
kdikide vorrandiid).

H. 117. Kui on antud kaks tasapinda m, ja &, ja esimese pinna vdr
randil agx + b,y + ¢gz + dy—0 korrutame k&ik liikmed mingi arvuga %k, ja
teise pinna omal aux 4 buy -+ cuz + du—0 mingi arvuga ky ja siis liidame
esimese vorrandi pooled teise omadega, siis saame uue vdrrandi
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Ty =X + by + cez+ dy—10| %
Tu=— aux + buy + cuz+ du—0 | ku
7 = (Ro@y+ kuau)x—+(Rybo-+kubu) y+(Roco+ Rucu)z+kody+ Rudu — 0,

k
v3i, tema kdiki liikkmeid arvuga k, jagades ja kirjutades El! =/, veel lihtsamal
0

kujul
7= (ag+ Aau)x 4 (b + Abu)y + (6o + Acu) 2 + dy+ Adu 0.
Toendada, et 1) pind s laheb 14dbi pindade 7, ja sy 16ikejoone (mida kirju-
tame ka m, X 7u) ja et 2) A on selle pinna ristjagatiskoordinaat lehtede kimbus
7y X vy, kui seal on algusleheks 7, abileheks 7zu ja m&dduleheks
7wy = (ay +au) x + (by + bu) y + (¢ + €u) 2 + dy + du —0,
s, .0,. et on
5 Sin fom  sin mom

sin 7wy " sin nﬁtu

[T8enduseks tuleb vaadata nende pindade 15ikepunktisid iihe teljega v&i, kui
nad k&ik ldhevad 14bi alguspunkti, mdne muu joonega, niiteks joonega, kus on
x=1, y=—0 vdi y—1, 2=—=0 vdi x=0, z=—1, ja tuleb silmaspidada, et
otsitav ristjagatis on nende 1Gikepunktide omaga {ihevérdne [11; H 18]. ]

H. 118. Et vdrrandi kdiki likmeid v3ib jagada mis arvuga tahesr(peale
nulli) sellepdrast saab tasapinna vdrrandile vahel anda kuju

ux +vy +wz+1-—-0.
(Millal ei ole see kuju v&imalik?) Arvusid u, v ja @w nimetatakse siin telgede
1ikude negatiivseteks iimberpéérdud véirtusteks. V@&ttes mitu niisugust numbri-
list vOrrandit, joonistada nendega esitatud tasapinnad ja selle juures leida
telgede 16ikude nimetamise pShjendus.

Miarkus. Kui vorrandis ax+by+cz+d—0 on a—0=—=b=—¢,
aga d}/‘O, siis saab temale anda kuju ux-+vy+wz+41-—0, kus on u—0—v—w,
Oeldakse, et see vorrand on l6pmata kauge tasapinna ehk eba-
lehe vdrrand, sest mida kaugemal on tasapind ruumi koordinaatide algu-
sest, s. 0. mida kaugemal algusest 15ikab see pind telgi, seda ligemad saavad
arvud u, v ja w nullile. Kui oleme ka ebalehe mdiste tarvitusele v&tnud, siis
vGib kiill iitelda, et vorrand ax+ by+cz+d—0 esitab tasapinna
alati siis, kui ei ole a, b, cja d kSikneli korraga nullid,

Harjutus 119 Tasapinna vorrandis ax+ by+cz+d—0 vGib
arvusid a, b ja ¢ lugeda selle pinna ithe kolmnurga projektsioonide pindala
arvudeks koordinaatide pindade peal. Sest vdttes niditeks iihe punkti jaoks

—d
¥1=—0=2, nii et saab b Lok ja teise punkti jaoks y,—=1, 2,=0. nii et
saab x,— —dT_b, ja kolmanda punkti jaoks y;—0, z; —a, nii et saab
AL

ca ;
Xy ——_— saamegi



123

11 3 2| _‘1 2 Xxq| [T Xy » [x1 1 2]

‘i‘l Y2 2| =@, |1 2, Xp|=b, |1 Xo yp|=¢ ja —|Xg ¥y 2Z|=d.

(1 ys 23 1 23 x| (1 X3 y3 X3 V3 23

Toendada, et siis, kui jagame v&rrandi ax - by 4 cz + d —0 k3ik liikmed
ket Il ax—+ b cz+d

arvuga ¥ a? ~+ b? + ¢2, saab v&rrandi pahem pool ¥;+,4)'L_j+_‘_f nimelt

Va+ote
punkti (x, y, 2) kauguse arvuks [V 77] pinnast ax + by + ¢z +d =0 ehk
ax—+ by + cz + d_o

Varere
(Sellel viimasel kujul — jagatult tundmatute kordajate ruutude summa ruut-
juurega — nimetatakse tasapinna vﬁnjandit normaalseks.)

Fi.120. Vaadeldes.tasapindade
a=ax+by+cz+d=0jana’'"=a'x+by+c’z4+d =0
jalgi xy-pinnal [H. 116 (kus on z=0)
ax+by+d—0jaa’x+by+d-=0

ja niisama ka nende jdlgi teiste koordinaatide pindade peal, tuletada tasa-
pindade mw ja @/ paralleelsuse tunnus

e 82

H. 121. Tuletada sirgete joonte

S (00 ot YO e

l m n ST m’ n’
paralleelsuse tunnus 17=ﬁl=’il [H 111].
L m n

H. 122, Joonisel 29 on ON tasapinnale ABC (kus A, Bja C on jirge-
moddéda x-, y- ja z-telje punktid) ristjoon algusest. (Punkt N tasapinna ABC
peal on joonte CD ja AE Idikepunkt, kui on OD | AB ja OF | BC. Joonel
OE on ka pilt risti joone BC omaga [20 M 2]. Joone OD saamiseks on tidisnurkne
kolmnurk AOB péérdud oma tasapinda médda nuki O iimber tdisnurga
vdrra kolmnurgaks A,OB,, s. o. nii, et pildil on |OB,|:|0X|=|0B|:|0¥Y|
ia |OAy|:|OY|=|0A|:| 0X|, ja siis véetud OD || AyB,) Toendada selle
joonise jargi, et kui 1) tasapinna ABC ristjoonele ON ja sellega ka tasapinnale
ABC ise on miiratud poolsus (nditeks ON, s. o. seda joont loetakse mine-
vaks punktist O punkti N poole, nagu x-telge punktist O punkti X poole, ja
siis tasapinnal ABC positiivseks see pool, kuhu see ristjoon 1iheb
selle tasapinna punktist N — kus on selle ristjoone positiivne pool, nagu
yz-pinnal see pool, kuhu ldheb x-telg ehk kus on punkt X) ja kui 2) poolsu-
sega sirgete joonte v&i tasapindade vahelise nurga védirtuseks iihest teiseni
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loetakse nimelt selle nurga viirtust, mille voérra tuleks esimest joont v&i pinda
selleks pddrda, et tema positiivne pool saaks teise omaks, siis on selle
tasapinna ja koordinaatide pindade vaheliste kahetahuste
nurkade vddrtused samased selle tasapinnaristjoone ja
koordinaatide telgede vaheliste nurkade vdidrtustega.

{Nurkade xy/.\ABC ja N/(}C ithevdrdus jargneb tdisnurksete kolmnurkade NOC,
ODC ja NDO sarnasusest ja joonte CD ja OD ristseisust joonega AB.]
H. 123. Leida alguspunkti (0; O; 0) kaugus p tasapinnast
m=ax + by +cz+d=0
{H 119] ja vaadeldes selle tasapinna 15ikepunktisid telgedega (A4, B ja C) ja
ristjoont algusest (ON joonisel 29), mille kirjutame ka tidhega p, tuletada selle
ristjoone sihikoosinuste valemid:

@=cos xp=a:r, f=—cos yp=1>b:rja y=cos zp=c:r 83
(i pf F 46 VR LI

mis on ka [H 122] tasapinna ja koordinaatide pindade vaheliste kahetahuste
nurkade koosinuste valemid. [T&isnurksest kolmnurgast AON on koosinuse

mdaiste jargi cos ,\:pz ON: OA. ON pikkuse arv on—p=-—=—d: V a?+b2+c2,

sest p pidi olema alguspunkti kauguse arv tasapinnast (p:d:}/(}z—_i_ b2 + c?),

s, 0. nimelt NO pikkuse arv, ja on ju NO—— ON. OA pikkuse arv on punkti
d .

A esimene koordinaat ja saab tasapinna vdrrandist x — ToIg? sest punktil A

on teine ja kolmas koordinaat nullid.]
H. 124. Eelmise harjutuse pdhjal tdendada 1) et tasapinna z ristjoon l4bi

alguse on pi::—:f%=27 ja 2) et selle tasapinna normaalse vdrrandi

[H 119] vaib kirjutada (Hesse) kujul
7T= X cos fp-}—y cos y}) + z cos zAp+p=0.
H. 125. Mis tuleb muuta harjutustes 38—41, et nad saaksid kolme-
modtelise geomeetria harjutusteks?
H. 126. Projektides sirge joone
I X =2Mpy a2V o/ BT 2k

1 m n

I

S

|

tthe md6du pikkuse tiiki P;P, asemel murdjoone P (Xa vy, 2;) (X2. Vo, 2;) Py
{H 39] (millel on osad jirgemddda paralleelsed x-, y-, ja z-teljega ja sellepirast

pikkuse arvudega « =—cos ,\:s, B=cos _Qs ja y—-cos Es) teise sirge joone

/ ’ /
RPEN FOCREN, NN St (AR
ipiua Mecilsdey mbebnigram’
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peale, toendada kahe sirge joone vahelise nurga koosinuse
valem

cos s8'— a.cos xs'+ B.cos v’ 4 7.cos 28=aa’+ BB + vy =
I+ mm’ + nn’ 84
CVE+min? VI24m'n?

ja sellest valemist tuletada kahe sirge joone s ja § ristseisu
tunnus

W+ mm’ + nn’ —0 85

ja ka kahe tasapinna mw ja #/ [H 120] ristseisu tunnus

aa’4 bb’+ ¢cc’ =0 86

.

[Kahe tasapinna vahelise kahetahuse nurga védirtus on samane nende tasa-
pindade ristjoonte vahelise nurga vairtusega [H 122], kui nendel ristjoontel ja
siis ka nendel tasapindadel on madratud poolsus.]

H. 127. Toendada sirge joone s [H 126] ja tasapinna =«
[H 120] paralleelsuse ja ristseisu tunnused

s || @, kui on la 4+ mb+ nc—0 ja
m _n 87

l
sl @ kuion ——=— ——
RO a b c

[Ristjoon tasapinna ristjoonele on paralleelne selle tasapinnaga.!
H. 128. Kirjutada vdrrand tasapinnale, mis ldaheb 12ti antud punkti
(%o Yo, 2o) ja on risti antud joonega

e gecast g st Gk s

l m n
[L(x — x0) +m(y —yo) + n(z — 2)) = 0]

H. 129. Leida numbriliste vérranditega antud kahe sirge joone s ja s’

TS = 2l o0l z_zll )
[H 126] ihine ristjoon s”zx—l-,,x—l :'!’—nj,;fl—: 7—1 [Ristseisu tunnustest
W+ mm”+ nn"—=0 ja 'l"+m’m”+ n’n"=0 jirgneb !”:m"”:n" —
|m n 2 ¥l 11 ml

== |« Punktiks (x”;, "3, 2”;) vOime véGtta tasapinna

R o o ‘%Jnﬂ' 3 rom
ss” 1Gikepunkti joonega s’. See tasapind ldheb l&bi joone s ja sellega ka labi
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punkti (xy, ¥y, 2;) ja ta on risti joonte s ja s” iihise ristjoonega, nii et ta on

nieik | [l m

n’ I (y—yl) <t i Vv m/l! (Z—ZI)ZO' Selle tasa-

pinna ja joone s’ IGikepunkti koordinaadid saame muidugi lahendades selle

ittt gilbed e £ 0 vt 44, Yyl
A T

s 4y 36
[H ]28]‘ m” n//!(x xl) +

*vorrandi koos s’ kahe vdrrandiga niiteks

ja
_z2—2
===
25. Bilineaarne vérrand kahe kolmiku tundmatutega.
Bilineaarne vdrrand kahe kolmiku tundmatu-

tega [16]

(@ X" +apy + a2’ + a,0) x+
+ (@91 X" + a0y + a2’ + a5 y +
+ (ag1X" + ago ¥ + 532’ + a3 2+
+ anX + a0y + aggz’ + 2y =0

88

(mis on lineaarne kummagi kolmiku tundmatutele, kui teise kol-
miku omad on tuntud) on loomulikuks vaheliliks kolme tundmatuga
esimese ja teise astme vdrrandite vahel. Kui see vdérrand on
kirjutatud nii, et seal ks kolmik tundmatuid on véetud sulgude
taha, ja veel nelja realiselt, nagu valemis 88, siis paistab silma
selle virrandi determinant [lhk. 38 M] '
Q11 Q9 Gy Qo)
s o fani. Ces G
(@31 Qg Agg Ay |
[ Qo1 Qg2 Qgg  Qqo |
Kui see determinant on simmeetriline, s. o. kui on
Ay = Qo ja Uldiselt ajx = @y, siis on ka bilineaarne vdrrand
simmeetriline, s. o. ta el muutu, kui vahetatakse xyz ja
Xx'y'2Z’. Meie kasitame siin ainult simmeetrilisi bili-
neaarseid vdrrandiid kahe kolmiku tundmatutega, sest juba
nende juures tulevad esile kdik tahtsamad mé&isted, millega on tege-
mist kolme tundmatuga teise astme vérrandite kasitamisel.

1) Korrelatiivsus ruumis. Bilineaarsest vé&rrandist
V 88 saame (kui neljal v&rrandil
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Ay X+ Q1Y + @132 + @10=0, A9 X+ A9y Y+ Q932 + A2 =0, 89

a5, X+ a3, Y + @52 -+ A30==0 ja do\ X+ g Y+ Aps2 + Aoo=0

ei ole Ghist lahendust) iga antud punkti
(x/, yl, z/)
korral tasapinna
ax + by +cz+d=0,

kus on

a=ay X'+ a5y +a132' + a0 b=05, X"+ sy Y +a552"+ 30, o3

y : J / 7/
c=ayu X' 405y +a332' + a3y ja d=ap X'+ a4y +-ae32"+ a0

Niisama saame siis ka igale antud tasapinnale

ax+ by+cz+d=0
leida punkti
',y 2),
mille korral vérrandist V 88 see antud tasapind saaks, sest otsitava
punkti koordinaadid peavad rahuldama proportsioonisid [lhk. 40]

(@1 X' +-a19y 4a132'+ay,) : a=(a5, X" +-003 Y 4 Q232"+ Ayp) : b=

4 7 4 ’ 91
=(a3;, X" + a5y + 0332+ a3) : c=(n X' + Ao Y+ Ap32"+ag) : 4

kust saame (kui ei ole a, b, ¢ ja d k&ik neli nullid) kolm esimese
astme vdrrandit otsitava punkti kolme koordinaadi jaoks.

Sellega maarab iga bilineaarne vdrrand kahe
kolmiku tundmatutega [V 88] siis, kui need tund-
matud on ruumi punktide Cartesiuse koordinaadid
ja kui neljal vérrandil V89 ei ole ihist lahendust,
ikstithese vastavuse ruumi punktide ja tasapin-
dade vahel Seda vastavust nimetatakse ildiselt korrela-
tiivsuseks ruumis.

2) Polaarne siisteem ruumis. Sel samal viisil nagu
kahemddtelises geomeetrias [16 2)] tuleme ka siin otsusele, et
simmeetrilise bilineaarse vdrrandiga mé&ddratud
wvastavuses ruumis laheb mingile punktile (x, y;, 2)
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vastava tasapinna iga punkti (x, ¥, 2) vastav tasa-
pind esimesest punktist (x;, yy, z;) 1dbi. Selleparast
nimetatakse siimmeetrilise bilineaarse vérrandiga mé&iratud vasta-
vuses ruumis ka iga punkti tema vastava tasapinna pooluseks,
tasapinda oma vastava punkti polaar(tasa)pinnaks, poo-
luste ja polaarpindade vastavust polaarseks siisteemiks ja
siis seda bilineaarset vdrrandit, mis polaarse siisteemi maarab, ka
polaarse siisteemi v&rrandiks.

Harjutus 130. Vattes numbrilise siimmeetrilise bilineaarse vorrandi
[V 88] leida iihele punktile (nditeks punktile (1; 0; 0)) polaarpind [V 90], v5tta
selle polaarpinna mitu punkti ja joonistada nende punktide polaarpinnad.

3) Keskpunkt ja tema polaarpind ehk ebaleht.
Kui polaarses stisteemis on punkt, mille polaarpinna vérrandi jaoks
saab valemitest 90 a =b=c¢=0, agad # 0, siis nimetatakse seda
punkti selle polaarse stisteemi keskpunktiks. Keskpunkti koordi-
naatide jaoks, mida kirjutatakse sagedasti tihtedega x,, y, ja 2,
saame valemitest 90 vérrandid (kus on @i = ay)

ay1X0 + @19Yo + 1320 + @1 =0
@91 X0 + A2 Yo + 320 + A3 =0
Qg1 X0 + Qg0 Yo + Q3320 + Q30 =0
@giXo + @gg Yo+ @y320+ oo £ O

92

ja neid lahendades need koordinaadid ise
Xo="A10: Aoor Yo="As: Ago Ja 2o= Ao Ao,

@y @y Qg
kus on  Ayy=as axn a23j' (s. o. polaarse sisteemi v&rrandi

(s @go Qg
determinandist elemendile a,, vastav alamdeterminant {21 M 3]) ja
Ajp Ao ja Agy (elementidele ayy. ay, ja ay, vastavad alamdetermi-
nandid) saadud sellest, pannes sinna vabaliikmed vastupidiste mar-
kidega x, kordajate asemele, v3i y, kordajate asemele, v&i viimaks
2, kordajate asemele.

Seda punkti nimetatakse selle polaarse siisteemi keskpunktiks

selleparast, et alguspunktist kiillalt kaugel seisvatel tasapindadel on
kdigil poolused (selle polaarse siisteemi jérgi) selle punkti ligidal
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ja selleparast lahevad alguspunktist kiillalt kaugel seisvatel punktidel
kdigil polaarpinnad selle punkti ligemast Gimbrusest Jabi. Sest kui
tasapinna vérrandis ax + by + cz+ d=0 ei ole d=0, siis vdib
seal, kui tarvis, k&iki liikmeid jagada niisuguse arvuga, et saab
d =1, ja sellega on alguspunkti kaugus sellest tasapinnast [H 110]
0=— :__1-“,_~ killalt suur ainult siis, kui on @, & ja ¢ kdik

V a® + b2 + ¢2
kolm kiillalt vdikesed ja siis ldhevad selle tasapinna pooluse kocr-
dinaatide jaoks valemitest 90 saadavad v&rrandid véhe lahku kesk-
punkti vdrranditest V 92.

Naiteks on sellel polaarsel siisteemil, mille vdrrandis on
a,, =0 jne. iga aix =0, kui ei ole i=~&, aga a;;, @y, Q33 ja ag
ei ole iikski null, s. o. millel on lihtne v&rrand

A X' X+ QY'Y + 0332’2 + g =0 93

keskpunkti koordinaatide vdrrandid

Q11X =0, AxyYy=0 ja az2y=0
ja sellega keskpunktiks nimelt koordinaatide alguspunkt (0; O; 0).
Iga tasapinna ax-+ by + cz+ 1=0 pooluse koordinaatide jaoks
saavad valemist 91 vérrandid a; ;X' =a.d¢ any =0b.ay ja
ass?’ =c.ay, ja siis on selle pooluse kaugus keskpunktist (s. o.

siin koordinaatide alguspunktist) r=a00‘/ -a—-z —+ k;—}— L:, mis

ay, 20" Qg
killalt kauge tasapinna korral, s. o. kiillalt vaikeste a, b ja ¢ kor-
ral saab kui vaike tahes.

Polaarse siisteemi keskpunktil ei ole (selles polaarses siisteemis)
polaarpinda, sest tema koordinaatide jargi saavad valemitest 90 g,
b ja ¢ kdik kolm nullid (aga d mitte null). Aga sellepérast, et
keskpunktﬂe kiillalt ligidatel punktidel on polaarpinnad temast vaga
kaugel ja veel ligematel jarjest kaugemal, nagu oleks keskpunkt
ise kdige kaugema tasapinna poolus. Hariliku ruumi mdiste jérgi
ei ole ruumis kdige kaugemat tasapinda. Temast koneldakse siiski
kui l6pmata kaugest tasapinnast ehk ebalehest
mille v&rrandiks on

ax—+by+4cz+d=0, kus on a=b=c=0 jad /0,
9
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sest siis on vastavusi kasitada hélpsam. Niiteks v3ib siis itelda,
et polaarses siisteemis on iga punkt dhe tasapinna poolus ja et
selle siisteemi keskpunktiks nimetatakse ebalehe poolust.

On polaarseid siisteeme, millel ei ole (paris) keskpunkti. Niisugune
(keskpunktita) on niiteks see polaarne siisteem, mille, vérrandis
ON Aup = @19 = 13 = Q19 = Aoy = Aoy = A3 = 0, 2aga a,,, Qs ja
ay, ei ole iikski null, s. o. millel on lihtne v&rrand :

A X' X+0a5Y'y+a302 + a302' =0 94

sest keskpunkti koordinaatide tithine jagaja saab siin

[ yi0..0}
Agp= 0 ay,, 0/=0, kuna kolmanda koordinaadi lugeja saab
0 0 0]
a, 0 0
Ag= 0 @y 0 | =— 830047 0.
0 0 —ay

Miarkus. Keskpunkti koordinaadid kirjutasime kohe mitme tund-
matuga niimitme lineaarse virrandi lahenduste nimetajate
ja lugejate kokkuseadmise reegli jirgi. Grassmann tSendas
selle-reegli (1844) punktisid korrutades. Néiteks saame siis, kui antud kolmel
kolme tundmatuga vérrandil korrutame esimesel kdik liikmed punktiga O, teisel
punktide vahega X—O, kolmandal vahega Y—OQO ja liidame nende vdrrandite
pooled, iihe ainsa vd&rrandi:

ax + by + ¢,z +d; =0| O
asxX + boy + €z + dy —0 | X—0
azx + bgy + ¢z + d3 =0| Y—0

a, Py x+b,P, y+ ¢, Pyz+dPy—0,

0+ % x_ Ot Ty %@ %) ,(%,ﬁ)

kusp,,o+al(x 0)+al(y 0)= b A5 Tt b B
oot €2 (»;3) 2 ”(_dg ii@ 4 e 2 ¥ v
Py— (51' & i P = dl, dl) on k&ik neli ihe tasapinna punktid. Kui

sellel iihel vdrrandil korrutame k&ik liilkmed korrutisega P,Ps, siis saame
aIPIP-_,Psx + 41POP2P3: 0 ehk
—diPPPy —dPPP; | —dPPP,
i e i = - — ==
5y a,P,PP, " ja niisama saame y b,D,P,P, ja z ¢,P,P,P,s siis,

kui korrutame korrutistega PP, v3i. P;P, ja lugejas ja nimetajas teisendame
tegurite jidrjekorra sellekohaselt. Need saadused saavadki reeglipdrasteks,




kui 1) paneme punktide korrutiste asemele nende viirtused valemist 9, 2) kao-
tame saadud determinantides murrud (selle pdhjal, et determinandil
iihe rea vdi veeru elementisid iihe arvuga korrutades
korrutame determinandi, nagu see silma paistab siis, kui determinandi
arendame [21 M 2] selle rea vdi veeru elementide jargi) ja 3) seame nendes

determinantides veerud samanimelisteks ridadeks (millest nende

- | @ 0y
véadrtus ei muutu, nagu see silma paistab kaherealisel determinandil | ' 1| —

|
a, as 2 . s 2 3 . 4
=|1 2; otsekohe ja kolmerealisel, neljarealisel jne. siis, kui nad arendame

172! < y .
esimese veeru elementide jdrgi ja loeme selle arenduse esimese rea elementide

jargi olevaks.)

Harjutus 13l.  Toendada. et polaarse siisteemi vdrrandis on siis
@30 = a9y = a3 0, kui on koordinaatide alguseks selle polaarse siisteemi kesk-
" punkt, s. 0. xp=yp=2,=0. [V 92]

4) Diameetri(tasa)pind ja diameeter. Kui polaarsel
siisteemil [V 88| on keskpunkt, siis nimetatakse keskpunktist labimi-
nevat tasapinda selle polaarse silisteemi diameetri(tasa)pinnaks ja
keskpunktist labiminevat kiirt diameetriks. Diameetripinnal ei ole
(selles polaarses siisteemis) poolust, sest selle pooluse koordinaadid
peaksid rahuldama keskpunkti polaarpinna vdrrandit (s. o. vérrandit
V 88 siis kui sinna on pandud sulgudesse ja viimaseks reaks aval-
dused V 92) mida ei rahulda ikski (15plikkude) arvude kolmik.

Diameetripinna jaoks saame {ldisema mdiste, kui vaatleme
iihe sirge joone punktide pblaarpindu. Olgu sirge joone sihikoosi-
nused a, 2 ja y ja siis tema normaalsed parameetrilised vé&rrandid

x=x,4at, y=y,+8t ja z=2,+7y [V81].
Asetades need X, y ja z véaartused polaarse siisteemi vérrandisse
V 88 x/, y' ja 2’ asemele ja jagades siis kdik liikmed arvuga f,
saame selle sirge joone igale punktile, kus ei ole £=0 polaarpinna
vdrrandiks

[an( ‘+a)+ a4+ 8)+ e 3+ /)+ "’}x+[an( ta)+

SR P N e Rl T N P U R

a7 o) | o )+ ol ) o 1)+
T MOy

t
g*
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Kui siin on ¢ killalt suur, siis on nende liikmete kogu, kus on £
jagajaks, kui ligidal tahes nullile ja siis see vérrand ise kui ligidal
tahes vdrrandile

(@110 + a;08 + aygy) x + (a2,0 + assf +as57) ¥ +

: 95
+ (a3,a + agof + asgy) 2 + a0 + AP + aggy =0

Selle vérrandiga esitatud tasapinda (sihikoosinustega a, j, y Kiirte
tthise ebapunkti polaarpinda) nimetatakse polaarse siisteemi
V 88 diameetripinnaks (olgu sellel polaarsel siisteemil kesk-
punkt v3i mitte) ja nimelt kiirtele sihikoosinustega «, Bjay kaas-
diameetripinnaks ja neid kiiri ise selle diameetripinna kaas-
kiirteks. Naiteks on xteljel ja tema paralleelidel a=1 ja
B =1y =0 ja sellega nende kaasdiameetripind a,,x - @,y + a5,2 +
+ @ =0. Niisama on y-telie kaasdiameetripind a;,X + @9y +
—+ 0392 + agy =0 ja z-telje oma a,;3x + Aoz y + @392 + Qg3 =0.

Kahe diameetripinna whist joont nimetatakse diameetriks
ja nimelt sellele diameetripinnale kaasdiameetriks, mille kaaskiirte
hulgas ta on.

Méarkus 1. Diameetripinna vdrrand V 95 on homogeenne «, 3 ja y
kohta. Sellepdrast saame kiirele

x-—xgzy—yo:z——zozt
/ m n

kaasdiameetripinna ka pannes valemis 95 «, 3 ja y asemele [, m ja n.

Miarkus 2. Polaarne siisteem ruumis m#drab iga kiire peal kaas-
punktide vastavuse ehk involuutsuse, kui punkti kaaspunktiks
loeme punkti, mis on esimese punkti polaarpinna peal. Sest pannes valemis
88 tundmatute x, y, 2, x’, y’ ja 2’ asemele nende viirtused selle kiire vGrran-
dist M 1]: xo + U, yy + mt, zy + nt, xo+ I, yy+ mt’ ja z,+ nt’, saame bili-
neaarse vorrardi tundmatutega ¢ ja #':

_ att’ + bt + b’ + ¢ =0,

kus iiksikute tundmatutega liigetel on iihine kordaja b = (ayy/ + apm -+ azn)x, +
+ (a5l + agm +- axn)y, + (aygl + axm + axn)zgt- 610l + agm + agn, nii et
saadud vdrrand on tdesti simmeetriline [6] (involuutsuse vérrand).

Kordaja & selles vorrandis on selle kiire Kaasdiameetripinna vérrandi
pahem pool [V 95; M 1], ja kui sellel kiirel on punktiks (x,, yo 2z;) nimelt
18ikepunkt tema kaasdiameetripinnaga (selle kiire involuutsuse keskpunkt [H 89)),
siis on see kordaja # =0. Siis saab involuutsuse vdrrand aft’ 4+ ¢=0 ja siit
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ruutvdrrand af2 + ¢ =0 selle kiire nende punktide parameetri vadrtuste jaoks,
mis on oma polaarpinna peal (iseenese kaaspunktid) ja mida nimetatakse
ka kahekordseteks punktideks. Need parameetri vdirtused on siis

sed punktid tema kaasdiameetripinnast (tema involuut-
suse keskpunktist) ihekaugusel teine teisel pool (sest fon

kauguse arv punktist (Xo Vo, zo) kui modduks on | OX |V B + m2 + n2).
Sellega poolitab diameetripind oma kaaskiirte tiikid kahe-
kordsete punktide vahel.

Harjutus 132. Tdendada, et keskpunktiga polaarsel siisteemil 1dheb
iga diameetripind V 95 (ja siis ka iga diameeter) ldbi keskpunkti. [Valemis 95
avame sulud ja vOtame siis sulgude taha @, B ja 7. Siis saavad sulgudesse
keskpunkti vérrandite V 92 pahemad pooled.]

H. 133. Leida koordinaatide telgede kaasdiameetripinnad polaarsetel
siisteemidel V 93 ja V 94. [Viimasel saab z-telJe kaasdiameetripinnaks ebaleht.]

H. 134, Tdendada, et keskpunktita polaarsel siisteemil V.94 on k&ik dia-
meetrid omavahel paralleelsed. [Iga diameetripind (valemi 95 jargi) ajax 4
+ axBy +agy =0 on paralleelne z-teljega.]

5) Peatasapinnad ja teljed. Kui polaarse siisteemi dia-
meetripind on risti oma kaaskiirtega, siis nimetatakse seda dia-
meetripinda polaarse siisteemi peatasapinnaks ja kahe
peatasapinna iihist joont polaarse siisteemi teljeks. Kui
diameetripind V 95 on risti oma “kaaskiirtega, mille sihikoosinused
on a, Bjay, siis ontema vdrrandis tundmatute kordajad nimelt nende
kaaskiirte sihikoosinused — vahest korrutatud mingi arvuga [H 123],
mille siin kirjutame tdhega A. Sellega on peatasapinnal

a,,0 + a9 + 0157 =Ja
Q150 -+ Aoof + Aoz = AP 96
@130 + Aoy + Aggy = Ay

Need kolm vdrrandit ehk (a;;— A)a-}apf+ a5y=0, apa—+
+ (822 — ) B+ A =0 ja a;30+ @osf + (ags-—A4)y=0 on ho-
mogeensed a, B ja y kohta [lhk. 96]. Jagades neil v&drranditel
kdik liikmed naiteks arvuga y (kui see ei ole null), saame uuteks
tundmatuteks a:y ja f:y, mida saame leida juba kahest v&rran-
dist, nditeks esimesest ja teisest |V 21; lhk. 43]:



e gl lan—~4 ap | .
¥ Thagridl- |"|a a {8
29 23 12 20— |
' ; R > 97
; .y=_\a11 V3| [An—4A Gy
[ @12 Asg | |y Aoo—4 |

s. 0. a, # ja y on proportsionaalsed selle kolme vdrrandi (kordajate)
determinandis viimase rea elementidele vastavate alamdeterminan-
tidega (ja niisama ka esimese vdi teise rea elementidele vastavate
alamdeterminantidega, sest v3ib ju a:y ja B:y leida teisest ja kol-
mandast v&i kolmandast ja esimesest vdrrrandist). Kolmanda v&r-
randi homogeensuse parast vdime sinna panna a, 8 ja y asemele
need nendega proportsionaalsed alamdeterminandid ja saame siis 4
jaoks sekulaarvdrrandi [V 64]

n—4 ap a3
Qa9 Ayy—A Qg 98
ST Qo —4

ehk arvutades selle determinandi, korraldades 4 astmete jargi ja
muutes margid :

B—122 4 Jh— Ayp=0,
kus on I=a11+a,,—{—033 ja 99
J = Aglg5 + Q3371+ 13855 — Qo3 — A5,° — a5

Sellel kolmanda astme vdrrandil on vahemalt iks juur, s.o.
vahemalt {iks A-vadrtus, mis selle vérrandi pahema poole nulliks
teeb. Sest

(1) on sellel pahemal poolel esimene liige juba siis muude

liigete summast absoluutselt suurem, kui on |A| > |/ + ]/.Ii{ -
+13/TA;0’| (saame ju korrutades selle isevérduse pooli arvuga
| A8

S AR £ VT AR Aoo.g/l?> 1. JAB [ J]. A+ |Al
selleparast, eton [/ >// ja |i2 >] "1 Agol?);
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(2) on siis absoluutselt nii suure negatiivse A-vaartuse korral
ka sekulaarvdrrandi pahem pool negatiivne ja absoluutselt nii suure
positiivse A-vdartuse korral positiive (nagu selle pahema poole esi-
mene liige) ja ;

(3) kui 2 muutub sellest negatiivsest vaartusest pidevalt
(s. o. kdiki vahemisi vaiartusi saades) selle positiivse vaartuseni,
siis peab sekulaarvérrandi pahem pool 4 jargi pidevalt negatiivsest
positiivseks muutudes vdhemalt kord nulliks saama (muutub ju
pidevalt summa oma liidetavate jargi ja korrutis oma tegurite jargi).

Olgu see iiks sekulaarvdrrandi juur A=A, /0, Siis saame
kohe iihe peatasapinna (kui diameetripinna vérrandi V 95 lihendame
valemite 96 abil, paneme @, f ja y asemele nendega proportsio-
naalsed alamdeterminandid valemist 97 ja A asemele selle {ihe
juure A, ja kirjutame veel vabaliikme determinandi kujul):

ayp Q3 Qy—7q Ay
2 i X == )"1 y+
| Doy "7y, oy | 2 Qs
ay—4 @y a3
Ay —Ay Qo Aty
+ 4 4 | & + Ao—4hy Qyy =0
Qs Qoo—1q |
Q0 Qs asg

Jagades sekulaarvérrandil V 99 pahema poole vahega i—4,,
saame (sellepdrast, et on 4,2 — 4,2+ JA; — Agy=10)

(WB—122 4 Jh— Ay): (A — ) =22 — (I—A)h+ T — U —1y) Jy.

Et see teiseastmeline avaldus on sekulaarvdrrandi pahema
poole teguriks, sellepdrast on iga A-vairtus, mis selle avalduse
nulliks teeb, s. o. ruutvérrandi

22— (=) +J—(I—4)2 =0

kumbki juur (4, v8i A3) ka sekulaarvérrandi juureks ja sellega
sekulaarvorrandil kolm juurt: 4,, A, ja 4. Kui need juured on
isevérdsed ja {ikski neist ei ole null, siis on peatasapindu veel
teine ja kolmas, mille vérrandid saavad esimese omast, kui seal
pannakse A; asemele 4, VvGi Zj.

Sekulaarvdrrandi kahe isevdrdse (ja nullist
erineva) juure A, ja 4, jdrgi saadud peatasapinnad
on omavahel risti. Sest kui kirjutame A, jargi saadud pea-
tasapinnal ristjoone sihikoosinused tahtedega a,, ; ja 7, (nad saa-
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vad ihevdrduse a2+ 2+ y,2=1 pérast valemitest 97 vdi pea-

2 el b s . a Qq5/
tasapinna vdrrandi normaalsest kujust nimelt alzl o RROF R i
[Qoo—7A1 Qgs)
/(@ el lan—7 alB‘ —Ay @y PN :
4 | | . jne.) ja
@oo—2y Qo) |y asl, ' lay Aoo—7y

/o jargi saadud peatasapinnal tahtedega a,, By ja 7, ja vétame vér-
randid V 96 iiks kord arvudega a,, f3,. 7, ja 4,, korrutame esimesel
vérrandil kdik liilkmed arvuga a,, teisel arvuga f, ja kolmandal 7,
ja siis lildame nendel vérranditel esimesed pooled omavahel ja
teised omavahel, ja teine kord vétame need vdrrandid arvudega
ay, B, 75 ja Ay ja liidame korrutades arvudega @, $, ja y,, siis
saame esimeste poolte summa sellesama, mis esimene kordki, nii
et ka teiste poolte summa saab endise vdrdne, s. o.
73005 + Aof By + AgtrVe = A0y 0y + 24B1 o + Ai117s
ehk (4y— 4y) (a9 + B85 + 7175) = O, kust Ay£4, korral jargnebki
a0y + BBy + 7172 =0 [V 86].

Sellest viimasest dhevdrdusest jargneb ka (Cauchy jargi),
et sekulaarvdrrandil on kdik juured reaalsed. Sest
kui oleks 4, =a + bi, siis oleks (sellesama ruutvérrandi teine juur)
lg=a—0bi ja siis ka nende jargi saadud sihikoonused nimelt
kaaskompleksarvud: a,=a,+ b,i ja ag=a,— byi, Bo=
=a,+ byi ja By =a,—byi, yo=az+ bsi ja y3=a;— byi, kus
a;, a,, as ja by, by, by oleks sellekohased reaalsed arvud, nii et
saaks

0,05+B1 8o+ 717a=0a,"+ b+ a*+b,°1-as*+ by =0,
mis oleks v@imalik ainult siis, kui oleks a,=b,=a,=b,=a;—="5b,=0
ja siis ka a,=f,=y,=0, kuna peab olema «,?+f,°=y,2=1.

Kui sekulaarvérrandil V 99 on ks juur null, siis on tema
vabaliige (keskpunkti koordinaatide {ihine nimetaja) Ay =0 ja
sellega see polaarne slisteem keskpunktita, ja Gimberpéérdult saab
vérrandist V 99 Ay, =0 korral vérrand

AMi2—IA+J)=0,
millel on iheks juureks A; =0 ja teised leiduvad ruutvdrrandist

W2 —Ii+4J=0.
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Méarkus 1. Kui sekulaarvdrrandis ei ole Ay =0, siis v8ib tema iihe
juure /; leida ilma kolmanda astme vdrrandi erilahendamisviisita lihtsalt kat-
sumise teel. Olgu nditeks antud polaarne siisteem
6,7x" + 72y — 132" — 1) x+ (7,2x'+19y"— 52'+12) y + (— 13X —5y'— 112" +

+ 5,5z —17x" + 12y’ 45,52’ — 3 = 0.
Tema sekulaarvdrrand V 99 on

3 -— 14,742 — 401,244 + 3272,56 = 0.
Kui on 4 =0, siis on selle vérrandi pahem pool, mida kirjutatakse ka mirgiga
A (4), A (0)=3272,56. Kui on 4=10, siis on A (10)= 1000 — 1470 —4012,4 +
+3272,56 — — 1209,84. Sellega on A vdidrtus 0 ja 10 vahel ja ndivalt enam kui
kaks korda ligemal kiimnele. Sellepdrast katsume 7, Kui on 4 =7, siis on
A (7) = 343 — 720,3 — 2808,68 + 3272,56 — 86,58. Sellega on 4; 7 ja 10 vahel
ja ndivalt korda 14 ligemal seitsmele. Sellepdrast katsume 7,2. Kui A vdir-
tusele tuleb juurde 0,2, siis tuleb /\ (7) vddrtuse esimesele liikmele juurde
29,4 + 0,84 + 0,008 — 30,248, teisele liikmele — 14,7.2,84 — — 41,748 ja kol-
mandale liikmele —401,24.0,2 —— 80,248, nii et siis, kui on A=7,2, on
A (7,2) = 86,58 + 30,248 — 41,748 — 80,248 — — 5,168. Sellega on 4; 7 ja 7,2
vahel, viimasele ndivalt ligi 17 korda ligemal ja sellega Gige ligidalt 4; —7,19.

Jagades sekulaarvérrandi pooled vahega 4 — 7,19, saame 4, ja A5 jaoks
ruutvdrrandi

2 —17,51 ,—45524 =0
ja seda lahendades 4, —25,4 ja 43— — 17,9

Médrkus 2 Keskpunktita polaarsel siisteemil on peatasapindu ainult
kaks (sest kui sekulaarvdrrandi iiks juur on null, siis saab selle jargi iiheks pea-
tasapinnaks ebaleht [lhk. 135]) ja sellepdrast on keskpunktita polaarsel siistee-
mil iiks ainus telg (selle kahe peatasapinna iihine joon). Selle ainsa telje sihi-
koosinused saavad valemitest 97 (kui seal on 4 =0) [lhk. 136]:

a—| 92 B3 ‘:l/‘ ap a;g |*, | ay ap |? o, 812 |¥ sne.

1
Qs Qg3 | Gy ay3 | ' | G Gy A dg |

Harjutus 135. Tdendada, et polaarsel siisteemil V 93 on sekulaar-
vorrandi juurteks a;y, a. ja as; ja peatasapindadeks koordinaatide pinnad (sellega
telgedéks koordinaatide teljed).

H. 136. Toendada, et polaarsel siisteemil V 94 on ay;, gy ja a3 =0
sekulaarvdrrandi juurteks, yz- ja zx-pind peatasapindadeks ja xy-pind algus-
punkti polaarpinnaks. )

H. 137. Toendada, et 1) iga keskpunktiga polaarse siisteemi vdrrandil
on valemi.- 93 kuju, kui koordinaatide pindadeks on peatasapinnad ja 2) iga
keskpunktita polaarse siisteemi vdrrandil valemi 94 kuju, kui yz- ja zx-pin-
naks on peatasapinnad ja alguseks ti pp, s. o. (ainsa) telje see punkt, mis on
oma polaarpinna peal. [I) Kui koordinaatide pindadeks on peatasapinnad (mis
on diameetripinnad), siis on alguseks keskpunkt ja sellega a;y = @oy— a3y =0
[H131]. Valemitest 96 (kui sinna paneme x-telje sihikoosinused a;=1,
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B1=71=0 vGi y-telie omad ay=1y,=0, f=1) saame a;p—a;3—ay3—0.
2) tipu ehk alguse polaarpind a;ox + as0y + @30z + apy=—"0 [V 88] on nimelt
xy-pind (z—0) ja sellega on @;5—=ay—a,p=—0 On ju tipp kummagi pea-
tasapinna (yz-pinna ja zx-pinna) peal ja tema polaarpind peab siis minema
labi kummagi peatasapinna pooluse, mis on nende peatasapindade kaaskiirte
(nende ristjoonte) peal ja sellega x- ja y-telje peal]

Markus 3. Kui koordinaatide pindadeks ei ole polaarse siisteemi pea-
tasapinnad, siis vGib need peatasapinnad v&tta uuteks koordinaatide pindadeks.
Kirjutame uued koordinaadid polaartasapinna jooksval punktil x”, y” ja z”
ja poolusel x”, y”” ja z”’. Siis on endiste koordinaatide pindade normaalsed
vorrandid uutes koordinaatides: yz-pinna oma a;x” + ayy” + a;z” + x3=0,
zx-pinna oma B1x” + Boy” + Baz” + yy—0 ja xy pinna oma yx” + 1y’ +
+ 732" +2zy—=0, kus on @, 3}, y; uue x-telje sihikoosinused, a,, By, 75 uue
y-telije omad ja @z fj, 73 uue z-telje omad ja x,, y, 2z, uve alguse vanad
koordinaadid. Iga punkti vanad koordinaadid x, y ja z v&i x/, y’ ja 2" on siis
uute x”, y” ja z” v8i x';, y”’ ja z"’ jargi (kui selle punkti kauguste arvud
endistest koordinaatide pindadest)

X —=ox" + oy’ + az" + X y=5x" + By’ + B3z” + y»
z=mnx"+1y" + 12"+ 2 100

X' = X"+ agy"'+ agz" 4-xq Y’ = Byx + By + By + o
2 =nX"+1ny"+ 132"+ 2

Pannes siit x, y, z, x/, y’/, ja z’ vairtused polaarse siisteemi vGrrandisse V 88,
saame vdrrandi, mis on lineaarne nii x”, y” ja z” kui ka X"/, y"’ ja z"”" kohta
(sest pannes lineaarses vdrrandis tundmatute asemele lineaarsed avaldused
[V 100) uutes tundmatutes, saame lineaarse vdrrandi nendes uutes tundmatutes).
See vorrand saab ka siimmeetriline kolmikute x”, y”, z” ja x'’/, y’/’, 2’’’
kohta, sest nende kolmikute vahetamine on valemite 100 jargi samaviirne
kolmikute x, y, z ja %/, y/, z vahetamisega ja see viimane vahetamine ei
muuda vdrrandit V 88 (kui seal on a; = a,), sellega ka esimene vahetamine
mitte seda sealt saadud vdrrandit. Sellega on saadud vdrrand ka polaarse
siisteemi vdrrand ja tal peab juba olema valemi 93 v&i 94 kuju.

6) Korralduspind. Kanoonilised vd&rrandid.
Nende punktide kogu, mis polaarses siisteemis on oma polaarpindade
peal, nimetame (v. Staudt'i jargi) selle polaarse siisteemi kor-
ralduspinnaks (Ordnungsfliche). neid polaarpindu, mis oma
poolustest 14bi ldhevad, selle korralduspinna puutetasapindadeks
ja nende pooluseid puutepunktideks. Sellega peavad polaarse
siisteemi korralduspinna punktide koordinaadid rahuldama seda
vérrandit, mis .saab polaarse siisteemi v&rrandist- V 88 siis, kui
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seal saavad polaarpinna jooksvad koordinaadid x, y ja z samasteks
pooluse koordinaatidega x’, y’ ja 2’ (polaarse siisteemi
korralduspinna iildist vdrrandit):

A X*+2a19Xy + A9 Y2+ 20y3%2 + 2 A53y2 + ag32° +

101
+20a,0% + 20450y + 2a302 4 agp =0

See vdrrand on siis, kui koordinaatide pindadeks on peatasa-
pinnad v6i keskpunktita polaarse siisteemi korral yz-pinnaks ja
zx-pinnaks peatasapinnad ja alguseks tipp, lihtsam [H 137]

a3y X° + g0 Y2 - A332° - Ao =10 [V 93]

@y X%+ G99 y* + 2 agpz =0 [V 94].

Esimesest lihtsamast v@rrandist paistab silma, et polaarse slisteemi
keskpunkt on selle polaarse siisteemi korralduspinna simmeetria-
keskpunkt. Sest kui seda vdrrandit rahuldavad mingi punkti
(X4, Y1, 2;) koordinaadid, siis rahuldavad teda ka punkti (—x,

—Yy, —%,) koordinaadid, ja see teine punkt on alguspunktist
(keskpunktist) niisama kaugel kui esimene, aga vastupidisel pool
(selle Kkiire E%:i:i peal, mis ldheb esimesest punktist

alguspunktisse), s. o. teine on nimelt simmeetriline esimesele
punktile alguspunkti (keskpunkti) kohta. Niisama paistab
mdlemast lihtsamast vdrrandist silma, et polaarse siisteemi peatasa-
pinnad ja teljed (polaarsel siisteemil V 93 kdik kolm koordinaatide
pinda ja telge ja polaarsel slisteemil V 94 yz-pind ja zx-pind ja
z-telg) on selle polaarse siisteemi korralduspinna (rist)siim-
meetria tasapinnad ja (rist)ysimmeetria teljed, sest
kui neid vdrrandiid rahuldavad niiteks mingi punkti (x;, y;. 2;)
koordinaadid, siis rahuldavad neid ka punkti (—x;, y,, 2,) ja veel
ka punkti (—x;, —y;, 2;) omad, ja punkt (—x;, y;, 2,) on ju
simmeetriline punktile (x;, y,, 2,) yz-pinna kohta (punk-
tist (x;, ¥;, 2;) sellele pinnale mineva ristkiire peal sellest pinnast
niisama kaugel teisel pool) ja niisama ka punkt (—=x;, —¥;, 2;)
simmeetriline puktile (x;, ¥;, 2;) 2-telje kohta. Kui siin
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esimesel lihtsamal vé&rrandil jagame k&ik liilkmed arvuga —ay, ja
kirjutame

1T3°Q¥=a2 | =0 g2y jj_%i=cz 102

siis saame keskpunktiga polaarsete siisteemide korralduspindade
jaoks niinimetatud kanoonilised vdrrandid
2
o+ % S+ :*:—-r— =50}
bl

mille jargi on kill vahest kdige mdnusam neid pindu kisitada.

(1) Ellipsoid. Olgu selles vdrrandis kolm esimest liiget
kdik positiivsed :

o

x2 92 2
;2_*_*;_)_{_?2_1:0 103

Kui on a =0 =c¢, siis saab see vdrrand (V 103)
x4 y2+22—a2=0,

nii et ta esitab nimelt nende punktide kogu, mis seisavad k&ik
alguspunktist ¢ mdddu kaugusel, s. 0. kerapinna raadiusega a.
Kerapinnal (s. o. kerapinna polaarsel sisteemil xX'x+
~+y'y+ 2’z—a®>=0) on iga diameetritasapind V 95

ax+ By +yz—a®>=0
risti [V 87] oma kaaskiirtega (mille sihikoosinused on ju a, # jay)
ja on siis peatasapinnaks. Selleparast peavad dldisest vér-
randist V 101 (ehk V 88) siis, kui ta. esitab kerapinna, saama
vérrandid V 96 niisugused, et neid rahuldavad igasugused a, f ja
y vaartused. Sellest jargneb kerapinna tunnus

-

Q) =Qog=0Agg =1/, ja Q9=0;3=093=0 104

Koveraid pindu (nagu kerapinda) uuritakse nende kuju poo-
lest nende tasaste 13igete jargi, s. o. nende joonte jargi, mis
on fiihised kdveral pinnal mdnede tasapindadega ehk mida - médda
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moned tasapinnad l8ikavad seda kdverat pinda. Sest nditeks
juba siis, kui k&verast pinnast on teada tema 16iked mitme paral-
leelse tasapinnaga ja veel mdne muu tasapinnaga, saab sellest
pinnast isegi mudeli teha, valmistades nende IGigete mudelid traa-
dist v3i papist ja kinnitades siis paralleelsete 16igete mudelid teiste
omade kilge [J 30, J 31 jne.].

Kerapinnal (s. o. v@rrandiga V 103 esitatud pinnal siis, kui
seal on a=b=c) on, nagu tuttav, kdik tasased 1Giked ringid.
Varrandist V 103 paistab silma, et koordinaatide pindadega
paralleelsed tasapinnad l8ikavad selle vérrandiga
esitatud pinda (olgu seal a, b ja ¢ missugused tahes) ikka
ellipsiid mé6da, millel on poolteljed proportsionaalsed arvu-
dega a ja b, v8i b ja ¢, v3i ¢ ja a selle jargi, kas 16ikaja tasapind
on paralleelne xy-pinnaga, v8i yz-pinnaga, v&i Zzx-pinnaga. Sest
naiteks xy-pinnaga paralleelsel tasapinnal z=2, on pinnaga V 103
ihised need punktid, mille koordinaadid rahuldavad vérrandit V 103
siis, kui seal on on z =2, s. o. vorrandit
% 2

—1=0 ehk - e T

_—1=0
a*(ct—z.%): ¢ 2(c:—24%) 1 ¢

bz

ja see on nimelt pooltelgedega a)/c2—z2:c ja bYci—z*:c
ellipsi vdrrand selle 13ikaja tasapinna peal (kus x- ja y-vaartused
on tdesti Cartesiuse ristkoordinaadid, millel on alguseks selle tasa-
pinna 13ikepunkt z-teljega, telgedeks tema I1Gikejooned z2x- ja yz-
pinnaga ja mdddupunktideks nende telgede l5ikepunktid pindadega
x=1 ja y=1). Sellepdrast nimetatakse pinda V 103 ellipsoi-
diks pooltelgedega a, b ja c¢ (nii et kerapind on Ghesuuruste
pooltelgedega ellipsoid).

Arvud a, b ja ¢ on vdrrandi V 103 jargi nimelt ellipsoidi
tippude (s. o. nende punktide, kus ellipsoidi 13ikavad tema teljed)
ja keskpunkti (siin alguspunkti) vaheliste kauguste arvud. On vii-
siks votta ellipsoidi telgedest nimelt seda x-teljeks, mille peal on
tipp keskpunktist kdige kaugemal, ja siis z-teljeks nimelt seda,
mille peal on tipp kdige ligemal, nii et saab @ suuremaks
poolteljeks, b keskmiseks ja ¢ viahemaks. Joonis 30
(Ihk. 146) kujutab ell:psondl

+ +z2—1—~0



(poolteljedega 3; 2 ja 1), tema ldiget tasapinnaga z=0,5 ja veel
tasapinda z=—1, millel on ellipsoidiga ainult punkt (0; O, —1)
ithine. See viimane tasapind on ellipsoidi puutetasapind selles
punktis, sest punkti (O; O, —1) polaartasapind polaarses siisteemis

%—4—“‘-’{ + 22— 1=0 on tdesti —z2—1=0.

(2) Kahekattene hiperboloid. Kui keskpunktiga po-
laarse siisteemi korralduspinna kanoonilises vdrrandis on kolmest
esimesest liikmest ainult dks positiivne (harilikult antakse telgedele
nimed nii, et see positiivne liige saab nimelt kolmandaks)

x2 2 2‘2

siis nimetatakse seda pinda kahekatteseks hiiperboloidiks,
sest tema l6ikejooned mingi yz-pinnale paralleelse tasapinnaga
X=2X; ja mingi zx-pinnale paralleelse pinnaga y=y, saavad
hiperboolid (esimesed pooltelgedega cVajmza ja bViifQF)?lz:a
ja teise c)/b*Fy,%: b ja a)y/b®+y,2:b) ja ainult 15iked mingi xy-
pinnale paralleelse tasapinnaga z = 2z, ellipsid '

i S P29 X2 o

T T S e T BT
mis on reaalsed ainult siis, kui on |2,/ > ¢, nii et xy-pind ise ja
temaga paralleelsed tasapinnad, mis on temast eemal vahem kui
¢ mddtu, ei 1dika seda k&verat pinda: see kdver pind on tdesti
kaheosaline, teine osa xy-pinnast teisel pool ¢ md&ddu kaugusel.
Joonis 31 (lhk. 147) kujutab kahekattesel hiiperboloidil

2 2
_l; bt y‘2+z et

(reaalse poolteljega 3 ja imaginaarsete pooltelgedega 2 ja 1 [16 14)])
tikikesi tasapindade z=4,5 ja z=—4,5 vahel ja ka puutetasapinda
2= 23 punktis (0; O; 3) (mis on tdesti selle punkti polaartasapind

¥ ¢

polaarses siisteemis — i‘:i —y'y-+ %z——— k =310

(3) Uhekattene hiiperboloid. Kui keskpunktiga po-
laarse siisteemi korralduspinna kanoonilises vd&rrandis on kolmest
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esimesest liikmest ainult iiks negatiivne (harilikult antakse telgedele
nimed nii, et see negatiivne liige saab nimelt kolmandaks):

b B0 SO APl Y, 106

siis nimetatakse seda pinda thekatteseks hiperboloidiks,
sest tema Idikejooned mingi yz-pinnale paralleelse tasapinnaga
X =X, ja mingi zx-pinnale paralleelse tasapinnaga y =y, on hi-
perboolid

¥ 22_( _)ﬁf)=o ja 52—22_( ___yvlg)z
= 4

(34

b ¢
(mis kdduvad siis sirgete joonte paarideks J—f"*‘—i=0 vGi

2i§=0, kui on |x,/=a v&i |y,|=0>0) ja ainult IGiked mingi

xy-pinnale paralleelse tasapinnaga z—‘_-z1 on (alati reaalsed) ellip-
2 2 2

sid Z_}+3b’2_(?_‘ +1):o_ Joonis 32 (Ihk. 147) kujutab ihe-

kattesel hiiperboloidil

tiikki tasapindade z=3 ja z= — 3 vahel ja ka pinda x= +z.
mis 18ikab seda hiiperboloidi kahte sirget joont médéda ja mida
tuleb lugeda puutetasapinnaks punktis (1; 0; O) sellepérast, et ta
on tdesti selle punkti polaartasapind polaarses silisteemis

Xr Rt

G W — e — 1=,

(4) Imaginaarne ellipsoid. Kui keskpunpktiga po-

laarse siisteemi korralduspinna kanoonilises vdérrandis on k&ik liik-
med negatiivsed ehk péarast margi muutmist kdik positiivsed

x2 2 22
LSRR iy i
ST e S ri=0 107
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siis ei rahulda seda vd&rrandit tihegi punkti koordinaadid, nii et
polaarsel siisteemil

FasiiyEy 1ok
et g Fg L

ei ole korralduspinda. Oeldakse et sellel (reaalsel) polaarsel siistee-
mil on korralduspinnaks imaginaarne ellipsoid, sest andes
vorrandis V 107 {ihele tundmatule mingi vaartuse naiteks x=x;,
saame pinna V 107 ja tasapinna x =x, I6ikejooneks imaginaarse
p " y2 22 K3 2

ellipsi 5 + s + (l + é =0

(5) Elliptiline paraboloid. Kui keskpunktita po-
laarse siisteemi korralduspinna lihtsamas v&rrandis

a3 X% + A5 y® + 24502 =0

jagame koik liilkmed arvuga — 2a3, ja kirjutame

st © UNETT LRV Raertc,

= b2
ay oD -

siis saame kanoonilised vérrandid
X ourgl
Kui siin on kaks esimest liiget mélemad positiivsed (kui nad
oleks mélemad negatiivsed, siis saaksime nad teha positiivseteks
muutes 2z-telje poolsuse, s. o. lugedes tema endise negatiivse poole
niitid positiivseks)

X2 2
R P
k

siis nimetatakse seda pinda elliptiliseks paraboloidiks,
sest tema l8ikejooned tasapindadega z =2z, on ellipsid

x2 y2 x2 yz
g e == hk ——— = __1=0
a? B gt o a’z, + bz,

(mis on reaalsed ainult siis, kui on 2, positiivne), aga likejooned



L
tasapindadega x=x; v&i y==y; on paraboolid
2

millel on teljed paralleelsed z-teljega. Joonis 33 (lhk. 148) kujutab
elliptilise paraboloidi '

x,2 xRS 3,2
a2=0 voi E——z-}—-biz=0,

waic
s gy gl
s T z2=0

tikikest tipu ja pinna z=1 vahel. (xy-pind z=0 on puute-
tasapind tipus, sest tipu (O; O; O) polaartasapind polaarses siisteemis

HEY j ,
Z‘_*_yy_%z—.é.z =0 on 1}2=0.)

(6) Hiperboolne paraboloid. Kui keskpunktita polaarse
slisteemi korralduspinna kanoonilises v8rrandis on kahest esimesest
liilkmest ainult ks negatiivne (joonistamiseks on md&nusam anda
telgedele nimed nii, et see negatiivne liige saaks nimelt esimeseks):

o
—@+%—z=0 110

siis nimetatakse seda pinda hiiperboolseks paraboloidiks,
sest tema 18ikejooned tasapindadega z = z;, on hiiperboolid (mis k&ddu-

vad siis sirgete joonte paariks % - % =0, kui on 2,=0), aga l5ike-

jooned tasapindadega x=x, ja y=y, on paraboolid, millel on
teljed paralleelsed 2z-teljega. Joonis 34 (lhk. 149) kujutab hiper-
boolse paraboloidi ‘

7 iy e
tilkikest tasapindade y =43 ja z=—1 vahel ja tema léikejooni
tasapindadega 2= —0,5 ja y=-2. (xypind z=0 on puute-

tasapind tipus, sest tipu (0; O; O) polaartasapind polaarses siisteemis
xxl y—y/
e —+ 9 —31z—32 =0

on —12=0)
10



Miarkus. Kui ellipsoidil on kaks pooltelge iihesuurused, s, 0. a=1"0
v3i b= ¢, siis nimetatakse teda pddrdellipsoidiks. Tal on siis iihele
koordinaatide pinnale paralleelsed 13iked iihesuuruste pooltelgedega ellipsid,
s. 0. ringid (paralleelringid), mille keskpunktid on ellipsoidi iihe siim-
meetria telje (p66rdtelje) peal. P&drdellipsoidi IGiked podrdteljest 1abimi-
nevate tasapindadega (meridiaanipindadega) on koik iihtivad (meri-
diaanid). Niisama nimetatakse hiiperboloide V 105 ja V 106 siis p66rd-
hiiperboloidideks ja elliptilist paraboloidi V 109 siis p6érdpara-
boloidiks, kui neil on a=2=a.

Harjutus 138. Tdendada, 1) et polaarse siisteemi korralduspind on
pdordpind siis, kui sekulaarvGrrandil on paar {ihevdrdseid juuri, ja 2) et
pddrdpinnal on peatasapinnaks iga tasapind, mis lheb 1abi pssrdtelje. [1) H 135,
H 136, V 102 ja V 108. 2) Lihtsamate vdrrandite V 93 v&i V 94 korral on
diameetripind 1dbi 2z-telje valemi 95 jargi (kui z-teljega paralleelne tasapind)
agax + apPfy —0 ehk p6érdpinna korral (kui z-telg on péordteljeks ja
sellepdrast ay; — ds) ax -+ By =0, nii et tema kaaskiirte sihikoosinused ¢, S
ja O on tdesti ka tema ristjoone omadeks [H 129).]

7) Asimptoodiline koonus. Kui polaarses siisteemis
diameeter

on oma kaasdiameetripinna V95
peal, siis nimetame seda dia-
meetrit selle polaarse siisteemi
ja siis ka tema korralduspinna
asimptoodiks. Sellast jarg-
neb, et asiimptoodi sihikoosinused
peavad rahuldama selle diameetri
ja tema kaasdiameetri parallel-
Joonis 30. suse tunnust [V 87]

(aya+a1of+ ay57)a+- (3,04 Goof+ Qo574 (ag1 0+ a5oB+ aggy)y=0,
sest pinna pealolemine on erijuhus paralleelsusest selle pinnaga.
Asiimptoodi sihikoonused peavad muidugi rahuldama veel Gl-
dist sihikoosinuste v&rrandit a?+4@2+4y>=1. Need
kaks vdrrandit on teise astme vdrrandid, selleparast vdivad neil ka
(reaalsed) lahendused puududa. Need kaks vérrandit on veel
kolme tundmatuga, nii et v8ib olla Idpmata palju arvude kolmikuid,
mis neid rahuldavad, ja siis ka sellel polaarse sisteemi korraldus-




147

pinnal, millel asimptoodid on, neid lépmata palju. K&igil neil -
asimptootidel peavad iga punkti koordinaadid x, y ja z rahuldama
seda vdrrandit, mis saab diameetri ja tema kaasdiameetripinna
paralleelsuse tunnusest siis, kui sinna pannakse a, f ja y asemele
nendega proportsionaalsed vaartused (diameetri v@rranditest)

x—Xo=af, y—y,=pt ja z—zy=1t,

nii et saab (parast endiste sulgude avamist)

@y (X—%0)* 42 819(X—Xo)( Y—Y0) +@2o( y—¥0)*+

+2 ay(x—X0)(2—20)+2 @os( y—y0)(2—20) +a55(2—2,)*=0 -y

Selle vérrandiga esitatud punktide kogul on Idikejooned koordinaa-
tide pindadele paralleelsete tasapindadega ka teise jidrgu jooned,
nagu polaarsete sis- e g
teemide - korralduspin-
dadel. Teda nimeta-
takse polaarse siis-
teemi aslimptoodi-
liseks koonuseks,
sest koonuseks nimeta-
takse pinda, mille siin-
nitavad dhest punktist
(selle koonuse tipust)
ithe joone (tema juht-
joone) punktidesse mi-
nevad sirged jooned

(selle koonuse siinni- 7= .
tajad [J 31, J 32]). Joonis 31. Joonis 32,

Naiiteks saavad ellipsoidide ja hiiperboloidide kanoonilistest
vérranditest nende asiimptoodiliste koonuste v&rrandid

xs y2 z2 x5 'y'a 22 3 x2 y2 22

@ pta=% ath a- P apra?
(sest keskpunkti koordinaadid x,, yg, 2, on siin nullid). Esimest
vorrandit rahuldavad ainult keskpunkti (ehk tipu) koordinaadid
Oeldakse ka, et see on imaginaarse koonuse vdrrand.

10*



8) Fookused ja fokaaljooned. Kuipolaarses siistee-
mis on mihkisid (Ghest punktist—mthi keskpunktist —
labiminevate kiirte ja ‘lehtede kogusid) kus iga leht on risti oma -
kaaskiirega (selle lehe poolusest labimineva kiirega), siis
nimetatakse nende miihkide keskpunktisid selle polaarse siisteemi
ja siis ka tema korralduspinna tulipunktideks ehk fookusteks.
Meie kéasitame siin fookusi ainult polaarsetel siisteemidel V 93 ja

V 94 [5) M 3].
Olgu otsitav fookus F = (o, Yo 2)-
Siis on temast labimineva tasapinna v&rrand
a(x — Xo) + b(y — o) + €(z — 25)=0.
: Selle tasapinna ristkiir 1dbi fookuse
‘on [V 87] ‘

| X—%o _Y—%0_ 2=2
Joonis 33. o B g c

See Kkiir- laheb fookuse korral labi selle tasapinna pooluse
(x', y',2"), nii et on

x,_x0=y,—y0=zl — 20 112
a b c

Polaarsel siisteemil V 93 o6n selle tasapinna kui punkti
(x’, ¥, 2’) polaartasapinna v8rrand samane vdrrandiga

/
A X' X + Qg0 Y'Y + A332' 2+ ago = 0.

Sellepérast on (kui lihéduseks kirjutame d— —axy—by,—czy)
a; X any i
e Gy _fef 2w 5 siis
X _ a0 ¥ _an . Z _ aw

= — -~ = a —= .

Baionn Byl o b iland, ¢ agd

Pannes siit x’:a jne. vaartused valemisse 112, saamegi
fookuse koordinaatide x,, y, ja 2, jaoks vdrrandid

Qoo Xo__ A Yo__ G 2o 113

8id G0 BB D hiiGglbing

mis peavad rahulduma, olgu @, b ja ¢ missugused tahes,



Kerapinnal (millel on @, =ay, =a3,;) taandub valem 113
/ "4 it
\ (selleparast, et on X Y _%) varranditeks o, pliong' s oo 4
a 0 .F a b c
mida @, b ja ¢ igasuguste vaartuste korral rahuldavad ainult
Xo=Yo=2,=0, nii et kerapinna fookuseks on tema
keskpunkt. Péordpindadel (millel on @, = a@y) taandub vdr-

; x :
randitest V 113 ainult esimene niisuguseks ;":%", kust jargneb
xo=yo=0 ja siis d = — cz, ja sellega teiseks vdrrandiks
a a a
A EEH . ROERE. TR, Pl .. A
— 01108, —AglZ, € ;.  Qsg

nii et (kui liheduseks kirjutame

a a g a
W 0o ja RV

114
;1 dgg Qg Qagy )

keskpunktiga p6§rdpinnal on fookused podrdielje
peal keskpunktist kummalgi pool /g md&du kau-
gusel (ja siis g< 0 korral muidugi imaginaarsed).
Keskpunktiga polaarsel siisteemil ei saa olla fookust siis, kui vor-
randis V 93 arvudest a,;, @y, ja @y €i ole iikski paar ihevdrdseid, sest
kui siis fookuse koordinaatidest
oleks kaks, naiteks x; ja y,. nul-
lid, siis jargneks valemi 113 esi-
mesest vorrandist kohe a;;,=as,,
ja kui fookuse koordinaatidest
kaks, niditeks x, ja y,, ei oleks
nullid, siis v8iksime ju vétta a
ja b vaartusteks a=ux, ja b=y, °
ja jalle jargneks sellest samast Joonis 24.
vorrandist a;;=ay,. Kuid igal !
polaarsel siisteemil on punkte, kust labiminevatest tasapindacest
kuigi mitte kdik, siis ometi 16pmata palju, on risti oma sealtsamast
labiminevate kaaskiirtega. Nende punktide koordinaadid saame vor-
randitest V 113 siis, .kui seal arvudest a, b ja ¢ avaldame kaks
kolmanda abil ja vdtame need x, y, ja 2z, vddrtused, mis rahul-
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davad vérrandiid V 113, olgu arvudest @, b ja ¢ ithel vaartus
missugune tahes.

Varranditest V 113 saame vérrandi, kus kolme maaramatu
arvu a, b ja ¢ asemel esineb ainult iks, vahest kill kdige lihe-
malt sel teel, et nende vdrrandite kik liikmed korrutame arvuga d,
nii et saavad lineaarsed v&rrandid nende jagatiste d:a, d:b ja
d:c kohta, mida ltiheduseks kirjutame ka iksikute tahtedega
d:a=—i, d:b=—j ja d:c=—k. Nimelt saame siis valemi
113 esimese ja kolmanda osa ihevdrdusest

Q00 iy a0 L ko ehk, [V 114) % Bt
a; Qs Xo
ja teise ja kolmanda osa iihevdrdusest
aoo +]yo 00+kzo ehk [V114] j= —‘_h;'l:l&,
Qg 0

ja pannes need i ja j vaartused vdrrandisse

d= —ax,— by,—cz, ehk (kui jagame arvuga d)

X, V4
FHEtE—1=0
saamegi vorrandi
R
— &+ k2,

ithe ainsa méaaramatu arvuga k. Et mingi punkti koordinaadid
%o, Vo ja 2o saaksid seda vé&rrandit rahuldada igasuguse k-vaartuse
korral, selleks peab olema z,=0, sest muidu saaks arvu % kiillalt
suurte vaartuste korral selle vérrandi kolme esimese liilkme summa
kui vaike tahes, kuna ta peab olema 1.

Yo* 20 pda
+—h+kz +k R

Selsamal viisil saame vérrandid

010 oo V0uieg il 3amdit Al
+g—h+lxo g +ixo s
S 8 tedbyyip lanp Lk slisy

=g+ T 7 T htive ’
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kus esimesel peab olema x,=0 ja teisel y,=0. Sellega niib
olevat keskpunktiga polaarsel siisteemil koguni kolm punktide kogu

2 2
] e A S L S P R R
__g ——
Y | %’ - 115
e v _oigtneg?. Yoadls
3) 01 B o'y Lsg el sypumD

kus igast punktist ldheb ]Jdpmata palju niisuguseid tasapindu, mis on
risti oma sealtsamast ldbiminevate kaaskiirtega. V@&rranditest V 115
on nédha, et need punktide kogud on nimelt ellipsid v&i hiiperboolid
peatasapindade (koordinaatide tasapindade) peal. Neid nimetatakse
selle polaarse siisteemi ja siis ka tema korralduspinna fokaal-
joonteks.

Harjutus 139. Toendada, et keskpunktiga polaarse siisteemi kolmest
fokaaljoonest on iiks ellips, iiks hiiperbool ja iiks imaginaarne ellips. [Valemis 115
tulevad 1dbi vaadata kdik neli voimalust: 1) g >0 ja 2 >0; 2) g>0, aga
h<0;3) g<0, aga h >0, ja4) g<0jah<0]

H. 140. Kirjutada nende pindade fokaaljoonte v&rrandid, mis on kuju-
tatud joonistel 30, 31 ja 32, ja ka nende pindade omad, mis on esitatud vale-
mitega 103, 105 ja 106 (s.o. avaldada iga valemi kohaselt g, & ja g—h pool-
telgede ruutude a2, 42ja ¢2 abil). [Esimesel pinnal on esimese fokaaljoone vérrand

k=0

LA . i X
8 - T 1=0, teisel pinnal + 1 = 0, kolmandal 3 4 10

X3
13 +3 10
H. 141. Toendada, et need tasapinnad a(x — xo) + 0(y — yo) +
+ ¢(z—2) = 0, mis fokaaljoone iihest punktist (xq yg 2g) 14bi ldhevad ja oma
sealtsamast ldbiminevate kaaskiirtega risti on, ldhevad k&ik labi fokaaljoone
puutuja (on kdik ithest lehtede kimbust, mille teljeks on see puutuja).
{Jagades selle tasapinna vGrrandi k&ik liikmed arvuga — 4 ja pannes siis néi-
a 1 b 1

— ehk — ja — — ehk —
J

teks esimese fokaaljoone korral (kus on z;=0) — d ; d

asemele nende vaartused arvu — % ehk L— abil [Ihk. 150], saame vGrrandi

XO(i;x°)+XQ()’_—hy°) + kz =0, mis selle fokaaljoone antud punktis (xg, ¥, 0)




esitab arvu k iga ise védirtuse korral ise tasapinna, millel aga kdigil on pin-
naga z =0 iihine joon :

Xo(X — xo) | Yoy —30) __ Yoy X’ - Fubid

=z «{-—7— 0 ehk- g+_—h—_—g.—_—h_0
mis on tdesti selle fokaaljoone puutuja selles punktis, sest selle vérrandi pahema
poole kahe viimase liikkme summa on — 1 [V 115 1)]]

H. 142. Toendada, et iihe fokaaljoone fookused on (iihe) teise fokaal-
joone peal ja nimelt selle tippudeks. [Kui niiteks esimesel fokaaljoonel (vale-
mis 115) on fookused x-telje peal, siis on nad (VE_——E- 0;0)ja (—)/ h— g, 0;0)
Nende punktide koordinaadid rahuldavad tdesti kolmanda fokaaljoone varrandit
ja on nimelt selle tipud x-telje peal.]

H. 143. Toendada, et ihe fokaaljoone punktidel Pon kau-
guste vahe teise fokaaljoone mingistkahestantud punk-
tist P, ja P, kdigil seesama,s.o. (F?’ Pl—P)on see sama, olgu P kus
tahes esimese fokaaljoone peal. [Olgu nditeks P-—(x, y, 0) mingi punkt esi-
mese fokaaljoone peal (J 30, V 115) ja Pi—(x, 0, 2z;) ja Py=— (x5 0, 25)
mingi kaks antud punkti teise fokaaljoone peal. Siis on P;P? = —x)2+
+ y2'+ 2,2, mis fokaaljoonte vdrrandite iseirase koosseisu pirast saab tdisruu-
duks, kui paneme y2 asemele tema viddrtuse x abil vérrandist V 115 1), ja

niisama 2,2 asemele vdrrandist V 115 3), s. 0. y2=—#h —gﬂ ja z2=h-

—E— x,2. Nimelt koonduvad siis — # ja & ja kui veel sulud avame ja lii-
T "

h h g
dame — — x? x2—* x2 I/—A—x a — xdYxt= xR
g ¥ ( )J bepes S A | ST

= Wé—— p siis saame t8esti P;P?— g_!z - V:g~ X F nii
(l/g n ) 3 g g—h"1)
57 g—h l/ s _V g—h
et on P,P= > x — Xy ja siis ka P,P = > X —
1 g g—hn™M 2 |

% _£ X Sellega on ﬁ.f’—PleV g_—h(xl—xz), mis tSesti ole-
neb ainult punktidest P; ja P, mitte punktist P.]

Méarkus 1. Keskpunktita polaarsel siisteemil ay,x'x + @ ¥’y + @39z +
—+ ag,2’ =0 jargneb proportsioonidest
e’ N7 Wy R

aux’ . apy’ Qs G2’ '3 i
S IR i = S B0 R e il A
a b ¢ d a a;c b agc - e

ja siis jargnevad valemist 112 fookuse koordinaatide v&rrandid

Gp _Xo_ 4% _Yo_ 4 2% 116

7R ey ST e e




boB5

Need rahulduvad (kui @, b ja ¢ on missugused tahes) ainult a;; = as (s. o.
pa'drdparaboloidi) korral vididrtustega xy— 0=y, ja siis z;— —zga; (sest on
ju d=—=—axy—byy—czy), nii et pé6rdparaboloidil onainus foo-
kus poordtelje peal tipust —% md&du kaugusel Muil para-
boloididel on ainult fokaaljooned, mille vdrrandid saame valemist 116 korruta-

des seal kdik liikmed arvuga ¢, kirjutades litheduseks —% —% —%:j’ ja
™o 117
ay Oy

leides siis valemi 116 esimesest v&rrandist (a—3° + i xy= :io +j/y0)
. an 22

L& U
Yo

ja pannes [’ vddrtuse valemi 116 teise ja kolmanda osa ii_hevérduss\e, nii et saab

=

Lol i’
Aug_wg voi j
o

X g
o £ e

v3i jalle pannes j’-vaarluse selle valemi esimese ja kolmanda osa iihevdrdusse,
nii et saab

30 | 0
e o A s+ ——— 22,
e g’—H X .

Sest siit jairgnevadki keskpunktita polaarse siisteemi V 94 fokaaljoonte vdrrandid

x2 a :
1) :é,—~22u—53°=0 ja y5=0

i 118

by nops buiead o bpp g ds
2) ra 2z, ”u_o 2y =50

Harjutus 144. Kirjutada nende pindade fokaaljoonte vdrrandid, mis
on kujutatud joonistel 33 ja 34 ja ka nende pindade omad, mis on esitatud
valemitega 109 ja 110 [H 140].

H. 145. Téendada harjutuste 141—143 laused Keskpunktita polaarse
siisteemi korral. [Kui siin on P=(x, 0, 2) mingi punkt esimese fokaaljoone
peal (valemis 118) ja Py = (0, y;, 2,) ja P,=1(0, ys 2;) mingi kaks antud

punkti teise fokaaljoone peal, siis on PP = x24y24(2—z;)2 = (z-—2; — &2,

s.0. P,P=z—2,—g jasiis niisama ka P,P=2—2,—g’, nii et P,P—P,P=z;—2,
tdesti ei olene punktist P.]




oL

Miarkus 2. Harjutustes 143 ja 145 tdendatud lause pdhjal on v&i-
malik konstruida iga k8dumata teise jdrgu joont niidi
abil. V&ib ju iga kddumata teise jdargu joont lugeda ithe ruumi polaarse
siisteemi fokaaljooneks ja tema (kanoonilise) v3rrandi jargi kohe kirjutada selle
polaarse siisteemi teise fokaaljoone vérrandi [V 117, V 118, V 115]. Nimetame
seda teist joont siin abijooneks. Sellest abijoonest vdtame ainult kaks
punkti P; ja P, kinnitame sinna kiillalt pika niidi otsad, paneme pliiatsi tipu
konstruitava joone iihe punkti P peale ja seame niidi nii, et teda parajalt ko-
halt Q pingule tdmmates tdmbame niidi iihe haruga QPP, pliiatsi tippu iihest
kiiljest ja teise haruga QPP, teisest kiiljet [} 30]. Kui siis pliiatsi otsa niidi
harude vahel edasi nihutame seda tasapinda modéda, kus see konstruitav joon
pidi olema (ikka nii, et pingulhoidmise koht Q jaab niidi peal selleks samaks
ja’ niidi osad QP, PP; ja PP, ikka sirgeteks), siis joonistabki pliiats soovitud
ellipsi, hiiperbooli v&i parabooli (tegelikult kiill viga puuduliku tépsusega).

Miédrkus 3. Harjutustes 143 ja 145 kaugusi PP ja P,P arvutades
vdime need ka negatiivsed saada. Kui neist on iiks ainus negatiivne, siis on
nende vahe absoluutne véddrtus nende oma absoluutsete vadrtuste summa ja
niidi abil konstruimine saab lihtsam. (Nimelt missugune?) Kuid see v8ib juh-
tuda ainult ellipsit konstruides, sest hiiperboolil ja paraboolil on vdga kaugeid
punktisid, mille kauguste summa abijoone kahest antud punktist ei saa olla
ihevdrdne ligemate punktide omaga. Ka ellipsil (millel on abijooneks hiiper-
bool) saab kaugustest PP ja P,P ainult siis iiks negatiivne, kui punktid
P; ja P, on teine abihiiperbooli teise osa peal, s. o. kui harjutuses 143 on
arvudest x; ja x, ainult iiks negatiivne, nagu see silma paistab selles ellipsi

punktis, kus on x =10 ja siis P,P = —]// g':g—7z Xy ja PP — — ]// g% Xo.

26. Teise astme vOrrand kolme tundmatuga. Teise
jargu pind. Vérrand V 101 on teise astme vérrand kolme

tundmatuga [17]. Tema kiimnest kordajast on muidugi ainult
itheksa olulist. Kui need kordajad on niisugused, et neljal tasa-
pinnal V 89 ei ole ihist (paris- ega eba-)punkti (mille koordi-
naadid teeksid valemis 91 kdik jagatavad nulliks), siis esitab
vérrand V 101 korralduspinna polaarsel siisteemil V 88. Kui tasa-
pindadel V 89 on {thine punkt (x,. y, 2,) siis saab valemist 89
@10 = — @13 X0 — @12 Yo — 41320 Q30 = — @19%0 — dgp Yo — Q320>
Ggo= —@g%g—0op Yo—Ag320 ja Siis Aoy=(ay;Xo+ 12 Yo +1320) X0+
+(a10%0+ Qo9 Yo+ 9920) Yo+ (@130 + Qo3 Yo+ A3320)20 ja pannes need
vaartused vdrrandisse V 101 arvude ayy, Qs Qg0 ja Qg asemele,
saame sellele vdrrandile lihtsama kuju V 111. See vdrrand on
homogeenne vahede x—x, y—y, ja 2—2, kohta, nii et kui teda



155
rahuldavad peale punkti Py,=(x, ¥, 2,) veel mingi muu punkti
Py=(x;, y,. 2,) koordinaadid, siis ka kiire P,P, = S
B . - ik

o0 A B U . ]

=Y 212
kolme tundmatuga teise astme vd&rrand koonuse, millele punkt
(Xo» Ya» Z,) on tipuks ja mis on nimelt teise jadrgu koonus,
s. o. millel 18ikejoon mingi mitte tipust l&bimineva tasapinnaga
(tasane juhtjoon) on teise jargu joon, niiteks (kui ei ole
2,=0) IGikejoon pinnaga z=0 nimelt a,;x2+ 2a;,Xy + a5 y? +
4+ 2ay% + 2050y + a@go=0 [V 101].

Kui tasapindadel V 89 on tihiseks punktiks ebapunkt, siis esitab
vBrrand V 101 koonuse, millel tipp on ebapunkt ja siis tema siinnitajad
[lhk. 147] omavahel paralleelsed ja nimelt paralleelsed kdige nelja
tasapinnaga V 89, nii et nende silinnitajate sihikoosinused ay, Bo
ja 9, rahuldavad paralleelsuse tunnuseid [V 87]

iga punkti omad. Sellega esitab niisugune

ay,80 + @190 + B1370 =0,  @y585 + Aoofly + Aog79 =0, 119
Q1300 + Aosfly + Qg7 =10 Jja @50 + AP, + a307="0

Siis ei saa kiill vdrrandit V 101 te‘isendada vérrandiks V 111,
kuid siis on juba ilma teisendamata selge, et igal sihikoosinustega

Bo, 7o sirgel joonel rahuldavad siis iga punkti koordinaadid
Xo+ agt, ¥o+ Bot ja 2o+ 7,¢ vorrandit V 101, kui tal he punkti
omad Xy, ¥y, ja 2, seda teevad. Sest vérrand V 101 saab vdrran-
dist V 88, kui seal saab x" = x jne., ja kui seal paneme x’ ja x
asemele x,+a,f, ¥y ja y asemele y,-+fyf jne., siis kaovad (paral-
leelsuse tunnuste p&hjal) sulgudest ja neljandast reast kohe liikmed,
kus esineb ¢, ja parast sulgude avamist ka kdik jareljadnud niisu-
gused liikmed. Niisuguse vdrrandiga esitatud punktide kogul on
1dikejooned koordinaatide tasapindadega (kus on x=0, vdi y=0,
v6i z=0) muidugi teise jargu jooned, nii et ta on teise jargu
silinder, sest pinda, mis on koos omavahel paralleelsetest ja {ihe
joone (juhtjoone) punktide labi minevatest sirgetest joontest
(tema stinnitajatest), nimetatakse silindriks ja nimelt
tema juhtjoone jargi veel elliptiliseks, paraboolseks vai
haperboolseks.
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Kui teise jargu koonusel v&i silindril on juhtjooneks sirgete
joonte paar (kédunud teise jargu joon), siis on see kddunud
koonus v&i silinder tasapindade paar.” Imaginaarse juhtjoone kor-
ral kdneldakse ka imaginaarsest koonusest v3i silindrist.

"Sellega esitab kolme tundmatuga teise astme
vérrand siis; kui need tundmatud on ruumi punk-
tide Cartesiuse koordinaadid, kas (reaalse) ellip-
soidi, vd8i imaginaarse ellipsoidi, v&i hiperbo-
loidi, v6i paraboloidi, v&i (reaalse) koonuse, v3i
imaginaarse koonuse, voi (reaalse) silindri, vdi
imaginaarse silindri, v&i paari tasapindu, vdi
viimaks veel paari imaginaarseid tasapindu. Oel-
dakse, et see teise astme vdrrand esitab ruumis teise jadrgu
pinna (on teise jdrgu pinna vdrrand). Sellega on kdik
nimetatud pinnad nimelt teise jirgu pinnad. Nende hulgas nime-
tatakse koonuseid, silindriid ‘ja tasapindade paarisid veel kddu -
nud teise jargu pindadeks. - ~g :

Kui stimmeetrilisest bilineaarsest vorrandist V 88 saab teise
astme vdrrand V.10l nimelt kddunud pinna oma, siis nimetatakse
selle simmeetrilise bilineaarse vdrrandiga maéaératud (punktide ja
tasapindade) vastavust ka selle pinna (k3 d unud) polaarseks siistee-
miks. See vastavus ei ole juba iiksiihene, sest sellele punktile,
mille koordinaadid teevad valemis 91 kdik jagatavad nulliks, vas-
tab siis iga tasapind (kui thevdrdsetel jagatistel on jagatavad
nullid, siis vdivad jagajad olla missugused tahes).

Harjutus 146. Leida polaarsetel siisteemidel V 93 ja V94 juht-
silindrid, s.o.pooluste kogud nendel tasapindadel, mis lahevad ldbi fokaaljoone
puutujate (fokaaljoone puutujatele kaaskiirte kogud). [Niiteks on valemis 115

14

esimese fokaaljoone puutujast ({og + ﬁh —1=0; z= O) labiminevate tasapin-

dade iihine v5rrand% - yi‘—”-,l + kz — 1=0 [H141], nii et nende tasapindade poo-

5 X,
lustel peavad koordinaadid x’, y’ ja 2 rahuldama vérrandid [V 91] ajv': ~0 =

ajx’ hagy’ . Qga2’

gy Y — g k—ag:—1 ehk e LB A LoFEE Y
—h : 90 Qg 00

Siit paistab silma, et otsitav punktide kogu on tdesti silinder, sest fokaaljoone

iga punkti (x,, y,) jaoks saavad x’ ja 3y’ kindlad véirtused, kuna 2" vGib

k jirgi- olla missugune tahes. Selle" silindri siinnitajad on paralleelsed

z-teljega. Tema juhtjoone xy-pinnal (2 —=0) saame, kui paneme fokaaljoone
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vorrandisse X, ja y, véddrtused ga;;x’":ay ja hasy :ay (ja kaotame murrud),
nimelt ga;®x"2 4 hasp?y’2 4+ a2 —0. See ongi otsitava silindri vorrand, sest
teda rahuldavad selle silindri iga punkti koordinaadid ja ainult need.]
H. 147. Sirge joone ja teise jirgu pinna iihiste punktide koordinaadid
peavad rahuldama sirge joone kahte (esimese astme) vdrrandit ja ka teise jargu
pinna (teise astme) vorrandit. Leides esimestest kaks koordinaati kolmanda
abil ja pannes saadud viirtused viimasesse v6rrandiése, saame kolmanda koor-
dinaadi jaoks ruutvdrrandi. Kui sellel vdrrandil on juured reaalsed ja ise-
vordsed, siis nimetatakse seda sirget joont selle teise jirgu pinna 18ikajaks,
kui juured on iihevdrdsed (v8i maddramatud), siis puutujaks ja kui nad on
imaginaarsed, siis vdliseks jooneks. Sirge joone ja teise jargu pinna iihi-
seid punkte nimetatakse esimesel juhusel 1dikepunktideks, teisel puu-
tepunktideks ja kolmandal juhusel 6eldakse, et nad on imaginaar-
sed. Védttes teise jargu pinna peal kaks punkti (xq, ¥y, 2;) ja (Xo Vs 22)
s. 0. nii, et on
ayx,® + 2a10X; ¥y + ag v, + 2a13X121 + 2ap3 by + ‘13321z i 2“10X1 A 7“20)’1 =+
+ 2a3y2; + agy =0 ja

ayXo® + 20390X5 Yo + g ¥5® + 2833X025 + 2a93 YoZy + Ag2s” + 2810Xp + 20505 +
+ 2a3y2, + agy =—=

saame nendest punktidest ldbimineva 13ikaja vorrandiks

o Jeny . R S P el

X;—Xy N—Ys H—72y
millest saab puutuja vorrand punktis (x;, y;, 2;) siis, kui saab punkt (xp, v, 25)
samaseks punktiga (xy, y,, 2;). TGendada, et (igal) puutujal punktis (xy, yy, 2;)
kdigi punktide koordinaadid x, y ja z rahuldavad punkti (xy, ¥;, 2;) polaartasa-
pinna vdrrandit (mille pirast seda oma poolusest 1ibiminevat tasapinda nime-
tataksegi puutetasapinnaks). [Esimese iihevirduse liigetest tulevad
lahutada teise omad, saaduses lahutada ruutude-vahed teguriteks ja korrutiste
vahed osadeks, millel oleks teguriteks kolmanda iihevdrduse nimetajad (nditeks
X1 Y1— X Yo = (X1 — Xa)¥1 + (V1 —Y)Xs). . Nii saab saadus homogeene x; —x,,
V1 —JYs ja 2y — 2, kohta, mille asemele v6ib siis panna nendega proportsio-
naalsed x—y,, ¥y —y, ja 2 —2;. Siis saab v&rrand, mida rahuldavad punkti-
dest (xy, ¥y, 21) ja (Yo Vo 25) ldbimineva kiire kdigi punktide koordinaadid ja
mis saab punkti (xy, y;, 2;) polaartasapinna vdrrandiks V 88 siis, kui saab
Xy =Xy, Yp =Y ja 25 =2;.]

H. 148. Va&ttes mitu numbrilist kolme tundmatuga teise astme vorrandit,
kirjutada nende vdrranditega esitatud teise jargu pindade polaarsete siistee-
mide vdrrandid (s. o. teise astme vdrrandite jargi need simmeetrilised biline-
aarsed vorrandid, millest need teise astme vdrrandid saavad).

H. 149. Eelmise harjutuse teise jargu plndadel votta igaiihe peal vdhe-
malt {iks punkt (nditeks punkt, kus on x=0 ja y_ 0, voi x=0 ja y =1,
v3i kaheks koordinaadiks mingid muud kergesti kisitatavad arvud) ja kirjutada
selle teise jirgu pinna puutetasapinna vorrand selles punktis.




Mirkus 1. Tasapinnal, millel ei oleteise jdrgupin-
nmaga kGik punktid iihised, on selle teise jirgu pinnaga
thine teise jdrgu joon, sest tasapinna vdrrandist saame iihe koordi-
naadi jaoks lineaarse avalduse kahe teise koordinaadi abil ja pannes selle aval-
duse selle koordinaadi asemele teise jdrgu pinna v&rrandisse, saamegi teise
astme vorrandi kahe tundmatuga. Saadud vd&rrandis on tundmatud tdesti selle
tasapinna punktide Cartesiuse koordinaadid (vahest kiill kaldkoordinaadid).
millel nditeks siis, kui nad on x ja y, on telgedeks selle tasapinna 15ikejooned
tasapindadega y — 0 ja x =0 ja mdddupunktideks nende telgede 13ikepunktid
tasapindadega x =1 ja y = 1. Loikavad ju iihelaiuste vahedega paralleelsed
tasapinnad x =0, x =1, x—=2 jne. nagu ka y=0, y=1, y=2 jne. muid
tasapindu iithelaiuste vahedega paralleelisid mésda.

Médrkus 2. Teise jirgu pinda on vist kiill kdige kohasem uurida kiire
(itleme katsekiire)

Latys oW T
= ax ple BJ’,:Z Yz = tehk x=x'+at, y=y' Bl ja z=2'+y¢ 120

abil, mis ldheb l4ibi mairamatu punkti (1/, y’, 2’) middramatute sihikoosinus-
tega a, B ja 7. Seda tahavad niidata jirgmised tiikikesed.

(1) Ldikaja, puutuja ja védline kiir. Pannes teise jirgu pinna
varrandisse V 101 x, y ja z asemele nende védirtused katsekiire vérranditest
V 120 (avades siis sulud ja koondades liikmed teguriga ¢2, nagu ka liikmed
teguriga f), saame teise astme vdrrandi

at42bt+4+c =0 121

kus kordajateks on

a’ = (aya + aypf + ay37)a + (@150 + a9l + ao37)B+ (@130 + as3B8 +
+ agy)y
b = (ay X’ + @y’ + ay32’ + ay)a+(apt'+any +as2’ +ay)s + 122
+ (agzx’ + apy’ + agsz’ + ag)y
¢ = a3 X2 420Xy A0 '+ 2ay3¢ 2" 42003 Y2+ ag52"2+ 2a50x" +-
—+ 2a50y" + 2ag52" + ay,

ja kus arv t=(—b/+ }/ b’2—a’c’):a’ on katsekiire ja pinna V 101 iihise punkti
kaugus punktist (x’, y/, 2’). Et iihe tundmatuga teise astme vdrrandil (kui tal
ei ole kdik kordajad nullid) on kaks lahendust ja et katsekiir V 120 v&ib olla
mis kiir tahes, sellepdrast or vdrrandi V 121 jérgi igal kiirel teise jargu pinna
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peal (kui mitte k8ik tema punktid, siis) kas kaks isesugust punkti — 18ikaja
kiire 16ikepunktid, vGi iiks punkt (vorrandi jdrgi) kahekordselt — puu-
tuja kiire puutepunkt, v3i (nagu varrandi lahenduste jargi deldakse) kaks
imaginaarset punkti — vdlisel kiirel. Ldikajatunnuseks on
siis vorrandis V 121 a’'c’ — 62 <0, puutuja tunnuseks a’¢’ —b'2—0
Ja vdlise kiire tunnuseks a’c’ —#2>0.

(2) Diameetritasapind ja keskpunkt. Vdttes punktiks (x’, y” 2")
16ikepunktide vahelise kiiretiiki — k 881 u — keskpunkti, saame v&rrandis V 121

= 123

sest ainult siis annab v&rrand V 121 18ikepunktide kauguste jaoks punktist
(x, ¥/, 2') kaks absoluutselt iihesuurust ja vastupidiste markidega vaartust. Kui
vorrandis V 123 [teine vérrand V 122] anname sihikoosinustele a, # ja y min-
gid kindlad vdirtused (nii et seal tundmatuteks jadvad x’ y’ ja 2), siis rahul-
davad seda vdrrandit k&igi sellesihiliste (sihikoosinustega a, B ja y) kddlude
keskpunktide koordinaadid. See vorrand on tundmatutes x’, y” ja x” lineaarne.
Sellega on teise jargu pinnal paralleelsete kdG6lude kesk-
punktid iihe tasapinna peal — nende kddlude ja nendega paralleelsete
kiirte (selle tasapinna kaaskddlude ja kaaskiirte) kaasdiameetri-
tasapinna peal [V 95].

Kui on punkt, mille koordinaadid x' = xg y’' —y, ja 2’ — z, teevad va-
lemi 122 teises vdrrandis sihikoosinustel a, § ja y kordajad kdik nulliks [V 92}
(nii et on & =0, olgu @, f ja y missugused tabes), siis on see punkt keskpunk-
tiks igale temast libiminevale kddlule — keskpunktiks teise jdrgu
pinnale.

(3) Peatasapinnad jateljed. Tipud ja poolteljed. Otsi-
des diameetritasapindade hulgas niisuguseid, mis oleks simmeetria- ehk
peatasapindadeks, s. 0. mis oleks risti oma kaaskddludega (poolitaks
oma ristk&5lud), tuleme ristseisu tunnustest V 96 sekulaarvdrrandi V98
vdi V 99 juurte A;, A4, ja Ay juurde ja sellega otsusele, ‘et peatasapinnad, kui
neid on ainult kolm (v3i kaks), on omavahel risti (Ihk. 135], nagu ka iga kahe peatasa-
pinna ldikejooned ehk teljed omavahel. Keskpunktiga teise jirgu pinnal on tema
tippud e (telje ja pinna 13ikepunktide) kaugused keskpunktist ehk poolteljed
a, b ja ¢ vorrandi V 121 juurte absoluutsed viadrtused siis, kui seal on x', y’
ja 2’ keskpunkti koordinaadid x,, y, ja z, ja a. B ja y ihe telje sihikoq’h*ﬁ,sed
ay, By ja 7y v8i a, By ia 75, VO ag PBa ja y3. Siis on selles vBrrandis esime-
seks kordajaks kas a’=A4,, v3i a’=/y, vGi a’=A3, nagu see selgub, kui valemi
96 iihevdrdustes on nditeks a=a,, B=pP; ja A=A, ja nende iihevGrduste pooled
korrutame esimesei arvuga g, teisel arvuga j; ja kolmandal arvuga y; ja siis
liidame ja vdrdleme saadust valemi 122 esimese iihevordusega. Teine kordaja
vorrandis V 121 on siis muidugi 5=0 [(2)] ja kolmas kordaja [V 122, V92,
19 M1, 21 M 3]
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¢/= ay9%g + A9 Yo+ 3020 + Ao = 124
= (a10A10 + @0 A2 + A30A430 + Ao Aco) : Ao = A Ao
ja sellega on pooltelgede ruudud
A | A < A
3 LA TR 9 duc et Ay Siasdiii {
“ A | ’ | Ao ’ $05ds 4340 | 125

(4) Puutesilinder. Andes puutuja tunnuses [V 121, 122]

a'c'—b2=0 126

sihikoosinustele «, # ja 7 [V 122] mingid kindlad vairtused, saame v&rrandi
kdigi nende punktide koordinaatide x’, y’ ja 2’ jaoks, kust nende sihikoosinus-
tega kiired on puutujad pinnale V 101. Et nendel puutujatel on iga punkt
niisugune, sellepdrast esitab vdrrand V 126 nende omavahgl paralleelsete
(sikikoosinustega @, f ja y) puutujate kdigi punktide kogu —puutesilindri.

Puutepunktide koordinaadid rahuldavad muidugi teise jdrgu pinna vdr-
randit V 101. Sellepdrast on puutepunktides ¢/—0 [V 122] ja siis valemi 126
jargi ka b'—0 (sest a, B ja y ei saa olla suuremad kui 1 ja sellepdrast ei saa
a’ olla 18pmatus), nii et puutepunktid on puutujate kaasdia-
meetritasapinna peal ja sellega puutesilindri siinnitajate kaasdia-
meetritasapinna ja teise jdrgu pinna iihine joon juhtjooneks sellele silindrile.

() Puutekoonus ja puutetasapind. Kui puutuja tunnuses
V 126 anname arvudele x’, y’ ja 2’ mingid kindlad véirtused, siis rahuldavad
seda vdrrandit kd&igi punktist (x/, ¥/, 2’) pinnale V 101 minevate puutujate
sihikoosinused ja ainult need. Nende sihikoosinuste kohta on see vdrrand
homogeenne [lhk. 96], nii et seal v8ib arvude @, # ja y asemele panna nendega
proportsioonaalsed arvud x—x’, y—y’ ja z—2’ valemist 120. Siis saab vdrrand,
mis esitab . punktist (x/, y’ 2’) minevate puutujate k3igi punktide kogu —
puutekoonuse tipuga (¥, y’, 2)

Kui teise jargu puutekoonusel on tipp (x/, y/, 2) selle pinna peal, siis
on selle koonuse vdrrandis ¢'—=0 ja see vorrand taandub vdrrandiks &—0 (kus
a, B ja y asemel on x—x/, y—y’ ja z—2’), s. o. tasapinna vorrandiks
(X’ + a1y + ay32" + a10) (X — X') + (agex’ + Y + 02" + ay)(y —y) +

4 (@y3x" + agg Y’ + @352’ + az)(z — 2') =0,
millele (teisi sulge avades ja silmaspidades, et siin on ¢/—=0 [V 122]) saame
valemi 88 kuju. Sellega esitab vorrand V 88 siis, kui seal on x’, y" 2 pinna
V 101 mingi punkti koordinaadid, sellest punktist seilele pinnale minevate puu-
tujate < k&igi punktide kogu — puutetasapinna puutepunktiga
97 37
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(6) Polaartasapind ja poolus. Uhest punktist (x/, y/, 2)
minevatel kiirtel on pinna V 101 15ikepunktide vaheliste tiikkide harmoonilised
keskpunktid selle iihise punkti kohta [H 60] k&ik iihe tasapinna peal — punkti
(x, ¥, 2’) (selle tasapinna pooluse) polaartasapinna peal. Sest
nendel harmonilistel keskpunktidel on kaugus # punktist (x’, y/, 2’) nimelt
t—=—¢":8 [V 121, H 60] nii et on

bt4¢ =0 127

ja pannes siia valemist 120 arvude, af, ¢ ja y¢ asemele arvud x—x/, y—y'
ja z—2’ saame tGesti tasapinna vdrrandi ja (seal teisi sulge avades ja sarnaseid
liikmeid koondades) nimelt valemi 88 kujul. Sellega esitab vorrand V 88 alati
punkti (x’, y, 2’) polaartasapinna, nii et puutetasapind [(5)] on oma puute-
punkti polaartasapind.

(7) Asimptoodiline koonus. Teise jargu pinna V 10!
puutekoonusel punktist (x/,y/,2') on kdik puutepunktid (s.o.
pinna V 101 pealolevad punktid) selle koonuse tipu (x/,y’,2) polaar-
tasapinna peal. Sest kui sellel koonusel on tipp selle teise jirgu pinna
peal, siis on see koonus ise kddunud puutetasapinnaks, mis ongi ka tipu polaar-
tasapinnaks, ja kui tal tipp ei ole selle teise jirgu pinna peal, siis on vale-
mites 121, 122, 126 ja 127 c’.#o (kui seal on x’, y" ja 2’ selle tipu koordi-
naadid) ja siis saame selle polaartasapinna vérrandi V 127 korrutades valemil
121 k&ik liikmed arvuga ¢’ ja pannes seal siis ac’ asemele 52 (valemist 126),
nii et toesti igal punktil, millel kaugus ¢ punktist (x’, y’, 2’) ja sihikoosinused
a, B ja y (mis médravad, kus pool punktist (x’,y’, 2’) see punkt seisab) rahul-
davad vorrandiid V 126 ja V 121, rahuldavad nad ka vdrrandit V 127. Sellega
on keskpunktist mineval puutekoonusel — asiimptoodilisel koonusel—
puutepunktid nimelt ebapunktid, sest keskpunktile (x’, ¥', 2’) = (x, yo, 2,) sazb
valemi 92 jargi polaartasapind V 88 nimelt ebaleht.

Miarkus 3. Vottes keskpunktiga teise jdrgu pinna jaoks
Cartesiuse ristkoordinaatide pindadeks peatasapinnad (s. o. asetades vdrran-
disse V 101 x, y ja z véirtused x”, y” ja z” jérgi valemist 100), saame selle
pinna vdrrandile lihtsama kuju

X"+ @ y"? 4 a'sg2" 40’y =0 128

Sest.kui koordinaatide pinnad on siimmeetriatasapinnad, siis peab teise jargu
pinna vorrandist kahe koordinaadi iga antud vairtuste paari jargi kolmandale
koordinaadile saama kaks absoluutselt iihesuurust vastupidiste markidega vaar-
tust, ja see on v3imalik ainult siis, kui v&rrandi iiheski liikmes ei esine selle
(kolmanda) koordinaadi esimene aste. Selle lihtsama v&rrandi kordajad on

Qo=A:Ay a'y=1, @/pp—1Jy ja a’33=14 129

11
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Selle tSenduseks tarvitseb ainult mirgata, 1) et kui valemis 100 on x, y ja z
vidrtustel vabaliikmed x;, y, ja 2z, nimelt keskpunkti koordinaadid, siis saab
valemist 101 uus vaba liige a’y; seesama, mis on ¢’ valemites 121 ja 122 siis,
kui on (x’, ¥, 2/)=(xg, Yo 2p) ja 2) et valemid 121 ja 128 on siis samased,
kui on veel esimeses a'=a;, f=P; ja y =1, ja teises y"==0=2", v0i esi-
meses a=ay B =[5 ja y=1y, ja teises x”" =0=2", v&i esimeses a =as,
B=28; ja y=1; ja teises x” = Q=y".~-

Niiteks on lhk. 137 (M 1) késitatud polaarse siisteemi korralduspinnal
keskpunkti koordinaadid x,=A;4: Agg. = — 6868,90 : — 3272,56 = 2,10, y,=
= Agy : Agp = 5694,35 : — 3272,56. = — 1,74 ja. zg= Ag: Ay = 3893,17 : —
— 3272,56 = — 1,19 ja siis selle pinna lihtsama vdrrandi jaoks a’gy= a@yoXy +
+ agyyo + a2y + agg =—17.2,10—12.1,74—5,5.1,19= — 63,1 ja see lihtsam
vorrand A;x"2+ Ao y"2+ 232”2 -f @’ =0 (kui sekundi mérgid dra jitame) ise
nimelt [lhk. 137]

7,19x2 + 25,4 y2 — 17,922 — 63,1 =0,
nii et see pind on iihekattene hiiperboloid pooltelgedega [V 125]

a=V)631:7,19=230, b=)631:254==16 ja c=)631:17,9=109.

Médrkus 4. Vottes keskpunktita teise jargu pinna jaoks
Cartesiuse ristkoordinaatide yz- ja zx-pinnaks kaks peatasapinda ja alguseks
teisejdrgu pinna ainsa tipu (xg, ¥, Zg) (s. 0. asetades jille valemisse 101 x, y ja 2
vaartused valemist 100), saame selle pinna vérrandile lihtsama kuju

ayx"2 40/ goy"2 42 032" =0 130

Sest 1) ei v3i selle vdrrandi liigetes jdlle esineda x” ega y” esimesel astmel,
2) peab siin olema gy =0 sellepirast, et tipu uued koordinaadid x” =0,
y” =0 ja 2”7 =0 peavad seda vdorrandit rahuldama ja 3) peab siin olema
a'33 =0 sellepdrast, et muidu saaks keskpunkti koordinaatidele nimetaja
ay 0 0 | !

0 a'yn 0 #0 ja pind ei oleks keskpunktita. Selle lihtsama vd&rrandi
0 0 ay

kordajad on

@’y =g Q=15 ja @3=ayya3 + aB3 + 373 131

Selle tSenduseks tarvitseb ainult mérgata jargmist kolme asjaclu. 1) a'yy, a@'s,
ja a'sy saavad siin (valemitest 100 ja 101) niisama kui valemi 128 jaoks.
(Siin on @’g3=/A3=0, kuna lehekiilje 136 15pul oli lihtsam seda sekulaarvdrrandi
nulljuurt esimeseks nimetada.) 2)Valemid 121 ja 130 on siis samased, kui on
esimeses a=a,, f=0;, y =7 ja (¥, ¥, 2/) = (X0 + a3, Yo+ B3 20+ 13) j2
teises y” =0 ja 2” =1, v0i esimeses a=ay,. B=1PLs-y=73 ja. (x/, ¥/, 2')=
=(xo+ a3, Yo+ B3 29+ 73) ja teises x”.=0 ja 2”7 =1 (sest punkt (xy+ as,
Yo+ B3, 2o+ v3) on ju uue z-telje peal tipust (xg, v, 2,) liks m&6t eemal —

~
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positiivsel pool). 3) Pannes valemi 122 kolmandas iihevérduses x’, y’ ja 2’
asemele xo 4 as, Yo+ B3 ja zg+ 73 sazme selle iihevorduse paremale poolele
valemi 121 pahema poole kuju, kus on #=1, esimeseks liikmeks A3=0, vii-
maseks @’gg = 0 ja siis keskmiseks (ainukeseks) liikmeks kahekordselt valemi 122
teise {lihevdrduse parem pool ehk valemi 95 pahem pool, kui seal on a= qaj.
B—PB3 ja y =173 ja see taandubki i;—0 piarast valemi 96 jirgi oma viimase
kolme liikme summaks, nii et siis tSesti on 2 a’sy— 2 (@393 + 9003 + a3073).
Harjutus 150. Uurida teise jargu joon tasapinnal katsekiire abil. [M 2]
H. 151. Vé&ttes mitu numbrilist kolme tundmatuga teise astme vdrran-
dit leida, mis liiki pindu ja kui suurte pooltelgedega nad esitavad. [M 3, M 4]
H. 152. Koonusel on iga siinnitaja tema puutujaks [H 147]. To&endada,
et (teise jargu) koonuse puutetasapind selle koonuse iihes punktis (tema iihe
punkti polaartasapind) on puutetasapinnaks sellest punktist ldbimineva siinni-
taja igas punktis (et selle siinnitaja kdik punktid on sellele tasapinnale puute-
punktideks). [Koonusel V 111 — tipuga (xg, yo 2o) — on puutetasapind tema
mingis punktis P; = (x3, y;, z;) [H 147]:

[ay1(%y — Xo) + @19(¥1 — Vo) + a13(2; — 2)|(x — x1) + [a39(x1— X0) + @oa(y1 — Vo) +
—+ Ap3(2) — 29)|(y — ¥1) + [a13(x; — X0) + ass(v1 —¥o) + g3(21 — 2p)](z2 — 2,)=0

ja selle koonuse mingis teises punktis P, = (X, Vs, 25):

[a11(x2— X0) + a1a(yo—y0) + A15(25—2)](Xx — Xp) + [@39(Xs — X¢) + @oa( Yo — o) +
+ ag3(Zo —20)] (¥ —Vs) + [@15(xa— Xo) + @as( Yo — o) + az3(za—20)] (z — z,) =0.
Need kaks tasapinda on siis t3esti samased, kui punktid P; ja P, on iihe siin-
X1—X_ _VN1—Vo_ Z1—2
e L= T ygiagy Bz
pinna vorrandis jooksvate koordinaatide x, y ja z kordajad proportsionaalsed
teise omadega, nii et need tasapinnad on paralleelsed, ja peale selle ldhevad
nad mdlemad l4bi selle sama siinnitaja P,P;.]

Sest siis on esimese tasa-

nitaja peal, nii et on

H. 153. Toendada, et teise jirgu pinna puutekoonus on siis p6drd-
koonus (s. o. tema siinnitajad teevad tipus k&ik {ihesuurused nurgad i{ihe
kiirega — podrdteljega), kui tema tipp on selle teise jirgu pinna fokaal-
joone peal. [Puutekoonuse puutetasapind on ka selle teise jirgu pinna puute-
tasapind, sest puutepunktis on puutekoonusel ja teise jiargu pinnal kaks iihist
puutujat: 1) sealt ldbiminev koonuse siinnitaja ja Z) koonuse tipu polaartasa-
pinna 15ikejoone puutuja selles punktis [(7)]. Teise jirgu pinna fokaaljoone
punktist sellele pinnale minev puutetasapind on risti selle tasapinnaga, mis
liheb 13bi fokaaljoone puutuja (selles punktis) ja ldbi esimese tasapinna poo-
luse (1ibi puutepunkti), sest esimene tasapind ldheb siis ka l4bi teise tasapinna
pooluse [25 2)] ja see on selle teise tasapinna ristjoone peal (sellest fokaaljoone
punktist) [lhk, 151]. Sellega on puutekoonusel, millel on tipp fokaaljoone peal,
iga puutetasapind risti selle tasapinnaga, mis iihendab fokaaljoone puutujat
(koonuse tipus) selle puutetasapinna pealoleva siinnitajaga. Kui selle koonuse
1Gikame ldbi tasapinnaga, mis on risti sellele fookaljoone puutujale, siis saab
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Igikejooneks teise - jirgu joon, millel kdik normaalid 1Gikuvad iihes punktis
(fokaaljoone selle puutuja peal). Niisugune teise jargu joon saab olla ainult
ring, sest paraboolil V 35 on normasli vérrand mingis punktis (x3, y9):
X+ py —y1x; — py;=0[H 97] ja sellega kolmes punktis (xy, ¥;), (%2 ¥s) j2
(%3, y3) voetud normaalide iihise punkti tingimuseks [17 M 2]

MNP T IX PV 1 nx
Yo P —YoXag—pys | =0 ehk | y, 1 yox,

|
| =0 [lhk. 113],
Fs P = Yty P | ¥s 1 J/3Xa’

ja ellipsil vdi hiiperboolil V 38 on normaalide vdrrandid mingis kolmes punktis
: N |

(x1, ¥1), (X2, y») ja (X3, y3) nimelt i—’%x —Bytan (‘5 F 23)=0 jne.
> a, a b

ja sellega nende iihise punkti tingimuseks

B 5 1, 1Y]
5 —a anlats)| |
P Xa (1 1 (y1 % X9
S S R Xo)o F—‘tﬁ) —0 ehk |yp X5 Xopp | =0 [Ihk. 113]
Vs Xs 1 1 Y3 X3 Xa)3
-3 7 i | Xa}’a(ﬁijﬁ) ’
(kui ei ole ai—biz:o’ s. 0. kui ellips ei ole ring), aga need tingimused ei
2

rahuldu nditeks paraboolil punktides (0, 0), (1, ¥5) ja (2, y3), ellipsil punktides
(a, 0), (0, b) ja (—g- ¥3) ia hiiperboolil punktides (a, 0), (2a, y,) ja (—2a, y,). Nii
on siis see puutekoonus tGesti poordkoonus, mille pddrdteljeks on fokaaljoone
puutuja.]

H. 154. Leida nabapunktid ehk immaruspunktid, s.o. l5ike-
punktid oma fokaaljoontega, pindadel V 103, V 105, V 109. [Niiteks on esi-
mesel pinnal g—¢2 — a2 ja h—c2— b2 [V 114] ja siis kolmas fokaaljoon

X2
[V 115) =25

2
+ csZTobz—l.'—_O ja y==0, nii et otsitavatel punktidel on y,—0

; x® |z Lol X
ja xo ja z, peavad rahuldama vd&rrandiid ﬁ+?—1_o ja PNt o -

zy? . a?—b2
+ cz—_“)-—b‘i— 1 _‘_'—0. kust Jargneb Xo— i—a‘/m-]

H. 155. Ristjoont teise jidrgu pinna puutetasapinnale puutepunktis ni-
metatakse selle teise jargu pinna normaaliks. Leida pindadel V 103,
V 105 ja V 109 normaalid nende nabapunktides ja nididata, et need normaalid
on fokaaljoonte puutujad.

H. 156. Tdendada, et teise jargu pinna 15ikaja tasapinna kaasdiameeter

(selle tasapinna poolusest ldbiminev diameeter) ldheb selle tasapinna ja teise
jargu ‘pinna l5ikejoone keskpunkti 1abi. [L&ikaja tasapinna igal kiirel 1dheb tema
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ebapunkti polaartasapind —- selle kiire kaasdiameetritasapind — 14bi selle 15i-
kaja tasapinna pooluse [25 2)] ja sellega ldbi 15ikaja tasapinna kaasdiameetri.
Sellega poolitab 15ikaja tasapinna ja tema kaasdiameetri iihine punkt k&ik sel-
lest punktist seda tasapinda médda minevad kdglud.]

H. 157. T&endada, et teise jargu pinna paralleelsetel |Gigetel,
s. o. tema IGikejoontel paralleelsete tasapindadega, on keskpunktid iihe sirge
joone peal, [H. 156] 3 sl

H. 158.. Leida antud teise jirgu pinna ja tasapinna l&ikejoonel 1) kesk-
punkt ja 2) poolteljed ja 3) tdendada, et teise jirgu pinna paraleelsetel 15igetel
on teljed paraleelsed ja poolteljed proportsionaalsed. [1) Olgu antud teise jirgu
pind oma iildise vorrandiga V 101 ja teda Idikaja tasapind vdrrandiga ux
—+ vy + wz 4+ s=0. Siis on otsitav keskpunkt selle tasapinna ja tema kaas-
diameetri iihine punkt Selle punkti koordinaadid — kirjutame nad x/, y’ ja
z’ — leiame lahendades antud tasapinna vdrrandi koos selle tasapinna kahe
kiire kaasdiameetri tasapinna vdrranditega, nditeks (siis, kui antud tasapind ei
ole paralleelne ei xy- ega yz-pinnaga) vorranditega (@, v-—apu) x +
(150 — A ) y 4 (@130 — A tt) 2+ A v —apu=0 ja (apw — a;v)x-+
(AW — AgV)Y + (AxsW — A330)2 + apw — ayv =0, mis on kaasdiameetri tasa-
pindade vdrrandid antud tasapinna ldikejoontele xy-pinnaga ja yz-pinnaga.
Sest 15ikejoonel xy-pinnaga, kus on z=0, jadrgnevad sihikoosinused a;, §; ja
71 paralleelsusetunnustest [V 87] 0. a; + 0.8, + l.y; =0 ja wa; + vf; + wy;—0
nimelt proportsionaalsed arvudega v, — u ja O ja 13ikejoonel yz-pinnaga, kus
on x =0, sihikoonused ay, 3, ja 7, paralleelsuse tunnustest a,=0 ja vf, +
~+ wy, =0 nimelt proportsionaalsed arvudega 0, w ja — v [lhk. 132 M 1].

2) Laikejoone iga diameetri poole pikkuse arvu annab vdrrand V 121,
kui katsekiir on vdetud 1Gikejoone keskpunktist (x’, y’, 2’) ldikajat tasapinda
mddda, s. o. nii, et on ua 4 vf 4+ wy==0. See diameetri poole pikkuse arv
t=1) —c :a’ (sest ¥ on ju siin null) ongi siis otsitav pooltelg, kui see dia-
meeter on risti oma kaasdiameetriga, s, o. risti oma kaasdiameetritasapinna ja
15ikaja tasapinna iihise joonega. Kaasdiameetritasapinna V 95 ja 13ikaja tasa-
pinna ux 4 vy + wz + s =0 iihise joone sihikoosinused a’, @’ ja y’ jargnevad
paralleelsuse tunnustest
(ay1a + @B+ A7) & 4 (a9a+ G99 B+ as37) B’ + (a13a + G5B+ azsy) v/ =0
ja ua’ + v + wy =0.

Telgede korral peavad need kaks vdrrandit rahulduma koos ristseisu tunnusega
ad + BB’ + vy =0, s. o. (kui esimeses vorrandis kirjutame arvudel o', §/ ja ¢
kordajad liiheduseks iiksikute tihtedega a, b ja c¢) peab olema [lhk. 96]:

iabc’ ‘a’bcé !aa’c' Taba’
\u v'wi=0 ehk‘o vw = a0 w = |uvo0 |=0
E AR I Rt B &

|
Need teised determinaadid saame esimesest siis, kui sinna piiliame saada
arvu a’ = aa + bB + ¢y [V 122}, mis meile pooltelje annaks (sest arv ¢’ on
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keskpunkti (x/, y', 2’) jérgi teada) ja kui selleks korrutame esimese veeru ele-
mendid arvuga a ja liidame teise veeru [-kordse vastava elemendiga ja kol-
manda veeru 7y-kordse vastava elemendiga, v3i jdlle esiti korrutame mdne muu
veeru elemendid ja siis liildame sel viisil korrutatud vastavate elementidega
teistest veergudest., Need determinandid saavad veel lihtsamaks, kui teiste
veergude elementidest lahutame selle omad, kus on arv 1, ja nimelt nende
teiste veergude viimaste elementide kordselt:

:b—a'ﬁ fisddy i a—dla: e=~a'y —0ja a—aa b-—a'B:o,
| v w gei 4 :
ehk
"
ot e kg e Ia—aa-}-ur:o
bi—a'Bl rouisess afjicr imeralavatisio golg b—a'B+ovr=y
v w u ' lc—a’y+wf=°

(kui kolme jagatise iihise vddrtuse kirjutame tdhega — r). Et on a=a,;a+
+ @198 + aygy jne., siis. on need kolm viimast vdrrandit iihes paralleelsuse
(vdi pealolemise) tunnusega wa + v + wy—=0 homogeensed a, 3, 7 ja r
kohta ja nimelt:

(@ —a’)a + a8 + aygy + ur=20

‘1"12‘1 +(a22 —a’')B+ gy +vr =0 132

Q130 + Agsf + (33— a')y + wr =0
ua+vf+wy=0

Kui siit leiame kolmest v8rrandist a:r, 8:7 ja y:r ja paneme saadud viir-
tused neljandasse (mille liikmed vGiks ju ka-jagada arvuga r), siis saame

‘ ag—a’  ay ap u
’ «
O13" G — @ ax g iy 133
’ a3 Qg3 Gy —a’ w .
u v w 0

mis on ruutvdrrand otsitava arvu a’ kohta.

3) Kui teise jargu pinna iibel 16ikel on diameeter risti oma kaasdiameetri-
tasapinna ja selle 13ike tasapinna iihise joonega, siis on igal selle 13ikega
paralleelsel 13ikel selle diameetriga paralleelsel diameetril lugu niisama, sest
nendel paralleelsetel (1Gigete) diameetritel on kaasdiameetri tasapind iihine ja
see 13ikab paralleelsete 15igete tasapindu muidugi paralleelseid jooni mdédda.
Sellega on paralleelsetel Idigetel tdesti teljed paralleelsed. Nende poolteljed
on proportsionaalsed sellepdrast, et @’ (V 133 jirgi) ei olene l5ikaja tasapinna
vérrandi vabast liikmest ja on siis iihine kdigil paralleelsetel 15igetel.]

H. 159. Leida lihtsamate vorrandite korral [V 128, V 130] teise jdrgu
pinna ringl&iked, s. o, leida tasapinnad, ux -+ vy 4 wz -} s=0, mille
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15ikejooned teise jdrgu pinnaga oleksid ringjooned. - [Ringldikel on iga dia
meeter teljeks. Sellepdrast peavad ringldike korral telje sihikoosinused a,
ja y saama vorranditest V 132 madramatud, s. o. jagatiste a:r, f:r ja .y:r
vairtustel peavad lugejad ja nimetajad saama nullid (mddramatuse avaldus on
ju 0:0), olgu need viairtused leitud valemi 132 missugusest kolmest vdrran-
dist tahes. Lihtsamate vdrrandite korral (kus on a3y — @43 = ay3 —0) saame
siis u, v, w ja a’ jaoks vorrandid: 1) u(agp — a’) (a3 —'a’)=0; 2) v(a;; —a’)-
- (agg — @)=0; 3) W(ay— @) (agp— @')=0; 4) (ay; — ') (agy— @) (a35 — @) = 0;
5) (agy — @’)w? +(ags— a’)v* = 0; 6) (a3 — a’)uv =0; 7) (g —a)uw=0;
8) (ayy —a)vw =0; 9) (a; — a’)v2 4+ (as, — @'Y u2 =10 ja 10) (a;; —a)w? +
+ (az3 — a’)u?2==0. Vorrandist 4) on niha, et a’ on kas ay;, V&l @y, VBi ag
ja vorrandite 5), 9), ja 10) jargi peab ta sellest kolmest arvust olema nimelt
selle suurune, mis kahest teisest lahkudes jidtab vastupidiste mérkidega jadgid.
Olgu @’ =a,; Siis on vdrrandi 1), v&i 9), v&i 10) jargi u—=0 (kui antud
pind ei ole psdrdpind) ja siis v8rrandi 5) jirgi v:w =+ (@ — ds) : (@33 — ayy),
nii et ringldikeid on kaks parve [H 158 3)]. Keskpunktita pinnal on ag=0.
a’ ei saa null olla, sest ta on ringi raadiuse ruudu nimetaja [H 158]. Sellega
peab siin olema kas @’ = ay; v3i @’ =ay, ja teisest nendest lahkudes peab ta
vorrandi &) v&i-10). jirgi jdtma .jddgi, -mille .mérk -on-samane -tema omaga.
Sellepdrast on keskpunktita pindadel ringldiked vdimalikud ainult elliptilisel
paraboloidil.] .

H. 160. Leida kanooniliste v8rrandite korral teise jirgu pindade naba-
punktid ehk immaruspunktid, s. o. pinna I5ikepunktid oma fokaal-
joontega [J 30, J 31, ] 33], ja tdendada, et puutetasapind nabapunktis on ring-
15ike tasapind (kui 13ikejoone raadius on null).

H. 161. Leida lihtsamate vdrrandite [V 128, V 130] korral teise jirgu
pinna (sirged) siinnitajad, s. o. kiired, mis on téiesti teise jirgu pinna
peal. |Votame otsitava kiire katsekiireks [lhk, 158]. Kui katsekiir on tdiesti
teise jirgu pinna peal, siis rahuldavad tema punkti (x’, y/, 2’) koordinaadid
selle pinna vorrandit, nii et on ¢/ =0 [V 122]. Selle kiire teine {ihine punkt
teise jargu pinnaga on mdiramatu. -Sellepdrast peab vdrrandis. V.121 olema
ka @’ =0 ja b =0, s. o, keskpunktiga pinnal (siis, kui on a;, = @3 = G55 =
== G = G = az = 0) [V 122]

ay,02 + a2+ a7 =0 ja apyxX'a+ apy'f+ agp2’y=0
ehk selle kiire punktide jooksvates koordinaatides x, y ja z [V 120]
ay(x —x)2+an(y—y)2 +ag(z—2P=0 ja
ay X' (x — x') + apy' (y —y') + a5z’ (2 —2') =0.

Need kaks vorrandit midravadki keskpunktiga teise jdrgu pinna siinni-
tajad. Esimene vdrrand esitab koonuse, mille siinnitajad on paralleelsed
asiimptoodilise koonuse omadega [V 111] ja mille tipuks on (x’, y/, 27), teine
on puutetasapinna vdrrand selles punktis. Leides teisest vorrandist (z—2'):
:(x —x’) ja pannes saadud vddrtuse esimesse vOrrandisse,” saame sealt

(=) (x—x)=(—ayanxy’ = au2' Y a, 4, asas,) : [ag (332 + g5 2'2)]:
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Siit ndeme, et sirged siinnitajad on (reaalsed) ainult sellel keskpunktiga kddu-
mata pinnal, millel on arvudest ay, @;;, @y ja ds3 nimelt kaks negatiivsed ja
kaks positiivsed, s. o. ainult iihekattesel hiiperboloidil.

Keskpunktita pinnal (siis, kui on a5 = a3 = @3 = 33 = a5 — ag = 0)
saavad vorrandid @’ =0 ja & — 0 nimelt

ap(¥ —x'P + an(y—yP=0 ja ayx’(x —x') + apy'(y —y) + ag(z— 2") =0

ja siit

U—y)i(x—x)=FV —ay:ay,
nii et (reaalsed) siinnitajad on ainult sellel pinnal, kus on arvud a;; ja ax
teine teise mdrgiga, s. o. hiiperboolsel paraboloidil.] .

H. 162. Kirjutada iihekattese hiiperboloidi ja hiiperboolse paraboloidi
slinnitajate vdrrandid kohe nende pindade kanooniliste vSrrandite jargi. [Vor-
randis V 106 viime teisele poole iihe positiivse ja iihe negatiivse liikme ja
lahutame saadud v&rrandi pooled teguriteks, niiteks

(F+2) =220 3)0-3)

Siis on tasapindadel

e e

parameetri A iga védirtuse korral iihine joon tdiesti hiiperboloidi V 106 pinnal,
sest iga arvude kolmik x, y ja z, mis rahuldab vé&rrandiid V 134, rahuldab
ka seda vdrrandit, mis saab siis, kui nende vdrrandite ‘iihenimelised pooled
oma vahel korrutatakse, aga siis saabki tagasi vérrand V 106 (kuna kordaja
/ iseenesest k&rvaldub), Sellega esitavad v&rrandid V 134 iga 4 vairtuse
korral hiiperboloidi V 106 iihe siinnitaja. Oeldakse: vorrandid V 134 esitavad
iihe parve siinnitajaid sellele hiiperboloidile. Teise parve esitavad
vorrandid ; .

A (T e e

Niisama saame vdrrandis V 110 liiget — 2z teisele poole viies ja siis
saadud vdrrandi pooli teguriteks lahutades (z=1.2) hiiperboolsele parabo-
loidile kaks parve siinnitajaid

P
+5= 136]

% b

£
;'f'

o<
Il
2 5
I

H. 163. Tdendada, et kaks siinnitajat iihest parvest ei 16iku, aga iga
siinnitaja iihest parvest 15ikub igaiihega teisest.
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[Kahel siinnitajal parameetritega 4, _f).z oleks nende iihises punktis
valemi 134 esimese vorrandi jirgi 4, (l—f—%) g s (1-{—%) ja sellega
1+% =0 ehk y = — % aga teise vorrandi jargi jille 1 — % =0 ehk

y=+ %, mis on vdimata. Valemi 136 esimese v3rrandi jirgi oleks ;= /s

vastu oletust 1; £

Aga iga kiir esimesest parvest (mingi parameetriga 1) 15ikub iga kiirega
teisest (mingi parameetriga ) sellepdrast, et kolmest vdrrandist V 134 ja
V 135 vai jalle V 136 leitud x, y ja 2 védrtused rahuldavad ka neljanda.]

H. 164. Valmistada 1) hiiperboolse paraboloidi mudel sirgets
servadega papitiikkidest ja 2) teiste teise jargu pindade mudelid
-mitmesuguse suurusega ringikujulistest papitiikkidest. [ 1) Valemi 136 esime-
sest ja viimasest vorrandist on.n#ha, et hiiperboolse paraboloidi siinnitajad

esimesest parvest on paralleelsed tasapinnaga i—f— % =0 ja teisest tasapin-
a

naga — _{-f-% — 0. Sellepédrast saab papitiikkide sirgetest servadest kohe
a

. biiperboolse paraboloidi mudel, kui need papitiikid laotakse lapiti iiksteise peale
nii, et neil k3igil (iihed) sirged servad (iihe parve siinnitajate esitajad) puutuvad
kokku niditeks kahe joonlaua servadega (mis esitavad kahte siinnitajat teisest

2 2
parvest). 2) Harjutuse 159 jargi on nditeks pindadel '% + 32— 59— 41 =0,

‘; gt i %" — 1 aeOn x; 42— z=0 [J 31, ] 32, ] 33] ringlGigete tasa-

pinnad ux 4 vy 4+ wz + s= 0 risti yz-pinnaga, nii et neil on u =0 ja siis

VW= :tV- (au—azz)5(”33—‘111)v s. 0. esimesel ja teisel pinnal v: w

3
£ j:‘/"‘— : —+ ) 27:)/13, aga kolmandal (kus on ay = 0)
Cviw=+ ‘/_— —== ]/ 3 : 1. Sellega saame esimese pinna jaoks
mudeli siis, kui (1) vétame yz-pinna mudeliks papilehe, (2) joonistame selle

lehe peale hiiperbooli 593 — 32 — 1 =0 (selle kahekattese hﬁperboléidi 1ike-
joone yz-pinnaga), (3) joonistame sellel hiiperboolil rea paralleelseid kdgle —
nimelt paralleelseid iihe parve ringldigete tasapindadega, s. o. paralleelseid
néiteks joonega ]/2_7:\/ — Vﬁz:O. (4) 16ikame nende kddlude asemele praod,
mille laius oleks papi paksuse suurune, ja (5) seame iga prao ldbi ringikuju-
lise papiketta, mille 14bim35t on selle prao pikkune.]

H. 165. Leida antud teise jirgu pinnale puutetasapinnad 1dbi
antud sirge joone, [Puutetasapind on oma puutepunkti polaartasapind
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selle teise jargu pinna polaarses siisteemis. Uhest sirgest joonest ldbimine- .
vatel tasapindadel on kdigil poolused iihe teise sirge joone peal ja nimelt
esimese joone kahe punkti polaartasapindade iihise joone peal (sest igal sellest
kahest punktist libimineval tasapinnal peab poolus olema kummagi punkti
polaartasapinna peal ja sellega nimelt nende pclaartasapindade iihise joone
peal) [lhk. 127 2)]. Sellepédrast saame otsitavate tasapindade puutepunktid siis,
kui 1) vGtame antud sirge joone peal kaks punkti, 2) kirjutame nende punktide
polaartasapindade vdrrandid ja 3) lahendame need vdrrandid koos antud teise
jargu pinna vdrrandiga.]

H. 166. Kerapinna tunnuste V 104 pdhjal saame kera vorrandile anda
niinimetatud normaalse kuju: x24 y24 224 2a,,x + 2a5y + 24302 + gy= 0.
Selle vorrandi pahema poole viirtust, kui sinna on pandud x, y ja z asemele
mingi punkti (x, y, z) koordinaatide vdirtused, nimetatakse selle punkti
potentsiks selle kera kohta. Toendada, et punkti potents kera kohta on
nimelt sellest punktist sellele kerale mineval puutujal selle punkti ja puute-
punkti vahelise tiiki pikkuse arvu ruut. [H 93].

H. 167. Teisendada harjutused 94, 95 ja 96 kolmemddtelise geomeetria
omadeks.

H. 168. Leida vdrrand kerapinnale, millest on teada neli punkti.
[Kerapinna normaalsesse vorrandisse [H 166] x, y ja z asemele antud punktide
koordinaatisid pannes saame neli lineaarset vGrrandit tundmatute a,y, @y,
ay, ja ag jaoks.]

H. 169. Millal ei méira neli antud punkti nendest labiminevat kera- _
pinda veel tdiesti?

H. 170. Mitu punkti ‘iildises seisus (s. 0. mitte mdnes eriseisus,
nagu need neli punkti, mis nendest ldabiminevat kerapinda veel tdiesti ei
miédra) on selleks tarvis, et nendega oleks mddratud iiks ja ainus teise jargu
pind, mis neist kdigist 1dbi ldheb. [H.168].

H. 171. Tdendada, et teise jargu pinna V 101 kddumise tunnu-
seks [lhk. 156] on A—0, kus A on selle pinna vorrandi determinant [lhk. 126].
[A =0 on iihevédriline vorrandite siisteemiga V 89.]

27. Kolme tundmatuga teise astme vOrrandi lihtsusta-
mine. Kaldkoordinaadid ruumis.. Kolme tundmatuga teise
astme vdrrandi V 101 saame lihtsustada nagu masinlikult sel teel,
et 1) korrutame selle vdrrandi kdik liikmed tema dhe tundmatu
ruudu kordajaga, niiteks a,;, kui see ei ole null, ja 2) lisame siis
sellele liikmete salgale, kus esineb see tundmatu, positiivselt ja
jareljaanud liikmete salgale negatiivselt juurde niisugused liikmed,
et esimesest salgast ihes juurdelisatud liilkmetega saaks taisruut.
Selle jaoks tuleb siis, kui tahame esimese tundmatuga liikmed
tdisruuduks tdiendada ja selleks oleme juba vorrandi kdik liikmed
korrutanud arvuga a,,, juurde lisada nimelt (@;5y + @32 + @40)%



171

Nii saame

1) ay | anx® +2a,,x9 + asy? + 2a18xz = 2“23)’2 #a 03332 2
+ 2010x + 285y + 2852 + G =0

2) + (@ Yy + a3z + ay0)2 — (apy +az + @)

(@yx + aypy + 4152 + a,0)* + 61,y* + 2b19y2 + b33 2° + 2610y +
~+ 20392 + boo = 0,

kus on by = ay1855— 85" boo=01,8535— a15*; b)p= 211890 1280}
bog = @11859 — @130, ja boy = @10y — @,o°.  Selles saaduses tais-
ruudust jarelejadnud liikmetega toimetades, nagu lehekiiljel 74 siis,
kui seal oleks a, x ja y asemel b, y ja z (ja neid liikmeid mingi
arvuga korrutades, korrutades sellesama arvuga muidugi ka saadud
taisruutu), saame viimaks

b11 Boo (@11 X + @10y + Q132 + Gy0)* + Boo(bny + b122 + bm) #

+(Bowz — By)® + b, B
Véttes niiid uuteks tundmatuteks

¥ =a, X+ Y+ a2+ a, Y= b1y + b2z + by
ja 2 = Byz — Bay, 3 e

saamegi antud vd&rrandile lihtsa kuju

b11Boo X' + Byoy'? +2'24-6,,B=0 138

Kui on By, =0, s. 0. b,,bs5 = b,,?, siis paistab parast korru-
tamist arvuga b,; kohe silma, et esimesest taisruudust jarele jaanud
lilkkmete salgas on kolm esimest liiget koos juba kaksliikme ruut
(b1qy + b192)%. Véttes siis uuteks tundmatuteks

X = 03yX + 19y + U352+ 1o, Y = b1,y + byoz

: 139
ja 2'=b11(2b10y + 2b3yz + byp)

saame antud vdrrandi lihtsamas kujuks

byx*+y?+2 =0 140
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Nagu lehekiilgedel 76 ja 77, nii tuleme ka siin otsusele, et
need uued tundmatud on ka antud teise jérgu pinna punktide
Cartesiuse koordinaadid alguspunktiga (x'=0, y’=0,
2’ =0), koordinaatide pindadega X' =0, y' =0, 2’ =0 ja telge-
dega (y'=0, 27=0), (2’=0, x¥'=0) ja (x’=0, yy=0). On ju
naiteks pinnad x'=0, X' =1,'x'=2"jne. (s. 0. a;;X + apy+
+ @32+ a,0=0, ayX + a1y + @12 + ajo=1, apx+ apy +
~+ @432 + @;0=2 jne.) omavahel paralleelsed ja {hesuuruste
(nimelt: 1:71/ a;,® + ap® + a;5® méddu laiuste) vahedega, nii et
nad I8ikavad x'-telje (kus on y =0 ja 2’ = 0) ihepikkusteks
tikkideks. Igal punktil (x’, y/, 2’) on siis x’ tdesti selle
punkti kauguse arv pinnast x’=0, kui seda kaugust
moddetakse paralleelselt x'-teljega ja mddduks vde-
takse selle telje tikk pinnast x’=0 pinnani x’=1. Kui
pinnad ¥’ =0, y/ =0 ja 2’=0 ei ole iksteisega risti, siis nime-
tatakse neid koordinaatisid kaldkoordinaatideks ruumis.

Sel viisil lihtsustades saame naiiteks pinna
X%+ 2xy+3y® 4 4xz 4 5yz — 622 — ITx —8y — 92— 10=0
jaoks (kui murdudest hoidumiseks korrutame kohe arvuga 2):
2 | 2x>44xy+6y*+ 8xz 4 10yz— 122%—14x—16y —182—20=0
+(2y+4z2— 72— @2y +42—17)

2 | (2%+2y -+ 42— T)? | 8y® + 4yz —'402% — 4y + 20z — 89 =0
Fe—1p—@—1p

9 202x+2y+442—T7)0%+ (4y+2z— 1)2—8122+422—90=d
3 _72+72

18x'2 4 9y/2 — 2’2 — (9.90 — 72) =0,

kus on

x'=2x+42y+4z—1, y=4y+2—1 ja 2=272—7 137a

Mirkus. Siin tuli teise tdisruudu saamiseks korrutada ainult arvuga
2 sellepdrast, et 2.8y2—16y2 on juba ruut, ja kolmanda tdisruudu saami-

seks on veel korrutatud arvuga 9 ainult selle jaoks, et 92—% asemele saaks

tdiskaksliige 272 —7. x/, y/ ja 2’ on siin kaldkoordinaadid, sest uued koordi-
naatide tasapinnad 2x+4 2y +4z—7—=0, 4y +2—1—0 ja 27z2—7—=0
ei ole omavahel risti [V 86], :
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Harjutus 172. Eelmises ndites saadud lihtsama ‘vorrandi’ jirgi tden-
dada, et uued koordinaatide tasapinnad on kisitataval pinnal uute telgede
kaasdiameetri tasapinnad. [lhk. 159] 3 43 5 17 i

H. 173. Leida selle pinna [H-172] keskpunkt[ %4 o7 ﬁ] 7% JU0is=
tada see pind. [Tulevad leida veel uute telgede m&ddupunktid (nditeks

I_ I_.. /_ SR 5
e TWsR YN (27 7 27)
teljed, nende jargi xy’-pinnal joon 181’2+ 9y’2 — 761 =0, vdtta x'-teljele ja
y'-teljele paralleelid 2’-telje punktidest 2’=— -+ 10 ja joonistada seal jooned
18x/2 4 9y"2 — 100 — 761 =0 ja siis nende joonte vahele y’z’-pinnale joone
9y — 2’2 — 761 =0 tiikid ja 2’x’-pinnale joone 18x2 — 2’2 — 761 —O0 tiikid.]

H. 174. Teise jargu pinna liigi méiravad selle pinna lihtsama v&rrandi
liikmete positiivsus vGi negatiivsus selsamal viisil kaldkoordinaatide  korral,
nagu ristkoordinaatide korralgi. Sest pinna liigi m#iravad kummalgi korral
nimelt selle pinna Idikejooned koordinaatide pindadega ja teise jargu joonte
iihtsamad vorrandid on kaldkoordinaatides ja ristkoordinaatides samakujulisrd
[lhk. 75—81]. Lihtsustada vdrrandid V 138 ja V 140 veel edasi jargmis-
teks [V 48, V.45]:

), nende 1dbi joonistada uued

ellipsoidi korral x"24 y”242"2—-1—0
kahek. hiip. ,. —x"2—y"242"2__1—0 141
e xX"24y"2—2"2 _1—-0
ellipt. par. ,, x"24+y"2—2"—0
hiip. 55 S A"2—y"2 4 77 —0
ja veel
kahek. hiip. korral — x”2 4 y”2”" — 1 =0
iihek. ,, ~— X" = y"2" — 1 =10 142
hiip. parab. ,, x"2 4 y""2" =0

H. 175. Leida ruumala e l]ipsoidil pooltelgedega a, b ja.c.
2
[Vattes selle ellipsoidi vr'Srrandxs 5 + y + — —1 =0, wuuteks tundmatuteks

XPE2 My =y L BRE z’:z.c, saame uue vorrandi x’2 4 y2 4 22— 1=0
kus x’, ¥’ ja 2’ on ka Cartesiuse ristkoordinaadid (olgugi igaiiks oma m3dduga)
Selle vdrrandi jargi on see ellipsoid affiinne mdddukeraga
x24y2 4 22 — 1 =0 [lhk. 84], nii et igale m&&dule OXYVZ selle kera ruum-
alas vastab mést OX'YV'Z'—abc OXYZ selles ellipsoidi ruumalas (ja ka

E
timberpéérdult). Et mdddukera ruumala on 8z0XVZ ehk 3% kuupmdstu,

4
s'is on otsitav ruumala 87 OX'Y'Z' —8mabc OXYZ ehk —sﬁabc kuupma3dtu.]
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- 28. Koordinaatide teisendamine ruumis. Valemid 100,
137, 139 ja 137a on Cartesiuse koordinaatide teisendusvalemid
Cartesiuse koordinaatideks [19]. Nende tdislineaarsete
teisendusvalemite tdielik Gldine kuju ruumis on

X=ax+by+eaz+d, y=ax+by+cz+d, | 143
ja 2 =agz+ by +cz+ dy

Kui uued koordinaadid x” y” ja 2" saadakse sel teel, et endis-
test x, ¥ ja z lahutatakse mdne kindla punkti koordinaadid x,, v,
ja 2o nii et on

X =x--%0, Y =y —Yo 2 =2—2, ja siis

’ ’ 144
x=x"+ %0, Y=Y +y0o 2=2"+2

siis saab punkt (xo, ¥, ja 2,) uueks alguspunktiks. See alguse
edasiviimine on iiks tdhtsam tdislineaarse teisendamise

erijuhus.

Teiseks tahtsamaks erijuhuseks on telgede p6érmine, s. o.

= x+pyt12z, Y=axtBytyz, Z=agx+P3y+752

X=X +0oy 052, y—PiX +Boy +BeZ, =X ey trer | 140

~ A -~ s
kus on a; = cos xx’, f; =cos yx’, y; =cos 2x/, ay=-cos Xy  jne.
Selle valemi teine rida saab, kui esimese rea vdrrandid lahenda-
takse x, y ja z kohta, niiteks korrutades esimese vorrandi liilkmed
arvuga a,, teise omad arvuga a, ja kolmanda omad arvuga ag ja
siis liites. Sest nditeks on ju uue teljestiku jargi (kui uued teljed

A\
on omavahel risti) @, + ayfs + agfs = cos xy ja see on null,
kuna sel samal pdhjusel on a2+ a2+ ag> = 1.

Algust edasi viies ja telgi po6drdes saab iga
antud teise astme vdrrandi V 101 lihtsustada.
1) Pannes x, y ja z asemele nende vairtused valemi 144
teisest reast uutes koordinaatides ja tundmatutes x,, ¥, ja 2, saame
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vorrandi, kus uute koordinaatide esimeste astmete kordajad on
@’ 10= 11 %0+ @1oY0+ 1520 + Q100 @'20= 3o XoF Ao Yot AasZot Ao,
Q30 = Q13% + 23 Yo + @332+ a5, Katsume leida niisugused x,,
Yo ja 2y vairtused, et need kordajad saaksid - nulliks. Selleks
tulevad lahendada kolm v&rrandit kolme tundmatuga [V 92]. La-
hendused on, nagu selgub, antud pinna keskpunkti koordinaadid.

2] Fannes - xX. ) ja & aseniel_e nende vairtused valemi 145
teisest reast uutes koordinaatides x’, y’, 2/, ja uute telgede tund-
matutes sihikoosinustes a;, i ja y; (i=1; 2; 3), saame vdrrandi,
kus uut koordinaatide korrutiste kordajad a’ys, @’y ja a’s3 on
a'x = (a0 + @i + a7 ak + (@100 + A9efi + Go371) P +

+ (@130 + Qo + Qi) Vi

Katsume leida niisuguste sihikoosinustega uued teljed, et saaks
a',=0, a’;3=0 ja a’;3=0. a'i avaldusest paistab silma, et
kdik need kolm kordajat saavad siis nulliks, kui leiame a;, §; ja 7
nii, et selles avalduses oleks sulud jargem&éda proportsionaalsed
arvudega a;, f; ja 7 nagu valemis 96, sest siis saavad need
kordajad ise proportsionaalsed uute telgede vaheliste nurkade koo-
sinustega, mis on tdesti nullid. = Otsitavad uued koordinaatide pinnad
on, nagu selgub, antud pinna peatasapinnad, mis leiduvad seku-
laarvdrrandi V 99 lahendamise najal.

Mirkus 1. Alguse edasiviimisel ja telgede podrmisel, s. o. koordi-
naatide teisendamisel nii, el saab x—a;x"+ ayy’ + ag2’ + x;, jne. [V 65],
jidvad muutmatuks antud teise astme vdrrandi determinandi vddrtus A [Ihk. 126],
tema elemendile a,, vastav alamdeterminant Ay ja sekulaarvGrrandi V 99
teised kordajad I ja J. A ja A, muutmatuse saab tGendada ruumis nditeks
selsamal viisil, nagu tasapinnalgi [lhk. 98 ja 99]. Nende invariantide abil
saame parast sekulaarvdrrandi lahendamist kirjutada keskpunktiga pinna liht-
sama vorrandi ilma keskpunkti koordinaatisid arvutamata [V 128, V 129, V 68].
Nende abil saame ka keskpunktita pinna lihtsama vorrandi V 130 jacks leida
a'y, ilma as B3 ja yz arvutamata; -nimelt leides A védrtuse antud- vérrandist

V 101, kirjutades ka tema muutmatu védrtuse voérrandist V 130 ja lahendades
nende iihevordusest saadud vorrandi [V 131]

|4, 0.0 [0 9
& it0.10- |
0 (»)2 0 a’so! —A, kust jirgneb
100 a5 0 |

oo =" "V =R A/ . 146
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Markus 2. Cartesiuse koordinaatide korral nimetatakse koordinaatide
tasapindu ja nendega paraleelseid tasapindu koordinaatpindadeks ja
nende IGikejooni koordinaatjoonteks. V3ib iitelda, et x-viirtusega on
nummerdatud pind x —( ja k&ik koordinaatpinnad x-—a (kus on a mingi
kindel arv — konstant), y-vddrtusega pinnad y — b ja z-vdidrtusega pinnag
z=—1c. Siis v&ib ka iitelda, et punkti Cartesiuse koordinaadid ruumis on
sellest punktist 1abiminevate koordinaatpindade numbrid.

Kui ruumis v&i ruumi osds on kuidagi mairatud kolm parve pindu nii,
et 1) iikski pind iihest parvest ei 15iku teise pinnaga sellest samast parvest, et
2) igast punktist 1&heb 14bi iiks ja ainus pind igast parvest ja et 3) igas parves
on kdik pinnad nummerdatud, s. o. igale pinnale midratud oma arv,
mis vastab ainult sellele pinnale, siis on selle ruumi v8i ruumi osa iga punkti
jaoks kolm arvu, mis selle punkti seal tdiesti mddravad. Need arvud v&ib
votta nende punktide koordinaatideks. Siis nimetatakse need pinnad koordi-
naatpindadeks ja nende Idikejooned koordinaatjoonteks, ja kui need jooned ei
ole kdik sirged, siis deldakse, et need koordinaadid on kdverjoone-
lised. Tasapinnal on kdverjoonelised koordinaadid nditeks polaarkoordinaadid
[Ihk. 94], elliptilised [Ihk. 102] ja paraboolsed koordinaadid [lhk. 103]. Ruumis
on punkti P— (x, y, 2) kdverjoonelised koordinaadid nditeks polaarkoordi-
naadid: 1) g= OP, s. o. kaugus alguspunktist punktini P, 2) (p:(zx)(/l;OZ),
s o. nurk zx-pinnast selle punkti ja 2-telje labimineva tasapinnani
(zy-pinna poole) ja 3) 0:2(/)\13, s. o. nurk zteljest selle kiireni, mis
laheb alguspunktist punktisse P. Koordinaatpindadeks on siin kerapinnad
(alguspunkti iimber) o — konstant, tasapinnad (labi 2-telje) @ — konstant ja
koonused (tipuga alguses ja iihise 2-teljega) ¥} — konstant. Teiseks nditeks on
silindrilised koordinaadid 2z ¢ ja r=J) x24)2 s.o. kaugus
xy-pinnast, nurk zx-pinnast tasapinnani POZ ja kaugus z-teljest. Koordinaat-
pindadeks on siin xy-pinnale paralleelsed tasapinnad z— konst., 2-telje ldbi-
minevad tasapinnad ¢ — konst. ja iihise 2-teljega silindrid » — konstant.

Harjutus 176. Tuletada valemid Cartesiuse koordinaatide teisenda-
miseks polaarseteks ja iimberpddrdult:

x —p sin 9 cos @, y—o sin & sin ¢, z—p cos 9,
o=V x2+ y2+ 22, p—arc tan (y:x), 9= arc tan () x>432:2)

H. 177. T&endada, et vdrrand

147

x? S i e = 148
7—7+b2—1+c2—1_1—°

kus on a, b ja ¢ antud arvud (a2> b2 > ¢?), aga A tundmatu (parameeter;.
esitab ellipsoide, kui on A4 = 4; < ¢2, iihekatteseid hiiperboloide, kui on 2 =17, ja
b2 > ], >>¢2, ja kahekatteseid hiiperboloide, kui on A=1/3 ja @®> 23> b2 ja
et nendel pindadel on kdigil iihised fokaaljooned (et nad on konfokaalsed).
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H. 178. Kui vdrrandisse V 148 paneme x, y ja z asemele mingi punkti
koordinaadid ja kaotame nimetajad, siis saame v&rrandi, x2(62 — 1) (2 — 4) +
+y2%(@%--7) (*— 1) + 22(a®—A) (b2 — 2) — (a2 — A) (b2 — A)(c2— 1) — 0. See
vorrand on kolmanda astme vorrand 4 kohta, nii et kolm A-véidrtust 45, 4, ja i,
teevad tal pahema poole nulliks, on talle juurteks. See pahem pool muutub
pidevalt 4 védrtuse jirgi. Toendada, et selle vorrandi pahem pool on siis
positiivne, kui on /> a2 vdi 4= a2, siis negatiivne, kui on A==182, jille posi-
tiivne, kui on Z-=¢2 ja viimaks jille negatiivne, kui on 1 negatiivne ja
kiillalt suure absoluutse vadrtusega, — nii et iiks juur on q < €%, teine
kg > €9 Jp < b% ja kolmas Az > b2, Jz<a% |[Liige A3 saab viimasel juhusel
teiste summast absoluutselt suurem ja on negatiivne,]

H. 179. Eelmise kahe harjutuse jdrgi ldheb ruumi iga punkti libi
konfokaalsetest pindadest V 148 iiks ellipsoid A, — konstant, iiks iihekattene
hiiperboloid /7, = konst. ja iiks kahekattene hiiperboloid Az — konstant. T&en-
dada, et need elliptilised koordinaadid on ortogonaalsed, s. o.
et iihest punktist (4;, 4, ja A3) labiminevatel koordinaatpindadel on seal puute-
tasapinnad iiksteisega risti. [H 101]

H. 180. Té&endada et vdrrand

2 2 i
azx—’/._%bTy—ml_z—FZl’:O g

kus on a ja b antud arvud (a® > b2), aga A tundmatu (parameeter), esitab
konfokaalseid (s. o. ihiste fokaaljoontega) paraboloide: elliptilisi,
kui on 4; < 8%, hiiperboolseid, kui on a2 > 1, > #2, ja endistele iihise teljega,
aga vastupidisele poole minevaid elliptilisi, kui on A3 > a2 [Kui siin vGtame
z —1/,) asemele z/, kirjutame vdrrandid V 118 ja seal z/y asemele z,—1/,4,
siis kaob A.]

H. 181. Arvutada selle punkti Cartesiuse koordinaadid, mille para-
boolsed koordinaadid A, 4, ja 43 on antud, s. o. millest l&hevad 1&bi antud
vorrandiga V 149 méédratud konfokaalsed paraboloidid, millel on iihel A — Ay,
teisel 4= 4, ja kolmandal 4 — 43 (kui on 4; < 82 a2> 2, > 82 ja A3 > a?).
Kas otsitav punkt on iiheselt m#iratud? [Pannes antud vdrrandisse V 149
/. asemele kord A,, teine kord A, ja kolmas kord i;, saame kolm lineaarset
vorrandit x2, y2 ja z jaoks ]

H. 182. T&endada, et teise jirgu pinna igal kolmel iiksteisega risti-
seisval puutetasapinnal on iihine punkt iihe ja selle sama kerapinna peal,
millel on selle teise jargu pinnaga iihine keskpunkt ja mis sellepédrast siis on
tasapind, kui see teise jargu pind on keskpunktita (s. o. 15pmata kauge kesk-
punktiga). [Naiteks on ellipsoidil V 103 puutetasapind tema punktis (xy, y; ja z;)

Xl).{ + yly + z,'-lsz 1 =0 ja siis selle puutetasapinna ristjoone sihikoo-

smused [H 123] a3, By 71 .ja alguspunkti kaugus temast p; proportslonaalsed
arvudega xy:a2, y;:b2%, 2z;:¢ ja — 1. Sellest jirgneb, et on
Xj:a——aay;:p;, y1:b—=—0B:py, ja zy:c=—cy:ps
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Siis on sellepdrast, et punkt (xy, y;, 2;) on ellipsoidi V 103 oma,

Xq2 2 22 j £

",;2" + % + Tlg' = 1=(a%;,%+ b2B,2 + c*1?) : py? ehk p®—a’ay’ + 626"+ %
Niisama saame teise ja kolmanda puutetasapinna jaoks

P2 == alag? + b2B2 + 2,2 ja pf = a?ag + b2B2 + 2y ja siis liites
PP PR=a a2+ A+ a?)+ BB, + B4 BRI+ (i1 1Y) =a? b2 4.
See ongi otsitava punkti kauguse arvu ruut ellipsoidi keskpunktist, sest selle
kolme tasapinna ristseisu pdrast vdime nad v&tta uuteks koordinaatide tasa-
pindadeks ja siis on p;, p, ja psz vana alguse ehk ellipsoidi keskpunkti uued
koordinaadid (nagu ka a;, a, ja a3 vana Xx-telje uued sihikoosinused jne.),
Teiseks nditeks on elliptilisel paraboloidil V 109 puutetasapind punktis
(X1, Y1, 21) alax +y;2y ; ——z; — (0 ja siis tema ristjoone sihikoosinused
aq By, 7 ja alguspunkti kaugus temast p; proportsionaalsed arvudega x; : a2
vy 82 ——% ja —z;:2,  Sellest jérgneb, et on x;:a= —aa;:2y ja
y1:b = — bB;:2y,. Siis on sellepirast, et punkt (x;, y;, z;) on paraboloidi
V 109 oma,

2 a%a;? +b’ﬂ, ax By z-—a‘a2+b%3,2

zl=—a% —+ b2 =71:}’é ay? ja puutetasapind —7271— 2—71—2— G
ehk — 4a;7,x — 4B,y —4y,%z = aa,® + b2B2. Sarnased vdrrandid, saame ka
teise ja kolmanda puutetasapinna jaéks ja siis liites — 4z — a2 4762 mida
peavad rahuldama selle kolme tasapinna iihise punkti koordinaadid.]

L&pp.

Tahtsamad triikivead :

Lhk. 19 rida 17 alt 1 peab olema %

sl - R 1 iilevalt r t e b
G 1 "alt a:e < e e:a
w 67 ,, .16 iilevalt 2L o » 26

A 6 alt (x, nimetajas) ay; ,, » Ay

P (R S 9 alt apli- - ., appli-
o dq Lo in D oalt 1 o 2

Lhk, 21—-24 (ABCD), (abed), (aByd), (POP’C} (x)(@)(x')(— i)) peab
olema (ACBD), (acbd), (ayBé), (PP'OC), ((x)(x")(&)(— i)).

Lhk. 134 valemi 98 sisu peab olema piistkriipsude vahel ja tema
jarel = 0. ¥
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