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Sissejuhatus

Selles to6s radgime Lie algebroidist, mis on Lie algebrate ja puutujavektorkihtkondade
iildistus. Lie algebroid on véga tahtis, sest on seotud mitte ainult matemaatika valdkonna-
ga, vaid teoreetilise fiiiisika ja mehaanikaga. Eriti on Lie algebroidid seotud diferentsiaal
operaatorite teooriaga nagu néiteks vormi vélistuletis ja Lie tuletis vektorvilja suhtes
[1]-[3]. Lie algebroid on vektorkihtkond, mis rahuldab kahte tingimust. Ka Poissoni muut-
konnal saab konstrueerida Lie algebroidi struktuuri. Poissoni muutkond on sile muutkond,
millel on antud Poissoni sulg, mis rahuldab kolme tingimust.

Lie Algebroide tustvustas esimest korda Jean Pardines, kes on Prantsuse matemaatik ja
on tootanud pikka aega Paul Sabatier’ nimelises iilikoolis.Poissoni muutkonna ajalugu on
iisnagi keeruline sest see muutkond taasavastati mitu korda erinevate nimede all. Poissoni
muutkond ilmes paljude inimeste téodes. Nendeks inimesteks olid Lie, Paul Diraci, Lich-
nerowicz ja paljud teised. Nime Poissoni muutkonna andis sellele André Lichnerowicz, kes
oli Prantsuse geomeeter.

T606s defineerime esmalt topoloogilise muutkonna ja toome véja ka moned néited lisaks an-
name Brouwer’i teoreemi ruumi R™ piirkonna invariantsusest. Muutkonna méiste on pea-
miseks paljudes geomeetria osades ja modernses matemaatilises fiiiisikas, kuna véimaldab
kirjeldada ja moista keerulisemaid struktuure. Uheks tihtsaks muutkondade klassiks on
diferentseeruvad muutkonnad.

Téhtsaks teemaks on ka Lie rithmad. Nendega puutume kokku ernevates diferentsiaalgeo-
meetria valdkondades nagu néiteks Riemann geomeetria ja siimplektiline geomeetria.
Selles t60s defineerime ka vektorkihtkonna. Vektorkihtkond moodustab tdhtsa muutkon-
dade klassi, mis omab fiiiisikas iisnagi suurt tdhtsust. Konkreetsemalt 6eldes, kdiksugu
tensorvéalju, mis ilmnevad fiiiisikalistes mudelites, voime ilma koordinaatideta vaadelda
kindla vektorkihtkonna ldikena. Vektorkihtkond on kahe sileda muutkonna kujutus koos

kahe tingimusega.



1 Topoloogiline muutkond

Enne, kui defineerime topoloogilise muutkonna, tuletame meelde moned iildise topoloogia
moisteid [5],[8]. Topoloogilise ruumi T lahtiste hulkade peret 8 nimetatakse selle ruumi
lahtise topoloogia baasiks, kui T iga lahtise hulga U korral leiduvad hulgad S, € §,Va € A,

kus A on indeksite mingi hulk, sellised, et U = |, , Sa- Topoloogilist ruumi T nimetatak-

acA
se sidusaks topoloogiliseks ruumiks, kui ruumi 7T ei ole voimalik esitada kahe mittetiihja
iihisosata lahtise hulga U,V ithendina, st T = U U V,U NV = (). Topoloogilist ruumi T
nimetatakse joonsidusaks, kui suvalise kahe punkti p,q € T korral leidub neid iithendav
pidev joon, st pidev kujutus v : [a,b] C R — T,~v(a) = p,v(b) = ¢. Topoloogilist ruumi
T nimetatakse iihelisidusaks, kui selle ruumi fundamentaalrithm 71 (7) on triviaalne ehk
iga pideva kinnise joone 7 : [a,b] — T,~(a) = ~(b) vdib pidevate teisendustega ruumis T
transformeerida punktiks. Ruumi T lahtiste hulkade pere on selle ruumi lahtise topoloogia
baas parajasti siis, kui iga punkti x € T ja selle punkti iga iimbruse U korral leidub hulk
S perest 8 nii, et z € S C U.Toploogilise ruumi 7' lahtiste hulkade peret {U,}aca, kus
iga a korral U, C T, nimetatakse ruumi 7" lahtiseks katteks, kui (J,.4 Ua = T'. Topoloo-
gilist ruumi nimetatakse kompaktseks, kui iga lahtise katte korral leidub selle katte 16plik

alamkate.

Olgu T, T’ on topoloogilised ruumid, siis kujutust ¢ : T — T’ nimetatakse homéomorfismiks,

kui
e ¢ on bijektsioon;
e ¢ on pidev kujutus;
e poordkujutus ¢! on ka pidev.

Kui leidub homdéomorfism ¢ : T — J’, siisoeldakse, et topoloogilised ruumid 7,7 on
homdoomorfsed, . Topoloogilist ruumi nimetatakse Hausdorffi ruumiks, kui suvaliste punk-

tide z,y € T korral leiduvad punkti = {imbrus U ja punkti y iimbrus V nii, et UNV = ().



Definitsioon 1.1. Topoloogilist ruumi M nimetatakse n-moodtmeliseks topoloogiliseks

muutkonnaks voi topoloogiliseks n-muutkonnaks, kui ta rahuldab kolme tingimust:
e M on Hausdorffi ruum,;
e ruumis M leidub loenduv baas;

e M on lokaalselt eukleidiline ruum, st suvalise punkti x € M korral leidub selle

punkti timbrus, mis on homdéomorfne ruumi R™ lahtise hulgaga.

Topoloogilist n-muutkonda M nimetatakse kompaktseks (sidusaks, joonsidusaks, tihelisidusaks),

kui M on kompaktne (sidus, joonsidus, iihelisidus) topoloogiline ruum.

Arvu n nimetatakse muutkonna M dimensiooniks ja tdhistatakse dim M = n. Muutkonna
definitsiooni kolmas tingimus on samavéirne sellega, et suvalise punkti x € M korral
leiduvad selle punkti timbrus U C M, ruumi R" lahtine hulk U’ C R" ja homdomorfism
¢ U — U'. Paari (U, ¢) nimetatakse n-muutkonna M lokaalseks kaardiks voi lokaalseks
koordinaadisiisteemiks. Kui ¢ € U, siis arve x'(q),z%(q),...,2"(¢q), mis on méiiratud
valemiga ¢(q) = (z(q), 2%(q), ..., 2"(q)), nimetatakse punkti ¢ koordinaatideks (lokaalses
koordinaadisiisteemis (U, ¢)). Punkti g i-s koordinaat z°(¢) on punkti ¢ pidev funktsioon
ja funktsiooni ' : U — R nimetatakse i-ndaks koordinaatfunktsiooniks. Mainime, et
kolmandas tingimuses iildsust kitsendamata véime nouda, et suvalise punkti korral leiduks

tema iimbrus, mis on homdomorfne ruumi R™ lahtise keraga voi kuubiga.

Naide. Topoloogilise n-muutkonna lihtsaimaks nédideks on ruum R™. Téepoolest, iildisest
topoloogiast teame, et ruumi R™ korral definitsiooni 1.1 esimesed kaks tingimust on
taidetud. Kolmas tingimus on ka tdidetud, kuna homoéomorfismiks voime votta sama-
suskujutuse id : R™ — R". Kui topoloogiline n-muutkond M on homéomorfne ruumiga

R™ (voi selle lahtise keraga B C R™), siis deldakse, et M on triviaalne n-muutkond.

Néaide. Ruumi R” iga lahtine hulk U C R"™ on toploogiline n-muutkond alamruumi to-

poloogia suhtes. Tdesti, sest definitsiooni 1.1 esimesed kaks tingimust on tdidetud, kuna



U saab oma topoloogia ”paranduseks”’ruumist R". Kolmanda tingimuse t&itmist saab
nédidata jargmiselt: suvalise punkti z € U korral leidub lahtine kera B!'(x) C U, niitid

homoomorfismiks votame id : B!'(z) — Bl (z).

Topoloogilise muutkonna definitsioonis on tegelikult iiks niianss. Me voime vabalt
opereerida sellise moistega nagu topoloogilise muutkonna dimensioon. Muutkonna dimen-
siooniks nimetame mudelruumi R™ dimensiooni n. Kuid selleks, et dimensiooni maoiste
oleks korrektne, tuleb néidata, et arv n on iiks ja sama iga muutkonna M punkti korral,
sest kui leidub punkt p € M ja selle imbrus U, mis on homdomorfne lahtise hulgaga
U’ C R™, m # n, siis dimensiooni maistes ei ole motet. Dimensiooni kiisimus on keeruline

ja seega mainime, et dimensiooni moiste korrektsus tugineb Brouwer’i teoreemile.

Teoreem 1.1. (Brouwer’i teoreem ruumi R™ piirkonna invariantsusest) Kui U C R" on
ruumi R™ lahtine alamhulk ja ¢ : U — R™ on bijektiivne ning pidev kujutus, siis alamhulga

U kujutis V = ¢(U) C R™ on lahtine hulk ja ¢ on homdomorfism U ja V vahel.



2 Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus

Olgu U C R"™ ruumi R” lahtine hulk ja f : U — R reaalvéartustega funktsioon. Oletame,

et hulga U igas punktis p € U on funktsiooni f osatuletised

of of af
8x1’8x2""’6’x”’

midratud. Seega on meil n funktsioon 2% : U — R. Kui funktsiooni f osatuletised on

Ers L
pidevad funktsioonid, siis funktsiooni f nimetame pidevalt diferentseeruvaks funktsiooniks

voi klassi C! funktsiooniks. Pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulka tihistame
CY(U). Funktsiooni f : U — R nimetame diferentseeruvaks funktsiooniks punktis p € U,
kui leidub selline lineaarfunktsioon Y " | b;(z* — p') (kus b; on reaalarvud), et funktsioon

f(p) + >0, bi(z" — p') aproksimeerib funktsiooni f punkti p liheduses selles mottes, et
i 4 @) = f(0) = 3 bil' — ')

==p ||z — pl|

=0.

Funktsiooni f : U — R nimetame diferentseeruvaks punktis p € U, kui leiduvad reaal-
arvud by, by, ..., by, punkti p imbrus V' C U ja funktsioon r(z,p) : V' — R selliselt, et
funktsioon f on timbruses V esitatav kujul
fl@)=fp)+ > _bia’ —p') + ||z — pl|r(z,p),
i=1
ja lim,_,, 7(x,p) = 0. Funktsiooni f nimetame diferentseeruvaks hulgal U, kui f on dife-

rentseeruv selle hulga igas punktis.

Lause 2.1. Kui funktsioon f : U — R on diferentseeruv punktis p € U, siis f on pidev

funktsioon punktis p ja punktis p on madratud funktsiooni f osatuletised ja

of

bi - -
8m1 p

1=1,2,...,n.

Seega, kui f on diferentseeruv punktis p € U, siis punkti p ldheduses funktsioon f on

esitatav kujul

+Z—\ p) +llz = pll (. p).



Vorduse paremal poolel asuvat avaldist

=1

p(ﬂ?i —p')

nimetatakse funktsiooni f diferentsiaaliks punktis p ja tdhistatakse df }p. T#histades dz® =

2t — p', saame diferentsiaali klassikalise kuju

"0
¥, =S o

i=1

. " Of . .
dz' voi df = ~dz’.
, x' voi df ;ay x

Lause 2.2. Kui funktsiooni f : U — R osatuletised on mddratud punkti p imbruses ja

nad on pidevad funktsioonid punktis p, siis f on diferentseeruv funktsioon punktis p.

Niisiis, kui funktsioon on klassi C* funktsioon, siis f on diferentseeruv. Funktsiooni
f : U — R nimetame klassi C" funktsiooniks hulgal U, kui selle funktsiooni esimest
jarku osatuletised on klassi C"~! funktsioonid hulgal U. Kui suvalise naturaalarvu r € N
korral funktsioon f : U — R on klassi C" funktsioon, siis funktsiooni f nimetame siledaks

funktsiooniks hulgal U. Siledate funktsioonide hulka téhistame C*°(U).

Kujutust « : I — U, kus I € R,U C R" ja a(t) = (2'(t),2%(t),...,z"(t)), nimetame
siledaks parameetriliseks jooneks, kui iga 2 : I — R on sile funktsioon hulgal I (kuna iga
2%(t) on ithemuutuja funktsioon, siis sileduse ndue on samavéirne funktsiooni z° mistahes
jarku tuletise olemasoluga hulgal I'). Eespool antud definitsioonis / C R on kas vahemik
(a,b) C R, poolloik [a,b), (a, b] voi 16ik [a, b]. Kui I on 16ik (v6i poolldik), siis sileduse noue
tdhendab, et leidub vahemik (c,d) ja sile funktsioon Z* : (¢, d) — R selliselt, et I C (c,d)
ning j’:i’I = 2'. Kui g : U — R on sile funktsioon, siis go o : I — R on sile funktsioon
hulgal /. Igas punktis ¢y € I kehtib valem

dg
- Z Oz

i

dz’
alte) dt

d(go )
dt

(2.1)

t=to t=to

Valemit 2.1 nimetatakse ahelreegliks.



Olgu p, g € U punktid. Punktide p, ¢ iithendavaks sirgloiguks nimetame parameetrilist
joont pg : [0,1] = U, kus pq(t) = p+t(q—p),0 <t <1, st 2'(t) = p' +t(q" — p'). Dq
on sile parameetriline joon. Lahtist hulka U C R™ nimetame tdhekujuliseks punkti p € U
suhtes, kui suvalise punkti ¢ € U korral punktide p, ¢ ithendav sirgloik kuulub hulka U,
st Impg C U.

Teoreem 2.3. Olgu U C R" tdhekujuline hulk punkti p € U suhtes ja g : U — R

diferentseeruv funktsioon. Suvalise punkti x € U korral leidub 0 < 6 < 1 nui, et

g9(z) — g(p) = Z o

Lause 2.4. Kui U C R™ on punkti p suhtes tihekujuline hulk ja g : U — R diferenteeruv

funktsioon, mille osatuletised rahuldavad vérratust |

9g
Oxt

< K, kus K on konstant, siis

suvalise x € U korral kehtib

l9(x) — g(p)| < Kv/n ||z — p|].

10



3 Kujutused ja Jacobi maatriksid

Eeskirja, mis igale punktile x € U seab vastavusse iitheselt madratud punkti F'(x) € R™,
nimetatakse kujutuseks F' : U — R™, kus U C R" on lahtine hulk. Iga 7 = 1,2,....m
korral defineerime funktsiooni 7’ : R™ — R valemiga 7i(x', 2%, ... 2™) = 2'. Funktsioone
fLf2 o f™ kus f1 U — R, ff = 7 o F, nimetatakse kujutuse koordinaatfunktsioo-
nideks. On ilmne, et kujutus F' on iiheselt madratud oma koordinaatfunktsioonidega, st
F=(f' % ..., f™). Kui vaadelda ruumi R™ kui vektorruumi, siis kujutust £ : U — R™
voime nimetada vektorvadrtustega funktsiooniks, nagu teevad moned autorid. Meie kasu-
tame siiski terminit kujutus. Uldisest topoloogiast teame, et kujutus F on pidev kujutus,

kui selle kujutuse iga koordinaatfunktsioon on pidev.

Definitsioon 3.1. Diferentseeruvaks (klassi C'!, klassi C", siledaks) kujutuseks nimetame
kujutust £ : U — R™, kui selle kujutuse koordinaatfunktsioonid f*, f2,..., f™ on vastava

klassi funktsioonid.

Kui F' on diferentseeruv kujutus, siis koordinaatfunktsioonide osatuletised on méaératud

ja kujutusega F' assotsieerub m x n maatriks

oft aft
oxl 1 fxn
of f2 . f™)
DF = = : : 3.1
ozt z2,... z") ’ ' (3.1)
afm afm
oxl 1 dxn

Maatriksit DF nimetatakse kujutuse F' Jacobi maatriksiks. Jacobi maatriksi véartust
punktis € U téhistame DF(z), mis on arvmaatriks. Jacobi maatriks on funktsioonaal-
maatriks, kuna tema elemendid on funktsioonid hulgal U. Jacobi maatriksi elemendid on
pidevad funktsioonid, kui kujutus F' on klassi C! kujutus. Kujutuse diferentseeruvusele

voime anda teise sonastuse, mida meie kasutame jargnevas.

Teoreem 3.1. Kujutus F': U — R™ on diferentseeruv punktis p € U (hulgal U ) parajasti

siis, kui leidub m x n maatriks A, mille elemendid on reaalarvud (funktsioonid hulgal

11



U), punktist p soltuv kujutus R : U — R™ (kujutus R : U x U — R™), kus R(x,p) =
(r'(x,p),r*(x,p), ..., r™(x,p)) on selline, et ||R(x,p)|| — 0, kui x — p, ning suvalise

x € U korral kehtib
F(r) = F(p) + A-(z —p) + ||z — pl| R(z,p). (3.2)

Kui sellised A, R(x, p) leiduvad, siis A on mddratud tiheselt ja on vordne kujutuse F' Jacobi

maatriksiga DF (p) (DF).

Mirkus. Valemis (3.2) teist liidetavat tolgendame maatriksi A ja itheveerulise maatriksi
x — p korrutisena ja viimast liidetavat arvu ||z — p|| ja uheveerulise maatriksi R(z,p)

korrutisena. Valemi (3.2) kuju koordinaatfunktsioonides on jérgmine
fi(@) = f'(p) + a;(a” —p’) + |lz = pl[ ' (2, p),
VOl

oft
oxI

fi@) = f'(p) + 5= =) + |z = pl| (2, p).

Lause 3.2. Olgu U C R" punkti p suhtes tihekujuline hulk ja F': U — R™ diferentseeruv
kujutus, mille koordinaatfunktsioonide osatuletised rahuldavad vorratust |ng;| < K 1iga

1<i<mjal<j<n korral. Siis suvalise x € U korral kehtib
|F'(z) — F(p)|| < K vnm ||z — pl|. (3:3)

Selle peatiiki lopetuseks kirjutame ahelreegli kujutuse kompositsiooni korral. Olgu
F:U—-V cR"G:V = RF kus U C R® On miiratud kujutuste komposit-
sioon H = Go F : U — R¥ ja selle kompositsiooni koordinaatfunktsioonid H(x) =

(h*(z), h*(x), ..., hE(x)) avalduvad kujutuste F, G koordinaatfunktsioonide kaudu jirgmiselt

12



Teoreem 3.3. Kui F' on punktisp € U diferentseeruv kujutus ning G on punktis ¢ = F(p)

diferentseeruv kujutus, siis H on punktis p diferentseeruv kujutus ja
DH(p) = DG(F(p))- DF(p). (ahelreegel kujutuste korral) (3.4)

Kui F on diferentseeruv hulgal U, G on diferentseeruv hulgal V', sits H on diferentseeruv

hulgal U ja valem (8.4) kehtib hulga U igas punktis.

13



4 Diferentseeruvad muutkonnad

4.1 Diferentseeruva muutkonna moiste

Olgu M topoloogiline n-muutkond ja (U, ¢), (V,1) selle muutkonna lokaalsed kaardid,
kusjuures U (| V # (. Meenutame, et ¢ ja ¢ on homéomorfismid. Kui p € U () V/, siis on

mératud punkti p lokaalsed koordinaadid

o(p) = (z'(p),2*(p),...,2"(p)) € R",
vip) = W' ®. v ®),.-..y"(p) € R". (4.1)

Kuidas avalduvad punkti p iihed lokaalsed koordinaadid teiste lokaalsete koordinaatide

kaudu? Kuna ¢ ja 1 on homéomorfismid, siis on meil méaratud jargmised kujutused:

Yoo i p(UMV) = w(UV), dot (U V)= a(U(V). (4.2)

Eespool defineeritud kujutused ¢ o ¢, ¢ 0 ¢p~! on ruumi R™ lahtiste hulkade ¢(U (V)
ja (U (MNV) homdomorfismid, kusjuures nad on teineteise poordkujutused. Kirjutame

komponentides:

Yoot iy =ni(2t 2% ... 2"),i=1,2,....,n (4.3)

pop™t 1 =gy YY), i =1,2,...,n. (4.4)

Jarelikult, iga 7 korral funktsioonid A*, g* on pidevad funktsioonid ja kehtivad samasused:

W(g' (), d*W).--..d" (W) = o, (4.5)
g' (k' (z),*(2),...,h"(x)) 7' (4.6)

Meenutame, et funktsioone A, g nimetatakse iileminekufunktsioonideks. Diferentseeruva,
muutkonna idee seisneb selles, et topoloogilise muutkonna kaartide abil konstrueerida

atlase, mille koik tileminekufunktsioonid on diferentseeruvad [4], [10].

14



Definitsioon 4.1. Olgu (U, ¢), (V, ) topoloogilise n-muutkonna M lokaalsed kaardid.
Kahte kaarti (U, ¢), (V, ) nimetatakse C'*°-kooskolalisteks, kui tingimusest UV # )
jireldub, et iileminekufunktsioonid h'(x), ¢’(y) on lopmata diferentseeruvad, st nad on
klassi C'*° funktsioonid ehk siledad funktsioonid. Viimane tingimus on samavéirne sel-
lega, et kujutused ¥ o =1, ¢ 0o p~! on ruumi R™ lahtiste hulkade ¢(U V) ja (U (V)

difeomorfismid.

Definitsioon 4.2. Diferentseeruvaks struktuuriks voi C*°-struktuuriks (siledaks struk-
tuuriks)topoloogilisel n-muutkonnal M nimetatakse lokaalsete kaartide kogumit U =

{(Ua, ¢a)}, kui on tédidetud jargmised tingimused:

i) U, Us =M, st {U,} on muutkonna M kate;
ii) iga v, 8 korral lokaalsed kaardid (U, ¢a), (Us, ¢5) on C*°-kooskolalised;

iii) kui (V,4) on topoloogilise muutkonna M lokaalne kaart, mis on C'*°-kooskolaline

kogumi U iga kaardiga, siis (V, ) € U.

Topoloogilist n-muutkonda M koos temal médratud diferentseeruva struktuuriga U ni-

metatakse diferentseeruvaks (siledaks) n-muutkonnaks.

Léhtudes diferentseeruva muutkonna definitsioonist voib néidata, et definitsiooni tin-
gimused 7 ja 74 on olulised, kuid viimane tingimus on rohkem teoreetiline, st kui mingi atlas
on konstrueeritud, siis muutkonna diferentseeruv struktuur on sellega iiheselt méa#ratud,

kuna voime formaalselt tédiendada konstrueeritud atlast koikvoimalike kaartidega [7].

Teoreem 4.1. Olgu M topoloogiline n-muutkond. Kui U = {(Uy, ¢a)} on muutkonna M
atlas, mis koosneb C'*°-kooskolalistest lokaalsetest kaartidest, siis muutkonnal M eksistee-

rib ks ja ainult ks diferentseeruv struktuur, mis sisaldab atlast U.

Niide. Olgu E? eukleidiline tasand ristkoordinaatteljestikuga {O; ey, e;} ja vastavatega

ristkoordinaatidega x,y. Kui p on tasandi suvaline punkt, siis on méédratud punkti p
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ristkoordinaadid z(p),y(p) ja seega on midratud kujutus ¢ : E* — R? On ilmne, et 1)
on homoomorfism . Seega on eukleidiline tasand kaetud iihe koordinaadikaardiga (V,),
kus V = E? ¢(p) = (z(p),y(p)). Teoreemi (4.1) tottu meil on miidratud diferentseeruv

struktuur. Seega £? on diferentseeruv muutkond.

Olgu {O*; e}, €5} eukleidilise tasandi mingi teine ristreeper, mille vastavad ristkoordi-
naadid on z*, y*. Seega on méiratud teine koordinaadikaart (V1) eukleidilisel tasandil,
kus V = E? ja ¢(p) = (2*(p),y*(p)). Juhime tihelepanu sellele, et kaart (V1)) erineb
eespool defineeritud kaardist, kuna kujutused ¢ ja 1 on erinevad. Teame, et leidub nurk

0 nii, et

r = x* cosh—y* sinf+ h'

y = 2 sinf+y* cos + h*.

Jarelikult, tileminekufunktsioonid on l6pmata diferentseeruvad ja kaardid (V, ¢) ja (V, )
on C'*°-kooskolalised ja teine kaart kuulub esimese kaardi poolt miédratud diferentseeru-

vasse struktuuri.

Olgu U C E? eukleidilise tasandi lahtine alamhulk, kus U = E?\ L ja L on punktist
O lahtuv kiir. Olgu p € U, r punkti p kaugus punktini O, 8 nurk 16igu Op ja kiire L vahel
(kiirt L poorame timber punkti O kellaosuti liikumisele vastupidises suunas niikaua, kui

ta ithtib 16iguga Op). Seega on méidratud koordinaadikaart (U, €), kus
E(p) = (r(p),8(p)) : U = R* EWU) ={(r,0) :0<r <o00,0<6 <27} CR?

ja & on homoémorfism. On ilmne, et 7(p), 6(p) on punkti p polaarkoordinaadid. Kui kiireks
L valime z-telje, siis

x=rcosf, y=rsinb,
ja tileminekufunktsioonid néitavad, et kaart (U, ) on C*-kooskolaline kaardiga (V) ¢).

Seega on tegemist iihe ja sama diferentseeruva struktuuriga.
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Naiide. On lihtne néidata, et diferentseeruva n-muutkonna M iga lahtine alamhulk U on
diferensteeruv n-muutkond. Téepoolest, hulga U atlase {(V*, ¢*)} konstrueerime jérgmiselt:
kui (V, ¢) on muutkonna M lokaalne kaart selline, et V (U # 0, siis kaardi (V*, ¢*) de-
fineerime valemitega
V=V[ U, ¢" = :
U ¢ =9|

{V*} on U kate, kaardid {(V*, ¢*}) on C*-kooskélalised ja seega on meil konstrueeritud

diferentseeruv struktuur hulgal U, mille suhtes ta on diferentseeruv n-muutkond.
Olgu A = (ai;) € My »(R) ristkiilikmaatriks. Defineerime kujutuse ¢ : My ,(R) —
R*" valemiga
O(A) = (a11,G12y -+, A1y A21,A22 -+« s Qopy -+« ey -
Kujutus ¢ on bijektsioon ja kasutades kujutust ¢, voime defineerida hulgal M, ,(R) topo-

loogia (mille suhtes ¢ on homéomorfism) ja diferentseeruva struktuuri, mis on méaaratud

iihe kaardiga (M, (R), #). Seega My ,(R) on diferentseeruv kn-muutkond.

Teoreem 4.2. Olgu M, N kaks diferentseeruvat muutkonda, mille dimensioonid on vas-
tavalt m ja n. Otsekorrutis M x N = {(p,q) : p € M, q € N} on diferentseeruv muutkond

dimensiooniga m + n, kusjuures diferentseeruv struktuur W on mdadratud koordinadikaar-
tide kogumiga (U X V¢ x ¢), kus (U, ¢) on muutkonna M lokaalne kaart, (V 1) on
muutkonna N lokaalne kaart ja ¢ X ¥(p,q) = (¢(p),¥(q)) € R™".

Niide. Uhikringjoon S on ithedimensionaalne diferentseeruv muutkond.

Naide. Projektiivne ruum P"*(R) on diferentseeruv n-muutkond.

4.2 Diferentseeruvad funktsioonid muutkonnal

Topoloogilise muutkonna korral on médratud pideva funktsiooni moiste topoloogilisel
muutkonnal. Oletada voib, et diferentseeruva muutkonna korral on madratud diferent-

seeruva funktsiooni maiste [11].
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Olgu f funktsioon médramispiirkonnaga Wy, kus W; on diferentseeruva muutkonna
M lahtine alamhulk, st Wy C M. Seega f : Wy — R. Olgu (U, ¢) muutkonna M lokaalne
kaart lokaalsete koordinaatidega z',2?%, ... 2™ selline, et Wy (U # (. Funktsioon f te-
kitab n-muutuja funktsiooni f = f o ¢!, mille médramispiirkond on oWy U) C R™
Kehtib, et
fp) = f@'(p),2*(p), ... 2" () = F(6(p)), p € W;[\U.

Jérgnevas tdhistame nii funktsiooni f, kui ka tema poolt tekitatud n-muutuja funktsiooni
f , iihe ja sama tidhega f (funktsioon f on funktsiooni f avaldis kaardi lokaalsetes koordi-
naatides). Kui tegemist on kahe kaardiga (U, ¢), (V, %), kus WUV # 0, siis vastava

kaardi koordinaatidega néitame, millise funktsiooniga tegemist on, st

Definitsioon 4.3. C*°-funktsiooniks (siledaks funktsiooniks, diferentseeruvaks funktsioo-
niks) nimetame funktsiooni f : W; — R, kui suvalise p € W} korral leidub muutkonna M
lokaalne kaart (U, ¢) nii, et p € U)W} ning funktsioon f = fo¢ ! on C®-funktsioon
ruumi R™ lahtisel alamhulgal ¢(W, (M U).

Mainime, et vastavalt tihistustele on 2* nii muutuja kui ka koordinaadifunktsioon,
st kui koordinaadifunktsiooni méiratakse valemiga x'(p) = 7' o ¢(p) : U — R, kus
7(q¢h, ¢% ..., q") = ¢'. Tlmselt iga koordinaadifunktsioon on sile. Tdepoolest,sest kehtib,

et

(2t 2?2 = 2o (at, 2?2

= (t'og)op t(zt 2P ... a") =2".
Definitsioonist ldhtues saab néidata, et kehtivad jargmised omadused:

1. kui f: Wy — R on sile funktsioon ja V' C Wy on lahtine alamhulk, siis f| on sile
v

funktsioon hulgal V;
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2. kui Wy = U, U, ja iga « korral f on sile funktsioon hulgal U,, siis f on sile
funktsioon hulgal W7.

Definitsioon 4.4. Olgu M, N diferentseeruvad muutkonnad jalW C M. Kujutust F :
W — N nimetatakse C*°-kujutuseks (siledaks kujutuseks, diferentseeruvaks kujutuseks),
kui iga p € W korral leiduvad lokaalsed kaardid (U, ¢),U C M, (V ),V C N,p € U C
W, F(p) € V,F(U) C V selliselt, et kujutus 1o Fo ¢~ : ¢(U) — ¥(V) on C*-kujutus.

Teoreem 4.3. Olgu M diferentseeruv muutkond ja F C M kinnine alamhulk ning K C M
kompaktne alamhulk,kusjuures F (| K = ().Siis sile funktsioon f: M — [0,1] ni, et hulga
K igas punktis on funktsiooni f vddrtus 1, st x € K korral f(x) =1 ja x € F korral
F(z)=0.

Teoreem 4.4. Olgu U muutkonna M lahtine alamhulk, p € U ja sile funktsioon f : U —
R.Siis leiduvad punkti p imbrus V. C U ja sile funktsioon f*: M — R nii, et f* ” =f
ja f* o =0.

Definitsioon 4.5. Difeomorfismiks nimetatakse kujutust F': M — N, kui

1. F' on homémorfism;
2. F on sile;

3. F~1 on sile.

Kui leidub muutkondade M, N vahel difeomorfism F : M — N, siis deldakse, et muut-
konnad M, N on difeomorfsed.

Naiide. Olgu R hariliku diferentseeruva struktuuriga diferentseeruv muutkond , st U = R
ja ¢ = idg. Téhistame ¢(t) = 7, kus t € R, 7 € U. Niisiis, 7 on kaardiga (U, ¢) médratud
koordinaat. Olgu V = R ja ¢(t) = t* = o. Jérelikult, (V,%) on muutkonna R teine
koordinaadikaart. Néitame, et kaardid (U, ¢), (V, 1)) ei ole C*°-kooskolalised. Toepoolest,
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iileminekufunktsioon on ¢ o p=! : R — R ja selle avaldus vastavates koordinaatides on
7 = /0. On ilmne, et {ileminekufunktsioon on homéomorfism ja, seega, tegemist on iihe ja
sama topoloogilise muutkonnaga. Kuid funktsioon 7 = /o ei ole 1opmata diferentseeruv

(ta isegi ei ole pidevalt diferentseeruv), kuna tuletis

a1
do 352

ei ole pidev funktsioon punktis o = 0. Jarelikult on meil iihel ja samal topoloogilisel

muutkonnal R kaks erinevat diferentseeruvat struktuuri. Antud néide on lihtne ja vastavad

struktuurid on difeomorfsed (ekvivalentsed). Tdepoolest, olgu F' : R — R, kus R on

R hariluku diferentseeruva struktuuriga ja R on R teise diferentseeruva struktuuriga,

F(t) = 3. Kirjutades kujutuse F vastavates koordinaatides saame ¢ o F o™t : 7 =

F(/0) = (/o)® = o, mis niiitab, et F on difeomorfism.

Seega, iilalpool toodud néides iihel ja samal topoloogilisel muutkonnal on kaks diferentsee-
ruvat struktuuri, mis ei ole C*°-kooskélalised, kuid nad on isomorfsed. Diferentseeruvate
muutkondade teooria iiheks fundamentaalkiisimuseks on kiisimus: kas iihel ja samal to-
poloogilisel muutkonnal (v6i homdomorfsetel muutkondadel) eksisteerivad erinevad mit-

tedifeomorfsed diferentseeruvad struktuurid?

Lopetame selle punkti kriteeriumiga. Olgu M diferentseeruv muutkond, U C M lahtine
alamhulk, ¢ : U — R" homoomorfism. Paar (U, ¢) on koordinaadikaart diferentseeruval
muutkonnal M parajasti siis, kui ¢ : U — V C R” on difeomorfism. Jargnevas nimetame

paari (V,¢~!) muutkonna M lokaalseks parametriseerimiseks.

4.3 Kujutuse astak. Immersiooni moiste

Olgu N, M diferentseeruvad muutkonnad, F' : N — M diferentseeruv kujutus. Olgu
p € N, F(p) € M ja (U,¢),(V,1) lokaalsed kaardid vastavalt punkti p ja punkti F(p)
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timbruses, kusjuures F(U) C V. Kirjutades kujutuse F' vastavate kaartide lokaalsetes

koordinaatides, saame

yl - f1<x17x27 7In)7
v = f2<l‘1,l’2,...,:€n),
ym - fm(x17x27 7$n)7
echk
ya:fa(x17m27 7:1;‘”)7 a:1727 7m7
kus

F=vyoFo¢t:pU)CR"—= (V) CR™

Definitsioon 4.6. Kujutuse F' astakuks punktis p € M nimetame kujutuse F astakut
punktis ¢(p) € R" (Jacobi maatriksi DF(¢(p)) astakut) ja tihistame rank F(p).

Seega, kujutuse F astak punktis p on Jacobi maatriksi DF (¢(p)) astak, st

¢(p)> .

Osutub, et kehtib jargmine teoreem (ilma toestuseta):

ofe
oxt

rank F'(p) = rank (

Teoreem 4.5. (Teoreem kujutuse astakust) Olgu N, M diferentseeruvad muutkon-
nad, dimN =n, dimM =m ja F' : N — M diferentseeruv kujutus, mille astak muutkon-
na M igas punktis on k < min (n,m). Muutkonna N suvalise punktip € N korral leiduvad

punktide p € N, F(p) € M koordinaatimbrused (U, ¢), (V,v), F(U) C V sellised, et

e o(p) =(0,0,...,0) (n-korda), (F(p)) = (0,0,...,0) (m-korda);

o Lujutuse F=v¢oFog¢! kuju lokaalsetes koordinaatides on

21



o o(U) =C"0),v(V)=Cr"(0), kus € > 0 ja C*(0),C™(0) on kuubid, st nt

€

C™0) = {(z', 2%, ...,2") € R": |2'] < €}.

Teoreemist jareldub, kui F' : N — M on difeomorfism, siis dim N = dim M. Tdesti,
oletame, et dim N # dim M, nt m < n. Sel juhul £ < min (n,m) = m < n. Olgu koordi-
naatiimbrused valitud nii, nagu teoreemis, siis kujutuse F' kuju lokaalsetes koordinaatides

on

ja hulga ¢(U) koikide punktide (0,...,0, 2% ... 2") kujutis on ruumi R™ alguspunkt,
st F(O, o0, ™) = 0. Siit jdreldub, et F ei saa olla bijektiivne isegi lokaalselt.

Definitsioon 4.7. Diferentseeruvat kujutust /' : N — M, kus N, M on diferentseeruvad
muutkonnad, nimetatakse immersiooniks, kui rank /' = n = dim N. Diferentseeruvat
kujutust F': N — M nimetatakse submersiooniks, kui rank /' = m = dim M. Kui F' on
injektiivne immersioon, mille abil kujutis N = F (N) C M on varustatud topoloogiaga
(mille suhtes F' on homdéomorfism) ja diferentseeruva struktuuriga (mille suhtes F' on
difeomorfism), siis kujutist N C M nimetatakse muutkonna M alammuutkonnaks vai

immersiooni F' poolt tekkitatud alammuutkonnaks.

immersiooni korral dim N < dim M ja submersiooni korral dim N > dim M. Juhime
tahelepanu sellele, et sisestatud alammuutkonna struktuur soltub nii muutkonnast N, kui

ka kujutusest F' ja kujutisest N. Uldiselt M ei pea olema topoloogiline alamruum.

4.4 Regulaarse alammuutkonna maoiste

Eelmises punktis oli defineeritud alammuutkonna moiste. Diferentseeruva muutkonna M

alammuutkond N C M on diferentseeruva muutkonna N kujutis N = F(N), kui kujutus
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F : N — M on injektiivne immersioon, kusjuures F : N — N C M on difeomrfism.
See on koige iildisem alammuutkonna moiste ja teda hakkati laialt kasutama (ta osutus
eriti effektiivseks Lie rithmade teoorias) Claude Chevalley teadustéode mojul (vt [6]).
Alammuutkonna N diferentseeruv struktuur on difeomorfne (ekvivalentne) muutkonna N
diferentseeruva struktuuriga ja iildiselt kaudselt seotud muutkonna M, mille alamhulgaks

ta on, diferentseeruva struktuuriga.

Definitsioon 4.8. Olgu N C M diferentseeruva m-muutkonna M alamhulk. Oeldakse,
et alamhulgal N on n-alammuutkonna omadus, kui Vp € N korral leidub punkti p koor-

dinaatiimbrus (U, ¢),U C M koordinaatidega z', 2, ... 2™ selline, et
e ¢(p) =(0,0,...,0) e R™,,

e ¢o(U) = C(0), kus C™(0) on m-modtmeline kuub keskpunktiga alguspunktis ja

e >0,
e (UNN)={xecC™0): 2" =...=a™=0}.
Kui N on alamhulk n-alammuutkonna omadusega, siis koordinaatiimbrust iilalpool kir-

jeldatud omadustega nimetatakse punkti p eelistatavaks koordinaatimbruseks N suhtes.

Olgu 7 : R™ — R"™, kus m > n, projektsiooni kujutus

Lemma 4.6. Kui N C M on diferentseeruva m-muutkonna M alamhulk n-alammuutkonna

omadusega (n < m), siis N on diferentseeruv n-muutkond jirgmise struktuuriga:
1. N on topoloogiline n-muutkond muutkonna M alamruumi topoloogia suhtes,
2. diferentseeruv struktuur on mddratud atlasega {(Va, Vo) Yaca, kus

Vo =Us (NN CN, ¥y =70 ¢, L Vo = R, kus {(Un, ¢a) taca on muutkonna M

o1

koikide eelistatavate koordinaatkaartide alamhulga N suhtes kogum,
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3. sisaldamine i : N — M on sisestus muutkondade N ja M diferentseeruvate struk-

tuuride suhtes.

Definitsioon 4.9. Diferentseeruva m-muutkonna M regulaarseks n-alammuutkonnaks N
nimetatakse muutkonna M alamhulka N C M n-alammuutkonna omadusega ja diferent-
seeruva struktuuriga, mis on médratud muutkonna M eeclistatavate koordinaatkaartide

(N suhtes) kogumiga (vt Lemma 4.6 punkt 2).
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5 Lie riithmad

Olgu G diferentseeruv muutkond. Oletame, et G on ka algebraline rithm korrutamistehtega
(r,y) € G x G = x-y € G ja poordelemendiga * € G — 27! € G. Meenutame, et

muutkondade otsekorrutis G X G on ka diferentseeruv muutkond.

Definitsioon 5.1. Muutkonda G nimetatakse Lie rithmaks, kui

1. G on algebraline rithm korrutamistehtega (r,y) € G X G —» x -y € G,

2. kujutused (z,y) € G xG —wz-y € Gjar € G — z~! € G on diferentseeruvad

kujutused.

Muutkonda G nimetatakse topoloogiliseks rithmaks voi pidevaks rithmaks, kui G on nii
algebraline rithm kui ka topoloogiline muutkond ning kujutused (z,y) € GXG = z-y € G

jax € G— x! € G on pidevad [6], [9].

Niide. Regulaarsete n-jarku maatriksite rithm Gl(n, R) on Lie rithm. Téepoolest, punk-
tis 4.1 ndidatakse, et maatriksite rithm Gl(n,R) on diferentseeruv muutkond. Meenutame,
et Gl(n,R) atlas koosneb iihest koordinaatkaardist (Gl(n,R), ¢), st Gl(n,R) on triviaalne
muutkond, kusjuures maatriksi A = (a;;) € Gl(n,R) koordinaadid selles koordinaatkaar-
dis on
d(A) = (a11, @12, - - -, A1, Q21,022 « ., Qopy -« -, Ay ) € R™.

Niitame, et kujutused (x,y) € GXxG — z-y € Gjaz € G — 7! € G on diferentseeruvad.
Kui A = (a;5), B = (bu) € Gl(n,R) siis

A-B=C=(c) = (O aijbj),
j=1

millest jareldub, et korrutamisega méaratud kujutus on diferentseeruv kujutus, kuna kor-

rutise koordinaadid avalduvad poliinomiaalselt maatriksite A ja B koordinaatide kaudu .
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Kujutuse A — A~! kuju koordinaatides on

M \T
Al = ((—1)”] Tt A tzél) , (M;; on elemendi a;; tdiendusmiinor).
e

Niisiis on poordmaatriksi koordinaadid ratsionaalfunktsioonid, kusjuures nimetaja ei vordu
nulliga, kuna maatriks on regulaarne. Jirelikult on kujutus A — A~! diferentseeruv ja

Gl(n,R) on n*-dimensionaalne Lie riihm.

Naiide. Olgu C* = C — {0} = {z € C: z # 0}, kus C on kompleksarvude korpus. C* on
2-dimensioonalne Lie riihm kompleksarvude korrutamise suhtes. Toepoolest, kuna sellest,
et 21,2, € C* jireldub z; - zp € C* ja z; ' = i € C* ning iihikelement on arv 1, siis C*
on algebraline rithm. C* on diferentseeruv 2-muutkond iihe koordinaatkaardiga (C*, ¢),
kus ¢(z) = (z,y) € R? kui 2 = z + iy € C*. Mainime, et koordinaatkaardiga (C*, ¢)
méadratud diferentseeruv struktuur on reaalne diferentseeruv struktuur selles mottes, et
komplekstasandi alamhulgal C* mé#iratud funtsioon f : C* — C méiirab kujutuse R? —
{0} = R? kus z = (z,y) = (u(z,y),v(z,y)) ja f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Kujutus
on diferentseeruv eespool médratud diferentseeruva struktuuri suhtes parajasti siis, kui

u(z,y),v(x,y) on lopmata diferentseeruvad funktsioonid.

Kui G ja G5 kaks algebralist rithma. Siis G; X G5 on algebraline rithm korrutamis-

tehtega (g1, 92)- (¢}, 95) = (g1- 9}, g2- g5). Uhikelement on paar (e, e'), kus e € Gy, ¢’ € Gs.

Teoreem 5.1. Olgu G ja Gy kaks Lie rihma. Siis G X Gy on Lie rihm muutkondade

G, Gy otsekorrutise diferentseeruva struktuuri suhtes.

Teoreem 5.2. Kui H on Lie riihma G algebraline alamriihm ja H C G on muutkonna G
requlaarne alammuutkond, siis H on Lie riihm alammuutkonna diferentseeruva struktuuri

suhtes.

Naide. Uhikringjoon S' = {z € C : |z| = 1} on algebraline rithm kompleksarvude

korrutamise suhtes. Kuna S' € C* on Lie rithma C* algebraline alamriihm ning
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St C R? — {0} on regulaarne alammuutkond, siis teoreemi 5.2 tottu S! on Lie rithm.
Teoreemist 5.1 jareldub, et 7" = S'x S x...xS! on Lie rithm. Lie rithma 7™ nimetatakse

toroidaalseks rithmaks. Toroidaalne rithm on Abeli rithm.

Olgu G Lie rithm. Kui g € G, siis elemendiga g méa#ratud vasaknihkeks nimetatakse ku-
jutust L, : G — G, mis defineeritakse valemiga Ly(x) = g - x. Analoogiliselt kujutust
R, : G — G, kus Ry(x) = x - g, nimetatakse paremnihkeks. Vasaknihe L, (paremnihe
R,) on diferentseeruv kujutus (teisendus). Suvalise g € G korral vasaknihe L, : G — G
on bijektsioon, kuna L,-1 : G — G on teisenduse L, poordteisendus, st L, = Lg_l.
Kuna poordteisendus on ka diferentseeruv, L, on difeomorfism. Olgu Diff (G) Lie rithma
G difeomorfismide hulk. Diff (G) on (algebraline) rithm, kui korrutamistehteks on difeo-
morfismide kompositsioon. Kujutus ¢ € G — L, € Diff (G) on (algebraliste) rithmade

homomorfism, st L,y = Lgo Lgy.

Naiide. Viljateooriates on viga tahtsad unitaarsed rithmad SU(V). Véljateooriat nimeta-
takse kalibratsioonivéljateooriaks, kui ta baseerub Lie rithmal. Koige tuntum kalibratsioo-
nivéljateooria on Yang-Millsi véljateooria, mis baaserub Lie rithmal SU(2), st Yang-Millsi
kalibratsiooniriihm on SU(2). Yang-Millsi valjateooria on Maxwelli teooria iildistus. Rithm

SU(3) on kromodiinaamika kalibratsioonirithmaks. Meenutame
SU(N) ={U € Gl(n,C) :det U =1, U - U' = E},

kus UT = UT. Maatriksit nimetatakse unitaarseks maatriksiks, kui ta rahuldab U-U' = E.
Néitame, et SU(2) on Lie rithm. Kehtib

U-U=F < U '=U"

Olgu
211 212

221 k22
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Unitaarsuse tingimus annab

Zog —Z212 Z11 221

Ut = = = Ut,
—221 211 212 %22
vOl
211 = 222, 12 = —Z21-

Seega

11?12 9 9
U e SU(Q) = U= ,|2’11| + |212| =1.

—Z12 <11

Olgu M(2, C) maatriksite
U —
—Z12 211
hulk. Olgu 211 = 11 + iz9, 212 = @3 + ix4. Defineerime ¢ : M(2,C) — R* jargmiselt

¢(U) = ($1,$2,$3,x4) € R4'

On ilmne, et ¢ on bijektsioon. Seega, M(2,C) on neljamootmeline diferentseeruv muut-

kond. Rithm SU(2) on eraldatud tingimusega
|z + 22l =1 & 22 +a5+ai+a]=1

Kolmeméodtmeline sfisir S* on muutkonna R* regulaarne alammuutkond. Korrutamisega
médratud kujutuse ¢ : R* x R? — R? komponendid muutkonna M(2,C) koordinaa-
tides on jargmised: kui ¢(U) = (x1,x2,23,24),0(V) = (y1,Y2,Y3,va), siis ¢(U - V) =
(e1(z,y), pa(, ), ps(x, ), pa(, 1)), kus

= T1Y1 — T2Y2 — T3Y3s — TalY4,

(z,y)

a(T,y) = X1y + Ty + T3Ys — T4Ys,
(T,y) = 1ys — Tays + T3y1 + Taya,
(z,y)

= T1Y4 + ToYs — T3Y2 + TaY1.
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Kuna funktsioonid ¢;(z,y) , kus i = 1, ..., 4, on poliinoomid koordinaatide suhtes, siis nad
on lopmata diferentseeruvad ja kujutus ¢ : R* x R* — R* on diferentseeruv kujutus. Kui

diferentseeruvat kujutust ahendada regulaarsele alammuutkonnale ¢ o S3 x 83 —
S

xS

S3, siis ahend ¢ , ., on diferentseeruv kujutus. Analoogiliselt kujutus U — U ~1 on
S3 xS

diferentseeruv. Seega, SU(2) on 3-dimensionaalne Lie rithm.
Jareldus 5.3. Lie rihm SU(2) on difeomorfne 3-sfiiriga S®

Definitsioon 5.2. Olgu antud kaks Lie rithma G; ja G9. Lie riithmade homomorfismiks

nimetatakse kujutust F': G; — G, kui

e [ on algebraline homomorfism,
e [ on diferentseeruv kujutus.

Niaide. Muutkond G; = R on Lie rithm reaalarvude liitmise suhtes (reaalarvude aditiivne
riihm), Gy = S' = {z € C : |z| = 1} on Lie rithm kompleksarvude korrutamise suhtes.

Kujutus F : Gy — Gy, kus F(t) = €™ on Lie riithmade homomorfism. Analoogiliselt,

G1 = R" on Lie rithm liitmise suhtes, 7" = S! x ... x S! on toroidaalne Lie rithm, siis
kujutus F : Gy — Ga, kus F(ty,ty,...,t,) = (e™1 72 ) on Lie rithmade
homomorfism.

Definitsioon 5.3. Olgu G Lie rithm. Alamhulka H C G nimetatakse Lie rithma alamrithmaks,

kui

e H on G algebraline alamrithm, st z,y € H = z-y ' € H,

e H on G alammuutkond ja H on Lie rithm alammuutkonna diferentseeruva struktuuri

suhtes.

Teoreem 5.4. Kui H C G on Lie riithma G alamrihm ja H on regulaarne alammuutkond,

stis H on G kinnine alamhulk.
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Kehtib ka poéordteoreem: kui H C G on Lie riihma G alamriihm ja H on G kinnine
alamhulk, siis H on regulaarne alammuutkond. Tegelikult saab toestada teoreemi (vt
[8]): Kui H C G on algebraline alamrithm ja kinnine alamhulk, siis H on Lie rithma G

alamriihm ja, kuna H on kinnine alamhulk, H on regulaarne alammuutkond.

Definitsioon 5.4. Olgu G Lie rithm ja M diferentseeruv muutkond. Oeldakse, et Lie
rithm G toimib vasakult muutkonnal M kui on médratud kujutus 6 : G x M — M, mis

rahuldab tingimusi:

e 0 on C*-kujutus (diferentseeruv),
e O(e,x) =z, kus e € G on iihikelement ja = € M,

e 0(g1,0(g2,7)) =0(g1 - g2, ), kus g1,92 € G, v € M.

Kui 0 : G x M — M on Lie rithma G vasaktoime muutkonnal M ja g € G on fikseeritud,
siis 6 indutseerib kujutust 6, : M — M, kus 6,(x) = (g, x). Definitsiooni 5.4 teisest
tingimusest jareldub, et 6. = idys. Iga g € G korral kujutus 0, : M — M on bijektsioon.
Toepoolest, ;-1 on kujutuse 6, péérdkujutus (jéreldub definitsiooni 5.4 viimasest tingi-
musest). Kuna nii 6,, kui ka 6,1 on diferentseeruvad, siis iga g € G korral kujutus 6,
on muutkonna M difeomorfism. Olgu Diff M muutkonna M difeomorfismide rithm. Defi-
nitsiooni 5.4 viimane tingimus on ekvivalentne sellega, et kujutus g € G — 6, € Dift M
on homomorfism, st 0,,.4, = 0,4, o 0,,. Jargnevas kirjutame sageli Lie rithma toime kujul
xr — g-x, jattes vahele 6. Vasaktoime G x M — M indutseerib homomorfismi G — Dift M.
Vasaktoimet nimetatakse efektiivseks, kui selle homomorfismi tuum koosneb ainult iihik-

elemendist e € .

Definitsioon 5.5. Olgu V' 16plikumootmeline vektorruum, G Lie rithm, ja GI(V') vek-
torruumi V' lineaarteisenduste Lie rithm (L € GlI(V) < ker L = {0}). Lie rithmade
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homomorfismi p : G — LinV nimetatakse Lie riihma lineaaresituseks. Esitust nimeta-
takse taandumatuks esituseks, kui ei leidu sellist vektorruumi V' alamruumi K (K on
mittetriviaalne alamruum, st K # {0},V), et Vg € G,Vo € K korral p(g)z € K, st
plg) K C K.

Rithma G esitus p : G — Gl (V) tekitab rithma vasaktoimet 6 : G x V. — V. kus

0(g,7) = p(g) z.

Definitsioon 5.6. Olgu 0 : G x M — M Lie rithma vasaktoime muutkonnal M. Muut-
konna M punkti p orbiidiks Gp C M nimetatakse hulka

Gp={qeM:q=10(y,p), g € G}.

Kui Gp = {p} (orbiit koosneb ainult punktist p), siis punkti p nimetatakse muutkonna
piisipunktiks Lie rithma G vasaktoime suhtes. Kui Gp = M, siis vasaktoimet nimetatakse

transititvseks

Naide. Olgu Lie rihm G = Gl(n,R) ja diferentseeruv muutkond M = R". Lie rithma

Gl(n,R) vasaktoimet muutkonnal R" defineerime valemiga
(A, x)=A-x,

kus A on regulaarne maatriks ja x on iiheveeruline maatriks, mille elemendid on punkti
x koordinaadid, st

0'(A,z) = Al 2l

antud toime on transitiivne toime alammuutkonnal R™ — {0} ja efektiivne.
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6 Vektorkihtkond

Olgu M n-mootmeline sile muutkond ja olgu E (m + n)—mootmeline sile muutkond ning

olgu K kompleksarvude voi reaalarvude korpus.

Definitsioon 6.1. Vektorkihtkonnaks nimetatakse kujutust = : £ — M, kui on taidetud

jargmised tingimused:

1) suvalise punkti 2 € M korral on 7! (2) C E m—mddtmeline vektorruum iile korpuse

K. Vastavat ruumi 7' (z) = E, nimetatakse kihiks punktis z;

2) on téidetud lokaalse triviaalsuse tingimus, st suvalise punkti z € M korral leidub
punkti iimbrus U, C M ja difeomorfism ¢ : 7#=1(U,) — U, x R™ on selline, et
kujutus
U(x): B, = {z} xR - R™

on vektorruumide isomorfism.

Muutkonda M nimetatakse vektorkihtkonna baasmuutkonnaks, kujutust 7 nime-
tatakse vektorkihtkonna projektsiooniks ja muutkonda E nimetatakse vektorkihtkonna

ruumiks [11].
Definitsioon 6.2. Arvu rankFE = m nimetatakse vektorkihtkonna astakuks.

Definitsioon 6.3. Kujutust s : M — FE nimetatakse kihtkonna F loikeks, kui ta rahuldab
seost m o s(x) = z suvalise punkti x € M korral ehk 7o s = Idy;, kus Idy; on muutkonna

M samasusteisendus ja 7w : E — M on vektorkihtkond.

Olgu I'*°(FE) siledate 16igete vektorruum.
Vektorkihtkonna lokaalse struktuuri kirjeldus:
Olgu ey, ey, ..., e, € ['¥(F) ja médramispiirkond U € M, st iga ¢; : U — 7 1 (U)(i =

1,...,m) kus suvalise punkti x € U korral on {e1(x), es(x), ..., ,,(z) } kihi E, baas. Siisteemi
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{e1, eq, ..., €, } nimetatakse vektorkihtkonna lokaalseks reeperiks. Kui lokaalne reeper on
antud, siis on triviaalsuse tingimus taidetud.
Eeldame, et U on lokaalne. Olgu p € 7 }(U) selline, et 7(p) = =z = (x', 22, ...,2") ja

2

punk p(at, 22 ... 2" vt 02 . 0™) avaldub kujul p = vlei(z) + v2es(x) + ... + v™e,y, kus

ab 2?2 vt 02 L v™ on kihtkonna lokaalsed koordinaadid.
Olgu niiiid teine méadramispiirkond U’ lokaalse reeperiga {e’l, 6'2, o e'm}. Eedame, et U N
U # @. Uleminek iihelt lokaalselt reeperilt teisele lokaalsele reeperile toimub baasitei-

senduse maatriksi abil. Baasiteisenduse maatriks on A = (A?;), kus Aél (t=1,...,m) on

punkti z € U NU’ funktsioon. Reeperi koordinaadid avalduvad kujul
Co = Aglea/ (a=1,....,m).

Lokaalsete koordinaatide teisenduste siisteem on

! !
r® =% (' 22, ... "),

kus a =1,...,m.

Naiide. Olgu M n—moodtmeline muutkond ja T,M muutkonna M puutujaruum, kus
punkt x € M. Kui on antud lokaalne iimbrus ehk lokaalne kaart, siis puutujaruumi

baasiks on {%h, %h, ey a%h} .
Vektorkihtkonnaks on puutujakihtkond 7'M, kus

TM = U T, M.

zeM
Kihtkonna projektsioon 7 : TM — M on selline, et (T, M) = x. Puutujakihtkonna astak

on n, sest puutujakihtkonna kiht on puutujaruum, mille dimensioon on vordne muutkonna
dimensiooniga. Kui vaatleme puutujakihtkonda muutkonnana, siis kihtkonna astak on 2n.

Puutujakihtkonna 7'M 16iget nimetatakse vektorviljaks. Vektorvéljade vektorruum on

[e(TM). Olgu X € I'°(T'M). Iga vektorvali esitub lokaalselt kujul

0 0 3,
Xlpg=X'"—+X>— 4+  +X"—
v ox! * ox? et oxn
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ja lokaalsete koordinaatide teisenduse siisteem on

X! =i () 2%, ... "),
/

__ ozt i
X =95X",

kusi=1,...,m.

Definitsioon 6.4. Olgu antud kaks vektorkihtkonda ng : E — M ja np : FF — N iile
muutkondade M ja N, siis vektorkihtkondade homomorfismiks nimetatakse diferentseeru-

vate kujutuste paari (¢, @), kus p: E— F, ¢ : M — N ja
1) mpop =pomg,
2) suvalise punkti x € M korral on kujutus g, : B, — Fp () lineaarkujutus.

Teisiti deldes nimetatakse vektorkihtkondade homomorfismiks kahte kujutust ¢, @, kui

jargmine diagramm on kommutatiivne:

E 5 F
Ing lrp -
M & N

Erijuhul, kui @ = Id); on samasusteisendus, siis vektorkihtkondade homomorfismiks ni-

metatakse kahte kujutust ¢, @, kui jarmine diagramm on kommutatiivne:
E Rt F
N\ TE TR

M

Tehted vektorruumidega saab iile kanda vektorkihtkondadele. Olgu E, F' vektorkihtkon-
nad iile baasi M. Jargmised vektorkihtkonnad on voimalik konstrueerida vektorkihtkon-

dade F ja F' abil:
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1. E® F,
2. EQ F;
3. Hom(E, F);

4. E*. Vektorkihtkondade otsesumma defineeritakse néiteks jargmiselt:

EDF =Upenlb, @ F,.

Definitsioon 6.5. Olgu antud vektorkihtkond 7 : £ — M. Hulka F' nimetatakse alam-

kihtkonnaks, kui on tdidetud jargmised tingimused:

1) F C E on alammuutkond;
2) suvalise punkti x € M korral iihisosa F'N E, on vektorruum;

3) F on vektorkihtkond ja tema kihtkond on indutseeritud jargmselt 7|p : FF — M, st

suvalise punkti € M korral leidub iimbrus U, nii, et k£ < m korral

Ely, =~ U, xR™
i 15
F|UI ~ Ux X §Rk
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7 Poissoni muutkond

Definitsioon 7.1. Poissoni muutkond M on loplikumootmline sile muutkond, millel on
antud Poissoni sulg {,} : C°(M) @ C*(M) — C*°(M),nii et iga f,g,h € C*°(M) korral

on téidetud jargmised tingimused:
1) kaldsiimmeetrilisus, st {f,g9} = —{f,9};

2) Jacobi samasus, st {f,{g,h}} + {g,{h, f}} +{h.{f,g}} = 0;
3) Leibnizi valem, st {fg,h} = g{f,h} + f{g,h}.

Definitsioon 7.2. Siimplektiliseks muutkonnaks nimetatakse muutkonda M, mille di-
mensioon on dimM = 2n ja tidhistame M?", mis on varustatud siimplektilise vormiga: on

antud 2—vorm w € Q*(M), nii et

o dw=0;

e iga punkti x € M ja iga vektori v € T, M korral leidub teine vektor w € T, M

selliselt, et w,(v,w) # 0, st 2-vorm on mittekidunud.

Oeldakse, et muutkonnal M on antud teist jarku kovariantne tensorvéli, kui selle

muutkonna atlase igas lokaalses kaardis on antud funktsioonide kogum

{mi (@)}

iga punkti z € M korral ja iileminek iihelt lokaalselt koordinaadilt teisele lokaalsele koor-
dinaadile need funktsioonid teisenevad jargmiselt:

. 0(z) Ox

Ox* OxJ

Tensorvélja hakkame tidhistama tdhega n ja vastavaid koordinaate nimetame komponen-

tideks. Teist jarku tensorvilja nimetame kaldstimmeetriliseks, kui 7;; = —n;;.
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Teoreem 7.1. Olgu M n—maootmeline sile muutkond ja muutkonnal M olgu antud teist
Jarku kovariantne tensorvdli n. Kui n komponendid rahuldavad tingimust

771] an]k ankz’ -
> (ﬂkz rwr +77sz> =0,

s1is valem

of o
{f g} Zz] 17 Uaf a;}]

mddrab muutkonnal M Poissoni struktuuri ja M on Poissoni muutkond.

n 9f 99

Téoestus. Naitame, et valem {f, g} = Zij:l Wi 57 Bond
’ Tt Ox

rahuldab kaldsiimmeetrilisust,
Jacobi samasust ja Leibnizi valemit.
1) Kaldstimmeetrilisuse saame 7 kaldsiimmeetrilisusest:

of o dg 0
{fg} Zz]l l]afal%:_szl Jlagjaf;:_{gaf}

2) Jacobi samasuse toestus:

(o= o+ lfgh =0 ot o o0 o
A {f, {g, h}} = Zk,l Zi,j nkl@%(nwg_;%> = ZkJ Zz](ﬁklaxk 87;21] axgz O +

TIki"ij 9k v Or O TIki"ij Oxk Ort O dx!
Analoogiliselt

dg Oy Oh Of dg 0*h_of 09 0h '}
B:A{g,Ah [} =202 <77il%a_;l%ﬂ+mmﬂkg$z iz Ox k+mmﬂk8:ﬂ Oz axkaiﬁl)

oh On; Of Og oh O*f Og oh Of 0%
€ U U 91) = T i (055 it 5 0 5 kot 3 55 5 )
Arvutuste pohjal

A+B+C = {f, {g,n}} —5 {g,{h, fg} + {g, {g 9}8}h
= Zz]k 2 (Wkl O L j nki) S 09

ot M T H0 ) 50k B 0
df 0g Oh
kuna —* on arv, mille vairtuse voime votta nullist erineva, siis A+ B+ C =0
Oz Oxt OxI

o O M "
G+ g+ iigy) =0

0 0 0
*Tingimust ), (nkl amzj + N anj lk + 1 677131) = 0 nimetatakse Schouteni tingimuseks.

parajasti siis, kui ), <nkl
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3) Leibnizi valemi téestus

on of oh dg oh of oh
v azg;z” 8»”6@(]69 Vo7 = 2095 T 2 W5 i gy = 9 2 Wi gy ¥
F ¥y = 9Ufhy + g b}, =

Defineerime Poissoni muutkonna teisiti.
Olgu M™ n—moodtmeline sile muutkond ning olgu punkt z € M™. Tema puutujaruum
punktis x on T, M". Kuna T, M"™ on vektorruum, siis igas punktis = on méadratud Grass-
mani algebra A T,M™ = @&p_y A" T, M™.
Olgu 2!, 22, ..., 2™ muutkonna M™ lokaalsed koordinaadid .

01...dp O
11 <...<tg P ozl A A ox lk’

Kui p on k—vektorvili, siis p|y = > kus kordajad soltuvad

punktist x.

Definitsioon 7.3. Poissoni muutkonnaks nimetatakse n—modtmelist muutkonda M™,
millel on antud bivektorvili 1. Oletame, et on antud lokaalne kaart lokaalsete koordi-
naatidega. Lokaalsetes koordinaatides bivektorvilja kuju on 1%, mida nimetatakse ten-
sorvéljaks, st
o (xl z?, .1,
' = MZ. ax—]-]n”,
oxt OxJ

ozl 9z B Ozt Oad B dzi Ozt
Oxt Oxi  Oxt Oxd ozt Oxi

kus

Olgu antud T>°(ATM"),n € T*(A"TM") ja p € T(A\?TM™"), siis viliskorrutis
nApeT=(ANTITM).
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8 Lie algebroid

Meenutame, et vektorruumi V iile korpuse K, nimetatakse algebraks iile korpuse K, millel

on defineeritud bilineaarne korrutamine V x V. — V.

Lie algebraks nimetatakse algebra g iile korpuse K, kui iga z,y,2 € g korral tema

korrutamine [-,-] : g X g — g rahuldab jargmisi tingimusi:

L. [I7y] = —[y,l']
2. [z [y, 2] + [y [z 2]l + = [z, ] = O

Esimest samasust nimetatakse kaldsiimmeetrilisuseks ja teist samasust nimetatakse Jaco-
bi samasuseks. Elementide z ja y Lie suluks nimetatakse korrutist [z, y].

Olgu f € C*(M).

Definitsioon 8.1. Vektorkihtkonda 7 : E — M nimetatakse Lie algebroidiks, kui vek-

torkihtkond rahuldab jargmisi tingimusi:

1) vektorkihtkonna 1digete ruum I'*°(E) on Lie algebra, st iga 16igu g, h,z € I'*°(FE)
korral on antud Lie sulg [g, h] € I'*(E) nii, et on tididetud tingimused [g, h] = —I[h, ¢
ja [97 [h’ Z“ + [h7 [2’9]] + [27 [g’ h“ = 0.

2) on antud ankurkujutus p : E — T'M, mis on vektorkihtkondade homomorfism ja

rahuldab jargmist seost [g, fh] = flg,h] + (po g(f))h, kus g, h € T'*(E).

Niide. I Olgu & Lie algebra ja punkt p € M ja M = {p} ning olgu muutkond F =
{p} x . Selle projektsioon on 7g : E — {p}. Tema ankurkujutus on p : E — {0}.
Olgu hl, hg € FOO(E>, siis seos [hl, fhg] = f[hl, hg] + ((p o hl)f>h2 =0.

IT Olgu antud puutujakihtkond 7'M . Siis ankurkujutus on p : TM — T'M, ehk p = Idy,.
Olgu X, Y € I'>™*(TM), siis [ X, fY] = f[X, Y]+ X(f) oY, sest
(X, fY]|=Xo(fY)=f(Y)o X =X(/)Y + fXoY — fYoX = fIX, Y]+ X(f)oY.
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e~ —

Kui TM C TM on integreeruv alamkihtkond, st DM = I'°(TM), kui X,Y € DM,
siis [X,Y] € DM.

III Kui M on Poissoni muutkond, siis muutkonna M kopuutujakihtkond 7*M on Lie
algebroid muutkonnal M. Ankurkujutus on p* : T*M — T M .Iga funktsiooni f,g €
C*°(M) korral 1—vormide Lie sulg [, ]| rahudab seost [df,dg] = d{f, g}, kus {f, g} =
n(df,dg) , on n jargi funktsioonide Poissoni sulg.
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