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SISSEJUHATUS

Seose» ridade teooria arenguga on arvridade (või 

ella arvjadade) summeerimise kõrval hakatud vaatlema ka 

funktsionaalridade summeerimist, kuna viimased oravad 

praktilise rakenduse seisukohalt eriti suure tähtsuse. 

Kuna aga Juba funktsionaalridade koonduvuse uurind sel 

tuleb meil kokku puutuda mitmete koonduvuse liikidega 

(ühtlane koonduvus, koonduvus mõõdu Järgi Jne.), siis 

sama olukord esineb ka summeerimisega seotud küsimus* 

te vaatlemisel. Et mitte uurida summeerimismenetlusi 
Iga koonduvuse puhul eraldi, hakati vaatlema üldiste* 

tud maatriksmenetlusi, kus teisendatava Ja teisendatud 

Jada elemendid kuuluvad suvali etesse Banachi ruumides* 

se (vt. näit. [б, 20, 31]).

Teiselt poolt, Jälgides ridade teooria arengut 

arvridade summeerimisel, näeme, et Juba maatriksmenet- 

luste käsitlemisel vaadeldakse mitmeid teisenduste lil* 

ka (jada-jada, rida* jada Jne. teisendused). Kõrvuti 
maatriksmenetlustega on võetud vaatluse alla ka funkt* 
sionaalsed menetlused (vt. [38, 37, 22]). Kõikide nen­

de (eeskätt koonduvust säilitavate) menetluste omadusi 
on uuritud eraldi.

Selline erinevate menetluste küllaltki suur hulk
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juba arvjadade puhul tingis asjaolu, et hakati otsima 

üldisemat menetluse definitsiooni, mis hõlmaks senitun­

tud menetluste definitsioonid* Niisuguse üldise menetlu­

se definitsiooni andis Sikorski [8], kuid temal õnnestus 

sel Tiisli lahendada raid mõningad menetluste kooskõlaga 

seotud küsimused.

Käesoleva töö eesmärgiks on maatriksmenetluste 

(arvjadade puhul) jaoks mitmete hästituntud omaduste üle­

kandmine ühelt poolt üldistatud maatrlksmenetlustele (töö 

I ja II ptk.) ning teiselt poolt Sikorski menetlustele 

(töö III ptk.). Seoses sellega on üldistatud Sikorski me­

netluste jaoks mõiste koonduvus! säili* 

t a v ning mõlemate eelpoolmainitud menetluste jaoks 

mõisted koregulaarne ja konull-me- 

n e t 1 u s. Nende mõistete üldistamisel on silmas pee­
tud, et nad oleksid hästi kooskõlas funktsionaalanalüüsi 

aparatuuriga, sest seda on kasutatud käesolevas töös vaa­

deldavate üldistatud menetluste omaduste saamisel.

Funktsionaalanalüüsi meetodite laialdasem kasutami­

ne ridade teoorias algab juba poola matemaatikute Banachi, 

Maiurl ja Orlicz‘1 töödega (vt. näiteks [1, 1ф, Kahjuks 

ilmus aga nende tähtsaim töö sellelt alalt [16] ilma 

tõestusteta, mistõttu nimetatud meetodite põhjalikum sis­

setungimine ridade teooriasse algab alles saksa matemaati­

ku Zelleri tööga [28], kes tõestas, et mistahes maatriks- 

menetluste summeerialsväli kujutab endast FK-ruumi, ning 
andis ühtlasi pideva lineaarse funktsionaali üldise kuju
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menetluse summeerimisväljas. Held üldisi tulemusi ära 

kasutades, õnnestus Zellerll tõestada terve rida teoree­

me maatriksmenetluste kohta.

Kuna Zellerl poolt arendatud metoodika on küllalt 

laialdaselt rakendatav (näite kordsete ridade puhul [зв]) 

siis on kasutatud seda ka käesolevas töös, mille I ptk. 

ongi näidatud, et üldistatud maatrlksmenetluse summeeri- 

misväli on samuti PK•ruum. Edasi on antud pideva line­

aarse funktsionaali üldine kuju selles ruumis ning tões­
tatud üldised teoreemid menetluste sisalduvuse ja koos­

kõla kohta.

I ptk. § 4 on antud koregulaarse ja konullmenetluse 

definitsioonid. Nagu nähtub, on need definitsioonid koos­

kõlas Allansку poolt [34] arvjadade puhul antud definit­

sioonidega, kuld nad on enam sobivad funktsionaalanal 1- 

sl meetoditele, mistõttu osutub, et mõningate tulemuste 

saamine on käesoleval juhul lihtsam võrreldes Wilansky 

poolt sisse toodud karakteristiku kasutamisega.

Sisuliselt sama, kuigi vormiliselt mõnevõrra teist­

sugust definitsiooni kasutame ka III ptk* vaadeldud Si­

korski menetluste puhul, mistõttu on rakendatavad samad 

tõestusmeetodid.

Töö II ptk* ja III ptk. §§ 4-5 on pühendatud vasta­
vate koonduvus! säilitavate menetluste uurimisele. Vaatlu­

se alla on võetud kaks küllaltki suurt küsimuste ringi, 
nimelt menetluste võimsus ja kooskõla.

Menetluste võimsuse käsitlemisel on näidatud (II ptk.

<



§ 3 ja III ptk. § 4), et koonduvust säilitav üldistatud 

maatriksmenetlus kui ka Sikorski menetlus summeerivad 

eeskätt tõkestamata elemente, kui nad üldse summeerivad 

elemente väljaspool koonduvate elementide klassi. Vastav 

teoreem maatriksmenetluste puhul arvjadade jaoks on tões­

tuseta antud Mazuri ja Orlioz’i poolt [16]. Erijuhtudel 

on selle tõestanud Hill [13] (menetlus perfektne), Da- 

revski [<] (menetlus regulaarne), dilansky [зз] (menet­

lus pööratav), üldjuhul on tõestus antud Zelleri poolt 

[28, 32]. Mazur Ja Orlicz andeid oma tõestuse alles 1954.a. 

[19].

Seoses selle teoreemiga tekib nüüd menetluste võim­

suse uurimisel kohe küsimus, millal menetlus summeerib ka 

tõkestatud hajuvaid elemente. Selle küsimusega on arvja­

dade puhul tegelnud väga mitmed matemaatikud, nagu Agnew 

Ja Hill [10], Brudno (2, 3], Copping [il, 12], Peter­
sen [23], Tropper [27], Milansky Ja Zeller [35] jt. 

Käesolevas töös on üldistatud Wilansky Ja Zelleri tulemus 

(vt. [35] teoreem 1) vaadeldatavatele üldistele menetlus­

tele (vt. II ptk. $ 4 ja III ptk. §§ 4, 8).

Menetluste kooskõla uurimisel on peatutud kolmel kl- 

simusel: kooskõla tõkestatud Jadade hulgal, kooskõla tuge­

vama menetlusega ja menetluste perfektsus. Esimest küsi­
must käsitledes on üldistatud vastav Mazur-Ori1cz* 1 teo­

reem (vt. teoreem 2. 3). On näidatud, et menetlus on koos­

kõlas tugevama menetlusega parajasti siis, kui ta on per­

fektne (vt. teoreem 2. 2). Menetluste perfektsuse küsimu-



se käsitlemisel on üldistatud Mazur-Banachi teoreem pöö­
ratava menetluse perfektsusest .

Töö III ptk. on algul käsitletud (§§ 1-5) Sikorski 

poolt antud üldiste menetluste puhul eespoolmärgitud kü- 

aimusi• Saadud tulemusi on rakendatud funktsionaalsete 

menetluste (§ 6), rida-jada teisendustena antud menet­

luste (§ 7) ja integraalmenetluste juures 8 ja 9),



I. ÜLDISTATUD BlAATRIKS-

MENEILUSED В - RUUMIS, 

KOREGULAAASED

J A KONULL-HENETLUSED

§ 1. Mõningaidmöisteidjatähistusi

Kahes esimeses peatükis vaatleme summeerimismenet- 

lusi, mis on määratud teisendusega 1)

kus A**, (n,k=0,1,-.. ) on pidevad lineaarsed operaato­

rid Banachi ruumist X Banachi ruumi У * Niisiis vaat­

leme teatud В-ruumi X jadade = (x,€X) sum­

meerimist üldistatud maatriksmenetlustega. Jada g={x,} 
on sumeeruv menetlusega J=(An«), kui eksisteerib 

piirväärtus

Elementi у nimetatakse Jada g J-summaks. Me tänis- 

tarne seda sümboliga Jie} .
Kõigi koonduvate jadade hulka ruumis X (s.t.

Lihtsuse mõttes kirjutame sümbolite 2L , < so К -*OO
ja asemel vaetavalt 7\ Слил, . es .O<koo к ' *v K«
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eksisteerib JC.= EcmRk) tähistame sümboliga Cx • Ana­

loogselt tähistame kõigi nulliks koonduvate ja tõkesta­

tud jadade hulka vaetavalt 6, ja 6ümbolid Cy , Cy 
jany tähistavad samasuguseid hulki ruumis У .

Kõigi nende Jadade ehulka, mille puhul 

3 ={yaf = {2An««. 3 6 cy , nimetatakse menetlu 4 
summeerimisväljaks А . Nullsummeerimisväljaks Ao (tõ* 

kestatuse väljaks nimetatakse nende jadade g={x,{ 
hulka, mille puhul€ (vastavalt 39 € *rvy ). Kui 

aga teisendatud Jada kuulub mingisse lähemalt määrat­

lemata ruumi Ry , siis vastavate Jadade hulka märgi» 

me RyA.
Menetlust A- (A^) nimetame pöörata­

vaks, kui võrrandsüsteem

Yn = 2’ A #vk «, (n - 0, И,... )

on üheselt lahenduv iga jada 2 e Cy puhul. Kui menet­

lus А = (Акк) selline, et - 0 к > n 

hui, siis nimetame menetlust kolmnurkseks.

Normaalseks nimetame sellist kolmnurkset me- 
net lust, mille puhul kõik operaatorid (n=0,4,.. )
on pööratavad. On ilmne, et kõik normaalsed menetlused on 

pööratavad.

Edaspidises osutuvad eriti tähtsaiks Jadad
*(*) = [x,x,..., x, ... 3 

ning 

к nulli
n, (»)= { o?. . ,6, x,o,... 2
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(хбХ ; , millised moodustavad põhihulga ruu­

mis Cx . Tuleb märkida, et hulgad ex , cg ja *nx osu­

tuvad В-ruumideks, kui defineerida norm
Jl 1 - V acu N •

On ilmne, et nad on siis kaneeliteed ruumid, milles leiab 
aset koonduvus koordinaatide järgi, s.t. FK-ruumid

Järgnevas kasutame mõistet jada lõige

Kui vaadeldavas ruumis 
(r) —* p 6 ъ '

siis öeldakse, et jada g puhul leiab aset lõ1kekoondu- 

vus. Kui aga

A(g") -A(g)

iga pideva lineaarse funktsionaali P puhul vaadeldavas 

ruumis, siis öeldakse, et jada g puhul leiab aset nõrk 

lõikekoonduvus. On ilmne, et esimesest järeldub teine.

§ 2. Menetluse summeerimiaväli

Harilike arv jadade puhul on maatriksmenetluste Ül­

diste omaduste uurimisel eriti viljakaiks osutunud funkt­
sionaalanalüüsi meetodid, kus menetluse summeerimisvälja

Käesolevas töös mõistame Г -ruumi all alati lo­
kaalselt kumerat täielikku meetrilist ruumi, s.t. sellist 
täielikku ruumi, mille topoloogia on defineeritud ülimalt 
loenduva hulga kvaasinormide abil. FK-ruumiks on jadaruum, 
mis kujutab F-ruumi, milles leiab aset koonduvus koord - 
naatide järgi.
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Taadeldakse teatud meetrilise ruumina. Vastav Üldine 

teooria on antud saksa matemaatiku K. Zellerl poolt
1951.a. [28]. Kui rakendada helleri teooriat antud ju­

hul» siis tuleb meil selles pidevad lineaarsed funktsio- 

naaiId (vt. teoreem 4.8 [28]) asendada pidevate lineaar­

sete operaatoritega (nendeks osutuvad read 2.Ank). 
Seda märkust arvestades võib tõestada teoreemi, mis on 

üldistuseks ^alleri poolt antud teoreemile 4.10.

P e о r e e m 1« 1. Olgu A=(Ah,lc) mingi operaa- 

tormaatriks , LRy;L;] FK -ruum. Sel juhul on jadade 

g={x,} hulk R/ » mille puhul A(g)e , Fk . 
kvaasinormidega

up II 2, A м,« x,( ( и, = о d ,... ).
б/ Као

II Лк II )>

= L (A(g)) (j-о,4,... ) .

Erijuhtudena saame sellest teoreemist menetluse 

summeerimisvälja, nullsummeerimisvälja ning tökestatuse 

välja kvaasinormid, kui ruumiks R у valime vaetavalt 

ruumid cy , c} ja my . Kuna Cy , dy ja my oe 

kõik В -ruumideks normiga llyl * du^vi^KlI , sile Л 
ja 4g on ühesuguste kvaasinormidega ГК -ruumid.

Teoreem 1. 2. Hulgad А , Ao ja o osu­
tuvad fK-ruumideks kvaasinormidega

+4.-, = 4ur II 2 A kk. *, Il ,
n,(g) = ),
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Xu! menetlus Л on pööratav, siis tema summeeri- 

misväli osutub В-ruumiks normiga
II Й = /уили II A x К I . O к. l к

Kogu edaspidises teoorias etendavad tähtsat osa 

pidevad lineaarsed funktsionaalid, mistõttu on oluline 

teada nende üldist kuju menetluse summeerimisväljas. Vas­
tavalt üldisele teooriale (vt. [18 , 28]) avaldub iga 

pidev lineaarne funktsionaal f(tg) ruumis Jt* summana

kus 9(99) on pAdev lanonarne funkteionaal ruuni. C, 
ningR(g) - kvaasinormide A,-(gg) ja ^l.vC'lg) ' V. 
jääratud ruumis, s.t. ruumis, kus eksisteerivad summad

A*vtc ^--«C (t"V= 0/4, . • • ) .A

Lihtne on veenduda, et viimati mainitud ruumis 

leiab aset lõikekoonduvus, mistõttu iga pidev lineaarne 

funktsionaal selles ruumis avaldub kujul

R (g) = X. Y, (*) j

kus Ye on pidev lineaarne funktsionaal ruumis X . 

Viimane välde järeldub asjaolust, et kui ruumis Iga ele­

mendi puhul leiab aset lõikekoonduvus, siis jadad n(xc) 
(k=0,1,...) moodustavad seal põhi hulga (vt. [29]).

Mis puutub pideva lineaarse funktsionaali üldisesse 

kujusse ruumis õy , siis selle leidmiseks kasutame Ära 
. tõsiasja, et ruumis Cy

2n,(y--y)
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Sellest

3(9) 52 (7*-%) *
кие (. Ja f on pidevad line-
earned funktsionaalid ruumis У .

Kuna me nõuame rea koonduvust iga

= € Cy puhul, siis Banach-Steinhausi teoreemi

põhjal peab funktsionaalide = Q..(y..) (и^од...)
puhul kehtima võrratus

(1)

Arvutama funktsionaali normi. Kuma

siis

(2)

Sõrmi definitsiooni kohaselt leidub element ‘

selliselt, et

(и_=ОЛ.. ) .

Kui võtame

siis

saame
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(3)
• ML,

13m(9)1=2/.(2-)1-"f-ls-
Võrratuste ^2) ja (з) põhjal

ЦД
0 W

Seega saame tingimusest (1)

lep.IM (m •• • ),

millest

(4) X II <P»v II < •

Arvestades tingimust (4), võime funktsionaali 

teisendada Järgmiselt

9() = * P(3) -2A(y)

Tähistades

4p(y/-0(7)

saame pideva lineaarse funktsionaali üldiseks kujuks 

ruumis Cy

kus Ja у on pidevad lineaarsed funktsionaalid ruu­

mis у •

Eelnevast kokkuvõtet tehes, saame seega Järgmise tu­

lemuse e

Teoreem !• 3. a) Iga pidev lineaarne funkt- 

slonaal menetluse A summeerimisväljas J avaldub 

kujul
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/(g)+2(7-) * (y),

kus 4 on pidev lineaarne funktsionaal ruumis X ,
A,Y * ruumis У , j y=emy- •
2, li И < co •

b) Kui menetlus 4 on pööratav, siis võib funktsio-

naali A(g) esitada, et kõik funktsionaalid y 

on nullid.

Kui neil on kaks menetlust Л^СА^ ja ^^(Ькк.) 
siis öeldakse, et menetlus 4 sisaldab menetlust , 

kui kehtib vahekord Л* 5 / Kui peale selle veel 

{g}-J/e} iga gge puhul, siis öeldakse, et menet­

lused Л jaJon omavahel kooskõlas.

Järgnevas tõestame ühe üldise teoreemi, millest eri- 

juhuna saame teoreemi menetluste sisalduvuse kohta.

Teoreem 1.4. Olgu Л = (А*VK ) normaalne, 

=(Bnk) suvaline menetlus ning R ^-гишв. Vahekord 

R3 ^Ao kehtib parajasti siis, kui

1° g=(g) on määratud iga g 6 Л * puhul,

2° /3 1 kujutab ruumi c? ruumi R .

T ö e a t u 8. Et 4 on normaalne, siis

kui 3 € Су . Kujutus Я (c)=4, on 4 ; ■



14 *

tõttu üks-ühene. Seega tuleb uurida tingimusi, millal
R.3 2 Л'Чц).

See kehtib parajasti siis, kui 3 kujutab T(c^ ruu­

mi R , s.t. Л[Л Че^)] < 6 . Seega peab

Tarvilikkus. On teada, et € R # kui gee;
Tingimuse 1° tarvilikkus on kohe ilmne. Tingimuse 2° 

tarvilikkuse tõestamiseks näitame, et

38(47)=(%69, kui 9 6 Cy , 

kusjuures all mõistame kahe maatriksi korruti­
sena saadud maatriksit.

Olgu

Siis

kus P. Bnu Hkv .

Leiame maatriksiga* 4 - ( 2 B,«Hev) saadud ku­

jutise

-{221,

kus

Et näidata võrdust

^6^^ = ((84 )» / kui 9 e Cy ,
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tuleb tõestada, et viimati saadud summas võib muuta surn*

meerimisjärjekorda.

Kui 2 € Cy , siis

Tähistades

F(9) /

saame arvutamisel

F(7) " 2 = 7 '

kuna

F(*,.(1-1) = 2 PT %- ■

Saadud tulemus Ütlebki, et summeerimis järjekorra muutmi­

ne on lubatud, millega

3(19)=( ) iga 9 6Cy korral.

Plisavus. Kui 1° on täidetud, siis on

määratud iga 9 € Cy korral. Tingimuse 2° põhjal

) = (3€ e R z

kuna 9 € Cy . Seega ongi meie teoreem tõestatud.

Tõestatud teoreemist võime saada rea teoreeme me­
netluste sisalduvuse kohta, valides sobivalt ruumi R . 
Vaatleme siin vald ühte.

Teoreem 1. 5. Olgu antud normaalne menet­
lus A ja suvaline menetlus 3 . Vahekord * *2 4*
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kehtib parajasti ella, kui

1° on Iga gg Л* puhul määratud;

2° kujutab null jadade ruumi ruumi C2 ;

3° 3 kujutab jada g =ige y Y

puhul ruumi C2 •

Tõestus. Olgu vastavad menetlused =(An«), 
kus Ak,k € (x “* V) , ja Л = C^) , B.« € (x "** -2 ).

Rakendame teoreemi 1. 4, võttes £= C2 ning arves­
tame, et iga g* laseb end esitada kujul 

g = g, + 4‘( n(y)) ,

kus

g, e Л* ,

Tarvilikkus. On teada, et ?* 5 Л . Tingimuste 

1° ja 3° tarvilikkus on Ilmne seosest 3 * 2 Л . Tin­

gimuse 2° tarvilikkus järeldub eelmisest teoreemist.

Plisavus. Kehtigu tingimused 1°, 2° ja 3°. Aval­

dame

/3(g) 4^))},

kus Arvestades tingimusi 1°, 2° Ja 3° on

ilmne, et

3 € Cz ,

millega ongi teoreem tõestatud.

Teoreemidele 1. 4 ja 1. 5 analoogsed teoreemid 

arvjadade puhul on tõestatud Zelleri poolt [2®J, kelle
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tõestusmeetodit on käesolevas kasutatud.

Me salme tarvilikud Ja piisavad tingimused selleks, 

millal Oks suvaline menetlus sisaldab normaalset menet­

lust. Tekib küsimus, millised tingimused on tarvilikud 

Ja piisavad selleks, et need menetlused oleksid kooskõ­

las. Vastuse sellele annab

Teoreem 1. 6. Menetlus J on kooskõlas 

normaalse menetlusega Л pareJ aeti siis, kui Haake teo­
reemi 1. 5 tingimustele 1°* 3° on täidetud tingimused

4° («-0,4,...),

5° (y6Y) •

Tõestus. Et üldse rääkida menetluste kooskö- 

laat, tuleb ilmselt teha eeldus Y=2 , kus € 2 .
Tarvilikkus. Ilmne.
P11savus. Tingimuste 4° Ja 5° täidetus ütleb, 

et menetlus • summeerib kõik need Jadad nulliks, mille 

puhul (gY) 6 seega ka A^^O),
need Jadad elemendiks у , mille puhul A(g) = (9) 

(sile ka 4igš=y )• Teiste sõnadega, tingimu­

sed 4° ja 5° nõuavad menetluste Ja kooskõla 

kõikide seda tüüpi Jadade g puhul, kus (g) kujutab 

endast ruumi Cy põhihulga Jada, s.t. vöi n(y)
; k=oj,...). Kuna aga ruumis cy iga 3 puhul 

-t
=cu 2. "«(Y« - + (y), 

sile silt Järeldub JV normaalsuse tõttu vahetult teo­
reemi väide.
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§ 4. Korezulaarsediakonull-menetlused

Vaadeldes maatriksmenetlusi arv jadade puhul, on 

teada, et erilist osa etendavad nn. konull-menetlused, 

s.t. koonduvust säilitavad menetlused, mille puhul ka­

rakteristika
)

g (4 ) ~ €m ' & eu A-u = 0, 

kus А-(Аи,к) . Ülejäänud menetlusi, mille puhul

j nimetatakse koregulaarseteks (vt. [34]).

Vaadeldavate üldistatud maatriksmenetluste puhul 

on tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et menet­

lus oleks koonduvust säilitav, antud Zeller poolt [31].

Teoreem 1.7. Menetlus А - (Ак,« ) О® 

koonduvust säilitav parajasti siis, kui

Nagu selgub edaspidises, on ka vaadeldavate koondu­

vust säilitavate menetluste puhul vajalik jagamine kaheks 

klassiks: koregulaarseteks ja konull-menetlusteks. See ei 

saa aga toimuda arvjadade juhule analoogse karakteristika 

määramise teel, kuna nüüd rida HA, ei tarvitse ol­
la koonduv. Järgmises paragrahvis anname selle kohta ühe 

eitava näite (vt. näide 4). Seepärast tuleb üldistatud 

maatriksmenetluste uurimisel käia mõnevõrra üldisemat
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ning funktsionaalanalüüsi meetoditele omasemat teed. 

Arvestame asjaolu, et koonduvust säilitava menetluse 
ко rai jadad n(x) Ja (xeX; «-0,4,... )

kuuluvad menetluse summeerimisvälja J .

Me nimetame Koonduvust säilitavat menetlust 
konull-menetluseks, kui ruumis 4 jadade (=c€.X) 

puhul leiab aset hõrk lõikekoonduvus. Vastasel korral 

nimetame menetlust koregulaarseks.

Kasutades pideva lineaarse funktsionaali üldist 

kuju

+P(y)

ruumis Д, , võime anda tarviliku Ja piisava tingimuse 

selleks, et A oleks konull-menetlus. Nõrgaks lõike- 

koonduvuseks jada puhul on ilmselt vaja, et 
n*() “ ->() 

" k=0

koonduks nõrgalt nulliks, kui ^-*00.

Banach andis tarvilikud ja piisavad tingimused 

nõrgake koonduvuseks ruumi a C (koonduvate arvjadade 

ruum) (vt. [1] ptk. IX). Analoogselt sellele võib ka 

antud juhul veenduda, et jada 

galt nulliks ruumis Cy parajasti siis, kui on täide­
tud tingimused:

a) Cin iga n ja iga P puhul;

b p(emy2)=0 iga puhul;

o) Jada /-} on tõkestatud.

. = y} koondub nör-
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Kontrollides neid tingimusi jada (n*(x)) pu- 

hui, näeme, et a) ja o) on täidetud teoreemi 1. 7 tin­

gimuste põhjal» Tingimusest b) saame

ew, cp(e... 5 A^k.x)- €l<4< <p (Ajc - > A^x) - 0.T T 1 И, =4+4 * 1

Seega:

menetlus Д on konull-menetlus parajasti siis, 

kui on täidetud tingimus

(K) Clma, (f (Ax, - ZL A^x,^ - 0

iga x 6 X ja iga p puhul ruumis У .

Selline konull-menetluse definitsioon võimaldab 

teha kaks küllaltki tähtsat järeldust, kasutades Järg­
mist teoreemi (vt. [28]).

Teoreem 1. 8. Olgu R. ja R, Г К-ruumid, 

kusjuures , Kui

g- -- ruumis R, , 

siis ka

g. -- g ruunis R, .

Sellest teoreemist, mille tõestus on täiesti ana­

loogne teoreemi *. 5 [28] tõestusega, Järeldub ilmselt, 

et iga pidev lineaarne funktsionaal ruumis R1 on seda 

ka ruumis . Viimast asjaolu arvestades, kehtivad 

järgmised laused.

Teoreem 1. 9. ükski koregulaarne menetlus 

Л ei saa sisaldada konull-menetlust *>6 .
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Teoreem 1. 10. Kui kahe menetluse summee- 

rimisväljad langevad kokku, sile on need menetlused mõ­

lemad kas koregulaarsed või konull-menetlused.

Arvjadade puhul on vastavad tulemused Zellerl 

poolt (vt. [28]) saadud seosest 

g (3 ) = у (Л), 

mis kehtib Juhul cui 3* 2Л*■

§ 5- Näiteid koreRulaareeteet Ja koaull- 

menetlustest

Selles paragrahvis vaatleme mõningaid näiteid, mil­

le najal selgitame küsimuse, millises seoses on käesole­

vas töös antud konull-menetluse definitsioon ilansky 

omaga [34 ] (näide 1). Samuti näitame, et nõrga lõike- 

koonduvuse nõuet ei saa asendada tugeva lõikekoonduvuse- ♦ 
ga (näide 2). Viimase näitega vastame juba eelmises pa­

ragrahvis tekkinud küsimusele, miks on antud üldisel ju­

hul vaja käia tingimata erinevat teed võrreldes maatriks- 

menetlustega arvjadade puhul.

Näide 1. Olgu X = , kus ftA on ünedi-
mensionaalne kompleksne eukleidiline ruum, ning А^к. 
kompleksarvud. Sel juhul on Wilansky defineerinud menet­
luse karakteristika võrdusega 

= A - .
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kus A = Lew, 2 Ам.к ja А^ ~ А^к (vt. [34]). 
Tingimus fK) annab antud juhul

o.(Zwx,M<\ = ot^(A) =-0 ,

kus = £ = {<1. ••• Л •• 3 ,“ K^O
(«.-OA- • • ).Kuna võrdus <x,^(A)=O peab kehtima ige 06 

puhul, siis on ilmne, et meie poolt antud konull-menet- 

luse definitsioon on kooskõlas Wilansky omaga. Ilmselt 

on siis kooskõlas ka koregulaarsete menetluste definitsi­

oonid.

Illie 2. Olgu menetluse 4 * (Анк) maatriks 

defineeritud järgmiselt:

f 1 , kui /с =w , 
A.«= < ”1 > kui k = k + i ,

l 0 , ülejäänud juhtudel.

Arvutades võime veenduda, et selle menetluse puhul 

^(A)=0. Teiselt poolt saab näidata, et selle menet­

luse summeerimisväljas jada ... ,4. ? puhul ei

leia aset lõik «koonduvus. Seega nõrga lõikekoonduvuse 

nõuet ei saa asendada tugevaga.

N ä i d e 3. Olgu X = У . Sel Juhul võime kõ­

nelda regulaarsetest menetlustest nagu arvjadadegi pu­
hul. Ilmselt siis Aol=jc ja AKx- = ° iga xe X ja 

K=0,1,. . . puhul. Tingimusest (K) saame, et iga re­

gulaarne menetlus on koregulaarne (arv jada de puhul 
g(4) =1 ).
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Näide 4. Olgu X=c ,У=со . Defineerime 

menetluse • - бЛкк.) järgmiselt:

$. e« > к < n (
An„=< _e, — ev ) =

( О , К. >И^ .

Sel Juhul

1° &m A^U. « = Ac* = ^<2.4 , ■r=R^L

ning

А И.К. xe = / . + ^*V e »v 2 e, — , (-) e, ,Kee l<=O V = o

millest

Kas selliselt defineeritud menetlus on koonduvust 

säilitav? Näitame, et ta on seda tõepoolest. Selleks 

veendume, et kui eksisteerib
siis ka Z^)6Cy. Olgu ={5,3 ja = ) kus
Cm = ja €y f v = £ • Seega

Arvutama
. 2A. Ck - 5"2 e, -
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Meid huvitab küsimus, ka» eksisteerib
/CuVWv КЛС e, 7

4^, «.

Kui see peak» eksisteerima, elle valeni

Em 4^ = Aot * Žj A, (*, _ *) , g - ^Xk, 5 € (

(vt. [31]) põhjal

' €im2Ankx, š)e.
Siin aga tekib kohe küsimus, ka» viimati kirjutatud rl*

da üldse koondub?

See osutub siiski koonduvaks reaks» kuna saab näi­
data, et <

cc - ) -o .*c
Meil on teada» et = > kus xec,

millest 

(1)

Tingimus annab

Cevc WAK v / IC-Cl =0

ehk teisiti

(2) ?vl < $ , kui k>N iga v . ihul.

Hinnates vahet IC~C , näeme, et

(3) IC -<l^ IC - ci *IC-CI<£ .

4 () f (1)

Seega tõesti rida on koonduv.
ie

Jääb näidata, et
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" V v

' 7• у
Selleks arvutame vahe .

= žL^:-^-K:*ru»*ž, u:-^^=
y=o V=K-M

=žL(r-^)^
V=o

Siit on Ilmne, et

+2
■9=m.*1

Vaja on niisiis, tõestada, et
ec.. ŽLte- XH^\o,o,... ,o,...V h v = o

Piisab näidata, et

Cul \C-^\ =0.
Viimane aga järeldub seostest (2) ja (3), kuna

(E"-}l/$"-,.1+1š*-Š1.

Seega vaadeldav menetlus on tõepoolest koonduvust 

säilitave Kas ta on koregulaarne või коnull-menetlust 

Kontrollime tingimust (K).
Kuna У = Co , siis

kus 'Ч-^'ПД ja 2L \ dlu,\ < .
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Leiame

A, ‘ (š. ‘ ~
k=o к к=»

= -^ŽL^ *fL (.^-5)^ =
<=0 k=*+1

— { ^" / I • • • I $ / 5++2 š, • • •

ning

(Az-2A2)-2(-5)e,
silt

Ls. u>(Ax -У.А,, j ) =eu. ŽL(-^Wm. +(u2au($.-) —
A. T L 7 • 7 A Ä£^O / • М—*ГМ /• - k.»o u /e‘ ( /. / /

Saadud tulemuseet on ilmne, et vaadeldav menetlus on ko-

regulaarne.

. i e. Tingimus (T)

Käesolevas paragrahvis anname ühe tarviliku tingi- 

muse selleks, et tõkestatud Jadad oleksid hulga Cx kuh- 
j urnis punkt idaks ruumis Л (tingimus (T) ). Selle tingimu- 

ee (T) abil osutub võimalikuks II ptk. lahendada terve 

rida olulisi küsimusi seoses koonduvust sallitavate me*
netlustega.

Me ütleme, et manetlus t=(A,.) kuulub klassi
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S , kui on täidetud järgmine tingimus:

võrdusest eiu cp(Ax A+" = О ig6 xeX 
puhul Järeldub, et P on nullfunktsionaal.

On ilmne, et selliste menetluste hulk moodustab 

teatud koregulaarsete menetluste klassi, mis ei ole tü­

hi, kuna sinna kuuluvad kõik menetlused, mille puhul ri­

da 24, koondub iga xeX korral ning võrdusega 

Px - Ax -A X määratud operaator omab parempooles 

pöördoperaatori. Juhul X=Y on tingimus (T) täide­

tud iga regulaarse menetluse puhul. Kui У-£, n ühe- 

dimensionaalne kompleksne eukleidiline ruum, siis kõik 

koregulaarsed menetlused rahuldavad tingimust (T) , 
seega ta kõik harilike arvjadade puhul tuntud koregulaar­

sed maatriksmenetlused. Järelikult kõik tulemused, mis 
me saame menetluste klassi S kohta, on kehtivad arvja- 

dade puhul.
Tingimust 6^) rahuldavate menetluste jaoks saab 

näidata, et iga tõkestatud Jada ruumis Л* on koondu­

vate Jadade hulga kuhjurnispunktiks. Selle näitamiseks 

vaatleme pidevat lineaarset funktsionaali ruumis Л

(g) * P(y/ •
Uurime eraldi liiget

2 срц. (y.) = 2 A. , )

ning selgitame, millisel Juhul võib viimases avaldises 

muuta summeerimis järjekorda. Kuna meil on tegu koondu- 

vust säilitavate menetlustega, siis teoreemi 1. 7 tin- 
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gimuse 3° põhjal Iga pideva lineaarse funktsionaal 9 
pudul ruumis У

129A.EI< u,cu1'

Hakendades mõttekäiku, mida kasutasime pideva li- 

neaaree funktsionaali 9m() normi leidmisel (vt. 

lk. 11) saame, et
(h = o,

iga pideva lineaarse funktsionaali 9 puhul ruumis У . 

Viimast asjaolu arvestades võime öelda, et rida

on absoluutselt koonduv iga tõkestatudиГ 1 «<
jada puhul. Seega tõkestatud Jadade korral

2 <P>v (QA.k.) (.A.«*, •
Kui tähistame

siis

Arvestades viimast võrdust, on lihtne veenduda, 

et tingimust (T) täitvate menetluste puhul iga tõkes­

tatud Jada on koonduvate jadade hulga kuhjumispunktiks 

ruumis А ♦ Selle tõestamiseks piisab näidata, et iga 

pidev lineaarne funktsionaal ruumis JC , mis saab nul­

liks koonduvate Jadade hulgal, saab seda ka kõigi ruumi 
A kuuluvate tõkestatud Jadade puhul.

Tõepoolest, olgu
A(g)=0 Iga ^€CX korral.
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Valides jada n*(«c) n(x) — 22. , arvutanic

e,u P(n:()) = € 22 + em P (A X - A,2) "

millest tingimuse (T) põhjal (p on nullfunktsionaal. 

Kui valime jada g={0c,3, kus

_ 49n9a(x)-« , km / 

LO к. >ил, z

siis tingimusest /(^)-0 nähtub, et kõik funktsionaa- 

lid 9« («=0,4,.) on nullrunktsionaalid. Sellest jä­

reldubki, et

F(gg)=0 iga € и<ьхПЛ* puhul,

kui vaid

= ° iga gge Cx korral

S ä i d e$ Vaatleme eelmise paragrahvi näites 4 

toodud menetlust, mis osutus koregulaarseks menetluseks. 

Kes selline menetlus täidab ka tingimust (T) ? Kontrol­

lime, kas võrdusest

€cm <p(Ax, — «ŽLA^at^O (xec)

järeldub, et (p on nullfunktsionaal.

Antud juhul saame sellest tingimusest, et võrdu­
sest 

peab järelduma cl^=O (^-=0,4,... ) . silt on ilmne, et 

vaadeldav menetlus ei rahulda tingimust (T) .



II K0ONDUVUSP SXILITAVAAI

MDIEILUSIE OMADUSI

S !• Menetluste kooskõla

Käesolevas paragrahvis vaatleme mõningaid üldis­

tatud maatriksmenetluste kooskõlaga seotud küsimusi. 

Tõestatavad teoreemid on üldistusteks vastavatele Zel- 

lerl tulemustele [28]♦

Teoreem 8. 1. Kui menetlus A on kore- 

gulaarne ja Я konullmenetlus t siia ei leidu menetlust 

, mis oleks kooskõlas menetlusega Я ning mille pu­

hul

Tõestus. Kui "-JC, siis teoreemi 1. 10 

põhjal on menetlus A koregulaarne .

Teiselt poolt, arvestades, et Я on kooskõlas me­
netlusega A (ilmselt kehtib vahekord Л*С Я* У 
peab

Cc4W 2" D,„x ~ 2 B..x (^=0,4,... )
• K=t-H "1 k =

ehk teisiti w
Dx - 2, Dkx = bx - ŽL (г = о,4,.

K=o k-=o
sitt on aga ilane, et kui tingimus (K) on taidetud ae- 
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netluse <й korral, siis ka J puhul, kust J on konull- 

-menetlus. Salme vastuolu, mis tõestabki antud teoreemi.

teoreem 8. a. a) Olgu jada Л* hulga 

c, puutepunktiks ruumis 4" . Menetlus ^0 olgu mittenör- 

gem menetlusest t ja kehtigu seosed

Gwe Ž13c - Cn. 2, 
(4) * " 1 

&m Awk x ” Cn B ni 3d

iga xe X korral. Meil tingimusil 2/go3 =4/g3.
. b) Kui jada go ei ole hulga puutepunktiks me­

netluse -4 summeerimisväljas <A/ , siis vastavalt igale 

elemendile 6 У leidub menetlus А , mis on mittenör- 

gem menetlusest А , rahuldab tingimusi (1) ning summee­

rib jada go summaks , s.t. /go}=Yo •

Tõestus. s) Tingimuste (1) põhjal

/g3 igagecx puhul.

Kuna on hulga Cx puutepunkt, siis leidub jada 

(^=of 1,..^, nii et

a *
Et aga

siis ilmselt

kuna maatriksmenetlusega defineeritud summa kujutab en­

dast pidevat lineaarset operaatorit.
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b ) Kui . ei ole hulga puutepunkt ruumis 

Д*» sile Banach-Hahni teoreemi järelduse põhjal lei­

dub selline pidev lineaarne funktsionaal, et

( 1 z kui g ‘

Seosest

nähtub, et leidub pidev lineaarne operaator F ruumist
4" ruumi У , nii et kui j

Näitame, et leidub menetlus 3 =(Bn )/ mille 
puhul

= {g iga geA korral ><

poolest,

Rg)=u2A.x, +(y,-A{g/)[y(*+)+4(y-)+4(y/1=

— A.. , + ~Д{ 1^°^) &• 2 C.k (€,) —

- €civu 21 acu ,K=o

kua

^«vk. — Y + Y А ок ■*" A1 к. + • • • + + A AK

ja

B.„ = A.k + (x).
Teoreem 2.3. Olgu Л € $ ja € m„n4.
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Kui menetlus A on mitte nõrgem menetlusest Л ning 

on temaga kooskõlas koonduvate jadade hulgal, alla

röestus. Kuna , siia Ige jada hui- 

gast myn4* on koonduvate jadade hulga puutepunktiks 

ruumis (vt. I ptk. 8 6). Seega Jada puhul on 

täidetud teoreemi 2. 2 a) tingimused ning me saame 

teoreemi 2. 3 välte järeldusena teoreemist 2. 2
Saadud teoreem on üldistus Mazur-Urllsz*1 poolt 

antud teoreemile menetluste kooskõla kohta tõkestatud 

Jadade puhul (vt. teoreem 2 [19], teoreem 6 [1б] või 

teoreem 6. 4 [28])* " ••

§ 2. Menetlusteperfektsus

Menetlust Jt nimetatakse perfektseks, kui ta on 

kooskõlas kõigi temast mittenörgemate menetlustega J 
( , eeldusel, et kooskõla leiab aset hulgal

£ = (x€X;k=0,1,. ). Teoreemi . 

põhjal võime välta, et menetlus 4 on perfektne para­

jasti siis, kui £ moodustab põhihulga ruumis
Arvjadade puhul annab Mazur-Banachi teoreem [1] 

tarviliku Ja piisava tingimuse pööratava menetluse per­
fektsuseks. Käesolevas üldistame selle teoreemi tingimust 
(T) täitvatele menetlustele, tõestades teoreemi 

MacPhail’i [15] poolt kasutatud meetodiga.
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Т е о г е е п Я. 4. Pööratav nenetlus A€ 4 on 

perfektne purajasti siis, kui tingimustest

2Z II (f^n< oo ,

p <Pk,A>vk a (^eXjK = 0,4,...)
tv 1

järeldub, et (p. (^=0.1,--) on nullfunktsionaal.

Tõestus* Menetlusi, mille puhul on täide­
tud käesoleva teoreemi tingimused, nimetatakse M-tuu- 

pi menetlusteks. Meil on vaja näidata, et pööratav menet­
lus on Af-taüpi parajasti olla, kui hulk E wr 

dustab pönihulga ruumis Л*» Viimane nõue on ilmselt ek­
vivalentne nõudega, et iga pidev lineaarne funktsionaal 
Me saab nulliks hulgal £ , saab aeda ka kogu ruumis- 

».t. tingimuatest

tpA^x У, (p.Ank= О ("=0,4 / • • ) >

(рАос +2, <р^УАк,1<ое = О

peab järelduma, et (p ja (u(n=0,4,) on nullfunktsio- 

naalid.

Kerge on näha, et viimane nõue on ekvivalentne meie 
*

teoreemi nõudega. Tõepoolest, summeerides viimati kirju­
tatud tingimustest teist k järgi («. = 0,4, • - , , la­
hutades kolmandast ning minnes piirile (к,-♦ oo ) aaame.
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et tingimustest

2Z 11<рл<оо

(рАкЛ + 2- <P>vAh.<3c=0 (k.=0,4)... ) ,

peab järelduma, et <f ja .(n=0,1, J on nullfunktsio- 
♦ 

naalid.
Kuna Ae!, siis tingimuse (T) põhjal (P on null* 

funk ts lõua ai ning seega on saadud tingimused ekvivalent­

sed teoreemi tingimustega. Viimane asjaolu tõestabki 

teoreemi.

Kui meil on tegu konull-menetlustega, siis võime 

ka nonde puhul saada analoogse teoreemi, arvestades as­

jaolu, et konull-menetluse puhul jada 41/(jc) on null- 

jadade hulga puutepunktiks ruumis Л*. Seega perfektse 

konull-menetluse summeerimisväljas peavad jadad 1,(x) 
(xceX; ) moodustama pöhihulga, s.t. kui pidev

lineaarne funktsionaal on null hulgal E ' • }
(xX; ю=О,л1...)/ siis ka kogu ruumis ". .

tingimustest '
2’ Ip.ll <oo , 

pA^ = О C«-=o,/i>... )

peab järelduma, et <f > ^»o,a,_.) on nullrunztsio-

naalid. Eelpoolöeldut võime kokku võtta järgmiseks teo­
reemiks. ■
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Teoreem 2. 5. Pööratav konull-menetlus Л 
on perfektne parajasti siis, kui tingimustest

£Л<рЛ<ь° >

У1, C.A.R=0 («=о,1,...,
k=-1

järeldub, et .. ) on nullfunktsionaalid.

ä 2k tõkestamata jada olemasolu 

summeerimisvälias

Konull-menetluse definitsioonist on ilmne, et Ja­

da 4v(a) on hulga puutepunktiks ruumis Jt* • Ku­

na aga selline olukord ei leia aset ruumis mx , elle ei 

eaa kehtida vahekord m,xD JC , millest järeldub

Teoreem 2. 6. Iga konull-menetlus summee­

rib tõkestamata jada.

Koregulaarsete menetluste puhul Ilmselt selline teo­

reem ei kehti, kuna näiteks koonduvusmenetlus (regulaarne) 

summeerib vald koondavaid jadasid. Siin osutub olukord 

hoopiski komplitseeritumaks. Tõestame selles suunas mõned 

teoreemid, kust eriJuhtudena saame arvjadade puhul tuntud 
tulemused.

Teoreem 2. 7. Kui nullJadade hulgal regu­
laarne menetlus A summeerib mingi tõkestatud hajuva ja-
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da nulliks, alls bummeerib ta ka tökentamate jade.

T o e s t u e» Vaat lew Jade g 101keid
- ,^,0,... 3 )

ning näitamne, et Jada g puhul leiab aset nõrk lõike- 

koonduvus ruumis 4" .
Kuma g€ Ao ) alis l^ra .

va linesarse funktsionasli puhul ruumis A*

= 2 +24 (5L Ank »«.).

Arvestades menetluseregulaarsust nulljadade puhul 

({-g,3=0), leiame

A(g)- .(*,)+
Heil tuleb näidata, et

Sete et Jada g puhul leiab aset nõrk lõikekoonduvus. 

Oa Ilmne, et selleks on tarvilik ja piisav Jada 

nörk koonduvus Jadaks 79 ruumis , kus

ja 2 =X.« 4nk 3, . Viimane olukord g - 

kehtib parajasti elle, kui

X.k ) €m 4 ( 2 Xe^, ) = 4 Ak,K Xk. ) . ' , Кг ... 

iga (P VMhul ruumis У ;

e) jada on tõkestatud.

(vt. tingimused a) ja e) I ptk. j <).

Tingimus d) on antud juhul täidetud, sest iga 
gei* puhul isegi
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Сс<ЛЛ/ 1 А „xu Ž-* Ау^и. • 
/X, к=о

Ka tinginus е) on täidetud, sest jada g oa 

tõkestatud, s.t. 4^ Ц^11 = M<, ja teoreemi 1. 7 põh­

jal
IŽ,A^^UM ^A = OJZ... ), 

<C=o 

millest
|•A.„R,I=M,2A.K,<M,M 1^=од... ).

Seega Jada g puhul leiab aset nörk lõikekoondu- 

vus, millest Järeldub, et Jadaon hulga puute- 
punktiks ruumis X* • Kuna ta aga aeda oi ole ruumis «x 

siis ilmselt ei saa kehtida vahekord m,x D A (vt. 

teoreem 1. 8). Sellest aga Järeldubki, et ruumis AT 
peab leiduma tõkestamata Jada.

Tõestatud teoreemist saame Järeldustena veel kaks 

samasuunalist teoreemi.

Teoreem 2. 8. Kui nulljadade puhul regu­

laarne menetlus summeerib samaks summaks ühe koonduva 

ja ühe tõkestatud hajuva Jada, siis see menetlus summee­

rib ka tõkestamata jada.

Teoreem 2. 9. Kui regulaarne menetlus sum­

meerib vaid tõkestatud Jadasid, siis ainult koondavaid.

Arvjadade puhul on teoreemile 2. 9 analoogne teo­
reem tõestatud mistahes koregulaarse menetluse puhul 
(vt. [28 , 32 , 19] ). Antud üldistatud menetluste ju­

hul aga ei ole vastavat teoreemi õnnestunud saada. Seda
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võib aga saada nende menetluste puhul, kus on täidetud 

tingimus (T)

Teoreem 2. 10» Kui koregulaarne menetlus 

Л € 9 summeerib vald tõkestatud jadasid, elle ainult 

koonduvaId.

Tõestus. Summeerigu menetlus • Jada 

g € mx (^1 € Cx). lagu nägime I ptk. 5 6, peab Jada g, 
sel Juhul olema hulga Cx puutepunkt ruumis Л* . Kuna 

aga Cx on kinnine ruumis игх , elle ei saa kehtida 

vahekord mx D " (vt. teoreem 1. 8), mistõttu peab 

leiduma g,€ Л*, nii et € АПХ .

I ptk. § 6 tehtud märkuste põhjal saame äsjatões- 

tatud teoreemist järeldustena eelmise teoreemi kui ka 

teoreemi 7. 1 [28].

§ 4. Tökestatudhajuvatejadade

summeerimine

Eelmises paragrahvis nägime, et kui koonduvust 

säilitav menetlus summeerib hajuvaid jadasid, siis - ees 

kätt tõkestamata Jadasid. Tekib küsimus, millistel tingi­

mustel menetlus summeerib tõkestatud hajuvaid Jadasid.

Saab näidata, et ükski koregulaarne menetlus ei 

saa summeerida kõiki tõkestatud jadasid. See Järeldub 

tingimusist, mis on tarvilikud Ja piisavad selleks, et
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maatriks Л=(Ак.^ teisendaks ruumi *wx ruumi Cy (vt. 

[6 , 14]). Tõepoolest, kuna sel Juhul peab oleme täi­

detud tingimus
cw. II 2 (A.2 -A, ) x II = 
tv k-o

(Ühtlaselt A suhtes), siis
(in. • A.. ac = 2, Ак,эс , h к <

millest г
to (Ax -2L*v ' k=o <

Iga x€X ja iga cp puhul ruumis У , s.t. menetlus 

A on konull-menetlus.

Viimati tõest atu annab meile erijuhuna Steinhausi 

teoreemi (vt. [2ö] või [?]).

Hüüd tekib küsimus, millistel tingimustel koregu- 

laame menetlus üldse summeerib tõkestatud hajuvaid ja­

dasid? Arvjadade puhul annab sellele küsimusele vastu- 

ee Uilansky Ja Zelleri poolt tõestatud teoreem (vt. [35]). 

Käesolevas üldistame selle teoreemi juhule, kus meil on 

tegu menetlustega, mis täidavad tingimust (T)

teoreem 2. 11. Kui € , siis on järg­

mised tingimused ekvivalentsed:

(a) Cx on kinnine ruumis J" ;
(b) J ei summeeri tõkestatud hajuvat jada.

tõestus. Kasutame fakti, et kui Cx ei ole 
kinnine ruumis Л* » siis topoloogia

(I) IM= yh1x.lO II
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on rangelt tugevam topoloogiast

fo(g)= / ® 2, A- ii 1
(II) aNA- «.I (*-01-),

(g) = /

s.t. leidub Jada, mis on koonduv topoloogia (II) Järgi, 

kuld ei ole koonduv topoloogia (I) Järgi.

(a) -> (6) . Oletame, et on kinnine ruumis A . 
Sellest järeldub, et A on koregulaarne, kuna konull- 

menetluse puhul oleks Jada null jadade hulga

puutepunktiks ruumis A . Hulga kinnisuse tõttu 

peaks selline olukord aset leidma ka topoloogia (I) Jär­

gi (eel juhul topoloogiad on samaväärsed), mis aga ilm­
selt selt ei ole Õlge.

Kui €$, siis Iga tõkestatud jada ruumis Л* 
on hulga Cx kuhjumispunktiks, mistõttu peab kehtib 

vahekord •

Cx c n^x 04* G C, , AA A /

millest Cx kinnisuse tõttu Cx s.t. menetlus

ei summeeri tõkestatud hajuvat Jada.

M -* fcj. Eeldame vastupidist, s.t. et Cv ai z Ä
ole kinnine ruumis Л* . Siis leidub Jada /yg,3 (g,e Cx), 
nil et

g-g (*-00),

kus ^6CX . Kui 6 , siis Ilmselt (6)-*Qi),
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Seepärast võime eeldada, et g 6 Г\А* • Sel j uh i. 
on tõestus analoogne teoreemi 3. 1 [21] tõestusele, mil­

le juures me käesolevas ei peatu. Seda tõestusmeetodit 

kasutame III ptk. § 8, kus tõestame kaks lemmet. Tuleb 

märkida, et teoreemi 3. 1 [21] tõestus annab rohkem, 

kui on väljendatud teoreemi sõnastusega. Nimelt, 

kui PK -rummis R tõkestamata jada g osutub 

koonduvate Jadade hulga kuhjumipunktiks, siis leidub 

ruumis R ka tõkestatud hajuv jada

Teoreemi 2.11 tõestuse põhjal võime teha kaks kül­

laltki huvitavat järeldust.

Järeldus 2. 12. Iga konull-menetlus sum­

meerib ka tõkestatud hajuva jada.

Järeldus 2. 13. Kui perfektne menetlus 

Ae! summeerib mittekoonduvaia Jadasid, siis summeerib 

ta nil tõkestatud kui ka tõkestamata hajuvaid Jadasid.



III SUMMEERIMISMENETLUSTE

ULDINE kXsitlüs

§ 1. Menetlusedefinitsioon

Käesolevas vaatleme Sikorski fa] poolt antud summee- 

rimismenetluse definitsiooni, millelt eri juhtudena saame 

maatriksmenetluse (arv jadade puhul)» funktsionaalse menet­

luse (vt. [Зб]) ning integraalmenetluse (vt. kasvõi [29]).

Olgu No ja %0 mingid reaalarvude kompaktsed hul­

gad, h/<> ja vo vaetavalt nende kuh j urnis punkt Id (s.t. mit­

te isoleeritud punktid). Tähistame

N — Nо ~ 3)

N=7,-{v,?

Eeldame veel, et /Vo kujutab endast meetrilist ruumi, mil 

les vaatleme hulki

Olgu 3 mingi fikseeritud F -ruum, milles igale 

arvule yell on vastavusse seatud mingi ruumi 3 pidev 
lineaarne kujutis 9, iseendasse
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Operaatorid $, rahuldagu tingimusi:

(a) =3 ruumis £;v-* v0
( ъ) 9, 9, = 9,(.0) , s.t. (x,), ~ Zm:n(v.v).

Maal eeldame, et igale punktile *v € N vastab 

mingi lineaarne (pidevus pole oluline) funktsionaal A. , 

mis on määratud ruumis K , kus 3 koosneb kõigist ele- 

mantidest , mille puhul xe 3 Ja v e 7 , Funktsio- 

naalide kohta eeldame, et nad rahuldavad Järgmisi tingi­

musi :

(o) iga fikseeritud puhul on ef*-(<*),
kui muutujate hja v funktsioon, pidev ruu­

mis N«7. /

(d) fikseeritud ja puhul on lineaarne
funktsionaal f-v (määratud ruunis K ) pidev.

Iga sellist süsteemi 

mis rahuldab eelpool nimetatud tingimusi, nimetatakse sum- 

meerimismenetluseks. Edaspidises uurimegi lähemalt selli­

seid summeerimismenetlusi, mistõttu eeldame, et kõik ülal­

mainitud tingimused on täidetud. Summeerimismenetluse J 
puhul nimetatakse elemendi ae -summaks lõplikku piirväär­
tust

(лил> (ZtMv A.. ~ f(xc) •n-ho y-Vo

Järgnevas vaatleme mõningaid näiteid, kus ruumiks Z 

on mingi Jada- või siis funktsionaalruum. Sel viisil saame­
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gi, määrates sobivalt ka funktsionaalid , Juba tuutud 

summeerimismenetlused.

liida 1. Olgu £ = d (kõikide arvjadade ruum), 
N ja II kõikide naturaalarvude hulgad ( - vo * o0 ).
Operaator $, olgu defineeritud järgmiselt

-CV = §()= , . . . , ^ДО .-З , 5C=^k^,

ning funktsionaalid

(v) ” 2 ^U.« $« J

kus on lõpmatu maatriks.

Sel viisil saame nn. jada*jada teisenduse kujul an­

tud maatriksmenetluse.

Näide 2. Kui tahame saada jada-rida teisendu­

sega antud menetlust, siis hulgad N ja 2 defineerime 

nagu eelmises näites, samuti ka operaatorid , ainult

vastavate funktsionaalide puhul
-£*§' .

kus ^'«) on lõpmatu maatriks.

Välde 3. Olgu K , JI , vo ja nagu esime­

ses näites. Hulgaks N võtame mingi reaaltelje pool-lõigu 

[mo,ho) ( % on kas lõplik või lõpmatu) ning funktsionaa- 

Iideks

kus YQ«(n)} on selline hulgal А/ määratud funktsiooni­
de jada, et on täidetud tingimus 60 . Saame Mlodarski 
[36 , 37] poolt vaadeldud funktsionaalse menetluse.
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Wilde 4. Olgu ЭС kõikide funktsioonide

ruum, mis on määratud vabeni kus £0, oo) ja on Lebesgue*! 

mõttes integreeruvad igal lõplikul lõigul [o,6] « Selli- 

ae ruum on F -ruum (vt. [s9] ) • Olgu N - 7 = Г0, oo )
ning h/o=^o=OO • Siin

, - T (/] - J 3 (4) )
•y — •V (v / — < 

( 0 , ,

ning •
/v^J - f

О

kus on tingimusi (<^) je M rahuldav funktsioon.

Seega seame integraalmenetluse .

8 2.

Refereerime siin Sikorski [в] tulemuse selle kohta, 

et kõigi nende elementide hulk, mis on summeeruvad

menetlusega 4 , on teatav F-ruum. Elemendi x Л-sw 
maeruvus tähendab, et peab eksisteerima lõplik plirvüär- 

tus
Д'ж/ &m Д, (sc^) = A(x) .
A->ho v~*vo

Kõigepealt määrame nende punktide хе Ж hulga 3C°( 
mille puhul koondub peaaegu ühtlaselt (s.t. üht­
laselt igal hulga /V kompaktsel alamhulgal), kui v-*vo. 
Selline hulk osutub F-ruumiks kõigi E <vaaslnormidega ning 
kvaasinormidega:
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llxllu aq I f~(*y) I
К, e Nn

Tingimuse (6 ) põhjal ЭС* kuulub ruumi 3° . Vöt- 

tes A.(x) &n Pn Cx-»), laiendame A- definitaiooni 

kogu ruumile E°.
Menetluse Л summeerimisväli Л on lineaarne 

ruum kõikidest sellistest punktidest x € 3° , mille pu- 

hui eksisteerib Re KC^) • Kuum 4" osutub F-tuu

miks kõigi Ж kvaasi normidega ning kvaasinormiga

II X lo = (x) 1 •

Eelnevatest märkustest saab Järeldada, et /н-6т) 

(Ige n € N puhul) Ja ^(x) osutuvad pidevaiks lineaar­
seteks funktsionaalideks ruumis " .

Buumi 4" meetrikast Järeldub vahetult, arvestades 
Vanuri Ja Orlicz’i poolt arendatud teooriat [18],

Teoreem 3.1. Iga pidev lineaarne funktsio- 

naalruumis JL avaldub kujul

<pC^ = F(oc) + ,

kus F() on pidev lineaarne funktsionaal ruumis Ja 

C(n) loendavalt aditiivne funktsioon kõigil hulga N o
Borell alamhulkade klassil.

Olgu Jt kõigi nende хеЛ* hulk, mille puhul on täi­

detud tingimused :

1° P(xv)=km.M(xv) eksisteerib iga veN puhul; 

iw f(xv) eksisteerib;
3° nut I <o° . 

N
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Hendest tingimustest Järeldub (vt. [8])

Teoreem 3. 8. Kuion pidev lineaarne 

funktsionaal ruumis Л ning осе Л , eile

§ 3. Koregulaarsed ja kõnnil-menetlused

Käesolevas paragrahvis Üldistame mõisted "koregu- 

laarne" ja "konull" menetlusele
4=[R,/1,v,N,h,,{9,},{4.1)

Üldistuse teeme selliselt, et arv Jadade puhul tuntud tu­

lemused oleks võimalik saada erijuhtudena üldisest teoo­

riast.

Olgu ruumis kinnine alamruum . Siin eelda­

me, et ruum on samuti F-ruum. Sel juhul koonduvusest 
ruumis Järeldub koonduvus ruumis 3 (vt. [29]). Eel­

dame veel, et ruum sisaldab hulga X' (vt. lk. 44), 

millest täiellkustarniee teel moodustame ruumi E, kinnise 

alamruumi Jo . Olgu siinjuures Xo + (hulgateoreeti- 

Ilses mõttes). Niisiis saame ruumid ja 3 , mille
puhul kehtib vahekord

K,c&,c, 
kusjuures ikka koonduvusest kitsamas ruumis Järeldub koon 
duvus laiemas ruumis, $.t. ruumid 3,ja moodusta­
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vad teatud F -süsteemi. Lineaarse ruumi Ж poolt noo* 

dustatud F -süsteemiks nimetatakse ruumi K lineaar­

sete alamruumide E, hulka, mille puhul on täidetud tin­

gi mused:

(ос ) Ek on F-ruum;

(B ) kui 3LX~> ОС ruumis E , siis к n i ii e 

(vt. [eü]).

Edasi vaatleme selliseid menetlusi 4 , mille pu­

hul D,. Seega ka ruumid Äo , 3, , A jaE , 

mille puhul kehtib vahekord

moodustavad samuti F-süsteemi.

Arvjadade puhul on tehtud eeldused kõlk täidetud, 

kui võtame J£o - Co / ; ning vaat
leme koonduvus t säilitavaid menetlusi, millisel Juhul
sA/ = m ЛА .

Nimetame nüüd menetlust A ruumi 3, suh­
tes koregulaarseks, kui ruumis J, lei­

dub element x* , mille puhul ei koondu nõrgalt punk­

tiks x* ruumis 4" . Teoreemist 3. 2 saame tarviliku 

ja piisava tingimuse menetluse A koregulaarsuseks ruu­
mi 3, suhtes.

Definitsioon 3.3. Menetlus A on ko- 
regulaarne ruumi suhtes parajasti siis, kui ruumis E, 

leidub selline element Ot* , mille puhul
A(«*) + en P(x; ) •

Kõik ülejäänud menetlused, mille puhul А Э nimetame 
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konull»ienetlu8teki ruumi, 

suhtes. Ka siin saame analoogse tarviliku Ja pii* 

в ava tingimuse.

Definitsioon 3. 4. Menetlus A on 
кonull-menetlus ruumi 3, suhtes parajasti siis» kui 

()=€(,) iga puhul.

Selline menetluste Jaotus lubab kohe teha kaks kül­

laltki huvitavat järeldust, kui arvestame Sikorski tule­

must IX [e]t mis väidab, et kui D A sile A* sama- 

suskujutus ruumis ” on pidev.

Teoreem 3. 5. Ükski ruumi , suhtes ko- 

regulaarne menetlus ei saa sisaldada ruumi 3 suhtes ко- 

null-menetlust.

Teoreem 3. 6. Kui kahe menetluse summeeri- 
mis valjad langevad kokku, siis on nad mõlemad ruumi , 

suhtes kas koregulaarsed või konull-menetlused.

6 <• Menetluste.võimsus

Selles paragrahvis püüame iseloomustada vaadeldavaid 

summeerimismenetlusi nende poolt summeeri tava te elementide 

x€ kaudu. Selleks valime ruumi N sellise kinnise 
alamruumi 2 , et •E, kuuluks 3 poolt moodustatud 

P-aüsteemi, kusjuures 3£tc3t^c3e ning (huige-
teoreetilises mõttes). Vaatleme seejuures Jällegi me-
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netlusi, mille puhul ^СЛ ruumi suhtes kae 
koregulaarseid või ella konull-menetlusi). Ruumi E, auh* 

tea konull-menetluse definitsioon annab vahetult järgmise 

tulemuse, mis konkreetsetel Juhtudel osutub küllaltki hu­

vitavaks.

Teoreem 3. V. Kuumi auh tea konull-me- 

netlus summeerib elemendi väljaspool ruumi 3, .
Tõepoolest, kuna konull-menetluse definitsioonist 

Järeldub, et iga element ruumis on hulga kuhjumis- 

punktiks ruumis Л* , mis aga ei ole õige ruumi E, topo­
loogia mõttes, siis saamegi kohe vastava välte.

Vastuse leidmine küsimusele, millal ruumi suh­

tes koregulaarne menetlus summeerib elemendi väljaspool 
ruumi , , osutub aga hoopiski raskemaks. Teatud vastuse 

selles suunas annab

Teoreem 3, 8. Kui menetluse summeerimisväl- 

jae 4" iga element hulgast ПЛ* osutub hulga kuhju- 

mispunktiks, sile kas menetlus summeerib vald hulga 

elemente või siis summeerib ka elemendi väljaspool ruumi E.

Tõepoolest, olgu x° € ^/1^*, kus °E3, • Sel Juhul 
x° on hulga kuhjumispunkt ruumi topoloogia mõttes, 

kuid ei ole seda E, topoloogia mõttes. Järelikult peab lei­

duma element selliselt, et mis töestabki
teoreemi.

Kui ruum on selline, et Jl = , вцв

võib anda teoreemi 3. 8 Järgmisel mõnevõrra lihtsamal ku­
jul.
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Teoreem Зе 9. Kui ruumi E, suhtes koregu- 
laa rae menetlus, kus =E/", summeerib elemendi vül- 

j ae pool ruumi %, t elle ka väljaspoolt ruumi J, .

T 3 e ■ t u a. Olgu = kuld х^ЭС,.
Sel Juhul on x° hulga X, kuhjumispunkt ruumis J* . Tõe­

poolest, menetluse koregulaarsuse tõttu leidub 3,, 

mille puhul nf(x;). Sikorski tulemuse põhjal

(vt. [e] Vill) iga ot^A puhul

(x -Ax*)v H- Ax* — - x

ruumis 4" . Sellest järeldub, et iga pidev lineaarne 
funktsionaal, mis on võrdne nulliga hulgal E, (iga 

on aeda ka hulgal. Seega tõesti iga • punkt * 

järelikult ka punkt * on hulga kuli j urnis punkt ruu­

mis Л . Kuna aga selline olukord ei leia aset ruumis E, , 
siis peabki leiduma element xVA , kus x* < 3, •

Eelnevatest tulemustest nähtub, et ruumi Ж1 suhtes 

koregulaarne menetlus summeerib esmajärjekorras elemendi 

väljaspool ruumi K, , kui ta üldse summeerib elemente 

peale ruumi 3, omade. Millal ta summeerib aga elemendi 
ruumist 3^ ? Järgneva teoreemiga anname sellele küsimuse­

le osalise vastuse. Konkreetsetel juhtudel saame sealt tar­
viliku ja piisava tulemuse selleks, millal menetlus

JL = U.n,^,N,^ol {9,/,1A.31 
summeerib elemendi ruumist K, , nagu selgub järgnevates 

paragrahvides. See teoreem sisaldab erijuhuna osa Wilansky 

ja helleri teoreemist (vt. [35] ), samuti ka osa vaatavast
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Orlloz’i poolt tõestatud teoreemist (vt. [22]).

Teoreem 3» 10» Kui Л; nin 3,
on kinnine ruumis A* , siia menetlus J ei summeeri 

sellist elementi x°€ , mille puhul

Arvestades Sikorski tulemust, mida kasutasime ka 

eelneva teoreemi puhul, võime öelda, et iga element hul­

gast Х^Г\А* on K, kuhjumispunktiks. Seetõttu 

Х.с^^Гс K, , 

millest hulga C, kinnisuse tõttu Saadud võr­

dus tõestabki teoreemi*

Äsjatõestatud teoreemi puhul on huvitav märkida, et 

siin peab tingimata menetlus A olema ruumi , suhtes 

koregulaarne. Tõepoolest, konull -menetluse puhul iga J, 
element osutub hulga Xb kuhjumispunktiks ruunis JC . 
Kuna aga G, kinnisuse tõttu 4 ja topoloogiad oa 

samaväärsed, siis peaks selline olukord aset leidma ka 
ruumis I, , mis aga ilmselt ei ole õige.

§ 5. Menetlustekoosköla

Ülalmärgitud menetluste kooskõla küsimusi käsitles 

juba Sikorski [в]. Vaadeldes kaht menetlust
A = V%,U^,N,
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andis ta kaka järgmist teoreemi.

Teoreem 3. 11. Olgu xe Л ning A(xc) = 

- /М' Kui on mitte nõrgem menetlusest 4 ning

/fav) = (veT),s11s A(«)=g(x).

Teoreem 3. 12, Eksisteerigu selline element 

ос* € Л, f et A(c*) • Kui 3 on if.it te w.;
gem menetlusest 4 ja q A(v) = iw 9 ) /

, A(**) g(x*) ' ^i^ £(x)-962).

Käesolevas paragrahvis üldistame mõningad maatriks* 

menetluste kooskõla kohta käivad teoreemid arvjadade juhult 

vaadeldavale üldisele juhule.

Teoreem 3. 13. Kui Л~[ ,{4..2]
on koregulaarne ning 8 N no, {9,3 , {h,}]

konull-menetlus ruumi X, suhtes, siis ei leidu menetlust

, ОТ, \)o , Mо / {9, I / , mis oleks koosk

lae menetlusega • ning mille puhul Л* - ”.

Tõestus. Teoreemi 3. 6 põhjal järeldub tin­

gimusest Л* ~ , et menetlus J on koregulaarne ruumi
, suhtes.

Teiselt poolt, kuna on nõutud menetluste J ja • 

kooskõla, siis iga хб Л* puhul (on ju ilmne,
et </3*C<S*) ning A(«v)=9(«v), sest hulk kuulub ige 

menetluse Л , , • sunmeerimisvälja. Silt aga järel­
dub, et kui

A(«) ~ 0o iga xe K, puhul
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alls ka

9(*) = €n 9(%v) Iga зс€ puhul 

millest näntub, et menetlus on konull-menetlus ruumi 

$, suhtes. Viimane tulemus on aga vastuolus eelpool saa 

duga, milline asjaolu tõestabki teoreemi.

Arvestades asjaolu, et kui A D4 , alls elemendi x 

J-summa kujutab endast pidevat lineaarset funktsionaali 

ruumis 4* (vt. X [8]), võib lihtsalt üle kanda antud ül­

disele juhule ka maatriksmenetluste puhul tuntud perfekt­

suse mõiste ning ka mõningad tulemused perfektsete menet­

luste kohta. Nimetame ka siin menetlust perfektseks, kui 

ta on kooskõlas kõigi temast mittenörgemate menetlustega, 

eeldades, et kooskõla leiab aset teatud hulgal £ . hui 

vaatleme ruumi J, suhtes koregulaarseid ja konull-me- 
netlusi, sile valime £ = 3, . Ilmselt kehtivad siis Järg­

mised tulemused.

Teoreem 3. 14. Ruumi suhtes koregulaar- 

ne menetlus on perfektne parajasti siis, kui moodus­
tab põhihulga ruumi в А*.

See tulemus on üldistuseks teoreemile 6. 4 [e?].

Teoreem 3. 18. Buumi suhtes konull- 

-menetlus on perfektne parajasti siis, kui Ao moodustab 
põhihulga ruumis A .
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S 6- Rakendusiadaruumide puhul

Käesoleva* vaatleme summeerimismenetlusi

= mis on määratud teatud

jadateisendusega. Sila rühma kuuluvad sellised üldtuntud 

teisendused nagu jada-jada, jada* rida ning jada-funktsi- 
oon teisendus, Viimase ell mõistame Wlodarski [36 , 37] 

poolt vaadeldud funktsionaalseid menetlusi (vt, näide 3). 

Kõikidel neil juhtudel võime võtta 3 = 4 , £z= m »Ж4 = С 
ja &o - Co • Lihtne on veenduda, et kõik püstitatud nõu­

ded on sel juhul täidetud.
Operaatorid , võime antud juhul defineerida järg­

miselt:

$, = x V = { ) • - • / 5 V ) o, 0 > • • • 3 /

kus Seega operaator seab jadale ac vasta­

vusse tema V-nda lõike.

Rakendades vastavaid tingimusi koonduvuse säilivuse 

kohta (vt. [24 , Зб]), veendume, et А =гуъС\А*, mis­

tõttu võime kasutada paragrahvides 3-9 saadud üldisi tule­
musi.

Kuna ruumis C hulk Co koos jadaga e * { 4, 1,. ..,4, .. J 

moodustab põhihulga, siis on ilmne, et menetlus A on 

ruumi C suhtes konullmenetlus (nim* edaspidi lihtsalt 

koregulaarne ja konull-menetlus) parajasti siis, kui jada 

e puhul leiab ruumis Л* aset nõrk lõikekoonduvus.
Arvesatades tehtud märkusi, võn üldised teoreemid
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3. 5*3. 15 sõnastada antud konkreetsetel juhtudel.

Formuleerime mõned tulemused funktsionaalsete me­

netluste (näide 3) korral:

Teoreem 3. 7*. Iga funktsionaalne konull- 

menetlus summeerib tõkestamata jada.

Teoreem 3. 9*. Kui funktsionaalne koregu- 

laarne menetlus summeerib hajuva jada, siis summeerib ta 

ka tõkestamata jada.

Teoreem 3. 10*. Funktsionaalne menetlus 

ei summeeri tõkestatud hajuvat Jada parajasti alls, kui 
C on kinnine ruumis J" .

Teoreem 3. 14" • Funktsionaalne koregulaar 

ne menetlus 4 on perfektne parajasti siis, kui t moo­

dustab põhihulga ruumis Л* .

Teoreemid 3. 7r, 3. 9* Ja 3.14* on vahetud jh 

reldused vastavalt teoreemidest 3.7, 3.9 ja 3. 14. 

Teoreemi 3. 10* puhul pllsavus järeldub vahetult teoree­

mist 3. 10, tarvilikkust saab näidata, kasutades Meyer- 

-König‘i ja helleri poolt antud tõestust teoreemile 
3. 1 [21].

AsjasÕnastalud teoreemid on otseselt tõestatud nn. 
pidevate funktsionaalsete menetluste Jaoks Ыо- 
darski [37] ja Orliez‘1 [22] poolt. Tuleb märkida, et Mlo- 
darski (definitsioon 8 [Зб] ) Ja Orlicz’i poolt antud pide 

vete funktsionaalsete menetluste definitsioonid mõnevõrra 

erinevad. Lihtsamaks Ja üldisemaks osutub Orlicz’i poolt
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antud definitsioon . Tema nimetab funktsionaalset menet­

lust pidevaks, kui on täidetud tingimused:

1) funktsioonid Qu(n) (V = °A ••• ) on pidevad 

hulgal N;

2) ridade koonduvusest hulgal

/V järeldub nende ühtlane koonduvus mistahes lõi­
gul [mo,m] > kus ^о< hv< *vo .

Võib veenduda, et nil Orlicz’i kui ka Ulodarski 

poolt defineeritud pidevad menetlused kuuluvad näites 3 

vaadeldud menetluste klassi (tingimus (c ) on täidetud).

§ Rakendus rida ruumide puhul

Käesolevas paragrahvis vaatleme selliseid rakendusi, 

kus ruumideks 3o , 3, , 3, Ja 3 on teatud „ridade ruu­

mid , s.t. sellised jadaruumid, kus jada elementideks on 

mingi rea liikmed. Erinevate funktsionaalide valikuga võik­

sime siis saada rida-jada, rida-rida ja rida-funktsioon tei­

sendused. Lähemalt peatume siinkohal vald esimestel.

Ruumideks N , J, , 9, ja valime vastavalt
kõikide ridade ruumi - , tõkestatud osasummadega ridade

ruumi - , koonduvate ridade ruumi - ja nulliks
koonduvate ridade ruumi - Ь/г . Need on kõik FK -ruumid 
(vt. [26])* kui punkti c=iš.; kvaasinormid defineerida 

järgmiselt:
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ruumis : l^«l («, = 0,4,... )

ruumides m. , c / •* 4N I 2. §« I •

Edasi on vaja defineerida operaator 9, selliselt, 

et temaga saadud kujutis kuulub ruumi • Selleks pa­

neme tähele, et jadad

^ = /0,0,^.. ,0^,0,.. J (k=O,4,...)

K 

moodustavad põhihulga ruumis 41/г .

Defineerime

v v K=o y 

kus

' , k<y ,
^IC = \ ~ А §. , <= +4 Ij e=o *

( 0 ; k > v+1 .

Sellest definitsioonist on ilmne, et

V(x)=x,€ h/^G 4 ч, •

Lihtne on veenduda, et operaatori , kohta püstitatud 

tingimused ( ) ja (5) (vt. § 1) on täidetud.

Vaadeldes rida-jada teisendust defineerime 
y, , Лт ,

P(x,) — A-t Rwic Su 2 Cn,v+4 Sk V K-o K.=O

ning kontrollime, millal on täidetud tingimused 1°- 3° 

(vt. III ptk. § 2), kui vaadelda koonduvast säilitavaid 
teisendusi

"a ,k 5 к ( - 0,1, ... )
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Rida-jada maatriks X = on koonduvalt säilitav

parajasti siis, kui

1) &m °^*vK =
2) 21 -^,^1 -2L |A,«n|<M

se *

(vt. [5]).

Tingimus 1° on alati täidetud, kuna

kust näeme, et vaadeldav tingimus on täidetud, kui
Jt e m. Г1Л* .

1) ja 2) põhjal

Seega ka tingimus 2° On täidetud iga puhul.
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Eelnevast on näha, et koonduvust säilitava rida-Jada 

teisenduse korral чЛ= , aia lubab meil jällegi

saadud üldised teoreemid (3, 5-3. 15) sõnastada antud 

konkreetsel Juhul.

§ 8. Abiteoreemid

Käesolevas vaatleme selliseid funktsioonide 

ot(4:) (0€<c) ruume, mis osutuvad F-ruumideks 

ning milles leiab aset koonduvus koordinaatide järgi, s.t. 

piirprotsessist CimR,= vaadeldavas ruumis Järeldub 

€m = ( Iga € korral),
funktsiooni lõike all mõistame funktsiooni

= mille puhul 

kui "6 > ^ .

Nimetame funktsiooni х=хУ) koonduvaks, kui eksi steer ib 

lõplik piirväärtus

(• z (4 ) ,

vastasel Juhul aga - hajuvaks.

Lemma 3. 16. Olgu R mingi koordinaatide jär­
gi koonduvusega F-ruun funktsioonidest (0^£<cx>).
Kui selles ruumis tõkestatud lõiked moodustavad põhihulga, 

siis ruum К koosneb kas ainult koonduvalst elementidest, 
või siis sisaldab ka tõkestatud hajuva elemendi.
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Tõestus. Oletame, et ruumis R leidub ha­

juv element 2 , mille puhul (vastasel ju­

hul pole ju enam midagi tõestada).

Koonduvusest koordinaatide järgi ja asjaolust, et 
tõkestatud lõiked moodustavad põhihulga ruumis R , ji 

reldub, et funktsioon et saa tõkestama­

tult kasvada lõplikus ulatuses.

Põhihulga nõude tõttu leidub nüüd selline lõigatud 

funktsioonide jada

(1) &E, -*2-

siin

x,.(t) = 0 , 4 ,

kus jada valime selliselt, et Ca < Ca , kui 0<.

Koonduvusest koordinaatide järgi järeldub, et 

Iga • puhul.

Otsitava tõkestatud hajuva elemendi konstrueerime 

teatud trepp-funktsioonide summana, mille liikmed määra­

me rekursiivselt. Sel eesmärgil konstrueerime funktsioonid

~ Q! (u, < t 4> • = ) * • • / m / u, ~ 0 / u,-, = 60 )

ning jadad

Д/ ( 0 <t, < . ),

2 0*^1 ),

Л; (0 4 ) •d L d

Olgu 4v0 = qo=0 .

Eeldame, et aell on leitud ( ' t ' Q • •
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mille puhul on täidetud tingimused:

(2) > e-0,4,,j j

(3) , ^ = 0,1,. . . , ^-<*-1,

(-) a , we=% +1. Na . • ■ • ;

(5) , A-*2<M<u

Näitame nüüd, kuidas leida vastavad elemendid indeksi

+1 puhul

Kuna 2 ) alia

. 5) eim. J x, 3c,, Il c =0 (=0,1 > • )
f.y*00 * r

ja ka
Д'^И/ I - x,,() I =0 iga ( puhul .

Seega võime n ja A nii valida, et j®

Võtame nüüd

I (*) - , kul * /“"h*1 '

kus <6 <u,+1 (t-ол ... , W-) • Seega

ts") A=O,A,... .

Tingimist (6) arvestades võime saavutada, et

(2*) Il 0; ll£ 2- (t= 0,4,..., j-M ) .

Kuna h l%-(£)l = t>a, alla ilmselt võime valida 

4n>^+-< selliaelt, et (*, > C.). Selle st ka

võttes
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näeme, et

|atl
r

kuna tingimuse (1) tõttu Nr (4)=0. Seega

(4’) a -0 = . .)

Silt koos võrratusega (S’) järeldub, et Q mI , 

eriti age 2+42 ♦ Võtame nüüd = A . Seega 

(2‘)-(4‘) tõttu kehtivad ka (2)-(4), kui j asendada 

indeksiga . Suurima väärtustest

lai"l (л-^v
mille puhul («t/l > 4 , tähistame A,. , kust 0<Xj^<L

Lõpuks tähistame jt/^ -ga Indeksit (Q + 2 ta+ ~ Wi- «), 

mille puhul I af 1= A,. • Kuna t < Q; (vt. (5) või vas­

tavalt

kui j

=0 ) , 8118

asendada (j+4)
tä < /e+1

-ga. Sellega

ning (5) on täidetud, 

on järk-järguline

menetlus konstrueeritud ning me võime eeldada, et tingi­

mused (2)-(5) cm täidetud iga J = 0,1) - * . puhul.

Tingimuste O- < 1 ja (2) tõttu on rida 2JAV^V 
О»

koonduv. Võtame 2. Av o)v • Olgu edasi i>l • Koonduvu­

sest koordinaatide järgi ja tingimusest (4)

( 7) c, " 2v ^4, ~ 2 > У a! / > j—f /
</

kust

Icjä Ai 1^1
Sellest, hinnates esimest liidetavat tingimustega (5) ja

(3), ülejäänud liidetavaid . ) aga
võrratusega (3), saame *



65 *

jr -
mistõttu funktsioon on tõkestatud.

Võrdusest (7) saame k=hj puhul, et

millest
Em Ic,1>i .

Teiselt poolt

millest Mm |cJ = ö. Seega funktsioon • on hajuv.

Lemma 3. 17. Olgu R mingi koordinaatide 

järgi koonduvusega F-ruum funktsioonidest = 

(0^4; < oo). selles ruumis tõkestatud lõiked koos 

konstantsetega moodustavad põhihulga, siis ruum R koos­

neb kas ainult koonduvalst elementidest või siis sisaldab 
ka tõkestatud hajuva elemendi.

Tõestu 3 Tähistame tõkestatud lõigete hulga 

kinnise lineaarse katte sümboliga R . Ilmselt R+R.

Veendume kõigepealt selles, et konstantne funktsioon 

a(4)=4 ei kuulu ruumi R . Valime x € R . Põhihulga nõu­

de tõttu leiduvad konstandid r ja funktsioonid 

nii et
чА a C * 3 ( A —*- DO ) .

Oletades, et a € R , peaks leiduma funktsioonid , 

et Yt,-Q. Arvestades aeda asjaolu, võime saavutada, et
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S.t-

"* 0 C^-*00^ •
V õt ame = K2, - Yt, . Seega

= (XhCL .

Kuna , siis ka ce , s.t. R МЙ (vastupidiselt

eeldusele). Seega € R •

Arvestades eeltoodut ning koonduvuse mõistet F-ruu- 

mis, leidub 4^ 0 selliselt, et vähemalt tiks võrratustest

|x-al, < -^7 (e=0,4,...,4,)

pole õlge, kui осг € 6 . Vastasel korral leiduks iga 

<,=0,4,... puhul lõige g, , nii et

II &, - ^lle 4 21, (C=-OJ, ... , z ) , 
millest ocr.~* oc , s.t. a € R .

Meie lähim eesmärk on näidata, et iga x € R saab 

esitada kujul x= * ocr kus Kz€R. Valime mingi 

Edasi olgu Jr ja sellised, et

Vastavalt arvule e>0 leidub siis Д, selliselt, et 

(8)

Fikseerime ühe paaridest (t,A) , kus ^>/^> ning näi­
tame, et |A^-A^|<£. Olgu - r *0- Siis

Y-r = (1 “ ) /
kus 2geR . Eelpool vaadeldud omaduse tõttu leidub

( О £o < <C ) , mi et
Il2-a II > 7^7 ’

Tingimusest (8) järeldub t = puhul, et
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Ьее saab kehtida vaid sile, kui
I I < & )

millega jada koonduvus on näidatud (An- ) • Kena

Q -* X — ^Xcl ( A ->-ex3 ) ,

alls (x R. Pilsile

x = До/ + (x — A<^)

kujutabki endast soovitud esitist.

Meid huvitava väite annab eelmine lemma, kuna selle 

järgi on iga хг€ R. (seega ka x = Aa, +- ) kas koonduv

või siis leidub tõkestatud hajuv element.

^sjatõestatud lemmad on üldistuseks järgmisele Meyer­
-König*! ja Zelleri poolt tõestatud teoreemile 3. 1 [21].

Kui Fk-ruumis R jadad <2K f« = o,4,-) üksinda 

või koos jadaga C moodustavad põhihulga, siis iga Jada 

x Q R on kae koonduv või siis leidub tõkestatud hajuv Ja­

da y € R .

Selles paragrahvis vaatleme 1ntegraeImenatlüsi, mis 

on antud teisendusega
/^C^) -

(vt. näide 4). Meie ülesandeks on moodustada teatud
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P -süsteem, mis antud konkreetsel juhul vaatab üldisele 

süsteemile , 3, , Ja . Teiste sõnadega: neil 

on vaja neli F -ruuni, mille puhul 3£0 G G C 3 • 
Valime neiks ruumid • , C , 4t ja <VC0, kus

ruum ей on igal lõplikul lõigul Lebesgue1! mõttes 

integreeruvate funktsioonide ruum kvaasinormidega
c"= J l(*)lde 0 = 4,*,... )

(vt. [29] lk. 173)i 
ruum & on kõikide vahemikus fO,oo) tõkestatud

funktsioonide ruum normiga

( II = n /х М/

(vt. [29] lk, 178);

ruum on kõigi funktsioonide otseti ruum, mil­

le puhul eksisteerib Cm xfi) , normiga

|x|| = nn I* Wl

(vt. [29] lk. 173);

ruum on kõikide funktsioonide ruum, mil­
le puhul Cp (4) ~ 0 , normiga 

8 xli = |x^)| .

Nende ruumide definitsioonist on ilmne, et kahtib 

vahekord
G^G to G& ,

kusjuures kitsama uumi koonduvusest järeldub koonduvus 
laiemas ruumis, s.t. ruumid A)l0 , /Щ , C ja C mwf_ 
dustaved teatud F-süsteemi .
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Nüüd võime kõik paragrahvides 3, 4 ja 5 saadud 

tulemused iile kanda sellistele integraalmenetlustele, mll- 

le puhul Jt D 'l/L . Siin J on nende funktsioonide () 

hulk, mis rahuldavad tingimusi:

1°° J U(n,4) ol€ eksisteerib iga vgLo,^)h O
puhul;

200 Uw, oLb eksisteerib;у Vv о

30°0 nun I , ¥(*,) 1<00.

Arvestades tingimusi, mille puhul integraalteisendus 

on koonduvust säilitav (vt. [29]), je nõudeid, mis on püsti­

tatud tuuma kohta (vt. näide 4), võine veenduda, et

koonduvust säilitavate integraalmenetluste korral 

Niisiis võime saada üldisest teooriast vahetult näiteks 

järgmised teoreemid (siin nimetame ruumi (U suhtes kore- 

gulaarset menetlust lihtsalt koregulaarseks) ;

1) Kui koregulaarne integraalmenetlus summeerib mõne 

hajuva funktsiooni, siis ka tõkestamata funktsiooni.

2) Integraalmenetlus on perfektne parajasti siis, kui 
0 moodustab põhihalla summeerimis väljas.

Kasutades eelmises paragrahvis toodud lamasid ning 

teoreemi 3. 10, saame järgmised tulemused;

1) Integraalmenetlus ei summeeri tõkestatud hajuvat 
funktsiooni parajasti siia, kui hulk on kinnine ruumis 
AV

-ga к onu 11 - integraalmenetlus summeerib ka tõkesta-
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tud hajuva funktsiooni.

3) Iga perfektne integraelmenetlus summeerib nii 

tõkestatud kui ka tõkestamata hajuva funktsiooni, kui ta 

üldse summeerib funktsiooni vüljaspoolt ruumi II.
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