
TARTU RIIKLIK ÜLIKOOL

кх.екв:е»вкеквкак»км:£йех»дкккяк:-г.$.1.ь-4.$:г..:;г zzazzzez яъы. ~ ===-= == -ежж

Aspirant Liia л i n a s t о

LINEAARSE DIFERLNTSI AALVRRANDI LAllaNDAMIS L3T

IRREGULAARSL PUNKTI ÜMBRUSES

Dissertatsioon

füüsika-ma te maa tl ka teaduste kandidaadi

teadusliku kraadi taotlemiseks

Teaduslik Juhendaja;

Tartu Riikliku ülikooli professor

füüsika-matemaatika teaduste doktor H. J а а к s о n

Tartu 1954



SISSIJUlATUS.

Käesolevas tous vaadeldakse harilikke n-ndat järku 

lineaarseid diferentsiaalvõrrandeid

kus 2jawon kompleksmuutujad ja 

(2)=2 nna" (n=1,2,-,h) / 2)

prjc on reaal-või kompleksarvud. Punktid z * 0 ja 2=° 

on võrrandi (1.1) kordajat iseärased punktid.

18b>.a. ilmus L.Fuchsi töö ♦ milles näidatakse ,et 

võrrandi (i.l) lanenail on iseärase punkti z * и ümbruses 

jaromine kuju;

• w=2‘2 , (is) 
kus Kordajad B, ja astendaja p on reaal-või kompleks- 

arvud nint, rida paremal Koondub. Lahendi kuju uurimisel 

võib üldjuhtu Kitsendamata piirduda selle junu Käsitluse­

ga, sest iga iseärast punkti z « a saab lihtsa teisen­

dusega tuua alguspunkti.

Lihtsamatel juhtudel on Laurent*1 reas (1.3) liik­

meid z negatiivsete astmetega lõplik arv ninA lanend 

on kirjutatav kujul

W=g
E
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Niisugust lahendit nimetatakse regulaarseta. Regulaarse 

lahendi kuju punkti z « ümbruses on järgmine:

9 09 -K 
W=ž,2,9.2 •

Kui võrrandi (1.1) kõik lahendid vaadeldava iseärase 

punkti ümbruses on regulaarsed, siis nimetatakse seda 

iseärast punkti diferentsiaalvõrrandi regulaarseks punk­

tiks. Punkt z = О on võrrandile (1.1) regulaarne punkt 

siis ja ainult siis, kui 
oo

= m". (4.
c= -Гъ

Sel juhul on 9, ... rekurrentselt arvutatavad mää­

ramata kordajate meetodiga ning saadud rida koondub.

Kui vanemalt unel diferentsiaalvõrranai (!•!) lahen­

dil on iseärase punkti z - О (või z e oo) ümbruses 

kuju (1.3 ) , kus Laurenti rida sisaldab lõpmata palju 

liikmeid z negatiivsete astmetega, siis nimetatakse 

seda iseärast punkti irregulaarseks.

Mõningatel juhtudel saab diferentsiaalvõrrandit 

ka irregulaarses punktis formaalselt rahuldada reaga ^1.4), 

kuid saadud rida hajub. Sel teel saadud nn. forma Iseid 

lahendeid leidsid esimesena L.W.Thom ning Poincare [}]• 

Viimane näitas ühtlasi, et formaalne lahend iseloomustab 

tõelist lahendit asümptootiliselt. Formaalsete lahendite 

moodustamise kõigil võimalikel erijuhtudel töötas välja 

K.J. Latõseva [<] - £9] ,kelle tulemusi käsitleme käes-
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oleva töö I ptk, 1 para grahvis.

Diferentsiaalvõrrandi (1.1) lahendamisel irregulaarses 

punktis Laurent* 1 reaga määramata kordajate meetodil tekib 

lõpmatu lineaarne võrrandisüsteem, mille kordajad sisalda­

vad veel otsitava suuruse 9 • Seda i emi uuris üksik­

asjalikult H.v.Koch. Ülevaade tema töödest lo] , [11] on 

antud I ptk, 2«paragrahvis. ”.v. Koch kasutas lõpmatute 

determinantide meetodit, mis andis tulemusi küll küsimuse 

teoreetilises käsitluses, kuid ei sobi praktiliseks raken­

damiseks.

Käesolevas töös on säetud eesmärgiks leida meetod 

diferentsiaalvõrrandi (1.1) lahendiks oleva Laurent’i rea 

kordajate ning astendaja 9 praktiliseks arvuta {S.

II peatükis näi iatakse, kuidas arvutada lahendi harg­

nemist iseloomustavat suurust D * Aluseks on võetud ana­

lüütilise jätkamise idee, mida kasutas L.Fuchs lahendi 

kuju teoreetiliseks selgitamiseks, ning püütakse välja 

tõotada arvutusskeem, mis oleks sobiv arvutamiseks kaas­

aegseil arvutusmasinail.

Kui $ on leitud, siis saame rea(/-3y) kordajate g 

jaoks lõpmatu võrrandisüsteemi, mille kordajad on teada. 

Lõpmatute võrrandisüsteemide kui erijuhuliste funktsio- 

naalvõrrandite lahendamiseks on praegu olemas küllaltki 

sobivaid meetodeid. Neid rakendatakse käesoleva erijuhu 

jaoks III peatükis.
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I.KIRJANDUSES KÄSITLETUD

KUSIMUSI LINEAARSE DIFERENTSI- 

AALVÖHKANDI LAHENDAMISE К 0 U I к 

IRREGULAAHSE PUNKTI ÜMBRUSBS.

$ 1. normaalsed lühendid.

Vaatleme algul diferentsiaal võrrandi Cl.l)lanendaü.ist 

regulaarse punkti z=0 ümbruses. Kordajad on siin antud 

valemiga (1.24) ning lahendiks on rida (1«4^ • Määramata 

kordajate meetodiga saame g, arvutamiseks rekurrentsed 

valemid; * 
yni

(9+j?g, /1 s)

kus ,
(P()=>,s(s-4)(-n+8+4n,,- " (1.6) 

4 =0 
ja ,

Võttes j = 0 saame nn. määrava võrrandi 
^№-O, (1.8)

kust arvutame n väärtust Sas, • Kordaja g jääb suvalt-

seks. Vastavalt väärtustele 9, leiame n rida fi.4^

mis osutuvad Koonduvaks ja kujutavad seega dii erentsiaalvõr- 

randi lanendeid. Siinkohal me ei peatu eri juhtudel, kus «f(sV) = O 

mingi j ж j Korral ning Kõik lahendid ei tarvitse esitudai _ v v
kujul (1.4) , vaid võivad sisaldada А 2 .

Peatume nüüd lühidalt formaalsel! lahendeil. Kasu-

tarne K.J.Latõševa tulemusi, mis on saadud töödes f<] -[9] , 
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ega esita tõestusi ja põhjendusi, 

. olgu diferentsiaalvõrrandi Clel^ kordajad järgmised:

P-nk г (=4,2,--h), а.2<)
V^-ьг^ 

kus m ja M on täisarvud, r u r
Arvu p=1+ max nimetatakse diferentsiaalvörx andi 

r 4
(1.1) astakuks, arvu m • -1* min F- anti-astakuks. Astak Ja 

antiastak on kergesti arvutatavad, neid teades on aga hõl­

bus kindlaks teha, kas punkt z » oo(vst. z=O)on diferent- 

siaalvõrrandile irregulaarne või regulaarne punkt, un kerae 

veenduda, et ir regulaarses punktis z » oo on p 7 О , punkti 

z = oo regulaarsuse korral p = О ning vastupidi ' kui p 7 ü, 

siis z = Co on irregulaarne, kui p=O, siis z * °o on re-

laärne punkt, кипа harilikku punkti z * oo Iseloomustavad 

p väärtused P<O , Analoogiliselt z « 0 korral ■ > О ,

ш ж q või m0 vastavalt sellele, ков z * 0 on diferentsi-
I/ 

aalvõrrandile irregulaarseks, regulaarseks või harilikuks

punktiks.

Kui diferentsiaalvõrrandi astak p *

on taandumatu murd (või antiastak

, kus
Q 9
,siis saame

teisendusega
(4.9)Z = t°

uue diferentsiaalvõrrandi, mille astak või antiastak on

täisarv.

Kui võrrandi kordajail (1.25) on kuju Pr(zJ« zn"rFr zq

(r Ä 1» 2, n J, kus q on täisarv,piis teisendus 
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z = t alandab võrrandi astaku V- ---- q----  antlastaKu 

u - ~ ^2 ühiku võrra* Seda teisendust kasutame, kui

alandatud astak ( antiastak ) tuleb välja täisarv*

Võrrandit, mille astakut ei saa alandada teisendusega 

z t, nimetatakse minimaalse astakuga võrrandiks. K.J.batÕ- 

seva käsitles oma töödes minimaalse täisarvulise astakuga 

võrrandeid*

Kui püüame irregulaarses punktis z * 0(m70)dife- 

rentsiaalvõrrandit rahuldada reaga (1*4) ,siis määrava 

võrrandi aste n14 n ; kui * 0 , siis diferentsiaal- 

võrrand (1*4) ei ole rahuldatav reaga (1*4) ; kui 04 nn • V 

siia saame n, rida kujul ( 1*4) , mis aga kõik hajuvad 

ning Kujutavad seega diferentsiaalvõrrandi formaalseid 

lahendeid, -

Usutub, et iga diferentsiaalvõrr andit saab teisen­

dada võrrandiks, millel on formaalseid lahendeid kujul 

(1*4) või vastavalt ('1*4 aJ* Vaatleme ligemalt olukorda ir­

regulaarses punktis z * <^> * Teostame diferentsiaalvörran- 

dis (1.1) kord Jatega (l*2^)?kU6 olgu p7o , muutujate 

vahetuse
, 4.(3) (1.10)

Siin л ,
(, (2) = > 2— (4. 41)

4=1

ning ^0>dk) esial gu määramata konstandid* Siis u rahul­

dab diferentsiaalvõrrandit
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kus %(*) avaldub Pj (z) (j ■ 1,2,. . n) ning Q(z) 

Ja tema tuletiste kaudu. K. J. Latõševa näitas [4] ,et kui

d määrata võrrandeist, mille saame, võrrutades Rn( z) 

avaldises arvult p z kõrgema astme kordajat nulliga, siis 

diferentsi aalvõrrand (1.12) ,omades üldjuhul küll sama as- 

takut, mis lähtevõrrand (1*1 ) ,on siiski formaalselt rahul­

datav reaga
w= g">‘ d,2 - 

k = о
Seega on diferentsiaalvõrrandil (1*1) formaalne lahend 

^<6^ d co -L
W - e 2 > , ) (4.14)

к = о

mida nimetatakse Thome p-ndat järku normaalreaks. Kui 

normaalrida osutub koonduvaks z küllalt suurte väärtuste 

korral, siis esitab (1. 14) nn. normaallahendi.

normaal lahend võib esineda, kui normaalrida katkeb, siis 

on diferentsiaalvõrrandil lanend lõplikul kujul. Väga üksi­

kutel juhtudel võib teisendus (l.io) alandada diferentsiaal- 

võrrandi astakut. Kui uue võrrandi ^1.12) astak on null, siis 

on z = 0 temale regulaarsekspunktiks ning võrrandil (1*12) 

on regulaarne lahend (1.13). Valem (1.14) esitab siis an­

tud võrrandile normaallahendi.

Analoogiliselt leitakse formaalsed lahendid irregulaarses 

punktis z * 0 • Siin teostame diferentsiaalvõrrandis (i»l) 

muutujate vahetuse g,(2)
u/= e L > ‘ Ab)

5 on esialgu määramata konstandid. Tulemuseks saame dife-
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rentsiaalvõrrandi
j, h jn-n .du + >‘ $ (2) -__ 4 = О . (1. 1 7)
dee" 4—, z"-

Siin Sö(z) on avaldatav pj(z) 0® 1,2, -,n) ning Q2(^ ) 

ja tema tuletiste kaudu. , (5= 4, z,-, leiame võrrandeist, 

mis saame avaldises arvult m z madalama astme kor­

daja nulliga võrrutamisel. Siis on võrrand (1.11) formaal­

selt rahuldatav reaga
Л K2L 6, 2 > 

к to
mis üldjuhul hajub, ning võrrandil (1.1) on seega formaalne 

lahend

■ CIA8)
l< F o

Formaalne lahend ( 1,18) võib osutuda tõeliseks samadel juhtu­

del, nagu nägime punkti z в korral.

Selleks,et leida lahendeid lõplikul kujul, kui neid on 

olemas,on sobiv juhul p> 0, ш?и otsida diferentsiaalvõrran- 

dile lahendit kujul
+ ((4) p * К

e F > . * • (1-^)

Kui võrrandi astak on võrdne murdarvuga, siis teostame 

teisenduse (1.9). Antud võrrandile leiame siis formaalse 

lahendi nn. allnormaalreana
q,(4) 4 ~ -f 

iV - e 2 г aK-2 ,
1 lc'°

kus Q1 avaldub t » zh kaudu valemi (1.11 ) järgi. Analoogi- 

Ilselt leiame murrulise m korral formaalse lahendi punktis

Kui me ei saa diferentsiaalvõrrandile n erinevat for- 
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maalset lahendit kujul (1.14) või (1.18 J ,mille põhju­

seks on asjaolu, et võrrandid ^6^) jaoks ei anna n eri­

nevat lahendit, siis võib osa formaalseid lahendeid sisal­

dada logaritmi. Neid juhte on Käsiteldud töödes [б] Ja[7j.

Märgime veel,et formaalse lahendi avaldistes (1,14), 

(1.18) esinevad astendajad 9 ja / osutuvad üldjuhul eri­

nevaks tõelises lahendis (1.3) figureerivast 9 väärtusest.

S3л laurent’i rea Kordajate arvutamine lõpmatute

determinantide meetodiga.

Diferentsiaalvõrrandis (1.1) võime alati lihtsa
aL*1"1 

teisendusega saavutada, et Korduja oleks ident­

selt võrdne nulliga. Sellepärast võime üldjuhtu Kitsen­

damata piirduda Järgmise diferentsiaalvõrr mdi Käsitlusega: 

"w n , ^dl H-,L

П- - 2
Olgu Kordajad arendatud laurent'1 ritta :

5(2)=2, /-nk2 - (1.2)

Otsime lahendit kujul

(^.3) 
Ic=-oo

määramata kordajate meetodiga. Kordajate arvutamiseks

saame lõpmatu võrrandisüsteemi

Aj2“y, ’° (2.19) 
E - -oo

KUS , H

d= 2
ja

(?+к-и^*4)г14,(122)
4 = 2
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Tähistades

z (?) - (?)
(9+) О'*КЛ

võime kirjutada süsteemi ^,4) kujul

((+/)2 ajk(e) =0 ■
\c--co

(.22)

(1.^г)

Seega on diferentsiaalvõrrandi (l.la) lähendamine

taandunud lõpmatu lineaarse homogeense võrranuisüsteemi 

^i,23 J 1 nenaamisele.

steemi ^1.23^ uuris põhjalikult u.v.»ioch oma töödes

[10] ja[1l] , kasutades siin lõpmatuid determinante. See 

meetod pole küll sobiv rea (1#3) kordajate numbriliseks 

arvutamiseks, kuid võimaldab uurida lahendite kuju teo­

reetiliselt. Esitame siin lühidalt Hi.v.Kocni olulisemad 

tulemused, Kusjuures alustame lõpmatu determinandi mõis-

tega.

Tähistame Cjkl j, к «-m,...,m * "m t Kui on olemas

Iie * I cJk I j,k -o, ,siis nimetame seda

lõpmatuks determinandiks ja märgime tänega Tähistame

Cjk * cjk> kul jtk ja CKk* 1 * cfck* näidata, et 

kahekordse rea |c;e I koonduvuse Korral eksisteerib 
j,z= -oo

lõpmatu determinant D=c. ■1 jk j,к -0 ... o+° .
Niisugust lõpmatut determinant! nimetatakse normaaldeter- 

minandiks. Normaaldeterminante käsitles esimesena Poincar, 

kes vaatles juhtu, kus kõik peadiagonaali elemendid on 

võrdsed ühega. Üldjuhtu Käsitles H.v.Koch. Ta näitas.et 

lõpmatu võrrandisüsteemi determinant

= |aj(f) I ) (1 54)
kus а^к on antud valemiga (1.22^ on norinaaldeterminant.
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Vaatleme seepärast mõningaid normaaldeterminandi omadusi 

ning normaaldeterminandiga lõpmatu vörrandisüsteemi lühen­

damist .

Kochi töös [11] on näidatud, et normaaldeterminandl on 

analoogilised omadused lõplikku järku deter minandiga. Nii 

näiteks võib normaaldeterminandis omavahel vahetada read 

ja veerud; kahe rea (veeru) vanetamisel muutub determinaH- 

di märk vastupidiseks; kui determin andis on kaks võrdset 

rida (veergu), siis on determinandi väärtus null; ühe rea 

(veeru) elementide korrutamisel Konstantse teguriga korru- 

tub determinandi väärtus selle teguriga jne.

Esitame mõned vajalikud mõistel normaaldeterminandi 

kohta. .

a/ Nimetame normaaldeterminandi D r-ndat järku mii- 

noriks determinant!, mille saame, kui tõmbame temas maha 

read anaexsiteca jlej2............jr ja veerud 

k^,k^,... , kr ning tähistame (4,‘2 2, ) • Normaal- 

determinandi miinorid osutuvad ka normaaldeterminantiaeks. 

Kui J e 0 j3 kõik tema 1,2-, ..., (r-1). järku miinorid 

on ka võrased nulii6a, aga vähemalt üks r-ndat järku 

miinor erineb nullist, siis öeldakse, et D ■ astak on r. 

Normaaldeterminandi astax on alati lõplik arv. Eriti aga 

leidub Igas normaaldeterminandis lõplikku järku nullist 

erinev järgmist tüüpi miinor ; (-, 4 2 ) .

_ Märkus. Esitasime lõpmatu determinandi astaku muiste 

nii, nagu see on antud Kochi töös. Kirjanduses ei ole siin
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ühtlast terminoloo giat. Näiteks Kagan [l2]defineerib

lõpmatu determinandi astaku nin» a laiade termi nan J Id ana­

loogiliselt lõpli<«cu järku determinandi juhuga, cusjuures 

astaeu mõiste asemel /Kochi järgi/ on kasutatud dekremendi 

mõistet*

b/ Vaatleme normaaldeterminanti J (f) , miile elemen­

did sõltuvad teatavast parameetrist D • Olgu 5*1 normaal-

determinandi J (s) j -kordne nullkoht. Siis D() jagub

e 9-a /< -nda astmega. J (f) astak olgu r ning

Л//г/■•///?-< vahe körgeimad astmed, millega võivad jagu-

L, 2, (Г - 1}. järku miinorid. UU /

-^z 7/ M' n~i • Alati saab indeksid j,,3 * *" * • 3 г

k_,k2, • •e ,kr nii järjestada,et® oleks miinoreile

parajasti vastavalt /<-r > /<±~ , - -, A,_; kordseks nullkohaks.

Miinoreid (1.25) nimetatakse karakteristlikeks miino- 

reiks ja arve Ha,M,,-104-4 D(s) karakteristlikeks arvudeks, 

с/ Normaaldeterminanti D * CjK saab järgmisel vii* 

sil arendada ridade veergude järele;
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d/ Vaatleme lõpuks lõpmatu lineaarse homogense võrrandi-

süsteemi lahendamist. Ulgu antud võrrandi süsteem

(1.25)

mille determinant on normaalne. Süsteemi

lahenduvuseks tarvilik ja piisav tingimus on : J 0# Kui

leidub vähemalt üles nullist erinev 1. järku alamdeterminant 

(,),siis on süsteemil (1.28} üks ainus, konstantse teguri 

täpsuseni määratud nulllahendist erinev lahend

kus g jääb suvaliseks ning j. võrrand osutub teiste Järel- 
K1

duseks.

Üldjuhul olgu J astak r ning (2,2) 4,) nullist erinev

r-ndat järku miinor. Siis osutuvad võrrandid uy1 * 0» uyz*0,ee., 

uj, *0 teiste võrrandite järelduseks. Otsitavad >- 

jäävad suvaliseks ning ülejäänud avalduvad nende kaudu 

järgmiselt:

(24,)9, - (4(i 
(l< =-c, .. , 4 00) .

Valides sobivalt suvaliste tundmatute väärtused, saame 

võrrandisüsteemile (1.28} г lineaarselt sõltumatut 1 hondit.

Vaatleme nüüd võrrandisüsteemi (1.23) , mille võime 

eeldusel P(+/)*0 (/=°) kirjutada järgmiselt:

> ajk = 0 ■

Kuna süsteem 61.2У}оп homogeenne ja tema determinant 

normaalne, siis on süsteemi lahenduvuseks tarvilik ja pii­
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sav tingimus 52^)= О • Sellest võrrandist tulebki määra- / 

te astendaja 9 .

Uurime determinandi R(s) struktuuri, selleks et teha 

hiljem kindlaks tema nullkohtade arvu. . Valemeist (1.20)­

(1.22) nähtub kergesti, et 9( +1) - • Nimetame võrd­

seid või üksteisest täisarvu võrra erinevaid у väärtusi 

kongruentseteks. 2(s) inkon ru^ntaeteks iseärasteks punk­

tideks võivad valemi (1. P2) põhjal olla ainult могтапсХ! 

lanenuid. Seega E(s)iseärasea punktid on poolused, mille 

kordsus võib olla ülimalt võrdne n-ga.

Esitame nüüd I(9) kujul, millest on kohe näha tema
(e) (?)nullkohtade arv. Olgu 9 polünoomi Y(S) 5 -kordne null- 

m (о 
koht ning inkongruentsete nullxohtade arv я, nii et 2. 5 =h

. (?)kus n on ^f)a»te. Siis pooluse ) ümbruses
(f) 4-1 , k .

,, >L •*„

kus P on täisfunktsioon ja и , M. konstandid. Niisugust c €K
funktsiooni võib kirjutada kujul

" p, 4 ,k (k)

2.[Me77cot(e-f‘J )77
('«-■Ч ж = 1 у

kus võrdust &iE)=kkasutades leiame kergesti, et M * 1 ning

= • Kui tähistame

й ? = Л j С =г\ ГЧ и)
siis

о , . лч=тг-^ Г и ,, _e ,
JE1 Л-X'h ' (1.32)
С= 4 V-^A 3

Kuna võrrandil
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on ülimalt n erinevat lahendit, siis on võrrandil 

seoste (1.31) tõttu ülimalt n mittetontruentset lahen­

dit. 3ee oligi oodatav tulemus, sest dif erentsiaalvõrran- 
a

dil (1.1 ) saab olla ülimalt n lanendit tujul (1*3^ , 

kusy es ineo astenaajana.

Võrrandisüsteemi (1.234) deterinandil iQ^)on (pooku- 
(t)

sed punktides ; tuld teda on võhläiK telbenuaua 

samavaarsks vörrandisüsteemiks, mille determinant on 9

täisfunKtsioon. Selleks tähistame
p _ 7 -р- уy

{,-1, 4,(s)-e j '... e " 

nin5 korrutame võrrandisüsteemis (1.23 ) j-ndat võrrandit 

teguriga Aj(s) • ^iis saame uue võrr nii süsteemi

f X. (1.
!C = - cO

mis on identne võrrandisüsteemiga (1.23), kusjuures tema 

determinant D erineb aeterminanuist teguri 7(9) poorest 

= *n(<?) S()' 
kus .

■too n cp h , .

j--00 * ^=1 A 5=-f 37

D (e) on niisauuti normaalkuj uline kui 9(e) , kuid temal ei ole 

pooluseid, ia on ka perioodiline : 2(+1)=(-1)"5s)- 2s/null- 

kohad on võrused S2(s) nulicohtauega ja neiu on sama­

palju. Tänistame need }, , , -- 7 9.. . Siis võime

kirjutada 
h , (()

P() - e 7 PL ,
V 7 V -7

kus osutub, etC=L. Peale selle saab na laata, et

kehtib seos
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(4.35)

Vaatleme löpmatu võrrandisüsteemi Cl. >*) lahendamist.

Tähistame siin
&,()4,()=(u(), = ///(?), (^36)

siis võime ta esitada kujul

(237) 

ning
()= \ jtk: =-oo> ...j*co . (1-38^

D() on normaaldet erminant olenemata 9 väl г tus sest. vi.,и D(9)

inkongruentsed nullkohad P,9,,-,9n Ja nende kordsused

a, An’ z nii et +M2 -*■- +K,‘ = h . Vaste vait i( . le P,

väärtusele peame leidma uj lineaarselt sõltumatut võrrandi­

süsteemi ( 1.37) lahendit 1gu (E= + oo) >et saada

diferentsiaalvõrrandile (1.1) kokku n lin elt sõltu­

matut lahendit.

a/ Olgu näi Leies f# de termi na nai D(9) ühekordne null-

koht. Kuna käesoleval Juhul

, siis peab leiduma vähemalt üks nullist 

erinev 1. järku miinor • Lõpmatul võrrandisüsteemil 

(1.37)on seega valemi ^1.29^ põhjal lahend 

(2,)g,=(()9e, <•“=- )

kusjuures &kj jääb suvaliseks. Vastavalt sellele on

diferentsiaalvörrandil (1.14) lahend

(1

b/ Olgu determinandi D(s) -korune nulikoht. Kui 
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märgime D()astaku tähega r, siis üldjunul nM- Vaat­

leme algul juntu, kus n=M4 , ({,2.2) olgu r-ndat

järku nullist erinev miinor. Lõpmatu võrrandisüsteemi (1,37) 

lahend avaldub siis valemi (1.30? järgi kujul

Valides sobivalt suvaliste tundmatute väärtused,

leiame lõpmatule võrrandisüsteemile r lineaarselt sõltu­

matut lahendit g ja seega r lineaarselt sõltumatut 

lahendit
w,=z”2 3,,2" d-4 2,-,) ft1*0)

diferentsiaalvõrrandile (1.1®?.

с/ üldjuhul on ft determinandi д-Kordne nullcoht 

ning e Vaatame, kuidas leida käesoleval juhul dife-

rentsiaalvõrranuile lineaarselt sõltumatut lahenuit, 

mis vastavad astendajale P . ule,u

determinandi ü (fj Karakteristlikud niinorid ja

tema karakteristlikul väärtused. Märgime

--) v4n, * Vaatleme funktsiooni
+0- <WiM 9(f) 2 , Г1ЛЛ)

ic=-^
KUS

Siin jk kujutab D(e) mii nori t ja on mingi Konstant*

Asetame lahendi fl. diferentsiaalvõrrandlsse (1.1^/ 
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mille vasaku poole märgime P(w} .Kasutame valemeid (1.199 

Ja(l*36).

P[w,(2,9)]=>‘ [PCP*/)9j()* 22 =
j = — oo K. — --°

-#• c -ЮО -- о + j - n
=21 lw2L 6;[(e)9.„(e)J2

OO j -o-

Valemi (1,26^ põhjal 

ge __p№> i=/
/ . ( W "j V õ , - J* J1 > 

E~- <yo

järelikult
3(?) P+j,-h

S[w, <2/f)] = e" K,() 2 (4.43)

on saadud võrduge paremale poolele M,-kordne nulikont, 

seega ка vasakule poolele. Järelikult

<?(w.>0 , ^(â y-o>...,^(^2^=0, /"

kui • See tähendab aga,et funktsioonid 

w, J 4 w, 
"a)

on võrrandi (1.1a) lahendeiks. Kuid osa neist võivad olla 

identselt nullid.

Kui - 0 (see tähendab, et r = 1 ning vähemalt 

üks 1.järku Elinor (‘,)+0, siis 9,.(9,)+0 ning M, 

lahendit (1.45) ei ole identselt nullid. Teostades p 

jär-;l diferentseerimise, leiame diferent siaalvörrandile 

lahendit kujul

,+z^'^zL 9,(f1)2
К = - eo
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Kui u,70(9,on kõigile .järku miinoreile 7 uhe rMit

u, -kordseks nullkohaks , siis valemi (1,42^ põhjal W(*,f),

w,. ... . on identselt nullid, aga ——— ei ole} Mx df
identselt null* Seega saame diferentsiaalvõrrandile

lahendit Kujul
(M 9,+

Wa452_ (Sa) 3
К e-eo

_ (^«+4) М4-*Л. (},) / , 1w,,=2[91 (143)
к =-co

Г (^-i) u,-, P , (p-1) - . v,-4 ].

Puuduvate lähen Üte leidmiseks vaatleme edasi funktsi­

ooni +0
»^)2S*K (4.48)

t =-co
Kordajatega

9^tf)=e*-(^vy+

Kus C2l ja 0^2 on suvalised konstandid. H.v.Koch näitas,

et käesoleval juhul

S, on võrduee (1.50 ) paremale poolele ++ -kordne null-

Koht, järelikult ka vasakule poolele. Seega funktsioonid 

w, •2 ) --- ) rahuldavad diferentsiaal vörran-*) Ö9 ' d « 1
dit (l*la^ • Kuid ^1.49^) põnjal on neist plx esimest ident­

selt nullid ning diferentsiaalvõrrandule saame
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lahendit

^ = 2- 9ak W x 
Jc = -»c>

^-”^7 Г (u,,+4) U tA , ,, 1 P<",-2I3k c,.)+ F9a M "3-2 (1.54)

(Mu-2),,g <VJ+-

Samal viisil toimime edasi,kuni jõuame lahendini 

kus 

*Чм)=2. , (152)
K = -co

siin CJL4l 7 сал. on suvalised konstandid. Nii na^u enne, 

saab ka siinhaidata, et w, , ‘ ) ul~

davad diferentsiaalvõrrandit ning
w,=> 

К = — со
-,.-2126)-2-26,42]-* ( 5

Кокки leidsime v1a + + ...-1- •,n=A lahendit. Suvalised

Konstandid saab valida nii, et need lahendid on lineaar­

selt sõltumatud (näiteks e- )

Astendajaleg vastavad lahendid moodustavad r

alamrühma, kusjuures alamrühm sisaldab¥elahendit.

millest esimene on logaritmivaba, kuna teised sisaldavad 
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&±ja selle astmeid.

övliM«cs,et M astenuaja P juurue Kuuluvat lanendit 

ei sisaldaks logaritmi, on tarvilik ja piisav tingimus 

r=m .Siis ках akteristikud arvud on f* т /*-4 4..

Tarvilik ja piisav tingimus selleks, et astendaja 

juurde Kuuluvad lahendid moodustaksid üheainsa alamrüh­

ma (1.46) , on r = 1,

Hagu nägime, võimaldas lõpmatute determinantide mee­

tod H.v, Kochil üksikasjalikult uurida lineaarse dife- 

rentsiaalvõrrandi lanenaite kuju irreouleiaxse punkti 

ümbruses. Kuid lõpmatute vrrandisusteemiae, eriti ка 

käesolevas töös esineva tüübi lahendamiseks on kaasajal 

olemas sobivamaid meetodeid,mida vaatleme lil peatükis.

Lõpmatu võrrandisüsteemi ( 1.2 3J lahendamisel on 

tarvis kõigepealt teada astendaja f väärtust. Võrrandi 

D (s) * О (või 9(e) • 0 , kuna neil on samad lahendid) 

lahendamisel võiks lähtuda h.v Kochi poolt antud valemist 

(1.32^ ♦ Kuid siin esinevate konstantide Mg arvutamine 

osutub väga tülikaks juba Unel lintsal erijunul, mida 

Koch vaatles oma töös [11] (2.järku võrrand, kus 

Sellepärast läheme käesolevas töös teist teed ning 

püüame 9 arvutada nn.põhivõrrandist, mida Käsitleme 

järgmises peatükis.
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II. PÕHI VÕRRAND.

. § 3. Põhivõrrandi mõiste.

Näitame, millise meetodiga Fuchs määras kindlates 

diferentsiaalvõrrandi lahendite kuju singulaarse punkti 

ümbruses.

Vaatleme diferentsiaalvõrrandit (1.1) OlMg tema kor­

dajate iseürase punkti z » ü ümbruses mingit harilikku 

punteti z = a. Võrrandi lahendiks selles punktis tea­

tud algtingimuste juures olgu vektor

u, (ž-) = [u,, 2,(2) / •') « n* (3)] -

Jätkame seda lahendit analüütiliselt mööda kinnist kõve­

rat ümber punkti z=O. Tulemuseks saame punktis z * • 

uue lahendi ^^(2-) # mis cn lineaarse diferentsiaal- 

võrrandi lahendi põhiomaduse põhjal lähtelahendiga seo­

tud lineaarteisendusega ,
) = C 04(2) , U- 1)

mida nimetatakse põhiteisenduseks.

Olgu (г) diferentsiaalvõrrandi ((11) teine lahend 

punktis z » а , rais on seotud lahendiga u,(2) järgmi­

selt: w,0)=‘u,(). w,(2) teisenegu analüütilisel Jätka­

misel ümber nullpunkti mingi lineaarteisendusega C ;

w,"(2) - C . (2.2)

Näitame, et maatriksid C ja C on sarnased. Toepoolest, 

u, = wq ) 09" = 5-4 C we 96, . Seega erinevate

algtingimustega raaaratud lahendeile vastavad sarnased pühi* 
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teisendused. Lanendi W,(2)võime valida niisuguse, et U 

oleks kanoonilise kujuga.

Maatriksi C karakteristlikku võrrandit 
c-a£=0

nimetatakse z * 0 Juurde kuuluvaks põhivõrrandiks. Olgu 

põhivörrandi lahendid nende kordused

/1 ,-,4, • A®sineeu maatriksi C-E elementaar-

jagajates astmetel v/i, •ji , Siis on I/

maatriks C taanduv Järgmisele kvaasidiagonaalkujule:

C = (Г6#)

kus
- V^ji) Aja, ••• ,Ajn] (j-, 2,), • / 

ning

(Xj О ... О \

"" 5 (£=i,z,...,rt). (г-^

\o O ... lj j 

v/t 
Näitame, kuidas põhiteisenduse kanooniline kuju ise* 

loomustab diferentslaalvõrrandi lahendi hargnemist vaadeldava 

iseärase punkti ümbruses. Vaatleme näiteks karakteristlikule 

väärtusele Л1 vastavat » realist Jordan! kas tirest. Vale­

mite (2.2),(2.4) -(2.6) põhjal teisenevad lahendi v%(^) 

komponendid Wt, ? ..., Wa, ringil umber z ■ 0 Järg­

miselt: *

w,* = wL + 

-------------------------------------------- (t.?)

W,,-,+2,w,,.

Val***let (2.7 ) on võmalik vHlja lugeda funktsioonide
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wl; --7 \л,Уи kuju. Kui tähistame tähtedega ^)f-, 4^,0) 

mõnesugused nullpunkti ümbruses ühesed analüütilised 

funktsioonid, mis on teatavasti arendatavad Laurent* i 

ritta, siis on kerge kontrollida , et funktsioonid oma­

dusega (2*7^ peavad omama järgmise kuju ;

Siin _ (2.9)
Ja a.77c‘

Öeldakse,et diferentsiaalvõrrandi lahendid f2.8)vaeta­

vad astendajale Л (või karakteristlikule väärtusele 2,) • 

Analoogiliselt saame esitada kõik lahendi komponendid.

Karakteristlikule väärtusele vastavad diferent- 

siaalvõrrandi lahendid jagunevad г alamrühma,kus r on 

maatriksi C-E nende elementaarjagajate arv, milles esi­

neb tegur , .Iga alamrühm sisaldab Vie Z,d,... z 

diferentsiaalvõrrandi lahendit kujuga (2*8^, kus %e on 

aste, millisel esineb A-, vastavas elementaarjagajas.

vastab lahendit*
e= -7

Kui põhiteisenduse maatriks C taandub diago- 

naalkujule(elementaarju-j jad ei sisalda kordseid tegu­

reid), siis on diferentsiaalvõrrandi ( 1*1^ kõik lanen- 

did logaritmi va bad ning avalduvad kujul u/= 2’ Y(3) ehk
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Karakteristlikule väärt usele lj vastavad iiferentsiaal- 

võrrandi lahendid moodustavad üheainsa alamrühma kujuga 

(2.8) , kui tegur Л-lj ilealdut) ühesainsas elemen taar ja­

gajas (astmel .

H.v, Koch [11] näitas, kuidas põhivörrand on seotud 

võrrandiga J($)* 0, <us D (s) tähenüab lõpmatu võrrandi­

süsteemi (1.37 ) determinanti:
c-af --(-1)4^)^"^.^$^, I/

<US toeу
Л = • '

Seega võrrandeil C-a"F=0ja -5(s)=O on samad lahendid

3*-) Si-) "') §u •

§ 4. Põhivörrand! Koostamine.

Teades põhiteisendust C , saame koostada ja lahen­

dada põhi võrrandi C-2E=O , mille kaudu leiame kergesti 

astendajad diferentsia alvõrrandi lahendit esitavas aval- 

/ \ en?;dises /1.3)- fj - oksitame nüüd skeemi pöhileisen-

duse leidmiseks vajaliku analüütilise jätkamise soorita­

miseks.

Fikseerime komplekstasandil korrapärase m-nurba (■ * 

mille keskpunkt asetseb alguspunktis ja tipud Aj (j « 1,2,..., а ) 

ühikringjoorel, koordinaatidega 
■ 2370

“se e (ЗЛ4.)
Tippude Aj ja + vahelise külje keskpunkti märgime 

tähega Вч ning leiame tema koordinaadid b. ; vV
J ---U--U •

_ sjjJ. . 9 c 2LL
^' = M N -cos%e" a; . f
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Lahendame nüüd diferentsiaalvõrrandi (1./punktides

Aj(j= 1,2,..., m) vastavalt ai tingimustele
w,,(a;) = (L,o,... ,ö)

. w; (a,) = ^ö,^' 7 o) l2

. C0/0 / ■■ ■ / 4) -
Lahendid avalduvad siin Taylori ridadena:

(E)Wgej (л^ 1) 2,...; ma* 1; к-к., h4 arvutame jar&riibelte 

Diferentseerime järjest võrrandi (1.1^ vajakut poolt,siia 

saame w“K) rekurrentselt avaldada madalamat järku tuletiste 

kaudu. Kui diferentsiaalvõrrandi (1.1J kordajad sisaldavad 

lõpliku arvu liikmeid z negatiivsete astmetega ning 

võrrand on seega esitatav kujul

siis saame valemi

2V^[(7N<m (Ц

mis on kergesti tõestatav täieliku induktsiooni meetodiga.

",4j leidmiseks võtame saadud võrdusesiz « aj ning WsRj vv 

asendame juba leitud väärtustega. Kui Pr z ) on M-astme 

polünoomid, siis liidetavate arv rekurrentseis seoseis (2.15/ 

ei ületa maksimaalset arvudest M,Ms+1+s (s= l,2,...,n ) . 

Valemi (1,15 )põhjai saame iga konkreetse võrrandi jaoks koos­

tada arvutusmasinal arvutamiseks hästi sobivad skeemid.
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Kuna kõigis punktides arvutame lahendid ühesuguste

algtingimustega (2*13^ ja ar+x*j * ar+i-j Q4 - i

siis * Wn44-;(j-(,2,,",2.Siin a tähendab erw e

Tühistame lahendi м/^ {'aj väärtused ilmselt tema koondu-

vusringis asetsevale punktides Bj ja Bj_x vastavalt

/ (i"1'1'' ■öistes siin •a,8,. -Selleks yVV
(k)tuleb, nagu naha valemist Q2-14J , leitud W,4, väärtused

korrutada teguritega -

Punktid Aj ja Bj on valitud nii, et nimetatud astmete

arvutamine toimuks võimalikult lihtsal viisil* Tõepoolest,

(2.11) ja(2.12) järbi

Märgime veel,et
Ka, (2 )

kusjuures peame silmas võrdust
CL. = Q ■ g, 
/ / ' "" > 

kusjaKon naturaalarvud* Siis

^j-1 ^y) _ « - * •
£ • К * L - C C <c(j ' 1) +4 '

Eriti, kui ,2 = e (‘täisarv ). siis

((;-aj)e 212
и = k/— C*(/+2-4+ ,

v J 1 j / _ 4

Vaatame siin konkreetseid juhte m * 6 (4 ■ 2 ) ja m * 10/0=3).
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m <-% (4 4) 4/-1 *7 “j)"

G ^j-n- "Ъ- “,(j+1+4 4*- 2u“-(-3.4

10 an7aj3 (46%) Q,(/-2)+4 46*%aj-* “46j-4)+{

Sellega on eelnevad arvutused sooritatud nin& võime asuda

põhi teisenduse C leidmisele.

Diferentsiaalvõrrandi (1.1) lahendite w,,(•)ja w,,(koondu-

vusringidel on ühine osa, milles need lahendid on seotud 
___s ------------7

/о CE) / . , teatava lineaarteisendusega Cj : WA, (>) - аг О; .

Muuhulgas kehtib see seos lahendite ja nende tuletiste 

vahel ka punktis B:
() XD (E ,

W4,3, * -1 W4,B4 (k=02,- ^-1) . (2-23)

Siit saame arvutada teisenduse C1, kuna ^7^^ ja w,G, 

on teada# Teisendust C, kasutame selleks,et analüütiliselt 

jätkata diferentsiaalvõrrandi (1,1) lahendit ringist kesk­

punktiga A ringi keskpunktiga A,. Nimelt w,,(2) ongi 

analüütiliseks jätkuks nimetatud ringis. 

Samal viisil toimetame edasi lahendi analüütilist

jätkamist ringist keskpunktiga Aj ringi keskpunktiga 

Aj+1(3 « 2,3, • ••, m -1), punktide Aj Ja Aj.1 ümbruses 

arvutatud lahendid on oma koonduvusringide ühisosas seo­

tud lineaarteisendusega C • Nimelt kehtivad järgmisedJ
seosed:

Cj- 4. wAj (2) - Cj (2) (/. 1,3,...,^-), (a.2.3)

kusjuures C saame arvutada, kasutades valemi ("2,23)kehti-J
vust punktis B.;



Viimasest võrdusest, kui j * m,

иЛ 1 = • w/,2 U (2.25)•m-A А M ГЗ ГК. " ^Пл.

arvutame um , mis ongi ilmselt otsitav põhiteisendus C.

Kui Kirjutame võrrandi(2.24)üksikasjalikult Välja, 

siis saame lineaarse algebralise mittehomogeense vöri an­

di süsteemi 2n2 võrrandist ja 2n2 tundmatuga &{G3 гк ja 

7m{ju(c,ke1,2,-,h). Lahemai vaatlusel selgub, et see süs­

teem laguneb n iseseisvaks 2n-võrrandiliseks süsteemiks.

kus tundmatuteks on maatriksi C< 0 -nda rea elementide 

reaal- ja imaginaarosad( • l,2,..., n) •

(k ) •e - (
(^0,4,(2.24)

Kui eraldame siin reaal-ja imaginaarosad, siis saame

(ll?)

3h.w,4,, + 7- {C-3a & w,4,0,
. (*=0,4,.,n-4) .

(2.17) ja (2.28 1 koos moodustavadki 2n-võrrandiiise süsteemi.

2n tundmatuga ja Jnn/Cfe

Kokku tuleb lahendada n niisugust süsteemi vastavalt 0 

väärtustele < * 1,2,..., n. Näeme aga,et need n süsteemi 

erinevad ainult vabaliikmete poolest. Seega tuleb maatriksi

Cj elementide leidmiseks tegelikult lahendada üks 2n-võrran- 
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diline lineaarne mittehomogeenne algebraline võrrandi- 

süsteem n erineva vabaliikmete veeru korral. Kokku tu­

leb lahendada e niisugust võrrandisüsteemi vastavalt j 

väärtustele j * 1,2,..., m • Ся« C ongi otsitav põhitei- 

sendus.

Seega põhi teisenduse leidmiseks tuleb lahendada dife- 

rentsiaalvõrrand ьг^ + 4. harilikus punktis, leida nende 

lahendite väärtused кокки m punktis Ja lõpuks lahen­

dada Järjest m lineaarset algebralist mittehomogeen- 

set 2n-võrrandilist võrrandisüsteemi, Igaüks n erineva 

vabaliikmete veeru Korral. Lõpuks arvutame põhiteisendu- 

se Karakteristlikud väärtused Aa,2,,,2,põhivörrandi 

lahendamise teel ning leiame • >K) -

Edaspidiste arvutuste Jaoks on soovitav leida veel põni- 

teisenduse kanooniline kuju C •

Mida suurema m valime, seda kiiremini Koonduvad 

read , kuid seda rohkem tuleb neid arvutada ning 

seda enam tuleb lahendada ka lineaarseid võrrandisüsteeme 

Sellepärast on soovitav kõne alla tulevaist m väärtustest 

m * 4,6,8,10 valida m=6.

Teatavaks Kontrolliks lõpptulemusele on valem(1.35) 
n U) sest . ) on Kergesti arvutatav.
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Ш. ьлиньмтч Raa KORDAJATE 

ARVUTAMINE.

§ 5« Lõpmatu võrrandisüsteemi lahendamine .

Käesolevas paragrahvis saeme eesmär iks Laurent’i rea 

Kordajate praktilise arvutamise lõpmatust võrr ndisüstee- 

mist •

Teises paragrahvis saime diferentsiaalvõrrandi (1.14) 

lahendit esitava rea 
+°° к

W = 9,2 3)
K= -oo 

Kordajate arvutamiseks lõpmatu võrrandisüsteemi

((9+j)9 +-X Rj^g^ q-4^), G <g)
К = - OO 

kus ,
«?Cf+j)(1 г0)

-4-2. 
ja

()=3.(+1(/+K-4).. ■ (v г'1^
-5 = 2

Eeldusel«stj)+0iga j puhul võisime võrrandisüsteemi 

(1.19^esitada kujul

5’ t 1 
IC --Co

mille determinant on normaalne, Kusjuures tema lahenduvuse 

tarvilik ja piisav tingimus on järgmine:

Võrraniisüsteemi (1.19) uurimisel Koch, mitte teades © 

konkreetset väärtust, teisendas selle samaviärseks süs­

teemiks (1. 31) , mille determinant on normaalne olenemata y 

väärtusest ning sellest, kas süsteemis iga üksiku võrrandi 

Kordajad on tõkestatud või mitte.

Meie eeldame, et De on juba arvutatud põhivõrrandist,siis
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saame otsekohe kontrollida, кае Y(etj)+0 iga j puhul.

Kui see nii on, siis on süsteemi (1, 234) determinant nor* 

maalne ning tema Kohta Kehtib kõik,mis on öeldud teises 

paragrahvis süsteemi ^1.37^ Kohta.

kui = »Kuid «.(Petj)-Ctj)rti-4)-(*/-1*4)40

iga j korral, siis võime süsteemi (1.19) uurida kuju!

. ej'k (5)3 "° j (1-9.3
/с = -co

kus

U . A(gtj)

Enne võrrandisüsteemi (1.23äJlahendamisele asumist 

tutvume regulaarse ja kvaasiregulaarse lõpmatu võrrandi­

süsteemi mõistega.

Lõpmatut võrrandisüsteemi

ft (з а,
v k - 4

nimetatakse regulaarseks, kui on täidetud tin-imus

44 I <1 j ic I — =1 2 1 "
ic = A

ning vabaliikmed on tõkestatud, Hegulaarset süsteemi saab 

üheselt lahendada reduktsioonimeetodiga, s.t. tema lanend 

on leitav lõplike süsteemide

DS - -t Ä "• / H) s 3
• =a 4

lahendite Xj piirväärtusena:
. n .— — /7.- — - - 1 3 • ‘X" - n —J

Märkus: Kasutame siinkohal lõpliku süsteemi võrrandite 

arvu märkimiseks Kirjanduses vai ja kujunenud tava Kohaselt 

tähte n , кипа siin pole Karta segamist diferentsiaalvõr- 

randi järguga n ,
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Lõpmatut võrrandisüsteemi

Xj + =<jk = p/ (/-4,2,3,-) (3s)

nimetatakse kvaasiregulaarseks, kui leidub naturaalarv N, 

nii et
1) |^|z+«o (j *4, 2, J) (3.6)

uJ-M

z*. |a,,12124 Ci^4'^/3'-) • ("3 7

Kvaasi regulaarse süsteemi lahendamiseKs kirjutame ta alates 

( 14 -I- 1). võrrandist kUjul

Saadud süsteem on regulaarne ning temast saab avaldada 

tundmatud ?• arvult N esimese otsitava 

kaudu. Viimased leiame lõplikust süsteemist
к ~ P</ (=4,2,,3/) / ^3 *3

kus X,+,,x,42, on asendatud süsteemist ^3«8 leitud 

väärtustega.

Käsitledes kvaasiregulaarseid süsteeme oma tous 13], 

märkis L. V.Kantorovits, et seda tüüpi on tea meid huvitav 

süsteem ( 1.^3°]. Vaatleme seeparast ligemalt regulaarsete 

ning kvaasiregulaarsete .lõpmatute võrrandi süsteemide lahen­

da nist.

Selgitame, Kui täpselt iseloomustab lõigatud süsteemi 

(ЗеЗ) lanend lõpmatu vörrandisüsteemi (3.1) lahendit, 

teiste sönadega, milline tuleks valiia n ,et süstcemi 

(З.З) lahend iseloomustaks süsteemi (3.1) lahendit soovitud 

täpsusega. .

Kasutame L. V. Kantorovitši töös [14] saadud tulemusi, 

Kantorovits vaatles üldiste funktsionaalvrr ndite lahenda-
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mist, eriti ka Ühte konkreetset lõpmatu võrrandisüsteemi 

tüüpi (nimelt süsteemi, kus otsitavad kuuluvad ruumi tz) •

Vaatleme regulaarset süsteemi (3.1^ kui funktsionaal- 

võrrandit tõkestatud jadade ruumis J=m={x},lõigatud 

süsteemi aga n~mõоtreelines vektorruumis X = 

Elementide normid nendes ruumides on defineeritud järg­

miselt:
Ц^(/= ay+/ / ) Il«l-na*l*jl • (3 10) 

Lõpmatu võrrandisüsteemi (3.1) kirjutame võrrandina 
x=3+Kx=y , (3 U)

kus H on maatriksiga määratud teisendus »A#d vaba-

liige kuulub samuti ruumi m. Lõigatud süstee­

mi (З.З) Kirjut me järgmiselt: 

2g=+7.-s . (злг)

Siin H on määratud maatriksiga (^jK) (jyk=4,2,-,h) fBuum 

C on isomorfne ruumi X alamruumiga cZ

Oma teooriat arendades püstitas Kantorovits tin simuse, 

mille järgi elemendid Kx peavad olema aproksimeeritavad 

elementidega x‘ , s.t. peab olema

IKx-x‘I2£,Ix|. (S-IV

Kontrollime, kas see tingimus on antud juhul täidetud.

QQ /= Idji| -
j 7 h+ Л К - -f

(3./4)
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(3.45)

(3 1Ц

- 36 *

Kui я, о®, siis s^o e Ruum У on isomorfne У alam- 

ruumiga Y ‘= {y‘3 - (/, Л' '•> ,0,0,) • Kantorivitši 

poolt antud teise tingimuse järgi peavad elemendid у 

olema aproksimeeritavad elementidega 

lly-y’ll 4 8, IyI ■ 
Käesoleval juhul

Ily-g‘|= >^u'^ I/j|=8, ' j?htA UU--
Avaldame veel siin esinevate operaatorite H , H nor

kasut ies CdntorOvitsi töös antud avaldisi.
= (=4,2,...), (^-^) 

J 4=1
JK = |djul (j-1,2,-,*). 

J \t-4

|(XII= 1+ IIKI /2/-4+ll . VW(3 I»)

Kuna lõpmatu võrrandisüsteemi regulaarsuse tõttu ЦнЦ^1

ning |)H || ^ 1 (tingimus (3.2)) • siis saame avaldada К * J ♦ H 

ning К = J ♦ H pöördoperaatorite normid. Kergesti saab 

näidata, et
^""= (7+z)-‘- 7-x+M*-Ks+. > (3.20) 

seega
ll^-ll - -ux > II ^"*11 4 (120

Kantorovitši teoreemi 10 järgi saame regulaarse süsteemi 

jaoks hinnangu
„upJ/x,-Xg1,x21] (3.22) L 14e~

kus E, ) &, ) II 1^11) liitri antud valemite^u (3.14) , (3.16) , 

(3.19), (3.17) , (3.18) , (3.21) .

Esitame otsekohe vastavad hinnangud kvaasiregulaa rse

süsteemi jaoks, vaadeldes teda tõkestatud jadade ruumis 

(3+4 3+2, •••? •



37 -

Ilx=4ut|3+jl (j - 2-v ) ; Il Il - I xj-tj I (-4,2,-,h-a).
• oo _ /

£<= &a-1.-8jl+2lajj-kI], су

1(^11= 42 J ll^ll~»^2L |42,L1 g-,,,,., 32,

- (^1*eiii^HX^^ii^llа^Н11^llj. (3.26)
^iA 44 Jtn 2

Asume nüüd lõpmatu võrrandisüsteemi

g; djugk=o4 r = -oo
vaatlusele. (Selle kirjutusviisi puhul summas ei esine lii­

&j , kuna a j j= 1 ) • Fikseerime ) N nii etdetavat ajj 

oleks

T. VpW ,
|k|7u V

Nüüd on jär ;mine süsteem regulaarne:

Ъ a'?^^ = -"2L a-j^i (ul^)- d-if)
‘" \K-\7xV =-

Siit leiame g,(K17J) arvult 2 N * 1 esimese tundma tugu-,g

kaudu:

kuna need omakorda arvutame lõplikust süsteemist 

5j + 5L aj<j*=o -,
kus KK (*l 7^) on asendatud lõpmatust süsteemist ^3.28^

leitud väärtustega. Kirjutame välja veel lõpmatust süs­

(3.23)

teemist (^3.28^ lõigatud lõpliku süsteemi; 
- uJ~ 1 w+ n w

*- -y, Qj9e (w+1 £ ljl - dkn). 
к

Võrrandit (3.38^ vaatleme tõkestatud jadade ruumis N= 

,6";/-f7'-;y-^)^r"//»1rõrrandit^.31 Jaga ruumis X

--) Ул1-л ) ) JU ) ■-, 9w+n ) . Märgime maatriksiga (“je),j),k170/

määratud operaatori tähega A. Operaator A olgu määratud

maatriksiga (aJk) , KUS
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Kasutades eelpool saadud valemeid Kirjutame vülja

avaldised operaatorite A, A normide nin,j suuruste

jaoks käesoleval juhul.

Il/)Ц => sun . к J 
' Ijl/N 1KJ>4/ ' 1141= max >‘ I aj| ;J Jz-iuUud-tH. Osi)

£^=4^ 2L Q;,z 
j7h+4 1K17•

w/
I; 2. aje

lj)7dl VL = -J (3.33)
V

Viga, mille teeme, lahendades lõpmatu süsteemi ^l»23a

asemel lõpliku süsteemi (3,31 j еЖМ1ДиШ valemiga

* [ J?J ] 4 (^MIW(ltlWllliril)IM • 
jltvf £ IM 1*17.+n

(3 VI
vv

Siin Ea. Lx } (%II 1+4 ; Il4-II4-i tuleb leida
VO-tx.HAUi>V

($732) Ja (3.33) .

Vaatleme veel üksikasjalikult niisugust diferent-

siaalvõrrandit, mille kordujau on polünoomid. Olgu

diferentsiaal võrrand antud normaalkujul

h.- 2

kus -X/ •A _
(1) -2L F . (i.r)

-3=-«A

Lõpmatu võrrandisüsteemi saame kujul
j+

a,+ a.q=d, fJ 12^5 Г V Ik ) ( 2.3
K -j-ja

kus
4;,<2,- — —Z— )

</K
P(ftj)-(ftisuj~4)- (0+j-n*A)+(

Kirjutame süsteemi /1,2 3^) üksi kas j aü kult välja.
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3. 9, + 2 QJ+4,2
=u+s. I=+4

Kui
2(ut4) "?чА^ )

w

a +4,*,‘Зк 
к = -uJ ,

(WC

(3.35

siis võrrandisüsteemid (3. 34a) ja (3.34е,) ei sisalda

Ühtesid ja samu otsitavaid. N võime alati valida nii 

suure, et tingimused (3.27) ja (5*35) oleksid korraga rahul­

datud. Siis (3.34) esi tub kujul
-d-i -J-+

a-^ . 9, = "^> a_a-,1 3,< (3.36
E--u--u ‘ K=-u 

uJ*A+31 w

+ X .,[9 (»-4,гг) (зле

.czj-^Al

Arvestades,et N ♦ s ♦ M>M * 1>N ♦ • - M ainult siis, 

kui s » 1,2, ..., N , saane ^3.3ba)üksi kas jali Kult kir­

jutada järgmiselt:
-ц,~Л -\Х)^)чДХ

4 , , +5’ Ct j q=- b °- 1 Чк С* ~1 2-! - ч )Л-uJ-S ~iZ-4. £ J -6~—1 -ul-j.ic -k 1 ' >
IC=-• *

N~3-.

Analoogiliselt esitub ka (3.36е) ; 
uJ+4+A •

q . 4- S ' a , a. =L-X^r Q, q. /3N+4 —• w/+8,E Jk —> vl)+A ) K- JK .
К = -Х*)+Л k;=ud-f4-Jl

jJ+л +vU
+3, Q,,20,=0 (^).=1+8-

Kirjutame välja veel lõigatud süsteemid, kusjuures olgu n ? M:
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к- )

— • "• A +4

• - hi4*

Je
-W~4+u

—5. (d= 1,2,-)^l
k=-u)

(bt 7 s

n.(w+8+JvJ-tw.) ,

<7 , + /* C, 9.----- J> CL- o, (4 =L, 2, •• •) I )0u+, .» J+4,k JI •
k e uJ-tA Ic -

na.(w+8+u, dtn)
1 » '°

К *dJ"td*vL(

(3.33J

(Л'ю)
( k* 7vU)

Esitame vajalikud hinnangud süsteemi (з.38 ) jaoks.
+/4, N+ It )

Il 11 ~ max ^L. I Qw+6, к 9,1
H»«x (ud4l)J-t4~J4) /\y

(14)

Siin operaatorid A,,A, on määratud vastavalt võr­

randi süsteemide (3.38) , (Э *40^ maatriksitega.
dJ-M -«„Ц

s 4 = aup - 1 a4. , , I /

371+4 IC = J-*-4-JU.

Kerge on naha, et käesoleval juhul 8, » ü • Viga li

Kaudse ja tõelise lahendi vahel on antud valemiga

11^ lillil) It-ll; Ь-Чз)
u+44L 4.+n 1£73+n

arvestades, et 11% Il 4 + WH nCh1 II%'4II - Y4ITII

^[ixe-xa,Mi c#
M+4%4n tc^w -

Analoogilised tulemused saame süsteemi (3.37)jaoKs.

Analüüsime ligemalt lõpmatu võrrandisüsteemi (1.<3ÖJ 

ja sellele vastavalt diferentsiaalvörrandi(l.l“/lahen- 

deid. Kuna süsteem (3.28) on regulaarne, siis peab lõpliku 

süsteemi (3.3O)astak R olema seotud lõpmatu süsteemi
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astakuga г järgmiselt:

(Me ei saa väljendada nii, et vaadeldava lõpliku süsteemi 

astak on võrdne lõpmatu süsteemi astakuga, sellepärast 

et lõpmatu süsteemi astak on defineeritud teisiti kui 

lõpliku süsteemi oma).

R saame vahetult leida ning seejärel arvutada г • 

p , nTeiselt poolt on meil teada )j=277 (-4Kint/ ninfe 

nende kordused .Seega saame otseselt kasutada H.v.Kochi 

tulemusi lahendite struktuuri kohta, mille esitasime 1 

peatüki lõpus. Siin võivad esineda järgmised juhud.

a/ olgu n, põhivõrrandi ühekordne lahend, siisp,=1 

on S2(s) lihtne nullkoht ning r = 1 . Lõpliku süsteemi 

astak peab seega olema R * 2 N, üks võrrand süsteemis 

(3.30) osutub teiste järelduseks nine üks tundmatu jääb 

suvaliseks. Diferentsiaalvõrrandile leiame lahendi W=
}1 t° E-2 .99 •
5-

b/ Olgu põhivõrrandi A -kordne lahend, siis = 5^. 

on Q()u-kordne nullkoht. Nagu teame, r£} ehk

R > 2N + 1 - . Olgu algul H « 2N * 1 - к . Siis jääb

võrrandisüsteemis (3.30,) A tundmatut 9k,) - • suva­

liseks. Diferentsiaalvõrrandil on = r lineaarselt sõltu­

matut lahendit kujul (1.3,) .

с/ Üldjuhul on Ал põhivõrrandi -kordne lahend 

ning r<}(R72N+1-/) .

Vaatleme algul juhtu r=l(R= 2$) .Lõplik us süstee-
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mis (3<3ü) jääb vabaks üks tundmatu gK1 .Seega on lõp-

mälul vöx randisüsteemil (1.23®^ üksainus lahend ning dife- 

rentsiaalvõrrandil üks
+9 л K
>\ 9 2 * Lk.

2E-co

logari tmivaba lshend kujul (1.3) :

19 nägime, et diferentsiaalvõrran-

dit rahuldavad ka mis kä soleval juhul ei ole

identselt nullid. Need lahendid on antud valemitega (1.46).

Лferentseerime võrrandisüsteemi

^fc — ' )

K = - 

) 1 u-{mõlemaid pooli,siis leiamegi vörrandisüsteemid Q,,132/s . у’ 

arvutamiseks.
-*c<o 7

°) ^=-Co

E-co °} L к =-co

(з.4б) kujutab lineaarset mittehomo geenset süsteemi, mille

determinant «ju(s)l on võrdne nulliga.

Käesolevas toos me ei käsitle lahendite praktilist 

leidmist üldjuhul 1^ rz/< ( 2N 7 r 7 2N * 1 - +) .

Lõpmatust võrrandisüsteemist leitud kordajatega ridade

son näidatud H.v. Kochi töös[4nnrmaaldeterminandi

omadusi kasutades
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§ б. Re ,ulatirbed luherUid._

Regulaarsetes nimetatakse diferentsiaalvõrrandi lahendit

niisugused on diferentsiaalvõrrandi lahendid regulaarse

punkti ümbruses. Siis on võrrandi Kordajatel kuju

Vaatleme regulaarsete lahendite esinemise võimalust irre- 

gulaarses punktis z » 0.

Diferentsiaalvõrrand Olgu antud Kujul (l*la) korda­

jatega o
§(2)=2, ^'Tk- A (n=2,,n).

Otsides lahendit kujul (^1.4) saame rekurrentsed valemid

Aa(9)9*A,(6)9,=0
--------------------------------- . ■ (3.41)

m-4,C)3 + A-1,,()9,+...+ 4m-4,m-,(0)gn., =o

f(9+j)9 +3 44m, <3. =O (p<Wr-)j 
к =d °

kus Ajk on antud valemitega (1.21) ning A(e)=f(9-4) (^-ичд^

vörrandisüsteemi (3.47) lahenduvus eks on tarvilik, <-t P° 

rahuldaks võrrandit Aoe(^~O . Siis gs jääb suvaliseks*

u näha saadud valemeist, tuleb rida (1.4) suvalise ge 

Korral hajuv. Seega ei saa regulaarseid lahendeid irregu- 

laarses punktis (kui neid on olemas) leida rekurrentselt 

nagu regulaarsel juhul.

Lõpmatul vÖrranaisüsteemil^Äiy võib siiski olla 

tõkestatud lahend* Nimelt kujutab ta eeldusel • •
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kus (on võrrandi- Aoo(s)=Olahend ning <j mistahes mitte-

negatiivne täisarv, kvaasiregulaarset süsteemi. Kui na-

turaalarv N on leivud tingimusest

siis on süsteem

ft >>C

/+ ** 1 j1~a A
"y __ Aj+mj(S)
2 P(,4j) 7“ £.(911) (j7N)

(X 48)

(3.13)

regulaarne ning temast saab avaldada Y,j, 9.44 ,

arvult N erineva otsitava j Kaudu järs-

miselt:
•-1 к

9 - 2 d, %
s-o

Asendame otsitavad 9 } --- võrrandisüsteemi (3.47^

N esimeses võrrandis leitud avaldistega (3.50^» Kui saa­

^.5"õ)

dud lõplik homogeenne võrrandisüsteem on lahenduv, siis

on diferentsiaalvõrrandil regulaarne lahend; vastasel

korral regulaarset lahendit ei ole.

Regulaarsete lahendite leidmist ülalnaidatuüa ana­

loogilisel meetodil käsitles V.I.Krõlov oma töös fl5j •

j 7» Laurent*i rea kordajate avalaamine nesseli 

funktsioonide kaudu.

Näitame, kuidas saab ühel erijuhul leida Laurent’i 

rea kordajaid ilma lõpmatu võrrandisüsteemi lahendami­

seta.

Vaatleme järgmist tüüpi z. järku diferentsiaalvõrran- 

dit:
^И/ 11 2 (1z" -t- 4-/^^2rJ w‘+(112 t ^0 2. И >1.2-) = 0 (3.54)
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Lahendi +00
За — к.

W = 2 21, у» 1 ц
ke-c

kordajate gg arvutamiseks saame valemid

L(+k-4n1+2-]914 + Г +(9+1)hoi +/o1]9«*

h‘« ■hb-x^ic-A =o .

Võib osutuda, et siin &,.1, 8fc» g<or-

:il on unine lineaarte^ur +1 suhte в» . irast selle,.

läbi jagamist saame

(3 s3) 

Kasutades Besseli funktsioonide vahelist seost

(2)+%., (2) = *3 C2') (3S-IQ

leiame valemist g, jaoks aval lined

л VZ (—7) , (-s9)

kus C on suvaline konstant.

Kordajate & Besseli funktsiooni kaudu avalda­

mise meetodit kasutas V.I.Krölov £15] , uurides regu-

laarsete lahendite esinemise võimalust ühe Konkreetse 

võrrandi puhul tüübist (3.51) •

Tuleb silmas pidada,et vaadeldaval juhul võib 

võrrand (3.52 ) olla integreeruv lõplikul kujul. Seda on 

kerge näha järgmisel viisil:

Vaatleme lejärku diferentsiaalvõrrandit 
2 w) ■+ ( + (, + 2 ) w=o }

mille lahend avaldub lõplikul kujul:
-So 4-(,2

\M- 2 e

(3-56)

(s54)
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Otsides lahendit Laurent* i reana, saame Kordajate arvu­

tamiseks valemid
• lV5%

Kui vale® (3. 53)osutub identseks valemiga (3.5?) , siis

on ka võrrand (3.51) 1 uv lõplikul Kujul* Alati меШ 

valida 1. järku võrrandi (3.56) kordajad järgmiselt: ;

6, = N . Olgu võrrandi (3.51)lahendiB (1.3) esinev asten- 

iaja 9 põhivõrrandi Kaudu leitud. Kui osutub, et

siis on võrrandil (3.51) lahend Kujul (3.57) : 
_ 2 4 _ >г ,,

k/= g e P3 л . (3.53)

Vastasel Korral tuleb lahend leida reana (1.3) , <u< korda­

jad on antud valemiga (3.55) . Jil tsiaalvõrrandi (5*51) 

tlikui lahendamisel muidugi ei lähtu arvutamisest, 

vaid Kontrollime, Kas ^3.59 ) rahuldab võrrandit.

Kirjutame välja võrrandi (3.56) lahendi Besseli 

funktsioonide kaudu, kasutades valemeid (3.58) Ji(3.54) :

9,=i*(-6)*(€,)7(706). C3.6o>

Järelikult on kehtiv järgmine valem;

* j - z g K 
e 92 ) (^4)

kus on antud valemiga (3.60 ) . Valem (3.61 ) on üldi­

sem tuntud valemist
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