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Sissejuhatus

Klassikalise statistika meetodid on laialt levinud ning neid on pohjalikult uuritud.
Nende keskmes seisab uuritava tunnuse jaotuse pere fikseerimine. Téapse jaotuse leid-
miseks piisab seega ainult jaotuse parameetrite hindamisest. Praktikas osutub tapse
jaotuse leidmine tihtipeale viaga keeruliseks. Sellisel juhul on moistlik kaaluda mit-
teparameetrilisi meetodeid. Mitteparameetrilised meetodid ei noua uuritava tunnuse
kohta tapse jaotuse teadmist, vaid lahtuvad oluliselt tildisematest eeldustest. Seetottu

ongi mitteparameetrilised meetodid praktikas laialt kasutatavad.

Selle t06 raames on keskendutud rohkem kui kahe grupi jarjestuse kontrollimiseks
valjamoeldud mitteparameetrilistele testidele. Rohkem kui kahe grupi jarjestuse kon-
trollimiseks maaratakse gruppide eeldatav jarjekord, voetakse gruppidest valimid ning
kasutatakse monda antud toos kirjeldatud meetodeid, et veenduda jarjekorra kehtivuses.
Oluline on markida, et gruppide eeldatav jarjekord tuleb koostada valimi andmeid
vaatamata. Enimlevinud mitteparameetriline test, mis gruppide jarjekorda kontrollib,

on Jonckheere-Terpstra test.

To6 esimeses osas kirjeldatakse kasitletavaid kontrollitavaid hiipoteese, Jonckheere-
Terpstra testi, selle statistiku téapset jaotus ja astimptootilist jaotust suurte valimite
korral. Lisaks tuuakse statistiku modifikatsioonid juhu jaoks kui valimis esineb vordseid
vaartusi. TO00 teises osas tuuakse vélja veel neli gruppide jarjestuse kontrollimiseks
valja tootatud mitteparameetrilised testid. Kolmas osa keskendub eelnevalt kirjeldatud

testide vordlemisele.



1 Jonckheere-Terpstra test

Jonckheere-Terpstra test, mis on teadaolevalt iiks esimesi teste rohkem kui kahe grupi
jarjestuse kontrollimiseks, leidis esialgselt kasutust peamiselt meditsiinis ja psithholoo-
gias.[1] Jonckheere-Terpstra testi kasutusalaseks néiteks sobib inimesete operatsioonijér-
gse taastumise aja jarjestuse kontrollimine, soltuvalt taastumise kaigus voetud ravimitest.
Voetud ravimite pohjal saab jaotada inimesed erinevatesse riithmadesse, fikseerida riih-

made taastumise jarjestuse ning jajrestust Jonckheere-Terpstra testi abil kontrollida.

Jonckheere-Terpstra teststatistik on tegelikult valja tootatud T. J. Terpstra poolt.
Jonckheere’i teststatistik ja Terpstra teststatistik on omavahel seotud lineaarteisenduse
kaudu, mis teeb iihest statistikust teise tuletamise véaga kergeks.[4] Seetottu on ka selles

peatiikis Jonckheere’i ja Terpstra testid eraldi kirjeldatud.

1.1 Hiipoteesid ja eeldused

Olgu vorreldud k erinevat gruppi. Testi statistiku leidmiseks voetud valim koosneb

k
N = an j=1,...,k
j=1
elemendist, kus n; on j-nda valimi maht. Olgu j-nda valimi elemendid (15, 7o), ..., Ty, ).
Testi jaoks tehtavad eeldused on:
1. valimi elemendid (21, Zj, . .., Tn;;), kus j = 1,..., k on soltumatud,
2. iga fikseeritud j = 1,..., k korral, valimi elemendid (21, 2, ..., 7,,;) on samast

pidevast jaotusest, jaotusfunktsiooniga Fj,
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3. jaotusfunktsioonid F},..., F} on seoses
Fi(t)=F(t—1;), —oo<t<oo,

iga j = 1....,k korral, kus F on jaotusfunktsioon pidevale jaotusele tundmatu
mediaaniga 6 ja 7; on j-nda grupi teadmata moju jaotusfunktsiooni argumendile.[2,

Ik 190]

Jonchkeere-Terpstra testi korral on nullhiipoteesiks Hy : [1; = - -+ = 73] ehk grupid ei
eristu vaadeldava tunnuse poolest. Alternatiivseks hiipoteesiks on Hy : [r <75 < --- <
k), kus véhemalt iiks vordustest on range.[1] Seega kontrollib Jonckheere-Terpstra test,
kas gruppide mojud tundmatule jaotusfunktsioonile F' on eeldatavas jarjekorras. Olu-
line on markida, et jarjekord 7q,...,7; on fikseeritud enne valimi votmist ja ei ole

mojutatud valimi andmetest.

1.2 Jonckheere’i test

Jonckheere’i test baseerub statistikul, mis kasutab Mann-Whitney statistikut sum-
meerides seda iile koikvoimalike unikaalsete valimi paaride. Mann-Whitney statistik

on kujul
ns Nt

Usg = ZZI(%; < xjt); (1)

i=1 j=1

kus z;s on s-nda valimi i-s element ja funktsion /(e < b) on indikaatorfunktsioon.|3]
Esialgu on vaadeldud juhtu, kus valimites kordusi ei esine. Vordsete elementide juhtu-

mile pooratakse tahelepanu hilisemates peatiikkides.

Mann-Whitney statistikut kasutab Mann-Whitney test, mille abil on voimalik kontrol-

lida, kas kaks gruppi erinevad iiksteisest voi mitte.[3] Seepérast on ka loomulik, et
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rohkem kui kahe grupi jarjestuse kontrollimiseks kasutatav test baseerub Mann-Whitney

testil.

Jonchkeere’i pakutud testi statistik on kujul:
k k
"22 2 Uam 2 2 2)

Statistiku vaartuse arvutamiseks leitakse vastavad Mann-Whiteny statistikud valimite
vahel ja lahutatakse igast iihest maha antud valimite mahtude korrutis. Valimi mah-
tude korrutise lahutamine statistikust teostatakse eesmargiga vordsustada statistiku

keskvairtus nulliga.[1]

Naide 1

Statistiku vaartuse arvutamise loogikast parema arusaamise tagamiseks on toodud
jargmine naide. Olgu jarjestatud neli gruppi ja igast grupist olgu voetud viieelemendi-

line valim. Saadud tulemus olgu jargmine:

I II III IV
9 10 13 16
12 14 15 17
19 21 20 18
28 29 30 27
34 31 40 42



Soovitakse kontrollida hiipoteesi Hy : [r; < 77 < 7711 < 77v]. Lelame Jonckheere’i

statistiku S vaartuse. Kasulik on markida, et ny = nyy = nyrr = nyy = 5. Sellisel juhul

5 5

Uis = ZZ[(ZL‘M < {L‘Qj) =14

i=1 j=1
ning

U13 - 16 U14 - 14 U23 - 14 U24 - ]_4 U34 - ].4

Seega ldhtudes valemist (2) saadakse, et

k
> nin; =2(14+ 16+ 14+ 14+ 14+ 14) — 6% 25 = 22.

1.3 Terpstra statistik

T. J. Terpstra [4] defineeris oma statistiku kui

POt

S

-1

||
I M

On lihtne naha, et

Mw
—~
w
~—

Téanu leitud seosele on jareldatav ka, et

k=1 kK
ES=2ET =YY nm (4)

i=1 j=i+1

+

ja
DS =4DT. (5)

Seega avaldub Terpstra teststatistik lineaarteisenduse kaudu Jonckheere’i teststatis-

tikust. Jarelikult on statistikute tapne ja astimptootiline jaotus eeldatavasti samad.
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Selle seose tottu kutsutakse ka Jonckheere’i ja Terpstra testi kombineeritud nimega
Jonckheere-Terpstra test. Rohkem kasutatakse Terpstra statistikut, sest seda on kergem

arvutada.[2, 1k 202]

1.4 Jonckheere’i ja Terpstra statistikute tapne jaotus nullhiipo-

teesi kehtides, ilma vordsete valimi vaartusteta

Jonckheere’i ja Terpstra statistikute tapse jaotuse leidmine osutub valimi mahtude kas-
vades vaga toomahukaks. Naiteks juba kolme grupi korral, kus igast grupist on voetud
5 liiget, on tapse jaotuse leidmiseks tarvis labi vaadata

N!' 15!
1%, n,! 555!

= 756756

erinevat kombinatsiooni.[2, 1k 207]

Kombinatsioonide arv jareldub asjaolust, et nullhiipoteesi korral on iga N elemendi ja-
gunemise kombinatsioon k valimisse valimimahtudega ny, no, . . ., ng vordse toenaosusega.
Tapse jaotuse leidmine on labi tehtud néite korral, kus esimese grupi valim koosneb
ithest elemendist, teise grupi valim tihest elemendist ja kolmanda grupi valim kahest
elemendist. Kuigi Jonckheere’i ja Terpstra statistikute vaartuse leidmisel ei kasutata
valimi elementide astakuid iihisest variatsioonreast, siis tapse jaotuse leidmiseks on
mugav astakuid kasutada. Hetkel on voimalik valimi elementide astakutest saada

A1
T~ 12

erinevat kombinatsiooni.[2, 1k 207]

11



Tabel 1: Terpstra statistiku vaartused erinevate astakute kombinatsioonide puhul

I II III I II III
|1 2 3 |T=5{2) |1 3 2 |T=4
4 4
I II III I II III
3) 1 4 2 |T=3(4 ] 2 1 3 |T=4
3 4
I II III I II III
5 12 3 1 |[T=3|6)| 2 4 1 |T=2
4 3
I II III I II III
13 1 2 |T=3|8 |3 2 1 |T=2
4 4
I II III I II III
9 | 3 4 1 |T=1]10)| 4 1 2 |T=2
2 3
I II III I II III
1) 4 2 1 |T=1{12)| 4 3 1 |T=0
3 2

Tabelis 1 on toodud Terpstra statistiku vaartus erinevate astakute kombinatsioonide
jagunemisel valimite I, IT ja III vahel. Tabeli 1 jargi saame leida Terpstra statistiku

tapse jaotuse, mis on toodud tabelis 2.
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Tabel 2: Terpstra statistiku tapne jaotus nullhiipoteesi kehtimise korral

i 011213 |4]5

Pi| o |2 |12|12|12]| 12

Kasutades seost (3) on Terpstra statistiku jaotusest otseselt jareldatav ka Jonckheere’i

statistiku tapne jaotus, mis on valja toodud tabelis 3.

Tabel 3: Jonckheere’i statistiku tapne jaotus nullhiipoteesi kehtimise korral

Si|-5]-3]-1/ 1|3 /|5

Pi 13|12 |12 |12 |12 |12

Oluline on méargata, et Jonckheere’i ja Terpstra statistikute tapsed jaotused nullhiipoteesi
kehtides on samad. Tabelis 3 on naha, et jaotused on siimmeetrilised. See tuleneb as-
jaolust, et molema statistiku arvutamiseks kasutatav Mann-Whitney statistiku jaotus

on samuti stimmeetriline. [3]

1.5 Jonckheere’i ja Terpstra statistiku keskvaartus ja disper-

sioon nullhiipoteesi kehtides

Jonckheere’i ja Terpstra statistik baseerub Mann-Whitney statistikul. Valimeid 7 ja j
vordleva Mann-Whitney statistiku keskvaartus nullhiipoteesi kehtides on H. B. Manni

ja D. R. Whitney artikli [3] pohjal



Seega nullhiipoteesi kehtides saame Terpstra statistiku keskvaartuseks

k-1 k k-1 k k-1 k .
ET:EZZUZ-]-:ZZEUU:ZZ%:

i=1 j*z‘—&-l i=1 j=i+1 i=1 i=j+1
k k
1 2 2
E g nin; — E n? =1 N —E n; | .
=1 j=1 =1

Léhtudes seosest (4) saame, et

k-1 k k k k
ES=2ET - Y nmn;=2ET — <ZZnnj—Zn2) -

=1 j=i+1 =1 j=1 =1
Terpstra statistiku dispersiooni leidmine nullhiipoteesi kehtides nouab palju algebra-

list tood ja seetottu ei ole antud toos tuletuskaiku valja toodud. Terpstra statistiku

dispersioon avaldub T. J. Terpstra artikli [4] pohjal kujul:

N2(@N +3) = X, nd(2n; +3)
72

DT =

Lahtudes seosest (5) saame, et Jonckheerei dispersioon avaldub kujul

NA2N +3) = 34 ni(2n, +3)
18

DS =4DT =

1.6 Asiimptootiline jaotus

Suurte valimi mahtude korral voib Jonckheere’i ja Terpstra statistikute tapse jaotuse
leidmine kujuneda vaga toomahukaks. Selleparast on moistlik leida statistikute piir-

jaotus nullhiipoteesi kehtides. |2, 1k 203] Tuleb vélja, et kui min(nq,...,ng) — oo, siis
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nullhiipoteesi kehtides

D
T = =22 BN, 1).
o (0,1)
Samuti kui min(ny, ..., ng) — oo, siis
S—ES
5% = B N(0,1)

Nullhiipotees kukutatakse, kui T > z, voi S* > Z,, kus « on olulisuse nivoo ja z, on

N(0,1) tdiendkvantiil.[2, 1k 203]

Naide 2

Jargnevalt on naite 1 andmete pohjal leitud Terpstra statistiku asiimptootiline jaotus.
Niites voeti vordsete suurustega viieliikmeline valim koigist neljast grupist. Téapse
jaotuse leidmiseks tuleks labivaadata

20!

L 10
55 b2 10

erinevat kombinatsiooni. Selle asemel on moistlik kasutada astimptootilist jaotust.
Néites 1 on leitud Jonckheere’i statistiku vadartus. Seose (3) pohjal T = 86. Lisaks

on vaja veel leida E'T" ja DT. Lahtudes eelmise peatiiki valemitest on saadud, et

1
ET = 1(202 —4x5%) =175

ja
202(2x20+3) —4x5%(2x54+3
pr=202x20+3) —4x5@2x5+43) oo o
72
Seega T™ = \8/‘% ~ 0, 74. Olulisuse nivool 0,05 on Zp o5 = 1,65. Kuna T™ < % g5, siis

antud naites nullhiipoteesi ei kukutata.
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1.7 Vordsed vaartused

Siiani on koik t60s toodud tulemused saadud eeldusel, et valimites ei leidu vordseid
vaartusi. Selline kitsendus ei ole kindlasti praktiline ja hea oleks saadud tulemused
tildistada ka juhule kui valimites leidub vordseid vaartusi. Selleks saab indikaatorfunk-

tsioon valemis (1) vordsete argumentide korral vaartuseks %

Korduvate vaartuste esinemisel muutub Terpstra statistiku dispersioon, mis avaldub

kujul

1

DT = = (N(N —1)(2N +5) — ;nj(nj —1)(2n; +5) — ith(th — 1)(2tp, + 5)) +

T 3NN _11)<N —9) (Z nj(n; —1)(n; — 2)) (Z tn(ty — 1)t — 2)) + (6)

1 i d
+ m (; nj(nj — 1)) (; th(th — 1)) ,

kus ¢ naitab vordsete vaartuste gruppide arvu ja t; on h-nda vordsete vaartuste grupi
suurus.[2, lk 204] Jonckheere'i statistiku dispersioon korduvate védrtuste esinemisel

avaldub seosest (5).

Naide 3
Jargnevalt on toodud dispersiooni valemi (6) paremaks arusaamiseks lithike nédide. Olgu

kolm gruppi, kusjuures igast iihest on voetud neljaelemendiline valim. Saadud valimid

on
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I II III
2 3 4
5 5
6 7 8

Jonckheere’i ja Terpstra statistiku leidmiseks on &ra margitud, et ny = ny = n3 = 3

ning U;s = 5.5, U3 = 5.5 ja Usz = 5.5. Terpstra statistiku vaartuseks on

k-1 k
T=> ) Uj=55+55+55=165

i=1 j=i+1

Ka vordsete valimite korral kehtib seos (3) ehk

S=2T"-3x9=6

Kuna statistiku keskvaartus vordsetest vaartustest ei olene, siis

1
BT = (9 ~3x9) =135

Seose (6) pohjal on leitud Terpstra statistiku dispersioon:

L1000~ 1)(1845) — 3 x 3(3 — 1)(6+5) — 3(3 — 1)(6 + 5)|+

DT = =
1
T x0p_Do_z° 3B - NE-2BE-DE -2+
1
TexoE P X 36 - DIBG - DI~ 19,53

Vordluseks on leitud sama naite pohjal ka Terpstra statistiku dispersioon juhul, kui

korduvaid vaartusi ei eksisteeriks:

_NERN+8) -3 m2n+3)  9%(1843) ~3x9(643) .

DT
* 72 72
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Seega on naha, et korduvate vaartuste esinemisel statistiku dispersioon vaheneb.
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2 Veel teste rohkem kui kahe grupi jarjestuse kon-

trollimiseks

Selles peatiikis on lithidalt kirjeldatud veel nelja grupi jarjestuse kontrollimiseks vélja
tootatud testi. Iga kirjeldatud testi puhul on labimangitud ka statistiku arvutamine

naites 1 esitatud andmete pohjal.

2.1 Modifitseeritud Jonckheere-Terpstra test

Modifitseeritud Jonckheere-Terpstra test baseerub Jonckheere-Terpstra testil aga ar-
vestab ka gruppid omavahelist kaugust. Omavahelise kauguse all on moeldud gruppide
kaugust tliksteisest testitavas jarjekorras. Kauguse arvestamise mote tuleneb asjaolust,
et grupid on jarjestatud kontrollitavas jarjekorras. Seega omavahel kaugemate gruppide
Mann-Whitney statistiku vaartus saab suurema kaalu, sest on olulisem kui naabergrup-
pide Mann-Whitney statistiku vaartus. M. Neuhauser naitas, et vaikeste valimite korral
on modifitseeritud Jonckheere-Terpstra test voimsam kui harilik Jonckheere-Terpstra

test. Valimi mahtude kasvades, voimsuse erinevus kaob.[5]

Modifitseeritud Jonckheere-Terpstra statistik avaldub kujul

k-1 k
MJIT =" (j —i)Uy,

i=1 j=i+1

kus U;; on i-nda ja j-nda grupist voetud valimite vordlemise Mann-Whitney statistik.[5]
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Naide 4

Jargmisena on néite 1 pohjal leitud modifitseeritud Jonckheere-Terpstra statistiku vaar-

tus. Naites 1 on valja toodud ka, et

U12 - 14 U13 - ]_6 U14 - 14 U23 - 14 U24 - ]_4 U34 - 14

Seega

MJT:(Q—I)XU12+<3—1)XU13+<4—1)XU14+(3—2)XUQ3+(4—2)XUQ4+

+ (4—3) X U34 = 144.

Modifitseeritud Jonckheere-Terpstra statistikut on voimalik leida ka vordsete valimite
vaartuste korral. Lahenemine on analoogne Jonckheere-Terpstra statistiku leidmisele

vordsete vaartuste korral.[5]

2.2 Terpstra-Mageli test

Erinevalt Jonckheere-Terpstra testist, kus vaadatakse iikshaaval labi koik valimite paarid,
on Terpstra-Mageli test iiles ehitatud gruppidest voetud valimite samaaegsele vordlemi-
sele. Terpstra-Mageli statistik avaldub kujul:
ni n2 ng
TM = Z Z Z I(xlnu §x2m2 S Sxk‘mk)?
mi1=1mo=1 mi=1

kus I(a < --- <b) tahistab indikaatorfunktsiooni.[6]

Terpstra-Mageli testi suurimaks puuduseks on statistiku arvutamiseks kuluv toomaht.

Statistiku arvutamiseks leitavas summas on kokku nins . .. ng liidetavat. Igas liidetavas
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tehakse k — 1 vordlemist.[6] Néite 1 pohjal Terpstra-Mageli statistiku vaéartuse leidmine
osutub seetottu keeruliseks, sest vajab 5% x 3 = 1875 vordlemist. Hariliku Jonckheere-
Terpstra statistiku viirtuse leidmiseks tehakse 6 x 52 = 150 vordlemist. Seega voib
oelda, et Terpstra-Mageli statistiku vaartuse leidmine on oluliselt ajamahukam, kui

hariliku Jonckheere-Terpstra statistiku vaartuse leidmine.

Terpstra-Mageli statistiku tilesehitusest on naha, et statistik arvestab ka vordsete vaartus-

tega valimites.

2.3 Cuzicki test

Cuzicki test lahtub Wilcoxoni astaksumma testist ja on kolmas erinev ldhenemine grup-
pide jarjestuse kontrollimiseks. Cuzicki teststatistik avaldub kujul

k nj
1

=1 j=

kus R;; on i-nda grupi j-nda elemendi astak tildises variatsioonreas.[6]

Naide 5

Jargnevalt on leitud naite 1 pohjal Cuzicki statistiku vaartus. Statistiku vaartuse leid-

miseks on esmalt koostatud variatsioonrida:

9 10 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 27 28 29 30 31 34 40 42

(7)
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Statisiku vaartuseks on

CU=1x3+104+1+14+18)+2x (b+12+2+4+ 17+ 15)+

+3x(4+1146+164+19) +4 x (8+9+ 7+ 20+ 13) = 544.

2.4 Shan-Young-Kangi test

Shan-Young-Kangi nimetust kannab test, mille pakkusid vélja Guegon Shan, Daniel
Young ja Le Kang 2014 aastal.[6] Sellel testil ametlikult muud nime ei eksisteeri. Shan-
Young-Kangi test on vaga sarnane Jonckheere-Terpstra testile. Kahe testi erinevus
seisneb selles, et Shan-Young-Kangi test kaasab statistiku arvutamisesse ka valimi ele-
mentide astakud tildises variatsioonreas, ning péorab iimber indikaatorfunktsiooni ot-

suse. Shan-Young-Kangi teststatistik avaldub kujul

R
K= ‘ DD (Rim — Ra)(wjm > wa),

kus R, on j-nda grupi valimi m-nda elemendi astak ja I(a > b) on indikaatorfunkt-

sioon.[6]
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3 Kirjeldatud testide vordlemine

3.1 Kirjeldatud testide ajaline keerukus

Mitte vahetahtsam on suuremahuliste andmete analiitisimisel analiitisimeetodi keerukus.
Meetodi keerukusest saame raakida kui leidub algoritm, mida antud meetod rakendab.
Lisades 1 kuni 5 on valja toodud Pythoni programmeerimiskeeles kirjutatud algoritmid

eelnevalt kirjeldatud testide statistikute vaartuse leidmiseks.

Algoritmi ajalist keerukust hinnatakse funktsioonga ¢(n), kus n on té6deldavate and-
mete maht (vaadeldaval juhul N, mis on valimite mahtude summa). Ajalise keerukuse
hindamiseks leitakse, millise funktsiooniga on ¢(n) alt ja iilalt asimptootiliselt tokesta-
tud. Astimptootilist alt ja iilalt tokestatust tdhistatakse ¢(n) € ©(f(n)), mis tdhendab,
et funktsioon c¢(n) on astimptootiliselt alt ja iilalt tokestatud funktsiooniga f(n).[7, lk

21]

Ajalise keerukuse leidmise lihtsustamiseks on eeldatud, et kontrollitakse k erineva grupi

jarjekorda, ning et igast grupist voetud valimi maht on n.

Jonckheere-Terpstra statistiku leidmiseks rakendatav Pythoni porgrammeerimiskeele
algoritm on leitav lisast 1. Jonckheer-Terpstra statistiku leidmise algoritmi ajaline
keerukus on ¢(n) € ©(k?n?), sest statistiku leidmiseks libitakse 1) korda funktsiooni
MW, mille ajalise keerukuse funktsioon on c¢(n) € ©(n?). Funktsiooni MW ajaline

keerukus tuleneb topelt tsiiklist funktsiooni sees, mille molema pikkus on n iteratsiooni.

Modifitseeritud Jonckheere-Terpstra statistiku leidmiseks rakendatav Pythoni program-

meerimiskeele algoritm on leitav lisast 2. Modifitseeritud Jonckheere-Terpstra statistiku
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leidmise algoritmi ajaline keerukus on vordne Jonckheere-Terpstra statistiku leidmise

algoritmi ajalise keerukusega, sest algoritmid erinevad ainult elementaartehete poolest.

Terpstra-Mageli statistiku algoritmi, mis on leitav lisast 3, ajaline keerukus on ¢(n) €
O(nk). Ajaline keerukus tuleneb asjaolust, et statistiku leidmiseks libitakse eelmise

tsiikli sees tstuiklit, mille pikkuseks on n iteratsiooni, k£ korda.

Cuzicki statistiku algoritm, mis on kirjeldatud lisas 4, keerukus on c(n) € O(k*n?), sest
statistiku leidmiseks labitakse £ tstiklit pikkusega n iteratsiooni ning igas tsiikli iterat-
sioonis tehakse elemendi astaku otsimist variatsioonreast, mille koige optimaalsemaks

keerukuseks on ¢(n) € O(N)), kus N = kn.[§]

Shan-Young-Kangi statistiku leidmise algoritmi ajaline keerukus on c(n) € ©(k*n?).

Algoritm on leitav lisast 5 ja tema keerukus seisneb k(k; U korda funktsiooni RMW
rakendamisel. Funktsioon RMW keerukus on c(n) € O(kn3), sest funktsiooni sees
labitakse topelt tsiiklit pikkusega n iteratsiooni ja igas tsiikli iteratsioonis leitakse

variatsioonreast element, mille koige optimaalsemaks keerukuseks on c¢(n) € ©(N),

kus N = kn.[§]

Praktikas on ratsionaalne arvata, et gruppide arv k£ on tildjuhul vaike. Suureks voivad
minna valimi mahud. Selle pohjal tuleks eelistada kindlasti Jonckheere-Terpstra, modi-
fitseeritud Jonckheere-Terpstra ning Cuzicki teste, sest nende ajaline keerukus on vaikse
k ja suure n-i korral koige optimaalsem. Keerukuselt jargneb Shan-Young-Kangi test

ja koige keerukamaks osutus Terpstra-Mageli test.
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3.2 Kirjeldatud testide voimsuste vordlemine

Kirjeldatud testide voimsuste vordlemiseks on erinevatest teadaolevatest jaotustest
simuleeritud valimid ja leitud kui suure toendsousega mingi test valimite jarjestuse,
mis tuleneb jaotuse mediaanide jarjestusest, oigeks loeb. Voimsuse leidmiseks on val-
imi votmist korratud 10000 korda. Olulisuse nivooks on voetud 0,05 ja testide ot-
sused on leitud statistikatarkvara R poolt véiljastatud p-vaartuste pohjal. Andmed
on genereeritud nii nullhiipoteesile vastavast olukorrast kui ka erinevatest alternatiivse

hiipoteesi variantidest.

Simuleerimine on labiviidud statistikatarkvaraga R ja naide simuleerimise koodst on
toodud lisas 6. Kuna Terpstra-Mageli testile ja Shan-Young-Kangi poolt valja pakutud
testile vastavat funktsiooni statistikatarkvaras R ei eksisteeri, siis on Terpstra-Mageli
testi ja Shan-Young-Kangi testi voimsused voetud G. Shani, D. Youngi ja L. Kangi
artiklist [6], kus on lisaks leitud ka teiste antud t66s kirjeldatud testide voimsused. Kuna
simuleeritud voimsused artiklis [6] on véga sarnased antud t60 raames simuleeritud

voimsustele, on alust arvata, et edasised vordlused on usaldusvaarsed.

Esimesed simulatsioonid on labiviidud kolme normaaljaotuse pohjal. Simuleerimistel
kasutatud normaaljaotuste dispersioon on 1. Dispersioon erineb ainult viimasel juhul,
kus andmed on simuleeritud kolmest, nii keskvaartuse kui ka dispersiooni poolest, eri-
nevast normaaljaotusest. Taielikud simuleerimise tulemused on valja toodud tabelis

4.
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Tabel 4: Kirjeldatud testide voimsused normaaljaotusest simuleeritud valimite korral

Jaotus Valimi mahud | JT | MJT | TM Ccu S
1=(0,0,0) (10,10,10) 0.052 | 0.053 | 0.049 | 0.046 | 0.051
(10,15,20) 0.048 | 0.048 | 0.048 | 0.047 | 0.048
(10,10,10) 0.661 | 0.664 | 0.601 | 0.662 | 0.679
(10,15,20) 0.790 | 0.795 | 0.723 | 0.800 | 0.804
(10,10,10) 0.637 | 0.650 | 0.527 | 0.647 | 0.684
(10,15,20) 0.645 | 0.674 | 0.649 | 0.664 | 0.653
©=(0,0,1) (10,10,10) 0.632 | 0.643 | 0.519 | 0.646 | 0.683
( )
( )
( )
( )
( )

pn=(0,0.5,1)

p=(0,1,1)

10,15,20 0.885 | 0.886 | 0.625 | 0.865 | 0.902

1i=(0,1,0.5) 10,10,10
10,15,20

10,10,10

0.224 | 0.230 | 0.144 | 0.232 | 0.290
0.110 | 0.155 | 0.152 | 0.163 | 0.143
0.133 | 0.125 | 0.186 | 0.119 | 0.153
0.164 | 0.164 | 0.229 | 0.164 | 0.244

N(0,9);N(0.6,4);N(1,1)

10,15,20

Simuleerimiste tulemustena on Shan-Young-Kangi test osutunud koige voimsamaks
kaheksal juhul kaheteistkiimnest. Kuuel korral kaheteistkiimnest oli koige kehvema
voimsusega Terpstra-Mageli test. Terpstra-Mageli test on p=(0,0,1) ja valimi mahtude
(10,15,20) korral 0, 277 vorra viiksema voimsusega kui selle kombinatsiooni parima testi
Shan-Young-Kangi voimsus. Jattes vélja Terpstra-Mageli testi, varieeruvad koikide
ilejaanud testide voimsused lisna vahe ning ei erine iiksteisest rohkem kui 0,1 vorra.
Nii vaike voimsuste varieerumine teeb statistikute leidmise algoritmi keerukuse vaartus-
likumaks, sest kui voimsuses palju ei kaotata, on praktikas parem kasutada koige opti-

maalsemat meetodit.

Tabelis 5 on toodud jargmiste simuleerimiste tulemused, kus grupid on koik ekspo-
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nentjaotusest. Koikide statistikute voimsused eksponentjaotuse korral on madalad.
Koige suurema voimsuse saavutas Shan-Young-Kangi test, mille maksimaalne voimsus
oli 0,552. Shan-Young-Kangi test osutus ka koige paremaks, olles koige voimsam viiel
korral kiimnest. Koige kehvemaks osutus taaskord Terpstra-Mageli test, mis oli koige
kehvema voimsusega seitsmel korral kiimnest. Jonckheere-Terpstra test oli koige keh-
vem neljal korral kiimnest. Jonckheere-Terpstra testi koige suurem voimsuse erinevus

vorreldes koige voimsama testiga oli koigest 0, 035.

Eksponentjaotuse korral on oluline markida, et jaotuse keskvaartus ei ole nihketa hin-
nang jaotuse mediaanile. Sellegipoolest on eksponentjaotuse mediaanid samas suuruse

jarjekorras, mis keskvaartused.

Tabel 5: Kirjeldatud testide voimsused eksponentjaotusest simuleeritud valimite korral

Jaotus Valimi mahud | JT | MJT | TM CuU S
p=(1,1,1) (10,10,10) 0.046 | 0.046 | 0.052 | 0.047 | 0.051

0.108 | 0.130 | 0.121 | 0.139 | 0.121

(10,15,20) | 0.048 | 0.048 | 0.052 | 0.048 | 0.051

p=(1,1.5,2) (10,10,10) | 0.350 | 0.351 | 0.321 | 0.349 | 0.367

(10,15,20) | 0.428 | 0.438 | 0.405 | 0.438 | 0.426

1=(1,2,2) (10,10,10) | 0.326 | 0.329 | 0.262 | 0.329 | 0.351

(10,15,20) | 0.327 | 0.362 | 0.321 | 0.361 | 0.335

p=(1,1,2) (10,10,10) | 0.340 | 0.343 | 0.323 | 0.340 | 0.362

(10,15,20) | 0.534 | 0.522 | 0.409 | 0.510 | 0.552

1=(1,2,1.5) (10,10,10) | 0.150 | 0.155 | 0.104 | 0.157 | 0.180
( )

10,15,20

Jargmistes simuleerimistes on esimese grupi jaotuseks normaaljaotus, teise ja kolmanda
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grupi jaotuseks aga eksponentjaotus. Taaskord on testide voimsused tagasihoidlikud ja
koige suurema voimsuse 0, 463 saavutab taaskord Shan-Young-Kangi test. Shan-Young-
Kangi test on viiel korral kiimnest koige voimsam. Terpstra-Mageli test on kuuel korral
kiimnest koige vahem voimasam ning kahel korral koige voimsam test. Jonckheere-
Terpstra test on kolmel korral kiimnest koige vahem voimsam test. Jattes Terpstra-
Mageli testi vordlemisest valja, on voimsuste erinevused taaskord vaga vaikesed. Teiste
testide voimsused erinevad vaadeldud simulatsioonides koige rohkem 0, 045 vorra. Tap-

semad tulemused on valja toodud tabelis 6.

Tabel 6: Kirjeldatud testide voimsused segajaotusest simuleeritud valimite korral

Jaotus Valimi mahud | JT | MJT | TM CU S
p=(1,1,1) (10,10,10) 0.030 | 0.029 | 0.045 | 0.028 | 0.030

(10,15,20) | 0.027 | 0.027 | 0.048 | 0.029 | 0.030

p=(1,152) | (10,10,10) | 0.254 | 0.250 | 0.240 | 0.248 | 0.265

(10,15,20) | 0.327 | 0.334 | 0.300 | 0.331 | 0.328

1=(1,2,2) (10,10,10) | 0.241 | 0.249 | 0.200 | 0.245 | 0.266

(10,15,20) | 0.241 | 0.269 | 0.232 | 0.265 | 0.243

p=(1,1,2) (10,10,10) | 0.251 | 0.256 | 0.267 | 0.256 | 0.281

(10,15,20) | 0.441 | 0.418 | 0.327 | 0.418 | 0.463

p=(1,2,15) |  (10,10,10) | 0.099 | 0.103 | 0.074 | 0.102 | 0.118
( )

10,15,20 0.068 | 0.083 | 0.078 | 0.084 | 0.076
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Kokkuvote

Jonckheere-Terpstra testi puhul on antud toos leitud tema statistiku téapne ja astim-
ptootiline jaotus. Valimi mahtude kasvades ei ole tarbekas tapse jaotuse leidmine ja
otsuste tegemisel tuleks lahtuda asiimptootilisest jaotusest. Astimptootiline jaotus on

leitud ka juhul, kui valimites esineb vordseid vaartusi.

Simulatsioonide pohjal osutub koige vahem voimsaks testiks Terpstra-Mageli test. Lisaks
on Terpstra-Mageli statistiku arvutamise algoritm ajaliselt koige keerukam. Kuna
iillejaanud testide voimsused on vaga vaikeste erinevustega, siis on pooratud tahelepanu
hoopis testide statistikute arvutamise algoritmide keerukusele. Vaadates algoritmide
ajalisi keerukusi voib Gelda, et Shan-Young-Kangi teststatistiku leidmine on alati ajaliselt
keerukam kui Jonckheere-Terpstra, modifitseeritud Jonckheere-Terpstra ja Cuzicki test-
statistiku leidmine. Seega tuleks suurte valimi mahtude korral Shan-Young-Kangi
testile eelistada hoopis Jonckheere-Terpstra, modifitseeritud Jonckheere-Terpstra voi

Cuzicki testi.
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Lisad

Lisa 1. Jonckheere-Terpstra statistiku vaartuse leidmiseks rak-

endatud Pythoni kood

def MW (valiml, valim2):
MWvalue = 0
for elementl in valiml:
for element2 in valim2:
if elementl < element2:
MWrvalue += 1

return MWvalue

JT =0

valiml = [9,12,19,28,34]

valim2 = [10,14,21,29,31]
valim3 = [13,15,20,30,40]
valim4 = [16,17,18,27,42]
JT +=MW(valiml, valim2)

JT +=MW(valiml, valim3)

JT +=MW(valiml, valim4)

JT +=MW(valim2, valim3)

JT +=MW(valim2, valim4)

JT +=MW(valim3, valim4)

print (JT)
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Lisa 2. Modifitseeritud Jonckheere-Terpstra statistiku vaartuse

leidmiseks rakendatud Pythoni kood

def MW(valiml, valim2):
MW = 0
for elementl in valiml:
for element2 in valim2:
if elementl < element2:
MW 4= 1
return MW

MJT = 0
valiml = [9,12,19,28,34]
valim2 = [10,14,21,29,31]
valim3 = [13,15,20,30,40]
(16,17,18,27,42]
MJT +=MW(valiml, valim2)
MJT 4= 24MW(valiml, valim3)
MIJT += 38W(valiml, valim4)
MJT +=MW(valim2, valim3)
MIJT 4= 24MW(valim2, valim4)
MJT +=MW(valim3, valim4)
print (MJT)

valim4 =
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Lisa 3. Terpstra-Mageli statistiku vaartuse leidmiseks rakendatud

Pythoni kood

TVE 0

valiml = [9,12,19,28,34]
valim2 = [10,14,21,29,31]
valim3 = [13,15,20,30,40]
valimd = [16,17,18,27,42]

for elementl in valiml:
for element2 in valim2:
for element3 in valim3:
for element4 in valim4:
times = times +3
if elementl <= element2 and element2 <= element3
and element3 <= element4:

™ += 1

print (TM)
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Lisa 4. Cuzicki statistiku vaartuse leidmiseks rakendatud Pythoni

kood

CU=0
valiml =

[9,12,19,28,34]
valim2 = [10,14,21,29,31]
[
[

valim3 = [13,15,20,30,40]
valim4 = [16,17,18,27 ,42]
rank = valiml+valim2+valim3+4valim4

rank . sort ()

for elementl in valiml:

CU 4= rank.index (elementl)+1

for element2 in valim?2:

CU 4= 2x(rank.index (element2)+1)

for element3 in valim3:

CU 4= 3x(rank.index (element3)+1)

for element4d in valim4:

CU 4= 4x(rank.index (element4)+1)

print (CU)
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Lisa 5. Shan-Young-Kangi statistiku vaartuse leidmiseks rak-

endatud Pythoni kood

def RMW(valiml, valim2, rank):
MW = 0
for elementl in valiml:
for element2 in valim2:
if elementl > element2:

MW += rank.index (elementl)—rank.index (element2)

return MW
S=0
valiml = [9,12,19,28,34]

[
valim2 = [10,14,21,29,31]
valim3 = |

13,15,20,30,40]
valim4 = [16,17,18,27 ,42]
rank = valiml+valim2+valim3+4+valim4

rank .sort ()

S +=RMW(valiml, valim2, rank
S +=RMW(valiml , valim3, rank
S +=RMW(valim1, valim4, rank
S +=RMW(valim2 , valim3, rank
S +=RMW(valim2 , valim4, rank
S +=RMW(valim3, valim4, rank
P

~—_— — ~— ~—  ~—  “—
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Lisa 6. Statistikatarkvara R simualeerimise koodi naidis

library (” clinfun”)

library ("gMWI™)
library (” PMCMRplus”)

gruppl <— rep(1,10)
grupp2 <— rep(2,10)
grupp3 <— rep(3,10)
grupp <— c(gruppl, grupp2, grupp3)
power <— rep (0,3)
1 <— 0
while (i < 10000) {
valiml<— rnorm (10,0,9)
valim2 <— rnorm (10,0.6,4)
valim3 <— rnorm(10,1,1)
valim <— c(valiml,valim2 6 valim3)
JT <— jonckheere. test (valim ,grupp,” increasing”)
MJT <— gmw(valim ,grupp, test="jtx’, alternative = "greater”)
CU <— cuzickTest (valim, grupp)
if (JT$p.value < 0.05) {
power [1] <— power|[1] +1
}
if (MJT$p. values < 0.05) {
power [2] <— power[2] +1

36



if (CUS$p.value < 0.05) {
power [3] <— power [3] +1

}

1 <— i+l
}
power /10000
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