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Cinleitung.

Unterfucungen fiber eine Gleidung des erjten Graves mit n Unbefannten und ganszabligen Coefficienten,
toobei bie Bedingung geftelt ift, daf fdmmtlihe Unbefannte nur gangabhlige RWerthe = O annebmen ditrfen, bilben
ven Gegenjtand, mit weldem fidy viefe Bldtter bejchftigen folten. Die Behandlung Defjelben greijt allerdingd nidyt
in die f}bI)eren Bweige des mathematifhen Wiffens ein und im Grofen und Gangen finden foldye Gleichungen fel-
ten Wermendung, worin audy der Grund liegen mag, vaf jenes Gebiet, jo weit und befannt i, nirgendsd in eins
gebenver MWeife beleudptet ift 1); wit bojfen indefen, ¢8 werben die Nefultate, die wir im Verlaufe der Unterfudjung
3u Tage jorvern wollen, die Behauptung reytiertigen, vaf vem Gegenfande ein gewiffed theoretijches Sutereffe nidit
abgefprocen Wwerben fann, wdhrend wir jugleid) eine Ritde, weldre in der Theorie bisher vorhanden iwar, audjus
flillen verfudyen.

Dag jundchit gu erftrebenbe Biel wurde durch jolgende Ueberlegung beftimmt: Die prattifdhe Uufbfung eiz
ner Gleidhung der obengemannten Art wird in der Regel pdurch birefte Anwendung Ded Dei einer Gleichung mit 2
Unbetannten meiftentheild benugten Gulevidien Verfahrens bewertitelligt; man erhdlt dabet ftets Gleichungen, durdh
welche jede eingelne Unbefannte ganyzablig dargeftelit wird, €3 jeigt fich num, paf man durch erlaubte Berdnberun:
gen im Gange ber Rechnung 3u duperlicy ginzlich verjchievenen Refultaten fommen fann, wag an einem Betfpiel
Dargelegt werben mbige.

Die Gleidhung 212 + 29y + 532 == 800 liefert, je nachpem man juerit nady @ und dann nady y, oder nad)
v und dann nach 2 aujlot

o =42 — 3» — 14¢ pdet @ =1 — 27 4+ 5s
y=—1-4 4+t y =36 -—15r 4+ 11s
S:—i—(v+5t Z::——'E)‘;“'QT'——'SS

wobei v, ¢, r, s, ganggablige ®rdfen vorjtelien, deren Gremgen nody o 3u beftimmen find, daf je ein Werth von »
ober » mit einem pafjenden von ¢ und s combiniet, pofitive Werthe fiiv @, y, = liefert, welche ver gegebenen Glei-
dungen geniigen. Bir werben jene Gridfen in Grmangelung einer anderen pajjenden Bejeichnung die Verdurerli-
chen der Gnpgleichungen nennen. €8 fragt fich nun sunidit, ob beide Formen, wie dad Syjtem der Endgleidyun-
gen beifien mpgen, genau Ddiefelben Lfungen liefern, und wenn bied ter Fall ift, weiter, ob fie in der That alle Li-
jungen geben, deren die vorgelegte Gleidyung fabig ift? Die begeichnete Untwort auj viefe Frage (iegt durchaud noc
nidt in ver Natur ded Berfabrend felbjt. 8 wird fpiter bewiefen werten, vak pad Gulerfde Verfahren immerx
volljtdndige Formen, v. h. jolche liefert, welche in der That alle Ljungen einer Gletchung umfaffen. Undere Metho-
ven tonnen Hinfig unvolftdndige Formen liefern. €o geniigt Der evwdlnten Gleidung tie auj anderem Lege ge-
wonnene Form

v =14 —87p — 17y

y= 1-+10p + 5y

== 94 29p 4+ 4y
wie man fid) burc) Subftitution leidht itbereugt. Wilrend aber bie beiten erften Formen die Lojung » =19,
y =12, z=1 licfern, jeblt diefelbe unter ten Lijumgen ter legten Form. Fitr ein Gleidhung mit 2 Uinbefannten
ax + by = c ift die vollftinvige Form befanntlic
& =« + bt
y=0—at

1) Boravbeiten finvet man in vemt vom Verfafjer L E66 gefehricberen Pregramm ved Eymnajiums ju Arenchurg: LBeitrdge jur

Lehre von den unbefitmmien Gleidyungen vesd erften Graves.
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wenn @ = a, y =3 fiir {ih der Gleihung genilgen, und ¢ diefelbe Beveutung wie oben bat. G3 fei namlich
r=a -+ m, y = f + n irgend eine andere Ldfung, fo muf an + brn = o fein, was, va « und b relative Rrim-
ablen find, nur mbglic) ift, wenn m ein Bielfaced von 1, n daffelbe Bielfade von — a ift, aljo m = bt, n = — at.
Gine Yusvehnung diefer Betradhtungdweife auf eine Gleihung mit 3 Unbefannten zeigt diefelbe fofort al8 unjureichend.

Dieg Ulled drdngt ju den Fragen nach ver Seftalt der Formen, nach vem RKriterium fiir die BVoljtdnvigteit
berfelben, und nacy der Art und Weife, wie der Jujammenbang jweier Formen vermittelt wird.

Die Beantwortung foll den erften Theil unferer Unterfudyungen audmaden. Jm pweiten Theil wollen wir
ung dann mit der nidht weniger intereflanten Frage nady der Anzahl ver Lofungen, weldse eine gegebene Gleichung
beftt, bejdhditigen.

Crefer Theil.

Unterfudung der Formen, in denen die Aufldjungen
| enthalten find.

I Qlitﬂteﬁuug einer Porm.

Gs fei eine Gleichung von erjiten Grave mit » Unbefannten und ganjzabligen pofitiven oder, wenn vas

Abfolutglied immer poffitiv vovaudgefeht wird, hoditens » — 1 negativen Coefficienten gegeben:
‘4—1”@1'1—“42‘”?“—113[03-*[— ..... +4,la:,,:=A....1)

Die allgemeinfte Vedingung fiir die Yufipsbarteit diefer Gleichung in gangen pofitiven Sahlen bejteht bes
fanntlidy darin, vaf die Coefficienten A, teinen allen gemeinjamen Theiler > 1 haben Ddirfen, ven nicht audy das
Wbfolutglied DHdtte, weil fonit durdy Divifion ver ganzen Gleichung mit jenem Theiler eine Summe ganzer Bablen
gleich etnem wirflidhen Bruche witvde. &3 darf alfo voraudgefeit werden, daf ein folder Theiler fiberhaupt nie egi-
ftive, weil er tmmer fofort entfernt werden fann. Dagegen bditrfen je 2 — 1 ober eine geringere Anzahl von Coefi-
cienten fehr wobl einen gemeinfamen Theiler = 1 befigen. Bunddit muf fejtgejtellt werven, von wievie! verdnter:
liden Grofen ¢ (in derfelben Vedeutung wie oben) die Unbefannten in den filr fie auftretenden Gndgleidhungen ab-
bangen werden. @38 Y4Bt fidy hier leidht nadyweifen, daf die Anzabl biefer ¢ tmmer wm 1 fleiner ald die Anzahl
ter Unbefannten ijt. Aug 1) folgt

oy = (A4 — 4, 2, — Ay ey — ... — Ay )i dy oo 2)
Begeidynet man die bei der Divifion M : NV erbaltenen Gangen durdy £ (M:.N), ven Neft vureh 1 (M: N), jo i1
¥y = KA A))—w, E(A,: 4)) — 23 E (4, o B —a, K (4,0 4))
4+ R(A:A))—w, R(Ay:A)) — @y R(A3:4,)— ... .. — @ R, 0)) . .00
A‘l

Sefit man leftern Bruch gleich einer gangen Babl ¢, entwidelt in derfelben Weife Zo, fithet flir ven ent-
ftanvenen Brudy vie Jabl ¢, ein u. f. f. fo fommt man fdlieflidh auf die Gleidung

Tp—og == B— ])c’vn—-l — ¢y, + ]31 — b] wn»--q — Cy Dy L. 4)
d
Wo B und B, neben abfoluten Sablen die bis jeht eingefibrten Grofen ¢, ¢,, .. .. t,_, enthalton und b, ¢, by, ¢,, o

beftimmte gange Baflen find. Seht man den Brudy in 4) gletdy ¢, fo emthdlt die neme Gleicdhung nodh 2 der
urfpritnglidhen Unbefannten, nnd 8 gelingt dann befanntlidy viefelben von einer newen Verdnverlidhen £,_, akbin-
gig varjuftellen.  Wir erhalten alfo im Gangen n—1 Grdfen ¢, welde im Ulgemeinen bLeim Ridndrvtdfubfiftuiren
in den Endgleidungen fiir alle Unbefannte auftreten werden.  €o wird 3. V. x, nidt durdh 7,—, allein audgedrirdt
fein, fonbern yoegen Ddes Umijtantes, daf B, bdie Berdnverlicyen £,, ¢, . ... t,_, cinfdlicht, wwoju aus der lepten
Gleidyung nody £,y tommt, fdnuntliche Beranverliche in feiner Gndgleidhung aufweijen. MNicht felten jedody ird man bei
praftifcher Auflofung auf Fille fofen, wo mandye Verdnverliche aus einigen Gndgleichungen, nie aug allen veridywinden.

Beyeichnen My, My, M, .M, M, fpecielle, pofitive oter negative gangablige Werthe fiir @, @y, @5 . .. @,
weldhe 1) geniigen, fo daf alfe
Ay My - Ay My 4 Ay My 4. . ... LAy My=A .. ..5)

i, und ftelfen wir die Coefficienten von ¢ durch « wor, fo bat die Form, wie wir tai Syitem ver Cndaleichungen
nenuen woflen, folgende Geftalt:



8
Ty =M +a, b, +a,,t, +a,,t 4 ..... A+ @yuey by
Wy =My + @y, t) 4 ayypty + Wapy by + oo + yuy iy
2y = My + ay,, t, + @apo by 4= g5 85 + .0 + @gp0—y by
6)....
Oy =My + ay_y,, t, + e yrn by =+ Gueqyg b3+ o oo F gy ey 6y
Xy = 1In -+ Apyq tl + (LD t-z + A3 t3 + """""""" Cny n— t"‘l‘

II. Grmittelung einer {peciellen Lojung.

Die Form 6) wird am einfaciten durch die Anwendung ved Guler'jden Berfahrens aud der urfpriingli-
dien Gleichung gewonnen, Wil man diefelbe jedoch unmittelbar aufitellen, fo werden die Grdfen M wobl am be-
quemilen erbalten, wenn man » — 2 bder Unbefannten & in 1) willtiteliche Werthe, 3. B. allen den Werth 1 beilegt
und dann dbie Gleichung

Az, + A4, &, =4 — 84, ....7
wo va3 Summenjeiden fich auf alle mit einem Jnbey verjehenen 4, audgenommen A, und A, bejieht, in befannter
Weife, durch Culer’8 Verfabhren, durd) RKettenbriiche, Rettenveihen, Congruenjen over mittelft Formeln, wie fte fir
bie Rwfung der Congrueny ax = b (mod ¢) egijtiren, aufldft ohne Riidftht varauf, vak @, und 2, vielleiht negative
Werthe erbalten. Wenn aber A, u. A, einen gemeinjamen Theiler > 1 befigen, ten die rechte Seite in 7) nidht
bat, fo it 7) unid8bar und bdied jeigt an, vaf wir nicht allen fener = — 2 Unbefannten @ denfelben Werth, oben 1,
beilegen diirfen. Turd) Uusdrahl anverer Unbefannten wird man diefen Uebelftand 3u hHeben fuchen, und nur, wenn jever
ver Goefficienten A mit jedem andern einen gemeinfamen Sheiler > 1 befit, wird man ju einem Verfabren ges
nothigt, vag wir am einfachften an einem Veifpel seigen. E3 jet
0%, - 42 2, + 30 &, - 105 2, = 8009

BWir feen 8009 — 105 #, = 2z, gewinnen daraus @, — 1, z = 3952, 35 zy + 21w, + 15 2, = 3952
Dann fei 3952 — 15 2, = 7y, woraud wir erbalten 2, =4, v = 536, 5 Z; + 3 &, = 556, ¥, =8, x, = 172.

Weit eleganter, wenn audy prattijy in ven jeltenjten Fdllen anwendbar, ijt folgenve Methode sur Beftims-
mung ter M. Man entwidelt dag Produft

A v
SZ]'A‘- Sz"‘Az. S:,h 3L L., SZIL ln PN 8)

wo fiir die Coefficienten & die Gliever der natitrlichen Sahlenreibe u fegen find, nady Potengen von 2z, bleibt bei
vem erften Sheilfag, ber o' liefert, ftehen wund verfolgt die Gntjtehung ded Grponenten A riidwdrts. Grgiebt {id,
dafi jur @utftehung mitgewirtt Daben die Potengen 17y, o2, s snta {0 erhalt man fofort M, —i,
M, =iy, My=1i,...... M, =4, Dabet tann e8 jid) leicht ereignen, daf einige der Grdfen ¢ Null werden,
was indeffen nicdht jchavet. Um bdie Redhnung verfolgen ju thmuen, wird man bei jedem Gyrponenten jeine Gnt-
ftehung bingufiigen miijfen, und jur Grleichterung ver Operation werden alle Theilfdhe, weldje fohon vorbhandene
TLotengen liefern, unberfictichtigt gelaffen.

Die beiven Dier augeinandergefesten Methoden baben aflervingd feinen grofen Werth fitr die Lragis., Wir
baben fjie hier gegeben, einmal ver Volljtdudigfeit wegen, dann aber auch, weil die erfte Derjelben ver ndchitliegende
Weg fdheint, wenn vie fibrigen LVeftandtbeile der Form fdhon befannt find, und weil fidy fpdter Unterfuchungen an
vie pweite Methode antnilpfen werden.

Ill. Gigenfdaften der Coefficienten «.

Wir geben ju einer genaveren Vetradhtung des Syjtems 6) fiber. Wegen ver Unabhdangigteit der Grifen
¢ ven einander darf pwijdhen den Coefficienten « einer Endgleichung feinenjalid eine Relation exiftiven, die in pers
Jeften LWeije fitr Die corvefprndivenden Grifen « alfer anvern Endgleidhungen gilt. 68 wirde fih ndmlih qus ver
Gyijten; einer foldien Relation folgern lajjen, val an Stelle ter n — 1 Berdnverlidien ¢, n — 2 neue Berdnverliche
gefelit werden fonnten, wad vem in I bewiejenen Sage widerjpridit. ©So darj nidt @p,y = M.y, fein, wenn man
p alle Werthe von 1 618 » durchlaufen (Ajt, weil fonjt die beiven Verdnverlicben £, und t, durch Ddie eine neue
s==mt; + t, mit den Qoefficienten «,,, erjeft werden finnen.

Ta va8 Syjtem 6) und dvie Gleidhung 1) geniigen foll, fo ergiebr fidy durch Subftitution in lefitern mit
Berildfichtigung von 5) und mit Bejugnahme darauf, vaf vie Vevanverlichen ¢ unabhingig von einander {ind, fofort

9

A ay F Ay ag,y + A5 aq,, + ... + Ap @y, = O
Al al,2 + A2 a-‘yz + ‘43 a3,2 + ..... —+ xin a,,,2 == 0
Al a,,a + 41._! a’g;g + 1‘13 a3,3 + ..... + ;’ln an,a - 0

Ay apmy A O+ gy =, ppy—y = O
®enitgen die Goefficicnten @ diefen n — 1 Gleidyungen, fo ftelit vad Syftem 6) eine Form bdar, welde eine
gewiffe Anzahl Lofungen der Gleichung 1) umidhlieRt. Ob viefe Form eine volitindige, alle Lifungen umfafjenve, oder
eine unvollftdndige, nur einen Theil berjelben liefernve, fei, bleibt nody unentichieden. Dag Kriterium fiir vie Vollftdndigs
Teit vermebrt, wie fich fpdter geigen wird die Anzabl ver Bedinglngsgleichungen 9) nur um 1, fodaf vann jur Beftim+
mmung det n (n—1) Grdfen @ nur n Sleidyungen vorhanven find. Nur wenn » (n —1)=mn b. h. n = 2, ift (bei
volljtindigen Formen) bie Anzabl der Gleidhungen gerave jur Beftimmung der a ausreidend; e8 fann mithin fiir
eine Gleihung mit 2 Unbefannten nur eine einjige volljftindige Form (neben unendlich vielen unvollftdndigen)
egiftiren. Sn aflen andern &dllen ift die Anzahl ver aufftellbaren wollfidndigen Formen unendlich grof, da die
Goefficientengleichungen unbeftimmt werden und negative Werthe der @ durdyansd nidht audgefdloffen werben fonnen.
Wolte man zur Aufftellung einer Form vie Beftimmung ver @ durd) bad Syjtem 9) vornehmen, fo unte man
burdy Aufldfung einer eingigen Gleidhung mit 2 Unbetannten and Biel gelangen. Legen wir ven Coefficienten a,,,
.+« @,y e willtirliden Werthe 0y, 0, .. . 5, bei, jo bleibt jur Beftimmung von @,,, WD @y, 1y
10) . . .. 4, a,,, + A, By = — S 4,9,

Haben A, und A, den groften gemeinfamen Theiter ¢,, fo diirfen wir vorausjegen, dak aud die rechte Seite von 10) dens
felben befige, da man, um died ju erreichen, nur jeves ¢ mit bem Theiler ¢, behajtet, yu wiblen braudst. Sind bann 4, und
9, fpecielle dfungen obiger Gleidungen, fo wird im Fall eined geraden = der erften Gleihung in 9) geniigt durdy

LT

@y =0y + (dy:1q,) 8, Bgyy = 0, — (A,:q;) 8,

@3y = 05 + (43:95) 5, Wy = 04 — (dyiq,) 52
11) . (l511 — 55 + (AG:Q:}) 83 Ay = 66 — (/lé;qs) I

An_j,4 = O‘n~—1 + (AnI 71'_) S'TL Ayyy = Oy — ‘A’ln——l : q_r:;l?_;,‘

wenn ¢, den groften gemeinfamen Fheiler jwifden A,,_, und A, vorjtelit, und s, s, .. .sn  Berdnbderlide
2

von Der Natur Der oben benusten ¢ find. Aebnlich ijt der Ausdrud fitv den Fall eined ungeraden »; man darf nur
einer Grdfe 3. B. an, einen conftanten Werth beilegen. Durdy willkiirlihe Wahl von Werthen fitr die BVednbers
lide s gelangt man zu beliebig vielen Syftemen jufammengehbriger Werthe Der a, weldie ven Gleihungen 9) genfigen.
AR Beifpiel wibhlen wir die in II. gegebene Gleidhung 70z, + 42 &, + 30 2, + 105 , == 8009
€8 ift junddft 70 a,,, + 42 a,,, + 30 ay,, + 105 @4y = 0 3u (Bjen. Nebmen wiv 0, =10, =2, fo

finvet fiy 6, = — 8, 3, = — 5, aljo, da auferdem ¢, = 14, ¢, = 15 ijt.
@, =—384+3s, @y =—35—3s,
aa,l.—:7+7«5‘2 “4”22““2’92
it s, =1, 5, = — 2 faben wir @, =0, ay,, = —10, ay,; = — 7, a,,, = 6
$1=238, 5, =1 @ryp =6, @gp =—20, a5, =14, a,,, =0
8, = —2, Sy, = 2 Uy = — 9, ay,3 =3, a;,; = 21, Ayy = — 2
it Bugiebung ver frither gejundenen fpeciellen Lofung findet man jomit eine Form fiir die vorgelegte
Gleidyung z, =8 +6¢ —9¢
2, =172 —10¢, —20t, + 5 ¢,
@y=4 =Tt 414t +2t
T, =1 4+ 6t — 24

Wir werden fpdter auf diefe Form juriidtommen.
Dag Syftem 9) Lipt eine Umformung zu, welpe uns von wefentlidem Nugen fein wird. Gliminirt man

aus jenen n — 1 Gleidungen die n — 2 Grdfen Az, A, .... A, o ergiebt fich alg Rejultat
3
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Fym—gor V3in—ar Ggm—3, + + Tn—yu—g, Tnjn—g Upm—ar Bzm—sr Cgin—9s « « » Gy yn—g, Fnpn—o

Qyin—1r Fgin—1r Egon—qy « Ap— yyn—9s Cnn—q , Aomn—ir Bgimn—ys Capu—ygy oo On— 1m—1s Ty

Gtatt diefer aud je (n—1)2 Gliedern gebildeten Determinanten fann man burdy Bertaufdhung ver Jeilen
mit Den Colonnen fehen

Dyr1r Brrgr Xyezp oo Lym—zr Fin—y Qor1r Targr Xopzpe v v A2in—2) Xopn—)
Xsp1e X3r20 @3030 000 s A3m—2) Cgm—) X3r1r L3120 Dgs30 00 v o - Xym—g Ezm—,
Pgr1r Xapor Xgozp e o v v Agyn—91 Bgpn— Qarrr Cgrar Bapgy - o v o s Agim—gr Bgin—
1A, . L, + A, . .o = 0

|
[

An—tr1r Cu—yr2e Tn—1s3s + - On—y—g, Cn—yyn— Xn—1110 Yn—y190 Tn—1+31 Cn—yn—g9) Fn—ym—)

AQugyr Cupoy Anpg v o v v o as Cpyn—gy Ogyn—y Popir Cnror Fnggy oo oo Bpyn—gp Appn—

wo jekt die Glieder der Jeilen mit den Reiben ver Coefficienten a in den n Gleidungen 6) itbereinftimnten, nur
baf immer je eine diefer Gileichungen garnidht vertreten ift. Wir wollen tiirjer {dyreiben

14) ... .. 4,.D1, 8 4,...0—1,0) +4,.D(2, 3, 4....0—1,0) = 0O
1) beveutet ,Determinante gebildet aud“, vie Jiffern ftellen entfprechend vie Coefficientenreibhen ber 11, 2ux, . . . . nter
Gleidhung de8 Syftem’s 6) vor, fo vaf 1) (1, 2,....86, 8, 9, ...n) beifit, man {oll aus ven Goefficienten a aller

®leidhungen in 6, die 7% audgenommen, in der Ordnung, wie fie dbort ftehen, die Determinante bilden.
Die Gleidyung 14) 1aft fihy jehreiben
15) ... .. Ayidy=—1(2,8,4,....0—1,0): 151, 3, 4....n—1, n)
Pilvet man die analvgen Ausdriide fiir dvie fibrigen Grbfen A, fo erhdlt man folgendes Syjtem von n—1
Gleidyungen, welded wir an Stelle von 9) weiter unterfuchen wollen:

AyiAd,=—D(2384,....0—1,0): D1, 3, 4 ....0—1, %)
Ay rdy=— 13, 4,5,....... n,1): D (2,4, 5,..... n, 1)
Ayrdy = — D45 6,..... 7,1,2): 13 (3 5,6,....n,1,2)
Ayt Ay 1= — Dy +1L p4+2,p+38,...012..p—1:D@p,p+ 2,p+3...2,1,2,...p—1)
.
Ay y:idy=— 1D (11,1,2...‘91—3, n—2):0Dm—11,2...n—3, n—2)

Um vie Determinanten, welche Tenfelben Coefficienten . entipredhen, 3. B. (2,4, 5...2,1) und D (4,5,6...
n, 1, 2), bie ju 4, gebbren, iventiich ju machen, bedienen wir ungd ded @ake8, daf die Vertaujdyung jweier Hori-
jontalreiben nur vag Beidhen ver Teterminanten dnvert, 3t nun » gerave, fo ijt die WUngahl der jebedmal zur
Lerwendung fommenden Horigontalreihen in 6) ungerave, und man hat dann gur Meberfithrung, wie fie oben beab-
fidbtigt wurde, eine gerave Unpabl, 2 — 2 von Vertaudhungen ndthig, fo dah die Determinante ihr Seidhen behilt;
bet ungeralen n dagegen fritt ein Beidyenwedyfel ein. Darausd folgt, daf dad Syjtem 16) audy gefdhrieben werden fann

" 1
Apidy = (1T D@3,4. . a—1,0): DB, 45, .. 01)
Aoy =" DG4 1) D@6, . 01,2
Agidy, = (="' D56, .0,1,2:D(,61,...01,23)
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17%) Ay, = (=) DO+Lp+2 P+ 01,2, p—1:D(p+2,p+8, p+4,... 112 ... )

1
D»1,2...n—3,n—2):D(,23,...n—2 n2—1)

Stellen wir durd K eine Jabl vor, von der noch weiter pie Mede fein fofl, fo folgt aug 17)
D(2,3,4..n—1, n)y = K. A4,

DG &5 =(—1)""1 K. 4,
D&56...m1,2)=K. 4,

DG67...11,2,3)=(—1""1K. 4,

B Ypepw+L2p+2 . 01,2 .. 20 —2) =K. 4,

¥ 1 4~
DEp+1,2p+2,2p43,...0,1,2...2p —D=(=1)""T" K. 4,,
D(@®1,2 ...n—3 n—2)=K.A4,,
])(1,2,3...n—2,n_1):(_—1)“‘+1K.A,,

K tann niemals ein wabrer Brudy fein, weil fonft wegen der Ganjzahligteit der @etetminan"ten 'i&mmthd;e
Gofficienten A purd) Dden Nenner bdiefeg Bruches theilbar fein mitfiten, ma§ t}ad)_"ber qrfprunghcbex_t Bot-
ausfeung nidt mbglih ift. Ferner fann K nie Null fein; died wiirde ndmlid) fdmmtliche @etermtﬁna.t'ﬂen
perfdpvinben madyen, wad nidhtd anderd biefe, al8 bvaf in 9) ein’e'ober mebte're (S'Iet'd)ungen von ben itbrigen
ablingig wiren; vazu aber ijt ein Jufammenbang pwifcyen den @Dcf':flcl'cnte‘n @ wic wir ibn vorher ald ufftatt[)nft
nadygeriefen haben, erforderlich. In anderer Weife [aft fich die uumogltcbfex_t, vaf A 'bel einer b‘raud)bare(n; Form ver-
fchwinve, folgendermafen geigen. Inn— 1 dern ®leichungen 18) "fon?men, wie :nan 'Ield)t fieht, pie n—1 € veltxc1elxteq
a ver etften Horizontalveihe des Syftems 9) vor; werden afe f{ibrigen @ aI'» Defannt ‘\\orauﬁgefegt, 'io murbev ba§
Berfdnvinven der Ubfolutglieder jener n — 1 Gleidhungen, da nady be"m ﬂi'llbu?g@}j(veieb per Deferminanten jebes
Monom einen Goecfficienten jener erfn Horizontalreihe ald Factor gntbalt, etne chmmuvug Fbcr n—1 Ilnbe‘fapmu
ten a unmpglich madjen, wdihrend dod) dad Syitem 9) in Dem hier vorauégeie‘gteu Fall viefelben (ofort liefert.
Seve Form, bet weldyer fich A gleich Null herausftellt, muf vaber (}I@ uul\ruud)gar vermvrjen II‘CI'D&CH. Unfer Re-
fultat it alfo, ba K nur eine gange, pofitive oder negative Bapl fein famn. Wir wollen ihr ten Namen Charak:
teriftit beifegen, weil vou ifr, wie fih eigen wird, gang allein pie CEntideidung itber Volljtindigleit oder Unvols
ftndigteit per Formen abbéngig ift. | |

ALS Beifpiel diene wicder die Gleichung 702, + 30xy + 42 1, -+ 105, === 8009, fitr welde die Form
aufgeftellt wurpe

x, =38 + 61, -2 9¢,

z, =172 — 101, —20t, + b
x, == 4 — 71, 4141, + 211,
r, =1 46t — 21,

Die hier 3u bildenven Determinanten find

—10, —20, 5| r—7, 14, 215 60 2| ! 0 80 =9 34.105
— 7, 14 21*': -34.70, ¢, 0, —9|=134.42 o, ¢ —9=—3%50-10, —20, 5 peREE
' ) 4 | i ! | |
6, 0, —2 | 0, 6, —9| —7, 14, 21 — 70 21



IV. WBoun den Grengen der Verdnderlidhen.
Die Form 6) liefert {olgenved Syftem von Ungleidyungen

My + @y b+ gty + gty + o+ Gyt > O
My + ay,, t, + agpty +ag,5ts + ... . - oy b—g > O
19) J My + ag, by, +ag,yty a8 + ...+ Ayyn—y tumqg > O
My 4 @y By + Ay by A Anpy Ty + L L + @pyn—q by > O

Diefe n Ungleichungen miiffen benugt werden, um fitr bie Verdnderlidyen ¢ Grengen abjuleiten. Sind die
A, fimmtlicdy pofitio, fo ift die Unzaht ver Aufldfungen fitr die urfpriingliche Gleichung immer eine befdhrdntte; vas
Cyltem 9) eigt Dann, baf unter den Goefficienten a einer Colonne in 6) mindeftensd ein negativer fein muf, bHidy
ftend n—1 negative fein diirfen, damit die Summe Null erjeugt werben Fonne. Sft audy nuv eine einzige der Grp-
Ben A, negativ, fo find intmer unendlich viele Lojungen miglich.  Grwdgen wir filr den erften Fall, vaf die Glet-
dung 1) audy gefdirieben werben fann

20) P (A:AI)“‘-T2 (4122141) — Ly (Aal/l]) R (1’1n:A1)
eine Gdyreibart, yeldye den frither ftreng bewiefenen Sap, baf jede Unbefannte von n—1 Berdnderlichen abhinge,
gleidyfam unmittelbar vor die Augen fithrt, halten wir dann 20) mit der erjten Gleidyung von 6) ujammen
). ...y =M —a), b, —a,0t— .. ... — @y by
wo alfo an die Stelle der Unbefannten @ in 20) rec)td die Berdnderlichen ¢ getreten find, jo ergiebt fich folgenves:
Da die Ordffen x in Leftimmten Grengen eingefhloffen find, die fih leicht fitr jede eingelne finden faffen, wenn man
affen fibrigen ven Minimalwerth 1 beilegt, jo baf 3. B. .
22) ... .. z, > 0 o, <E((A—A, — A, — . ... — A):4A)
fo muf vaijelbe mit ten Grdfen #, weldre turd) 6) mit den Unbefannten 2 linear verbunben find, der Fall fein,
. h. e mufy mdglich jein filr jeded ¢ aud bdem Syjtem 19) eine obere und eime untere Grenge 3u beftimmen,
(Gbenfo haben mwir einen weiten Fall, Unbegrenytheit der z nady einer Seite und darum aud) nur einjeitige Be-
grengung ber ). Man fann mithin jedenfalid zweimal aud ven n Ungleidungen n—1 derjelben fo audwdbhlen, dap
burdy Multiplicationen mit pofitiven Grofen und darauffolgenve Additionen alle ¢ mit Audnabhme eines vorber bes
flimmten verfdhywinten, baf man aljo 2 Ungleidungen erhdlt, weldye unmittelbar, die obere und untere Grenze Ded
gewdblten ¢ liefern. WAllgemein ift diefe Operation nidt ausfibrbar, 8 (aft fich nur angeben, baf Ddie Coefficienten
ver ¢ in den Ungleidungen Determinanten von der in III behanvelten Art find. Man erhalte 3. B.
D@~ 1,p+2 o nl,2 ...p—1)>F
e D@+1,74+2,....01,2, ... 7'-—1)<G}
w0 F und G ihre Entftehung ven Abjolutgliedern ver Ungleidungen 19) vertanten, und wir vie Determinanten als
pofitiv betrachten bditrfen. Wit Ridficyt auf 18) folgern wir bann
L, > F:(KA).
L, << G: (K 4)

Jit vie Grengbeftimmung fir ¢, erfolgt und fann taffelbe m Werthe annehmen, fo erbdlt man durdy Gin
fegen Derfelben in 6) m neue Syfteme, tie oine BVerdnderliche weniger enthalten und ebenfo Hehandelt werden mitjjen,
wie eben 9) behanvelt wurve, um jcplieflich, nady Beftimmung ver Grengen fitr die lefte Berdnverliche durdy Gin-
fegen Per filr fle giltigen” Werthe fammtliche Lojungen der 1) zu erbalten.

Man erbdlt, 3. B. fiir vie tn III benugte Form der Gleihung 70z, + 422, + 30w, + 105 x, = 8009

bie Grengen < < <
by — ty — ty =

Aug ven Grempungleidhungen 24) ergiebt fich fojort, daf ver Gpielraum der Berdnderlichen im umgetehrten
LBerhiltnif jur Grofe ver Charafteriftit K fteht, wibhrend die Unzahl von Lifungen, welde eine aufgeftelite Form
umfaft, fidy im ANgemeinen in virefter Begiehung jur Grife ves Spielraumsd ver ¢ befinbet. Darausd witrde folgen,
taf fiir ben FHeinften Werth von K, welder nacy III offenbar == 1 ift, die groftmpglide Anzabl von Lodjungen
umjdploffen witrve, d. h. A = == 1 mitfte dad Kenngeidyen fitr bie Boljtandigleit einer Form fein. Jndeffen ift
viejer Beweid nicht ftreng genug und nur jitr eine Gleichung mit pofitiven Goefficienten 4 giiltig. Wir geben desds
wegen im Folgenten ftrenge Nachweife ved Kriteriums fitr die Loljtandigleit einer Form.

23) . ..

24) . ...
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V. Aufftellung desd Kriteriums fir die Vollftindigfeit Der Formen.

Climinirt man aud den n — 1 Gleidungen bed Syftems 6) alle ¢ mit Ausnahme von £,, fo ergiebt fich

al/l' “1;21 ("1;3/ voe s ali""-l " 'T'l - Alf “1!2' a’]lal LA a“n—l
Aoy s Coyop Bgpg, « o » gyn—y Ty — Ay, ay,,, Qor3p o v« Bom—y
Qa1 Q39 X343 - - Q3im—1 . Ty — Aa: a3i21 “3;3, e gy
25) . t,.
“n—l-yu Wn—yrgr Qn—113s » + + Cn—yyn—y Tpmy — An—y, 1921 Cn—3y3) + « » Ay yn—y
ober wenn wir die rechte Seite mit IV, begeichnen
26) ... . 4.D(1,23. . .0a—1)=DN,
und mit Beriidfidtigung von 18)
3 1
2D .. (=)' K. 4,6 =N,

PBildet man die analogen Audbdritde, indem man nidht die nt, fondern die » — 1t Gleidhung in 6) aus-
1§ft und tann die nt Gleidung ald erfte anfieht u. §. w., jo entfteht folgended Syftem:

(— 1" ' K 4,1 =N,
K4, ,t = N,
(-1t K4, ,¢ =N,

28) . . ..
(—1)" T K4t = N,
KAl tl——:Mt

Diefen Gleichungen miijfen alle Werthe, die ¢, annehmen bdarf, geniigen. ﬂﬁ?ir f)abenﬂ dafjelbe gangﬂgab?ig
voraudgefet, e8 fonnte aber jebr wobl fein, vaf diefem Syftem gebrodjene Werthe fit t, geniigten, wenn 'nam'ltd)
Der Menner ve8 betreffenden Brudes in K aufginge; in die Grifen A fﬂ_nn" bgrfelbe nict aujgebent, weil Dbiefe
Yeinen gemeinfamen Theiler > 1 haben. Fiir die Grdfe ¢, und analog fitv die ibrigen ¢ liefen fic) bemnady folgende
witfliche Briihe ald vem Syftem 28) geniigend fegen:

1 2 3 K—1 K+1 K+2 2K—1 2K41 2K42
29)"“t1:_K—’—I_(—,?,"'T ., kK, ' K | X, K’...u.i.f.

K

Died weift unbedingt varauf hin, baf die Gleidung 1) nody Lofungen befiht, welde aud ver Form 6)
mit ber Gharatteriftif A nicht erbalten werben fonnen, weil Ddiefelben gebrocdhenen Werthen der %er&nberlicb_en ents
fpredien, wabrend diefe in 6) nur al8 gangzablig angefelen werden diirfen. Diefes BVorhanvenfein weiterer Lofungen

ift nur pann nidht mdglich, wenn
30).... K==1

ift, fo baf bierin nothwendig dag RKriterium fitr eine vollftdndige Form gegeben ift. Ale Formen, bet bdenen K2
> 1 ift, find al8 unvoliftdndig ju betrachten, tiewohl ed in einigen fpeciellen Fillen vvrto"mme'n fann, daf
ein Unterichied zwifchen volljtdndigen und unvoliftindigen Formen nicdgt exiftict. So find fiix bdie Gleidung
11 %, + 17 y, = 157 die beiven Formen

z, =5+ 17¢ und r, =5 51¢

z, =6—111¢ x, =6 —33¢
bon denen die erfte bie Charalteriftit -+ 1, jweite + 3 Bat, volijtdndig, weil eben nur eine Lofung filv jene Sleis
dung egiftirt. Sm AUlgemeinen find uufere obigen Vehauptungen ridhtig.

Titr eine vollftindige Form lautet dad Syjtem 18) fo: .
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D(23,4...n—1,0) =% 4,

D345 .. .01 =+ (—1+! 4,
D(4,56,...n1,2) ==+ 4,

D(5,6,7...17,1,2,3)=+—1)"""!4,

81 ... J D(2p,2p+1,21}+2...n,1,2...21)—2):i442,,_1
DEp+1,2p+22p+3...01,2...2p—1)==(—1)"T1 4

27

b(n,1,2,...92—3n—2)=iA,,_1
D(1,2,3,...n—2,n_1):i(—-1)"+1A_"

yo Die oberen Borgeichen und ebenfo die untern jufammengebpren.

Wenbden wir da8 Gefundene auf die einfadften Fille an, fo ift junadft fiie
82) .... A @, + Az, =A4A
bei etner volltindigen Form D (2) =ay, =F 4, D) =a,,, == (— 1P 4, =5 4,, fo bdaj fite eine
®leidung mit 2 Unbefannten nur eine einjige vollftdnvige Form
o, =M, F 4t

33) . ...
[a:z_-: Izi/lltl

egiftict, wie audy fdhon in IIL. gejeigt wurbe. Die doppelten Borjeichen reichen nidht hin einen Unfprudh a uf 2 voll-
ftindige Formen ju begritnden. Filr
34) .. Ay Ay, F A ey = A
Hat man bet einer volftdndigen Form
J D (23) = ayg,; 3,5 — @3, gy =+ A4,
35) .. .. ' D (31) = ay,y @yyp — A,y B3,y == A,
LD (1,2) = a0y ay,, — ay, Ay = A,

Gine Anwendung auf die in ver Ginleitung fiir die Gleidung 21 » + 29 y + 53 z = 800 aufgeftellten 3
Bormen jeigt, daf die beiden erften volljtindig find, wdbrend die lete mwegen der Charvatteriftit — 5 unvollftindig
ift. Die in IL fiix die Gletdung 702, + 42 5, 4 30 »; + 105 2, = 8009 aufgejtelite Form ergiebt fich eben-
falld al8 eine unvollftdinbige, weil fie die Chavafteriftit — 34 befit.

Da bdie Frage nady vem Kriterium fiiv die BVoljtinbigteit ver Formen einen wejentliden Theil unferer Un-
terfuchungen audmadyt, fo mbge nody ein 3weiter Veweid fitr den Sag, daf die vollitindigen Formen durdy A — =+ 1
cdharattrifict find, hier Plag finven. Soll das Syftem 6) vollftdndig fein, fo muf man, wenn irgend eine Lofung
der Gleidhung 1) durdy

36)....5.=L,, 2y=1L,, x3=0L; ....2,=0L,

pargeftellt wird, wo L und M al8 nidt iventifdh angenommen werden, aug vem Syftem
Li=Mi+ aynty 4+ aypty +ayyts+ . oo+ Qe toey
Ly = My + ay,, t, + Farg by =+ Aoz bty + . L 4 gyt

37) L, = ﬂ[a - ag,, t, + A3pp ty 4 ag,3 83 + . . .. + @gm—y by

Ln == M;l + an;l t] + an,g t’2 + “ma t3 + e e + a’?lﬂl—l tn—l
unter allen Umftdnben ganzzahlige Werthe fitr die Grofen ¢ ableiten Hnnen. il ¢, erbdlt man aug 37)
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Ly, — M, a,,5, ay,3, . . . Xy pn—y
L, — M,, a,,,, @9r3y « « « Aoy
L, — M, a a a
R 3 3 3r2s 3137 ¢ - - 3m—1
38)..¢t,.D(1, 2,3.n—2,n—1)=
L, — My, @yigr Bnrizs - - Fn—1y n—y

Aug ven Gleichungen
A, My + A, My A3 My + | + Aoy Moy + A M, =4 ., .. (39
A L, 4 A4, L, + 4; Ly 4, |, | F Aoy Ly Ay Ly=4 . ... (40
welde nacdh 5) ftattfinden, ergiebt fidh
4, (Ly — M)+ Ay (Ly — My) + 4, (L, — MHy+... + A s (Lypy — My )+ 4, (L, — M)y=0..41

eine Gleidyung, welde daffelbe Audfehen hat, wie die pes Cyjtems 9). Daraud {dliefen wir, daf fich fiir 1) auch
folgenve Form aufftellen Idft:

=M 4+ (L, — M) t + Cig by + gty 4 ovi F Cppuy taey

@y =My + (Ly — M) ¢ + a,,, by + Gy ty + .. ... Aypn—y taey
. @y = My + (Ly — M) t, + Cara ty + A3 83 + ..o F Cypueyg by

sy, T

ey = Moy + Loy — M) byt Guyyg by + Gy & 4. 4 Qp—ypn—y bu—y

@ = My A L = M) 8+ @y by + ay, by + . .

e Qe by
heift die 3u 42) gehdrige Gharalteritit k, fo gelt 88) mit Radfide auf 18) fiber in
B) ... 0" R A = (=1t g,
44) ... .odet t, = k: K
Da k von der Wahl ber fpeciellen Lofung L abbdngt, im Allgemeinen alfo in feiner Begiehung 3u K ftebt,
fo fann ¢, (und Gleiches gilt fiir vie librigen ¢) wur dann immer eine gange 3abl werben, wenn
45). ... K==1
ift; vied ift aber bas fdhon frither angegebene Kriterium.

VI. Das Guleridhe BVerfabren.

Jn der Ginleitung wurde darauf bingewiefen, baf die Frage, ob die jedenfalls fitr bie Praxis immer ju
emfeblenbe Guler’fdie Aufldfungsmethode ftets allgemeine Formen liefere, nocy nidht beantwortet fei. Sn den bidhe-
rigen Gntwidelungen liegen nun die Mittel sur Bejahung diefer Frage, wie jebt geseigt werden foll. Gg liege wieber vor

46) ... 4o, +F A, vy + ... F A v + 4, Tp = A
_ Die Yufldfung diefer Gleichung laft fidy auf bie einer Gleidung mit n—1 Unbefannten in folgender Weife
surudfihren -
€8 werdbe A — A, m, = 2, gefelt, wad nur in vem eingigen Falle modificirt werden miifite, wenn die Grdfen
v dy oL A,y einen gemeinfamen Theiler ¢ > 1 bitten; um die Betradytung nicht 3u verwideln, yoollen wir
Diefen Fall gang bei Seite laffen; wir bemerfen nur, Dag 4 — 4, 2, = gz, ju fefien wire, wodurd) in den nad:
folgenben Operationen nur unmwefentlice Modificationen eintreten. Die Yufldfung der Gleichung

47y .. A @ + Ay, L + 4y 2, =2z,
Rady bem Guler’fdhen Berfabren, ergebe folgended Syjtem mit n—2 Berdnderlichen
(2, =m, + @il + a5ty 4. ...+ @) ney taey
To =My F Qgyp by + @y,5 b5 .. .... Bam—y to—y
48) ... .. By = M3 + Qg9 ty + Gg,5 L3 + ... + @gu_y tury

Tn—1 =My + Gueyyo ty + Guga by + ..o+ WGy, they
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weldie3 die Charatteriftif K, befige, fo daf mit Ridficht auf 24)
Q21p Bopgy o+« Gypu—yq
@300 Bapg « . Wy
49) . . ... = Kn._2 A4,
An—1rar Cn—ys3s + « - Cn—yon—y

Die Grdfen m in 48) entbhalten afle nodh 2z, b. b. Ty fubftituitt man beBwegen bdafelbft fiir 2, wieder
ben Werth A4 — A, 2,y f0 entftelt, wenn m, = M, + d, x, ift, fiix 46) folgende Form:

Zy =M, +dy xy+ ), t, + Bz ty + oo + @y by
By =My o+ dy @0 + Wy bty + ap,gty + .... + Bypn—y tay
By =My + dy Xn + 3,9 by + 5,585 + ...+ Gypn—q bn—1

oy = My + dn;y @, + On—yro by + Quypg ty + ... + Op—ym—1 b1
Ty — ’ + &y

in weldjer eine Unbefannte die Rolle einer Berdnderlichen ibernommen bat. ©8 fei bdie Charatteriftit von 50) gleidy
K, v ijt nady 18)

dll a’ll2l “1131 LR alm—l
dy) Gypay Aypg0 - (py—

dy, g,y Q5130 « «« Bgyn—

=K, , (—1 14,

dn—]; U140 Dp—143 + o - “n—m—l

Subjtituirt man die Gleidhungen 50) in 46) fo entfteht folgenbes ©Syftem, welded 9) analog ift:
dydy + Ay dy +A3dy + .o+ A d, =— A,

Ay @ypp + Ay gy + Ay 3,0 + .o A+ Apg Gpyyy = O

J Ay ay3 + Ay gy + Ay ag,y + ...+ Ay Gpyyy = O

Al @ym—1 + A2 Aom—} + A3; Aym—1} + ...+ An—] U1 m—1 = o

Hieraus folgt

dy, dy, dgy oo duy — A, dy, dy, .. dp
Cirgr Bargp Bypgy - -+« Cn—1re O, Garar Wgpps - v Gy
¢ 0
a [ a v @y a a e Oy
[ 1131 2,34 130« Yn—1+ — r 2132 Y3030 n—1s3
53).. A, . 2 -
X ym—1, a’gm—l, Aypn—1y - - Ap— | yn—| 0, Gopn—1s Cypn—yq, - » Cn—qm—y

Die Determinante {ints ijt befanntlich iventifdy mit der in 51). Die Determinante redhtd reducirt ftdh auf

D199 A3pgp - o v o Ap_g,yq

@ar30 C3pgp -+« - Bn—qys

| Gam—11 Bgn—g « + Gue yn—y
[

und biefe Determinante ift wieder identifch mit der in 49), fo daf wir baben
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55) ... (— DT K, A A =— K, 4, 4,
56). ... o0t (—1)'K,_, = Ku_,
&8 14ft fich nun bdie Lofung der Gleidhung 47) ebenfo auf die Gleihung mit n—2 Unbefannten
50 . .. .. A oy + dywy + oo+ Apeg Ty = 25,

juridfithren, wenn 2z, — Ay Zu—y = 2a—; gefeBt wird; die entflebende Form habe die Charafteriftit X, ,, dann
baben wir analog 56)
58) ... .. (-1 'k, =K, ,

und bei entfprechendem weitern Juritdgehen
(._1)”’_2 I{n-—a — Kn—4
(_1)”_3 Kn—4 - K“5
59) . . .

K, = K,
— K, =K,
inbem wir fcblieRlich bei be1_c @Ieicbung' Ay oy + A, 2, =z, anfangen. @2 ift alfo nur nody nadyyuweifen, dvaf
bag Guler’jche Berfabrew bet einer Gleidung mit 2 Unbefannten eine vollftindige Form liefere. Daffelbe fommt
Bierbei im Wefentlichen auf die Verwandlung ves Brudes A, : A, in einen RKettenbrud hinaug, fo daf dad fdhlieh-
lig vorjunehmende RNitdwdrtsubftituiren den eingefiihrten Berdnverlihen nothwendig die Goefficienten 4, uno 4,

mwieder liefert; wir haben nun in V' gezeigt, dag vie einzige volljtdndige Form fite eine ®leihung mit 2 Unbefannten
jene Goefficienten A, und 4, enthalten mug; es muf folglich

60).... K,==+1
fein, und die Gleidungen 56), 58) und 59) ergeben bann augenbliclich, vaf audy
61) ... .. K, ,=+16)K, 6K =1

ift, wodburd) die Form 50), welde durch Yas auf eine Gleichung mit n—1 Unbetannten angewandte Guler'fdie Ber-
fabren erhalten yourde, al8 eine volljtdndige dharattrefirt wird.

VI. Gonftruction der urfpringliden Gleidhung.

Rachbem die Hauptfragen im LVorhergehenden erledigt worden, wenden wir und ju anvern Unterfuchungen,
weldie 3u einer einigermafien vollitindigen Behandlung ves betreffenden Gebietes nothwendig jopeinen.

Die Uufgabe ju einer gegebenen Form bie urfpriingliche Gleidhung 3u conjtruiren fann mit Hiulfe fritherer
Sige leiht geldft werden. Bunddjt bilbet man bdie Determinanten ded Syftem’s 18); bdaburdy gewinnt man

K. 4, K.A, . .. KA, worau$ durdy Weglaffung ded groften gemeinjamen Tbeilers die Coefficienten 4 ver Ur-
gleichung bhervorgehen. Dag Abfolutglied wird dann durdh die Gleichung
63)....4=28, 4, H,

gewonnen, wodurdy alle Sheile der Gletchung befannt find.

Sbenfo ift nun bie Lojung ver Aujgabe mbglich, aus n gegebenen Lojungen, welde jedodh einer nadher 3u
befyredhenden Bedingung genfigen milffen, die Urgleidyung abjuleiten. Die Lofungen feien, wenn die in den eingels
unen Colonnen ftehenpen Grdfen jufammengebdren, vorgeftellt durch

Ly == Myyqy My, Myyg, ... .. My yn
Xy = My, 1, My, Myyq, oo ... My ,n

64) . J Xy == Mg,y, Mgn, Mgz, ... .. Mog,p
Ty == My, , Wyyy My,3,. .« Wyyp

] Sn derfelben Weife wie bei 39), 40), 41), ergiebt fich, dap fiir die Coefficienten « der Form, die wir ju-
nadit aufpuftellen beabfichtigen, Ausdriicle 1wie My, — My, verwendet werben tonnen, wodurd) 3. B. folgendes Syftem
gewonnen wird; 5
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Zy=my 4 (g —myp) b + (0yy — myg) by + (g, — My, B oo (g, — M) by
&y =My + (Mg, — My,p) t) 4 (Mg, — my,5) by + (Mg — My, ) b5 + ... + (gyy — Myp) taey

65) Zg =my + (Mg, — M3,5) &y + (Mg, — my,3) by + (Mg, — Mg,8) t5 +.... + (mg,, — mg,,) t,—,

Ty = My + (mml - mmz) tl + (777/:1/1 - 'mnrs) t2 + (m,,,l + mm4) ta + LR + (mml - mnm) t1~—1
Daraud bejtimmt man in der vorher angegebenen Weife die Coefficienten und vad Abfolutglied der Urglei-
dung. Dieje BVeftimmung wird jedod) unmiglich, wenn die Determinanten ved8 Syjtems 65) Null werden, wad bei
allen eintritt, wenn eine eingige ver{chmwinbet; denn da feiner der Coefficienten 4 Null werden fann, fo muf dann
K ver{dywinden. Zritt diefed ein, fo ift damit angedeutet, daf fitr jede Beile in 64) ein und bdiefelbe Sleicdhyung
egiftict, welche die n* Lbfung aud ben n—1 iibrigen ju berechnen erlaubt, b. §. daf die in 64) gegebenen Lojungen
nidt unabhdngig von einander find. Unabbingigleit der Lofungen von einander ift alfo wefentlidye und eingige Be:
dingung. €8 ift iibrigens gleidhgiltig, wie man die Differenzen My,,q — My, gur Bildung der Form audwibit, die
Charatteriftit bleibt jtetd diefelbe. Gin Bl auf eine der Determinanten, 3. B.

mi,l —_ ’lnl,.z, ml,l — My,3 ml—,l —_— m1'4 e se . ml,l -— 'ml,,,
Mory = My, Myyq, — Moy My, — Mgyq oo o My — Mgy
M3,y — Mg,y My, —= Mgy3, Mgy — Mg,y ... Mg,y — Mg,y
66) . ..
Mn—ypy = Ma—yrgr Ma—t0f = Mon—yyz) — M3y — Mi—ysq + o o« Mo—yyy = Mu—yn

seigt, da alle mbglichen Differenzen my,, — my,,, foweit fie den n—1 erften Beilen von 65) angehbren Fonnen, in 66)
purd) ben Saf ber Determinantenlehre hervorgerufen werden fonnen, nad) weldem bder Werth einer Determinante
unverdndert bleibt, wenn ju den Glementen einer Golonne die mit einem beliebigen gemeinfchaftlichen Factor multi-
plicivten Glemente einer anbdeven Golonne abdirt werden.

Gin weiterer Schluf ijt ver, dap 2 unbeftimmte Gleichungen ded erften Graved mit je » Unbefannten bich-
ften8 n—1 von einander unabbdngige Lojungen gemeinfam haben fonnen. DBefigen fie mebr gemeinfame, fo miiffen
fid aus jenen n—1 Ldfungen die fibrigen ableiten lajfen.

Wir geben ein einfaded Beijpiel; 8 fei

z, = 171310 3
T, = 5 6 813
4 2 3 1
15 6 9

I

T3

Ty
Daraus 1dft fidy folgenve Form bilden:
v, =17 + &t, + T¢t, + 14 ¢,

r, = 5 — t, —3t, — 8i,
.%'3: 4+2tl+ t2+ 3t3
g = 1 — 4t — 5, — 8¢,

Man findet ferner
D(2,34)=29=+K.A;D3B,41)=—28=—K.4,; D(4,1,2)=6=K.4,; D(1,2,3)=—25==— K A,
68 ijt mithin K = + 1, vie Form alfo eine volljtdndige, fernec 4 =17 4, + 5 4y + 4 4, + 4, = 682,
fo dap bie urfpritnglidhe Gleidung fiix dad gegebene Ljungdiyftem beift:
29z, + 28, + 62, + 25z, = 682.

VII. Transformation der Fovmen.

Um ven Bujammenbang zweier Formen filv eine und viefelbe Urgleihung audfindig ju machen, ift e8 noths
wenbig, die Urt und Weife, wie man aud einer Form beliebig viele andere herleiten fann, ju beleudten. Wir wols
len ju Ddiefem Bwed in 6) an Stelle ver Berdnderlichen ¢, die BVerdnverlichen s fegen, die mit jenen durdy folgendesd
Syftem vertniipft find:

—_ 19 —

t, = by, s; + bria 82 + bus 83 + ...+ blm—r Sp—y
bary 81 4 bora 85 F byy 85 + L HF by Suy
ty = by 8y + Base S5 + by 5y +... + b3m— Sn—1

I

t""‘l = b"—‘l’l 8 + b"—l’2 Sy + bn—“a 83 ... +bn—1;n—1 Sn—y
wo die Grofen b gangzablig find. Begeidmen wir die ausg vemfelben in ber Ordnung, wie fie in 67) fteben, gebil-
bete Determinante durdhy D (B), o ergiebt fid) befanntlich unter der gur Unabbdngigteit der Gleichungen 67) von
einander ndthigen Borausdfegung, vaf D (B) nidt Null fei
68) ..... =0 @N?,, ¢
D ()

wo man ben Bdbler erhilt, wenn in der Determinante D (B) an vie Stelle von birvr boras + v buey,y, Die
Grdfen ¢, ¢y, . . . ta—y gefeft werden. Analog find die Ausdriide fitr die {ibrigen s, der Nenner ift immer D (B).

Die Form 6) geht durdy 67) iiber in
Zy = Ml T @ by + Lrra b211 + a3 b3ﬂl F oo Omag baoy) 8y

+ (@, b, + Gy,9 b2,2 + @, 05, + ...+ @y n—1 Ou—1,2) 82

+ - .o .

+ (@1 bl""‘l + D119 bzm—l + Gy bam—l + .o a1 bueyya—g) Sn—1
Ty :M2 + (a2'1 blll + Gy, b,)_,l + Qg3 b311 + ...+ Qoyn—1 bﬂ—lll) LY

+ (320 byyp + ay,, bara 4+ Qo3 bayg oo F Gyng Dayyn) 8y
+

69) . ... 1
+ (a2’1 bl'”—l ~+ A9 bzm——l + T3 bam—-l + ...+ Xyn—1 bn——]m—l) Sa—1
ry =

Xy = M, + (a’ml blll + Ao I)2,1 + (/7% b311 + ... + Tpyn—1 bn—l;l) Sy
+ @y Oy0p + Anpy bore + @3 byrg +-.ut + Qnyn—1 bn—lrz) Sa
+ . ee e e e e .

‘+‘ (aml blm—]_ + am2 bgm——] + Qpp3 b3m—1 + L + a,,,,,__l bﬂ"l"'—'l) S,,_l

Die Coefficienten der s in 69) find in berfelben Wkeife gebildet, wie die Glemente per Determinante, welde
burdy Multiplication jweier Determinanten von gleiher Glementenzabl entjteht. Beyeiynen wir die neuen Coefficien:
ten durd)y ¢ und ftellen durdy D (Cp) eine Determinante vor, welde ausd den ®rdfen ¢ aller Gleihungen in 69)
mit Audjchluf der pt in ver Art gebildet ift, daf bie p + 1* und die darauj folgenden Gleidyungen an die Spige
geftellt werden, durch D (Up) alfo die analog aud 6) gebilvete und frither iy D(p+1, p+2,....2,1, 2
« - .. p—1) bejeichnete, fo it

70)..... D (€p) =D (Up) . D (B)
RNach 18) Fann man bierfitr, wenn & die Charatteriftit von 69) ift, fdyreiben
) ... .. =K. D (D)

Soll mithin die Charafterijtit der Fovm 6) bei der Transformation, abgefehen vom Jeichen, ungednbert
bleiben, {o muf
72) . ... D(®B)==41
fein. Dann werden die beiven Formen 6) und 69) ald dquivalent, d. . al8 folde begeichnet werden diirfen, welde
genau biefelben Rofungen liefern; venn aud 68) geht hervor, baf unter jener Bedingung alle s gangablig werden,
Dafy mithin die ju einer Yufldfung von 1) gehbrigen Werthe von ¢ correfpondirende Werthe von s liefern, weldye die-
felbe Ldfung aus 69) finden laffen und umgetebrt. Gleichheit ber Charafteriftit (abgefehen vom Beiden) und ver
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befonderen Lofung reicht indeffen durdhaud nody nidyt jur Uequivaleny hin; e8 muf vielmebr, wenn bdiefelbe ftattfin-
pen foll, eine Trandformation mit dem Modulud —= 1 miglich fein. Unterfuchen wir vedhald, wenn fich die Form

6) in eine anbdere

Zy =M, 4 €101 81 4 €1y 83 FCra5 83+ oot A Cpmq S
@y = My 4 Cyp1 81 + Cypp 89 F €33 85 + oA Coam—y Suy
) # = My +c3,y 8, + €39 83 + €3,3 S5 + oo+ Can—1 S

Zn =My + €npy 83 + Cg Sa + Cnpy S5 F oo+ Crpn—q Su—1q

teandformiven [dfit, wenn wir die Subftitution 67) jedoch) ohne die Bedingung 72) vorausfegen. Wir Haben beiden
Formen Dbiefelben bejonbeven RLwjungen gegeben, weil beide Formen, folf anders eine Trandformation fiberhaupt bent:
bar fein, mindeftend eine RWwfung, die wir jur befonvern machen vditrfen, gemeinfam Haben miiffen. Bergleidhen wir
69) und 73) Glied fitr Glied, fo ergeben fih filr die (n—1)2 Unbefannten b {deinbar n (n—1) Gleidungen, mehr
aljo, al8 ndthig find. Grwdgt man jevod), daf, wenn in einer Colonne von 69) n—1 Coefficienten mit denen der
entfprechenden Colonne in 73) iibeveinftimmen, diefe Uebereinftimmung fidy wegen 9) audy auf die beiden nter Goef-
fictenten erftreden mufl, fo veducirt fich die Jabhl ver Gleichungen auf die der ju beflimmenden Grofen b, Diefe
(n—1)% Gleidhungen lajfen fidh in n—1 Syfteme zerlegen, jo daf jeded Syftem von n--1 Gleidhungen die Coefficiens
ten b einer Golonne in 67) al8 Unbefannute erhilt. Wir Haben

alll blll + alyg b‘le _*" al,a b3,1 “+ ... + alln‘—‘l b"_l’l f— clll
. UZY bl'l + az'z b‘zr[ + Pa,3 b:};l + s e e + ag,n—l bn—lll = Cyy

Srites

Syftem.
On—111 bl!l = @u—149 bzrl + Gn-1,3 bs,l + . An—1m—1 bn—l,j — Ch—111
al'l bl’Z + dl/‘l b2,2 + d“a b'J’] + e + d],n_..l b"“l"_’ froeony 01,2

D orend gt bppg + g3 by + yyz by + ... + Bam—1 bn—1/y = Cars

Bweited

Syltem.

94) . ...

An—111 b1i2 + Un—1y2 b2l2 + Gn—1s3 bSIl +....F Ap—1m—1 bn—l;g == Ch—1y9

n—1" @ipy Dim—1 + @2 Vg + @3 bgmyg + oo F Cpn—q ba— gy = Cym—1

Syftem. Gory Oym—1 F Gopy Dan—y + Qo5 bypey + oo+ Ggu—g D—gm—) = Can—y
@n—1,1 blm—l + G145 b-yn~1 + @13 Ogm—1 + -+ Cu_qn—q ba—1m—1 =Cn—pm—y

Wir wollen die weiteren Unterfuchungen nur fitv 5,,, fihren, da die Refultate fidh fofort auf die ibrige
I augbdebnen laffen. Dasd erite Syjlem ergiebt fitr b,,, :

Crrtr Qyygy @ypy o oo Gy
02,1, a?nzr amu Yo e azm—]
y Cyrtr Gurgr Gypy v v v v Gygppe
) .. b= | o S G a1 :D (1,23 . )
Co—1rir @u—1s20 Gn—1s3 « -« Gu—qm—i
Pebentt man, baf wegen
%) ... Lieyy + dyeyyy + A5, = o F iyt + diea =0

Dag Shyitem
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Ty :Ml + e ty + @y tz + ...+ @ym—1q la—q

Ly :]’I‘z FCar ty + Oy08 +. ...+ Com—1 taey

Lp—q = ﬂl;l_l -+ Cn—lu tl + an—l'ﬁ t2 4+ ... + a,,_l,,,_l t_l
T == L, + Cary by + Gy by + ... + Qnpn—1 tn-1

ebenfalld eine Form fiir 1) wdre, o gebt, wenn K,  bvie Gharatteriftit derfelben und K, wie getwdhnlidh die der
Form 6) vorftellt, die Gleidhung 75) auf Grundlage von 18) fiber in

8 ... by =(— 1)n+1K1:1 4, (— 1)n+1K'A":KU1 : K,

gany allgemein ift alfo
[£) bprg = Kpyg: K

Da die Grifen b gange Bablen fein follen, fo ergeben fidy daraus unmittelbar folgende Sdge :

Aus einer Form 13t ficy eine yweite nur vann durdy eine Subftitution ableiten, fobald jmmtliche Charatte-
viftifen, welde man erblt, wenn dadurdh, vaf man alle Golonnen ber yweiten Form nach einander in Stelle je eis
ner Colonne der erjten Form feht, newe und ywar (n—1)2 Formen entftanden find, durdy bie Charafteriftif ver erjten
Form theilbar find. Die Quotienten find jugleidhy die Coefficienten Der Subftitutiondgleidungen. Sft dann D (B)
oder, was vaffelbe ift, D (K) gleidy = 1, fo fiud vie urfpriinglichen Formen aequivalent, Wegen K = 1 14§t fidy
jee voljtindige Borm in jede anbere volftindige oder unvolljtdndige trandformiren. Sfir ben erften Fall wird
D (B) =1, flir den gweiten Fall (D (B))2 = ¢* > 1 fein miiffen. Die Anzabhl ver volljtindigen Formen wie
pie per unvoljtdndigen ift ftetd unendlich grof, va

80) . . ... D (B)==%1 und (D (B))? = ¢2
immer unendlich viele Auflifungen zulafien; eine Uusnabme findet fitr erflere Gleidhung nur ftatt, wenn »n = 2 ift;
man erhalt
81) .. ... D(B)=1b,,==+1
fo daf Ddie einjige Gubjtitution dann, &, = = s, ift, wodurd die Form, abgejeben vom Borzeichen, in fih felbft
itbergebt. AIZ BVeifpiel wiblen wir die in der Einleitung fiir die Gleichung 21 2, + 29 z, + 53 x5 = 800 aufges
fteliten dret Formen mit den Charafteriftifen + 1, + 1, — 3

Iz, =14 —3¢ — 14¢, M, =14— 2s, + 5s, OI #, =14 — 87r, — 17r,
o= 1+4t: 4+ ¢, 2, = 1—158, — 115, z,= 1+4+10r, + 5r,
= 9— ¢t + 51¢, 2, = 94+ 98, — 83, Zg = 9429, + 4r,

wo mwir nur die betben erften Formen, welde voljtindig find, vie befondere LWfung ver dritten, unvollitindigen ge-
geben und eine neue Bejeichnung der Unbefannten und der BVerdnderlichen eingefiihrt haben. Um I in I fberufithe
ren find folgende Determinanten zu bilden:

— 2, — 14 ] 5 —14 | —8, — 2 —3, 5
15 1| =48 1{:3.53’_‘_4'_15‘:1.53 e 11!2_1,53
woraus fi) wegen K =1 ergiebt, vaff I in II fibergeht durd
t,=—4s + 3s,
t, = 8 — 8,
Um I in III diberjufiihren, berechnet man
— 87, — 14 —17, — 14 —3, —87 —3, — 17
l 10, 1 =1.53 5, 1‘:1.53’ s, 10):@_53‘ 4'+5‘=1,53;
man miifte alfo fefen
L= r, +r,
b, =6r, =nr,
Die Bujammenfegung beider Subititutionen, gilt fitr die Ueberfithrung von II in III
8, =—19r, —4r,
8, =—25r, — 57,
6
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1X. Umwandlung nuvollitindiger Formen in vollfitiudige.

8 fet unfere jegige Aufgabe nadhzumweifen, daf vas Syjtem 6) wenn K nody nicht == 1 fein follte, ftetd in
eine volljiindige Form trandformirt werden fann. Wenn wir im vorbergehenben Ubjdynitt gezeigt haben, daf fich
jeve vollitindige Form Durch eine {tetd ermittelbare Subjtitution in eine gegebene unvolijtindige umwandeln Iaft
(und man tonnte darin einen neuen Veweid feben, ta nur die Formen mit der Chavakterijtif == 1 Unipriiche auf
Bollftindigteit evheben ditrfen), fo erbelt aus 71) unmittelbar, vaf die Umfchrung nicht ftatthaft ift. Ueber diefe
Sdnwierigteit hilft und folgende Betradtung hinweg:

Die Charatteriftit K fann in der Form 6) auf verjdiievene Weifen auftreten, die wir aufzihlen wollen.

1) €8 ijt weder R nody trgend ein Thetler defjelben irgendwo Faftor ver Coefficienten einer Colonne in 6).

2) €8 fommt vor, baf die Coefficienten eciner Eolonne in 6) den gemeinfamen Faftor ¢ ilK befigen,
durd) welchen, wie die Bildung bder Determinanten in 18) zeigt, K jedenfalld theilbar fein mug.

3) @8 ift K felbjt Factor ver Coefficienten einer Crlionne in 6).

Jn legterem Falle ift dag Syftem durd) Weglafjung ved Faftors K, wobei immer nod) ven Gleidungen 9)
genilgt wird, augenblidlidy in eine vollftdndige Form transformivt.

Jm yweiten Fal liefert die Weglajfung ved Factord ¢ eine Form mit der tleineren Charakterijtit K : q.

Diefed Weglaffen muf, je nady den Umjtinden in einer oder in mebreren Colonnen gefhehen und madt
entweder die Form ju einer volljtindigen ober fithrt auf ven erften Fall juritd. Fiir diefen {elbit ergiebt fiy fomit
per Fingerzeig, taf man eine Subjtitution aufufuchen habe, welde allen Coefficienten einer Colonne ven gemeinjas
men Theiler A verjchajjt, wibrend lie jugleidh 72) genitgt. &8 mbge jene Colonne die erfte bes neuen Syjtems fein.
Wir werden dann dre Grdfen ¢y,10 €20y - - - . €y, [0 beltimmen, dag fie der Vedingungdgleidhung 9)

52) L Alcllj +A20211 +A303’] +-~-~+Ancm1:0
ohne gemeinjamen Theiler > 1 geniigen. Un Stelle ded erjten Syjtems in 74) ldfen wir dann
I @y by @y byry + o g by, = Koy,
Wppy Uiy A+ Gy bogy + oo+ Gy by, = Kooy,

l Guypr by Gu— o gy + 2 v F Gy bieysy = Keuy,,
in Vejug auj vie Grigen b auf.  Gine Vexgleidung mit 75) ergiebt, vaf fidy die jegigen Rejultate von den vortigen

nur durdh) vad Auftreten ded Factord A im Jdhler unteridyeiden, mithin

Hl

84) . ... b, = K,,
und analog
83) ....0,, = K,,
wird. Jjt diefe Bejtimmung erjolgr, jo werden die brigen Grdfen b, nimlidy
N T S
L Y
R R

wie Tiefelben Dem 2rer, 3w | pten @ypjtem in 74 angehbren, auj unendlicy viele Arten durch Uufldjung der unbe-
ftimmten Oleicdhung ’
86) . ... DB ==x1

welde jur Beibehaltung der Shavatterift it nothwendvig ift, bejtimmt werden tonnen, wobet allerdingd der Fall n = 2
ausgeidhlofien ijt. Dabei bleiben im Algemeinen n (n—3) jener (n—1) (n—2) Grdfen b gang willticlidy mit ver
eingigen Bedingung, daf die Coefficienten der bLeiven {ibrig bleibenven & relative Primzahlen werden mitffen.  Durdy
Yuftdjung einer Gleihung mit 2 Unbefannten werten dann jene beiven U beftimmt. &ind fo alle Grisfen b aufges
funden, fo liefern die n—2 legten €y fteme in 74) die Grdpen ¢ mit Ausjcbluf der fdon oben beftimmten crjten
Golonne. Stellt man bdie neue Form jujammen, jo bhat diejelbe wegen 86) die Charatterijtit K, wegen 83) in einexr
Golonne itbevall Den Factor A; fie geht mithin durd)y Weglafjung tejfelben in eine volljtindige Form itber.

Die Auflofung von 86) witd unmiglich, wenn die Grdfen b, oder K, einen gemeinjamen Theiler > 1
bejtgen, ta in jedem Monom ber Determinanten eine ter Gudfen 0,,; als Factor vorfommt. Dies beweift, daf

bann Dbie in 82) fix die Grdfen c,,, getroffene Wahl einer andern Plag madpen muf. ©3 Ikt fidh ubrigend leidyt
etnfehen, Dafy fidh) ftet8 eine pafjende Wah! freffen [3ft. Man laffe die ¢,,, nody unbeftimmt, und ftelle die bpyy Durdy
diefelben mit §ilfe von 83) dar; bie Subftitution in 86) liefert dann cine Gleihung, bderen Abfolutglied 4, und
Deven Unbefannten ¢,,y, €y, « - -« Gu—ypn UND alle brigen Grdfen b find, und ju welder nody vie Gleichung
82) mit der weiteren Unbefannten ¢,,, tritt, jo daf wir 2 Gleidungen mit (n — 1)2 4 1 Unbefannten ju Idfen
baben. Died fann {tetd audgefiihrt werden, da Ddiefe Unbetannten auch negative Werthe annebmen diicfen. Fitr »
= 2 Dat eine unvolljtintige Form die Geftalt:
ary .. B = EEL,

|z, =M, &+ K 4,

fann alfo fofort reducitt yoerden.

Als Beifptel wihlen wir die Form, bdie wir tn III fiix 70 &, L 42 .2, + 30 vy + 105 @, = 8009 aufge:
ftelit baben, namlich

Ty = 8 + 6t, — 94¢,
r, =172 — 10t, — 20¢t, 4 5,
Zy = 44— Tt, +14¢, 4+ 21¢,
x, = 1+ 6% — 21,

Ste befigt, wie i1'1 1L gegeigt wurve die Chavatteriftit — 34, und man fieht, daf n ver Colonne fiir t,
fiberall per Factor 2 erjdyeint, durd) deffen Weglaffen eime neue Form mit ver Charafteriftit — 17 gewonnen wird:

@z, = 8 + 3t,— 9¢,
2, =172 —10¢, —10¢, + 514,
Ty = 44— Tt F Ti, +21¢
z, = 1+ 6¢ — 2

o Das Ql.uftret_envber gemeinfamen Factoren in ben Coefficienten jeber eingelnen Jeile tann nicht befremben;;
e8 ijt in Polge ver Sleidung 9) eine Nothwendigteit, da je drei der Coefficienten ver gegebenen Gleidung gemein-
fame Theiler befigen.

Die legte Form wollen wir in eine allgemeine verwandeln. €8 ift nady 82) juerjt
70 C1n + 42 02;1 + 30 Cap1 + 105 (34,1 = 0

Man geniigt diefer Gleidung vurdy ¢,,, =6, ¢y, == — 25, ¢35,y = 14, ¢,,, = 2. Weiter erhdlt man
6, 3, 9': l 0, 6, — 91 0, 3, 6
K,,, =|—25 —10, 5:105=6 K,,; =/— 10, — 25, 5‘{: 105=37 K,,, =—10, — 10, — 25?1 105 —
14, 7,2 — 7 14 a1 — 7, + 7, 14

U0 by,y = 6, by =37, by,y = 1. WAHIt man nun nody fitx b,y bayy, by,y, by,, die Werthe 1, 2, 3, 5, fo
bat man

| 6,1, 0,3 |
D(B) = , 37, 2, byyy | =1
1,3 5 |
Daraus findet fich leidhyt by,5 =1, gy = — 1 und e5 geht durdy vie Subititution
= 68, + sy s,
iy =378 + 28, — s,
Iy = 8 +3s,+5s,
die Form mit der Charatteriftit — 17 {iber in
2y = 8+ 102s;, —21s, —438s,
@y, =172 — 425 s, — 15 85 + 25 54
Xy = 4+ 238s; + 70s, + 91 s,
r,= 1+ 34s, — 4,
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aud welder man durdy Weglafjung de8 allen Eoefficienten von ¢, gemeinfamen Factord 17 folgenbe oolftdndige
Form exhdlt:

z,= 84 68 —21s, —48s,

2, =172 — 253, — 155, - 25 ¢,

g3 = 44145, + 7083, + 913,

2, = 1+ 34s, — 43,

Wit madyen fchlieflich nodh auf den befondern Fall quimertiam, wo man in 82) ¢,,, = C3ip =+« Cn—ypy
= O wiblt. Fir ¢,,; hat man dann ben Werth A, fiiv c,,, Den BWerth — A, wenn 4, und A, relativ prim
find. €8 I1Gft fich dann leid)t jeigen, dafy bie Grdfen b,,,, by, . . . . ba_y,, nicdhtd anbderd find, ald bie erften
Winoren von D (1, 2, 3 . ... n—1), gebdrig 3u a,,,, a,,, . . . . @, was natiirlich fiix die Redynnng bes

quem ift.

Bweiter Theil.
Die Anzahl der Auflofungen.

L Ginleitende BVemerfungen.

Die Frage nach der Fabl Der Ldfungen, weldje eine unbeftimmte Gleichung ded erften Grades befigt, ift
ficherlich eine ber interflanteften in Dem ganjen Gebiete ber unbeftimmten Unalyfis. Da Ddiefelbe, fo weit wir in
Grfabrung bringen fonnten, nodh nidt ausfiihriich behandelt worden ijt, jo wollen wir in Folgenden dag mittheilen,
was unfere Unterjuchungen baritber ergeben haben. Selbftverftdntlich fchliefen wir alle Gleichyungen, bei denen audy
nur ein eingiger Goefficient negativ ift, wegen der unenvlich grofen Babl ver Lwjungen aus. Wir fehen und fernex
genbthigt in allen Gleidyungen borauBiujegen, daf alle Coefficienten, su zwei und jwei genommen, relative Prim:
3ablen feien, weil fidh und ergeben Bat, vaf beim BVorfommen gemeinjdajtlicher Factoren ber ®Gang ver Rednung
und die Geftalt Der Refultate fich fehr bedeutend compliciren. Wir werden eine Gleihung mit 2, 3, 4, 5 und 6
Unbefannten unterjudyen und vabei die Methove gewinnen, wie man zu ver Formel fiir die Ungahl ver Lbfungen
einer Gleihung mit » Unbefannten gelangen fann, wenn die entfprechende fitr eine GMeicdhung mit » — 1 Unbes
tannten Dbereitd befannt ijt; baran follen fich Betradtungen fdyliefen, welde jur Darjtellung der Formel fiir eine
Gleichung mit = Unbefannten fiihren, und fdlieflich mag eine Unzahl nicht unintereffanter, nebenbei gewonnener
Refultate folgen. Dag Hauptergebniff der gangen Unterfudhung (Gft fich folgendermafen [unterfudien] darftellen:
RNimmt in einer gegebenen Gleidhung dad Abfolutglied nady und nachy Werthe an, welde Glieder einer arithmetijchen
Reibe erfler Ordnung mit einer beflimmten Differeny {ind, fo find Ddie jugehidrigen Lojungdzahlen Glieder einer
arithmetifdhen Reibe von beftimmter hoherer Ordnung, veren jdmmtliche Differenzen befannt finb. Sn jedem bejon-
beren Faflle ift mithin nur va8 Unfanglglied ju ermitteln. Ueber Ddiefe Shwierigleit find wir nidt hinausgefom-
men, und e fdeint ung, dap fidy fitr da8 AnfangBglied feine allgemeine Darjtellung geben Lift. Ghe wir unfere
eigentlichen Unterfuchungen vorlegen, wollen wir auj eine Methove jur Uujfindung der Wjungszablen aufmerfiam
madyen, weldye theoretifdh febr einfach, praftijd in den feltenften Fallen verwendbar ijt. Jm erften Theile, Abfchnitt
II, wurbe bargelegt, dak vad Produft

1) . ... 824 8. 8244 . 84

wo fitr die Cocfficienten d die Gliever ber natiirlichen Jablenreibe zu fegen find, benugt werben fdnne, um eine
fpecielle Lojung aufjufinven. Wdbrend wir jeded) Dort und Abtirjungen der Rechnung erlaubten, werbe jeft Ddie
Cntwidlung nady Potenzen von z fo weit audgefithrt, bis nur uod) hhere Potenzen ald 24 auftreten; e8 ijt pann Har,
Daf, wenn in biefer Gntwidlung dad Monom i.24 erhalten witd, ¢ die Anzahl aller mdglichen Lofungen ver Gleichung
1) be8 erften Theils ift. Gelinge 8 alfo allgemein den Coefficienten ¢ yu beftimmen, fo wire die Aufgabe geldjt. €8 wurbe
un8 nabe gelegt ¢ 24 purdy ein beftimmted Sntegral auszudriiden, allein die Crmittelung eined foldhen ijt und nicht ge-
lungen, und die Mglichteit verfelben erfdpien durdy weitere, von anderen Gefichtspuntten ausgehenve Unterfucuns
gen fraglich.

Bevor wir die Unterfudyung einer Gleidung mit 2, 3, 4, 3 und 6 Unbefannten beginnen, jdiden wir eine An-
3abl von Begeidnungen, veren wir fortwdhrend bediirfen, voraus, bemerfen jedody gleich, daf wir biefelben fpdter
vurd) einfadjere erjefen werben, was vorldufig nicht mbglich ift.

Unfere Gleidyungen werden fein bie Anzahl der Lifungen derjelben fei

ial Ty +ay @, =4, 2 (4,)
B¢l T2y a3, = A, Js (4s)
... Uy By + Gy By - ay 7y + a, T, =4, /4 (4s)
Uy By + Gy Ty + Gy 2y + Ay T, + a5 2, = A, fs (45)
@ Ty + @y Ty + ag &3 + @ X4 + G5 Ty + a4 Ty = A Je (4s)
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&8 fet ferner

{a,a2:P2 ay + a, = @Q,
) ay a3 = P, a), +a, + a; = @,
a, @y ay ay = P, QG+ ay +az + a, = Q4
Oy Qg Ay ay ay = P Gy + a3 + a3 + a; + a; = Q,
@, ay 3 @y a5 ag = Py a,+a2+aa+a4+a5+6:Q6
a2 + ay® + a2 =T, ar® + ay® 4 a,3 + 4,2 = U,
8 e J 0 + a?y + a2 +a,? =T, @3+ ay® 4+ ag® - ey’ = U,
a12+a22+a32+a42+a5“":T5 a® + a,® + ag® 4 a3 4 a5 4 a3 = U,

@)% + 4yt 4 a2 + ay? + a2 + a2 = T,
At a3t a4 at =T,
)t apt +agt - at +oat oagt =V,
II. Die Gleihung mit 2 Unbefannten.
Wir werben die Gleidhung

) ... .02, a2, =4,
unterfudien, um f, (4,) ju beftimmen. Wenn twir bdabet audfithrlicher verweilen, fo gefchieht dieS, weil die
Gadpe von verfdhiedenen Geficht8puntten aus aufgefafit werben fann. AIB bollftdndige Lofung obiger Gleichung
babe man gefunbden
5 ... Jm=ataet
lwz—_—_“z_“'l ty

Darausd ergeben fih folgende Grengen fiir ¢,

6)..... by > —a,:a, t, <<a,:a,
fo daf ¢, im Ulgemeinen einen Spielraum
[0 I E(ay:a; — (—a,:a)) = E(a, a; + a, a,): P,) = E4,:P)

erbalt (f. erft. Th. D)5 ift alfo 4, > P,, fo bat die Gleichung 4) mindeftens eine Lofung, oder in der Entwidelung
be8 Provults S2'r . 82 treten ficherlich alle Poteugen auf, deren Gyponenten = P, find. Der Ausdrud E(4,: P,y)
wird nur dann ungenau, wenn A, ein Bielfades wvon P, ift; ware

8) ... .. a2 + ayx, = q P,
fo geniigt man diefer Gleidhung durd

mit ven Grengen ¢, > 0, ¢, << ¢, o daf im Gangen nur ¢ — 1 — E (A4, : Py) — 1 fungen egiftiren. Die For-
mel £ (A4, :P,) tann ferner einen um 1 ju fleinen Wert) fiir 7, (4,) liefern, was 3. B. jtattfindet, wenn «, nega-
tiv, a, pofitio und R (a,:a@,) > R (a,:a,) ift. Die Ungahl der Lofungen fiir 4) ift alfo entmweder
10) ... .. E(4,:Py) — 1 over E(A,: P,) ober E(4,: P,) 41

Die weitere Unterfuchung wird bdiefe Unbeftimmtbeit veridiwinden madien. Das gewonnene Refultat Ldafit
{id) noch auf einem gan; anvern LWege ableiterr, den wir hier anPeuten wollen, ba wir bei einer andern Gelegenheit
auf denfelben juriidfommen yerden.
g &y & @y &y = A, ftellt, geometrijd) betradytet, eine geradve Rinie vor, welde die x,-adfe in ver Cntfernung
Ay :a;, die xysadfe in ver Cntfernung A,:a, vom Urfprung fdneidet. Bertheilt man bei Boraudfepung eines
orthogonalen ©yjtems Den gangen erjten Quabranten durc) Normalen, die in Der Gntfernung 1, 2, 3,. ... vom
Hrfprung auf den Uchfen errichtet werden, in Cuavdrate, fo ftellen die Coorvinaten aller LQuabdrateden, vurd) welde
vie gegebene Linie lduft, mit Augjdluf vder etwa auf den Udhfen liegenden, die fimmtlichen Ldfungen ver Gleichung
4) vor, die Fufpuntte der dazu gebhbrigen a, coordinaten find auf der Strede Ay iy der @ cadfe im Abjtande a,
gleichmdfig vertheilt, wie aus 5) hervorgeht. Jhre Anzabl, alfo auch die der Lofungen, ift mithin

1)y ..., E(dy:aya) —1 over Ji(A4, 10, ay) oder £ (4, :a, ay) + 1

je nady ver Rage ded8 dem Urfprunge nddyjten Fufipuntted; liegt diefer 3. B. im Urfprunge felbft und it A, durdy
i, theilbar, 1o erbdlt man den erften usdrud. Dan tommt Dievdurdy aui tag frither Uujgeftelite juriid.
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Aug dem Bisherigen I8ft fich folgendee [hliefen:
Alle Bablen A, von 1 big P, liefern O oder 1 Rpfung.
- ” . pP,+1 2P, ., 1 , 2 Lfungen.
» ” ” ” 2 'P‘Z + 1 ” 3 Pg ” 2 » 3 ”»
” ” ” (p—l)P2-|—1 ”Z)Pg » P—l » P » ’

Wir feben und vedhalb veranlaBt alle Bablenwerthe, die A, annebmen fann, in RKlajfen von je P, Glies
dern abjutheilen und ftellen folgenden Sag auf:

Jit 12) ... .. A, = my (mod P,)
wo s, eine Babl Der erjten Rlaffe von 1 big P, ift, und ferner
13y ..... (A4 —m,): Py =p,
14)..... A, =p, P, 4+ m,
fo it By ..., Fo (4) =Py + Fo (my)
v. b. fiir die ®liever Der arithmetifchen Reihe erfter Ordnung mit der Differen; P,
Moy My =+ Py, iy 42 Py, .. . .. My + py P,

Bilden bie jugehirigen S ("'"»2), Jo Ony 4 Py, f, (my + 2 Py), . ... fy (my + p, P,) cine arithmetijdhe Reibe
erfter Orbnung mit der Differens 1 oder P,° und vem Anfangglied /, (m,), weldhes entweder O oder 1 ift.
Hierdburdy ift die in 10) aufgetretene Unbeftimmtheit befeitigt. Der Beweid biejes Sapes ift leidyt gefithrt
Hat vie Gleidyung
16) . ... a2, + ayx, =m,
die vollftdnbige Form
z, =84, +a,t
L R A
) \ Zy = 3, — a, t,
fo fann al8 vellitindige Form der Gleichung
18) . .. cay 2z Fayay, =A, =p, Py +m,
aujgeftellt werden
[ @) =73, + a, 1,
|z, =y P2 a, —a, t
b. b. 7, darf Diefelben Werthe wie in 17) und aufierdem nod P, Weitere annehmen, fo daf ficy ergiebt
20) . ... fy (Ay) =py -+ [y (my)
a8 bewiefen werden follte. ©8 liegt hievin ausgefprodyen, daf {ih zwei Ubfolutplieder 4, und B, binfidtlich ver
o (A3) und 7, (By) nur bann auf einanver reduciren lafjen, wenn
21) . ... A, = B, (mod P,)

19) ...

ein Sag, der jpdter benuft twerden wird.

BWir wollen nodh, der fpdteren Berwandlung wegen, die Frage beantworten, wie viele Jablen m, < P, +1
exiftiven, fitr weldye f, (my) =1 ift, fitr weldje alfo die Gleidung a, o, + a, 2, = m, eine Ljung hat. BWir
idlagen wieder den geometrifden Weg ein. MNehmen wir auf der 2, adfe dad Stid a,, auf ver o, adfe das Stid
@, vom Urlyrung an und verbinden bie Gubpuntte, fo jtelit die Verbindungslinie die Gleidung a, @, + @y v, =
P, vor. Denfen wir ung pen erften Quadranten wieder wie frither tn Quadrate serlegt, fo ergiebt {idy fojort, daf
bie Gleijung Teine Lfung haben tann; denn die Diagonale ves Nechtedd aus ven Seite a, und @, fann durd
feine Quabdratede geben (mit Ausnabhme jweier auf den Udfen liegender), weil vas Verhdltnnif ay:a, nidt in fei-
neten ganjen Bablen auSdriidbar ift. Fiie eine Linie ay &) + @y Ty == m, werden bdie Achfenabfdynitte fleiner ald
@, unbd a,, 0. D. vie Linie ift im erften Quavdranten gany inmerbalb ves burdy bie Diagonale bed obigen Redhtedsd
gebildeten Dreieds, deffen Dritte Gdfe ver Urjprung ift, gelegen und der Diagenale parallel, fann alfo hddyftend eine
LQuadtatede innerhalb des Dreiedts treffen, was ebenjo wie der betreffenve Fall bei ber Diagonale bewiefen wird.
Die Anzabl der Quadrateden, welde in jenen Dretedfen liegen, obne auf die Seiten veffelben zu fallen, ift mithin
pie gefudite Ball ber m,, welde eine Lofung fiefern. Tie Gefammizahl ter Quadrateden bed Recjtedsd ift (a, + 1)
(@ + 1), bdaran fallen die auf dem Umfang liegenben, der Sabl nadh 2 (e, + a,), weg, o daf ing Snnere des
Dreiedd ju liegen fommen,
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Man iberseugt fich leicht, dafp die Divifion ftetd ausfihrbar ift. Da nun f, (ny) immer 1 ober 0 ift, fo
ift gleidyzeitig

P, —
8) .. DL @D FL @+ f (B =2 Q;H
aber in Ffiirgerer Form, wie wir e jpiter anwenden wollen
P2
24). ... klsf2 ) P, —Q, + 1
- 2

©8 ijt fehr leicht biefe Summirung weiter audzudehnen; da wir died fpdter nidyt benugen, fo geben wir nur
die Formel
Py Py
25). ... lsf‘z(ma.)_lh (pa P — @y + 1)
- 2

Ginen algebraifden Weg jur Crmittelung ber Formel 24) werden wir fpiter Fennen lernen.

Um Scluffe von V findet fich in Tabelenform ein Bablenbeifpiel, weldje8 wir nothwendigerweife uferft
einfady wdablen muften, weil e8 jonit, wegen ved rafdhen Wadyjend ber / unmiglidy geworden wdre fiir dvie Gleidun-
gen mit mebreven Unbefannten tabellarijhe Beifpiele ju geben. Die Art und Weife, wie die Tabellen b) und ¢)
aud a) Deredhnet wurden, wird fpdter erdriert werben.

Wir haben in Tabelle a) die f fiir die Gleidung 42, + 3 2, = A, jufammen geftellt; man findet aus
a) fiix die arithmetifde Reibe 13, 33, 53, . . . . die Werthe 1, 2, 3, . . . . al8 Ldjungdzablen. Bilvet man bdie
Summe Dder erften Colonne ver f,, o exhdlt man 6. Nady Formel 23) it £, D+ /. @)+ .... +f, (20) =
20—94+1 .

————— =6.

. Die Gleihung mit 3 Unbefannten,

Wir geben jur Aujjudung der Lojungdzabl fitr die Gleichung
26) . ...0a, @ + 0Ty a3 7, = Ay
itber. Die Cntwidelung des8 Produttes Sz*: . Sz%% liefert lauter Theilfige von ton ber Geftalt £, (b) . 2. Bei
26) wire dag Produft S . 2%z . 8z ju bifven; bda nun der hingugetretene Factor in jedem einjelnen feiner
Sheilfdge nur den Coefficienten 1 bat, wihrend dag aligemeine Glied ver Cntwidelung wieder durdh 7; () . 2¢ var-
geftelit werben fann, fo ift e8 far, daf} /3 (¢) ein Uggregat von Ausdrilden wie f, (1) fein muf. RNun laffen fich
ywei Yusdriide £, nadh II nur dann auf einander juviidfithren, wenn {id) die zugehvrigen 4, um Bielfacde von P,
unterjdheiven, fo daf Ddiefelben die Gejtalten » P, 4+ m und ¢ P, 4+ m haben miffen. Jebenfalld fommen in ver
Gntwidelung von 8% . 8% die beiven Yusddritde f, (r P, + m) 2" L2 +" und f, (g Py +m) . 29 P>+ m
vor. Beim Hingutreten ved vritten Factord S2%%s werde jener Auddrud unter anbern mit 2°%s, diefer mit z°% mul-
tiplicict. €ollen die eingelnen Goefficienten ber nemen Lotengen 27 L2 + 7 +ves ypp 59 P+ m + way yptey einan-
ber rebucitbar bletben, jo muf
27y ... . r Py + m 4 vay; = ¢ P, 4 m 4 wa, (mod P,)
fein, 0. b.
28) ... .. v=w+ P, ¢

Wir fdyliefen daraus, daf eine Reduction nur bei denjenigen Potenzen mboglidh ift, deren Ggponenten um
Bielfache von Py a3, b. b., P;, von einandber verfchieven find, fehen und alfo veranlaft alle Sablen von 1 an
in Klaffen von je P, Gliedern abjutheilen. Der Say fitr die Lofungdzablen heift vann: Jijt

29) . ... 4; =my (mod P,)
wo m, eine Jabl der erjten Clajje ift, und ferner
30) ... .4, =p, P, + my,
fo ijt X
31) . ... Sy () :ﬁ_}&j — (Qy — m3) p3 + fy (my)

2 2

99

. b. fitr bie Glieder der arithmetifdhen Reibe erfter Ordnung mit der Differeny P4
mg, My + Py,mg + 2 Py, ....m, + p, P,
bilben die jugehdrigen f3 (my), f3 (M3 + Ps), f3 (my + 2 Py) ... [5 (my -+ p, Py)eine arithmetifche Reibe pmeiter

. P, —
Orbnung mit der erften C»Differens——"‘—f’—3 -+ mg, der zweiten Ps.

Den Beweid diefed Saged fiihren wir folgenvermagen:

Sn ber Gntwidelung von 821 . 82%s | §:%5 entftelt vie Poten z4s = zPs Py -+ ms qug folgenden Pros

buften :

o (pg Py + my —ag) . 2Ps Ps+m,—a; 40,

fa (ps Py +my5 —2a,) . zPs Pstmy —2as ,2a,

Ja (s Ps +’m3—'Pgag).zl’sp3+m3-1’za3_szaa

.f‘.’ (pa P3 +m3—(P2 +1)a3).z1)3 P3+m3—(P9+1)“3 ,Z(P2+1)a3
32) e . e fz(pa 'PB +’ma—2P2a3),zpapa+ms—21’,a2.22P2a3

Ja(py Py +mg — (2 P, 4 1)ay).zPs Py+my— (2P, +1ay ,(2P,+1)a,

Jo 03 Py +my — (ps —1 Py +1)a,). 2Ps Py+my —((ps =D Py +1)ay  ,((ps~1D Py+1a,

Js (ps Py +my — p4 Pzas)-zpapa-'_m’—PJ‘Pﬁa-’*.2P3P2“3

ferner aud (e ift P, az = Py)
Jfo (Mg — ag) . 2™ = s L2 Pa+1)a,
fz(ma—2"3)-2’”3"2“3.z(pap2+2)a3

3)....9.

fa (ng — lag) . 2™ — 1t g (pa PatDay

wenn E (m, :ay) = 1 ift.

¢ i[t alfo £, (A4,) nidyt8 andered ald ‘bie Gumme fammtlider Coefficienten 7, in den Ausdvriiden 32) und
33). Ferner ift e8 leidht zu fehen, vaf 33) geradesu f, (my) Viefert, wenn man die dortigen 7, addirt, weil in 33)
afle mglichen Eniftebungen ver Poteny s vegiftrirt find, fobald man in den Gyponenten der zweiten Factoren :
fiberall p; P, wegldBt. Die Grdgen £, in 32) laffen fidy swar durdy einen eingigen Summenauddrud darftellen, ndmlid

Ps P-;
’ffz (p3 Py + my — hay)

wo die Summation fich auf & bejieht, allein wir jiehen e8 vor 32) in p, Syfteme von je P, Gliedern u fpalten
und die f, eined jeben Syftemd durdy einen Summenausdrud darzuftelen. Wir haben in biefer Weife, wenn bdie

Summation fidy auf 2 besiebt,
8
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Pz
f3 (43) = f3 (my) + ‘ffz (ps Py + my — h ay)

2P

+S}2(P3 Py + m; — hoay)
P, 11
3P,

34)....) + 87, (ps Py + m, — h ay)
2P, 41
+

Py Py
+ S8/, (pg P, —ha
Sy 22T T )
St nun
35) .. .. ps Py + my —has=r, (mod P,), wo r, — P,
fo baben wir nady 15), weil vag bortige p, jeht gleid) (py Py +my — hay, —ry 4): P, ift und fiir m, der
Werth r, gefeht werden muf:

36). .. fy (ps Py +mg—ha)=p; Py +my —ha, — + fo (r4)
P,

alfo

P, P, pr, r,
30 .... fo (ps Py + mg —hay,)= P, (p, Pyt mg)—a;, Sh— 8§ r, -4 Sf.z('r,,)
1 1 1

P2
Da wir P, Summanven haben, und nur & und r, fih dndern. @8 ift einleuchtend, daf

38) .. | Ps Py 4+ my — a3 = ps Py + my —(P2+1)“SEI)3 Py +my — (2 P, +1)a;.... (nod P,)

N myg —2a; =p; Pa +m3_'(Pz+2)a3 =7Ps3 P3 +m3—(2P2+2)a3~...(mod1’2)

u. . .
d. b. bie Refte », in ber erften Summation fehren genau in derfelben Reifhenfolge in der zweiten, Dritten, .. p,ten
tvieder. Wuperdem ift

P,
39) ..... Sry=1+2+3+....4 P,

weil unter ben P, Reften der erften Summation nie jwei identifch fein fonnen, wie man Yeidht beweift, fo bafy die
Reibe jener RNefte alle Jablen von 1 bi8 P, umfaffen muf. Wit baben analog 37)

P,

P‘Z 2
r, Py(py Iy + my)—ay 8§ h— S, r,
§f2 (ps Py + my —hay) = P, ! : + 8/, ()
) 2, P,
P,(ps Py +m;)—a; Sh— Sy,
2P, ; P
N ( P —h —— o P2 +1 2
40)..."1’24{21 Fs Toth s #) P, _%_-F“sz(rh)
Py 1)2 1)._.
ps £y P2 s P3 o) — s C S )P h — S{ r
S (ps Ps + m, —ha,) =— Ps— 1) £+, 1 ?
(ps—1) Py +1 Sulpa s ’ ) P, + *?f; (r4)
alfo, da wir p, SGummationen haben
P; Py L,
41 ... .. Ps Py (ps + mg) —a, :5' h—p3:5' zh r,
/s (43) = Js (ng) + I + p ng (r4)
2 1

_ 3 —

Nun ift

ferner nady 39)

43) ..... S’)‘;, == 2
nad 24), wenn an Stelle von m, die GOrdfe =, tritt

P
2. P, —
44) .. ... . 8y )= i_%ij
fo dag fih aud 41) nady einigen Reductionen ergiebt
45) . . ... fs (4 :M — (LQ_;:L_ my) ps + fa (mg)
2 2
fie wir oben bebaupteten; dabet ift in Anfdylag ju bringen, vaf
46) ..... P‘L aSZPs Q2+a3:Q3

Nach dem Gange, den wir bet einer Gleichung mit 2 Unbefannten eingefdhlagen Haben, liegt e8 nun nabe
dbie Frage aufjumwerfen, wie grof

Pa
4 ... .. §f3 ) =F D +/f 2+ @)+ ...+ f5(P;)

fet. Der ftereometrifhe Weg, wonady die Gleidhung a, #, + a, =, + @, 2, = P, eine Gbene mit den Adjenad-
fdynitten @, as, @; a3, a; a, vorftellt, und man den ganzen erften Octanten in Witrfel zerfallt, veren Edcoordinas
ten, wenn die Ede in jene Gbene und nidt jugleich in bie Coordinatebenen filt, Lofungen der Gleidhung vorftellen,
— jener Weg bat uns tein Rejultat gegeben. Gine algebraifche Behaudlung in ber Weife, wie fie in 32) vorge-
nommen ward, fihrte auf eine voppelte Summation, die wir, da bie Ausdfithrung Dderfelben nicht gelang, bier iiber:
geben wollen. €8 wird fidy inbeflen jeigen, daf die Uufgabe in einer Weife 98bar ift, welde jugleich bei allen
weiteren Gleidhungen mit 4, 5. ... «n Unbefannten anwendbar bleibt. Tene Summe wird ndmlidy fiir eine Glei-
cdyung mit s Unbefannten {tet8 bei ver Gntwidelung der Formel fitr eine Gleidhung mit s + 1 Unbefannten gleich-
fam al8 Debenprodbuct gewonnen.
Wir geben auch hier ein Bablenbeifpiel, weldes fidy direft an dag in IL mitgetheilte anjcdhlieft. G3 fei
4z, +52, + o, = 4,
vann wird die Formel 31), dba P; = 20, @, = 10 ijt
f3 (A3) =10 pg2 — (5 — my) p3 + f5 (my)
Die bet V. angehingte Tabelle b) tann jur Grprobung der Formel benupt werden. Fitr 4; = 55 ift
mg = 15, p, = 2, aljo
Fy (55) = 10.22 + 10.2 + 3 = 63
20
wie e8 die Tabelle giebt. Bildet man vdafelbft S 7, (m,), wad durdy Addition der Bablen ver erften Colonne erreicht
1

witd, fo findet man 30, eine Sabl, die ung fpiter jur Grprobung einer Formel dienen wird.

IV. Die Gleihung mit 4 Unbefaunten,

Bei ver Unterfuchung einer Gleidhung mit 4 Unbefannten
48) . ..., X, Ty a3 +a, 2, =4,
feben wir un8 aud Griinden, weldje den bei der Gleihung mit 3 Unbefannten aufgeffibrten gany analog find, vers
anlagt, afle Bahlen in RKiaflen von je P, Glievern abjutheilen und ftellen dann folgenven Sah auf:

Jit 49)..... A, = m, (mod P;)
50) .. ... w0 m, eine Babl ver erften Glaffe von 1 big P, ift, ferner 4, = p, P, + m,
51) ... i (49 = P2 p2 — P (@ = m) p + (@ ) = T p o+ /s (m)
T8 2 2 2 12

p. b. fiir die Glieder Der arithmetifchen Reihe erfter Ordnung mit ver Differeny /-,
My, my G Py,my 42 Py, ooy A py Py
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bilven Ddie sugebbrigen fy (my), fy (ny + P, fa(ng + 2 P, ... [y (my, + p, P,) eine avithmetijhe Reibe
dritter Drdnung mit der erflen SDiffetengAi2 — Py (@ —my) + J (R, — my)2 — T, ver jweiten P> —
5 F Tz ER o ’
Py (8, — my), ber dritten P.*. Die Beweidart fdylieft fih volljtindig an die in IIL gegebene an. Jundcit
2

haben wir, wie fich leicht ergiebt, fitr £, (4,) pie Ausdriide 32) und 33), wenn f, vurdy f5, P, durdy Pj, p, burd
Pay @3 durd) a, erfeft werden. Der Gleichung 34) entfprechend erhalten wir

Py
52) ... f4 (A4):f4(m4)+ ‘1Sf3 @, Py +my — hay)

2, )
+ Slf3 (py Py +my — hoay)
3

+ .

PaPs
S fs(p4P4+m4—ha4)
(py—1) Py +1
3t nun wieber
53) ... .. @4 Py + my — ha, = v, (mod Py), w0 r, = P,
fo baben wir nach 31)

54) -fs (pe Py + my hay) :_%_(P«L P, + m‘;'-— h“4"‘7”h) (Qa—rh)(l"; 'P +m4—ha4 — 7'/1) +f3 (74)

va an Stelle von p, nun der aud 53) refultirende Quotient, an Stelle von m, aber r, tritt. Die Refte », fal-
len, analog ben fritheren, mit ber Bablenreibe von 1 big £ zufammen und fef)ren in jeber der p, Summationen
52) wieder. Man erhdlt aug 54) nady einigen leidyten éﬁebuctwnen alg vem Gyftem 40) entprechend

55) ?fs (s P, +m4—ha4):(p41’4+m4)2+ MSU"‘Z) + a, (Qs — (r. P, +m4)) S(h)
2 2]

Py
— 1 8(@)2 + €, S (r/t) - Q_:;_(]’q. P4 + my) + st ()
2P, 1 2ap, 1 2 1 u i w.
wo wir die weiteren Auddriide fitr die gweite, vritte ... . p' Summation in 52) nidt fdyreiben wollen, va fie aus
55) bervorgeben, wenn man in ber Summation bier hz unb h nady einanver die Gremgen P, + 1 big 2 P,, 2 P,
+ 1 5i8 3 P, u. {. f. einfegt, wdbhrend die Summationen fiir 4, (14)% f5 (r) ungednvert bleiben. Btebt man 55)
sujammen, fo entfteht der p, Swnmationen wegen
P b3 P,

) fa(4y) =falmy) +p, (py P.; + my)* + a,? ‘? (h‘)) + a-& (Qs —(pa P m4)) Sh P4 ‘S(rh)2
2 2!‘

+ P24 @5 ig () — Py % Q3 (P4 P +my) + py Sf:; (ra)
Py 1

Beridfidtigt man, vaf

37) ... .. P, =P, @, +a,=Q,
ps P, Py Py
58) .. .. ;f(h'l :=p4P3(p4P3+1)(2p Ps"t—i) S (]b.):?’4P3(p4P3+1)
— R - 6 ——— —_ —- e = s 1 2
P, £y
59) ... .8 () =P, (P, +1)L2P D Sen =&+
1
e g

ift, o entjtebt nacy Ausiihrung ver Wultiplicationen und gehdriger Revuction der Ausdrud

33—

fao(A) = fi(my) + P2 p* — Py (_Q_.}_—-m,}) Pa? + (M2 — My @y + 0,2 + @y @y, — P2 — Py - Py Q3
T8 2 2 2 2 12 4 6 4

‘P3
+ 8 —1+ 8 f; (7'1:))1’4
4 12 1

P

G5 wire alio bie Renntnif von 5 fs (rx) nothwenbdig; folgende Ueberlegung liefert ung bdiefen Wert h:

Siderlidy ijt der Coefficient von p, in 60) in Begug auj a,, ¢ @3, a4 fymmetrijcy; Theiljage wie 2
2

und m, @, fommen aljo nidyt weiter in Betradyt, ba fie fdon fymmetrijdy find, wobl aber die fibrigen. RNun lies

Py o - o .
feet S f3 (rs) nur Augvriide, welde a,, a,, a;, und etwa bejlimmte Jabhlen enthalten. Soll mithin Sy metrie
1

eintreten, fo muf diefe Symmetrie enthalten:

1) Alle Yusdriide im Coefficienten von p,, welde a, garnicht entbalten, mit Yudjdluf der vorher ange-

fithrten, jedody mit umgefebrten Beichen; dabhin gehdren — Py%, — Py, + P3 €5 + @53
G 4 4 4

2) folche Uuddriide in ay, a,, a4, welde bxelenigen in ven Goefficienten von p,, die a, enthalten, aber nody nidht

fommetrijh find, fymmetriid madyen; fo wird ) a,* fymmetrifd) durd) 7'y T 5 ebenfo @, a, durdy a, @y + @, a5 + a, a;.
12 T4 2

3) allenfalld eine beftimmte Jab!; daritber 1aRt fic) algemein nicht enticheiden ; ein Bahlenbeifpiel liefert jene Jahl

fofort; wir anticipiren, daR & Dingutreten muf, wad an und fiix fid) fchon wabricheinlich war. Wir erhalten fo

61) . Sf3 (rn) ober Sfd (ma)__P2+P — P Q— @ + T, +a; a2+ala3+a2a4+ 1
3 1 4 12 4

Nun 16t i @, @y + @, a3 + @, a; durdy (@2 — T;): 2 barftellen, fo daf 61) nadh einigen Re-
bucti onen ibergebt in

Py
62). .. .. Sfa (m3) = 3 (P:) - Q3 + 1)2 + (P": ,,,_wwjjﬁ —,_];)
1 24

q]’ : " * : v
paran Ikt fid) wieder wie in 25) die Entmidelung von sz3 (mg) tniipfen; wir iibergeben die§ der geringen Widy-
1

tigteit wegen. Yud 60) wirtd mit Hilfe von 62)

63) . ... fa (4) = P2 p® — P, (@, — m,)p.2 + ((Q4 — )2 — T, )p4 + fa (my)
6 2 2 2
wad bewiefen werden folite. Jur Crprobung von 62) fann died in IIL gewdbhite Beifpiel bdienen; ef ift dort
20
P, =20, @; = 10, T, = 42, mithin S fs (mg) = 3.11% 4 357 = 30, wa8 mit Dem friither angegebenen

12
#ibereinflimmt.  Dadurd) wird die Buyugung von 5 in 61) geredtfertigt.

Wir tonnen bhier ves Raumes wegen fein fo ausfiihrlickes Beifpiel berechnen, wie in IL und IIL, befdyrdns
fen und vielmebhr davauf fiix vie Gleidung 4 #, + 5 &, + ¥, + 3 2, = A, die Grdfen f, (m,) 3u berechs
nen und in der Tabelle ¢) niedergulegen.

@8 werde bier diefe Gleichung vevlangt £, (6 5 4), fo ift, va P, = 60, @, =13, T, = 51, m, = 54,
p. = 10, f, (54) nadh ver Tabelle ¢) gleicy 296 ijt, in Folge der Formel 63) f, = 754056, b. b. die Gleidung

5, + 4 a3 + 23 + 3 &4, = 654 befigt 754056 Ljungen.
9



Tab. a), 3u II. gebdrig

Tab. b), ju IIL gehbrig

Die Tabellen b) und c) find febr leidht aus Tabelle a) ju berecdhnen, da 3. B. f4 37 = 7, 34 + Fs 34,

itberhaupt gany allgemein

64) . . .

ijt, venn analog 32), 49), und 52) it
Sem)y=ja m—a)+fan—20a)+f 1 (n—3 o)+ ..

65)

- fy (m)

=/fy (0 — a)) + fy1 (m — a,)

fom—a)=foa (m—2a)+fa(—3a)+ ... .

my | fy | Ay | fs AE__ fo my | Jo | A5 | Ja |4, 13
1 021 | 1|41 | 2 110 | 21| 6|41 | 32
210 22| 1[40 2 2 0|22 7(42 | s
3,028 | 1[4 | 2 300 | 23 43 | 36
2|0 |24 | 1 [aa [ 2 T4 0 | 22 4 | 38
500 |25 [ 1 |45 | 2 500 25] 10|45 | 40
6| 0|26 | 1 |46 | 2 6 0 | 26| 11|46 | 42
700 |21 | 1 |47 | 2 710 | 27| 12 |47 | a2
8| 0128 | 1|48 | 2 8| 0 | 28 | 13 |48 | 46
911 {2 | 2 |49 | 3 9 0| 29 1449 | 48
10 0 |30 | 1 |50 | 2 10| 1| 30| 16 |50 | 51
11| 0 {31 | 1 |51 | 2 11| 1 | 81| 17 |51 | 53
120 |32 | 1 (52 | 2 121 | 32 1852 | 55
131 |33 | 2 |53 | 3 13| 1 | 33| 19 |53 | 57
14| 1 |34 1 2 |54 | 3 14 2 | 34 21|54 | 60
15| 0 |35 | 1 |35 | 2 15 3 | 35| 23 |55 | 63 |
16| 0 |36 | 1 |56 | 2 16| 3 | 36| 24 |56 | 65
17| 1 {37 | 2 |57 | 3 17 [ 3 | 37| 25|57 | 67
18] 1 [38 | 2 |58 | 3 180 4 | 38| 27 (58 | 70
191 (39| 2|59 | 3 19 5 | 39| 29|59 | 73
20| 0|40 | 1 |60 | 2 20| 6 | 40 | 31|60 | 76
Tab. ¢) 3u V. gebbrig.

my | fy | My | [y My Ja | my ’ fa|ma | fo|my ( Ja

10 [ 1[0 [a21] 8| 31| 40| 41 [113] 51 | 248

20 {120 | 22| 10| 32| 45| 42 123 | 52 | 260

3.0 | 13| 1 | 23] 12| 33| 51| 43 | 134 | 53 | 278

£ 0 | 14 1 | 24 14| 34| 57| 44 145 | 54 | 296

50 | 151 1 | 25 17| 35 63| 45 | 157 | 55 | 315

6.0 {16 ] 2 | 26| 20| 36| 70| 46 |170 | 56 | 335

710 | 1713 | 27| 23| 37| 78| 47 183 | 57 | 356

8 0 1184 | 28| 27| 38 | 86| 48 |107 | 58 378

910 11915 120 31| 39| 04| 49 1212 | 59 | 400

10 0 | 20, 6 | 30| 35| 40 103 | 50 227 | 60 ' 423

— 35

woraud augenblidlih 64) Hervorgeht. Diefe Formel, welde natiirlich nicht nur fitr die gerwdhnlidh durdh m vorges
fteliten Werthe, fondern audy fitr alle fibrigen A gilt, ift jur Tabelenberedhnung fehr brauchbar.

V. Die Gleidhung mit 5 und 6 Unbefannten.

Bei ver Gleidhung mit 5 Unbetannten
67) . . o . 0Ty Ay Ty + @y Ty + By Ty T G5 @y = A,
werben toir und Hirzer faffen da der Gang dem bet den fritheren Gleidungen analog ift. Man Hat folgenden Saf:
68) Sft . . . A, = my (mod Py)
wo m; eine Sabl ver erften Klafle iff, da wir ung bHier veranlaft fehen, alle Jahlen in Klaffen von je P, Gliedern

abjutheilen, 69) ferner . . . 4, = p;s Py + m,
fo erhdlt man
P pt 3 : T 2
0) ... fy (Ay) = 222 & _ mﬁ) s 1 P, ((%*-—ms) —2) L — ((—2—5 —m

3 Y9 ""ms)) }%5‘ + /5 (ms)
b. §. fiir bie Gliever der arithmetifdhen Reihe erfter Ordnung mit der Differeny P
my, my -+ Py, g +2P;, . ... my, + ps Py
bilden bie gugebbrigen fy (my), f, (ms + Py), f5 (ms 4 285), . . . f5 (m; + ps P;) eine arithmetifdpe Reibe
grer Oronung mit der erften Differen

23 22 Y P 2 L
1 _ (Q 9n5) + L4i ((% — 1) —%) — ((%—5 —my) — (%i — mﬁ)). ®

2 3 )‘2
ber yweiten —Q (Q” ——mb) + 5P ((Q5 my) — ) ber Dritten ——3 3 1 (Q:—, _m5) ver

vierten P32,
Der Beweid ergiebt fdy folgenvermafen:
Analog bem Syftem 52) haben mwir:

b,
) ..., foa(45)="1,5 (my) + 1S’f4 s Py + my; — hay)

2P,
+ S8fy (ps Ps + my — hay)
P41
+

Ps Py
+ Sf4 (s P + my — hay)
~1)p, +

Jit nun wiever p, Py + my; — hay =, (mod Py), wo 7, z Q,

fo hat man an Stelle von Pg und my, in 63) u fegen p, P; + my; — hay, — », und », und dann die Summa-
P4

tion 71) aujufithren. Da die Rechnung fehr weitldufig wird, fo fegen wir diefelbe nidyt bHierber, fondern bemerfen
nur, baf alle Theilfdke, die », und A gleidyzeiti als Factoren enthalten, verfdywinden, baf alle Theilfdge, welde
teder » nody A in fich fchlieBen, mit py 2, . b. der Anzahl der Summanden multiplicict werden miiflen und daf
endlich in Beyug auf die Rejte », gany demjenigen Analoge gilt, wad wir {hon frither mebriach hervorhoben; bei
% und feinen Potengen wird die Summation yon 1 big P, p, audgevehnt, bei », und feinen Potenzen dagegen nur
von 1 big P,, vad Refultat ift aber in bdiefem Falle nodh mit ps, der Unzabl der Summationen ju multipliciren.
Die Ausfihrung ver Rednung ergxebt

73) . fs (45) =/ (m5) +

— P (Q" — 1y ’Z” + P ((Q" —m5) — T ni + G.p;
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wenn wir mit G folgenden Audvrud bejeichnen:

... =" Srhy Qmy Tams | By % 9 m (= o)
"%—%—%4'1)%12&"'%@3’*'%—Q%16P4+T18P4—'?€%+71€ =N
_a224Q4—a51§%+a§_16% (=9

P

+ §f4 )

Die Ausvriide ¢ geben durdy @, = @, — %, T, = T — a} iiber in die in Bejug auj ben Goeffictens
ten o fymmetrifdien

X Q 3 T, m, Q3
7o)....—-3‘;(75—m_,,) — R

Die Uusddriife G geben entwidelt
) ....—a2(a, +a, + a3 + a,) + a, (a3 + aj + a? + a3)
24
T oo oo — G5 (@) Gy + Gy Wy + Gy By + @y a3 + G5 a4 + A3 6y)
8

76) wird fymmetrifd) durch

78) . ... —ak(a, + a3 + )+ a3 (@, + a, + ;) + a3 (¢, + a, + @) + af (@, + 2 + ¢) =
24

T4 Qs —F4
24 -

77) dagegen Ddurd
79 ....—ay(a, ay + , a, +“’“3)+a3(“1“‘2):_113(¢e‘3:—3TJ, 0, + 2 U)
8 .
Alled nach der Theorie der jymmetrifchen Funftionen. ©8 mup aljo nothwendigeriveife
P,
80)....8/,0)=—f—Ts 0@a— U, — @ —38T, @qu+20U,
1 24 48

fein was ebenfo wie in IV. erfdyloffen wird; ed treten, wie ein Beifpiel seigen wird, teine beftimmten Babhleniverthe
vazu. Durdy gehdrige Rebuction geht 80) itber in

P4 p4
81).... Sf4(7'h):Sf4(m4)=(P4'— Qu + 1)+ (Py— 9 + 1) (P — T4'—'1)

1 1 48

audé 74) wird
3 4 3 —_ _—
82).... G=—1} (%é——ma) —Z”?i,n’i + %’l — TF'Q-’»M U, _ Q3 —3 Z;F’ Q5+? Us

wenn man den Werth von 80) benugt und bdie Uusdriide 76), 77), 78), 79) nacdy der Theorie der fymmetrijdhen
Gunctionen jufammen jieht. Gine leichte Reduction ergiebt dann:

83).... G:—é((%—)’f'—mf,)s— % (Qﬁ—m.a))

: 3
woburdy 73) fofort in 70) iibergeht.
1lm bie Formel 81) 3u priffen, fann man die Sabelle c) tn IV. benupen. G8 ift dort P, = 60, €, =13,
T, = 51, nach der Formel alfo

60
§f4 m) =f, D +7 2+ . ...+ f,(60) = 5852

Genau diefe Summe erhdlt man, wenn man alle £, jener Tabelle adbirt.
Wir baben in derjelben Weife wie fie bei der Gleihung mit 3, 4, 5 Unbefannten angewandt wurde, audy

6
filr die Gleidhung mit 6 Unbefannten S a; o, = A, die Formel berechnet; bie Weitldufigleit der Cntwidelung zwingt
1

ung jedoch ung mit der Angabe ver Refultate, bie wir geprilft haben, ju begnigen.

37

St Ay = m, (mod Pg) und A, = ps Pg + mg, fo bat man
P pt P? 1 P2 . T, P,
fo (Ag) = ZgPo — 2 (gi —mg) PL o+ S ((92.6_ — ;) — _1.;) Py — =8 ((% — m)

120
T: 4 Vs

Y R T, & ,
=T (@ ) gz (S om0 — T e — ot + o ) B A 0

V. Die Gleihung mit i Unbefannten.

Wir find durch die §ir o S50 Sur f50 fo, erbaltenen Rejultate vorliufig nody nicht im Stande die Formel
fiir die Gleihung mit » Unbetannien abjuleiten, milffen ung bied vielmehr filv einen fpdteren Abjchnitt vorbebalten;
wir wollen jedoch bie Methove feftftellen, wie man diefe Formel aufjtellen fonnte, wenn die entfprechende fitr eine
Gleidung mit » — 1 Unbefannten bereitd gegeben ijt.

Begeichnet man die Anzabhl der Ljungen Der Gleichung

n—1]

85) ..... S a, &y = An-—]
1
durd) f—y (dn—1) und ift
86) ..... Ay = 1itg_y (mod Py )
wenn man alle Sablen in Claflen von je P, =@, . @, . . .. @ Bablen abtheilt, und m,—, eine Jabl Der
erften Glaffe ift, ferner
87) ... .. Aney = Pr—q Poeq + My
n—| n—} n—1 n—1
88) .. ... Say = Qu_y, 5 (1)2 = To_y, S (@)? = Uy, S(@)* = Vaey . f. F..
1 1 1 1
dann ift
89) . .... Fuey (Auey) = F(Po_y, Pr—vy a1, Querr Toeye Unmyy Vieyyr oo o) foy Oey)
wo F Functiondzeichen ift; wir fegen diefe Funftion ald befannt voraud. Um nun fitr die Gleidung
90) ..... A'é ay Ty — 44-n
1
ven fuddrud £, (4,) 3u gewinnen, theilen wir alle Bablen in Clajen von P =a, .a5...... a, Oliedern ab
und bejeichnen burdy m, eine Sahl ver erften Clafje. €8 fet
Iy .. ... A, = my, (mod P,)
92) .. ... A, = py Pu+ my
alfo analog 71)
Pn Pn—,
93) ----- fn (4,) :fn (my) + iSf”—] (pn P, + m, — hay)
St nun
94) .. ... Pn Py + my — ha, =1 (mod P,_))
wo 7, = Poy, {0 fefen wit in 89) an Stefle von p,—s den Werth pu Pu -+ my — hay, — 7, ebenbdafelbft ftatt
Pp—1
Ma—y Den Werth r, und entwideln den Yuddrud
95) ----- F (Pn—il Pn F. t_”ﬁ: h a, —_'__7_:}’4_;7' h, Qn.._1, 7',,._1, T

Pn-—l
in Monome; dann find folgende Operationen audzufithren:
1 Ulle Monome, die wever A nody »h enthalten, find mit der Anzahl der Summanden in 93), pn Pu—y U
multipliciven; bezeichnen wir dag entftehenve Aggregat durd) H.
N -
2) Ufle Monome, die eine Potenz von % enthalten, befommen dad Seichen f , wo die Summation fid

auf b begiebt; vas burd) Ausfiihrung der Summationen auftretende Aggregat heife K.
3) Alle Monome Ddie eine Poten; von » h ald Fattor haben, werden mit pn (entfpredhend 52) und 71))

L
multiplicivt und eralten dag Beichen s , wo bie Summation fidy wieber auf & begieht, ba bie verjchiedenen Gri-
1

fen » h mit der Bablenveibe 1, 2, . . .. P, jufammenfallen. Dad Uggregat Beife L.
10
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I

n—1

Hingutritt, vem Fritheren analog p, S fu—y (r4), fo daf wir an Stelle von 93) erbalten
1

I)n—<1
96) . .. f7'(A)"—-H+ K+ L +Pu‘i n—t (1) +ﬁc (m.,)

Wir bemerten, Daf bet der Cntwidlung von 95), alle Theilfdge, weldhe A und » A gleichjeitig ald Factoren
entbalten, fidhy auffjeben milffen, da fih bet der Unbeftimmtbeit der Art und Weife wie die » & nadyeinander die
Glieder der Bablenreibe von 1 bid P,y liefern, eine Summation ved Produttd A.» h nidt audfithren [ift. WMan
witd alfo in jener Entwidelung jeden Theilfag, ver A und » A ald Factoren einfdliefen witrde, ohne weiteres weglaffen.

Gntwidelt man 96) nady Potengen von p,, fo mitffen fidh die Coefficienten vou p2,, p3,, . ... p,"", wels
de8 offenbar nady Analogie IL., IIL, IV., V., die hochite Poten; wird, durdy Suziehung der Sletchung

9N ... P =Pripy, Qi =@u— 0, Loy =T, — a2 Uy =U, —a,®....0f w.
fymmetriiy in Bejiehung auf vie Coefficienten a,, a, . ... a, geftalten.

I

Gine befondere Vetrachtung verdient der Coefficient von pt,; er fei N + ff,,_l (74). Dann muf diefe

Summation folgende Theile in fih Thliegen.

1) f{dmmtlide mit entgegengefeiten Jeichen gerwonnenen Theilfige in N, welde aur aud a,, a,, ... dy
Befteen, mit Ausfchluf verjenigen, weldye m, oder eine Poteny davon entbalten; ed muf aber bei lehteren durdh Bes
nugung der Gleihungen 97) mbglich fein Symmetrie binfidtlid a,, a,, @, berzujtelen.

2) folde aus bven Qoefficienten a,, @, . ... @, gebildete Ausvriicke, welde die in N mit a, oder einer
Poteny davon behafteten Theiljdge ju fymmetrifhen binfihtlicy @y, a,, . ... @, maden; bdabei leiftet die Theorie
per fymmetrifdhen Funftionen wefentlidhe Dienjte, invem fie die Mittel in bie Hanv giebt, jene uddriide durdy die
Gummen gleidhhober Potengen der «; @, . ... @,y darjujtellen. Gben diefe Summen werden in 97) benugt.

3) Unter Umitdnben beftimmte Bablen, woritber ein Beifpiel entfdveivet. Wir werden fpdter eine Gleidyung
angeben, die ju Ddiefem Bwede ftetd febr leidht benugt werden fann.

P P

n—1 n—l1

Hat man fo S fuy () ober S foy (m,—y) gewonnen, fo madyt die Ginfithrung vdeffelben audh ven Coef-
1 1

fictenten vou pt, fymmetriih, und man hat die endgiltige Formel fiir fu (4a) Dergeftellt.

VII. a8 Bildungsgefets der Fovmeln.

Der bedeutende Aufwand von Rechnungen, den fchon die Formel fitr die Gleidhung mit 6 Unbefaunten erfordert,
macht ein weitered Bordringen in Ddiefer Weife, um endlich dad Bilbungdgefes erichliefen 3u fonnen, unthunlic.
Wir feben und deBwegen gendthigt tm Folgenden fortredhrend nacy Analogien zu fdbliefen; Haben aber die fo ger
wonnenen Refultate vielfacden numerijdien Lriffungen unterworfen, wodurdy die Ridytigteit verfelben ftetd bejtdtigt wurpe.

Wenn man bdie fiir die Gleidhung mit 2, 3, 4, 5, 6 Unbefannten entwidelten Formeln betradtet, jo erges
ben {id)y verjchiedene Gefesmdfigfeiten, die wir, mit Weglafjung der Indiced, fury andeuten wolen.

1) @8 ift pr ftetd mit Pr—1 verfafipft, und in anberer Berbindung fommt P itberhaupt nicht vor.

2) Die Ordfe @ tritt ftetd nur in ver Verbindung % — m auf.

3) Die Coefficienten von p find {tets nady Lotengen von g ~— me o geordnet, daf die Gyponenten bdiefer

Potengen eine fallende arithmetijdhe Neihe mit ver Differeny 2 bilven; gleichzeitig wedhfeln die Potengen tm Jeichen ab.

4) Der hodite Egponent von p ift tmmer um 1 feiner ald die Anzabl ver Unbefannten.

5) Bei der Formel fir eine Gleihung mit 4 UnbeFannten tritt die Summe der 2t Poteny der Coefficien-
ten @, ndmlich 7, bei der fitv eine Gleidhung mit 6 Unbefannten die Summe ver 4tn Potengen, V; auf. G8 feb-
[en Dagegen die Summen ber ungeraden Potenzen.

6) 3Jn Der julegt genannten Formel treten 72 und ¥ nebeneinander auf, beive Polynome vom 4 Grape.
Died ift einer der wichtigiten Fingerjeige.

7) ©8 jinven beftdndig Beichenwechfel bei den Potenzen p ftatt; nur £, (m) ijt ftetd pofitiv.

@8 bleibe nody {ibrig eine Gefejmdfigteit filr die in ben Formeln auftretenden beftimmten Bablen ausfinvig
ju maden. Died gelingt leicdht fitr den griften Theil derfelben, wie man an der unten folgenden Bufammenftellung
feben tann. Ghe wir diefelben geben, wollen wir eine bequemere Bepeidnunggioeife einfithren. G8 fei

98)..... Sakzk 4
die vorgelegte Gleichung '
99) . . ... ay . a, . ag a, =P
100) . . ... 4= m (mod P)
wenn die Jahlen in Klaffen von P Gliedern abgetbeilt find und m eine Jahl ver erften Rlafle ift, ferner
101) ... .. Ay=pP+m
Sn ak == S
1 1
102)..- SI _m_R
2
Sn (@)? = 8§,
1
S (a)* = 8,
1
103) ... .. «19 (@)8 = 8§,
s (@) = 8,

Die in II. V. mitgetheilte Formeln werden bann, wenn man bie portigen Grdfen @, 7, ¥V purdy 102)
und 103) erfeft und ein anbered Urrangement ber Diviforen trifft

2 (4) =p' + 1 (m)
1!

JSs (A) = Pp? — R.p! + f3 (m)
1

T2t
Ja (A = P2p3 — P R .p2 4+ (R* — S, \ p' + F, (m)
31 “ar 21 2216 ) 1T
100) .. {Ss (A =P p* — Pr.R.p> + P(R* — §, Y p*— (R* — R .S, \p' +/f5 (m)
41 EIN 2T 7 218) 2v 3T 2.276) 11
Jo (4) = Pip® — P*R.p* 4 P2 (R2 — 8, Y p* — P (RS — R.S, \p?+
51 ar 2T 2.3T6) 3T E 2.276) 27

R# R2. S S, )2 S 1
S i *2“!“2.22!6+£2.22rﬁ) oo /e o)
3

Daraud geht Folgended hervor:

1) Jeve Poteny von p erhdlt die Facultdt ihre8 Gyponenten al3 Divijor

2) Die Grife S, und 8, find von conftanten Diviforen begleitet.

3) Die Potengen von R und den mit diefen Diviforen verfehenen Grdfen S werden bdurdy die Facultdt
ihre8 Potenzexponenten divivirt,

4) Die Coeffictenten von pr find homogene Augviide vom Grave n — r» — 1, wenn man vom Factor P ab-
fiebt und R al8 homogen vom erften Grape redynet.

Man fieht ferner daf ver Uebergang von £, auf /,, und von fs auf f5 febr leicyt ift, baf ftberhaupt zum
Weitergeben immer nur die fenntnif des Goefficienten von p, in der Formel bed ndchiten geraden n erforderlidy
ift. o bdtte man, nm fy (4) 3u ermitteln, nur y.p, su beftimmen, wenn y den Coefficienten bejeidinet; Dbiefes

1!
y mufy nun der Analogie nady heifen:
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105). . . . . RS R*. 8 R, S, \? S _,32_)2 S .8 S
67 4l 2.2!26 + 7;( (2-2!6 + 4.4!430) - ((2-2!6_ + 2.22!6 4.‘ﬁ§6+ =
2! 31

va der Sheilfal ohne K vom 6 Grade fein muf. ©8 time alfo nur davauf an den Divifor z ju Beftimmen

Wir Lenuben dau folgended Mittel:
Rerven alle Coefficienten o gleich 1, fo milffen die in IL und V. aufgefteliten Formeln richtig bleiben, vb-

fchon fie urfpriinglicy fitr die Vorausfegung aufgeftelt find baf o untereinanbver relativ prim fein miiffen, wad jede
Gleidhheit derjelben an und file fidh ausfdyliet. Die Formeln lefern dann fit
&, + By =¢ fe@=¢—1 ober f, (9) =p
By + T+ @ =g Jsp=4g=1 (1—=2) fs@=pp—1
2 21

106) . .
o, 4Ty + 23+ =¢ fl@=Uu—D@—20@=3) L @=pE—1{p—2)
31 31

. §. w.

Da aligemein P =1, m = 1, p = ¢ — 1 wird.

107) . . . .. Fitr die Gleidung S 24— g
i
mitfte man analog bhaben
108) . .. .f,,(q)__p(p-—i)(p-—m....(p-—n+2)
- (n— 1)!
Gntwidelt man die8 nady Potengen von p, o erhdlt p!, wenn n gerade voraudgefest wird, den Boefficien=
— 2)! 1

ten E:—i)! ober —

Fiir das eben gewdblte Beifpiel ift » = 8, man DHatte alfo Den AYusvrud 105) bem in der aufyutellenden
Formel, offenbar dad Beicden + ertheilt werden wird, gleich + ju fefen, und zu bemerfen, Dag
110) . ... R=8, —m=§—1=23,8, =8, = 8§ =81jt; da 5" 5 _ ¢ unterfudyt wird.
7 1

Die Aufldfung der entzftef)enben Sleidyung
111) . ... 2=181440 =6.6! 42
IWir haben Ddiefelbe Rechnung fitr die Eoefficienten von S, und S, durdgefithet, wo die betreffenden Aug-
briide, bie dem uddruce 105) entfprechen, gleidh § und 1y 3u fegen finb; e8 findet fidh dad Rejultat

112) . ... S und b 8,,
5.8130 10.10166
Stellen wir die bid jeki ermittelten Grbfen S jufammen:
113) . ... S, Sy 4 S o B . 58,

27916 4.4130 6.6142 8.8130 10.10166
fo erfennt man in ten Factoren &, 3%, s 3o &5 die Bernouilliden Bahlen. b Uuftreten erfliet fich einfac
paburch), vaf bet der Art und Weife, wie die Formeln gewonnen werden, Summationen von Potenzen der natiirli-
den Bablenreihe (» £) vorfommen, Opetationen, bei denen die Vernouill’fchen Bablen eine Hauptrolle fpelen. Ber

balten wit die gewdhnlichen Begeihnungen derfelben durdy B, By, By . ..., bei, fo haben wir
114) .. .. 8, B, Sy.Bg 85.85 . .or Syr- Byr
2.21 4.4 6.6! 2r. (21!

Wir baben fitr §,, eine Vritfung angejtelit, und ein ridtiges Refultat erhalten.
Wir wollen yur Abfdrjung fegen

113) . ... S,,.By

2r.(2")!
und geben 3u ber Art nnd Weife iber, wie vie Grdfen C Ddie einjelnen Goefficienten der Potenzen von R jufame
menfegen, wobet wit bemerfen, daf wir die Formel bi8 jur Gleidhung mit 10 Unbetannten aufgeftellt und wiebers

bolt gepriift Haben. WAIB febr empfeblungdwerth ju foldpen Pritfungen nennen wir Gleidyungen von ber Form

= Cyy

n~—i
S z + a, ¥, = a, + 1, wo immer, wenn n > 2, fu (a0, + 1) = o ift.

Wit wollen jene Coefficienten mit D bejeichnen und ihnen pen Namen Diophantifdhe Summen beilegen, U
Ghren ves Mannes, ver juerft unbeftimmte Gleichungen behanvelte, voraudgefelt, dap diefelben nidt fdhon in einem

—_— 41—

an‘tiern Biweige ber Wiffenfdhaft Berwendung gefunden haben, wad unferes Wiffen8 nody nidht gefdhehen ift. Die
Orofen D find Homogene Funttionen, von gerabem Grade; da nun die fie bildenden Grofen C nur die Summen
gerader Potengen ber Coefficienten a enthalten, fo ergiebt fidy jur Bildung der D folgende Regel:

. Man ftelit alle Combinationen der geraden Jahlen zur Summe 2 s auf; D, befteht dann aud fjo viel
einjelnen Theilidhen, al8 derartige Combinationen miglicy find; die geraden Jablen, weldhe in einen Complegion vors
fommen, madt man 3u Subice§ der C, faft a8 Gange alg Vroduct auf, zieht gleiche Factoren ju Potenzen jujams
men unbd giebt jeber Poteny die Facultdt ihre8 Cypenenten jum Divijor. Hdtte man 3 B.

116) .. . . 2a+ 434+ 67480+ ....=2s
al8 eine ber Combinationen, dann wird da8 A entfprechende Glied der bdiophantijhen Summe D, gleid
a B 7 J
17 ... .. C, . C, . Co . Cy .. ..

T T T Y

Wir laffen eine Anzabhl diophantijder Summen bier folgen:

D,=C,
D,= 02+ C,
21
Dy=0C3 4+ 0C,.C, + C,
118). 3 e
Dy =0yt + €2 C, + Cy. G + C,2 + €
ar 21 27
‘Dl():C‘25+023 04+ c"l‘l‘(}ﬁ.*—c2'6‘8_*_0’2‘04.2 + 04‘CG+CIO'
5! 3! 2! 2!
D,y =0 +Cy4.Cya+ Cp3.Co+C,2. 0, +C,2.C2+Cp. €+ Cp. Cy.Co+ 03 +C, . Co +C2 + €,
6! Y, 31 21 2r o 31 o

Aud dem Syftem 104) und den friiher gemadyten Bemerfungen [dhliefen wir nun, bdaf die Theilfd
venen £, (A4) befteht, folgende Geftalt Haben: ’ : ¢ Do Bie Thellidge, aue

119) . . . . (— 1) Pr—2 pr—r—t (Rr —RIAD, + R*D, —R—=D, + ...
= 7! —2)! —a7 —6)1 )
Diefer Ausddbrud 1Bt fidh darftellen durd
120) .. (= Ay Pt e G(— Ay B Dy,
T 291
q=o0
wenn man D, und o! gleid 1 fekt. Fir £, (4) erhdlt man dann
re=n—2 r Pan—r—2 q=£(§)
121) . . .. Jn ) = fn (m) + S(_ 1) p11~r—1 S (_1)'1 f:i’)l| qu
(n—r—1)! ’
r=o Y q=o0

wodburch die Formel fiir die Anzabl der Lojungen der Gleidung ;S a &y = A geliefert ift, wobei wir nidt umbin

tonnen 3u wieverholen, daf fie nur gilt, wenn ver grifite i i i i j

! : 1, : gemeinjdyaftlidie Theiler zwifdhen je 2 ver Coefficienten a

immer nur 1 ift. Die Formel 121) g,etgt, vaf fitr Werthe von 4, welche eine arithmeiifhe Reife erfter Ordnung

;1;* Ze;.SIDbiffereng P bilven, bie gugehbrigen f eine arithmetifhen Reibe n — 1t Orbnung mit ver n — 1t Differen;
—2 bilven.

Wir verjichten auf bie Wiebergabe der Formel fiir 7, 8, 9 i
' . + 8, 9 ... Unbefannte, da in bden Gleidhungen 118)
und 121) va8 Material jum Aufbau derfelben bi8 ju einer Gleidhung mit 15 Unbefannten vollftdndig gegeben ift

VI @ dluf

Wir wollen foliehlid) die eigenthiimlichen Ausdride, bie wir in I—V. fiir die Grifen I.;f (m) fanben,
1

nodh etwad verfolgen. &8 ergab fidh dort, wenn wir die Sndices weglaffen, und ftatt der Grd T bie i
' 7] r
benugten S, §, einfithren: 8 rbfen €, 7, die in VIL

1
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122) . . .. Sf2(7n)—__ﬁ-i1
3(P—8, +1)2+(P*—8,—1)
Sf3(112)__’4—(—— + )24(
L 1)5 4+ (P — 1) (P2 —8,—1
Sf“m)_(P S, +1) 1-8(1 S, +D( 2 )

Diefe Formeln zeigen in tbrem Yufbau, namentlich bei der @d)relbmetie in der wir fie unten wiedergeben
metben ioche Analogien mit ben Coefficienten von p in 104), vaf wir ohne Weitered jur Gonftruction won

S s (m), S fs (m) w. |. . gingen. Die Refultate, die wir forgfdltig gepriift Haben, find folgende.
1 1

A

P P—S, +1
sz (m) = (——“—l:t")
S, -+ 1)* , — P2+ 1
Shu=(""7% ~ g
21
P—§, +1 P-—S +1y S, —1"+1
2 (“”‘3'(““——“ - (=) 2
P—s, +1 P——S+1QS-—1’Z+1 S, — PP 1), S, — P +1
123) ;qfﬁ (m):(~—-—21——~) ——(~——2-‘~ B2 ( 5 2|6 )‘*‘—— 4130
4! - 2!
r P— 8 135 P—_ 8 133 3_1)2.:,_1 P — S+1 S, — P2 + 1)?
‘?f“(m):(— 2l+ ) —( 2'+’) - 5976 +( ) (( 2'6
51 371
8, —Pr+1
T L4780

u. §. w. Wir baben die numerifchen Pritffungen bid S s

angegebenen Art benuften. Die Analogie der (Sjro[;en-————r— 3
S, ....in 104) und 105) ift augenjcheiniich. Wir fegen baber
P—5 +1
124y . . 9 !l - =
- (S g — sz + 1) BQt/-—l —
125) . . 24 NeR) = Jy,
analog 115). G8 wird bann 3 B.
’ H O, : J:
Sfr(m)::é—'- J2+HZ(2 +J) (3 +J2J4+J6)
Dem @nftem 118) entiprechend iegen mwir
! s Gy =,
J2
Gya=gy + s
e JS?
126) Gy =35+ o du+ s
= g2 d J?
Gy :Lii‘-{— *2,“+J2-Ja o1+ s

u. §. w. Den Grifen G legen wir den Namen Diophantifche Functionen bei.
@8 ergiebt fidh bann, vem Ausdrud 120) entprechend fiir pie Gleidung SaL Ty =

a—1

==t ("—) I[n—i—lq

127) .. S FH @+ S (D)= an () = 8 (= D'e=izg), Gy

wenn G, = 1 gedacht wird.

(i) audgebehnt, indem wir @leichungen von der in VIL
S, 41 5 P41, S, Pl mitR, S,

Wir fdliefen mit folgender Bemerfung itber die Gangzabligleit bes Ausdruds 127)

3 fei 128) . ...n=2u 41
und n etne Primzahl; ver QIuBbrucf 127) verwanbelt {idh bann in
H2»—2q
129) . S = S(—1y 2" @,
) f2u,+1 (m) q_:go( 1) (2“ 21)| G~([

Dad erite Glied ber entmldelten Formel erhalt ben Nenner (2«)! alle fibrigen Diviforen find niedrigere,
Facultiten. Slieplicy tritt bad Glied = Gy, auf. Betradtet man dad Syjtem 126), o fieht man, vaf G, aus
einer Reibe von Theilfdgen J bejtebt, in denen al8 hHiditer Divifor «! vorfommt, wdibhrend diefe Reibe mit J», abe
fchlieRt. Nady 125) it

130) . . .. Jpy = G = P 1) Ba s
2u , (2u)!

Die '%ormeln fiie b?e Bernouillifhen Jahlen (vergl. Schldmild), Handbudh der algebraifdhen Analyfis, 1862
pag. 211) zeigen nun, daff im Menner von By, _; ver Factor 22 — 1 aujtritt. Jft aber 2¢ + 1 = n eine Prim:
abl, fo it nady dem Fermatjden Sake

131) ... .. 22— 1 =0 (mod 2w +1)

&8 erfdieint folglidy im RNenner von Jy, fiir diefen Fal ver Factor 2u + 1. Da nun unter allen andetn
Theilidgen von 129) fein eingiger im Nenner einen Factor = 2w« + 1 hat, fo ift die Gangzabligeit von é’ f2ut+1
nur moglidh, wenn in§130) '

132 . . . . Sy — P2 4+ 1=0 (mod 2u + 1)
ift, wobet wir in Crinnerung bringen, daf

2u +1
S2u —_ S(“ )Eu
133) . . 1
P=a, . a,.a5....0a9, 4

fetn muR.
Mit Hilfe ded Fermatichen Sakes ift die Ridytigleit jener Congrueny leidht 3n erweifen
©8 ift 134) . ... ai" =1 (mod 2u+ 1)

mit alfeiniger Audnahme ded Falled, wo ax durdy 2u 4 1 theilbar ift; offenbar fann died Hodftend bei einem bver
Qoefficienten a vorfommen; fdyliefen wir diefen Fall einftweilen aus, fo ift

2041
135) . .. .. b: (0 =2u + 1 =0 (mod (2u + 1)
ferner 136) . . .. P> =1 (mod (2u + 1))
alfo 137) . ... 5y, — P 1= 0 (mnod 2u 4+ 1)
it einer der Coefficienten a bdurdh 2u + 1 theilbar, o wird
138) . . .. Sz = 2u (mod 2u + 1)
139) . . . . P2 =0 (inod 2u + 1)
alfp wiederum 140) . . .. S — P* +1=2u 4 1= 0 (mod 2u + 1).



Corrigenda.

Geite 10 Beile 10 b. v. nady: ,D bedeutet Determinante gebilvet aud . . . . . . in ver Orvnung wie fie da fiehn
vie Determinante bilden® ijt eingufdyieben.
Ale diefe mit D begeidyneten Determinanten find jujammengefaft in ver Determinante nten Graved

{ 1, a0 @4y0p - -+ - axr"“‘ll
i

i1, Copye Aoygy - - -« Bgu—1
1, a3,y agpey -+ - - Agm—1 I b e i e n.

1, @n,,, Gn,q ... - Gnyn—1
xﬁ:t?:diib?r?irfgﬁli?;t:n ber eften Golonne entndelt  Theilfage Neec, b, abgeeben vom Beicen, mit sbigen Dete 1) Gine frumme Linie hat Feine Lange.
geite 11 geitgx 11 b.Iu. unmitte[{bar bor: , A8 Beifpiel diene wicver vie Gleidung: 70 # + u. . w.% ift eingufdyicben: 2) Jn jedem geradlinigen Dreied ift die Summe jweier Seiten gleidh der dritten.
ine andere Abtheilung der Gleidyung 18) ift folgende: : ERE : . R . . .
Die Refultante aller Gleidungen 6) miifite, wenn die ¢ nun die Unbefanuten vorftellten, die Urgleidung 1) fein, 3) €8 it 1“1!1109[1([) bie QIngabI per uflojungen einer unbeftimmten @[em[)ung pom erften
ba bie ¢ be:g:;vi;be;?.mﬁﬁm, und fitr die « im Bufammenhange mur eine Gleidung, ndmlidy 1), exijtict. Grade nur bUW{) QIbeIuthteb und (Soefficicnten der Unbefannten bm‘gufteﬂeu,
Tyy Bipyr Cygpr oo o - Ayyn--1 M, a,y, @9 - @ym—t 4) Qle @Unne lft tn %[anet‘
Ty, Gapys Gapay - - o - Agpneel My, gy Garas - - o Gamt 5) Jede gevade Linie [duft bei hinveidhender BVerldngevung in fidy felbft uviid.
1L I R I 6) €8 exiftirt ein Gefes der grofen Jahlen.
Tn, Quyqy Anggy o - - - npu—t My, nyyy Anyg,y - o o o Guyn—1
Wird die frither durdy D (p-+1, p-+2,....n 1, 2,.. .. p— 1) beseidmete Determinante nur fury durd) y
vargeftellt, fo geft 18)« itber in
p=n p=n
b, ... - Ys—t (ptD) —_ — 1)@= @) 3
18) ,:—g( 1) 2, £, pfl -1 p Hp T R T S R e
©8 muf folglidy nady 1)
18) ... (=D EFY =Ko

fein, wodburd) auch vie redite Seite nady 5) in 18)% in K A itbergeht.

G8 Lift fidy leidyt zeigen, daf der in 18)c gefundenc Ausdrudt fiiv g, oder D(p + 1, p+2...9,1,2, .. p—1)
mit bem in 18) gegebencn {ibereinjtimmt.

Geite 12 Beile 10 b. u. Bor: ,Man erhdlt fitr dvie Gleidung 70 », + .. .. w . WX ift eimguidyieben:

e nady ber Ausmwahl jener » — 1 Gleidyungen tann man fibrigend engeve und weitere Grengen erhalten; bei ei-
ner wirflidyen Yusrechnung mithte man alle mbgliden Auswadlen treffen und vie weitefien Grdngen, die fidy ergeben, annehmen.

Man erbdlt 3. B. fitr die in [ benupte Form ver Gleidung 70 o, + 42 x5 -+ 30 2, -+ 105 z, = 8009
al8 weitefte Granzen:
—1

>—4¢ -1 P
<< 43

< 14 < 13 !



Drudfehler.

Ceite 5 Beile 16 von unten L ,moge* ftatt ,mbgen<.
w 5 s 156, 5, L ,bejabende® flatt ,bezeidinete®.
» T » 6 v 0. L ,pofitib* ftatt ,poffitive
» 1 Oleidung 2) [ ,: 4,¢ fiatt ,: 4,9

©. 8 3. 2 b u L ber Gleidhung ftatt ,umd bdie Gleidyung.
S. 11 feblt unten: Mo ift K == — 34. .
©. 12 B. 3 nad) Gleidynng 22) 1. ,im weiten Fal ftatt ,einen jweiten Fal.
- ; _— —1 —
©. 12 Beile 8 von unten: ¢, z 12 ty z 13 G z 4;{
©. 13 3. 2 von oben L ,n — 1 erften Gleidungen® ftatt ,» — 1 Gleidjungen.
©. 17 3. 1 von VIL L ,datafterifiet* ftatt ,davattvefirt*,
n n
©. 17 Gleidung 63) 1. ,,~‘9“ ftatt .8, ¢
. 20 3. 2 von oben L. ,mwann® ftatt ,mwennc.
©. 21. 8. 6nad) Gleicung 79) L. ,D (K, : K)* ftatt ,D (R) -
S. 25 8. 6 pon oben bid ,im Folgenvens ftatt ,in Folgenven®.
©. 25 3. 16 von oben muf ,(unterfudien) wegfallen.
€. 27. 3. 2 nady Oleidung 21) L. ,Bermendung® ftatt ,Berwandlung®.
8. 27 3. 7 mad Gleidung 21) L ,a,% ftatt ,x,“
P P .
©. 30 muf ¢8 in Gleidhung 2) ves Syftems 40) heifen: ,— a,; s’hul ftatt ,— o, Sh
2
P2 pﬂ
. 30 muf e8 in der lepten Gleidjung bes Syftems 40) Yeifen: ,— S 4« flatt ,— :S 7
! 1T
P2 P’A
©. 30 muf 8 in Oleidung 41) heifen: ,— p, S % ftatt ,— p, »lSzh“ ‘
1 . .
©. 32 Beile 2 nad) Gleidung 55) 1. fite® ftatt ,hier«.
r P
&. 33 Beile 1 von oben i3 ,S 3f3 ()" ftatt ns}é (rh)«
1
©. 33 Beile 6 von oben lied8 ,Summation® ftatt ,Symmetrie®.
©. 33 3. 1 nady Gleidung 63) lied ,dasd® {tatt ,bies®.
©. 33 Beile 3 bon unten lied ,fitr ftatt ,biere.
S. 36 Beile 1 nady Gleidung 75) les ,¢“ ftatt L :
©. 37 ift mehrfacy ftatt r b ju lefen 5 3 B. in Gleidung 95), in ber 2ten Beile nadyher, in der dritten Jeile .

von unten, ebenjo Seite 38, Beile 3, 4, 5, 6.

Geite 39, in Gleidhung 98) lies ,S 0, o, = A ftatt & ak 2k — A%
] 1
©. 40 Gleidung 110) ties ¥ o, fratt So 2,
1 1
In der folgenden Beile, fehlt | ergiebte.

6 <.

S 41 in 1D L ¢*. Cf SO0 att

R

w . Y

@

C.

2

”(1! Aoyl al 7
€. 41 in Gleidung 120) und 121) e ,L (1)* ftatt ,e()*

©. 42, in Gleidung 125) lied ,/, (m)“ ftatt ,fr ()% ' : '
n— | V% .

©. 42 in Gleidung 127) fies ,£ (“1)" ftatt ,e(2=

2

S. 44, in @leidyung 18)~ lies ,(p + 1)* ftatt ,(n -+ 1)*




