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Einleitung.

Vorliegende Abhandiung betrifft diejenigen Zahlensysteme, deven
Z4ahlen dem associativen und commutativen Gesetz der Addition und
dem ussociativen und beiderseitig distributiven Gesetz dev Multiplication
unterliegen.

Es hondelt sich um solche Higenschaften, denen gemiss eine
Charakterisirung und Aufzihlung der Zahlensystems erfolgen kann:
die Auffindung einer Normalform, ans der leieht die Gleichheit oder
Verschiedenheit  gegebener Zuhlensystemo geschlossen werden kaup,
ferner die Miglichkeit, Zahlensysteme ihnlichen Anfbau’s,
gorien vereint, gemeinsamer Behandlung zu unterwerfen. Ein weitever
Ansatz zur Aofsiblung schien enthelirlich, setzt ja die grosse Mannig-
faitigkeit mglicher Formen tiberhaupt jedem Aufriblungsversach seine
Grenzen.  Diese Stellungnabimie ist um so-berechtigier, wenn erreicht
ist, dass Zahlensysteme, die wolilbekannt und vielbehandelt sind, sich
in charakieristischer Weise nuter den anderu bervorheben.  In der
That thut dies eine Categorie von Zahlensystemen, die ich vrspriingliche
nenue und zu denen niichst Hamilion’s Quaternionen anch die No-
nionen Sylvester’s gehiren.

Von einschneidender Bedentung kavm, wie cin hesonderer Fall
zeigt, die Deutung eines Zahlensysiems werden. Herr Dedekind®)

in LCaie-

hat eine ganze Clusse von Zableasystemen mit connnulativer Malii-
plication®)  durch den Hinweis aul ihre Ideutitii wit Zablkbrperu
erledigt. Aus diesem Gesichtspunkt sind die Grundzablea Jieser Zahlon-
systeme gewdhnliche wmehrdeutige Grossen,  Gleichen Erfolg haben
bisherige Deutungsversushe dor allgemcinen Zallensysteme nicht auf-
suwetsen, wenngleieh  durell sie wirksame  Hilfsmittel  aufgedeckt
worden sind.

v Dedekiond, Erliuternngen wur Theorie der sogenannten allgemeinen
complexen Gréssen.  QGtt. Nachr, 1887, pg. 1 ff

¥y Betrachtet zunilchst von Weierstruss, Zur Theorie der aus u Haupt.
einheiten gobildeten complexen Grissen.  Goth, Nache, 1881 pg. 500 8 <odaun
vou Schwarz ebenda pg. 516, Dedekind dgl 1885 pu. 144, Hilder 1596 prozdl
Petersen dgl. 1887 pg. 489,
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In erster Linic steht hier Hovrn Cayley's Theorie der Matrices™).
lhrem Wesen nach ist diese eine Theorie der linearen Transformationen,
legt aber den Nachdruek mehr auf die Schicksale der Substitutions-
coefticienten als der Veriinderlichen, Die Mairix bildet die Zusammen-
fassung der Coefficienten der Transformation. Die Matrix lisst sich
in Folge der Operationsdelinitionen in doppelter Weise zn einem
Zahlensysten in Bezielhung setzen. s giebt jede operative Yerbindung
von Matrices, deren Elemente gleichen linearen homogenen Relationen
unterworfen sind, eine Matrix derselben Art. Se lassen sich einerseits
die nuabhiingigen Klemente solcher Matrices als Parameter einer Zahl
eiues  complexen Zahlensystems betrachten, andeverseits Hisst sich
aber auch ein vollstindiges System hinear vnabbiingiger Matrices der
eben geschilderten Art als System der Grundzahlen eines complexen
Zablonsystems auffagsen. Herr Cayley hat ein solches System von 4
biviren Matrices angegeben, das das gegenseitige Verhalten der vier
Grundzahlen der fJuaternionen zeigt.**) Rei soustiger Gleichartigkeit
bheider Auffassungen besitzt die erste den Vorzug, dass sie fir die
Anwendung bequemer ist. — Auf einen besondern Satz aus der in
Rede stehenden Abhandlung komme ich weiter unten zu sprechen.

Legt man den Nachdraek, siatt auf die Matrix der Coeflicienien,
anf die lineare Transformation selbst, so bemerkt man, dass lineare
Transformationen, die zu einem Zahlensystem Veranlassung geben,
ecine Gruppe bilden. Der erste Hinweis auf die Gruppeneigenschaft
der Zahlen eines Systems ist wohl die vielgenanute Steile bei Herrn
Poincaré™*). Ausfiihrliche Darlegungen der Beriehungen von Zablen-
systeraen zu Transformationsgruppen siud  insbesondere grgeben in
9 Abhandlungen der Herren Schefferst) und Studyif). Von In-
teresse ist noeh ein fernerer Punkt. Dic algebraische Form, in die
die Granddefinitionen der Kigenschaften complexer Zahlensysteme her-
kommlicher Weise eingekleidet werden, gelit anf die Fassung von
Eigenschaften des gewblinlichen complexen Systems und der Qnater-
nionen zuriick. Die krkenotniss der allgemcinern Form, die der

* Cayley, A memoir on the Theory of Matrices. Phil. Trans. vol. 148.
1858, pg. 171 Erwilnt werdep wmiissen aunch: Liaguerre, Sur le calcul des
systomes lindaires. Journ, de I'Ee te pol. t.25. 1867 und die Arbeit von Fro-
bewins, Uecber linpare Substitutionen und bilinearo Formen. Crelle's Jonrn.
Bd, 84. 1877,
»r, & hierau Bd. Weyr, Sur la réalisation des systémes associatifs de quan-
tités complexes i Paide des mutrices. DPrager Sitauugsber, 1887, pg. 616 fI.
=5y Poincard, Suvles nombres complexes. Comptes rendus t.99, 1881, PE. 740,
+) Seheltors, Zar Theovie der ans n Haupteinheiten gebildeten complexen
rdssen, Der, do Sichs, Ges. do W, 1889, pg. 290 ff,
+1) Stndy, Complexe Zuhten uud Transformationsgruppen. Ber. d. Sichs,
ea. 4. W, 1880, pg. 176 (1
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Addition vermdge des associativen und commutativen Gesetzes zu-
kommt, ergicbt sich erst aus der Theorie der Transformationsgruppen,
Tis bildet aber, wic Herr Schur®) geseigt hat, der tblich gewordenc
Ausdruck die ,,canonische Form* des allzemeinen Ausdrucks.

Berechnungen und Aufzihlungen von Zallensystemen sind unter-
nommen worden von B. Peirce®*), von Herrn Study***) und
von Herrn Schefferst). Peirce giebt Tabellen von Zahlensystemen,
nach den Anzahlen der Grundzahlen yeordnet, erkepnt iibrigens die
Unzulinglichkeit dieses Stundpuuktes ausdriicklich an.  Zahlensysteme
mit eindeutiger Division und ohne solehe werden von ihm als gleich-
werthig erachtet. Bei Herrn Study und Herrn Scheffers treten die
Zahlensysteme ohne eindeutlige Division, mehr den Forderangen der
Gruppentheorie entsprechend, in den Hintergrund. Vollstindig aut-
gegihlt werden von Herrn Study alie Zablensysteme mit 4 und weniger
Eiuheiten, wodurch Licken, dic bLei Peiree sich finden. ansgefiillt
werden. Ich babe mehrfach Gelegenheit gehabt, den Werth dieser
Tabellen schiitzen zu fernen. Herr Scheflers gebt einen Scluitt weiter,
insofern er Regeln sucht, wmit iilfe deren wus den Zublensystenien
wit geringerer Anzahl von Grundzablen solehe mit grosscrer Anzahl
von Grundzablen berzuleiten sind.  Die Methode ist gecignet, alle
Zahlensysteme zu finden, aber der Nachweis ist wngeniigend gelithre;
es hLiitte gezeigt werden sollen, dass anch dicjenigen Bedingungen, die
der Discussion nicht unterworfen worden siud, cinander nicht wider-
sprechen.¥1) Seine Rintheilung der Zahlensystewe in Kegelschnili-
systeme und Nichtkegelschniltsysteme lisst sich Gibrigens wohl ver-
wenden zu Zwecken, auf die ich sogleich kouune.

Herr Lie{{}t) lenki gelegentlich die Aufmerksamkeil auf Zahlen-

*) Schur, Zur Theorie der aus # Haupteinheiten gebildeten complexen
Zahlen, Math, A Bd. 33, 1888, py. 99 fF.

** 3. P'eirce, Linear Associative Algebra. Wash, 1870 und Ani. Jour. of
Math. vol. {1V, 1881, pg. 97 #f

#%) Study, Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten complexen
Grissen. Goth N, 1889, pg. 237 ff

4 Scheffers, Bercchnung vou Zahlensystemeu. Ber., d. Siichs. ies o W,
1889, pg. 400 fT,

11) In ciner reuern Abbandlung: Zurtickfithrung complexer Zahlensysteme auf
typische lorinen, in den Math. Ann., behawlelt Herr Scheffers day gleiche
Thema, Die Theorie der Nichtkegelschnitlsysteme ist weiter als frither duveb-
gefiibrt, — Seinen frithern Beweis aber, dass jedes |, Kegrelschuittsystem® aueh
,,Quaternionsystem® sei, erklirt Hr. Schefters fiir ungenfigend.  Dio Ursache des
Misslingens dieves Deweises liegt darin, uss lr. Scheffers den nickt rickticen
Satz zun Leweisen eucht, jede Kegelsehnittuntevgruppe sei Untergrappe ciner
Quaternionuntergruppe, (Mai 1892)

t11) Lie, Ucker irreductible Beriihrangstravelormationsgiuppen.  Ber. d,
Sdchs, Ges. d. W. 1849, pg, 326.
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systeme, deren zngeordnete Gruppe G, eine einfache Unlergruppe
G, -1 besitzt.  Diess sind dicselben Zahlensysteme, die ich im folgenden
wispriingliche Zahlewsystenic nenne.  Ieh gehe allerdings von einer
andern Deitnition sus; ich charakterisire sie dadurch, dass, wie auch
die I'roductgleichungen eines solchen Zahlensystems transformirt werden
mozen, unter diesen nienials die Productgleichungen eines Zahlensystens
mit weniger Grunduablen anzutreffen sivd.  Herr Lie hal bemerkt, dass
solche Zahlensysteme mit 5, 6, 7, 8 Grundzahlen nicht existiven.

Meine Untersuchungen ergeben nun dun Satz, dass jedes wrspriing-
liche Zablensysien wir eine quedratische Anzahl von Grundsahlen be-
sifzi, wnl weiter, duss dic einem solrhien zugeordncte Gruppe identisch
mit dey Pavametergruppe der allgemeinen linearen wd homogenen Gruppe
si. In andever Ausdrucksweise beisst dies: jedes urspriinghehe Zablen-
system wird durch eine guadratische Matrix reprisentirt, deren Elemente
von einander unabhidngig sind,

Ein weileres Tlauptergebniss meiner Arbeit besteht in der Auf-
findung einey Normalform fir jedes Aahlensystem. Diese Normalform
gostattet alle Zohlensystewe dervart in Classen cinzutheilen, dass alle,
unendlich vielen, Systeme jeder Classe durel cin System der Classe
hestimmt sind.  Jeder Classe gehirt ein einziges nach Scheffers’scher
Termiuctogic ,, Nichdlegelschniftsystem ™ an, w0 dass dic Nichtkegel-
sehnidtsystome Reprisen’anten aller Classen von ZAollensystemen werden.
Tn dieser Classification reprisentirt das gewdhuliche Zahlensystem die
Classe der uespriinglichen Zahlensysteme,

Uebrigens muss ich bemerken, dass ich Herrn Lie's Delnition der
urspriinglichen Zahlensysteme, sowie den Ausdruck ,,Nichtkegelschnitt-
syslem® nur an dieser $telle gebravehe, zur grosseren Verdeutlichung
meiner Resultate fiiy diejenigen, denen diese Terminologie vertraut
ist; im Verluufe meiner Arbeit komwme ich an keiner Stelle auf diese
Musidrucksform und die damit verbundenen Vorstellungen zuriick.

Ieh habe eine Eintheilung meiner Abhandlung in vier Abschnitte
vollzogen, vou denen der erste die allgemeine Discussion der Product-
gleichuugen eines Zahlensystems bexzweckt, wihrend der zweite der
Uanptsache nach die urspriinglichen Rysteme, der dritte dic zu Zahlen-
systion gehivvigen Gruppen und der vierte die Matrixdarstellung be-
handelt,  Mingeleitet wird jeder Ahschnitt von einem Paragraphen,
der ein Résumé bereits bekannter Theorien bildet. s schien diess
Verfoliven am geeignetsten die Kinheitlichkeit der Untersuchungen zu
wahren. Den Hingang des ersten Abschuités bildet eine in der her-
kommlichen Form gehaltene Darstellung der Definitionen und wesent-
lichsten Bigenschaften der “ahlensysteme; im  dritten Abschnitt ist
iither das unentbehrlichste aus Herrn Lie’s Theorie der stetigen ‘I'rans-
formationsgruppen referivt worden, im vierten liber die Ilaupteigen-
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schaften der Matrices. Etwas mehr habe ich {iber den zweiten Ab-
schnitt zn sagen. Von den Siitzen des ersten Paragraphen dieses
Abschnitts ist der erste von Herrn Cayley in der schon genannten
Abhandlung vom Jahre 1868 ohne Beweis mitgetheilt worden; Beweise
desselben sind hernach von Herrn Sylvester®), Herrn Ed. Weyr**)
und andern gegeben worden. Der zweite Sats gelt, wie ich glaube,
anf Herrn Killing*®*) zuriick. Auf Grund dicser Sitze ergiebt sich
fir den zweiten Abschnitt als Fragestellung ein Eliminationsproblem,
ghnlich demjenigen, das sich Herr Killingt) gestellt hat. Der Zweck
der Entwicklungen ist, anf Grund von [rreductibilititshetrachtungen
zu erweisen, dass ein urspringliches Zahlensystem eine quadratischo
Anzahl von Grundzahien besitzb, Dann ist der weitere Satz ilber die
urspriinglichen Zahlensysteme eine sehr einfache Fol'ge'rung aus dieser
Eigeuschaft. In den Bezeichnungen weiche ich an einigen Stellen von
Herrn Killing ab. [leh habe mir gestattet, eine von ihm ,charakte-
ristische Gleichung® genannte Gleichung nach seinem Namen zu be-
nennen und jene Bezeichnunyg aul zwei andere Gleicbungen anzawenden.
Ausserdern sollte der Namc ,,Ranggleichung® nicht so sebr an Herrn
Killing’s Rangbegriff crinnern; in dem von wir gemeinten Sinne 'w’cire
der Rang eines Zahlensystems identisch mit der Anzahl der linear
unabhiingigen Potenzen einer Zahi.
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. Abschnitt.
Zahlensysteme uud bilineare Formen.

§ 1.

Definition der Zahlensysteme und unmittelbare Folgsrungen.

Sind ¢, ..., dic » Grandzahlen, aus denen ein Zahlensystem hergeleitet
wird, so wird jede Zahl z des Systems in folgender Weise geschrieben :
(H x==20 4 - Taty

Die Gréssen =z, ...z, sind gewdhnliche, reelle oder complexe
Zuhlen; sie mbgen die Parameter der Zahl heissen. Als Dusig des
Zahlensystems werde die Gesammtheit der Zahlen ¢, . . . ¢, beacichnet.

Addition wweier gegebener complexer Zahlen ist definirt als Bildung
einer complexen Yahl, deren Parameter die Summen der entsprechenden
Parameter der vorgelegten Zahlen sind. Jst also

=6 F - Xuta,

2)
y=yie + - Yalns

so ist ithre Summe:

) gty =& 4y et (@ Ya) o
Subtraction ist die zur Addition inverse Operation; es ist
€y gy ==z =)o b () e

Multiplication einer complexen Zabl mit einer gewdhnlichen Zahl
ist die Maultiplication aller P'arameter der complexen Zahl mit der ge-
wohnlichen Zahl.

in Stelle vou ¢, ... e, kdnnen jede belichigen » von einander Linear un-
abhiingigen Zahlen ¢, ... e, des Systems als Grundzahlen gowihit werden.

Ucbher Systeme hiherer complexer Zahlen. 7

s , | .
) ¢ :Z ity (6, k=1 ...n)
x

% derartige Zahlen, so verschwindel die Determinante
| il G, & 1...%)

uicht. Werden diese als Grundzahlen gewithlt, so erhiilt die Zahl
z ==z -4 e

we e
und die Parameter x, - - - 2, lassen sich durch g, ...y, in folgender
Weise darstellen:

die Form

(6) G == Z LA (4, A
3

J IR T

Fine Veriinderung der Busis eines Zahlensystens sl also gleielr-
bedeulond wit eiver tineaven Transformation der Parameler jeder dem
Zallensystem angehirigen Zabl -

Beutiglieh dev Biliduny eines Produrtes aus compleyen Zaklen gilt
das disivdndice (lesetz:

(N (et =uxutzvfyu-tyov

und das associalive (feselz

(8) (zu) »ve=2-{uy),

withrend vom Bestehen eines commutativen (fesetzes ausdriicklich ab-
gesehen wird,

Das distributive Gesetz der Multiplication verlangt, dass das Product
zweier complexer Zahlen eine Zzhl sei, doren Parameter sich als bilineare
Formen darslellen, die mit Hilfe constanter Grijssen aus den beiden
Reihen der Parameter der Factoren gebildel sind,  Setzt man

) a’ = au,

so lassen sieh =, ...z, durch die Gleichungen

e)] 2 = E’ atitty (G, By le=1 ... n)
it

darstellen®), die die Productgleichungen des Zahlensystems heissen
mogen. Das associative Gesetz der Multiplication tindet seinen Aus-
druck in den Bedingungsgleichnngen

. N s Py .
(1 2 Wi (1 == Ty Tim (G, ky &, m, s==1 ... mn),

8 ¥

*y Der cine der 3 Tndices jedes Coefficienten ist nach obeu geschrieben
worden.  Dass spitter gelegentlich symbolische Potenzen yu ebenderselben Weive
geschrieben werden, wird hoflentlich zu Verwechselungen keise Veranbiassung
geben, ) )
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denen die constanten Coefficienten der Gileichungen (I) unterworfen

sind.
Die Dirision als zur Multiplieation inverse Operation wird durch
Auflosunz der Gleichungen (1) nach @, ... Z» oder nach wu, ... s

vollzogeny damil dieselbe im A ligemeinen cindeutig sei, ist es nothwendig,
dass keine der boiden Determinanien

v Nl ST ik, =
(1 2 i, i% "”“""l (G, ey l=1 ... 0

identiseh verschasinde. —

Der Begrifi ciner Potenz als cines Products einer Anzahl gleicher
Factoren lisst sich zugleich mit der Bezeichnungsweise aul complexe
Zahlen iibertragen. So lisst sich schireiben:

=

gt == L (re=03,4..))

und es gilt die Gleichung:
(10) L L A

Demzufolge werden auch lineare Formen, gebildet aus den Potenzen
ciner Zahl z, so it einander sich multipliciren lassen, als wiiren sie
ganze rationale Functionen einer gewdhnlichen verinderlichen Grosse. -

Aus der Forderung der Eindeutigkeit der Divisiou folgt:

Satz 1. In jedem Zahlensystem gicht es eine fesle Zahl u, die
jede Gleichung

(11) x = zu’
und ehenso jede Gleichung

(12) £ = u'%
befriedigt.

Denn ist die Zahl 2z so beschaffen, dass keine der Determinanten
(IIT) fiiv dieselbe verschwindet, so muss diejenige Zahl «f, die der
Gleichung
(13) 72 =2zu’
geniigt, auch jeder Gleichung

z = au’
geniigen, da sich immer eine Zahl y finden lisst, dass z =y¢ wird.
Desgleichen folgt aus (14) durch Multiplication mit einer beliebigen

Zuhl a:
2k = 2u'%

und wenn durch z dividirt wird:
x == u0.

Ueber Systeme hoherer complexer Zahlen. 4]

Schreibt man die Zahl «°:

u® = WMy e - ()

o
Ja ny

so bestehen die beiden Gleichungensysteme:
" b {7
v S b G,k l=1...n)
4,

a = ? oy (0 N2y (@, b, l==1...m)
o

unbeschrinkt. Dies gicbt das

Corollar. Die Parameter der Zahl u® befriedigen dic beiden
Systeme von Gleichwingen

St = Gy by L= 1),

(14) .
2 a1y == ik (d, I, le=1 ... u)

i
Hier bezeichnet &8:5, wie iihlich die Null oder Eins, je nachdem i und &
verschieden oder gleich sind.

. Kanu dwmch die Zahl @ dividirt werden, so giebt es eine Zahl #,
die der (ileichung

(15) w.n=u"

geuiigh; diese mag als 2w w reciproke Zahl bezeichnet werden. Sie
geniigt auch der Gleichung

(16) . == ud,

wie man sicht, wenn man (15) wmit » einerseits multiplicirt, und
andererseits dividirt.

Die Zahlen u° und @ lassen sich fiiglich auch als nullte und erste
negative Polenz von u betrachten. —

Die Darlecungen dicses einleitenden Paragraphen lassen erkennen,
w.odurch die Unterschiede zwischen verschiedenen Zahlensystemen be-
dingt sind. Charakteristisch filr ein Zahlensystem sind die bestindigen
Grossen, mit Hilfe deren das Product zweier Zahlen des Systems ge-
bildet wird, also die Coefficienien der mit (I) bezeichneten Gleichungen.
Es bildet jedes Sysiem voun Gleichungen (I), dessen Coefficienten den
Bedingungen (I1) und (I1I) unterworfen sind, das System der Produet-
gleichungen eines Zahlensystems. Gleichheit der Productgleichungen
zweier Zahlensysteme bedingt, wofern michb ausdritcklich eine andere
Unterscheidung vorliegt, die Gleichheit der Zahlensysteme sclbst.

Eine Verinderung der Basis eines Zahlensystems bewirkt eine
lineare Transformation der Parameter jeder dem Zahlemsystem an-
gehorigen Zahl; auf die Productgleichungen des Zahlensystems wirkt
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sic derart, dass die drei Reihen der Parameter PN S 2
wy ... Uy gleichzerbig einer und derselben linearen Transformation
anterworfen werden.

Betrachtel man auch solehe Zublensysteme als gleieh, deren
Productgleichungen durelr Aenderung der Basis des eimen Systems
gleich werden, so lisst sieh die Aufgabe, ale Zuhleusysterae anzu-
geben, dahin formuliren, duss alle Systeme von Gleichimgen (1), deren
Coetticienten den Bedingungen (11) und (1) anterliegen nnd die durch
lineare 'Iransformationen, die gleichzeitig ant alle drei Reihen von
Parametern ansgefithrt werden, nicht in einander ibergehen , angegeben
werden sollen,

Um diese Aufgahe losen zu kdunen, hat man eine Normalorm
des Systems der Gleichungen (1) zu detiniren; eine solehe aul Grund
der allgemainen Migenschaften der Zablensysteme aufzufinden, dumit

beschiiftic! sieh die ganze folgends Untersuchung.  Fs zeigl sich, duss
die seiliesshieh gefurdene Normallorm allgomein genng ist, um die

mithelose Aufstellung aler Zablensysteme zu ermbglichen.

§ 2.
Die begluitenden Zahlensystema.
Jedes System von Gleiehnugen

. , UG .
(1) x| == ,S PR (i, by L=1...mn),
' “r

dessen Coefficienten den Bedingungen

(2) 2 s Ohy = 2’ s Giy By b, m, s==1...n)
8 *
gentigen und so beschaflen sind, dass keine der Determinanten
(3) ;2 u};ml‘i, Z e (iy by T b oo
i 3 .

identisch verschwindet, Tisst sich als System der Produetgleichungen
eines Zahlensystems betrachten und kana i diesenn Sinne als zu einem
Zahlonsysteme gehrig bezeichnoet werden,  Diese Bemerkung veranlasst
eine Beeriftshildung mit Bilfe folgenden Satzes:

Satz . Lisst sich die Basis eines Zollensystems so wdilden, duass
div v ersten Parameter des Productes zweier Zahlen bilinearvn Forien
gleec: siind - dic ausschliesslich mit Hilfe der v evsien Pavanmcter der
Factoren gebildot sind, so gehorven diese v Cleichungen cinem Zahlen-
system 2u,

Denn fulls die Productgleichungen des gegebenen Zahlensysters
dic Form

Ueber Systerie hoherer complexer Zahlen, 11

R }, ”::x-"».”z (7, foy b= b L, J')
ot
& ~7 . T SR -
' I
Fpg T 2 My U ( )
' il e, b=1 ... .

gohien die Gleichungen (2) fir & < » 4 1 unmittelbar in

dic Gleichungen

2’ P - :_,s] Weatlhm G B L m, s==1 ... )
s «

iber. Desgleichen ist die windeatige Auflésbarkeit der s ersten Glei-

chungen (4) nothwendige Bedingung der vindeutigen Auflosbarkeit des

Systems aller Gleichungen (4). Die r ersien Uleichungen (4) gehiren

somit zu einem Zahlensysiem mit 7 Grundzahlen. Constrnirt man

dieses Zahlensysteny, so ist jede Zahl dessclben durch cine Zuhl des

besitzen, so

gegebenen Systems eindeutig bestimmé.

Fin solches Zahlensystem soll als ein das gegehene System beylei-
lendes bezeichnet werden.

Bs crgeben sich ans dicser Definition unmittelbar folgende Be-
merkungen :

1) Besitzt cin Zahlensystem, das ein gegebenes Zahlensystem
begleitet, ebenso viel Grundzahlen wie dieses, so ist es it thm
identisch.

2} Rin Zahlensystem, das ein begleitendes System eines gegebenen
Zahlensystems bogleitet, hegleitet auch das gegebene Zahlensystem.

3) Unter den begleilenden Systemen eines jeden Zahlensystems
muss es ein solches geben, das von keinem weitern System ausser
von sich selbst hegleitet wird.

Jedes Zahlensystem, das, ausser sich selbst, kein begleitenides Zahlen-
system besitsl, soll ein wrspriingliches Zallensystem genann
werden. —

S0 lange ein Zahlensystem noch in beliebiger Form vorliegt, sind
die Parameter einer Zahl eines begleitenden Systems lineare Formen
der Parameter der entsprechenden Zuhl des gegebenen Systems. Sind
bei einem gegebenen Zahlensysteran mehrere begleitende Systeme vor-
handen, so sind die Bezichungen letzterer 7n einander in’s Auge
zu fassen. Diese sind Gegeustand folzenden Satzes:

Ratz 3. DBestehen swischew den Paramctern der Zahlen zweier
hegleitender  Zahlensysteme  eines gegebenen Systems gemaw @ lineare
Relationen, so besitzen die beiden begleitenden Sysfeme ein gemeinsames
begleitendes Sustem. mil q (frundzahlen.

Ist die Basis des gegehenen Zahlensystems beliebig gewihit, und
besitzt das eine begleitende Zahlensystem » Grundzahlen, das andere
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§ - ¢ Grundzablen, so seien die Parameter der der Zall z ewt-
sprechienden Zabl des cinen begleitenden Systems die linearen Formen

(D) Yy == Y Wik Tk (F=1...1;
X
und die Parameler der enisprechenden Zalil des andern begleitenden

Systemns:

Sleum Gl shbay b=
2

{6) 2 =

Bestebien nun die ¢ lincaren Relationen

AN | , . .
0 2{“""!/'22"’0:-‘-; (he1...qy i=1...rij=1...54¢)

J

swischen den Parametern 3 oy und 2, ... Ze,, so sind die ¢
! K ! 1 by
lmearen Formen von 2z, ...,

Ny : , :

> g g Xk (h=1...q; i=1...7; h==1...9)

) \

IR
rleichzeitiz zur Bildung von o, .. .o, und 2, ... 2,,, verwandt worden.
k 8 Yi r l g

Man kaun denn die Basis des Zahlensystewns so withlen, dass diese
Formen gerade 2, . .. a2, werden; dic tibrigen zar Bildung vou y, ... ¥,
gebrauchicn Formen konnen, als von jenen unabliingio als P'arameter
Lgtt -+ - &, und die ibrigen zur Bildung von 2z, ... 24, verwandten,
als von den pizherigen cbenfalls linear unabhiiugig als Parameter
gt « o . Bppg gewihlt werden,

Dunu sind von den I'roductgleichuugen des Zahlensystems

x| == 2’ W2 0 (i, k, L==1...m)

ki
die r ersten Gleichungen Productgleichungen des einen begleitenden
Zuhilensystems: es sind also z,"...x,” bilineare Iormen nur von 2, ... 2,
und ..o Pesgleichen bilden div g ersten Gleichuugen zusimmen mit
der »-- 1t bis zar #-- s\ (ileichung die Productgleichungen des andern
begleitendes Systems, es «ind also =z, ... 2y s .. ay 4, bilineare
Formen nur von &, ... &g Lga .« - - Frpy und 26 ..y, Urpy ooy Upgse
Danu siud aber @, .. .x, nur aus #, ... 2, und wu ... u, gebildet;
s definiren also div ¢ ersten Producigleichungen des Zahlensystems
ein begleitondes System und zwar ¢ip solches, dass jedes der beiden
euchonen begleitenden Systeme begleitet.

Die Umkehrung dieses Satzes lantel:

Satz 4. Haben 2wei begleilende Systeme eines gegebenen Zahlen-
systems cin gemeinsames begleitendes System mit q Grundzahlen, doch
keines mit mehr als g Grundzaklen, so bestelien zwischen den Para-
metern entsprechender Zahlen devselben genomy q lneare Bclutionen.

o
=]
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Es hahen die entsprechenden Zahlen der beiden gegebenen be-
gleilenden Systeme die g Parameter der entsprechenden Zahl des ga-
meinsamen begleitenden Systems gemein, wodurch g Relationen bercits
gegeben sind; sollten ansser diesen noch weitere Relationen vorhanden
sein, so liesse sich nach dem vorigen Satze ein gemeinsames beglei-
tendes System mit mehr als g Grundzahlen finden, was gegen die
Voraussetzung ist.

Im Specicllen hat man

Corollar: Haben ewei begleitende Systeme eines Zahlensystems
kein gemeinsames begleitendes System., so sind dic Parameler endsprechen-
dev Zahlen derselben linear von emander unabhangiy. —

Man kann des weitern das gegenseitige Verhalten dreier oder
mehrer begleiteuder Systeme belrachten: doch ist es fiiv die nichsten
Zwecke tiherfliissig, mehr zu zeigen als die Richligkeit des folgenden
Satzes:

QO

femen eines Zahlen-

Satz b, Haben von mehreren begleifenden Sy
systems Feine zwei ein begicitendes System gemcin, so sind die Para-
moter entsprechender Zahien aller dicser Susteme von cinander lmea
unabhingiy.

Ws suien z, ...z, die Parameter der der Zahl & entsprechenden
Zah! cines der begleitenden Systeme, 2,y ... 2, die der entsprechenden
Zah] eines andern dieser begleitenden Systeme. Setzt man dann 2" = 2w,
80 wird jede lineare Form von ;... 2, die Summe einer bilinearen
Form von #,...2,, , ..., und einer bilinearen Korm von Z.is... Zs,
Uoyr. .. w sein, Fiir ein drittes begleitendes System selem .. 4,
die Parameter derjenigen Zahl, die der Zahl z entspricht; es sind also
Yy ...y, lineare Formen von w; ...a, Ersetzt man in irgend einer
linearen Form von y, ... ¥q die Yahl x durch die Zabl 2" = zu, so
geht diese Form in eine biiinears Form von #, ... 4, und 2, .. .1
iiber, wo ...y, die Parameter der der Znahl « entsprechenden Zahl
sind; dicse bilineare Form ist zngleich als bilineare Form von x, ... .4,
und w, ... u, darstellbar. Dadurch dass fir « irgend eine bestimmite
Zahl gewiihlt wird, wird die bilineare Jorm wieder eine lineare Form
von &, ...z, oder ¥, ... ¥

Sollte es eine lineare Form von # ...Y, geben, die als lineare
Form blos von a,...x oder blos von Zryi... % sich darstellen
ldsst, so besiisse nach dem 3. Satz das dritte begleitende System mit
einem der beiden ersten begleitenden Systeme cin gemeinsames be-
gleitendes System. Soll dies aber nicht stattfinden, so liesse sick doch
noch denken, dass irgend cine lineare Form von g, .. .y, durch
#, ..., darstellbar sei. Ersetzt man dann 2 darch das Product zu,
80 geht diese linears Form in die Summe civer bilinearen Form von
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Xy ... 25 1. it und einer bilinearen Form vow Zepi.. 2 i
iher. Man kapn dann & so withlen, dass w,.yq. .. %, verschwindeu,
Ks wird dunn die bilineare Form za einer linearen Form uur von
#p . .or, und diese st zugleieh lineare Form von w, .. .4,. Dadurch
wire aber wiedernn ein gemcinsames begleitendes System des ersten
and dvitlen hegleitenden Systems nachgewicsen; damit kein solehes
vorhanden sei, milssen 9, ... @, vou », ... 2, sonach lineur unmab-
hiingig sein. Damit ist der Satz fiir drei begleitende Systeme bewiesen;
neen erkennt, dass dureh Wiederholuny derselben Schlussweise dersclbe
leicht auf mehr als drei Loegleitende Systeme erstreckt werden kann, -—

Insbesondere besitzt dicser Satz Bedentung fiir die begleitenden
wrspriinglichen Systewe eiues Zablensystems; dies sond diejenigon be-
gleitenden Systeme, die naels ciner oben angegebenen. Depinifion wusser
sich selbst keine weiteren begicilenden. Systeme besitzen.  Gewdss demn
Ratz 5 sind die Parameter Jov der Zahl e entsprechenden Zahlen aller
dieser Svsteme linear unnabliingiy von einander. Man hat also zum
Satz H das Corellar:

Caorvollar. Die Dasis eines jeden Aableasysiems kann so gewdihlt
werden . dass die vy ersten Produclyleichungen die Productaleichungen
eimes dev brgleitenden wrspringlichen, Systemie werden, die vy folyenden
dic cines zweilen und so fort, bis wnder den 1'voductgleichungen des
geyebenen Systems sich dic Iroductgleichungen cines jeden begleifenden
wrspriinglichen Systems vorfinden.

Die Kenniniss der begleitenden urspriluglichen Systenie ist noth-
wendig fitr die Aufsuchung aller begleitenden Systeme; sie ist aueh
wichtig fiir die Unlorsuchung des Zahlensystems selbst.

Der niichste Paragraph wird die Kriterien bringen, aus denen ge-
schlossen werden kann, ol cin Zehlensystem urspriinglich ist oder nicht.

83
Pormen wit Polareigenschaft.
Eine lineare Form der Parameter dev Zahl x':
) g@) =gz + -+ g

geht, wenn z’ durch das U'roduct der Zahlen z und u ersetzi wird,
in ecine bilineare Form

‘ N : .
® glLu) = 2 il @y by l=1...n)
1, kL
der Parameter z, ...z, und u, ... u, iiber. Die beiden ¥ormen (1)

and (2) bestimmen eivander gegenseilig; sie sollen als einander ent-
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sprechende Formemr bezeichnet werden; jede der beiden werde als eine
dem Zahlensystem
, Yo .
2y :Z, apzw (G kI=1...n)
ky
entstammende Form bezcichnet.

Da eine lineare Transformation von 2z, ..., nichts anderes als
eine Aenderung der Basis des Zahlensystems ist, so wird eine bilineare
Form, die einem Zahlensystem entstammt, diese Bigenschaft beibehalten,
wenn beide Reihen ibrer Veriinderlichen gleichzeitig einer und der-
selben linearen Transformation unterworfen werden. —

Werden in der Form

y(xu) ::ZL{/,GI-[J»}?,U (‘l, /l', l=1... m)

ikl

die Grossen g, .. .ga %0 gewihlt, dass:

3) Dolahi—ai) =0 Gki=1...m

ist, so bildet die Form (2) die Polare einer quadralischen Form; sie
werde dann als dom Zahlensystem entstammende Form mit Polar-
eigenschaft bezeichnet. Discriminante der Form mit Polareigensehaft
werde die in Gestalt einer Determinante nt» Grades geschriebene Diseri-
minante derjenigen quadratischen Form genannt, deren Polare die
Form mit Polareigenschaft bildet.

Zuniichst ist za beweisen:

Satz 6. Jedem Zahlensystem enistammt mindestens eine Form it
Dolareigenschaft.

Die Form

4) 2 ah al Tty (iys,5,1=1--.1)
1, kyiy8

ist eine soleche; dies folgt unmittelbar aus den Gleichungen II:

E a;ma;:[ === E ("’ksal;m (}:) k' li 7") § == ] A ‘”)
2 K

wenn m =={ geselzt und iber ¢ sumptirt wird. Dass die Form (4)
nicht identisch verschwindet, sicht man ein, wenn man zu == u® setzl,
Nach dem Corollar des Satzes (1) isb:

Zaiz(u")k =0 (hkI=1..n);
k
es wird also fiir x4 — u® die Form (4) den Werth »n erhalten, —
Die einem Zahlensystem entstammende bilineare Form g(rw) ist

Mathematische Annalen. XLI 2
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cine lineare Kormn der Parameter vou awa.  Fisetzi wan die Zabi
durch dus Product zw, so entsteht uns der Jorm ciue trilineare Foim
) gleru),

Diese kann eiperseits als bilineare Form der Tarameter von z

1 vou

und raw, anderseits als die niimliche bilineave Form der Parame
2o und w belrachtet werden, zufoige des associativen Gesefzes der
Multiplication. Es ist also

(6) g{x . rwi = g{Tv . 20).

B sitzt die Form g(zu) Polareigenschalt, so folgt hieraus, dass
die trilineare Form (D) bei den cyklischen Vertauschnngeuw vou =, v, w
unpeiisolert bleibt, inshesondere die Gleichheit der Fovisen
() gl wiw) == gl . we) == glv . wx). -~

Uie Geswamtheit aller emem Zablensystem entstanoneunden Fornen
mit Dolareigenschalt wird durch Auflgsung dev Gleichungen (3) nach
g, ...y, gewonnen, Da nun auch den begleitenden Systemen des
gegelienan Zablensysiems Formen mit Polareigenschaft cutstamnien uud
leletere in jenor Gesammibeil enthalten sind, so wicd die Bezichung
einer bestimmien Form wit Polareigenschaft wu den  hegleitenden
Systemen des niheren zi urntersuchen sein.

— By sei g {wu) eine einem gegchenen Zahlensystom entstamniende
Fora it Polareigenschafl; die Unterdetermivanten o — v - 10 Ord-
pung ihrer Discrimimante migen simnthich verschwinden, olbte dass
es alle Unterdelerminanten der nielet hoheren Ordoung thune Dann
fkann durch gemcinsame lincare Trausformation von x; ... %a und
Wy .- ua die Form mit Polareigenschiaft i die Gestall:

(5) glrw) == > thiri, hyl=1...7)
Fo

gebracht  werden,  Die  duwit verbundene Basisinderung
Productgleichungen des Zahleasystems in die Torm

. , 7 o,
(Y; € =~=2 Gy Tty Wk l=s 1., n)
e

gebracht haben. Ersetzt wan i der Forin mil Pelareigenschatl (8}
w durch v, so folgt ans den Gleichungen (7) elnerseits

(16} Z’{ju;q U, =Eg,11'4u sy (i l==1...7)
i %6

und widererseits:

() Dgiaim e 2 gowea (=1,

kot i
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Setzt man nun, mit Gi, die Adjuncte von gy in der Determinante
lgei| (ky 1 == 1. . .7) bezeichnend,

J . .
20 = N Gae, (GE=1...7),
k
50 wird

gl u) == u, (E=1...7).
Aus der Gleichung (10) folgt daum, dass w, ... % lineare Formen
von v, ..., aus der Gleichung (11), dass sie lineare Formen von

w; ... w, sind. Die r ersten Productgleichungen fiiv @ = vw sind also

(12) " =2(121?7M}z (R l=1..7);

sie zeigen, dass das gegebene Zahlensystem  ein begleitendes System
mit » Grundzahlen besitzt,

Dics begleitende System mag wit Beziehung auf scine Herleitung
als ein aus der Form mit Polarcigenschafi creengles System bezeichnel
werden, Das Resultal diescr Ueberlegung als Satz gefasst, lautet:

Sate 7. Verschwmden sintliche Underdelerininanten n — v — 1
Ordnung der Discriminanie ciner einem gegebencn Zoldensystent entstani-
menden Form mit Polurveigenschaft, ohne dass alle Unierdeterminanten
n —- plev Ordnung verschwinden, so erzeugt die Form mit Polarcigen-
schaft cin begleitendes System mit + Grundzalden.

Hierzn kommt sls Ergiinzung:

Satz 8. Jede Form mit Polarergenschaft entstammt dem von thr
erzeugten begleitenden System.

Denn die Form (8) ist bilinear blos in den Parametern der Zahlen
des von ihr erzeugten Bystems 2, . - - %~ und #y - .- Ure

Bine Folge dieser Sitze ist:

Satz 9. FEin Zahlensystem, dem cine eingiye Form mit Polar-
cigenschoft cnlstammit und das sich aus dicser eraeugen ldsst, st ein
urspriingliches.

Denn besisse ein derartiges Zahlensystem ein begleitendes System,
s0 miigsle die Form mit Polm'eigenschaﬁ. auch diesem entstammen,
miisste also ein begleitendes System des gegebenen Systems erzeugen,
was gegen die Voraussetzung ist.

Die Umkehrung dieses Satzes lautet :

Satz 10. Einem urspriinglichen Zahlensystens endstammt nur ane
Form mit Polureigenschaft.

Denn da ¢in ursprﬂugliches Zalilensystew kein begleitendes System
besitzt, so kanu jede ihm entstammende Form mit Polarcigenschatt
wieder nur das urspriingliche Zahleusystem erzeugen; die Discriminante
keiner solchen Form darf also verschwinden, [xistirten nun zwel

s
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Formen mit Polareigenschalt g und », so liesse sich doch aus ihnen
eine Form ¢ -- g mit verschwindender Discriminante bilden. Da
dies nicht geschehen darf, so kann nur eine Form mit Polareigenschaft
vorhanden sein.

§ 4,
Anhang,

Auffindung aller nrspriinglichen Zahlensysteme, die ein gegabenes
System begleiten.

Die Lisung dieser Aufgabe erfolgt hier anhangsweise, da sie,
obwohl umfiingliche Vorbereitungen erfordernd, zn Betrachtungen, die
von den vorhergehenden wesentlich abweichen, keine Veranlassung
giebt.

Die Untersuchungen des vorigen Paragrapben zeigen, dass die
Aufgabe, alle urspriinglichen begleitenden Systeme eines gegebenen
Zahlensystems aufzufinden, zuriickgefilhrt werden kaun auf die, die
erzeugenden Formen mit Polareigenschaft dieser Systeme anzageben.

Wie schon erwilint, konnen durch Losung des Systems linearer
(ileichungen

29;((121 —al) =0 (G ki=1...n)
alle dem Zahlensystem entstammenden Formen mit Polareigenschaft

Egiai;xku, G,k l=1...m)

ikt
gefunden werden. Es migen g’ ... g9 ein vollstindiges System von
solchen linear unabhingigen Formen bilden. Aus ihnen muss sich
linear jede andere Form zusammensetzen, insbesondere eine jede, die
ein bestimmtes urspriingliches begleitendes Syslem erzeugt.

Zunichst ist es nothwendig, das Verhalten der begleitenden
urspriinglichen Zahlensysteme zu den einzelnen Formen g . . . g fest-
zustellen. Dies geschieht folgendermassen:

Satz a). Es seien g und b zwei Formen mit Polareigenschaft und
das aus A erzeugte System werde von einem ursprituglichen System
begleitet, welches das aus g erzeugtc System nicht begleitet. Dann wird
jedes System, welches aus einer Form mit Polarcigenschalt b+ pg erzengt
wird, von dem in Rede stehenden urspriinglichen System begleitet.

Entsprechend dem Satz 3 kann die Basis des gegebenen Zahlen-
systems so gewihlt werden, dass z, ...z, die Parameter einer Zahl
des aus g erzeuglen Systems, Z.y,...%, die Parameter einer Zahl des
urspriinglichen Systems werden. Dann konnew die Grissen %, ... u,
80 gewihlt werden, dass die Form A in eine lineare Form von

Ucber Systeme biherer complexer Zahlen, 19

Togy ..., allein iibergeht. Die Form h -f pg geht dabei in eine
lineare Form von «, . . .z, Uber, etwa e > 4+ - .- 4 o, Letztere
ist eine lineare lForm der [Parameter ciner Zahl des uus h -+ pg
erzeuglcit Systems,

Krselzt man in diescr linearen Torm 2, ... 2, durch z...x/,
so geht sie, well @, .. L2 MUY VON £y @y, thy ... it Und EYA N
DU VON Ly . -« L Upgr e - U abhingen, in die Swmme zweier
bilinearer Formen itber. Diese wird wiederum dadurel, dass o, ...
feste Werthe erhulten, eine lineare Form der Parameter einer Zahl des
aus b 4 pg erzeaglen Sysiems, also auch inshesondere, wenn w, ... u,
verschwinden. Dann aber ist diese Form blos lineare Form von
Zogr - - - %, unnd es besitzen nach Satz 3 das aus i -|- pg erzeugte System
und das fragliche urspriingliche System ein gemeinsamnes begleitendes
System; dies aber kann kein anderes sein, als das urspriingliche
System selbst.

Dann folgt weiter:

Satz b). Sind ¢ ... g® ein vollstindiges System linear unab-
héingiger einem Zubleusyslem cutstammender Formen mit Polareigen-
schaft, und ist ferner / eine Form mit Polaveigenschaft, die ein
bestimmtes begleitendes urspriingliches System erzeugt, so muss min-
destens eines der aus ¢ ... ¢g'th erzeugten begleitenden Systeme von
dem aus / erzcugten System begleitet werden.

Denn die Form / wass linear aus ¢ ...y gebildet werden
konnen, ctwa:

f = 7)1"[}' ..!_ [P + nl(i’)y(g'_
Begleitet nun das aus f erzeugte System das avs g erzeugte System
nicht, so begleitet es nach Satz a) das aus

f‘,._._ m,(g))glg) o m’y’ + c e e -l')y((r-l)

erzeugte System. Wiirde es auch das aus gle— erzeugte System nicht
begleiten und so fort, so milsste es doch schliesslich das aus ¢” crzeugte
System begleiten.

Fiir das weitere bedarf es des Hilfssatzes:

Sate ¢). Sind g¢'...g¢'9 Formen mit Polareigenschaft und ist g
eine aus ibnen linear zusammengesetzte Form, deren Discrimivante
nicht verschwindet, so giebt ¢s indestens eine Form von der Gestalt
g + pg" mit verschwindender Discriminante.

Denn g besitet die Form

y=m'g 4 - | mge
und die Discriminante dieser Form wird rationale ganze Function von

w ... m®, VYon diesen Grissen muss mindestens eine, ctwa m@,
wirklich vorkommen. Setzt man dann die Discriminante von g-f-p g
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Aeich N \ - it . . . .
;_‘,Nx t Nall, so ‘Prhlut man eine Gleichung in u, die wenigstens eine
llTLf)l g, besilzt; ey verschwindet also die Discriminante von g--p, 4.

- A\ : Al T "

] batz.d,u Krzengl die Form g ein Zahlensystem, dessen volles
System linear unabhiingiger Formen mit Polareigenschaft von ¢* .. glo
ge.hxldet wird, so Lisst sich aus jedem Taar g, g% dieser Formen
?;Edcstens cine Form g9 +4- u ¢ mit verschwindender Discriminante

ilden,  Tst da ! ‘or 1 in riingli i
b n, Ist daun [ m}ue‘l‘mm, die ein urspriingliches begleitendes
System erzeugt, so gicht es unter den aus den Formen g9 o pg

. . . . . N
mit verschwindender Discriminante erzcugten Systemen mindestens
eines, das von demn aus f erzengten System begleitet wird.

( Dle;. ist swhgr richtig, wenn die Discriminanten aller Formen
9 - ..g% verschwinden, da alsdapn jedes u gleich Null gesetzt werden
kann, vud mithin der Satz «ich auf den Saiz b) reducirt. Aundernfalls
muss die Diseriminante wenigs iner Itorm, ctw
o . 1mm.ante jw,mgstens einer Jorm, ctwa von ¢'9, von
Null verschieden sein.  Sind dann die Formen:

B g b gl gl® (=1 g - 1)

solche, deren Discriminanten verschwinden, und erzeugt keine von
1hnen~ ein System, das vou dem aus f erzeugten urspriinglichen System
b‘egleltet‘ wird, so bilden ... Ale=t mit f zusammen ein vollstindiges
System linear unabhiingiger Formen mit Polareigenschaft; os wird sich
danu ¢ @ durch
ge —f+h
darstellen lassen, wo /i cine lineare Form ven &' ... k@Y ist. Dann
aher giebt es eine Form @ derart, duss die Discriminante von
b4 p bt

oder, was dasselbe ist, vou pg L (14-pga®)g@ verschwindet, wo g
. . T - N 7

eine bestimute, von Nuil verschiedene, Grosse ist. Das aus dieser
AJ - . - M 1 M a i } ’
Form erzeagie System wird aber nach Satz b) von dem aus f erzcugten
nrspritnglichen System hegleitet. ”

a1 ) e, 1 AP M 7

. Satz ¢). Hrzeagt die Form g ein Zzhlensystem mit o unabliingigen
Tt s ‘) 1 . R by £ . 4 - . -‘7 i
ormen mig Polareigenschaft, und iz {form b, deren Discriminante
wopsehwindel, em begleitendes  Syste

-;,i adet, e begleitendes  System  desselben, 0 entstammen
i ‘[; moweniger als o unabhiingige Tormen mit Polareigensehult.

‘ ]un‘! w‘ das aus b erseugte System besitzt nach dem 7. Satze weniger
trandzabilen als das awns ¢ erzengle; ihwm kann somit die Form g
nicht endstanmuamen, weil es sons aus >
! ‘ Lnment weil es sonst von dem aus g erzeugten System
veglettet witrde.

Es ist nach diesen &

zen zur Gewing : el } :
gy s nch Siitaen 1 fewinnung ‘lf‘l cin gegebenes Zahlen-
syste cgleitenden urspriinglichen Systeme folgendermassen zu ver-
N . 1, N . ;. N . N B - . i
fd.ll!‘.,.l_ 'ELm sucht ein volles System linear unabbiingiger dem ge-
gebenen Zablensystem  entstammender Formen mit Polareigenschaft

) .
g 50 aut. Jede dwser > rzeugt el 1k \
4 : e dieser Formen erzengt cin begleifendes Mystem S,
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dew hichstens ¢ Formen wmit Polarcigenschalt entstammen. Zu jedem
dieser Systeme bildet man das vollstandige System der Formen mit
Polarcigenscha®t & ... 2@, Dann bildet man alle Formen "' - ¢ it
deren Diserininanten verschwindeu. Jede ddieser Formen erzengt cin
begleitendes System S,.o, dem hochstens ¢ — 1 Formen mit Polar-
nigenschaft enistummen, Es wird mindestens eines der Systeme Sy,
also auch mindestens cines der Systeme S, von elnem bhestimmten
urspriinglichen Hystem begleitel, das das grgebene System begleitet.
Mit den Systemen S, ist in derselben Weise zu verfahren; man
erhilt Systewe S,. » mit biichstens ¢ —2 Formen wit Polareigeuschatt.
Qo fortfahrend gelnngt wan schliesslich zu Systemen S, mit nur einer
Form mit Polareigenschaft. Jedes von diesen, als aus der thin ent-
stammenden ¥orm mit Polareigenschaft erzeugs, ist nach dem 9
Satze cin urspritugliches; und zwar wivd man so, wie leicht zu sehen
ist, alie urspriinglichen Systeme, die das gegebene Systew begleiten,
erhalien haben.

Lisst sich auch die Behapdlong der in diesem Paragraphen ge-
stellten Aulgabe in  vielen Stiicken vereinfachen, so ist doch das
Woesentlichste erreicht daduarch, dass gezeigt wurde, win den Product-
gleichungen eines Zahlonsystems digjenige Form ertheilt werden kann,
von der am Schluss des zweiten Paragraphien die Rede ist. Nimlich
wachden alle wrspriinglichen hegleitrnden Systeme gefinden sind, Lam
der DBasis des gegebenen Zaldensystenis eimne solvhe Form ertieddl
werdon, dass nalor den Produdgleichnrnyen des  gegulienen Systems
sich iz Produdgleichungen afler begleilenden awrsprionglichen Systeme

vorfandei.

1. Abschnitt.
sche (Heichungen.

Zahlensysteme uwnd algebr:

§ L.

Lohnséitze.
Die Grundlage der weiteren Untersuchungen bilden zwei Deter-

minantensiize, deren Beweis an dieser Stelle gegeben sel.
Die Bedingung dafiir, dass die Gleichungen

hH 0y == s.‘ by (f, h=1...%)

7

ein nicht verschwindendes Losungssystem besitzen, besteht in der
Gleichung

(2) bp—dpf=20 (dh==1---n),

wo, wie auch sonst ablich, &a eine Grésse bedeutet, dic Null ist,



22 Turovor MovLikn,

wenn ¢ und & verschieden sind, und Eins, wenn ¢ und % gleich sind.

Diese Gleichung, nach Potenzen von o entwickelt , moge
(3 o"— Bt 4. 4+ B, =0
sein. Sodann werde folgende Bezsichnungsweise eingefiihrt:

b ==2 Uirbi (G hl=1...n)
1

4)
A =2b:7‘ b, (v=34..)
{

wozu noch der Symmetrie wegen die Bezeichnungen

bl!k == bllc
. T Gok=1...m)
bik= ik
kommen mogen.

Dann lautet der erste der zn Leweisenden Sitze:

Satz 11.  Die Qleichungen:

() ik Byb T Baibii A= Babl = 0

wbh=1...
sind Identitiilen. @ ”)

Z}Jm Beweise werde zuniichst angenommen, die Grossen J,, seien
von einander vollkommen unabhingig; dann sind die Wurzeln der
G.:Ieachu.ng (3) von einander und von Null verschicden. Wird die zu
einer dieser Wurzelu @, zugehbrige Losung der Gleichungen (1) mit

C1p 0. 8yy
bezeichnet, so verschwindet die Determinante
o] (hh=1...%)
mcut,.wxe aus der speciellen Anupahme crsichtlich, dass die b;; alle
verschieden, die tibrigen b;, aber Null seien. Aus den Gleichungen

(6) Ontin = D by (i k=1., . n)
k

ergiebt sich nnter Anwendung der Bezeichnuugen 4)

- oo v tlk=1...;
(B @y i —-Z bix e ('V,=O, 1 n),
und wenn
B =0l — BT + -+ B
gesetzt wird, so folgt mit Riicksicht darauf, dass @, eine Wurzel der

Gleichung (3) ist,

&) 0 '=243ik0‘kh Gk h=1_ .m),
P
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ein Gleichungssystem, das nur dann bestehen kann, wenn
ist. Da die Grossen B,; aus den von einander unabhingigen Grossen
b rational gebildet sind, so miissen die Gleichungen (9) fir jedes
heliebige Werthsystem der by bestehen, also auch unter der Annahme
beliebiger Beziehungen zwischen den Grissen b, . Der oben aus-
gesprochene Satz also ist allgeniein riehtig.

Der zweite Satz ist der folgende:

Satz 12. Digienige Gleichung, deren Wurzeln ¢ dic simmtlichen
Differenzen zwischen den Wureeln der Gleichung

Ibik"" d‘ikw‘ =0 (‘l‘,k:—’:] .. .'J'L)

sind, wird durch Llimination der Grissen cip aus den Gleichungen

(10) QCix =2 eehu 12 bircix (G kyl=1...%)
: :

erhallen.

Zuniichst kann vollstindige Unabhiingigkeit der Grossen b;x an-
genommen werden. Da alsdann die aus den Losungen der Gleichungen
(6) gebildete Determinante |, | nicht verschwindet, so kann jedem der
Elemente @, eine Adjuncte .4,; zugeordnet werden, Mit Hilfe dieser
Grissen lisst sich das System der Gleichungen (10) in das ihm
iquivalente System von Gleichungen

<7 4
] E A,»;Cu Oy, == > Aji oo bag gy, — 2 A;;‘ iz Cin 0tpp
ik Lk Gk

umwandeln. Dies letztere aber geht vermbge der Gleichungen (6)
nach leichter Umrechnung in:

(1) (¢ —an+ mj)Z’Aj,-r:,-k oy =0 by gyt b=1...m)
ik

iiber. Durch Elimination der Grissen ¢,; aus diesen Gleichungen oder,
was dasselbe ist, des mit den ¢ dquivalenten Grissensystems

Ca ::ZAﬂ Cix tykygyh=1...n)
ik
ergiebt sich
(12) ll(@*%’-l-wh)—‘—‘o Urh=1...n),
Fx

also eine Gleichung, deren Wurzeln die siimmtlichen Differenzen
zwischen Wurzeln der Gleichung (2) sind. Wird diese Gleichuug nach
Potenzon von g entwickelt, so lassen sich ihre Coefficienten als ganze
rationale Functionen der Grissen b, darstellen; sie muss dann wegen
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dev Aequivalenz der Gleichungensysteme (10 und (11) identisch werden
mit derjenigen Gleichung, die dureh Elimination der Grossen Cix aus
der Gleichungen (10} erhalten wird.

§ 2
Die charakteristischen Gleichungen eines Zzhleusystems.
Die Bedingungen dafiiv, dass das Produet zweier Zahlen einem
o ’

der Factoren proportional sei, sind durch zwei algebraisehe Gleichungen
gegeben, deven Kigenschaften in {olgendem untersuchl werden.

Damit, weou o cine gewdhuliche Grisse ist, die Gleichung
(H BL == LK%

oder, was dasselbe isl, die Gleichungen
NT g P R
@ = 51 Ty (i l==1...n)
%<
losbar seien, muss o cine Wurzel der Gleichung
PNY S . .o

) ] Zahw, —_ ()“m!:(J (4, l= 1. .n)

0

sein.  Ebenso musv, damit die Gleichunyg
3 N I
losbar sei, @ eine Wurzel dor Gleichung

LT o . )
(4) l ‘) Wity — 0, 0 ‘ == ) oy l=1... )

4

sein,  Die beiden Gleichungen (2) wnd (4) magen die chavolteristischen
Gleichungen des Zohlensysienis heissen,  Nach Polewzen vou w ent-
wickelt mdgen sie die Formen
) @ fier Tt = 0,
(6) @ =gyt g e O
annehmen. Der erste Satz des vorigen Paragraphen zeigt die Bedentong
dieser Gleichungen; er gieht nimlich:

Satz 13, Fisetzt man wm emner der chavalteristischen Gleichungen
die Potensen von o durch die gleichiofien Potenzen der Zahl w, so ist
dic entstchende (Hleichung eine Ldentitd.

Es werde

QI .
b,kz——‘/\’n“m (Gkl=1...m
dimaw
4

gesetzt.  Dann lisst sieh das Product einer “eliebigen Zahl x mit «
in folgeuder Weise schreiben:

[
&
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Zb“““ & (G hk=1...n)
ik

Duraus ergiebt sich:

N NT e
U = bigaye;
ik

. _
U’ e \,'l;?kmm. ({k=1...n).

und allgemein

Wird beachtet, dass hier B, ==fi (! =1...n) wird, so ergiebt der
angezogene dalz:

@ s — frzae=t 4 - fur =0

und hiernus folgh, wenn x durch die vermittelst des Satzes 1 definirte
Zahl n' ersetzt wivd:

(8 wr =yt fput = 0.
Aui demsclhen Wege erhilt man
(9) W gy gt = 0.

Damnit ist die Bxistenz der im Satze ausgesprochenen Beziehung er-
wiesen. —-

Es ist uotbwendig auf die Coefficienten der charalieristisehen
Gleichungen niler cm'/r.ngehcn. Dieselben huben nachstehende Kigen-
schalten:

1) Die Coelficienten dev charaideristiselien Cleichunizen rsi:ul‘ wanze
rationale und homogene Functionen der Uarameter w; . . ity desjenigen
Grades, dev durch den jeweiligrn Indey angegeben wivd,

2} ¥ werde @ durch w - A n® ersetad. Da alsdunn die Gleichuugen

wx == x (- Au")

und
(00--A)x =2

identisch sind, so ldsst sich der charakteristischen Glewchnng

(10) @ — fi(u Auy it e e L e L)y =
anch die Form
a1 {6 - Ay — f1{) (@ —A)p=t oo e

geben.
3) Multiplicirt man die Gleichung

©OF = 2U
mit w, so folgt )

@ty == g’
und allgemein
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(12) 0L = xu.
Wird die Zahl w in folgender Weise geschrieben
u= (e, -+ - A (W,

so folgt aus der Gleichung (2) dass die Wurzeln der Gleichung

N , .

lzakl(u')l—“&ikw = () Ghl=1...n)

i
oder
(13) o' "~ fiw) e f(w) =0
die v Potenzen der Wurzeln der charakteristischen Gleichung (5)
sind. Es ist also, wenn

fi(w) =pyu, 4 -+ puu,
gesetzt wird, die Grosse
fi(w) = p (@) - - pa(u).
die SumnEle @er vt Wurzelpotenzen der charakteristischen Gleichung (5),
und somit sind die Ceefficienten derselben charakteristischen Gleichung
rationale ganze Functionen von
G, fi) ).
4) Aus der Gleichung
VL = LU

{olgt, wenn mit der zu u reciproken Zakl % multiplicirt wird:

1 _
- pE=g 4
w0

und hieraus, dass die charakteristische Gleichung auch in der Form

(14) | o D —8ul=0 (G hi=1...%)

geschrieben werden kann. Hieraus folgen die Relationen:
_ fui(w) .

(15) (@) = AN (fe=1---n—1).

Selhstredend lisst sich alles, was hier nur von einer charakteristischen
Gleichung gezeigt wurde, auch auf die andre itbertragen.

5) Den linearen Coefficienten der charakteristischen Gleichungen
fi(w) und g, («) gehtren Formen mit Polareigenschaft zu. Von

gy (u) =Z(’£Luk (pl==1...n)
oy
ist es bercits im Beweise des 6 Satzes geueigt worder; auf demselben
Wege ist es auch fiir
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fiiw) =2af-,,uk (G, h=1_...m%)
ik

nachweisbar.

6) Ersetzt man in der Form f, () die Zahl durch das Produet
mehrerer Zahlen, so bleibt die entstehende Form zufolge der Polar-
eigenschaft von £, (vw) bei allen cyklischen Vertauschungen der Zahlen
invariant. Wird demgemiiss in /(") gosetzt

== 01w,

so resultirt die Form

[ilewe ... w),
die durch cyklische Vertauschungeu nur in sich oder in

[ (wovw . ..v)
iibergeht. Die Form f,(u") crhillt also denselben Werth, wenn ein-
mal % = v und einmal ¥ == wv gesetzt wird. Mit Riicksicht auf
das unter Punkt 3 gesagte folgt, dass, wenn in einer charakteristischen
Gleichung % durch vw ersetst wird, die beiden Variabelnreihen v, ... v,
und w, ... w, mit einander vertausehbar sind.

Tnsbesondere ist noch zu bemerken, dass:

(1) fu(010) = Fa (0) - Fu(16)

ist, nach dem Multiplicationssatz der Determinanten.

§ 3.
Die Theiler der charakteristischen Gleichungen.

Theiler einer charakteristischen Gleichung sei jede Gleichung ge-
nannt, deren Coefficienten rationale Functionen von u, ... u, sind und
deren Product mit ciner ebensolchen Gleichung eine charakieristische
Gleichung ergiebt, Ein irreductibler Theiler ist ein solcher, der selbst
keinen Theiler mit von #, . .. u, rational abhingigen Coefficienten
besitet.

Es sei ein Theiler einer charakterisiischen Gleichung in der Form
() @™ — ()=t 4 - (4) =0
gegeben, Es lisst sich dann zeigen, dass scine Coefficienten alle oben
an den Coefficienten der charakfteristischen Gleichungen nachgewiesenen
Figenschaften besiteen.

Man erkennt leicht, dass dieselben

1) ganze (weil sonst Wurzeln einer charakteristischen Gleichung
fir endliche Werthe von u, . . . #, unendlich wiirden) homogene Fune-
tionen von w, ...u, des durch den jeweiligen Index angegebenen
Grades sind;

2) dass die Gleichungen

2) @™ — Dy (- Au®)yomt 4 A Ry (wAut) =0
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und
() (@ — Ay — by (@ — APt oo (u) = ©

identisch sind.  Denn die Gleichung (2) muss wmit cinem Theiler einer
charakteristischen Gleichung, deren Unbekannte w — 4 ist, identisch
gein.  Ist dies etwa
{@-— Ay — B/ () (At v o = D (0) =0,
so lolgt durcli Fntwickelung dieser Gleichung und der Gleichung (2)
nach Potenzen von 4 und Vergleichung der von 2 freien Glieder:
R () == I; () (i=1...m).

2 { . . 1 - 1 i i

3) KErsetzt wun in der Gleichung (1) « dnreh «*, so erhilt man
S . .
eine Gleichung, deren Wurzeln die 2% Potenzen der Wurzeln voun (1)
sind.  Dies erkenat man folgendermassen.  Bildet man die Gleichung
(4) @' — (W)t e b (u) = 0,
so sind ihre Wurzely nach dem in Punkt 3 des vorigen Paragraphen
gesaglen jfedenfaulls m'* Potenzen von gewissen Wurzeln o, . .. @,
einer chavaliteristischen Gleichung.  Brsetzt wan w durch w 4 Au® so
folpt aus (4)

h, ((% + lu(})m) =2(w,~+ Aym (i=1...m)
und hieraus durch Entwicklung nach Potenzen vou 4 und Vergleichung
5) h) = M0 (p=1...m).

Bildet man dann diejenige Gleichung, deren Wurzeln w, ... w, sind.
(6) 07 — I () @t s A By () = 0
so sind gemiiss den Gleichungen (B) die Coefficienten von (6) rationale
Funetionen von Jy(u) ... & (u”) und als solche rational in wy ... %.;
es geniigt dewwnafolge (G) der Definition eines Theilers einer charakte-
vistischen Gleichung. Ks gilt ferner fiir jeden ganzzahligen Exponenten
@ die Gleichung
O iy (1) =2mi' (w=1,2...mm-+1..).

-

Denn wiire fiir cinen Exponenten g, der grosser als m ist, die Rela-
tion (7) nicht erfillt, sondern /i (#*) die Summe der g's Potenzen
irgend welcher ouderen Wurzeln o). .. @, ciner charakteristischen
Gleichung, so wiirde aul demselben Wege, aul dem die Gleichungen
(5) erhalten werden,

hy (k) :Z’m}" k=1..,u

folgen, wus, da g grisser als m ist, den Gleichungen (5) widersprechen
wiirde.
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Aus dem Umstand, dass e Coefficienten von (6) rational durch
oG Gy darstelibar sind, end mit Riieksieht ant die Gleichungen
(7 tolgt terner, disy dicjouige Gleichung, die nus (6) vermittelst der
Fisetmmng vor 2 dureh " cutstehd, die o Polenzen der Warzeln
von {(6) ru Wargely bate Fiir v == wird diese Gleichung identisch
it der Gleichung b, zatulge der Voraussetzung tiber die Wurzeln
Jetztorer (Heichunyg: davans folei, dass anch (6) mit (1) identisch ist,
bie Coeficienten vou (1) sind wlso rationale Functionen von

T Gy oo by (w2
und es gehen die Warzeln von (1), weun w duveh o ersetat wied, n
thre ot [otenzen iber.
4) Dass die Wurzeln der Gleichung
{5) 0= by e A g === O
die Reciproken der Wurzelu der Gleichupg (1) sind, beweist man
durch Entwickelung der au w -F d1u? reciproken Zahl @ nach negativen

Poteuzen von 4. Es ist

7 Lt
o= Sty
/ /...7,1
i e
worauy sich

<) 7o (&¥)
N . 1\
bytv) = >, {(— b Era

ergicht.  Andererseits  wird durch anzloge Reihenentwickelung it
fiicksicnt anf die Gleichungen (7)

<Y A .
S‘:J(‘-))’l"_‘* (Lzl...ﬂ)
vzl

gefuuden.  Hiernach ist also h, (3) gleich der Summe der Reciproken
der Wurzeln von (1); ersctet wan ferner « darch w*, so wird A {w)
die Summe der v Potenzen dicser Reciproken, und da die Coelticien-
fen von (8) rational von A, (u). . k(i) abhilugen, so sind iu der
That diz Wwrzeln vou (8) zu den Wurzeln von (1) reciprok.

b) Setzt man in der Gleichnug (1) in Stelle yon = das Product vw,
s resultisl eine Gleichvug. die sich bei Verlauschung von v wib w
nickt andert. Es kann nimlich, da die charakterischen Gleichungen
bereits diese Bigenschulf besitzen, e Theiler emer derselben bei Ver-
tauschung vou & und ¢ nur wieder in cinen Theiler tbergehen, Du
dies unabhiingio von o und w gesehicht, so tindet es auch fiir w0 ="
statt. Hier sind aber die in civander dbevgehenden Theder Sdentisel,
gomit sind sie awch im Allgemeinen identiseh.  Da dus von o fein
(itied eines Thoilers Theiler des von @ freien Gliedes der elnoakle-
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ristischen Gleichung ist, und letzteres bei der Substitution % = vw in
das Product f»(v) £ (w) resp. g, (v)g.(tw) tibergebt, so folgh

9 ha(00) = R (0) . k().

Die in diesem Punkte erirterte Rigenschaft der Theiler hat in Bezug

auf den linearen Coefficienten %, () besondere Wichtigkeit und ver-
dient in Folge dessen als besondrer Satz formulirt zu werden, nidmlich:

Satz 14 Dem linearen Cocfficienten eines jeden Theilers einer
charakteristischen Gleichung gehort eine Form mit Polareigenschaft zu.

Die irreductiblen Theiler der charakteristischen Gleichungen be-
handelt schliesslich der folgende Satz:

Satz 15, Zwei irreductible Theiler der charakleristischen Glei-
chungen sind identisch, wenn thire linearen Coefficienten in constantem
Verhiltnisse stehen.

Sind diese Theiler
(10) o™ — h(u) om=1 -f ok {u) =0,
(11) o Ry () @ -k B(u) = 0,
so ist nach Punkt 2
hy (ut-Aul)y = b, (u) 4+ m A,
By (- Au®) = b,/ (u) 4- ' 4;
und da der Quotient dieser Grbssen von 4 unabhiingig sein soll, ist
mhy (W) == m' ke (u)
and ferner
mh (W) = m'h, ().
Es sind also die #''* Potenz von (10) und die m'e Potenz von (11)
identisch. Da nun die Gleichungen (10) und (11) irreductibel sein
sollen, so miissen sie hiernach identisch sein.

§ 4.
Dis Ranggleichung eines Zahlensystems.

Dic beiden, den charakteristischen Gleichungen entstammenden
Relationen

89 w — [t fut =0
und
2 ut — gt g =

kénnen nicht unabhingig von einander sein. Es muss unter den
positiven Potenzen von u eine gewisse geringste geben, die sich linear
durch alle niedrigern positiven Potenzen von w, einschliesslich der
nullten, darstellen lisst mit Hilfe rational aus u, ... u, gebildeten
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Uoefficienten; dies sei die e Potenz von wu, und die Relation, die
sie mit den niederen Potenzen von « verbindet, sei

(3) wh — gt e it =0

Ersetzt man in dieser Relation die Potenzen von w durch die
gleichhohen Potenzen von @, so entsleht dic algebraische Gleichuny
(4) @ = byl Ry, =0,
die dic Rangglecchamy des Zahlensystoms heissen soll.  Dann gilt folgen-
der Batz:

Satz 16, Die Ranggleichuny eines Zahlensystems st Theiler jeder
der bealen charakieristischen Gleichungen.

Deun multiplicirt man die Relation (8) mit einer lincaren Form
der m — m - 1 ersten Potenzen von wu, einschliesslich der nullten,
so lassen sich die Coefficienten dieser Form so bestimmen, dass die
Differenz zwischen diesem Product und der Relation (1) eine Relation
ergiebt, die nur gevingere Potenzen von « enthilt, als die mv.
Kine solche Relation existirt aber nicht; es muss also die in Rede
stehende Differenz nuil sein. Da in dieser Ueberlegung # wie eine
gewdhnliche unbestimmte Grosse behandelt wird, so kaun man in seine
Stelle @ setzen, und wird die Betrachtung in Bezug anf die Relation
(2) wiederholt, so ergiebt sich die Richtigkeit des ausgesprochenen
Satzes.

Es besitzen dann die Coefficienten der Ranggleichung alle im
vorigen Paragrapben erdrterten Eigenschaften; insbesondere sind sie
ganze ratiopale und homogenc Functionen von o, ... 1,. —

Aus der Relation (3; lisst sich eine Losung der Gleichung

(b) ", u = u'
herleifen, nimlieh
h w— - Furt
. - =1
(©) Bt

die Parameter der Zahl « sind also homogene rationale Funetionen
von u, ...wu, mit dem gemeinsamen Neuner 7.

s lisst sich beweisen:

Satz 17, Die Parameler der zu w reciprolen Zakd w sind ratio-
nale homogene Iunctivien devy Parameler von w il einem yemeinsamen
kleinsten Nenger, der dem von o freen Glicde der Ranggleichung
gleich st

Ury dies zu zeigen, werde in der Relation (3; w durch w 4 Au®
erselzt, wodurch dieselbe jn
(7) (U Auy — b (ud-Autjm—t 4 o A = 0
iibergehe. Hier ist iusbesondere

R === A e Amth e

Mathematische Annalen. XLI. $



32 Turopor Moriex.

Wird die zu % -} Au® reciproke Zahl mit » bezeichnet, so ist

(%) v = By 80— By (uep 20 b T ek 0™
BT T

Der Zshler dieses Ausdrucks liisst sich nach Potenzen von u
ordnen; geschieht dies, so werde erhalten

; oo -1
Tt W — oy g U

(9) v = e e
hm
Werden dann » homogene ganze Functionen ¢ ...¢, von w, ...,

so bestimmt, dass
L)y + - A (w0 =0
fir v=0,1...m — 2 wird, dagegen
s=t(w) + - A L(u),
nicht verschwindet, so wird

(10) tlvl+--~+tnun=:+:7f,~

ein Ausdruck, dessen Zihler von 1 unabhingig ist; diese Wahl von
¢ ... t, ist moglich, weil m der Grad der Ranggleichung ist. Besiissen
nun der Zihler und Nenner der durch die Gleichung (6) definirten
Parameter von # einen gemeinsamen Theiler vom Grade 6 in %, ... Un,
so miissten die Zahlen und Nenner der durch (8) definirten Grossen
v, ...V, einen gemeinsamen Theiler besitzen, der als Theiler von b
in 4 vom Grade o ist. Dieser Theiler miisste zufolge (10) anch in 3
aufgehen; da aber § von i unabhiingig ist, so ist dies nicht moglich,
und es ist h, der kleinste gemeinsame Nenner von #,...1%,.

§ 5.
Die Killing'sche Gleichung eines Zahlensystems.
Dic Bedingung dafir, dass die Gleichung
@) QT = ZU — ux
eine Lisung besitve, bildet die Gleichung

@ | Deh—ddu—due| =0 Gki=1..m),
!

die ich die Killing'sche Gleichung des Zahlensystems nennen will. Den
Zusammenhang, in welchem sie mit den charakteristischen Gleichungen
des Zahlensystems stcht, zeigt folgender Satz:

Satz 18. Die Wurzeln der Killing'schen Gleichung sind Differenzen
zwischen den Wurzeln eimer jedem der beiden chavakteristischen Glei-
chungen.
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Setzt man zur Abkiirzung

, < .
borta) = > abory (i kos =1L,
s

go folgen vermige der Bedingungspleichungen

o y )
E ey tim = Z By Okt (i, ky LLmys=1...n)
&

5

aus der Gleichung (1) die nachstehenden Gleichungen:
3) obu (@) — Dbirl b () = Dbz (R I=1.. ).
{ 1

Dann aber lehrt der zweite Satz des ersten Paragraphen (Satz 12)
dass ¢ eine Differenz zwischen zwei Wurzeln der Gleichung

| Dig () -~ Jpw| =10 GEk=1...m),
das heisst, ciner charnkteristischen Gleichung sein muss.

Analog ist der Nuchweis hinsichtlich der zweiten charakteristischen
Gleichung 7n fitbren.

Da die Coefficienten der Killing'schen Gleichung rational von
u, ... u, abhingig sind, so ergiebt sich unmittelbar das

Corollar. Ist eine Wurzel der Killing'schen Gleichung Differenz
sweier verschiedener Wurzeln eines irreductibeln Theilers einer charakte-
ristischen Gleichuny, so sind auch alle dbrigen Differencen 2wischen
verschiedenen, Wurzeln  desselben Theilers Wurzeln der  Killing'schen
Gleichung. —

Kiner besonderen Untersuchung bediirfen die verschwindenden
Wureeln der Killing’schen Gleichung. Die Gleichung
(5) Oe=gu — Uz
besitzt immer wenigstens eine Losung, niimlich & = «® Nennt man
eine Zabl . die diese Gleichung befriedigt, eine mit » vertanschbare
Zahl, so hat die Killing'sche Gleichung mindestens so viele ver-
schwindende Wurzeln, als es linear von einander unabhiingige mit u
vertauschbare Zahlen giebt. Diese Mindestzahl versehwindender Wurzeln
kann indess iiberschritten werden und es liesse sich untersuchen, unter
welechen Umstinden dies statifindet, Hs reicht jedoch hin, wenn ein
Fall nachgewiesen wird, in dem dies nicht geschieht und dies ist der
folgende:

Satz 19. Wird cin Zahlensystem duwrch eine Form mif Polur-
eigenschaft erzeugl, so besitel seine Killing sche Gleichung  ebensoviele
verschwindende Wurzeln, als es linear unabhingige mit einer allgemein
gewiikten. Zahl des Systems wvertauschbare Zahlen giebt.

3.
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Ist w cine beliehige Zahl des Systems, so kann die Basis so ge-
withit werden, dass ¢, ... ¢, das volle System Lncar unabhiingiger it
w vertauschharer Zablen bilden. Dic fonm wit Polareigenschaft

(8) g(wu) =2g,-kx.<uk Gy = 1. %),
ik

deren Discriminante nicht verschwinden darf, erzenge das gegehene
Zuhlensystem. Es konnen noch e, ... e, so gewihlt werden, dass
die Form (6) die besondere Gestalt
. i R N Ci e .
(1) glauw) = 2 Gir Tty _>_ Grti, rph Lrges Ui, Hh=1..> )
= Gh=s b ey
erhilt.
Wird nun
(8) ®oo= LW WY
gesetzt, so sollen zuniichst die Parameter von u durch die Parameter
vou v ausgedriickt werden. Dic Zuhl v kann in dic beiden Theile
V=8t 46 und v = v, €1 o4 voe, zerlegt werden,
und da zufolge der Wahl der Basis
VW — we =0
ist, so sind die Parawcter von u nur noch von ¢41...v, abhiingig,
Es wird ferner in Consequenz der Polareigenschaft der Form (7):
N
(9) glxu) =g ((w:r — zw) v)
sein. Bezeichnet man nun mit G;, die Adjuncte von g, in der als

Determivante geschriebenen Diseriminante der Form {7V and setzt fir
x den Werth

B} QU .
z® = E Grick (e h=1... »)
k

so ist z" eine mit w vertauschbare Zuhl und znfolge (7; und (9) er-
giebt sich:

{(10) i = 0, f=1...2)

Wird ferner 2 der Werth:

) =a 2 oty 14§ Crgen hj=1...0--1)
k&
ertheilt, so folgt aus (7)

v ..
(1) u,‘.,.jaz Buviw (i l=1...n—7),
I3

wo die Grissen $;; von w irgend wie abhiingig sind. Es darf die
Determinante
Bl Gil=1. . n—
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aber nicht verschwinden, denu sonst liessen sich vy . - T s0 be-
stimmen, dass ausser w; ... %, auch #,44 ..., verschwinden. Es
wire dann vewiss (8) eine so bestimmte Zahl » mit w vertauschbar;
. t=] N . .
dies aber widerstreitet der Voraussetzang iiber die Wahl der Basis des
i . . I N M
Zahlensystems, Die Parameter dec Zahl w sind jetzt durch die Glei-
chungen (10) und {11) gegeben.
Setet wan jetzt « = gv und folglich
oY = 1w — WY,
so werden die Gleichungen (10) und (11):
or; =10 (i=1...7)
(123 v PR . )
’ QUryj== Bivorgs (4, .
[

und wenn hieraus die Parameter v, ... v, eliminirt werden, so ist die
Killing'sche Gleichung, gebildet fir die Zahl w:

(13) o By — duel =0 (G, l==1...m - 7). -
Diese (Hleichung besitzt, weil die Determinante [B;:] nicht Vf.arschwmdct,
gensu + verschwindende Warzeln, also gerade' cl:ons"u vw,le,» als. es
linear unabbingige mit w vertauschbare Zahlen im Zahlensystem giebt.

§ 6.
Die charakteristischen Gleichungen und Ranggleichungen begleitender
Zahlensystems.

Satz 20,  DBildet man 2 cinem gegcbenews Zahlensystem cin be-
gleitendes Systen, so ist eine charakteristische Gleichung  des lelotern
ein Theiler der entsprechenden churakleristischen Gleichung des gegebenen
Systems. ' L

Denn withlt wan die Basis des gegebenen Lahionsy;t‘mna $0, dass
die r ersten ["roductgleichungen desselben die Productgleichungen des
begleitenden Systems werden,

. “! i A X
Ty == Z Ay Xt (_l, k, l==1 ... 7)
L4
W - S A
/ Y r-hi
Frii = ot Txle ‘\117, {==1..- n )
oy
o ist anmittelbar ersichtlich, dass die charakteristische Gluichung des

begleitenden Systems

et

(@) P e e N A
!

die charakleristische Gleichung
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{2 ab oy — dikm!‘ =0 (1, ky l=1...n)
¢

des gegebenen Systems theilt. Dasselbe gilt bezliglich der andern
charakteristischen Gleichung. —

Was die Ranggleichung anlangt, so ist der entsprechende Satz
auf anderm Wege zu erweisen:

Satz 21. Die Ranggleichung cines begleitenden Systems ist Theiler
der Ranggleichung dcs gegebenen Systems.

Ist die Ranggleichung des gegebenen Systems

3) @™ — byt b by =0
und die des begleitenden Systems
(4) P - hl/mm’ -1 + e . i }l,;.' — 0’

ferner o diejenige “ahl des begleitenden Systems, die der Zahl « des
gegebenen Systems entspricht, so miissen die Relationen

o — Bt e = hye® = 0,

e B e e fet = 0
zusammen bestehen.  Dies aber ist, wie im analogen Falle beim Be-
weise des Satzes 16 gezeigt wurde, nur méglich, wenn die Gleichung (4)
die Gleichung (8) theilt. Uebrigens ist hierbei die Identitdt der
Gleichungen (3) und (4) nicht ausgeschlossen. — Unter Riicksicht-
nahme auf die Siitze 14 und 15, welche aussagen, dass zum linearen
Coefficienten jedes irreductiheln Theilers einer charakteristischen (Hei-
chong eine Form mit Polareigenschaft gehdrt und zwar zu ver-
schiedenen Theilern auch verschiedene Formen mit Polareigenschaft,
kénnen die begleitenden urspriinglichen Systeme eines Zahlensystems
des Nithern untersucht werden. Zunichst hat man

Satz 22. Die beiden charalteristischen Gleichungen eines urspriing-
lichen Zahlensystems sind Potenzen einer und derselben irreductibeln
Glechung.

Denn aus der Existenz zweier verschiedener irreductibler Theiler
der charakteristischen Gleichungen wiirde nach Satz 15 folgen, dass
dem Zahlensystem zwei verschiedene Formen mit Polareigenschaft ent-
stammen; dasselbe wiire dann nach Satz 10 kein urspriingliches. Da
die charakteristischen (:leichungen stets von gleichern Grade sind, so
sind sie in diesem Falle identisch.

Satz 23. FEin Zahlensystem, dessen Ranggleichung irreductibel st,
und welches sich aus dem lincaren Cocfficienten der Ranggleichung er-
zrugen lasst, ist ein wrspriingliches.

Denn ein begleitendes Zahlensystem miisste mit dem gegebenen
Zahlensystem die Ranggleichung gemein haben, da letztere irreductibel
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ist. Dann wiirde auch der lincare Coefficient der Ranggleichuug dem
beglcitenden Hystem entstaminen; da derselbe nber das gegebene System
erzeagt, so muss jedes begleitende System mit dem gegebenen System
identisch, letzteres also urspriinglich sein.

Satz 24. Die Ranggleichung eines wrspriinglichen Zahlensystems
ist irreductibel.

Es sei
)] @ — byt - By =0
der irreductible Theiler der charakteristischen Gleichung eines urspriing-
lichen Zahlensystems. Aus dem linearen Coefficienten h,, dem eine
Form mit Polareigenschaft zugehdrt, muss sich das System erzeugen
lassen. Erselzt man nun u durch die reciproke Zahl 4, so geht nach
Punkt 4 des dritten Paragraphen &, (u) in:

} N ]I'm -1 (u‘
(6) hy ()= b (%)
iiber. Setzt man danp ¥ = v -2, so wird #==1w-v und pnach
Punkt 5 desselben Paragraphen wird
) b (6.0
M ety = - " !

h - (Y h;‘ (@)

Setzt man hier n linear unubhiingige Yahlen fiir 2, so erhili
man # linear unabbingige Formen von v, . . . 9., dargestellt als
rationale Functionen von z, ...w, mit dem gemcinsamen Nenner hi,(v).
Nun ist nach Satz 17 der kleinste gemeinsame Nenner von vy ...
das von @ frele Glied der Rauggleichung. Es muss also die Rang-
gleichung des Systems emn Theiler der Gleichung (b) sein; da letutere
aber irreductibel ist, so ist die Ranggleichung mit ihr identisch.

Satz 95. Dic vorschiedenen irveductibeln Theiler einer charakie-
ristischen Gleichung eines Zuhlensystems sind die Rangyleichungen der
saémmtlichen das Zahlensystem begleitenden vrspriinglichein Systeme.

Denn da nach dem 21. Salze die Ranggleichung eines begleitenden
Systems die Ranggleichung des gegebenen Zahlensystems theilt und
letztere nach dem 16. Satze wiederun die charakteristischen Gleichungen
des Zahlensystems theilt, so wird jede Ranggleichuny eines begleitenden
urspriinglichen Systems Theiler der charakteristischen Gleichungen des
gegebenen Systems sein.  Andererscits erzeugt der lineare Coeflicient
jedes irreductibeln Theilers einer charakteristischen Glewchung ein be-
gleitendes System, dessen Ranggleichung eben dieser irreductible Theiler
ist und welches demnach urspriinglich ist.  Es besitzt also auch eine
charakteristische Gleichung eines Zahlensystems keine andern irre-
ductibeln Theiler, als solche, dic Ranggleichungen der begleitenden
urspriinglichen Systeme sind.
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Daneben ergehen sich die Corollave:

Corcollar L Jeder irreductible Theiler einer charalteristischen
Glichung ist Theller der andern chavakteristischen Cleichunyg  und der
Ranggleichung.

Corollar 1. Dir Coefficienten. eincr charakteristischen Gileichimg
sind homogene rationale Frunctionen nur von don Parametern der Laklen
der begledenden wrsprimglichen Systeme.

In der That ist jeder irreductible Theiler einer eharacteristisclhen
Gleichung als Ranggleichung eines urspriinglichen Systems nur ah-
hiingig von den Parametern elner Zahl des begleitenden urspriinglichen
Systems.

§ 7.
Die Killing’sche Gleichung eines urspriinglichen Zahlensystems.

Um vollstindige Kenntuiss von den Bigenschaften der urspriing-
lichen Zahlensysteme zu erhalten, wmuss man die Killing'sche Gleichung
derselben ebenlalls in Betracht ziehen,

Bezeichnet man der Kiirze halber dicjeuige Gleichung, deren
Warzely die siimmtlichen Differenzen zwischen den Wurzeln ejper
andern Gleichung sind, als die Warzeldifferenzengleichung der letzteren,
so kann man zeigen:

Natz 26. Dic Killing'sche Gleicluny cives Zahlensystoms , fdas nour
ein emnziges begledendes wrspriingliches System besitet, ist Polenz der
Wureeldvfferenzengleichung dev Langgleichung des begleitenden wrspriing-
fichen Systems,

Ist die Ranggleichung des begleitenden urspriinglichen Systems

(N @ — bt by, =

so it die charakteristische Gleichung des gegebenen Zahlensystems
Potenz dieser Gleichung und jede nicht verschwindende Wurzel der
Killing'schen Gleichung nach Natz 18 Differenz zwischen Wurzeln der
Gleichnng (1) Nuch dem Corollar desselben Satzes ist forner die
Killing'sche Gleichung des gegebenen Systems, abgeschien von  den
verschwindenden Wurzeln, Potenz der Wurzeldifferenzengleichung von
(1). Es soll nun nosh gezeigs werden, dass dies aueh mat Ritcksicht
anf die versehwindeuden Wurzeln statt hat.
Bildet mau also die Warzelhiffercuzengleichung von (1):

@ O e dy g e = )

und entwickelt die Kiiling'sehe Gloichuns:

3) ] M (a3~ i) g A‘.kg‘l w0 (i, k=1 ... n
"
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nacit Potenzen von ¢ in
) 0" - et =0
so st der Quotient ¢, : d, eiue ganze Zahl dic anzeigt, wie oft jede
nieht vevsehwindende Wurzel von (2) Worzel von (4) ist. Der Coeffi-
cicnt d, der Gleichung (2) durch die Coefficienten dor Gleichung (1)
ausgedriickt, betriigt
3) dy=—=—2mh, 4 (m — 1) b2

Durch dieselben Grossen muss sich der Coefficient e, der Killing'-
sehen Gleichung ausdriicken lassen.  Aus (3) findet man

s

N

20, == N (e - ard oy — ald wen, (s, i kyl==1... %)
-

und daraus

2 A NT oy ) X
(6) ¢y == ‘: Ryt Uy iy — \: e tprigty (8, 4, k, l=1_. .
Sk, CX NN
Do Werth des ersten Theiles idieses Ausdrucks erhiilt man, wenn
man in dem linearen Coetticienten der charakteristischen Gleichung
durch #? ersetzl; derseihe ist demmach

. ¢ .
N2, 4 B

Was den zweiten Theil des Ausdeucks anlangt, so muss auch er
gty
dureh &y und A, darstellbar sein, also nach dem Corollar 11 des Salzes 25
nur von den Parametern emer Zahl des begletienden urspriinglichen
Systemms abbingen. Sein Werth erseliliesst sich aus der Bemerkune
o twl ™)
dass aus der Porm

(1) /-; (e des U, (s 6y l==1...n)

eyt
durch die Substitution w == 2w cine Form wit Polareigenschaft hervor-
geht wnd desgleichen aus der Form

(Ta) 2 Uhs ey (s, 6, k=1...n).
8k
Es ist also der aweite Theil des Ausdrucks (6) eine guadratische
Form solvher Grissen, denen Formen mit Polareigenschafl entsprechen
und die lincar aus dea Parametern ciner Zahl des begleitenden urspriing-
150 solche Grisse ist aber I'Irl,

lichen Sy=tems gebildet sind.  Die ving
und es wird demzufelie der zweite Theil von {8) r/,* werden, wenn
mit r eine noch niher zu bestimmende Constante vexzeichnet wird.
Es 1st also:

n

€y ==, (= Zhy - b vk
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und da ¢, mit d, proportional sein muss, so 18t 7 = — und

m?

(8) Cy = no (Z?‘

m?

Es ist also

ot eine ganze Zahl und die Killing’sche Gleichung (4)

ist die "-?.‘— o Potenz der Wurzeldiffevenzengleichunyg der Gleichung (1).

Die Anzahl der verschwindenden Wurzeln der Killing’schen Gleichung

ist dann durch -:i gegeben. —

Handelt es sich nun darum, die Killing'sche Gleichupg eines
urspriinglichen Zahlensystems aufzotinden, so braucht man nuch dem
eben bewiesenen Satze nur die Anzahl der verschwindenden Wurzeln
derselben zu kennen. Mit Ricksicht darauf, dass ein urspriingliches
Zahlensystem aus einer Form mit Polarcigenschaft crzeugl wird, kann
man den 19, Satz heranzichen. Nach diesem Satz muss die Anzahl der
verschwindenden Wurzeln der Killing'schen Gleichung eiues urspriing-
lichen Zahlensystems der Amzabl der mit einer allgemein gewihlien
Zahl des Systems vertauschbaren Zahlen gleich sein. Dicse Anzahl
wird zufolge nachstehenden Satzes gefunden:

Satz 27.  In cinem wrspringlichen Zallensystem bilden die linear
unabhédngigen Polenzen der Zahl i dus volle System lincar unabhdngiger
mit u vertauschbarer Zahlen.

Ist nimlich die Ranggleichung des urspringlichen Systems, die
nach dem 24. Satze irreductibel ist, die Gleichung:

9 " —~ iy (u) ot e R () =0,
so hat jede mit u vertauschbare Zahl v die beiden Relationen

10 vm — h(p) . vt o hp(v) =0,
(10) W — by () w4 Ry, (ww) 0 =0

zu befriedigen. Durch Anwendung des Verfahrens, das zur Auf-
suchung des grissten gemeinsamen Theilers zweier rationaler Fune-
tionen dient, kann man aus diesen beiden Relationen eine dritte her-
leiten, die in » von mbglichst geringem Grade ist. Bei Anwendung
dieses Verfahrens aber kann man » wie eine gewdhnliche Grisse, u
wie eine Wurzel der Ranggleichung behandeln. Setzt man noch in
Stelle von v die Zahl @¥-J- 4» und ersetzt in den hierdurch um-
geformten Relationen (10) die Potenzen von ¢® -+ 1» durch die gleich-
hohen Potenzen einer gewdhnlichen Grosse x, dic Potenzen von u
durch die gleichhohen Potenzen einer Wurzel @ der Ranggieichung,
so geht die beschriebene Aufeabe in die iiber, die gewcinsamen
Waurzeln der Gleichungen:
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am — k(0" Avyamt A R (0 A) =0,
@™ z™ — hy (w4 Auv) otz 4 oo Bp(ud duv) =0
aufzufinden. Diese Gleichungen kbnnen aber nicht mehr als eine ge-
meinsame Wurzel haben, da sie fiir 2 =0 in

z— 1 =0
(1 NI
@™ um e fiy (u) @1z 4 A B (u) =0

iibergehen, und da wegen der Irreductibilitit der Ranggleichung die
zweite Gleichung (11) nur cine Wurzel o =1 hat, Die gemeinsame

Wurzel der Gleichungen (10) kann, da sie rational durch die Coeffi-
cienten beider (ileichungen dargestellt wird, in die Form

Ze=py+p o0+ A pag@m?
gebracht werden. Iis ist also auch

(12) o b Ae = Pyt 4 pu A -+ pag

womit der Satz, dass jede mit u vertanschbare Zahl als lineare Form
der nicdrigsten unabhiingigen positiven 'otenzen von u darstellbar ist,
bewiesen ist.

Es ist danach mit Riicksicht auf den Satz 19 die Anzahl der ver-
schwindenden Wurzeln der Killing’schen Gleichung eines urspriing-
lichen Zahlensystems gleich dem Grade der Ranggleichung des Zahlen-
systems; uud unter Heranziehung des 26. Satzes folat:

(10)

Satz 28. Die Killing'sche Gleichung eines wrspriinglichen Zahlen-
systems ist dic Wurzeldifferenzengleichung der Ranggleichung.

Da ferner der Grad der Killing’schen Gleichung des Zahlensystems
gleich der Anzahl der Grundzahlen des Zahlensystems ist, so folgt
weiter:

Satz 29. Die Anzahl der Grundzahien cines urspriinglichen Zahlen-
systems st gleich dem Quadral des Grades der Ranggleichung.

Es sind dann anch die charakteristischen Gleichungen des urspriing-
lichen Zahlensystems identisch mit der ersten I’otenz der Ranggleichung.

§8
Die Normalform des urspriinglichen Zahlensystems.

Es kommt nun darauf an, eine Normalform fiir die Product-
gleichungen eines urspriinglichen Zahlensystems zu finden. Zu einer
solchen gelangt man, ausgehend von den Ldsungen der Gleichung
() O . L= TU

Zuniichst sei das vorgelegte Zahlensystem ein ganz beliebiges.
Damit die Gleichung (1) eine Losung besitze, muss @ eine Wurzel
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einer charakteristischen Gleichung sein. Verschwinden fiir diesen
Werth von w alle Unterdeterminanten der Determinante

E @ty — ' Gk L) L)

‘
bis ausschliesslich zur r'n Qrdnung, so besilzt die Gleichung (1) » linear
unabhingige Losungen

@) 20 g,
Es bilden aber auch die Zahlen
@) vz, pa®

ein voiles System linear unabhiingiger Lisungen der Gleichung (1,
milssen sich daher linear aus den Losungen (2) zusammensetzen lassen
in der Form

(4) pa = > v (&, F=1...1),
&
wo die (Grossen vz lineare Formen von o, ...z, sind. Wird statt »

das Produet vew gesetzt, wo ergiebt sich eine doppelte Darstellung der
Lisungen von (1), némlich:

(5) vwa® = D wwpa® (k=1 ...7)
b3

und

(6) wip B == 2 et AR (@, ke, L= ... 1)
k2

woraus

3] .
) (w0 = Z Vg0 (i, by le=1...7)

i

zu schliessen ist.  Ks kinnen dunn durch Wahl vines bestimmten
Wertlies vou u die von u abhiingigen Coefficienten der linearen Formen
vee und e, constant gemacht werden, Danu bilden die linear unab-
hingigen unter den Formen v, die Paramecter einer Zahl eines he-
gleitenden Systems, dessen Productgleichungen die linear nnabbiingigen
unter den Gleichungen (7) sind.

Es sei nun das vorgelegte Zahlensystem ein urspriingliches mit
m* Grundeshlen. Dic Anzahl der linear unabhingigen Lésungen dev
GGleichung (1) kann dann nicht mehr als m betragen, da die charak-
teristische Gleichung je m gleiche Wurzeln hat; sie kann aber auch
nicht weniger als = betragen, weil sonst aus den Gleichungen (7)
die Existenz eines begleitenden Systeras mit weniger als m? Grundzahlen
folgen wiirde. Ks ist also » == m. Wie die m? Formen v,; aus den
Parametern 2, ... 2, linear zusammengesetzt sind | =0 lassen sich um-
gekehrt die Parameter v, ... v, linear uns den v, zusammensetzen,
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By kann daber die Basis o) ..o e, des urspriinglichen Zahlensystems

durch eine Basis ¢, (7, b =1 ... ) ersetat werden, so dass die
Zahl «:
(8 T == 2 T Cix (b k==t LLom)

ik

wird, md die Productgleichungen des Zuhlemsystems:

(9) £ o= \7 Ly Uy ok =21 o0 m).
b

Man hat also den Satz:

Satz 30, Die Basis jedes wrspriinglichin Zablensystems von m?
Gruwdenkden kann so geredhit werden, dass die Lroductyleichangen die
(;'I‘Sf(df

. T _
A == 2 gty Gk, l=1 ... m)
i

annechanen.,

ITE. Abschnits.

Zuhlensysteme und zu ilmen gehirige Gruppen.

§ I
Beziehungen zur Theerie der Tranmsformationsgruppen.

Nach FErledigung der urspriinglichen Zahlensysteme kann die
Untersuchung der tibrigen Zahlensysieme in Angrifl’ genommen werden

Es macht sich dabel sebr bald das Bediirfuiss nach einer er-
weiterten Auffassung des Systems der Productgleichungen eines Zahlen-
systeros geltend; man erzielt eine bedeutende Vereinfachung, wenn
man sich von voruherein jetzt eine allgemeinere Aufgabe stellt, die
der Theorie der Transformationsgruppen entspringt. Zuvirderst soll
daher soviel als erforderlieh iiber dicjenigen Transformationsgruppen,
die hicr in Betracht komumen und iiber die Beziehung ihrer Theorie
zur Theorie der Zahlensysteme bericlitet werden.

Durch die m Gleichungen:

(1) 1‘,:2 bix (1) 2y (6, k=1 ... m),
k

deren Coefficicnten lineare Formen von % Parametern o ..., sind,
wird eine Schaar linearer Transformationen der Grossen Wy
in @...2, definirt. Ergeben irgend gwei Transformationen dev Schaay,
nack einander ausgefidit
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zi"c—,zzb;;(u_) z GG, l=1...m),
7 WZb‘k(v)zk h,l=1 ... m)

immer wieder cine Transformation der Schaar, so bilden simmiliche
Transformationen der Schaar ¢ine Gruppe. Damit dies stattfinde,
miissen n Grossen z, ... v, auffindbar sein, die den Gleichungen

(2) D) = D) ba(w) bule) G,k L=1...m)

geniigen. Ks werden z, ...z, die Verinderlichen, %, ... u, die
Parameter der Gruppe genannt.

Als wesentliche Bedingungen sind die beiden folgenden zu be-
trachten:

1) Die Grossen b;(u) lassen sich nicht als lineare Formen von
weniger als # Parametern darstellen.

2) Die Determinante |b;; ()| verschwindet nicht identisch.

Der ersten dieser Bedingungen zufolge miissen sich #, ... wu. aus
den b, (1) berechnen lassen. Es wiissen sich also auch aus den Glei-

chungen (2) die Parameter »," ... v, als bilineare Formen von w, ... u,
wnd 2, ...v, berechnen lassen:
. . NT 6 .
(3) v = 2 @y U ¥ @, k,l=1...n)
%1

Zwischen den constanten Coefficienten dieser Gleichungen miissen
zufolge der identischen Gleichungen

2D (bistw) - b)) - Bia(o) = 2 bigtw) .+ (bs ) bus(v)
X gt
G, j, by L=1...m)
Beziehungen besteben; dieselben sind, wie leicht ersichtlich, die
folgenden

(4) 2 al, a}kzZa:y i, (G, 7,k U, s=1...%).

s L]

Setzt man fiir den Augenblick:
c;,,(u)==2a}ku, (iy by j=1...m)
j

und

ui'uzaiz‘wk“x (6, k, I1=1...mn)
k4
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so folgt aus den Gleichungen (4):

(4a) cu(u) = 2 iy (00) 51(30) G, L, s=1...%).
s

Es definiren alsa auch die Gleichungen (3) eine Gruppe, deren
Veriinderliche v, . . o, sind: dic Paramelergruppe der Gruppe (1).

Die Bodmanng, dass dic Determinante [ (w)| nicht identisch ver-
schwindet, verlangt die Aufldsbarkeit der Gleichungen (1) nach z, ... 2.
Es sind daker auch die Gleichungen (2) i Allgemeinen sowohl nach
den b;i(u), als auch nach den 0,;(») auflésbar. Da sich alsdann auch
%y .. . U aly rationale Functionen von v, ..., und ¢, ...v,, oder

¥y ... v, als rationale Functionen von # .. .#, und w,...u, dar-
stellen lassen, so miissen auch die Gleichungen (3) im Allgemeinen
auflosbar sein, sowohl nach ;... wu,, als auch nach » ..., Die
Determmanten

und \2 ol ul; (, k, l=1.,.n)
!

1 - .
® | e
i

diirfen daher nicht identisch verschwinden, Es wird dann auch eine
Teansformation der Gruppe mit den Parametern (u%), ... (u%), geben,
dis jedes Werthsystem der Verdinderlichen 2, . . . a,, in sich selbst
transformirt, die Jidentische Transformation. Die Gleichungen (3),
deren Coeflicienten den Bedingungen (4) geniigen und fiir die die
Determinanten (5) nicht identisch verschwinden, bilden das System
der Productgleichungen cines Zahlensystems.

Es lisst sich also die Beziehung, in der die Grappe (1) zu einem
Zahlensystem steht, in folgende Worte fassen:

Satz 31, Besilzen die Gloeichungen  viner Gruppe linearer und
homogener Transformationen Coefficienten, dic lincare Formen der Para-
meter sind, so bilden die Gleichungen der ihy zugehivigen Parameter-
gruppe das System der Productgleichungen eines Zahlensystems.

Die Gruppen der hier betrachieteu besondern Art sollen zu Zahlen-
systemen gekirige Gruppen genaunt werden. Jedem Werthsystem «, ...u,
der Parameter der Gruppe entspricht eine Zahl » des Zahlensystems;
und zwar erhiilt man, wenn nach einer Transformation mit den Para-
metern v, . .. v, eine Transformation mit den Parametern Uy . Uy
ausgefithrt wird, eine Transformation, deren Parameterwerthe dem
Producte der Zahlen % und v entsprechen. Der identischen Trans-
formation der Gruppe entspricht die durch den Satz 1 definirte Zaht 4%, —

Man kann dem Satze des vorigen Paragraphen, von dem durch
das bisherige bezeichneten (esichtspunkte aus, die Fassung geben:

Satz 32, Die Droduclgleichungen  cines  wisprimglichen  Zahlen-
systems mit. m? Grundezahlen smd dle Gleichungen  der  Parameter-
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gruppe der allgemeinens lncaren homogenen Gruppe von wm Verdnder-
liclen.
Als allgememne lineare homogene Gruppe wird eine Gruppe:
el n } [ }

{6) ;0 =2 Uig L (¢, k=1 ... m)

k

bezeichnet, deren Coefficienten sitamtlich von einander unabhiingig
sicd. Die Gleichungen der Parametergruppe derselben sind:

©) v/kzz W, Vi (i, k, t=1...m),
[

und diese sind gleichzeitig die Productgleichungen eines in der Normal-
form vorliegenden urspriinglichen Zahlensystems von am* Grundzahlen, —
Es sei an dieser Stelle noch der spiiter gelegentlich zur Ver-
wendung kommende Bogriff einer Untergruppe, sowait lctetere za
einem Zablensystem gehiri, besprochew,
Werden die Paraweter einer zu einem Zallensystem gehbrigea
Gruppe )
(®) 2 = 2 bix{w) ax (¢, F==1...m)
& !
linearen Transformationen unterworfen, so entspricht jeder soichen
eine Aenderung der Busis des zugehiigen Zahlensystems. lis kann
nun eintreten, dass die Parameter 2, ..., w.1...u, der Gruppe
sich so wilhlen lassen, dass vermdge der Gleichnngen der Parameter-
gruppe
v = 2 ey wew, (g, b, l=1...mn),
ki

wenn
gt = =ty = 0)
und
Vpga ==+ + - =Y, =
gesetzt wird, auch

’U,:,H = e e mvn' = 0

wird. Das Nulisetzen der Grossen ,4q... %, mag in den Coefficienten
der Gruppe (8) dadurch angedeutet werden, dass in ihnen w durch u
ersetzt wird, Verschwindet nun dic Determinante

ibik(u)i U) h==1... ‘u‘l)

nicht ideutisch, so bilden die Gleichungen

€)] 2y == 2 D {0 o (f, h==1...m)
P

die (ileichungen einer zu einem Zahlensystem gehorigen Gruppe. Man
tberzeugt sich leicht, dass die Gleichungen (9) alle hicrzu erforderlichen
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Kigenschalten aufweisen. Es wird dann die Gruppe (9) eine Unier-
gruppe der Gruppe (8) genannt, und zwar eine zu cinem Zahlensystem
gehirige Untergruppe.  Bs brancht wohl kaum erwilnt zn werden,
duss jede zu einem Zahlensystem gehrige (iruppe in m Veriinderlichen
Untergruppe der allgemeinen linearen und howogenen Gruppe in m
Verdnderlichen ist.

§ 2.
Bogleitende Gruppen.

Die niihere Untersuchung der zu Zahlensystemen gehdrigen Gruppen
stiitzt sich hauptsiichlich auf den Begriff der begleitenden Gruppen.

Lassen sich die Verinderlichen einer zu einem Zahlensystem ge-
hirigen Gruppe so withlen, dass die Gleichungen der Gruppe die
Gestalt

;1;,-'==21);k(u) Tr (i, k=1 ..,.p),
X

, =1 ...m-—p
i = 2 Bo () 24 (k =1...m )
- ..

(L
erhalten, so definiren die p ersten dieser Gleichungen ebeufalls eine
Gruppe. Die Bedingungen hierfilr, nimlich die Existenz eines Glei-
chuugensystensy

2) b,k(u’)mz balw) bule) (5, b, I=1 ... p)
I

und die Auflsharkeit der p Gleichuugen pach #, .., %p sind bereits
unter den Bedingungen der Gruppeneigenscbatt von (1) enthalten. Fs
soll die s0 evhalterne Gruppe cine die Grappe (1) begleitende Gruppe gc-
rannl werden.  Ebenso zeigt sich, dass auch die Gleichungen

(3) Tppi = 2 pji, p 41 ) Tpgr Uy h=1...m—p)

k
eine Gruppe detiniren. Dieselbe soll als ecine Nebengruppe der Gruppe
{1) bezeichnet werden.

Durch emen, der Erzeugang hegleiteuder Zahlensysteme analogen,
Process lassen sich begleiteude Gruppen einer zu einem Zahlensystem
gehorigen Gruppe auffinden.

Bildet man eine lineare Forn der abbingigen Verinderlichen der,
in uligemeiner Form vorgelegten, Gruppe

) Ty = Z’ Uiy (u) 2y e, k=1 ... m),
k

Mathematische Annalen, XLI, 4
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so it diese eine bilineare Form der nnabhiingigen Verinderlichen und
der Parametor;

{5) 2 ;2 == 2 & big(w) &y (iy k=1 ...m)
i ¥

Definirt man die Paremeter »," .. . u, durch die Gleichungen

bip(u’) = 2 Du(re) by (¢, k, l=1...m)
]

und triigt sic in die Gleichong () ein, so geht letstere mit Ritcksicht,

auf (4) m

('1) 2 o hr‘k(“’) mkl ki Z’ o b;k(u') Xy (Z, kF==1... m)
ik ik

ither. Aus dieser Gleichung wird elne hegleitende Gruppe von (1) auf
folgendem Wege gefunden. Lassen sich die m Formen

D) whisle) (ke m)
durch p unabhiingige lineare Formen von w, ... u, linear darstellen,
ctwa durch f,(u) ... f,(u), so wird aus (5):

(1) DBy e = D Blayy (=1 m)

wo 2, ...z, lineare Formen von z, ... a, sind. Durch lineare Trans-
tormation der Veriinderlichen der Gruppe kann iibrigens erreicht werden,
dass diese Formen gerade gleich =z, . .. z, werden, so dass ans (7)

@ D hwa = DB G=1...m

hervorgeht. Es lJussen sich dann %, ... w, so wihlen, dnss alle
Grassen f,(w) ... B, (w) bis auf B:(w) versehwinden. Lisst man ¢ die
Zohlen 1 ... p durchlaufen und beachtet, dass die Grissen §;()
hneare Formen von wu, ... u, werden, so folgt aus (8) das Gleichungen-
system

(9) m;:z balwyz (i, k=1 ...p),

darck welclies eine begleitende Gruppe von (4) definirt wird. Bezeichnet
wan diese Merleitung ewner begleitenden Gruppe als Erzeugung der-
setben ans einer Form, so kann man sagen:

Satz 33.  Ldsst sich cine Uneare Torm der oblingigen Veyivder-
licken ciner zu cinem Zahlcnsystem gehiorigen Gruppe als bilineare Form
von p wnabhingigen lwegren Fermen der Parameler wnd also aneh
von poaunabbingigen limcaren Lormen der unabhingigen Verénderlichen

o
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[3

durstelloi, ca cvecugl siv ebne Gruppe in g Verdnderlichen, die div ge-
.(/87)/?)2(' (l,;i'h"n:;). /:(‘l(//g/[/'[,

Div Anelogiv wab doem Sadze 7 0dHE fn die Ansen. Bebrigens

st die identiiid

dev gegebenen Gruppe mit der beglenenden Groppe

nicht awsresclilossen. Ferner hat man in Avalogic Jes Miizes 8

den Satw;
Rutz 3 dede o engende Yorm eiver beglosienden Gruppe s
linewre Lovre der Virdpderlichen des begleitenden Grupg.
Devn die friviclmg (3) ist wwr cine andere Form der Gleichuny
{6); e ist also:
S . 3o, ... m
S G i) ey = \,‘ B (w
et =1 ... p.

o) -
dowci

ton
und wenn {Niv v o w, die Parameler der identisehen Tranaformetion
wesetet werden, o {oloy hieraus:

-y A SR TN
1) i, o, e N pn) 2/ )
(10 : , .‘/7_ (1) . o p/

wodurch der Satz bewiesen ist.

§ 3.
Transitivitit und Intrawsitivitit,

s machen sich, wie bei fibuiichen Untersnchungon, so auch hier
die Unterscinede wwischen transitiven und intransitiven Gruppeu goltend ;
doch gelingt es die Behandluny letzterer anf die ersterer zaviickzufithren.

Kine Gruppe lieisst transitiv, wenn es im Allgemeinen mbglich
ixt, vermittelst einer Transformation derselben ein heliebig vorgegebenes
Werthsysten dor Yeriinderlichen #, . .. @, in ein anderes lcliebig vor-
gegehenes Werthsystem ) ... «,, iiherzafilhren; sie heisst intransitiy,
wenn dies i Aigemcinen nieht moglich ist.

B ast dinach eine zu cinem Zablensystem gehirige Gruppe

O 2 == Uy k=1 ... m)

transitiv, wern 2. .. v, als linears Porwen blos von My .. 2, be-
trachtot, von cmander wnabbiinelys sind; sie st intea

asve, wenn
oo wl dave wesiger als o Formen von wy Lo, olwa o - 7
wraibhiimgnze | bnear sieh daestelion e,

Hae dieser Frage niiher 2y treter, daur nan dic in folgender
Weise aus der treappe (1) derivivte Cruppe henatzon,

Es seien ¢, .. ¢, m verinderliche Grissen, die bei jeder Linearen

4
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Transformation von 2, ..., in z, ...z, sich derart in e o
. . e ‘
transtormiren, dass
. N, " .
; f4Fy = & x {i==1 ... m)
H 1
wird. Unterwirfi : ulso die Grosse €, el \ Y j
rit men also die Gordssen z, . . . «,, ciner Transformation
o . . . B .
der Gruppe (1), so unterliegen dic Grossen ¢, . .. g, der Trausformation
hi
(2) Oy = N b () ¢ (4, I =

I

m).

Die durch die Gleichungen (2) definirte Gruppe mag die zur Gruppe
(1) conjugirie Gruppe genanut werden.
7 Man sieht sofort cin, dsss, falls die Gruppe (1) eine begleitende
Gruppe besital, auch ihre coujugirte Gruppe eine solehe bhesitzt; und
zwor wird die conjugirte Gruppe der begleitenden Gruppe Nebengruppe
an der coujugirten Gruppe, wihrend die conjugirte der Nebengruppe
begieitende Gruppe der conjugirten Gruppe wird.  Das tber Jdie
FErzeugung begleitender Gruppen aus lineaver Formen der Veriinder-
lichen Gesagte findet auch anf die conjugivie Gruppe Anwendung.

Man kanu nunmehr zeigen:

Satz 35. Jede infransitive su emem Zahlewsystem gekirige Gruppe
besitat eine tronsitive begleirnde Chrappe. :

[st namlich die Gruppe:

-
L \ L4 o SIS
X, == Dbk an (¢ h==1...m)
*
intransitiv, so sind die m Formen von a4, . .. 2,:

E,‘ biplu) ay {4y b= 1 ... m),
%

wic aveh @, ... @, gewdblt sein mbgen, nichlt unabhiingig von ein-
ander, sondern durch weniger als s, etwa m - p lineare unabhiingige
Formen von w, ... un, linear durstellbar. Dann muss nach dem
$3. Batze die lineare Form der Veriinderlichen der conjugirten Gruppe

2 v Zy o bl ¢f i, h=1._..m
¢ ik
vime oeglsitende Greppe der letatern in o - p Verdnderlichen er-
zougen; es besitzt alw anch die gegebene Gruppe eine bhegleitende
(?rnppe und zwar in p Veriinderlichen.  Kine intransitive Groppe be-
sitzt alzo stety eine wicht nut ihr identische begleilende Gruppe. Da
nun jede zu einem Zahlensystem gehdrige Gruppe von einer solchen
Gruppe hegleitet wird, die selbsl keine weitere begleitende Gruppe
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besitzt , so kanu letztere jedenfalls nicht intransitiv sein und es besitzt
somit jede zu einemt Zallensysiem gehbrige intransitive Gruppe eine
begleitende transitive Gruppe. —

Es ist bereits oben die Parametergruppe

)

D@ e vy ((, k, l==1...2)

k1

einer zu einem Zahlensystem gehorigen Gruppe ihren Kigenschafien
nach in ciner Weise dargestellt worden, die hier zu Statten kommt.
Die Gleichungen (3) als Productgleichungen eines Zahlensystems unter-
liegen linearen Transformationen nur in der Weise, dass jede lineare
Transformation aof alle drei Heihen vou Parametern gleichzeitiy aus-
gefiilhrt werden muss.  Sieht man jedoch die Gleichungen () als
Gleichungen einer Gruppe it den Veriinderlichen », ... ¢, an, so
sind 2, ...u, die Parameter der Grappe; lincare Transfovinationen
der Verinderlichen der Gruppe sind dann solehe, die gleichzeitig blos
auf die Grosseu o .. .1, und #/ .. .2, ausgefiihrt werden. Fasst
man die Parametergruppe iu diesem Sinne, so besteht der Satz:
Satz 25, Jede transilive su einem Zallensystere gehorige Gruppe
lisst sich als begleitende Gruppe tirer Parametergruppe cuffassen.

Depn ist die Gruppe

Q) a, = :5 boa(n) s @, k=1...m)

k
Lransiliv, so lassen sich m Gréssen a,... @, so wiblen, dass die
m (Grossen
4 '
2, = 5N Ui i) ey G, h=1.. m

A
von einander uuabhiingige lineare Formen von ¢, . .. ¢, sind. Selzt
man dann:
e D balwie (ke
P
indem man ¢, ..., durch die Gleichungen der Parametergruppe,

oder was dasselbe ist, durch die Gleichungen
b)) = 2 bii(w) b ) (i, by L=1...m
{

definirt, so wird
. Y, .
(5) 2z = Z b)) 2

Man kann nun offeubar die Gruppe (4) durch die ihr an Gestalt
gleiche Gruppe (7) ersetzen.  Letaterve ist aber cine begleitende Gruppe
der Paramelergruppe von (4), da jhre Verdnderiichen unabhiingige
lineare Formen der Veriinderlichen der Parametergruppe sind. —-

7).
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Dor Varthe er aus dies &7 rwit i )
- Ul’,d“ aus dieser Betrachiung erwiichst, liegl Jarin,
duss aur werrern Untersuchung der Gruppen dicjengen ligenschaften
ihver Puraroetergy i eh die sachang des Zah
hver Paraneterg appen, die durch di tntersuchuny der Zahlensysteme
i Jetet belmnit sind, herangezogen wenden Lonpen,

§ 4
Die urspriinglichen Gruppen.

Ks wird sich jetat durum handeln, die Bigenschalten doyg;
zu Zuhlonsystemen geliorigen Gruppen lestzustellen, ‘
seibst keine begleitende Gruppen besitven,

Ihe allgemeine lincare und homogue Gruppe

> Wip Ly (b=l p)

i >(f£-
Higeiy

die wusser sich

o~
—
—

k
//.':*.sz,l/?t Jedenfulls keine begleitende Fruppe, da ihre Coelficienten von
cinander unabhiingig sind. Sic moye, dev Kitrze 1wogin, cine UPSprithg-
liche Grruppe genannt worden, mit Hindeutnng anf ilire Zugelibrigkeit
au einem urgpriinglichen Zahlensystem. By wivd sich C‘)‘\\’;)i.x(?ll D(Iuss
diese die eiuzige Gruppe ist, die keine begleitende Gruppe I)frsit’zt

Zumiichst, als Vorbereitung, sei bewiesen :

Satz 57, Jede Gruppe, diaven Lavametergruppe wus den Produnet
yleichungen mehver wrspriinglicher Zahdensysteme 'jfz(:(‘lrlz)t wird, wird
Lo .r*in.cr 2w cinem  wrspriinglichen Zohlensystem  gehirigen Gruppe
begleitet.

A .
Bz sei die Parametergruppe ciner solchen Gruppe

. g % .

@) ¢ =.—.-2 box (1) 2y Goh==1...m
i

dureh

(3) v == S”’LN“” Gy oy b= 10009,

f \7 i L )
Vepy = X Qeibrpirga ey (G ky == 1., T—
ki

gegeben, so dass die » orsten leichungen  die Productgleichungen
eines arspriinglichen Zahlensystems bilden, die dhrigen Gleichunoen

' i ten g Hleichunge
aber von den in den ersten Gleichungen vorkommenden

aber : ‘aramelern
frei sind, wic entsprechend dem Corollar des Suises 5 u

' , ach den Aus-
cinandersetzungen des 4. Paragraphen int erstew Ahsehpitt geschehen
Jkany 3 f vie i 2. Puaraer i | i

;. ll. Sildet, man nun, wie bn 2. Paragraphen dicses Absuhnitts,
Iy 0 AR 3 ) Y ‘)A g 0 t . Y (

1e dasetbst mit (6) beveichnete, eine beglertende Grappe erz

s . cugende
Gleichung & >
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: 3 . WY " - L
{4} > Wbt = llgl);,'c(’lﬁ Vo 7, h=1... n)
s 1k

s

und ordoet ste nach den Parametern:
Wi Pi (.’l}‘ — ;'u‘_'?,(\w) (1, =1... ;n)!

(G1] Z s

’ 2

so sind zuniichst wegen der Form der Gleichungen (3) « ... % nur
von 0, ..., und ..., abhingig, dic ibrigen Parameter w/p1. .0,
von diesen aber unabhiingig und es werden demgemiiss yy(&)...p (&)
hilineare Formen nur von p,{«) ... 9 (&) und 2%, ... u.. Da somil
jede liveare Yorm von p (&) ... p-() nur vom wy ... u, abhingig
senn kann, so wird cine aus einer solchen Form erzeugte Gruppe nur
oy ... zn Pavametern haben, alio 2o eineny urspringlichen Zaliirn-
eystemr peldren; denn es sind wy .. w, Paaoneter einer Zabl eines
u.rspriin:ﬂiclwn Yahlonsystems,  Seibstredend 1t ber diesem Bewese
voraesoeselzt worden, dass p () ... o (x) wicht shuwtlich vermige
dor Wall von @ . .. w, verschwinden. Es liegt zuden in dicser Yorane-

sepzune keine Bescininkaug.

Weiter st zu zeigen:

Satz 38. Jede su cinem wrspringlichen. Zhloisystomy midt p* Griid-
saklen gehirige Gruppe wird von ciner wrspriiglichen Gruppe w p
Veriinderlichen begleilid.

Es sei die gegebene Gruppe

===2(1.-;,('u} X (i Ee=1...m)
.

(6
und ihre Parametesgrappe liege in dhrer Normalform

)] Ty ﬁ:——‘.‘-\g’ Ui Uyp (yyj=1...p

7
vor, die zugleich die Normalform der Froductgieichungen des urspriing -
lichen Zahlensystems ist. Zicht man hebufs Krzengung eiuer begleitei-
den Gruppe die Gleichung (5! hevan, hicr wegen verauderter lidex-
hegeichung von der Form

‘8) Sy v () -———Zw;w/a»(ﬂﬁ) gh=1...p),

wh Y

8o ergiebt sich aus M wegen

N7 ; |
'“:M ::Z Wys Uik g hg=1...0
i

dureh Vergleichung der Coelficienten der Grissen w,,:
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.. Q . .
9 Yor (¥) =Z, Wri¥e () (g hyj=1...p).
7

Durch lineare Transformation der Verinderlichen der Gruppe (8) kann
erreicht werden, dass fiir einen bestimmien Werth von g4 die Lormen
V01(®) - . . yyp(x) gerade den Gréssen Zy - .. 7y gleich werden; es sind
dann unter den Gleichungen (9) auch die Gleichungeu

10 z, =2yyuyn, 7, hi=1...p

J
enthalten, und durch diese wird eine begleitende urspriingliche Gruppe
von (G) definirt.

Aus dem Beweisgunge lisst sich ausserdem noch schliessen:

Corollar. Gehiren swes wrspriingliche Gruppen. zu einem wnd
demselben urspriinglichen Zahlensystem, so kann erreichi werden, dass
die entsprechenden Coefficienten in beiden Gruppen gleich werden.

Auf Grund der heiden letzten Sitze lisst sich auch die Richtia-
keit des allgemeinen Satzes zeigen :

Satz 89, Jede su einem Zahlensystem gehiriye Gruppe wird von
emer ursprimglichen. Gruppe begledtei,

Nach den Siitzen 35 und 36 wird Jede zu einem Zahlensystem
gehorige Gruppe von einer Gruppe begleitet, die sich ihrarseits
als eine begleitende Gruppe ihrer Parametergruppe betrachten lisst,
Man kann daher zum Beweise des Satzes von ejuer beliebigen
begleitenden Gruppe der Parametergruppe ausgehen und zeigen, dass
jede solche von einer urspriinglichen Gruppe begleitet wird,

Die Gleichungen der Parametergrappe  als Productgleichungen
eines Zahlensystems lassen sich so ordnen, dass die » ersten unber

ihnen die Productgleichungen aller begleitenden urspritnglichen Zahlen-
systeme werden

v == E NI (G by l=1.. ")
kit

, roi fi=1...n - »
Vpy, = Z Aiy ity ( , .
" kil==1...n

Ist eine solche Anordnung getroffen, so darf keine Lineare Form von

V¢ ... vy unabhiingig von v, ... sein. Denn nach dem zweiten
Corollar des Satzes 25 ist die Determinante

. i i PR N A
e (l;ul’zi (t, ];, b=1. .om)
¢

(1)

als von  freies Glied einer charakteristischen Gleichung des Zahlen-
systems (11), eine Form nur von vy .. 2. Wire nun eine lineare

¢y
Ueber Systeme hdberer complexer Zahlen. Oh
Form von ¢, ..., unabhingig von %y ... 1y, 50 miisste dicse Defer-

minante, nach einem bekannten Satee, firv, ;= . - - =4, = 0, also
auch wdentisch verschwinden, Letzteres aber darl keinesfalls geschehen,

Eis set nup durch

(12) 2 = V(’)m\u);:,, (g, h=1...m,

: -
eine begleitende Gruppe der Parametergruppe (11) gegehen. Jede'llneare;
Form ihrer Verinderlichen £, ...z, ist lincare Form von v, ... v,
und lisst sich durch

. . .
13) 2% vy == h gt Gk l=1...%)
i ik
wiedergeben. Die Coefficienten von 4, .., u, auf der rechten S‘mte
dieser Gleichnng sind ilinears Formen von 2y ... 8, und, als gleich-
zeitige Formen von o, . o, nach dem eben gezeigten von v, ... ¥,
N o ) . . T .
abhiiugie. Dann wnss eine lineare Form von 2, . . - Zm exzstn‘on, die
nur aus ¥, . ..0, gebildet ist.  Denn wiire dies nicht der Fall, so
. J i )
wiiren #z;...2, darstellbar als linear onabhiingige Formen von v,y ...v,,
die um lincare Formen von v, ... %, vermelirt sind. Da man aber,
T h 1 : s .
ohne die Voraussetzungen iiber die Form der Gleichungen (11) zu
tangiren, .41 ...2, um beliehige Formen von v, .., u. vermebren
kann, so hiitte man es in der Hand #z, ... g, zu blossen Formen vou
Vet v, z machen. Da dies nur nicht angeht, so muss irgend eine
Form ven 2, ... 2, als lineare Form von », ... ¢, darstellbar sein.

Eie solche Form

(14 Zﬂ,-v.' ;Z-’ﬂ‘ T Gk l=1...9
i Lk

wird eine heglettende Giruppe von {12) erzeugen. Da aber die erzeugende
Form nur die Parameter t; . . . 4, enthilt, so wird die Pz\rametergrtvlppe
der erzeugten tiruppe nur von den » ersten Gleichungen '(11) %{cblldet
werden, also wus den Productgleichungen mehrer urspriinghchnr Zahlen-
systeme gebildet sein. Eine Gruppe solcher Ari wird nucli ‘dem
37. Satze von einer zu einem ursprijuglichen Zahlensysteme gehopgen
Gruppe, und eine solche nach dem 38. Satze von einer ureprilnglichen
Gruppe begleitet. }

HEs wird also auch jede Gruppe, die sich als 1)egle1tex}de Gruppe
ihrer Parametergruppe betrachten liisst, von einer |1rs1\riinglicllglr-1. (iru})?}f
begleitet und folglich, nach deu bereits oben augeﬁogene? Sitzen 3b
nud 36, fiberhaupt jede zu einem Zahleosystem gehonge.hruppe.

~ Was die Auffindung einer begleiteuden urspriinglichen Gruppe
an einer gegebenen Gruppe anlangt, so sl diese leicht auszufiihren.
Man bildet von den Gleichungen der gegebenen Grappe
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=N,
Prars

i

(1)

L) ay (6, k==1...20

ausgehend , div hincare Yerm der Veriinderlichen

(16) b abilwyr, == 1., m)

und bestimnt o, ... «, 50, dass o dicser Form our noel die Para-
meter einer Zubl elnes einzigen begleitenden urspritnglichen Zahlen-
systems des zue Gruppe gehirigen Zableusystems vorkommen: dies ist
moglich zufelge dem eben bewiesenen Suise,

Dann ereeugt die Form (16), wena dis zum Bewsise des 38. Satzes
angewunele Verlubren eingehallen wird, cine hegluitende urspriing-
fiche Gruppe dee Grappe (15). --

§ b
Untorsnchung einer besoudern Gruppe.

U i den weitern qucmniur‘n Untersuchungen, die sich an den
vorigen Paragraphes anseliiessen, keine Unterbrechung durch Beweise
riviger hoihwerdiger specieller Site sinireien zu lassen, soll hicr dje
Uniersuchung einer hvwl dern Grappe cingeschaltet we aden.

Fis handeld,

um die Gruppe

.
‘jbm {(2) a (i==1...p),
" “~
m w
Xy g 3 Dyei 10y 2y == \ Dpopipg x(20) 2 R B S OF

k

eyt
deren hegletlende Gruppe und deren ;'e‘?;ct'r'rri“v,'l(‘ siche & 2Y urspriing-
Heho soad. und zwar inshesondece wm dio Bigdnsehation der Coeliicien-
ven (o).

Lw werde zuichst vorausgesetst, dass die Coefficieninyg O ik (10
sich iy durch die dibrigen Coefficienten ausdriicken lassen: oine
Annabiie, anl die siachher jede andre Bedingung, der diese Coefficien-
ten unterworfen sein komnen, zuriickgefiihet wevden wirl.

Daun kann durch Hhinzufiigung linearer Pormen von 2, . . . £, wu
@it .. iy erreicht werden, dass die Gruppe (1) die Gestalt:

L _:Z by (1) ay (G he==1.. ),

EPEpE > Dpipgr (W) Tpqa (G o= 10 e )

eriill. Dies ist ein Specialfall folgenden Sutzes:

Ueber Systome hoherer complexer Zahlen, 5y

Sate 40, Dic Verdanderlichen riner Gruppe, deven Parametergruppe
von dew Svodncidlcickomgen einer oder michrer wrspriinglicken Lalilon-
systeme gebildet avived, Finen so gewdhdf soevden, dass sich die Grippe
als ein Systewe con wssprivglichen. Gruppen davsicllt.

Vorausgesetzt, eine solehe Gruppe

@ wo= e (L k=1...m)
A

besitze bereits eine begleitende Gruppe von der veriangten Form, so
muss gezeigh werden,; dass sie ausser dicser noch eine begleitende
urspriingliche Groppe  besitzb.  Die  Veriinderlichen der bekannten
begleitenden Gruppe seien z, . . . x,, die Pavamctergruppe sei so
geordnet, duxs die Productgleichungen  jedes wrspriinglichen Zablen-
systems gesondect anftreton,

Bildet man dann die Gleichung

. S .
3) Z((,(ﬂpﬂb}:}'k -———Ea’, by (") 2y Gy h==1...m)
e ik

80, tass ... ey, uicht simmtlich verschwinden, und ordnet sie
nach den Poxametern, so muss irgend ein Purameter mit einer linearen
Form von &, ... o, multipiicict sein, die nicht blos aus x, ... @, we-
bildet ist. Nach dev Awmordnmug der Pavamnctergruppe ist dicsor Para-
meter zngleich ein Paramcter einer Zahl eines der uwrspriiuglichen
Zahlensystewe, etwa des Systems:

Ty = 7n_,,jv;,, g mi==1...p).
f

Dann liest sich diwe Gleichung (3) in der Form

2 Y 2’1
Won 7(/);( Lol lL e ety

0k e

Min Pgn ) -0 e fay I fo= 1. .

schreiben, und dureh Vergleichung der Coefliciouten kommt «

(4) Pon (&) =;274;,j ¥ () (g, B, j==1_..-p).

J
Da irgend cine der Formen p,, (2) nicht blos von ay ... %, ab-

ingt, so wird auch irzend eine der p ouesprieghichen Grupper (4)
die lm‘\mmto begleitende  Gruppe von (2) nieht hegleiten; da sie
wespritnglich ist, wird auch keine Jineare Relation vwischen ihren Vep-
indedlichen und 4. .. x, bestenen, da sie sonst cie begleitende Gruppe
mit der bekannien b“nle-lt(ndcn h\‘u; pe cemein hittter es besifzd also
thaisiichlich die Grappe (2) ausscr der bekannten mg!m‘r.(‘.mh*n tiruppe

noch eine weitere begleitende urspeiingliche Gruppe und damit st
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rugleich gezeigt, dass sie sich als System urspriinglicher Gruppen dar-
stellen Jdgst.

lusbesondere lisst sich alse auch die Gruppe (1), wenn ihre
Parametergruppe aus den Productgieichungen eines oder zweier urspriing-
lichen Zahlensysteme gebildet wird, duzch zwei urspriingliche Grappen
darstellen; zudem ist gezeigi, wie ausser der hekannten begleitenden
Gruppe die zweite begleitends Gruppe gefunden wird.

Weiter ist zu zeigeu:

Satz 41, In der Gruppe:

p
’ ) .
& = \ i (1) s (F==1...p),
A1
S
; | \ §
e (Y } bpaipri ) By =1 ..m - p)
i~

deren. begleitende Gruppe wwid deven Nebengruppe wrspréinglich sind,
sind e Cocfficicnten by, (ny enfweder wnter einander und von den
tibrigen  Coefficienten linear unabhiingiy , oder sie sind sdmmilich lineare
Formen der wbrigen Cocfficienien.

Die aligemeinste lineare Relation, dev die Grossen b,y (%) unter-
worfen sein kbunen, ist von der Form

%) Za,kl)l,{”(u = f(u),

[N

wo f(u) eine lineare Form der Coefficienten bie(u) und by ipysu)
bedeatet. frsetst man in dieser Gleichuug entsprechend den Glei-
chungen der Parametergruppe

by (01 =:2b,i(u‘) bis (0 (G E 1=1... m)
i

die Parameter %, ...u, durch v, . ..%v,, so ecntsteht aus ibr die
Gleicbung:

Z“ik Bppir(u) big (v) '*"2“»1‘ bptap4s (%) bryjz(v) = f(v)

ikl ihyg
(z',j-——— lL...m—p
kbl =1...p :
Setet man bier fiir die Grossen Upi,i(v) ihre Werthe, ausgedriickt
durch die iy (v), die by ipte(v) und die iibrigen Parameter der Gruppe,

und vergleicht daun die Coellicienten von b, (»), so erhilt man das
System der Gleichungen
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(6)

AR AR I,
g Dpp i) == £ 00 k/‘ 1’ o T 7]’: 7‘) ,
hE 2 - F /

—

AT . . L .
wo durch [/} {(u; wiederum lueare Formen der &, () und der by ppp ()
bezeichvet sind, In derselben Waise die Coeffivienten der Grissen
lpipas () vergleichend, erhiilt man die Gleichungen
; N \ i (r, 1= b m—

N el biasto) = g o) ( e 1. -p I) ’
=

Aus jeder Relation (5) folgt also ein Systern von Relationen der
Form {6} und ciues der Form (73 die Relatioven (8) enihalten nur
Grossen bpyata) veu gleichem zweiten Index, die Relawonen (7} solche
von gleichem ersten Index. De linke Seite jeder Relation geht in
die linkc Seite einer andern Rejation ilber, wenn man den testen Index
dorch eipen andern ersetat.

Legt man also emn Systrm von Relationen der Form (6):

S?ayhm Gl e a0 k/_ - fooom - P\

s k= 1...p 7
derjenigen Betrachtung zn Grunde, durch die die Helationen (7} aus
(D) abgeleitet werden, so erhiilt man ein System von Relaticnen, in
denen berde Tndices der by ix(w) fest sind, alse Helationen der Form:

() Drpan (18 = fip (20} (i==1t ... p; he=1...p),

wo die Grissen [ (v ebentalls hineare Forwen der byqpia(u) vnd der
bir () bedevten,  Es versteht sich vou selbst, dass die rechten Seiten
dev Gleichungen {5)-—(8) simmtlich oder zum Thed verschwinden
kénnen, Es sind also unter Voraussetzung einer linearen Relation der

Form () alle Coelficienten 6,4 (%) lineare VFormen der ibrigen
Coefficieaten,

Hilt man diesen BSatz mit dem vorhergebenden Batz zusammen,
so sicht man, dass iu der Gruppe (1) entweder die Coeflicienten
bopii () von einapder und ven den dibrigen ueabhingig sind, oder
aber die Verinderlichen der Gruppe so gewiihlt werden konnen, Jdass
diese Coefticienten simmtlich verschwinden. Kinen audern Ausdruck
evhilt dies Resultai, wewa der im Schiuse des ersten Paragraphen
dieses  Abschnittes eriricrte Begnifi der Uniergruppe herangezogen
wird, Da die (oeflicienten bpp,e(1e) unabhiingiy sind. so kinnen sie
zum Verschwinden gebracht werden, ohna dass dwe iibrigen Coefticien-
ten dadurch tangirt werden und ez wird durch dies the Verschwinden
eive Untergruppe der tirnppe (1) definivt. Man hat also:

satz 42, Die Vevdnde bicherw der Grappe
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, '\:TI P .
Ly w20 T ({==1.. -,
PO
I ;

. v, (ot g o . .

BRI RIS N s o peitdlpy s (I==1...m—p
LS § koot

wit wrspranglicher begleilcider wnd wrspiinglicher Nebengruppe Lonner.
80 gewdhll werden, duss dic Gruppe die Untergruppe

x;_Z’o,k(w) 7 Golw=1...p),
k

. N, . . 5
gy == \: Ot (W) Ty 1 (/e Lo —p)

)
Prgsai 2.
by disgen Satz 6 onuch der Fall mit eir

Grappe sut ihrer Untergruppe identisch ist.

sehbossen, dass e

§ 6.
Die Normalform der zn Zablensystemen golodrigen Gruppen,

Am Sehibuss des vierten Paragraphen gt geseigt worden, wic eine
begleitende urspriinglichs Grappe bei ciner gegebenen Grappe gefunden
wird.  [st cine solche gelunden, so Luon die gegebene Gruppe in die
Form

x; ==276,‘k (n) (7, & ),

Ep ;:thhk(“) i (I; 1 ;':; - ]}’)

gebrachl werden, so dass die py ersten Gleichungen die begleitende
urspriingliche  Gruppe wiedergeben.  Sucht man daun an der zu-

(1)

I

gehorigen Nebengruppe

—2/;/,11,,, e} a4 (Lhe=1.. . m P.)
A

cime begleitende wespringliche Greapps anf and fibet digjenige Teans
furmabion ans, durcl die dic Glewshoogen elalerer zu den P

VY]
ersten Gloichungen der Nebengonppe gemaeht werden, so wird durch

disse Transformation die Gruppe (13 sa die Form
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<
= Z/},-km);rk
¥

. T
’ N F0) S Py
Tyt == > bpotan () o M Ny,
pebi = 2 Upetand o

1
. Y N
Wy, pr == E bin (1570
’

webracht, Durch Forlsetzung dieses Verfahrens erlangt die Groppe (1)
die schliessliche Gestalt:

»
, N7 .
Z; == Zb,-k(u) ¥y (d==1..-p)),
k=1
n ,,,‘;,,,
:r,',‘ S S ()],],Q.,-‘_-(Nv) - T !‘-,—‘
ku? kot
(2) . X
)711 ’ f R ] ’
. .
Bpyrpa = § g i) ot ?, by tip pa ()it i
ozl EES

m-py

SR S’h,,yi.,,,-,,“,,}k(H,);r,,d,},k (=1 cm—pu
bl

Diese ist so beschaflen, dass jede der d -+ 1 Gruppen

&) Lohi ::2[),,” dipg k(W Tk G k=1.p, 1= p,),
k

wo g der Reihe nach gleich 0...d und p, =0 zu setzen ist, wrspriing-
lich ist.  Die Coefficienten dieser Gruppen betreffend, sind die viner
Jeden von ihnen untereinander uwuabhiingis, Haben zwei dor Gruppen
verschiedent Parametergruppen, so bestehen keine Bezichungen zwischeu
ihrey Cocfficienten. Haben dagegen wuwoi der Grnppon die Parameter-
gruppe gewein, so konn stels vorausgesctzt werden, dass dic ent-
sprechenden Coeflicienton gleich sind.  Denn besitzt die Parametor-
gruppe dic Form

:

-y
i Wi Ui
‘

N (I:,]«',l;:- | ...]()

so lisst sich jede 2u jhr gehirige urspringliche Gruppe in die Form

s

(F k=1, )

bringen, nach dem Corollar des 3R. Satzes.
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Hat man eioer zu einem Zahlen

em geborigen Gruppe die
Gestalt (2) ertuellt, so kénuen doch uock nerhalb gewisser Grenzen
die Verinderlichen beliebig geindert werden, insofern als die Form (2)
einer Gruppe threm Wesen nach sich nich! dudert, wenn 2, ..
um linesre Formen von 2, ..., , die Gt

-p,
Set @iy ... B, tm lhieare
Formen von a, ...z, u & w. vermelrt werden. U von dor Gestalt
(2) einer Gruppe ausgehend eine Normalform dersclben zu definiren,
kann man also noch eine Beschrinkung hinzufiigen. Diese Be-
schrinkung soll darin bestehen, dass unter den Transformationen der

Gruppe auch alle Transformationen der Gruppe
sle TP,
] )

4

. Q) )
(4 x;,ﬂ,,::Zh by ek (MY,

Pohin stk v

enthalten sein sollen, duss also nut andern Worten, die Gruppe (2)
die Untergruppe {4) hesilzi.

Dass diese Bedingung wirklich zuliissig ist, muss zuniichsi gezeigt
werden. In der That lisst sich miy Hilfe des 42. Satzes der {olgende
heweisen:

Satz 43. e Vevdndertichen jodcr Gruppe von der Gostalt (2):

2y
S Gl g
2= 2 bl le=1...p)
ko1

[ X8}

s PPy,

”
, Y
Tpgs = Zb,, ik (W] T -f— > bps g e ) Eop i
ke

(G :

2 Poop
Dby s ()05 + Db
=1

k=1

Tpg+o = IRRTRPACOE R S

Lo )

+- > by teimg 4 (8 ke (== Lo om-—py),

[RES

kimnen so gewihit werden, dass die Gruppe die Untergruppe

) NS "»,,4—ua,,+l't“) L, ok

enthall.

Wird vorausgesetst, dass die zur begliitendon Grappe

)

gehirige Nebengruppe bereits in der verlangten Form sich vorfindet,

so dass sic die Untergruppe
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. A R Ty J !
RER R 2,[’ ig b2 (W) Tp iy (l) ](‘1'“-‘ Z'u)

en'liiilt, so kann mau in der gegebonen Grappe den Parametern solche
Bedingungen auferlegen, dass die Nebengruppe in dicse thee Unter.
grappe fibergeht umd gleichzeitig die grgebene Gruppe in eine hrer
Untercrapper. Dentet man in denjenigen Coofficienten der Grnppe,

die nieht nothiwendig ‘.'er.?(-,hwimuu.s missen i Foige der Dedingangen,
aher maghcaerweise durch dieseiben modificirt werdon, dies Ver-
halsen dadwrch an, dass wan w doreh o ersotat, o Imt disan Rede

It

Uatergrappe der gegebenen firappe die (h
airapy i3

n;

5 ;
Ty i = },"ptm'h\'a B" iy

L 4

PO Zp g U= boomi— pa).

Dicse Untergruppe aber besitet die d begleitenden Gruppen

»
Py )
A\‘]J,kgll)jlfk (i—=1...p),

” Y l—l ]

J
42: "w'“"j“"f' I’ﬂ,%«p,ru\m'r’ (=

Lo K’:l
g=1...d).
Hier kann man sach dem 42, Satz erveichen, und zwar durch Hinzu-
fiigung livearer Formen von z,...x, zu Ty 41~ o Ty, o, dass jede
Groppe (8) die [ntergruppe

. S) ) .
< «-——Zl),uu}.‘,k (yle==1...p,)},
&

N .
Tp, i == Z bpgteip,tr (W, 4 e k=1 .pp1—p)
.

Loopyar -,

besitzat; dann wird anch die gegebene Grappe () die Untergruppe ()
besitzen,  Damit bst die gegebenc Gruppe die gewiinschte (iestali
erbaltens man erkennt zugleich die Zuliissigkeit der Voranssetvoug iiber
die Form der Nebemgruppe; es ist dis successive Anwendunyg der eben
getithrten Betrachtong, vermitielst deren man die Nebengruppe in jene
florm bringh, —

Mathematiselio Annalon, XTI, v
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Die jetzt erhaltene Form der Gruppe wurde schon oben als die-
Jjenige bezeichnet, die als Normnalform der zu einem Zahlensystem
gehdrigen Gruppe definirt werden soll, Geeignet hierzu erweisi sie
sich durch die Rinfachheit der zwischen ihren Coefficicaten miglichen
Relationen, vou demen sofort die Rede sein soll.  Dass eine Grappe
unendlich vieler Normalformen fiihig sein kann, ist tir das Allgemeine
belanglos, und kann nur in speciellen Fillen das Bediirfoiss nach der
Auswahl einer besonders gecigneten Normalform erwecken.

Was die Coefficientenrelationen angeht, so ist zunichst durch dic
Wahl der Normalform dic Moglichkeit einer Relation zwischen Coef-
ficienten bp,+iny +2 (1), WO g von A verschieden ist, und Coefficienten
b,g.,v,v,,y.H(u) ausgeschlossen. Weiter sind entweder euntsprechende
Coefficienten zweier von den bei der Normalform auftretenden urspriing-
lichen Gruppen einander gleich, oder alle Coefficienten beider urspriing-
lichen Gruppen sind unabhiingig. Sodann kann geeeigt werden :

Satz 44, Liegt cine zu einem Znhlensystem  gehirige Gruppe in
der Normalform vor, so sind alle diejenigen Cocfficienten bp, i py 4 (20),
die gemeinsome Indices g und b besiteen, von eimander unabhingig oder
verschwinden simmilich.

Der Beweis verliuft analog dem Beweise des 41. Satzes. In den
unter den Gleichungen der Parametergruppen sich vortindenden Glei-
chungen

(9) b,,&, R R () :21"{,,+ iy t(’”bﬂ,, | z,,,,-u(v) +-.-
I

b 2 ;{’ﬂg Vigy i) bzl‘, +ipy+(2)
i

(4 g=1.. - Ppyr—py)
(bl =1...ppy —ps)

sind die mittleren Glieder, die hier niclit hingeschrieben sind, unab-
hingig von den Coefticienten der bei der Normalform auftretenden
urspriinglichen Gruppen. Existirt nun zwischen Coefficienten mit be-
stimmtem Indexpaar g, h eine lineare Relation

R N (b s ]

ik

so kbnuen entsprechend den Gleichungen (9) in dieser die Parameter

u ..., durch o .. 2] ersetzt werden. Da die entstandene Relation
einerseits fiir jedes beliebig gewiihlte Werthsystem  von o, ... w,,
andererseits fiir jedes belichig gewihlte Werthsystem vou w, ... u,

bestehen muss, so folgen durch Vergleichung der Coefficienten von
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bpytivy+i (o) wnd von by yg, 1 (w) mit Null die beiden Relationen-
systeme

N C =1 9,4 D,
(a1 2“"‘1)"11‘“1'/*“”‘ (#)==0 kil=1.. -p:.-w *1):.) ’

i

(12) 2”4 ey it (6) == 0
R

(W=,
k=1, pi41— s/

Dureh Auwendung des Verfahrens, durch welche die Relationen
(12) aus {10} hergeleitet warden, auf das Relationensystem (11) erhilt
man weiter

(13) By mpsn () = 0

(=,
b=1... 00— ps
womit der ausgesprocliene Satz bewiesen ist.

Satz 45, Ielationen zwischen Coefficienten einer in der Normal-
ebene vorliegenden Gruppe nehmen alle die Gestalt

Z%n bpyivimyta () =0

i h
an, wo tber gowisse Werthepuare g, h zu summiven ist.  Fine solche
Relation hat, wenn sic fir ein bestimmles Indexpaar i, k gilt, fiir alle
Indexpaare i, k 2w gelten.  Zudem wmiissen fiir jeden Index g, dber den
summurt wird, in allen Gruppen:

J \7 TR o —_ —
Ty, b 22 bpybin, +2 () Tp p s (4 k=1...pyy1—py)

&
entsprechende  Coefficienten gleich scin und desgleichen muss fiir jeden
Index B, iiber den summirt wird, in allen Gruppen

o4+ =2bm+im+k (W) Zyppx (s k=1...pap1—p)
*
Gleichheit entsprechender Cocfficienten statthalen.

Der Beweis folgt aus derselben Betrachtungsweise, aus der der
vorhergehende Satz erwiesen wurde; da ausser einer gewissen Um-
stindlichkeit in der Bezeichnung keine Schwierigkeiten auftreten, so
sel es gestattet, ihn zu unterdriicken.

%4
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IV, Abschnilt.

Zahlensysteme und Wairices.

Eigenschaften der Matricos.

Die Resnltate des vorigen Abschuitis gewinnen  bedeutond an

Uebersichtlichkeit, wenn cur Darstellung der Groppen Matrices benntat

werden.

Ewme Matriz soll wichis anderes seim, als eine wwfussends e
sewhainng des Systems der Cocffivienten eines Systems bincarcr Forrien
Nu bildet das System der Coefficienten der Formon

. - .
(1) ify = \; ey d=e ooy k=100
13

eine Matrix
;1'(:“ (i {
i -
i :

QP . -

i oo
| 1
1 Q1 v s g

oder kiirzer geschriehen

1’2} A == “ [

TS RS BNTS:
Dic Grissen ag werden als Elemente der Matrix A bezeichnet.
Es sollen die folgendeu Operaticnsregeln fir die Matrices yoellen:
Yo Man adlipliciel eine Maiviz wil einer Zuhl, valems man ihre
sdmmilichen, Llemenie mit dicser Zahl mundtiplicist.
Es ist also:

3 Miaxl = Ma.: | E==T..om; ke=1...n)
Dicse Qperation entspricht der Muliplication ds Systems der Formen
T .
Y == N (i==Y. oms5 fe==1..3)
&

mit der Zahl M.

2. Dic Summic zwcier Matrices von gleichviclen wagerechien und

gicichviclen  senkvechicn Reihen ist cine Matriz, deren Slemenic dic

Sumniit entsprochrnder Elemente der beiden gegebenen Matvices sind.
So ist

. o 1 /

(4 el faich = lax+ ¢!

Dies entsprickt der Addition entsprechender Formen der heiden Forumen-
systeme

{t=1...m; k==1...n).
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o= Ea,n X

k

. NT -
¥ == X an

I

(i=1...m;k==1.,.n)

mit gemeinsamen unabhiingigen Verinderlichen,

Als Malvix O wird eine Matrix bezeichuet, deren simmiliche
Elemente Null sind. Zwei Matrices sind gleich, weun ihve Differenz
Null ist.

3. Das Product zweier Matrices, vow denen dic zwcite so vicle
wagevechle Bedhen hatl, als dic erste senkrechie Reihen besits!, st eine
Matvie, deven in der o wogerechten wnd kv senbreciden Reihe Le-
findliches Element dic Summe dor Producte enlsprechender  Elements
der i™ wagerechten Rethe dey ersten Muolric und der k™ senkrechlen
Beihe der zweiten Matrix ist. So wird aus den Matvices

A= | a; |l (t=1...m; I==1...0),
B o= || by | (U=1...0; k==1...p)

()
das Product

©) AL == ” Za“ b,k” (e==1. 0y I=L.. 05 h=1...p)

gebildet,  Dieser Ureductbildung enispricht die Ersetzung der unab-
biaugigen Verinderlichen in den Formen
Yy == E @1 1y (G=1...m; le=1...0)
13

durch neve Veriinderliche vermittelst der Formen
&y = Slj,k:f,, (b=1...n; k==1...p).
I3

Man bemerkt, dass vermoge dieser Operationsregeln die Addition dem
associativen und commutativen Gesetz, die Bildung cines Productes aus
Matrices dem associativen und distributiven Geselr dey Verkniipfung
folgt. —

Bildet man aus den abhingigen Verinderlichen der Gleichungen

N Y =Za,-k xy ft==1...m; k==1_...n)
k
eine aus einer oinzigen senkrechten Reihe bestehende Matrix
¥ !
M=y

Y m(
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so ldsst sich diese nach der Produetregel der Matrices als Product von

A =il aul (t=1...m; k=1...n)
mit der eiureihigen Matrix
Zy
X

darstellen, so dass in Sfelle des Gleichungensystems (7) die elnzige
Gleichung zwischen Mairices

(8) n==Af

tritt, -—

Darstellung der zn Zahlensystemen gehirigen Gruppen durch Matrices.

Sollen nuu die Gleichuugen einer au cinem Zahlensystem gehirigen
Gruppe von der im sechsten Paragraphen des vorigen Abschuitls be-
handelten Form:

it

x, =2b,,{(u)wk (i=1 e By)s

k=1
2y Pi=p,
Frtd 22 it () 0 4 2 bptipra () Tpoti (i=1..p,—py,
k-1 k=1
{1 : . :
P, Pr—p, :
Tyt == 2 byt (")xk'f'sz,x +ipt k(W) Tpa o
ke ) Aol
me—pg
X o .
e b,.d4.,,,d+k\u)a:,,d+k (t==1...m —p,),
k=1

durch Matrices dargestellt werden, so werde zuerst die Matvix der
Coefficienten von a,, - - - #pyyy in denjenigen Gleichungen, durch
die axp, iy @y, 14 gegeben sind, gebildet:

’ _ ‘ ; e Loy — 1Y
@ ) =l span 0 (21 B0 TR;

jede solche Matrix soll eine Elementarmutrix genaunt werden.

Von den Elementarmatrices besitzen, wie unmittelbar ersichilich,
alle diejenigen, die den ersten Index gemein haben, gleich viele
wagerechte und alle dicjenigen, die den zweiten Index gemein lLaben,
gleich viele senkrechte Reihen; alle Blementarmatrices S, (w) endlich
chensoviel senkrechie als wagerechte Reiben. Bezeichnet man ferner
mit §, ... &, die Matrices
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'x”y'* ! [
£ = ! ’
Try 41
so fulyt aus den Gleichungen (1), dass die Matrix & durch
(3) £ = so(wE, + - - o4 S8,

wiedergegeben wird, wobei die Operationszeichen im Sinwe der fiir
die Matrices geltenden Operationsregeln zu nehmen sind.
Die Gleichungen der Gruppe (1) erbalten auf diese Waeise folgende
Gaestalt:
£y == Spol)&s,
£ == s, (W) E) + 5y, (%) £,
4) . . .

Ei = suo()& + s () E + -+ - + Suu (u)&q
und die Groppeneigenschaft der Gleichungen (1) oder (4) wird durch
folgende Gleichungen zwischen Matrices wiedergegeben:
, , , =0
(5) Sn (V) == S.'rh\“)shh (") + .- =+ S:l./l‘“\)syh (”) (i:O ;1) »
die den Gleichungen
t=1 o py—p,
I)pg.;_;p,. 1:(¥) =2bpﬂ+u(m Dipp 4 (2) k=1 - pppi—pm
’ b=pat-1-po
entsprechen.
~~ 8ind nun die Gleichnupgen (1) oder (4) die Gleichungen der
Normaiform der Gruppe, so sind die Elemente jeder Elementarmatrix
Sy5(u) nntereinander unabhingig; ferner sind zwei Elementarmatrices
Sgp () und su{u) entweder gleich, oder ihre Elemente sind von einan-
der unabhingig. Die Gruppe (4) besitzt dann ausserdem die Unter-
gruppe: )
) = sp0(u) &,
(©) D
Ef = de(“f) £,
Die Sitze 44 und 45 gehen in die folgenden iiber:
Satz 46. Befindet sich eine ou einem Zahlensystem gehirige Gruppe
m der Normalform (4), so sind die Elemente jeder nichlverschavindenden
Elementarmatriz von cinander unabhéngig.
Satz 47. Jede Cocfficientenrelation bei ciner n der Normalform
befindlichen Gruppe veranlasst eine Relation zwischen Elementarmatrices

von der Form

() aySe, () + - GpSgun, (1) =0,
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w0 .. a, menerische Constavten sind, and zudem

Spop (W)=~ .-~

Sy, (26) === -+ == 8y, 4 (i)
st

L7/

0
N

Die Normalform der Zahlensysteme,

Von dev Mormallone einer Gruppe ausgeliend kann man cine
Normalform des zugehirigen Zahleusystems definiven.  Naeh den ditsten
Ritzen bilden die Ilemente eines vollstindigen Sysiems lunear unab-
bimgiger Flementarmatrices ein  vollstiindiges System  linear unab.
hingiger Formen der Pavameter der Gruppe. Man wird also die Wahl
der Basis des Zahlonsystems so treffen kinnen, dass die Klemente des
vollstindigen Systems unabhingiger Hlementarmatrices direct den
Paremetern einer Zuhl des Zahlensystems gleich werden.

Wihit wman uater den Gleichungen

. L o 4 m_— L 7,
S (V) == s (w15 (0) + -+ - - s (WS () U/' '—((;;)

diejenigen aus, deren linke Seiten von den wnabhingigen Klementar-
watrices gehildet sind, ersetzt die anf den rechlen Seiten etwa auf-
tretenden abhiingigen Elementarmatrices durch die ihunen entsprechen-
den linearen Formen unabhingiger Elementarmatrices, so erhilt man
die lincar unabbingigen Gleichungen der Parametergrippe, die zugleich
dic Productgleichungen des zugehorigen Zahlensystems sind.  Diese
Form eines Zablensystems kann adx seine Normaltorm betrachet werden.
Die buogleitenden urspriinglichen Zahlensysteme siud ibren Product-
gleichungen nuch durch die verschiedenen unter den Gleichungen

809 (V) = 85 (1) 55 (0)
gogehen; ebenso leicht lassen sich die Productgleichungen der iibrigen
begleitcuden Systeme angeben,  Die beilinbge Lisung dieser Aufgube
srscheint hier von geringerer Bedeutung, als man Kingangs der Unter-
suchung geuelgt war, ihr zuzuschreiben,

Es muss noch auf die Frage eingegungen werden, welchen Einfluss
aul die Normalform eines Zahlensystems dicjenige Gruppe besifzt, von
der ausgehend diese Normalform definirt wurde. Es ldsst sich zeigon:

Natz 48. Befindet sich von awei, an einem wund demsclben Zahben-
systean gebdrigen, Gruppen dic eine in threr Normalform, so {dsst sich
anch die andere so i iloe Normalforim bringen, dass shre Tleinendar-
matriccs sich linear durch die Elementarmatrices dev ersten darsiellen
lassen.

Jeher Systeme hdherer complexer Zahlen. s |

Die eine der Gruppen sei in ihrer Normalform:
Ey = sp0 (W,
(1) : :
Eq= Sdo(“)go + -+ de(u)gd;
eine Normalform der andern Gruppe sei:
54’4»1 == St dd-t (u) §d+1,
(2) : _
gc, =8 a1 (’M) §d+l + e + 8ee (‘M) '.Ec'
Dsa die Parametergruppe beiden gemein ist, so wird von einer jeden
urspriinglichen Gruppe der Form:
(3) Ea"-H =2 Sqthda (‘M) £d+h
die Parametergruppe durch irgend eine der Gleichungen
Sgg (07} == 845 () S5 (v)

gegeben sein, wo g kleiner als &4 1 ist. Zufolge dem Corollar
des 38. Satzes wird maun die Verdnderlichen jeder Gruppe (3) dann
so #ndern kbnnen, dass die Matrix der Coefficienten gleich der, die
Parametergruppe definirenden, Matrix s, (#) wird. Dadurch wird
die Normalform (2) in eine andre Normalform fibergeftthrt, von der
man zeigen kann, dass ihre Elementarmatrices thateiichlich nar linear
aus den Elementarmatrices von (1) zusammengesetzt sind, Zieht man
némlich die Gruppo (1) mit der transformirten Gruppe (2) zu einer
einzigen (iruppe zosammen, so besitzt die entstandene Gruppe ibre
Normalform. Dann sind nach dem 47. Satze alle Elementarmatrices
dieser Gruppe linear durch ein volles System unabhiingiger Elementar-
matrices darsiellbar. Ein solches System aber lisst sich bereits aus
den Gleichungen (1) auswiihlen, da die Gruppe (1) mit der Gesammt-
gruppe die Parametergruppe gemein hat; es werden also die Elementar-
matrices von (2) durch die Elementarmatrices von (1) linear ausgedriickt
werden.

— Nach diesem Safze ist es vollkommen gleichgiiltig, welche Gruppe
unter allen zu einem bestimmten Zahlensystem gehirigen Gruppen behufs
Untersuchung des Zahlensystems zu Grunde gelegt wird.

§ 4.
Fine Classification der Zahlensysteme.
Den Abschluss der Unteranchung soll eine Classification der
Zahlensysteme bilden, die auf Grund der gewonnenen Normalform
ausgefuhrt werden kann.

Mathematische Aouvalee. XLIL. 5 *r
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Zwei su Zahlensystemen gehirige Gruppen:

By == 500 (u)E,,

(1) : :

Bt =saa( & + - - 4 saa(u) &s
und

1y = Gyg (1) %y,
@

Na = Gao(W) Ny + - -+ + Gaa(u)na
konnen in eine Art verwiesen werden, wenn Jeder Gleichung

3 Sgg () = 1 (1)
eine Gleichung
© 69 () = O ()
und ebenso jeder Gleichung
(5) ) Sgn () + - b avs, 0, (u) = 0
die unter den Bedingungen
g0 () == - ¢ - == S0,9,(%),
Sip, (W) = - - - = gy,5, ()

emistirt, eine (Heichung
(6) €y Ogn (W) - - - A @by s (u) =0
entspricht und wmgekehrt,

Sate 49. Alle Gruppen einer Avt sind durch eine Gruppe der
Art bestimmt.

Als verschiedene Gruppen einer Art sind nur solche zu betrachten,
deren Elementarmatrices verschiedene Anzahlen von Elementen be-
sitzen. Aus einer Gruppe (1) kann man dann alle tibrigen Gruppen
derselben Art finden, indem man in Stelle Jjeder unabhiingigen Matrix
850 (u) eine Matrix a,, (u) setzt, die eine beliebige Anzahl von wage-
rechten Heihen von Elementen besitzt; weil die Matrices Oy ()
quadratisch sind, ist dadurch die Anzabl der senkrechten Reihen mit
bestimmt. Erfiillt man sodann die den Relationen (3) entsprechenden
Relationen (4), so ist fiir jede Elementarmatrix Oy (u) die Anzahl der
senkrechiten und wagerechten Reihen von Klementen bestimmt, da alle
Matrices wit gleichem ersten Index gleich viele senkrechte Reihen und
alle mit gleichem zweiten Index gleich viele wagerechte Reihen von
Elementen besitzen. Da ferner die Relationen {5) und (6) unter solchen
Nebenbedingungen bestehen, die bereits erfiills wurden, so lassen sich
schliesslich anch die den Relationen (5) entsprechenden Relationen (6)
einfiihresn.

Ueber Systeme hoherer complexer Zahlen. T3

Satz 50. Haben zwei Gruppen verschiedener Arten dic Parameter-
gruppe gemern, so lisst sich ew jeder Gruppe der einen Art eine Gruppe
der andern Art finder, die mit ihr die Laramelergruppe gemein hat.

Zwei Grupper mit gemeinsamer Parametergruppe konnen nach
dem 48, Satze derart in die Normalformen:

£y = 5 (%) &g

() D
| I Sao(w)y 4 - - Soa(u) 4
und
Ei1 = Saprari(u) Eary,
8) ' :

§' = Seap1 (W) Eas - < - -+ 550 (u)&,

gebracht werden, dass die Elementarmatrices der einen Gruppe linear
durch die Elementarmatrices der andern ausgedriickt sind, Zieht man
nun die Grappe (7) mit der Gruppe (8) in eine einzige Gruppe zusam-
men und ersetzt die uuabhingigen Elementarmatrices von (7) so durch
neue, dass aus (7) eine andre Gruppe ihrer Art hervorgeht, so geht
auch die aus (7) und (8) znsammengesetate Gruppe in eine andre
Gruppe ihrer Art iiber, die die Parametergruppe mit der sus (7) ent-
standenen Gruppe gemein hat. Dadurch geht auch aus (8) eine Gruppe
von einerlei Art mit (8) hervor, die mit der ans {7) entstandenen
Gruppe die Parametergruppe gemein hat. --

Man wird zwei Arten von Gruppen in cine Classe verweisen kinnen,
wenn jede Gruppe der cinen Art die Parametergruppe mit einer Gruppe
der andern Art gemein hat. Rechnet man ferner dicjenigen Zahlen-
sysicme, die g den Gruppen einer Art gehidven, 2u einer Classe, so
kann man den 50. Satz auch so formuliren, dass alle Arten einer
Classe von Gruppen zu einer und derselben Classe von Zahlensystemen
gehdren.,

Nach allem diesem kann jede Classe von Zahlensystemen als durch
eine beliebige Gruppe, die zu einem Zahlensystem der Classe gehort,
definivt betrachtet werden. Insbesoudere kann die definirende Gruppe
so gewihlt werden, dass die Gleichungen der Normalform (1) Glei-
chungen zwischen gewdhnlichen Grissen

Ty = gy (u) xy,
9 o
‘Z'd’ = ado(u)xo + e + a“(u)xd.
Ein Zablensystem, das zu einer solchen Gruppe gehdrt, hat die

besondre Bigenschaft, dass die begleitenden urspriinglichen Systeme
derselben nur je eine Basiszahl besitzen. Die Productgleichuugen
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dieser urspriinglichen Systeme sind darch die unabhiingigen unter den
Gleichungen

gy (07) = agy (u) g, (v)
gogeben. Jeder Classe von Zahlensystemen gehort ein solches Zahlen-
system an, und so mag dies Sonderresultat als lotzter Satz dieser
ganzen Untersuchung gefasst werden.

Satz Bl.  Jedes Zohlensystem, dessen begleitende wrspriingliche
Systeme nur je eine Basiseakl besitzen, definirt eine Classe won Zahlen-
systemen , so dass, wenn alle jene Systeme bekannt sind, dadurch iiber-
haupt alle Zahlensysteme gegeben sind.

Dass Schwierigkeiten von wesentlicher Art der Aufsuchung dieser,
gewissermassen typischen, Zahlensysteme nicht im Wege liegen, geht
schon aus andern Untersuchungen hervor und so mag diese Frage,

als das Ziel, das ich mir gestecks, {iberschreitend, hier unerdriert
bleiben.

Dorpat, Angust 1891.

) 6.

-,

l.

Thesen.

Die Alten hatten keine lrrationalen Zahlen.

Das sogenannte Archimedische Axiom ist die Rulkli-
dische Definition des Verhiilltnisses.

(talilei’s Definition der Proportion zeigt den Untergang
der antiken Methoden.

Die Untersuchung der kritischen Stellen der Funktionen
wird dureh keine andere Methode ersetzt.

Yon den quadratischen Formen lassen nur die bindren
Klassencomposition zu.

Dic Refraction an der Sonnenoberfliche  bewirkt eine

scheinbar ungleichmiissige Rotation der Sonne.



