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Sissejuhatus

Funktsioonide taastamisel mootmistulemuste voi katseandmete pohjal
on praktikas esinevatel juhtudel tihti oluline, et sailitataks algandmete
geomeetrilisi omadusi: positiivsust (mittenegatiivsust), monotoonsust.
On teada, et iildiselt siledad poliinomiaalsed interpoleerivad splainid ei
sailita lahteandmete geomeetrilisi omadusi. Klassikaline néide selle koh-

ta on funktsioon f(x) = r € [-2,-0.2], ja tema interpoleerimine

o
12

kuupsplainidega [10]. See funktsioon on ka niide sellest, kuidas andmete
positiivsus, monotoonsus ja kumerus ei siili ruutsplainidega interpoleerimisel

[24], samuti histopoleerimisel [5].

Kaesoleva magistrito6 eesmargiks on leida histopoleeriva splaini kon-
strueerimise viise, kasutades lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioone ja ruut-

poliinoome selliselt, et, nii palju kui voimalik, oleks séiilitatud lahteandmete

monotoonsus.
Interpolatsiooniiilesandes on antud vork a = 29 < 21 < ... < x, = b
ja vorgu solmedele x; vastavad funktsiooni védartused f;, « = 0,...,n. On

vaja leida funktsioon S : [a,b] — R nii, et oleks tdidetud interpolat-

sioonitingimused
S(IZ):fZ, Z:O,,n
Histopolatsiooniiilesandes on antud vork a = 2z < 21 < ... < x, = b
ja arvud z;, i = 1,...,n, mis viljendavad taastatava funktsiooni keskmisi

vidrtusi osaloikudel. Otsitakse funktsiooni T : [a, b] — R nii, et oleks téidetud

histopolatsioonitingimused

/ T(x)dr = zj(x; —ximq), i=1,...,n.

i—1

Kui meil on antud histopolatsiooniiilesanne, siis voime votta fy € R su-
valiselt ja f; = fio1 + zi(x; — x;21), @ = 1,...,n. Leides nende andmete
abil interpolandi S, on vahetult kontrollitav, et S’ on algselt antud histopo-

latsioonitilesande lahend. Teisipidi, kui on antud interpolatsiooniiilesanne,



arvutame z; = @, 1 = 1,...,n. Leides niitid histopolandi 7', osutub
Ty — Tj1

funktsioon .
S(x) = fo +/ T(s)ds

interpolatsiooniiilesande lahendiks. See arutelu néitab, et kui on vaja leida

interpolant voi histopolant, voib lahendada ekvivalentse teist liiki tilesande.

Olgu meil iilesandeks konstrueerida monotoonne histopolant. Uks
voimalus on moodustada ekvivalentne interpolatsiooniiilesanne ja selle
lahendi S tuletis S’ votta histopolandiks 7T'. Kiillaldase sileduse korral on
T monotoonselt kasvav parajasti siis, kui 7"(z) > 0, * € [a,b], mis on
samavadrne sellega, et S”(z) > 0, x € [a,b], ehk S on kumer. Seega saab
monotoonse histopolandi leidmise iilesande taandada kumera interpolandi
leidmise iilesandele. Kumeraks interpolandiks sobib néiteks ruut/lineaar
ratsionaalfunktsioonidest koosnev klassi C? kuuluv splain [18]. Kuid
ruut/lineaar ratsionaalfunktsiooni tuletis ei pruugi olla lineaar/lineaar
ratsionaalfunktsioon, seepérast ei saada selliselt jargnevas magistritoos
kirjeldatud meetodit. Lisaks sellele on ruut/lineaar ratsionaalfunktsioonidest

koosnevate splainidega interpolatsiooniiilesannet raskem lahendada.

Magistrito6 koosneb iiheksast osast. Esimeses punktis piistitatakse
histopolatsiooniiilesanne. Teises vaatleme histopolandi {ihesust. Sellele
jargnevas osas tegeleme histopoleeriva splaini esitusega. Neljandas punktis
anname histopoleeriva splaini pidevuse tingimused. Jargnevas punktis
anname moningad aprioorsed hinnangud. Kuuendas ja seitsmendas osas
tegeleme vastavalt kaasmonotoonse ja modifitseeritud kaasmonotoonse stra-
teegia abil histopolatsiooniiilesande lahendamisega. Eelviimases punktis on
toodud moned néited nende strateegiate kasutusest. Naited on realiseeritud
paketis Mathcad. Magistrito6 viimases osas on esitatud bibliograafilisi

markusi.
Magistrit6o kirjutamisel on voetud aluseks peamiselt artiklid [3] ja [4].

Mérk [J tahistab toestuste 1oppu.



1 Histopolatsiooniiilesande piistitus

Vaatleme 1iku [a,b], kus a,b € R, a < b, ja valime sellel 16igul punktid

it =0,...,n, jargmisel viisil:

a=rg<r1<...<x,=0b neN.

Lisaks olgu antud reaalarvud z;, ¢« = 1,...,n. Soovime konstrueerida
funktsiooni klassist C* 16igul [a,b] nii, et see oleks igal osaldigul [z;_1,7;],
i =1,...,n, kas ruutpoliinoom vo6i lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioon ku-
jul
() = a; + bi(z — xi,l)’

1+ di(z — xiq)
kus 1 + d;(x — x;_1) > 0, ja rahuldaks histopolatsioonitingimusi

(1.1)

/Z S(x)dx = zi(x; —xi—1), i=1,...,n. (1.2)

1—1
Vaadeldaval juhul on igal osaldigul [z;,_1,z;] (i = 1,...,n) splain S
madratud 3 parameetriga ning seetottu on splaini S konstrueerimiseks va-
jalik parameetrite arv 3n.
Noudest, et S € C'[a, b], saame splainile 2(n — 1) lisatingimust, histopolat-
sioonitingimustest (1.2) n tingimust. Seega vabade parameetrite arv, millest

splain S jadb soltuma, on
3n—2n—1)—n=2.
Niisiis vajame lisaks kahte tingimust, milleks valime rajatingimused kujul
S'"(zo) =a, S'(x,)=p (1.3)
voi kujul
S(zo) =, S(z,) =p. (1.4)
Rajatingimustena voib kasutada ka kombinatsiooni, kus iihes punktidest x

VOl ,, voetakse iiks tingimustest (1.3) ja teises punktis iiks tingimustest (1.4),
naiteks S'(zg) = o ja S(z,) = 5.



Leides tuletise S’ valemist (1.1)

bi - aidi
(1 + dz(l' - $i_1))2’

S'(x) = (1.5)

ndeme, et see siilitab mérki ja seetottu on S rangelt kasvav, rangelt kahanev

voi konstantne 16igul [z;_1, x;].



2 Histopolandi iihesus

Vaatleme eelmises punktis piistitatud histopolatsiooniiilesannet, kus antud
on solmed x;, ¢ = 0,...,n, ja arvud z;, ¢ = 1,...,n. Olgu iga osaldigu
[Ti_1,2;],7=1,...,n, korral médratud, kas splain S on sellel ruutpoliinoom

voi lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioon kujul (1.1).

Teoreem 1. Ulesandel, mis koosneb histopolatsioonitingimustest (1.2) ja

rajatingimustest (1.3) voi (1.4), ei saa olla kahte erinevat lahendit.

Toestus. Olgu S; ja Sy kaks erinevat splaini, mis on osaldigul [x; i, 7]
molemad kas ruutpoliinoomid voi lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioonid.
Tahistame g = S; — S5 ja uurime funktsiooni ¢’ nullkohti 16igul [z;_1, z;]. Kui
S1 ja S on molemad ruutpoliinoomid sellel 16igul, siis g on ruutpoliinoom
ja ¢' on lineaarne, mistottu ¢'(z) = 0 koikjal voi tilimalt tihes punktis 16igul

[%‘717 371] .

Kui aga 57 ja Sy on molemad lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioonid 16igul
(i1, 2], siis
ayi + by(r — w51)
1 + dlz(l' — l‘i—l)

Si(x) =
ja
agi + boy (v — ;1)
Se(x) = ,
2( ) ]_—l-dgi(l'—l'i_l)
kui x € [33'1;1,33'1‘]. Kasutades tahiseid C1; — bli — audu ja Co; — bgi - &Qidgi,

Saame
g(z) = C1i B C2; '
(L4 di(z —zi-1))*  (L+ doi — 2-1))?

Vorrand ¢'(x) = 0 on samavéirne vordusega

C14 Co;

(1 +d1i(l‘_xi—1))2 (1 +d2z(l' —$i_1))2'

Arvestades nimetaja méarki splaini esituses (1.1) (s.o. 14+dy;(x —x;_1) > 0 ja

1+dgi(z—x;_1) > 0), ndeme, et c1; ja cy; on sama méargiga. Kui ¢y; = ¢ = 0,
siis ¢'(x) = 0 koikjal 1oigul [z;_1, z;]. Kui aga cjc; > 0, siis ¢'(x) = 0 on

samavaarne vordusega

1

1+ dyi(x — 1) (&)2

1 + dgz(l' — .Ti,l) Co;

7



ehk )
C14 2
1 + dlz(l' — xi—l) = (C—l) (1 + dgz(l' — ZEi_l)).
2
Viimane lineaarne vorrand on rahuldatud kas iilimalt tihes punktis 16igul
[x;_1, z;] voi koikjal. Taas oleme saanud, et ¢’(x) = 0 koikjal voi tilimalt {ihes
punktis 16igul [z;_1, z;]. Jarelikult, kui ei ole osaldiku, kus ¢'(x) = 0 kaikjal,

saab funktsioonil ¢’ 16igul [zg, z,,] olla iilimalt n nullkohta.

Eeldame, et Sy ja Sy rahuldavad tingimusi (1.2) samade arvudega z; ja

rajatingimustega. Siis

/ g(x)de =0, i=1,...,n, (2.1)

mis tdhendab, et leidub &; € (z;_1, x;) nii, et g(&) = 0.

Eeldame koigepealt, et ei leidu 16iku [z;_1,;], kus ¢'(z) = 0 kaikjal.
Tingimused (1.4) annavad, et g(z9) = 0 ja g(z,,) = 0. See téhendab, et funk-
tsioonil ¢ on vihemalt n+ 2 erinevat nullkohta 16igul [z, ,,]. Funktsioonil ¢’
on Rolle’i teoreemi pohjal n+ 1 erinevat nullkohta vahemikus (zg, x,). See on
aga vastuolus sellega, et funktsioonil ¢’ on iilimalt n nullkohta. Teistest ra-
jatingimustest (1.3) saame, et ¢'(x¢) = 0 ja ¢'(x,) = 0. Lisaks on funktsioonil
¢’ punktide &, i = 1,...,n, vahel n—1 erinevat nullkohta. Seega oleme ka sel
juhul tuvastanud funktsiooni ¢’ nullkohtade arvuks vihemalt n + 1, mis pole
aga voimalik. Néeme, et igal juhul vordusest (1.2), koos rajatingimustega
(1.3) voi (1.4) jareldub, et funktsioonil ¢’ on vdhemalt n + 1 nullkohta 1oigul

[0, ], mis on vastuolu.

Kui leidub 16ik [2;_1, x;], kus ¢'(x) = 0 koikjal, on sama arutlus rakendatav
igale maksimaalsele 1oikude iihendile, kus funktsioon ¢’ ei ole samaselt null.
Kui sellise maksimaalse 16ikude tihendi otspunktiks satub z;, 2 =1,... ,n—1,

siis voib kasutada rajatingimust g(z;) = 0 voi ¢'(z;) = 0.

Niisiis, vastuoluni ei vii ainult olukord, kus ¢'(x) = 0 koikjal 16igul [z, 7]

ja tingimus (2.1) annab, et g(z) = 0 koikjal. Sellega on teoreem toestatud.

O



3 Histopoleeriva splaini esitus

Vaatleme punktis 1 piistitatud iilesannet, kus splain S klassist C' on igal
osaldigul [x;_1, z;] kas ruutpoliitnoom vai lineaar /lineaar ratsionaalfunktsioon.
Vastavalt splaini S kujule rddgime ruut- voi ratsionaalldigust [z;_1, x;]. Lisaks

eeldame, et on antud arvud z; ja histopolatsioonitingimused (1.2).

Selles punktis anname splaini S edaspidises arutelus sobiva esituse nii rat-

sionaalloigul kui ruutléigul.

Kui téhistada ¢; = b; — a;d;, i = 1,...,n, voime ratsionaalsplaini (1.1)
tuletisele (1.5) 16igul [x;_1, z;] anda kuju
Ci
(1+di(x —xi1))?

S'(x) = (3.1)

Olgu S'(x;)) = my, i = 0,...,n, ja hy = x; — x;_1, i = 1,...,n. Tuletise
esitusest (3.1), saame

C; = Mi—1 (32)

Ci

Trmay ~ ™

Kui m; # 0, saame vordustest (3.2) ja (3.3)

m;
millest f
d; = hi ((mm‘l) L 1) . (3.4)
Olgu d; # 0. Siis
S(z) = 2 _ Ci (3.5)

di i1+ di(z —2i0))

Kuna

i Tq b Cs
S(x)dr = - - : d
\/ﬂfi—l (x) ! \/wi—l |:dl dl(l + dl(‘r - xifl)) !

— @h Gi
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siis histopolatsioonitingimustest (1.2) jareldub vordus

C;

I

7

Ak

Vordustega (3.2), (3.4) on ratsionaalsplaini (1.1) kordajad ¢; ja d; avaldatud

parameetrite m;_; ja m; kaudu. Vordusest (3.6) leiame

bl' C;

Seega avaldub ratsionaalsplain (3.5) kujul

m;—1 m;—q

S(x) =z log(1 + h;d;) — , 3.7
ehk, arvestades vordust (3.4), kujul
3
S(JZ’) = z;+ hl mi_i 3 10g (mi_l)
< mi_1 )\ 2 my
(%) )
my
hy = (3.8)

33'6[33'1;1,33'1‘], izl,...,n, t=
Juhul kui d; = 0, siis m;_1 = m; ja b; = ¢; = m;. Tingimustest (1.2) saame

1
a; = z; — §himi ja loigul = € [z;,, z;] esitub splain S kujul

S(x) =z +m; (x — (xi_l + %)) )

On selge, et kui m; = 0, siis S(z) = z;, x € [a,b].
Ruutldigul [z;_1, z;] ldhtume splaini S esitusest

S(ZL‘) = Qo + al(x — Ii_l) + CLQ(I — ZL‘i_l)Q.

10



Splaini S tuletisest S’(z) = a1 + 2a2(x — z;_1) saame, et

S/(xi71> =ay = M-,

S/(.TZ) =ai + 2a2hi = m;.

Viimastest vordustest leiame

!
2R,

(05} (ml — mi,l).
Histopolatsioonitingimuste (1.2) abil saame avaldada
1
ag = 2; — ahz(mz + Qmi_l).
Seega esitub splain S ruutloigul [x;_q, z;] kujul

hi
S(r) = 2+ 5 (=24 6t = 3%y + (—1+ 3t%)m;, (3.9)

kus x = x;_1 + th;.

11



4 Pidevuse tingimused

Selles ja jargmises punktis teeme tehnilist eelto6d histopolatsiooniiilesande
lahendi olemasolu toestamiseks. T60 kiigus tuletame vorrandisiisteemid, mis

tuleb splaini tegelikul leidmisel lahendada.

Kui tahistame m; = S'(z;), i = 0,...,n, ja esitame splaini S osaldigul
[z;_1, ;] parameetrite m;_; ja m; kaudu iga i korral, siis tegelikult lepime
kokku, et m; = S’(z; — 0) jam; = S'(x; +0),i=1,...,n— 1, mis tdhendab

splaini tuletise S” pidevust punktides x1, ..., T,_1.

Olgu I6igud [z;_1, x;] ja [x;, ;41] mdlemad ratsionaalligud. Vaatleme juh-
tu, kus m; > 0 iga ¢ korral (juht m; < 0 on analoogiline). Olgu d; # 0. Kuna
mi_1 = m;(1 + h;d;)?, voime valemi (3.7) pohjal kirjutada

h2d?

1 1
) . 3 . 3
mi_1 (log (mz_l) B 1) N (mz_l)
m; m; m;

= Z; + hzml

L (41)

Samuti leiame valemist (3.7) ldhtuvalt

S(:Jcl-,l + O) = Z; + himi,l h?d?

((1+ hid)) ™ = 1)°

= 2z — him;

12



Jargnevas votame kasutusele funktsiooni

r?(logz — 1)+

pla)y=4 , @=1’

— kui x = 1.
5 ui x

, kuix >0, #0,

Kasutades funktsiooni ¢, saame vordused (4.1) ja (4.2) kirja panna vas-

Sz — 0) = 2 + himig ((mm—l) ) (4.3)

tavalt kujul

ja
m;—
Ratsionaalsplaini S pidevuse tingimusest S(z; — 0) = S(x; + 0),
1=1,...,n—1, saame

mi (/W ((mm1)> + hip1p ((mm“) )) — 5, (4.5)

kus §; = z;11 — 2. Eeldusel, et m; > 0, on ratsionaalsplain S rangelt kasvav

ja jarelikult peame eeldama, et d; > 0.
Kui d; = 0 ja d;.1 = 0, siis vordustest
h;
ja
h;
S(xio1 +0) =z — oM

Saalle

13



Kui d; = 0jad;y1 # 0 (juht d; # 0, dix1 = 0 on analoogiline), siis vordused
(4.6) ja (4.4) koos annavad

ms (% F g ((mm“) )) — 5, (4.8)

Mérgime, et valemid (4.7) ja (4.8) on erijuhud vordusest (4.5). TGepoolest,

tingimus d; = 0 on samavéaérne sellega, et m;_; = m,, siinjuures on tarvilik

1
meenutada, et (1) = 5"
Rajatingimused (1.3) fikseerivad véddrtused my = « ja m, = (. Ra-

jatingimused (1.4) voib aga esitada, ilma, et nad soltuksid vddrtustest dy

21 — himgep ((%) ) = @,
Zp + hpmy, e ((mnz_l) 5) = B. (4.9)

Paneme téhele, et vordusi (4.9) voib vaadelda, kui erijuhte vordusest (4.5),

ja d,, kujul

S

kusi=0,1=njahy=0, 20 =0a, hpt1 =0, 2,01 = 0.

Kokkuvottes, kui 16igud [z;_1, x;] ja [z;, x;41] on ratsionaalligud, siis splai-

ni S pidevus punktis x;, 2 = 1,...,n — 1, annab meile vorduse
0i
m; = pi(m) = T - (4.10)
hig ((mz_l) ) + Ry ((mz“) )
my; my;
Ruutldigul [z;_1, x;] saame vordusest (3.9), et

hi
h;

14



Kui leigud [z;_1,7;] ja [z, 7;41] on ruutldigud, siis splaini S pide-
vuseks punktis x;, ¢ = 1,...,n — 1, peab samuti olema taidetud vordus
S(z; —0) = S(x; +0). Sellest tingimusest saame

h; h;
Ziv + —2(—2my — M) = 2 + E(mi_l + 2m;)
ehk
h; hi + hitq Pita
5 i1 + Teri + %mi+1 = 0y,

mille kirjutame kujul

69; — hymi—1 — hizimiq
2(hi + hit1)

mi = gi(m) = (413)

Olgu 16ik [z;_1, x;] ratsionaalloik ja [x;, z;+1] ruutloik. Kasutades vordusi

(4.3) ja (4.12), saame splaini pidevuse noudest

1
m;— 2 hZ
2 + hymgp (( 1) ) = Zit+1 T gl (—2m; — miq)

my;

m;_— % hZ
him;p (( mil) ) - gl(—sz‘ — Miy1) = 0,

selle vorrandi kirjutame kujul

ehk

(4.14)

m; = pi(m) =

Edaspidiste arutluste paremaks jélgimiseks vaatleme ka juhtu, kus 16ik

[z;_1,2;] on ruutleik ja [z;, z;41] ratsionaalloik. Kasutades vordusi (4.11) ja

(4.4), saame splaini S pidevuse noudest punktis z;, i = 1,...,n — 1,
h 3
i my
Zi+ —(mi_1 +2my) = zip1 — hipimye <( H) )
6 my

15



ehk

1
hi i 2
— (mi—1 + 2m;) + hipamip ((m +1) ) = 0;,
6 m;

mille viime kujule

hi
0i — —m;_q

m; = pi(m) = ; 6 N
gl + hiq1p <(mz+1> )
m;

Splaini tegelikul leidmisel tuleb lahendada n+1 (iildiselt mittelineaarsest)

(4.15)

vorrandist koosnev siisteem, milles on n+ 1 tundmatut my, . . ., m,,. Siisteemi
moodustavad vorrandid on vastavalt osaloikude liigile (4.10), (4.13), (4.14)
voi (4.15), lisaks kaks vorrandit, mis saadakse rajatingimustest. Margime, et
nendes vorrandites on juba arvestatud histopolatsioonitingimuste (1.2) téide-
tust. Kui parameetrid my, . .., m, on leitud, on histopoleeriv splain maaratud

ratsionaalldigul esitusega (3.8) ja ruutldigul esitusega (3.9).

16



5 Aprioorsed hinnangud

Siiani esitatu pohjal on voimalik leida histopolatsioonitilesande lahendiks
olevat splaini, kui on teada, millised osaldigud valida ratsionaal-, millised ru-
utloikudeks. Selle valiku voimalusi késitleme hiljem, esialgu jatkame eelt6od

lahendi olemasolu uurimiseks.

Jargnevas anname moningaid aprioorseid hinnanguid kinnistel osaldikudel
funktsioonidele ¢;, mis on defineeritud vordustega (4.10), (4.13), (4.14) ja
(4.15). Neid hinnanguid kasutame hiljem histopolatsiooniiilesande lahendi

olemasolu toestamisel.

Lemma 2. Funktsioonil ¢ on jargmised pohilised omadused:

1) o(x) >0, ¢'(x) >0, kui x>0,

. . 1
2) lmp(z) =5, lime'(z) =3,
3) tim 2 1 28 g
z—04+ T T—00 logx
1
4) §<M<1, kui 0<zx <1,
x

2
5) ¢ <(§) ) < logﬂ, kui " > 1.84.
r r r

2?(logzr — 1) +x

Toestus. 1) Eeldame, et x > 0 ja vaatleme avaldist ( 02 . Siin
x —
on lugeja piirvaartus
1
logx — 1 - —?
. 2 o — T — 1; r _ —
g logr =) ra) = g T =g T = =0
22 a3

Seepérast lim ¢(z) = 0.

z—04

Jargmiseks leiame x > 0, z # 1 korral

. (2e(loga —1) +a? é +D@E =1 (2(logz — 1) +2) - 2z — 1)
2 (I) - (x _ 1)4 N (:L‘ — 1)4

17



2?2 —2xlogx — 1
GRS
Kui x > 1, siis nimetaja (z — 1)> > 0. Olgu f(r) = 2*> — 2rlogz — 1. On
selge, et f(1) = 0. Niid f'(z) = 2z — 2logx — 2 = 2(x — logx — 1). Néeme,

1
et f'(1) = 0. Lisaks f"(x) =2 (1 — —) > 0, kui x > 1, seega f'(z) > 0, kui
T

x > 1, mis annab ka, et f(z) > 0, kui > 1. Niisiis, ¢'(z) > 0, kui z > 1.

Leiame
2
2?2 —2zxlogx — 1 2 1
. / . . . . 3;' _
xhjﬁ ¢'(r) = Jgﬁ (x— 1) - xhjﬁ 6 3 > 0.

Vaatleme niitid piirkonda 0 < x < 1 ja uurime ¢'(z) mérki. Siis nimetaja
(z — 1)* < 0. Funktsiooni f(r) = 2* — 2rlogx — 1 korral lim f(z) = —1

z—04

1
ja lim f'(x) = oco. Peale selle f"(z) = 2 (1 — —) < 0,kui 0 <z <1, s.t.
T

z—04
f'(z) on rangelt kahanev vahemikus (0, 1). Vorduse f'(1) = 0 tottu tdhendab
see, et f'(x) > 0 vahemikus (0, 1). See omakorda annab, et f(x) on rangelt
kasvav vahemikus (0,1). Jarelikult f(z) < 0, kui 0 < = < 1. Niisiis, alati

1
¢'(z) >0, kui 0 < x < 1. Lisaks saame vorduse lir{l o(z) = 3 Kokkuvottes

oleme tdestanud, et ¢'(zr) > 0, kui x > 0, mis tdhendab, et ¢ on rangelt

kasvav « > 0 korral. Arvestades veel eespool saadud omadust lim ¢(z) =0,

z—04

oleme néidanud, et ¢(x) > 0, kui > 0.

2) Vaatame piirvadrtusi lir{l o(x) voi lir{l ©(x). Saame

1
2z(logz — 1)+ 2 - = + 1

. _ . . x
Jim p) = lim = 2z — 1)
. 2xlogr —x+1
= lim

rz—14 2(1‘ — 1)

1
2logx +2x - — — 1

= lim L
z—1, 2

. 2logx+1 1

= lim ————— = —.

rz—14 2 2

18



Samuti leiame, et

1
lim ¢(z) = 7

r—1_
1 ~ -
Arvestades veel, et p(1) = 3 oleme toestanud vorduse

1

lim (@) = 5-

Selle omaduse teine véide on juba toestatud omaduse 1) toestuses.

3) Arvutades leiame

(logz —1)+1

p(x) _q

. . T
lim ——= = lim 5
ZEH0+ €T ZEH0+ (I’ — ]_)

sest lim xlogx = 0. Voime kirjutada

z—04
lim plx) _ y 2*(logx — 1) |
z—oologx  z—oo (x —1)2logx  a—oo (z — 1)2logx
eeldusel, et kaks viimast piirvadrtust eksisteerivad. Siin lim L 0
z—oo (x — 1)2log x
Seega

. () , x? . logz —1
lim = lim —— lim ——
T—00 logl‘ T—00 (I — 1)2 Tr—00 10g$

)

kus paremas pooles molemad piirvaartused vorduvad nulliga. Oleme saanud

lim £ _ g
z—oo log x

o(x) _ z(logxr — 1) +1

EESIE . Siis

4) Téhistame ¢ (x) =

((1ogx - 1) —i—xé) (x—1)? — (z(logx — 1) +1)-2(x — 1)

Qﬁ,(.f) = (l‘ . 1)4

—(x+1)logx +2(z—1)
(z —1)° '

Uurime ¢'(z) mérki « € (0,1) korral.
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Kasutame viimase murru lugeja jaoks tahistust x(z) = —(z + 1) logz+
+2(x — 1). Siis liI(I)l x(z) = o0o. On selge, et x(1) = 0. Peale selle saame
x—04
1 1 — 1
X'(z) = —+—5 = x;L > 0, kui 0 < o < 1. Seega x' kasvab piirkon-
r T T
nas 0 < z < 1. Arvestades veel vordust x'(1) = 0, kehtib \'(z) < 0, kui

0 < z < 1, mis tdhendab, et x kahaneb vahemikus 0 < x < 1. Vottes niiiid

arvesse vorduse x(1) = 0, saame, et x(x) > 0, kui 0 < x < 1. Sellega oleme

niidanud, et ¢’ (z) = % < 0, kui 0 < < 1. Niisiis, funktsioon plz) on
xr— x
kahenev vahemikus 0 < z < 1. Omadustes 3) ja 2) vordused liI(I)l #lw) =1
r—04 €T
() 1 .
ja hrr% — — 3 lubavad niiiid véita omaduse 4) kehtivust.
r— €T

5) Omadusest 3) jéreldub, et kui z on kiillalt suur, siis io(_x) < 2 ehk
0g T

o(x) < 2logx. Leiame vorrandi ¢(z) = 2log x suurima lahendi z*. Méargime,

1. NP2 ()
et (1) = 5 Ja log 1 = 0 tottu ;}Eﬁ log s

= 00, seeparast " eksisteerib. Kui

x > x*, siis ;p(—x) < 2. Tegelikult z* < /' 1.84, seepérast, kui x > v/ 1.84, siis
ogx

2(r) o,
log x

x>z ja
Sellega on lemma toestatud. 0

Lemma 3. Olgu [z;_1, ;] ja [z, x;11] ratsionaalldigud, kus 6; > 0. Eel-
dame, et K; = [rj, R],r; >0,j =i—1,4,1+1. Kuim; € K;, j =i—1,4,i+1,

siis ¢;(m) € K; eeldusel, et on rahuldatud vorratused

NI

1 1
20; < (hiriy + hinar? )R
ja

d; S 1 R
— 2 T;10g —.
hi + hia gTz‘

20



Toestus. Olgu [x;_1,x;] ja [x;, x;11] ratsionaalligud, kus §; > 0. Siis

di

)

=i—1,4,i+1.

Eeldame, et K; = [T’j,R], r; >0, jam; € Kj, j

Funktsiooni ; vidrtuse @;(m) iilevalt hindamine annab
0

pi(m) = T 1
o)) e ()

Oi

tap ((22) ) e ((222)°)

Kasutades lemmas 2 toodud funktsiooni ¢ omadust 4), saame, et

() =3 (%)
(1)) >3 ()"

Edasi hinnates jouame vorratuseni

ja

20; <R

1 1
T’i— 1\2 Ti_i_l 2
R ! R

pi(m) <

kui
1 1
25@ § <hiri2_1 + hi+17"i2+1) R%

Véértuse o;(m) alt hindamine viib tulemuseni

Oi

) e ()

Oi

=)
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1
R\? R R
Lemma 2 viitest 5) jéreldub ¢ ((—) ) < log —, kui — > 1.84. Edasi
T

) T
hinnates tekib vorratus
0;
©i(m) > >y,
(hz —+ hi—i—l) 10g 7“_

1

kui

i S R
— >r;log—.
hi + hita gﬁ'

Sellega on lemma toestatud. 0
Lemma 4. Olgu [z;_1, ;] ja [x;, ;41| ruutldigud, kus §; > 0. Eeldame,
et K1 = [—R, —51'71], K; = [€i,R]a Ky = [—R: —€i+1] jag; = 0,
j=i—1yi+1 Kuim; € K, j=i—1,i,i+1,siis g;(m) € K; eel-
dustel
69; < (hi + hip1)R
ja
66; + hicio1 + hivi€iv1 = 2(hs + hia)es, (5.1)

seejuures erijuhuna peame silmas (5.1) rahuldatust kujul

h; h;
=2 (1 ) e - e,
Eit1 ( +hi+1)€ hi+1€ 1

kui 9; = 0.
Toestus. Olgu [x;_1,x;] ja [x;, x;41] ruutldigud, kus §; > 0. Siis
60; — him;—1 — hip1mipq
eilm) = 2(hi + hita)
Eeldame, et K,y = [—R,—¢;_1], K; = [e;, R], K;y1 = [-R,—¢&;41] ning
ej>0jam;e K;,j=1—1,4,1+ 1.

K®oigepealt hindame funktsiooni ¢ vaartust ;(m) iilevalt. Saame

oi(m) = 60; — him;—1 — hip1miq
' 2(hi + hit1)

66; + R(hi + his1)
2(h; + his1)

< R,

~X
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kui
60; + R(h; + hiv1) < 2R(h; + hiv1)

ehk
Hinnates vaartust ¢;(m) alt, saame

60 — himi—y — hipami
pilm) = 2(h; + hiy1)

60; + higi—1 + hiti€i11 N

kui
60; + hici—1 + hiz1gi11 = 2(hs + hig1)es.

Kui é; = 0, siis vordus

hici—1 + hivi€iv1 = 2(h; + hi1)e;

ehk h L
i1 =211 e — e
=2 (147 ) s e
tagab vorratuse (5.1) taidetuse. Sellega on lemma tdestatud. O

Lemma 5. Olgu [z;_1, x;] ratsionaalloik ja [z;, x;1 1] ruutléik, kus §; > 0.
Eeldame, et K; 1 = [g;-1, R], K; = [g;, R], Kip1 = [~ R, —€i41], seejuures
€i-1>0,¢,>0jacgi; =2 0. Kui m; € Kj, 7g=1—1,9,2+ 1, siis goz(m) € K;

eeldustel h h
5@' § Ez(&'i,lR) g_lR

S

+

ja

h; R h;
0 + ey = higilog = + —e.
6 E; 3

Stiimmeetrilisel juhul, s.t. kui [z;_1,2;] on ruutléik ja [z;,z;11] ratsion-
aalléik, kus 51 2 O, votame KZ',1 = [—R, 61‘,1], Kz = [Si,R], KiJrl = [€i+1,R],
seejuures €;_1 = 0, ¢; > 0 ja €;51 > 0 ning eeldame, et

h; h;
51' < ER + T+1(€i+1R)

(NI
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ja
hi h; R
0 + 55 P 3 + hiy1gilog o

Toestus. Olgu [x;_1, z;] ratsionaalloik ja [z;, x;11] ruutlsik, kus §; > 0. Siis

5 hin
i T T Ml

_ 6

- )
o\ 2 B

hw((m’ 1) >+ as

Eeldame, et Ki—l = [5i—17 R], Kz = [5i7 R], Ki—f—l = [—R, _5i+1]7 kus Ei—1 > O,
ei>0jac >0ningm; € K;, j=i—1,ii+1.

Alustame jélle funktsiooni ¢; vidrtuse p;(m) hinnanguga iilevalt. Saame

h; h;
5' — —Jrlmlurl 51 + glR
%

- . < ,
mi—q\?2 hivi ( Ei1 ) hita
h; P +
¢<(m_)>+ 3 (R) 3

1

i-1) 2 L reiciye s
Kasutades lemma 2 véidet 4), saame ¢ (<€Rl> 2) > 5 <€Rl> *. Edasi hin-

nates saame

.
5 + ZT“R
i < R,
4 (m) @ <€z—l>% X iy
2\ R 3
kui h h ) h
5 i+1R<_i<5z—l)5R i1
i 6 2\ R * 3
ehk " "
&gé@qmﬂkg%
Lopuks hindame véértust ¢;(m) alt. Saame
hi hi
0; — Tﬂmiﬂ 0; + TH&‘H

pi(m) =

2\ h g R\Z\ iy
hi(P m;—q i i+1 higa £ + i+1
m; 3 & 3
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R\? R R
Kasutades lemma 2 viidet 5), saame ¢ ((—) ) < log—, kui — > 1.84.
Funktsiooni ¢;(m) edasi hinnates saame

hi+1
51' + E;

wi(m) > = &4,

h
D logE + —
E; 3

kui

h; R h
61' + TJrlé'iJrl 2 hiSi lOg — +
&q

3 Ei-
Stimmeetrilisel juhul on hinnangute toestus sisuliselt samasugune.
Sellega on lemma toestatud. 0

Margime, et vastupidise méargiga arvude ¢; korral kehtivad loomulikud lem-

made 3-5 modifikatsioonid.
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6 Kaasmonotoonne strateegia

Selles punktis toestame histopolatsiooniiilesande lahendi olemasolu eel-
dusel, et lihteandmetel on nn. ndrga alterneerimise omadus. Uhtlasi jirel-
dub sellest tulemusest lahendi olemasolu erijuhul, kui lahtehistogramm on

kas rangelt kasvav voi rangelt kahanev.
Téahistame
52':Zi+1_2i7 izl,...,n—l,
do=a, 0,=0 (rajatingimuste (1.3)korral),

do=2z—qa, 0,=0—2z, (rajatingimuste (1.4)korral).

Kaasmonotoonseks strateegiaks nimetame sellist 16ikude liigi valikut, kus

16ik [x;_1, z;] on ratsionaalloik, kui §;_1d; > 0 ja ruutlik teistel juhtudel.

Oeldakse, et ruutloikude sektsioonil, s.t. maksimaalsel ruutldikude
tihendil, leiab aset andmete nork alterneerimine, kui 16ik [x;_1,z;] on rat-
sionaalloik, 16igud [z, ;1] .- ., [Tisk_1, Tirk] on ruutldigud ja [Tk, k1]

ratsionaallGik, nii et
8; > 0,001 < 0,042 2 0,..., (=1) 61451 <0, (=1)* 615 > 0

voi
6; < 0,041 = 0,842 < 0,..., (=1)F i1 =0, (=1)F 645 < 0.

Teoreem 6. Kui osaloikude liigid valida kaasmonotoonse strateegia ko-
haselt ja kui ruutloikude sektsioonil leiab aset andmete nork alterneerimine,
siis histopolatsiooniiilesandel on olemas lahend ning see on rangelt mono-

toonne ratsionaalldikudel.

Toestus. Toestuse pohiidee on jargmine. Vaatleme koigile solmedele
vastavaid vorduseid kujul (4.10), (4.13) — (4.15) koos kahe lisatingimusega
rajatingimustest, mis on viidud kujule m; = ¢;(m). Leiame kinnised

16igud K, selliselt, et ¢; : K — K; ja funktsioonid ¢; on pidevad, kus
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K = HKi C R™. On selge, et K on kompaktne ja kumer. Siis Bohl-
=0
Brouweri piisipunkti printsiibi kohaselt eksisteerib stisteemil m; = ¢;(m),

1t =20,...,n, lahend.

Iga ratsionaalldigu [z;_1, ;] jaoks, juhul kui 6;; > 0, §; > 0 valime
K,_, =K, = [’I“, R] ja juhul (51‘_1 < 0, 62 <0 olgu K,_,1 =K, = [—R, —7“],

kus 0 < r < R. Eeldame, et ratsionaalldikude [z;_1, x;] ja [2;1k, Tirrs1] vahel

on ruutléigud [z;, xi11], ..., [Tizk—1, Tirk), millel on andmete nork alterneer-
imine. Kui K; = [r, R], siis valime K;;1 = [-R,0], K40 = [0, R],... . Kui
aga K; = [-R, —r], siis votame K,;; = [0, R], K;12 = [-R,0],... . Valime

m € K ehk m; € K;, © =0,...,n. Edasi analiiiisime kolme pohilist juhtu.

Vaatleme koigepealt olukorda, kus [x;_1, x;] ja [x;, x;41] on ratsionaalldigud
ja 6; > 0. Lemma 3 pohjal, kus r; =, j =i — 1,i,i + 1, saame ¢;(m) € K,
kui

ja
i R
— >rlog —. 6.2
hi + hipq Tos r (6.2)

Teiseks, olgu 1oigud [x;_1, ;] ja [}, ;41] ruutldigud. Kui néiteks §; > 0,
siis K; = [0, R] ja K;_1 C [-R,0], K11 C [-R,0]. Lemmast 4 jéreldub, et
;(m) € Kj, kui

69; < (hj + hj1)R. (6.3)

Kolmandaks, olgu néaiteks [zr; 1,x;] ratsionaalloik ja [x;, ;1] ruutloik.
Olgu K;_1 = K; = [r,R] ja seepérast 6; > 0. Siis K;4; = [—R,0] voi
K41 = [-R,—r] (seda juhul, kui [z;41,x;12] on ratsionaallik). Lemma 5

pohjal ¢;(m) € K;, kui

5 < h’glR (6.4)
ja
h
d; = h;rlog L + %17". (6.5)
r

Valime koigepealt arvu R nii, et tingimused (6.3) ja (6.4) oleksid taidetud.

Paneme téhele, R suurendamine ei riku nende tingimuste taidetust. Siis,

27



vajadusel vihendades r vaartust ja suurendades R vaartust, saame rahuldada
nii tingimusi (6.1), (6.2), kui ka nende analooge teiste korvuti asetsevate

ratsionaalldikude paaride jaoks ja koiki vorratusi (6.5).

Seega oleme toestanud histopoleeriva splaini olemasolu. Lisaks néitas
toestus, et ratsionaalloikude rajapunktides ei ole splaini esimene tuletis
null, millega oleme toestanud ka teoreemi viimase viite. Sellega on teoreem
toestatud. 0

Markus 7. Kui koik 9; # 0, ¢ = 0,...,n, siis leiab aset andmete nork

alterneerimine ruutloikude sektsioonil.

Jareldus 8. Kui ldhteandmed on rangelt monotoonsed, s.t. kas §; > 0,
1=0,...,n,v0i 0; <0,7=0,...,n, siis histopolatsiooniiilesandel on olemas

lahend, mis on lineaar /lineaar ruutsplain.
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7 Modifitseeritud kaasmonotoonne strateegia

Vaatleme 1opuks juhtu, kus mingil ruutloikude sektsioonil puudub andmete
nork alterneerimine. Selleks on vajalik, et leiduks vahemalt iiks sisesolm, kus

0; = 0, s.t. et histogrammi kaks naabertulpa on vordse korgusega.

Erijuht 1. Vaatleme histogrammi, kus d; o > 0,0;_1 > 0,0; = 0,6;41 <0,
divo < 0. Valime Idigud [x;_9, ;1] ja [wi11,2s42] ratsionaallikudeks.
Analiitisime koigepealt kaasmonotoonset strateegiat sisemiste 16ikude

valikul.

Niide. Kaasmonotoonse strateegia kohaselt olgu 16igud [z;_1, ;] ja
[;, ;1] ruutloigud. Kirjutame vordused (4.14), (4.13) ja (4.15) solmede

Ti—1,%; ja T4 jaoks kujul

hi 22
E(Qmifl“'mi)"'hiflmiflﬁp <(m 2) ) = 041, (7.1)

mi—1
himi—1 + 2(h; + hip1)mi + hipamq = 0, (7.2)
hita Mit2 ) 2 B
(mi + 2mi+1) + hi+2mi+1<,0 = 5i+1‘ (73)
6 My

Sailitades iildise tahistuse, vaatleme punkte x; 5 ja ;.o kui rajasolmi ning

olgu seejuures fikseeritud m;_o = S'(x;_9) > 0 ja mo = S'(z;42) < 0.

Fikseerime samuti h;, j =¢—1,...,7+ 2, ja 0;41. Oletame, et ;-1 — oo.
Siisteemi (7.1) — (7.3) lahendi korral m;_; > 0 ja m;41 < 0. Esiteks annab

(7.1), et m;—y — oo voi m; — oo. Tingimus m; — oo ja vordus (7.3) annavad,

x
et m; 11 — —o0. Vottes arvesse koondumist M — 1, kui x — 0, saame
x
mA
uuesti vordusest (7.3), et — —2, ja jérelikult m;, = —— + o(m;).
Myl 2

Kuna niitid tihelt poolt vordus (7.2) omandab kuju
3
himi_l + (2hz + ahi+1)mi + o(mz) = O,

teiselt poolt aga peab m;_; > 0 ja m; — oo, siis oleme konstrueerinud

vastuolu. Juht m; — —oo ei sobi, kui kehtib vordus (7.3) ja m;y1 < 0. Kui
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m; jaab tokestatuks, siis vordus (7.3) annab m;,; tokestatuse, aga see, koos

tingimusega m;_; — 00 on vastuolus vordusega (7.2).

Nagu selgus naitest voib iildiselt juhtuda, et kaasmonotoonne stratee-
gia ei taga histopoleeriva splaini olemasolu. Detailsem analiiiis néitab, et
moningatel juhtudel viib kaasmonotoonne strateegia lahendini ka siis, kui

mingil ruutldikude sektsioonil ei ole andmete norka alterneerimist.

Néide sunnib igasuguste lahteandmete korral lahendi olemasolu saamiseks
loobuma kaasmonotoonsest strateegiast. Jaddes erijuhu 1 raamidesse, valime
ikka 16igud [z;_o,2;_1] ja [zi41, is2] ratsionaalldikudeks. Lisaks valime ka
16igu [z;_1, z;] ratsionaalldiguks. Siis 16ik [x;, x;11] peab olema ruutlsik. Olgu
K, o =K, 1 =[r,R], Kis1 = Ki1o = [-R,—r] ja K; = [¢, R], kus ¢ > 0.
Eeldame, et m; € Kj iga j korral. Lemma 3 pohjal saame, et ¢;_1(m) € K;_,
kui

25@'—1 < hi_l(T’R)% (74)
ja
(51‘_1 R
— > log —. .
h/i—l + hZ 8 T (7 5>
Lemmast 5, kus ¢; = 0, saame ¢;(m) € K;, kui
glr > hielog - + ;15. (7.6)
Lopuks lemma 5 siimmeetrilise osa pohjal saame ¢;11(m) € K; 1, kui
h; h; 1
10:41] < 6+1R + 2“ (rR)> (7.7)
ja
hi R
|5i+1| > ;17“ + hi+27” IOg 7 (78)

Kokkuvottes valime koigepealt arvud r ja R selliselt, et nad andmete norga
alterneerimise piirkonnas rahuldaksid tingimusi, mis on kirjeldatud teoree-
mi 6 toestuses. Seejarel vihendades vajadusel r vadrtust ja suurendades R
vidrtust, saame rahuldada vorratused (7.4), (7.5), (7.7) ja (7.8). Lopuks val-
ime arvu € nii, et kehtib vorratus (7.6). Siis Bohl-Brouweri piisipunkti printsi-

ibi pohjal on histopolatsiooniiilesandel lahend olemas.
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Viimase aruteluga kirjeldasime erijuhu 1 jaoks modifitseeritud kaas-
monotoonset strateegiat ja néitasime, et selle korral on lahendi olemasolu

toestatav.

Erijuht 2. Oletame jille, et histogrammil ei leidu andmete norka al-
terneerimist mingil ruutloikude sektsioonil. Vaatleme juhtu, kus d;_o > 0,
Si1 > 0,8, =0,....64% =0, (=% 111 < 0, (=1)*8i142 < 0. Erijuht
1 kajastab sama juhtu, kui & = 0. Erijuhust 1 teame, et kaasmonotoonse
strateegia korral ei pruugi leiduda histopoleerivat splaini. Oletame niiiid, et
k > 1. Naites toodud pohjendused lahendi mitteolemasolu kohta kehtivad ka
k > 1 korral. Naiteks valides 9;_; — 0 ja jéttes teised parameetrid fikseer-

ituks, saame lahendi olemasolu eeldusel vastuolu.

Kirjeldame jargnevas modifitseeritud kaasmonotoonset strateegiat os-
aloikude liigi valikul. Loigud [z;_2, ;1] ja [Ti1ki1, Titrro) valitakse igal juhul
ratsionaallikudeks. Analoogiliselt erijuhus 1 tehtule, valime 16igu [x; 1, 7]
ratsionaalliguks  ja 16igud [z, 1], - -, [Tick, Tisks1]  ruutloikudeks.

Toestame, et siis on lahendi olemasolu garanteeritud.

Olgu K; o =K,y =[r,R|, K; =[¢j;,R], j=1,1+2,..., K; = [-R, —¢j],
j =i+ 1i+3,..., Kiyky1 = Kiipyo = [r,R], kui k on paaritu ja
Kitki1 = Kitpyo = [-R, —r], kui k on paaris. Néitame, et teatud tingimus-
tel kehtib p;(m) € K;, j=1i—1,...,i+k+1, kui m; € K; iga j korral. Kui
kehtivad tingimused (7.4) ja (7.5), saame, et ¢;,_1(m) € K;_;. Kui

iy R hi
——€iy1 = higilog — + ——¢;, 7.9
6 Citl g; log c + 3 © (7.9)
siis ¢;(m) € K;. Lemma 4 pohjal, p;(m) € K;, j=i+1,...,i+k—1, kui

h; h;

€j+1 = 211+ — € — —]éj_l, (710)

P hj1

ja pire(m) € Ky, kui
h; h;

r=2 (1 + th ) itk — +h Eitk—1- (7.11)

hit i1 hitria

Lemma 5 annab meile, et @;,x11(m) € Kiypy1, kui

hi hi L
16isk1] < *g“R+ *2’“”@3)5 (7.12)
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ja
Pigrs1

3

R
|Oihs1] > T+ hiypyor log e (7.13)

Valime arvud r ja R tingimustest (7.4), (7.5), (7.12), (7.13) ja tingimustest
teistes solmedes, mis asuvad véljaspool antud ruutloikude sektsiooni. Valides
alguses suhteliselt viikese &;, médrame suuruse e;,1 tingimusest (7.9) ja

jargmised ¢; védrtused tingimusest (7.10), saame rahuldada vorratuse (7.11).

Markus 9. Eelnevalt esitatud arutelu sobib ka juhul, kui j = i+1,...,i+k
korral, kas ¢; > 0, siis valime K; = [g;, R], voi 0; < 0, siis valime
K; = [-R, —¢;]. Sobiva mérgiga 0, ei riku |¢;(m)| hinnangut ilevalt (arv R
peab olema suhteliselt suur) ja aitab vihesel mééral parandada alt hinnangut
ilma, et oleks vaja teha muutusi tingimustes (7.4), (7.5), (7.9) — (7.13).

Maérkus 10. Loigu [z;_1, ;] asemel voime valida ratsionaalldiguks ka 16igu

[Tisk, Tigkt1]. Seda juhul, kui §; =0, j =14,...,i+ k.

Uldine juht. Kirjeldame modifitseeritud kaasmonotoonset strateegiat
iildisel juhul, kui mingil ruutloikude sektsioonil ei ole norka alterneerimist.
Vaatleme olukorda, kus d;_o > 0, &1 > 0, & < 0 ,...,(=1)'64p > 0,
(_1)l5i+k+1 < 0, (_1)l5z'+k+2 < 0. Loigud (22, 25-1] ja [Titht1, Tigrro]
on ratsionaalsed. Kinniste loikude K; o, K; 1, K;iry1 ja K;ixio valik on
sama, mis erijuhtudel. Arvestame, et §; < 0, d;37 = 0,... mérgid on so-
bivad, et leiduks andmete nork alterneerimine. Naiiteks teisel erijuhul on
koik d;, ..., 0,1 sobivate méarkidega ja esimene mittesobiva margiga ;5. 1-
Modifitseeritud kaasmonotoonse strateegiaga saame teisel erijuhul, kui val-
ime iihe osaldigu lisaks ratsionaalseks, ruutloikude sektsiooni, kus koigi and-
mete ¢; mérgid on sobivad. Jargides sama ideed, valime esimese mittesobiva
mérgiga 0,4, korral (juhul, kui 6;1, # 0 ja d;4py1 = 0) 16igu [Ti4p—1, Titp)
ratsionaalldiguks ja 16igud [w;—1,2], ..., [Titp—2, Titp—1] ruutloikudeks. Sel
juhul K; kuju, j = 4,...,7 + p, on médratud loiguga K; = [e;, R] voi
K; = [-R, —¢;]. Sarnaselt erijuhtudele votame €4, 1 = €;4,. Jitkame sar-
naselt osaga 0;i1p_1,...,0itkt2, Kus 10igud [Tiip—1, Titp] ja [Titht1, Tithio)
on voetud ratsionaalldikudeks. Méarkused 9 ja 10 lubavad saada sisalduvuse

¢;j(m) € K; koigi j korral. Lahendi olemasolu jareldub jélle Bohl-Brouweri
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piisipunkti printsiibist.

Mairkus 11. Selle asemel, et alustada ruutldikude sektsiooni vasakust
otsast, voime mérkuse 10 ideed kasutades alustada ka paremast. Sel juhul

saame moned osaloigud teist liiki, kui nad oleksid vasakult alustamisel.

Modifitseeritud kaasmonotoonse strateegia pohiidee on selles, et ru-
utloikude sektsioonis, kus ei ole andmete norka alterneerimist, asendatakse
otsmine ruutloik ratsionaalldiguga ja luuakse niiviisi uus ruutloikude

sektsioon, kus andmetel on norga alterneerimise omadus.
Vottes arvesse teoreemi 1, oleme saanud jargmise tulemuse.

Teoreem 12. Igasuguste andmete ja rajatingimuste korral on voimalik
konstrueerida histopoleeriv splain, mis on lineaar/lineaar ratsionaalfunk-
tsioon vOi ruutpoliinoom modifitseeritud kaasmonotoonse strateegiaga
madratud liigiga 16ikudel. Selliselt saadud splain on {iheselt mé&aratud

valitud liigiga 16ikude korral.

Vaatleme uuesti erijuhtu 2 ja modifitseeritud kaasmonotoonset strateegiat.
See lahenemine sisaldab mittestimmeetrilisust splaini konstrueerimisel. Eel-
datud ldhteandmete korral on meil tegelikult m;_; > 0, m; > 0 ja vordus

(4.14) annab m;;1 < 0, samuti |m;;1| > 2m;. Kasutame vordust (4.13) kujul

3h,; h;
mijy1 =— |2+ L m; — —2—(m;+2m,_1), j=i+1,...,i+k,

Jj+1 ( 3hj+1) J 2hj+ ( J J 1) J
saame, induktsiooni abil, et (=1)77'm; > 0, |m;| > 2/m;_4],
j = 1+ 1,...,i + k 4+ 1. Seeparast voib modifitseeritud kaasmono-
toonse strateegiaga saadud lahend tugevalt ostsilleeruda, mistottu otsime ka

teisi 1ahenemisi.

Teine strateegia voiks olla jargmine. Suhteliselt suure k£ korral histopoleer-
ime eraldi 16ikudel [z, z;] ja [Tk, z,], kus rajatingimused on S(z;) = z;
ja S(wirr) = zitr = z;. Samuti valime S(z) = z;, kui € [x;, x;4]. Selle
strateegia puudus on voimalik sileduse C' puudumine punktides z; ja ;4.

Margime, et iiks voimalus on histopoleerida eraldi 16ikudel [z, z;—1] ja

[Titki1, Tn], rajatingimustega S(z;_1) = 2 ja S(Tiikr1) = zirk. Kul votta
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S(z) = 2, © € [;_1, Tisry1], siis see on ebaloomulik ja pole siledusega C*

punktides x;_1 ja T;ipi1-

Kolmas voimalus on histopoleerida eraldi 16ikudel [xg, ;] ja [z;4x, ©,] nagu
teisegi strateegia puhul. Siin aga valime funktsiooni S 16ikudel [z; 1, z;] ja
[%isk, Tiykr1] kuuppoliinoomiks koos rajatingimustega S(z;) = 2;, 5 (z;) = 0
ja S(xisr) = zivk, S’ (wiyx) = 0, jittes S(x) = 2;, © € [x;, xi44). Sellisel juhul

sailitab funktsioon S sileduse C*.

Kaks viimast ettepanekut strateegiateks ei taga funktsiooni S kon-
stantsust  16igul  [z;_1, Zipxr1].  Sellise eesmérgi nimel voime votta
S(x) = zi, ¢ € [Ti_1,Titkr1), ning funktsiooni S loikudel [x;_o,z;-1] ja
[Tiikt1, Tirkre] kuuppoliinoomidena selliste rajatingimustega punktides x;_;
ja Tiypy1, et funktsioon S oleks siledusega C'. Siis x € [2;_p, ;1] korral

voib splaini naiteks esitada kujul

hi—1
6

S(z) = zio1 + 61 (=1 + 6% — 4t%) + —— (=1 + 6t — 9t + 4¢7),

kus © = x;_o + th;_1, millest saame

12
S/(.CI?> = h—fl(SZil(t — t2) + mi,g(l — 3t + 2t2)

Meenutame, et eeldasime tingimuse 6;; > 0 téaidetust. Otsene

analiilis naitab [7], et S'(z) > 0, ©* € [r;_9,%;_1], parajasti siis, kui

i1
hi
kuuppoliinoomini. Sel juhul on v6imalik kasutada pingul splainide teooriat,

0 < m;_—o < 12

. Vastupidisel juhul viib see meetod mittekasvava

kus 16igul [z;_ 5, x;_1] on S funktsioon lineaar- ja kuuppoliinoomi vahel [7].
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8 Naited

Splaini S esituseks vordustega (3.8) ja (3.9) vastavalt ratsionaalldigul
ja ruutloigul on meil vaja teada parameetreid m;. Need on leitavad
vorrandisiisteemist, mis koosneb vorranditest (4.10), (4.13), (4.14) vdi
(4.15), koos vastavate rajatingimustega. Sellise siisteemi lahendamiseks saab
edukalt kasutada Newtoni meetodit [3, 4].

Jargnevalt vaatame moningaid néaiteid. Esimeses neist on tegemist andmete
norga alterneerimisega. Vaatleme vorku zop =0, 1 = 1, x5 = 1.9, x3 = 2.8,
ry =4, x5 =4.9, ¢ = 6.2, 7 = 7.5 ning histogrammi korgusi z; = 2, 2o = 3,
23 =24 =25 =9, 26 = 5, 27 = 2. Sellele lisame rajatingimused S’(0) = 1
ja S'(7.5) = —2. Loigud [zg, x3], [x3,24] ja [24, 5] on ruutldigud, tilejdanud

ratsionaalloigud. Tulemuseks saadud splain on joonisel 1.

AN
e

Joonis 1.

Jargneva nelja naite korral puudub andmete nork alterneerimine.
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Teises naites on meil antud vork g =0, 21 =1, 29 = 1.9, 23 = 2.8, x4 = 4,
x5 = 4.9, r¢ = 6.2 ning histogrammi korgused z; = 2, 20 = 3, 23 = 24 = 7,
25 = 6, zg = 4. Kasutame rajatingimusi S’(0) = 1 ja S’(6.2) = —1. Splaini lei-
dmisel kasutame modifitseeritud kaasmonotoonset strateegiat ja valime 16igu
[x2, 3] ratsionaalldiguks. Siis saame, et 16ik [x3, z4] on ruutléik ja iilejadnud

ratsionaalloigud. Selliselt saadud splain on joonisel 2.

| SN
__ N\

Joonis 2.

Kolmandas néites votame vorgu zop = 0, x1 = 1, 2o = 1.9, 23 = 2.8,
ry = 4, x5 = 4.9, xg = 6.2, x7; = 7.5, histogrammi korgused on z; = 2,
29 =3,23 =24 =25 =7, 26 = 8, 27 = 10 ja rajatingimused S’(0) = 1 ja
S'(7.5) = 12. Loigud [z3,24] ja [x4,x5] on ruutldigud ja iilejadnud ratsion-
aalloigud (16ik [x9, z3] on valitud ratsionaalldiguks modifitseeritud kaasmono-
toonse strateegia alusel). Selliselt saadud histopoleeriv splain on &ra toodud
joonisel 3. Jooniselt 3 on ndha, et parameetrite m; absoluutvaértused kas-

vavad ruutloikude sektsioonil vasakult paremale liikudes.
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Joonis 3.

Joonis 4.
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Selles néites kasutame histopoleeriva splaini konstrueerimiseks konstantset
funktsiooni 16ikudel [x3, z4] ja [z4, x5] ja kuuppoliinoomi 16ikudel [zq, x3] ja

[z5, z6]. Ulejddnud 15igud on ratsionaalldigud.

Neljandas naites on meil antud vork xo = 0, x1 = 1, xo = 1.9, x3 = 2.8,
ry = 4, x5 = 4.9, xg = 6.2, v7; = 7.5, xg = 8.5 ja histogrammi korgused
on 21 = 2, 20 =6, 23 = 24 = 25 = 25 = 1, 27 = b, zg = 2. Valime
rajatingimustega S’(0) = 1 ja S’(8.5) = —1. Saadud histopoleeriv splain on

joonisel 4.

I/
%

Joonis 5.

Viimases naites on meil antud vork xg = 0, x1 = 1, 25 = 1.9, 3 = 2.8,
ry = 4, x5 = 4.9, x4 = 6.2. Histogrammi korgused on z; = 1, zo = 4.7,
23 =24 =1, z5 = 6.75, 26 = 3. Histopoleeriv splain, mis on naha joonisel 5,
on konstantne 16ikudel [zo, z3] ja [x3, 24], lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioon

1gikudel [xg,z1] ja [s5,26] ning kuuppoliinoom 16ikudel [z1,xs] ja [x4, 5]

38



Arvestatud on rajatingimustega S’(0) = 1 ja S’(6.2) = —1 ja sileduse C*
tingimustega punktides x5 ja x4. Valja arvutatud vaartused m; = 2.801 ja
ms = —7.549 viitavad vastavalt monotoonsele ja mittemonotoonsele kuup-

51‘71

poliinoomile (tingimuse 0 < m; o < 12 tottu).

i—1
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9 Bibliograafilised markused

Geomeetriliste omaduste sailitamiseks on kaks traditsioonilist ldhenemist,
molemad kasutavad vabade parameetrite sobivat valikut. Esimene neist
on lisasolmede valik splainile [8, 9, 11-13, 22|. Teine strateegia kasutab
korgema astme splaine koos viiksema siledusega [17, 20, 21|. Raamatus
[7] ja artiklis [23] on iildine informatsioon ja viited geomeetrilisi omadusi
sdilitava funktsioonide ldhendamise kohta. Ka artiklis [19] tegeleb autor
histopolatsiooniiilesande lahendi geomeetriliste omaduste siilitamisega.
Samas ratsionaalsplainid sailitavad geomeetrilisi omadusi iseenesest. Néiteks
lineaar/lineaar ratsionaalsplain klassist C' on alati monotoonne ja ru-
ut/lineaar ratsionaalsplain klassist C? siilitab lihteandmete kumeruse.
Sellisel juhul voib splaini parameetrite arv olla minimaalne. Seda ideed on
kasutatud allikates [3, 14-16, 18]. Lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioonidega
on voimalik lahendada ka naiteks iilesanne, kus histogrammi korgused
teevad jarsu hiippe [3] (selle niite algandmed on esitatud artiklis [1]).
Artiklis 3] kasutatakse koonduvuskiiruse arvutamiseks klassikalist tulemust

Newtoni meetodi koondumisest (niiteks [6]).

Raamatus [2] on esitatud meetod splaini konstrueerimiseks, mis rahuldab
ruumala séilimise, positiivsuse (mittenegatiivsuse) ja lokaalse monotoonsuse

tingimusi ette antud histogrammi korral.

Kaasmonotoonne kujusiilitav interpoleeriv splain on alati iiheselt leitav,
kui kombineerida splaine, mis on lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioonid voi
ruutfunktsioonid kindlatel 16ikudel [16].
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Monotonicity preserving histopolation

Helle Hallik

Summary

Let x; be given points in the interval [a, b] such that
a=rg<r1<...<x,,=0

and let z, i = 1,...,n, be given real numbers. We want to construct a C*
function S on [zg,x,] that is either a quadratic polynomial or a rational

function of the form b )
a; +0;(T — Ty
S —
(33') 1+ dz(l‘ - ZL‘i_l)

with 1 4+ dj(x — ;1) > 0 for x € [x;_q,2;], i = 1,...,n, satisfying the

histopolation (area-matching) conditions

/Z S(x)dx = zj(x; —xi—1), i=1,...,n. (10.1)

i—1

In addition to (10.1), we impose the boundary conditions

S'"(xo) =, S'(x,) =p (10.2)
or
S(xg) =a, S(x,)=0. (10.3)
Denote
0; =211 — %, t=1,....n—1,

do=a, d,=p (for boundary conditions (10.2)),

do=2z—a, 0,=p—z, (forboundary conditions (10.3)).
We determine a subinterval [x; 1, ;] to be rational if §;_16; > 0 and quadratic
otherwise. We say that a quadratic section, i.e. maximal sequence of adjacent
quadratic intervals, has a weak alternation of data if the interval [z;_1, x;] be-
ing rational, intervals [x;, z;41], . . ., [Titk—1, Titk] quadratic and [z; 4k, Tiyki1]

again rational then

51' > O, 5i+1 < O, R (—1)k5i+k,1 < O, (—1)k5l+k >0
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or
0; < 0, 5i+1 >0, ... (—1)k5i+k,1 >0, (—1)k5l+k <0.

We prove that, if the weak alternation of data takes place on quadratic
sections, then a unique histopolating spline exists for any data z;, z; and is
monotone on rational intervals. If there is no weak alternation of data we
propose to use a modified comonotone adaptive strategy. By this startegy we
replace first (or last) quadratic interval on quadratic section without weak
alternation of data by rational one. If this solution has an undesirable am-
plifying effect we use constant function on adjacent quadratic intervals and

cubic polynomial on neibhouring intervals of constant functions.

We consider five different particular histograms with or without weak al-
ternation of data and present the figures about constructed combined splines.

In all cases numerical examples support theoretical results.
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Lisad: Programmid

Naide 1.

xZ.(In(x) - 1) +

f(x) = ) o(x):= |f(x) if x#1 a:=1 Pp:=-2
=) e if x=1
2
x:=(01 19 28 40 49 6.2 7.5)T n := last(x) i=1.n
2-(02399952) i=1.n-1 8=z -2
m, = 0.5 m, := 0.3 m, = -0.01 m, = 0.1 m _,= -3
Given
) m, )
my| hyd [— +hy9 [— =81
iy ™))
m,-h,-¢ E\+E 2m,+m,) =39
22 m2) 6 ( 2 3) 2
h3~(m2 + 2-m3> + h4~(2~m3 + m4) = 6-53
h4~(m3 + 2-m4> + h5~(2~m4 + m5) =6-54
hn—2 5 mn—l\ _5
6 '(mn—3 * mn_2) My oM Oy - on-2
m ) A
m e =2 1h BV
n-1| n-1 m n m n-1
n—1) n—1)}
mm := Find(m) m:= mm my = o m, = §

46



H(x,z) .= [n <« last(x)

U0<—X0

U1<—X0

u3~n—1 < Xn

X
u3-n<_ n

V3-n—1 < Zn

Vg.n «~0

foriel.n-1
Usiiit <%

u, . <« X.
3 i

Usiir1 < %
Va1 <

V3-i<_0

Vairt € Zis1

augment(u,v)

i)

U:= H(x,z)<O> V= H(x,z)<

R(i,t,m,c,h) = oj+ hi-

h.
P(i,t,m,c,h) = oj— EI|:(2 -6t + 3-'[2)~mi
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sPL2(x,m,¢,c) = |n < last(x)
foriel..n
if X 4 < ¢ < X;

hi X=X
C =Xy

h.
i

t <«

S«R(i.t,mo.h) ifiz=lvi=2vi=n—1vi=n

S « P(i,t,m,c,h) otherwise

u:=20,001..75

8

N

A
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Naide 2.

x2.(In(x) - 1) +

[2:x-(In() = 1) + x+ 1] 2.[x2'(ln(x) 1)+«

d
f(x) = g(x) = —Ff(x) >
2 dx 2 3
(x-1) (x-1) x-1)
o(x):= |f(x) if x=1 Dy(x) := |g(x) if x=1 a=1 p:=-1
e if x=1 e if x=1
2 3
x:=(01 19 28 40 49 6.2)T n := last(x) i=1.n hI =X = X4
27-=(0237764) i=1.n-1 &=2 -2
. . . |. |+1 |

sPL2(x,m, ¢, c) ==

P(i,t,m,o,h) = oj— Ei [(2 —6t+ 3~t2)-mi_1 + (1 - 3-t2)~mJ

n < last(x)
foriel..n

if X, <C<x

hi “«— xi - Xi—l

=Xy

h.
i

t«

s«R(i,t.mo.h) ifi=lvi=2vi=3vi=n-1vi=n

S« P(i,t,m,c,h) otherwise
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1 2" 3= n2° n-1°

Given

n-2 5 mn—l\ -5
6 '(mn—3 * mn—Z) RN RN T 2) - on-2
n_
m ) )
UNEE RN = hy¢ P = On-1
rnn—l} mn—l})
mm := Find(m) m:= mm my = @ m,=B

U:= H(x,z)<O> V= H(X,Z)<1>

50



u:=0,001.6.2

;

0 1 2 3 4 5 6 7
Naide 3.
x2(In(x) — 1) + x d 2x(n() - 1)+ x+ 1 |x(n(x) - 1) + x|
f(x) = 900 = L0 > _2.
(x-1)° o (x-1)° (x-1)°
o(x) ;= |f(x) if x=1 Dd(x) := |g(x) if x=1 a=1 p:=12
1 if x=1 1 if x=1
2 3
x:=(0 1 19 28 40 49 62 75) n:=last(x)  i=1.n hi=x -x
z=(0237778 10) i=1.n-1 &=z , -2

i+1 i
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Given

h ~(m + 2-m4) + h5-(2-m4 + mS) =6-84
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SPL2(x,m,Q,0) = |n « last(x)
for iel..n

if x,_ <C<x
hi XX
5~ Xy

h.
i

t«

S«R(i.t,mo.h) ifiz=lvi=2vi=3vi=n-1vi=n

S « P(i,t,m,c,h) otherwise

S
U:= H(x,z)<O> V= H(x,z)<1>
u:=0,001.75
1471
12T

10T /
8T ]
] /
il [
pas
P
V4 //
0 ) 5 5 / 2 5 ; 5
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Naide 4.

xZ.(In(x) - 1) +

f(x) = ) o(x) = |[f(x) if x=1 a=1 Pp:=-1
(x-1) 1
— ifx=1
2
x:=(0 1 19 28 40 49 62 75 85) ni=last(x) i=1.n ho=x-x
2=(0 2677775 2) i=1.n-1 8j=2_, -z
i+1 i

ml:=2 m2:= 3

B )

Given

MA = Find((:;))
m6:= 6 m7:= 5
A

L = Find((:j))
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hi 2
K1(i,t,m,z,h) == Z;, - E'mi—l[l -6t+t-(9- 4~t)]

h.
K2(i.t,m.z,h) =z, + E'-mi-tz.(m _3)

SPLZ(x,m,&;,z) = |n « last(x)
for iel..n
if Xi 4 < ¢ < X;

hi X=Xy

C =X

h.
i

t«

S« R(i,t,m,z,h) ifi=1lvi=2vi=n-1vi=n
S « K1(i,t,m,z,h) if i=3
S « K2(i,t,m,z,h) if i=n-2

S« Zq otherwise

U:= H(x,z)<O> V= H(x,z)<1>
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u:=0,001.85

T // N

4+

1

.
/|

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Naide 5.

x2.(In(x) = 1) + x

f(x) = o(x) ;= |f(x) if x=1 a=1 B:

2
(x-1) 1
— ifx=1
2

x=(0 1 19 28 40 49 62)7  n:= last(x) i=1.n ho=x-x

2=(0 1 47 7 7 675 3)' i=1.n-1 8j=z

h
a(y) = h1~y-¢[j§j + ?Z-y - 81+ 62 y:=3 root(g(y),y) = 2.801
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g=a  my=root(g(y).y) me:=p

h
_5 B) | .
gl(t) == ?-t + h6~t~¢(\/;) - 035+ 084 t:=1 root(gl(t),t) =-7.549 mg = root(gl(t),t)

R(i,t,m,z,h) := Z,+ hi-

h.

2 1 2
z,, - zi)-t (3-21) - E-mi_l[l —6t+t7(9 - 4~t)]

Ki(i,t,m,z,h) = 2.2, — 2, + 2~(

1

h.
. 2 i 2
K2(i,t,m,z,h) =z, | + 2-(2i - zi_1)~t (3-21) + E'mi't (4t = 3)

SPLZ(x,m,Q,z) = |n « last(x)
for iel..n
if X, <C<x

hi <~ xi - Xi—l

C =%

h.
i

S« R(i,t,m,z,h) ifi=1vi=n
S « K1(i,t,m,z,h) if i=2
S« K2(i,t,m,z,h) if i=n-1

S « Zq otherwise

t«

U:= H(x,z)<0> V= H(x,z)<1>
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u:=0,001.62
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