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Sissejuhatus

Funktsioonide taastamisel m~o~otmistulemuste v~oi katseandmete p~ohjal
on praktikas esinevatel juhtudel tihti oluline, et säilitataks algandmete
geomeetrilisi omadusi: positiivsust (mittenegatiivsust), monotoonsust.
On teada, et üldiselt siledad polünomiaalsed interpoleerivad splainid ei
säilita lähteandmete geomeetrilisi omadusi. Klassikaline näide selle koh-

ta on funktsioon f(x) =
1

x2
, x ∈ [−2,−0.2], ja tema interpoleerimine

kuupsplainidega [10]. See funktsioon on ka näide sellest, kuidas andmete
positiivsus, monotoonsus ja kumerus ei säili ruutsplainidega interpoleerimisel
[24], samuti histopoleerimisel [5].

Käesoleva magistritöö eesmärgiks on leida histopoleeriva splaini kon-
strueerimise viise, kasutades lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioone ja ruut-
polünoome selliselt, et, nii palju kui v~oimalik, oleks säilitatud lähteandmete
monotoonsus.

Interpolatsiooniülesandes on antud v~ork a = x0 < x1 < . . . < xn = b

ja v~orgu s~olmedele xi vastavad funktsiooni väärtused fi, i = 0, . . . , n. On
vaja leida funktsioon S : [a, b] → R nii, et oleks täidetud interpolat-
sioonitingimused

S(xi) = fi, i = 0, . . . , n.

Histopolatsiooniülesandes on antud v~ork a = x0 < x1 < . . . < xn = b

ja arvud zi, i = 1, . . . , n, mis väljendavad taastatava funktsiooni keskmisi
väärtusi osal~oikudel. Otsitakse funktsiooni T : [a, b] → R nii, et oleks täidetud
histopolatsioonitingimused∫ xi

xi−1

T (x)dx = zi(xi − xi−1), i = 1, . . . , n.

Kui meil on antud histopolatsiooniülesanne, siis v~oime v~otta f0 ∈ R su-
valiselt ja fi = fi−1 + zi(xi − xi−1), i = 1, . . . , n. Leides nende andmete
abil interpolandi S, on vahetult kontrollitav, et S ′ on algselt antud histopo-
latsiooniülesande lahend. Teisipidi, kui on antud interpolatsiooniülesanne,

3



arvutame zi =
fi − fi−1

xi − xi−1
, i = 1, . . . , n. Leides nüüd histopolandi T , osutub

funktsioon
S(x) = f0 +

∫ x

a

T (s)ds

interpolatsiooniülesande lahendiks. See arutelu näitab, et kui on vaja leida
interpolant v~oi histopolant, v~oib lahendada ekvivalentse teist liiki ülesande.

Olgu meil ülesandeks konstrueerida monotoonne histopolant. Üks
v~oimalus on moodustada ekvivalentne interpolatsiooniülesanne ja selle
lahendi S tuletis S ′ v~otta histopolandiks T . Küllaldase sileduse korral on
T monotoonselt kasvav parajasti siis, kui T ′(x) � 0, x ∈ [a, b], mis on
samaväärne sellega, et S ′′(x) � 0, x ∈ [a, b], ehk S on kumer. Seega saab
monotoonse histopolandi leidmise ülesande taandada kumera interpolandi
leidmise ülesandele. Kumeraks interpolandiks sobib näiteks ruut/lineaar
ratsionaalfunktsioonidest koosnev klassi C2 kuuluv splain [18]. Kuid
ruut/lineaar ratsionaalfunktsiooni tuletis ei pruugi olla lineaar/lineaar
ratsionaalfunktsioon, seepärast ei saada selliselt järgnevas magistritöös
kirjeldatud meetodit. Lisaks sellele on ruut/lineaar ratsionaalfunktsioonidest
koosnevate splainidega interpolatsiooniülesannet raskem lahendada.

Magistritöö koosneb üheksast osast. Esimeses punktis püstitatakse
histopolatsiooniülesanne. Teises vaatleme histopolandi ühesust. Sellele
järgnevas osas tegeleme histopoleeriva splaini esitusega. Neljandas punktis
anname histopoleeriva splaini pidevuse tingimused. Järgnevas punktis
anname m~oningad aprioorsed hinnangud. Kuuendas ja seitsmendas osas
tegeleme vastavalt kaasmonotoonse ja modifitseeritud kaasmonotoonse stra-
teegia abil histopolatsiooniülesande lahendamisega. Eelviimases punktis on
toodud m~oned näited nende strateegiate kasutusest. Näited on realiseeritud
paketis Mathcad. Magistritöö viimases osas on esitatud bibliograafilisi
märkusi.

Magistritöö kirjutamisel on v~oetud aluseks peamiselt artiklid [3] ja [4].

Märk � tähistab t~oestuste l~oppu.
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1 Histopolatsiooniülesande püstitus

Vaatleme l~oiku [a, b], kus a, b ∈ R, a < b, ja valime sellel l~oigul punktid
xi, i = 0, . . . , n, järgmisel viisil:

a = x0 < x1 < . . . < xn = b, n ∈ N.

Lisaks olgu antud reaalarvud zi, i = 1, . . . , n. Soovime konstrueerida
funktsiooni klassist C1 l~oigul [a, b] nii, et see oleks igal osal~oigul [xi−1, xi],
i = 1, . . . , n, kas ruutpolünoom v~oi lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioon ku-
jul

S(x) =
ai + bi(x− xi−1)

1 + di(x− xi−1)
, (1.1)

kus 1 + di(x− xi−1) > 0, ja rahuldaks histopolatsioonitingimusi

∫ xi

xi−1

S(x)dx = zi(xi − xi−1), i = 1, . . . , n. (1.2)

Vaadeldaval juhul on igal osal~oigul [xi−1, xi] (i = 1, . . . , n) splain S

määratud 3 parameetriga ning seet~ottu on splaini S konstrueerimiseks va-
jalik parameetrite arv 3n.

N~oudest, et S ∈ C1[a, b], saame splainile 2(n−1) lisatingimust, histopolat-
sioonitingimustest (1.2) n tingimust. Seega vabade parameetrite arv, millest
splain S jääb s~oltuma, on

3n− 2(n− 1) − n = 2.

Niisiis vajame lisaks kahte tingimust, milleks valime rajatingimused kujul

S ′(x0) = α, S ′(xn) = β (1.3)

v~oi kujul
S(x0) = α, S(xn) = β. (1.4)

Rajatingimustena v~oib kasutada ka kombinatsiooni, kus ühes punktidest x0

v~oi xn v~oetakse üks tingimustest (1.3) ja teises punktis üks tingimustest (1.4),
näiteks S ′(x0) = α ja S(xn) = β.
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Leides tuletise S ′ valemist (1.1)

S ′(x) =
bi − aidi

(1 + di(x− xi−1))2
, (1.5)

näeme, et see säilitab märki ja seet~ottu on S rangelt kasvav, rangelt kahanev
v~oi konstantne l~oigul [xi−1, xi].
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2 Histopolandi ühesus

Vaatleme eelmises punktis püstitatud histopolatsiooniülesannet, kus antud
on s~olmed xi, i = 0, . . . , n, ja arvud zi, i = 1, . . . , n. Olgu iga osal~oigu
[xi−1, xi], i = 1, . . . , n, korral määratud, kas splain S on sellel ruutpolünoom
v~oi lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioon kujul (1.1).

Teoreem 1. Ülesandel, mis koosneb histopolatsioonitingimustest (1.2) ja
rajatingimustest (1.3) v~oi (1.4), ei saa olla kahte erinevat lahendit.

T~oestus. Olgu S1 ja S2 kaks erinevat splaini, mis on osal~oigul [xi−1, xi]

m~olemad kas ruutpolünoomid v~oi lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioonid.
Tähistame g = S1−S2 ja uurime funktsiooni g′ nullkohti l~oigul [xi−1, xi]. Kui
S1 ja S2 on m~olemad ruutpolünoomid sellel l~oigul, siis g on ruutpolünoom
ja g′ on lineaarne, mist~ottu g′(x) = 0 k~oikjal v~oi ülimalt ühes punktis l~oigul
[xi−1, xi].

Kui aga S1 ja S2 on m~olemad lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioonid l~oigul
[xi−1, xi], siis

S1(x) =
a1i + b1i(x− xi−1)

1 + d1i(x− xi−1)

ja

S2(x) =
a2i + b2i(x− xi−1)

1 + d2i(x− xi−1)
,

kui x ∈ [xi−1, xi]. Kasutades tähiseid c1i = b1i − a1id1i ja c2i = b2i − a2id2i,
saame

g′(x) =
c1i

(1 + d1i(x− xi−1))2
− c2i

(1 + d2i(x− xi−1))2
.

V~orrand g′(x) = 0 on samaväärne v~ordusega
c1i

(1 + d1i(x− xi−1))2
=

c2i

(1 + d2i(x− xi−1))2
.

Arvestades nimetaja märki splaini esituses (1.1) (s.o. 1+d1i(x−xi−1) > 0 ja
1+d2i(x−xi−1) > 0 ), näeme, et c1i ja c2i on sama märgiga. Kui c1i = c2i = 0,
siis g′(x) = 0 k~oikjal l~oigul [xi−1, xi]. Kui aga c1ic2i > 0, siis g′(x) = 0 on
samaväärne v~ordusega

1 + d1i(x− xi−1)

1 + d2i(x− xi−1)
=

(
c1i

c2i

) 1
2
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ehk

1 + d1i(x− xi−1) =

(
c1i

c2i

) 1
2

(1 + d2i(x− xi−1)).

Viimane lineaarne v~orrand on rahuldatud kas ülimalt ühes punktis l~oigul
[xi−1, xi] v~oi k~oikjal. Taas oleme saanud, et g′(x) = 0 k~oikjal v~oi ülimalt ühes
punktis l~oigul [xi−1, xi]. Järelikult, kui ei ole osal~oiku, kus g′(x) = 0 k~oikjal,
saab funktsioonil g′ l~oigul [x0, xn] olla ülimalt n nullkohta.

Eeldame, et S1 ja S2 rahuldavad tingimusi (1.2) samade arvudega zi ja
rajatingimustega. Siis ∫ xi

xi−1

g(x)dx = 0, i = 1, . . . , n, (2.1)

mis tähendab, et leidub ξi ∈ (xi−1, xi) nii, et g(ξi) = 0.

Eeldame k~oigepealt, et ei leidu l~oiku [xi−1, xi], kus g′(x) = 0 k~oikjal.
Tingimused (1.4) annavad, et g(x0) = 0 ja g(xn) = 0. See tähendab, et funk-
tsioonil g on vähemalt n+2 erinevat nullkohta l~oigul [x0, xn]. Funktsioonil g′

on Rolle’i teoreemi p~ohjal n+1 erinevat nullkohta vahemikus (x0, xn). See on
aga vastuolus sellega, et funktsioonil g′ on ülimalt n nullkohta. Teistest ra-
jatingimustest (1.3) saame, et g′(x0) = 0 ja g′(xn) = 0. Lisaks on funktsioonil
g′ punktide ξi, i = 1, . . . , n, vahel n−1 erinevat nullkohta. Seega oleme ka sel
juhul tuvastanud funktsiooni g′ nullkohtade arvuks vähemalt n+ 1, mis pole
aga v~oimalik. Näeme, et igal juhul v~ordusest (1.2), koos rajatingimustega
(1.3) v~oi (1.4) järeldub, et funktsioonil g′ on vähemalt n+ 1 nullkohta l~oigul
[x0, xn], mis on vastuolu.

Kui leidub l~oik [xi−1, xi], kus g′(x) = 0 k~oikjal, on sama arutlus rakendatav
igale maksimaalsele l~oikude ühendile, kus funktsioon g′ ei ole samaselt null.
Kui sellise maksimaalse l~oikude ühendi otspunktiks satub xi, i = 1, . . . , n−1,
siis v~oib kasutada rajatingimust g(xi) = 0 v~oi g′(xi) = 0.

Niisiis, vastuoluni ei vii ainult olukord, kus g′(x) = 0 k~oikjal l~oigul [x0, xn]

ja tingimus (2.1) annab, et g(x) = 0 k~oikjal. Sellega on teoreem t~oestatud.

�
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3 Histopoleeriva splaini esitus

Vaatleme punktis 1 püstitatud ülesannet, kus splain S klassist C1 on igal
osal~oigul [xi−1, xi] kas ruutpolünoom v~oi lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioon.
Vastavalt splaini S kujule räägime ruut- v~oi ratsionaall~oigust [xi−1, xi]. Lisaks
eeldame, et on antud arvud zi ja histopolatsioonitingimused (1.2).

Selles punktis anname splaini S edaspidises arutelus sobiva esituse nii rat-
sionaall~oigul kui ruutl~oigul.

Kui tähistada ci = bi − aidi, i = 1, . . . , n, v~oime ratsionaalsplaini (1.1)
tuletisele (1.5) l~oigul [xi−1, xi] anda kuju

S ′(x) =
ci

(1 + di(x− xi−1))2
. (3.1)

Olgu S ′(xi) = mi, i = 0, . . . , n, ja hi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n. Tuletise
esitusest (3.1), saame

ci = mi−1 (3.2)
ci

(1 + hidi)2
= mi. (3.3)

Kui mi �= 0, saame v~ordustest (3.2) ja (3.3)
mi−1

mi
= (1 + hidi)

2,

millest

di =
1

hi

((
mi−1

mi

) 1
2

− 1

)
. (3.4)

Olgu di �= 0. Siis

S(x) =
bi
di

− ci
di(1 + di(x− xi−1))

. (3.5)

Kuna ∫ xi

xi−1

S(x)dx =

∫ xi

xi−1

[
bi
di

− ci
di(1 + di(x− xi−1))

]
dx

=
bi
di
hi − ci

d2
i

log(1 + hidi),
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siis histopolatsioonitingimustest (1.2) järeldub v~ordus

bi
di

− ci
hid

2
i

log(1 + hidi) = zi. (3.6)

V~ordustega (3.2), (3.4) on ratsionaalsplaini (1.1) kordajad ci ja di avaldatud
parameetrite mi−1 ja mi kaudu. V~ordusest (3.6) leiame

bi
di

= zi +
ci
hid2

i

log(1 + hidi).

Seega avaldub ratsionaalsplain (3.5) kujul

S(x) = zi +
mi−1

hid
2
i

log(1 + hidi) − mi−1

di(1 + di(x− xi−1))
, (3.7)

ehk, arvestades v~ordust (3.4), kujul

S(x) = zi + hi
mi−1((

mi−1

mi

) 1
2

− 1

)2 log

(
mi−1

mi

) 1
2

− hi
mi−1((

mi−1

mi

) 1
2

− 1

)(
1 + t

((
mi−1

mi

) 1
2

− 1

)) , (3.8)

x ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n, t =
x− xi−1

hi

.

Juhul kui di = 0, siis mi−1 = mi ja bi = ci = mi. Tingimustest (1.2) saame

ai = zi − 1

2
himi ja l~oigul x ∈ [xi1 , xi] esitub splain S kujul

S(x) = zi +mi

(
x−

(
xi−1 +

hi

2

))
.

On selge, et kui mi = 0, siis S(x) = zi, x ∈ [a, b].

Ruutl~oigul [xi−1, xi] lähtume splaini S esitusest

S(x) = a0 + a1(x− xi−1) + a2(x− xi−1)
2.
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Splaini S tuletisest S ′(x) = a1 + 2a2(x− xi−1) saame, et

S ′(xi−1) = a1 = mi−1,

S ′(xi) = a1 + 2a2hi = mi.

Viimastest v~ordustest leiame

a2 =
1

2hi

(mi −mi−1).

Histopolatsioonitingimuste (1.2) abil saame avaldada

a0 = zi − 1

6
hi(mi + 2mi−1).

Seega esitub splain S ruutl~oigul [xi−1, xi] kujul

S(x) = zi +
hi

6
(−2 + 6t− 3t2)mi−1 + (−1 + 3t2)mi, (3.9)

kus x = xi−1 + thi.
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4 Pidevuse tingimused

Selles ja järgmises punktis teeme tehnilist eeltööd histopolatsiooniülesande
lahendi olemasolu t~oestamiseks. Töö käigus tuletame v~orrandisüsteemid, mis
tuleb splaini tegelikul leidmisel lahendada.

Kui tähistame mi = S ′(xi), i = 0, . . . , n, ja esitame splaini S osal~oigul
[xi−1, xi] parameetrite mi−1 ja mi kaudu iga i korral, siis tegelikult lepime
kokku, et mi = S ′(xi − 0) ja mi = S ′(xi + 0), i = 1, . . . , n− 1, mis tähendab
splaini tuletise S ′ pidevust punktides x1, . . . , xn−1.

Olgu l~oigud [xi−1, xi] ja [xi, xi+1] m~olemad ratsionaall~oigud. Vaatleme juh-
tu, kus mi > 0 iga i korral (juht mi < 0 on analoogiline). Olgu di �= 0. Kuna
mi−1 = mi(1 + hidi)

2, v~oime valemi (3.7) p~ohjal kirjutada

S(xi − 0) = zi + himi
(1 + hidi)

2 log(1 + hidi) − hidi(1 + hidi)

h2
id

2
i

= zi + himi
(1 + hidi)

2(log(1 + hidi) − 1) + 1 + hidi

h2
i d

2
i

= zi + himi

mi−1

mi

(
log

(
mi−1

mi

) 1
2

− 1

)
+

(
mi−1

mi

) 1
2

((
mi−1

mi

) 1
2

− 1

)2 . (4.1)

Samuti leiame valemist (3.7) lähtuvalt

S(xi−1 + 0) = zi + himi−1
log(1 + hidi) − hidi

h2
id

2
i

= zi − himi−1
(1 + hidi)

−2 (log(1 + hidi)
−1 − 1) + (1 + hidi)

−1

((1 + hidi)−1 − 1)2
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= zi − himi−1

mi

mi−1

(
log

(
mi

mi−1

) 1
2

− 1

)
+

(
mi

mi−1

) 1
2

((
mi

mi−1

) 1
2

− 1

)2 . (4.2)

Järgnevas v~otame kasutusele funktsiooni

ϕ(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x2(log x− 1) + x

(x− 1)2
, kui x > 0, x �= 0,

1

2
, kui x = 1.

Kasutades funktsiooni ϕ, saame v~ordused (4.1) ja (4.2) kirja panna vas-
tavalt kujul

S(xi − 0) = zi + himiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
(4.3)

ja

S(xi−1 + 0) = zi − himi−1ϕ

((
mi

mi−1

) 1
2

)
. (4.4)

Ratsionaalsplaini S pidevuse tingimusest S(xi − 0) = S(xi + 0),
i = 1, . . . , n− 1, saame

mi

(
hiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
+ hi+1ϕ

((
mi+1

mi

) 1
2

))
= δi, (4.5)

kus δi = zi+1 − zi. Eeldusel, et mi > 0, on ratsionaalsplain S rangelt kasvav
ja järelikult peame eeldama, et δi > 0.

Kui di = 0 ja di+1 = 0, siis v~ordustest

S(xi − 0) = zi +
hi

2
mi (4.6)

ja

S(xi−1 + 0) = zi − hi

2
mi

saame
mi(hi + hi+1) = 2δi. (4.7)
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Kui di = 0 ja di+1 �= 0 (juht di �= 0, di+1 = 0 on analoogiline), siis v~ordused
(4.6) ja (4.4) koos annavad

mi

(
hi

2
+ hi+1ϕ

((
mi+1

mi

) 1
2

))
= δi. (4.8)

Märgime, et valemid (4.7) ja (4.8) on erijuhud v~ordusest (4.5). T~oepoolest,
tingimus di = 0 on samaväärne sellega, et mi−1 = mi, siinjuures on tarvilik

meenutada, et ϕ(1) =
1

2
.

Rajatingimused (1.3) fikseerivad väärtused m0 = α ja mn = β. Ra-
jatingimused (1.4) v~oib aga esitada, ilma, et nad s~oltuksid väärtustest d0

ja dn, kujul

z1 − h1m0ϕ

((
m1

m0

) 1
2

)
= α,

zn + hnmnϕ

((
mn−1

mn

) 1
2

)
= β. (4.9)

Paneme tähele, et v~ordusi (4.9) v~oib vaadelda, kui erijuhte v~ordusest (4.5),
kus i = 0, i = n ja h0 = 0, z0 = α, hn+1 = 0, zn+1 = β.

Kokkuv~ottes, kui l~oigud [xi−1, xi] ja [xi, xi+1] on ratsionaall~oigud, siis splai-
ni S pidevus punktis xi, i = 1, . . . , n− 1, annab meile v~orduse

mi = ϕi(m) =
δi

hiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
+ hi+1ϕ

((
mi+1

mi

) 1
2

) . (4.10)

Ruutl~oigul [xi−1, xi] saame v~ordusest (3.9), et

S(xi − 0) = zi +
hi

6
(mi−1 + 2mi), (4.11)

S(xi−1 + 0) = zi +
hi

6
(−2mi−1 −mi). (4.12)
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Kui l~oigud [xi−1, xi] ja [xi, xi+1] on ruutl~oigud, siis splaini S pide-
vuseks punktis xi, i = 1, . . . , n − 1, peab samuti olema täidetud v~ordus
S(xi − 0) = S(xi + 0). Sellest tingimusest saame

zi+1 +
hi+1

6
(−2mi −mi+1) = zi +

hi

6
(mi−1 + 2mi)

ehk

hi

6
mi−1 +

hi + hi+1

3
mi +

hi+1

6
mi+1 = δi,

mille kirjutame kujul

mi = ϕi(m) =
6δi − himi−1 − hi+1mi+1

2(hi + hi+1)
. (4.13)

Olgu l~oik [xi−1, xi] ratsionaall~oik ja [xi, xi+1] ruutl~oik. Kasutades v~ordusi
(4.3) ja (4.12), saame splaini pidevuse n~oudest

zi + himiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
= zi+1 +

hi+1

6
(−2mi −mi+1)

ehk

himiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
− hi+1

6
(−2mi −mi+1) = δi,

selle v~orrandi kirjutame kujul

mi = ϕi(m) =
δi − hi+1

6
mi+1

hiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
+
hi+1

3

. (4.14)

Edaspidiste arutluste paremaks jälgimiseks vaatleme ka juhtu, kus l~oik
[xi−1, xi] on ruutl~oik ja [xi, xi+1] ratsionaall~oik. Kasutades v~ordusi (4.11) ja
(4.4), saame splaini S pidevuse n~oudest punktis xi, i = 1, . . . , n− 1,

zi +
hi

6
(mi−1 + 2mi) = zi+1 − hi+1miϕ

((
mi+1

mi

) 1
2

)
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ehk
hi

6
(mi−1 + 2mi) + hi+1miϕ

((
mi+1

mi

) 1
2

)
= δi,

mille viime kujule

mi = ϕi(m) =
δi − hi

6
mi−1

hi

3
+ hi+1ϕ

((
mi+1

mi

) 1
2

) . (4.15)

Splaini tegelikul leidmisel tuleb lahendada n+1 (üldiselt mittelineaarsest)
v~orrandist koosnev süsteem, milles on n+1 tundmatut m0, . . . , mn. Süsteemi
moodustavad v~orrandid on vastavalt osal~oikude liigile (4.10), (4.13), (4.14)
v~oi (4.15), lisaks kaks v~orrandit, mis saadakse rajatingimustest. Märgime, et
nendes v~orrandites on juba arvestatud histopolatsioonitingimuste (1.2) täide-
tust. Kui parameetridm0, . . . , mn on leitud, on histopoleeriv splain määratud
ratsionaall~oigul esitusega (3.8) ja ruutl~oigul esitusega (3.9).
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5 Aprioorsed hinnangud

Siiani esitatu p~ohjal on v~oimalik leida histopolatsiooniülesande lahendiks
olevat splaini, kui on teada, millised osal~oigud valida ratsionaal-, millised ru-
utl~oikudeks. Selle valiku v~oimalusi käsitleme hiljem, esialgu jätkame eeltööd
lahendi olemasolu uurimiseks.

Järgnevas anname m~oningaid aprioorseid hinnanguid kinnistel osal~oikudel
funktsioonidele ϕi, mis on defineeritud v~ordustega (4.10), (4.13), (4.14) ja
(4.15). Neid hinnanguid kasutame hiljem histopolatsiooniülesande lahendi
olemasolu t~oestamisel.

Lemma 2. Funktsioonil ϕ on järgmised p~ohilised omadused:

1) ϕ(x) > 0, ϕ′(x) > 0, kui x > 0,

2) lim
x→1

ϕ(x) =
1

2
, lim

x→1
ϕ′(x) =

1

3
,

3) lim
x→0+

ϕ(x)

x
= 1, lim

x→∞
ϕ(x)

log x
= 1,

4)
1

2
<
ϕ(x)

x
< 1, kui 0 < x < 1,

5) ϕ

((
R

r

) 1
2

)
� log

R

r
, kui

R

r
� 1.84.

T~oestus. 1) Eeldame, et x > 0 ja vaatleme avaldist
x2(log x− 1) + x

(x− 1)2
. Siin

on lugeja piirväärtus

lim
x→0+

(x2(log x− 1) + x) = lim
x→0+

log x− 1
1

x2

= lim
x→0+

1

x

− 2

x3

= lim
x→0+

−x2

2
= 0.

Seepärast lim
x→0+

ϕ(x) = 0.

Järgmiseks leiame x > 0, x �= 1 korral

ϕ′(x) =
(2x(log x− 1) + x2 · 1

x
+ 1)(x− 1)2

(x− 1)4
− (x2(log x− 1) + x) · 2(x− 1)

(x− 1)4

17



=
x2 − 2x log x− 1

(x− 1)3
.

Kui x > 1, siis nimetaja (x − 1)3 > 0. Olgu f(x) = x2 − 2x log x − 1. On
selge, et f(1) = 0. Nüüd f ′(x) = 2x− 2 log x− 2 = 2(x− log x− 1). Näeme,

et f ′(1) = 0. Lisaks f ′′(x) = 2

(
1 − 1

x

)
> 0, kui x > 1, seega f ′(x) > 0, kui

x > 1, mis annab ka, et f(x) > 0, kui x > 1. Niisiis, ϕ′(x) > 0, kui x > 1.
Leiame

lim
x→1+

ϕ′(x) = lim
x→1+

x2 − 2x log x− 1

(x− 1)3
= lim

x→1+

2

x2

6
=

1

3
> 0.

Vaatleme nüüd piirkonda 0 < x < 1 ja uurime ϕ′(x) märki. Siis nimetaja
(x − 1)3 < 0. Funktsiooni f(x) = x2 − 2x log x − 1 korral lim

x→0+

f(x) = −1

ja lim
x→0+

f ′(x) = ∞. Peale selle f ′′(x) = 2

(
1 − 1

x

)
< 0, kui 0 < x < 1, s.t.

f ′(x) on rangelt kahanev vahemikus (0, 1). V~orduse f ′(1) = 0 t~ottu tähendab
see, et f ′(x) > 0 vahemikus (0, 1). See omakorda annab, et f(x) on rangelt
kasvav vahemikus (0, 1). Järelikult f(x) < 0, kui 0 < x < 1. Niisiis, alati

ϕ′(x) > 0, kui 0 < x < 1. Lisaks saame v~orduse lim
x→1−

ϕ(x) =
1

3
. Kokkuv~ottes

oleme t~oestanud, et ϕ′(x) > 0, kui x > 0, mis tähendab, et ϕ on rangelt
kasvav x > 0 korral. Arvestades veel eespool saadud omadust lim

x→0+

ϕ(x) = 0,

oleme näidanud, et ϕ(x) > 0, kui x > 0.

2) Vaatame piirväärtusi lim
x→1+

ϕ(x) v~oi lim
x→1−

ϕ(x). Saame

lim
x→1+

ϕ(x) = lim
x→1+

=
2x(log x− 1) + x2 · 1

x
+ 1

2(x− 1)

= lim
x→1+

2x log x− x+ 1

2(x− 1)

= lim
x→1+

2 log x+ 2x · 1

x
− 1

2

= lim
x→1+

2 log x+ 1

2
=

1

2
.
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Samuti leiame, et

lim
x→1−

ϕ(x) =
1

2
.

Arvestades veel, et ϕ(1) =
1

2
, oleme t~oestanud v~orduse

lim
x→1

ϕ(x) =
1

2
.

Selle omaduse teine väide on juba t~oestatud omaduse 1) t~oestuses.

3) Arvutades leiame

lim
x→0+

ϕ(x)

x
= lim

x→0+

x(log x− 1) + 1

(x− 1)2
= 1,

sest lim
x→0+

x log x = 0. V~oime kirjutada

lim
x→∞

ϕ(x)

log x
= lim

x→∞
x2(log x− 1)

(x− 1)2 log x
+ lim

x→∞
x

(x− 1)2 log x
,

eeldusel, et kaks viimast piirväärtust eksisteerivad. Siin lim
x→∞

x

(x− 1)2 log x
= 0.

Seega

lim
x→∞

ϕ(x)

log x
= lim

x→∞
x2

(x− 1)2
· lim

x→∞
log x− 1

log x
,

kus paremas pooles m~olemad piirväärtused v~orduvad nulliga. Oleme saanud

lim
x→∞

ϕ(x)

log x
= 1.

4) Tähistame ψ(x) =
ϕ(x)

x
=
x(log x− 1) + 1

(x− 1)2
. Siis

ψ′(x) =

(
(log x− 1) + x · 1

x

)
(x− 1)2 − (x(log x− 1) + 1) · 2(x− 1)

(x− 1)4

=
−(x+ 1) log x+ 2(x− 1)

(x− 1)3
.

Uurime ψ′(x) märki x ∈ (0, 1) korral.
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Kasutame viimase murru lugeja jaoks tähistust χ(x) = −(x + 1) log x+

+2(x − 1). Siis lim
x→0+

χ(x) = ∞. On selge, et χ(1) = 0. Peale selle saame

χ′′(x) = −1

x
+

1

x2
=

−x+ 1

x2
> 0, kui 0 < x < 1. Seega χ′ kasvab piirkon-

nas 0 < x < 1. Arvestades veel v~ordust χ′(1) = 0, kehtib χ′(x) < 0, kui
0 < x < 1, mis tähendab, et χ kahaneb vahemikus 0 < x < 1. V~ottes nüüd
arvesse v~orduse χ(1) = 0, saame, et χ(x) > 0, kui 0 < x < 1. Sellega oleme

näidanud, et ψ′(x) =
χ(x)

(x− 1)3
< 0, kui 0 < x < 1. Niisiis, funktsioon

ϕ(x)

x
on

kahenev vahemikus 0 < x < 1. Omadustes 3) ja 2) v~ordused lim
x→0+

ϕ(x)

x
= 1

ja lim
x→1

ϕ(x)

x
=

1

2
lubavad nüüd väita omaduse 4) kehtivust.

5) Omadusest 3) järeldub, et kui x on küllalt suur, siis
ϕ(x)

log x
� 2 ehk

ϕ(x) � 2 log x. Leiame v~orrandi ϕ(x) = 2 log x suurima lahendi x∗. Märgime,

et ϕ(1) =
1

2
ja log 1 = 0 t~ottu lim

x→1+

ϕ(x)

log x
= ∞, seepärast x∗ eksisteerib. Kui

x � x∗, siis
ϕ(x)

log x
� 2. Tegelikult x∗ <

√
1.84, seepärast, kui x �

√
1.84, siis

x � x∗ ja
ϕ(x)

log x
� 2.

Sellega on lemma t~oestatud. �

Lemma 3. Olgu [xi−1, xi] ja [xi, xi+1] ratsionaall~oigud, kus δi > 0. Eel-
dame, et Kj = [rj, R], rj > 0, j = i−1, i, i+1. Kui mj ∈ Kj, j = i−1, i, i+1,
siis ϕi(m) ∈ Ki eeldusel, et on rahuldatud v~orratused

2δi � (hir
1
2
i−1 + hi+1r

1
2
i+1)R

1
2

ja
δi

hi + hi+1

� ri log
R

ri

.
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T~oestus. Olgu [xi−1, xi] ja [xi, xi+1] ratsionaall~oigud, kus δi > 0. Siis

ϕi(m) =
δi

hiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
+ hi+1ϕ

((
mi+1

mi

) 1
2

) .

Eeldame, et Kj = [rj, R], rj > 0, ja mj ∈ Kj, j = i− 1, i, i+ 1.

Funktsiooni ϕi väärtuse ϕi(m) ülevalt hindamine annab

ϕi(m) =
δi

hiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
+ hi+1ϕ

((
mi+1

mi

) 1
2

)

� δi

hiϕ

((ri−1

R

) 1
2

)
+ hi+1ϕ

((ri+1

R

) 1
2

) .

Kasutades lemmas 2 toodud funktsiooni ϕ omadust 4), saame, et

ϕ

((ri−1

R

) 1
2

)
>

1

2

(ri−1

R

) 1
2

ja

ϕ

((ri+1

R

) 1
2

)
>

1

2

(ri+1

R

) 1
2
.

Edasi hinnates j~ouame v~orratuseni

ϕi(m) � 2δi

hi

(ri−1

R

) 1
2

+ hi+1

(ri+1

R

) 1
2

� R,

kui
2δi �

(
hir

1
2
i−1 + hi+1r

1
2
i+1

)
R

1
2 .

Väärtuse ϕi(m) alt hindamine viib tulemuseni

ϕi(m) =
δi

hiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
+ hi+1ϕ

((
mi+1

mi

) 1
2

)

� δi

hiϕ

((
R

ri

) 1
2

)
+ hi+1ϕ

((
R

ri

) 1
2

) .
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Lemma 2 väitest 5) järeldub ϕ

((
R

ri

) 1
2

)
� log

R

ri
, kui

R

ri
� 1.84. Edasi

hinnates tekib v~orratus

ϕi(m) � δi

(hi + hi+1) log
R

ri

� ri,

kui
δi

hi + hi+1

� ri log
R

ri

.

Sellega on lemma t~oestatud. �

Lemma 4. Olgu [xi−1, xi] ja [xi, xi+1] ruutl~oigud, kus δi � 0. Eeldame,
et Ki−1 = [−R,−εi−1], Ki = [εi, R], Ki+1 = [−R,−εi+1] ja εj � 0,
j = i − 1, i, i + 1. Kui mj ∈ Kj , j = i − 1, i, i + 1, siis ϕi(m) ∈ Ki eel-
dustel

6δi � (hi + hi+1)R

ja
6δi + hiεi−1 + hi+1εi+1 � 2(hi + hi+1)εi, (5.1)

seejuures erijuhuna peame silmas (5.1) rahuldatust kujul

εi+1 = 2

(
1 +

hi

hi+1

)
εi − hi

hi+1

εi−1,

kui δi = 0.

T~oestus. Olgu [xi−1, xi] ja [xi, xi+1] ruutl~oigud, kus δi � 0. Siis

ϕi(m) =
6δi − himi−1 − hi+1mi+1

2(hi + hi+1)
.

Eeldame, et Ki−1 = [−R,−εi−1], Ki = [εi, R], Ki+1 = [−R,−εi+1] ning
εj > 0 ja mj ∈ Kj, j = i− 1, i, i+ 1.

K~oigepealt hindame funktsiooni ϕ väärtust ϕi(m) ülevalt. Saame

ϕi(m) =
6δi − himi−1 − hi+1mi+1

2(hi + hi+1)

� 6δi +R(hi + hi+1)

2(hi + hi+1)
� R,
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kui
6δi +R(hi + hi+1) � 2R(hi + hi+1)

ehk
6δi � R(hi + hi+1).

Hinnates väärtust ϕi(m) alt, saame

ϕi(m) =
6δi − himi−1 − hi+1mi+1

2(hi + hi+1)

� 6δi + hiεi−1 + hi+1εi+1

2(hi + hi+1)
� εi,

kui
6δi + hiεi−1 + hi+1εi+1 � 2(hi + hi+1)εi.

Kui δi = 0, siis v~ordus

hiεi−1 + hi+1εi+1 = 2(hi + hi+1)εi

ehk
εi+1 = 2

(
1 +

hi

hi+1

)
εi − hi

hi+1

εi−1

tagab v~orratuse (5.1) täidetuse. Sellega on lemma t~oestatud. �

Lemma 5. Olgu [xi−1, xi] ratsionaall~oik ja [xi, xi+1] ruutl~oik, kus δi � 0.
Eeldame, et Ki−1 = [εi−1, R], Ki = [εi, R], Ki+1 = [−R,−εi+1], seejuures
εi−1 > 0, εi > 0 ja εi+1 � 0. Kui mj ∈ Kj , j = i− 1, i, i+ 1, siis ϕi(m) ∈ Ki

eeldustel
δi � hi

2
(εi−1R)

1
2 +

hi+1

6
R

ja

δi +
hi+1

6
εi+1 � hiεi log

R

εi

+
hi+1

3
εi.

Sümmeetrilisel juhul, s.t. kui [xi−1, xi] on ruutl~oik ja [xi, xi+1] ratsion-
aall~oik, kus δi � 0, v~otame Ki−1 = [−R, εi−1], Ki = [εi, R], Ki+1 = [εi+1, R],
seejuures εi−1 � 0, εi > 0 ja εi+1 > 0 ning eeldame, et

δi � hi

6
R+

hi+1

2
(εi+1R)

1
2
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ja

δi +
hi

6
εi−1 � hi

3
εi + hi+1εi log

R

εi
.

T~oestus. Olgu [xi−1, xi] ratsionaall~oik ja [xi, xi+1] ruutl~oik, kus δi � 0. Siis

ϕi(m) =
δi − hi+1

6
mi+1

hiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
+
hi+1

3

.

Eeldame, et Ki−1 = [εi−1, R], Ki = [εi, R], Ki+1 = [−R,−εi+1], kus εi−1 > 0,
εi > 0 ja εi+1 � 0 ning mj ∈ Kj , j = i− 1, i, i+ 1.

Alustame jälle funktsiooni ϕi väärtuse ϕi(m) hinnanguga ülevalt. Saame

ϕi(m) =
δi − hi+1

6
mi+1

hiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
+
hi+1

3

�
δi +

hi+1

6
R

hiϕ

((εi−1

R

) 1
2

)
+
hi+1

3

.

Kasutades lemma 2 väidet 4), saame ϕ
((εi−1

R

) 1
2

)
>

1

2

(εi−1

R

) 1
2 . Edasi hin-

nates saame

ϕi(m) �
δi +

hi+1

6
R

hi

2

(εi−1

R

) 1
2

+
hi+1

3

� R,

kui
δi +

hi+1

6
R � hi

2

(εi−1

R

) 1
2
R +

hi+1

3
R

ehk
δi � hi

2
(εi−1R)

1
2 +

hi+1

6
R.

L~opuks hindame väärtust ϕi(m) alt. Saame

ϕi(m) =
δi − hi+1

6
mi+1

hiϕ

((
mi−1

mi

) 1
2

)
+
hi+1

3

�
δi +

hi+1

6
εi+1

hiϕ

((
R

εi

) 1
2

)
+
hi+1

3

.
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Kasutades lemma 2 väidet 5), saame ϕ

((
R

εi

) 1
2

)
� log

R

εi
, kui

R

εi
� 1.84.

Funktsiooni ϕi(m) edasi hinnates saame

ϕi(m) �
δi +

hi+1

6
εi+1

hi log
R

εi

+
hi+1

3

� εi,

kui
δi +

hi+1

6
εi+1 � hiεi log

R

εi
+
hi+1

3
εi.

Sümmeetrilisel juhul on hinnangute t~oestus sisuliselt samasugune.

Sellega on lemma t~oestatud. �

Märgime, et vastupidise märgiga arvude δi korral kehtivad loomulikud lem-
made 3–5 modifikatsioonid.
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6 Kaasmonotoonne strateegia

Selles punktis t~oestame histopolatsiooniülesande lahendi olemasolu eel-
dusel, et lähteandmetel on nn. n~orga alterneerimise omadus. Ühtlasi järel-
dub sellest tulemusest lahendi olemasolu erijuhul, kui lähtehistogramm on
kas rangelt kasvav v~oi rangelt kahanev.

Tähistame
δi = zi+1 − zi, i = 1, . . . , n− 1,

δ0 = α, δn = β (rajatingimuste (1.3) korral),

δ0 = z1 − α, δn = β − zn (rajatingimuste (1.4) korral).

Kaasmonotoonseks strateegiaks nimetame sellist l~oikude liigi valikut, kus
l~oik [xi−1, xi] on ratsionaall~oik, kui δi−1δi > 0 ja ruutl~oik teistel juhtudel.

Öeldakse, et ruutl~oikude sektsioonil, s.t. maksimaalsel ruutl~oikude
ühendil, leiab aset andmete n~ork alterneerimine, kui l~oik [xi−1, xi] on rat-
sionaall~oik, l~oigud [xi, xi+1], . . . , [xi+k−1, xi+k] on ruutl~oigud ja [xi+k, xi+k+1]

ratsionaall~oik, nii et

δi > 0, δi+1 � 0, δi+2 � 0, . . . , (−1)kδi+k−1 � 0, (−1)kδi+k > 0

v~oi
δi < 0, δi+1 � 0, δi+2 � 0, . . . , (−1)kδi+k−1 � 0, (−1)kδi+k < 0.

Teoreem 6. Kui osal~oikude liigid valida kaasmonotoonse strateegia ko-
haselt ja kui ruutl~oikude sektsioonil leiab aset andmete n~ork alterneerimine,
siis histopolatsiooniülesandel on olemas lahend ning see on rangelt mono-
toonne ratsionaall~oikudel.

T~oestus. T~oestuse p~ohiidee on järgmine. Vaatleme k~oigile s~olmedele
vastavaid v~orduseid kujul (4.10), (4.13) – (4.15) koos kahe lisatingimusega
rajatingimustest, mis on viidud kujule mi = ϕi(m). Leiame kinnised

l~oigud Ki, selliselt, et ϕi : K → Ki ja funktsioonid ϕi on pidevad, kus
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K =
n∏

i=0

Ki ⊂ R
n+1. On selge, et K on kompaktne ja kumer. Siis Bohl–

Brouweri püsipunkti printsiibi kohaselt eksisteerib süsteemil mi = ϕi(m),
i = 0, . . . , n, lahend.

Iga ratsionaall~oigu [xi−1, xi] jaoks, juhul kui δi−1 > 0, δi > 0 valime
Ki−1 = Ki = [r, R] ja juhul δi−1 < 0, δi < 0 olgu Ki−1 = Ki = [−R,−r],
kus 0 < r < R. Eeldame, et ratsionaall~oikude [xi−1, xi] ja [xi+k, xi+k+1] vahel
on ruutl~oigud [xi, xi+1], . . . , [xi+k−1, xi+k], millel on andmete n~ork alterneer-
imine. Kui Ki = [r, R], siis valime Ki+1 = [−R, 0], Ki+2 = [0, R], . . . . Kui
aga Ki = [−R,−r], siis v~otame Ki+1 = [0, R], Ki+2 = [−R, 0], . . . . Valime
m ∈ K ehk mi ∈ Ki, i = 0, . . . , n. Edasi analüüsime kolme p~ohilist juhtu.

Vaatleme k~oigepealt olukorda, kus [xi−1, xi] ja [xi, xi+1] on ratsionaall~oigud
ja δi > 0. Lemma 3 p~ohjal, kus rj = r, j = i− 1, i, i+ 1, saame ϕi(m) ∈ Ki,
kui

2δi � (hi + hi+1)(rR)
1
2 (6.1)

ja
δi

hi + hi+1

� r log
R

r
. (6.2)

Teiseks, olgu l~oigud [xj−1, xj] ja [xj , xj+1] ruutl~oigud. Kui näiteks δj � 0,

siis Kj = [0, R] ja Kj−1 ⊂ [−R, 0], Kj+1 ⊂ [−R, 0]. Lemmast 4 järeldub, et
ϕj(m) ∈ Kj, kui

6δj � (hj + hj+1)R. (6.3)

Kolmandaks, olgu näiteks [xi−1, xi] ratsionaall~oik ja [xi, xi+1] ruutl~oik.
Olgu Ki−1 = Ki = [r, R] ja seepärast δi > 0. Siis Ki+1 = [−R, 0] v~oi
Ki+1 = [−R,−r] (seda juhul, kui [xi+1, xi+2] on ratsionaall~oik). Lemma 5
p~ohjal ϕi(m) ∈ Ki, kui

δi � hi+1

6
R (6.4)

ja

δi � hir log
R

r
+
hi+1

3
r. (6.5)

Valime k~oigepealt arvu R nii, et tingimused (6.3) ja (6.4) oleksid täidetud.
Paneme tähele, R suurendamine ei riku nende tingimuste täidetust. Siis,
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vajadusel vähendades r väärtust ja suurendades R väärtust, saame rahuldada
nii tingimusi (6.1), (6.2), kui ka nende analooge teiste k~orvuti asetsevate
ratsionaall~oikude paaride jaoks ja k~oiki v~orratusi (6.5).

Seega oleme t~oestanud histopoleeriva splaini olemasolu. Lisaks näitas
t~oestus, et ratsionaall~oikude rajapunktides ei ole splaini esimene tuletis
null, millega oleme t~oestanud ka teoreemi viimase väite. Sellega on teoreem
t~oestatud. �

Märkus 7. Kui k~oik δi �= 0, i = 0, . . . , n, siis leiab aset andmete n~ork
alterneerimine ruutl~oikude sektsioonil.

Järeldus 8. Kui lähteandmed on rangelt monotoonsed, s.t. kas δi > 0,
i = 0, . . . , n, v~oi δi < 0, i = 0, . . . , n, siis histopolatsiooniülesandel on olemas
lahend, mis on lineaar/lineaar ruutsplain.
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7 Modifitseeritud kaasmonotoonne strateegia

Vaatleme l~opuks juhtu, kus mingil ruutl~oikude sektsioonil puudub andmete
n~ork alterneerimine. Selleks on vajalik, et leiduks vähemalt üks sises~olm, kus
δi = 0, s.t. et histogrammi kaks naabertulpa on v~ordse k~orgusega.

Erijuht 1. Vaatleme histogrammi, kus δi−2 > 0, δi−1 > 0, δi = 0, δi+1 < 0,

δi+2 < 0. Valime l~oigud [xi−2, xi−1] ja [xi+1, xi+2] ratsionaall~oikudeks.
Analüüsime k~oigepealt kaasmonotoonset strateegiat sisemiste l~oikude
valikul.

Näide. Kaasmonotoonse strateegia kohaselt olgu l~oigud [xi−1, xi] ja
[xi, xi+1] ruutl~oigud. Kirjutame v~ordused (4.14), (4.13) ja (4.15) s~olmede
xi−1, xi ja xi+1 jaoks kujul

hi

6
(2mi−1 +mi) + hi−1mi−1ϕ

((
mi−2

mi−1

) 1
2

)
= δi−1, (7.1)

himi−1 + 2(hi + hi+1)mi + hi+1mi+1 = 0, (7.2)

hi+1

6
(mi + 2mi+1) + hi+2mi+1ϕ

((
mi+2

mi+1

) 1
2

)
= δi+1. (7.3)

Säilitades üldise tähistuse, vaatleme punkte xi−2 ja xi+2 kui rajas~olmi ning
olgu seejuures fikseeritud mi−2 = S ′(xi−2) > 0 ja mi+2 = S ′(xi+2) < 0.

Fikseerime samuti hj , j = i− 1, . . . , i+ 2, ja δi+1. Oletame, et δi−1 → ∞.
Süsteemi (7.1) – (7.3) lahendi korral mi−1 > 0 ja mi+1 < 0. Esiteks annab
(7.1), et mi−1 → ∞ v~oi mi → ∞. Tingimus mi → ∞ ja v~ordus (7.3) annavad,

et mi+1 → −∞. V~ottes arvesse koondumist
ϕ(x)

x
→ 1, kui x → 0+, saame

uuesti v~ordusest (7.3), et
mi

mi+1
→ −2, ja järelikult mi+1 = −mi

2
+ o(mi).

Kuna nüüd ühelt poolt v~ordus (7.2) omandab kuju

himi−1 + (2hi +
3

2
hi+1)mi + o(mi) = 0,

teiselt poolt aga peab mi−1 > 0 ja mi → ∞, siis oleme konstrueerinud
vastuolu. Juht mi → −∞ ei sobi, kui kehtib v~ordus (7.3) ja mi+1 < 0. Kui
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mi jääb t~okestatuks, siis v~ordus (7.3) annab mi+1 t~okestatuse, aga see, koos
tingimusega mi−1 → ∞ on vastuolus v~ordusega (7.2).

Nagu selgus näitest v~oib üldiselt juhtuda, et kaasmonotoonne stratee-
gia ei taga histopoleeriva splaini olemasolu. Detailsem analüüs näitab, et
m~oningatel juhtudel viib kaasmonotoonne strateegia lahendini ka siis, kui
mingil ruutl~oikude sektsioonil ei ole andmete n~orka alterneerimist.

Näide sunnib igasuguste lähteandmete korral lahendi olemasolu saamiseks
loobuma kaasmonotoonsest strateegiast. Jäädes erijuhu 1 raamidesse, valime
ikka l~oigud [xi−2, xi−1] ja [xi+1, xi+2] ratsionaall~oikudeks. Lisaks valime ka
l~oigu [xi−1, xi] ratsionaall~oiguks. Siis l~oik [xi, xi+1] peab olema ruutl~oik. Olgu
Ki−2 = Ki−1 = [r, R], Ki+1 = Ki+2 = [−R,−r] ja Ki = [ε, R], kus ε > 0.
Eeldame, et mj ∈ Kj iga j korral. Lemma 3 p~ohjal saame, et ϕi−1(m) ∈ Ki−1,
kui

2δi−1 � hi−1(rR)
1
2 (7.4)

ja
δi−1

hi−1 + hi
� log

R

r
. (7.5)

Lemmast 5, kus δi = 0, saame ϕi(m) ∈ Ki, kui

hi+1

6
r � hiε log

R

ε
+
hi+1

3
ε. (7.6)

L~opuks lemma 5 sümmeetrilise osa p~ohjal saame ϕi+1(m) ∈ Ki+1, kui

|δi+1| � hi+1

6
R +

hi+2

2
(rR)

1
2 (7.7)

ja

|δi+1| � hi+1

3
r + hi+2r log

R

r
. (7.8)

Kokkuv~ottes valime k~oigepealt arvud r ja R selliselt, et nad andmete n~orga
alterneerimise piirkonnas rahuldaksid tingimusi, mis on kirjeldatud teoree-
mi 6 t~oestuses. Seejärel vähendades vajadusel r väärtust ja suurendades R
väärtust, saame rahuldada v~orratused (7.4), (7.5), (7.7) ja (7.8). L~opuks val-
ime arvu ε nii, et kehtib v~orratus (7.6). Siis Bohl-Brouweri püsipunkti printsi-
ibi p~ohjal on histopolatsiooniülesandel lahend olemas.
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Viimase aruteluga kirjeldasime erijuhu 1 jaoks modifitseeritud kaas-
monotoonset strateegiat ja näitasime, et selle korral on lahendi olemasolu
t~oestatav.

Erijuht 2. Oletame jälle, et histogrammil ei leidu andmete n~orka al-
terneerimist mingil ruutl~oikude sektsioonil. Vaatleme juhtu, kus δi−2 > 0,
δi−1 > 0, δi = 0, . . . , δi+k = 0, (−1)kδi+k+1 < 0, (−1)kδi+k+2 < 0. Erijuht
1 kajastab sama juhtu, kui k = 0. Erijuhust 1 teame, et kaasmonotoonse
strateegia korral ei pruugi leiduda histopoleerivat splaini. Oletame nüüd, et
k � 1. Näites toodud p~ohjendused lahendi mitteolemasolu kohta kehtivad ka
k � 1 korral. Näiteks valides δi−1 → 0 ja jättes teised parameetrid fikseer-
ituks, saame lahendi olemasolu eeldusel vastuolu.

Kirjeldame järgnevas modifitseeritud kaasmonotoonset strateegiat os-
al~oikude liigi valikul. L~oigud [xi−2, xi−1] ja [xi+k+1, xi+k+2] valitakse igal juhul
ratsionaall~oikudeks. Analoogiliselt erijuhus 1 tehtule, valime l~oigu [xi−1, xi]

ratsionaall~oiguks ja l~oigud [xi, xi+1], . . . , [xi+k, xi+k+1] ruutl~oikudeks.
T~oestame, et siis on lahendi olemasolu garanteeritud.

Olgu Ki−2 = Ki−1 = [r, R], Kj = [εj, R], j = i, i+ 2, . . . , Kj = [−R,−εj ],
j = i + 1, i + 3, . . . , Ki+k+1 = Ki+k+2 = [r, R], kui k on paaritu ja
Ki+k+1 = Ki+k+2 = [−R,−r], kui k on paaris. Näitame, et teatud tingimus-
tel kehtib ϕj(m) ∈ Kj , j = i− 1, . . . , i+ k+1, kui mj ∈ Kj iga j korral. Kui
kehtivad tingimused (7.4) ja (7.5), saame, et ϕi−1(m) ∈ Ki−1. Kui

hi+1

6
εi+1 = hiεi log

R

εi

+
hi+1

3
εi, (7.9)

siis ϕi(m) ∈ Ki. Lemma 4 p~ohjal, ϕj(m) ∈ Kj, j = i+ 1, . . . , i+ k − 1, kui

εj+1 = 2

(
1 +

hj

hj+1

)
εj − hj

hj+1

εj−1, (7.10)

ja ϕi+k(m) ∈ Ki+k, kui

r � 2

(
1 +

hi+k

hi+k+1

)
εi+k − hi+k

hi+k+1
εi+k−1. (7.11)

Lemma 5 annab meile, et ϕi+k+1(m) ∈ Ki+k+1, kui

|δi+k+1| � hi+k+1

6
R+

hi+k+2

2
(rR)

1
2 (7.12)
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ja

|δi+k+1| � hi+k+1

3
r + hi+k+2r log

R

r
. (7.13)

Valime arvud r ja R tingimustest (7.4), (7.5), (7.12), (7.13) ja tingimustest
teistes s~olmedes, mis asuvad väljaspool antud ruutl~oikude sektsiooni. Valides
alguses suhteliselt väikese εi, määrame suuruse εi+1 tingimusest (7.9) ja
järgmised εj väärtused tingimusest (7.10), saame rahuldada v~orratuse (7.11).

Märkus 9. Eelnevalt esitatud arutelu sobib ka juhul, kui j = i+1, . . . , i+k

korral, kas δj > 0, siis valime Kj = [εj , R], v~oi δj < 0, siis valime
Kj = [−R,−εj ]. Sobiva märgiga δj ei riku |ϕj(m)| hinnangut ülevalt (arv R
peab olema suhteliselt suur) ja aitab vähesel määral parandada alt hinnangut
ilma, et oleks vaja teha muutusi tingimustes (7.4), (7.5), (7.9) – (7.13).

Märkus 10. L~oigu [xi−1, xi] asemel v~oime valida ratsionaall~oiguks ka l~oigu
[xi+k, xi+k+1]. Seda juhul, kui δj = 0, j = i, . . . , i+ k.

Üldine juht. Kirjeldame modifitseeritud kaasmonotoonset strateegiat
üldisel juhul, kui mingil ruutl~oikude sektsioonil ei ole n~orka alterneerimist.
Vaatleme olukorda, kus δi−2 > 0, δi−1 > 0, δi � 0 ,. . . , (−1)lδi+k � 0,
(−1)lδi+k+1 < 0, (−1)lδi+k+2 < 0. L~oigud [xi−2, xi−1] ja [xi+k+1, xi+k+2]

on ratsionaalsed. Kinniste l~oikude Ki−2, Ki−1, Ki+k+1 ja Ki+k+2 valik on
sama, mis erijuhtudel. Arvestame, et δi � 0, δi+1 � 0, . . . märgid on so-
bivad, et leiduks andmete n~ork alterneerimine. Näiteks teisel erijuhul on
k~oik δi, . . . , δi+k sobivate märkidega ja esimene mittesobiva märgiga δi+k+1.
Modifitseeritud kaasmonotoonse strateegiaga saame teisel erijuhul, kui val-
ime ühe osal~oigu lisaks ratsionaalseks, ruutl~oikude sektsiooni, kus k~oigi and-
mete δj märgid on sobivad. Järgides sama ideed, valime esimese mittesobiva
märgiga δi+p korral (juhul, kui δi+p �= 0 ja δi+p+1 = 0) l~oigu [xi+p−1, xi+p]

ratsionaall~oiguks ja l~oigud [xi−1, xi], . . . , [xi+p−2, xi+p−1] ruutl~oikudeks. Sel
juhul Kj kuju, j = i, . . . , i + p, on määratud l~oiguga Kj = [εj, R] v~oi
Kj = [−R,−εj ]. Sarnaselt erijuhtudele v~otame εi+p−1 = εi+p. Jätkame sar-
naselt osaga δi+p−1, . . . , δi+k+2, kus l~oigud [xi+p−1, xi+p] ja [xi+k+1, xi+k+2]

on v~oetud ratsionaall~oikudeks. Märkused 9 ja 10 lubavad saada sisalduvuse
ϕj(m) ∈ Kj k~oigi j korral. Lahendi olemasolu järeldub jälle Bohl–Brouweri
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püsipunkti printsiibist.

Märkus 11. Selle asemel, et alustada ruutl~oikude sektsiooni vasakust
otsast, v~oime märkuse 10 ideed kasutades alustada ka paremast. Sel juhul
saame m~oned osal~oigud teist liiki, kui nad oleksid vasakult alustamisel.

Modifitseeritud kaasmonotoonse strateegia p~ohiidee on selles, et ru-
utl~oikude sektsioonis, kus ei ole andmete n~orka alterneerimist, asendatakse
otsmine ruutl~oik ratsionaall~oiguga ja luuakse niiviisi uus ruutl~oikude
sektsioon, kus andmetel on n~orga alterneerimise omadus.

V~ottes arvesse teoreemi 1, oleme saanud järgmise tulemuse.

Teoreem 12. Igasuguste andmete ja rajatingimuste korral on v~oimalik
konstrueerida histopoleeriv splain, mis on lineaar/lineaar ratsionaalfunk-
tsioon v~oi ruutpolünoom modifitseeritud kaasmonotoonse strateegiaga
määratud liigiga l~oikudel. Selliselt saadud splain on üheselt määratud
valitud liigiga l~oikude korral.

Vaatleme uuesti erijuhtu 2 ja modifitseeritud kaasmonotoonset strateegiat.
See lähenemine sisaldab mittesümmeetrilisust splaini konstrueerimisel. Eel-
datud lähteandmete korral on meil tegelikult mi−1 > 0, mi > 0 ja v~ordus
(4.14) annab mi+1 < 0, samuti |mi+1| > 2mi. Kasutame v~ordust (4.13) kujul

mj+1 = −
(

2 +
3hj

3hj+1

)
mj − hj

2hj+1
(mj + 2mj−1), j = i+ 1, . . . , i+ k,

saame, induktsiooni abil, et (−1)j−imj > 0, |mj | > 2|mj−1|,
j = i + 1, . . . , i + k + 1. Seepärast v~oib modifitseeritud kaasmono-
toonse strateegiaga saadud lahend tugevalt ostsilleeruda, mist~ottu otsime ka
teisi lähenemisi.

Teine strateegia v~oiks olla järgmine. Suhteliselt suure k korral histopoleer-
ime eraldi l~oikudel [x0, xi] ja [xi+k, xn], kus rajatingimused on S(xi) = zi

ja S(xi+k) = zi+k = zi. Samuti valime S(x) = zi, kui x ∈ [xi, xi+k]. Selle
strateegia puudus on v~oimalik sileduse C1 puudumine punktides xi ja xi+k.

Märgime, et üks v~oimalus on histopoleerida eraldi l~oikudel [x0, xi−1] ja
[xi+k+1, xn], rajatingimustega S(xi−1) = zi ja S(xi+k+1) = zi+k. Kui v~otta
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S(x) = zi, x ∈ [xi−1, xi+k+1], siis see on ebaloomulik ja pole siledusega C1

punktides xi−1 ja xi+k+1.

Kolmas v~oimalus on histopoleerida eraldi l~oikudel [x0, xi] ja [xi+k, xn] nagu
teisegi strateegia puhul. Siin aga valime funktsiooni S l~oikudel [xi−1, xi] ja
[xi+k, xi+k+1] kuuppolünoomiks koos rajatingimustega S(xi) = zi, S

′(xi) = 0

ja S(xi+k) = zi+k, S
′(xi+k) = 0, jättes S(x) = zi, x ∈ [xi, xi+k]. Sellisel juhul

säilitab funktsioon S sileduse C1.

Kaks viimast ettepanekut strateegiateks ei taga funktsiooni S kon-
stantsust l~oigul [xi−1, xi+k+1]. Sellise eesmärgi nimel v~oime v~otta
S(x) = zi, x ∈ [xi−1, xi+k+1], ning funktsiooni S l~oikudel [xi−2, xi−1] ja
[xi+k+1, xi+k+2] kuuppolünoomidena selliste rajatingimustega punktides xi−1

ja xi+k+1, et funktsioon S oleks siledusega C1. Siis x ∈ [xi−2, xi−1] korral
v~oib splaini näiteks esitada kujul

S(x) = zi−1 + δi−1(−1 + 6t2 − 4t3) +
hi−1

6
(−1 + 6t− 9t2 + 4t3),

kus x = xi−2 + thi−1, millest saame

S ′(x) =
12

hi−1
δi−1(t− t2) +mi−2(1 − 3t+ 2t2).

Meenutame, et eeldasime tingimuse δi−1 > 0 täidetust. Otsene

analüüs näitab [7], et S ′(x) � 0, x ∈ [xi−2, xi−1], parajasti siis, kui

0 � mi−2 � 12
δi−1

hi−1
. Vastupidisel juhul viib see meetod mittekasvava

kuuppolünoomini. Sel juhul on v~oimalik kasutada pingul splainide teooriat,
kus l~oigul [xi−2, xi−1] on S funktsioon lineaar- ja kuuppolünoomi vahel [7].
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8 Näited

Splaini S esituseks v~ordustega (3.8) ja (3.9) vastavalt ratsionaall~oigul
ja ruutl~oigul on meil vaja teada parameetreid mi. Need on leitavad
v~orrandisüsteemist, mis koosneb v~orranditest (4.10), (4.13), (4.14) v~oi
(4.15), koos vastavate rajatingimustega. Sellise süsteemi lahendamiseks saab
edukalt kasutada Newtoni meetodit [3, 4].

Järgnevalt vaatame m~oningaid näiteid. Esimeses neist on tegemist andmete
n~orga alterneerimisega. Vaatleme v~orku x0 = 0, x1 = 1, x2 = 1.9, x3 = 2.8,
x4 = 4, x5 = 4.9, x6 = 6.2, x7 = 7.5 ning histogrammi k~orgusi z1 = 2, z2 = 3,
z3 = z4 = z5 = 9, z6 = 5, z7 = 2. Sellele lisame rajatingimused S ′(0) = 1

ja S ′(7.5) = −2. L~oigud [x2, x3], [x3, x4] ja [x4, x5] on ruutl~oigud, ülejäänud
ratsionaall~oigud. Tulemuseks saadud splain on joonisel 1.

Joonis 1.

Järgneva nelja näite korral puudub andmete n~ork alterneerimine.
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Teises näites on meil antud v~ork x0 = 0, x1 = 1, x2 = 1.9, x3 = 2.8, x4 = 4,
x5 = 4.9, x6 = 6.2 ning histogrammi k~orgused z1 = 2, z2 = 3, z3 = z4 = 7,
z5 = 6, z6 = 4. Kasutame rajatingimusi S ′(0) = 1 ja S ′(6.2) = −1. Splaini lei-
dmisel kasutame modifitseeritud kaasmonotoonset strateegiat ja valime l~oigu
[x2, x3] ratsionaall~oiguks. Siis saame, et l~oik [x3, x4] on ruutl~oik ja ülejäänud
ratsionaall~oigud. Selliselt saadud splain on joonisel 2.

Joonis 2.

Kolmandas näites v~otame v~orgu x0 = 0, x1 = 1, x2 = 1.9, x3 = 2.8,
x4 = 4, x5 = 4.9, x6 = 6.2, x7 = 7.5, histogrammi k~orgused on z1 = 2,
z2 = 3, z3 = z4 = z5 = 7, z6 = 8, z7 = 10 ja rajatingimused S ′(0) = 1 ja
S ′(7.5) = 12. L~oigud [x3, x4] ja [x4, x5] on ruutl~oigud ja ülejäänud ratsion-
aall~oigud (l~oik [x2, x3] on valitud ratsionaall~oiguks modifitseeritud kaasmono-
toonse strateegia alusel). Selliselt saadud histopoleeriv splain on ära toodud
joonisel 3. Jooniselt 3 on näha, et parameetrite mi absoluutväärtused kas-
vavad ruutl~oikude sektsioonil vasakult paremale liikudes.
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Joonis 3.

Joonis 4.
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Selles näites kasutame histopoleeriva splaini konstrueerimiseks konstantset
funktsiooni l~oikudel [x3, x4] ja [x4, x5] ja kuuppolünoomi l~oikudel [x2, x3] ja
[x5, x6]. Ülejäänud l~oigud on ratsionaall~oigud.

Neljandas näites on meil antud v~ork x0 = 0, x1 = 1, x2 = 1.9, x3 = 2.8,
x4 = 4, x5 = 4.9, x6 = 6.2, x7 = 7.5, x8 = 8.5 ja histogrammi k~orgused
on z1 = 2, z2 = 6, z3 = z4 = z5 = z6 = 7, z7 = 5, z8 = 2. Valime
rajatingimustega S ′(0) = 1 ja S ′(8.5) = −1. Saadud histopoleeriv splain on
joonisel 4.

Joonis 5.

Viimases näites on meil antud v~ork x0 = 0, x1 = 1, x2 = 1.9, x3 = 2.8,
x4 = 4, x5 = 4.9, x6 = 6.2. Histogrammi k~orgused on z1 = 1, z2 = 4.7,
z3 = z4 = 7, z5 = 6.75, z6 = 3. Histopoleeriv splain, mis on näha joonisel 5,
on konstantne l~oikudel [x2, x3] ja [x3, x4], lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioon
l~oikudel [x0, x1] ja [x5, x6] ning kuuppolünoom l~oikudel [x1, x2] ja [x4, x5].
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Arvestatud on rajatingimustega S ′(0) = 1 ja S ′(6.2) = −1 ja sileduse C1

tingimustega punktides x2 ja x4. Välja arvutatud väärtused m1 = 2.801 ja
m5 = −7.549 viitavad vastavalt monotoonsele ja mittemonotoonsele kuup-

polünoomile (tingimuse 0 � mi−2 � 12
δi−1

hi−1

t~ottu).
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9 Bibliograafilised märkused

Geomeetriliste omaduste säilitamiseks on kaks traditsioonilist lähenemist,
m~olemad kasutavad vabade parameetrite sobivat valikut. Esimene neist
on lisas~olmede valik splainile [8, 9, 11-13, 22]. Teine strateegia kasutab
k~orgema astme splaine koos väiksema siledusega [17, 20, 21]. Raamatus
[7] ja artiklis [23] on üldine informatsioon ja viited geomeetrilisi omadusi
säilitava funktsioonide lähendamise kohta. Ka artiklis [19] tegeleb autor
histopolatsiooniülesande lahendi geomeetriliste omaduste säilitamisega.
Samas ratsionaalsplainid säilitavad geomeetrilisi omadusi iseenesest. Näiteks
lineaar/lineaar ratsionaalsplain klassist C1 on alati monotoonne ja ru-
ut/lineaar ratsionaalsplain klassist C2 säilitab lähteandmete kumeruse.
Sellisel juhul v~oib splaini parameetrite arv olla minimaalne. Seda ideed on
kasutatud allikates [3, 14-16, 18]. Lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioonidega
on v~oimalik lahendada ka näiteks ülesanne, kus histogrammi k~orgused
teevad järsu hüppe [3] (selle näite algandmed on esitatud artiklis [1]).
Artiklis [3] kasutatakse koonduvuskiiruse arvutamiseks klassikalist tulemust
Newtoni meetodi koondumisest (näiteks [6]).

Raamatus [2] on esitatud meetod splaini konstrueerimiseks, mis rahuldab
ruumala säilimise, positiivsuse (mittenegatiivsuse) ja lokaalse monotoonsuse
tingimusi ette antud histogrammi korral.

Kaasmonotoonne kujusäilitav interpoleeriv splain on alati üheselt leitav,
kui kombineerida splaine, mis on lineaar/lineaar ratsionaalfunktsioonid v~oi
ruutfunktsioonid kindlatel l~oikudel [16].
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Monotonicity preserving histopolation

Helle Hallik

Summary

Let xi be given points in the interval [a, b] such that

a = x0 < x1 < . . . < xn = b

and let zi, i = 1, . . . , n, be given real numbers. We want to construct a C1

function S on [x0, xn] that is either a quadratic polynomial or a rational
function of the form

S(x) =
ai + bi(x− xi−1)

1 + di(x− xi−1)

with 1 + di(x − xi−1) > 0 for x ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n, satisfying the
histopolation (area-matching) conditions∫ xi

xi−1

S(x)dx = zi(xi − xi−1), i = 1, . . . , n . (10.1)

In addition to (10.1), we impose the boundary conditions

S ′(x0) = α , S ′(xn) = β (10.2)

or
S(x0) = α , S(xn) = β . (10.3)

Denote

δi = zi+1 − zi , i = 1, . . . , n− 1 ,

δ0 = α , δn = β (for boundary conditions (10.2)) ,

δ0 = z1 − α , δn = β − zn (for boundary conditions (10.3)) .

We determine a subinterval [xi−1, xi] to be rational if δi−1δi > 0 and quadratic
otherwise. We say that a quadratic section, i.e. maximal sequence of adjacent
quadratic intervals, has a weak alternation of data if the interval [xi−1, xi] be-
ing rational, intervals [xi, xi+1], . . . , [xi+k−1, xi+k] quadratic and [xi+k, xi+k+1]

again rational then

δi > 0 , δi+1 � 0 , . . . (−1)kδi+k−1 � 0 , (−1)kδi+k > 0
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or
δi < 0 , δi+1 � 0 , . . . (−1)kδi+k−1 � 0 , (−1)kδi+k < 0 .

We prove that, if the weak alternation of data takes place on quadratic
sections, then a unique histopolating spline exists for any data xi, zi and is
monotone on rational intervals. If there is no weak alternation of data we
propose to use a modified comonotone adaptive strategy. By this startegy we
replace first (or last) quadratic interval on quadratic section without weak
alternation of data by rational one. If this solution has an undesirable am-
plifying effect we use constant function on adjacent quadratic intervals and
cubic polynomial on neibhouring intervals of constant functions.

We consider five different particular histograms with or without weak al-
ternation of data and present the figures about constructed combined splines.
In all cases numerical examples support theoretical results.
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K1 i t, m, z, h,( ) zi
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6
mi 1−⋅ 1 6 t⋅− t2 9 4 t⋅−( )⋅+⎡⎣ ⎤⎦−:=

K2 i t, m, z, h,( ) zi
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6
mi⋅ t2⋅ 4 t⋅ 3−( )⋅+:=
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S z3← otherwise
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U H x z,( ) 0〈 〉:= V H x z,( ) 1〈 〉:=
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root g y( ) y,( ) 2.801=y 3:=g y( ) h1 y⋅ φ
α

y
⎛
⎜
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⎠

⋅
h2

6
y⋅+ δ1− δ2+:=

δi zi 1+ zi−:=i 1 n 1−..:=z 0 1 4.7 7 7 6.75 3( )T:=

hi xi xi 1−−:=i 1 n..:=n last x( ):=x 0 1 1.9 2.8 4.0 4.9 6.2( )T:=

β 1−:=α 1:=φ x( ) f x( ) x 1≠if

1
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:=f x( )
x2 ln x( ) 1−( )⋅ x+

x 1−( )2
:=
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m0 α:= m1 root g y( ) y,( ):= m6 β:=

g1 t( )
h5

6
t⋅ h6 t⋅ φ

β
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⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

⋅+ δ5− δ4+:= t 1:= root g1 t( ) t,( ) 7.549−= m5 root g1 t( ) t,( ):=
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⋅−:=

K1 i t, m, z, h,( ) 2 zi⋅ zi 1+− 2 zi 1+ zi−( )⋅ t2⋅ 3 2 t⋅−( )⋅+
hi

6
mi 1−⋅ 1 6 t⋅− t2 9 4 t⋅−( )⋅+⎡⎣ ⎤⎦−:=

K2 i t, m, z, h,( ) zi 1− 2 zi zi 1−−( )⋅ t2⋅ 3 2 t⋅−( )⋅+
hi

6
mi⋅ t2⋅ 4 t⋅ 3−( )⋅+:=

SPL2 x m, ζ, z,( ) n last x( )←

hi xi xi 1−−←

t
ζ xi 1−−

hi
←

S R i t, m, z, h,( )← i 1= i n=∨if

S K1 i t, m, z, h,( )← i 2=if

S K2 i t, m, z, h,( )← i n 1−=if

S z3← otherwise

xi 1− ζ≤ xi≤if

i 1 n..∈for

S

:=

U H x z,( ) 0〈 〉:= V H x z,( ) 1〈 〉:=
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