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I peatiikk.
NURGAD JA KAARED; NENDE MOOTMINE.
§ 1. Mistahes suurusega nurgad.

Geomeetrias nimetatakse  nurgaks
kujundit, mille moodustavad kaks iihest
punktist vdljuvat kiirt.

Iga nurga v6ib moodustada tasapinnal
oma alguspunkti dmber poorlev kiir. Nii
moodustub- nurk AOB Kkiire p06orlemisel
timber punkti O lahteasendist OA 16pp-
asendini OB (joon. 1).

Trigonomeetrias vaadeldakse nurka kui
tasapinnal oma alguspunkti imber pior-
leva kiire poolt ldabitud teed.

Kiire poorlemisel voib moodustuda sirg-
nurgast suurem nurk (joon. 2).

Poorlev kiir, olles tasapinnal teosta-
nud teatud arvu tdispoordeid {imber
punkti O, langeb {ihte oma esialgse asen-
diga.

Kiire poolt teostatud p6ore voib koos-
neda mitmest tdispoordest ning nurgast,
mis moodustab osa tdispoordest (joon. 3). Joon. 3.
Naiteks voib tuua poorleva ratta kodara

liikumise. %
Kiir v6ib tasapinnal péorelda kahes % %
teineteisele vastupidises suunas (joon.4).
Nii néditeks kaks iihesuguse raadiusega

ning teineteisega joonisel 5 ndidatud vii- Joon. 4.

sil hambuvat hammasratast pdoorlevad

vastupidistes suundades ja ithe hammas-

ratta po6rdumisel mingi nurga vorra poordub teine sama-
suguse nurga vorra, kuid vastupidises suunas.




Kahest voimalikust péérlemise suunast tasapinnal
loeme iihte positiivseks, teist aga negatiivseks. Nurka,
mille moodustab positiivses
suunas pdéorlev kiir, loeme
positiivseks;  nurka, mille
‘moodustab negatiivses suu-
nas poorlev kiir, negatiivseks.

Positiivseks voib lugeda
tikskoik kumma kahest voi-
malikust poorlemise suunast

Tou 5 tasapinnal. Edaspidi loeme
positiivseks pdoorlemise suu-
naks suunda, mis on vastu-

pidine poorlemistasapinnal numbrilauaga vaatleja poole
asetseva kella osutite poorlemisele.

Kui kiir OA, sooritamata mingit pooret, jdi esialg-
sesse asendisse, siis Oeldakse, et kiire poordenurk vor-
dub nulliga. -

Definitsioon. Poorleva kiire ldhteasendit nimetatakse
vastava poordenurga ldhtehaaraks; kiire 16ppasendit selle
nurga lopphaaraks.

Antud asendit omava ldhte- ja lopphaaraga nurki on
lopmatu hulk; koik need nurgad erinevad iiksteisest
tdisarvu (positiivsete voi negatiivsete) tdispoorete poolest.

§ 2. Ringjoone mistahes suurusega kaared.

Igale nurgale, mille moodustavad ringjoone kaks raa-
diust, vastab selle ringjoone antud raadiuste 16pp-punkti-
dega piiratud kaar (joon. 6). Kui raadius OA pdorleb
iimber keskpunkti O, siis raadiuse 1opp- P
punkt A liigub ringjoonel. Oeldakse, et punkt
liigub ringjoonel positiivses (negatiivses)
suunas, kui teda keskpunktiga ithendav raa-
dius poorleb positiivses (vastavalt negatiiv-
ses) suunas.

Ringjoonel positiivses suunas lii-
kuva punkti poolt moodustatud kaart nime- Joon. 6.
tatakse positiivseks; negatiivses
suunas liikuva punkti poolt moodustatud kaart aga
negatiivseks (joon. 7).

Kui raadius teeb (positiivse voi negatiivse) tédis-




orde, siis tema 10pp-punkt, olles kirjeldanud tais-
ingjoone, jouab tagasi ldhteasendisse.

Voib vaadelda kaari, mis sisaldavad iikskoik millise
arvu positiivseid v6i negatiivseid tdisring-
jooni. Ettekujutuse niisugusest kaarest annab

- 4
rullile keritud peenike niit: rullil voib
olla kuitahes palju iihes voi teises suunas
keritud keerde. ;

§ 3. Nurkade ja kaarte mootmine.

p
¥

Joon. 7.
Nurkade mootmise moiste on teada geo-
meetriast. Nurkade mootmiseks valitakse tea-
tud kindel nurk mootiithikuks ja moodetakse selle abil koik
teised nurgad.

Mootithikuks voib valida mistahes nurga.
Praktikas moodetakse nurki sageli kraadides,

\;alides mootithikuks 3%) tdispoordest, mida nimetataksegi

kraadiks. Suuremat tiapsust noudvate mootmiste puhul
jagatakse kraad 60-ks vordseks osaks — minutiteks;
minut jagatakse 60-ks vordseks osaks — sekunditeks.

Geomeetrias moodetakse nurki monikord «d osades»,
valides mootithikuks tdisnurg a.

Tehnikas valitakse nurkade mootithikuks sageli tdis-
poore. Nii moodetakse masina ratta voi lennuki pro-
pelleri po6rdumist tavaliselt. poorete (s. t. tédispOorete)
arvuga.

Suurtiikivdes valitakse nurkade maootiithikuks %) tais-

e 360° - 3
podrdest, s.0. 5~ =6° seda nurka nimetatakse nurga-

mootja suureks jaotuseks. Nurkade tdpsemaks
mootmiseks jagatakse nurgamootja suur jaotus sajaks

106 =3’36” nimetatakse tavaliselt
vdikeseks jaotuseks e. tuhandikuks.

Positiivse nurga suurust vdljendatakse positiivse
arvuga; negatiivse nurga suurust negatiivse arvuga.

Trigonomeetrias uuritavad nurgad voivad mootuda
iga reaalarvuga, sest kiire pooérlemisel voib moodustuda
mistahes suurusega nurk (positiivne, negatiivne,
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vordne nulliga v6i nurk, mis sisaldab mistahes arvu tiis-
poordeid).

Antud ringjoone kaarte mootmisel valitakse mootiihi-

B, kuks kaar, millele toetub nurkade moot-

BN ithikuks valitud kesknurk. Siis kaare ja

e A, temale toetuva kesknurga suurused viljen-
\ g duvad ihe ning sama arvuga vastavalt
\\/’// kaare- ja nurgaiihikutes.

Nurkade ja kaarte radiaanmdot. Geo-

Joon. 8. meetriast on teada, et ithe ning sama

kesknurga puhul kahe ringjoone kaarte

pikkused suhtuvad nagu nende ringjoonte raadiused
(joon. 8)*: 3

AlBl =£‘—ehk Al Bl :ﬂzﬁz
a5 R R R

Seega, iihe ning sama kesknurga puhul ringjoone kaare
pikkuse suhe raadiusesse ei soltu raadiuse suurusest.

Kesknurga muutudes selle suhte vaartus muutub.

Definitsioon. Nurga radiaanmooduks nimetatakse sel-
lele nurgale kui kesknurgale vastava ringjoone kaare
pikkuse suhet selle ringjoone raadiusesse.

Nurkade mootmise puhul radiaanmoodus di
on mootithikuks positiivne kesknurk, mis toe-  ®2 sigy’)
tub pikkuselt raadiusega vordsele kaa- 7
rele. Seda nurka nimetatakse radiaa- ( é__
niks (joon. 9). \ /
Kaarte mootmise puhul radiaanmoo- ~—-
dus on mooteithikuks kaareradiaan,
s. t. kaar, mille pikkus vordub raadiusega.
Uleminek kraadimoodult ra-
diaanmoodule. Positiivse tdispoorde radiaanmoot
vordub ringjoone pikkuse ja raadiuse jagatisega.

2R _
R

Joon. 9

2r=6,283185 . ..

% 2
Nurga 1° radiaanmoot on Z%):l_gﬁ ={017453". .
Kui nurk sisaldab ‘A°, siis tema radiaanmoot o on:

* Sektorid OAB, ja OA»B; on sarnased.



A
&= (1)

Arvutame nurga 1’ radiaanmoodu:
I'= g (kraadi) = (radiaani) =0,00029088 . . .

(radiaani).
Moningate sageli esinevate nurkade radiaanmoodud
on antud jidrgmises tabelis:

2 et
60 180

Ké;’;' 30° 45° 60° 90° 180° | 270° 360°
T (1 3 b1 \| 3
i-| == — — = —= | ~ i e gE 2 =
5::;(1 6 4 3 2 4 2 3
~0,5236 | ~0,7854 | ~1.0472| ~ 15708 ~3,1416 | ~4,7124 | ~6,2832

Uleminek radiaanmoodult kraadimoo-
dule. Vordusest (1) jareldub, et nurk, mis vordub
a radiaaniga, sisaldab

o @-180°
A g, N

Eriti saame siit:
I radiaan =22% ~57,295 (kraadi) ~ 3438 ~ 206265” =

T

=97 1745,
Ndide. Kahe radiaani suuruse nurga kraadimoot (minutilise

tdpsusega) on g

2-180° =9 (57017/45”) ~1 |40361

(sekundid jatame dra iimardamise reeglite kohaselt).

Mingi suuruse mootmise tulemusel saadud arvule tuleb
reegli kohaselt lisada mootiithiku nimetus, néiteks 5 km,
10 rbl.,, 7° jne. Nurkade ja kaarte radiaanmoodu puhul
tehakse aga tavaliselt erand: nurga (v0i kaare) suurus
radiaanides kirjutatakse nimeta arvuna. Sonade «nurk,
mille mootarv on a» asemel oOeldakse lithidalt «nurk a».
Nii néiteks Oeldakse «nurk 0,5», selle asemel, et iitelda
«nurk, mille suurus on 0,5 radiaani».
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Uleminekuks kraadimoodult radiaanmoodule voib kasu-
tada vastavaid tabeleid. V. Bradise neljakohalistes
matemaatilistes tabelites keskkoolidele, tabelis XVI, on
antud 0 ja 90° vahel asetsevate nurkade radiaanmoodu
vdadrtused iga 6 minuti tagant. Need vaartused on arvuta-
tud ligikaudselt, tdpsusega kuni neljanda kiimnendkohani.

Niiteid. 1) Leida nurga 130°26" radiaanmdot a.

Lahendus. Antud nurk koosneb nurgast 90° ja nurgast 40°26".
Tabelist leiame nurkade 90° ja 40°24’ radiaanmoodu; tabeli parem-
poolsest servast leiame 2’ jaoks paranduse, mis tuleb liita viimasele
kiimnendkohale:

90° —1,5708
40°24’—0,7051
2'— 6
a=2,2765.

2. Leida (tdpsusega 1°) sellise nurga kraadimoot, mis (ligikaudu)
vordub 1,25 radiaaniga.
Lahendus. V. Bradise tabeleis (lk. 48) leiame, et arvule
1,2500 1dhim arv on 1,2497, millele vastab nurk 71°36’.
Umardame saadud vaadrtuse tépsusega 1°, saades (ligikaudu) 72°
Teades ringjoone raadiust R ja kaare radiaanmootu a,
voib arvutada selle kaare pikkuse /. Toepoolest, radiaan-
moodu definitsiooni kohaselt:

a=% , kust [=aR.

Seega, ringjoone kaare pikkus vordub tema radiaan-
moodu ja raadiuse korrutisega.

Niide. Ratas, mille raadius on 2,2 m, poordus nurga 30°5 vorra;
leida ratta poial asuva punkti poolt ldbitud tee pikkus.

Lahendus. Valemi /=aR kohaselt leiame tee pikkuse:

1~2,22.0,53~12.

Mirkus. Nurga 30°30° radiaanmoot 0,5323 on voetud
V. Bradise tabelist. Kuna R ligikaudne viartus on antud kahe
tiivenumbriga, siis tuleb ka a véddrtus iimardada, sdilitades vaid
kaks tiivenumbrit: a=0,53.

§ 4. Koordinaattasapind; iihikring.

Valime tasapinnal pdorlemise positiivse suuna ja koor-
dinaatteljed. Ordinaattelje positiivne suund valitakse alati
nii, et abstsisstelje positiivse kiire OX pdoramisel posi-
tiivse tdisnurga vorra iihtiks see ordinaattelje positiivse
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kiirega OY. Nii on joonisel 10 ndidatud: poorlemise posi-

tilvne suund — vastupidine kellaosuti liikumise suunale,
abstsisstelje positiivne suund — paremale,
ordinaattelje positiivne suund — iiles. y

Nurki paigutatakse koordinaattasapin-
nale tavaliselt jargmiselt: nurga tipuks
voetakse koordinaatide algus ning lahte- 0
haaraks positiivne abstsisspooltelg. Antud
arvuga mootuva nurga lopphaara saami-
seks tuleb poorata kiirt ldhteasendist S650.10.
OX selle arvuga mootuva nurga vorra
(joon. 11).

Koordinaatide algusest véljuv kiir on Iopphaaraks
I1opmatule hulgale nurkadele, mille ldhtehaaraks on
positiivne pooltelg OX; need nurgad erinevad iiksteisest
taisarvu tdispOorete vorra: kui a on {ihe niisuguse nurga

suurus, siis selle hulga mistahes nurga

0t suurus P viljendub arvuga Pp=2kn+a,
: kus k on mistahes tdisarv, s.t. k=0,
&l e 9 S n ENurke g koosneb niirs

m0) gast a ja k (positiivsest voi negatiivsest)
tdispoordest. Nii néiteks kiir, mis moo-
dustab abstsissteljega nurga 30° on lopp-
Joon.. 11. haaraks nurkadele 30° (k=0), 390°
(k=1), —330° (k=-—1), 750° (k=2)
jne.

Definitsioon. Ringi, mille keskpunkt asetseb koordi-
naatide alguses ja raadius vordub iithega, nimetatakse

iihikringiks ja tema ringjoont iihikringjooneks.

I ga reaalarvu a voib kujutada iihikringjoone punk-
tina. Tavaliselt kantakse selleks iihikringjoonele, alates
tema horisontaaldiameetri parempoolsest otspunktist
A(l, 0), arvuga a mootuv kaar (vt. joon.
11). Kui o« on kaare radiaanmoot,
siis tuleb punktist A kanda o>0
puhul positiivses suunas ja a<<0 puhul
negatiivses suunas kaar, mille pikkus
on |a|; selle kaare 16pp-punkt kujutabki
arvu a. Arvu null, a=0, kujutab lédhte-
punkt A(1, 0).

Joonisel 12 on ndidatud mitmesuguseid
reaalarve kujutavaid ithikringjoone punkte. Joon. 12.




Kaks erinevat reaalarvu o ja B kujutuvad ihe ning
sama punktina iihikringjoonel siis ja ainult siis, kui nende
arvudega mootuvad kaared erinevad teineteisest tdisarvu
tiisringjoonte vorra, s.t. p—a=2kn ehk

B=a+2kn )

kus k on (positiivne voi negatiivne) tédisarv.

Koordinaatteljed jaotavad tasapinna ning koos temaga
ka ihikringi ja -ringjoone neljaks vordseks osaks, milli-
seid nimetatakse (vastavalt tasapinna,
ihikringi v6i -ringjoone) veeranditeks.

Kui nurga Iopphaar (voi kaare 1opp-
punkt) asetseb tasapinna (voi iihikring-
joone) mingis veerandis, siis Oeldakse,
et antud nurk (kaar) 16peb selles vee-
randis.

Joon. 13. Uhikringjoone I ja II veerand (joon.
13) moodustavad koos iilemise poolring-
joone, III ja IV veerand — alumise pool-

ringjoone. I ja IV veerand moodustavad parempoolse
ning II ja III veerand — vasakpoolse poolringjoone.

Horisontaaldiameetri parempoolses otspunktis. A 15pe-
vad kaared, mis mootuvad arvudega 2kn (ehk kraadides
360°- k), aga selle diameetri vasakpoolses otspunktis A4,
kaared, mis mootuvad arvudega m+2kn=(2k+1)xn
[ehk kraadides (2k-+1)-180°, kus k2 on mistahes tais-
arv.

Kaared nm ehk 180°-n (kus n on tidisarv) lopevad
horisontaaldiameetri otspunktides: paarisarvulise n=2k
puhul punktis A ja paarituarvulise n=2k+1 puhul punk-
tis A1. :

Vertikaaldiameetri iilemises otspunktis B (0, 1) 16pevad
kaared —g +2kn (ehk kraadides 90°+360°- k). Vertikaal-
diameetri alumises otspunktis B; (0, —1) 16pevad kaared
— % +2kn= % + (2k—1)n. Kaared % +nm 1opevad ver-

tikaaldiameetri otspunktides: punktis B, kui n=2k on
paarisarv, ja punktis B, kui n=2k—1 on paaritu arv.

Kaared % g— (ehk 90°- k) lopevad kas horisontaal- voi
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vertikaaldiameetri otspunktides. Kui 2=0, 1, 2, 3, 4,...,
siis saame jarjekorras punktid A, B, Ay, By, A,...;
k=—1, —2, —3, —4, ... puhul saame aga jirjekorras
. punkti»d B], A], B, A, Lkl &

§ 5. Vektori projektsioon teljel *.

Vektoriks nimetatakse suunatud sirgloiku (joon. 14).
Vektori tahistamisel kirjutatakse esimesele kohale tema
lahte- ja teisele kohale 16pp-punkt. Vektorit AB voib vaa-
delda kui ldhteasendist A sirgjooneliselt 16ppasendisse B
litkunud punkti poolt ldbitud teed. Paljud fiilisikalised suu-
rused, nagu naiteks joud, kiirused, kiirendused jne., on -
vektoriaalsed; neid suurusi kujutatakse suunatud sirg-
16ikudega.

8 «
s Coilraty b
/ . % Sy = o AL
=¥ 4
; >
Joon. 14. Joon. 15 Joon. 16.

Definitsioon. Vektori AB projektsiooniks teljel / nimeta-
takse niisuguse sirgldigu A,B; pikkust, mis iihendab vek-
tori AB ldhte- ja lopp-punkti projekisioone teljel !/
. (joon. 15).

Projektsiooni loetakse positiivseks (voinega-
tiivseks), kui 16igu A;B; suund ihtib (v6i on
vastupidine) telje !/ positiivse suunaga. Kui vektor
on teljega [ risti, siis tema projektsioon sellel teljel vordub
nulliga (joon. 16). Monikord kasutatakse nimetust «pro-
jektsioon» mitte ainult 16igu A,B; pikkuse, vaid ka vektori

A\B; jaoks.
Olgu F vektor koordinaattasapinnal; tdhistame tema
projektsioonid abstsiss- ja ordinaattelj_el vastavalt F ja

Fy, tema pikkuse aga siimboliga |F|.

* Telje all moistame sirget, millel on valitud positiivne suund ja
. pikkuste mootmiseks mootiihik.
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Te~oreem. Vektori pikkuse ruut vérdub koordinaattelge-
del voetud tema projektsioonide ruutude summaga.

. Toestu s. Velftori paralleelsel iilekandmisel tema pro-
jektsioon teljel ei muutu (joon. 17). Kanname vektori
. Pparalleelselt iile nii, et tema ldhtepunkt satuks koordinaa-

tide algusesse. Tommates vektori F
16pp-punktist  ristldigu teljele OX,
saame tédisnurkse kolmnurga, mille
hiipotenuus vordub vektori pikkusega
ning kaatetid koordinaattelgedel voetud
vektori projektsioonide absoluutviirtus-
tega |Fy| ja |F,|. Pythagorase teoreemi
Joon. 17. kohaselt.

|2 =|F\[2+|F,2.

Kuna arvu absoluutvdirtuse ruut vordub selle arvu
ruuduga, siis voime absoluutvddrtuse margid vorduse
paremal poolel dra jatta. Nii saamegi noutud vorduse

|—F.|2=F12+F22 ) 1] B4 tt

Miarkus. Kui vektor F asetseb iihel koordinaattel-
jel, siis kolmnurk muutub sirgloiguks, kuid ka sel juhul
on teoreem kehtiv. Néiteks kui vektor asetseb abstsisstel-
_jel, siis F;=0 ja |F|=F;; sama tulemuse saame ka leitud
valemist:

|F|=VF2+F2=VF2=|F,|.

§ 6. Kaugus kahe punkti vahel koordinaattasapinnal.

Teoreem. Koordinaattasapinnal asetseva kahe punkiti
M (%1, y1) ja N (x9, y,) vahelise kauguse d ruut vordub
nende punktide samanimeliste koordinaatide vahede ruu-
tude summaga:

d?= (Xo—x1) %2+ (Y2—11)?

Toestus. Vaatleme koordinaattasapinnal vektorit,
mille ldhte- ja 16pp-punktiks on antud punktid M ja N

(joon. 18). Vektori MN projektsioon abstsissteljel vordub
12




teljel OX asetseva (suunatud) 16igu M,N, pikkusega. Uhel
teljel asetsevate suunaga 16ikude pikkuste liitmise reegli*
kohaselt saame:

0M1+M1N1=0N|, kust M1N1=0N1—0M1.
Kuna :
0M1=x1 ja ON1=X2, siis prme=M1N,=x2—xl.

Projekteerides vektori MN ordi-
naatteljel, saame tédpselt samuti:

prym=M2N2=y2—y,,

Kuna vektori pikkuse ruut vor-
dub koordinaattelgedel voetud tema
projektsioonide ruutude summaga
(vt. § 5), siis

d?= (M1N1)2+ (M2N2)2= Joon. 18.
= (xa—x1)2+ (¥2—y1)?
m. ot t.

Mirkus. Toestatud valem on dige punktide M ja N
igasuguse paigutuse puhul tasapinnal (mitte aga ainult
niisuguse paigutuse puhul, mis on esitatud joonisel 18).
Toepoolest, teljel asetsevate suunaga 16ikude pikkuste liit-
mise reegel, mille kohaselt me arvutasime 16ikude MN,
ja MyoN, pikkused, on kehtiv 16ikude ldhte- ja 1opp-punk-
tide mistahes asetuse puhul (antud teljel).

* Selle reegli voib sonastada nditeks jargmiselt: kui punktid
A, B ja C asetsevad kaik iihel teljel, siis nende omavahelisest paiknemi-
sest soltumata on suunaga 16igu AB pikkus vordne suunaga loikude
AC ja CB pikkuste summaga: AB=AC + CB. (Tolk.)



IT peatiikk.
TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID.

§ 7. Mistahes nurga trigonomeetriliste funktsioonide
definitsioon.

Olgu M tasapinna mingi punkt, mis erineb koordinaa-
tide algusest (joon. 19).

Definitsioon. Koordinaatide
algust punktiga M iihendavat

vektorit OM nimetatakse punkti
M raadiusvektoriks ehk liiku-
vaks raadiuseks.

Tédhistame liikuva raadiuse
OM pikkuse tdhega r ning
tema 1opp-punkti abstsissi ja
ordinaadi vastavalt x-ga ja y-ga.

Joon. 19.

Teoreem. Kui liikuv raadius OM moodustab abstsiss-
teljega antud nurga, siis suhted
= ja = (1)

| & ¢ &
ei soltu raadiusvektori OM pikkusest.

Toestus. Kanname antud nurga a koordinaattasa-
pinnale nii, et ldhtehaaraks oleks positiivne abstsisspool-
telg. Valime nurga « 16pphaaral meelevaldselt kaks teine-
teisest ning koordinaatide algusest erinevat punkti M ja
M’. Néitame, et raadiusvektorite OM ja OM’ jaoks moo-
dustatud vastavad suhted (1) on omavahel vordsed. Pro-
jekteerides punktid M ja M’ abst31sstel]e1 (joon. 20, ajab),
saame kaks sarnast kolmnurka OMN ja OM'N”. Kolm-
nurga OMN kaatetite pikkused vorduvad punkti M koordi-
naatide absoluutvairtustega |x| ja |y|, hiipotenuusi pikkus
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on aga r. Kolmnurga OM’N’ kaatetite ja hiipotenuusi
pikkused on vastavalt |x’], [¢’| ja 7. Kolmnurkade OMN ja
OM’N’ sarnasusest jareldub, et Iirl——-‘):—,‘ (vastavate Kkiil-
gede suhted on vordsed).

Suhted ; ja i:— on ka y
ithesuguse méargiga. Toepoo-
lest, loigud ON ja ON’ on
samasuunaliste raa- 7
diusvektorite OM ja OM’ pro-
jektsioonid. Jéarelikult on ka
nemad samasuunalised ning
nende pikkused x ja x’ sama-
margilised (joonisel 20a on
x ja x’ positiivsed, joonisel 20b aga negatiivsed). Jare-
likult,

Samuti toestatakse suhete % ja %’— vordsus (pro-
jekteerides punktid M ja M’ teljel OY), millega teoreem
ongi toestatud.

Mirkus. Kui nurga a lopphaar on suunatud
mooda iiht koordinaattelge, siis kolmnurgad OMN ja
OM’N’ muutuvad l6ikudeks, kuid teoreem on oige ka
sellel juhul. Naiiteks kui nurga lopphaar on suunatud

mooda positiivset abstsisspooltelge, siis i:—=l ning
%=0; kui aga lopphaar on suunatud moédda nega-

tiivset abstsisspooltelge, siis éz—l ning :‘r/— =0.

Definitsioon. 1) nurga o koosinuseks nimetatakse
abstsissteljega nurka o moodustava liikuva raadiuse 1opp-
punkti abstsissi ja selle raadiuse pikkuse suhet:

X
cos a= —
r

2) Nurga « siinuseks nimetatakse abstsissteljega nurka
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o moodustava liikuva raadiuse Iopp-punkti ordinaadi ja
selle raadiuse pikkuse suhet:

ina= %
| sina= =

3) Nurga o tangensiks nimetatakse selle nurga siinuse
ja koosinuse suhet:

4) Nurga o kootangensiks nimetatakse selle nurga koo-
sinuse ja siinuse suhet:

cosa

cot a= S

Suhete cos a, sina, tana ja cot @ vdirtused ei soltu
liikuva raadiuse pikkusest.

Tangensi ja kootangensi definitsioonist jdreldub, et
nurga o tangens vordub abstsissteljega nurka o moodus-
tava liikuva raadiuse Iopp-punkti ordinaadi ja abstsissi
suhtega ning kootangens vordub selle liikuva raadiuse
Iopp-punkti abstsissi ja ordinaadi suhtega:

sin a

tan a= g o

e cos a

x lacolo= gy

4
S

RIS
AR IE

Suhte tan a=% saab moodustada siis, kui x#0. Kui

aga x=0, siis antud suhet moodustada ei saa (nulliga
ei saa jagada); sel juhul nurga lopphaar on suunatud

modda ordinaattelge ja a~’—‘+kn ehk kraadides 90°+

+180%k (kus k on mistahes tidisarv). Jarelikult tan (2

+kn) ei eksisteeri. ;
Nurkade km (ehk kraadides 180° k) 1opphaar on suu—

natud méoda abstsisstelge ning suhe —; kaotab motte, seqt
y=0. Need nurgad ei oma kootangensit.
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Igale nurgale o vastavad suhete
cosa, sing, tana ja cota

kindlad védartused (kui need suhted vaid omavad matte).
Seega need suhted on nurga a funktsioonid. Neid funktsi-
oone nimetatakse trigonomeetrilisteks
funktsioonideks; nurk « on nende
argument.

Peale nimetatud nelja funktsi-
ooni voetakse monikord vaatluse
alla veel kaks trigonomeetrilist

funktsiooni — seekans ja koo-
sekans:
DT
Sec a= cosa_;
ja Joon. 21.
1 F
Coseca=s—m—a=;-

Need kaks funktsiooni ei oma aga laiemat rakendamist.

Kuna trigonomeetriliste funktsioonide védairtused ei
soltu litkuva raadiuse pikkusest, siis voime selle raadiuse
valida alati iihe ning sama pikkusega. Tavaliselt valitakse
r=1; siis liikuva raadiuse Iopp-punkt asetseb iihikring-
joonel ja nurga moodustavad selle ringjoone kaks raadiust
(joon. 21). Sel juhul

| =

cos a=x, sin a=y, tan a=% , Cot a= -

<

Seega, nurga a koosinus ja siinus vorduvad iihikring-
joone niisuguse liikuva raadiuse lopp-punkti abstsissi ja
ordinaadiga, mis ldhteraadiusega moodustab nurga q;
selle nurga tangens ja kootangens vorduvad aga vasta-
valt liikuva raadiuse 16pp-punkti ordinaadi ning abstsissi
ja abstsissi ning ordinaadi suhetega.

Trigonomeetriliste funktsioonide argumendiks voib
lugeda mitte ainult nurka, vaid ka iihikringjoone kaart.
Antud kaare puhul voib konstrueerida vastava punkti iihik-
ringjoonel (s. t. liikuva raadiuse lopp-punkti) ja leida
trigonomeetriliste funktsioonide vaartused.

Uhikringjoone puutujat horisontaaldiameetri otspunktis
A(1,0) nimetatakse tangensteljeks. Positiivne suund tan-
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gensteljel valitakse samasugune nagu ordinaatteljel (joo-
nis 22, alt iiles.)Olgu M nurgale a vastav iithikringjoone
punkt. Jatkates raadiust OM kuni loikumiseni tangenstel-

Joon. 22.

jega, saame sel teljel punkti L (seda konstruktsiooni ei
saa teostada siis, kui punkt M asetseb ordinaatteljel).
Nurga o tangens vordub tangenstelje vastava punkti
ordinaadiga.
Toepoolest, kui nurk a 16peb parempoolses pool-
tasandis, siis, vottes OL liikuvaks raadiuseks, saame

") talfnoor AL-—
X,=C0fa OA .—‘yl’

M kus y; on punkti L ordinaat
i (joon. 22a).

; 0 7z Kui nurk a 1opeb vasak-
poolses pooltasandis (joon.
22b), siis punktide M ja L

samanimelised koordinaadid on

Jogn, 23 abstsissi suhe on aga molema

punkti puhul {ihesugune (kolm-
nurgad ONM ja OAL on sarnased):

y NM AL_&__

Miarkus. Kui punkt M asetseb ordmaattel]el siis
punkt L ega ka tan o ei eksisteeri.

Kootangensteljeks nimetatakse iihikringjoone puutujat
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vertikaaldiameetri otspunktis B(0, 1). Positiivne suund
sellel teljel valitakse samasugune nagu abstsissteljel.

Nurga a kootangens on kootangenstelje vastava punkti
abstsiss x (joon. 23).

§ 8. Trigonomeetriliste funktsioonide vadrtused monede
nurkade puhul.

Kui nurk a=0 (joon. 24), siis iihikringjoone liikuva
raadiuse lopp-punkti koordinaadid on x=1, y=0 ning
Y

seega cos0=1, sin0=0, tan0= =0, kuid cot0 ei
eksisteeri.
’// ‘\\ ’//
] \ ' ]
\\ 3 /l \\ // \\ 1/, //
a) b c) d)
Joon. 24.

Kui nurk a=% (ehk kraadides «=90°), siis liikuva
raadiuse 10pp-punkti koordinaadid on x=0, y=1

(joon. 24b) ja seega cos % =cos 90°=0, sin %=
= 190 =1, tan g— =tan 90° ei eksisteeri, cot %=
=cot 90°=0.

Kui a=n (joon. 24c), siis x=—1, y=0 ja seega
cos m=cos 180°= —1, sin t=sin 180°=0, tanga=

=tan 180°=0, cot m=cot 180° ei eksisteeri.
Kui a=gn (joon. 24d), siis x=0, y=—1 ja seega

cos§n=cos 9270°=0, singn=sin 970°= —1, tangn=

=tan 270° ei eksisteeri, cot§n=cot 270°=0.

Olgu a, iihikringi korrapédrase kool-n-nurga kiilg ja'
I, tema apoteem. Paigutame n-nurga nii, et positiivne

abstsisspooltelg poolitaks tema iihe kiilje. Jooniselt 25
leiame siis:
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]

180

CcOos = =COS
L

=l, ja sm - =sin

180° an

Ko 22

Kui n=3, siis saame koolkolmnurga (joon. 26a). Geo-

meetriast on teada, et az=/3 ja lz= 5 jéirelikult
Y cos ? =cos 60’ = 2 :
sin % =8in60%= Q H
e
n n Ty
5 \{f % tan 3 =tan 60 _\1/3,
cotg—cot B = R
Kui n=4, siis saame kool-
Joon. 25. ruudu (joon. 26b), mille puhul
as=v2, l4=7 ja seega
V2 V2 :

CoSs = =cos 45°= 7

4

’

tan% =tan 45°=1;

T
s —'=sin 45°=

4

cot 43 =eatad =1,

I
b)

Joon. 26.

Kui n=6, siis saame koolkuusnurga (joon. 26c¢), mille

puhul ag=1, lg= K23—ja seega

cos % =e¢os 307=

tan = —tan 30%=

V_
20

V:§

—

- n .
; sin =sin 30P =

Nl

-y % =cot 30°=/3.

1




§ 9. Trigonomeetriliste funktsioonide margid.

Kuna cos a on iihikringi selle raadiuse lopp-punkti
abstsiss, mis moodustab teljega OX nurga a, siis
koosinuse vaidrtused on positiivsed (negatiiv-
sed) nendes veerandites loppevate nurkade puhul, mil-
ledes punktide abstsissid on positiivsed (negatiiv-
sed).

Jarelikult, parempoolses pooltasandis (I ja IV veeran-
dis) loppevate nurkade (kaarte) koosinused on positiivsed;
vasakpoolses pooltasandis (Il ja IIl veerandis) Ioppevate
nurkade koosinused on negatiivsed (joon. 27).

Joon. 27.

Eriti -on -——;— ja % vahel asetsevate nurkade, s. t.

—% <a< % (ehk kraadides —90°<a<90°), puhul
cos a>0. Nurkade puhul, mis asetsevad % ja %n vahel,

S0 kui % <A< gn, on cos a<0.

Kuna sina on iihikringi selle raadiuse 1opp-punkti
ordinaat, mis moodustab teljega OX nurga «, siis on sii-
nuse vdartused positiivsed (negatiivsed) nen-
des veerandites 1oppevate nurkade puhul, milledes punk-
tide ordinaadid on positiivsed (negatiivsed).

Jarelikult, iillemises pooltasandis (I ja Il veerandis)
Ioppevate nurkade (kaarte) siinused on positiivsed; alumi-
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ses pooltasandis (IIl ja IV veerandis) Ioppevate nurkade
siinused on negatiivsed (joon. 28).

. Eriti on 0 ja m vahel asetsevate nurkade, s. t. 0<a<mn
(ehk kraadides 0°<a<180°) puhul sin a>0. Nurkade
puhul, mis asetsevad —mx ja 0 wvahel, s. t. kui
—n<a<0, on sin a<<0. » '

 Kuna tana ja cota on liikuva raadiuse I6pp-punkti
koordinaatide suhted,

‘sina_y

tan Tt 5 R ol cot a=

cosa__ x
sinag” y?

Joon. 28.

siis tangensi ja kootangensivdartusedon positiivsed

(negatiivsed) nendes veerandites loppevate nurkade

puhul, milledes punktide koordinaadid on iihesuguste
(vastupidiste) markidega.

Jarelikult, I ja III veerandis Ioppevate

8 nurkade tangensid ja kootangensid on

positiivsed, II ja [V veerandis Ioppevate

A nurkade tangensid ja kootangensid aga

negatiivsed.
c Niide. Vaadeldes joonisel 29 néidatgd viisCi‘l
paigutatud vordkiilgse kolmnurga tippe ja G,
Joon. 29. saame:
cosgn= cos 120° = -——l-; sin2n= sin 120°=L/§ .
3 2 3 2
2 s
tan§n= tan 120° = — }3.
cos3n= . sin‘-!l—:rr=—y3 ; tan5n= V§.

e Lt  Hkiaay
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§ 10. Trigonomeetrilised pohisamasused ja jiareldusi
nendest.

Leiame pohiseosed, mis ithendavad nelja trigonomeet-
rilise funktsiooni vdadrtusi argumendi antud véaartuse
puhul.

I. Uhe ning sama argumendi koosinuse ja siinuse ruu-
tude summa vordub iihega:

cos? a+sinZa=1 ) *

Toestus. Olgu a mistahes nurk (kaar). Abstsisstel-
jega nurka a moodustava iithikringi raadiuse OM projekt-
sioonid telgedel OX ja OY on

X=cos a ja y=sina.
Kuna OM pikkus on 1, siis (vt. joon. 20):
x2+y?=1 ehk cos?a+sin2a=1, m.o.t.t.

Il. Tangensi ja kootangensi definitsiooni kohaselt:

tan a=§i"—a, cota=;—§f—z (11)

Jdreldusi. Korrutades samasused (II) liikmeti,
saame samasuse :

tan o - cot a=1 (111)

Jagades samasuse (I) liikmeti kord suurusega cos?a,
kord suurusega sin® a, saame samasused:

1 sinfa: . .1 .- cos?a S8,
> cos?a ~ cos’a sin?a T sinZa
ehk
: :
PR Sl i : o e
I+tan’a= 5~ | ja 1+cot? a= o5 (IV)
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Teisiti voib neid samasusi kirjutada kujul
sec2a=1+tan? a ja cosec? a=1+cot? a.

Selgitus. Iga trigonomeetriline samasus on vordus,
mis kehtib argumendi « koigi lubatavate vdartuste
puhul, s.t. argumendi koigi nende véaartuste puhul, mil-
lede korral nii vorduse vasak kui ka parem pool omavad
motte. Nii néditeks vordus tana-cota=1 kehtib a koigi
vadrtuste puhul, millede korral tana ja cota omavad
motte, s. t. @ koigi véddrtuste puhul, vdlja arvatud nurgad

* (kaared) % g , mis lopevad kas horisontaal- voi vertikaal-

diameetri otspunktides (nurkade k% puhul kas tangens

voi kootangens kaotab motte).

Trigonomeetrilised pohisamasused voimaldavad teos-
tada trigonomeetrilisi funktsioone sisaldavate avaldiste
samasusteisendusi ja toestada mitmesuguseid uusi trigo-
nomeetrilisi samasusi. Selleks kasutatakse iildisi reegleid
tehete kohta algebraliste avaldistega, trigonomeetrilisi
pohisamasusi ja jareldusi nendest.

Niiteid. 1) Toestada samasus:

1+2sinacosa tana + 1
sinfa —cos?2a” tana — 1

Toestus. Teisendame toestatava samasuse vasakut poolt, asen-
dades lugejas 1 summaga cos? @ + sin? a. Saame:

1 + 2sinacosa cos? a+sin?a+2sina cosa
sinfa—cos?2a sin2 a—cos? a i

g5 (sin a+cos a)? ___ singtcos@
(sin a—cos @) (sin a+cosa) ~ sina—cosa

Jagame lugeja ja nimetaja suurusega cos a.:

sina cosa

sina+cosa __C0Sa " cosa__ tana+l
sina—cosa =~ Sina cosa  tana—1
cosa cosa :

Seega saime sama avaldise, mis asetseb toestatava samasuse
paremal poolel. Seda aga oligi tarvis toestada.

2) Lihtsustada avaldis:

2 2
P= .
V1+sina+ l—sina
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Lahendus. Teostame teisendused:

AGs _V2(l—sm a)+2(1+sin a)
l+sma l—sma l—sm’a

cos?a Vcosﬁa Icosa] !

Jérelikult P=L, kui cosa>0, s. t. kui nurk a lopeb
cos a

%

parempoolses pooltasandis, ja P = ead - kui cosa <0, s. t. kui

nurk a 1opeb vasakpoolses pooltasandis.

§ 11. Trigonomeetriliste funktsioonide vairtuste arvuta-
mine, kui on teada mingi iihe trigonomeetrilise funktsiooni
vaartus.

Trigonomeetriliste pohisamasuste abil saab iga trigo-
nomeetrilise funktsiooni avaldada sama argumendi mis -
tahes teise trigonomeetrilise funktsiooni kaudu.

Trigonomeetriliste funktsioonide aval-
dised koosinuse kaudu. Samasusest (I) saab
avaldada siinuse koosinuse kaudu:

: sina==*=V1—cos?a

Asendades sin a jaoks saadud avaldise samasustesse
(II), saame tangensi ja kootangensi avaldxsed koosinuse
kaudu:

+ V 1—cos?a

cos a

cos a

tan a~= A~~~ o~ )
-V 1=cos*a

s calin=

Trigonomeetriliste funktsioonide aval-
dised siinuse kaudu. Samasustest (I) ja (II)
saame (samuti nagu eelmisel juhul):

T e sina
cosa==xV1—sin?a; tane=%+ ———.
V 1—sin?a’
V 1—sin?a
s e X T
cota=* sin a

Trigonomeetriliste funktsioonide aval-
dised tangensi kaudu. Samasustest (IV) ja (II)
(esimestest) saame:
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1 y
2 q= . 2
= Sin =3 . %
Co8* 0= {73 a=tan a-cos a

Neist vordustest ja samasusest (III) jareldub

1 i tan a
CosS g=t ~—— mo==* ——; =

V l+tan?a . T Vi+tanla’ 0 tana
Trigonomeetriliste funktsioonide aval-
dised kootangensi kaudu. Samasustest (IV),
(II) ja (IILI)- leiame:
cosa=i—_ﬂ_; sin =% ———1 tan a= ¢
V l+cot?a V l+cot?a cota
Teades iihe trigonomeetrilise funktsiooni vddrtust, voi-
maldavad saadud valemid arvutada iilejadnud trigono-
meetriliste funktsioonide vddrtused argumendi sama vddr-
tuse puhul.
Juuri sisaldavates valemites tuleb mirk + voi — panna
soltuvalt sellest, missuguses veerandis lopeb nurk (kaar) a.

Ndide. On antud sina = g; arvutada teiste trigonomeetriliste
funktsioonide vdartused, kui 90° < a < 180°.

Lahendus. Nurk a Iopeb II veerandis, kus koosinus, tangens
ja kootangens on negatiivsed. Seega

cosa= —V l—sin?a = -|/ 1_(2)2=_—%;

tana:smaz—i- cota:—é.
cos a 4’ 3

§ 12. Trigonomeetrilised funktsioonid kui paaritud voi
paarisfunktsioonid.

Funktsiooni nimetatakse paarisfunktsiooniks,
kui tema véaidrtus y ei muutu argumendi mistahes vaar-
tuse x asendamisel vastandarvuga (—x). Paaris-
funktsioon on niiteks y=x2, sest

(—x)2=x2=y.

Funktsiooni nimetatakse paarituks, kui tema
vaartus y asendubvastandarvuga (— y) argumendi
mistahes vidirtuse x asendamisel vastandarvuga (—x).
Paaritu funktsioon on niiteks y=x3, sest

(=x)P= =y
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Niitena funktsioonist, mis pole ei paaris ega paaritu,
voib tuua funktsiooni x%2+x. Toepoolest, x asendamisel
vastandarvuga (—x) saame:

(—x)2+ (—x) =x2—x,

millega aga (x20 puhul) ei vordu ei x*+x ega ka
— (x24-x).

Teoreem. Koosinus on paarisfunktsioon:

cos (—a)=cos a

siinus, tangens ja kootangens on paaritud funktsioonid:

sin(—a)= —sin a; tan(—a)= —tana;
cot(—a)=—cota

Lithidalt voib seda teoreemi sonastada ka jargmiselt:
koosinuse argumendi ees v0oib jdatta miinusmdrgi kirjuta-
mata; siinuse, tangensi ja kootan-
gensi argumendi eest voib miinus-
mdrgi tuua funktsiooni simboli
ette.

Toestus. Olgu o antud
nurk; vaatleme nurka (—a). Vas-
tandnurgad a ja (—a) moodusta-
takse liikuva raadiuse iihesuguse
pooramisega iihisest ldhteasendist
OA vastupidistes suunda-
des. Seetottu on nende nurkade
Iopphaarad OM ja ON siim-
meetrilised abstsisstelje suhtes
(joon. 30). Jérelikult on punktide M ja N abstsissid vord-
sed, ordinaadid aga vastandarvud. Vorreldes punkti
- M (x, y) koordinaate:

X=cos a ja y=sina,
punkti N(x, —y) koordinaatidega:

X¥=cos (—a) ja —y=sin (—a),
‘saame:
cos (—a)=cos a; sin (—a) =—sin a.
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Edasi leiame '

WA U bl VR A e E
tan ( a)_cos(-—a)_ gosd tan a;
_cost—a). . & cos@iil
cot(—a)= oy e g cotiad, m.ig.t: t:
Niiteid.
m\ _ I [ 1] AT R ]
1) cos(——-—é)_cosg_»?—, sm( 6) B W e e
b1 m | g Wy oo
tg *F)_—tan—é-f—ﬁ, cot(—g)_—cot—e—_ V3
2)..cos' (— 135°)'= cps 136° = -—V3; sin (—135°) = — sin 135° = —Y2—2-;
tan (—135°)= — tan 135° = 1; cot (—135°) = — cot 135°=1.

§ 13. Nurga konstrueerimine tema trigonomeetrilise
funktsiooni antud védartuse jargi.

Ulesanne 1. On antud arv m; . konstrueerida nurk
(kaar) a, mille koosinus on m.

Lahendus. Konstrueerime teljel OX punkti N abst-
sissiga x=m ja joonestame labi selle punkti teljega OY
paralleelse sirge.

ﬂ ﬂ.mﬂ m lN
R O

2
¥ 20 30
Joon. 31.

Voivad esineda jargmised juhtumid (joon. 31):.

Juhtum 1° Iml<l puhul punkt N(m, 0) asetseb
ithikringi sees. Teljega OY paralleelne sirge 16ikub iihik-
ringjoonega kahes erinevas punktis, milledest itks punkt
M, asetseb {ilemises, teine punkt My, aga alumises
pooltasandis. Iga niisuguse haaraga OM, voi haaraga OMgy
loppeva nurga a koosinus on m:

Cos a=m.
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Juhtum 2°. m==1 puhul punkt N(m, 0) iihtib
horisontaaldiameetri {iihe otspunktiga ning ordinaattel-
jega paralleelne sirge puudutab iihikringjoont (joon. 31, 2°).
Otsitava nurga I6pphaaraks saab olla ainult kas OA (kui
m=1) voi OA; (kui m=—1). Vastavalt a=2kn (kui
m=1) voi a=(2k+1)n (kui m=-—1), kus % on
nistalesiiaisary: B0 ] k2

Juhtum 3° |Iml<l puhul punkt N(m, 0) asetseb
véljaspool iihikringi ja ordinaatteljega paralleelne sirge,
mis ldabib punkti N, ei 16iku {ihikringjoonega. Seega pole
olemas nurki, mille koosinus on m.

Vdikseim mittenegatiivne nurk (kaar) ao
koigi nende hulgast, mille koosinus on m (kus Im|<C 1),
asetseb 0 ja m vahel (iilemises pooltasandis). Seda nurka
(kaart) nimetatakse arkuskoosinus m ja tdhistatakse ap=
=arc cos m*,

Definitsioon. Arkuskoosinus m on nurk (kaar) 0 ja v vahel:
: 0< arccos m < m,

mille koosinus on m.

Kui Iml>1, siis Kkirjutus
arccosm ei om a_ motet, sest
pole olemas nurki, mille koo-
sinus oleks m.

Niiteid. 1) arccos 1=0;

n
arccos(—1)=m; arccos 0 = 5

o, 5 1) e
arccos2—3, arc cos —'-i- —37:,

arc cos 5 ei oma motet.
2) Joonisel 32 on ndidatud nur- bl

2t ( 2
gad arc cos 3 ja arc cos gl

3

Ulesanne II. On antud arv m; konstrueerida nurk a,
mille siinus on m.

Lahendus on analoogiline eelmise iilesande lahen-
dusega: ordinaatteljel konstrueerime punkti N (0, m) ja
1dbi selle abstsissteljega paralleelse sirge (joon. 33).

. * Esimesed kolm tdhte arc on ladinakeelse sona arcus = kaar
lithendus.
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Juhtum 1° Iml<l puhul teljega OX paralleelne
sirge 16ikub iihikringjoonega k ahes punktis, milledest
iiks punkt M, asetseb parempoolses, teine punkt M, aga
vasakpoolses pooltasandis. Raadiusvektorid OM; ja OM;
annavad otsitavate nurkade lopphaara kaks erinevat
asendit.

M, /N N\, T
¥ 3 ; 5
S G 5
8, RS el
:° 20 40 N
Joon. 33.

Juhtum 2°. m== 1 puhul saab nurga a 16pphaa-
raks olla ainult kas OB (kui m=1) vo6i OB; (kui

m=—1). Vastavalt a=3 +2x (kui m=1) voi

a=-—% +2kn  (kui m=-—1), kus k& on mistahes

tdisarv.
Juhtum 3° |ml>1 puhul iilesanne ei oma lahen-
dit: pole olemas nurki, mille siinus oleks m.
Vidikseima absoluutvddrtusega nurk
(kaar) nende hulgast, mille siinus on m (kus Im|l< 1),

asetseb ——; ja % vahel (parempoolses pooltasandis).

Definitsioon. Arkussiinus m on nurk (kaar) ——% ja

T

7 vahel:

. T
< arcsinm <5,

NI

mille siinus on m.
Kui |ml| >1, siis kirjutus arc sin m ei oma motet.

. l ,‘ . ,‘ -
Niiteid. 1) arcsin0=0; arcsin T 4 arcsinl =5

. V§ T 2 Vé A T
WENE e Lo ansin o 5 e s
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: 3 3
2) Joonisel 34 on ndidatud nurkade arcsin z ja arcsin ('—'3

konstrueerimine.
3) Leida (ligikaudselt) arcsin0,4226. Tabelist (vt. V. Bradise
tabeleis tabel VIII) leiame (kraadimoodus) arcsin 0,4226=25°.

Joon. 34. Joon. 35.

Ulesanne lIl. On antud arv m; konstrueerida nurk
(kaar) a, mille tangens on m.

Lahendus. Konstrueerime tangensteljel punkti
N (1, m), mille ordinaat on m (joon. 35). Sirge, mis iihen-
dab punkti N koordinaatide algusega, 16ikub iihikringjoo-
nega kahes diametraalselt paiknevas punktis M, ja M,
millede raadiusvektorid annavad otsitava nurga lopphaara
kaks erinevat asendit.

Viikseima absoluutviddrtusega nurk
(kaar) koigi antud tangensit omavate nurkade (kaarte)
hulgast asetseb — % ja % vahel.

Definitsioon. Arkustangens m on nurk (kaar) —% ja

T
5 vahel:
JT b1
; —3<arctanm <35>
mille tangens on m.

Niiteid. 1) arctan0=0; arctan L = : arctan (—V3)=

7
ys 6

T

=—§; arctanl='}; arctan(—l):—z—.
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2) Joonisel 36 on ndidatud nurkade arctan2 ja arctan (—2)
konstrueerimine.

Ulesanne IV. On antud arv m; konstrueerida nurk
(kaar) a, mille kootangens on m.

Lahendus on analoogiline eelmise ‘iilesande lahen-
dusega: tuleb konstrueerida sirge 1abi koordinaatide
alguse ja kootangensteljel asetseva punkti N(m,1) ning
leida selle 16ikepunktid iihikringjoonega.

Viikseim positiivne nurk
(kaar) koigi antud kootangensit oma-
vate nurkade (kaarte) hulgast asetseb
0 ja = vahel.

Joon. 36.

Definitsioon. Arkuskootangens m on nurk (kaar) 0 ja

7t vahel:
0<arccot m<m,

mille kootangens on m.

s
Naiteid. 1) arccot0=g; arc cot 1 =%‘; arc cot (— V3) =g =.

2) Joonisel 37 on ndidatud nurkade arccot3 ja arccot (—3)
konstrueerimine. :

Oeldust jiareldub, et funktsioonid cos a ja sin a voivad
omandada iga reaalarvulise vidirtuse m, mille absoluut-
vaartus ei ole suurem kui 1. Seega

lcosa!<1; |sinal<1,
ehk teisiti kirjutatult:
—1<cosa<1; —1<sina<l.

Funktsioonid tan « ja cot a voivad omandada igasuguse
reaalarvulise vairtuse.




IIl peatiikk
LIITMISVALEMID JA JARELDUSI NENDEST.
§ 14. Nurkade liitmine ja lahutamine.

Vaatleme kaht nurka, mille mootarvud on vastavalt a
ja B. Olgu punkti O {imber nurga a vorra pooratud kiir OA
omandanud asendi OB ja seejarel asendist OB ldhtudes
pooratud veel nurga B vorra,
omandades asendi OC. Need
kaks jarjestikust pooret voib
asendada iiheainsa poordega
niisuguse nurga vorra, mille
lihtehaaraks on OA ja lopp-
haaraks OC ning mille
mootarv on a+p. Seda
nurka nimetatakse nurkade a Joon. 38. Joon. 39.
jap summaks (joon.38).

Nurkade lahutamine on liitmise poordtehe: kahe nurga
o ja B vahe a—PB on niisugune nurk, mille summa nurgaga
B on nurk a. Nurkade a ja B vahet voib esitada nurga o ja
nurga B vastandnurga (—fp) summana. Toepoolest, kui
kiirt poorata algul nurga o vorra, seejdrel nurga (—p)
vorra ning lopuks nurga B vorra, siis tema loppasend
iihtib nurga a lopphaaraga (joon. 39):

o+ (—B)]+B=c..

Ringjoone kaari liidetakse ja lahutatakse samade reeg-
lite jirgi, millede jdrgi liidetakse ja lahutatakse neile
vastavaid kesknurki.

§ 15. Liitmisvalemid koosinuse jaoks.

Liitmisvalemite ndol piistitatakse trigonomeetrias ees-
kirjad, millede abil saab argumentide a ja p trigonomeetri-
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lisi funktsioone teades arvutada nende argumentide summa
ja vahe (a=*p) trigonomeetrilised funktsioonid.

|
Teoreem. Kahe argumendi summa (vahe) koosinus vor- 1
dub antud argumentide koosinuste korrutise ja siinuste ‘
korrutise vahega (summaga): ‘
i

|

cos (a+pB)=cos a-cos B—sin ¢ -sin f ()
cos (a—p)=cos a-cos f+sinqg-sinf (I1)

Toestus. Toestame valemi (II). Toestus tugineb sel-
lele asjaolule, et tasapinna poOodrlemisel iimber punkti ei

Joon. 40.

muutu sirgloikude pikkused. Olgu M ja N iihikringjoone
punktid, milledes 16pevad antud kaared « ja B:

ZAOM=aq ja ZAON=8 (joon. 40).
Punktide M ja N koordinaadid siisteemis XOY on jirg-
mised:
X1=C0s a, y1=sin a; xa=cos B, y.=sin ;
nende punktide vahelise kauguse ruut on vordne:
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> = (x2—x1)2 + (Y2—y1)?2 = (cos p—cosa)? + (sinp—
—sin a)?= (cos® B+ cos? a—2cos B cos a) + (sin? f+sin? a—
—2sin psina) = (cos?B+sin?B)+ (cos? a+sin? a) —
—2(cos a cos f+sin a sin f) =
=2—2(cos a cos B+sin a sin ).

Poorame koordinaattelgi iimber punkti O nurga B
vorra. Abstsisstelje uus suund OX’ langeb {ihte raadiuse
ON suunaga. Raadius OM moodustab teljega OX’ nurga
a—p. Toepoolest, ZXOX'+ ZX'OM=~2ZXOM ehk B+
+ ZX'OM=aq, kust ZX'OM=a—8.

Siisteemis X’OY” on punktidel M ja N jargmised koor-
dinaadid:

x1"=cos (a—B), yi’=sin (a—P); x'=1, y'=

Arvutame punktide M ja N vahelise kauguse ruudu,
kasutades nende punktide koordinaate siisteemis X’OY’:

= (X' —x") 2+ (42" — y1")*=[1 —cos (a—B)P+
+sin? (a—B) =[cos? (a—B) +sin? (a—B) ]+
+1—2cos (a—p)=2—2 cos (a—p).
Vaorrutame suuruse d? jaoks leitud kaks avaldist:
2—2cos (a—p) =2—2 (cos a cos f+sin asin B),
kust saamegi valemi (II):
cos (a—p) =cos a cos B+sin a sin p.

- Valemi (I) tuletamiseks kirjutame valemis (II) argu-
mendi B asemele (—f):

cos [a— (—B)]=cos (a+p) =cos a cos (—P) +
+sin a sin (—p).

Arvestades, et siinus on paaritu ja koosinus paaris-
funktsioon, saame:

cos(a+fp) =cos acos B—sinasinf, m.o.t.t.

Toestatud valemid (I) ja (II) on oiged mistahes
nurkade @ ja B puhul. Toepoolest, nende valemite toesta-
misel me kasutasime ainult nurkade ja kaarte liitmise ja
lahutamise iildist reeglit ning kahe punkti vahelise kau-
guse valemit, kuid viimane valem on 0ige punktide iga-
suguse paiknemise puhul.
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Niide. Arvutada cos 15°
Lahendus. Kuna 15°= 45— 30° ja on teada, et cos45° =

e ol o _2_' ] _3 . o __!_ I
= sin45° = 5 Ja cos 30°= 5 sin'30° = 5 » siis

cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45° cos 30°? + sin 45° sin 30° =
¥z ¥a.. Fo.1  ¥a

=% v 5+ 5 =7 /3T +1)=0965.

§ 16. Valemid tdiendusnurkade jaoks.

Oeldakse, et nurgad (kaared) a ja p tdiendavad
teineteist tdisnurgani [voi lihtsalt: on tdiendusnurgad

"
. T .
(-kaared)], kui. nende summa on 5, s.t kui a+f= %
K14

ehk a= 5 —B

Lemma. Uhe taiendusnurga koosinus vordub teise
sitnusega: cos p=sin a; cos a=sin f.

Toestus. Kasutades vahe koosinuse valemit, saame:

11

T - Tt .
cos B=cos (7-—11) =C0s 5 Cos a+sm7 sin a

COS @=C0S (—275 —ﬂ) =cosg cos B+sin % sin .

Asendades cos 22 =0 ja sin % =1, saamegi toestatavad
samasused.

Niiteid. 1) cos % —sin * =
6 3

I\’Jlb-

2) cos (—%) = sin[% —(-—%)]:sin%n:vﬁ.

§ 17. Liitmisvalemid siinuse jaoks.

Teoreem. Kahe argumendi summa (vahe) siinus vordub
esimese argumendi siinuse ja teise argumendi koosinuse
korrutise ning esimese argumendi koosinuse ja teise argu-
mendi siinuse korrutise summaga (vahega):
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sin(a+p)=sin a cos p+cos a sin | (I11)
sin(a—f) =sin a cos B—cos a sin § (IV)

Toestus. Summa a+f siinus vordub tdiendusnurga
—;5 — (a+B) koosinusega; viimast nurka voib aga kuju-
tada « tdiendusnurga g —a ja PB'  vahena, s.t.
7 —(a+B)=(3—¢) -6

Jarelikult (vahe koosinuse ning tdiendusnurkade vale-
meid kasutades): "
sin(a+p) =cos [% — (a+B) ]=cos”—;— —a)—B ] =

=cos(—;£ —a) cos fB+sin (% -—a) sin p=sin a cos B+

+cos a sin f.

Kirjutades asjatdestatud valemis (III) B asemele
(—PB), saame vahe siinuse valemi:

sin(a—p) =sin [a+ (—B)]=sin a cos (—p) +
+cos a sin(—p) =sin @ cos p—cos a sin B, m.o. t. .

Niide. Arvutada sin 15°

Laherdus.
sin 15° = sin (45° —30°) = sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° =
Tk '3 TR § T S L TN

-

§ 18. Liitmisvalemid tangensi jaoks.

Teoreem. Argumentide « ja B koigi lubatavate vadr-
tuste puhul kehtib valem

tan a 4 tan 3

tan (a+p)= i —_tanctanp (V)

Selgitus. Argumentide a ja p lubatavad védartused
on sellised, millede puhul kaarte a, B ja a+p tangensid
omavad motte. Jarelikult need kaared ei tohi I6ppeda verti-
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kaaldiameetri otspunktides ja siis on koigi kolme vaadel-
dava kaare koosinused nullist erinevad.

Toestus.
tan(a+p) =

Jagades selle murru lugeja ja nimetaja korrutisega
cos a cos B 40, saamegi valemi (V):
sin o cos B cos a sin B
cos a cos f§ + cosacosf __  tana+tanf
cosacosf  sinasinf ~ 1—tanatanp
cosacos P sinacosf

Kirjutame valemis (V) B asemele (—f) ja arvestame,
et tangens on paaritu funktsioon:

sin (a+4PB) _ sin a cos f+cos asin f
cos (a+PB)  cosacosP—sinasinp’

0L

tan(a+p) =

t +t ~ )
tan(a—B) =tan[a+ (—B)l= ; int:nazzn((_ﬁp) e

__ tana - tanp
~, l+tanatanB °

Seega oleme saanud valemi:

tana — tan

tan(e—PB)= vy pnctang it

Niide. Leida tan (% + a) :

Lahendus.

/7
tan—z—{—tana &
T l1—tana’

tan(—g—f—a):l

— tan % tan a

§ 19. Liitmisvalemitest mitme argumendi puhul.

Kahe argumcndi jaoks saadud liitmisvalemite jarjestikuse raken-
damise teel voib tuletada liitmisvalemid trigonomeetriliste funktsioo-
nide jaoks kolme, nelja jne. argumendi summast. Nii nditeks on
liitmisvalemid trigonomeetriliste funktsioonide jaoks kolme argumendi
summast jargmised:

sin(a + P + y)=sin[(a + B)+ yl=sin(a+p)cos y+
+ cos (a+p) siny = (sin @ cos f+ cos a sin B) cos y+
4+ (cos a cos p—sin « sin B) sin y=sin a cos B cos y+
+cos @ sin B cos y +cos @ cos B siny — sin a sin B siny;
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analoogiliselt
cos(a+P+y) =cos(a+p) cos y—sin (a+p)sin y=
=cos @ cos B cos y—sin a sin B cos y—sin a cos P sin y—
—cos a sin B sin y;

ning 16puks

ey - Sl 2EL0

__ tana + tan P + tany — tanatanPtany
1—tanatanp —tanatany — tanBtany

§ 20. Taandamisvalemid.

Taandamisvalemeiks nimetatakse valemeid, mis aval-
davad argumentide

3
—a, 7ia nta, fnia, 2nta

trigonomeetrilised funktsioonid argumendi a trigonomeet-
riliste funktsioonide kaudu, kus a on argumendi mistahes
(lubatav) vidrtus. Koik need valemid on mahutatud jarg-
nevasse tabelisse (lk. 41).

Taandamisvalemite tabelit tuleb kasutada jargmiselt.

Olgu néiteks vaja arvutada tan (12'- +a). Votame tabelis

selle rea, kus argumendiks on méargitud 12‘- +a (s.t. teise

rea) ning selle veeru, mille pealkirjaks on tan (s. t. kol-
manda veeru); nende ristumiskohale on Kkirjutatud
(—¢ot a). Vastav taandamisvalem omab seega Kkuju:

tan.(%-i- a)= —cot a.

Taandamisvalemid ei vaja erilist toestust. Tabeli esi-
mese rea valemid viéljendavad trigonomeetriliste funktsi-
oonide kui paaritute voi paarisfunktsioonide omadusi
(vt. § 12) iilejddnud valemid jdrelduvad liitmisvalemitest
siinuse ja koosinuse jaoks. Néiteks tuletame valemld

argumendi %n+a puhul. Arvestades, et cos.5n=01a

-8
sing = — 1, saame:
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3 3 Aot
CoS | 5+ a)=Cos 57 cos a—sin m sin a=
=—(—1)sina=sinw

i 3 g 3 .
sin (§ n+a) =sin 3 7 cos a+Cos 57 sin a= —cos a;

(3
B e s
2
3 cos(gn—l—a) Hen
cot (§n+a)=sm (§ n+a)=_cosa = —tana.
2

Tabeli viimases veerus on antud taandamisvalemite
1—9 geomeetriline selgitus juhul, kui @ on teravnurk
(vordsed kolmnurgad on viirutatud).

Neljanda ja kaheksanda rea valemid on ka geomeetri-
liselt toestatavad. Kui nurgale a liita m, s. t. pool tdispoo-
ret, siis liikuv raadius omandab diametraalselt vastupidise
asendi. Liikuva raadiuse 16pp-punkti abstsiss x ja ordinaat
y, s. t. nurga o koosinus ja siinus, muutuvad vastandmar-
gilisteks (kusjuures absoluutvédartus jaab samaks):

cos(n+a)=—cos a; sin(n+a)=-—sina,

nende suhted aga ei muutu:

tan(n+a) = Em! =tana,
cot(n+a)= :;Ons: =cot a.

Kui nurgale o liita mistahes tédisarv tdispoordeid, siis
liikkuv raadius omandab esialgse asendi ning tema lopp-
punkti koordinaadid ei muutu. Seetottu trigonomeetriliste
funktsioonide vdartused argumentidest @ ja a42ks on iga
taisarvu k=0, x1, *+2, 3, +4, ... puhul omavahel
vordsed: : /

cos (a+2km) =cos a; sin(a+2km) =sinaq;
tan(a+2kn) =tan a; cot(a+2kx) =cot a.

3n
* Summa tangensi valem pole rakendatav, sest tan ei eksis-

teeri.
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E’ Funktsioon 3

. |Argument cos sin tan cot

L |radiaanides

™ | (kraadides) i

1 —a cosa| —sina|—tana| —cota
n (=] .

2|5 ta (90°+a) ! —sina| cosal —cota|—tana

. n o -

3|5 —a (90° —a) sina| cosa| cota| tana

4| n+a (180°+ a) —cosa| —sina| tana cot a

S| m—a (180° — @) | —cosa sina| —tana| —cota
3 b :

6|5 Tta (270° + a) sina|—cosa| —cota|—tana
3 Y :

7 Gl i (270° — a) —sina | —cos a cota| tana

8|2t +a (360°+ @) cosa| sina tan a cota

9{2r—a (360°— a) cosa| —sina|—tana| —cota




Kui k=1, siis saame siit tabeli kaheksandasse ritta
kirjutatud valemid.

Taandamisvalemid nditavad, et praktilistes arvutustes
piisab teravnurkade (isegi mitte suuremate kui 45°) trigo-
nomeetriliste funktsioonide vidrtuste teadmisest.

Toepoolest, olgu f mistahes nurk. Kui f on nega-
tiivne, siis saab (kasutades seda, et koik trigonomeetri-
lised funktsioonid on kas paaritud voi paarisfunktsioonid)
tema trigonomeetriliste funktsioonide vaddrtused avaldada
nende vaadrtuste kaudu positiivsest nurgast (—B).

Olgu p mistahes positiivne nurk. Kui B>360°
siis voime &dra jatta tdisarvu tdispoordeid ja seega aval-
dada nurga B trigonomeetrilised funktsioonid niisuguse
positiivse nurga trigonomeetriliste funktsioonide kaudu,
mis on vdiksem kui 360°.

Olgu B mistahes positiivne nurk, mis on vdiksem
kui 360°. Vaatleme nurga f 16pphaara ja koordinaattelgede
vahel asetsevat kaht teravnurka ning tdhistame iihe neist
tdhega a(vdikseim neist nurkadest ei ole suurem kui 45°).
Sobivate taandamisvalemite abil saab niiiid nurga B trigo-
nomeetrilised funktsioonid avaldada nurga a trigonomeet-
riliste funktsioonide kaudu.

Niide. Arvutada cos(— 1000°).

Lahendus.
cos(—1000°) = cos 1000° = (koosinus on paarisfunkt-
sioon)
=cos (2 - 360° + 280°) = cos 280° = (tdispoorete eraldamine)
= cos (270° + 10°) = sin 10° = (taandamisvalem)
=~0,1736 (V. Bradise tabel VIII).

Taandamisvalemite kasutamisel voib  juhinduda jérg-
misest reeglist.

Reegel. Kui nurga a lihtehaar tuleb paigutada hori-
sontaaldiameetrile (valemid nurkade —a, n*ta, 2n*a
jaoks), siis on funktsioonid vorduse molemal poolel sama-
nimelised; kui nurga o ldhtehaar tuleb paigutada verti-

kaaldiameetrile (valemid nurkade g +aq, gnia jaoks),

siis on funktsioonid vorduse molemal poolel sarnasenime-
lised (siinus ja koosinus, tangens ja kootangens);

mdrgi madramiseks vorduse paremal poolel oleva
trigonomeetrilise funktsiooni ees tuleb lihtsalt mddrata
vorduse vasaku poole mirk, lugedes nurga a teravnurgaks.
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3
Niide. Koostada taandamisvalem tan ( §7¢—a) jaoks.

3
Lahendus. Kuna nurga o ldhtehaar (lahutamisel nurgast :zn)

tuleb paigutada vertikaaldiameetrile, siis vorduse paremal poolel
saame kootangensi. Kuna valem peab olema oige koigi (luba-
tavate) o viéirtuste puhul, siis on ta Gige ka teravnurga puhuli kui

s 0
aga a on teravnurk, siis 5 m—a lopeb III veerandis, kus kootangens

3
on positiivne. Jarelikult tan ( n— a) = cot a (kontrollida tabeli jargi).

L

§ 21. Argumendi kahekordistamise valemid.

Argumendi kahekordistamise valemid avaldavad kahe-
kordse argumendi 2a trigonomeetrilised funktsioonid argu-
mendi a trigonomeetriliste funktsioonide kaudu.

Vottes summa koosinuse valemis a=f, saame:

cos 2a=cos (a+a) =cos a cos a—sin asin a=
=cos? a—sin? a.

Seega, kahekordse argumendi koosinus vordub antud
argumendi koosinuse ja siinuse ruutude vahega:

cos 20 = cos2q—sinZg (VII)

Vottes summa siinuse valemis a=f, saame:

sin 2a=sin a cos a+cos a sin a=2 sin a cos a.

Seega, kahekordse argumendi siinus vordub antud
argumendi siinuse ja koosinuse kahekordse korrutisega:

sin 2a=2 sin a cos a (VIII)

Analoogiliselt tuletatakse argumendi kahekordistamise
valem tangensi jaoks:

2 tana
tan 2a= 1—tanla (IX)
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Niide.

12 (J3\? 1
| M 260° = 8ifi260° = =} i) === .
cos 120° = cos? 60° — sin? 60 (2) ( 2) AR

Liitmisvalemite jérjestikuse rakendamise teel voib tule-
tada kordse argumendi, s. t. 3a, 4a jne. tngonomeetrllnste

funktsioonide valemid.
Niide.

cos 3a = cos (2a + @) = cos 2a cos @ — sin 2a sin @ =
= (cos? @ — sin? @) cos a—2 sin @ cos @ sin a=cos? a— 3 sin? & cos «.

Asendades sin? a avaldisega 1 — cos? a, saame:

cos 3a = 4 cos® a — 3 cos a.
sin 3a = sin (2a + @) = sin 2a cos @ + cos 2a sin a=
= 2sina cos?a + (cos® @ — sin? @) sin @ = 3 cos? a sin a—sind a.

Asendades cos? @ avaldisega 1 — sin? a, saame:
sin 3a=3 sin a—4 sin? a.

§ 22. Argumendi poolitamise valemid.

Argumendi poolitamise valemid avaldavad poole argu-
mendi % trigonomeetrilised funktsioonid argumendi o tri-
gonomeetriliste funktsioonide kaudu.

Asendame kahekordse argumendi koosinuse vaiemis

argumendi a poole argumendiga —g— :
a . a
cos a=cos27—sm25. (1)
Kasutades samasust
]-—cos2 +sin? o 3 (2)

liidame ja lahutame samasused (1) ning (2) liikmeti; siis
saame:

2c0s? % =l4cosa; 2sin? ;= l1—cosa,
kust leiame
o AR 1 s
cos 5 = Cim 1/__'*;20_0_5 (X)
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ja

g1 ok 1—cosa
sin ¢ = = |/1=g0e (XI)
Jagades samasused (XI) ja (X) liikmeti, saame
a 1—cosa

Mairgid juurte ees tuleb valida vastavalt sellele, milli-
ses veerandis lopeb nurk %

Naiteid. 1) Arvutada sin g = sin22°5 ja cos % =cos 22°5.

2
Lahendus. Kuna cos%— =c08455 = 5 siis

Juurte ees on mark + sellepérast, et ‘on teravnurk.

oo| 4

2) On antud, et sin a=—§ ks e H s g-n; arvutada

cosg' sing' tan =
2° 27" 2

. ; 8 24 a

Lahendus. Leiame cosa = —V1—2—5_—5.Kuna nurk Dl

1opeb teises veerandis, siis cos % < ;. sin % >0 ja tan

a
5 <0.
Seega
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§ 23. Valemid, mis voimaldavad trigonomeetriliste
funktsioonide korrutise teisendada summaks.

Liidame liikmeti samasused

5 cos (a+f) =cos a cos B—sin a sin B, j (I)
ja
cos(a—f) =cos a cos B+sin a sin p (11)

vahetame saadud vorduse pooled ning jagame need kahega.

Seega saame jargmise valemi, mis teisendab kahe koo-
sinuse korrutise summaks:

cos a cos p= “o(a=P) beos(ai) l (XIIT)

Kahe koosinuse korrutis vordub nende argumentide
vahe koosinuse ja summa koosinuse poolsummaga.

Kui samasusest (II) liikmeti lahutada samasus (I), siis
saame valemi siinuste korrutise teisendamiseks:

sin @ sin p= cos(a—ﬁ);cos(a+ﬁ) | (XIV)

Kahe siinuse korrutis vordub nende argumentide vahe
koosinuse ja summa koosinuse poolvahega.

Liites liikmeti sin(a+p) ja sin(a—p) valemid, saame
siinuse ja koosinuse korrutise teisendamise valemi:

sin a cos p= Si"(a+ﬁ)2+5i"(a_ﬁ) (XV)

Siinuse korrutis koosinusega vordub nende argumen-
tide summa siinuse ja vahe siinuse poolsummaga.

Jireldus: Kui a=p, siis saame valemid:

3 [y s 1+4cos2a
sin @ cos a= 3 sin 2a; cos?a= s
Fr 1 —cos2a
sinfa= ————
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Tuletatud valemite jarjestikuse rakendamise teel voib
teisendada summaks siinuste ja koosinuste ning nende
(naturaalarvuliste) astmete igasuguse kofputise.

Niiteid. 1) Teisendada summaks korrutis cos 2a cos 4a

Lahendus.
cos ba+cos 2a
o S
2) Teisendada summaks sin* a cos? a.

Lahendus.

cos 4a cos 2a=

2 2 g e 5 1—cosda. sintln
sin? a cos? a=sin? a(sin @ cos a)?= Bl b o

(1—cos 2a) __%4(1 116 (1—cos 2a—cos 4a+cos 2a cos 4a) =

0| =

= I—l— (l—cos 2a—cos 4a+ w) -

2
b cos 2u _cos4a+ cos 6a
16 32 16 32

—

§ 24. Valemid, mis voimaldavad trigonomeetriliste
funktsioonide summa teisendada korrutiseks.

Need valemid véimaldavad kahe trigonomeetrilise
funktsiooni summa ja vahe kujutada (mingite teiste argu-
mentide) trigonomeetriliste funktsioonide korrutisena.

Kahe koosinuse summa valem:

cos a+cos f=2 cos %ﬁcos 23 (XVI)

Kahe koosinuse summa vordub nende argumentide pool-

summa koosinuse ja poolvahe koosinuse kahekordse kor-
rutisega.

Toestuseks tuleb vaid parempoolne korrutis teisendada
summaks:

;B cos P
at+p , a—P
2°°S( o B e
5 _
=cos a+cos B, m. o. t. t.

2 cos

8 N

+B G—B)
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Samal viisil toestatakse jargmised kolm valemit.
Kahe s&inuse summa valem:

24P cos 2B | (xvin)

sin ¢+ sin =2 sin

Kahe siinuse summa vordub nende argumentide pool-
summa siinuse ja poolvahe koosinuse kahekordse korruti-
sega. i

Koosinuste vahe valem:

€0s @ —cos f= —2 sin G;B sin % (XVIII)

Kahe koosinuse vahe vordub nende argumentide pool-
summa siinuse ja poolvahe siinuse kahekordse korrutise
vastandarvuga.

Siinuste vahe valem:

sin a—sin p=2 cos 258 sin 2P (XIX)

Kahe siinuse vahe vordub nende argumentide pool-
summa koosinuse ja poolvahe siinuse kahekordse korruti-
sega.

Tangensite summa ja vahe valemid:

tan o +tan f= —cs(i):(aggo—s% (XX)
ja
tan a—tan ﬁ=i‘;‘%’-—;% (XXI)

Nurkade (kaarte) a ja B jaoks on lubatavad koik vaéar-
tused peale g+ku. a ja B koigi lubatavate véartuste
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puhul funktsioonid tanae ja tanp omavad moétte ning
cos a#0, cos p#~0.

Toestuseks teostame jargmised teisendused:

tan a+tan p=

sine , sinf _ sinacosB+cosasinP
cos a+ cos 3~ cos a cos p =3
__sin(a+p)
T cosacos B’

Sama meetodiga saab toestada samasuse (XXI).

Valemeid (XVI) — (XXI) nimetatakse ka logarit-
mitavale kujule teisendamise valemiteks,
sest, teostades arvutusi logaritmide tabelite voi arvutus-
liikkati abil on mugav arvutada korrutisi, mitte aga sum-
masid ja vahesid.

Summat 1=*cosa saab teisendada korrutiseks vale-
mite (XVI) ja (XVIII) abil. Arvestades, et 1=cos0,
saame 1=*cos a=cos 0*=cos a ning Ioplikult

14cos a=2 cos? % : ‘1—cos a=2sin? %.

Niiteid. Teisendada korrutiseks: ~
1) sin 24°+sin 22°=2 sin 23° cos 1%

2) sin a+cos B=sin a+sin (% —-ﬁ) —
= 2sin (%——f—a—ﬁ) cos (1_2_;‘_3);

2 4

' S ST R I8 LR T TS Rl ol Wt 2
3) 1—sina=sin 3 sin a 25m(4 5 cos(4+2)_

B gl aa S hdle aag f J s
a0 (4—}— 2)—28111 1 )

: 7 @ e g
(argumendid 7R ';“+-2- tdiendavad teineteist tdisnurgani).

§ 25. Avaldise a sina+b cos o teisendamine korrutiseks.

Olgu a ja b nullist erinevad arvud. Konstrueerime tasapinnal
punkti M(a. b), mille abstsiss on a ja ordinaat 4. Raadiusvektori OM
pikkus on r= Va%4b2 Abstsisstelje ja OM vahelise nurga ¢ koo-
sinus ja siinus on: .
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a ;
cHs e it S i gis s e
Va?+b? Va?+b?

Teostame jargmised teisendused:

asin a+b cos a=\/a2+b2( sina-+ ———:cosa):
Va?+ b2 Va?+b?
=V a?+b?(sin a cos ¢+cos a sin ¢).
Seega
asin a+b cos a=Va?+b?sin (a+¢).
Nurka @ nimetatakse abinurgaks.

2—f-cosa-——)

Niiteid. 1) sin a+cos a=V?2 (sin a-
=2 ( sin @ cos ~—+ cos @ sin —) Y2 sin (a+%)

2) 2sina—3cosa=\/_1§(ésina—ﬁéosa):

V13
=V 13sin (a+9),
kus

2-)/13
—Tgi ~arc cos 0,5548 ~56°18" (leiame

2z
=arc cos —— =arc cos
X Vi3
tabelist).

§ 26. Valemid, mis avaldavad trigonomeetrilised
funktsioonid poole argumendi tangensi kaudu.

Teoreem. Kui a s (2k+1)xmt (kus k on tdisarv), siis sina, cosa

ja tan ¢ avalduvad ratsionaalselt * tan% kaudu jargmiste valemitega:

2 tan % 1 —tan? -_Oi 2 tan %
sin a= A . U i e tan o= A
P g = Lotade

1+tan 5 1+tan ) 1—tan )

Toestus. Argumendi kahekordistamise valemite kohaselt
o R s g 10 i U
sina 2s1n2cos2, cos a=cos? 5 sin =-;

* Ratsionaalselt tdhendab: juuri e. radikaale mitte sisal-

davate algebraliste avaldiste kujul.
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ehk

a a a a
T bhedk PO PSRt P HLA
: 2 sin g €08 5 cos? sin 2
s1na=aﬁ—;; cosa:———d“a—
k5 ma > i LS
cos? - sin 3 cos® 5 -} sin D)

(murdude nimetajad on samaselt vérdsed iihega). Kuna asmn+2kmw,

siis -‘21 + % +kn ja jarelikult cos —2{5 #0. Jagades saadud vorduste
a
paremate poolte lugejad ja nimetajad suurusega cos? 5, saame kaks

esimest samasust. Neid samasusi teineteisega liikmeti jagades saame :
kolmanda valemi.

4*
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IV peatiikk

TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
POHIOMADUSED.

§ 27. Arvulise argumendi trigonomeetrilised funktsioo-
nid ja nende madramispiirkonnad.

Eelmistes peatiikkides loeti trigonomeetrilise funktsiooni
argumenti nurgaks voi kaareks, kuid seda argumenti voib
vaadelda ka kui arvu, ja nimelt: {rigonomeetrilise funkt-
siooni argumendiks vo0ib lugeda mitte nurka (kaart)
ennast, vaid tema suurust viljendavat arvu. Seejuures
moodetakse nurki ja kaari tavaliselt radiaanides. Nii
néiteks cos 2 (s. t. arvu 2 koosinus) on sellise nurga koo-
sinus, mille mootarv on 2 radiaani; sin 20 on sellise nurga
siinus, mille mootarv on 20 radiaani.

Kéesolevas peatitkis me uurime arvulise argumendi
trigonomeetriliste funktsioonide omadusi.

Funktsiooni moiste on teada algebrast. Viide, et y on.
argumendi x funktsioon, tdhendab jargmist: on olemas
vastavuse seadus, mille jargi argumendi x igale vdartusele
vastab funktsiooni y mingi kindel vaartus.

Argumendi koigi védartuste hulka nimetatakse antud
funktsiooni mddramispiirkonnaks.

Trigonomeetrilistel funktsioonidel on jargmised méara-
mispiirkonnad.

1°. Funktsioonid cos a ja sin @ omavad kindla vaartuse
argumendi @« mistahes arvulise vdartuse puhul. Toe-
poolest, iihikringjoonele voib punktist A(1,0) ldhtudes
kanda mistahes arvuga a mootuva kaare; selle kaare 1opp-
punkti koordinaadid x ja y on funktsioonide cos a ja sin a
véadrtused.

Seega, funktsioonide cos o ja sin o maaramispiirkon-
naks on koikide reaalarvude hulk.
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2°. Funktsioon tan @ omab kindla véértﬁse iga kaare
puhul peale nende, mis mootuvad arvudega +kn (kus &

on tdisarv); viimatinimetatud kaared ei oma tangensit.
Tangensi madramispiirkon-

naks on koikide nende reaal-

arvude hulk, mis ei oma kuju 0 ‘

n | m e p—" —

e st R R

akse N S v o5

~N|w

Kui koikide reaalarvude hul-
gast eraldada arvud, mis oma- Soun. 41

vad kuju % +kn, siis jdab
jdrele Iopmatu hulk vahemikke*:

E .,(—g—n, —g), (1——;-', 1;—), (;, ) (joon. 41).

3°. Funktsiooni cot a mii%iramlspnrkonnaks on koikide
nende reaalarvude hulk, mis ei oma kuju Rx, s. t. 16pmatu
hulk vahemikke:

’ (_ﬂ, O), (0, ﬂ)r (n, 25'[) ¢

(arvudega km mootuvad kaared ei oma kootangensit).

§ 28. Trigonomeetriliste funktsioonide tokestatus voi
tokestamatus.

Funktsiooni nimetatakse tokestatuks (tema maa-
ramispiirkonnas), kui leidub niisugune positiivne arv M,
et argumendi koikide védrtuste puhul funktsiooni
vddrtused ei- ole absoluutvdartuse poolest suuremad !
arvust M. Kui funktsioon voib omandada absoluutvéartuse
poolest kuitahes suuri véartusi, siis nimetatakse
teda tokestamatuks.

Trigonomeetriliste funktsioonide tokestatus voi tokes-
tamatus jareldub § 13 selgitatud omadustest. Nimelt:

* Olgu a ja b kaks reaalarvu, kusjuures
a<b. Vahemikuks a-st b-ni nimetatakse koigi b
reaalarvude x hulka, mis asetsevad a ja b vahel, 2 __o5
s. t. a<x<b. Arvsirgel (joon. 42) kujutatakse
vahemik sirgloiguna, mis on piiratud punktidega
a ja b, kusjuures need punktid ise vahemikku ei
kuulu. Vahemik a-st b-ni tdhistatakse: (a, 0). Joon. 42.

a<x<b
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funktsioonid cos o jﬂa sin ¢ on tokestatud, sest nende vair-

tused ei ole absoluutvdirtuse poolest suuremad kui 1
(vt. 1k. 32):

lecosa |1, Isina|<1.

Funktsioonid tan o ja cot o on tokestamata, sest nad
molemad voivad omandada mistahes reaalarvulise viar-
tuse.

§ 29. Vahemikud, milledes trigonomeetrilised funktsioonid
sailitavad maérki.

Kui mingisse vahemikku kuuluva argumendi koi -
kide vidrtuste puhul funktsiooni védirtused on sama-
mérgilised (kas positiivsed voi negatiivsed), siis 0Oel-
dakse, et funktsioon sdilitab selles vahemikus
marki.

Uheksandas paragrahvis oeldust jareldub:

1°. Vahemikus (—%+2kn,g +2kn) (kus k on mis-
tahes tdisarv) on funktsioon cosa positiivne. Toepoolest,
kui — ;~6+2kn<a<2£+2kn, siis nurk, mille mootarv
on o, 1opeb parempoolses pooltasandis ja seega cos a>0.
Vahemikes (7” +2km, g'n+2kn) (vasakpoolne poolring-
joon) on koosinus negatiivne.

2°. Vahemikes (2kx, (2k+1)m) (ilemine poolring-
joon) on funktsioon sina positiivne ning vahemikes
(—n+2kn, 2kn) (alumine poolringjoon) negatiivne.

3°. Vahemikes (kn, g+kn) (paarisarvulise k puhul

{ veerand, paarituarvulise k puhul III veerand) on
funktsioonid tan a ja cota positiivsed ning vahemikes

(——g + ka, kﬂ) (paarisarvulise k puhul IV veerand, paa-
rituarvulise k puhul II veerand) negatiivsed.

§ 30. Trigonomeetriliste funktsioonide perioodilisus.

Funktsiooni nimetatakse perioodilis el_< S, }mi lei-
dub niisugune arv /0 (mida nimetatakse perioodiks), et
funktsiooni vddrtus ei muutu tema argumendi mis -
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tahes vdirtusele selle arvu liitmise (voi sellest lahuta-
mise) puhul.

Joonisel 43 on kujutatud perioodilise funktsiooni graa-
fik; see koosneb ' l1opmatust hulgast «korduvatest» kaar-
test.

Perioodilised funktsioonid omavad fiiiisikas, mehhaani-
kas ja tehnikas suurt tdhtsust perioodiliste protsesside
(vonkumiste, mehhanismide liikumiste, muutuva elektri-
voolu tugevuse jne.) uurimisel.

Teoreem 1°. Trigonomeetrilised funktsioonid on perioo-
dilised iihise perioodiga 2z.

|
i ; (iR | % <
Joon. 43.

il Funktsnoonide cos o ja sina vidikseim positiivne
periood on 2.

3% Funktsxoomde tano ja cot @ viikseim positiivne
periood on .

Toestus. Argumentide a ja a+2kn (kus 2 on mis-
tahes tédisarv) iga trigonomeetrilise funktsiooni vaartused
on ithesugused (vt. 1k. 41):

cos (a+2kn) =cos a, sin(a+2kn) =sina jne.

Jéarelikult igaiiks arvudest =*=2m, *4m, *=6m jne. on
koigi nelja trigonomeetrilise funktsiooni fihine pe r/ i -
ood. Eriti on siis ka 2n nende iihine periood.

Funktsiooni cos a puhul on 2z véikseim posxtuvne/perl-
ood. Oletame vastuvaiteliselt, et leidub positiivne arv
[<2n, mis on koosinuse perioodiks. Siis vordus
cos(a+!) =cos a kehtib argumendi « koigi véairtuste
puhul. Vottes selles samasuses a=0, saame cosl=1,
mis pole aga voimalik, sest arvuga [<2mx mootuv posi-
tiivne kaar ei 1ope punktis A(1,0) ja seega tema koosinus
ei vordu iihega.

Analoogiliselt toestatakse, et 2x on siinuse véikseim
positiivne periood: kui kehtib samasus sin(a+/) =sina,
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siis a=§ puhul saame vorduse sin(%—{—l) =cosl=1,

mis aga 0</<2n korral pole vGimalik.
Funktsiooni tan a perioodiks on ka s, sest argumendi «
iga védadrtuse puhul:

tan (a+n)=tana, kus a=(2k+1) -;— 5

Arv n on tangensi vidikseim positiivne peri-
ood. Toepoolest, kui positiivne arv [<m oleks tangensi
periood, siis samasusest tan(a+/)=tana saaksime a=0
puhul tan/=0, mis aga 0<I/<m tottu pole voimalik.

Analoogiliselt naidatakse, et arv m on kootangensi
vdikseim positiivne periood.

Funktsiooni vdikseimat positiivset perioodi nimetatakse
lithidalt tema perioodiks. Seepérast Geldakse, et 2x
on koosinuse ja siinuse periood ning et x on tangensi ja
kootangensi periood.

Perioodilisuse omadus lihtsustab trigonomeetriliste
funktsioonide uurimist, sest perioodilise funktsiooni oma-
duste uurimiseks piisab tema omaduste uurimisest mingis
piirkonnas, mille pikkus vordub perioodiga.

§ 31. Trigonomeetriliste funktsioonide monotoonsuse
piirkonnad,

Funktsiooni nimetatakse mingis piirkonnas kasvavaks,
kui sellesse piirkonda kuuluva argumendi iga kahe erineva
vddrtuse puhul argumendi suure-
male vddrtusele vastab [unktsiooni
suurem vddrtus.

Funktsiooni nimetatakse mingis
piirkonnas kahanevaks, kui sellesse
piirkonda kuuluva argumendi iga
kahe erineva vdartuse puhul argu-
mendi suuremale vddrtusele vastab
funktsiooni vdiiksem vddrtus.

Joon. 44. Kasvavad ja kahanevad funkt-
sioonid kuuluvad nn. monotoon-
sete funktsioonide klassi.

Leiame eraldi iga trigonomeetrilise funktsiooni kasva-
mise ja kahanemise piirkonnad.
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Funktsioon cos a. Kui argumendi véddrtused a; ja az
. . . 7 .s
kuuluvad esimesse veerandisse ning 0<Cao<ax <5, siis

X1=C0S a; ja Xs=cos az on kaugused iihikringi keskpunk-
tist kooludeni, mis toetuvad kaartele pikkustega vastavalt
2a; ja 202 (joon. 44).

Kahest koolust, mis toetuvad kahele (poolringjoonest
mitte suuremale) kaarele, asub suuremale kaarele
toetuv kool keskpunktile ldhemal; seega a;<ap tottu
X1>Xo. ;

Seega cos a;>cos as, kui a;<as, s. t. I veerandisse
kuuluva argumendi suuremale vdartusele vastab koosinuse
vdiksem vaartus. Jarelikult, / veerandis on cos o kahanev
funktsioon. j

Suurima ja véikseima véirtuse omandab koosinus I

veerandi otspunktides: a=0 puhul 1 ja a=% puhul 0.

Kui argumendi vdadrtused a; ja as kuuluvad II veeran-
disse mning %<a.<a2 <m, siis konstruktsiooni teosta-

des (joon. 45) nédeme, et kaugus
ringi keskpunktist kaarele a; vas-
tava kooluni on viiksem kui kaarele
ag vastava kooluni. Need kaugused
vorduvad kaarte a; ja as 10pp-punk-
tide abstsisside absoluutvdartustega
{x;] ja |xo] ning seega |x)| < Ixol.
Kuna teise veerandi punktide abst-
sissid on negatiivsed, siis x;>xo.
Jarelikult, cos a;>cos ag, s. t. feises
veerandis on cos a kahaneu funkt-
sioon.

Joon. 45.

Suurima ja viikseima viartuse omandab koosinus II
veerandi otspunktides: a=§ puhul 0 ja a==n puhul —1.

Olles I ja II veerandis kahanev funktsioon, kahaneb
cos a seega iilemisel poolringjoonel; suurima ja vdikseima
vddartuse (cosO0=1 ja cosm=—1) omandab ta iilemise
poolringjoone otspunktides. Iga védartuse m, mis asetseb
—1 ja 1 vahel, omandab funktsioon cos @ argumendi véar-
tuse a=arc cos m puhul.
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Arvidigule* 0<Ca<C n vastab iilemine poolringjoon
(koos otspunktidega).

Funktsiooni cos a esitatud omadused voib sonastada

iéirglr)niselt: 16igul [0, n] funktsioon cos a kahaneb 1-st
—1)-ni.

Vaadeldes funktsiooni cos a alumisel poolringjoonel
voib ndidata, et 16igul —a<la<C0 (alumine poolringjoon)
funktsioon cos a kasvab (—1)-st 1-ni .

Kuna cos a on perioodili-
ne funktsioon, perioodiga 2,
siis kahaneb ta 1-st (—1)-ni
igal [bigul [2km, (2k+1)x]
(ilemine poolringjoon) ja
kasvab (—1)-st 1-ni igal loi-
gul [(2k—1)m, 2kn] (alu- -~
mine poolringjoon).

Kui punkt M liigub
ithikringjoonel positiiv-
ses suunas, siis tema pro-

Todt. 46. jektsioon abstsissteljel liigub

horisontaaldiameetril (joon.

46). Kui punkt M kirjeidab

iillemise poolringjoone, siis tema projektsioon kirjeldab

horisontaaldiameetri paremalt vasakule, tema abstsiss, s. t.

kaare a=AM koosinus, kaheneb aga 1-st (—1)-ni. Kui

punkt M kirjeldab alumise poolringjoone, siis tema pro-

jektsioon abstsissteljel kirjeldab horisontaaldiameetri

vasakult paremale; seejuures punkti M abstsiss kasvab
(—1)-st 1-ni.

Kui punkt M liigub ringjoonel iihtlaselt, siis tema
projektsioon sirgel sooritab perioodilist liikumist, mida
fuiisikas nimetatakse harmooniliseks vonkumi-

* Olgu a ja b kaks reaalarvu, kusjuures a<b. Arvldiguks ehk
lihtsalt 10iguks a-st b-ni (mitte samastada sirgloigu moistega)
nimetatakse kodigi a ja b vahel asuvate reaal-

arvude ning arvude a ja b eneste poolt moo- a b
dustatud hulka, s. t. koigi niisuguste reaal-

arvude x hulka, mis rahuldavad vérratusi asx<b
a<x<b. Arvsirgel (joon. 47) kujutatakse Joon. 47.

arvloik sirgloiguna, mis on piiratud punkti-
dega a ja b, kusjuures need punktid ise kuuluvad Ioiku. Loik
a-st b-ni tahistatakse: [a, b].
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s eks. Harmoonilist vonkumist vaadeldakse kui perioodi-
lise liikumise lihtsaimat kuju.
Funktsioon sin a. Kui argumendi vdartused on a; ja ag

kuuluvad esimesse veerandisse ning 0<a1<a2<2-, siis

(joon. 44) suuremale kaarel toetub suurem kool, millega
2y,<2y; ja y1<ys. Kuna y;=sina; ja ys=sin ay, siis:

sin @y <sin ag, kui a;<<as.

Seega I veerandis argumendi suuremale véirtu-
sele vastab siinuse suurem vaartus.

Esimeses veerandis funktsioon sin a kasvab 0-st 1-ni.

Vaadeldes funktsiooni sin a IV veerandis, voib naidata,
et selles veerandis ta kasvab (—1)-st 0-ni.

I ja IV veerand moodustavad parempoolse poolring-
joone. Loigul —g-<a<g(parempoolne poolringjoon)

funktsioon sin o kasvab (—1)-st 1-ni.
Funktsiooni sin a vaatlemisest
vasakul poolringjoonel jareldub,

et loigul [—723, %n] funktsioon
sina kahaneb 1-st (—1)-ni.
Punkti M liikumisel parem-
poolsel poolringjoonel positiiv-
ses suunas kirjeldab tema pro-
jektsioon ordinaatteljel wverti-
kaaldiameetri alt {iles ning
punkti M ordinaat, s.t. kaare

AM siinus, kasvab (—1)-st I-ni. Joon. 48.

Punkti liikumisel vasakpoolsel

poolringjoonel kirjeldab tema

projektsioon vertikaaldiameetri iilalt alla ning ordinaat
kahaneb 1-st (—1)-ni (joon. 48).

Funktsioon tan a. Kui argumendi vdirtused a; ja ap
. . . M3 .
kuuluvad esimesse veerandisse ning 0<a<a:<73, siis,

konstrueerides tangensteljel vastavad punktid, saame
kolmnurgad OAK ja OAL (joon. 49) nurkadega a; ja as
tipu O juures. Kuna as>ay, siis sirge OL asetseb viljas-
pool kolmnurka OAK ja l6ikub kiilje AK pikendusega
punktis L. Seega AK<AL, s.t. tan a;<<tan ay. Jérelikult,
esimeses veerandis on tan o kasvav funktsioon.
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Olgu N mistahes etteantud (iikskoik kui suur) posi-
tiivne arv. Konstrueerime tangensteljel punkti (1, N)
(joon. 50) ja ithikringjoone vastava kaare ¢@=arctan N.
Kui kaar, mis mootub arvuga a, 1opeb punktide ¢ ja &

2
vahel, siis tan a>N.
Seega, tangensi vddrtused
on mistahes etteantud positiiv- . f
sest arvust N suuremad argu-
mendi a k6igi vddrtuste puhul,

mis on arvule -2'5 kiillalt lihedal,
kuid sellest vdiksemad (nimelt
arc tan N<a< % puhul).

Joon. 49 ‘ Joon. 50.

See tangensi omadus kirjutatakse iiles kujul:

lim tan a= + m(kui a< %) *
1
a—> =

2
Vaadeldes funktsiooni tan a IV veerandis, voib nédidata,
esiteks, et vahemikus (—g 3 0) ta kasvab, olles negatiivne,
ja teiseks, et iga etteantud arvu N>0 puhul on tal viikse-
maid véartusi, kui (—N):

tan a<—N, kui — % <a< —arctan N.

x Seda kirjutust tuleb lugeda jargmiselt: tana ldheneb pluss

Iopmatusele, kui a ldheneb %-le, jaddes sellest vaiksemaks.

60



Tangensi viimane omadus kirjutatakse iiles kujul:

li.m:ttan o= — OO(kui o> — %) .
a—)——2—

Vahemikus (—% %) (parempoolne poolringjoon)

funktsioon tan a kasvab ja omandab mistahes reaalarvu-
lise vdartuse m argumendi védartuse puhul a=arctan m.

Oeldakse, et vahemikus —’;, %) kasvab funktsioon tan a

(— c0)-st (miinus Idpmatusest) (+ oo)-ni (pluss 16pma-
tuseni).

Kuna tan a on perioodiline funktsioon, perioodiga m,
siis kasvab ta (—oo)-st (+4oco)-ni igas vahemikus

—% +kx, %+kn), milledest koosneb tema mddramis-
piirkond.

Punkti liikumisel positiivses suunas (joon. 51) nii
parempoolsel kui ka. vasakpoolsel
poolringjoonel liigub selle punkti
tsentraalprojektsioon  koordinaatide
algusest tangensteljel alt iiles, pro-
jektsiooni ordinaat, aga kasvab
(—o00)-st (4 co)-ni.

Joon. 51. Joon. 52.

Funktsioon cot @ kahaneb (+ co)-st (— oco)-ni igas
vahemikus [kn, (k+1)x], milledest koosneb tema méira- -
mispiirkond (joon. 52).
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Kootangensit voib uurida sama meetodiga, millega me
uurisime tangensit.

§ 32. Trigonomeetriliste funktsioonide graafikud.

Funktsioonide graafikute konstrueerimise moiste on
teada juba algebrast.

Jargnevalt nditame, kui-
das toimub trigonomeetri-
liste funktsioonide graafi-
kute konstrueerimine.

Lhigs BN
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Graafiku konstrueeri-
miseks tuleb argumendi
védartus kujutada abstsiss-
telje (mitte aga iihikring-
joone) punktina; sellepa-
rast tédhistame trigono-
meetriliste  funktsioonide
argumendi tdhega x (a
asemel).

Funktsiooni y=sinx graafikut nimetatakse (harili-
kuks) sinusoidiks. Loigul 0 <{x<{5 ~1,57 (I vee-
rand) kasvab funktsioon y=sinx 0-st 1-ni; jarelikult joon
«touseb» punktist O (0, 0) punktini P(g, l). 3

Graafiku (vt. joon. 53) vahepealsete punktide konstru-
eerimiseks voib koostada néditeks jargmise tabeli siinuse
vaartustest:

| l 5

b4 b4 v T Tt n

« |o| 75 ~026 |5 ~052 T ~078 % ~1,05 |5 ~131| 5 ~157|
(15 | (309 ) 45°) | (60°) 7°) | (907).

—sinx|0] 026 l 0,50 | 0,71 1 0,87 0,97 ‘ 1

Viadrtused on voetud V. Bradise tabeleist (iimardatult
teise kiimnendkohani). ;

Sinusoidi voib kuitahes tédpselt konstrueerida ka geo-
meetriliselt. Uhikringjoone esimese veerandi (joon. 54) ja

62




abstsisstelje 1oigu 0 <x<% ~1,57, mis on veerandring-

joonega iihepikkune, jaotame iihesuguseks arvuks vordse-
teks. osadeks (joonisel 54 kaheksaks osaks)*. Ringjoone
jaotuspunktidest teljele OX tommatud ristloigud (millede
pikkused v6rduvad siinuste véartustega) kanname iile

16igu 0<C x< 5 vastavatesse punktidesse ordinaatidena.

Nende ristloikude otspunktid asetsevad sinusoidil ning
sinusoidi enda praktiliseks saamiseks tuleb need punktid
lekaali abil iihendada sujuva joonega.

_____ £ iy e NG

/ N % R X Lk R

_______ s 2 ¥ i -

\ / 0|l T 2345678 X

Joon. 54.

Teises veerandis %< x < x siinus kahaneb 1-st 0-ni.

Geomeetrilisest konstruktsioonist ndhtub, et siinuse gréa-
fik teises veerandis on siimmeetriline tema graafikuga esi-
meses veerandis niisuguse sirge suhtes, mis ldbib punkh

(2 ; ) ning on paralleelne ordinaatteljega.

Kuna siinus on paaritu funktsioon, siis sinusoidi punk-
tid x, y=sinx ja (—x), —y=sin (—x), mis vastavad
argumendi vastandvidirtustele, on koordinaatide alguse
suhtes siimmeetrilised. Jarelikult, sinusoid on koordinaa-
tide alguse suhtes siimmeetriline joon. Seega, olles konst-
rueerinud siinuse graafiku 1o6igul [0, m], saame ta siim-
meetria pohjal konstrueerida kohe ka 16igul [—=, 0]. Loigu
—n < x<x pikkus vordub siinuse perioodiga, seega kogu
sinusoidi saamlseks tuleb sellel 16igul leitud sinusoidi osa

* Joonise iilekuhjamise viltimiseks on iihikringjoon kantud vasa-
kule ja tema keskpunkt ei asetse koordinaatide alguses.

/
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jark-jargult kanda paremale ja vasakule pikkuste 2, 4,
6m, ... vorra. Niiviisi moodustub lainekujuline joon
(joon. 55), mis koosneb iihesugustest, perioodiliselt kordu-
vatest kaartest.

T
|
.1
y=sinx
1

o T S TR e R (R L

“eerand veerond veerand veerond veerand veerand veerand veerand

LNy /\Jfr
T N7 TR
; M

Joon. 55.

Funktsiooni y=cosx graafikuks on samuti
sinusoid. = To6epoolest, taandamisvalemist y=cos x=

=sin (% +x) jdreldub, et koosinuse graafiku ordinaat
punktis, mille abstsiss on x, vordub hariliku sinusoidi ordi-

Joon. 56.

naadiga punktis, mille abstsiss on x+g. Nii on eriti

x=0 puhul graafiku ordinaat cosO=sin —725 S s —’43
puhul on ordinaat cos% =sin%n= % y X= % puhul on

ordinaat sin x=0. Kogu graafiku (joon. 56) voib saada
sinusoidi (joonisel 56 naidatud punktiiriga) paralleelsel
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o . * . op e M3 % 3
iilekandmisel abstsisstelje sihis vasakule 5 vOrra, mis vas-

tab argumendile x liidetava % lisamisele.

Kuna cos x=cos(—x) (koosinus on paarisfunktsioon),
_ siis joon on simmeetriline telje OY suhtes.

Funktsiooni y=tan x graafikut nimetatakse tangen-
*
soidiks. Piirkonnas 0<x < —722 funktsioon y=tan x

kasvab 0-st oo-ni. Graafiku punktide konstrueerimiseks
voib koostada naiteks jargmise tabeli tangensi vaartustest
{kasutades V. Bradise tabeleid):

X 9% 3 ELS 51 kil
x 0 12 6 1 3 12 2

(15%) (30°) (45°%) (60°) (75°%) (90°)
y 0 0,27 0,58 1,00 173 '} 8,78 j o

Tangensoidi geomeetriline konstrueerimine piirkonnas
O<x<% on ndidatud joonisel 57. Uhikringjoone esi-

mene veerand ja abstsisstelje osa 0 ning % vahel on jao-

tatud mingiks arvuks (joonisel 57 kaheksaks) vordseks
osaks. Ringjoone jaotuspunktid on ringi keskpunktist
projekteeritud tangensteljele ning tangenstelje 10igud see-
jarel ristloikudena iile kantud abstsisstelje vastavatesse
punktidesse. Nende ristloikude otspunktid on iihendatud
sujuva joonega.

Kuna tan x on paaritu funktsioon, siis sellest jargneb,
et tema graafik on siimmeetriline koordinaatide alguse
suhtes. Seega, olles graafiku konstrueerinud piirkonnas

O<x<g, voime teda siimmeetria pohjal jatkata ka

vahemikku ~% <x<0 (IV veeraridisse).

* Niisugust piirkonda nimetatakse poolloiguks ja tihista-
takse: [0, —’25) (T6lk.)

5 Trigonomeetria IX—X KkI. 65



Vahemiku (—12' ;—t) pikkus vordub tangensi perioo-

diga; seega kogu tangensoidi saamiseks tuleb saadud
haru jark-jargult kanda iile paremale ja vasakule pik-

g
X
)
Joon. 57.
kuste m, 2m, 3m, ... vorra. Niimoodi saame joone, mis

koosneb lopmatust hulgast iihesugustest, perioodiliselt
korduvatest harudest.

X
~ 0
\ ¢ 721 s &
y=cot x
Joon. 58.

Funktsiooni y=cotx graafik on kujut‘atud
joonisel 58. Tema konstrueerimiseks tuleb arvestada, et
vahemikus 0< x <m funktsioon cotx kahaneb oo -st
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(—oo)-ni. Uksikute punktide konstrueerimiseks tuleb
koostada véaartuste tabel.

Funktsioonide graafikute konstrueerimise nditeid.

1. Konstrueerida funktsiooni y=3 sin x graafik.

Lahendus. Tarvitseb vaid tdhele panna, et argumendi x antud
vaartuse puhul funktsiooni y=3sinx graafiku ordinaat on kolm
korda suurem hariliku sinusoidi ordinaadist. Jérelikult voime selle
graafiku — deformeeritud sinusoidi — saada hariliku sinusoidi koi-
kide ordinaatide kolmekordseks véljavenitamise teel (joon. 59, punk-
tiiriga on margitud harilik sinusoid). £

'YA
: y=3sinx

Joon. 59.

Funktsioon y=3sinx sdilitab mérki samades vahemikes ning
omab sama perioodi 27 nagu funkisioon y=sinx. Tema suurim ja
vdikseim vdartus on *3.

2. Konstrueerida funktsioon y=sin 2x graafik.

Lahendus. Tarvitseb vaid tdhele panna, et argumendi x
antud védrtuse puhul funktsiooni sin2x vaartus vordub hariliku sinu-
soidi ordinaadiga punktis, millel on kahekordne abstsiss 2x. Nii on

AR Cro g o g W S
eriti x =% puhul y—sm2—6- gl e e gy X Wy o puhul y
S
=sm7 = 1. Jarelikult otsitava graafiku, mis on jille deformeeritud

sinusoid, vdime saada harilikust sinusoidist selle kahekordse kokku-
surumise teel abstsisstelje sihis (joon. 60).

Funktsioon sin 2x on perioodiline, perioodiga =, sest tema vaar-
tus ei muutu argumendile arvu = lisamisel:

sin 2(x+mx) =sin (2x+2m) =sin 2x.
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3. Konstrueerida funktsioon y=sec x graafik.

1 Al ol
oL Maiaramispiirkonna

L ahendus. Definitsiooni kohaselt y = vy

7
leiame tingimusest cos x # 0, kust x # 3 + kn.

o W e
N
£ i \\
\\\ 7 0 X
R 7
\‘_ .
y=sin2 x
Joon. 60.
1

s sii : ) : i
Kuna cos (—x) cos x * Siis on meil tegemist paarisfunktsioo

niga ja graafik on siimmeetriline telje OY suhtes.

1 b
Funktsioon on perioodiline, perioodiga 2, sest m:=
1
S F Il

Funktsioonide secx ja cosx vdartused on samamargilised: kas
molemad positiivsed voi molemad negatiivsed.

{ veerandis O<x<—,2‘— funktsioon cos x kahaneb 1-st 0-ni, y=

1
s KA kasvab 1-st (4 oo)-ni. Graafiku (joon. 61) punktide

konstrueerimiseks koostame funktsiooni vdartuste tabeli:

K| 2¢ | 3x | 4n | S | 6n | 7w | B | 9% | m
x| 2 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 2
@) | 18)| @7) | (36°) | (45°) | (54°) | (63°) | (72°) | (81°) | (90°)

y | 101 1,05 1,12| 1,24‘ 141 | 1,70 | 2,20 | 324 | 641 | —

See tabel on koostatud jiargmiselt: koosinuse viirtused (iimarda-
tult kolmanda kohani) on voetud V. Bradise tabelist VII, poordvaar-
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tused tabelist XVII ja tulemus iimardatud teise kiimnendkohani,
Naiteks:

| i i, |
| 1 | |
| ] | ]
: i | :
| } | :
| | ! "
: ! 1 |
n b/
| PN 12 o
] | Wl at) I X
! ] |
I | { |
| | 1 I
i i 1 |
! | | |
| | i |
| | | |
| | | I
! | | )
y=secx
Joon. 61.
Seekansi graafiku konstrueerimiseks . piirkonnas ——% <x <0

tuleb 1 veerandis konstrueeritud graafikut jatkata siimmeetriliselt
telje OY suhtes.

X

y=|sinx|

Joon. 62.

w8
Vahemikus (7 Y 7!) on y<0, sealjuures piirkonnas % <x<n
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fﬁnktsioon y kasvab (—o0)-st (—1)-ni,
kahaneb aga (—1)-st (— oo )-ni.

4. Joonisel 62 on kujutatud funktsiooni y=|sinx| graafik,
mille voime samuti saada harilikust sinusoidist. Nendes I6iku-
des, kus sinx >0, on y=sinx. Nendes vahemikes, kus sin x<O0,

on y=-—sinx ja sinusoidi ordinaadid tuleb votta vastandmar-
kidega.

3
piirkonnas n < x < TR

|




V peatiikk

TABELITE KASUTAMINE ARVUTAMISEL.
§ 33. Trigonomeetrilised tabelid.

Praktilisteks arvutusteks kasutatakse trigonomeetriliste
funktsioonide ja nende logaritmide ligikaudsete vdidrtuste
tabeleid. Koolis tarvisminevate arvutuste puhul kasuta-
takse V. Bradise neljakohalisi tabeleid. Tépsemate
arvutuste puhul kasutatakse tabeleid, kus funktsioonide
vaartused on antud enamate tiivenumbritega (niiteks
viiekohalisi, seitsmekohalisi tabeleid).

Loomulike vairtuste tabelid. Tabeleid, milledes on antud
trigonomeetriliste funktsioonide vaidrtused, nimetatakse
trigonomeetriliste funktsioonide loomulike vadéar-
tuste tabeleiks. V.Bradise tabelis VIII on antud 0 ja 90°
vahel asetsevate nurkade siinuste ja koosinuste ligikaud-
sed vddrtused nelja kiimnendkohaga iga 6" tagant. Tédien-
dusnurkade jaoks saadud valemid:

sin (90°—a) =cos a; cos(90°—a) =sina

nditavad, et siinuse ja koosinuse vddrtuste arvutamiseks
v0ib kasutada iiht ning sama tabelit. Nii néditeks omavad
sin 26° ja cos 64° ithe ning sama vaartuse. V. Bradise tabe-
leis on siinuse argumentide vdartused paigutatud kasva-
vas jéarjekorras iilalt alla, koosinuse argumentide vaartu-
sed aga alt iiles. Tédisarvu kraade sisaldava nurga siinuse
voi koosinuse ligikaudne védartus on tabelis antud. Nii on
néiteks sin 33°~0,5446 paigutatud koige vasakpoolsemas
veerus «A» asetseva reanumbri 33° korvale, kuna aga
cos 33°~0,8387 on paigutatud parempoolses veerus «A»
asetseva reanumbri 33° korvale.

Selleks et leida sin 33°12’, otsime vasakpoolsest veerust
«A» reapumbri 33° ja koige iilemisest reast veerunumbri
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12’. Vastava rea ning veeru ldikekohalt leiame sin 33°12’ =~
~0,5476. Samuti leiame cos 33°12’~0,8368, kusjuures
ainult reanumber 33° tuleb otsida parempoolsest veerust
«A» ja veerunumber 12’ koige alumisest reast.

Olgu tarvis leida sin 33"°14’. Tabelist leiame sin 33°12’=
~0,5476. Kuna funktsioon sin @ on 0 ja 90° vahel kasvav,
siis sin 33°14”>sin 33°12’. Jarelikult sin 33°12’ viirtusele
tuleb lisada nurgale 2’ vastav parandus, mis on pai-
gutatud pohitabelist paremal pool olevasse paranduste
tabelisse. Rea 33° ja paranduste veeru 2’ 16ikekohal aset-
seb arv 5, mis tuleb liita sin 33°12” neljandale kiimnend-
kohale. Seega sin33°14’=~0,5481. Kui on tarvis leida
sin 33°17’, siis tabelist! leiame sin 33°18’~0,5490 ja lahu-
tame neljandast kiimnendkohast nurgale 1’ vastava paran-
duse 2. Seega sin 33°17'~0,5488. Koosinuse vaartused
leiame tabelist samal viisil, kuid jargmise erinevusega:
funktsioon cos @ on 0 ja 90° vahel kahanev ja seega,
kui koosinus on leitud argumendi vdiksema viirtuse
jaoks, siis parandus tuleb lahutada (mitte aga liita);
kui koosinus on leitud argumendi suurema véairtuse
jaoks, siis parandus tuleb liita (mitte aga lahutada).
Nii nditeks cos 33°14” arvutamiseks leiame tabelist
cos 33°12’~0,8368, mille viimasest kiimnendkohast lahu-
tame nurgale 2’ vastava paranduse 3. Seega cos 33°14'=
~0,8365. Selleks et leida cos 33°17/, tuleb cos 33°18' =~
~(,8358 viimasele kiimnendkohale liita nurgale 1’ vastav
parandus 2. Seega cos 33°17’~0,8360.

V. Bradise tabelis IX on antud 0 ja 76° vahel olevate
nurkade tangensid iga 6’ tagant. Tabelis X on antud 76°
ja 89°59” vahel olevate nurkade tangensid iga 1’ tagant.
Téaisnurgale ldhedaste nurkade tangensite iiksikasjalisema
tabeli X olemasolu seletub sellega, et nende nurkade puhul
tabelivahe, s. t. tangensi naaberviidrtuste vahe tabelis,
muutub viga kiiresti. Samade tabelite IX ja X abil lei-
takse ka kootangensi védartused. Paranduste liitmise ja
lahutamise reeglid on samad, mis siinuse ja koosinuse
viartuste tabeli puhul: tuleb meeles pidada, et vahemikus
(0°, 90°) tangens kasvab, kootangens aga kahaneb.

Nurga leidmiseks tema trigonomeetrilise funktsiooni
antud védartuse jdargi saab kasutada neidsamu trigono-
meetriliste funktsioonide loomulike vaartuste tabeleid.

Selgitame seda ndidetega. e

72




1. Leida teravnurk o, kui on teada, et sin a=0,1016.

Lahendus. Tabelis VIII leiame arvule 0,1016 koige
ldhema arvu; selleks osutub 0,1011, mis asetseb rea 5° ja
veeru 48’ 1oikekohal. Siinuse antud véartus 0,1016 on suu-
rem kui 0,1011, seega nurga a toeline vdirtus on suurem
kui 5°48’, sest sin @ on vahemikus (0° 90°) kasvav funkt-
sioon. Paranduste tabelis on arv 6 koige ldhem arvule 5,
mille vorra erinevad arvude 0,1016 ja 0,1011 viimased
kiimnendkohad. Vastav parandus on 2/, mida liites saame:

a=arc sin 0,1016~5°50".

2. Leia p=arc cos(—0,5375).

Lahendus. Kuna cos B=—0,5375 on negatiivne,
siis otsitav nurk 1opeb teises veerandis. Leiame teravnurga
a, mis tdiendab otsitavat nurka 180°-ni. Koigepealt

cos a=cos (180°—B) = —cos p= — (—0,5375) =
=0,5375.

Arvule 0,5375 koige ldhem tabelivdartus on 0,5373, mil-
lele vastab nurk 57°30’. Nende arvude vahe neljanda kiim-
nendkoha kahele iihikule vastab parandus 1’. See parandus
tuleb lahutada. Seega

a=~57°29" ja p~180°—57°29"=122°31".

Arvutuste teostamisel loomulike vadrtuste tabeli abil
on trigonomeetriliste funktsioonide korrutis otstarbekohane
teisendada summaks.

Arvutustel tuleb silmas pidada ligikaudse arvutamise
reegleid.

Nii néiteks, kui ligikaudsed arvud on antud kolme tiive-
numbriga, siis korrutamise ja jagamise teostamisel tuleb
funktsioonide tabelist voetud vaartused iimardada, siilita-
des neli tiivenumbrit (neljanda numbri siilitame «taga-
varaks»), koik vahepealsed arvutustulemused iimardada
samuti neljanda tiivenumbrini ja 16pptulemus iimardada
kolmanda tivenumbrini. Kui ligikaudne arv on
antud néiteks viie kiimnendkohaga, siis tema liitmisel
trigonomeetrilise funktsiooni védartusega, mis on voetud
neljakohalisest tabelist, tuleb see ligikaudne arv
iimardada, séilitades neli kiimnendkohta. Kui suuremat
tapsust noudvate arvutuste puhul niisugune iimardamine
ei ole lubatav, siis tuleb kasutada tapsemaid tabeleid.
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Niiteid. 1) Arvutada neljakohaliste tabelite abil sin 70° cos 55°.
Lahendus. Teisendame korrutise summaks:
sin (70°+455°) +sin(70°—55°) _ sin 125°+sin 15°

2 = 2 i

Taandamisvalemite kohaselt  sin 125°=sin (180°— 125°) =sin 55°.
Viairtused sin 55°~0,8192 ja sin 156°~0,2588 leiame tabelist. Seega:

sin 70° cos 55°=

sin 70° cos 55°~ —;—- (0,81924-0,2588) =0,5390.

2) Arvutada korrutis S=0,721 sin% 31°12’.
Lahendus. Teisendame korrutise vaheks, kasutades valemit

| —cos 2a

in2
sina=
‘ 2

. Saame:

§=0,721 sin? 31°12'= % -0,721 (1 —cos 62°24")

Tabelist leiame cos 62°24’~0,4633 ja edasi 1—cos 62°24’~0,5367.
Jarelikult.

S= % -0,721 - 0,5367=~0,1935=0,194.

3) V. Bradise neljakohaliste tabelite abil arvutada funktsiooni
y=x+sin 7 vaartus: a) kui x=2, b) kui x=m.
1
Lahendus. “a) kuix=2;siis y=2+sin§. V. Bradise tabe-

leis on trigonomeetriliste funktsioonide védartused antud kraadimoo-
dus viéljendatud argumendi jaoks ja seetottu tuleb argumendi véar-

1 1
tus D) (radiaani) koigepealt avaldada kraadides; D) (radiaani) =
1
Ry (57°18’) =28°39". Jarelikult

y=~2+sin 28°39'~2+-0,4795=2,4795.
; 1 :
b) Kui x=mxn, siis y=n+sin;. V. Bradise tabelite 5. lehe-

kiiljel on antud m=3,1415926... ja ,1‘20.3183098..., milliseid tuleb

1
timardada: t=3,1416; 5 =0,3183.

Teisendades 0,3183 radiaani) kraadideks, saame tabelist XVI
18°147. Jarelikult

y=~3,1416+sin 18°14"~3,1416+0,3129=3,4545.
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Logaritmide tabelid. Arvutuste jaoks logaritmidega on
koostatud trigonomeetriliste funktsioonide véirtuste
logaritmide tabelid. V. Bradise tabeleis 11I—VII on need
logaritmid, argumendi véirtuste jaoks vahemikust
(0°, 90°), antud nelja kiimnendkohaga.

Logaritmifunktsioon alusega 10 on kasvav funkt-
sioon, seepérast logaritmi mérgi all oleva avaldise suure-
male véartusele vastab logaritmi suurem vairtus. Kuna
esimeses veerandis funktsioonid sinx ja tanx kasvavad
ning cosx ja cotx kahanevad, siis ka funktsioonid
log sinx ja log tan x kasvavad ning log cos x ja log cot x
kahanevad.

Trigonomeetriliste funktsioonide logaritmide tabelid
on samasuguse ehitusega nagu nende funktsioonide loo-
mulike véartuste tabelid; kasutamise reeglid on mole-
mal juhul ithesugused.

1. Tabeleid kasutatakse trigonomeetriliste funkisioo-
nide logaritmide vddrtuste leidmiseks ja samuti nurkade
leidmiseks nende trigonomeetriliste funktsioonide loga-
ritmide vddrtuste jargi.

2. Siinuse ja koosinuse (tangensi ja kootangensi)
logaritmid leiame iihest ning samast tabelist.

3. Logaritmide vddrtused on antud nurkade jaoks iga
6’ tagant. Parandused 1’, 2’ ja 3’ jaoks on antud eraldi
tabeleis pohitabelist paremal. Paranduste liitmine ja
lahutamine toimub seda silmas pidades, et vahemikus
(0°, 90°) on funktsioonid logsinx ja logtanx kasvavad
ning log cos x ja log cot x kahanevad.

4. Nendes piirkondades, kus tabelivahe muutub kii-
resti, on funktsioonide vidrtused antud iga 1’ tagant. Nii-
sugune on ndiiteks 0 ja 14° (76° ja 90°) vahel olevate nur-
kade siinuste (koosinuste) logaritmide vddrtuste tabel I11.

5. Arvutuste puhul neljakohaliste logaritmide tabeli-
tega tuleb ligikaudsed arvud imardada, sdilitades neli
tiivenumbrit.

6. Negatiivseid tegureid sisaldavate korrutiste arvu-
tamisel tuleb arvutada absoluutvidrtuste korrutis ja
votta see sobiva mdrgiga (negatiivsete tegurite arvu jirgi).

Joonisel 63 on kujutatud funktsiooni y=logsinx
graafik. See graafik on konstrueeritud jargmiselt: 1 vee-

randis 0<x <g— vahepealne argument wu=sinx kas-
vab 0-st 1-ni ning funktsioon y=logsinx=logu kasvab
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(—o0)-st 0-ni. Graafiku punktide konstrueerimiseks voib
koostada néiteks jargmise tabeli:

3
20

4
20

5
20

2:rt 8n

20

9
20

61t n

Ll 2 4l
20 20

20

n
T pid
2

|
yI —0 81\ —0 5]1 —0 34' —0 23, —0 15‘ —0,09 —0,0SI ——0.02: —0,01' 0

kus log sin x vaartused on (iimardatult) voetud V. Bradise
tabelist III.

Joon. 63.

Piirkonnas % < x<m funktsioon logsinx kahaneb

0-st (—co)-ni, sest II veerandis sinx kahaneb 1-st O-ni.

Loik —x<{x<C0 ei kuulu funktsiooni maaramispiir-
konda, sest alumises pooltasandis sinx<C0 ja logsinx ei
oma seega motet.

Funktsiooh log sin x on perioodiline perioodiga 2w, sest
log sin (x+2xt) =log sin x.

Graafik koosneb iiksikutest perioodiliselt korduvatest
joontest.

§ 34. Arvutusliikati kasutamisest.

Niisuguste arvutuste teostamiseks, mis ei noua suurt
tdpsust (mitte enam kui kolme tiivenumbrit), voib kasu-
tada arvutusliikatit. Arvutusliikati korpusele on paigutatud
logaritmiline pohiskaala, mille ehitus on jargmine: skaala
16igu pikkus algusest kuni arvuga e margitud punktini
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vordub arvu a logaritmi (kolmekohalise) mantissiga?®.
Tépselt samasugune skaala on paigutatud keele esikiil-
jele. Keele tagakiiljel asuvad siinusskaala (S)
ja tangensskaala (7). Need skaalad on samasuguse ehi-
tusega nagu logaritmiline pohiskaalagi. Nditeks on
siinusskaalal selle Ioigu pikkus, mis on voetud skaala
algusest kuni antud nurka (kraadides) tdhistava punktini,
vordne- antud nurga siinuse logaritmi mantissiga. Kui keel
timber poorata ja pohiskaala algus seada kohakuti trigo-
nomeetrilise skaala algusega, siis siinus- (voi tangens-)
skaalal antud nurka tahistava punktiga kohakuti asetsev
pohiskaala punkt on margitud arvuga, mille moodustavad
selle nurga siinuse (voi tangensi) esimesed kolm tiive-
numbrit. Nii néiteks asetseb siinusskaala punkti 12°30’
kohal pohiskaalal arv 2—1—6, mis tdhendab, et
sin 12°30’~0,216. Jarelikult voib liikati abil leida trigo-
nomeetriliste funktsioonide véartusi ja ka vastupidi: nur-
kade vdartusi nende trigonomeetriliste funktsioonide jargi.
Liikatil ei ole koosinusskaalat, sest koosinuse voib asen-
dada tdiendusnurga siinusega. Tangensskaala on antud
vaid nende teravnurkade jaoks, mis pole suuremad kui
45° sest suurema kui 45° nurga tangensi voib leida sama-
susest tana= m. Nii néiteks on tan70°= — 140’
ja asetades nurga 20° tangensskaalal kohakuti pohiskaala
parempoolse otspunktiga, loeme pohiskaalalt arvu
2—7—5, mis asetseb tangensskaala alguspunkti kohal.
Arvestades, et tan70°>1 (kuid tan70°<10, sest
arctan 10~84°), saame, et tan 70°=2,75.

Keele sagedaste iimberpooramiste véltimiseks on liikati
korpuse tagakiiljel kriipsud, mis asetsevad sisseloige-
tes tédpselt pohiskaala otspunktide kohal. Kui sellise
kriipsu kohale paigutada trigonomeetrilisel skaalal olev
nurk, siis pohiskaala otspunkt naitab keele esikiiljel vas-
tava trigonomeetrilise funktsiooni véartuse.

Niisuguste korrutiste ning jagatiste arvutamine, mis
sisaldavad tegurite v0i jagajatena trigonomeetriliste
funktsioonide véartusi, toimub arvutusliikatil arvutamise
tavaliste reeglite kohaselt. Nii néiteks selleks, et arvutada
korrutist 22,8 - sin 18°30’, asetame siinusskaala alguspunkti

* Mootiihikuks voetakse tavaliselt 0,001 si(aala pikkusest.
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(olles keele iimber podranud) pohiskaala arvu 2—2—8
kohale; siis siinusskaalal oleva nurga 18°30” kohal asetse-
vad pohiskaalal otsitava korrutise numbrid 7—2—3; jdre-
likult 22,8 - sin 18°30"=7,23.

Mirkus. Viikeste nurkade puhul ei ole vastavaid marke iildi-
sele skaalale praktiliselt voimalik kanda. Arvestades seda, et
sin 5°6~tan 5°6~0,1 ning et viikeste nurkade siinuse ja
tangensi viirtused on teineteisele ldhedased, paigutatakse keele
‘tagakiilje keskele viiksemate kui 5°6 nurkade siinuste ja tan-
gensite ithine skaala (S&T). Selle skaala abil toimuvad arvutused
vaikeste nurkadega; arvutusreeglid jddvad endisteks.




VI peatiikk.

GEOMEETRILISTE KUJUNDITE ELEMENTIDE
ARVUTAMINE.

§ 35. Kolmnurga elemendid.

Geomeetrias vaadeldakse kolmnurga mitmesuguseid
elemente: kiilgi, nurki, iimbermootu, pindala, nurgapoolita-
jaid, mediaane, korgusi jne.

Kolmnurga kiilgi ja nurki nimetatakse tema pohi-
elementideks.

Kui A, B ja C on kolmnurga nur-
kade tipud, siis tédhistatakse samade
tahtedega ka neid nurki endid; véi-
keste tahtedega a, b ja c¢ tdhistatakse
kiilgi, mis asetsevad nendesamade
suurte tdhtedega tédhistatud nurkade
vastas (joon. 54).

Kolmnurga pohielementide lubata- Joon. 64.
vad vidartused peavad rahuldama jarg-
misi tingimusi:

1°. Kolmnurga nurgad on positiivsed ja nende summa
on 180°:

A>0, B>0, C>0 ja A+B+C=180".

' 2°. Kolmnurga kiljed on positiivsed ja iga kilg on
vdiksem kui iilejddnud kahe kiilje summa:

0<a<b+c;, 0<b<c+a; 0<c<a+b.

§ 36. Kolmnurkade lahendamisest.

Geomeetrias vaadeldakse mitmesuguseid iilesandeid
kolmnurga konstrueerimise kohta, kui on antud
piisav arv selle kolmnurga elemente. Trigonomeetrias vaa-
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deldakse arvutusiilesandeid, milledes tuleb arvu-
tada iihed voi teised elemendid, kui on antud piisav arv
selle kolmnurga elementide arvulisi vaartusi. Neid iiles-
andeid nimetatakse tavaliselt kolmnurga lahenda-
mise iilesanneteks. Geomeetrias uuritakse kolmnurga
konstrueerimise jdrgmisi pohiiilesandeid: konst-
rueerida kolmnurk tema kolme antud pohielemendi jirgi,
milledest vahemalt iitks on kiilg *.

Trigonomeetrias lahendatakse vastavad pohiiilesanded:
kolmnurga kolme pohielemendi antud suuruste jirgi arvu-
tada iilejadnud kolme pohielemendi suurused (vilja arva-
tud juhtum, kui on antud kolme nurga suurused).

§ 37. Taisnurksete kolmnurkade lahendamine.

Olgu ABC tédisnurkne kolmnurk, C tdisnurk, a ja b kaa-
tetid, mis asetsevad teravnurkade A ja B vastas, ning ¢
hiipotenuus (joon. 65). Siis saame:

Teravnurga koosinus on ldhiskaateti suhe

.8 hiipotenuusi:
o b a
% cos A=—, cosB=— (1)
A0 < ¢
Teravnurga siinus on vastaskaateti suhe
Joon. 65. hiipotenuusi:
gt il . B—é )
sind=—, sinB= )

Teravnurga tangens on vastaskaateti suhe ldhiskaate-
tisse:

a b
tan A=, tanB=— (3)

* Kolme nurga A, B ja C jargi kolmnurka kas ei saa konst-
rueerida (kui A+B+C=++180°) voi leidub lopmata palju
iiksteisega sarnaseid kolmnurki (kui A+B-+C=180°), milledel on
antud nurgad.
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Teravnurga kootangens on lihiskaateti suhe vastaskaa-
tetisse:

cot A=

SRR

, cotB=3 (4)

Teravnurkade summa on 90°.

Pohililesanded tdisnurksete kolmnur-
kade puhul

Ulesanne I. On antud hipotenuus ja iiks teravnurk;
arvutada idlejddnud elemendid.

Lahendus. Olgu antud ¢ ja A. Nurk B=90°—A4
on samuti teada; kaatetid leiame valemeist (1) ja (2):

a=c¢sinA, b=c cos A.

Ulesanne Il. On antud kaatet ja iiks teravnurk; arvu-
tada iilejadanud elemendid.

Lahendus. Olgu antud a ja A. Nurk B=90°—A
on teada; valemeist (1) ja (3) leiame:

b=atan B(=acotA), c=

LIPS
sind’

Ulesanne I11. On antud kaatet ja hiipotenuus; arvutada
dlejdadnud elemendid.

Lahendus. Olgu antud a ja ¢ (kusjuures a<c).
Vordusest (2) leiame nurga A

F* a . a
smA=? , kust A=arc sin—,

siis B=90°—A ja 16puks kaateti b:

b=ccos A (=csinB).

Ulesanne 1V. On antud kaatetid a ja b; arvutada iile-
ja@dnud elemendid.

Lahendus. Vordusest (3) leiame teravnurga, nai-
teks A:

tan A= % , A=arctan 7,
siis nurga B=90°— A ning 16puks hiipotenuusi:

a (_ Bl )
= sindA\  sinB ™ cosB/’
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Allpool on toodud tdisnurkse kolmnurga lahendamise
ndide, kus kasutatakse logaritmide tabeleid.

Arvutamise puhul logaritmide tabelitega tuleb vilja
kirjutada vastavad valemid, logaritmida need, tabeleist
leida antud elementide (voi nende trigonomeetriliste funkt-
sioonide) vajalikud logaritmid, arvutada otsitavate ele-
mentide (voi nende trigonomeetriliste funktsioonide) loga-
ritmid ja leida tabeleist otsitavad elemendid.

Ndide. On antud kaatet a=166,1 ja hiipotenuus c=187,3; arvu-
tada teravnurgad, {eine kaatet ja pindala.

Lahendus. Saame:

H a z __ loga=2,2204
sin A= ; log sin A=log a—log c; log c=2.2725

log sin A =1,9479
A=62°30"; B~=90°—62°30"=27°30". .
Arvutame kaateti b:

log a=2,2204
b=atanB; logb=Iloga-+logtanB; |ogtan B=17165

Tog b= 1,0360
b~86 48.

Pindala arvutamiseks voib kasutada valemit:

L . log 0,5=T1,6990
S ) ab=0,5a2 tan B: 2 log a—4,4408 log a=2,2204

log tan B=1,7165
log §==3,8563|| S~7183.

Kontrolliks arvutame nurga A arvutusliikatil:

A g s : @— 20
=arcsin = =arcsin 187‘6 .

Miédrkus Kaateti & voib arvutada Pythagorase teoreemist,
kasutades ruutude ja ruutjuurte tabeleid (tabelid XI ja XII):

b=V 187,32—166,12= Vv 35 080 —27 590 ~86,54.

Erinevus varem saadud véirtusest b=~86,46 seletub viga-
dega tabeleis, kus on antud funktsioonide ligikaudsed
vaartused. Tulemus 86,54 on tapsem.
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§ 38. Siinuslause.

Teoreem. Igas kolmnurgas' on kiiljed vordelised vas-
tasnurkade siinustega:

a b c

sind _ sinB _ sinC

Toestus. Joonestame antud kolmnurga ABC
(joon. 66) timber ringjoone. Olgu R selle ringjoone
raadius. Votame kolmnurga iihe tipu, naiteks A; tombame
1dbi teise tipu, néiteks B, iimberringjoone diameetri BA’.

A 4 A A

Joon. 66.

Abikolmnurk A’BC on tdisnurkne, sest piirdenurk A’CB
toetub diameetrile. Abikolmnurgast leiame:

a=2R sin A”.

Kui A on teravnurk, siis A=A’ sest piirdenurgad A
ja A’ toetuvad iihele ning samale kaarele. Kui aga A on
niirinurk, siis A” on teravnurk, sest seda moodab pool kaa-
rest BAC:

Y - BAC
A,—'Q-B =2(2J'IZ BA C)“R—T"‘.ﬂ: —A.

Seega kas A’=A voi A’=n—A, molemal juhul
sin A’=sin A,
ning seega
a=2R sin A.
Kui A on tdisnurk, siis a=2R, sin A=1 ja vordus (1)
on samuti oGige.
Analoogi.ised vordused leiame iilejddnud nurkade B ja
C jaoks. Seega,
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a=2R sin A; b=2R sin B; ¢c=2R sin C,
kust

AT T RN S
sinA~ sinB ™ sinC

2R,;m:o:f. 1.
Jareldus. Kolmnurga kiilje suhe vastasnurga sii-
ausesse vordub kolmnurga iimberringjoone diameetriga.
§ 39. Koosinuslause.
Teoreem. Kolmnurga kiilje ruut vordub teiste kiilgede

ruutude summaga, millest on lahutatud nende kiilgede ja
nende vahelise nurga koosinuse kahekordne korrutis:

a?=>b24+c2—2bccos A
b2=c2+a%2—2ca cos B
¢2=0a%24+b2—2ab cos C

Toestus. Toestame esimese vorduse.

Juhtum 1° A on teravnurk. Olgu BH tipust B tom-
matud korgus (joon. 67). Geomeetriast on teada, et

a?=b2+¢2—2b . AH. (1)

8 8

8
/ X NG\%
3 h_
R
.

H CH TR
1° Vo

Joon. 67.

Téaisnurksest kolmnurgast ABH leiame AH=ccosA.
Asendades selle valemisse (1), saame toestatava vorduse.

Juhtum 2° A on niirinurk. Sel juhul
a?=0b2+c2+2b-AH.

(2)
Kolmnurgast ABH leiame:

AH=ccos(£BAH)=ccos(n—A)=—ccosA.
Asendades selle valemisse (2), saame toestatava vorduse.
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ﬂ Juhtum 3° A on taisnurk. Sel juhul (Pythagorase
teoreemi  pohjal) a?2=b2+4c¢2=b2+4c2—2bccosA  (sest
cos A=0).
Seega igal juhul
a?=b2+c2—2bccos A, m.o. t. t.

§ 40. Kolmnurga pindala valemid.

1°. Geomeetriast on teada Heroni valem:
b
S=Vp(p—a)(p—b)(p—c) (kus p= “—+—2—"i

iimbermdootu), mis voimaldab arvutada kolmnurga pindala
tema kiilgede jargi.

2°. Teoreem. Kolmnurga pindala vordub kahe kiilje ja
nende kiilgede vahelise nurga siinuse poole korrutisega:

S= besin A. (1)

on pool

Toestus. Geomeetriast on teada, et kolmnurga pind-
ala vordub kolmnurga kiilje ja vastastipust sellele kiiljele
tommatud korguse poole korrutisega:

1
S=5b-hs 2)

Kui A on teravnurk, siis kolmnurgast ABH (joon. 67)
leiame:

BH=hs=¢'sin'A.
Kui A on niirinurk, siis BH=hs=csin(n—A) =c sin A.
Kui A on tédisnurk, siis sin A=1 ja hy=AB=c=csin A.
Jérelikult koigil juhtudel hs=c sin A. Asendades selle
vordusesse (2), saame toestatava valemi.
Tépselt samuti saame valemid:

1 & 1 2
S=§ab sinC= 3 @c sin B.

3°. Siinuslause pohjal:
—asinB —asinC
sind ’ sinA ’
Asendades need avaldised valemisse (1), saame valemi:

__@*sinBsinC
e 2sin A -
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§ 41. Tangenslause.

Teoreem. Kolmnurga kahe kiilje vahe suhtub nende
summasse nagu vastasnurkade poolvahe tangens suhtub
nende nurkade poolsumma tangensisse:

A—B

a—b _ tan 2
a+b A4+B
tan-2—

(ning kaks analoogilist valemit {ilejdanud kiiljepaaride a,
¢ ja b, c jaoks).

Toestus. Siinuslause pohjal saame:

a—b=2R(sin A—sin B) =4R cos "2 sin “52;
a+b=2R(sin A+sin B) =4R sin —A%ﬁcos i;ﬁ_

Neid vordusi liikmeti jagades saamegi toestatava
valemi, m.o. t. t.

§ 42. Kolmnurga lahendamine tema kahe nurga ja iihe
kiilje jargi.

Ulesanne. On antud kolmnurga kaks nurka ja iiks
kilg; arvutada ilejidanud kiiljed ja nurk.
On antud B, C ja a, tuleb leida b, ¢ ja A.

Lahendus. Kolmnurga konstrueerimise voima-
likkuse noude: B+ C<180° loeme tédidetuks.
Me voime arvestada, et koik kolm nurka on teada, sest

A=180°—(B+C).
Kiilgede b ja ¢ arvutamiseks tuleb vaid rakendada sii-
nuslauset:

b a c a _asinB Lasin€
sinB8 = sind’ sinC " sind’ kust b= sind ’ sind ’

Pindala arvutame valemi jargi:

a? sin B sin C
S= OsinA- i
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Niide. Lahendada kolmnurk jargmiste andmete jargi: a=174,
B=44°30", C~64°.

Lahendus loomulike vaddrtuste tabelite abil
Leiame nurga

; A=180°— (B+C) ~180°— (44°30" +64°) =71°30".
Arvutame kiiljed. Kuna:
sin B~0,7009; sin C~0,8988; sin A~0,9483,
siis
_asinB _ 174-0,7009 12,20

e ARA T 00 e TN

asinC _ 174-08988 _ 1564 _
O T e o T i

Miérkus. Jagamise arvuga sin A=0,9483 voime asendada
poordarvuga korrutamisega. V. Bradise tabeleist (vt. tabel XVII)

o R o
leiame: 0_,9@' ~1,055.

Arvutused on teostatud ligikaudsete arvutuste reeglite jérgi.
Siinuste vaartused on voetud V. Bradise tabeleist, koikides vahepeal-
setes tulemustes on sdilitatud neli tiivenumbrit (tagavaranumbri ree-
gel). Lopptulemus on iimardatud kolme tiivenumbrini.

Lahendus logaritmide tabelite abil. Teame, et:

asin B

o sind ’

log b=1log a+log sin B— log sin A.

Tabeleist leiame:

log a=1,2405

log sin B=1,8457 : b
_]og sin A=0,0230| logsin A=1.9770

log 6=1,1092

V. Bradise tabeleist leiame 6~12,86. Kuid vastuses tuleb sailitada
kolm tiivenumbrit, sest a vddrtus on antud kolme tiivenumbriga, see-
parast b~129.

Kiilje ¢ arvutame analoogiliselt:

a sin
= sind '

log c=log a+log sin C—log sin A;

log a=1,2405
log sin C— 1,9537
—log sin A =0, 0230

log c—l,2172; c~16,5.
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§ 43. Kolmnurga lahendamine kahe kiilje ja nende
vahelise nurga jargi.

Ulesanne. On antud kolmnurga kaks kiilge ja nende
vahgline nurk; arvutada kolmas kiillg ja kaks alejadnud
nurka.

Olgu néiteks antud a, b ja C, tuleb arvutada A, B ja c.

Lahendus loomulike vddrtustetabelite
abil. Koosinuslause annab kiilje ¢ avaldise vahetult tun-
tud elementide kaudu:

c=Va%+b2—2ab cos C.

Nurga A arvutamiseks voib samuti kasutada koosinus-
lauset:
a?=0b2+c2—2bc cos A.

Kuna 0<A<180° siis
b2+c2_a2
2bc

Lahendus logaritmide tabelite abil
Nurkade summa A+B=180°—C on teada, kust

A=arc cos ja lopuks B=180°— (A+C).

A-;B =90°— % Nurkade vahe A—B voib arvutada,
kui kasutada tangenslauset:
. A-B
TR
2 a—=b A-B_a—b__.C
0 Rt 8 1 kust tan 3 _a-{—bCOt?'
tan B

Nurgad A ja B leiame vorrandisiisteemist:

A+B o__C_
e delaibhed,
A-B a—b (&
o i —arc tan E—-}-_b— cot 2)

Kiilje ¢ voib leida siinuslause abil:
asin C
sind ’
Niide. On antud a=~494, b~264 ja C=~47°20°, leida A, B
ja c.
Lahendus loomulike viaidrtuste tabelite abil
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Saame
c2=a2+4b2—2ab cos C= (49,4)2+ (26,4)2—2.49,4 . 26,4 . cos 47°20".
Ruutude tabeleist leime:
a2~ (49,4)2~2440; b2~ (26,4)2~697,0
2.494.26,4 . cos 47°20"~2-494.26,4 - 0,6778~1768.
Jarelikult

ja edasi

€2 ~2440+ 697 — 1768~ 1369,
Ruutjuure tabelist ¢~37,0.
Edasi
bP4c?—a? _ 697+1360—2440 _ 374
cos A= g ¥ T 3.%64.370 ~ 1954 ~—0I195

A= arccos (—0,191); A on niirinurk. Leiame tema tdiendusnurga sirg-
nurgani:

180°—A=arc cos 0,191 =79°; A~180°—79°=101°.
Lahendus logaritmide tabelite abil. Arvutame
nurgad A ja B:

%
=log(a—b) +log cot D} —log(a+b);

log tan
Abiarvutused
log (a—b)=1,3617 a—b=~494—-264=230
log cot 5 =0,3583 a+b=758
— log (a+b)=2,1203 € oruy
2
A-B -
log tan —5— =1,8403 log (a+b) =1,8797
A-B :
5 ~34°40"
Vorrandisiisteemist
. A—B :
5 = 34°40
o A+B
e T =66°20"

leiame: A=101°, B=~31°40".

§ 44. Kolmnurga lahendamine kahe kiilje ja iihe antud
kiilje vastas asetseva nurga jargi.

Ulesanne. On antud kolmnurga kaks kiilge ja nurk, mis
asetseb iihe antud kiilje vastas; arvutada kolmas kiilg ja
kaks iilejadnud nurka.
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Olgu antud a, b ja A; tuleb arvutada B, C ja c.

Lahendus. Juhtum 1° a>b, s. t. antud nurk A
asetseb suurema kiilje vastas. Konstruktsioon on naidatud
joonisel 68a. Nurga A iihel haaral valime punkti C, mille

. kaugus tipust on 6. Umber punkti C tombame ringjoone
raadiusega a. Punkt B on selle ringjoone 16ikepunkt nurga
A teise haaraga. Konstruktsioon on alati teostatav, iiles-
anne omab iihese lahendi.

Viiksema Kkiilje vastas asetseva teravnurga B leiame
siinuslause abil:

sin B= —2— sin A, kust B=arc sin (é sin A)

ja siis C=180°— (A+B).
asin C
sin4d ’

Juwhtime 20 astE
s. t. nurk A asetseb viik-
sema kiilje vastas; seega
ei voi ta olla tdis- ega nii-
rinurk. Jérelikult A>90°
puhul iilesanne ei ole
lahenduv. Olgu A terav-
nurk. Konstruktsioonist
joonisel 68b on ndha, et
ringjoon, mille raadius
on a ja keskpunkt C, 106i-
kub nurga A teise haa-
raga kahes punktis tingi-
musel a>CD, kus D on
punktist C nurga A tei-
sele haarale tommatud
ristloigu otspunkt. Kuna CD=b sin A (kolmnurgast ACD),
siis tingimus on kirjutatav kujul: a>b sin A. Nurk B voib
omada kaks vadrtust: B=B; (teravnurk) ja B=B;
(niirinurk). Ulesanne omab kaks lahendit.

Nurga B véairtused arvutatakse siinuslause abil:

Kiilje ¢ leiame siinuslause abil: ¢=

sin B==—b- sin 4,
a
i - s \ X
kust B;=arc sin (; sin A) ja By=180°—B,.
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Nurga C ja kiilje ¢ vdédrtused arvutatakse samal viisil
nagu eelmise juhtumi puhul (vt. allpool, niide).

Jooniselt 68c on naha, et CD=bsin A>a puhul ring-
joon ei loiku nurga A teise haaraga ning iilesanne ei oma

lahendeid. Sel juhul sin B= bs;—nA >1 ja nurka B ei saa

arvutada.
Kui CD=bsin A (joon. 68d), siis iilesandel on iiks
lahend, kolmnurk ABC on tdisnurkne.

Juhtum 3° a=b puhul kolmnurk ABC on vérd-
haarne. Niisuguse kolmnurga vo6ib lahendada sel teel, et
jaoktame ta korguse CD abil kaheks tdisnurkseks kolmnur-

aks:
. B=A; C=180°—2A4; ¢=2AD=2a cos A.

Nidide. Arvutada kolmnurga kiiljed ja nurgad, kui on antud:

a=~735; b~864; A=~49°0".

Lahendus.
bsinA _ 86407547 _ 65,21

it 73,5 sl o
(jagamise arvuga 73,5 voib asendada korrutamisega arvuga

sin B= ~(0,8872~:0,887

1 I SUsind
7—3,5—z0,0136; tabel XVII). Kuna antud juhul a<b ja ol

siis iilesanne omab kaks lahendit:
1) By=arcsin0,887~62°30"; C;~180°— (49°+62°30") =68°30";
(tapsusega kuni 10%)
asin C, 73,5+ 0,9304 68,38
i oA, M BTES T 0755 ~90,86=906.
2) B;=180°—B;~117°30"; Cy=~180°— (49°+117°30") =13°30’;
a sin Cy 73,5-0,2334 17,15
SA . 0755 | 0755 “E12~227.

Ca=

§ 45. Kolmnurga lahendamine kolme kiilje jargi.

Ulesanne. On antud kolmnurga kolm kiilge; arvutada
tema nurgad.

Olgu antud kolmnurga kolme kiilje pikkused. Tdhistame
koige lithema kiilje tihega a, keskmise tdhega b ja koige
pikema tdhega c: a<b<c. Kolme antud kiilje jargi saab
konstrueerida iitheainsa kolmnurga siis, kui suurem kiilg on
iilejddnud kahe kiilje summast vidiksem: c<a+b. Kui
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aga ¢>a+b, siis antud kiillgedega kolmnurka pole olemas.
Eeldame, et c<a+b.

Lahendus loomulike vaddrtuste tabe-
lite abil. Kolmnurga nurgad voib arvutada koosinus-
lause abil.

a?=b2+c2—2bc cos A; b2=a%+c2—2ac cos B,
kust
b*+c2—a?

P ¥el=al
Qoes

2bc
- sest 0<A<180°.
Analoogiliselt leiame:

B=arc cosg—ﬂ——— ja lopuks C=180°— (A+ B).

cos A= ja A=arc cos

Lahendus logaritmide tabelite abil
Arvutame koigepealt kolmnurga pindala (Heroni valem):

S=Vp(p—a)(p—0b) (p—c), kus p_“—'h’ic-
Edasi:
besin A ; 28
S= oy kust smA=7,—c—.

A on teravnurk, sest ta asetseb vdikseima kiilje vastas;
jarelikult

o A
A=arc sin g

Tépselt samuti B—arcsm2 ja lopuks C=180°—

— (A+B).

Seega kolmnurga lahendamisel kolme kiilje jargi loga-
ritmide tabelite abil leitakse vdiksemate kiilgede vastas
asetsevad nurgad valemitest, suurima kiilje vastas olev
nurk arvutatakse aga kui vahe 180° ja kahe leitud nurga
summa vahel.

Ndide. Lahendada kolmnurk, kui on teada tema kiilgede (ligi-
kaugils%d) pikkused: 24,7, 224 ja 31,3. Tahistame: a=224; b=~24,7
c=oal,0.

Lahendus loomulike vaddrtuste tabelite abil-
Saame:

(24,7)24(31,3)2— (22,4)? _ 610,1+979,7—501,8
2.247-31,3 % 1546
kust A~45°20" (tapsusega kuni 10").
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(22,4)2+ (31,3)2— (24,7)? _ 501,84-979,7—610,1
os B~ 2.294-31,3 “ 1402
kust B~51°30" ja I15puks C~180°— (45°20’+51°30") =83°10".
"Lahendus logaritmide tabelite abil.

=~0,6215,

2
sin A= 77% , log sin A=log 25 —log b—log c.

Arvutame:

log 28=log [2V p(p—a) (p—0) (p—c)]=

1 1 1 1
= log 2+ 5 logp+ §log (p—a)+ 3 log(p—b) + 3 log(p—c)

kus
b 22,4+24,7 A
po OTOEC | RATHTIII o
- 2
p—a=39,2—224=168; p—b~145; p—c=T79.
log 2=0,3010
1
5 log p=0,7966 log p=1,5933
1
3 log(p—a)=0,6126 log(p—a)=1,2253
1
5 log(p—b)=0,5807 || log(p—b)=1,614
1 Y
5 log (p—-c) =0,4488 log (p—c) =0,8976
log 25 =2,7397
Edasi:
log 28 = 2,7397
—log 6=2,6073 || log b=1,3927
—log ¢=25045 || log c=1,4955
log sin A=1,8515
A=~=45°20".

Arvutades nurga B, saame:
log sin B=log 25 —log a—log c;

log 28 =2,7397
—log a=2,6498
—log ¢=2,5045
log sin B=1,8940
B=51°30".

Lopuks: C=180°— (A+B) ~83°10".

log a=1,3502
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§ 46. Trigonomeetria rakendamine mootmisteks maastikul.

Trigonomeetria abil lahendatakse paljusid moo6tmis-
ilesandeid maastikul, nagu néiteks maapinna erinevate
punktide vaheliste kauguste arvutamine (kui seda kaugust

Joor. 69.

ei saa moota vahetult), antud eseme (mée, ehituse jms.)
korguse arvutamine, plaanide ja kaartide koostamine jms.
Eeldame, et mootmised toimuvad vdikesel maa-alal,
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mida voib maapinna koverust arvestamata jattes lugeda
tasapinnaliseks®.

Vaikeste vahemaade mootmist teostatakse vahetult, nai-
teks terasmoodulintide abil.

Nurkade mootmist maastikul teostatakse nurgamootja-
tega. Tdnapdeva koige levinumaks nurgamootjaks on teo -
doliit (joon. 69). Teodoliidi pikksilm voib péorelda nii
horisontaal- kui ka vertikaaltasapinnas.

B S

Joon. 70. Joon. 71.

Kui maapinna punktis C horisontaalasendis oleva pikk-
silma telg suunata algul punkti A, seejirel aga punkti B,
siis tema po6ordenurk on kolmnurga ABC nurk C; selle
nurga all paistab punktist C 16ik AB (joon. 70). Pikksilma
pooramise teel voib moota nurki ka vertikaaltasapinnas
(joon. 71).

Pikksilma po6drdenurki saab suure tdpsusega moota
- horisontaal- ning vertikaalringil olevate jaotuste ja mikro-
meeterkruvide abil.

Teodoliidi puudumisel kasutatakse (néiteks oppeotstar-
bel) lihtsamaid riistu. Uks selline riist — astrolaab — on
kujutatud joonisel 72. Astrolaabi peamised osad on kraa-
dideks jaotatud ring (limb) ja joonlaud (alidaad), mis
voib podrelda iimber ringi keskpunkti. Joonlaua suunami-
seks antud punktile on tema otste kiilge kinnitatud verti-
kaalsed, kitsaste pikipiludega plaadid.

Vaatleme moningaid lihtsamaid kauguste ja korguste
arvutamise {ilesandeid.

* Arvutused, mis on seotud mddtmistega suurtel maa-aladel, kus
ei saa jatta arvestamata Maa kerakujulisust, teostatakse sfadri-
lise trigonomeetria meetoditega.
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Ulesanne. Arvutada kaugus ligipadsetavast punktist A
kuni ligipadsematu punktini B, mis paistab punktist A
(punktid A ja B asetsevad iihes ning samas horisontaal-
tasapinnas, joon. 73).

¢
) Ay
i ey

34 L L
T

Joon. 72.

Se]gi-tus. Punkt A loetakse ligipéiéseté-
vaks, kui temas v3ib asetseda vaatleja mooteriistadega.

8

Joon. 73. Joon. 74.

Punkti B loetakse ligipddsematuks, kui kaugust
AB ei saa vahetult moota (nditeks, kui ees on: toke, jogi,

org jms.).
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Lahendus. Valime punkti A ldhedal ligipddsetava
punkti C, millest on ndha punkt B. Moodame vahetult
baasi AC=b ning nurgad A ja C. Kolmnurga ABC kiilje
x=c leiame siinuslause abil:

R k tx_.bsinC__ bsinC
USL X="SinB ~ sin(A+C)"

sine' sin®

Ulesanne. Arvutada kaugus kahe ligipidsematu punkti
A ja B vahel, mis paistavad ligipddsetavalt maastikult.
Punktide paigutus on antud joonisel 74.

kg
1
]
!
Ot s piotir ey 2 A, 8,
i I
“““““ b B

Joon. 75.

Lahendus. Valime ligipddsetaval maastikul baasi;
moodame selle ja nurgad a=ZAMN, B=2£BMN,
v=ZANM, 6=ZBNM baasi ning selle otspunktidest
punktidesse A ja B minevate suundade vahel. Arvutame
kaugused MA ja MB (vt. eelmine iilesanne):

M bsiny __ bsind

- sin(aty)’ sin(B+9)

Teades kolmnurga AMB kaht kiilge ja nurka a—8
nende vahel, voime arvutada kolmanda kiilje naiteks koo-
sinuslause abil:

x=AB=\MA?2+MB?—2MA - MB cos(a—p).

Ulesanne. Arvutada vertikaalse eseme kérgus, mille
alus on ligipdasmatu (joon. 75).

Lahendus. Oletame, et on voimalik valida horison-
taalne baas AB=b, mille otspunktidest paistab méode-
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tava eseme tipp S. Olgu k& nurgamootja korgus. Mootes
kolmnurga SA,B, nurgad a ja f leiame (siinuslause abil):

AS - b __ _bsinB
sinB ~ sin(a—p)’ kust A,S= sin(a—p)
ja lopuks
o G . e’ bsinasinf
OS—OO,+O|S—h+A,Ssma—h+ ———sin(a—ﬁ) .

§ 47. Trigonomeetria rakendamine geomeetriliste
iilesannete lahendamisel.

Planimeetrilised {ilesanded. Trigonomeet-
‘riat rakendatakse mitmesuguste geomeetriliste kujundite
elementide arvutamise iilesannetes. Tavaliselt hulknurga
elementide arvutamisel jaotatakse ta kolm-

A nurkadeks nii, et otsitavaid elemente saaks

o arvutada rea kolmnurkade jarkjargulise
lahendamise teel.

o
; L Ulesanne. Arvutada ringi segmendi pind-
Joon. 76. ala, kui vastava kaare mootarv (radiaan-
moodus) on a ning ringi raadius on R
(joon. 76).

Lahendus. Segmendi pindala S vordub vastava
sektori OAB ja kolmnurga OAB pindalade vahega. Geo-
meetriast on teada, et ringi sektori pindala arvuta-

takse valemi abil sl=%R1, kus [ on sektorit piirava
kaare pikkus.
Kuna l=aR, siis s,=% R2q.

L
Kolmnurga pindala s,= 5 52""1 3

Otsitav segmendi pindala on seega

g __R?’a R%sina
S=8§—5= 3 5

2
=%— (a—sina).

Ulesanne. Trapetsi alused on a ja b ning haarad c ja d.
Mdadarata trapetsi nurgad.

Lahendus. Olgu a suurem alus ning A kiilgede a
ja ¢ vaheline nurk (joon. 77). Tombame haaraga d paral-
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leelse sirge; siis trapets jaguneb kolmnurgaks ABE ja
roopkiilikuks BCDE. Kolmnurgas ABE on teada kolme
kiilje pikkused: ¢, d ja a—b. Koosinuslause abil leiame
nurga A:

d?=(a—b)2+c2—2c(a—b)cos A, kust

- Aa=b % ct=d
cos A= AR 7 e i
Analoogiliselt arvutame:
—b) 22—t . .
cos D= Q%LZ_TC ja lopuks B=n—A; C=7—D.
Stereomeetrilised {ilesan-
ded. Trigonomeetriat rakendatakse ruu- B b C

miliste kujundite mitmesuguste elemen-

tide: ruumalade, pindalade, Ioikepindalade, d
tasapinnaliste ja kahetahuliste nurkade =% D
jms. arvutamiseks. Tavaliselt teostatakse
abikonstruktsioonid (loigete, joonte jms. Joon. 77.

tombamine) nii, et otsitavaid elemente

saaks leida rea kolmnurkade jarkjargulise lahendamise
teel. Arvuliste andmetega arvutusiilesannete lahen-
damisel lahendatakse iilesanne enne tavaliselt ild -
kujul ja siis alles asendatakse antud arvud. Uldine
lahendusvalem esitatakse jargnevateks arvutusteks koige
mugavamal kujul. ‘

S
H
o
0 ST SEN A
Joon. 78.

Ulesanne. Piiramiidi pohi on ruut. Uks Fkiilgtahk on
vordhaarne kolmnurk, mis moodustab pohjaga niirinurga
a. Vastastahk moodustab pohjaga nurga B. Piramiidi kor-
gus on H. Leida piiramiidi ruumala.

Lahendus. Olgu ABCD piiramiidi pohi, S tipp, OS
korgus, ASB tahk, mis moodustab pohjaga nurga a, ja
DSC tahk, mis moodustab pohjaga nurga p (joon. 78).
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Kaldloigud SA ja SB on vordsed, seetottu on vordsed
ka nende projektsioonid pohja tasandil: OA=0B. Olgu L
kiilje AB keskpunkt. Vordhaarsetes kolmnurkades AOB ja
ASB on mediaanid OL ja SL iihtlasi korgusteks, seepérast
OL 1 AB ja SL1AB. Jirelikult, ZOLS on kahetahulise
nurga OABS (mille serv on AB) joonnurk ja seega
ZOLS=180°—a. Olgu K sirge OL ja kiilje CD loike-
punkt; siis DK=KC ja OKLCD. Kaldloik SKL1CD
(kolme ristsirge teoreemi pohjal). Kolmnurgas SCD on
16ik SK mediaaniks ja korguseks, jédrelikult on see kolm-
nurk vordhaarne. Kuna OKLCD ja SKLCD, siis
ZOKS=p. Pooltasapinnad ABS ja DCS Iloikuvad siis
ja ainult siis, kui 180°—a>B, s.t. | a+p<180°
(180°—a on kolmnurga SLK vilisnurk, p aga sisenurk).
Eeldame, et see tingimus on tdidetud. Loik LK vordub
pohja kiiljega a. Kuna OL=Hcot(180°—a)=—Hcota
(kolmnurgast SOL) ja OK=H cot B (kolmnurgast SOK),
siis a=0OK—OL=H(cotp+cota). Arvutame ruumala:

= %a2H=éH3(cot B+cot a)?

Vastuse selline kuju on mugav arvutusteks loomulike
vaartuste tabelite abil. Kui arvutusi teostatakse logarit-
mide tabelite voi arvutusliikati abil, siis tuleb kootangen-
site summa teisendada korrutiseks:

1 sin?(a+B)
¥ §H3 sin? o sin? B

Arvutame ruumala jargmiste andmete puhul: H=~1253, a=
=110°48’, p=232°30".

1) H3=(12,53)3=1967 (V. Bradise tabel XIII)

2) cot a+cot p=~cot 32°30"+cot 110°48"=

=cot 32°30"—cot 69°12" = 1,5697 —0,3799 =

=1,1898~1,190 (V. Bradise tabel IX)
3) (cota+cot B)2=(1,190)2~1,416 (V. Bradise tabel XI)
: H3(cot a+cot B)2 1967-1,416
f Ml P 5 B . ~928,4

§ 48. Trigonomeetria kasutamisest fiiiisikas, mehhaanikas
ja tehnikas.

Trigonomeetrial on rohkearvuliselt rakendusi fiiiisika,
mehhaanika ja tehnika mitmesugustes kiisimustes.

I. Mehhaanikas ja fiilisikas rakendatakse sageli
jargmist teoreemi vektori projektsioonist teljel:
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Teoreem. Vektori projektsioon teljel vordub vektori
pikkuse ja selle vektori ning telje poolt moodustatud nurga
koosinuse korrutisega.

-Toestus. Olgu F antud vektor, [ telg (mis on jooni-
sel kujutatud horisontaalsena) ja @ nurk vektori ning telje
vahel (joon. 79).

Vektori paralleelsel iilekandmisel %

ei muutu suuruselt tema projekt- b
sioon teljel, seepdrast voib vektori ™

iile kanda asendisse OM, paiguta- 1 My

des ldhtepunkti telje ! mingisse —.<® L& _
punkti O. Vottes punkti O koordinaa- ~ @ * ( X
tide alguseks ja telje [ abstsisstel- Joon. 78

jeks, saame: .
X
cos = - ehk x=rcos g,

kus x=priOM=pr/F; r=|F| on aga vektori F pikkus.
Jarelikult,

prifF=|F|cos¢ |, m.o.t.t.

T6d6 arvutamine. Kui keha kirjeldab jddva jou F
mdjul sirgjoonelise tee S, siis t66 A arvutamiseks tuleb
tee pikkus korrutada jou F projektsiooniga liikumisteel;
seega: S &

A=pr F.S=|F| S cos ¢.
IL. Selleks et arvutada teineteisega nurka a moodusta-
vate tungide F; ja F, resultandi F suurus, tuleb arvutada
kolmnurga OBC (joon. 80) kiilje OC pik-
¢ kus. Koosinuslause abil saame:
F 0C2=0B?+BC?—
/ —20B -BC - cos (180°—a)
e ehk

Joon. 80. IF12=|I‘:1|2+]P72]2+ 2”‘:1' . 'le + COS Q.

IIl. Fiiiisikast on teada, et horisondi suhtes nurga a
all (kus 0<a<90°) algkiirusega vy, visatud keha lennu-

.
kaugus on x= B (ohutakistust ei arvestata, g on
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raskuskiirendus). Lennukaugus on suurim*,  kui
sin 2a=1, kust 2a=90° ja a=45°. Seega, kui keha on visa-
tud horisondi suhtes nurga all 45° siis tema lennu-
kaugus on suurim. ;

IV. Ulesanne geomeetrilisest optikast:
mddrata valguskiire korvalekaldumine tema ldbiminekul
tasaparalleelsest plaadist (joon. 81).

Olgu d plaadi paksus, n tema murdumisnéitaja, MN ja
PQ plaati piiravad tasapinnad ning a kiire langemisnurk.

0
T

M (% N A

* < { c

© s oA A

+ & &
yqﬁ 4 a

’ of
A

Joon. 8l. Joon. 82.

Kui kiir AB jouab plaadini, siis ta muudab oma suunda
ja ldheb edasi modda sirget BC, mis moodustab tasapinna
PQ ristsirgega nurga B, kus valguse murdumise seaduse

kohaselt :—;2—%=n. Plaadist véljumisel moodustab kiir

sinf 1

tasapinna MN ristsirgega nurga y, kus s R Jédre-

likult sin a=siny, ning kuna a ja y on teravnurgad, siis
a=vy. Nihke KC leiame kolmnurgast BKC:

KC=BC sin ZCBK=BC sin(a—B);

kuid BC= Colsiﬁ (kolmnurgast BCL) ja seega
__dsin(a—B)
KC= cosp ="
V. Vintmehhanismi liitkumine. Vinda

varda AB poorlemisel nihkur C liigub mooda sirget BL.
Liikumine kandub edasi kepsu AC kaudu (joon. 82). Moo-
dustagu sirge BL viandaga AB nurga a ning kepsuga

* Antud kindla algkiiruse puhul. (Tolk.)
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nurga P. Olgu r vidnda pikkus ja ! kepsu pikkus. Seose
a ja B vahel voib leida kolmnurgast ABC:

e At
sinf  sina

¥ B
, kust sin p= - sina.

Paljudes mehhanismides ;=5 ja siis p=arc sin s";a

Arvutusteks voib koostada néiteks jargmise tabeli B
ligikaudsete védartuste jaoks:

a 0° | 10° |720° | 80° | 40° | §0° | 60° ] -70° {.'80° | 90°

B 0251420 1 42 T HS AP 1 90 4RI eR 1911168 1 1155°

|

Kui vidnt on ldhteasendist péérdunud nurga a vorra,
siis nihkuri kaugus podrlemiskeskpunktist B on

BC=r cos a+1cos .
Nihkuri hdlve ldahteasendist on

r+1l—(rcosa+/cosB)=r(l—cosa)+I(l—cosB).

VI. Fiiiisikast on teada, et vahelduvvoolu vonkumine
avaldub valemiga

[=A sin(ot+a),

kus A on vonkeamplituud, o sagedus, /= —i}l periood ning
a faas.
Tavalisel kolmefaasilisel voolul, mida toodab generaa-

tor, on kolm faasi, a, a+%’—1, a+ g—", mis tekivad iikstei-

sest siinuse perioodi ithe kolmandiku jarkjargulise lisa-
mise teel. Seega voolu vonkumist iga faasi jaoks eraldi
véljendavad valemid:

Li=Asin(ot+a); I,=Asin (‘DH"H' ’231) )
Is=A sin (mt+a+ ).

Seejuures igal ajamomendil I;+/3+/3=0: Toepoo-
lest:
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Li+1,+13=A [sin(mt+a) +sin (mt+a+ 23—") L
+sin(mt+a+ ;—")] =A [2 sin (wt+a+ %) cos%-{—
+sin ( mt+a;i-n+ %)J = [sin ((ot+a+ %)—

—sin(m-t+a+ .,;‘_)]=0_




VII peatiikk.
TRIGONOMEETRILISED VORRANDID.

§ 49. Lihtsaimad trigonomeetrilised vorrandid.

Definitsioon. Lihtsaimateks trigonomeetrilisteks vor-
randiteks nimetatakse vorrandeid:

cos x=m;sittx=m; tan x=m; cot:x=m,

kus m on antud arv.

Lahendada lihtsaim trigonomeetriline vorrand — tdhen-
dab leida koikide nende nurkade (kaarte) hulk, millede
puhul vastav trigonomeetriline funktsioon omab antud
vdartuse m. § 13 me lahendasime selle {ilesande konstru-
eerimise teel.

l. Vorrand cos x=m. Kui |m|< 1, siis leidub kaks
abstsisstelje suhtes siimmeetrilist kaart

arc cos m ja —arc cos m,

mille koosinus omab antud védartuse (konstruktsioon vt.
§ 13). Need kaared lopevad 16igul [—mn, n],- mille pikkus
vordub ringjoone pikkusega (koosinuse perioodiga); koik
teised otsitavad kaared lopevad samades punktides. Vor-
randi ildlahend (s.t. tema koikide lahendite hulk) aval-
dub valemiga:

x= *arc cos m+2kn

Vorrandi mingi kindla lahendi (ehk erilahendi) saame
siis, kui {ildlahendi valemi paremal poolel valida mérk ja
arnda suurusele k2 mingi tdisarvuline véartus.

Kui |m|>1, siis vorrand ei oma lahendeid.
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Niiteid. 1) cosx= 5 2 25~ Re cAEC cos%+2kn=i % +2kn (radv
aanides) = £60°+360°% (kraadides).

2) cos x=0,7251; x==*arc cos 0,7251 +360°%~ +43°32’ + 360°% (kraa-
dides) ~=+0,7598+2kn (radiaanides).

(arc cos 0,7251 leiame V. Bradise tabelist VIII, kraadid on teisen-
datud radiaanideks tabeli XVI jargi)

2. Vorrand sinx=m. Kui Iml<l, siis nurkade
arcsinm ja m — arcsinm siinused omavad antud véaar-
tuse m (vt. § 13). Nende kaarte 16pp-punktid on siimmeet-
rilised ordinaattelje suhtes. Ko6ikide otsitavate kaarte
hulga saame siis, kui leitud kahele kaarele lisame mistahes
arvu tdispoordeid (siinuse perioode):

arc sin m+2kxn __farcsin m+2kn I
T \m—arcsinm+2kn | —arcsinm+ (2k+1)=x (1)

Uldlahendi voib kirjutada iihe valemiga:

x=(—1)" arc sin m-}-nx

(kus n on mistahes tédisarv).

Toepoolest, kui n on paarisarv n=2k, siis saame
valemi (1) iilemise rea, kui aga n on paaritu arv n=2k+1,
siis alumise rea.

Kui |m|>1, siis vorrand ei oma lahendeid.

2 /2

Niiteid. 1) sinx=VT; x—(—l)"arcsm1 +nn=(-1)" 4+
+ns.

2) sinx=1. Koik kaared, mille siinus on 1, lopevad vertikaal-

diameetri iilemises otspunktis ja seega x= 7 2 +2kn (kus k on mis-
tahes tdisarv).

N

-

Tépselt samuti lahendub vérrand sinx=-—1, saame x=—
+2km.

3. Vorrand tanx=m. Iga m puhul leidub vahemi-
kus (—g, g), mille pikkus on =, s. t. tangensi periood,

iiksainus kaar arctanm, millel on antud tangens.
Otsitavad kaared voivad loppeda vaid kahes diamet-

raalselt paiknevas punktis. Koik otsitavad kaared voime

saada, kui lisada kaarele arctanm juurde mistahes tdis-
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arvu poolpoordeid (tangensi perioode). Seetottu koikide
otsitavate kaarte hulk ayaldub valemiga:

x=arctanm+kxn

4. Vorrand cotx=m omab iga m puhul l6pmatu’
hulga lahendeid: :

x=arccot m-}+kn

(arutlused on samasugused nagu eelmisel juhul).
37
Niiteid. 1) cotx=—1; x=arccot(—1)+kn= 57 + k.
1 1
2)+tanx= R x=arc tan 3 +180°k=~arc tan 0,3333+ 180°%k~
~18°26"+180°k (kraadides) ~0,3217+kxn (radiaanides).
Mirkus. Lihtsaimate trigonomeetriliste vorrandite cosx=

=m, sinx=m, tanx=m, cotx=m -iildlahendeid tédhistatakse
monikord ka jargmiselt:

Arc cos m, Arcsinm, Arctanm, Arccotm,
Seega:

Arc cos m=*arc cos m+2kmn; Arc sin m=(—1)k arc sin m+ &,
Arctan m=arc tan m+kn; Arc cot m=arc cot m+ kx,
kus k2 on mistahes téisarv.
Jargnevate ndidetega on demonstreeritud lihtsaimateks
taanduvate trigonomeetriliste vorrandite lahendamist.
Niiteid. 1) Lahendada vorrand: 2sinx—1=0.
Lahendus.

; 3 «B
sinx = 5, kust x=(—1) g Tnm

2) Lahendada vorrand: 2 cos x+3=0.

Lahendus. Vorrand ei oma lahendeid, sest temaga ekviva-
lentne lihtsaim vorrand cos x= — g ei oma lahendeid.

3) Lahendada vorrand: 2cos 3x+1=0.

Lahendus. Vahepealse argumendi 3x leiame vorrandist:

1 2
cos 3x=— 35 KL S —371+2kn; siit leiame antud vorrandi ildlahend®

2 2
x=:t-g+§-kn.
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4) Lahendada vorrand:

2 sin x+4cos x=0. (1y

L ahendus. Jagades vorrandi molemad pooled avaldisega cos x,
saame:

2tan x+1=0, (2)

1
kust tanx=— 5 ja x~ —26°34"+180°%.
Uleminekul vorrandile (2) korvaldatakse tundmatu lubatavate

T
vaartuste hulgast arvud 7+ kxt, sest x= g— + kx pubu? vorrandi (2)

wvasak pool kaotab motte. Need vaartused ei rahulda vorrandit (1)
.§{a seega lahendite kaotsiminekut ei toimu.

§. 50. Uhele funktsioonile taandamise meetod.

Vaatleme nditeks vorrandit:

2 cos? x—7 cos x+3=0,

mis on cosx suhtes ruutvorrand. Lahendades selle- vor-
randi koosinuse suhtes: 4

7+V49—24 T+5
4 St e )
saame kaks lihtsaimat vorrandit:

CoS X=

G
Cos X= ja cos x=Y

Esimese vorrandi iildlahend on:
x=-_':%+2kn, (1)

kuna aga teine vorrand ei oma lahendeid. Valem (1)
annab antud vorrandi koikide lahendite hulga.

Kui vorrand sisaldab tundmatu mitmesuguseid trigono-
meetrilisi funktsioone, siis voib koik need funktsioonia
avaldada {ihe kaudu ja asendusi teostades saada vorrandi,
mis sisaldab vaid tundmatu iiht trigonomeetrilist funkt-
siooni.

Uht trigonomeetrilist funktsiooni teise kaudu avalda-
vate valemite kasutamine voib vorrandisse sisse tuua juuri
ja vorrandi vabastamisel neist on voimalik voorlahendite
tekkimine. Sellepirast on soovitav (kui see on voimalik)
valida niisugune asendus, mis ei too vorrandisse juuri.

108

T W A e



~

Niiteid. 1) Lahendada vorrand:
2 cos? x+3 sin x=0.
Lahendus. Asendame cos?x avaldisega 1—sin?x, saame:
2—2sin? x+3sin x=0 ehk 2sin?x—3sinx—2=0,

kust sinx=— _'_i— ja sinx=2.

Esimese vorrandi iildlahend on:

1
x=(—1)" arcsin ('—5) +na=(—1)"+! % +nx,
teine vorrand ei oma lahendeid.
Miarkus. Kui kasutada asendust Sifx=

==+1/1—cos?x, siis saame juurt sisaldava vorrandi.
Seeparast on antud vorrandi lahendamisel otstarbekoha-
sem avaldada koosinus siinuse kaudu, mitte aga siinus
koosinuse kaudu.
2) Lahendada vorrand:
sin x+cos x=1.
Lahendus. Asendades cos x=+ V1—sin?x, saame:
sinx+V1—sinx=1 ehk +V1—sin?x=1—sinx.
Mblemaid pooli ruutu tostes ja koondades saame:
sin? x —sin x=0, (2)

kust:
sinx=1 ja sin x=0.

Neid lihtsaimai(l'vc')rrand'eid lahendades leiame kaks sarja lahen-
deid:
~ :
x=g +2kn, x=nn (k ja n on tdisarvud).

Kontroll. Esimese lahenditesarja puhul
7 7
sin (5 -+ 2kn) el et (7 + 2k ) =0.

Vorrand (1) on rahuldatud. Teise lahenditesarja puhul

3 _ f 1, kui n on paarisary;
sin an=0, cosnx= \ —1, kui n on paaritu arv.

Vorrand (1) on rahuldatud vaid paarisarvulise n=2m puhul. Teise

sarja lahendid paarituarvulise n=2m+1 puhul on voorlahendid

(selle vorrandi teine lahendusmeetod on toodud lehekiiljel 113).
Vorrandi (1) tildlahend koosneb kahest sarjast:

T
N +2kn ja x=2mm.
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Ka nende vorrandite puhul, mis sisaldavad tundmatut
trigonomeetriliste funktsioonide mérgi all liitargumendis,
on real juhtudel vo6imalik koiki trigonomeetrilisi funkt-
sioone iihe kaudu avaldades saada vorrandit, mis sisaldab
vaid iihe trigonomeetrilise funktsiooni tundmatust.

Niiteid. 1) Lahendada vorrand cos 2x=sin?x.

Lahendus. Teostades asenduse:

7 1 —cos 2x
sin? x= o

saame jargmise vorrandi, mis sisaldab vaid iihe funktsiooni tund-
matust: g 2
| —cos 2x
cos 2x= CTIeT WP ehk 3cos2x=1,

kust:

| —

1
co8 2k= ;. 2x=tarc cos 3 +360°%

w

ja lopuks

1 1
x=t 5 arccos 3 +180°k =~ +35°16”+ 180°4.

2) Lahendada vorrand:

: n . .
sin (5 + x) cos 2x+sin (2x—mx) sin x=0.

Lahendus. Asendades

sin (% -4 x) =cos x ja sin(2x—m)=—sin 2x,
taandame vorrandi kujule:
cos x cos 2x—sin x sin 2x=0 ehk cos 3x=0,
kust:

i ; 7 w - (2k+1)x
3x=—§ +kn ja x= F+k W

§ 51. Teguriteks lahutamise meetod.

Kui pérast koikide liikmete iileviimist vorrandi vasa-
kule poolele saab seda poolt lahutada tegureiks, siis vor-
rand omandab kuju, milles korrutis vordub nulliga. Edasi
tuleb vérrutada nulliga iga tegur*, lahendada saadud
vorrandid ja dhendada koik leitud lahendid iheks hulgaks.

* Korrutis vordub nulliga siis ja ainult siis, kui vdhemalt iiks
teguritest vordub nulliga.
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Niide. Lahendada vorrand sin bx—cos 3x=sinx,

Lahendus. Viime koik liidetavad iile vasakule poolele ja lahu-
tame selle poole teguriteks. Jark-jargult saame:

(sin 5x—sin x) —cos 3x=0;

2 sin 2x cos 3x—cos 3x=0;
cos 3x(2 sin 2x—1) =0.

Vorrutades vasaku poole tegurid nulliga, saame vorrandid:
2sin2x—1=0 ja cos3x=0.

Lahendame esimese vorrandi:
; 1 7 g E 7 7
sin2x=5; 2=(-1)"g+nn ja x=(=1)"p+n5-
Lahendame teise vorrandi:

_m Py )
3x= 5 +kn; x= 5 "
Antud vorrandi {ildlahend koosneb kahest sarjast:

P - i 2k41
x=(—l)"1—2+n7 ja x=—F—m

Kui tundmatu mone védartuse puhul vdhemalt iiks
tegur muutub nulliks, aga teised (vdhemalt iiks) kaotavad
motte, siis kogu korrutis kaotab motte; tundmatu niisugu-
sed vairtused ei ole antud vorrandi lahendid.

Nidide. Kui vorrutada vorrandi 3
sin 2x tan x=0 (1)
vasaku poole tegurid eraldi nulliga, siis saame vorrandid:
sin2x=0 ja tanx=0, (2)

milledest leiame:
: -
x=n3 ja x=Fkn.

Teine tegur tan x kaotab matte vadrtuste x= % +kn=(2k+1) %

korral, mis sisalduvad esimese vorrandi (2) lahendite hulgas paaritu
n=2k+1 puhul. 'Need on voorlahendid. Paarisarvulise n=2k
puhul esimese vorrandi (2) lahendid sisalduvad teise vorrandi lahen-
dite hulgas. Antud vorrandi (1) iildlahendi valem on x=Fkm.
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§ 52. Lahendite kaotsiminekust ja vddrlahendite tekki-
misest teisenduste teostamisel.

Antud avaldise samasusteisendused voéivad munta
sin 2x

sin x
oma motet x=kn (k on mistahes tédisarv) puhul, sest
argumendi nende vidartuste korral nimetaja muutub nul-
liks. Kui teostada jargmine teisendus:
sin2x _ 2sinxcosx
BT 0 O LS

tema madédramispiirkonda. Nii néaiteks avaldis

=086

siis tekib avaldis 2cos x, mis omab motte argumendi x
koikide véaartuste puhul. Argumendi x lubatavate
védartuste hulk laienes.

Vastupidi, iileminekul avaldiselt 2cosx esialgsele
avaldisele Ss%lnz—iargumendi x lubatavate véartuste hulk
kitseneb.

Vorrandis sisalduvate avaldiste samasusteisenduste
teostamisel on voimalik voorlahendite tekkimine, kui tund-
matu lubatavate vddrtuste hulk laienes, ja on vdimalik
lahendite kaotsiminek, kui see hulk kitsenes.

Niide. Lahendada vorrand:

I+cosd 7 o sin'lx
2cosx  1—cos2x

(1)

Lahendus. Teostame murruliste avaldiste taandamise:

l14+cos2x 2cos?x

= R C08 4
2cosx 2cos x
sin2x _ 2sinxcosx  cosx
I—cos2x - 2sin?x  sinx’
Vorrand omandab kuju:
cos x cos x(sin x—1
CoOs X= — ehk (. ) =0. (2)
sin x sin x

Vorrutades lugeja tegurid nulliga:

cosx=0 ja sinx—1=0.
saame:

T A b
= +kn  ja x= 0 +2nmw.
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x vaartuste teine sari sisaldub esimeses ja molemad valemid voib

ithendada iiheks: x= g + k.

. Murruliste avaldiste taandamine iileminekul vorrandilt (1) vor-
randile (2) voib tekitada voorlahendeid. Antud niite puhul on koik
leitud lahendid voorlahendid, sest vorrandi (1) vasak pool kaotab

x= ; + kxt puhul motte. Antud vorrand ei oma lahendeid.

Miarkus. Lahendite kaotsiminekut ei saa esineda, sest
illeminekul vorrandilt (1) vorrandile (2) argumendi x lubata-
vate vaartuste hulk laienes.

§ 53. Trigonomeetriliste vorrandite lahendamise
erivotteid.

Jargnevate ndidetega on demonstreeritud trigonomeet-
riliste vorrandite lahendamist mitmesuguste erivotetega.
Need votted voivad olla koige mitmekesisemad, soltuvalt
vorrandi vasaku ja parema poole kujust.

Niiteid. 1) Lahendada vorrand sin x sin 7x=sin 3x sin 5x.

Lahendus. Teisendame vasaku ja parema poole summadeks:

cos 6x—cos 8x  cos 2x—cos 8x
2 = B ehk cos 6x=cos 2x.

Kasutame teguriteks lahutamise meetodit:
cos 6x—cos 2x=0; —2 sin4x sin 2x=0,

kust sin4x=0; sin2x=0 ja lopuks x=k % ning x=k;-!. Esimene

sari sisaldab teise (paarisarvulise k=2n puhul); seega x=k;

on antud vorrandi iildlahendi valem.
2) Lahendada vorrand: cos x+sinx=1.

Lahendus. Jagame molemad pooled arvuga V2 ja, arves-

] n
tades, et cos 2 =sin 1= —:2, kujutame vasaku poole vahe koosi-
nusena. Jark-jargult saame:

1 1
COSX* —— +S8inX: — = —
V2 Y2 y2
g . 4 :
C0s X Cos o +sin x sin Y = ﬁ,

S e o
cos{x — 7 —V_2 A R 3 T2k,
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kust leiame kaks sarja lahendeid:
x= 5 +2%mn ja x=2%km

Teise meetodiga lahendasime selle vdrrandi § 50 (lk. 109,
ndide 2). Kiesolevas paragrahvis esitatud lahenduse puhul pole
tarvis juuri kontrollida.

Miédrkus. Selle meetodiga voib lahendada vorrandi
asin x+bcosx=c. Toepoolest, abinurga sissetoomisega (vt.
§ 25) voib selle vorrandi teisendada kujule

Va?+b?sin(x+) =c.
3) Lahendada vorrand:
sin? x+sin x cos x—cos? x=0. (1)

Lahendus. Jagades molemad pooled avaldisega cos?x,
saame:
tan? x+tan x—1=0, d (2)
kust

tan x= _7I§V5 ja x=arctan ———2—\/5— + k.

Uleminekul vorrandilt (1) vorrandile (2) kitseneb vorrandi
madramispiirkond, sest tundmatu lubatavate viaartuste hulgast eral-

datakse arvud 12“ +kn.  Kuid iikski nendest arvudest ei rahulda vor-
randit (1), seega lahendite kaotsiminekut ei toimu.

Miarkus. See vorrand kuulub homogeensete trigono-
meetriliste vorrandite klassi, sest koik tema liikkmed on iihe ning
sama- (antud ndite puhul teise-) astmelised sinx ja cosx suh-
tes. Toodud meetodiga tavaliselt lahendataksegi homogeenseid
trigonomeetrilisi vorrandeid.

4) Lahendada vorrand 3 cos 4x—5 sin® x=10.

Lahendus. Vorrand ei oma lahendeid, sest 3cos4x ei ole
absoluutvdartuselt suurem kui 3 ja 5sinx pole suurem kui 5, seega
vorrandi parem pool ei saa olla 10.

§ 54. Trigonomeetriliste vorrandite ligikaudsest
lahendamisest.

Elementaarmatemaatika vahenditega pole mitte alati
voimalik moodustada antud vorrandi iildlahendi valemit.
Sel juhul arvutatakse praktikas juured ligikaudselt graafi-
lise meetodi ja funktsioonide vdartuste tabelite abll Selgi-
tame Geldut nditega.

Lahendada vorrand: x?=sin x.
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Hoolega joonestatud graafik (joon. 83) néitab, et joo-
ned y=x2? ja y=sinx loikuvad kahes punktis, abstsissi-
dega xo=0 ja x,>0. Vorrand omab kaks juurt xo=0
ja x,>0. Arvutame juure x, tdpsusega 0,1, kasutades
V. Bradise tabeleid.

Jooniselt on ndha, et juur x; asetseb vahemikus

%<x<—’2‘—. Sama kinnitavad ka arvutused. Tdoepoolest,

b SeREgEees EE T F e
B HH T HH
H L 8! 4{ i
8 T
s V=X
HHH
H ‘4
tHHH )
Lot 2] t
X HHTY
} ¥IT H
y=SIn X
HH
+HH HHHHT
le;l gllllllll
Joon. 83.

x=%’- puhul on antud vérrandiga ekvivalentse vorrandi
x?2—sinx=0 vasak pool negatiivne:

X2 —sin x= (%)2 —sin % ~ (0,7854)2—0,7071 ~

~0,6168—0,7071 <0, x= 3 puhul aga positiivne:

x2—sin x= (1,5708)2—1>0

(ruututostmine on teostatud ruutude tabelite abil).
Jooniselt on niha, et x; védartus on % «ldhedal»; see-

pérast, jaotades vahemiku (—4’5, %) néiteks viieks vordseks
z Sinp 7 7 37 s
osaks, proovime vaartust x= 7 T a5 = 1o = (54°). Saame:

X—sin x= (::'%)2 — sin 54°~ (0,9425) 2 —0,8090 ~
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=0,8883—0,8090>0. Kuna x=7% puhul vérrandi

4
- ks 3
x2—sinx=0 vasak pool on negatiivne, x= 1% * puhul
aga positiivne, siis %<x|<l—g- . Jagades vahemiku

(%, ?—g nditeks kolmeks vordseks osaks, proovime
vaartusi:
ok - 4n —48°) i it 7 e 1 —51°
X—;+6—0-—f5— (=48 ja X—;“!-g()—@ﬂ(* ).
Rilf, == %, siis saame:
47\2 . 4 : <
(T3) — sin {5 ~ (0,8378)2—sin 48°=0,7019 — (4,
—0,7431<0.
Proovime vaartust x= é—gnz
L n)2 —sin 51°~ (0,8901)2—0,7771~0,7923 —
—0,7771>0.
Seega juur x; asetseb arvude % =0,837<" ja

S n=0890... vahel, siis ka 0,8<x <09. Selleks et

selgitada, kumb vaartustest 0,8 voi 0,9 tuleb votta, proo-
vime x=0,85(=~48°42"):

(0,85)2—sin 48°42’~0,7225—10,7513 <0.

Jarelikult, 0,85<x;<0,9 ja seega x;=0,9 (liiaga).
Vahemiku edasise jaotamise teel voib x; arvutada tdpsu-
sega 0,01 jne.

§ 55. Ratsionaliseerimismeetodist.

Ratsionaliseerimismeetod seisneb jargmises: fuuakse sisse abi-
tundmatu nii, et pirast asendust tekiks selle abitundmatu suhtes
ratsionaalne vorrand.

Naitena lahendame vorrandi:

asinx+bcosx=c, kus a #0, b+#0 ja c+#0.

T




Lahendus. Kuna cosx ja sinx avalduvad ratsionaalselt

x
tan 2 kaudu (vt. § 26), siis, vottes {=tan & 5 » saame:

s i3
A I—tan? 5 T L 2tan 3 s U
Rl X R, e x 148
l+tan’7 1+ tan? D)

Parast asendamist omandab vorrand kuju:

t{b+c)—~2at+e—b i
P AR Th @
Korrutades molemad pooled avaldisega —(1+4#2) (mis iga f
puhul erineb nullist), saame ruutvorrandi:
(b+c)2—2at+c—b=0, (3)

mis on samavaarne vorrandiga (2), kust b % —c¢ puhul
atVal+p—c? ;
SRR LR )

t vaartused on reaalsed, kui a®2+ 52> c2
Kui 6= —c, siis vorrand (3) muutub esimese astme vorrandiks,
millest leiame:

% SORAEY SRR A s [’)
t=tan 5 =—=, 5 =arctan =) Tk (5)
X Y
Abimuutuja avaldis f=tan 5 kaotab motte 5 =5 +kx puhul,

s. t. x=(2k+1)x puhul. Vorrandi (1) lahendid kujul x=
=(2k + 1)t (kui sellised lahendid on olemas) voivad olla kaotsi 1&i-
nud. Asendades x=(2k+1)m vorrandisse (1), saame —b=c.

Sel juhul vorrand (1) omab sarja lahendeid x= (2k+1)m.

Oeldust jareldub:

1°. Kui a2+b2<c?, siis vorrand (1) ei oma lahendeid, sest vor-
rand (3) ei oma reaalseid juuri.

2°. Kui @®+6%2>¢? ja ¢ + —b, siis vorrandist (4) leiame:

axVa’+b2—c?

b +kn)-

X =2 (arc tan

3°. Kui c=~b‘, siis vorrandil (1) on kaks sarja lahendeid:

b
x=(2k+1)nt ja x=2arctan (—71) +2kmn [vorrandist (5)].
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Ajalooline iilevaade.

Trigonomeetria, samuti nagu iga teinegi teaduslik distsipliin,
tekkis inimkonna praktilise tegevuse vajadusist. Astronoomia, mere-
soidu, maamootmise ja arhitektuuri mitmesugused iilesanded 16id
vajaduse niisuguse meetodi viljatdétamiseks, mis voimaldaks arvu-
tada geomeetriliste kujundite elemente nende kujundite teiste, vahetult
mootmise teel leitud elementide vairtuste jargi. Nii niiteks arvuta-
sid astronoomid vaatluste ja modtmiste tulemusel saadud andmete poh-
jal vilja kaugused Maalt teiste taevakehadeni.

Nimetus «trigonomeetria» ise on parit kreeka keelest ja tol-
kes eesti keelde tdhendab «kolmnurkade moGtmine»; Touyovov
(trigonon) — kolmnurk, petrgéwv (meterein) — mootmine.

Trigonomeetria alged ulatuvad kaugesse minevikku. Juba ammu
e.m. a. oskasid muinasbabiiloonia teadlased ennustada péikese- ja
kuuvarjutusi. Sellest voib teha jérelduse, et nad tundsid moningaid
lihtsamaid fakte trigonomeetriast.

II saj. e.m.a. vajas matemaatilist ldbito6tamist astronoomilis-
test vaatlustest kogutud materjal. Uheks trigonomeetria aluste raja-
jaks loetakse vana-kreeka astronoomi Hipparchost, kes elas
Il saj. e.m.a. Hipparchos oli esimeste trigonomeetriliste tabelite
autoriks. Need tabelid ei ole meie ajani sdilinud, kuid oma teoses
«Almagest» * toi nad tdiustatud kujul dra kuulus Aleksandria
astronoom Klaudios Ptolemaios, kes elas II sajandi teisel
poolel p.m. a. Neis tabeleis anti ringjoone koolude vdartused vas-
tavate kesknurkade mitmesuguste vaartuste jaoks. Koolude mootiihi-

1
kuks oli 60 raadiusest. Need tabelid olid, tdnapdeva termineid tarvi-

tades, poole kesknurga kahekordse siinuse tabelid. Neis oli antud
koolude vdartused nurkade 0°5; 1° 1°5; 2° 2°5...; 180° jaoks.
Kuid tuleb silmas pidada, et Vana-Kreekas trigonomeetria ei eraldu-
nud iseseisvaks teaduseks, vaid teda loeti astronoomia osaks.

Tihtsa panuse trigonomeetria arengusse andis india matemaa-
tika perioodil V—XII saj. p.m.a. India matemaatikud hakkasid
arvutama mitte tervet koolu, nagu seda tegid kreeklased, vaid poolt
sellest (s. t. siinusldiku). Hindud koostasid «siinuste» tabeli, milles

* «Almagest» on Ptolemaiose teose araabiakeelne nimetus.
Kreeklased nimetasid seda teost ,MeyaAn ovvragll” (megale
siintaksis = «Suur konstruktsioon»). (T6lk.)
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oli antud poolkodlude vaartused moodetult ringjoone osades (minu-
teis). India matemaatikud tundsid seoseid, mis tdnapdeva téhistus-
tes kirjutatakse:

sinfa+cos2a=1; cosa=sin(90°—a).

Perioodil IX—XV sajandini kuulus juhtiv koht matemaatika
arendamises Kesk-Aasia ja Taga-Kaukaasia rahvastele. Kesk-Aasia
matemaatika areng toimus samuti tihedas seoses astronoomia, geo-

raafia ja geodeesia poolt piistitatud praktiliste arvutusiilesannete
ahendamise vajadusega. Kesk-Aasia teadlased votsid vaatlusele
kuus trigonomeetrilist 16iku (siinus-, koosinus-, tangens-, kootan-
gens-, seekans- ja koosekansloik). Pédikese korguse madramise iiles-
annete lahendamiseks koostas siitiria astronoom Al-Battani
(elas X saj.) kootangensi vaartuste vaikese tabeli. Silmapaistev astro-
noom ja matemaatik Abul Vafa Horasanist (praegu Iraani
territoorium) avaldas sonaliselt algebralised seosed trigonomeetri-
liste funktsioonide vahel; tema koostas ka siinuste tabeli tdpsusega

1
Bo7 iga 10" tagant ja samuti tangensite tabeli.

Kesk-Aasia teadlaste toodega formeerus trigonomeetria iseseis-
vaks teaduslikuks distsipliiniks, milles uurimismeetodiks olid mitte
ainult geomeetrilised konstruktsioonid, vaid ka algebralised seosed
trigonomeetriliste funktsioonide wvahel. Kuulus aserbaidZaani mate-
maatik ja astronoom Nasir-addin at Tusi (elas XIII saj.)
esitas teoses «Traktaat tdielikust nelikiilikust» (traktaat on télgitud
vene keelde) trigonomeetria iseseisva teadusena. Selles teoses toodi
esmakordselt sisse rida uusi moisteid ja saadi rida tdhtsaid tulemusi.

Samarkandis - (XV saj.) elanud kuulsa astronoomi Ulugbeki
observatooriumis tootati valja kiillaltki tdpne meetod trigonomeetri-
liste tabelite koostamiseks.

Kesk-Aasia matemaatika ennetas reas iilitdhtsates avastustes
Laane-Euroopa teaduse. Nasir-addin ad Tusi arendas trigonomeetriat
kui iseseisvat distsipliini peaaegu 200 aastat enne Regiomontanust —
trigonomeetria aluste rajajat Euroopas.

Esimesed teaduslikud tood trigonomeetriast Ladne-Euroopas
kuuluvad XV sajandisse. Meresdidu areng noudis oskust tépselt
miidrata taevakehade asetust, mis omakorda 16i Kkiillaltki tédpsete ,
trigonomeetriliste tabelite koostamise vajaduse. XV sajandil kirjutas
saksa teadlane Regiomontanus (Johannes Miiller) traktaadi
«Viis raamatut igasugu liiki kolmnurkadest», kus anti trigonomeet-
ria siistemaatiline esitus iseseisva tealdusliku distsipliinina. Tema

koostas ka siinuse tabelid tdpsusega 1g7 - Regiomontanuse tabeleis

voeti raadiuse pikkuseks 10000000, aga mitte arv, mis oleks arvu
60 mingi kordne, s. t. tegelikult teostati iileminek mootmiste kuue-
kiimnendsiisteemilt kiimnendsiisteemile.

Algebralise siimboolika areng vdimaldas trigonomeetrilisi seo-
seid iiles kirjutada valemite abil; negatiivsete arvude teooria raken-
damine voimaldas vaadelda nurga ja kaare suunda ning laiendada
trigonomeetriliste 16ikude moistet mistahes nurkadele. Seega moo-
dustus baas trigonomeetriliste funktsioonide kui arvulise argumendi
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funktsioonide uurimiseks. Analiiiitilise aparaadi trigonomeetriliste
funktsioonide véaartuste arvutamiseks (mistahes tapsusega) tootas
vilja Newton.

Trigonomeetria edasine areng on seotud suure teadlase, Vene
Teaduste Akadeemia liikme L. Euleri (1707—1783) nimega. Enne
Eulerit vaadeldi trigonomeetrilisi funktsioone kui l6ike ringis (nii-
nimetatud trigonomeetrilised 16igud); Euler hakkas trigonomeetriliste
funktsioonide vdartusi vaatlema kui arve — trigonomeetriliste 1i-
kude suurusi ringis, mille raadius on voetud ithikuks. Euler lahendas
16plikult kiisimuse trigonomeetriliste funktsioonide markidest mitme-
sugustes veerandites, lihtsustas ning andis {ildise toestuse reale
trigonomeetria teoreemidele ning avastas seose trigonomeetriliste
ja kompleksargumendi eksponentsiaalfunktsiooni vahel.

Trigonomeetriliste funktsioonide teooria analiiiitilise (geomeet-
riast soltumatu) iilesehituse, mida alustas Euler, viis oma toodes
I6pule suur vene teadlane N. I. LobatsSevski.

Trigonomeetriliste funktsioonide vaatlemine ténapéeval arvulise
argumendi funktsioonidena on suurel madral tingitud fiiiisika,
mehhaanika ja tehnika arengust. Need funktsioonid said aluseks
matemaatilisele aparaadile, mille abil uuritakse mitmesuguseid
perioodilisi protsesse: vonkliikumised, lainete levimine, mehhanis-
mide liikumised, vahelduvvoolu vonkumine. Nagu nditas J. Fourier
(1768—1830), on iga perioodiline .liikumine kuitahes tadpselt kujuta-
tav lihtsaimate sinusoidaalsete (harmooniliste) vonkumiste summana.

Oma arengu esimestes staadiumides oli trigonomeetria geomeet-
riliste arvutusiilesannete lahendamise vahendiks ia tema sisuks loeti
lihtsaimate geomeetriliste kujundite, s. t. kolmnurkade elementide
arvutamist. Tdnapdeva trigonomeetrias omab iseseisvat ja sama olu-
list tdhtsust trigonomeetriliste funktsioonide omaduste uurimine.

Need funktsioonid omavad erakordselt olulist téhtsust tana-
pdeva matemaatilises aparaadis, mis on vajalik loodusndhtuste sea-
dusparasuste uurimiseks ja nende seaduspdrasuste kasutamiseks ini-
mese praktilises tegevuses.
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