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Liihikokkuvote

Kolmekaupa Markovi ahel (TMM) iildistab paarikaupa Markovi ning varjatud
Markovi ahelaid. Ulesande konstrueerimisel eeldame, et meil on Markovi protsessi
(U, X,Y) puhul fikseeritud vaatlusandmed (y;){_; ning me soovime leida Viterbi
rada x* ehk argmax, > ., p(u,z|y). Et selle lahendamine on NP raske, leitakse
toos Viterbi raja lahend variatsioonise Bayesi meetodi abil. Belief propagation
(BP) ja wariational message passing (VMP) algoritmide tulemusena leitakse er-
inevate kitsendustega ¢(u, ), mis minimiseerib KL kaugust D[q||p] ning seejérel
antakse lahend moodu ¢(x) Viterbi rajana kasutades Viterbi algoritmi. Eksperi-
mendid naitavad, et kaks algoritmi komplementeerivad iiksteist ehk arvutuslikult
keerukam BP algoritm ei ole alati parem.

CERCS teaduseriala: P160 Statistika, operatsioonianaliiiis, programmeerim-
ine, finants- ja kindlustusmatemaatika.

Marksonad: HMM, PMM, TMM, juhuslikud protsessid, Markovi ahelad, statis-

tiline jareldamine.



APPROXIMATING VITERBI PATH IN TRIPLET MARKOV CHAINS
USING VARIATIONAL METHODS
Master thesis
Jaan Erik Pihel

Abstract

Triplet Markov chain (TMM) generalises both pairwise Markov and hidden Markov
chains. We look at a problem for which we have a Markov process (U, X,Y)
with fixed observations (y;)._, and we wish to find a Viterbi path for =*, i.e.
argmax, » . p(u,x|y). Since that is a NP hard problem, we choose to approxi-
mate the Viterbi path using variational Bayes methods. Belief propagation (BP)
and variational message passing (BP) algorithms find a measure ¢(u, ) under
different constraints which minimise KL divergence Dk [q||p] and give the Viterbi
path approximation as the Viterbi path of the marginal ¢(x) using the Viterbi
algorithm. Experiments show that the two algorithms complement each other,
i.e. sometimes the computationally easier VMP algorithm outperforms the other
algorithm.

CERCS research specialisation: P160 Statistics, operations research, program-
ming, actuarial mathematics

Key Words: HMM, PMM, TMM, random processes, Markov chains, statistical

inference.



Contents

Sissejuhatus

1 Variatsioonilised Bayesi meetodid Viterbi raja ldhendamiseks

1.2 Ulesande ja lihendite kirjeldus . . . . . .

1.3 Variatsiooniline meetod moodu parandamiseks . . . . .. ... ... ...

1.4 Marginaalide ldhendamine . . . . . . . ..

2 Algoritmid
2.1 Edasi-tagasi algoritm . . . . .. ... ...

2.2 Viterbi algoritm . . . . . ... ..o L.

3 Viterbi raja lahendamine
3.1 Belief propagation (BP) . ... ... ...

3.2 Variational Message Passing (VMP) . . .

4 Eksperimendid

4.1 Paarikaupa varjatud tunnusega Markovi ahel . . . . . ... ... .. ...

4.1.1 Eksperimendid viikese T" korral . .
4.2 Vahelduva reziimiga mudel . . .. .. ..
4.2.1 Eksperimendid viikese 1" korral . .

4.2.2 Eksperimendid sama PMMi korral

Kokkuvote

10

11

21

23

23

24

26

26

30

33

33

34

34

37

39

42



Kasutatud allikad

Lisa 1. Julia koodi repositoorium

43

44



Sissejuhatus

Diskreetsed Markovi ahelad ja varjatud Markovi ahelad ning nende omadused on varase-
malt pohjalikult uuritud. Kui varjatud Markovi ahela {W;, Y;}X; puhul séltub vaatlus
Y; vaid juhuslikust suurusest W;, vaatleme me laiendatud mudeleid mida kutsutakse
paarikaupa Markovi mudeliteks (PMM), kus p(y¢|wi—1, ye—1,wt) # p(y¢|we). Kui nduda,
et protsess {W;} = {U;, X} oleks omakorda paarikaupa Markovi ahel, saame kolmekaupa
Markovi mudeli (TMM) {U;, X;, Y;}1_,. Kui vaatlusandmed y on fikseeritud, saame hu-
vipakkuva diskreetse mittehomogeense paarikaupa Markovi mudeli kirjeldamaks ahela

{Us, Xt|y} jaotust.

Kui varjatud Markovi ahela puhul on Viterbi raja ehk kéige suurema téenéosusega raja
x leidmine lihtne Viterbi algoritmi abil, siis on ndidatud, et juba PMM korral voib
Viterbi raja leidmine olla NP raske. Kuigi variational inference meetodid leiavad kir-
janduses enamasti rakendust jaotuste lahendamisel, loome magistritoos kaks algoritmi,
mis annavad punkthinnanguna Viterbi algoritmi ldhendi kasutades variatsioonilisi mee-
todeid. Kirjeldame, kuidas leida teatud kitsendustega jaotused, mis on Kullback-Leibleri
kauguse mottes lahedaseimad huvipakkuvale paarikaupa Markovi mudelile ning seejérel
saame leitud jaotustele rakendada Viterbi algoritmi. Sellele eelnevalt tGestame, et koige

ldhedasemad jaotused eksisteerivad ning algoritmid nendeks ka koonduvad.

Eksperimentaalosas tegeleme diskreetsete mittehomogeensete paarikaupa Markovi ahe-
late kirjeldustega, mille pohjal indikeerida, kumba t66s kirjeldatud algoritmi rakendada.

Samuti moodame, milline algoritm keskeltldbi paremaid tulemusi annab.



1 Variatsioonilised Bayesi meetodid Viterbi raja

lahendamiseks

1.1 Paarikaupa ja kolmekaupa Markovi ahelad

Et paarikaupa ja kolmekaupa Markovi ahelate omadusi on varasemalt uuritud palju
(Kuljus and Lember, 2022), (Soop, 2023), (Avans, K., 2021), siis toome vilja vaid

olulisemad definitsioonid ja tulemused.

Meenutame, et diskreetne Markovi ahel Z = (Z;); on protsess mille korral kehtib Markovi

omadus ehk iga T' € N korral

T
P(Zy=2z,...,27 = 2zr) = P(Z1 = ») HP(Zt = 2|21 = z-1),
t=2
kus Z; votab vaartusi tilimalt loenduval hulgal Z. Kui iga t korral on iilleminekumaatriks

P(Zy = z|Zi—1 = z-1) sama, 6eldakse, et see Markovi ahel on homogeenne, vastasel

juhul mittehomogeenne.

Paarikaupa Markovi ahelaks nimetame kahe muutujaga Markovi ahelat {Z; }; = {(X¢, Y1) }+,
mille voimalikud véartused on hulgas Z C X x ). Olgu teada juhusliku suuruse Z; tihe-
dus 7 korrutisméodu ¢ x p suhtes, kus ¢ on loendav moot téendosusruumiga (X', B(X), ¢)
ning p moot toendosusruumiga (Y, B(Y), u). Kui Y on ilimalt loenduv, saame Markovi
ahelat kirjeldada ¢ > 1 korral iileminekumaatriksite P(Z; = 2z¢|Z;—1 = z;—1) abil. Kui Y

ei ole iilimalt loenduv, kirjeldame Markovi ahelat tileminekutiheduse abil
p: 2% —[0,00), (2, 21-1) ¥ pelze|2e-1),

kus pg(+|zi—1) on toéendosusmoddu tihedusfunktsioon korrutismoddu ¢ x p suhtes. Saab



aga niidata, et fikseeritud y € Y7 korral tingliku protsessi X |y tihedus

=

P(X = iB|Y = y) = P(Xl = 1,‘1|Y = ’y) P(Xt = SL‘t|Xt,1 = ﬂjtfl,Y = y)

-
I|
N

P(X;=x, X411 =21]Y =)
P(Xi1 =x]Y =vy)

=

:P(X1::E1|Y:y)
t

[|
¥

diskreetne (Avans, K., 2021 1k 15). Seega on meid edaspidi huvitavad jaotused igal juhul

diskreetsed.

Olgu teada homogeense kahekordse Markovi ahela iileminekutihedus p(x¢, yi|zi—1, yi—1)
ning algtihedus m(z1,y1). Néaitame, et fikseeritud y € Y7 korral on tinglik protsess X |y

Markovi omadusega toendosusmoot ja faktoriseerub kujul

T
p(aly) = w(z1ly) [ [ ooy, yiora). (1.1)
t=2
Téhistame fikseeritud i < j korral vektoreid kui @;.j := (4, ...,2;), © == (v;)]_; ning
X\ j = (1,000, Tio1, Tig1, 068,51, Tjy1, - -, o). Kirjutame

bz 1:T|L1:t—1, Y1:t—1) P\L1:t—1, Y1:t—1
(@i, y) ((t,yt+ |11, Y1:0-1) P(T1:0-1, Y1:0-1)

P(Yet1.7, Y| Y1:t—1, T1:6—1) P(T1:6—1, Y1:6—1)
p(xt, Yer|Ti—1, Y1—1)
p(yt:T\iUt—h yt—1)

= p(xt’wt—lv yt—l:T)a

kus esimeses vorduses kasutame Bayesi valemit ning teises kasutame ara seda, et tegemist

on varjatud Markovi ahelaga, ning kolmandas taas Bayesi valemit.

Analoogse arutelu tulemusel saame ka, et

- plrg,yer|io, ye-1) (T yerlTio1,y)
p(xe|Te—1, Ye—1:7) = = = p(x¢|Ti-1,Y).
p(yer|re-1,yi-1) p(Yer|zi-1,9)

Edaspidi saame soltuvust suurusest y vaadelda implitsiitselt ning defineerida téenéo-



susmoodu p(x), mis faktoriseerub kujul (1.1) ehk X on diskreetne mittehomogeenne

Markovi ahel.

Niiiid defineerime kolmekaupa Markovi ahela kui {Z;}; = {(Uy, X¢, Yz) }+ tile ruumi Z C
U x X x ), kus lisaks varasemale on defineeritud loplik & = {1,...,|U|} loendava

mooduga . Algtihedus olgu 7w(uq,z1,y1) ning iileminekutihedus

p: 22— [0,00), (2¢,2t—1) — p(2¢]zt-1)-

Kuna paarikaupa ja kolmekaupa Markovi ahelad on Markovi ahelad, omavad nad omaette
definitsioonidena motet, kui anda marginaalprotsessidele U, X, Y asjakohane tdhendus.
Juhuslik vektor X € X7 kirjeldab meile huvipakkuvaid varjatud tunnuseid, juhuslik
vektor U € UT olgu segav parameeter ning juhuslik vektor Y € Y7 kirjeldagu vaatlu-
sandmeid. Ehk me tdhistame vektoriga y juhusliku vektori Y realisatsiooni, mille jargi
tinglikustades saame diskreetse mittehomogeense paarikaupa Markovi ahela (X,U)|y
ning juhusliku vektori U iihisjaotusest vélja summeerides saame juhusliku vektori X |y

jaotuse.

Et iga kolmekaupa Markovi ahel on ka paarikaupa Markovi ahel, siis nagu néitasime
paarikaupa Markovi ahela puhul, saame ka siin vaadelda tingliku protsessi (U, X)|y
asemel sellele vastavat mittehomogeenset paarikaupa Markovi ahelat. Kirjutame edas-
pidi sellise diskreetse mittehomogeense paarikaupa Markovi ahela algjaotuse kui 7 ning

iga t > 2 korral iileminekumaatriksi

pe: (U X X)z —[0,00), (Up—1,Ti—1,us, T) = Pe(us, Telug—1, Te—1).

Uuritav mudel on w € U7,z € X7 jaoks
T

plu,x) = m(ur, x1) [ [ pe(ve, w1, 20-1). (1.2)
t=2

Marginaalméote téhistame kui p,(x) == >, p(u, ) ja py(u) := >, p(u,x), kusjuures



vastavad marginaalprotessid pole iildiselt Markovi ahelad (Soop, 2023).

1.1.1 Naited

Kirjeldame vahelduva reziimiga mudeleid nagu seda tehti peatiikis 3.2.3 (Avans, K.,
2021). Olgu meil Markovi protsess {U,}, kus U; votab vaartusi hulgal {A, B, C'}, mida
nimetatakse reziimideks. Olgu Markovi protsessi kirjeldav algtdenéosus m, ning 3 x 3
ileminekumaatriks p,. Tavaks on nouda, et see iileminekumaatriks on ithikmaatrik-
sile ldhedane, et jargmisel ajasammul samasse reziimi jadmine oleks suure toendosusega
siindmus ehk p, (us = aju;—1 = a) = 1 — &, iga a € {1,2, 3} korral. Utleme, et ajahetkel
t on protsess reziimis A kui uz_1 = A, us = A.

Vaatleme lisaks Markovi protsessile {U;} veel lisaks kaheseisundilist protsessi { X}, X; €
{0,1}. Olgu igas reziimis X; jaotus kirjeldatav Markovi protsessina - st ajahetkel ¢ olgu
reziimis A protsessi X; iileminekumaatriks 2 x 2 maatriks p4. Igale reziimile loome
ka vastava algtoenidosustejaotuse p(z1|ui). On loomulik néuda, et pa, pp, pc erineksid
iiksteisest piisavalt.

Niiiid saame kirjeldada protsessi {U;, X;} kahekaupa Markovi ahela abil, mille jao-

tust saab kirjeldada algtoenédosuse ja iileminekutbendosusega

m(ur, x1) = my(u1)p(z1|ur)

p(ue, Te|ue—1, T4—1) = pu(ue|w—1)p(Te|xi—1, we—1, ue),

kus on veel p(x¢|zi—1,ui—1,u) on iga up # uy—; korral mingi 2 x 2 ileminekumaatriks

Dus_1,u.- Saame kahekordse Markovi ahela iileminekumaatriksi

pu(AlA)pa  pu(AlB)pap pu(A|C)pac
P= | pu(Bl|A)ppa pu(B|B)pe pu(B|C)psc
pu(ClA)pca pu(C|B)pcs  pu(C|C)pcc

Utleme, et juhuslikku suurust X; loetakse miiraga, kui meil on vaatlusandmeid kirjeldav



juhuslik suurus Y;, mille jaotus on p(y¢|x¢) = z¢ + €, kus € on mingi séltumatu juhuslik
suurus, nt ¢ ~ N(0,1). Saame niiiid protsessi {U;, X, Y:} kirjeldada kolmekaupa

Markovi ahelana, kus

m(u1, 21, Y1) = mu(wr)p(@1us)p(ys|z1)

P(Uu Tt, yt’“t—h Tt—1, yt—l) = pu(ut’ut—l)p(xt‘mt—h Ut—1, Ut)p<yt‘$t)~

Kui vaatlusandmed y on fikseeritud, saame protsessi {Uy, X; }|y kirjeldada niiiid mitte-
homogeense paarikaupa Markovi ahelana, kus algtoendosus ja iileminekumaatrik-

sid on

Dt ny P T, Y)
p(y)
)OI DI (3 2% 1)
p(y)

m(uy, 1) =

pe(ue, Telug—1,Te-1) =

)

kus p(y) = 3y 5 P(U, T, Y).

1.2 Ulesande ja lihendite kirjeldus

Olgu meil 16plikul olekute ruumil defineeritud mittehomogeene paarikaupa Markovi ahel

X,U). Ulesandeks on leida * € X7, kus
(

x* = arg max Z p(x,u). (1.3)
zeXT ueldT

Sellist x* nimetatakse Viterbi rajaks. On voimalik niidata (Lyngse and Pedersen,
2002), et Viterbi raja leidmine on NP-raske iilesanne. Viterbi raja tépselt leidmise
asemel leiame marginaalmoéodule p, 1ahendi g, mille jaoks uurime, kas mingitel juhtudel
on ldhendi g, Viterbi rada sagedasti vordne Viterbi rajaga *. Neid tingimusi uurime
eksperimentide abil peatiikis 4. Selles t06s kasutame marginaalmoddu lahendamiseks

variatsioonilisi meetodeid. To66 koosneb kahe algoritmi kirjeldamisest, mis molemad
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lahendavad erinevate kitsendustega minimiseerimisiilesannet
arg min Dx[q| pl, (1.4)
q

kus Kullback-Leibleri kaugust defineeritakse kui

Diilall pl:= > qlu,z)n? (1.5)

zeXT uelT
1. Esimeses belief propagation (BP) algoritmis leiame KL kauguse (1.5) mottes parima
toendosusmoodu kujul ¢(u, ) = gz (x)q,(u) ning seejérel kasutame Viterbi algo-

ritmi moodu ¢, jaoks, et saada Viterbi raja ldhend xgp.

2. Teises variational message passing (VMP) algoritmis nouame ajalist soltumatust
toendosusmoodus g(u, x) = Hthl qt(ut, £1) ning minimiseerime KL kaugust (1.5).
Viterbi raja lihendi leiame z} = argmax,, >, gi(us, 7¢) abil iga t korral saades

Viterib raja ldhendi x5 p.

Algoritmide nimed on inspireeritud artiklist (Parr andothers, 2019).

Peatiikis 1.4 uurime pogusalt, miks me minimiseerimisiilesande (1.4) asemel ei vaata
ilesannet

arg min Dky[p|| 4],
q

kus KL kauguse sees on moodud p ja ¢ vahetanud oma asukohad.

1.3 Variatsiooniline meetod moodu parandamiseks

Fikseerime 7' € N. Olgu X ja U 16plikud tihestikud ja p(u, x) olgu mingi hulgal X7 <™
antud diskreetne téendosusmoot. Olgu P(U) ja P(X) vastavalt hulgal UT ja X7 antud
koikide diskreetsete toendosusmootude hulk. Suvalise paari ¢, € P(X) ja qu € PU)

korral olgu ¢, X ¢, korrutisméot hulgal U7 x XT. Vaatleme optimiseerimisiilesannet

min DKL[Qu X %c”p]’ (16)
qu X4z

11



kus miinimum voetakse iile koikide korrutismootude.

Naitame, et see miinimum leidub. Selleks piisab meenutada, et diskreetsete tGendosus-
modtude kaalud moodustavad [U|T—1 ja |X|T—1 dimensionaalsed simpleksid, mis on
kompaktsed ruumid ja mille otsekorrutis on samuti kompaktne ruum. KL kaugus on es-
imese argumendi jargi pidev ning on mittenegatiivne. Funktsionaalanaliilisist on teada
Weierstrassi teoreem, (E. Oja and P. Oja, 1991 II peatiikk §5) mille pohjal miinimum

ka saavutatakse.

Jargmiseks uurime, millises P(U) x P(X) alamruumis P, x P, on KL kaugus esimese
argumendi, st ¢, X ¢, jargi rangelt kumer. KL kaugus (1.5) on 16plik, kui supp ¢, X ¢, C
supp p, sest uuritavas KL kauguses on liidetavaid 16plik hulk ning liidetav ei ole 16plik vaid
juhul, kui leiduvad sellised u, @ nii, et g, (w)g.(x) > 0 ja p(u, ) = 0. Olgu S, S, sellised
simpleksid, kus iga q, € Sy,,qr € S korral suppq, X g C suppp. Mittetriviaalselt
eeldame, et selliste simpleksite korrutis ei ole tithihulk. Niiiid naitame, et KL kaugus on
rangelt kumer ehk iga q, X ¢g, qu X @y korral, kus ¢, X ¢z # Gu X Gz ja Dxr[qu X ¢z||p],
Dx1,[Gu X Gz||p] on 16plikud kehtib

Dxr[Mqu % gz) + (1 = A)(Gu X @2)l|p] < ADkrlgu X gzllp] + (1 — A) Dxr[@u X Gul|p)-

Mittenegatiivsete arvude ai,...,an,a = ;_; ag,bi,..., by, b:=> by korral kehtib

logaritmide summa vorratus (Log sum inequality, 2025)

a - ag
alng < ;aklnbk,

kus vordus kehtib vaid juhul, kui leidub c nii, et a = cbg. Saame soovitud kuju kui vor-

ratuse paremal pool logaritmide argumendid korrutada liikmega % voi % ja kirjutada

12



iga u, x korral

Au(u)ge(z) + (1 = A)gu(u)g(x)
AP(u,x) + (1 — \)P(u,x)
A)q

(1= () o) n L

(Aqu(©) gz () + (1 = A)qu(u)dz(2)) In

< Aqu(u)gz(x) In W

kusjuures et q, X ¢z # Gu X Gz, siis leiduvad w, x nii, et eelmine vorratus on range.

Oleme néidanud, et {ilesande (1.6) lahend leidub ja on tihene. Jargmiseks uurime, kuidas

lahendit leida.

Esiteks uurime, kas moodu p marginaaljaotuste korrutis p, X p, on iilesande (1.6) la-
hendiks. Toome kontranéite, et see nii ei ole. Vaatleme tihisjaotust p = [0.1,0.2;0.1,0.6]
(st p(u = 1,2 = 2) = 0.2), marginaale p,, = [0.3,0.7],p, = [0.2,0.8] ja mddte g, = pu,
gz = [0.19,0.81]. Leides KL kaugused nédeme, et Dkr,[P, X Py||P] > Dki[Qu X Qz||P].
Kuigi leitud 1dhendid ei ole iildiselt marginaalid, voib selline ldhenemine olla Viterbi raja

leidmisel ikkagi hea, kuid selle hindamiseks kasutame eksperimente.

Uurime miks on tilesande (1.6) lahendite ¢y, ¢, analiititiliselt leidmine raske. Proovime
otsida Lagrange’i miiramata kordajate meetodi abil sona @ € UT kaalu q,(@) jaoks

kriitilist kohta

aqf(a) Dxr[gu X gz|lp] + >\1<1 - gqx> + )\2<1 - ;quﬂ _0,

siis leides tuletised saame vorrandi
1+ Ing,(a qu )Inp(w,x) + A2 =0,

mis on meile probleemiks, sest ¢, (x) kaalud leiaksime analoogselt kasutades modtu g,

sh kaalu ¢, (@), mida me ei pruugi teada.

Et iilesande (1.6) lahendamine analiiiitiliselt on raske, siis loome iteratiivse algoritmi

ldhendite ¢, g, leidmiseks. Me alustame suvaliste toendosusmootudega qq(, ), q(o). Igal

(4)

iteratsioonil fikseerime ¢z’ leidmaks uut téendosusmaootu q( i+1) , mis vihendab KL kau-

13



gust (1.5), misjérel fikseerime quH) ning leiame qyﬂ), mis samuti KL kaugust vihendab.

Kirjeldame, kuidas selline algoritm voiks kaituda. Valime algjaotused
¢V S0, ¢ € Sy, do = Divlal?) x ¢¥[|p) < o0

ning seejarel leiame

gtV = arg min Dic[gu x ¢||p), do;i—1 := Dxr[¢0 ™) x ¢||p] (1.7)
g™t = arg min Dy [¢{) % g2 ||p], do; := Dgr[¢f D x ¢ V|p). (1.8)
g €P(X)

Et iga i > 0 korral ¢ e PU), siis

min Dk [qu % ¢?lp] < Dxrlg? x ¢@||p]
qu€PU)

ja sarnaselt saame arutleda ka ¢, puhul. Seepérast on iteratsioonidel leitavad mé6dud
sellised, mis moodustavad KL kauguste mottes monotoonselt mittekasvava jada (dy).
Voime vaadelda iteratsioone kui kiireima languse meetodi (gradient descent) erijuhtu.

Et KL kaugus on mittenegatiivne, on see jada alt tokestatud ning koondub. Defineerime
L:Sy xS =R, (qu:q) = Dk [qu X ga||p]

Jargmisena néitame, et algoritmi protseduur koondub iilesande 1.6 lahendini. Tépse-

malt, et toimub koondumine

(qff), qgﬂ’“)) . , (qq(fo), q;ﬁ"o))

nii, et
L( (00), <°°>) = min  Liq, ).
qy "4z DS eS, (qu qcc)

Selle sonastame hiljem teoreemina, kuid enne tdestame vahetulemusena jérgnevad lem-
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mad.

Lemma 1. Olgu (qy, §:) ruumi Sy, x S, element, millele vastav KL kaugus ei ole min-
imaalne. Siis algoritmi sammudega (1.7) voi (1.8) saadav paar (G, Gz) voi (Gu,q,) on

vdsksema KL kaugusega.

Toestus. Olgu (Gu, Gx) selline paar, mille korral

L (qua Qm) > quebgul,iqliesz L(Quy Qm)-

Et KL kaugus on ¢ kaalude jargi diferentseeruv ja rangelt kumer, siis leidub vaid tiks
kriitiline koht — selle globaalne miinimum. Seepérast Vg, ¢.L(qu,¢z) # 0. On lihtne
néha, et kui Vg, L(qu,qz) = 0 ja Vg, L(qu,qz) = 0, siis ka Vg, o L(qu,q:) = 0. Seega
V4o L(Gus @) # 0v0i Vg, L(Gu, @) # 0, tildisust kitsendamata eeldame, et Vy, L(qy, G») # 0
ning KL kauguse diferentseruvusest tulenevalt leidub ¢, mingis timbruses selline ¢/, et

kehtib

L (qus 4z) > L(qy, Gx) > L(dy: G,
kusjuures teine vorratus pohineb valemi (1.7) minimaalsusel. O

Jareldus 1. Sammude (1.7) ja (1.8) jarjest rakendamisel on tapselt ks pisipunkt —
probleemi 1.6 lahend.

Paraku piisipunkti olemasolu ja KL kauguse rangelt kahanemine ei garanteeri koondu-
vust piisipunktini. Tahistame dy := Dk1, [qgo) X qg(co) ||p] ja doo = ming,cs, q.e5, L(qu, )
Illustratiivselt voime ette kujutada olukorda, kus iteratsiooni sammul ¢ paraneb KL kau-

gus 2l-%(do — ds) vorra. Selline olukord ei oleks lemma 1 viitega vastuolus. Kuna

koikide KL kauguste paranemiste summa on » .o, ﬁ(do — doo) = %052 siis kehtib

koondumine dy, LN do‘gd‘x’ , mis ei ole koonduvus piisipunktini, sest vastaval juhul kehtiks

dp ﬁ> doo. Téiendavalt, kui ei ole koondumist dy, ﬁ> do, siis me ei saa lihtsalt viita, et

jada <q£k), qg(ck)) koondub.
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Enne teoreemini joudmist, toestame veel ithe abistava lemma, mis viidab, et iteratsiooni

sammu tulemusena liiguvad simpleksi rajal paiknevad punktid simpleksi sisemusse.

Lemma 2. Kui S, x Sy C suppp, stis fikseeritud q, korral ei ole

Gz := argmin Dxy, [qy X qz||p]
4=

simpleksi Sy rajapunkt ehk kehtib g, € S;.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et ¢, € 0.5,. Siis leidub selline a € X7, et G,(a) = 0.
Vaatleme sellist jaotust ¢\ € Sz, kus ¢x(a) = A ning kui & # a, siis g () = (1—\)G.(x).

Leiame A, mis minimiseeriks KL kaugust

Dx1, [gu % qxllp] -

Leiame KL kauguse tuletise muutuja A jargi ja saame

0=> gu(w)n AY) Y G(@)qu(uw)n = ~x($§QU(U)

p(a,u)

u

=1In

Y i S g ) o A

u

ehk ln% on tokestatud, sest iga u € S,,x € S, korral p(u,x) > 0. Seepérast ka

optimaalne A € (0,1) ehk gy € SJ ning

Dy, [qu x qxllp] < Dxr [qu X Gz ||p)

ning oleme saanud vastuolu eeldusega, et ¢, on minimaalne. O

Teoreem 1. Iga initsialisatsiooni quo) ja qg(ﬁo) korral ruumis Sy, X Sy annab algoritmi

(1.7), (1.8) piirelement iilesande (1.6) lahendi. Tapsemalt, toimub koondumine

(qq(f), qff)) . , (qq(f"’), Q£°°))
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nii, et

(00) (00)) — ;
L<qu s Oy ) queg}ﬁeszL(QWQm)-

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et leidub reaalarv a > do ja initsialisatsioon q&o), qg(co)

nii, et

L (q(k),qék)) LAPES doo- (1.9)

u

. T T e . . .
Et ruum S, X S, on ruumi RUI"IXI™ kompaktne alamruum, siis iga jada selles ruumis

sisaldab koonduva alamjada. Seega saame vaadelda sellist osajada
(48,4 |
J

mis koondub, iitleme elemendiks (§y, .), kusjuures L (G, ¢:) = a, sest koonduva jada

(dg) iga osajada koondub samaks elemendiks.

Et (Gu,Gz) ei ole eelduse jargi miinimumkoht, siis lemma 1 pdhjal saame algoritmi
sammu jirel paari, millel on viiksem KL kaugus. Uldisust kitsendamata olgu selleks
paar (G, Gz)-

Tahistame A := ¢, — ¢y ja € := L(Gu,qz) — L(q,,, ). Et jargnevas voib juhtuda, et
qfﬁj ) + A ¢ Sy, ei ole see probleem, sest lemma 2 pohjal ¢, on simpleksi S, sisepunkt
ja seega koonduvusest ql(fj ) + A EN q,, jareldub, et leidub J € N nii, et iga j > J korral
kehtib ¢7) + A € S,..

Funktsionaali L pidevusest ja koondumisest (qi(ﬁj ) 4 A, qikj )> — (4, Gz) jareldub, et iga
j

0 < g9 < ¢ korral leidub selline N(ep) nii, et iga j > N(go) korral

’L (qq(‘kj) * A’qﬂ(vkj)) ~ L (G, Gx)| < eo.

Sestap iga j > max{N(eg), J} korral
R k; k; L. o o k; kj
L(Gu,Gz) — L (qi RN J)) = [L(Gu, G=) — L(q@,,, @)] + [L(q;, Gz) — L (qqs ZRNY
>e—e9>0
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ning qqgkj )i A€ S, ehk qq(fj ) 4 A, ¢ defineerivad korrektse toeniosusmosdu ja seega
L( (ks )—i-A qg(c])> L(Gu,Gz) — €+ €0 < a.

Sellega oleme néidanud, et kui j > max{N(go), J}, siis

L (a5, 0) < L (o) + 8,4

< a,

kus esimene vorratus tuleb (1.7) minimaalsusest. Jada

(1 (d.4)),

monotoonse mittekasvavuse pohjal saame ka, et kui k > Kpax N (), Siis
kne Ene
L () < L (g g¥0") <

Oleme joudnud vastuoluni eeldusega (1.9). Sellega oleme niidanud, et iga initsialisat-

(0) (0)

siooni ¢y, ', gz~ korral koondub algoritm globaalsesse miinimumi

L <q1(Lk)7 QL(Ek)) = doo-

Niitid néitame, et jadal (qgk),qg(gk))k leidub piirvdartus. Rangelt kumerusest jareldub,
et (qq(fo) ,qg(coo)> = L !(d) on unikaalne. Igal koonduva alamjada (qz(jcj ),qg(ckj)>j ko-
rral kehtib L< (ks ),qékj )) EN ds ja seega L pidevuse ja L™ 1(ds) unikaalsuse tottu
< (ks ), q( )) (qffo), qg(coo)). Kuna hulga S, x S, kompaktsuse tottu on igal alamjadal

koonduv (alam)alamjada, mis eelneva pohjal koondub samaks punktiks, siis originaalne

jada koondub ka samaks punktiks <q1(f), qé )) LN <qq(f°), q§;°°)>. ]

Kokkuvottes oleme nédidanud, et tilesandel (1.3) on tépselt tiks lahend ning sammudest
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(1.7) ja (1.8) koosnev iteratsioonimeetod koondub selleks lahendiks.

Niiiid uurime kuidas arvutada iteratsioonimeetodi samme (1.7) ja (1.8). Uldisust kao-

tamata arvutame sammu (1.7) ehk leiame

arg min Dxy,[qy, X ¢, )HP]
qu€PU)

(4)

Selleks fikseeritud ¢ korral tdhistame ¢, := ¢’ ning minimiseerime funktsionaali g, —

DKL[Qu X qych]:

Drwlgu % a:lp] = Z% @ (“mq(w)>

p(u, )

QJ: + un IHQu ZQu(u)ZQz(m) lnp(u,:r:).

Niiiid defineerime iga w korral

q*(u) :=exp (Z ¢z(x) Inp(u :c)) ,

mida kasutades saame kirjutada
DKL[QU X qx“p QI + ZQu IHQu - ZQu(u) Inq*(u)
u

Qu(u)

Paneme tihele, et iga u korral ¢*(u) € [0,1]. Uldiselt ei ole moot ¢* tdendosusmoot.
Kiill aga me varasemalt eeldasime, et simpleksite otsekorrutis 5, x S, mis on alamhulk
tihisjaotuse p kandjal, ei ole tiihihulk, seega iga @ korral, kus ¢, (x) > 0, kehtib ka iga u
korral p(u,x) > 0. Et ¢, on tdendosusmoot, siis selline x leidub ja leidub ka w nii, et

q*(u) > 0. Seega on voimalik modtu ¢* normaliseerida.
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Defineerime Z := >, ¢y(u) > 0 ning ¢u(u) = 1/Z q;(u), kus ¢, on téendosusmoot.
Kirjutame KL kauguse kui

Dicfae % aalld = ~Hlae] + 3 () n S0 = ~Hlae] =2 + Dyl

kusjuures jaotus ¢, konstant Z ja ¢, ei soltu moodust q,, seega minimiseerimine on
samavaarne Dxr,[qy||g,] minimiseerimisega. Et KL kaugus on mittenegatiivne ja 0 para-
jasti siis, kui m66dud on vordsed, siis minimiseeriv jaotus ongi ¢,. Saame kirjutada

tulemuse In qu => . q(x)np(u,z) —In 2 yai

(1) () = (z+1 exp (Z ¢z(x) Inp(u :13)) AR Zexp (Z ¢z () Inp(u m)) .

(1.10)

Niiid néitame, et saame sarnaselt arutleda ka moédtude g1, ..., gr korral, kus iga ¢; on
toendosusmoot hulgal U x X. Defineerime ¢ := q1 X ... X gr ning minimiseerime KL kau-
gust Dki[q|lp]. Seda teeme parandades modte igal iteratsioonil tikshaaval t = 1,...,T
korral. Saame kirjutada moéodu g paranduse analoogselt valemile (1.10). Vaatleme

mootude g, X g, asemel korrutismootu ¢ X q\¢, kus

A\t =q1 X - X qt—1 X Ge+1 X ... QT

ning olgu simpleksid Sy, ..., St sellised, et S1 x...x Sy C suppp. Vaatleme iteratsioone,
kusigat=1,...,T korral

i 1
ng Jr1)(Ut750t) = WQXP Z a\t(uyg, @) Inp(u, ) |, (1.11)

t U\ £, T\ ¢

H'l Z exp Z ¢z (x) Inp(u, )

Ut, Tt U\ ¢,T\ ¢
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Saame algoritmi, mille iteratsioonidele vastav KL kauguste jada koondub miinimumiks
T
dp, =L (H C],Ek)> ? mjin N L(q),
t=1 '
kus

T T
L:S x...xSr =R, (Hqt> — Dxr, [H%Hp] :
t=1 =1

Et L on rangelt kumer, on miinimumkoht iitheselt méératud ning argumendid koonduvad

lahendiks (qf, .. ,q%) ;} (g%, ..., q7).

1.4 Marginaalide lahendamine

Uurime, kas meil on véimalik lahendada minimiseerimistilesannet (1.4), kus argumendid

on ara vahetatud ja me lahendame marginaali p, ldhendi ¢, leidmiseks iilesannet

arg min Dy, [p||qu X ¢z (1.12)

qu Xqz
Saab néidata, et lahendite leidmine on raske ning lihtsamad iteratiivsed algoritmid ei
koondu lahenditeks. Néitame, et lahendiks ¢, X ¢, ongi p marginaaljaotuste korrutis

Py X Pz Selleks kirjutame

Dxrlpllgu X gz] = Zp(u,x) (Inp(u, z) — Ing,(u) — Ingy(x))

u,r

—Zpuw Inp(u, x) Zpu ) In gy, ( )—pr(m)lnqx(a:)

u,xr

ja otsides minimiseerivaid ¢, g, ndeme, et saame seda teha eraldi. Kirjutades ainukese
moodust g, soltuva litkme vélja ja kasutades Gibbsi vorratust (Lember, J., 2022) saame,

et

—Zpuwlnqx pr ) In gz (x me ) Inpz ().

Vorratuses kehtib vordus parajasti siis, kui moéodud ¢, ja p, on vordsed. See tdhendab,
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et tilesande (1.12) lahendisse kuuluv moot ¢, on marginaalméot p,. Analoogselt saame,

et lahendisse kuuluv moot g, on marginaalmoot p,,.

Kuigi marginaalmootude leidmine on teoreetiliselt voimalik, ei ole need iildiselt meie
mudelites Markovi omadusega, misparast ei saa Viterbi raja leidmiseks rakendada Viterbi
algoritmi. Nagu me peatiikis 1.2 mainisime, on marginaalméddust p, Viterbi raja leid-

mine NP-raske.

Kuigi iilesande (1.12) lahendamine on igem, siis seda on teha raske. Ulesande (1.4)
lahend ¢, ei ole marginaal p,, kuid lahendi ¢, Viterbi rada voiks mingitel juhtudel olla
hea kandidaat Viterbi rajale (1.3), sest KL kauguse (1.5) minimiseerimine tdhendab kahe

jaotuse gy X ¢, ja p ldhendamist. Seda soovime t66 eksperimentaalosas ldhemalt uurida.
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2 Algoritmid

Kirjeldame algoritme, mida kasutame hilisemates peatiikkides. Vaatleme toen&dosus-

mootu g, kus

T
¢o(@) = mo(21) [ [ ar(elaen), (2.1)

kusjuures moodud 7y, g¢(-|zi—1) ei pruugi olla téendosusmoddud; viimane voib isegi olla
mingi ¢, x;_1 korral nullmoot. Téhistame fikseeritud ¢ < j korral vektoreid kui x;.; =
(i,...,25), T = (z¢)]_, ning T\ = (P15 1, Tig 1y 5 Tjo1, Tjr 1, - - -, 7). Edasi-
tagasi algoritm kirjeldab, kuidas efektiivselt leida marginaali g, (z;) := Zm\t qz(x1.7) ja

tthismarginaali gz (x¢—1,x¢) == ¢z (x1.7). Viterbi algoritmi abil leiame méodu g,

T\t—1,t

jaoks Viterbi raja.

2.1 Edasi-tagasi algoritm

Otsime marginaali ¢, (z;), selleks kirjutame

T
(@) = Y Y. me(z) [ aleilzi)

T1:t—1 Tt+41:T

t—1 T
= Z (1) HQt/($t/|$tu1) ‘ Z H q (zy |y —1)
Ti:t—1 t'=2 Ti41.T t'=t+1
= ay(xy) - Be(xe), (2.2)

kus kirjutame a(z1) = 7(2z1), fr(zr) =1 ja muidu ¢ € {1,...,T} korral

t—1
aae) = > pl@rg) = Y (@) [[ av(@vlo_),
T1:t—1 T1:t—1 t'=2
T
Bi(w): = Y plegrrled) = Y [ a(eeler).
Ti41:T Tep1.T '=t+1
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Ilmselt saame kirjutada rekursiivselt iga t > 1 ja oy jaoks ning iga t < T ja B jaoks

Oét(fUt) = Z at(xtfl)Qt(fEt‘xtfl) ja

Ti—1

Biwe) = qrea (@i |z) Braa (2141)-

Tt4+1

Analoogselt saame kirjutada tithismarginaali g, (z;—1, z;) kui

qx ZCt 1,$t E g Ty £U1 HQt $t|ZCt 1

T1:4—2 T441:T

t—1 T
= Z Wx(ﬂf]_) H qt/(xtl‘.'ft/_l) qt(ﬂft|xt_1) Z H qtl(ﬂft/|$t/_1)
t'=2

T1:t—2 Ti1.7 ' =t+1

= a1 () e (z¢|wi—1) Be (04). (2.3)

2.2 Viterbi algoritm

Vaatleme toendosusmootu g, kujul (2.1), kus

gz () := mg(21) H Qe (ze|me-1),

*

sooviga leida Viterbi rada =* € X7, kus * = argmax,, ¢;(x). Paneme tihele, et me

saame leida selle ajalise keerukusega O(|X|?T) jargmiselt. Defineerime funktsiooni d,

kus d(z1) = q(x1) ja t > 1 korral
6($t) = max QI(xl:t)7
T1:t—1

mille saame samavaérselt kirjutada iga ¢t = 2,...,T korral

d(xy) = I;}fjﬂl( q(@e|xi—1)0(2e-1),
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kus jatame meelde ka

c(z;) = arg max p(z¢|zi—1)b(z1—1),
Zt—1

kusjuures implementeerides voib iga ¢ korral dra unustada koik 6(xy), kus ¢/ < ¢ — 1.

Seejérel votame x7. = arg max,, . §(z7) ning leiame Viterbi raja leides igat = T—1,...,1

korral x} = ¢(x¢41).
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3 Viterbi raja lahendamine

Niiiidseks oleme tutvunud paarikaupa Markovi ahelatel (1.2) Viterbi raja probleemiga
(1.3) ja digustanud iteratiivset lahendusviisi peatiikkides 1.3, 1.4, mille abil luua algoritm
ilesande ldhendi leidmiseks. Eelmises peatiikis tutvustasime tuntud algoritme meie

ilesande kontekstis ning niitid implementeerime kaks algoritmi.

Mblema puhul vaatleme diskreetset mittehomogeenset paarikaupa Markovi ahelat {Uy, X;}
jaotusega p, mida kirjeldab 1.2, kus algjaotus on 7 ning iileminekumaatriks ajahetkel ¢ on

pt ehk paaride (ug—1,x4—1), (ug, xr) € UX X korral on tileminekutdendosus py(ug, o¢|ur—1, Tr—1).
Soov on leida jaotus ¢, mille abil leida Viterbi raja l&hend a*. Esimeses algoritmis eel-

dame sltumatust g(u, ®) = g, (u)g. () ning teises q(w, x) = [[/_, g (us, x1).

3.1 Belief propagation (BP)

Me oleme néidanud, milline on téendosusmoodu
Gu X @z : UL x XT 3 (u,x) = qu(u)g.(z) € [0, 00)

puhul iteratiivse algoritmi samm (1.10) minimiseerimaks KL kaugust Dxr,[qu X ¢z||p]-
Naitame, kuidas kaib sellise algoritmi implementeerimine, kui p on mittehomogeenne

diskreetne paarikaupa Markovi ahel.

Vaatleme toenéosusmootu q&o), kus iga vektori u € UT korral kehtib (2.1) ehk

CI( )(0 _W(O) Ul Hq Ut|ut 1

(0)

kusjuures moot ¢ ’ (-|u¢—1) ei pruugi olla tGendosusmoot. Aga meenutame, et me oskame

leida q&o) (ut) iga t korral ja q&o) (ug—1,us) iga t > 2 korral (2.2) ja (2.3) abil. Kirjutame
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Algorithm 1: BP algoritmi pseudokood
1=0
g, ¢t = init()

while Dy, [qu) x qg(f’Hp] not converged do

fort=1,...,7 do
if t =1 then
‘ for each u; do ¢.” (u) = forWBack(qff), t)
else

t for each u;, u,1 do ¢\ (u,), gt (us, u,—1) = forwBack(gy, )

In W;(Ci)(xl) =Y e qff) (u1) Inp(uq, 1)
fort=2,...,T do
for each z;,7z;_; do
In qg:l) ($t|$t71) = Zut_l,tew Qq(f) (Utflv Ut) hlpt(ut, xt’utfla xtfl)
for each z do " (x) = g (x1) HtTZQ q:(ci)<$t|xt71)
=3, (@)
for each z do qx)( ) =g\ ( )/Z

qq(fﬂ) = repeat /-14 swapping qu for q;(f)
1+ +

return Viterbi(qg(f))

variatsioonilise Bayesi iteratsiooni vastavalt tulemusele (1.10) ja saame
In¢\¥ Zlnp w, )¢ (u) + In z(0) (3.1)

(0)

ning nditame, et toéendosusmoodt ¢z’ on voimalik samuti esitada sarnaselt moodule g,

kujul (2.1). Uurime eelmise avaldise normaliseerimata paremat poolt

Zlnp(u,w (0) Zln (W L1, U1 Hpt Ty, Ug|Tp—1, Ui 1)) )( )

—ZIDW z1,u1)q\ (ug +Z Z In pe(ug, xe|up—1, 24— 1) (g1, uy).

t=2 ut—1,¢
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Defineerime iga ¢ ning iga z; € X korral In 7 (1) ja ln qéo) (x¢]zi—1), kus

lnﬂg(co)(:vl) = Z qio)(ul)lnp(ul,xl)
u1 €U

ning iga ¢t > 1 ja iga (z;_1,2¢) € X? jaoks

g (zila1) == Y ql (w1, ) Inpr(ug, w1, 249).

up—1,t€U?

Oleme saanud, et
T

qg(go) () o 77:5:0) (1) H qg(co)(fl?t|50t—1)-
t=2

Avaldise parem pool ei ole iildiselt toendosusmdot, aga eelduse kohaselt supp g, X g C

supp p, seega peatiiki 1.3 pohjal ei ole see nullm6ot. Defineerime

T

(@) = 7 (@) [T ol @eleen).
t=2

Jargmisena keskendume moéodu qN;(EO) normaliseerimisele ehk leiame avaldises (3.1) suuruse

Zéo). Praktiline on leida suurus Zg(go) moodu (J}(UO) edasi-tagasi algoritmi &, ¢ komponen-

tide abil, sest nii normaliseerimine kui ka ¢\ (x4), 7" (x¢—1,x¢) marginaalide leidmine
on kergesti tehtavad nende komponentide abil. On lihtne ndha, et saame kirjutada

toendosusmoodu qéo) edasi-tagasi komponendid kui

Oét(iﬂt) = dt(I't)/ZéO)

~(0)

Leiame moddu ¢~ jaoks iga t € {1,...,T} jaoks dy, f; ja saame néiteks ¢ = 1 korral
Z:E:O) = Zdl (.1'1)31(1'1). (3.2)
Tt
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Saame toendosusmoodu

T
1
0 _ 0
¢t (x) = 70 i) (a1) tqug(g N(wilai—1)- (3-3)
Niiid iteratsiooni teises pooles leiame
1 n
1 _ (1 1)
¢ (u) = pORD ><u1>t_H2q5 (uelu-1),

kus

Ina(M(uy) : = Z 7O (z)) In (21, u1)

r1EX
ln%(})<ut|ut—l) = Z q:(co)(w‘t—l,iﬁt)lnpt(xt,utlﬂﬁt—l,ut—l)
T 1,1 €EX?
ja qul) on moodu
n
M (ur) [ [ ol (uelus 1)
(=2

edasi tagasi komponentide abil leitav normaliseeriv konstant analoogselt avaldisele (3.2).

Iteratsiooni teist poolt saime teha analoogselt, sest kui q&o) on kujul (2.1), siis on ka

(3.3) pohjal qéo) ja qq(}) Markovi ahelad jne. Seega sobivatel algvaidrtustustel, kus ini-
tisialiseerime qqso) Markovi ahelana, ei toimu optimiseerimine kitsendusega iile Markovi

ahelate, vaid iile koikide mootude P(X).

Peatiikis 1.3 kirjeldatud ja siin peatiikis implementeeritud iteratiivne algoritm tagab

iteratsioonidel KL kaugust minimiseeriva korrutismoodu g, X qg.

Viterbi raja lahendi ehk ldhendi tilesandele (1.3) anname kui Viterbi raja iile leitud
moodu g,

arg max g ().
xT

Loodud algoritm on hea, kui piisavalt paljude mittehomogeensete diskreetsete paarikaupa
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Markovi ahelate p(u,x) korral

arg max ¢, (x) = arg max Zp(u, x).
X €T
u

3.2 Variational Message Passing (VMP)

Algorithm 2: VMP algoritmi pseudokood

1:=0
2 qu), o ,qg) = init()
3 while Dy, [q%l) X ... X q¥)||p not converged do

4 1+ +

5 fort=1,...,7 do

6 if t=1 then

7 for each u;, z; In q:(z)do(ut,xt) =

Zum,xm In prir (wegr, Tosn |ue, $t)61t(i_11) (Uet1, Tes1)

8 else if =T then

for each u;, r; do

In g; (ug, 2;) = Zutfmjtil In py (g, 2| ug—1, $t—1)qt(i)1(ut—1, Ti_1)

10 else

11 for each u;, z; do
In g} (ug, v¢) = ZuHthl I py1 (Uerr, Tega|u, :Bt)qﬁ[ll)(um, Ti1) +

B Z'U«tfl,fl‘tfl In py (ue, o fue-1, xt—l)%gl_)l(utfl; Ti1)
12 Zt(l) = Zut,mt qr(l) (Ut, xt)
13 L qe(ug, o) = Q:(utumt>/Zt(Z)

14 fort=1,...,7T do
15 L rf = argmax,, »_, q:(us, Tt)

16 return x*

Vaatleme mittehomogeenset diskreetset paarikaupa Markovi ahelat {Uy, X;}; jaotusega

p (1.2).

Eeldame, et ¢(u,x) = Hthl qi(ug, x¢), kus iga t korral on ¢;(uy, x;) toendosusmoot. Fik-
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seerime niiiid ¢. Meid huvitav jaotus on g;(u¢, ) ning jaotuse

Qe =41 X ... X Q-1 X Gg41 X ... X (T

loeme fikseerituks.

Meenutame, et normaliseerimata iteratsioonisamm (1.11) on ¢t € {2,...,T — 1} korral

In G (ut, v¢) = Z Q\t(u\tva:\t)lnp(u?m)

U\ ¢\ ¢

=Y qi(ur, 1) Inw(ug, z1)

uy,x1

+ > qr(ur, 71)q2(ug, x2) In pa(uz, walu, 1)

u2,r2
uy,x1

+ ...

+ Z Gt—1(up—1, xe—1) Inp(u, oeu—1, xe—1)

Ut—1,Tt—1

+ > g (u, @) Inpe (e, 2o, o)
Ut+1,Tt41

_l’_

+ > ara(ur—1, zr1)gr(ur, 20) Inpr(up, erlur 1, wro1).

ur,rT
Ur—1,T7-1

Saame defineerida

Ing; (ug, ) == Z Q—1(up—1, e—1) Inp(ug, x|ug—1, x4-1) (3.4)
Ut—1,Tt—1

> e (e, o) e (e, T |ug, ), (3.5)
Ut41,Tt+1

kusjuures G¢(ut, z¢) o< gf (u¢, 2¢) ning

q; (ug, z¢) _ Ge(ue, )
Zut,xt q;( (uta xt) Zut,xt (jt (Ut, xt)
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Kuit =1 vo6it =T, siis vaatleme funktsiooni In ¢; defineerides vastavalt vaid teist (3.5)

voi esimest (3.4) liidetavat. Saame iteratsioonisammuks

; U 7:’(" *
qr(ue, v) = qt(Zttt)7 Zy = Z qf (ut, ). (3.6)

Ut,Tt

Algoritmi implementeerides saame initsialiseerida moodud qt(o) iihtlase jaotusena {ile

tahestiku U x X iga t korral. Iteratsioonil i me uuendame (3.6) abil jarjestikku ¢ =

1,...,T korral mootu qt(i) (ug, x¢) = Ge(ug, ). Tasub tdhele panna, et me kasutame q,gi)

leidmiseks modote qgi)l ja qéi_ll).

Kui algoritm on meie hinnangul koondunud, anname Viterbi raja ldhendi parast N

iteratsiooni mootude qEN), ... ,q(TN) jaoks kui (z)L,, kus

x; = arg max Z q,fN) (ut, xt)

X
t w0

ning simulatsioonide abil saame vorrelda selle algoritmi kditumist peatiikis 3.1 kirjel-

datud algoritmiga.
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4 Eksperimendid

Eksperimentide koostamiseks, mille abil uurida VMP ja BP algoritmide headust, on
mitmeid viise. Me vaatleme eksperimentides paarikaupa varjatud tunnusega Markovi

ahelaid.

Esimesel juhul uurime N mudelit ja andmestikku, mis on genereeritud vordlemisi vaikese
T € {10,15,20} korral, kusjuures iga realisatsiooni on genereerinud erineva jaotusega
mudel. Vaikese T korral on voimalik tapselt leida, kui kaugele Viterbi rajast on jaanud
t606s kirjeldatud algoritmidega leitud rajad Hammingu kauguse méttes ning mis on leitud

rajade protsentiilid.

Kui Hammingu kaugus on enamasti viike, siis see annaks alust loota, et leides koik
rajad, mis on ldhedal VMP ja BP abil leitud rajadele, on Viterbi rada nende hulgas.
Veenvat teoreetilist pohjendust selle uskumiseks t66 kéigus ei otsitud, kuid suure T'
korral on vaja mingit strateegiat heade kandidaatradade otsimiseks, sest ei ole realistlik
leida toendosused kéigile |X|T rajale nt T = 100 korral. Toome siinkohal ka vilja, et
Hammingu timbrust véib ka vaadata andmestiku genereerinud raja xi, ...,z korral,

kuid on osutunud, et enamasti see rada on optimumist kaugel.

Teisel juhul vaatleme kaht erinevat eksperimenti vahelduva reziimiga mudeli puhul. Ka
see on paarikaupa varjatud tunnusega Markovi ahel, kus vaatlusandmed on fikseeritud,
kuid nduame homogeenselt paarikaupa Markovi ahelalt rohkem struktuuri. Homogeense
paarikaupa Markovi ahela puhul peame siinkohal silmas U, X jaotust vaatlusandmeid
teadmata. Vaatleme juhtu, kus iga realisatsiooni on genereerinud erinev mudel, ning

viimasena juhtu, kus homogeenne paarikaupa Markovi ahela jaotus on sama igal katsel.

4.1 Paarikaupa varjatud tunnusega Markovi ahel

Vaatleme paarikaupa varjatud tunnusega Markovi ahelat. Uleminekumaatriks on genereer-

itud Dirichlet’ jaotusest parameetritega 1,...,1 ehk iga u;—1, z;—; korral on elemendivi-
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isiliselt jaotus kirjeldatav kui

p(uta xt’utflv mtfl) ~ Cat(AUt—l,It—1)7 Aut—l,ﬂﬁt—1 ~ DiT‘(l, sy 1) (4'1)

p(u1, 1) ~ Cat(Ay), Ay ~ Dir(1,...,1). (4.2)

Emissiooni y; tiheduse méarab normaaljaotus keskvaartusega x; ning standardhélbega

1.25 nagu ka (Soop, 2023) eksperimentides, ehk
th|.%'t ~ N(yt — T, 125) (43)

Sellise mudeli puhul on vordluseks kasutatud ka naiivset algoritmi, mis seab z; =

arg min|xy — .

4.1.1 Eksperimendid viikese T korral

Uuritava mudeli korral paistavad kaks algoritmi iiksteist komplementeerivat: T = 20, N =
50 korral oli ndha, et 25 juhul saavutab BP parema raja ning 16 juhul VMP; T'= 15, N =
100 korral oli BP algoritm 43 juhul parem, VMP 35 juhul parem.

Rohkem vordlusi on ndha joonisel 1 ning tabelis 1.

4.2 Vahelduva reziimiga mudel

Vaatleme vahelduva reziimiga mudelit, mida tutvustasime peatiikis 1.1.1. Vétku U,
vaartusi hulgal {A, B, C} ning X, védartusi hulgal {1,2}. Olgu y vaatlusandmestik, mis
on saadud {X;} miiraga lugemisest, kus Y; = z; + ¢, kus ¢ = N/(0,1.25).

Keskendume jargmisena mootmisviisidele, mille abil kirjeldada kolmekordset Markovi
ahelat genereerivaid mudeleid. Liihikeste realisatsioonide, nt 7 € {10, 15,20}, korral

me saame vilja arvutada vastastikuse informatsiooni Dkr, [pz]|¢.], mis ei ole praktikas

realistlik.

34



BP BP

0.9750.9800.9850.9900.9951.000 0997 0998 05999 1.000
1.000 T T T . T 1.000F T T T
[ 70 35
[ |
0.995+ 60 30
L 0.999
50 - 75
0.990} |
= 40 N
= 20
=
0.985} qag b
I 30 0.998 15
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(a) T =15,N =100 (b) T =20,N =50

Joonis 1: VMP ja BP algortimide protsentiilide kahedimensionaalne histogramm
N erineva katse mudeli (4.1), (4.2), (4.3) korral, mis on kirjeldatud peatiikis
4.1. Leides koikvoimalikud rajad {0,1}7 saame BP ja VMP algoritmide abil
Viterbi raja hinnangu x* ja uurime, kui paljudest radadest on algoritmi hin-
nang parem osakaaluna — indikaatorfunktsiooni I abil kirjutame protsentiili kui
r(@*) = Y, L@>pa)(2)/27. Graafikul kujutame eksperimendi n € {1,..., N}
korral VMP ja BP radade protsentiilid »YMP #BP histogrammina. Kahe graafiku
teljed pole vordsed.
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Tabel 1: Vaatleme molema algoritmi leitud Viterbi raja lahendit x* N eksper-
imendi puhul kus kolmekaupa Markovi ahela realisatsiooni (u', a’,y) pikkus on
T. Saame ka vaadelda eksperimentide puhul TMMi realisatsiooni jaoks ka orig-
inaalset rada «’. Esimeses kolmes reas kujutame nende radade toendosusi prot-
sentiilidena. Iga eksperimendi puhul vaatame iga algoritmi jaoks protsentiili kui
r(x™) =3, Ly )>px) (@) /27, Naiivse algoritmi puhul on Viterbi raja lihend iga
t korral x; = argmin|z; — y;|. Jargmises kolmes reas vaatleme vastavalt VMP,
BP, naiivse algoritmi Viterbi raja ldhendite @3\p, T5p, Thaive Hammingu kaugu-

seid oigest Viterbi rajast *. Viimases reas on originaalse raja Hammingu kaugus
Viterbi rajast.

(a) T =15,N =100 (b) T =20,N =50

‘ mean min max ‘ mean min max
r(xhp) 0.9995 0.9919 1.0 BP 0.99997 0.99955 1.0
r(xiyp) | 0.9986 0.9746 1.0 VMP 0.99986 0.99701 1.0
r(x) 0.8851 0.09 0.9999 ORIG 0.92382 0.48647 0.9998
H vmp 1.63 0.0 7.0 Hvmp | 2.1 0.0 7.0
H bp 1.61 0.0 7.0 H bp 1.74 0.0 5.0
H naive | 2.68 0.0 8.0 H naive | 3.06 0.0 8.0
H orig 5.22 1.0 12.0 H orig | 6.96 3.0 14.0

Kirjeldamaks, milline on fikseeritud vaatlusandmete korral mittehomogeenne paarikaupa

Markovi ahel, vaatleme jargnevaid entroopiaid ja KL kaugusi:

T

1

Aq = T tleKL[pthut X pa:t]
T

Ag = ZDKL[pt—l,tht X pi—1]
t=2

As := Dgp[pllp1 X ... X pr]

A4 = H[qz]a

kus p; on marginaali (U, X;) jaotus Zu\“w\t = p(u,x) ja pur(u) = >, pe(ur, 1),
px,t(ivt) = Zut Pt(%&@t)-

Me kasutame KL kauguste aritmeetilist keskmist A; mdotmaks, kui ldhedal on ka-
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hekordse mittehomogeense Markovi ahela jaotus p jaotusele, mis voiks sobida BP algo-
ritmi rakendamiseks hésti, suurused As, Ag néitavad, kui lahedal on jaotus p jaotusele,
mis sobib VMP rakendamiseks hésti. Kuigi oleks eelistatav suuruse A; asemel moota
Dx1,[p||pu X ps], siis see ei ole arvutuslikult realistlik ning loodame, et kui A; on véike,
on ka Dxr[p||pu X pz] véike, mis peaks olema soodne tingimus BP algoritmile leidmaks

Viterbi rada.

Entroopiat A4 kasutame hindamaks, kui enesekindlad me voime olla selles, et Viterbi
rada on leitud — maksimaalse entroopiaga jaotused annavad samuti BP ja VMP al-
goritmide tulemustena mingid Viterbi raja hinnangud, aga nende puhul on Viterbi
raja toendosus viike. Kui ¢, entroopia on viike, siis leidub selline @, mille korral on
Y Qu(w) Inp(u, x) keskmiselt suurem. Kasutame eksperimente uurimaks, kas voime

sellest jareldada, et p,(x) on ka keskmiselt suurem teistest radadest.

4.2.1 Eksperimendid viikese 1T korral

Vaatleme T' € {10,20} korral vastavalt N = 100 ja N = 50 erinevat vahelduva reziimiga
mudelit, kus me nouame, et reziimisiseste iilleminekumaatriksite pa, pg, pc omavahelised

KL kaugused oleksid suuremad kui 0.25. Igale mudelile genereerime iihe realisatsiooni.

Sobitame lineaarregressioonmudeli leidmaks vastavalt seoseid

¢ kas viiksem iihisinformatsioon A; ja viiksem entroopia A4 ennustavad suuremat

BP algoritmi Viterbi raja l&dhendi protsentiili ning

o kas vaiksemad tiihisinformatsioonid Ao, Az ja vaiksem entroopia As ennustavad

suuremat VMP algoritmi Viterbi raja ldhendi protsentiili.

Lineaarregressioon oodatud tulemusi ei andnud — oodates negatiivseid koeffitsente iga
muutuja jaoks, olid voimalikust kiimnest néitajast iilemine 95% usaldusintervall negati-

ivne vaid AT=10 ning AT=20 korral.
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Tasub ka uurida, kas sellised mudelid ja realisatsioonid, kus BP v6i VMP algoritm leidis
Oige Viterbi raja tilesse, erinesid mingi A korral. Osutus, et A3 on parim indikaa-
tor ennustamaks, kas on véimalik VMP algoritmiga jouda Viterbi rajani — Ag’:lo oli
keskeltldbi 6.4 korda viiksem skaleeritul kujul ja Agzgo oli 1.3 korda vaiksem.

Tabel 2: Esimeses kahes reas kujutame leitud Viterbi raja lahendite protsentiile,
kolmandas reas realisatsiooni (', a’,y) raja o’ protsentiili 7(x’) ning viimases

neljas reas vastavalt VMP, BP, naiivse algoritmi lahendite ning originaalse raja a’
Hammingu kauguseid Viterbi rajast.

(a) T'=10,N = 100 (b) T =20,N =50

‘ mean min max ‘ mean min max
r(az*BP) 0.9319 0.0586 1.0 T(wgp) 0.9731 0.6321 1.0
r(a:i,MP) 0.9132 0.0264 1.0 T(:B{,MP) 0.9451 0.1904 1.0
r(az’) 0.8416 0.0957 1.0 T(:E’) 0.909 0.0007 1.0
H vmp 2.24 0.0 9.0 H vmp 4.72 0.0 15.0
H bp 2.32 0.0 10.0 H bp 5.44 0.0 15.0
H orig 3.07 0.0 8.0 H orig 5.96 0.0 13.0
H naive | 2.47 0.0 6.0 H naive | 4.64 2.0 12.0

Voimalikke pohjusi, miks on raske ette ennustada, milline algoritm voiks paremini t66-

tada, on mitmeid. Algoritm ise eeldab mitut onnelikku kokkusattumust:

1. et KL kaugus Dxr,[qu X ¢z||p] on hea ldhend KL kaugusele Dkr,[pllqu X ¢z],
2. et lahend ¢, kirjeldab hésti marginaalprotsessi p,,

3. ning, et g, Viterbi rada on hea ldhend marginaalprotsessi p, Viterbi rajale.

Niitid, kui prognoosida, kumb algoritm voiks mingi mudeli ja realisatsiooni korral parem-

ini tootada, teeme veel lisaks jirgmised eeldused:

4. marginaaljaotused py, ¢, Py, on head ldhendid BP algoritmi vahetulemusega saadud

jaotustele gy, qx
5. moodul ¢, on viike entroopia, kui méodul ), p(u, ) on viike entroopia
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6. marginaaljaotused p;—1 ¢, pt, pr—1 on head lahendid jaotuste p ja Hthl q¢ vordlemiseks.

Eksperimentides loodud mudelite ja realisatsioonide korral osutus, et selliseid onnelikke
kokkusattumusi meil ei ole ja on raske ennustada, milline algoritm leiab suurema téenéo-

susega Viterbi raja. Kuid hea oleks just selle teemaga tulevikus rohkem siivitsi minna.

4.2.2 Eksperimendid sama PMMi korral

Vaatleme jargmisena vahelduva reziimiga mudelit, kus paarikaupa Markovi protsessi
jaotus on sama {ile koikide realisatsioonide. Vaatleme N = 100 ning T° = 15 korral,

kuidas kéituvad erinevate realisatsioonide ja vaatluste y korral BP ja VMP algoritmid.

See osutus naiteks mudelist, kus genereeriti paarikaupa Markovi jaotus, kus suurema osa
realisatsioonide korral on VMP algoritm parem. Esitame taas tulemused histogrammina
joonisel 2 ja tabelis 3, kus seekord tunneme huvi ka sellest, et millised on KL kaugused
marginaaljaotusest p, ning kui kaugel on esimesed viis kdige tGenédolisemat rada iiksteis-
est Hammingu kaugu mottes — tdpsemalt uurime 2., 3., 4. ja 5. raja Hammingu kaugusi

Viterbi rajast.

Katsetel oli 66 juhul sajast

Dy, [px

> 11 Qt] < Dxr [pllgz]

u t=1

ning ka 85 juhul sajast

Pz | < DkL [QIpr] )

DxL [Z ﬁ Qt‘

u t=1

mis kinnitab norgalt, et leidub mudeleid, mille korral on nii

T
D1, [Z H Qt’
u t=1

it

P:c] , Dk, [px

(need ei ole suure T korral leitavad), kui ka Dxp,[[]—, ¢|[p] viikesed ning tdensolisemalt
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Joonis 2: VMP ja BP algortimide protsentiilide kahedimensionaalne histogramm
N = 100 erineva katse korral, kus T = 15 ja paarikaupa Markovi ahel on igal
katsel sama. Graafikul kujutame eksperimendi n € {1,..., N} korral VMP ja BP
algoritmide Viterbi radade lahendite protsentiilid r(x{p), 7(xhp) histogrammina.

ka VMP algoritmi Viterbi hinnang parem BP algoritmist.
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Tabel 3: VMP ja BP algortimide tulemused N = 100 erineva katse korral, kus
T = 15 ja paarikaupa Markovi ahel on igal katsel sama. Leiame protsentiilid

T(w{/MP): r(xpp)-

Jargmisena leiame KL kaugused marginaaljaotuse p, ja lahendite vahel.

Leiame absoluutarvu radadest, mille marginaaltoendosus oli suurem hinnangutest.
Leiame Hammingu kaugused erinevate algoritmide puhul ning viimasel neljal real
kujutame 2., 3., 4. ja 5. koige toenéolisema raja Hammingu kaugusi Viterbi rajast.

‘ mean min max
r(2hp) 0.9403 0.005 1.0
(@) 0.9671 0.5037 1.0
Dxr, [pol|g] 115  0.7671 62.78
Dyt [pmHZu -, qt} 5145  0.5632 22.25
Dxr, (¢ ]|pe] 7313 0.6023 25.4
DiL [Zu 1., qt||p4 267  0.3981 7.225
> Lo@ysp(as,) () 1955.0 0.0 32600.0
Zm ]p(w)>p(w;MP) (CL‘) 1955.0 0.0 32600.0
H vmp 3.24 0.0 12.0
H bp 374 0.0 14.0
H orig 444 00 10.0
H naive 306 0.0 7.0
H, 136 1.0 6.0
H, 1.4 1.0 5.0
H, 175 1.0 7.0
H 1.69 1.0 5.0
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Kokkuvote

Tutvusime Viterbi raja

x* = arg max E p(x,u)
T
xeX ueuT

lahendamise probleemiga juhul, kus p on kolmekaupa Markovi ahela jaotus ning vaatlused
on fikseeritud. Lahendite leidmise kaks algoritmi pohinevad variatsioonilistel meetodi-
tel. Kirjeldati belief propagation (BP) ja variational message passing (VMP) algoritme,
mille puhul erineb optimiseeritava jaotuste hulk, ehk mis kitsendusi néutakse — BP
algoritmi puhul ¢(u, ) = g(u)q(x) ning VMP algoritmi puhul ¢(u, ) = Hthl qe(ug, T¢).
Toestasime, et kui me minimiseerime KL kaugust Dxr[¢||p], kus ¢ on optimiseeritav jao-
tus kitsendusega, siis molemad algoritmid leiavad iihese lahendi g.,. Kusjuures nende

lahendite Viterbi rada on arvutuslikult leida palju lihtsam.

Implementeeriti BP ja VMP algoritmid, mille abil leida kolmekaupa Markovi ahela
Viterbi raja kaks lahendit. Kuigi BP algoritm on arvutuslikult keerukam, leidus eksper-
imente, kus paremad oli VMP algoritmi ldhendid. FErinevatel katsetel oli iihe algo-
ritmi Viterbi raja ldhend 6ige Viterbi rada, kuid teise algoritmi ldhend mitte. Osutus
keeruliseks leida haid meetrikaid kirjeldamaks jaotuse ja vaatluste y korral, millist algo-

ritmi rakendada parema lahendi saamiseks.

Seepérast oleks kasulik edaspidi pohjalikumalt uurida, kas erinevatel tingimustel on si-
iski voimalik efektiivselt klassifitseerida jaotusi prognoosimaks, milline ldhendusalgoritm
voiks parim olla. Seda voiks teha lisades veel vordlusesse teisi lihendusalgoritme ning

rohkemaid kolmekaupa Markovi mudeleid kui ainult vahelduva reziimiga mudel.

Viaarib mainimist, et leides kahe algoritmi korral lahendjaotused ¢, voib neid jaotusi

kasutada ka teiste iilesannete korral, kus Viterbi raja leidmine ei ole pohifookus.
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Lisa 1. Julia koodi repositoorium

Koodirepositoorium, mida kasutati algoritmide implementeerimiseks ning eksperimen-
tatsioonideks, on leitav GitHubis (Pihel, 2024). Kui BP algoritm on implementeeritud
koos vajalike jaotuste ja struktuuridega ning on pohjus, miks repositooriumi tilesehi-
tus on omane Julia teegile, siis algseks inspiratsiooniks valida just selline ebatavaline
programmeerimiskeel oli teek RxInfer (Bagaev, Podusenko and Vries, 2023), mis on li-
htsustanud paljude wvariational inference meetodite implementatsiooni ning voimaldas

VMP algoritmi kirjeldada palju lithemalt.
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