EESTI VABARIIGI TARTU ULIKOOLI

TOIMETUSED o

ACTA BT OOMMENTATMNES

UNIVERSITATIS DORPATENSIS

A
MATHEMATICA, PHYSICA,. MEDICA

VIII

TARTU 1925



EESTI VABARIIGI TARTU ULIKOOLI -

TOINETUNED

ACTA ET COMMENTATIONEN

UNIVERSITATIS DORPATENSIS

A |
MATHEMATICA, PHYSICA, MEDICA

~ VIII

TARTU 1925



Sisukord. — Conténta.

Hermann Jaakson. Sur certains types de systémes d’équations
linéaires & une infinité d’inconnues. Sur l'interpolation.
Karl Frisch. Die Temperaturabweichungen in Tarta (Dorpat) und
ihre Bedeutung fiir die Witterungsprognose.
0. Kuriks. Muutused leeprahaigete silmas Eesti leproscoriumide
haigete labivaatamise pohjal.

Referat: Die Lepra des Auges.
A. Paldrock. Die Senkungsreaktion und ihr praktischer Wert.
A. Opik. Beitréige zur Kenntnis der Kukruse- (Cy-) Stufe in Eesti. .IL
M. Wittlich. Einiges iiber den Schwefel im estléndischen Olschie-
fer (Kukersit) und dessen Verschwelungsprodukten. _
Hugo Kaho. Orientierende Versuche iiber die stimulierende Wir-
kung einiger Salze auf das Wachstum der Getreidepflanzen. I



SUR CERTAINS TYPES
DE SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES
A UNE INFINITE D’INCONNUES

SUR L’INTERPOLATION

PAR

HERMANN JAAKSON

- TARTU 1925



C. Mattieseg, Tartu



| Introduction.

Géneéralites.

1. La méthode de Fourier.

On doit & Fourier () une importante méthode permettant
de résoudre une certaine catégorie de systémes d’équations
linéaires & une infinité d’inconnues. Elle  consiste, au fond,
comme l'on sait, & rejeter dans le systeme a résoudre toutes les
équations, sauf les n premiéres, en n’y conservant que.les n
premiéres inconnues. On calcule les inconnues du systeme de
n équations ainsi obtenu et appelé systéme réduit, et lI'on
passe & la limite pour n —oc. Dans bien des cas, étant fmles
et bien déterminées, ces limites constituent, en effet, une solu-
tion du systeme infini donué.

2. Remarques relatives a la méthode de Fourier.

La méthode que nous venons d’esquisser en quelques mots
a 6t6 appelée par M. Riesz(?) principe des réduites.
Cependant, 3 notre avis, il ne serait pas -bien commode de
T’élever au rang d’un principe, bien qu’elle ait une importance
incontestable dans la théorie des systémes d’équations linéaires
4 une infinité d’inconnues.

En effet, M. Riesz, lui-méme, fait remarquer que ce principe
devrait encore &tre beaucoup précisé. On s'en rend d’ailleurs
compte aisément, puisque cette méthode n’est, au fond, qu’'une
régle concréte ne s'appliquant que dans des conditions assez
restrictives, — et voild pourquoi nous ne saurions pas la con-
sidérer comme un principe; nous l'appelons méthode de
Fourier.

(1) Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Art. 186 et suiv.
(2) Riesz, K., Les systémes d’équations linéaires 4 une infinité d'imcon:
nues, p. 7.

1%
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Déja Poincaré (1), en étudiant la légitimité de cette méthode,
a montré qu’il y a des systémes auxquels elle ne s’applique pas
ou, sielle s’y applique, ce n’est que sous des conditions plus ou
moins restrictives.

D’ailleurs, I'exemple le plus instructif, dans cet ordre d’1dées
est peut-8tre celui que l'on doit & M. Riesz (?). Le voici: Etant
donnée une suite indéfinie de quantités

Ay, Aoy Bgy « o o Any o o
telles que lim | ax | = oo, on peut toujours, d’aprés le théoreme
n - o0
de Weierstrass, construire une fonction entiere

F(z) = G-+ Ciz+Coe+. . .+ Cuz"+. ..

admettant pour zéros les quantités a, et n’en admettant pas
d’autres.

En supposant, pour fixer les idées, que les a; soient distincts
et = 0, les coefficients Gy, C), Cp, ... C,, ... devront satisfaire
au systéme d’équations suivant: ’

0=00+ Clai—l— Ogai2+.--+ Cnain+.-.} (1=1, 2, 3, ...).

Mais, d’autre part, en essayant de résoudre ce systéme par la
méthode de Fourier, on constatera aisément que ce ne sera
possible que si les |a.| croissent assez rapidement.

M. Riesz en conclut: ,Ainsi, nos équations peuvent étre
résolues en tout cas; mais le principe des réduites n’y s’applique
que sous des conditions trés restrictives.“

3. 'Le principe des réduites.

Quant au principe des réduites, en attribuant a ce
mot un sens beaucoup plus large que ce qu’ entend par la
M. Riesz, nous 1’énonc¢ons sous la forme suivante:

Pour résoudre un systéme d'équations liné-
aires & une infinité d’inconnues, onn’a qua rame-
ner convenablement ce probléme & la résolution
d’un nombre fini ou, en général, d’'une infinité

(1) Poincaré, Remarques sur 'emploi de la méthode . .. (Bull. Soc. math.
de France, t. XIII, 1885, p. 19—27).
(2) Riesz, F., Les systémes d'équations ..., p. 8.
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de systémes auxiliaires, dont chacun ne contient
qu'un nombre fini d’inconnues et s’appelle systome
réduit..

Nous verrons que ce principe peut &tre considéré comme
une idée - directrice générale, suggérant des méthodes
nouvelles et fécondes dans la théorie des systémes d’équations
linéaires & une infinité d’inconnues.

En effet, dans le présent travail, nous en ‘développerons
déja quelques-unes, en nous faisant guider, dans nos recherches
concernant certains types de systémes infinis, par le principe
des réduites énoncé.

Les méthodes que nous obtiendrons ainsi, et dont nous
. ferons usage dans ce travail, ont tous pour base commune
ledit principe ; elles varient, en général, avec les types de systémes
que 'on étudiera, et ne représentent, au fond, que des modes
d’application différents dudit principe.

En particulier, la méthode de Fourier n’est que 'un
des modes d’application possibles de ce principe, et qui s’adapte
aux systémes infinis les plus simples admettant des solutions,
qui se calculeront a l'aide d’un seul systéme réduit.

Mais, comme nous le montrerons dans ce travail, il y a
encore d'autres modes d’application du méme principe, dont
I'importance incontestable consiste en ce qu’ils permettront de
résoudre de tels systémes auxquels la méthode de Fourier ne
s’applique pas, et ou il s’agit, en général, de ramener la réso-
lution d'un systéme infini donné, & celle d’'une infinité de
systémes réduits.

4. La nature des solutions.

Quand on se propose de résoudre un systeme infini, il est
évident qu’il faut d’abord préciser ce qu'on convient d’entendre
par ses solutions.

Dans le présent travail nous appellons solution d'un
systéme infini tout ensemble des valeurs des inconnues qui
satisfont & ce systéme, en rendant absolument conver-
gentes toutes les séries qui y figureront.

A cette condition générale nous en ajouterons, dans certains
cas, encore quelques autres; ainsi, par exemple, nous exigerons,
dans les premiers trois Chapitres, qu’aucune des valeurs des
inconnues ne soit zéro.
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5. Les séries de Dirichlet généralisées.

Dans les premiérs trois Chapitres nous allons étudier les
systémes infinis que l'on peut attacher, d’une fagon naturelle,
aux séries de Dirichlet.

On appelle ordinairement série de Dirichlet chaque série

© —2,2
_,ane y
n=1
ol les 4, sont réels et lim 4, = oc.
n—> o0 .

Or, cette notion peut 8&tre généralisée considérablement,
comme l’a montré récemment M. Viisila (), qui appelle série
de Dirichlet toute série

_lnz
(I) Ean e ,
n=1
ol I = e P" et im 7, = co (condition A).
. n —=>co

Sans avoir 'intention de traiter cette question d’une fagon
détaillée, nous aurons, cependant, 'occasion de constater que la
généralisation peut &tre poussée beaucoup plus loin, de sorte
qu’elle embrasse aussi les séries de la forme suivante:

oo 3z
() ‘ 2me
. n= —oo
les 4, étant, en général, des quantités complexes et l'’ensemble

dénombrable
[ P A FY P R |

ayant, au moins, deux points-limites dont I'un sera l'infini- et
I'autre un nombre fini quelconque, zéro par exemple. Mais ce
n’est qu'un cas particulier; en général, on peut supposer qu’il y
ait méme une infinité de points-limites. Ainsi, dans ce travail,
nous ferons usage des séries de Dirichlet généralisées
O 2.2
+)_’a”e A ’
n= —0oo

(1) Viisdli, K., Verallgemeinerung des Begriffes der Dirichletschen
Reihen (Acta et Commentationes Universitatis Dorpatensis AL 2).
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‘en supposant seulement que F'ensemble partiel
(- oe hny o v e Ay Ay, M)
soit borné: [An]<<i (n=0,1,2,8,...) (condition B),
tandis que par rapport & l'autre ensemble partiel
Ay, Aoy Agy o v Ay o))

soit remplie la condition 4: lim|Ai.]=oc.
n—>»oo

6. L'objet des études.

Caractérisons maintenant en quelques mots' les types de
systemes infinis dont ’étude fera I'objet de ce travail.
Le Chapitre I sera consacré aux types suivants:

(S S
type I: ' 0=2’l:,a:,, (¢=0,1,2,...),
n=1 I V
o oo,
type II: 0=, (=0,1,2,...).
n = —00 ‘

Ce sont les systémes que l'on obtiendra, en prenant une
série de Dirichlet généralisée, sous la forme (I) ou (II), en la
différentiant terme & terme une infinité de fois et en -égalant &
zéro tous les résultats ainsi obtenus, aprés y avoir remplacé la
variable z par zéro et désigné les coefficients indéterminés par ..

- En attachant ainsi ces systdmes aux séries de Dirichlet,
il s’ensuit que les quantités données i, y sont assujetties aux
_mémes conditions que dans les séries correspondantes; c’est-a-dire,
dans le cas du type I, ‘& la condition (4); tandis que dans le
cas du type II, aux conditions {4) et (B).

Sous ces conditions, d'une nature générale, on calculera
aisément une infinité de solutions des systémes du type I ou
du type II, par une méthode que l'on peut considérer comme un
nouveau mode d’application du principe des réduites.

Quant & la méthode de Fourier, elle ne s’y appliquera que

- sous des conditions complémentaires et trés restrictives, — ce
qui résulte déja des études de Poincaré(!) sur certains systeémes
infinis appartenant, comme cas particuliers, aux types I et II.

(1) Poincaré, Remarquea sur I'emploi . . . (Bull. Soc. math. de France,
t. X1, p. 19-—-27). ’



8 ) HERMANN JAAKSON A VI

Dans le Chapitre II nous étudierons deux types de systémes
non homogénes:

oo
type III: 6 = ):'l’»:.xn ¢=0,1,2,..)) et
‘ n=1
—+m"
type IV: = dhzn (1=0,1,2,...),
n = —0oo

qui ne différent des types I et Il que par les parties gauches (¢)
des équations, les ¢; étant des quantités arbitrairement données,
dont au moins une quelconque soit différente de zéro.

Remarquons en passant que le systeme traité par M. Borel (1)
dans sa Thése rentre comme cas particulier dans le type IIL

L’application convenable du principe des réduites aux
systemes du type HI ou du type IV permettra de caleculer tou-
jours une infinité de solutions.

Dans le Chapitre III nous étudierons les systémes que 1'on
obtiendra par le procédé formel suivant: Etant donnée une série
de Dirichlet généralisée (sous la forme I ou II)

zx” e—-lnz
n

a coefficients indéterminés =, et, d'autre part, une équation
différentielle linéaire

Po(z) +P1( ) dz”—l_l— +Pn—1(z)—+Pn(Z) y = P(z),

ol les P,-(z) (#=0,1,...n) sont des polynomes entiers quel-
conques en z, tandis que P(z) est, en général, une série entidre,
qui peut se réduire, en particulier, & un polynome ou méme a

une constante (le zéro y compris), — on posera
—An2
y = e
n

et l'on exigera que la série de Dirichlet satisfasse formelle- -
ment 3 Péquation différentielle, tout comme si elle était I'une
des 1ntégrales cela reviendra & ce que les z, devront satisfaire
a:un systéme d’équations linéaires. & une infinité d’inconnues..

(1) Borel, Sur quelques points de la Théorie des fonctions (Annales de
‘TEcole Norm. sup., 3-e série, t. XII, 1895, p. 9-—55),
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Y

Quant a la résolution de tels systémes, nous verrons que
ce probléme peut étre ramené, au moins dans des cas trés étendus,
complétement & celui concernant les systémes des deux premiers
Chapitres.

11 faut cependant ajouter que le procédé de formation des
systémes infinis, que nous venons de décrire, fournira dans cer-
tains cas, lorsque P(z) =0, des systémes contenant des équations
incompatibles et n’ayant, par conséquent, aucune solution, — ce
qui ne pourra jamais arriver si P(z) =0, c'est-a-dire si le systéme
est homogéne.

Enfin, le Chapltre IV sera consacré & la résolution du probléme
d'interpolation ou,-ce qui sera la méme chose, 3 la résolution des
systémes infinis correspondants;: ces derniers embrassent, en par-
ticulier, les systémes cités, d’aprés M. Riesz, au n° 2.

En nous servant convenablement du principe des réduites,
nous démontrerons ‘le théoréme général suivant:

Etant données trois suites indéfinies:

1% celle des (a.) satisfaisant aux conditions suivantes:
;5 a; pour ¢ =,
lal=lal=... . =]la]|=..,
et |a,|— oo pour n — oo,
20 celle des nombres entiers et positifs quelconques ou zéros
Py Pas + -« Dy .+ ooy

3¢ et celle des quantités quelconques

o @ r) © @ (py © @ ()
€1, €15, «e.Cl 3 €2, 0C 5, «00C2 3 oooOCnyCny ooeln 3 oooy

— on peut construire une infinité de fonctions entiéres Fe)
telles que pour z —a, l'on- ait:

Fa) =2
Fa) =&

2 n=1,23,...),
F®(q,) = ¢&v
F®() stant la dérivée d’ordre p, de la fonction F(2) et
FOz) = F(e).



CHAPITRE I

Sur les systémes d’équations. linéaires - et hombgénes
-h une inﬂnité @’inconnues attachés aux séries de
' DHMM%

L Le probléme l;es séries de Dirichlet.

7. Dans ce Chapitre mous mnous proposerons de résoudre
les deux types de systémes déquatlons hnéalres et homogénes
3 une infinité d’inconnues:

‘@,
4y 0= 3huzn (type I),
n=1
R
n=——Q0
(i=0,1,238 ....),

en y supposant que les quantités donnees /s satisfassent aux
. conditions suivantes :

(3) C An=E A pour k:t:k
4) 11m|}m|——<>o
n > o0
(5) [Am] <A  (m=0,1,2,...),

A étant un nombre positif quelconque.

Cela posé, démontrons que nos systéemes (1) et (2) peuvent
étre résolus dans tous les cas et cela de facon que les solutions
soient constituées par des valeurs des inconnues dont aucune ne
sera zéro. -
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8. Comme nous venons de voir (n° 6), les systémes. (1) et
(2) peuvent &tre attachés aux. séries de Dirichlet. . -

Chacune d’elles fournit un systéme (1) ou (2); pour l’obtemr
on n’a qu'a différentier la série de Dirichlet terme & terme une
infinité de fois et & exiger que les résultats ainsi obtenus
s’annulent pour.z=20. :

Sous' ce point de vue, les inconnues des syshemes (1) ou
(2) peuvent étre considérées comme coefficients indéterminés. des
séries de Dirichlet, et le probléme de la résolution des systémes
(1) et (2) se rameéne 3 celui de la construction des séries de Dirich-
let. En effet, chacune de ces séries est complétement caractérisée
par deux suites indéfinies: celle des 4, et celle des coefficients.
Or, la suite des A, étant donnée d’avance, et les coefficients se
calculant comme inconnues des systémes (1) ou (2), il en résultera
done qu’a chacune des solutions des systémes (1) et (2) on peut
faire correspondre une série de Dirichlet, concréte et bien déter-
minée. De plus, la suite des A, étant donnée d’avance, il ne s’y agit
évidemment que de construire des séries de Dirichlet contenant
effectivement tous les A. donnés, c’est ce qui ne sera possible
que sous la condition que les solutions du systéme correspon-
dant (1) ou (2) soient constituées par des valeurs des inconnues
dont aucune ne sera zéro.

Et voild pourquoi nous ne saurions, dans le présent Cha-
pitre (et de méme dans les deux Chapitres suivants), admettre
que des solutions satisfaisant & la derniére condition.

9. Sans avoir J'intention d’étudier, d’'une facon détaillée,
les séries de Dirichlet qui correspondent aux solutions des sys-
temes (1) et (2), nous nous permettrons seulement de faire a ce
sujet quelques remarques d'un caractére général.

Constatons tout de suite que chacune d’elles représente une
fonction F(z) bien déterminée, au moins pour une valeur de la
variable .z, & savoir z=0. En effet, les z, constituant une solu-
tion d’'un des systémes (1) ou (2), la série 3z, sera, d’aprés la

premiére équation de-.ce systéme, absolument convergente, et
aura pour somme zéro; done,

F(0)= 2x,=0.

De méme, on s’apergoit aisément que lorsqu’une série de
Dirichlet est uniformément convergente dans une région- quel-
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conque, limitée par ~une courbe passant par l'origine, elle y
représentera une fonction holomorphe #{(z), s’annulant avec toutes
sés dérivées pour z=0:

F0)=0; F®™0)=0 (@n=1,23,..).

En effet, chacun des termes de la série (z.e—*+) étant une
fonction holomorphe dans tout le plan de la variable 2, il en
résultera, d’aprés le théoreme de Weierstrass, que, si la série est
uniformément convergente dans une région, elle y représentera
une fonction holomorphe F(z), dont la dérivée d’ordre p sera

Fog) = Yw,(—A)re 407
done, en tenant compte du systéme correspondant
0= Jz(—i)? (p=0,1,2,..)),

on aura évidemment, d’aprés I’hypothése faite,
FO)=0; FP(0)=0 (p=1,2,3,..)

Que de tels cas peuvent se présenter en réalité, on le verra
tout de suite. Supposons, par exemple, que les A, soient réels

et lim A,=oc0; alors & chacune des solutions correspondra une
n >0

série ordinaire de Dirichlet. Ktant absolument convergente pour
z=0, elle sera, d’aprés la théorie de telles séries, uniformément
convergente dans tout le demiplan. & droite de I'axe imaginaire.

Dans le cas ol les 4, représentent des quantités complexes,
il s’agit des séries de Dirichlet généralisées, et alors la question,
concernant la région de convergence, deviendra en général beau-
coup plus compliquée, comme il résulte des recherches de M. Vii-
sild, citées déja au n° 5.

Tandis que la région de convergence d’'une série ordinaire
de Dirichlet représente toujours, comme on le sait, un demiplan
a droite d'une parallele 4 'axe imaginaire, celle-ci d'une série
de Dirichlet généralisée peut étre, d’aprés M. Viisil4, une région
quelconque, limitée par une courbe convexe. Il a démontré, en
effet, qu'étant donnée une région quelconque, limitée par une
courbe convexe, on peut construire une infinité de séries de
Dirichlet généralisées dont chacune l'admet pour région de con-
vergence absolue.
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Puisqu’il ne s’agit pas ici d’étudier les séries de Dirichlet
généralisées d’une fagon détaillée, nous nous contenterons de
constater seulement le fait suivant:

En assujettant les arguments des quantités 2, a certaines
restrictions, on peut indiquer des régions plus ou moins vastes
‘ol les séries de Dirichlet généralisées, correspondant aux solutions
des systémes (1) et (2), seront srs d’étre uniformément conver-
gentes. T :

En effet, supposons, par exemple, que les 4, soient tous
situés dans I'angle droit, formé par deux demidroites: ’

__.717 £ _ T
P = ‘-; et @ = —‘*49
issues de Porigine; la série

D TM?
b
n
dont les coefficients . constituent une solution du systéme
correspondant (1) ou (2), sera alors uniformément convergente,

au moins dans l'angle droit indiqué, comme on s'en assurera
aisément par le raisonnement suivant:

Soit z==e% une valeur quelconque de la variable z dans
ledit angle; on aura donc ;Zéq:g—}—g. D’autre part, en dé-

signant .
l;,=fﬁel¢n ('n::(), il’ iz’ .. _),

on aura, d’aprés I'hypothése faite, |
Pn=1Pn 1 2.7va,

m étant un entier positif quélconque ou zéro, et
Tz, =1+ 7.
—p=wmEtg
Par con'séquen‘t,' ——imz = -—r,,ge“%"“ﬂ = —17Q ei('l’n+¢) ‘ef

e-—-lnz 1 2

= moCos(ynig) — b PUISQUE —3 2 =¥te= 2’

donc, Ixne —Ang <[xn|.
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= \Ausm 1a - séne 2, étant absolument conﬁverge‘nte 1a série

o .
[P B o Sy A N

‘\:Vx o l,‘z :

sera-t:elle tniformément 'c0nvei‘g'eni:é" i moihs’ dans’ Tangle
drmt 1nd1que et y représentera une fonctlon holomorphe ‘

De méme, il est aisé de voir que dans le cas oil

SRR —E-é'*f’né‘_lhé’ T

les séries de Dirichlet correspondantes (ainsi que celles que l'on
en obtiendrait en les différentiant terme & terme) seraient uni-
formément convergentes, au moins pour les valeurs réelles et
positives de la variable 2, c'est--dire sur l’axe réel & droite
de l'axe imaginaire.
Il est évident que I'on pourralt multlpher mdeflmment de
tels exemples. :
~Des remarques precédentes nous: pouvons t1rer les .CON-
clus1ons suivantes: s o
- 10 les séries de Dlnchlet (ordlnalres ou generahsees), cor-
respondant aux solutions des systémes (1) ou (2), sont abso-
lument’ convergentes pour z= 0, quels que soient lés arguments
des quantités A.; ,
20 elles sont, au moins-dans.des. cas. étendus, unlformement
convergentes dans des régions plus ou moins vastes et y repré-
sentent des fonctions holomorph’es‘,' g’annulant avec toutes ‘les’
_dérivées pour 2=0;
, 8° aussi, au moins sous certames réserves, pourrait-on
interpréter le probléme de la résolution ‘des systémes (1) et (2).
comme probléme de construction des séries de Dirichlet, qui
représentent des fonctions :#(2), complétement déterminées et
holomorphes dans certaines régions, et s’annulant avec leurs
dérivées pour z=0:

F(O)?O, F(")(O);O. o n=1,2,8,...).
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II. Sur l'application de Ila méthode de(Fourier aux systémes
du type 1 ,

10. Soit donné un systéme du type'l ’
oo ) '
®=22’;an (1:=0,1,‘2,0-.);

en exigeant alors qu'une solution soit censtituée par des valeurs
des inconnues (x.) dont aucune n’est zéro, on peut supposer, €n
particulier, que =, 0, et présenter le systtme donné sous la
forme ‘suivante:

aw. —22‘ (’”) G=0,1,2,..),
ou les rapports ( ) joueront le rdle des mconnues Essayons

de les calculer par la méthode de Fourier. Le systéme Tédﬁit
sera dans ce cas:

nt+1

2= 2/1,,(”") (=0,1,2,... n—1).

R
S (aa\®
R N

i

Vet

" En déslgnant sa solutlon par

E”'_z(”’ e
z) 7T =y _,’A.

et en tenant compte de ce que

1 1., .. 1 '
[ 2 et s | = e—tn) m—z.z) (zm—zz)
7 R Gy e (Mx—ﬂ-;)
! 2.’;_1 1:_1 vj.:;i o (3'n-|-1—7m)=|=0

. . - ™)
on obtiendra aisément les valeurs- des incotinues (ﬂ) , & laide
Zy
des. formules: ,
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e (a)fE) (2
AN

(6)

Donc, il ne s’y agit plus. que de passer & la limite pour
n — 0. .

1. Nous allons constater que les limites:

lim (fﬂ)w—; “—”—") (h=2,8,...)

n - oco\%1 z;

n’existeront sous une forme finie que dans des conditions beau-
coup plus restrictives que celles de (83—5), et qu’elles ne con-
stitueront une solution du systéme donné que dans des conditions
encore moins générales.

Pour s’en assurer, il suffira d’examiner quelques exemples
particuliers. :

Supposons tout d’abord que la suite des 4. soit telle que

(7 ’ -;'”;7_" (n=1,2,8,...);

on déduira alors des formules (6), par un calcul simple, que



A VI 1

17

Zh
Zy

Donc,

)

. ‘”2 (nL
Zy _

(n)

Sur certains types de systémes d'équations linéaires ete,

P AYL
—n, 78y —
Z;

n—1)
1.2

n(n—1) (n—2). .. [n—(—2)]

et généralement

(h=2,8,4,...).

e (1) h—
= (=D 1.2.8...0—1)
(

c’est-a-dire, dans le cas (7), il n’y a pas de limites finies.

(8)

Supposons ensuite que les i, soient tels que

Iy = 02

(n=1,23,...);

alors, en employant la formule bien connue

. x? x? 22
Smnx=mc(l—ﬁ) 1—5‘2)..4.(1——;‘—2)...,
on aura
. y }11 11 11
—_ Ml — ...l ——}=
i (=) (=2 ()
—1lim Sin e _
21 1 —E) (12 =
12 X 72
. 1
- 1 1 1\
2(1 2_)(1 ?) ..(1 ;7)
et de méme
. An An A
— 1— 1= =
lﬂoo(l | 1h+1) ( im) ( M+1)
i Sin w2
= oo ? x® z%
=__.(_1)h—1 1 .
h2 hz h2 ?
Y PR o PR
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done, d’aprés les formules (6),

' ® ‘ :

(?—")=lim (ﬁ) = (—1)*1R (h=2,3,4,...)

Zy n->oo\%T1 _
Aussi, dans le cas (8), chacune des limites (:Th) sera-t-elle finie
1

et bien déterminée; cependant, elles ne constituent pas une
solution du systéme (1a), puisqu’elles ne rendent pas absolument
convergentes les séries qui s’y trouvent,

12. Supposons enfin que

)] I=pL p>1  (n=1,238,..);
alors on aura

,, (1— 1‘—1) (1— 11—1) g (1_. A )
lim e = s

n 7 7
n>00 ———_ T AT e e e —_a
(1 z,,+,) (1 "h+2) (1 Ml)

1

IR

et, par conséquent, d’aprés les formules (6),

ﬁ =1j ﬁ ('2= __1\y—1 ph_1
. ("’1) ng(”ﬁ) = (p—1) (p*—1) (p*—1)... (" '—1)

(h=2,3,4,.-.)0

Cette fois on peut bien constater que les valeurs des in-

connues ? , fournies par la formule (10), rendent absolument
1

convergente chacune des séries du systéme (1s).
En effet, ¢ étant un entier positif quelconque ou zéro,
examinons la (i1)me gérie

1 y i [Tn
i (x—)
n=2 1

En désignant

i [Th i Thta
W= A o ma=aa(3)
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Ynpa g

Uy,

Uht1
Uy

on aura

et, par suite, hm

.ph_l h o0 ’

d’oll se déduira immédiatement la convergence absolue. La sérié

(o]
;vi T
2 K\
k=2 1
a donc une somme bien déterminée 6t, comme on s’en rendra
compte aisément, celle-ci n’est que —4;, puisque

quel .que soit l'entier positif #, et, d’autre part,

Sf2) - SHfE)P O

zy N>O0 ). g

11 en résulte donc que, sous 'hypothése (9), la méthode de Fourier

est applicable et permet de déterminer les rapports des incon-

nues du systéme donné ;—3—" , de sorte qu’ils satisfassent au
1

systéme (1a), et qu'aucun d’eux ne soit zéro.

En y prenant #;, = C, C étant une ‘constante arbitraire, dlf-
férente de zéro, on obtiendra donc une solution du -systéme
donné (1) dépendant d'une constante arbitraire, et exprimée par
les formules:

. . ) ph—l
(11) x,=C, = (x1""C —D@EE—1)...("—1)

(h=2,38,4,...).

Remarquons encore que, en disposant de la constante arbitraire
C, on peut faire assumer & une inconnue quelconque z, la valeur

(1) D'une fagon générale, remarquons que toutes les fois que l'on aura,
par la méthode de Fourier, trouvé les valeurs des inconnues d’un systéme donné,
qui rendraient absolument convergentes les séries du systéme, on en tirerait
immédiatement, tout comme ci-dessus, la conclusion, que ces valeurs consti-
tuent effectivement une solution de ce systéme, puisqu'elles rendront les parties
droites des équations égales aux parties gauches correspondantes.

PAd
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a= 0 arbitrairement prescrite. En effet, pour cela on n’aura
qu’a choisir C de sorte que soit

G—D@—D... 0 —1)

Done, des trois hypothéses concrétes, relatives 4 la nature
de la suite des A., que nous venons d’examiner ci-dessus, ce
n’est que la derniére, qui permet de résoudre le systéme cor-
respondant par la méthode de Fourier. En la comparant aux
autres, on constate tout de suite que dans ce cas la croissance
des A, est plus rapide que dans les deux cas précédents. Il est
clair que c’est bien cette clrconstance 4 laquelle, dans ce cas-ci,
on doit le succes.

a= (—1)"1C-

13. L’hypothdse (9) est loin d'étre la seule, sous laquelle
un systéme (1) peut &étre résolu par la méthode de Fourier;
nous allons démontrer & ce sujet la proposition plus générale
suivante:

Etant donnée une suite indéfinie des A, telle que
hFd o (F))

Pt >p>1 pour k=N,

(12) et T

N étant un entier positif quelconque, on peut,
" par la méthode de Fourier, déterminer une solu-
tion du systéme correspondant, dépendant d’une
constante arbitraire C.

En effet, les valeurs (6) des inconnues du systéme réduit
auront pour n — co les limites finies et différentes de zéro:

A A A
1—2(1—3). . {1 —
Aghy. .. dns ( lo)( ‘ /13) ( /IH)

(£) 5 im )=t '(1. ] 1)

lh }vh

(i) ) -
: e s (h=2,34,...),
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puisque, la série
1
Ants

T ;.m +

lh+1

étant, par hypothése, absolument convergente, les produits infinis

=)l =i

An \ An An
(1 m)(l‘m)(l z:)

le sont done, eux-aussi, et different évidemment de zéro.

et

De plus, ces limites

. i\ [z
lim (2= (=
n-soc0 \*1 ry

rendent absolument convergente chacune des séries
[o.o] iz
k
i ()
k=2

i étant un entier positif quelconque ou zéro.
"En effet, soit

et
1 xh—i—l
“"+‘—"1H1(x, )’
alors
A Y A y3
=2 == ===
Unyy R lh An Anys Ants
u, g ™ , 1___ 1___/~;._1 __np 1— At
T Inge Anyal’

or, d’aprés I'’hypothése faite, on aura -

in
Anya

. h—i—1
lim = 0,
h—>co




29 HERMANN JAAKSON E AVRL:

M An—i ' An
1—2] .. =2 —
7 Anl’ | An I Il 2” }vh+8

1m LI ! .
h—>co l——]:l— 1_&2__1 it At 1___}i+1
‘ ) Anta " Ange Anys|
22— |1‘J;—-1
—lim h h h
hsoo i A []Aaen] [ A
Artr Ay | Anpr
: 2
I [ T ([
lim J lh+2 lh-{-a nexl « pl
h>oo Bl htt «Q ’
1— 57— {1—]... l1——
| }vh+2 }»h+a | ”1=11 ( pn)

comme on s’en rendra aisément compte.

Done, Upnyy

Uy,

lim
h->00

=0,

d'ou se déduira inmédiatement la convergence absolue.

Il en résulte que, sous 'hypothése (12), une solution du
systeme (1) sera fournie par les formules;

n=0, m=(—1p=iclaten b,

o | (2 i) () )

() ()

(h=2,3,4,...),

C désignant une constante érbitmire.

En disposant convenablement de C, on peut faire assumer
évidemment & une inconnue quelconque z, la valeur a 3=0 arbi-
trairement prescrite.
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Ill. Sur Papplication du principe des reduites dans un cas
particulier.

14. Comme nous venons de voir (n°11), la méthode de
Fourier ne s’applique pas au systéme (1) dans le cas (7).

Cependant, il ne faut pas en conclure que'le principe des
réduites, lui-méme, ne puisse pas s’appliquer. En effet, nous
allons démontrer que l'on peut résoudre le systéme donné par
une méthode nouvelle ne représentant, au fond, quun autre
mode d’application du principe des réduites; au lieu de ramener
le systéme donné & un.seul systéme réduit, comme nous l’avons
fait dans les cas précédents, nous le raménerons, dans ce cas-ci,
a une suite indéfinie de systémes réduits.

Quant & la réduction, elle sera effectuée par deux étapes,
a laide des systémes infinis intermédiaires que l'on pourrait
appeler systémes réduits généralisés, dont chacun
peut étre résolu par la méthode de Fourier, c'est-a-dire é&tre
ramené a un seul systéme réduit fini.

‘En calculant les solutions des systémes réduits, et en passant
3 la limite, on obtiendra les solutions des systémes infinis inter-
médiaires; avec celles-ci on construira des- solutions du systéme
donné.

Notre tache consistera donc en ce que nous aurons & fixer .
la loi de formation des systdmes réduits généralisés, et a déter-
miner le mode de constriction des solutions du systéme donné,
a l'aide de celles des systémes réduits généralisés.

15, Etadions d’abord la loi de formation des systemes
réduits généralisés.
Le systéme particulier (S), que nous allons résoudre, s’écrit

0= nw (i=0,1,2,...)
Cest un systéme appartenant au type I, et complétement
caractérisé par la suite indéfinie (E) des A, =n:
(B)=1,2,8,4,...

Décomposons maintenant la suite (£) en. une infinité de
suites partielles (E,) de la fagon suivante: Constituons avec les
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éléments de la suite (E), c’est-d-dire avec les' nombres naturels,
le Tableau a double entrée:

1 21 22 L. L2k

3 32! 3.22 . . . 8&
5 521 - 592 . . . B2k

i2n—]—l) (2‘n—-|—1)21 (én—l—l)22 (2.n—{—1)2"

On se rend aisément compte de ce que ce Tableau contient
tous les nombres naturels, et que chacun d’eux n’y rentre qu'une
seule fois en y occupant une place bien déterminée. En effet,
s étant un entier positif, il est évident qu'on ne pourra le pré-
senter que d'une seule maniére sous la forme

s=(2n4-1)24

h et n étant certains entiers positifs ou zéros; donc, s occupera
dans notre Tableau la case qui est située dans la file de rang
(n41) et dans la colonne de rang h-{-1.

En entendant par (E,) la suite

(B)=2n-+1, (2n412%, ... @n41)2%
(n=0,1,23,....),

et en tenant compte du Tableau & double entrée, I'on constatera
immédiatement que la suite donnée () se décomposera, en effet,
en une infinité de suites partielles (&,), ce que I'on peut exprimer
par la formule symbolique

(B) = (Eo)+(E) - . . 4 (Eu)+- -

Comme nous I'avons déja remarqué, la suite (E) caractérise
complétement le systdme donné (§); or, par analogie, chacune
des suites partielles (E,) déterminera, & son tour, un systeme (S,).

En desxgnant les inconnues du systeme (Sa) respectivement /
PAT Yui, Yn2y - - - Yniata) - - - 11 56 présentera sous la forme suivante:

@ o= Slentoetuen (2075 ):

h=0 .
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Ainsi, I'on obtiendra une infinité de systémes (S.) bien déter-
minés. En les examinant de prés, on verra tout de suite que,
. quel que soit I'entier positif », le systéme (S.) est équivalent au
systeme (So)
0 .
0= 232" yor+1) (6=0,1,2,..),
h=0 '

les systémes (S,) et (So) ayant évidemment tous les deux les
mémes solutions. Aussi, peut-on poser tout simplement

Ynat1) = Ynp1 n=0,12...
et ca.lculer les valeurs

Yo Y25 -+« Yhgty - oo

4 l'aide de n’importe quel systéme (S,). Or, prenons le systéme
(S,) et remarquons qu’il s’obtiendra du systéme (1) en y posant

Ao=2"1 et Z,=yn

D’aprés le n° 12, on pourra en conclure immédiatement que le
systéme (S,) peut &tre résolu par la méthode de Fourier, les
valeurs des inconnues y;, ¥a ... ¥ats, ... s'exprimant a l'aide
des formules (11), si 'on y remplace p par 2.

On aura donc

— h 2h C
Yrr = (—1) @—1)(2°—1)...(2"—1)

(14) h= C,

h=1,2,8,..),
C étant une constante arbitraire.

16. Démontrons maintenant que, en employant les solutions
des systémes (S,), on peut construire une solution du systéme
donné (8), c’est-d-dire que les systémes (S.) peuvent &tre con-
sidérés, par rapport au systéme (§), comme systémes
réduits généralisés. '

En effet, convenons de déterminer les valeurs des inconnues
(z)) du systéme donné (S) de la fagon suivante:

Etant donné le rang s de linconnue z,, nous le présen-
terons sous la forme

s=(2n-41)2"  (voir n° 16),
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ce qui fera correspondre a s une seule valeur bien déterminée
de k, ainsi qu'une seule valeur de n.

Cela étant, nous poserons #,=yny1, OU Yit, dépendant
d’'une constante arbitraire C, sera fourni par les formules (14).

Nous verrons que, en spécifiant convenablement cette con-
stante arbitraire C, nous obtiendrons ainsi une solution du
- systéme donné (S).

Il est clair qu'il faut spécifier C, puisque, d’aprés ce que
nous venons de dire, on obtiendra, en particulier,

z, =C, vx5=0’,...x2,.+1=0’,...;

par suite, si 'on y entendait par C une constante arbitraire, la
premiére série du systéme (S)

aQ

2z,

n=1
(pour ne parler que d’elle) contiendrait une infinité de termes
‘tout 2 fait arbitraires et, par conséquent, elle n’aurait évidemment
aucun sens précis.

De méme, en spécifiant C, il faut tenir compte de n.

En effet, sil'on prenait pour C, indépendamment de =, la méme
valeur quelconque « 4 0, on aurait ‘

z, =a, Tg=y . . « Tgnj1=2a, . . .

done, la série
(o]
2,
n=1

contenant le méme terme & une infinité de fois, ne serait pas

convergente
Or, étant s=(2n -+ 1)2" prenons @, =y en posant dans
les formules (14), par exemple,

1
mFDT4)

ou 4, est une constante quelconque aséujettie 2 la condition

'O_=

l4l=1 (n=0,1,2,...).
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Alors on aura !

1

“=@tnia "=

15)) , — (— 2" N S
w=Nepe—y =) eatn4 *=L28)
étant s=(2n+1)2* et n=0,

_et, comme nous verrons, les valeurs des =z, déterminées par ces
formules constitueront une solution du systéme donné (§).

17. Démontrons maintenant que les z, fournis par les for-
mules (15) rendront absolument convergente chacune des séries
du systeme (8), par exemple,

(o]
N,
a=1
¢ étant un entier positif quelconque ou zéro.

En effet, aprés avoir fixé 7, I'on peut toujours, comme nous

le verrons, indiquer respectivement un entier positif NV tel que soit

; 1 '
(16) |s'x,|<? pour s>N.
Or, ]a série
1
PE

Mg

1

@
I

étant convergente, on en déduirait immédiatement la convergence
absolue de la série

o
P
s—1
Ecrivons I'inégalité (16) sous la forme suivante
| st | << 1,
et désignons
. g2 2h

(2—1)(22~1) -—1)(n+1)'
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alors, en tenant compte de ce que |4.|=1, et s=@2n-+1)2%
on aura évidemment
|st2a, |= U,

Il en résultera donc que, si linégalité U, <1 pour s >N était
exacte, I'inégalité (16) le serait a fortiori.
Quant & U,, il est aisé de voir qu'il s’écrit

U, = P(h) . Q(n),
ou l'on désigne par P(h) et ((n) les expressions -suivantes:
Qh(+3)

@l—1)@*—1)...2"—1)

_@n+41)+2
(41!

Or, sous une autre forme, P(k) étant

Ph) =

Qn)

1 .
Ph) = ,

h
i(h—zi—S) 1 1 ' 1
2 1—o (1——§§ 1—-?)

on en déduira aisément que lim P(k)=0; de méme, il est
clair que h->co

lim @n)=0.

n—->0o

Par suite, I'on peut bien indiquer, d’une part, deux nombres
positifs P et Q tels que ’

P= P(h) h=0,1,2,...),
Q= Q(n) n=0,12,...),
et, d’autre part, deux nombres entiers positifs », et =, tels que

P.Q)<<1  pour m=mn, -
Q.Ph)<<1  pour hz=h,

Il en résultera donc que. U, <1 pour k> h, indépendamment de
n, ainsi que pour » = n,, indépendamment de %; par conséquent,
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si pour une valeur entiére et positive de s =(2n-}- 1)2* l'inégalité
"U,<{1 devenait inexacte, ce ne serait possible que sous la condi-
tion que les valeurs correspondantes de » et k satisfassent & la
fois aux inégalités:

n<n, et h<lh,.

Donc, la valeur la plus grande de s, pour laquelle I'inégalité
U, <1 pourrait éventuellement cesser d'étre exacte, serait

[2 (1o — 1) - 1] 22 = (2my— 1) 2h—2.
En la désignant par N:
N=(2n,—1) 2%,
on aura en tout cas
U,<<1 pour s>N=(2n,—1)2k,

Donc, la série
oo
25

s=1
L4

sera, en effet, absolument convergente et aura, par suite, une

somme bien déterminée ne dépendant ni de I'ordre des termes de

la série ni des différents modes de groupement de ces termes.
D’aprés cela, en tenant compte de ce que la série

(e}
D s,

s—1

contient tous les termes des (:—} 1)i*mes séries appartenant aux
systémes (S,), et qu’elle n’en contient pas d’autres, il- en résultera
immédiatement que la somme de notre série sera nécessairement
nulle, puisque les sommes des (i} 1)!*=es séries, appartenant aux
-systémes (S,), sont elles-mémes nulles.

Donc, - les z, déterminés par les formules (15) constituent,
en effet, une solution du systéme ‘donné (S).

En multipliant toutes ces valeurs par une constante arbitraire
4, on obtiendra encore une solution du systéme (S), ce dernier
etant un systéme homogéne.

3
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18. La solution du systéme (S) dépendant de la constante
arbitraire 4 et des ‘quantités 4., assujetties & .la condition

Tzl (=0,1,2,..),

s’écrira sous la forme suivante:

Al
xs=m pour h=0,
(18)] 0 — (—_1)» 2" ' A4 ‘
=1 (2—1)(22°—1)...(2"—1) n+1)! 4, pourk=1,2,3, ...,

ot s=@n4-1)2* et n>o.

En l'examinant de prés, on constatera:
1° pour 40 aucune des inconnues x, n’est zéro: z,= 0;

20 étant donnée, d’'une part, une suite finie de r quantités quel-
conques différentes de zéro: ay, ay, ... @, et, d'autre part,
une. suite de r nombres entiers positifs: a,, ay ... a, ap-
partenant tous & des suites partielles distinctes (£) (n° 15),
on peut faire assumer aux inconnues

xal ] xag ’ xa

Al r

respectivement les valeurs prescrites

Qy, O3, . . . Q.

En effet, en remplagant dans les formules (16) les x,, re-
spectivement par les a; et en résolvant ces » équations par rapport
aux quantités 4i on obtiendra évidemment pour elles les valeurs
satisfaisant 4 la condition: |4x|>1, si lon attribuera & la

. constante arbitraire A une valeur quelconque dont le module sera
assez grand.

Nous venons de supposer que les nombres entlers positifs
a,, 0y, . . . a, appartiennent tous & des suites partielles distinctes
(£ ; remarquons que c’est une condition tout a fait essentielle,
puisque de toutes les inconnues, dont les rangs appartiennent a
la méme suite partielle (Ey), c’est seulement une quelconque qui
peul étre fixée arbitrairement; en lui faisant assumer une valeur
prescrite, on attribuera du méme coup a.toutes les autres in-
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connues du méme systéme (Sx) les valeurs correspondantes comple-
tement déterminées.
Donc, la nature de la solution que nous venons de constrmre
dépend essentiellement du mode de décomposition de la suite (E).
Or, généralement une suite (£) peut étre décomposée d’une
infinité de maniéres, c'est ce qui permettra de prescrire arbitrai-
rement les valeurs d'un nombre fini d’inconnues quelconques.
En effet, étant donnée une suite de nombres entiers positifs

quelconques: a;, @y, . . . @,, en décomposant la suite (E) en une
. infinité de suites partielles (E.), on peut faire rentrer les éléments
R P

dans r suites partielles, de sorte que chacune d’elles ne contienne
qu'une seule de ces r quantités (Aa,). ’

Nous le démontrerons ci-dessous, dans le cas général, ou
les ¢éléments A, de la suite (E) ne sont assujettis qu'aux condi-
tions (8—5, n° 7), qui caractérisent les systémes (1) et (2).

IV. Sur la construction des solhtions des systémes du type L

19. Etant donné un systéme quelconque (S) du type I
. o
0= 3.z, (t=0,1,2,..),

dont les 4, satisfont aux conditions (3) et (4) (n° 7), nous allons

le résoudre par une méthode dont l'idée essentielle vient d’&tre

exposée tout & I'heure, & propos du systéme particulier (n° 15).
A cet effet nous aurons:

1° & décomposer convenablement la suite

(.E)—_—-)vl, 212, PR ;vn, s .

en une infinité de suites partielles (&),
2° 3 faire correspondre & chacune des suites partielles (%,) un
systéme réduit généralisé (S,), et
8% & construire des solutions du systéme donné (S) & l'aide de
celles des systémes (S.).
Exammons lune aprés l'autre ces tr01s questions. -
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20. Quant & la décomposition de la suite donnée (E’), nous
démontrerons la proposition suivante:
Etant donnée une suite (B)y=2»X, 29 o lny ...
telle que
lim lln|=oo,
n -» OO
on peut la décomposer en une infinité de suites
partielles (E,), de sorte que, en désignant les élé-
ments de (E,) par

MUn1y MHnzy ... Mnhy o ooy

ceux-ci satisfassent a la condition

>p>1 h=1,2,3,...,
] n=1,23,...

Pngit1y
Min

et que les » éléments:

hgs Py =oo ko

al! a27 a,j

choisis arbitrairement dans la suite (E), soient
répartis entre s .suites partielles () dont
chacune n’en contiendra qu’un seul, » étant
d’ailleurs un entier positif quelconque.

Désignons par (E° la suite naturelle des nombres
(B9=1,2,3,...
et par (E9) la suite partielle suivante:
(B = 1201, 8201 5201 .. . (2%k—1)2%, ...
n=1,23,..);

en examinant’ alors le Tableau du n° 15, on se rendra aisément
compte de ‘ce que la suite (E°) se décomposera, d'une fagon
bien déterminée, en une infinité de suites partielles (Z£9):

(B) = (B)+ E)+.c.+-(E)+...

Or, il est & remarquer qu'il y a une correspondance univoque et
réciproque entre les 4, et les nombres naturels »: Ap——>n;
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cela permettra de faire correspondre a la décomposition de la
suite (E°) la décomposition de la suite donnée ()

(B) = (B)+ EY+...+E) + ...,
(EY) y désignant la suite partielle suivante:

A . A

(E:t) == )‘*LG——l ’

3.2n1s (2k—1) 2" b
n=1,23,...),
qui jouit évidemment de la méme propriété fondamentale que la
suite (%), c'est-a-dire qui a aussi pour point-limite co:
lim

|= o0.
k—>oco

;'(2 E—1)2°—1
Cela étant, nous allons maintenant décomposer la suile donnée
() conformément a la proposition énoncée

(B)=(B)+ E) 4.+ B+

en procédant de la maniére suivante:

Nous construirons les suites (E,) successivement: d’abord
(E,), ensuite (E,), ensuite (&), et ainsi de suite.

De méme, les éléments des suites (Z,) seront choisis suc-
cessivement:  fui,, fnz, MUnss .

Nous désignerons par

(E) - (El) "— (E2) T e s T (E11—~1)

la suite partielle de (&) que 'on obtiendra en enlevant de la
suite (E) tous les éléments des suites partielles

(El)’ (EQ)’ o e e (EM—-I)'

Cela étant, fixons la loi de formation des suites (%,) de la
maniére suivante :
1° Le premier élément u.; de la sulte (#£,) soit celui des élé-

~ ments de la suite (E) — (&) — (Ey) —...— (1) qui occupe le
rang le plus petit; en particulier, le premier élément u,, de la
suite (%)) soit 4,: By = Ay

20 Tous les autres éléments de la suite (&)

Wn2y Hn?oy o oo Unhy  Puhtr), -

seront choisis exclusivement entre les éléments de la suite (E2).
3
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3° Dans le cas ol la suite (E}) contient quelques-unes des
r quantités fixées arbitrairement & l’avance:
A A !

"oy (P IR .

= 7

on choisira pne, Mus, ... Man, ... de sorte que la suite (&)
n’en contienne qu’une seule au plus.

4° u,. étant déterminé, l'on prendra pour w4 celui des
éléments de (E!) dont le module sera

Zlﬂnhlpv I’>1,

et qui occupera le rang le plus petit possible, compatible avec
la condition précédente (8%, p étant un nombre positif fixe.
D’aprés cette loi de formation, la construction dune suite
(E.) peut &tre effectuée aisément.
En effet, pour déterminer le premier élément w.., on n’aura
qu'a trouver celui des éléments de la suite

(B) — (B) — (By) — ... — (Eu)

dont I'indice sera le plus petit. Or, pour cela il suffit de déter-
miner seulement un nombre fini de premiers éléments des suites
(B, (BE,), ... (Bu-), de sorte que 'on ne continue le procédé
de formation de chacune de ces (r—1) suites que jusqu’au
moment que l'on obtiendra le premier élément dont le rang
sera supérieur a celui du premier élément de la suite (E!), ce
dernier étant 2",

11 est clair que, aprés un nombre fini d’opérations, on trou-
vera tous les éléments de la suite

(E) - (El) - (E2) T ees T (En—-l)

dont les rangs sont inférieurs & 1.2"—, et dont le nombre sera au
moins un, puisque, d’aprés la condition 29, 4, o»—1 appartiendra cer-
tainement a celle-1a. _

Or, entre ces éléments, en nombre limité, il y aura évi-
demment un dont lindice sera le plus petit; c’est celui-ci que
. Yon désignera par .

Quant aux autres éléments de la suite (&)

Pnzy Mngy oo fahy oo,

. . . . 1z o 4
on les choisira successivement entre les éléments de la suite
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(B3 = Ay g1, Agont, - oo A@p_1)gm=h « s

en tenant compte des conditions 3° et 4°

Ainsi, & chacune des suites (E!) on fait correspondre une -
suite bien déterminée (E,). Le nombre des suites (E!) étant
Pinfini, le nombre des suites (%,) le sera, par suite, lui-aussi.

De la loi de formation des suites (Z.) on tirera aisément
les conclusions suivantes’:

1% Chacune des suites (E,) ne contient que les éléments
appartenant aussi & (E).

20 Chacun des éléments de () appartiendra & l'une des
suites partielles (E.) et & une seule.

8° Les n premiers éléments de () rentrent dans les premiéres
suites partielles (Z,), (&) . . . dont le nombre sera = au plus.

4° Chacune des suites (£,) satisfait aux.conditions énoncées
dans notre proposition. ,

I en résultera donc que la décomposition de la suite
donnée (E)

(B)=(E) 4+ E) + ...+ B+ ...,

que nous venons d’effectuer, sera bien telle qu'on l'exige dans
notre proposition.

21. Apres avoir décomposé la suite (£) en une infinité de
suites partielles (Z,), nous ferons correspondre a chacune d’elles
(E.) un systeme réduit généralisé (S,)

(e o)
0= 3w,y (i=0,12,...),

h=1" .

en y désignant les inconnues par ¢

Tous ces systémes (S,) appartiennent évidemment au type I
et, d’apres la proposition du n° 20, ils sont caractérisés par la
relation " e -

Mo (n 1) ) n=1,2, 3, o
EnAD >
I | 2P '(h'='1, 2, 3)
Par suite, d’apreés le n° 13, leurs solutions sont fournies par
les formules (13), en y remplacant les quantités

C, ;&1, 22, 2,15,. -.-lh, " e

g
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respectivement par

Coy  Muty fn2, Unsy o o o My « o
On aura donc

" RS .l/bn —
Y = Cu; tun = (—1)P1 Cnl" 2 ll'na'u/h_z (h—1)
nh

. 1.‘_&”—1 1— [Lm ___ ,Uml 1— a1 11— Mn1
17) fhn por—y)] \" Mgty i)

.(1 a2\ [| Mnn) ( .Um(h =) N RS ¥ PO N
Un(h+1y Unnt2)) -

m:m&g“¢

C, étant une constante arbitraire.
D’aprés le n° 13, on peut dire que

yan 30 pour C,F0.

22, 1l nous reste enfin & construire une solution du systéme
donné (§) a 'aide des solutions des systémes réduits généralisés (S.,).

A cet effet nous établirons tout d’abord une correspondance
univoque et réciproque entre les inconnues z, du systéme donné
(S) et celles des systémes (8,), c’est-a-dire les ynn.

Remarquons que chacun des éléments i, de la suite (E)
entre aussi dans une des suites partielles (£,) et dans une seule
(n° 20), y étant désigné par un u a deux indices, et qu’inverse-
ment chacun des px 4 deux indices représente 'un des A; c’est
ce qui permettra d’établir la correspondance désirée.

En effet, soit, par exemple,

As =

en tenant alors compte de ce que 4, est lié dans le systéme (S)
4 linconnue %, et que de méme y.. est lié dans le systéme
(S.) & Yinconnue y., on aura immédiatement la correspon-

dance désirée

XLy ——> Ay = Unh <——> Yuh ,

ou simplement :

Ls «——> Yun.
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Cela étant, nous allons démontrer qu’en prenant
Ly =Yun POUr &y «——> Yun,

ywn 6tant déterminé par les formules (17), on obtiendra une so-
lution du systéme donné (S) en y spécifiant convenablement la
constante arbitraire C,.

Remarquons tout d’abord que la série

m ‘.
2'(27&}2')3 ‘u’::h ynh

=1

est absolument convergente, quelle’ que soit la valeur attribuée
a la constante arbitraire C, de laquelle dépend, d’aprés les for-
mules (17), Yun.
En effet, en posant
Uy, = Itu:hynh | et v, = | (2nh)3tu’;’:hynh|’
on aura

Uy h3 Up

Or,

et, d’aprés le n° 13,

. w
lim 2 —o;
h—>co Un

par suite,
. v,
lim 2+ —o.
h»oo Uy

[l en résultera, en particulier, que, en prenant, dans les for-
mules (17), C. =1 et en désignant par #.. la valeur correspon-
dante de y.. (h=1,2,8,...), on peut trouver un entier positif

- N, tel que pour 2> N, soit '

[@rrPuny,, | <L,
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le nombre des termes de la série

oo
2'@nhPuny.

h=1

dont les modules sont > 1 étant N,—1:

Entre ces N,—1 termes nous choisirons celui dont le module
sera le plus grand, ou au moins pas plus petit que ceux des
autres N,—2 termes.

En désignant son module par r. nous déterminons un
nombre positif o, de la fagon suivante:

On=rs, 8i N.>1, tandis que ¢,=1, si N,=1;

cela étant, convenons de spécifier la constante arbifraire C, de
sorte que soit

4, y désignant une constante assujettie a la seule condition
| Au|>1.
D’aprés cela, on aura évidemment
|(2nh)3,uzh ynh|<1 rh=1,2,8,...;
par suite, :
. | | # Yo | <(—2nl—h)§'

ou, en tenant compte de ce que 2mrh>mn-h, on aura

IM ynh|<(n_|__h)3
Pour |,uw.'|gl on en déduira I'inégalité

t

‘ P 1 .
(18) : I.U':,h ?/M|<tf_{'_~w (¢=0,1,2,...m),

permettant de démontrer ci-dessous la convergence absolue des
séries du systéme (S).
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23. En prenant z, =y.. (pour z, «—— y.) et en posant

1

Co= 0n An

(n° 22),

B

les valeurs des z, constitueront une solution du systéme donné (S).
En effet, elles rendent absolument convergente chacune des

séries du systéme (S)

o .
2 s zs,
=1
¢ étant un entier positif quelconque ou zéro.

On s’en assurera par les considérations suivantes. En re-
marquant que A, = pum, et 2, = y.» et en tenant compte du n°20,
on s’apercoit immédiatement de ce gue la (¢4 1)¥me série du
systéme (S) contient tous les termes des (i 1)#=es séries des
systémes réduits généralisés (S,) et qu'elle n’en contient que
ceux-ci. : :

Or, désignons

Ynp == ‘u':ah Yur = ;V:v Loy

constituons le Tableau & double entrée

loud Jvel 1ol - - - low) . . .
. lva b lveel sl - o - Joal . . .

I Va1 Iy I Unz l, I Vns I, S I Unn I, D

a . . . . . » . . . . . .

et servons nous du critére de convergence suivant:
La série double & termes-positifs

o
2 2 val

n=1 h=1

converge, si 1’on a

. 1 R
I’l)nhl<m+o (Q)O)
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pour >N, indépendamment de %, et pour > H,
indépendamment de n(}).

Nous verrons que dans ce cas-ci 'on peut bien trouver
deux entiers positifs N et H tels que soit

N |v11hl<(n+h)2-|-g (Q =>0)

pour n> N, indépendamment de 4, et pour > H, indépendamment
de =«.
En effet, en tenant compte de ce que dans la suite

(E) == }Vl) }-«2, e . 1'3! . .
les modules des éléments (] 4z]) vont en croissant
(lim | A% | = oo)
koo ’

on peut dire que |4z|>1 pour >k, ko étant un certain entier
positif. D’autre part, d’aprés le mode de décomposition de la
suite (Z) (n° 20), les premiers (k,— 1) éléments de (X) sont
répartis entre les premiéres suites partielles (£,) dont le nombre
sera (k,—1) au plus. Il en résultera donc que I'on pourra indiquer
un entier positif &N, tel que

| s |>1 pour »>N;, quel que soit h.

(1) Numérotons les termes du Tableau ci-dessus d’aprés la régle suivante:

lvnl=u; lvul=1us [vpl=u; lval=1u |vel=u; |vil=u;
et ainsi de suite; en remarquant alors que sur la premiére diagonale se
trouve un seul élément, sur la deuxiéme, 2 éléments, sur la troisiéme, 3
éléments, et ainsi de suite, on aura pour u,, = Ivnh | .

Ml 42434 b h— 1) = ORI <y,

donc, mt T o< (n+ h)2 +26: (6. >0)
et, par suite, en posant 2¢; = ¢, on aura, d’aprés Thypothése faite,
1
<
1
o1 T
d'olt 'on déduira immédiatement la convergence de la série double

®  ®
2 Zlvnhl-

n=1 k=1

U = | v | < (01> 0),
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Or, ¢ étant fixé a l'avance, désignons par N celui des deux
entiers ¢ et N, lequel ne sera pas plus petit que l'autre; 'alors,
d’apres I'inégalité (18), on aura

1
|Unh|<m2+@ (e=1>0)

pour »n> N, indépendamment de k. .

Dong, il ne nous reste qu’a examiner les termes qui occupent
les premiéres (N—1) lignes dans notre Tableau et qui appartien-
nent aux (i-}-1)mes gseries des (N—1) premiers systéms réduits
généralisés (S8,). Or, on s’en assurera aisément, tout comme au
n° 22, que chacune des (N—1) séries:

QO
2 C@CnhPul,y,, n=123,...N—1)
n=1
sera absolument convergente; par suite, pour chacune d’elles on
pourra indiquer respectivement un entier positif H, tel que soit
| @nk)® 4, ,,|<<1  pour h>H,
n=1238,... N—1),
d’ou l'on déduira .
; o1 1
R e O N O O

. Donc, en désignant par H celui des (N—1) entiers: H;, H, ...
Hy_; qui ne sera pas plus petit que chacun des autres, on aura

1 .
| oan | << (n-j-k)2+e (e=1)

pour k> H, indépendamment de n.
Il en résultera, d’aprés le critére cité, que la série double

(el o)
2 Zlvnhl

n=1 h=1

sera bien convergente; donc, la série
oC (e @]

2 2 Unh
h=1 h—1

sera absolument convergente.
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.

Elle aura, par suite, une somme bien déterminée, ne dé-
pendant ni de .l'ordre ni des différents modes de groupement
des termes. Or, remarquons que

Qo
0= 2 ‘u':ith ynh
h=1 -
[c’est la (¢--1)®=e équation du systeme (S.)]; d’aprés cela, on
aura évidemment . .

[ec ool
0='22'Unh;

n=1 hz==1

puisque la série double

oo O
2 2 Unh
n=1 h=1
contient tous les termes des (7 1)i*mes séries des systemes (S.)
et n’en contient que ceux-ci.
Enfin, la (¢4 1)®me série du systéme donné (S), ayant les
mémes termes que la série absolument convergente
oo o0
2 2
n=1 , h=1
et ne différant de celle-ci que par le mode de groupement des

termes, on en conclut immédiatement qu’elle sera absolument
convergente, elle-aussi, et qu’elle aura pour somme zéro:

(e o]
=2 =,
8=1
done, les valeurs des x, déterminées ci-dessus satisferont bien
au systéme donné (8).

24. En multipliant les valeurs de toutes les inconnues
constituant une solution du systéme donné (S) par une constante
arbitraire 4, on obtiendra évidemment encore une solution du
systéme (8), celui-ci étant un systéme homogene.

Aussi, une solution dépendant de la constante arbitraire A
et des quantités 4, assujetties & la condition: | 4.|>>1 s’exprimera-
t-elle a 'aide des formules suivantes:
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x, = Q:fin pour h=1,
- A Uz Pz . - Mnn-) |
== |~ h—1 _ -
T ( ) On An M:}-:z

9y [y s\ ) fy pa N[ B N\ M_)
) Un2 MUn3 Hu(h—1) ) Mn(ht-1) Un(ht2) o

A (L—E@ PR D P B PR I P
Wnh Monn Unh M«n(h+1) Mn(ri2)

(h=2,8,4,...),

les valeurs de » et de & qui correspondent a s étant determi-
nées par la décomposition de la suite (E) (n° 20) A5 = tnny €t 0,
se calculant d’ apres le n°22.

Gréice a la présence des quantités 4 et 4, dans les formules
(19), on peut faire prendre aux inconnues ' '

.Tal, xaz, « v xar

.du systéme '(S) respectivement les valeurs
Ay, Ggy « . G

prescrites arbitrairement, si .l'on choisit ces r inconnpes d’une
certaine maniere, r étant-d'ailleurs un entier positif quelconque.

En effet, ceux des z, qui constituent, d’aprés le mode de
détermination des x,, la solution du systeme réduit généralisé

(S.), dépendent tous de la méme quantité A, par suite, ce n'est

qu'une seule de ces inconnues & laquelle on peut faire prendre
une valeur prescrite arbitrairement, en choisissant convenablement

la valeur de ——; celle ci une fois fixée, toutes les autres incon-

A ’
nues du méme systéme (S.) obtiendront évidemment des valeurs
complétement déterminées.

D’apres cela, il faut donc que parmi les r inconnues:

'

r

Loy Zagy 0o Lo

il n’y ait aucune paire correspondant au méme systéme réduit (S.).
D’autre part, c’est aussi la condition suffisante. En effet,
supposons-la satisfaite ¢t remplacons dans les formules (19) les
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inconnues Za,, Za, ... Zq, respectivement par a;, a,, ... &;

en résolvant alors ces r équations par rapport aux quantités
indéterminées An,, An, ... An, on constatera aisément qu’il

suffit d’attribuer & la constante arbitraire 4 des valeurs dont les
modules sont assez grands, pour que les valeurs correspondantes
An,, Anm, ... An, satisfassent i la condition

I.An1|>1 (Z.-_—_I,Q,...T),

quel que soit 'entier positif 7.
C’est donc d’une infinité de maniéres que l'on peut choisir
A, An, An, ... An_ de sorte que lon ait

Tg. = Q. (?:=],2,3,...7‘).

1] k3

Or, les formules (19) renferment une infinité de quantités
An (n=1,2,8,...); par conséquent, aprés avoir fixé d'une cer-

taine maniére A4, 4n,, 4An, ... 4n, il y restera encore une in-
finité de An indéterminés. On peut donc dire que, quel que soit
I'entier positif », en choisissant les » inconnues: zq,, Za,, ... %q,

de sorte qu’il n’y ait aucune paire correspondant au méme
systeme (S.), les formules (19) permettront de calculer une in-
finité de solutions numériques du systéme donné (S) telles que,
dans tous le cas, les inconnues ¢, Zg,, ... ztar prennent
respectivement les valeurs arbitrairement prescrites a;, ay, ... a-

En remarquant enfin que, d’aprés la proposition du n° 20,
la suite

E)=14y 4oy «oe Auy oo

peut &tre décomposée toujours de sorte que les » éléments quel-
conques: A, Aq, ... 4, appartiennent tous & des suites par-

tielles distinctes (&), il en résultera immédiatement que l'on
peut faire correspondre les r inconnues: s, %a, ... Za, arbit-
rairement choisies & I'avance, & des systémes réduits généralisés
distincts (S,), et leur faire prendre, par suite, les valeurs arbit-
rairement prescrites.

On en conclut donc qu'étant donné un systéme
quelconque (8) du type I, I'application convenable
du principe des réduites permet toujours de con-
struire une infinité de solutions du systéme (3),
telles qu’aucune des inconnues ne soit zéro et
que les inconnues %, %e, ... %, arbitrairement
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choisies &4 1’avance, prennentlesvaleurs arbltral-
rement prescrites (a):

:I,'at.;al. (i=1,2,...7‘),

7; étant un nombre entier positif quelconque.

V. Sur la construction des solutions des systémes du type II.

95. Ktant donné un systéme quelconque du type II

0= 2;"11 n’

n=--P0

dont les 4, satisfont aux conditions (8), (4) et (5), on peut le
résoudre par un procédé tout a fait analogue & celui que nous
venons d’appliquer aux systémes du type I. A cet effet on
n’aura, au fond, qu’a reprendre tous les raisonnements précédents,
en n’y apportant que des modifications légeéres = permettant
d’obtenir ici les mémes résultats que dans le cas des systemes
du type L

La méthode de construction des solutions étant cette fois,
quant a ses traits essentiels, la méme que dans le cas précédent,
il ne s’agira pas, ci-dessous, de la développer de nouveau, mais
il suffira de mettre en évidence la légitimité et l'efficacité de
Iapplication aux systémes du type II de la méthode déja exposée
a propos des systemes du type I. C’est dans cet ordre d’idées
que nous allons maintenant faire quelques remarques nécessaires.

26. La proposition concernant la décomposition de la suite
(E), démontrée au n° 20, restera valable aussi dans le cas ou
l'on conviendra d’entendre par (E) la suite

) Ay Ay Doy Ay Py e Ay

Ay Ay - y
qui caractérise le type II, c’est-a-dire qui satisfait aux conditions
(3), (4) et (5).

En effet, en désignant
(ED) = Ay, Agy Mgy + v Ay - .- et
(E®=Ag, Aeyy 2gy oo Ay« .,

» on aura (B) = (EW) 4 (E®),
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-Or, les éléments de la premiére de ces deux suites partielles
satisfaisant a la condition

lim || = oo,
F=>00

on peut donc la décomposer selon la proposition énoncée:

ED) = E)+E)+ -+ E+..,

ol les suites partielles

(B = bl - 03 -
sont telles que

lu’n h4-1)
10 |»~L+ >p>1
, Mgﬂllz g
et 20 que (EY) ne contient des quAntités 1Ay, Agy - Ay,

arbitrairement choisies & I'avance, dans la suite donnée (&), qu une
seule au plus.
Dautre part, en tenant compte de ce que

lim |u§}}| == o,
n~co

on peut indiquer évidemment un' entier positif M tel que

‘u,(l)

A

>p>1 pour n> M,

A y ayant le méme sens que dans l'inégalité (5) (n° 7).

Or, & partir de la Mieme suite partielle (E\ )), associons a
chacune d'elles, d’aprés certaine régle, un élément Z_; de la suite
partielle (E®), de sorte que 1° la suite

(Ba) =A_, 03, 0, ... 4, ... (n> M)

ne contienne des r quantités: lal, laz, - /lar quune seule au
plus, et 2° qu'a l'aide des suites (E,) s’établisse une correspon-
dance univoque et réciproque entre les éléments de la suite (E®),
d’une part, et les suites partielles (E®), d’autre part, ou »n > M:

h_, < (EW),
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En faisant correspondre ainsi & chacun des éléments
L, (=0,1,2,..) une suite partielle (E®) (n> M), on

t

obtiendra une infinité de suites partielles (E,). Désignons leurs
éléments de la maniére suivante: :

b=ty M= Moty (n > M)

et posons pour n<< M

‘u'illh? = ‘u'azh ? ainSi que (Ele)) = (En) (m’ < M) ;

alors la décomposition de la suite () s'obtiendra évidemment
sous la forme o

(B) = (B)+ B+ ...+ B+ ...
~ Done, en tenant compte de I'inégalité
i |<h  (=0,1,2,..) (@°7),
il en résultera la proposition suivante:
Etant donnée une suite

(.E)Z.-.)v ...l__2, ;v_l, 240, ;Vl’ )"2°"j'11,-"

telle que l'on ait:
1° 4 pour hfE,

20 Hm | 4y | = oo,
#> 00

8 |, |<i (m=0,1,2..),

on peut la décomposer en une infinité de suites
partielles (E,), de sorte que, en désignant les élé-
ments de (B, par

Hnly  Mnzy, o o o Mnhy o .o

ceux-ci satisfassent & la condition

Yn(hi1) h=1,2,8,...
Entht) | > 1
Lk =p=> (n=1,2,3,...’
et queles r éléments: 4,, 4., ... A, aTbitraire-

ment choisis & 1’avance, dans la suite (E), soient
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répartis entre r suites partielles (£, dount chac-
-une n’en contiendra qu’'un seul, » étant d’ail-
leurs un nombre entier positif quelconque.

27. Aprés avoir décomposé la suite () en une infinité de
suites partielles (E,), nous ferons correspondre a chacune d’elles
(E.) un systeme réduit généralisé (S.), & savoir:

o0}
(Sh) 0= ]27/,@;,1 Yur (?=0,1,2,...),
: =1

dont les inconnues y.. se calculeront a l'aide des formules (17)
contenant des constantes arbitraires O,.

Ensuite, nous établirons une correspondance univoque et
réciproque entre les inconnues x, du systeme donné (S) et celles
(ymn) des systémes réduits généralisés (S,), de sorte que soit

Ly —~—> er == nh «——> Ynhe.

Enfin, pour obtenir une solution du systéme donné (S),
nous poserons
) L = Yun pour xs «—— Yun,

en spécifiant la constante arbitraire G, de sorte que soit

, . |
—_— 4,
Cn Qn .A.n (I I> 1))
o0, 6tant un hombre positif que I'on déterminera de la maniére

suivante:
Prenons, comme au n° 22, la série

0
2 @Y 4 o
iz=1 .
en entendant par y. la valeur de y.. obtenue des formules (17)
en y faisant C, = 1.

Remarquons que, d’aprés le mode de décomposition de la
suite (E), si n> M (n°26), les w. représentent les éléments de
la suite partielle

P T N N S

—1 —2 —#
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Or, en tenant compte de l'inégalité
“4 |<l ((1=0,1,2,...),
prenons un nombre positif u>1 tel que soit
Il_i|<p>1 (i=0,1,2,...),

et remplagons dans la série ci-dessus u. par u (n> M).
Cela étant, convenons d’entendre, pour »> M, par.g. celui
des modules des termes de la série absolument convergente
0
@n. 1) @ s+ 2 (200)° 1, 7,
h=2
qui ne sera pas inférieur & aucun des autres. Pour n <M
soit, par exemple, g.=1 (n < M).
Il en résultera que, & partir d’une certaine valeur de =,

. . 1 .
(18) | M:'lh ynh I <m—3 (i = O, 1, 2, . .vn),

puisque pour n assez grand on aura simultanément
o |<<w>1 et Jual>1 (*>=2)

L’inégalité (18) permettra de démontrer que les valeurs des
inconnues x,, que nous venons de déterminer, constituent une
solution du systtme donné (S). Pour s’en assurer, on n’aura
qu’d répéter les raisonnements du n° 23.

Enfin, tout comme aun° 24, on en déduira le résultat suivant:

Etant donné un systéme quelconque (8) du
type II, en y appliquant convenablement Ile
principe des réduites, on peut toujours con-
struire une infinité de solutions du systéme (S),
telles qu’aucune des inconnues ne soit zéro, et
que les inconnues T, xag, L. Ty arbitrairement
choisies a 'avance, prennent les valeurs arbitrai-
rement prescrites (a):

Ze=a, (t=1,2,...7),

i

rétant un nombre entier positif quelconque.



CHAPITRE IL

Sur les systémes d’équations linéaires non homogeénes
a une infinité d’inconnues attachés anx sérles de
Dirichlet.

I. Geénéralités.

28. Dans le Chapitre II nous allons appliquer le principe
des réduites a la résolution des systémes linéaires non homogénes
appartenant aux types suivants:

@ .
(20) ¢ = 3 I (type III),
. n=l
+® .
(21) ci = D Anitn (type IV)
n=——Q

(G=0,1,2,8,....),

dont les A, satisfont aux conditions (8), (4) et (5) (n° 7).

Ces systémes, étant analogues respectivement aux systemes
du type I et du type II, ne différent de ceux-ci que par les
parties gauches des équations; tandis que dans le cas précédent
tous les ¢; étaient nuls, on suppose, dans ce cas-ci, qu'au moins
Yun des ¢; soit différent de zéro; et c’est la seule condition a
laquelle sera assujettie la suite des ¢

29. Les systémes (20) et (21) peuvent &tre attachés aux
séries de Dirichlet par le méme procédé formel que les systemes
homogenes (1) et (2) (n° 8)..
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Etant donnée, sous la forme I ou II, une série de Dirichlet

* quelconque

—A,2
P

n

3 coefficients indéterminés x,, nous en déduirons une suite in-
définie de séries analogues

Z("—}vn) mne_lnz’ 2‘(’_171)2.%” 6—1”27 s v ey

n

dont chacune s’obtiendra en différentiant terme & terme la série
précédente; cela étant, il est aisé de voir qu'en faisant prendre
a toutes ces séries pour z=0 respectivement les valeurs prescrites

Copy —C1, Coy (-1)"8»,;, .o ey

on obtiendra évidemment un systéme (20) ou (21), ayant pour
inconnues les coefficients indéterminés =, de la série de Dirichlet.

Ainsi, & chacune des séries de Dirichlet on peut faire cor-
respondre un systéme (20) ou (21), en fixant d'une facon quel-
conque la suite des ¢;; de ménle, il est clair qu’inversement
chacune des solutions d’un systéme quelconque (20) ou (21)
fournira une série de Dirichlet ayant pour coefficients les valeurs
des inconnues du systéme résolu.

Cette série représentera une fonction F(z) bien détermince,
au moins pour z=0:

F(0) = ¢

De plus, dans des cas assez étendus F(z) sera déterminée
non seulement a l'origine (z = 0), mais certainement aussi dans
des régions beaucoup plus vastes; pour s’en assurer, il suffirait
d’assujettir les arguments des i, 2 certaines conditions, tout
comme nous I'avons fait ci-dessus, au n° 9.

Les mémes considérations que celles du n° 9 nous con-
duiront & la conclusion suivante:

On pourrait, au moins sous certaines réserves, interpréter
le probléme de la résolution des systémes (20) et (21) comme
celui de la construction de séries de Dirichlet qui représentent
des fonctions F(z) holomorphes dans certaines régions, et telles que

F(0) = ¢y, F™(0)=(—1)"cx n=1123,...).
4%
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Il. Sur l'application de la méthode de Fourier a certains
systemes du type IIl.

30. Nous allons appliquer la méthode de Fourier a certains
systéemes du type III dont les ¢ satisfont & la condition par-
ticuliére ' '

;=0 pour ik et cF0,

k étant un entier positif quelconque ou zéro.

Ces systémes se présenteront donc sous la forme suivante:

[ o]

0= Ewh

h=1

(22) oo

En y rejetant toutes les équations, sauf les n premieres
(n> k), et en ne conservant dans les parties droites de celles-ci
que les n premiers termes, on obtiendra un systéme réduit fini.

Désignons sa solution par

L3 »
x(l”), :c(z”), aci L. xi”),

il est clair qu'on aura alors

n)

x;")= (—1)h+k—lck~%%~" (h=1,2,...n),
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4™ et 47 , étant les déterminants suivants:

k41, h
1 1..... 1
A Ay e
2 2
AW A v S
n—1 n—1 n—1
A1 12 zn
1
PR S R N NP 5
k—1 k—1 k-1 k—1 i—1
Ag_?_l’h= 2 Ay gy }'h+1 s Ay
k41 k1 k41 k41 k41
A hanR R L lH_l S i
n—1 n--1 n—1 An—1 n—1
)'1 )“2 U Z’h—l lh+1 o ;'n

Comme on le sait,

§=2,8,...n

g=1,2 ...n——l) (n?10).

A0 =l — Jg), § > g (

Quant a AZ)H, w» on peut le présenter sous la forme d’un produit

de deux facteurs: 4% . —P, P, dont le premier sera

k41, k
L o , J=2,8,...h—1, h41,...1
Pl'_"H(l] Ag)) j>g (g=1,2,...h_1’ h—‘_l,-.-n—_l,

puisque 4%, . s'annulant pour i,= 4; aura pour facteur chacun
wes (A — 4y).

D’autre part, Ai:f-x, , est évidemment un polynéme entier et
homogéne d’ordre

des (rn—1) quantités:

Ay By o A,

g1t c r My
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et de degré (n—1) par rapport & chacun des 4; tandis que P,
est un polyndme entier et homogéne d’ordre

des mémes (n—1) quantités, et de degré (n—2); par suite,

A(")

P, = “kt1, b
Py

sera un polyndme entier et homogeéne d’ordre (n—#%—1), et du pre-
mier degré par rapport & chacune de ces (n—1) quantités (4:).

Enfin, en remarquant que toute permutation de deux 4 quel-
conques: 4, et 4; ne produira dans Aﬁl,h ainsi que dans P;
qu'un changement de signe, on en pourra conclure immé-
diatement que

()
p,— den
2 Pl

sera une fonction symétrique des (n—1) quantités:

R SRR R S |

'Y —1 Y1 n

Aussi, tous les termes de P, ont-ils le méme coefficient
numérique que 'on peut déterminer en calculant un terme quel-
conque de P, Or, en divisant, par exemple, le terme diagonal

de 4y), , par le terme de P;

1 42 h— — n—!
P R Sl s i
on obtiendra le terme suivant de Py:
).k+l N NP NIPIPE A, (pour k< h—1),
ou Meyo Pags v My (pour k> h—1).

Il en résultera donc que le coefficient numérique est —- 1.
Par suite, P, est complétement déterminé: clest la fonction
symétrique, entiere et homogéne, d’ordre (n—k—1) des (n—1)
quantités: 4, ... 4, Ay - . - 4, et du premier degré par
rapport 4 chacune d’elles, tous les termes de ce polyndme ayant
le méme coefficient numérique - 1.
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Nous le désignons par

n—1)

I (A As Ay o . Aui) (pour k=1),

(n—1)
ou par D27 T T W (pour ~>1).
()‘h’ }'1) ’
Dans le cas ot hA=1, c’est une fonction symétrique des
(n—1) quantités: Ay, 2 ... 4, tandis que dans le cas ol
h>1, c'est la méme fonction des (n—1) quantités:

Ay Ay oo My gy Ao
celle-ci s’obtiendra évidemment de la fonction précédente, quand
on y échange entre elles seulement les quantités A; et A,; et
voila pourquoi nous la désignons par
(n—1)
.2V I
(A3, 21)

Remarquons, enfin, que le produit
12 213 e lnﬁk
est celui des termes de P, dont le poids est le plus petit pour A =1.
Cela étant, les valeurs des inconnues z{ du systéme réduit
s'exprimeront sous la forme suivante:

(n—1)

222 ;ug “ e in—k
o (lh‘ ll) .
HA—A ) A—2s) « . . (A—An—1) nga—An) . . . (An—2)

x;‘ﬂ) —— (_l)h-}—k—l e

En divisant encore le numérateur ainsi que le dénominateur par

(23)

)vl . /12 “ e zzh_l j«h—i—l e l“,

on aura définitivement
(n—1) 1

2 - -
. (lh, 11)1213 e lk+1

x;.") =(—1 )h-’;—k——l ¢,

(h=1,2,8,..),

}bh )lth lh }vh ; jth ;Vh
o

}
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ol l'on entend par
b

Aodg
(A1) 2 k41
la fonction symétrique, entiére et homogeéne, d’ordre & des (n—1)
quantités:

11 .
WA At gt P
et du premier degré par rapport a chacune d’elles, tous les termes
de ce polyndme ayant le méme coefficient numérique - 1.

n—1
2 e I T Zk_H
est la méme fonction des (»—1) quantités:
L .
Jo Ag Fon

En particulier, pour # =0, on aura

Zf) = (—1)"1¢, e e
G S W TR ¥ YRS N Y.
(238) PP | VPR VI FENTY e R

(h=1,2,3,...).

31, Apreés avoir résolu le systéme réduit, formé de »n équa-
tions, il nous reste a4 passer a la limite pour n —oco. A cet
etfet il faut étudier de prés les expressions

n—1 1 fn--1 1

et S

2 2'2;“8 eo At 2 }.213 oo ARt
(A A1)

Nous allons démontrer tout d’abord la formule récurrente
suivante :

‘ (m—l)lel 312 Zm 1
(24) o
l =8 X T DT e
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ol

o ~+ _|_ +z"" (m=1,2,8,...).

En effet, il est aisé de voir que

n; 1 n—1 1 n-)—-_l 1
Sl O T =m0 2 A Ay - z,,.+~zgzs...zm_,’
n—1 1 n—1 n—1 1
2 2@% IR 7 I
n—1 1 n—1i 1 n—1i 1 i
G+ sg= ¥ )ﬁ-———~—~—~4~,
o w= gt 2,

n—1 n—1 1 .
(=" 21 ez = (0" 3 ez (DT S
En ajoutant ces égalités, on obtlendra immédiatement la

formule (24).
32. Démontrons maintenant la formule

n—l1 1 n—1 + 1 ”—1‘___1.___
2 oA, yl Z oy 2 212,13...1,,,_1
(A dy) 2

; 1n—1 1n—1 1
(25) —“77;.“2/12 +,12 71 —...+

n—l

A4 (=1 m_a_ 7 +(—1)’"‘2 1;:2}

Il est clair que

i | 1 1 1
v = ¥V — %}
2 LT~ +( zh)
(Ao A1) K

D’autre part, désignons par u, la somme de tous les termes de

n—1 1

3T x
Sl Y SN
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1. -
ne contenant pas 77 on aura alors évidemment
h

n—1 1

1
M=

Donc, comme il est aisé de le voir,

_" 1 n—1 1 1 1 n—I1 1 ln—l 1 ]
O
‘12;"3 d 2’213_*_ Al lh ! ZZZAB—{— ll lzﬂ, hI
(*w 1)
nlo] 1 "1 1vdlo 1,
et 74/2——22’22’3 Uy ;vh “"')_»213 l HZ/Q—'_I?.,
de méme,
n—1 1 n—1 1 1 1 ' n—1 1
b i e EROPe S,
(Awy)
1 n-—1 1 n—1 1
Hamaf{Zana2nra
et
wl 1 w1 AR BRSPS ¥

u3=212/137v4—u2'}h y}-?l /14 A -'2'0 "3+12"{)'2 /1?;’

et ainsi de suite.

Nous avons démontré que la formule (25) est valable pour
m=2,3,4.

Dautre part, on s’en assurera immédiatement que, si la
formule (25) est valable pour m =i> 2, elle le sera aussi pour
m=1 —I— 1.

I1 en résultera donc que la formule (25) sera valable, quel
que soit 'entier positif m = 2.

33. Ktant donnée une suite des 4, telle que
soit
jm—{-l

7 >p>1 pour n> N,

N étant un entier positif queleonque, les expres-
sions
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n—1 1 - t 'nfl 1
D2 vy reuuy LI N 5 S
(Zh, 11)

auront pour n—>oo des limites finies et bien dé-
terminées,
En effet, étant

1 1 1
== — - e —Q
" z?+z§‘+ T
tous les s, auront des limites finies et bien déterminées:

lim sm = o (m=1,2,8,...),
n —-> o0

puisque, par hypothesse, les séries

e el

s

n=2 "
seront absolument convergentes.

Aussi, en se servant de la formule récurrente (24), établira-t-on
de proche en proche l'existence des limites finies et bien déter-
minées :

n—1 n—1

. 1
lim 2 lim 2 ... lim Zm,

n—->co 7 —>00 n —»o0

On aura, par exemple,

n—1

1. lim Zl = ¢,

n —>co

n—1
1

2. lim Y - = o®—aqy,
7n =00 171’8 2

n~1
1
3. lim — G, 0. gg;
n—>oo‘d 1213]. 1 2+ 8
et ainsi de suite.
Quant & la limite
n—I1
. 1
lim '

e Gl - - m

(A 24)
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. elle sera déterminée & l'aide de la formule (25):

. n—1 1 H—1 1
lim ———— = lim ¥
n—>oo 2 1213...Am n-—)OO_A'QZg"'Z’m—i—'
(A3 A1)
1 1 L 1 1
—— =} y (=12 .
+ (ll lh) { 7&1-11]00 - }“2;"3' B - +( 1) l’}:"‘g }

Désignons ces limites, dont I’existence vient d'étre démon-
trée, de la fagon suivante:

1 5 1
y -  —lim 3
= Ry dm mseo © Jala..iim

at . .

1 7—1 l
= lim ¥ - ]
A e hm ' Do ha s hm

g dg) 20 P )

alors, en passant & la limite pour n - oo, les formules (24) et
(25) s’écriront

1 1
_ — ) Y
‘ (m 1) 2&213. )v 01 . 1213

v m . .lm_l
(248) 1
— __|\ym—2 .
l 62217~3...;1,m_,2+"'+( 1) Um._l,v
et
! -1 11 1
[ e R S | e
(25a) W M
1 1 s 1 1 1
— 5 St e s Sy L
l A = Ao homs +o e 3 lg—l_( ) Z‘_“]

34. Etant donnée une suite des 4, telle que
soit
‘l,,zp"—l,p>1 n=1,2,8, ...),
on aura

1 1
Aodg.dm (p—1) (p*—1)...(p"7—1)

(26) >3
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En effet, dans cette hypothése, on aura

1 1

1 1
O = —l—p‘zm-f-pﬁ‘l"---:"’;j (m=1,23,.

D’autre part, en prenant dans la formule (24a)
m=238,4,...

on obtiendra respectivement

1
1. y—:d,
‘_412 1
2. 3 l —e—
1212 1 2
y_1 2
8. ‘_l2lal4=0102—6162—}-63,

ou, en désignant

Y= 1)

0, Oy
2= 6 T 6,

0, O O
7s = ;

on aura

1
3. 2121314 == 0,0,03}3,

Or, calculons maintenant y, et y;. Il est aisé de voir

par hypothése, on aura

que,
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p?—1
Yo =§—_‘~1~(1’—1)=2,
et
_?3;"_1__ S _ 2 1)
=11 PP—D+(p»—1)(p—1)=3.
Donc, d’aprés cela,
1 1
23’_2—61 ;p——l,
1 1
= 0,0
212/1 2T —D) (1)
2—1‘_=01‘7203= !

(r—1)(rP—) (P*—1)"
En désignant généralement

0, 6y 03

L+

Ym—2 = —
Oy—2 Om—20m—3 0m-2 Opm—3 Opn—d

et B S P

Om—z Om—g . . . OgUs- Ot Om—sy . . . Oy

nous allons démontrer que, si ym—2=m—2, il en résultera que

Ym—1 = m—1.

A cet effet calculons la différence

D =¥m—1— Ym—s =
1 1 6, [ 1 1 03 1 1)
=g |- — _ — = —- — —_
1 (O'm_l 0m—-2) Om—2 (O'mﬂl Um—:-!) + On—2Om—s (am—l Um—4)

T Tt CAa R

Om-20m—s . . . Og \Om—y O

m—1 Om—2 ,,} _* 1ym 6111 -1
+ ( 1) Om—2 Om— . 6862( ) + ( )

Gm_. Gm 1 O'm_ 036061
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En tenant compte de ce que, par hypothése,

m—1 g am—2
0y ( L1 )=p P = p"2,

Om—1 Om—2 p— 1

02 ( 1 ___1)= pm—3,

Om—1 Om—3

DY RS S
mE Om—1 Oy =v

on peut présenter D sous la forme suivante:

m-—3 m-—4 . 2
D=pm2_"2 P (e P
b Om—2 Om-2 Om—3 T Om—2 Om—3 . . . Og
i
— 1)t L. —1ym :
+ ( ) Gm_Z 61",-—3 .« e 6362 + ( ) Um_g Gm_.g e 630201

Or, la somme des deux derniers termes est évidemment

1

U e (o l) = (—p

Om-—20m_3... 0362 0,

par suite, la somme des trois derniers termes est

‘ 1 1
_—yy—2 - 2 ) — (12
( L Om—20m—3... 63 (p 0'2) ( 1)

Om—2 Om—3...0g ’

Om—2 Oz « - . O30y’

63

+

et ainsi de suite; enfin, la somme de tous les termes, sauf le

premier, est

— 1 -
Opm-—2
Donc,
1
—_— =2 __ T
D=p . 1, et
Vm—1=Ym—2 + l=m—1 si Ym—2 =m—2.

Or, comme.nous le venons de constater déja,

n=1 v.=2, y=3;
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par suite, on aura y,=4, y;=>5 et, généralement,
Ym—1 = m—1 (m Z 2).

D’aprés cela, il est facile de vérifier que, si la formule

2%3'3 A P10 Oims
est valable pour ¢=2,3,4,...(m—1), elle sera valable aussi
pour i=m, et, par suite, généralement pour m > 2.
En effet, d’aprés notre supposition, on déduira aisément
de (242) que

1
(m—].) Zm‘—ﬁm == (7162 ee o Om—1 Ym—1,

et il en résultera immédiatement que

1 1
T == 010y . . . O -,
21213 R 1%2 - 1= (p——l)(p———l) 1)
puisque yn_i=m— 1.
Or, nous avons démontré ci-dessus que la formule (26) est.
bien valable pour m = 2, 8,4; par conséquent, elle le sera géné-
ralement pour m> 2.

35. Htant donnée une suite des 4. telle que soit

: A
(27) T |Ze=t (=123,

les modules des expressions

1 1
Y o et S
W om
278 (Agpy) 2R

satisfont aux inégalités suivantes:

1

(28) A|A|< —‘ll

(29) ‘IAI< |< 141,

] (€ '7-1)
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A et 4 étant les premiers termes de ces ex-
. pressions:

1 .
A =Tk
' 1
A _lllﬂ"-lk—llk_}_l,.;;&m (pour k<m),
= (pour % > m)
= Aihg.. Am— p > m).

Nous vérifions d’abord la premiére de ces deux inégalités.
Remarquons préalablement quil résulte de (27) que

A

(80) T’" = pr n>iz=1),
puisque
72 W Y Y R Y
li - )m—l Am—2 Z'H-I }-i ’

et chacun de ces (n—7) facteurs est = p.
Cela étant, examinons de prés le cas particulier
=p", p>1 n=128,...).

D’aprés la formule (26),

1 1 1 .
3 vy vy DCS A YRS A AR B
P Y L ] A P
d’autre part,
1 1.
A_llp2 p"'—l_pm(»_;—l)’
par suite,
1 ' 1
3 o oy i Y
PR Y R
p 4 -
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)b

et OO 1_._.1_ = 1— 1 -+ 1 -
I\ r—1  (p—1)(p*-—1)

n=—t

“ 1
—e D G—DT—D... =)

En effet, il est clair que

(1—a)(1—ay)...(1—a,) = 1"‘2 @ +A/ a,09 -+
. + cu e +(_1)na1a2. . 0.”,
donc, en y posant

1
a"=—i

(p>1, 1=1,2,8,...)

et en passant & la limite pour »--> oo, on obtiendra, d’aprés la
formule (26),

o 1 1 1
H(I_F)=1“F~T+p—1)(p R S

n=1
On en conclut immédiatement que pour p =4 on aura

0 2
1>H(l—z71'7)> 1—i=1,
n==1

et, par suite,

L )<00(1 A<  (pourpza)
=

(=) (=) (—5) O

Done,

2o zazs < 4,
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ou .
1

L N

i

ﬂ%ﬁ<g pour Z,=p"t (p=4, n=123,...)

A Yaide de la dernidre inégalité nous allons maintenant
démontrer qu’étant donnée une suite des i, satisfaisant a la
condition (27), on aura

1
(81) 2|@,1i:.zm| 3,
|4] 2
En effet, la partie gauche de I'inégalité (81) représente une
série dont les termes s’écriront sous la forme suivante:

l 1
/lvzlva ces 1,,m _ i& Z‘s_ ﬁ
1 Z’vz }'vg ]'vm ’
Aohg .o Am
ou V3>2, ¥3>38, ... a)mzm.

En tenant compte de ce que, sous '’hypothése (27),

Al _ 1
by | T o
tandis que
2"' 1 n—1
i, _1};.:17 pour A,=yp n=123...),

on en conclut immédiatement qu'aucun des termes de' notre
série & termes positifs ne sera plus grand sous I'hypothése (27)
qu’il ne V’est dans le cas particulier, lorsque

=4"1 (n=1,2,8,...).
Or, dans ce cas particulier, comme nous le venons de voir, la

somme de la série est inférieure 32 g—; par suite, elle le sera
aussi sous 'hypothése (27).

5%
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Donc, l'inégalité (31) étant vérifiée, on en déduira que

3|
IZ;?}' | 2“*2% m| 4l

et que

D’aprés cela, on aura

1 S |
SRS D ') P i S S—)
% v vy E B |212/13...zm |=
N 1
;IAI(I_"I = ) T
|‘A| 2| I'
Done,
1 1 3
2141 <| gt <5140
36. Examinons maintenant
2 1
(o Ag) A2P8 + - Ao
On peut le présenter sous la forme
1
255 B

st 'on désigne
Bi=2, Ba=4hy ... Proa=lry, Bu=lup (n= k).

‘En remarquant que

Ig—" = ;:—:—1 pour k=i<n,
) i1
= i’f“ pour ;i <k=n,
A

= = pour i <n <k,
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on aura, d’aprés (30),
é’f = ph—i > i 1:
7.| =2 pour n>i=1;

par suite, d’aprés (81),

1 3 1
BN WO A o
et
v 1 -3 1
B ey NSy
Done,

1
e ~ B 2 B T ST Iﬂl

2

1

| ' g ' 1
!ﬂeﬂs---ﬁm—ll 2{B:fs... 8 | (

BiBs. . Bna|

D’autre part,

AR 1 _5 ‘
ﬂ:. = et 1 +p’”—1 =7 (p=4, mz2).
Aussi, ‘
Y SN
18185 - ﬂm 1| M’?Z' Jm| 8"
B (lk’ ll) N

On en déduu'a a1sément l’mégalité (29): on n'aura qu’a
répéter les raisonnements du numéro précédent par lesquels
nous avons déduit de (31) l'inégalité (28).

En tenant compte des inégalités (28) et (29), on peut dire
que, sous la condition (27), toutes les expressions:

1 1 o
2o & L2 mm=234.)
(o 1) | , R

sont certainement différentes de zéro.
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37. Etant donné un systéme particulier quel-
conque du type III

=2 4w, (=0,1,2,...)

dont les ¢ et A, satisfont respectivement aux
conditions suivantes:
1° ;=0 pour i3k =0,

k étant un entier positif quelconque ou zéro,

Do
7

20 >p>4 (h=1,2,3,...),

on peut le résoudre par la méthode de Fourier.

Les valeurs des inconnues sont fournies par
les formules

1
(12)")1213 “ae lk..l..l
o= (—1)"*"gy A
(32) @_1 &_1 ﬁ—l l—ﬁ- l—ih—
i T R . 3w BN
(h=1,23,...),

chacune d’elles étant différente de zéro.

En effet, dans ces conditions, les valeurs des inconnues (z()
du systeme réduit, formé de » équations, auront pour n — co
des limites bien déterminées, finies et différentes de zéro

zp =lim z{,
n—>o0
puisque
1

( P 11) )'2}'8 lk‘l"l

i i 2
[ R

+0 (n°36), et
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Ces limites s’exprimeront évidemment par les formules (32); de
plus, elles satisferont au systéme donné, en rendant absolument
convergente chacune des séries de ce systeme

w .
2 T,
#w=1
¢ étant un entier positif quelconque ou zéro.
Pour s’en rendre compte, désignons
w, = Ah (h=1,2,8,...);
‘alors on aura
Y P\ N PO =y RS ’1——_1"—)'...
_1"’_1..1;1 — A\ A An }vh+2 )vh-q-a .
w, 1— M\ (A A () Al
;'h-l-l )vh+1 Ilh-i—z ;vh+3
DS S
. (lh.*_l’ll) ;hz}us vaee j:k-*_[

1
(i) Aofs A

A1)

. Or, d’aprés (27) et (29), il en résultera que

— e
u H(l—l_ﬁ) 1\
7}»:—_1- <15 "—;1———1— (5) (pour A>%k-1);
i)
. n==1 p
par suite,
lim |¥*|—o.
h>oo| U

Donc, notre proposition est bien démontrée.

. Sur la construction des solutions des systémes du type III
dans le cas général.

38. Soit donné un systéme quelconque du type III

m -
7 4t .
ci=2}'nxn (i=0,1,2,...),

n=1
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dont les A, et les ¢; ne sont assujettis qu’aux conditions sui-
vantes:

1 J=EM pour hkk,

20 lim |4, |=o0,

n—r .

38° qu'au moins un des ¢; soit différent de zéro.

Cela étant, nous allons démontrer que l'on peut toujours
construire une solution de ce systéme, par une méthode analogue
a celle que nous venons d’appliquer, dans le Chapitre I, 4 la
construction des solutions des systémes du type I et du type II.

» Nous aurons, cette fois aussi, & décomposer convenablement
la suite des 4. en une infinité de suites partielles, & faire cor-
respondre & chacune d'elles un systéme réduit généralisé, et &
constituer, enfin, une solution du systeme donné, & l'aide de
celles des systémes réduits généralisés.

39. Examinons tout d'abord la question de la décompo-
sition de la suite

(E) = )vl, 12, )vg, DS j:n, ..

en une infinité de suites partielles (Z.,).
Désignons, comme au n° 20, par (E!) la suite

L E) =y grs Ayt : )”(2k—1)2”"1’ ot

par
(B)— () — (Hg) — . .. — (Bu)

la suite partielle de (X) que l'on obtiendra en enlevant de la
suite (E) tous les éléments des suites partielles

. (El)v (E2), R (Eﬂ—l)’
et par -

Uiy Unzy o oo fnhy .
les éléments de la suite partielle (E,).

Cela étant, nous exigeons que la décomposition de la suite
(E) soit effectuée d’aprés la régle suivante:
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1° Que le premier élément de la suite (E,,) soit celuni des
éléments de la suite

(E)—(E) — (By) —...— (Bn-)
dont le rang est le plus petit; qu’en particulier le premier é1é-
ment u,;, de la suite (E,) soit 4,: uy, =4,.
20 Tous les autres éléments de la suite (E,) -

Bn2y Uz, - o o Unhy  Un(igr), - -

seront choisis exclusivement entre les éléments de la suite (EL).
8% On choisira une quantité positive p. de sorte que soit

l
n

(33) d=py>]cul
pour fixer les idées, nous supposons de plus que p,. soit I'entier
positif le plus petit qui satisfait & la condition (83).

4% w., étant déjd déterminé, on prendra pour uwpiy celui
des éléments de (E?) dont le module satisfait aux conditions:

) S |22 02D
Unn o
pon_| | nr :
o : our h> 2
(35) I‘u'n(h——l) < | Hnb | o -

et dont le rang aura la valeur la plus petite, compatible-avec les
conditions (34) et (35).

Comme il est aisé de le voir, la décomposition de la suite
(E) peut &tre bien effectuée, conformément & la régle que nous
venons de fixer.

En effet, on n’aura qu’a repeter les raisonnements du n° 20,
pour mettre en évidence qu’il suffit d'un nombre fini. depéra-
- tions, pour déterminer le premier élément de la suite (E»),
c'est-a-dire fu. ' '

‘Celui-ci étant trouvé, on choisira, d’apres (38), p.; alors,
en tenant compte des conditions 2° et 4% on déterminera de
proche en proche . .

Un2y Undy Hngy o o o:fnny Pn b1y, -



74 HERMANN JAAKSON AVIIL4

On obtiendra ainsi la décomposition de la suite (&) en une
infinité de suites partielles '

(B)=(E)+ (E)+ ...+ E)+ ...

les éléments de la suite (&) satisfaisant aux conditions suivantes:

Mn3
Un2

Bty

Lo <.uuy

10 4__<_pn§|@ <
,ufnl

1

. 8% lim | 4w | = o0, quel que soit 'entier positif =,
h—> o
4% tous les »n premiers éléments de (X) rentrent dans les
premiéres suites partielles: (E,), (E,), ... dont le nombre sera =
au plus; donc,

(86) lim | pun | = 00, quel que soit 'entier positif A.
7n >0

40. Apres avoir décomposé la suite (£) en une infinité de-
suites partielles (E,), nous ferons correspondre & chacune d’elles
(E.) un systeme réduit généralisé (S,)

w 3
vi= 2ty  @=0,1,2..),

h=1

ot y:=0 pour izEn—1, Yu1=ce et, d’apres (33) et (84),

@@Izpﬂzz;.
Unh o o

Il est clair que tous les systémes (S,) appartiennent & la
catégorie de systémes particuliers du type III que nous venons
d’étudier ci-dessus; par suite, chacun d’eux peut &tre résolu,
d’aprés le n° 37, par la méthode de Fourier, les valeurs des in-
connues étant fournies par les formules (32), si I'on y remplace
Ay Agy Agy oot An, ... TESpectivement par

Un1y, Mu2, Mn3y oo v Unhy oo .y

x, par y,,, et & par n—1. On aura donc
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. . » 1.
—1 h+”c”__ . P
=D - 2 s - - - o
’ y — (“nh'lanl)
O (Y S W . S PO | O
1 Hna Hnz Hon(h—1) Mon(nt1) Hnnt-2)
l‘ , (h=1,2,8,...).

Remarquons que, d’aprés le n° 37, vy, =+ 0, quels que soient
les entiers positifs » et h. '

4. En établissant une correspondance univo-
que et réciproque entre les inconnues du systéme
donné (S) et celles des systémes réduits généra-
lisés (S,), de sorte que

Xy ——> l‘=‘u’nh Lt d ynh,
et en posant

Ts = Y,p pour x; «—— Yo s

y,. ¢tant fourni par la formule (37), les valeurs des
%, ainsi déterminées constitueront une solution
du systéme donné (S).

En effet, nous allons démontrer qu’elles rendent absolument
convergente chacune des séries du systéme (S)

oo
S
2 Z«;xs,

8=1

¢ étant un entier positif quelconque ou zéro, et que la somme
de la (¢} 1)®me série sera e¢;:

w .
Cy == 2 l;xs.
s=1
Etant Ay=p,, et x,=y, , il est clair que l'on peut

former la série double

(oo 2Ne o]
S 2 W Y

n=1 h=1
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contenant tous les termes de la (¢} 1)!¢=e série de (S)

(oo
i,
s=1 ’
et n’en contenant que ceux-ci.
D’aprés le critere du n° 23, on peut dlre que la série double
sera absolument convergente (et, par suite, la (¢ 1)me série
du systéme (S) le sera aussi) si I'on a o

[ Y | < (@>>0)

1
(n--h)*te
‘pour #»> N, indépendamment de h, et
pour &> H, indépendamment de n.

Nous verrons que, dans ce cas-ci, I'on peut assigner, en effet,
deux entiers positifs: N et H tels que l'on ait

. 1
| 455 Y| <(2n"—h)3’

ou B | 2mh) pisy, | <1

pour > H, indépendamment de n, et
pour » > N, indépendamment de A.

Il est évident, qu’il en résulterait immédiatement la con-
vergence absolue de la série double, ainsi que celle de la série

o0
=1 .
Remarquons, enfin, que, sans restreindre la généralité, il
suffit de n’étudier ci-dessous que le cas ou <> 0, puisqu’il est
clair que, si la série :
o0
2,
=1
est absolument convergente pour >0, elle le sera ‘a4 fortiori
pour ¢==0.
Aussi, supposons-nous que 7 soit un entier positif fixe,
choisi d’ailleurs arbitrairement. '
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42. En désignant
Unin = | @nh) 14, Y, | =

. 1
3o i . .
(2 nh) Cn—1 lu'nh 2 Pnz Und « « « Upn
—_ (ynh ’ :unl)

B (et 1. () (1 — (1 —E )L

fm Konz Pn(n—1) Men(ntr) Pninty] |
on aura donc & démontrer que l'on peut trouver deux entiers:
H et N tels que soit

Unh<l

pour > H, indépendamment de n, et
pour n> N, indépendamment de h.

Remarquons que, d’aprés (33), (34) et le n° 35,

Unn 7 2
1— 1— 1—=1>2
( .un(h+1)) ( Mn(h+z)) I 11 ( ) 8
et que, d’aprées (29),

> 1 | 1

(g 1) Hong n3 o o o Unn, 8 | nt - o on(h1) Mn(ht1) + o - P

pour A<n,

ou 15

<%

pour k> n.

Unt fn2 <+ o Unn—1)

Drautre part, d'aprés (34),

| i | = [ s | P pour k>1;
par suite,
15 1 1
< ] n—1 (n—1)(n—2) *
8 | p_;z(_)

[

> 1

(an, t) Pon2 Hon8 <« o Hon

Donc, quels que soient n>1 et 2>>1, on aura toujours

5 Mo i
(388) Un<l} 2 (1) (v—2) (,u_ﬂ.__ 1) ( Han ) )

n—1 2 ———
Har” Pa Mn1 Ma(h—1)




78 ; HERMANN JAAKSON AVIILy

de méme, en tenant compte de ce que, pour chaque valeur
entiére et positive de &,

‘f"—"—-l) ) B S SR | U Y P R 4
Un1 Un2 Unp—1) Hen(nt1) Un(h+2) 3

on aura

45 e, #QL

39 U.
( ) nS 2 Uni e . « Um(n—1)

pour »>1, quel que soit A.

43. Examinons de prés l'expression
‘ o ,
Y I Y B . Y |
U1 HUnz .um(h—-l)

~ en supposant que soit h> 2i.

Dans cette hypothése, on aura

i
lu'nh

(=) (= )
Mn1 Hn(h-1)

Mn 41 Hn2i-1)

B Uut Una . o o Hg; Lo e o -
B 1—&1 Y P o) | o ST [ (S R
Unh Un(zi) Mn(h—1)
< § . Mm2 ey P ity Bty Mneion) _
2 [ tn 1 Men 1 Wt Uy Ut hor Mnn iy I
Yin(2i) .Um(h—l)
(|
. i nl 225
- 2 Unh 1 Unn 1 H Wnh
—1).{—— =2} | ——
Mn(2i) Un(h—1) .Mn(zi—k+1)| '

Or, remarquons que, d’apres (34) et (33),
| ton | > | oz | pour k> 2i,
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et que
Mk | | Bn2 }l«na Hn—1) M
HUn1 U ’ Mon(k—2) Mm(k_n
Uniziy Monei—rta)| | | Mni@ikis) Hng2i—1) ez}
HUn(2i—kt-1) Hon(2i—r4-1) HUn(2i—11-2) Hn(2i--2) Hn(2i—1)

Ces deux produits contiennent tous les deux (k—1) facteurs;
or, chacun des facteurs du dernier produit étant, d’aprés (35),
supérieur au plus grand facteur du premier produit

Mk k=2,3,...9),
Un(k—1)
on aura
Hok _ pour k=2,8,...14;
Un1 MUn(2i—k+41)
par suite,
; ﬂ_«k_l
Unt
¥i T am 1 <1
k=2
\ Mu(z-—H-l)l

D’autre part,

L ) O . S | D A S T BN
Un(2i) Hon(h—1) 8 i) Mn@itt) By

2 ) 9 (h—~2i41) (h—2§) 9 (h—2i+1) (h—2¢)
~s = b3t ph—-Bi—1 2 pl — _.... 3 2 —
= g Pu " P <o Py Py 3 Pn zg -4
Donc,
o o9 sl
{10) Pk 4 wo _\| T4 emnes
Mt T\ 4

pour k>>2:, quel que soit «.

44. En tenant compte des inégalités (38), (40) et (38), et en
constatant que

%ﬂf——z—)—-n>0 pour n > 5,
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on aura
45 n3hiean_y 9 o
U . x9 N .2 nl
‘ ','h Q_ 2 (n—1)m—2) 4 (h—2f1) (h—2i) <
Ol M 4
405 1 nd hs
<5 o <
ly,;l—'—ll (n—Dn—2)  (h—2i1) h—2) =
2 4 2
< 405 1 n’ h3
= 8 i1 (n—1)(n—2) (h—2i4-1) (h—24
Iiu' nl 4 " 2n —n 4 ‘+2) %)

pour h>2; et n>b.

Or, d’apres (36),

lim 1 —o;
n->co Jun !
de méme, il est clair que
) 3
im —— =0

n->co ‘__._””‘1);“__2_’

et
. h8
lim ————— =0;
oo (—2itD) (h—29)
4 2
par suite, on peut trouver évidlemment deux entiers positifs #, -
et h, tels que soient

405 1 b
8 llliﬂ~l'——1 (—D—2) <1 pour n > ny,
nl 4'—2———— —
et
B3
“aTmnoom <1 pour hzhy,
4 2

et I'on en tirera immédiatement la conclusion suivante :

Uwaw <1 pour n=>m, et h>h,.
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46. Allons maintenant examiner les valeurs'de
U pour n < ng.
n étant fixe: n=gn=, la série 4 termes positifs
co co ,
20 = | @k u v |
h=1 h=1

convergera, comme on s’en assurera aisément, par les mémes
raisonnements que plus haut, au n° 22,

On peut donc faire correspondre & » == une valeur de A:
h=h; telle que soit

U-, <1 pour h> h-.
Aussi, aura-t-on
U <1 pour k> hy,
Us <1 pour £h> h,
Upe—tin <1 pour h > h,_i.
Cela étant, désignons par H celui des n, entiers positifs:
ko, hyy hoy .. B

qui sera le plus grand, ou, au moins, pas plus petit que chacun
des autres mn,—1 entiers; alors, d’aprés ce que nous venons
de voir, on aura évidemment

Uam <1 pour k> H, indépendamment de n.

46. Enfin, il ne faut étudier que le cas: A< H> 2. Il est
clair que pour A< H on aura:

10 B =(H—1)3
2 |l = K]
par suite, d’aprés (39),

U < 45 n3(H—1) o Y1)
nh 2 Mn1 Ung « oo Unmn—1)

pour A <Z H.

6
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En supposant, de plus, que soit

‘n—1> H}i—2, cesta-dire n> H+i—1,

on aura
,Uv:n(H—l) ’
Mt Wn2 « o Mnn—1)

—| 1 [ [y wizony | ni | | 1 |=
|,Um1 an.-.Mn(H—2)| |Mn(H—x) Unm .U«n(H—}-i—z)I |Mn(H+£—1)--~Mn(n—1)|
= 1 . 1 =
Unt YUn2 o o o Pn(H—2) M H4i—1) » -« Unmn—1)
= 1 ) 1 . 1 N 1 _

H-9 H—2)(H-3 —H—i41 HAi—4)(n—H—i-1
i A ] e

y Da
- 1 1
—_ I =it n2—8n4 5i—2 H—i2+2
nt pn—z-—— .

Or, 7 et & étant deux entiers positifs fixes, il suffit évidemment
de prendre n» assez grand, pour que soit

2 W P £ S ¢
n 3n—|—5z22zH 124-2 >0

D’apres cela, en tenant compte de (33), on aura

IIh

45 n3(H—1)3 1
9 i n”—3n+5i;2€H—t‘3+2 .

Pn

= 4__5_ . H—-1)? . n’
2 i1 " Bi2iH—i%42
]

Unh <

pour A< H>2, n étant assez grand.

Or,
.45 (H—1)® : n?
lim ——-(——_l=0=hm —
n—>oo 2 I ‘wnnl—z—1| nooo ¥ 5«»4-512—2;11—1 +2

4
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1

Il en résultera donc que I'on peut trouver un entier positif »,

tel que soit
Unh < 1

pour n>n; et h<TH>2.

Donc, en désignant par & celui des deux entiers positifs:
n; et n, (n°44)
qui ne sera pas inférieur & l'autre, on aura

U <1 pour n = N, indépendamment de &.

47. Des résultats obtenus dans les deux derniers numéros
il s'ensuit immédiatement que la série double

o0 OO

PIP NN

n=1 h=1

converge absolument et qu’elle aura, par conséquent, une somme
bien déterminée. Nous allons constater tout de suite qu’elle
aura pour somme c;. ' :

En effet, d’aprés le mode de détermination des s,

(o]

2l Yo =75

h=1
ot ;=0 pour ni}1 et y;=¢ pour n=1i-}+1 (n° 40);
. par conséquent, il est clair que

[c <N« o]
¢ = 2 2‘“’:1}1 ynh'
h=1

[

Enfin, la (¢ | 1)*me série du systéme donné (8)
o0
2w,
s=1
ayant les mémes termes que la série absolument convergente
aa oo .
2 2t Yo
fn=1 h=1
(i 54
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et ne différant d’elle que par le mode de groupement des ter-
mes, sera absolument convergente, elle-aussi, et aura pour somme
¢, comme la série double.

Done, les z, déterminés au n° 41
(xx = ynh pour xs‘___’ yfnh)

sont tous différents de zéro et constituent, en effet, une solu-
tion du systéme donné (S).

48. Il est aisé de démontrer qu’étant donné un systéme
quelconque du type Il

(6=0,1,2,...),

on peut méme construire une infinité de solutions, telles que les

inconnues
Loy, Loy « o« Tatp

arbitrairement choisies d’avance, prennent les valeurs prescrites (a;):

La; == a, t=12,...7),

r étant un entier positif quelconque.
En effet, décomposons la suite des A,

(By=12q, Ay, 2gy « « o Iy .
en deux suites partielles indéfinies:
(B = 1, W19y gy - -« By « « oy

(Bo) == tho1, Moy, Mogs - + » Mamy - -+,
(B) = (By) -+ (B,

de sorte que les éléménts

appa.rtiennentvtous 4 l'une d’elles, soit, par exemple, & (&,).
Cela étant, nous ferons correspondre aux suites (Z,) et (Zs)
les systémes (8,) et () suivants:
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(eo]

) - a= XUy, (G=0,1,2,..),
h=1
(o 0]

S ... 0=, v, (t=0,1,2,...),
h=—1

dont le premier est évidemment un systeme du type III, tandis
que (8;) est un systeme du type I
Ensnite, nous établirons une correspondance. univoque et
réciproque entre les inconnues (z;) du systéme donné (S) et celles
des systémes auxiliaires, c’est-a-dire les y,, (¢=1,2), de sorte
que soit , :
Ly, «——> Z,:,u,kh —— Y (=1 ou 2).

Supposons, pour le moment, que l'on ait résolu les syste-
mes auxiliaires (8,) et (S,); alors, en posant

Ts =Yy, DPOUL &g > Yy,

on obtiendrait évidemment une solution du systéme donné (S).
En effet, prenons une série quelconque du systéme (8), soit,
par exemple, la (z - 1)¥me série

(o @]
24 2,

s=1

celle-ci contiendra tous les termes des (i | 1)i*mes séries des sy-
stémes (8;) et (S,):

[es) (e}
‘ 2["‘3;. Yo ot Zﬂgh Yo
h=1 h=1
et n’en contiendra que ceux-ci.
Les derniéres deux séries étant, d’aprés notre supposition,
. absolument convergentes et ayant pour sommes respectivement
¢; et 0, il en résulterait donc que la série

(@]

2;:9 s

=1 )
sera absolument convergente, elle-aussi, et qu'elle aura pour
somme ¢;.
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Or, le systéme (§)), étant un systéme du type III, peut &tre
résolu toujours, comme nous l'avons démontré ci-dessus. De
méme, le systéme (S,) étant un systéme du type I, on peut
calculer, d’aprés le n? 24, une infinité de solutions, de sorte que
les inconnues correspondant aux

Zay, Loy .« . - La,

prennent les valeurs prescrites a;, a3 ... @

On en tirera donc la conclusion suivante:

Etant denné un systéme quelconque (§) du
type III, I'application convenable du principe des
réduites fournira une infinité de solutions de
(), telles qu’aucune des inconnues ne sera zéro,
et que les inconnues

Loy, Tay, -« « Xay,

arbitrairement choisies 4 1’avance, prendront les
valeurs prescrites (a):

wai=ai (1:=1,2,...7'),

r étant un entier positif quelconque.

IV. Sur la construction des solutions des systémes du type IV.

49. Nous allons étendre le résultat obtenu au numéro pré-
cédent aux systemes du type IV.

A cet effet on n’aura, au fond, qu’ a répéter les raisonne-
ments du numéro précédent.

En effet, soit donné un systéme quelconque (§) du type IV

oo .
b= &= Mz (1=0,1,2,...).

N=—0C0
‘Décomposons la suite des 4.

By =« v dyy ooy by Ay von By

en deux suites partielles indéfinies:
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(&) = p, Mg -« - Han, - .
et

(Bo) = . . . Ma-m « + .« Ma1), Mao, Moty o« o Moy o o o
de sorte que les éléments

Aay dap - o - ey

arbitrairement choisis d’avance, appartiennent tous a (Z%,), cette
derniére suite jouissant du méme caractére que la suite donnée
(E), c'est-a-dire ayant, au moins, deux points-limites.

De plus, nous exigerons que les éléments u,, (k=1,2)
satisfassent aux conditions:

1° M ¥ty  POUT g 7,
| 2° u,, % n,, quels que soient m et n,

(41) 82 lm |p, | =0 (Ek=12),
h~>o0

4° | Py |<<u (n=0,1,2,...),

u étant un nombre positif fixe.
Il est aisé de voir que la décomposition

(B) = (E1) + (Ez)

peut étre effectuée toujours de sorte que toutes les conditioné
ci-dessus soient remplies.

Par exemple, on pourrait procéder de la maniére suivante:
On choisira un entier positif =, tel que soit

1.2 > |aif (t=1,2,...7);
on prendra pour (Z;) la suite

('El) = j'1'2%‘,—1: ]’ 2/

e S V- A
et pour (Z,) la suite

(Ep) = (E)—(Ey);
alors la décomposition

(E) = (E,) + (Ey)

satisfera évidemment & toutes nos exigeances.
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50. Faisons cofrespondre aux suites partielles (E,) et (E,)
les systemes réduits généralisés (S;) et (8,):

(o)
(Sl) ¢, = Z Mih Y
r=1
¢=0,1,2,...).
o0
(SQ) 0 = 2”';;. Yon
h—=—®

Il est clair que, d’apres (41), (S,) sera un systéme du type I,
tandis que (S,) sera un systéme du type IL

Etablissons une correspondance univoque et réciproque entre
les =z, et les y,, (#=1,2) de sorte que soit

By > Loy = oy > Yy

Calculons, d’aprés les numéros 25, 26 et 27, une solution
du systéme (S;) dépendant d’une infinité de quantités indétermi-
nées A, assujetties & la seule condition: |4.|>1, de sorte
que les » inconnues de (S,) correspondant aux

x 4 X

“1’ @ . «,

prennent les valeurs prescrites (a;) (¢=1,2,...%).

D’autre part, calculons, d’aprés les numéros 38—47, une
solution du systéme (S)).

Cela étant, prenons

Ls ==Yy, POUl &5 <«—— Y, (k=1,2);

alors les z, constitueront une solution du systeme donné (9),
comme on s’en rendra aisément compte, par les mémes consi-
dérations que ci-dessus, au n° 48.

Grace & la présence des quantités indéterminées 4, (J4.|>>1),
on en déduira une infinité de solutions numériques dont chacune
sera telle que

xai= a.

1

(t==12,...7.

~ Enfin, les solutions de (8;) et de (S;) étant constituées par des
valeurs des inconnues dont aucune n'est zéro, il en résultera
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immédiatement que les solutions du systéme donné (S) auront
le méme caractére. _

Done, étant donné un systéme quelconque du
type IV, I’application convenable du principe des
réduites fournira une infinité de solutions, telles
qu’aucune des inconnues ne sera zéro, et que
les inconnues

Lys Zgp +ov Ly,

arbitrairement choisies & 1’avance, prendront les
valeurs prescrites (a):

L= (i=12...7),

r étant un entier positif quelconque.



CHAPITRE IIL

Sur les systémes d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues attachés aux séries de Dirichlet et aux
équations différentielles linéaires.

1. Sur le procédé de formation des systémes du type V
et du type VL

51. Dans ce Chapitre nous allons former et étudier une
certaine catégorie de systémes linéaires & une infinité d’incon-
nues attachés, d'une part, aux séries de Dirichlet et, d’autre
part, aux équations différentielles linéaires.

Décrivons tout d’abord le procédé de formation de ces
systemes. _

Soit donnée, d'une part, une série de Dirichlet quelconque,
sous la forme (I) ou (II) (n° 5)

th e—lhz
h
& coefficients indéterminés x,, les quantités A, satisfaisant respec-
tivement a la condition (4) ou aux conditions (4) et (B) (n° 5).
Soit donnée, d’autre part, une équation différentielle liné-
aire quelconque

m m—1
P, (2) ;Ly + P T Yt 4 Pue) y=P)
2" dz

dont les coefficients sont assujettis aux conditions suivantes:
19 que P(z) soit, en général, une fonction entiére en 2

Pley=co+crz2+co22+ ... 4" +...,

se réduisant, en particulier, & un polyndme entier, ou méme &
une constante (le zéro y compris);
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2° que Py(2), Pi(2), ... Pn(z) soient des polynémes entiers
en z

P;(2) =awn—-anz +an®+ ... a.',,,z""
(¢=0,1,2,...m).
Cela étant, remplagons dans I'équation différentielle donnée

.y &y dry
Y dz' dz2’ """ dgm

.

respectivement par les séries
2 Ty e—lhz ’
h
> (—An) zn ¢ e ,
h

2(——24,)2 Ty C—Ahz,
h

2 (—-—-}uh)m Tn e_lhz .
h

dont chacune (sauf la premiére) se déduit de la précédente en la
différentiant terme & terme.
On obtiendra ainsi

! Z{Pee) (=" + Pie) ()" Paa @) ()
(42) l | + Pu(d) | ¢ ¥ 5= PG2)
ou, en tenant compte de ce que

Pie)y=aio-+anz+ ... Fang®  (=0,1,2,...m),

on aura
H‘_'{ Po (lh) + 294 (}Vh) + 22992 (lh) + “ee + Z'@,- (lh) } e—lhth = P(Z),

en y désignant par

Qo (4n)y ©1(An), - o« @ (An)
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les polyndmes entiers en i, de degré m au plus:
&, (A) = ay, (—4)" +.“1k (2" Qg (—2) + Gy
(k=0,1,2,...7),
et par r celui des (m--1) entiers positifs ou zéros

Ngy Mgy Nay « « « B

m

qui n’est pas inférieur & aucun des autres.
En développant I'expression

{god) ... Je e

suivant les puissances croissantes de z

{ ®o (M) 2901 (An) 4 . . . 4 2"®r (An) } e Mgy, =
= { oln) - 203 (a) + 0 () - -2

i A \ (=2
-I-tho(m.)( ")+z AG )( 1'!“‘) q),‘ﬁl(;,h)( 1!")4_
+ Zr+1¢r(;h)( /h) +
+22¢0 (}Vh) (_,—) + . -I—ZT(PT_z (Zh)( h) + zr—H ®,_, (; )( /h) +
- — 2
4 TR (An) (*‘;—,'i +
I'équation (42) s’écrira
2 {2 [%(ih) = lh) + %(ﬂ) (’L i)l + ot @i (a) (_1/1%)‘1“
h i=0 .
| + %(lh)] Thz' -
_ ‘
+ [%(M l") + i) | i "i), 4.t
T=r-41 ) ( ;h)z 1
+ o) " ] [ = P(2).
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Or, égalons les coefficients des mémes puissances de =z
dans les deux parties de la derniére équation; alors on obtiendra
évidlemment un systeme d’équations linéaires a wune infinité
d’inconnues ()

=3 [%ah)( )"y puin) L s T +¢1w>]

h
(¢t=0,1,2,...7),

" 2[9%@")( -2 +¢1(lh)( lhi)v + .. —I—qu(/lh)( bi)! ]xh
. h
(Ex=r-41).

En remarquant enfin que pour ¢># dans la (¢4 1)#me
équation de ce systéme les coefficients des z;, sont des polyndmes
entiers en A4, de degré (m-++¢) au plus, ne contenant que les
puissances des A, dont les exposants sont > ¢ —, il en résultera
que le nombre des termes y sera (m—-r-41) au plus..

Donc, le systéme obtenu par le procédé de formation que
nous venons de décrire peut étre présenté sous la forme suivante:

o= D et a4t i}
h

¢t=0,1,2,...7),
(43)

o= I a0 i B 2
h
(tzr+41),

les @, y désignant & leur tour des polyndmes linéaires des
coefficients des P;(z) (j=0,1,...m); par exemple,

(==

2!

(a1o_|_ (z aol ) ( 1)m+1—1

Qo = Qoo

_an

a .
( Y+ (i—1)1 -+ G ao;) v) —1ymte
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52. Nous allons constater qu’il y a des cas ou les coeffi-
cients des ;, dans la (i-}1)®=e équation de (48), sont des
polynémes de degré (m-:) (comme Pon sait, c’est le degré le
plus élevé possible); d’autre part, il y a aussi des cas ou le
degré maximal n’est pas effectivement atteint; il peut méme
arriver que notre procédé de formation des systémes ne s’applique
point a l'équation différentielle donnée, parce que la partie droite
de la (i41)ieme équation du systéme peut s’annuler identique-
" ment, tandis que ¢; 3= 0.

En effet, remarquons qu’en tenant compte de ce que

. a
Uy == (——1)"’“‘"‘ _1:9‘9,

on en tirera immédiatement la conclusion suivante: pour que
le coetficient de x; dans la (i4-1)®*me équation du systéme (43)
soit un polyndme entier de degré (m-¢), il faut et il sutfit que
80it @ 4 0.

‘D’autre part, montrons maintenant que le degré du coef-
ficient de x4 dans la (i-}-1)¥me équation du systéme peut &tre
inférieur & (m--).

Soient, par exemple,

PO(Z) =z",
Pl(z) == gm1 ’
Pu1(2)=2,

alors on aura évidemment

PoAn) = + 1,
9’1(/1h) = (—l;.)l

Q’-uk) = {—Ai)m
par suite,

(M

foain 3 +. Aot =iy [+ b

(t=0,1,2,...m),
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ainsi que

(—A

i!

{«pow) O RRE o ONE e } = () [3, + =5+

1 .
+--'+@t“] (> m-1).

m)!

11 en résulte, en particulier, que le systéme que l'on obtient
dans ce cas-ci appartient évidemment & l'un des quatre types
étudiés déja dans les Chapitres précédents.

Enfin, examinons le cas suivant.

Soit donnée une équation différentielle linéaire telle que
Pon ait

cO :#: 09
Py(0) = apy =0,

Py(0) = a;0 =0,

alors *

@0 (An) = ago (—An)™ 4 ayo (—An)" 4. ..+ amo =0

et il en résultera immédiatement que notre procédé de formation
des systémes ne s’appliquera pas & I'équation différentielle donnée.

En effet, d’aprés ce procédé, le coefficient de =« dans la
premiere équation du systéme est @y (4,); or, dans ce cas-ci
@o(Ax)=0; par conséquent, la partie droite de la premiére équa-
tion du systéme, s’annulant identiquement, ne peut pas &tre
égalée a ¢, 0.

53. Le dernier exemple montre qu’il y a des cas ol notre
procédé de formation des systémes cesse d’étre applicable; d’autre
part, d’aprés les exemples précédents, il y a des cas ou il s’appli-
quera bien et permettra alors d’obtenir des systémes d’équa-
tions linéaires & une infinité d’inconnues de la forme (43).

Appelons systemes du type V ceux de ces systémes
ol & ne parcourt que les valeurs entiéres positives:

h=1,2,3...
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et systémes du type VI les systémes analogues ou h par-
court toutes les valeurs entiéres (négatives, zéro et positives):

h=...—m, ...—2, —1, 0, 1, 2, ... m, ...

Les systémes du type V et du type VI peuvent &tre carac-
térisés de la maniére suivante:

' 1° 1Ils sont obtenus des équations différentielles linéaires
en y appliquant le procédé de formation que nous venons de
décrire ci-dessus, les systémes du type V étant attachés aux
séries de Dirichlet de la forme (I), et ceux du type VI, aux
séries de Dirichlet de la forme (II) (n° 5).

20 Le coefficient de x, dans la (i-}1)®me équation du
systéme est, en général, un polyndme entier en

[ a,-ol}:"i"' + i }f;l""‘i_l —I— v + i (i) (Z =0,1,2,...7) et
(44) . . . .
| qotgtidaadptit 4L A diuan B (=),

les ai y dépendant linéairement des coefficients des polyndmes

PO(Z): -Pl(z); e Pm(z)’

et » y désignant le degré le plus élevé des P;(z) (j=0,1,...m).
3% Les polyndmes (44) ne sont pas identiquement nuls, au
moins pour une infinité de valeurs entiéres et positives de i;
ils ne le sont pas, en particulier, lorsque ¢; 3= 0.
4% Pour toutes ces valeurs de 7 le nombre des termes des
polyndmes (44) est donc au moins 1 et au plus (m-r—+41);
par suite, si ag=0, ay =0, ... apg—1y=0, mais ax==0, on aura

Os=k=m-r.

D’apres tout cela, un systeéme du type V sécrira sous la
forme suivante:

o]

Ci= Z{Gik;v;?-l-i—k_i—"'_kai(”%")}wh ((=0,1,2,...7)

h=1

(e}
Ci = 2’ Aix ;‘n+i_kv+ PR —‘I— ai(m_i_r) I’V}:—r} (1: ; r + 1)’

h=1

o 3= 0, O=k=m-r.
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- Quant aux systemes du type VI, ils se présenteront sous
une forme tout & fait analogue; seulement

@® + @
J’ y sera remplacé par 3’
h=1 h= —

II. Sur la résolution des systémes du type V.

54. Nous allons montrer que le probléme de la résolution
des systémes du type V peut étre ramené complétement & celui
de la résolution des systémes du type III ou du type 1.

Pour s’en assurer, nous démontrerons la proposition suivante:

Etant donné un systeme quelconque du type V

(e}
¢ = Z{nglyﬁi—k‘{“ —-{—ai(m_H)}wh (t=0,1,...7),
h=1
(45) z ) ‘ )
V) e = Z{aikﬂv,’:““”" + ot oa, _i_r)m—"}xh >+ 1),

h=—1

a,+0, 0=<k<m-r,

et en supposant qu’il ait une solution (z), celle-ci
rendrait absolument convergentes toutes les
séries

- .
2, (p=0,1,2,...).

En effet, d’aprés ’hypothése faite, le systéme donné a une
solution (z,); par suite, en tenant compte de ce que nous enten-
dons par une solution (n°4), on peut dire que la série

[oo]

> { Gl g i."}x,,

h=1

convergera pour chaque valeur entiére et positive de ¢ > r -+ 1.
Etant a, =0, le terme général peut étre présenté évidemment
sous la forme suivante :

7



98 HERMANN JAAKSON AVIIL 1

(k1 ( 1
14 S —|- —l- S ke
h

1k

”‘ }Vm—|—1—l\ x

Or, en remarquant que, d’apres le n° 53, le coefficient de «, dans
la (i41)%me équation du systéme (45) est, en général, un poly-
ndome entier en 4, c’est-a-dire k< m -4, et que, d’autre part,

lim o =0,
h>cc | An|
il vient
1
lim f 1[k+1) . 1(m+: ) ]=0.
h—-)ool + + Gy AZ‘—HAI l

Par conséquent, quelque petite que soit la valeur positive
de &, on peut indiquer respectivement un entier positif n(e) tel
que soit '

u, > [(1—8) a, | . | 2Tz, | pour h> n(s);
par suite, la série dont le terme générél est
| 1—7) aikl | At |
convergera, ainsi que le fera la série dont le terme général est

|Arti—ta, |

On en déduira donc immédiatement la convergence absolue
de la série

(o)
iz, pour p=20,1,2,...m -} i—k.

h=1
Or, étant m—+é—k>¢—r (1>r-+41), on voit que m—+7—*%
croit indéfiniment avec ¢; aussi, toutes les séries

oo

2Rz, (p=0,1,2,...)

h=1

convergeront-elles absolument.
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55. La série
_ o .
»
2 Xy @,
h=1
étant absolument convergente, elle aura une somme bien déter-
minée que nous désignerons par o,:

oo
o, = 2 M T
h=1
Cela étant, on déduit de la (- 1)*me équation du systéme
donné (45), dans I'hypothése que ce systéme ait une solution,
la relation suivante:

€= % mipik T Fipny Ompipa T+ o -+ Gy Oy =7+ 1),

Généralement, chacune des équations du systeme donné (45)
nous fournira une relation analogue. On peut les considérer
comme équations ayant pour inconnues les o5, et constituant un
systéme que nous appellerons systéme associé.

Nous en tirerons donc la conclusion suivante. Pour qu'un
systeme quelconque du type V (45) ait une solution (xs), il faut
que le systéme associé

[ €= Onpi st %n) Ompigms T+ o iy G0
(46) (t=0,1,2,...7),
¢, = Q. Gm-}-i—k + ai(k+1) O'm+£—k»1 + e + ai(m-i-') Oir

{ (>r-41)

ne contienne que des équations compatibles et qu’il ait une so-
lution (o,), lui-aussi.

Remarquons que le systéme associé (46) est un systéme
infini récurrent. En effet, quelque grand que soit I'entier posi-
tif s, on peut toujours indiquer une valeur entiére et positive de 4.
soit ¢ =1, telle que

1—7r>§ POUr i>14;;
par conséquent, o, ne peut figurer que dans un nombre fini
d’équations du systéme associé, puisque o, n’entrera plus dans
la (¢4 1)®me équation si 2> 4,
T%
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Il est aisé de démontrer que la condition nécessaire pour
Pexistence d’'une solution du systéme donné (45) est aussi suf-
fisante.

En effet, supposons que le systéme associé (46) ait une
solution constituée par les valeurs

0l7 62, 03, « . qh, « s e ;

prenons alors le systéme auxiliaire

oo
47 =22k x, (i=01,2,...);
. h=1

celui-ci appartient au type III lorsqu’ily a entre les o; au moins
un qui différe de 0, ou bien au type I si 6;=0 (¢=0,1,2,...).

En tout cas, il aura une infinité de solutions, comme nous
venons de voir dans les Chapitres précédents.

Or, on se rendra aisément compte de ce que chacune des
solutions du systeme auxiliaire (47) est aussi une solution du
systeme donné (45).

En effet,

6 =04 Oppy o - o T Ry O, =

oo o0
. L
=a, ST e 4+ Fa, DA =
h=1 h=—1

. B )
=2 {a,.,‘ e T /1;—*} z, (=r+1)

h=1

et, de méme,
OOI i .
0,-=Zlaiklr+'— + ... —{—-ai‘m+i)}xh (t=0,1,2,...7)
h=1

56. D’aprés cela, étant donné un systéme quelconque du
type V, et en se proposant de le résoudre, on n’aura évidem-
ment qu’'a procéder de la maniére suivante:

1° On constituera le systéme associé récurrent et on I'exami-
nera de prés: si ce systéme centient des équations non compa-
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tibles, il est clair que le systéme donné n’aura aucune solution;
dans le cas ou le systéme associ¢ admet des solutions on les
calculera. ?

20 A chacune des solutions du systéme associé

(6 0y, Gy ... 6, ...

on fera correspondre un systéme auxiliaire

w .
0= 2 M, (1=0,1,2,...),

h=1

appartenant ou bien au type 1II, ou bien au type I, selon les cas!

8% On calculera les solutions des systémes auxiliaires.

Chacune d’elles sera aussi une solution du systéme donné
du type V et celui-ci n’en aura pas d’autres, comme il résulte
évidemment des considérations précédentes.

Ainsi, la résolution d’un systéme du type V
peut étre ramenée complétement & la résolution
du systéme associé récurrent et de tous les
systémes auxiliaires correspondants. ‘

57. L’existence des solutions du systéme donné du type V
dépend entierement de lexistence des solutions du systéme
associé. ‘

Or, remarquons que dans le cas d’un systéme homogéne
du type V (c’est-a-dire lorsque ¢;=0, 1=0,1,2,...) le systéme
associé sera homogeéne, lui-aussi, et aura, par suite, toujours au
moins la solution triviale

6,=0 (t=0,1,2,...)

a laquelle correspondra le systéme auxiliaire du type I
., :
0=JAz, (#=0,12,...)
h=t

Ce dernier systéme ayant une infinité de solutions (Chap. I),
et chacune d’elles étant aussi une solution du systéme homogéne
donné (du type V), il en résulte qu’entre les systémes homo-
génes du type V il n’y en a pas qui n’aient point de solution
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D’autre part, il est’ aisé de constater que l'on peut bien
former des systémes non homogénes du type V n'ayant aucune
solution. :

En effet, supposons, par exemple, que soient:

1° m= 1,
20 Py(2) = apz (ao == 0),
80 Pl(z) = boz—— 1) (bo :i: 0);

0 Co _cl .
4: —‘ao :t bo !
on aura alors @y = —a, et ¢,(&) = by—ay,in; par suite,
—A
( 1 !h) @0 (Ax) -+ @1 (An) = b,

et les deux premiéres équations du systéme correspondant du
type V attaché & I'équation différentielle

i .
&% ag + Gor—a)y = ¢ + ¢z + ...

sont

o= 2 (—ao)n,

h=—1

(o o]
o= N bown;
h=—1

‘aussi, les deux premiéres équations du systéme associé sont-elles

Cp = —0 Opy
01 = bo Go.

D’aprés la condition 49, celles-ci ne sont pas compatibles et, par
suite, dans ce cas-ci notre systéme non homogeéne du type V
n’aura aucune solution.
Remarquons enfin qu’il y a des systémes du type V dont
les systémes associés ont une infinité de solutions numériques.
En effet, soit
Py (0) = aypF0;
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alors, comme nous l'avons vu, au n° 52, le coefficient de Zn
dans la (i 1)#me gquation d'un systéme du type V sera un
- polyndme entier en 4, de degré

(m-+3  (=0,1,2..)),
c’est-3-dire
apF0 et k=0.

Aussi, est-il clair que de fous les o qui entrent effectivement
dans la (z41)®me ¢équation du systéme  associé c’est omqs qui
aura l'indice le plus grand. .

On peut donc exprimer successivement tous les ¢, ou
n>m—1 en fonction de

60, 61, ... Um_..l,

en considérant ces derniers comme constantes arbitraires.

On obtiendra ainsi une solution du systéme associé, dépen-
dant, en général, de ces m constantes arbitraires et représentant,
par suite, une infinité de solutions numériques. Donc, dans ce
cas-ci, le systéeme donné du type V sera équivalent & une infinité
de systemes auxiliaires du type III ou du type L

III. Sur la résolution des systémes du type VI.

58. Au numéro 53 nous avons déjd constaté que le
procédé de formation des systémes du type VI, ainsi que la
forme sous laquelle ils se présentent, sont presque les mémes
que dans le cas des systémes du type V; la seule ‘différence
consiste en ce que les systemes du type'V sont attachés aux
séries de Dirichlet de la forme (I), tandis que ceux du type VI, aux
séries de Dirichlet de la forme (II) (n° 5).

Aussi serait-il bien naturel d’essayer d’étendre les résultats
obtenus ci-dessus pour les systemes du type V aux systémes du
type VL

-0Or, en examinant de prés cette question, on constatera
aisément que les raisonnements du n° 54 ne s’appliqueront pas
aux systémes du type V1.

En effet, au numéro 54 nous avons démontré que chacune
des solutions d’un systéme du type V fera converger abselument
les séries
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m .
24

h=1

(1=0,1,2,...),

puisque de la convergence d’'une série

[00]
ik yie
2 {aik ;VZ‘ + s + l(m+1)/";1 1}xh

h=1

résultera immédiatement la convergence absolue de la série

e}
PX ey
h=1

En essayant maintenant d’obtenir le méme résultat pour
les systémes du type VI, on verra tout de suite que dans ce
cas les raisonnements précédents se trouveront évidemment en
défaut. En effet, il est clair qu’en supposant que les séries d’un
systeme du type VI '

+<13 m-ti—k 1

p3 {alk A, + ... —{—a,.(erUJ-xh (1=0,1,2,...7),

h=—on

& [ m-4-i—k .

2 zk z’h + + a((m+r h 'Z‘h (Z :>: r + 1)
l )

h——

1

convergent absolument, et que la suite des 4, ne soit assujettie
qu'aux conditions générales (4) et (B) (n°5), on ne peut pas en
déduire, par les raisonnements du n° 54 au moins, la conver-
gence absolue des séries

): A (t==0,1,2...).
h__
Mais qu'est ce qu'on doit dire alors & propos de la question
intéréssante suivante ?
Y a-t-il des systémes du type VI ayant des solutions qui
font converger absolument les séries du systeme, sans qu'elles
rendent absolument convergentes les séries

+o )
2 l;xh (?’=01 1)2,"‘)1
h=—qcD

ou au moins quelques-unes de ces séries?
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En laissant ouverte cette question délicate, nous ne nous
allons occuper que de celles des solutions des systémes du type VI
qui rendent absolument convergentes toutes les séries

+®
2 Az, ((=0,1,2..);

h=-a0

nous les appelons solutions (a).

59. Il est aisé de voir que tout ce que nous venons de
dire & propos des solutions des systémes du type V peut &tre
étendu, -au fond, aux solutions (a) des systémes du type VI
A cet effet on n’aura qu’'a répéter les raisonnements des numé-
ros 55—bH7.

En procédant ainsi, on démontrera la proposition suivante:

Soit donné un systéme quelconque du type VI
(n° 53)

4o
v M i .
€= i {a{klk*‘ L —}—ai(m_m}xh (i=0,1,2...7),
h=—c0
(48) 15 . | ‘
M — i— ,
6= L {aikl;:"l' L + @y Mo T} (> r41),
h=—c0
a,+0, 0<k<m+r;

pour qu’il ait des solutions (a), il faut et il suffit
que le systéme associé récurrent

C=0y 0y, o F .. +G,»(m+.-,% (t=0,1,2,...7)

), |
fle=au0, o 8, 0, i>r+1)

ait, lui-aussi, au moins une solution.
En faisant correspondre & chacune des solutions du sys-

teme associé
Opy Oy, Op ... Op

un systéme aucxiliaire

+ i .
(50) o= iz, ((=0,1,2,..)),
h—=—-W
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on peut dire que l’ensemble des solutions de tous ces systémes
auxiliaires contient toutes les solutions (a) du systéme donné da
type VI et qu'il n’en contient que ceux-ci.

Les systémes auxiliaires (50) étant du type IT ou du type IV,
on se rendra aisément compte de ce que la construction
des solutions (¢) d’un systéme du type VI (48) peut
8tre ramenée, 4 1’aide du systéme associé récur-
rent (49), complétement & la résolution des sys-
téemes du type IV ou du type IL

60. L’existence des solutions (a) d’un systéme du type VI
dépendra entiérement de l'existence des solutions du systéme
associé correspondant.

Celui-ci aura en tout cas la solution triviale

6,=0 (=0,1,2,...)

si le systéme donné du type VI est homogéne, puisque dans ce
cas le systéme associé correspondant le sera évidemment, lui-
aussi.

Il en résulte donc que chacun des systémes homogénes du
type VI a une infinité de solutions (a), au moins toutes celles
du systeme auxiliaire du type II

Quant aux systémes non homogenes du type VI, on pour-
rait montrer & l'aide des exemples, comme au n° 57:

1° qu'en partant de certaines équations différentielles li-
néaires, on obtiendra des systémes du type VI dont les systémes
associés contiennent des équations incompatibles et n’ont, par
suite, aucune solution ;

20 quil y a, d’autre part, des systemes non homogeénes
du type VI dont les systéemes associés ont un nombre fini ou
méme une infinité de solutions numériques.

D’aprés cela, on trouve, d’une part, des systémes non ho-
mogeénes du type VI qui n'ont aucune solution (a) et, d’autre
part, des systémes qui en ont une infinité.



CHAPITRE IV.

Sur l'interpolation.

I. Généralités.

61. Jusqu’ici nous avons appliqué le principe des réduites
aux différents systémes d’équations linéaires a une infinité
d’inconnues attachés aux séries de Dirichlet.

Allons maintenant Iappliquer & certains systémes d’équa-
tions linéaires attachés aux séries entiéres.

\ L’objet de nos études, dans ce dernier Chapitre, sera le
probleme d’interpolation que l'on peut énoncer sous une forme
plus ou moins générale.

Convenons d’appeler probléme spécial de 1l'inter-
polation le probléme suivant: ,

Etant données deux suites indéfinies de quantités quelconques:

€1y Coy €35 =+ Cny ooy

@y, Ao, gy, <o Any . 4o,
les éléments de la derniére satisfaisant aux conditions

loil <la|<las|= ... <an] <.,

| an] — o0 pour n — oo,
former une fonction entiére F(z) qui, pour z=a,, a5, . . . au, . - .
prenne respectivement les valeurs ¢, ¢y . . . €n . . .

En posant
Fey=0Cy+ Cz+ Co2+ ...+ Cuzm+ ...,

on naura qu'a déterminer les coefficients C, de sorte qu'ils
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satisfassent au systeme d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues :

(31) ¢,=Cy+ 01a£—|—02af—}—...+0na;’-{—...} (i=1,2,8,...).
Appelons ces systémes (51) systémes du type VIL
Cela étant, il est clair que le probléme spécial de l'interpolation
équivaut & la résolution du systeme correspondant du type VIIL
Quant au probléme généralisé de l’interpola-
tion, nous ’énoncerons sous la forme suivante:
Etant données trois suites indéfinies:
1° une suite des (a,)

@y, a‘b ag, Oy, . . .
telle que

H

ol <lag|<|a|...Z]al=s...
| @u | ~— co pour n — oo,

2° une suite de nombres entiers positifs quelconques ou
Zéros

Py Do va-~-pn,--.,et

3° une suite de quantités quelconques

(OJeY ) O (1 (2,) (1) (Py)
€1y € eve €Yy Coly CoyennCoyunny Cy €0y v €%y enn,

former une fonction entiére F(z) de sorte que L'on ait pour z=a.,

F(a,) = ¢
Fla) =

--------

|

i (n=-1,2,3...),

® e p(Py)
F®(g)=c" | =
c’est-a-dire que la fonction F(z), elle-méme, ainsi que ses p. pre-
mieres dérivées prennent pour z=:a, respectivement les valeurs
prescrites ¢@, oY, ... P, n étant un nombre entier positif
quelconque.

Cela revient évidemment & résoudre le systéme suivant

d’équations linéaires a une infinité d’inconnues:
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o) =Co+ Cran+ Coal ...+
| + G024 Cpr ™ 4
2
e)= 11045 Ctw+ ...+

(562) +p" Cpu a:”_l + (pn 1) Opn'*'l a:”+ e (’n=1: 2,

2 3,4,...).
¥ = 21y ...+ )
+2,@,—1) G, "+ (p, 4+ 1) p, Copp 10" .
|
o = Pt Oy =P G gt

Appelons ces systémes (52) systémes du type VIIL
Cela étant, il est clair que le probléme généralisé de V'interpo-
lation équivaut a la résolution du systéme -correspondant du
type VIIIL

Remarquons que dans le cas particulier ou

=0 pour k=0,1,2,...p,

t

(i=1,23,..),

ce probléme a été résolu par Weierstrass’, en effet, d’aprés son
théoreme célébre, on peut construire une infinité de fonctions
entieres Fi(z) telles que

Fla) =0 |
F,(am)'—'o '} (n=1, 2,3, )
...... I
Fay=0 |

En appliquant convenablement le principe des réduites, nous
montrerons, dans ce Chapitre, que le méme résultat peut &tre
obtenu dans le cas général, les quantités données ¢® ayant des
valeurs quelconques.

Ce beau résultat mettra bien en évidence, peut-étre d’une
facon plus frappante que le font les Chapitres précédents, le role

\
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important que joue le principe des réduites dans la théorie des
systémes d’équations linéaires 4 une infinité d’inconnues.

62. Nous allons résoudre d’abord les systémes du type VII
sous I'hypothése particuliére suivante, relative a la suite des a.,:

f o<l |<Jasl<<...<Jau|<<...,
(53) I

an | — OO our n — Q.
P

Comme nous le verrons, cette hypothése restrictive facilitera
considérablement notre tiche de construction des solutions des
systemes du type VII, en permettant d’y appliquer une méthode
particulierement simple. Ensuite, nous en dégagerons aisément
Vidée essentielle d’'une méthode analogue, s’appliquant aux syste-
mes du type VII, ainsi qu’a ceux du type VIII sous '’hypothése
suivante plus générale :

(lal<lgl<lal<...<lal<..

(54)
l |@n] — 00 pour n — co.

Ajoutons que ces méthodes ont toutes les deux pour base

commune le principe des réduites, n’étant, au fond, que des modes

d’application distincts du méme principe.

En modifiant convenablement la premiére d’elles, on en
déduira aisément l'autre.

Au lieu de traiter séparément les systémes du type VII et
ceux du type VIII, sous I'hypothése (54), nous nous bornerons,
pour éviter des répétitions, a ne résoudre que les systéemes du
type VIII, qui embrassent d’ailleurs aussi tous les systémes du
type VII, puisque chacun de ceux-ci peut &tre considéré évidem-
ment comme un systéme du type VIII dont tous les p, sont nuls:

Pn=20 (’n=1,2,3,...).

63. Remarquons enfin que chaque systéme du type
VIII qui admet une solution, en admettra méme
une infinité,.

En effet, soit

F(@) = Co4 Ciz+ Co® 4 ... Coz” 4.
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D’autre part, d’aprés Weierstrass, il y a une infinité de
fonctions entiéres &(z) admettant d'une fagon générale a, pour
zéro d'ordre p,+1 (n=1,2,8,...) et, par suite, telles que

$(a,) =0 ]

®'(a,) =0

. (a) . i (n=1,2,3, )’
di(p")(a ) =0 ]

il en résulte évidemment que la somme

Fz)+ 0(2)

représente, elle-aussi, une fonction entiére Fy(z) telle que

F(as) =¢/¥
F/ (@) = c®
........ {
P (@) = ¢ |

”

(n=123...).

Donc, & une infinité de fonctions @(z) correspondra une
infinité des fonctions Fi(z) = F(z)-} P(z) dont les coefficients
constituent une infinité de solutions du systéme correspondant
du type VIIL

Il Sur la résolution du probléme spécial de l'interpolation dans
. un cas particulier.

64. Proposons-nous, sous I’hypothése restrictive (53), de
résoudre le probleme spécial de l'interpolation (n° 61), ou, en
d’autres termes, de construire une solution du systéme (51).
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Remarquons tout d’abord qu'étant donné un systéme quel-
conque tel que (51), on peut le présenter toujours sous la forme

35)  b=dia+da 4. F A4 ) (=1,23,..),
ol a;,F0, |as] — oo pour n — oo, '
fo | <ol <<lagl<<...<Jau]<<...,

la suite indéfinie
b, bg by ... by ..

contenant au moins un élément différent de zéro et les incon-
nues y étant désignées par A, Ay, 4 ... 4. ...
En effet, il y a deux cas & distinguer:

1° g, 30 et 20 g, =0.
Dans le premier cas on choisira C,=c¢ de sorte qu’en désignant
,—e=b, (i=1,2,3,..)),
tous les b, ne soient pas nuls; alors, en posant
de=0C, (m=12,8,...)et ¢,=0a, (=128,...),

on obtiendra évidemment un systéme tel que (55).

Dans l'autre cas, ou a, =0, on aura C,=¢,; alors, s’il y a
entre les différences ¢,—¢, (¢=1,2,8,...) an moins une qui
différe de zéro, on n’aura qu’a poser

b=¢—0e, o;=a,, (¢=1,2,3,...)

+
et

A4 =0 (n=1,23,...).
Dans le cas contraire, étant ‘
¢,;—¢ =0 pour :=1,2,8...,
on peut présenter le systéme donné (51) sous la forme suivante:

—C=Cua+-Cya ...+ Cai ...} ((=23,4,..)

d’ou l'on déduit immédiatement qu’en choisissant C, de sorte
que soit — ¢, = ¢, = 0, et en posant

a,=a,, b=c, pouri=1,2,8,... et 4 _,=C,

i1
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pour n =2, 3, 4...., on obtiendra encore un systéme tel
que (55). : :

Drapres cela, il est clair que, sans restreindre la généralité,
on peut se borner a n’étudier des lors que les systemes (51)
ou a;3F0, C,=0 et la suite indéfinie

C].’ 02, 03, « .. CyL’ .« e

contient au moins un élément ¢; 3= 0, tous les autres cas se ra-
menant aisément & celui-ci, comme nous venons de le voir tout
a I'heure.

Donc, pour résoudre le probléme spécial de
l’interpolation, sous I’"hypothése (53), on n’aura
qu’d montrer qu’on peut toujours construire une
solution d’un systéme quelconque du type VII

e}
(56) L =200 (=123,
n=1
tel que
[ 10 “1#207
| 20 | @ | —> co pour n — oo,
67 ) |
l 3% ay | <<|ao|<|as|<<...<|Jan|<..., et
| 4 ¢=Fo,

j étant d’ailleurs un nombre entier positif quel-
conque.

65. Nous verrons que chaque systéme (56) satisfaisant aux
conditions (57) peut étre résolu & laide des systémes réduits
généralisés dont le k*me s’écrira sous la forme suivante:

. wo
(58) V= E ;':l_lqu (7/ =1,2,3,.. )

h=1
ot y,=0 pour iz 4, la suite indéfinie

Ay Aoy Agy v o Ay ..
étant telle que

(27)

Ay
s >p=4 (n=1,2,3,...)
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Il résulte évidemment de (27) que

| 2n] — 00 pour n — oo,
et
A

; 2 pn——m. pour » >m,

quels que soient les nombres entiers positifs » et m (n° 35).
Quant aux systéemes tels que (58) dont les 4,
satisfont &4 la condition (27), nous allons montrer
que chacun d’eux peut &tre résolu par la méthode
de Fourier.
En effet, étant donné un systéme (58), désignons par

y(lfn), y.(zn), .. y(hn)’ . ygln)

les valeurs des inconnues du systéme réduit correspondant, ne
contenant que » équations et autant d’inconnues (n=*%); cela
étant, on aura évidemment

)
() (_1)h+k 4¥jh
yh - ?k A(m
ou
| e
A(“) _— 1 )vg PR ;v::l_l
R K
et
- ~h—2 ah n—1
1 /vl “ v /vl /vl LY 111
h—2 h -—1
A'”) 1 Aoy oo At At o o. Ara
kb = Py -} R —1
1 lk+1 . A}é.*.l lk.}.l e 1]14_1
R U (S S

En comparant cette solution-ci avec celle du systéme réduit
fini correspondant au systéme (22) (n° 30), on s’aper¢oit aisé-
ment. de ce que celle-ci s’obtient de ceile-la en y remplacant

k par h—1, h par &k et ¢, par y,.
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Done, d’apres (23) (n° 30),
(n—1)

(__‘_.1)"+k Ve * Y
- Ag... 2
Y = (e 1) s '

h - -
NV SERE B\, )
(z;“"l)(zg"'l) (iiil 1) (1""1k+1)(1 zk4¢) (1 zn)

h=1,2,8,...n),

1
(n'—‘) 1

= Doty .t
(Ags A1)

étant la fonction symétrique, entiére et homogéne d’'ordre A—1
des n—1 quantités:
11 1 1

1
oL oL b L eao.
A’l /vz Ak /Vk+1 ;vn ( )

En tenant compte de la condition (27), ainsi que des con-
sidérations des numéros 33 et 37, on pourra en conclure que

les limites

— i n)
y, = lim Y,
n—>00

existent, étant finies, bien déterminées et, pour y, 4= 0, différentes
de zéro:

2 v
Ashg ... A
Ay, A 2/¥8 h
Y= (_1)h+kyk (bc (hey 1)

N Y ==

(h=1,2,3,...).

(59)

Les valeurs des y,, qui viennent d’étre obte-
nues, constituent une solution du systéme (58)
en rendant absolument convergentes toutes ses
séries. )

En effet, prenons, pour fixer les idées, la série ¢i*me 5 étant
un nombre entier positif fixe choisi d’ailleurs arbitrairement, et
désignons par

g
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h—1 ~h
uh —_— }Vz yh et uh—f—l = A'i yh+1
ses deux termes successifs; alors, d’aprés (59), on aura

| > 1

Pl :
(},k, )'1) 1213 “ e ;vh
et, par suite, d’aprés les inégalités (29) ou (28) (n°35),

Ai
7vh+1

Upyq
u

<15

]

h

donc,

Up iy
Uy

—0 pour k2 — co

et il en résulte immédiatement que la série 4®me converge abso-

lument.
Les parties droites des équations du systéme (58) s’obtien-

nent de la série

o0
Xy,

h=—1
en y faisant parcourir a z les éléments de la suite indéfinie

Aiy Aoy Agy oAy,
Or, remarquons que, si l'on entend, dans cette série, par y, re-
spectivement les valeurs bien déterminées des inconnues du
systéme (58) fournies par les formules (59), cette série représentera
une fonction entiere (z).

En effet, comme nous venons de le voir, elle converge
absolument pour z=24, ¢ étant un nombre entier positif quel-
conque; par suite, elle le fera évidemment aussi dans toute

I'étendue du plan de z, puisque

| 4] — o0 pour ¢-— co.
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Nous en concluons donc que chaque systéme (58)
ou la suite des i, satisfait a la condition (27)
nous fournira une fonction entiére

o
P(z) = P ¥, &N
h=1

66. L’'idée essentielle de la méthode par laquelle
nous allons résoudre le probléme spécial de linterpolation,
énoncé ci-dessus (n° 64), consiste en ce que nous allons former,
d’aprés une certaine regle, une suite indéfinie de systémes réduits
généralisés

S, %), ... ) ...

analogues a (58); a laide de ceux-ci nous construirons respec-
tivement une suite indéfinie de fonctions

Vi@, vae), .. (), ..,
en choisissant les systémes (S) de sorte que les fonctions cor-
respondantes v, (2) satisfassent aux conditions suivantes:

(1) que w,(2) soit une fonction entiére, représentée
par une série entiere de z convergente dans toute 1'étendue
du plan de z;

(II) que la série
o
29,0
n=1

soit uniformément convergente dans le méme
domaine;
et que l'on ait:
dI) vy, (a)=0 pour i=1,2,8,...n—1,
4V) (@) =c,—v(a) — v a)—... —yYua(a,
(n=1,2,8,...). )

. Supposons, pour le moment, tout cela fait; alors, d’apres (I)
et (II), la série

o0
2 y,(2)

n=1
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représenterait. évidemment une fonction F(z) holomorphe dans
toute I’étendue du plan de 2, c’est-a-dire F(z) serait une fonction
entiere; de plus, en tenant compte de (III) et (IV), on aurait

F(a”) = wl(a”) _|_ w2(a’n) + te + wn(an) = cm
(n:1;2;3, .. );

done, la fonction F(z) serait bien une fonction entiére exigée
prenant,
pOUI‘ Z‘=al, a2, ag, « o« . am, « o oy

respectivement les valeurs prescrites
Ciy Co Cgy + o « Cmy « o &

67. Quant & la régle d’aprés laquelle on formera les syste-
mes réduits généralisés (S,), nous nous permettrons de faire a
ce sujet quelques remarques générales, avant qu’'elle soit fixée
définitivement.

Remarquons tous d’abord que les parties droites des équations
du systéme donné (56) s’obtiennent de la série entitre

o0
2 Cpa™

m=1

en y faisant parcourir & z les éléments de la suite donnée
(A.)=a1, Ay, gy « o o Ay -

D'une fagon tout analogue, nous formerors les parties droites
des équations du systeme ni*we (S,), quel que soit %, en prenant
une sévie partielle déduite d’une certaine fagon de la série

oo
2 Cnm
m=1
et en y faisant parcourir &4 z les éléments d’'une suite partielle
(A,) déduite d’une certaine facon de la suite donnée (4).
Les rangs des termes de la série

(ee]
3 Cnem

m=1
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constituent la suite naturelle des nombres
(B)=1,2,8,4,...m, ...;

or, d’aprés le n° 15, celle-ci peut é&tre decomposee en une infinité
de suites partielles bien déterminées

(B) = (E1)+(E2)+ A B+
(E.) étant

() = 1271, 3.2m—1 5om=1 _ (2h—1)2"1, ..

quel que soit le nombre entier positif m.

Cela étant, convenons de former toujours la
série partielle v (¢) de sorte qu’elle ne contienne
que les termes de la série

(e o]
P Cp 2™

m=1

dont les rangs constituent la suite partielle
(En) = 12" 8.2™7' L (@h—1).2"™7" .,

m, étant un nombre entier positif que nous dé-
terminerons ultérieurement.
On aura donc

17,1 m,,—1

+ O 24 L+

YD) = O m1 1

12

"y —1

(2h—1)2
+ O(zh#nam”_l z

et il est aisé de voir que, quant a la forme de 1w, (2), celle-ci est
complétement caractérisée par m.; en tenant compte de cela,
désignons dés lors cette série par .z, m.).

Supposons, pour Je moment, quon ait choisi d’une fagon
quelconque m,, ainsi que

(An) = i, Quzy v v Guny Cugutn)y « - -
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(4.) étant une suite partielle de (4); alors, quel que soit le
nombre entier positif 4, nous exigerons que la partie
droite de 1’équation %= du systéme (S,) soit

Y, (am') m‘ﬂ)

Quant aux parties gauches des équations de ce
systéme (8., égalons-les toutes a4 zéro, sauf celle
de I’équation =n'®° que nous désignons par d, en
nous réservant de la déterminer ultérieurement.

D’apres cela, il est clair que chaque systéme (S,) sera com-
pletement donné des que l'on a fixé d'une fagon quelconque ses
trois éléments caractéristiques: ma, (4s) et d,; il en
résulte donc que le procédé de construction des sy-
stemes réduits généralisés (S,) consiste, au fond,
en ce que l'on fait, d’une certaine facon, choix
de leurs éléments caractéristiques.

68. Comme nous venons de le constater tout & 'heure, les
éléments caractéristiques m,, (4.) et d, déterminent un systeme
(S,) de la forme suivante:

0; = Y (Cni, M) (t=1,2,8,...)
ou, par définition, d;= 0 pour ¢ = n; explicitement celui-ci s’écrit

1.217‘"— 3.21”,”——-1

1
6" = C1,2m"v1 @ + 03_2'”""‘1 & i + ttt +

1

) m,,—.
(2h—1)2 " ;o P
-+ 0(271—1)2"'” 0 —+ . r=12,...)

v, _onan’

ou, en tenant compte de ce que
(2h'——1)2mn_1 = (h —1) QM + 2”%"'1’

0; gmn \!
Tyl = 01.2'”"’1 + 03.2"'“—1 s - - S +
Ay

oMn

+ 0(2}1--1)2”'“—1 (a"i ) 7'1+ CEEA } r=1,2,..J;
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enfin, en désignant

\&)

[y= mrl
' i (1=1,2,8, ...,
60
(60) ]l,_am
l

yh my, —1 (h - 1) 2: 3’ . '))

(2h 1)2
notre systéme se présentera sous la méme forme que le sy-
steme (58):

o
h-—1 .
Y= thﬂ,i (t=1,2,3,..))
h=1

ou y;=0 pour i=kn, car, par définition, d;=0 pour i n.

Done, quel que soit le nombre entier positif », chaque
systéme réduit généralisé (S.) formé a 1’aide de
ses ¢éléments caractéristiques m, (d4.) et 0. (n° 67)
peut, en effet, 8tre mis sous la forme d’un sy -
steme tel que (58).

Il ne reste, par suite, qu'a déterminer les éléments caracté-
ristiques, de sorte que les systémes (S,) puissent étre résolus
par la méthode de Fourier, et quils nous fournissent une suite
indéfinie de fonctions

wl(z, ml), 'QPQ(Z,M’L‘_)), .« e wﬂ(z, mn)y .
satisfaisant aux conditions (I), (II), (II) et IVy (n° 66), étant

(o]

m,, —1
wn(% mn)= 2 my—1 Z(Qh-—l)‘z "

st (21 —1)2

ol l'on entend par C
(2h—1)2

nues du systeme (S,) obtenues en résolvant ce systeme par la
méthode de Fourier.

m,—1 les valeurs respectives des incon-.

69. Examinons maintenant de prés les conditions auxquelles
il suffit d’assujettir les éléments caractéristiques m., (d,) et dy,
pour que les fonctions correspondantes .z, m,) satisfassent, en
effet, & toutes les condilions énoncées au n° 66.
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Comme nous venons de le voir, au n° 68, chaque sy-
steme (S,) s’écrit sous la forme d’un systéme tel que (58), en y
introduisant 7y, 4, y, & l'aide des formules (60).

D’autre part, d’aprés le n° 65, chaque systéme (58) dont la
suite correspondante des 4, satisfait & la condition (27) déter-
mine une fonction entiere de z.

Nous en tirons donc immédiatement la conclusion suivante:
pour qu’'un systéme (S,) nous fournisse une fonc-
tion entiére a.(z,m,), c’est-d-dire pour que la condition (I)
(n° 66) soit remplie, il suffit de choisir m, et (4.)
de sorte que l'on ait :
nity | 2"

anm

(61)

v
v

p>4 (m=1,2,8...).

De méme, pour satisfaire & la condition (III) (n° 66):
Wu(ai, my) =0 pour z=1,2,38,...n—1,

il suffit évidemment de choisir (4, en tenant
compte non seulement de (61), mais en imposant
encore cette autre condition:

(62) . =a; pour ¢=1,2,3,... n—1.
En effet, étant d;=0 pour ¢+ = (n° 67), il en résulte que
P, (Gniy ma) = 0 pour ¢ n;
par suite, lorsque a,;=a; pour ¢=1,2,8,... n—1, on aurait bien
Y, (@, mn) = 0

pour les mémes valeurs de <.
Ensuite, pour satisfaire & la condition (IV) (n° 66):

1P1 (am ml) + W2 (am m2) + L + ww(am m") == Cn,

il suffit de prendre, comme on s’en assurera
aisément, :

Cpn = Ay et

@ |
Ou = Cn—P1 (b, my) — P (@n, M) — . . . — Yus(an, m"—l)f
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en supposant qﬁe les fonctions entiéres
Py (2 my), Pale, Moy o YPu1(2, Ma)
soient déja déterminées par les n—1 premiers systémes:
(8, (89, -- (Sua).

Cela étant, o0, aurait évidemment une valeur finie et bien
déterminée.

Enfin, pour que la condition (II) (n° 66) soit
remplie, elle-aussi, il suffit, comme nous le montrerons
ultérieurement, d’imposer & m, encore la condition
suivante:

0y
(64) [7] = [-——| <1  pour n>r

2 My —1

n

r étant un nombre .entier positif quelconque
choisi de sorte que l’on ait '

" lan|>1 pour m>r.

Dong, il s’agit dés lors:

1° de montrer que I'on peut, en effet, satisfaire aux con-
ditions simultanées (61), (62), (63) et (64) que nous venons
d’imposer aux éléments caractéristiques m., (4.) et d,;

20 de fixer définitivement ces éléments au moyen de
régles précises, permettant de les choisir en tenant compte de
toutes les conditions mentionnées ci-dessus, et

8° de démontrer la convergence uniforme de la série

oG
2 w'n (Zi m")

n=1

dans toute I'étendue du plan de la variable z, les fonctions
entieres y, (z,m,) étant construites & l'aide des systémes (S,)
déterminés par leurs éléments caractéristiques.

70. Occupons-nous d’abord de la premiére de ces trois
questions.
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Supposons que l'on ait déja construit les n—1 premiéres
fonctions entiéres:

QPI(Z: 'ml)7 ‘Pz(% me): AR '!pn_l(z,mn_l)

a Paide des systémes (5,), (S), . . . (5, ;. alors, d’aprés (63),
0, sera une quantité finie est bien déterminée.
Cela étant, il est aisé de voir que l'on peut toujours

supposer que soit
6“

72%“ R
An

[7ul= <1

pour m=r, » étant un nombre entier positif quelconque choisi
de sorte que |am|>1 pour m=r.

En effet, étant n=r et, par suite, |a.|>>1, il en résulte
immédiatement que pour chaque valeur finie de 4, on aura
|7.]<<1, pourvu que m, soit respectivement un nombre

positif assez grand.

En particulier, lorsque |a.|>>1, et d, a une valeur bien
déterminée, il y a évidlemment un nombre entier positif
le plus petit =,=1 satisfaisant & l'inégalité

On

Xn
a’n

<1,

c’est-a-dire tel que
log | d.
% > gl, _|;
* log|au]
%, une fois calculé, on peut dire que |y, |<1 pour chaque

valeur entiére et positive de m, satisfaisant ala
condition

m,,—1
2 ==

== Ml

Reste enfin 4 examiner de pres (61):

2‘"1”
Cnpmt1)

anm

v

p=4 (m=1,2,8,...),

a.m y désignant mi*me élément de la suite partielle (4,) dont les
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n premiers éléments doivent étre les mémes que ceux de la
suite donnée (4):

O =a; (1=1,2,8,...n).

7. A cet effet démontrons tout d’abord la proposition
suivante :
Etant donnée une suite indéfinie

(A)——_a/l, ag, a3, . am, « . .
“telle que

fag | <Jae|<<...<<]am|<<..., ]@m]|—co pour m— oo,

on peut toujours‘ déterminer un nombre entier
positifle plus petit u,>>1, de sorte que pour wu,>u,
on ait

ai+

74
p >p=4 (:=1,2,38,...n),
i

n étant un nombre entier positif quelconque, et
p>4 un nombre positif fixe.
En effet, par hypothése,

dit1

> 1 ((=1,2,8,...).

Or, désignons par ¢ celui des » nombres positifs:

]
5]

On
Ap—1

Onta
ay

Qo
ay

H b ?

qui sera le plus petit, ou, au moins, pas plus grand que chacun
des autres; d’aprés cela, ¢ >>1 et, par suite, étant donné p> 4, .
on peut faire correspondre a ces deux nombres fixes: ¢ et p un
nombre entier positif u de sorte que soit

Pour fixer les idées, entendons par w, le nombre entier positif
le plus petit pour lequel est remplie la derniére condition.
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Cela. étant, on aura évidemment & fortiori

ot >p  (u > )

donc, en particulier,

pour chaque valeur entiére et positive de m, satisfaisant & la
condition

m,

2”

(Y

'un'

En tenant compte enfin de ce que nous entendons par g,
il est aisé de voir que w , qui vient d’étre déterminé tout a
I'’heure, est bien le plus petit nombre entier positif pour lequel
on aura

My

@it .
s Zp>4 t=1,%238,...n).

i

72. Montrons maintenant qu’il est bien possible de déduire
de la suite donnée (4) une suite partielle

(An) = Cut, G2y « oo Cumy Cugnd1)y - o os
et de choisir un nombre entier positif m, de la fagcon que 'on ait:
1° Owi =@ pour 1=1,2,8,...n,

2"n

a 1
T >p>4 (m=1,2,3,...).

20

anm

En effet, en posant
a=a; pour ¢=1,2,3,...n

et en calculant, d’apres le numéro précédent, u,, on aura

Ay m4-1)

Cnm

P
>p>4 pour m=1,2,38,... n—1.
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Quant a tous les autres éléments de la suite (4.)
Onmtl)y Oumg2)s » o+ Cnmy o+ oy

nous les choisirons de sorte que l'on ait

Gnont1)

anm

“y
Zp>4,

m étant un nombre entier positif quelconque. A cet effet on
n’'aura qu'a procéder de la maniére suivante. Ktant donné un
élément quelconque .. (m>n) de la suite (4,), prenons pour
ety UN élément quelconque de la suite (4), soit a,, tel que soit

Uy

/2
=2p> 4

anm

Or, cette derniére condition n’exigeant que ce que |a,| soit
assez grand:

1> 2 awn] ™,

| &
elle peut étre satisfaite évidemment d’une infinité de manieres,
puisque |am|— oo pour m — oo et, par suite, & partir d'un certain
indice N assez grand tous les éléments de la suite (4) sont
tels que chacun d’eux pourra &tre pris pour duumtu.

Donec, en imaginant notre procédé continué indéfiniment,
on obtiendra une suite indéfinie

(An)=an1, Gn2, « o« Onmy Opmt1)y, o + o
satisfaisant aux conditions suivantes:

ani=a; pour t=1,2,8,...n
et

tn

Cn
L) >p>4 (m=1,2,8,...),

anm

cette suite admettant d’ailleurs, comme il est aisé de le voir,
une infinité de déterminations.
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Cela étant, il est clair que

m,

oy
>p>4 (m=1,2,8,..))

Gnimt1)

a‘rl m

pour chaque valeur entiere et positivé de m, telle que
2™ > (e T,

c’est-a-dire a partir d’'une valeur assez grande de m,.
Remarquons enfin que dans le cas ol

n>r (n° 70)
on aura de plus
| 7. |<1

pour chaque valeur entiere et positive de m, satisfaisant aux
conditions simultanées et bien compatibles suivantes:

b (n° 70).
et 2 > %,

Nous en tirons donc la conclusion que, siles éléments
caractéristiques des systémes

(Sl) (82)7 v (Sn——i)

satisfont aux conditions (61), (62), (63) et (64) (n°69),
ceux du systéme (S,) peuvent étre choisis tou-
jours de sorte qu’ils satisfassent, eux-aussi, aux
mémes conditions, (4, et m, admettant méme
une infinité de déterminations.

73. Pour fixer les idées, convenons de choisir (4,) et m,
d’aprés certaines regles simples n’admettant -pour eux qu'une
seule détermination, quel que soit le nombre entier positif n.

A cet effet prenons pour (4,) la suite indéfinie

(A) = ay, o, Gig, <+« Cimy - 2.,
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en déterminant ses éléments de la maniére suivante : soit a¢,; = a,
et, d’'une facon générale, étant fixé un élément quelconque

Cim (m Z 1), SOit al(m+1) = Qs

ou 'on entend par a, celui des éléments de la suite donnée (4)
qui satisfera & la condition

(s

=p=4
Q1m =r=

et oc'cupem le rang le plus petit possible.
Cela étant, prenons pour (A,) la suite indéfinie

(An) = On1y, Oy2, - .. Oun, an(’n-{—l), .
dont les éléments soient:
1° au=ua; pour:i=12,3,...n et
20 @y =ay; pour z=n+t1, n}2, ...

Draprés cela, chaque suite (4,) sera donc complétement déter-
minée, quel que soit le nombre entier positif »; en particulier,
si les éléments de la suite donnée (4) sont tels que

At

| ZP=4 (m==1,2,8,...),

chaque suite (4.) construite d’aprées la régle précédente deviendra
évidemment identique & la suite (A). '
Comme il est aisé de s’en assurer, les éléments de la suite
(4.), que nous venons de construire tout 4 I’heure, satisfont bien
a la condition
Gnini | 2

anm

>p>4  (m=123,...)

pour 2™ > u,, quel que soit n; u, désigne ici, comme auparavant
(n° 71), le nombre entier positif le plus petit pour lequel on a

it | .
s "sp>4 (t=1,2,8,... n)

ai
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Quant & m,, déterminons-le de la fagon suivante:
19 soit m, =1,
2° pour =» > 2 soit m, le plus petit nombre entier positit
satisfaisant aux conditions simultanées suivances:

m,
(I
2 = Mny

Mo, > Mi—-1,
i,

—1
2" > s

la derniére d’elles n’étant d’ailleurs imposée que lorsque = >7;
on y entend par » un nombre entier p0s1t1f quelconque choisi
- de sorte que l'on ait

r>1 et |an|>1 pour m>r;

%, est, d’apres le n° 70, le plus petit nombre entier positif' pour
lequel on a

étant n>r et
6" =C—Y (“m ml) — Yy (am m2) —e.— Y, (am mnfl)-

74. D’aprés les régles que nous venons de fixer au
numéro précédent, il est aisé de déterminer successivement les
éléments caractéristiques des systémes réduits généralisés

(Sl)’ (SQ): (Ss) LI (Sn) PN

d’aprés l'ordre de grandeur de leurs indices (»); ce procédé nous
fournira les éléments caractéristiques satisfaisant a toutes les
conditions énoncées au n° 69.
Tout d’abord on fixera p et r de sorte que I'on ait
p>4, r>1 et |an[>1 pour m=>r;

ensuite on formera, d’aprés le numéro précédent, les suites

partielles
(Al)’ (A2)s ¢ . (An), .« e

Le systeme (S;) aura pour éléments caracléristiques

61 - cl, (Al) et ml = 1.
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Les éléments de la suite (4,) satisfaisant & la condition

Gapmt1)

Cam >pz4’

le systeme (S;) nous fournira, d’aprés les numéros 69 et 65, une
fonction entiere bien déterminée v,(z,m,) prenant pour z=aq la
valeur d, =¢,,
Cela étant, le systeme (8;) aura pour éléments caracté-
ristiques .
0y = ¢y —Y1(ag, m,), (4p) et my,

my étant le plus petit nombre entier positif satisfaisant aux con-
ditions
2"’"2 = Ha,

mg > my =1

lorsque 2<Cr, ou bien aux conditions
2" 24"‘2’

m‘2>m1=1,
Mg —1
278 > o

lorsque 2=r (n°73).

Les éléments caractéristiques du systeme (S,) une fois dé-
terminés, ce systéme nous fournira une fonction entidre cor-
respondante 4,(2,my) prenant pour z=a,, a, respectivement les
valeurs 0 et d,.

D’une fagon générale, aprés avoir déterminé les éléments
caractéristiques des n — 1 premiers systémes:

(Sl)’ (SA), . v . (Sﬂ—l)

et aprés avoir construit a laide de ces systémes les fonctions
entiéres correspondantes

P (e,m), Yle,my), . . .y, (g,m, ),
on calculera

é" =Cn— Yy (am ml) Yy (an, m2) e Yu (an"mu—l)-
g%
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D’autre part, d’aprés le n° 71, on calculera u,; alors, si n<lr,
on n’aura qu'a tenir compte de u. et m,_, pour déterminer m.,
tandis que dans le cas contraire ot »>r il faut encore calculer
préalablement x, (n°73).

Les éléments caractéristiques 4., (4.) et m. une fois obte-
nus, le systéme (S,) nous fournira une fonction entiere bien
déterminée wy.(z,m,) prenant pour

Zzal, a2 . v e an_.l, (179

respectivement les valeurs
0, 0, ... 0, 0y;

on s’en assurera aisément, car les conditions (61), (62), (63) et
(64) sont, d’apres le n°73, bien remplies.
La fonction .(z,m,) s’écrit (n°68)

o _
(1) ™1

(65) wyt(z: mn)-: anh z 5
h=—1

z.s y désignant la valeur de l'inconnue

C my, —1

(2h—1)2

obtenue en résolvant le systeme (S,) par la méthode de Fourier,
c’est-a-dire:

y b
0 7 )/,ngm.g...lnh
(86) dm = (1), - oy s ™ 4
Aﬁfn —1 —ﬂ—-—l . o nn
(lnl ) (;vnz ) ( nm 1) 1)_'[1( /mm)
ol
dn O
= 1 T g
G an
et
=02 (i=1,2,8,..) (n° 65 et 68).
Etant
ﬂln
Fntit1) Onit) I* >p>4  ((=1,2,8,...),
A«m Oni T ’
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il en résulte, d’aprés le n°65, que z.. aura, en tout cas, une -
" valeur finie et bien déterminée; celle-ci sera différente de zéro
pour 7,40, mais nulle pour y,=0, quel que soit le nombre
entier positif A.

Nous en concluons donc que la fonction entiére
Yalz,m,) ne s’annule identiquement que si y,=0,
c’est-a-dire si :

611 =Cn— Y (am ml) — Y (an; m2) e Py (a"’ m”—l) = 0.

75. En imaginant le procédé de formation des fonctions
entiéres, que nous venons de décrire, continué indéfiniment, on
obtiendra ainsi une suite indéfinie

"P1 (Z, ml)’ "Pz (27 m2)7 ¢ w”(za m”)’ s

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s'annuler
identiquement, il est aisé de voir qu'elles ne le font pas toutes.

En effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer,
d’apres le n° 64, que ¢; =0, j étant un certain entier positif.

Pour fixer les idées, supposons que ¢; soit le premier élé-
ment de la suite indéfinie donnée

Ciy €oy vvn Gy Cpownv Gy
qui différe de zéro:
G =0C=...=¢ ,=0; ¢F0;

alors les j—1 premiéres fonctions:
QPI(ZS ml)y ‘Pz(% ""2)’ M wj'_l(Z' mj_l) .
s'annulent identiquement, étant
0y =0 =...=:0,, =0,
mais (2, m) ne le fait pas, puisque 6, =¢; 3 0:
Wi(aj, mj) = 0j = ¢; & 0.

Donc, en formant avec les éléments de la suite indéfinie

. WI(Z’ ml)’ %(Z, m2)7 e "I’n(Z, m")’
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la série

(e o]
2wz, my),

n—t
il est clair que tous ses termes ne s’annulent pas identiquement.

76. Reste enfin & démontrer la convergence uniforme de
la série

2 Walz, ma)

n=1

dans toute I'étendue du plan de la variable 2.
En tenant compte de (65) et en désignant

@D g"n1

(67) Vnh (2) = Zun

b

on peut présenter la série

o
(68) .): W (2, My)

n=—1

sous la fbrme de la série double

(69) 21 E'Unh (2)

n—1 h=1

pour toutes les valeurs de la variable z qui rendent absolument
convergente cette série double (69).

En effet, les séries (68) et (69) contiennent toutes les deux
les mémes termes v.(2); d’autre part, la somme bien déterminée
d’'une série double absolument convergente ne dépend ni de
l'ordre ni des différents modes de groupement de ses termes.
Nous en tirons donc la conclusion suivante:

La série (68) peut étre considérée comme déduite de (69)
en y groupant, d’'une certaine fagon, ses termes v.u(z); elle sera,
par suite, absolument convergente pour chaque valeur de la
variable z = ¢, pour laquelle le sera la série double (89), toutes
les deux ayant la méme somme (o):

o oo oo
2 2 vlag) = 0= 2 pu(z, mn).

n=1 h=1 n=1



AVHL, Sur certains types de systémes d’équations linéaires ete. 135

77. Démontrons d’abord que la série double (69) converge
absolument pour z=a; a; étant un élément quelconqre de la
sunite donnée '

(4) =a,, as, as, ..., Gm, - - .

. Pour cela il suffit de démontrer que 'on peut trouver deux
nombres entiers positifs:- H et N tels que soit :

l]nh< 1

pour h> H, indépendamment de =, ainsi que
pour n> N, indépendamment de &,

étant
U= | valai) | (2nh)® ou, d’aprés (66) et (87),
T My, -1 1
N LI S
( ) t '}’” 2 Jat) /mz lna voe s lnh
(70) T]nh [ (Ann, 1] R

HR 1'}’“1 Ann
R
vnl (1P , n{n—1) =1 vnm
En effet, il en résulterait immédiatement que, pour les va-
leurs indiquées de »n et A, on avrait

1
Unn\0; T T o . O<Q _<_ 1 )
I 7( )I<(h+n)2+9 ( = )
donc, d’aprés le critére du numéro 23, la série double (69) serait
bien absolument convergente. '
Cela étant, examinons de prés U
En terant compte de ce que

Iem=1aZ."  (n° 74)

Hm

Pty

/Vﬂ m

!
Fm=1,2,8,..),
et J

amn

Ay 2"
_Q"il_]| Sp>1 (n073)

on a, d’apres le n° 35,
0 2
11 (1_/}@)

m=n-1

1 2
>MHh—)>1— = >2 (=
( = )> a1y (=123

m=1
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d’autre part,
(2h—1)2"™ ! =

par suite, d’apres (70), on peut écrire

(h—1)2™ - 2™

(71) U < Q(n) . P(n,k) ou
7 ' 120y, o™
(72) N Y Y I
lnl ln2 T jvm(n—l)
73 P h hS 2mn h—1 ’ 1
Rl L Ol I e
npy Anl

et

78. Etudlons a leur tour, les expressions Q(n et P(n,h).

Occupons-nous d’abord de la premiére.

Etant
|7,]<<1 pour n>» (n°69) et
ham=al" pour m=1,2,8, .. (s 77 et 73),
on a )
Z‘M‘n A’H?l ;'mz
) Y Rl | —1) >
| (}ml ) (/-112 ) (;m(n—lj ) I -
n . 12 1
o N LAY A YA
Tl G Au—1 ] P Vo
m,
2|an an @ |2
S R
1 2 An—1
~ donc,
-1 |a a any |2
3 PR B S I =
I Q) < 18n%| as] N ‘
(74) .
| a  ay O |? ;.G 0%,
l aﬂ an an a1l a‘)l
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Or, remarquons que

m,,—1

2 >1 (n=1,2,8,...),

m, étant, d’aprés le n°73, un nombre entier positif.
D’autre part, on a évidemment ;

<1 ‘pour Jj=1238,...n—1 (n°64)

et

il en résulte donc que, ¢ étant fixe,

m,,—1
(75) P B S — 0 pour n — oco.
Ay Oy Qn

De méme, il est aisé de voir que

a1
a1 22 Ayp—1

76 18n3 -
( ) On - An an

En effet,

18n32.

1 1 1 1\4 18n°
T T e

— 0 pour n — oo, ¢ar |a,| — oo pour n— oo;

— 0 pour n— oo,

Or, la série 4 termes posit'ifs dont le terme nitme est v, converge

évidemment, puisque

Uepr  (n1)? 127 2;

done, v,—0 pour n— oo etf, par suite, & fortiori

m,—1
G G | On—t — 0 pour n — oo,
an an an

18n% .
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En tenant compte de (74), (75) et (76), il est clair que
77) Q(n) — 0 pour n— oo,

Nous en concluons qu’il est bien possible d’indiquer un
nombre positif @ tel que

Rn)y=@Q pour n=1,2,3,..,,

car, quelle que soit la valeur entiere et positive de n, Q(n) est,
dmpres (72), toujours fini et bien déterminé, et ses valeurs
tendent vers zéro lorsque » tend vers co. Done,

(78) U< Q. P(n,k), quel que soit n.

79. Examinons maintenant P(n,h). Etant

;"H .
MHS p>4 (m=1,2,3,..),

/‘vmn

on peut écrire, d’aprés (28) et (29) (n° 35),

v 1 15 1
d an/.,ig Ak "8 ;-m/‘n,g “.. ;-,;(1._1) ’
(].nn, 3.111)
ainsi que ‘
S U DRt L.
ad ;‘vnz )v1:3 e ;‘vnh 8 /‘Vn,l }mz o ;vn(h—-l) ’

aussi, en tenant compte de ce que

- o™Mn
Lo amn

(m:1a2’3y'--)7
Qum = dm POUT m=1,‘2,3...n, et

| twm|> @ | pour m>n—-1,

a-t-on, d’aprés (78), -

: = 13 My,
(P, )< BN 2"

a; a;

a, Qs Gp—1

quelle que soit la valeur entitre et positive de =n. Or, il est
clair que
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a; o a

— 0 pour h — oo,
al a-z ah_l

puisque

a;

<1 pour j=>i¢-+1, et — 0 pour h — co.

ai
a; Aj—r

Il en résulte donc que I'on peut assigner un nombre entier
positif &, tel que
a; Qi ai
lll a2 ah—]

<1 pour k> hy;

par suite, étant m,>1 (n=1,2,8,...) (M° 73): on a

1847

4 a; |
8

a  as an—_1

P(n,h) <

pour & = hy, quel que soit n.

Cela étant, remarquons que_la série

CD .
2
h=2
dont le terme général est
155 | a: a; a |*
Uy = . — — e e -
8 a4 An—1
converge évidemment, puisque
Uit 1 hAH1\8 | ai |®
i e U Lo R RV R IS
U h an

3
. h) — 1 pour 2 -—co et

— 0 pour h-— co; :

par suite, u, — 0 pour A — oo et, a fortiori,
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(79) P(n,h) — 0 pour h — o9,

quel que soit ». _

Nous en concluons, tout comme dans le cas de Q(n) (n° 78),
que l'on peut trouver un nombre positif P tel que

P(n,h)y= P,

quels que soient n et k. Donc,

(80) Unh < P. Q(n),
quel que soit A.
80. En tenant compte, d’'une part, de (78) et (79) et, d’autre

part, de (77) et (80), il en résulte immédiatement que l'on peut
assigner, en effet, deux nombres entiers positifs: H et N tels que

lfnh < 1
pour x> H, indépendamment de », ainsi que pour »n> N, in-
dépendamment de A.

Donc, d’aprés le n° 77, la série double (69)
[}

oo o0

2 Zval2)

n=1 h=1

est, en effet, absolument convergente pour z==a; a; étant un
élément quelconque de la suite donnée -

(A)=a1’ Ao, A3y « o - Amy « & «
De plus, étant
|van(2) | =] van(a)]  pour |z|=|al,

la série double (69) 'converge‘ absolument et uniformément dans
tout le cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon |a:|.
En remarquant enfin que |a;| augmente indéfiniment avec <:

| @;] = o0 pour ¢— oo,

on en conclura donc que notre série double (69) sera
absolument et uniformément convergente dans
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toute 1’étendue du plan de 2z ainsi que le sera,
par conséquent, d’aprés les considérations du n° 76, la
serie (68) ‘

<
2: "l’n(Z ’ m") .

n=1
’

81. Comme nous venons de le voir plus haut, chacun des
termes .(z, m,) de la série (68) est une fonction entiére (n°74);
d’autre part, la série

Zw"(zy mn)

n=1

est uniformément convergente dans toute I’étendue du plan de

la variable z (n°80).
Nous en concluons done, d’aprés Weierstrass, que la

fonction

Fle) = 2 u(z, ma)

n=1

est holomorphe dansle méme domaine, cest-a-
dire que F(2) est une fonction entiére, elle-aussi.
De plus, étant :

. Py My) = 0 ﬁour 1=1,2,8,...n—1,
et
Yty M) = € — Py (@, M1) — Y@, M) — . - . — Yu1(@y M),
quel que soit » (n°74), il en résulte que
o

F(am) B 2‘ "Pn(am; mn) -
h=1

= TPl(am) ml) + WQ(am,mz) + R + wm(am, mm) = Cm,

m étant un nombre entier positif quelcongque.
Done, la fonction F(2), que nous venons de
construire, est une fonction entiere prenant pour

2=a1, a2, ag, « e am, . e
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respectivement les valeurs prescrites
€1y Co €z« « - Cmy

- Aussi, en la présentant sous la forme d’une série entiére

Fo)=0pz+ 02+ Cgz® + ... Cuz™ 4. . .,

les valeurs des coefficients (C..) ainsi obtenues constituent-elles
évidemment une solution du systéme (56) d’équations linéaires a
une infinité d’inconnues (n° 64); par suite, il est clair que le
probléme spécial de I'interpolation, sous I'hypothése restrictive (53),
peut &tre considéré comme résolu, car, d’apres le n° 64, pour le
résoudre, on n’'a qu’a construire une solution du systeme cor-
respondant (56).

82. Quant aux valeurs des coefficients (C;), elles s’obtien-
nent aisément, puisque C.z° n’est évidemment que la somme de
tous les termes des séries entiéres

Q:UI(Z’ ml)y QP2(ZA7”12), c e w7l(zi m"); e

ayant pour facteur z°.

Elles s’obtiennent d’une fagon particuliérement simple lorsque
mi=m; pour ¢=kj, par exemple, lorsque les éléments caracté-
ristiques (m,) sont choisis, comme au n°73, de sorte que

(81) my < mo<mg<_...<m,<_..

En effet, d’apres le n° 68, vy.(z,m.) De contient que les puis-
sances de z dont les exposants sont (2h—1)2™ ' (h=1,2,3,...).
Cela étant, il est aisé de voir que, dans I’hypothése (81), une
puissance quelconque de z, par exemple, 2°, n’est contenue que
dans une seule série .(z, m,) au plus, car s ne peut &tre présenté
sous la forme

s = (2p — 1)291

que d’une seule maniére, p et ¢ étant des nombres entiers positifs.
Aussi, pour que z* soit contenu effectivement dans l'une
de ces séries ym(z, m,), faut-il qu’il y ait dans la suite indéfinie

my, Mg, Mg, . .. My,

un élément m, égal & ¢: m,= ¢; cette condition nécessaire sera
évidemment aussi suffisante lorsque wy.(#z,m,) ne s’annule pas
identiquement, c¢’est-a-dire lorsque 4, 0.
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D’aprés cela, dans I’hypothése (81), on n’aura qu'a présenter
s sous la forme
s=(2p—1)2¢,
et a prendre
Co=12Tnp SI g=my,
tandis que
Co=0 sigFm (m==1,23 ..),

la valeur de x., étant donnée par (66) (n° 74) en y remplagant
h par p; on aura donc

Znp = 0 pour 0,40, mais z, = 0 pour 9, = 0.

83. Nous venons de construire une fonction entiére prenant
pour z=ay, ay, ... @m, ... respectivement les valeurs prescrites
ey €9y « - Cmy .. .; Cest la fonction

=S)
F(z) = 23 pulz,my).

. n=1

Chacun des termes wy.(z,m,) de cette série est fourni par
un systéme réduit généralisé (S.); celui-ci est déterminé par
se$ éléments caractéristiques d,, (4.) et m, qui satisfont, d’une
part, aux conditions générales (61), (62), (63) et (64) (n° 69), et,
d’autre part, aux conditions particuliéres imposées au n° 73.

Comme nous l'avons déja constaté, au n° 72, (4,) et m.
admettent méme une infinité de déterminations, chacune d’elles
satisfaisant aux conditions générales mentionnées tout & I’heure.

Ce n’était que pour fixer les idées que nous avons fait
usage du mode de détermination particulier décrit au n° 73.
Comme celui-ci, tout autre mode de détermination des éléments
caractéristiques (4.) et m, qui satisfait aux conditions générales
(n° 69) nous conduira évidemment au méme résultat: il fournira,
d'une facon tout analogue, des fonctions entiéres telles que
Pu(z,my), et en formant avec elles des séries analogues &

o0
2 Wn(Z: mn)a

n=1

chacune de ces séries sera uniformément convergente, elle-aussi,
dans toute I'étendue du plan de la variable 2.
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On s'en rendra aisément compte, en remarquant que la
démonstration de la convergence uniforme de la série

oo
Zﬁ QPH(Z» M),

n=1

gue nous venons de donner plus haut, n'est fondée que sur
I’hypothése que les conditions générales (n° 69) soient remplies;
gquant aux conventions spéciales faites au n° 73 pour préciser
(4,) et m,, nous n'y en avons tiré aucun parti.

84. Nous allons montrer que lon peut méme construire
une suite indéfinie de fonctions entieres

Fu(2), Fo@), ..., Ful®), ...

chacune d’elles prenant pour z=a,, ay ..., am, ... Tespecti-
vement les mémes valeurs prescrites

o

Ciy Coy o o vy Cmy
En effet, prenons Fy(z) = F(z) ou
(o]
Fz)= X wpa(z,mn) (@ 81);
n=1
alors, par I'intermédiaire des fonctions entitres
’!p‘l(Z, ml)r 'QP2(Z; m2)’ o Qp"(z’ m”)) ceey
a Fy(z) correspondra la suite indéfinie bien déterminée
(M1)=m1, m2, ms, « o . "ln, . e .

Cela étant, construisons Fy(z), Fy(2) ... Fu(2), ... par le

méme procédé que F(z), en choisissant d, et (4.) toujours d’aprés

les régles précédentes (n° 73), mais en remplacant la suite (M)

~ successivement par des suites (M), (M), . . . (Mw), . . . dont
la loi de formation sera fixée ci-dessous.

A cet effet désignons les éléments de la suite (M,) par

Mty Mwz, M3y - -« Blmny o o« - pour m=2,38,4, .. .;
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d’autre part, supposons que ¢; (n°64) soit le premier élément
différent de zéro dans la suite donnée

. C1s Cgy Cgy + = o« Cimy o o oy
c’est-a-dire
Cl=02=..-=0j_1=0, 0,':!:0',

alors, quel que soit le nombre entier ‘positif m > 2, convenons
de prendre
Mmi =m; pour :=1,2,8,...57—1,

My == Mt

- et choisissons tous les autres éléments de la suite (M.), a
partir du (j -} 1)®me, d’aprés la méme régle que ceux de la stite
(M) (n° 73). ‘

Cela posé, il est aisé de voir que chaque suite (M,,) sera
bien déterminée; de méme, lorsque A==m, les suites (M) et
(M.) différeront certainement, %» et m étant d’ailleurs des
nombres entiers positifs quelconques.

En effet, pour fixer les idées, soit 2 < m; alors, d’aprés la
convention faite,

(m pour h=1,
My = l
Mnt; pour k> 2
et . Muyj = mm—H;
or, étant h < m et, d’autre part,

my < mg<mg<l...<Mm.<’... (n°73),
il en résulte que
h g <m-j,
Mt < Mmtj)
et, par suite, Mg < Mmj-

On en déduit aisément, en tenant compte de la loi de for-
mation des suites (M), (M) et (M), que

o Mpg < Myyj < Mmn  pOUr n=>75-41,
ainsi que

Menn == Min < My = Mg pour n==1,2,...j—1.
10



146 ) HERMANN JAAKSON AVIIL1

Donc, d’aprés cela, il est clair que la suite (M) ne contient pas
mpj, qui est I'élément ji*me de la suite (M3).

D’autre part, étant m > 2, convenons de construire Fu(z)
par le méme procédé que F(z).

Désignons les systémes réduits généralisés correspondants par

(Sml), '(Sm2),‘ ¢« . (S”m), e ey
et les éléments caractéristiques de (S..) par
(Amn), 6mn, Momn (’n = 1, 2, 3, .. .).

Choisissons (Am.) et dm. d’aprés les mémes regles que (4.)
et d, (n° 73), tandis que mm. d’aprés celle que nous venons de
fixer tout a ’heure.

Alors, les éléments caractéristiques (Amn), Omn €0 M, satis-
feront bien aux conditions générales (61—64) (n° 69), comme on
s’en assurera aisément; par suite, le systéme (S..) nous fournira
une fonction entiére m.(z,mm,) tout analogue & y,(z,m,). Elle
ne s’annulera identiquement que lorsque 0m, = 0 (n° 74).

D’aprés la remarque faite au n° 83, on peut dire que la série

oo
Z men (Z, mmn)
n=1

convergera uniformément dans toute I'étendue du plan de 2, et
nous fournira ainsi une fonction entiére F.(z) prenant

pOIlI‘ z=a1, a2, a3, e e o Qmy + . .
respectivement les valeurs prescrites ¢, ¢y, ¢g, ... Cm, ..., 6tant
(o]
Fm(Z)z 2 Wmn(z, mmn)-
n=1

Par lintermédiaire des ymu(2, mms), & Fu(z) correspondra la
suite (M,). Etant .

Gp=¢C=...=¢.1=0, ¢F0,
il en résulte que les fonctions

W1 (2, Mm1), W2 (2, Mma), « -« Pmui—1) (2, Momgi—1))
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s'annulent identiquement, tandis que ., (2, ma;) ne le fait pas, car:
Omj =¢;+0 (n°75).

En présentant la fonction entiére F,.(z) sous la forme d’une
série entiére, celle-ci contiendra donc effectivement les puissances
de z dont les exposants sont

Q@h—1)2™ 7 (h=1,2,8,...),
mais elle n'en contiendra aucune qui aurait pour exposant
@p—1)2*"

si ¢ n'est pas un élément de la suite (M.) (n° 82).

Or, comme nous venons de le voir ci-dessus, étant 2 <m,
il n’y a dans la suite (M,) aucun élément égal & my;, c’est-a-dire
au ji*me élément de la suite (M); par suite, en construisant les
fonctions entieres Fu(z) et Fa(2), correspondant respectivement
aux suites (M) et (M), on obtiendra ainsi deux fonctions bien
distinctes, puisque la premiére d’elles Fi(2) se présentera sous la
forme d'une série entiére contenant effectivement les puissances
suivantes de z:

My —1
D2 J h=1,2,8,.. -),

tandis que la série entiére de F,(z) n’en contiendra aucune.
Ce résultat restant valable, quelles que soient les valeurs

entidres et positives de A et m, A <m, on peut en conclure que
la suite indéfinie

Fi(2), Fo2), ... Fn(z), ... Fu(2),

ne contiendra que des fonctions distinctes, chacune d’elles prenant
d’ailleurs

pour g = al, ag, “ e am,

respectivement les mémes valeurs prescrites ¢;, ¢, ... Cm,

Ainsi, nous venons de démontrer directement, sans avoir
tiré aucun parti de la remarque faite au n° 63, que le pro-
bléme spécial de 1’'interpolation’ posé au n° 64
admet une infinité de solutions.

10*
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IlI. Sur la résolution du probléme généralisé de Vinterpolation.

85. Soient données trois suites indéfinies:
1) une suite des (a.) satisfaisant aux conditions suivantes: -

a) &= a; pour ij,
®2) § D lal=lal=...=lu]|=...,
¢) |as] — co pour % — oo,

2) une suite de nombres entiers positifs ou zéros

P1y P2y Pgs oo o Py o0 oy et
8) une suite de quantités quelconques

¢, o), ... P, oD, o), Lo, L, e, M, L. oW, L

n Y L]

cela étant, proposons-nous de construire une fonction entiere F(z)
telle que l'on ait pour z =a,

F(an) = @

’ —_ .1)
F'(an) = ¢ n=1,28,...),

en entendant sous F¥(z) la dérivée d’ordre ii*me de F(z) et sous
FOg) la fonction F(z) elle-méme. \

Remarquons que, sans restreindre la généralité, on peut
toujours supposer qu’il y ait dans la suite donnée
des (c¢”) des éléments différents de zéro.

En effet, lorsque tous ses éléments sont nuls, on n’aura qu’a
remplacer Ja suite donnée par cette autre: .

O=¢c0 =12,38,...); ®=0,¢>1 et n>1,

en y entendant sous ¢ une quantité quelconque, mais différente
de zéro, et a construire une fonction entieére F(2) telle que I'on ait

Fi(an)=c¢
Flla) =0
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En la supposant construite et en prenant
F(Z) = Fl(z)— C,‘

on obtiendra évidemment une fonction entiére exigée F(z), jouis-
sant de toutes les propriétés énoncées ci-dessus.

86. Nous allons résoudre ce probléme d’interpolation géné-
ralisé par une méthode dont 1'idée essentielle est la méme que
celle de la méthode que nous venons d'appliquer dans le cas
précédent, en étudiant le probleme spécial de l'interpolation sous
I'hypothése restrictive (53).

Nous déterminerons la fonction F(z) exigée sous la forme
d’'une série de séries

F(z)= 2 F.(2),

p=1

F,(2) étant un produit de deux facteurs

F(2)=9,(2).¢,(2)

dont le premier ¢,(z) sera, en général, un certain polynéme entier
de 2, tandis que w,(z) sera une série entiere fournie par un
systéme d’équations linéaires & une infinité d’inconnues (sy-
stéme réduit généralisé).

A chacun des éléments de la suite indéfinie des (¢) nous
ferons correspondre une fonction F,(2):

®, e, ce.o €O,
Fl(z)y F?(Z)’ L] Fy(z)y

En numérotant les éléments de cette suite dans l'ordre
indiqué, on obtiendra évidemment pour rang v de ¢

v=(p+D+@+D+...+ {1+ 1)+ E+1)=
=p+m+. v+ ntd

Quant aux fonctions F,(z), nous les construirons successi-
vement d’aprés l'ordre de grandeur de leurs indices, en choi-
sissant les polyndmes 1, (z) et les séries entieres vy, (2) de la
maniére suivante:

|
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(I) que les fonctions F (z) soient holomorphes dans toute
Iétendue du plan de z;
(I) que la série

oC
2 F(2)
p=1
soit uniformément convergente dans le méme domaine;
et que l'on ait:
D) FPan) = — FPlaw) — F(a0) — ... — F (an,
V) Fa)=0 (m=0,1,2,...i—1),

w k=1,2,8,...n—1
(V) Fa)=0 (m=0,1,2,_,_pk

n=1,2,3,.
t=0,1,2,. p
v=pitpt A mabuti)
Comme on s’en assurerait aisément, en supposant les con-
ditions (1) et (II) remplies, la fonction
o0
Fo)= 2 F,(2)
p=1

serait holomorphe dans toute 'étendue du plan de z et I'on aurait

FOG)y = 3 FP(2),

y=1

p étant un entier positif quelconque ; de plus, étant remplies les
conditions (III), (IV) et (V), elles-aussi, on aurait

Fany=FP(a) + Fa) + .. . 4 Fan) = e

n=1,23,.

1==1,2,8,. p,.,

”—P1+P2+ e N X O o

En effet, soit », >, », étant le rang du terme cffl):

VW=n +p2+ "'+pn1—1+n1 +7'1 (7/1 p,.l),
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alors on aura évidemment :
1) ou bien n, >n et, par suite, n =n,—1,
2) ou bien n, =n, mais ¢ >+¢ et, par suite, i=1¢—1.
Or, étant n =mn;—1, il en résulte que
| Fﬁ?(au) =0 (G=pa),

car, d’aprés la condition (V),

k=12,...n—1
(m) o r = 1 .
£, (@)=0 (m=0,l,2,...pk)

»

De méme, étant n, =mn, 7=7—1, on aura aussi
0] —
F,) (ax) =0,
puisque, d’aprés la condition (IV),

F{a) =0 (m=0,1,2,...4—1).

Nous en concluons donc que

Fl(a)=0  pour »n>»+1,

étant v ‘ .
v=p1+pt ... T oatntd

Enfin, en remarquant que, d’aprés la condition (1),
FO%a,) = ¢ — FP(a,) — FP(an) — ... — F2 , (aw),

on déduirait aisément de ce que nous venons de constater tout

4 I'heure que
F9(a,) = ¢®.

D’aprés cela, il est clair que F(z) serait bien une fonction
entiere telle que nous l'exigeons.

87. Aprés avoir esquissé ainsi la voie A suivre, pour con-
struire la fonction Fi(e), il s’agit des lors de préciser les fonctions
F(2), c'est-a-dire les polyndmes ¢,(z), ainsi que les séries en-
tieres 1, (2).
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Nous allons le faire, en supposant d’abord que q,
soit différent de zéro: a, 0.
Cette hypothése faite, soit

e
: m 1 2 n—1 an
68 g,()=(1 % e

1 aﬁ)ﬁl LG P2+1.” | p, o+l
al a2 an-._l

v=p +pot...+purt+n+i  (0°86)

ou

Comme il est aisé de voir, c'est évidemment un polyndme
de degré (v—1) satisfaisant aux conditions suivantes:

(85) 4 P =1,

(86) M) =0 (m=0,1,2,...i—1) et
k=1,2,8,...n—1

87 ™(q) =0 12 9, _

(67 Ty » (’m=0,1,2,...pk )

En désignant par y,, le coefficient de son terme général,
on aura

¥ —
(88) ¢v(z) = Z }’vq 29
=0

Enfin, si 'on entend par My un nombre positif tel que
(89) My > |7l (@=0,1,2...v—1),

on aura
| 79201 = My 2]

pour |z|>1 et ¢=0,1,2,...v—1.

Pour fixer les idées, soit M, le nombre le plus petit
satisfaisant & la condition (89).

Il est clair que ce nombre M, existe certalnement étant
fini et bien déterminé, car, d’aprés (82) et (84), tous les {[7,4]
sont finis et bien.déterminés, eux-aussi.
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88. Reste & préciser les séries entitres w,(z). A cet effet
faisons d’abord quelques remarques sur la suite indéfinie

A)=ay, a, ag, - . . Gy, . -

et proposons-nous d’en déduire, d'une certaine fagon, des suites
partielles, en nombre infini.

D’aprés (82), la suite donnée (4) renferme, en général, plu-
sieurs éléments a., Gnt1, @Guye, . . ., Guy; ayant le méme module ¢:

lanl=]ant1|="..=|anti|=0;

done, en les représentant dans le plan des quantités imaginaires
par les points correspondants, ceux-ci sont tous situés sur le
méme cercle de rayon ¢ ayant pour centre l'origine.

Or, convenons de dire quun élément a; appartient
au cercle C, ayant pour centre l'origine, si le point corre-
spondant ayant pour affixe la quantité a; est situé sur C.

Cela étant, il est clair que chacun des éléments (a.) de la
suite donnée (4) appartient & l'un des cercles C. et qu'il
n’appartient qu’a un seul.

D’autre part, comme nous venons de le constater tout &
I'heure, & un méme cercle peuvent appartenir, en général, plu-
sieurs éléments de la suite (4); bien que leur nombre varie, en
général, avec le rayon du cercle, et qu’il puisse dépasser méme
tout nombre entier et positif fixe N, il est clair qu'il n’y a
qu'un nombre fini d’éléments de (4) qui appartiennent au méme
cercle Cn, quel que soit m, car

|@n| —co pour n — oo (n° 85).

Il en résulte immédiatement qu’a la suite indéfinie (4) cor-
respond une suite indéfinie de cercles

C, G Cg ... Cp
dont les rayons respectifs vont constamment en croissant:
0, < 0y<o0g<...<<0,<...

* De méme, il est bien clair que parmi les éléments de la
suite (4) appartenant au méme cercle C., quel que soit m, il y
a toujours un dont l'indice est le plus petit; désignons-le par
a,, ; donc, en particulier, a, = a,.
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La suite des cercles (C,) étant indéfinie, la suite

(A'[) = arly a a. [22

T..?

To! T3’ m

le sera, elle-aussi; de plus, étant Ia"t'm|=9m’ il est clair que

<L | < [ | < < [, | < -
et que '
Ia,ml—»oo pour m —» co.

Done, la suite (4,) satisfait aux mémes conditions que la
suite (4), au n°64; par suite, tous les résultats obtenus pour
cette derniére aux numéros 71, 72 et 73 s’étendent immédiatement
a4 la snite (4,).

Ainsi, en appliquant cette fois la méme régle qu'au n°73,
on formera avec les éléments de (4,) des suites partielles bien
déterminées, en nombre infini,

(An)’ (A‘L'2)’ s (Arm)i

tout analogues aux suites
(4, 4g), ... (4w), ... (n°73)

et jouissant des mémes propriétés que ces derniéres.

Désignons, en général, par a.; I'élément ¢éme de la suite
(4rm); d’apres cela,

(Atm) = Om1, Cm2, qma, voee Qg oo (m =1,2,38,.. .).

De méme, désignons par u, le nombre entier positif le plus
petit pour lequel on a

Ui “ ) :
%“#‘—’ "Sp>4  (i=1,2,8,..);
mi

(90)

il est clair que ce nombre wu. se calculera toujours d’apres le
n°71, en y remplacant la suite (4) par (4,).

Quel que soit m, on aura, d’aprés ce que nous venons
de dire, '
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(91) Ui = @y, (t=1,2,8,...m) et
: Qm(i41) My ~
(92) e =>p>4 POUr My > lin

(i=1,2,3...).

89, Allons maintenant déterminer les fonctions entiéres
P,(¢), & l'aide de systémes d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues (8,), en procédant, au fond, d’une fagcon tout ana-
logue comme nous l'avons fait dans le cas précédent ou il
s’agissait du probléme spécial de l'interpolation.

A chacun des éléments de la suite indéfinie

e, ¢, ...oe®, ¢, 6D, L..oep), oL &0, N, L. e,

nous ferons correspondre, dans lordre indiqué, une fonction
entiere v, (2).

Remarquons que, si v = p, +ps+ ... +pos+n+14, 9,(2)
correspondra évidemment a ¢, puisque le rang de ¢ est justement

v=p +p+...F+patnti (0°86)

Or, quelle que soit la valeur entiére et positive de », nous
nous proposerons de former y,(z) & l'aide d’'un systéme (3,) de
la forme (58).

Le systéme (S,) sera déterminé par ses trois éléments ca-
ractéristiques, tout comme on l'a fait au n° 67. Quant aux élé-
ments caractéristiques, on aura & fixer les régles d’aprés les-
quelles on les choisira.

A cet effet convenons de procéder de la maniére suivante.
Déterminons tout d’abord le rang m du cercle C. auquel appar-
tient a,, dont I'indice a la méme valeur que 'indice inférieur de ¢f.
Il est aisé de voir qu'on peut toujours trouver la valeur de m
correspondant & a,: pour cela on n'aura qu'a tenir compte des
modules des » premiers éléments de la suite (4).

Cela étant, prenons pour I'un des éléments caractéristiques
du systéme (§,), ayant pour indice (v) le rang de ¢{, la suite
indéfinie

(98) (Am) = Om1y Om2y - .o Omm—1); Ony, Omim+1), OCmmt2)y « .o
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celle-ci sera donc identique & la suite (4,,,) (n° 88) lorsque a,=a, ,

c'est-d-dire ou n =17, tandis qu'elle ne différera de (4,,) que
par son mieme ¢élément lorsque a, 4 a, .
m

Bien que l'on ait parfois a,<4-a, , on aura en tout cas

Ty

(94) lan|=|atm| et, par suite, Iafm_1|<|“”|<l”rm+1|’

car a. et a, appartiennent tous les deux au méme cercle C.

Nous pouvons en tirer immédiatement la conclusion suivante:
u,, étant, d’aprés le n° 88, le plus petit nombre entier positif
pour lequel on a

Omi

Amgirny | ,
—'”ﬁl)l"'>pz4 (=1,23...),

on aura de méme

an Ym

Gnim—1)

Cmm-1)
Ay

My
2>2p=>4 et

(95)

1\

p24

90. Reste & déterminer les deux autres éléments caracté-
ristiques que nous désignons par 9,, et m,.
Supposons que l'on ait déja construit, & 'aide des systémes

(Sl)’ (S2)7 ¢ v (Sv_]_)s
les fonctions

FI(Z), F?(Z): L Fv_1(z)7

de sorte que chacune d’elles satisfasse aux conditions ), (II),
V) et (V) (n°86).
Cela étant, soit

(96) 8, = — FP(an)— F(an) — ... — FS_(an);

alors, d’aprés I'’hypothése faite, dy. sera évidemment une quan-
tité finie et bien déterminée.
Quant & m, remarquons préalablement que, pour n assez

grand: »>= N, on aura
(97 la.|>1 et m>2,

N désignant ici un nombre entier positif suffisamment grand et
m étant le rang du cercle auquel appartient a,.
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En effet, on s’en assurera aisément en tenant compte de
ce que, d’'une part, |a.| — oo pour n — co et que, d’autre part, -
a chacun des cercles n’appartient qu'un nombre fini d’éléments de
la suite donnée (4).

Pour fixer les idées, soit' N le nombre entier positif le plus
petit qui satisfait aux conditions que nous venons d’imposer
tout & 'heure.

Cela étant, déterminons m, de sorte qu'il satisfasse aux
conditions suivantes:

1) lorsque n<C N, nous entendons par m, un nombre entier
positif tel que

(98) my>p, (0988);

2) lorsque %#>N, soit m, un nombre entier positif satis-
faisant aux deux conditions suivantes:

m, < @, et
—1,8 n [
(99) |(5,,va11§ 1,,|< B
. (v - 1)
étant ry=—

Quant a », M,, m, u, et d,, ce sont les quantités bien
déterminées introduites précédemment.
En effet, v est le rang de ¢ dans la suite donnée

(0 1 0 1 (Py)
D T P < Y ¢

ve=p +p+...Fpatnti (°86);
M, est le plus petit nombre positif tel que

14

My =17, @=01,2,...v—1),

7», désignant le coefficient du terme général du polyndme

y—1

P,(2) = 37,927 (u° 87);

q=0

-
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m est le rang du cercle C. de rayon | a. | auquel appartient a,
(n° 88); u, est le plus petit nombre entier et positif pour
lequel on a

Qs M . ‘
N S p>4 (6=1,2,8,...),
Qs -
iy Om2y + « « Omiy . . . 6tant les éléments de la suite partielle

(4,,) n°88); enfin, J,,, est déterminé ci-dessus par la formule (96).

Les conditions qui viennent d’étre imposées & m, n’exigent,
au fond, comme il est aisé de s’en apercevoir, que ce que m,
soit un nombre positif assez grand; par suite, on peut faire
assumer 3 lui-mé&me une infinité de valeurs entiéres et positives
dont chacune sera compatible avec les conditions imposées.

Pour fixer les idées, convenons d’entendre par m, le nombre
entier positif le plus petit satisfaisant aux condltmns mention-
nées tout & 'heure.

D’aprés cela, les trois éléments caractéristiques du systéme

S,): (4,,) 0,, et m, viennent d’stre déterminés complétement.

91. Entendons par le systéme (S,), ayant pour éléments

caractéristiques (A4,,), 6, et m, le systtme suivant de la
forme (58):
(100) = sz‘”fyh (k=1,2,3,...)

h=1

ou, par définition, d,, = 0 pour k< m, tandis que dyn est donné
par (96),

(101) Amm=a,” et dm=a? (k=1,2,...m—1,m+1, m+2,...).

D’apres cela, quel que soit le nombre entier positif %, Awx n’est
que la puissance m,eme de 1'élément keme de la suite (4,,).
Par conséquent, en tenant compte:
1° de ce que m, vient d’&tre déterminé de sorte que l'on
aura toujours m,>u, (n°90), et

20 des formules (90), (95) et (92), on en déduit immédia-
tement que

(102) Zp=4  (k=1,2,8,...);
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par suite, d'aprés le n° 65, on obtient une solution du systéme
(Sy) par la méthode de Fourier, les inconnues du systéeme (y,) se
calculant a4 l'aide des formules (59) si 'on y remplace les
respectivement par les A. (101), k¥ par m et y, par 9, .

Donc, en désignant par z,, x,, ... x,, -.. les valeurs
des inconnues fournies par ces formules, on obtiendra
1
(—l)h+dem ° 2 A T A
” . (lmm’ lm1) j«mg j’mﬂ PR /vmh
{103) VR Dum Amm Amm o Aomm
). —1 11—
lml vaz }vm (m—1) ].:lm_é-l )V"U
(h=1,2,8,...);

ces valeurs sont, d’aprés le n° 65, des quantités finies et bien
déterminées, ne s’annulant que lorsque dyn==0 et. rendant abso-
lument convergentes toutes les séries du systéme (Sy).

Les parties droites des équations du systéme (Sy) s’obtien-
nent évidemment de la série

v 1™+ uele™) Ly T

en y faisant parcourir & la variable 2 les éléments de la suite
indéfinie (4,,).

Aussi, en y prenant

Yy=x,, (h=123..),

obtient-on une série entiére bien déterminée

Vy(2) = By - Byp 27 By () - (2
jouissant des propriétés suivantes:

1° Elle converge absolument pour z=a, ainsi que pour

2 = Omk (k=1,2, ... m—1, m-1, ...),

puisque ,(a,) et y, (an) représentent respectivement les parties
droites des équations mi®me et Z'®me du systéme (S,) ol les in-
connues (y,) sont remplacées par les valeurs bien déterminées
(x,,) (103), qui rendent absolument convergente chaque série de
ce systéme.
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2° Elle est uniformément convergente dans toute l’étendue
du plan de la variable 2.

En effet, étant absolument convergente pour z= @, elle
est uniformément convergente dans tout le cercle de rayon |au|
ayant pour centre l'origine. Or,

| Omi] = 00 pour & — oo;

aussi, quelque grand que soit un nombre positif ¢, y a-t-il tou-
jours des a,. dont les modules sont supérieurs & ¢; par suite,
la série ,(¢) sera uniformément convergente dans chaque cercle
ayant pour centre l'origine et pour rayon une valeur positive
quelconque g; elle représente donc une fonction entiére.

30y (an) =0,, =P — F(an) — FP(an) — ... —F (an),

v—l

car le mitme glément de la suite (drn) est, d’aprés la con-
struction, a. (93).

4° 1y, (a,)=0 pour k4=m, puisque J,,=0 pour k==m (100).
5° 1,(2) ne s'annule identiquement que lorsque 9, =

- 6° Comme fonction entiére, v, () admet les dérivées de
tous les ordres, celles-ci étant finies et bien déterminées dans
toute I'étendue du plan de 2.

92. Aprés avoir construit v,(2), ainsi que @,(2), posons
(104) F(2)=9,(2). p,(z).

Il est clair que la fonction obtenue F,(z) est holomorphe
dans tout le plan de la variable z, puisque les facteurs ¢, (2) et
v,(2) le sont tous les deux; elle satisfait donc a la condition

(I) (n 86).
La dérivée pi*me g'écrivant sous la forme

(105) . FP@) = w09 + [ w987 @) +
+ B ( D 4@ 0220 + . ..+ v 9,0,

il en résulte immédiatement que, pour p =7,
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(@) = o — Fa) — FP(a) — ... — FO_(an),

comme l'exige la condition (III) (n° 86), puisque, d’aprés le n° 87,
on a

0= tpg'*l)(a,.) =9 ay) =...= gp;(a,,) =g (a) (voir 86),
| 1=g%(as) (voir 85);
tandis que, d’apres le n° 91,
Y (an) =) — F an) — FP(an) — ... — FD (a).

De méme, en tenant compte de (86) et (87), on déduira aisément
de (105) que

Fa)=0 (m=0,1,2,...i—1), et

- k=1,2,8,...n—1
F(a,)=0 ' ’

m=0,1,2,...p,
c’est-a-dire que la fonction

F,,(Z) = %(Z) . %(Z)

satisfera aussi aux conditions (IV) et (V) (n° 86).

Done, des considérations précédentes nous tirerons la con-
clusion suivante:

Quel que soit le nombre entier et positif »,
en supposant que l’on ait déja construit les (v—1),
premiéres fonctions:

Fl(z)) F2(z)7 LA -Fv_.l(z)

satisfaisant aux conditions (I), (II), (IV) et (V) (n° 86),
on peut toujours construire la fonction »itme F (z)
satisfaisant aux mémes conditions.

Done, il est clair que notre procédé de formation des
fonctions F(2) est tel qu'il nous en fournira méme une suite
indéfinie , :

F\(2), Fy2), ..., Ful2), ...,
pourvu que la premiére d’elles F)(2) soit construite effectivement.
11
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93. Construisons F;(z).
D’apreés le n° 86, Fy(z) doit &tre une fonction holomorphe dans
toute I'étendue du plan de 2, prenant pour z=ua, la valeur ¢:

Fy(a) = c®.

Nous l'obtenons en construisant la fonction entiére w,(2),
a l'aide du systéme (S,) dont les éléments caractéristiques sont

(“I’n) = (An)» 611 == 0(10), my = 1.

En effet, la fonction

co
P(2) = Zwlh 21

h=1
ainsi construite, ol
1
xyy =) - =
1
1 (1 /11-)
j=2 J
et, d'une fagon générile,
1
5
Al A0 2( }'412)*/13 -.-- }vlh
&y, = (—1)*1 e . — th=2,8,...),
Iy
1 (1~ 72)
=2

étant
iv=an, (k=1,2,8,..) (Voir 108),

sera bien, d’aprés le n° 91, une fonction entiére prenant pour
z=ua, la valeur ¢:

¥ (ay) = .

On n’aura donc qu'ad poser Fy(z) = y,(z) pour obtenir la
fonction exigée. '

Ajoutons que F,(z) ne s’annule identiquement que lorsque
¢® =0 (n° 91). ‘

La fonction F)(z) une fois formée, on peut construire,
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comme nous venons de le voir, Fy(2), ensuite Fy(z), et ainsi de
suite, ad infinitum.

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s’annuler
identiquement, il est clair qu’elles ne le feront pas toutes.

En effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer,
d’aprés le n° 85, qu'il y ait dans la suite indéfinie

O e, ...e®), L @ D, L elen),

des éléments différents de zéro.
Or, supposons que le premier élément différent de zéro y
soit ¢ et que son rang soit ¢; alors les ¢—1 premiéres fonctions:

F1(2)7 F2(2)7 cee -F’t—l(z)

s’annulent identiquement, tandis que Fy(z) ne le fait pas, puis-
qu’en désignant par ¢ le rang du cercle auquel appartient a,, il
est évident qu'on aura

_Fgr)(as) == 6tq — Cg’) :‘: 0.

94. Allons maintenant démontrer que la série

[0 o]
2 F2)

y=1

est uniformément convergente dans toute ’étendue du plan de
la variable z.

A cet effet remarquons d’abord qu’'en tenant compte de ce
que
y—1

9,(2) = 27,420 (n°87)
q==0

et

(o]
h—1
Y@= Xz, (@ 9,
h=1

on peut présenter la fonction F,(z) sous la forme d’une somme
de » séries entiéres

11%
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F(2) = @,(2) . p,(2) =

=30 ZT(E"™) 0 2 z ;.(Zm”) 4.+

h=1 ’ =1
oo
F 7y D& =
h=1
y—1
=2 ?’quq 2 xvh(zmv)
q=0

Numérotons-les toutes en procédant de la maniére suivante:
tout d’abord numérotons celles qui correspondent & F,(v), ensuite
celles qui correspondent & Fy(v), ensuite celles qui correspondent
4 Fy(v); et ainsi de suite.

De plus, en numérotant les séries entiéres

[o.o]

yquq 2 xvh(zmv)h_l (q = O) L2... W—l),
h=1 ’

correspondant & la méme fonction F,(2), suivons iei 'ordre crois-
sant du second indice du facteur y,, quel que soit .
Draprés cela, il est clair que la série

(o]

yquq vah(zmv)

h=1

h—1

aura pour rang

Fm1b2 84t 02+ (1) g1 =
(106) (’V—l)’V
tatt;

en y prenant, en particulier, q=v——i, on obtiendra le rang r,
de la derniére série correspondant 3 F,(z)

_ ).
===

v

c'est cette quantité dont nous avons fait déja usage pour déter-
miner, d’aprés (99), m
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95. Désignons

.
(107) U(2) = 1,471 z,,(2"")

et examinons de prés la série double

oo o0

(108) . , 2y Uy, (2)

k=1 h=1

a laide de laquelle nous allons démontrer la convergence uni-
forme de la série

(109) 2'F ).

y=1

Remarquons que, si la série double est absolument conver-
gente pour une valeur quelconque de la variable z =z, elle est
uniformément convergente dans tout le cercle de rayon |z|
ayant pour centre l'origine, puisque, pour |z|<|z]|, on aura
évidemment '

| v, @) | < | vz | (voir 107).

De méme, il est clair que la série -(109) peut étre consi-
dérée comme déduite de la série double (108) par un certain
groupement de ses termes [v,,(2)].

Or, en supposant que la série double soit absolument con-
vergente pour z=2z, elle aurait une somme bien déterminée
pour |2]<]z,] ne dépendant ni de l'ordre ni des différents
modes de groupement de ses termes.

Il en résulterait donc que, pour chaque valeur de la vari-
able telle que |z|<]|z |, les deux séries (108 et (109) auraient
certainement les mémes sommes bien déterminées, étant toutes
les deux uniformément convergentes dans le cercle de rayon |z|.

D’aprés cela, pour démontrer la convergence uniforme de
la série (109), dans toute 1'étendue du plan de 2, il suffit de
démontrer que la série double (108) est absolument convergente
pour z=a,, a, étant un élément quelconque de la suite dennée

. (A)=a1, Agy o o o Agy o« o
ou
|a;] — oo pour s — co.
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Démontrons donc qu’en désignant
(110) U, =|v,.(as) | (2%h)°,

on peut assigner deux nombres entiers et positifs: H et K

tels que
Ukh < 1

pour k> H, indépendamment de %, ainsi que
pour k> K, indépendamment de &.

Il en résulterait immédiatement que, pour ces valeurs de %
et %, on aurait

1
[ 9 () | <<

m 0<o=1)

et, par suite, d’aprés le critére du n°23, la série double (108)
serait bien absolument convergente pour z = a..
Remarquons que, sans restreindre la genérahté on peut
supposer
la:|>1,

puisqu’il est clair que, si la série double converge absolument
pour une valeur de z dont le module est supérieur & un, elle
le fera a fortiori pour toutes les valeurs de z dont les modules
sont <1.

96. Ktudions préalablement ce que font », n et m lorsque
k parcourt la suite naturelle des nombres en tendant vers co.
Remarquons & cet effet qu’étant A

N o 1)"’_|_q+1 g+1=< <y (voir 106),

et, d’apres cela,

v+1)
ké 2 1”

il en résulte qu'a chaque valeur entiére et positive de % corre-
spond une valeur entidre et positive bien déterminée de v;
celle-ci est évidemment

—14-V1+8k
2 :
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lorsque cette derniére quantité a une valeur entiére ; dans le cas
contraire c’est le plus grand nombre entier positif contenu dans

+1+V 18k
2

Par exemple, soit #=10; alors

—1l1—1/1-1—&;.10=4
2

et, pai' suite, & £ =10 correspond v =4

.5
10 = ? (q = 0).
D’autre part, soit, par exemple, k= 17; alors 11<C}/14+8.17<C12;

d’aprés cela, le plus grand nombre entier positif contenu dans

1+V1+8.17
2

est 6; donc, »=16 et g=1:

17 = 5—2'9—}-1—1-1.

D’aprés ce que nous venons de constater, il est clair qu'en
faisant parcourir & % la suite naturelle des nombres, la valeur
correspondante de » augmentera indéfiniment en tendant avec
k vers oo.

De méme, étant, d’aprés (83),

v=(p+ 1)+ @+ D+...+ @+ 1)+ (E4+1) EZpa),
ol les éléments de la suite indéfinie donnée

P P2y - Pns cee

sont des nombres entiers positifs fixes ou zéros, il en résulte

immédiatement qu’a chaque valeur entiére et positive de » cor-

respond une valeur entiére et positive bien déterminée de =.
En effet, désignons

30=0,

$;=(m+D+@+D)+...+@+D) (G=1,23..);
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cela étant, il est clair que

S0 < 8y < 8y <o 5, <
et que
8; — 00 pour j— oco.

Donc, étant donnée une valeur quelconque v =w,, il est
évident qu’on pourra indiquer deux valeurs successives de l'indice j:
Jo 8 jo+1 de sorte que I'on ait

sjo §,”0 < sj0+1 (-70 g 0) H
alors, comme on s'en assurera aisément,
a v==v, correspondra = ==j,-}1.

De méme, il est aisé de voir qu’en faisant parcourir & » la suite
naturelle des nombres, la valeur correspondante de » augmentera
indéfiniment en tendant avec » vers oo.

Enfin, rappelons-nous de ce que, d’aprés le n° 88, & chaque
valeur entiére et positive de n correspond une valeur entiére et
positive bien déterminée de m, m étant le rang du cercle C.
auquel appartient a.. ‘

De plus, il est clair qu'en faisant parcourir 3 = la suite
naturelle des nombres, la valeur correspondante de m augmentera
indéfiniment en tendant avec n vers oo.

Des considérations précédentes nous tirons donc la conclu-
sion suivante: . ‘

A chaque valeur entiére et positive de % cor-
respondent les valeurs bien déterminées de » n
et m, augmentant indéfiniment avec ket tendant
avec lui vers oo,

Il en résulte, en particulier, qu'étant donné un nombre
entier positif quelconque s, on peut assigner un
autre nombre entier positif %, tel que

n>s et m>2 pour k> k,
n et m correspondant & %

97. Examinons maintenant de prés U,,. D’apres (110),
(107) et (108), U,, s’écrit
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5 gy (h— . 1 '
(2K y,q a2, a4, . TR

()‘mm' lml) m2m3 " "'mh

Ao Amm A'mm‘ o Amm '
— — —1}... — 1—
G [ B e W Gt

=mt

Done, en désignant

- 8kBy,, 0, a | :
(111) P(H)= - = |
(@: )(&ﬂ» ) (Jvﬂ;_l) )7 (__1 @)
lynl -|——1 lm? ——-1 vee )vm(m—?l) j=m )Vm]
et ’
| 3 1
(112) Q(k, h) = I P A F N
(o o) Am2 Ams « . Aemn
on aura
(113) U, = Pk : Qk,b).

Or, rappelons-nous que’

Ami == ) = ar“’ (t=123,...m—1),
= = =, -
P | 1 @0t et 88);
mm =— &, ", S .
F
de méme,

kgr=”’(”—;r1) (m° 94),

I qu I é Mw Q§IV'—1 (no 87)1

- |a,|>1 (n° 95)::
et -

(o] 1 2
H(l_ﬁ)>§ pour p=4 (n°35).-

i=1
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Cela étant, on aura évidemment

]] (1—-ﬂ‘)|> ]](1———) %’
J=m-1 "U
ainsi que

()= (=)=

;umm lmm ]me - 1
> I lml ' Tm lm(m--l) 1_1](1—— ) >

2 Z”‘"‘ m—2 m—38 2 1
>§|7m;|-p PPt

@ o

par suite, d’aprés (111),

(m—1)(m--2)

(114) P(k) <

Ao (W) |

my (m—1)(m—2)

.
?

La partie droite de la derniére inégalité ayant une valeur
finie et bien déterminée, il en résulte que la valeur de P(%) sera

finie, elle-aussi, quel que soit le nombre entier positif Z.

Examinons maintenant P(k), pour k> &, ¥, étant le nombre
entier positif que nous venons de déterminer au numéro
précédent, de sorte que n et m correspondant & % satisfassent

aux conditions
n>s et m=>2 pour k2>k,.

Pour toutes ces valeurs de % on aura

la "™ <laul”,
ainsi que

laa|>[al,

car a, appartient au cercle ayant pour rang m> 2;
d’aprés (114) et (99)

(m—1)}(m—2)

P(k) < 18 (%) : pour &>,

par suite,
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et il en résulte immédiatement que P(%¥) tend vers zéro lorsque
k tend vers oo. »
En effet, & tendant vers oo, m le fera, lui-aussi (n° 96); or

) (m—1)(m—2)
lim 18 —) =0
m-» Q0 ? )
Dong, il est clair que
- (115) P(k) — 0 pour k—» co.

Ainsi, nous venons de voir qu'en faisant parcourir & % la suite
naturelle des nombres, P(%) parcourt respectivement les valeurs
(111), restant toujours finies et tendant vers zéro lorsque % tend
Vers oo.

Nous en concluons que l'on pourra indiquer un nombre
positif P tel que P(k¥)< P, et, par suite, d’aprés (118),

(116) Ua = P. Q&)
quelle que soit la valeur entiére et positive de %.

98. Quant & @k,k), proposons-nous de 1’étudier d’'une fagon
tout analogue. ‘ '
En tenant compte de (102), (28) et (29), on peut écrire

2

(;"mm' ;'ml)

1 15
zmzzm...zmh|<§

1
;le ;vmz L }bm(h—l) ’

ainsi que

1 15 1
|2/1_,,,2fm3...m <% |zm, amg...z,,.(h_l)l'

Dautre part, étant, d’aprés (101) et (91),

lmi=azz’=a2” (i=1,2,8,...m—1),

my

| | = [ @ | = | c,, |™

tm

| 2mi | =] ami |™= | a;, |  pour i>m—-1,

\
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on aura
E 1 < 1—5 1 my
8 | Amdme .. Amp—yy | = 8 Ay Ogye Oy
et, par suite, d’aprés (112),
15 i h—-1 "y
(117) [ Py - " R
8 Gy O ... 0,
1 2 h—1 N

La partie droite de cette inégalité (117) ayant une valeur finie .

et bien déterminée, nous en concluons que celle de Q(%,k) reste

finie, elle-aussi, quels que soient les nombres entiers positifs % et .
De méme, il est aisé de voir que la série

(e o]
S
“h=2
dont le terme général est
al !
uh=
Oy O o O,

convergera, car

%l —o lorsque % — o0

a

Th
‘pour s’en assurer, il suffit de rappeler que, d’aprés le n° 88,

| @, | — oo lorsque h — co.

Il en résulte donc que wu,—0 pour & — oo, et nous en
concluons, en particulier, que l'on pourra indiquer un nombre
entier positif 2, tel que

u, <1 pour h>h.

Par suite, d’aprés (117),

a,l

as) LR < T

: a
—_— | pour k> hy,
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quel que soit le nombre entier positif %, ainsi que la valeur
correspondante de », car on entend par m, toujours un nombre
entier positif (n>90): m,> 1.

Or, en considérant la partie droite de l'inégalité (118) comme
terme général de la série

o0
2w,
h=2

on constatera, tout comme plus haut, que cette série convergera,

W1
wy,

tendant vers zéro lorsque & — oo}

par suite, w, — 0 pour h—co, et, & fortiori,
(119) Qk,h) — 0 pour A — oo,

quel que soit %.

Nous en concluons donc, tout comme au numéro précédent,
que l'on pourra bien assigner un nombre positif Q tel que
Q& k)< Q, et, par suite, d’aprés (113),

(120) U, Pk).Q,

quels que soient les nombres entiers positifs 4 et .

Enfin, en tenant compte, d'une part, de (115) et (120) et,,
d’autre part, de (116) et (119), il en résulte immédiatement que
I'on peut assigner, en effet, deux nombres entiers positifs:
K et H tels que

kh <1

pour k> K, indépendamment de A, ainsi que
pour k> H, indépendamment de .

Drapres le n° 95, on peut donc dire que la série double
o oo
2 kah (aa)
k=1 h=1

est absolument convergente; or, a, y désignant an élément de
la suite donnée (4) tel que |a,|>>1; choisi d’ailleurs tout
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arbitrairement, on en déduit, d’aprés le méme numéro, la con-
vergence absolue et uniforme de la série double

2 2 v (2),
k=1 h=1 .

ainsi que de la série

‘2 Fv(z)o

=1

dans toute I'étendue du plan de la variable z.

En tenant compte enfin de ce que chacun des termes F,(z)
de la derniére série est construit de sorte qu’il représente une
fonction holomorphe dans le méme domaine, on en conclut,
d’aprés Weierstrass, que la fonction

Fey=J3 F,(2)

y=1
est holomorphe, elle-aussi, dans toute l'étendue du plan de ¢,
la dérivée pitme étant
w .
FP%) = 3 FP() (r=12,38,...).
p=1

C’est donc évidemment une fonction entiére; de plus, d’apres le
n° 86, c’est une fonction entitre telle que '

F(an) _ Cslo)

Flan) = m=1,2,8,..),

puisque les fonctions F(z) satisfont aux conditions (I), (III), (IV)
et (V) (n° 86), comme nous l’avons vu au n° 92.

Done, le probleme généralisé de I'interpolation (n° 85) vient
d’étre résolu dans le cas ol ¢, =0 (n° 87).

99. Reste & montrer que ce probléme peut &tre résolu
aussi dans le cas ol a; =0.
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Comme il est aisé de s’en assurer, on n’aura, au fond, qu'a
répéter & cet effet les raisonnements précédents, et & modifier
légérement le procédé de formation des fonctions

Fy2), Fy2), ... F,2),
Les modifications &4 introduire sont les‘ suivantes:

1° Prenons, en particulier,
z 2 !

Z
Pi(2) =1, @yf2) = Tk 7s(2) =37 - %1+1(Z) Tl

tandis qu’en général, lorsque » > p,}-2, soit

1 1 i
o zp‘+1(1—— 1)" & ...(1— . )p nt (1-— 3)
1

. s G "
=(—1) =& .
q)”(z) ( ) 2! aP1+1 (1 _ a_”)p2+1 (1 _ _al)p”"l_{_l

223 An—1

2° Entendons par (4,) la méme suite indéfinie que plus
haut, au n° 88, avec cette seule différence que cette fois soit
a;, = ag, tandis que dans le cas précédent on avait a, = a;.

8% Lorsque » > p,2, construisons les séries entiéres v, (z)
d’aprés les mémes regles que dans le cas précédent; quant aux

fonctions
W1(Z); w2(2), o .. "Ppl+1(5),

remplagons-les respectivement par les constantes

e, b, ... e,
Cela posé, prenons, comme auparavant,

F,(2) = ¢, (2),(2);

on obtiendra ainsi une suite indéfinie de ‘fbnctiOns F (2) dont
chacune satisfera aux mémes conditions essentielles que plus
haut (n° 86); en particulier, on aura

: @ P
_ZVI(Z) = "(1)' Fg(z) = —1—!-2, Fs(z) = -:2——!—22, e .F;]_*_l(z? =ZTI-|~ZPI



¢

178 HERMANN JAAKSON _ "AVIIL;

En répétant les raisonnements précédents, on démontrera,
cette fois aussi, la convergence uniforme de la série

2 F(2)

py=1

dans toute 1'étendue du plan de la variable z; enfin, on en tirera
la conclusion que la fonction

[oe]
Floy= 2 F,(2)

y=1

sera bien une fonction entiére fournissant une solution du pro-
bléme généralisé de l'interpolation dans le cas ou a; =0.

Donc, d’apres le n° 63, on déduit des considérations pré-
cédentes immédiatement le théoréme général suivant:

Etant données trois suites indéfinies:

1° celle des (@) satisfaisant aux conditions
suivantes: :

a: 4= a; pour ¢ =7,
lallé‘aﬁlé..-élanlé-;-, et '

| @n| — o0 pour n — oco;

2° celle des nombres entiers positifs quel-
conques ou zéros

P1s D2y « oo Puy oo«

8° et celle des quantités quelconques

10) @ c{m) 0) (3)
... y e e

(P
G, €, Cn'y Cn’y . o .. Cn”),

.
. ey

on peut construire une infinité de fonctions
entiéres F(z) telles que pour z=a, 1'on ait

Fi(a) =60

= ¢

Fla)=c, (n=1,2,8,...),

. F(PM) (a”)____; cf‘l’”)
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F®)z;) étant la dérivée d’ordre p, de la fonction
F(z) et ’

. , ... T = Fe).

100. Corollaire. '

Etant ‘données les mémes trois suites indé-
finies que dans1’énoncé précédent,~on peut cons
struire une infinité de fonctions &(z—z,) repré-
sentées par des séries de Laurent et telles que
pour z=an I’on ait

@(an——zo) =

(121) P (@n—20) = ¢ ,(n_l 2,8,...),
l ‘I””")(a zo) —c(p ]

7z, étant un nombre flxe quelconqﬁé différent des
¢léments de la suite

Gy, Qyy Agy « o - Ay +
En effet, examinons d’abord le ‘cas particulier oil
Zo _ O, ét&nt a1 :’: O-

Nous aurons & montrer que l'on peut construlre une infi-
nité de fonctions

P(z) = 2 Cuz"

n=—00

de sorte que chacune d’elles satisfasse aux conditions (121), eny
prenant z, =-0.
A cet effet présentons P(z) sous la forme

260 =P+ ;).

P(z) étant une fonction entiére de z et
1y . ” 1
G(;) une fonction entitre de P

12
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PE)=Co+ Cz+Co2 ...+ Co" ...,
of-errereaf vt fy+

Tout revient 4 déterminer convenablement les coefficients (C)) de
ces deux séries entiéres.
Or, prenons pour

1 . .y . . - 1
G(Z) une fonction entiére bien déterminée de L

par exemple,

N C RS RSEC

Cela posé, il ne nous reste qu'a déterminer P(z) de sorte que
I'on ait

1
] 0 -
P(a,) = ¢ G( n)

Pla)— o — @& (%)

(122) " (n=128,...).

PPD(g,) = P — GO (i)

An

Or, d’apreés le théoréeme général que nous venons de démontrer,
on peut construire une infinité de fonctions entiéres P(z) satis-
faisant aux conditions (122).

Donc, en entendant par G(%) une fonction entiére quelcon-

que de —2 et par P(2) une infinité de fonctions entiéres de z

déterminées conformément aux conditions (122), on obtiendra, en
effet, une infinité de fonctions

®(z) = P(z) + @ (_;)

satisfaisant aux conditions imposées (121).
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Dans le cas général, ou z,34=0, nous allons procéder d’une
fagon tout analogue.
Prenons

D(o—zy) = P(z—2,) -+ G (z-——z ) |

et entendons par G(;i;) une fonction entiere bien déter-
— %0

* L4 ]-
minée de S, bar exemple,
—2z

G(z——l-zo) =ez;o= 1+—1_1—!(z—z0)+ + (z—z )”_{_"'

Cela posé, nous aurons & déterminer la fonction entiére P(z-—z,)
de sorte que pour z==a, I'on ait

1\
—z) == O
Pa,—zp) = O — G (an_ Zo)

Plla—zy) = c}})——G'( ! ) '
an—2,
"0 (n=1,2,8,...).

. . - . ) . . -

P(p”)(an ) _— C(P'n) G(p”)( 1 __)
En posant z—z,=ux, ainsi que
a-—z,=a, n=1,2,8,..),

tout revient & déterminer une fonction entiére de =, P(x), de sorte
que pour % =a, lon ait

| play=co— G(ai) ]
Pa)=cV—@ (l)
(123) @, n=123..J)

P(Pn)(a;) — cipn)_ G(Pn)(al;)
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I. Als Grundlage fiir die vorliegende Arbeit wurden die meteo-
rologischen Beobachtungen von Tartu (Dorpat) benutzt, die liicken-
los bis zum Jahre 1866 zuriickreichen. Es soll hier der Versuch
gemacht werden, die Einwirkung der einzelnen meteorologischen
Faktoren aufeinander zu untersuchen und festzustellen, in welchem
Masse bei langen Beobachtungsreihen im Verlaufe der einzelnen
meteorologischen Elemente eine Gesetzmissigkeit zum Ausdruck
kommt. Dazu wurden in erster Linie die Temperaturbeobachtun-
gen benutzt, die fiir die Klimatologie eines Ortes als die wich-
tigsten anzusehen sind, weshalb eine genaue Kenntnis derselben
besonders wiinschenswert ist.

Die Untersuchung bezieht sich auf die monatlichen Mittel-
temperaturen und auf die Abweichungen derselben von den Mittel-
werten, die aus einer Beobachtungsreihe von 57 Jahren (1866—1922)
berechnet wurden. Um iiber die Temperaturverhiltnisse in Tartu
(Dorpat) eine bessere Ubersicht zu gewinnen, sind in der Tab.
Ne 1 die erwidhnten Mittelwerte wie auch andere charakteristische
Daten fiber die Temperatur gegeben.

Aus Tab. Ne 1 ersehen wir, dass das Klima von Tartu den
Ubergang vom See- zum Kontinentalklima bildet, da hier das
niedrigste Temperaturmittel auf den Winter bzw. Januar und das
hochste Temperaturmittel auf den Sommer bzw. Juli fiillt. Da-
gegen ist der Oktober im Mittel etwa um 1.2° wirmer als der April,
der September um 0,6° wirmer als der Mai, was wieder als Merk-
mal fir ein Seeklima dienen diirfte.

In erster Linie scheint zwischen der Temperatur und dem
Luftdruck ein gewisser Zusammenhang zu bestehen, der aber
nur in einer mehrjihrigen Beobachtungsreihe zum Ausdruck
kommt. Um die Einwirkung der erwihnten meteorologischen
Elemente aufeinander kennen zu lernen, wurden auch fiir den
Luftdruck die Monatsmittelwerte und die Abweichungen von
diesen fiir alle Jahrgéinge berechnet. Ein Vergleich der Luftdruck-
und Temperaturabweichungen zeigt, dass in den Wintermonaten

1*



Tabelle No 1.
Monats- und Jahresiibersicht der Lufttemperatur in Tartu 1866-—1922.

I I t 111 v v VI IVII viir| I X XI XII | Jahr
&

Mittleres Monats- und Jahresmittel |— 6.66— 6.57

— 323 3.63] 9.96 14.90'17.04 15.17| 10.56) * 4.86|— 0.59|— 4.92| 4.1
Grosstes Monats- u. Jahresmittel |— 0.16/— 0.97 2.33, 849 15.30| 18.6520.91/19.46| 14.07) 8.3/ 4.36| 0.2 6.16
Kleinstes Monats- u. Jahresmittel | —14.77|—17.62' —10.79 — 0.58 3.82 10.69J14.10 12.52 742/ — 0.20{— 5.65|—14.41] 2.33
Mittleres Monats- u. Jahresmaxi- ‘ | l '

MUM ¢ & ¢ o v o v o 0 v v W |— 4.38— 3.813 0.26° 8.02 15.07 20.21122.2020.07| 14.99 7.88 1.39|— 2.86| 8.26
Mittleres Monats- u. Jahresmi- ! : f

DIMUmM . « v v 0w e e e — 935 — 0.71— 6.64— 020l 5.02 9.66‘\‘12.17 10.86, 6.76] 204 — 2.77|— 740, 087
Extremes Monats- u. Jahres- | }

maximum . . ... .. ... 6. 5’ 7.5 17.2; 24. 9 31. 4| 34 034. 535 2 27.8 21.1] 122 8 5 35 2
Extremes Monats- u. Jahres- : l

minimum . . . . . . .. ... —36. 2/—33. 1 —-27. 4}—17, 6/— 5. 0)— 1. 5, 3. 9| 1. 4/— 3. 6]—12, 4|—22, 2/—34. 3]—36. 2~
Mittlere Veridnderlichkeit der | \

Monats- u. Jahresmittel . . . . 2.58 258, 198 1.67 1.82 1.24) 1.12} 1.07 1.11 1.61 1.89 2.31) 0.80

HOSINA 19V

SN Y
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grosstenteils ciner negativen Temperaturabweichung eine positive
des Luftdruckes entspricht und umgekehrt, wihrend im Friihling
und Sommer die Beziehung eine entgegensetzte ist. In Tab.
Ne 2 ist der obige Zusammenhang in Zahlen fiir jeden Monat
angegeben. Es sind hier wie auch in den folgenden Tabellen
bei derartigen Vergleichen die Resultate in Prozenten ausge-
driickt, was fiir eine allgemeine Darstellung viel tibersicht-
licher ist.

Tabelle No 2.

Die Beziehung zwischen der Lufttemperatur und dem Luftdruck
in Prozenten.

1| || 1V| V| VI|VIIVIL| X | X | XI|XII

65|53 54'40‘28’33|32' 30 135 445356

Im Januar ist die Wahrscheinlichkeit fiir die erwihnte Be-
ziehung zwischen Luftdruck und Lufttemperatur 65%, im Mai
dagegen, wo die hohe Lufttemperatur meist gleichzeitig mit
hohem Luftdruck aufzutreten pflegt, nur 28 %. Dieselbe Erschei-
nung ist fortlaufend in den folgenden Monaten von Juni bis
Oktober vorhanden, wo ebenso die Warmeperioden grosstenteils
mit hohem Luftdruck zusammenfallen. Der Korrelationsfaktor

Z(w - 9)
VZ x? Z y?

zwischen Luftdruck und Luftdemperatur betrigt im Mai 0,32,
wihrend sein wahrscheinlicher Fehler

Y =

_0.6745(1—1)

Vu

F

0,08 ist.

In derselben Weise wurden die Temperaturabweichungen
mit den Abweichungen von den monatlichen Niederschlagsmen-
gen verglichen. Die Beziehung zwischen Lufttemperatur und
Niederschlagshohen ist nicht so scharf markiert, wie zwischen
Luftdruck und Temperatur. Nur in den Sommermonaten Juni,
Juli, August und September pflegen die kalten bzw. warmen
Perioden meist mit regenreicher bzw. trockener Witterung auf-
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zutreten, da im entgegensetzten Fall der Prozentwert nur zwischen
83 und 39 variiert (siehe Tabelle Ne3). ‘

Tabelle No 8.

Die Beziehung zwischen der Lufttemperatur und den Nieder-
schligen in Prozenten.

]

X| X [X1X11

—

1I [ il ] V|V |vI|vI|VII

51 53‘47l53 53 33\39) 39 | 3756|5360

In den iibrigen Monaten von Oktober bis Mai, mit Aus-
nahme von Mirz, haben wir es mit den umgekehrten Verhilt-
nissen zu tun, wobei der grosste Prozentwert (60 %) auf den
Monat Dezember fillt. Der Korrelationsfaktor zwischen Luft-
temperatur und Niederschlag fiir Juni ist —0,39, sein wahr-
scheinlicher Fehler ist 0,08.

Die Lufttemperatur eines Ortes steht ausser mit dem Luft-
druck und den Niederschligen auch mit dem Winde im Zusam-
menhang.

In den meteorologischen Beobachtungen von Tartu sind in
der ganzen Beobachtungsperiode fiir jeden Monat die Windkompo-
nenten angegeben; daher ist ihre Einwirkung auf die Lufttem-
peratur leicht festzustellen. Zu diesem Zwecke wurden fiir jeden
Monat die Differenzen zwischen der ,W¢ und ,0% Komponente
einerseits, und zwischen der ,S“ und ,N“ Komponente anderseits
berechnet. Diese Differenzen wurden mit den Mitteltemperaturen
des betreffenden Monats verglichen, wobei wie bei der Lufttem-
peratur, so auch bei der erwihnten Winddifferenz die Verdnde-
rung von einem Jahr zum anderen fiir jeden Monat in Betracht
gezogen wurde. Es wurde nachgezihlt, wie oft die Zu- oder
Abnahme der Lufttemperatur eines Monats von einem Jahr zum
anderen mit der Vergrosserung oder Verkleinerung der erwéhnten
Windkomponentendifferenzen zusammenfillt.

Es ergab sich, dass besonders die W—O Differenz mit der
Lufttemperatur eng zusammenhingt, was in nahezu gleichem
Masse das ganze Jahr hindurch zum Ausdruck kommt.

In folgender Tabelle (Tab. N 4) ist in Prozenten die erwshnte
Beziehung zwischen der Temperatur und der W—O bzw. S—N
Komponente dargestellt.
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Tabelle Ne 4.

Der Zusammenhang zwischen der Lufttemperatur und den Wind-
komponenten in Prozenten.

1[I [I|IV] V| VI[VII|VII | IX | X | XI|XII

{
W—-0170| 63 59‘43‘29 30|32 36 | 3948|5667

S—N |70/45|70 57|52 61|41 54 |59 61561 64
Aus der Tabelle ersehen wir, dass in den Wintermonaten
die hohen Temperaturen meist einer Zunahme der Westkompo-
nente entsprechen, in den Sommermonaten dagegen einer Zunahme
der Ostkomponente. Was die Nord-Slidwinde betrifft, so treten
die hohen Temperaturen grosstenteils bei vorherrschendem Siid-
winde auf mit Ausnahme des Februars und Juli, wo das umge-
kehrte Verhiltnis besteht.

JII. Weiter wurde die Frage behandelt, in welchem Masse
sich die Erhaltungstendenz der Temperatur fiir aufeinanderfol-
gende Monate erkennen lésst, und wie weit die erwihnte Tatsache
zu einer Temperaturprognose benutzt werden kann.

Dazu wurde fiir jeden Monat einzeln bestimmt, in wieviel
Prozent der Fille das Vorzeichen der Temperaturabweichung fiir
den folgenden Monat das gleiche bleibt. Da die Wahrschein-
lichkeit der Fortdauer einer bestimmten Witterung allgemein
mit der Linge der Periode zunimmt, sind die Berechnungen bis
zu vier Monaten zuriick fortgesetzt. Die Resultate sind in Pro-
zenten in Tab. Ne 5 zusammengefasst.

Tabelle Ne 5.

Wahrscheinlichkeit der Erhaltung einer gleichnamigen Tempe-
raturabweichung in Prozenten von Monat zu Monat in Abhin-
gigkeit vom Alter der Periode.

e | N = o e | ap | S .
PRS- = W 3
25182 5|3 2| >g 54
S| RISE|<|B |2 %< w2 |Z|a
elgigl2igiglgiglgtltelels
[ -Vl - o - W - D o -0 i o - - S e

=23

Ein vorhergehend. Monat |66162]54|65163]65|51{51|60|5653 |68

Zwei vorhergehend. Monate | 68|70 5574681615466 |62!53|53/70

Drei vorhergehend.. Monate | 7573 |54 | 79| 70|60 68|75 7450|6159

Vier vorhergehend. Monate |56 | 8058|8673 56 678073 57 " 56 | 64
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Die erste Reihe enthélt in Prozenten die Wahrscheinlich-
keit, dass das Vorzeichen der Temperaturabweichung des vorher-
gehenden Monats auch fiir den laufenden dasselbe bleibt, —
die zweite Reihe — die Wahrscheinlichkeit, dass nach zwei vor-
hergehenden Monaten mit gleichnamiger Abweichung, auch
der darauf folgende dritte Monat dasselbe Zeichen beibehdlt, —
die dritte und vierte Reihe — dieselbe Wahrscheinlichkeit fiir
drei bzw. vier vorhergehende Monate. So zum Beispiel betrigt
die Wahrscheinlichkeit, dass nach einem kalten Januar, auch
der Februar seine Temperatur unterm Normalwert haben wiirde,
62 % ; wenn aber schon vier vorhergehende Monate (Okt., Nov,,

S C R g = z . H o= B OB oo ¥ ¢ & B
S & g © B/ = B 85 = & kB & 3 8 2
ZoA s, mE 2 s 5 4 O Z A s
2 2 © 9 9 9 ¢ 9 9o © o © © 9 o g
13l S 5= =~ S =~ iod ] I = L] Lo Fu = el L
M A A A A A A A A A oA A A A A A

Ein vorherg. M. m (6‘ \T\ / / % /g\ /“ / o

Zwel \ % \ ke / g

” " / \ e

T~
=%

.{
N

AN
NN

Vier ,, »

Fig. 1. Prozentwerte der Erhaltung der Vorzeichen der Temperaturqbweichung
von Monat zu Monat in Abhingigkeit vom Alter der Periode.

S
/a4

l/u Nl

Dez., Jan.) nacheinder kalt waren, konnen wir den kalten Feb-
ruar mit einer Wahrschelnlichkeit von 80 % erwarten.

Um: einen Vergleich der gefundenen Daten fiir die einzel-
nen Monate zu erleichtern, ist die Tab. Ne 5 in Fig. No 1 gra-
phisch dargestellt. Als Ordinaten sind die einzelnen Monate
beginnend von Nov. bis Februar genommen, wihrend die Ab-
szissenlinien der Reihe nach ein, zwei, drei und vier vorher-
gehende Monate mit gleichem Vorzeichen bedeuten.

Auf den Schnittpunkten der erwihnten Linien wurden die
zugehorigen Werte aus der Tab. Ne 5 eingetragen, und die durch
Interpolation gefundenen Punkte mit 50%, 55%. .. u. s. w. Wahr-
scheinlichkeit der Zeichengleicheit durch eine Anzahl Kurven ver-
bunden. Obwohl bei den einzelnen Kurven einige Unregelmissig-
keiten hervortieten, lassen sich im allgemeinen die Hauptziige
der Erhaltungstendenz der Temperatur deutlich erkennen.

Es treten hervor drei Minima und eine gleiche Anzahl
dazwischenliegender Maxima, die sich gut bis zum vierten vor-
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hergehenden Monat verfolgen lassen. HEs sei hervorgehoben,
dass die im Verlaufe der erwihnten Linien vorkommenden Un-
regelmissigkeiten auf die geringe Anzahl der Beobachtungsjahre
hindeuten, was besonders bei mehreren mit gleichnahmiger Ab-
weichung aufeinanderfolgenden Monaten hervortritt, da bei lén-
geren Perioden die Zahl der Fille schnell abnimmt.

Aus obiger Figur ist ersichtlich, dass bei der Aufeinander-
folge der Monate mit gleichen positiven oder nagativen Abwei-
chungen ein Bruch der Kontinuitit am deutlichsten im . Mérz
und in den Herbstmonaten Oktober und November zum Vor-
schein kommt. Eine dritte Verminderung der Ubereinstimmung
ist in den Sommermonaten Juli und August vorhanden, jedoch
ist sie nicht so scharf ausgeprigt, wie die erstgenannten.

Dieselbe Frage ist bereits von vielen Forschern fir ver-
schiedene Orte behandelt worden. Das grosste Interesse diirfte
ein Vergleich mit dem Temperaturverlauf des Atlantischen Ozeans
beanspruchen, der ausfithrlich von Pettersson'), Meinardus®),
Grossmann® und anderen untersucht worden ist. Fir die nor-
wegische Kiiste hat Pettersson nach den Meeresoberflichentem-
peraturen von Utsire, Hellisé und Ona festgestellt, dass die Mittel-
temperaturen der erwéhnten Orte und damit auch die Temperatur
des Golfstroms von Dezember bis April wie auch von Juli bis
September #hnlich verlaufen, welche Erscheinung als Ausgangs-
punkt der Wettervorhersage fiir eine lingere Periode dienen diirfte.

Was in dieser Beziehung Tartu anbelangt, so sehen wir,
dass hier der Bruch der Kontinuitit statt im Mai und Juni, wie
fir die obengenannten Orte, etwa einen Monat spiter, also im
Juli—August stattfindet, wihrend nur im Herbst das Minimum
der Zeichenerhaltungstendenz auf die gleichen Monate fillt.

Der dritte auf dem Atlantischen Ozean im August vor-
kommende Kontinuititsbruch, dessen Vorhandensein zuerst von
Grossmann erwéhnt wurde, scheint in Tartu mit demjenigen im
Juli sich vereinigt zu haben, vorauf der Verlauf der in
Fig. 1 eingezeichneten Kurven hindeutet.

1) Pettersson: ,Uber die Beziehungen zwischen hydrographischen
und meteorologischen Phidnomenen“. Met. Zeitschr., 1896,

2) Meinardus: ,Uber einige meteorologische Beziehungen zwischen
dem Nordatlantische Ozean und Europa im Winterhalbjahr. Met. Zeitsch., 1898.

3) Grossmann: ,Die Beziehung zwischen den Temperaturen des Nord-
atlantischen Ozeans und von Nordwest- und Mitteleuropa“. Ann. d. Hydr., 1908.
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Ausser den beschriebenen Kontinuititsunterbrechungen im
Sommer und Herbst ist in Tartu noch eine Temperaturumkehrung
zwischen Februar und Mérz vorhanden, die an der norwegischen
Kiiste giinzlich fehlt.

Eine Erklarung dafiir liesse sich im Unterschiede des jahr-
lichen Temperaturganges zwischen Tartu und den erw#hnten
Kiistenstationen finden, da in Tartu der Ubergang von den
Wintertemperaturen zum Frithling infolge der Entfernung des
démpfenden Ozeans viel steiler ausgeprigt ist, als an der nor-
wegischen Kiiste.

Zum Vergleich hierzu sind in der Tab. 6 die Prozentwerte
der Zeichenerhaltungen der Temperaturabweichungen fiir Moskau

aufgefiihrt.
Tabelle Ne 6.

Wahrscheinlichkeit einer Zeichenerhaltung der Temperatur-
abweichung von Monat zu Monat in Moskau.

= R — | =
::>>|;|;;T>|<><\><T
-L~L~L> ’ _l.»—":xl,l =

53 | 55 | 58 | 60 | 55 | 58 [ 51 | 62 | 55

'S
©

-3
oo

Auch fiir Moskau ist die Zunahme des Zeichenwechsels der
Temperaturabweichungen in den Monaten Januar—Februar und
Februar—Mirz deutlich erkennbar, welche Erscheinung in dieser
Beziehung den Verhiltnissen von Tartu entspricht.

Allgemein scheint die Temperaturerhaltungstendenz bei der
Aufeinanderfolge der einzelnen Monate zwischen verschiedenen
Orten grosse Unterschiede aufzuweisen. Es sei hier in dieser
Hinsicht auf Kippens Untersuchung?!) hingewiesen, in der die
erwihnte Frage ausfiihrlich behandelt ist.

Weiter wurden nach derselben Methode die Temperatur-
abweichungen der einzelnen Jahreszeiten miteinander verglichen.
BEs ergab sich, dass hier der Zusammenhang in viel geringerem
Masse zu erkennen ist, als bei den einzelnen Monaten, da in
letzterem Falle die vergleichbaren Zeiteinheiten etwa dreimal
kiirzer sind, als beim Vergleiche der Jahreszeiten. Die Vergleichs-
resultate sind in Prozenten in der Tabelle Ne 7 aufgefiihrt.

1) W. Képpen: ,Aufeinanderfolge warmer und kalter Monate in Nord-
deutschland“. Annal. d. Hydr., 1920.
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Tabelle Ne 7.

Wahrscheinlichkeit der Zeichenerhaltung der Temperaturabweich-
ungen zwischen den einzelnen Jahreszeiten in Tartu.

Wint.— | Prithl.— | Somm.— | Herbst— | Wint.—
Friihl, Somm._ Herbst Wint. Somm.
869 | 53% ] 539, | 469 459

Mit Ausnahme von Winter—Friihling, wo die erwéhnte Wahr-
scheinlichkeit bis zu 66°/, gestiegen ist, schwanken die Uberein-
stimmungszahlen in der Néhe von 50 %. Zwischen Herbst—Winter
ist das Verhéltnis sogar umgekehrt, woraus wir schliessen konnen,
dass die Wintertemperaturen sich einigermassen mit den Herbst-
temperaturen zu kompensieren versuchen. Dieselbe Erscheinung
tritt anderseits zwischen Winter und Sommer hervor, wo ebenso
mit einer Wahrscheinlichkeit von 55% nach einem unter oder
itber der Normaltemperatur stehenden Winter, ein iber oder
unter der Normaltemperatur stehender Sommer zu erwarten ist.

JHL Da die Temperaturerhaltungstendenz fiir Tartu zu ge-
ring ist, um fiir eine Temperaturprognose eine praktische Bedeu-
tung zu haben, sind zu diesem Zweck die Temperaturbeobachtun-
gen einer Reihe der ringsumliegenden Beobachtungsorte heran-
gezogen. Es wurden dazu die monatlichen Mitteltemperaturen
von folgenden Orten benutzt. Die Wahl fiel hierbei auf diejeni-
gen Stationen, an denen die Beobachtungsreihe moglichst liicken-
los war.

Tabelle No 8.

Verzeichnis der Stationen.

® A Hohe in m.
Vards . . . . 1871—1922 70°22" 31° 8" 10.0
Bodo . . . . . 1870—1922 67017 14°24 7.2
Floré . . . . . 1871—1921 61°86 5" 2’ 8.0
Haparanda . . . 1871—1922 65°50° 24° ¢ 9.2
Géteborg . . . 1870—1922 57°42" 11°58 16.5
Archangelsk) . 1870—1922 64°33" 40°82 6.7
Bogoslowsk . . 1870—1915 59°45 60° 1' 188.0
Moskau . . . . 1870—1922 55°46" 87°40" 142.9

1) Die bisher unvertffentlichen Mitteltemperaturen von Archangelsk,
Bogoslowsk, Moskau, Kasan, Kiew, Odessa, Warschau und Wien sind von den
meteorologischen Zentralinstituten der betreffenden Ldnder freundlichst zur
Verfiijgung gestellt worden.
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@ A Hohe in m.
Kasan 1870—1922 55947 49° § 78.7
Kiew . 1870—1919 50027 30°30° 183.1
Odessa 1870—1917 46°29° 30044’ 65.3
‘Warschau . 1870—1922 52013 210 2 120.6
Wien . 1870—1922 48°15° 16°22°  202.5
Hamburg 1870—1922 58°33" 9959’ 40.3
Thorshavn . 1870—1921 62°25° 6045’ 1.5
Stykkisholm 1870—1918 65° 5 22046 11.0

Die Betrachtung der Temperaturverhiltnisse erstreckt sich
auf den fast einheitlichen Zeitraum von 1870—1922. Als Grund-
lage dienten die monatlichen Temperaturabweichungen der be-
treffenden Stationen fiir die oben angegebene Reihe von Beobach-
tungsjahren. KEs wurden die Temperaturabweichungen eines je-
den Monats fiir alle Stationen einzeln mit der Temperaturabweich-
ung des folgenden Monats fiir Tartu verglichen und nachgezihlt,
wie oft sie fiir jeden Monat gleichnamig waren.

Die auf diese Weise erhaltenen Ubereinstimmungsresultate,
in Prozenten ausgedriickt, sind in Tab. Ne 9 aufgefiihrt.

Tabelle Ne 9.

Wahrscheinlichkeit der Gleichnamigkeit der Temperaturabweich-
ung von Monat zu Monat zwischen Tartu und den nachstehenden

Stationen.

el =lElals sl BB wlr)| &

(E E ElEIEIEEIE|ELE £ E
Vardé . . .. ... 55 |58 | 62 |50 | 67 | 56 | 43 | 52 | 56 | 60 | 42 | 60
Bodé . . . ..... 61 | 66 | 68 | 51 | 68 | 58 | 53 | 49 | 62 | 51 | 47 | 66
Flor6. . ... ... 61 | 78178 |59 | 51 | 57 | 45 | 55 | 49 | 57 | 47 | 57
Haparanda . . . . . 57 167656071 )60 46 |54 |61 54|52 78
Goteborg . . . . . . 63| 58|68 |58 |49 |58 | 53|60 |47 | 62 | 42 | 64
Archangelsk 56 | 53 | 62 | 51 | 64 | 60 | 58 | 40 | 53 | 51 | 49 | 72
Boguslowsk . . . . . 54 1 63 | 57 | 44 | 44 | 47 | 52 | 48 | 41 | 52 | 54 | 54
Moskau. . . . . . . 58 | 62 | 49158 | 64 | 58 | 57 | 53 | 55 | 53 | 49 | 68
Kasan . . . .. .. 47 |60 | 56 | 62 | 56 | 52 | 52 | 49 | 53 | H1 | 51 | 66
Kiew . . . . . ... 50 | 64 | 54 | 76 | 60 | 54 | 54 | 56 | 60 | 55 | 54 | 67 -
Odessa . . . . . .. 49 | 56 | 48 | 73 | 54 | 46 | 48 | 54 | b4 | b4 | 57 | 62
Warschan . . . . . 60160 53 (60|64 | 53|45 |57 |58 66|54 |64
Wien. . . - 60 | 53 155162 |49 |55 42 | 64 | 57 | 64 | 49 | 60
Hamburg . . . . . . 63|58 |60 |62 47|51 |43 |57 |51 |58|51 |64
Thorshavn . . . . . 67 |50 1731525060 |50 63 48 |42 | 44 | 44
Stykkisholm 57 | 47 | 47 |49 |53 |55 | 45|51 151149 |51 | 45
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Die angegebenen Zahlenwerte der Tab. No 9 geben die
Wahrscheinlichkeit in Prozenten, dass die Temperaturabweichung
eines bestimmten Monats fiir Tartu dasselbe Vorzeichen haben
wird, wie im vorhergehenden Monat fiir einen obenerwihnten

{b 7 S5 &} AT AN
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Ort. So wiirden zum Beispiel fiir die Witterungsprognose fiir den
Februar die besten Resultate die Januartemperaturbeobachtungen
von Flord ergeben (789/,), fiir den April dagegen die Mérz-
temperatur von Kiew u. s. w. Aus obiger Tabelle ersehen
wir, dass einige Orte eine grossere Wahrscheinlichkeit der
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Ubereinstimmung aufweisen, als andere, und dass die betref-
fenden Prozentwerte von einem Monat zum anderen sich
verindern.

Um einen Vergleich der erwdhnten Werte zwischen den

einzelnen Beobachtungsorten zu erleichtern, ist die Tab. No 9 gra-
phisch in 12 Kartogrammen dargestellt. Es wurden dazu die
Prozentwerte der Gleichnamigkeit der Temperaturabweichungen
fiir alle Stationen auf den Karten eingetragen und hierauf durch
Interpolation die Kurven von 55, 55, 60 u. s. w. Prozente der
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Zeichengleicheit hergestellt. Fiir Tartu wurden dazu die in der
Tab. N¢ 5 angegebenen Werte fiir einen vorhergehenden Monat
verwendet.

.Um festzustellen, wie stark sich in dem Zeitraum von etwa
10 Jahren der Verlauf der Kurven #ndert, sind in
gleicher Weise die Karten filr eine 40-jihrige Beobachtungsreihe
(1870—1909) gezeichnet worden. Es ergab sich, dass die
Verdnderungen verhiltnismissig gering waren, und dass das Ge-
«samtbild der Zentra mit grosstem Prozentwerte sich nicht ver-
danderte. Daraus ist ersichtlich, dass wir es hier mit einer Ge-
setzméssigkeit zu tun haben, was fiir die praktische Verwend-
barkeit dieser Karten in der Witterungsprognose spricht.

Da die Karten durch den Linienverlauf wie auch durch das
Auseinandergehen der Prozentwerte sich voneinander unterschei-
den, werden wir die Betrachtung derselben gruppenweise vor-
nehmen.

Einige dhnliche Ziige zeigen die Karten vom Januar, Februar
und Mirz, da in diesen Monaten das westwirts liegende Gebiet
mit den Stationen Thorshavn und Floré die grosste Wahrschein-
lichkeit fiir eine richtige Prognose ergibt. Dieses deutet auf
die Einwirkung der atlantischen Zirkulation hin, was am stirksten
in den genannten  Monaten zur Geltung kommt.

Fiir den folgenden Monat April hat sich die Lage vollstindig
verdandert: jetzt zeigen die stidwirts liegenden Stationen Kiew und
Odessa die grossten Ubereinstimmungswerte, wihrend im Westen
und Norden die betreffenden Zahlen viel geringer sind.

In den darauffolgenden Monaten Mai, Juni und Juli wiirden
die nordlichen Stationen die beste Treffsicherheit geben, wobei
das Gebiet der grossten Prozentsitze von Mai bis Juli sich von
Haparanda auf die Linie Archangelsk — Moskau verschoben
hat. Eine solche Einteilung dirfte auf eine Einwirkung der auf
dem nordlichen Eismeer befindlichen Eismassen hindeuten, was
ausfiihrlich von Wiese!) untersucht worden ist.

In den Monaten August, September, Oktober, November ist
eine gleichartige Verschiebung des Gebietes der grossten Uber-
einstimmungswerte vorhanden, und betrifft jetzt die Sta-
tionen Wien, Warschau, Kiew, Odessa. Es sei hier hervorgeho-

1) W. Wiese: ,Eis im Barents-Meer und Lufttemperatur in Europa<
Nachrichten des Zeutralbureaus fiir Hydrometeorologie, Heft I11I, 1924, *
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ben, dass neben der Wirme des Golfstroms fiir die Witterungs-
prognose fiir Tartu die Temperaturen von Kleinrussland in Be-
tracht kommen. Eine besonders ausgeprigte Beziehung ist zwi-
schen der Marztemperatur von Kiew und der Apriltemperatur
von Tartu vorhanden, deren Korrelationsfaktor »r=0,51 und
dessen wahrscheinlicher Fehler 0,07 ist.

Obwohl die meisten Sommer- und Herbstmonate viel geringere
Prozentwerte aufweisen, als die Winter- und Friithlingsmonate,
wiirden sie dennoch mit Ausnahme von Juli eine bessere Prognose s
ermoglichen, als die allein auf Tartu sich stiitzende Lokalprognose,
besonders in Fillen, wo wir es nicht mit lingeren Perioden zu tun
haben. Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass im Sommer
und Herbst der Verlauf der einzelnen Linien ein nicht so regel-
méssiges Bild ergibt, wie im Winter und Friihling.

Die Korrelationen zwischen den betreffenden Werten sind
nicht berechnet worden, da die Temperaturerhaltungstendenz wie
auch die Temperaturverhiltnisse der umliegenden Stationen nur
zwei aus der Zahl der fiir derartige Prognosen notwendigen
Faktoren darstellen. Es miisste hierzu noch die Beziehung des
Luftdruckes, die Passate, die Verinderungen der Aktionszentra
u. s. w. herangezogen werden, was aber nicht in den Rahmen
dieser Arbeit gehort.
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Vanemaist t6ist silma leepra kohta ilmus Danielssen’i ja
Boeck’i (18) poolt ,Traité de la spidalskhed“ Pariisis 1848, mis
on iiks esimesist tiielikumaist téist sel alal. Peale selle on silma
leepra kohta palju téid mujal ilmunud, isedranis Norras, kus
voiks nimetada Hansen ja Bull'i (20) oma ,The leprous diseases
of the eye“ 1873, Lyder Borthen und Lie ,Die Lepra des
Auges“ 1899, ja teised. .

Eestis on silma leepra iile kirjutanud Hulanickija Rubert.

Allpool kisiteldud materjal on saadud kdigi Eesfi leprosoo-
riumide haigete libivaatamisel ja tiiendatud kirjandusliste and-
metega. ‘

Enam kui 759, kdigist leeprahaigeist kannatab mitmesu-
guste patoloogiliste muutuste all silmas, mille uurimiseks ma
mosdunud suvel libi vaatasin kogu Eesti leprosoorinmide haiged,
nimelt: Muulis 16, Tarvastus 89, Audakul 58 ja Kuudal 60 haiget.

Vanuse ja sugu jirele jagunevad need leeprahaiged jirgmiselt:

Vanus Mehed Naised Meh'ed ja
mac. |tuber.{Kokkul| mac. |tuber. Kokku naised

5—10 — 1 1 —_ — — 1
11—15 — 3 3 1 2 3 6
16—20 — 4 4 — 2 2 6
21—25 4 5 9 3 8 11 20
26—30 1 2 3 6 10 16 19
31—40 4 5 9 8 14 22 31
41—50 10 15 25 12 16 28 58
51—60 3 11 | i4 10 13 23 37
61—70 3 10 | 13 — 17 17 31
71—80 2 1 3 5 9 14 17
8190 1 1] 2 1| — 1 2
28 | 58 | 86 | 46 | 91 |137 | 223

Neist arvulisist andmeist on niha, et tuberosa vorm tuleb
nooremas elueas sagedamini ette kui maculosa. Esimest vormi
leiame juba enne 20. aastat, kuna teine algab peaasjalikult alles
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21. aastaga. Haigete {ildarv suureneb kuni 41. aastani, on koéige
suurem 41. ja 50. a. vahel ja alaneb peale seda jille.

Kliinilise pildi j4rele tuntakse leepra kahte vormi, nimelt
lepra maculo-anaesthetica jalepra tuberosa; peale
nende on veel segavorm — lepra mixta, mis sisaldab molemi
stimptomeid.

Esimene vorm on viiga pikaldase kiiguga ja kestab kim-
neid aastaid. Selle alguses tekivad, kaua-aegsete segaste nirvi-
liste sitmptomite jérele, naha peal sagedasti suurenenud tund-
likkusega punased tdpid, mis pikkaméoda parast kollakaks muu-
tuvad, tundlikkuse kaotavad ja kokku sulades nahale kaardisar-
nase vilimuse annavad. Nende tippide korval peituvad sagedasti
punakaspruunid infiltraadid, millest ka leeprabatsille on leitud,
kuid mitte alati [Groenouw (19)].

Selle leepravormi puhul on rohkem silmapaistvad mitmesu-
gused nirvihaigused, nagu pareesid, neuralgiad, hiiperestesiad,
troofilised korratused ja p#rastpoole anestesiad, millede tottu
tekivad ka paljud vigastused ja muutused, niiteks lihaste halva-
tused ja neile vastavad tagajirjed, kui lagophthalmus, lontlaug
ja muud.

Lepra tuberosa eraldub esimesest vormist viikeste muhu-
kestega, mis tekivad naha peal, silmas v6i mujal ja pikkamdooda
suurenevad. Muhud on {iiksikud ja vdivad pirastpoole kokku
sulades suuremaid infiltraate pohjustada. Sagedamini tekivad
need muhud nio, kite jaljalgade peal, millede nahk sel puhul
pakseneb, kortsub ja kuiva vilimuse omandab, nagu oleks ta
puitunud.

Leproomid perifeerseis nérvides siinnitavad alguses hiiper-
estesiat ja pidrast anestesiat. Muhud vdivad iseenesest resor-.
beeruda vdi lagunevad ja muutuvad paiseiks, milledes leiduvad
harilikult leeprabatsillid.

Ennemalt oli leepra Euroopas kaunis laiali lagunenud, niiiid
on teda aga veel iiksikuis kohtades Norras, Rootsis, His-
paanias, Bosnias, Lilinemeremail, Venemaal ja
mujal leida. M0nedes neis maades on leepra viimsel ajal mirksa
viihenenud, n#iteks Norras, kus 1908. a. oli registreeritud 394
leeprahaiget, 1923. a. aga kdigest 140. Inglismaal on iildse ainult
24 leeprahaiget registreeritud [Talvik (48)].

Leepra tiileviimist loomade peale ei ole veel korda liinud
kiillalt toendada. Hulgad katsed, infitseerida leeprat, viies ta
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paise titkke silma eeskambrisse v0i kéhulgoopasse jinesele, kassile
ja ahvile, andsid negatiivseid resultaate [Koebner (26), Thin
49), Doutrelepont-Wolters (15), Calderaro (8)]. Teised
[Neisser (33), Babes (2)] said nahtavad muutused infitseeri-
miskohal. Kolmandad [Damsch (12), Vossius (52), Stan-
ziale (46), Melcher u. Ortmann (31), Kedrovski] saavuta-
sid leproome osalt ka kaugemalolevais organites. Kiisimus, kas
‘need siinnitused péris leproomid on v&i ainult valgete vereliblede
14bi passiivselt edasiviidud batsillid, on alles lahendamata [Wese-
ner (53)} )
Silmas kui ka tema fimbruses vdib leepra mitmes kohas
ette tulla, nimelt otsaesisel, laugudel, limanahas,
sarvkiles, vdrvkiles, tsiliaarkehas, soonkiles ja
harvemini vorkkiles. Suuremalt jaolt esineb ta korraga mit-
metes silma osades, rohkem aga eespoolseis. Oige harva tekib leepra
silmas esimesena [Meyer, Berger (32)], sagedamini ilmub
enne mujal ja siis pérast siin sekundaarselt.

Silma timbrus.

Maculo-anaesthetica kuju pubhul Ileiame
sagedasti otsaesise- ja kulmulibaste pareesi, mille tdttu nigu
miimiliste liigutuste puudusel kiilma, eluta vilimuse omandab;
on iihtlasi ka lau nérvid paraliiseeritud, nii et haige ei vdi silmi
pilgutada, siis suureneb eelnimetatud eluta pilt veelgi. Nahk
atrofeerub, kaotab kulmukarvad, kortsub ja valutustub.

Tuberosa kuju tekib silma iimbruses, otsaesisel, kulmu-
del, langudel ja mujal kahel kujul, nimelt kui infiltraat voi piiratud
muhukesed. Esimene niib pealt kiill sile olevat, sisaldab siiski vdikesi
sOlmekesi. mida vdib sdrme all tunda. Paksenenud nahas tekivad
vertikaalsed ja horisontaalsed jooned ja lohud, mis muhud ning
infiltraadid tksteisest eraldavad ja haigele tiiiibilise ilme annavad.
Infiltraadid ja muhud vdivad resorbeeruda ja jille uuesti tekkida,
midaneda ja armistuda, mis kdik vilimusele viga kirju pildi annab.

Kulmud kannatavad maculo-anaesthetica kuju kor-
ral umbes 50°/,, tuberosal peaaegu 100°, kulmukarvad kui
ka ripsmed kukuvad maha, alguses temporaalseis osades ja pirast
nasaalseis. Infiltraat vdib nii suureks minna, et nahk viljaspool-
ses kulmuosas allapoole ripub.  Stlmekesed kulmude kohal on
mdnikord esimesed leepra tunnused silmades [Groenouw (19)].
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Laud.

Et silmalaud oma anatoomilise ehituse poolest sar-
nanevad muude kudedega, siis ei lihe ka leepra muutused, mis
siin tekivad, teistest palju lahku. Lopez (29) loeb laugude
haigusi esimesiks siimptomeiks silma leepra puhul.

Maculo-anaesthetica kuju puhul ilmuvad laugudel,
nagu mujalgi naha peal, alguses punakaskollakad tipid, milledele
parast jirgnevad stigavamad degeneratiivsed muutused, mis puu- -
dutavad nahka, lihaseid kui ka kdhri ja teisi osasid. Molemal
laul tekivad tapid . harilikult stimmeetriliselt. Nende ilmumise
ajal on tundlikkus puudutamisel kdrgendatud, kuid ndrgeneb
pirastpoole ja vdib ka hoopis kaduda [Groenouw (19)).

Tabab halvatus n#ondrvi (n. facialis) otsi, mis lau liha-
seid (musc. orbicularis oculi) innerveerivad, siis tekivad
viimastes degeneratiivsed protsessid, millede tagajirjena lihased
atrofeeruvad ja oma funktsioonid kaotavad; siis ei saa haige enam
oma silmi kinni pigistada ja laud vdivad ka silmamuna juurest
eemale jisida ning allapoole vajuda; tihendab: meile esineb siin
lagophthalmus paralyticus ja lau viljapoole pdordumine.
Viimaste eelndhtustena ilmuvad harilikult alumises laus esialgu
vérisevad liigutused [Hansen ja Bull (20)]. Siis tuleb ndonda-
nimetatud peidetud lagophthalmus. Sel ajal on mdned
lihasekiud veel puutumata, ja kovasti pingutades vdib haige nende
abil veel oma silmad t#iesti kinni pigistada; tahab’ta aga silmi ker-
gesti sulgeda, nagu see harilikult magamiseks slinnib, siis ei
puutu laud mitte tileni kokku, vaid jiivad nasaalses osas teine-
teisest eemale. See vahe suureneb aegamdtda temporaalses sihis,
kuni viimaks laugude villimise nurgani ulatub.

Sisirasel juhusel ei lihe haigel ka kdige kangemal j6upingu-
tusel enam korda lauge teineteise vastu suruda, kinni katta sarv-
kilet ja skleerat, mis siis kuivama ja degenereeruma hakkavad.

75-el maculo-anaesthetica kuju haigel (29 m., 46 n.) oli lagoph-
thalmus’t 382 (42,6°,), 12 m. (41,4°%,) ja 20 n. (43,5°,), molemal
silmal 29 juhtumuast (11 m., 18 n.), iihel silmal 8 (1 m, 2 n.).
Vorreldes neid andmeid Rubert’i (44) ja Borthen’i (3) oma-
dega leiame, et esimesel oli lagophthalmus’t 33,438°/, (43,33%, m
ja 28,33%/, n.), teisel — 66,76%, (70°/, m. ja 60°, n.); tahendab,
siin saadud arvud on keskmised nende autorite omade vahel.
12-el haigel oli lagophthalmus kergel kujul, nii et nad suure
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pingutuse abil vdisid silmad veel kinni pigistada, 10-el vajusid
laud kva pingutuse peale ainult temporaalses osas teineteise vastu,
kuna nasaal-osas nende vahele kaunis suur pragu jii; 4-al jédid
silmad ka maksimaalsel pingutusel pilukile, 6-el olid silmad kdik
aeg tditsa lahti, ka koige paremal tahtmisel ei liinud haigeil
korda lauge vihegi koomale suruda; pandi laud aga kiega kokku,
nii et silmamuna oli kaetud, siis jii ka silm ajutiselt kinni;
06si magama minnes pidid need haiged alati oma silmad kiega
kinni suruma. Pragu laugude vahel oli alati suurem nasaalsel kiiljel.

Komplikatsioonidest lagophth. puhul oli 21-el alumise lau
viljapoole psdrdumine, 1-el lan sissepoole pédérdu-
mine, 11-el lontlaud, 1-el parempoolne nidonérvi parees (n.
facialis).

Ripsmete dratulemise pdhjustest pikemalt allpool tuberosa
kuju juures. Maculosa kujul olid ripsmed harvad igal laul 4-al
(2 m., 2 n.), ainult tilemisel laul, rohkem temporaalses osas 2 m.,
ainult alumisel 6-el (2 m., 4 n.), ripsmed puudusid molemal laul
10-el (5 m., 5 n.), ainult iilemisel laul 2-el (1 m. ja 1 n.), ainult
alumisel laul 6-el (4 m., 2 n.). Kokku 30 (16 m. ja 14 'n.) ripsme-
haigust ehk 40%, Borthenil tle 60%,.

Tuberosa kuju pubul tekivad laugude peale kas infilt-
raadid voi viikesed sOlmekesed, harilikult kesk laugu, rohkem
alumise ddre pool, sagedasti siimmeetriliselt. Aja jooksul pakse-
neb laug mdlemite muutuste puhul vdi on kaetud viljapaistvate
muhukestega, millede suurus ulatub viikesest herneivakesest
kuni metsapdbklini ja suuremani; et nad oma raskusega lau
peale suruvad, vajub viimane p#rast alla ja siinnib nondanime- -
tatud lontlaug; maculosa kujul vdib viimane tulla musec.
levator palp. pareesist. Muhud seisavad aastate viisi, resorbee-
ruvad v0i hakkavad lagunema ja muutuvad paiseiks, mis méda-
nedes ja armistudes pirast laud tdiesti dra rikuvad. Lau #irte
kui ka sarvkile armistumisel tekivad distichiasis, trichiasis,
ektropium, entropium.

Libivaadatud 146-el tuberosa kuju haigel (56 m., 90 n.) oli
laugudel muhke 10 (4 m., 6 n.); neist oli ithel naisterahval lau
peal muhk lagunema hakanud, paiset siinnitades.

Lontlauge kergel kujul oli 19, keskmisel 7, raskel 5; viima-
sel juhtumusel oli sarvkile peaaegu tlileni kaetud lauga, ndnda et
vaatamiseks pidi haige pead iilespoole tdstma.

Lau ddred on sagedasti paksud, infiltreerunud, punetavad,
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kuna nahk iilevalpool laugu on loomulikku virvi; isedranis pak-
sud lau #éred olid 5 meesterahval ja 11 naisterahval

Arusaadav, et sedaviisi muudetud lau &dirtes ei saa ripsmed

enam loomvlikult kasvada ja kukuvad vilja. Harilikult hakkavad
viimased juba siis kaduma, kui naha peal veel pole muutusi
mérgata. Ripsmete #ratulemine on iks varasemaist ja alalise-
maist leepra tunnuseist (95°/,) [Carron de Villards(9)]. Nad
kaovad pikkamoéda, jadvad alguses harvemaks, atrofeeruvad, kuni
viimaks koik #ra tulevad. Rohkem kannatavad alumise lau
ripsmed. Mdnedel haigetel on ripsmed pérast jille kasvama haka-
nud; neid haigeid ravitseti stisihape-lumega. Haiguselood nr.
210, 119. . :
Nr. 210 Kumm, Liisa, 82 a. l. tuberosa. Pdrnu maakonnast,
Pati Mdisakiilast, Pikse talust, mehel 16 a., Tapsi ei.ole. Vane-
mad, 3 venda, 4 0de on koik terved. Elas Venemaal, Ufa kuber-
mangus, kust optandina kodumaale sditis 1921. a.” Kaks kuud
peale kojujoudmist tundis enese haige olevat — k#evarte peale
tekkisid muhud. Poérdus arsti poole, kes saatis ta Tarvastu lepro-
sooriumi, kust iihe aasta pdrast Muuli iile viidi; ravitsetud siisi-
hape-lumega umbes 2 kord kuus; tunneb peale seda enese para-
nenud olevat.

Visus oc. utr.==1,0. Kesk mdlemat kulmu on siimmeetri-
lised armid. Kulmukarvad ja ripsmed puuduvad osalt; haige
iitluse jirele on viimased 3 aasta eest tiditsa puudunud. Parema
silma tilemisel laul, ninapoolses ##res, on ripsmed palju viikse-
mad ja drnemad kui viljaspoolses #iires; need peavad nihtavasti
" uued ripsmed olema. Tiielisel ripsme kadumisel ei puudu hari-
likult muutused ka lihemas silma Umbruses. Ripsmehaiguse
pohjuse leiab Lie sagedast limanaha-pdletikust, Leloir (28)
atroofilisist muutusist. |

Tuberosa kujul olid ripsmed harvad mdlemal laul 32-el
(13 m., 19 n.), ainult tilemisel laul 6-el (8 m., 3 n.), ainult alumisel
laul 7-el (2 m., 5 n.); ripsmed puudusid mdlemal laul 44 (18 m.,
26 n.), ainult itlemisel laul 9 (4 m., 5 n.), ainult alumisel 12-el
(7 n., 5 m.). Kokku leidus ripsmehaigusi tuberosa kuju puhul
110 (47 m., 63 n.) ehk 75,49,; Rubertil 70,54°,.

Lagophthalmus’t oli tuberosa kuju 146-est haigest (56 m.,
90 n.) 18-el (12,2%/,),6 m. (10,7°/,), 12 n. (18,3%,); neist lagoph-
thalmus molemal silmal 15-nel (5 m., 10 n.), ihel silmal
8-el (1 m., 2 n,); 8-al haigel oli lagophthalmus kergel kujul, 6
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inimest voisid silmad ainult viiljaspoolses osas kinni pigistada,
4-a] olid molemad silmad kogu aeg lahti.
Komplikatsioonidest vdiks nimetada 4-al alumise lau
viljapoole podrdumine.
Tundlikkus oli laugudel vihenenud maculo-anaesthetica vor-
mil 15 haigel = 20,0 %/,. ‘
Tuberosa vormil 31 haigel = 1560/0
Tundlikkus oli laugudel kadunud

I vormil 7 haigel = 9,3 %,
II » 9 ) = 6’0 0/0'
Limanahk

on harilikult hiiperemeeritud, katarrilises olekus, isetiranis tundlik-
kuse puudumise ja lihaste pareesi puhul, mida vdiks seletada
vahest sellega, et s#firases olekus ei reageeri silm korralikult
sinna sattuvate korvaliste kehakeste ega muude viliste kahjulik-
kude mojude peale. Verepuudust tuleb limanahas harva ette,
kuid siiski on seda ndrkuse ja iildise verepuuduse puhul 6 korda
tdhele pandud Bortheni (3) poolt.

Virvi poolest muutub limanahk. Moned autorid on selle
valkja [Azavedo Lima (1), Carron de Villards (9)], teised
[Rampoldi (42), Borthen (8)] kollakaspruuni leidnud olevat.
Viimaks armistub limanahk, kuivab &ra ja skleroseerub.

Laugude limanahast pole iseseisvaid kasvajaid leitud. Tépid
ja muutused, mida tihele panid Hulanicki (24), Vossius
(52) ja Azavedo Lima (1), said alguse arvatavasti naabruses
olevaist kudedest ja ilmusid alles pdrast limanghas.

Pedraglia (38) jaLopezi (29) jirele saavad sdlmekesed
alguse limanahast, Leloir’i (28) jirele — sarvkile servalt.

Koige sagedamini leidub stlmekesi skleera vdi episkleera
peal, natuke eemal limbusest, kus need algavad episkleriidi ja
skleriidiga; pérast tekib seal vidike sdlmeke, valge vdi kollakas,
kuju poolest sarnane flikkteeniga. Viimase kuju on harilikult
kolmnurkne, mille alus on limbusel, sarvkile 1dhedal, kuna tipp
on p6érdud temporaalses sihis skleera peale. Need muhukesed
on harilikult dige madalad, langevad jirsku sarvkile peale ja pik-
kamiodda temporaalsele kiiljele; nende kdrgus tduseb mdnikord
siiski kuni 4 mm [de Vicentiis (51)], mil nad juba laugude
liilkumist hakkavad takistama. Teinekord asuvad siin nimetatud
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kasvajad rongakujuliselt timber sarvkile (Meyer u. Berger
(32)]. Skleriit kestab harilikult viiga kaua, kuid valud vdivad
tiiesti puududa. Infiltraat kaob tihti ilma lagunemata, halle tippe
jirele jittes.

Sarnase pildi leiame M. Soo’l (nr. 228), kellel asub leproom
temporaal-limbusel; samal kohal on tera limbuse juurde pikergu-
seks kokku tombunud.

Solmekese arenemiskdiku skleeral n#itab jirgmine haiguse-
lugu nr. 223:

Soo, Miina, 48 a. vana, pirit Aksi kihelk., Sootaguse val-
last, viimased 18 a. elanud Tartus. 1928. a. kukkus luuk parema
silma peale, millest nigemine siis 4ra kadus; 1922. a. jii pahem
silm haigeks, tekkis punane tépp valjaspool silmavalge peal;
haige p6érdus silmakliinikusse 7. II., mil ambulantsikaardi peale
on mirgitud: 0.d.V.=0; Cataracta tremulans post trauma; o.s.
V.= 0,04, c.c.— 20,0 d.= 0,2 — 0,3; episcleritis, myopia gravis, sta-
phyloma postic.; obscuratio corp. vitrei.

Pahema silma limbusel oli kaunis suur fliikteenisarnane
kdva muhk, mis oli skleera kiiljes kinni; limanahk muhu peal
ei liikunud; ravitsemisel kollase salviga ja massaaZiga ei olnud
tagajirgi. Sama aasta siligisel pdordus Soo nahahaiguste-ambu-
lantsi, kus temal leepra diagnostitseeriti ja ta 4. XI. Muuli
leprosooriumi saadeti.

24, 1II. 24. Parem silm: tera ei reageeri valguse peale,
suurenes atropiini toimel, kuid mitte ad maximum ; l4éts on kokku
tombunud, kortsunud, liigub silma pdéramisel ja ndeb vilja kui
mierithmad kuu peal. Korneaalmikroskoobi abil vdib jérgmist
konstateerida: virvkile kovasti injitseerunud, - eeskoja nurgas,
temporaalses osas, on 10 halli iimmargust ja pikergust tera; need
asuvad sarvkilel, limbuse ldhedal, ja ulatuvad VII—XI, vaata
tihendus lhk. 20. _

Pahem silm: temporaalses osas, sarvkile ja skleera peal,
iile limbuse, on kollakaspunane muhk 10)<6 mm, kui suur lame
flilkteen, kolmnurkne, alus limbusel, tipp skleeral; pind on
krobeline, moned kohad paistavad oma kollaka virvi poolest kui
terad vilja; nasaal-osas langeb muhk jirsku, temporaalses pikka-
modda. Limanahk muhu peal ei liigu ja sisaldab palju veresooni,
milledest on veenid isedranis suured. Muhu keskpaigas puudub
tundlikkus. ~ Tera pikergune vilisddr limbuse kohal leproomiga
kokku - kasvanud, sisemine #dr lditse kiilge kleepunud; atro-
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piini toimel ei suurene tera. Virvkile tera dérel kdvasti pigmentee-
runud; ladtse eelmine kapsel tume.

80. IIl. 24 pahemast silmast kokaiininarkoosi aegu tiikkk
muhku #ra 1oigatud ja bakterioloogiliselt uuritud; temas leidus
palju leeprabatsille. ‘

1. XI. 24. Jirelejasinud leproom pahemas silmas on suure-
nenud umbes kahe vorra pinda modda, kuid paksemaks ei ole
ta kasvanud; temporaal katab !/, sarvkilet. Korneaalmikroskoobi
abil on niiha: eeskoja nurgas all V—VII, seespool sarvkilet, lisna
limbuse lihedal, 8 pruunikat musta tera.

2. II. 25. Sama koha peal pahemas silmas on 10 sar-
nast tera, iihed neist immargused, teised pikergused; sklerokor-
neal leproom injitseerunud. Paremas silmas: eeskoja nur-
gas temporaalselt seisvad terad ihte liitunud, kitsast hallikat
riba siinnitades. .

Infiltraadi tekkimise kohta {itleb Lopez (29) jirgmist:
Leepra solmekesed stinnivad limanahas niisamuti kui mujal naha
peal, koige sagedamini asetsevad nad silmamunal, sarvkile ja
skleera piiril. Nad algavad kergesti punase muhukesega ja kas-
vavad, kuni terve organ rikutud. Monikord asuvad nad aga
ainult limanahas.

Viga tiliibilised on need flitkteenitaolised leproomid. Algu-
ses tekib limbusel kollakas, libipaistmatu tipp, kuhu jookseb
palju limanaha ja episkleera veresooni. Sellest tipist kasvab pirast
viike muhuke, mis ka osa sarvkilet kaasa kisub ja selle tume-
daks teeb. Muhukese virv on kollakas, pekisarnane, vdi paljudest
veresoontest vihe punane. See sdlmeke kasvab pinda modda
rohkem laiemaks kui paksemaks ja slinnitab skleriidi stimptomeid.
Solmekesed on nii lamedad, et draldikamisel on dige raske neid
pintsetiga kinni haarata.

Sylvester’i (47) jirele on sdlme algus skleeras, limbuse
kohal, ja tekitab aegsasti episkleriiti. Sel kohal infiltreerub lima-
nahk, pakseneb, liigub alguses, kasvab pirast sdlmekesega iihte.
Et limanahk esiotsa kasvajast eraldub ja alles pérast sellega
iihineb, siis voiks oletada, et sdlme algus ei ole igatahes mitte
limanahas [Roeser (43), Hansen u. Bull (20), Neve (34)].

- Need limbuse leproomid olid esimesed, mis silma leepral
tdhele pandi, ja alguses peeti neid ainukesteks siimptomiteks
[Sylvester (47) Wolf (54) pidas neid stafilloomideks,
Meyer (32) ja Bull (8) leukosarkoomideks.
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Tépsamad andmed nende muhukeste kohta andsid Hansen
ja Bull (20). Nende kui ka teiste [Hulanicki (24)] jirele saavad
need kasvajad alguse episkleerast ja laienevad pirast naaberku-
dede peale. Stlmeke vdib skleerast 14bi kasvada, liituda virvkilega,
mis sedaviisi esimese kiilge tOmmatakse, kuna tera loperguseks
venitub; vaata haiguselugu nr. 228.

Limanahad olid hiiperemeeritud, pumetasid ja eritasid rihma
120 (54°/,) juhtumusel libivaadatud haigeist. Siherdust lima-
naha-katarride arvu tuleks seletada rohkem vist kiill kohalikkude
elutingimustega, milledes need haiged viibivad, kui leepraga, sest
nad mahutuvad kaunis tihedasti véikesis ruumes, kus vihe dhku
ja ka puhtus palju soovida jitab. Haigeist on mitmed juba kaunis
elatanud, viiga isedralikud, kangemeelsed, kes sellepirast mitte
koiki neilt noutavaid puhtuse- ja korrapidamis-seadusi ei tdida.
Meeste toad on sagedasti tdis suitsu, mis omakord silmi #rritab
ja katarre tekitab.

Lébivaadatud haigeist olid 4-al silmamuna peal nasaalses
osas molemas silmas pteriitigiumid, 2-el dige vanal, kddural
haigel oli mirgata verevaesus limanahas. Xerosis’t lau-
gude ja muna limanahal vdis 4-1 haigel tihele panna.

Agedate katarride pohjuseks on troofilised muutused ja
nende tagajirjed silmas, nagu lau vilja- vdi sissepoole pdérdu-
mine, lagophthalmus, viltu kasvanud ripsmed, muhud silma-
munal, lau adrtes jne. Lau viljapoole psérdumisel drritub sage-
dasti limanahk, eritub réhma, ja sedaviisi- vdib p#rast péris
midapdletik (blennorrhoea) tekkida. On seesugusel juhtumusel
ka sarvkile purustatud, episkleera hiiperemeeritud ja paistetanud,
siis muutub silmamuna aastate jooksul punaseks lihatombuks,
mis aja jooksul kortsub ja atrofeerub; iihes sellega kaovad ka
katarri tunnismérgid.

Sadraseid lihatompe vdis 5 haigel néha: nr. 41, 58, 96, 141, 160.

Monel neist haigeist prepareerisin selle granulatsioon-
koe silmamuna pealt &dra, millede all veel kaunis kova
infiltreerunud sarvkile peitus; viimase vastu oli surutud vérv-
kile, nii et eeskoda tdiesti puudus; peale seesugust operatsiooni
tdendasid haiged, et valgusetunne olla suurenenud.

Tundlikkuse vihenemist oli limanahal mérgata maculo-
anaesthetica kuju puhul 27 ehk 369/, tuberoosse kuju puhul 380
. ehk 20,39/,
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Skleera.

Et leepraprotsess, nagu eespool néigime, harilikult episkleeras
algab ja sealt siis edasi liheb, siis kannatab skleera alles pérast-
poole, kui muhk viimasesse kasvab. Oma kdvaduse tottu paneb
skleera kaua vastu, kuni viimaks leproom, tema sisse tungides,
ta dra purustab. Leproom v@ib sinna sattuda moéoda mahla-
torusid, harude kaupa, milledest ulatuvad moned kuni soonkileni,
kus nad, head pinda leides, jdudsasti suurenevad [Lie (3)].

Skleera voib haigeks jaida esimesena ka sligavamais osa-
des, kuhu leproomid satuvad Schlemmi kanalist, virvkilest
voi episkleerast ja silinnitavad skleriidi [Hansen, Bull (20)];
sellevastu rifgib Béckmann (7): ,et leproom oleks alguse
saanud skleeras, pole tihele pandud“.

Libivaadatud 146 tuberosavormi leeprahaige seas olid infilt-
raadid episkleeral ja skleeral 29 (18°/,), Rubertil 18,5, mdle-
.mas silmas siimmeetriliselt temporaalses osas 4-1, ainult paremas
silmas 13-l, ainult pahemas silmas 12-1.

Suurem jagu neist kasvajaist asus, nagu eelmisedki, silma-
muna temporaalses osas, neist temporaalselt {ilevalpool horison-
taalset meridiaani 5, allpool sama meridiaani 2 kasvajat; silma
illemises kvadrandis 8, alumises 1 kasvaja; mdlemad viimased
asusid, samuti kui teisedki, limbusel, s. o. osalt skleera ja sarv-
kile peal. '

Uhel haigel, nr. 101, oli rongataoline kasvaja, dige madal,
kollakat vérvi, paremas silmas 8 mm, pahemas 5 mm lai, levides
limbusest mdlemale poole. Naabruses olev sarvkile oli tumestunud.

Haigel nr. 84 oli 2 kasvajat, milledest iiks juba oli #ra
kadunud, teine aga veel alles; nimelt paremas silmas iileval,
temporaalses osas, punakashall tipp, suuruses 46 mm., nihtavasti
leproomi ase; samas silmas allpool, ka temporaalses osas kolla-
kas kasvaja 46 mm.

Uhel oli- pahemas silmas limbusel kaunis kova flitkteen, mis
kujutas arvatavasti leproomi algust. Selle haiguse loost nr. 67:
mslemas silmas olid temporaalselt ja nasaalselt, horisontaalse
meridiaani kohal, vihe limbusest eemal, skleera peal, kollakad
tdpid, millede pikkus 6 m, laius 2 m.

Siin tihendatud kasvajad olid mitmes staadiumis, alates
koige viiksemast flikteenist ja 1oppedes suure muhuga 520 mm
mdnel ulatus paksus kuni 10 mm. Kbdige paksem koht
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oli alati limbusel; siit langes ta jirsku nasaalselt ja pikkam&dda
temporaalselt. Kasvaja pind oli harilikult sile, ainult monikord
olid paksemad leproomid pealt vihe krobelised.

Virvi poolest tuli rohkem ette kollakaspunaseid, mdned suu-
remad olid paris punased, harva juhtus sinikashalle. Muhud ise
olid aluse kiilge kinni kasvanud, kuna neid kattev limanahk
oli harilikult liikuv. Tundlikkuse muutumist oli kiilgepuutumisel
mirgata 28-el (179/;), neist vihenenud 19-el, puudus 4-al.

Sarvkile.

Sarvkile haigused on kdige hiddaohtlikumad silma leepra
puhul, sest nende libi vdib haige nigemise dige ruttu kaotada.

Maculo-anaesthetica kujul siinnib sarvkile haigeks-
jddimine peaasjalikult lagophthalmuse puhul, mil ilmuvad esiteks
limbuse kohal kerged epiteeli degeneratiiveed muutused, mille-
dele pidrast allpool sarvkile osas tihe pannus jirgneb. Kestab
haigus edasi, siis tumestub sarvkile {ileni, temas tekivad haavad,
ta kortsub ja kuivab viimaks #ra; selle tdttu viheneb sarvkile
vastupidavus, ta surutakse ettepoole; silmamuna venib palju
pikemaks, stafiilloomi siinnitades, ja degenereerub aegamdooda
(Groenouw). Stafiiloome leidus 6-el haigel, neist mdlemas silmas
2-el, iihes silmas 4-al. Sarvkile ja limanaha tundlikkuse puhul
vdib silm kergesti vigastuda.

Tuberosa kujul esineb sarvkile haigus harilikult ihes
silma teiste pdletikkudega, harva eraldi. Neist keratiidi kujudest
oleksid nimetatavad keratitis punctata ning keratitis
parenchymatosa ja vanadusest rdngataolise tumestuse sar-
nane keratitis, mis esineb leepra mdlema kuju puhul,

Esimese kuju puhul leiame sarvkile pinnas viikesi halle
tippe,. mis on mdnikord nii tihedad, et kokku sulavad. Need
ilmuvad kdoige esmalt limbuse kohal, temporaalses sarvkile osas;
alguses tekib seal kerge tumestus, mis suurendamisel néib
koosnevat peenikestest hallidest punktilistest infiltraatidest;
viimaseid v&ib monikord nii rohkesti olla, et sarvkile niiib
kui jahutolmuga kaetud) olevat, vaata haiguselugu nr. 211.,
lhk. 22. Infiltraadid resorbeeruvad paremal juhtumusel, jdrele
jittes halle pruunika tooniga tdppe. Aastate jooksul vdib see
tumestus suureneda, kiitindida sarvkile keskpaika ja katta viimast
tileni. Sel puhul tungivad muutused siigavale sarvkile kihtidesse



>

A VIll.s Muutused leeprahaigete silmas 15

ja haigus sarnaneb keratitis parenchymatosa’ga. Nende kahe siin
kirjeldatud haiguse vahel on veel mitmed iilemineku-vormid.

146 tuberosast kuju haigeist eraldasin 6, kes kannatasid tra-

choma all ja kel sellepirast polnud vdimalik kindlaks teha, kas
muutused soltuvad viimasest voi leeprast. Ulejaénud 140 (54 m.,
86 n.) seas oli kerat. punctata vorme 65 (20 m., 45 n.); mdnedel
neist ulatusid tumestused ka stigavamaisse sarvkile kihtidesse. -
Tuleb ette, et kerat. punctata leidub iihes ja kerat. parenchymat.
teises silmas, nagu haige nr. 133, kellel paremas silmas esimene,
pahemas teine kuju.
‘ Keratitis parenchymatosa puhul algab tumestus
harilikult sarvkile #drest-vdi sagedasti naabruses olevast leproo-
mist ja kiiilinib pirast iile sarvkile, mille keskkoht vahel pike-
maks ajaks labipaistvaks jaib. Seesugune tumestus koosneb
pinnalisist ja stigavaist leepra infiltratsioonest; vaata haigu-
selugu nr. 211, Siin vdib mdnikord téhele panna ka vaskulari-
satsioone, mis saavad alguse limanaha ja episkleera veresoontest;
need on siis dige kehvad ja ei wulatu perifeerist palju
kaugemale. ,

Sarvkile sligavamaid tumestusi, mis sarnanevad keratitis
parenchymatosa’ga, leidus 10 (4 m., 6 n.).

Suurem jagu neist tumestusist sisaldas veresooni, mis lim-
busest sinna sisse jooksid; sarvkile epiteel oli seejuures krobeline
ja tume, mattklaasi taoline.

Mitmesuguseid sarvkile tumestusi, maculae corneae, oli 26-el
. (10 m., 6 n.), staphyloma corneae 11-el, abplanatio corneae 5-el (1 m.,
4 n.), leucoma adhaerens 2-el. Kokku sarvkile muutusi 119-el (85 /)
(Rubertil 79,18°/,, Borthenil 62,89 %/,), mehi 43 (79,7°/,) (Rubertil
74°/,), naisi 76 (88,3°/,) [Rubertil 86°/y].

Muutqsi molemas silmas 89, ainult paremas 18, ainult pahe-
mas 12. Uhel haigel oli isediraline kepitaoline keratiit.
Selle haiguse lugu nr. 215. Amalie Lomps, 27 a., 1. tube-
rosa, pirit Vana-Kariste vallast, Sossi kiilast, Kdorgemie talust.
Vanemad, 1 vend, 1 dde ja 1 laps on kdik terved; haigeks jii
9 kuu eest. Alguses tekkisid tdpid niiole; silmade iile ei kaeba.
Muuli leprosooriumis olnud 2 kuud. :

Parem silm: V=0,5, allpoolses sarvkile osas, parenhiiii-
mis, on siigav kepitaoline tumestus, mis koosneb nagu viikesist
kepikesist, asetatud vertikaalselt.

Pahem silm: V =0,7, sarvkile allpoolses osas tumestu-

03
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nud siigavamais kihtides ja niib kui jahutolmuga kaetud olevat;
epiteel on tumestusekohal tuhm, veresooni pole tumestuses niha.

Stlmekesi on sarvkiles kaunis sagedasti leitud [Hulanicki
(24), Hirschberg (21) ja teised]; need tulevad sinna harilikult
limbusel olevaist pesadest [Borthen (38), Bull u. Hansen (20)]
ja pohjustavad seal kaunis suuri infiltraate. Esiteks tumestub
sarvkile, pirast tekib sellele kohale viike sBlmeke, hallikas vdi
punakas, skleera poole lame, sarvkilele jirsku vallimoodi alla
langedes [Blessig, Karnitzky und Weinstein (5)]. Vii-
maks vdib see stlmeke kogu sarvkile oma alla vdtta; monikord
lepib ta ainult perifeeriga ja jitab keskkoha puutumata. Solme-
keste tundlikkus on puutumise korral dige ndrk, kuna valutund-
likkus siilib. Lopuks resorbeerub stlmeke, monikord oma asemele
hallikat tidppi jittes, muutub paiseks ja siinnitab paksu kae;
halvemal juhtumusel libistab sarvkile ja pdhjustab raskemaid taga-
jirgi, millede tdttu silm voib tdiesti hévida.

Leproome vdis sarvkilel 10-el haigel tihele panna (4 m.,
6 n.); 6 korda olid leproomid mdlemal silmal, 4 korda ainult {ihel
silmal. Naabruses olev sarvkile oli alati tumestunud kuni siiga-
vamate kihtideni. Haigeil nr. 208, 211, 214 kaapisin viirskelt
ilmunud infiltraadid sarvkilelt maha ja uurisin bakterlolooglhselt
neis leidus leeprabatsille.

Haigel nr. 14 oli leproom sarvkilest labl kasvanud. Selle
haiguse lugu on jirgmine:

Ann Peedu, 58 a, lepra tuberosa. Tarvastu kihelk.,
Tuhalaane vallast; jii haigeks sealsamas-30-aastaselt, silmad on .
haiged 40-aastaselt, interneeritud 1911. a. Vanemad, 4 venda,
2 dde, 5 last — koik on terved. Laugude nahk paks, kortsu-
nud, kollakat vérvi; limanahad injitseerunud, eritavad rdhma.

Parem silm: V = 0,05, sarvkile tumestunud keskpaigas
stigavamate kihtideni.

Pahem silm: temporaalses osas on skleera ja sarvkile
peal kova konsistentsiga kasvaja, mis katab vilimise poole sarv-
kilest ja maabruses oleva skleera; pikkus 15 mm, laius 10 mm,
paksus umbes 3 mm. Koige paksem koht on limbusest 3 mm .
viljapoole; siit sarvkile poole alaneb kasvaja jérsku, pind krobe-
line, kuna viljapoole ta paksus viheneb pikkam&oda ja niib pealt
sile olevat. Kasvaja on virvilt kollakaspunane; limanahk ta peal
on soonestunud, alusega kokku kasvanud. Binokulaartuubi abil
on niha, et see muhk on sarvkilest libi kasvanud ja sellega
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taiesti iihtinud, kuid pole siiski eeskotta veel ulatunud. Araldi-
gatud kasvajast leidsin bakterioloogilisel uurimisel leeprabatsille.
Naabruses olev sarvkile on diffuusselt tumestunud. Tera viiike,
ei reageeri valgusele, suurenes atropiini toimel. Tundlikkus on
kasvajal tiiesti kadunud, kuna ta mujal limanahal néib ainult
vihenenud olevat.

Sarvkile haigusi saadavad harilikult komplikatsioonid, nagu
iritis ja cyklitis [Djelov (14)]. Prognoos on halb, sest siigavad
tumestused ei kao mitte tédiesti ja nigemisteravus jaib puudu-
likuks. Tundlikkus oli sarvkilel vihenenud maculo-anaesthet.
kujul 18 h. (17;39,), tub. kl. 30 h. (20,3 °/,). Tundlikkus kadunud
I vormil 9 haigel (129,), II vormil 6 haigel (4,19,).

Uvea.

Peaaegu pooled kboigist leeprahaigeist kannatavad uvea
haiguste all; neidleidis Otschapowsky (85) —50°%, Borthen
(8) — 879/, maculo-anaesthetica ja 719/, tuberosa vormi puhul.

Isoleeritud iritis’t leidub harva, sagedamini aga irido-cykli-
tis’t, monikord ka {ihes pretsipitaatidega Destsemeti kilel [Jean -
selme u. Morax (25), Bistis (4)]. Korneaalmikroskoobi all
voib tihti palju peeni pretsipitaate Destsemeti kilel ndha, kuid
haige tunneb enda seejuures tditsa terve olevat; ka objektiiv-
selt ei ole virvkilel ega sarvkilel muid patoloogilisi muutusi
miérgata. Tera suurus on N, valguse peale reageerib histi, virv-
kilel puudub injektsicon. Haiguselood nr. 208, 211, 214. Juhtu-
musi, kus oleks olnud ainult iritis voi cyklitis, pole Borthenil
korda liinud leida, kiill aga siimptomeid, mis niitavad nende
mdlemate peale; iridotsiikliidi k#ik on krooniline ja vaheldub
dgedate tdusudega. Leloir ja Borthen konstateerisid niisu-
guseid juhtumusi, mis #gedasti peale hakkavad ja mone pieva
parast pimedaksjiimisega l0pevad. Eeskojas on m#ida harva
leitud, kuid dige sagedasti saadab seda iridotstikliidi fibriin-
ekssudaat [Hulanicki (24)]. Uvea-haigus jirgneb harili-
kult episkleriidile ning keratiidile ja jdtab raskeid tagajirgi,
nagu seclusio ja oclusio pupillae, silma muna atrofeerumine,
glaucoma ja muud.

Kasvud vérvkilel on haruldased néhtused [Bull u. Hansen
(20), Kriidener (27), Collins (10), Gonzalez (11)]; kuju poo-
lest on need hallid s8lmekesed sarnased pretsipitaatidega Dest-

2
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semeti Kkilel, ja asuvad peaasjalikult tera ##rel [Diithring u.
Trantas (17), Patron-Espada (87)]. Suuremaid kasvajaid
on eeskambri nurgas leitud [Neve (84)]. Noelapea suurusi
Zelatinoosseid tuumoreid eeskojas iirise peal leidis Driel (16) 2
haigel 850 seast.

Leproomi ilmumine on iithenduses harilikult iridotsiikliidiga
ja kaunis suure valuga. Uhed kasvajad kaovad, kuna teised jille
juurde tulevad [Hirschberg (22)]. Pirastpoole suurenedes
tdidab muhk kogu eeskoja ja voib ka sarvkilega ithendusse minna.
Viarvi poolest on kasvajad valkjad, kollakad vdi punased. Nad
ilmuvad kas likshaaval voi mitu tiiki korraga, nagu Hirsehbergi
jubtumusel, kus neid oli 7 iihel véirvkilel. Kasvajate tiitibiliseks
tunnuseks on nende #kiline ilmumine ja niisamuti ka kadumine
[Hirschberg (22)], nagu néitab haiguselugu nr. 214, Jaan E.,
kellel ilmus leproom jérsku vérvkile nasaalses osas ja kadus jille
mone pideva pirast. Selle iriidi kdik sarnaneb tiisikuse omaga.

Kergemal juhtumusel jdib peale leproomi seclusio vdi oclusio
pupillae, raskemal — kortsub silmamuna.

Leproome vérvkilel liks korda ainult kolmel haigel leida:
nr. 28, 40 ja 214. ‘

Nr. 28: Riig, Hendrik, 54 a., leprosoorium Tarvastu, L
tuberosa, Halliste kihelk., Vana-Kariste vallast; haigeks jii kodus
40-aastaselt, parem silm jdi haigeks 49-a., pahem 52-aastaselt.
Vanemad, 1 vend ja 2 dde on terved; 1 dde on leepras. Rips-
med puuduvad igal laul, viimaste nahk paks, infiltreerunud lima-
nahk injitseerunud.

Parem silm: V= kéeliigutus. Sarvkile degenereerunud ja
iihes silmamunaga viljapoole surutud; eeskoda kadunud, nii et
sarvkile puutub kokku virvkilega. Sarvkilel ndha viikesed valk-
jad tiikid, arvatavasti lubjastused, mis teda kirjuks teevad. Ule-
valt limbuselt laheb sarvkilele madal kollakas soonestunud lep-
room, mis katab !/; viimasest.

Pahem silm: V = 0; sarvkile paksult tumestunud ja
tikati labipaistev; tera viike, valguse peale ei reageeri. Hesko-
jas, allpoolses osas, on valkjas muhk, mille pikkus 4 mm, laius
2 mm. Muhk algab Jimbuselt ja liheb osalt {iles mdoda virvkilet
tera poole; veresooni pole temas niha.

Nr. 40: Vaher, Leena, 45 a., Tarvastu leprosoorium, L
tuberosa, Kopu kihelk., Suure-Kopu vallast, kus haigeks jdi 30-a.,
interneeritud 1921. a.
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Parem silm: juba viikselt haige, V=0, staphyloma tot.
peale vigastust. ' '

Pahem silm: V=0,02, eeskojas, temporaalses osas, virv-
kilel, limbusest tera poole, on kollakaspunane muhk, {ihtepidi
5 mm, teistpidi 3 mm. Muhk on kaunis lame ja tSuseb virv-
kilest viihe kdrgemale, tema pinnal on mdned veresooned néhtaval.

Prognoos pole nigemise ega elu suhtes hea, sest leproo-
mide ilmumine silmas loetakse halvaks ndhtuseks ja annab tun-
nistust raskest haigusekaigust.

Isedralised muutused vérvkilel leidsid Jeanselme ja Morax
(25) kahel haigel, kelledel vdis luubi abil vérvkilel néha palju
halle muhukesi, terava noelaotsa suurused (pointe d’aiguille).
Need muhud katsid iileni tervet virvkilet; rohkemal arvul vois
neid siiski tera dédrel tihele panna, kus nad olid ka suuremad.
Uhel teisel haigel leidusid sisirased muhukesed ainult {ihel
kvadrandil. Koigil neil haigeil ei olnud mingisuguseid
pdletiku-tunnuseid vérvkilel, mille karv, pind, niisamuti ka
valguse reaktsioon olid tdiesti korras. Eelnimetatud autorid pea-
vad neid muhukesi miliaar-leproomideks, mis on analoo-
gilised t#@pile sarvkilel, viimase pinnalise leepra potletiku puhul.
Samasuguseid muhukesi on konstateerinud Rubert 4 bhaigel
204 seast. Ka Patron-Espada (37) nimetab tihel juhtumusel
muhukesi, mis olid eelmistest suuremad, nimelt ndelapea suurused.

Umbes sarnaseid muutusi, terakesi virvkilel, kuid palju
vihemaid, mis olid nii viikesed, et neid ainult korneaalmikros-
koobi abil vdis konstateerida, leidsin 7 haigel. Haiguselood - nr.
214, 208, 211, 216, 217, 218, 222. Et neid juhtumusi literatuuris
vilhe on kirjeldatud ja sarnased korneaalmikroskoobilised uuri-
mused puuduvad!), toon need haiguselood.

Nr. 214: Esko, Jaan, 25 a. Leprosoorium Muuli, 1. tube-
rosa, Jiri kihelk.,, Rae vallast, Limu kiilast, Jaska talust, kus
haigeks jai 12-aastaselt. Isa kannatab leepra all 1905. a. saadik
jaon Kuudas, tema vanemad olid terved; ema ja 2 dde ter-
ved ; 1 dde leepras; poissmees.

Alguses tekkis muhk paremal labajalal; sama jala séires olid
kovad tikid; pédrast tekkisid kollakad tépid n#o ja kite peale.
19-aastaselt liks Kuuda leprosooriumi, kust 5 a. pirast Muulile

1) Viimastel pievadel ilmusid literatuuris teated silma leepra korneaal-
mikroskoobiliste nurimiste iile Wood’i (55) ja Peter'i (39) poolt; kummalgi
on 1 juhtumus.

2*
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iile viidi; ravitsetud siisihape-lumega. On paranenud,
silmad on monikord kergemalt haiged olnud: kulmude karvad
maha langenud, kude sel kohal infiltreerunud. Paremal silmal
ripsmed harvad. Pahema silma tilemisel laul puuduvad rips-
med. Molemad iilemised laud vihe allapoole vajunud. Puutu-
misel puudub tundlikkus kulmudel ja laugudel, on limanahal ja
sarvkilel vihenenud. Strabismus divergens, astigmatismus
hyperopicus parémas silmas 4,0 d., pahemas 8,0 d.

Téhendus: Tdpsamaks kohtade méiramiseks virvkilel
jaotan viimase kolme jakku: vdlimin e kolmandik limbuse #ires,
sisemine kolmandik tera ##res ja nende vahel keskmine kolman-
dik. Nende kolmandikkude peal kohtade iilesleidmiseks tahendan
viimased tunninditaja numbritega kella peal; nditeks muutus
viirvkile sisemisel kolmandikul, selle koha peal, kus seisab tunni-
niitaja kell 12, tdhendan: sisemine kolmandik XII.

18. XI. 24. Parem silm: V=0,3; c. ¢. 4 cyl. 2,5d. axis
vert. = 0,7; tera pikergune, valguse peale reageerib ndrgalt.
Viérvkilel, VII ja XI (tunniniitaja) vahel sisemisel kolmandikul
on kogu halle terakesi, sealt natuke viljapoole, kuni limbuseni,
niha moned itksikud samasugused terad.

Pahem silm: V=0,3; c.c.}+cyl 2,0d. axis vert.=0,7;
limanahad laugudel kui ka silmamunal injitseerunud, eritavad
rihma, tsiliaar-injektsioon munal selgesti ndhtav. Sarvkile
1/, ilemist osa kaetud hallide tippidega, allpoolses osas on mdned
samasugused tdpid. Koik need koosnevad otsekui peenikesest
hallist jahutolmust. Tappide vahel on sarvkile kergesti tumes-
tunud, epiteel sile ja ldigib. Tera viiike, valguse peale ei reageeri,
atropiini toimel suurenes vdhe. Virvkilel, temporaalses osas,
iisna tera lidhedal ja kaugemal, I—V, on palju viikesi valkjas-
halle terakesi, mis asuvad niihisti pinnal kui ka sligavamais
lohkudes ja impregneerivad eneste all olevat kudet; viimane niib
kui peenikese liivaga kaetud olevat. Véarvkilel, nasaclses osas,
keskpaigas tera ja limbuse vahel, IX, on laiem kui pool virvkilet.
Zelatiinitaoline pool-libipaistev immargune mass, l4bimd8t umbes
5 mm; selle #ired on rohkem ldbipaistvad kui keskpaik ja kao-
vad pikkam§ida kui udu. Selle massi keskpaigas paistab mas-
siivne tomp, mis annab osalt ka roosa refleksi; sel kohal on
sarvkile vihe tumestunud. Vérvkile kdvasti injitseerunud; silma-
pohi annab roosa refleksi. Atropiin, kompress; ravitsetud siisi-
. hapelumega prof. Paldrocki meetodi jirele.
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19. XI. Sarvkile pind, iseiranis nasaalne, krobeline kui
mattklaas; infiltraat eeskojas vihenenud ja rohkem libipaistev.

20. XI. ‘Infiltraat peaaegu kadunud, roosaid tippe oma ase-
mele jittes; silm véhem injitseerunud. Atropiin, kompress.

25. XI. St. idem.

30. XII. Té#pp infiltraadi asemelt kadunud; é&rritusetunnu-
.sed mosdunud, sarvkile liikiv.

5. XII. St. idem.

9. XII. Virvkilel, mitte kaugel pupilli #irest, allpool ja
nasaalselt, on niha viikesed mustad terad, mis ilmusid arvata-
vasti peale pdletikku., V=0,3.

19. XI[. Paremas silmas 10 mm limbusest temporaalselt on
punane fliikteen, infiltraat.

14. XII. Infiltraat vihem.

17. XII. Infiltraat kadunud.

5. 1. 25. Moodunud pdeval on pahem silm punetama ja
valutama hakanud; tsiliaar-injektsioon, tera viike, valguse peale ei
reageeri. Sarvkile iilemises kvadrandis viike hall infiltraat, mil-
lest bakterioloogilisel uurimisel leeprabatsille leidsin; samal kohal
vérvkile injitseerunud. Atropiin, kompress.

8. I. Injektsioon kadunud, sarvkilel hallid tapid.

Nr. 208: Kallas, August, 23 a. Leprosoorium Muuli.
Aksi kihelk., Sootaguse moisast. Vanemad, 1 vend ja 4 dde terved.
Haigeks jii 8 a. eest; kdige pealt tekkisid tipid kite, siis ndo
peale, valu ei tunnud. Ilmus rahvaviie-komisjoni, kus haigust
tihele pandi ja haige Muuli saadeti; ravitsetud siisihape-lumega;
on paranenud.

Molema silma kulmud ja laud infiltreerunud ja armistunud,
ripsmed harvad, osalt puuduvad.

Parem silm: tera pikergune, valguse peale reageerib
ndrgalt. 1!/, sarvkilet iilevalt tumestunud siigavamate kihtideni.
Tumestus koosneb peenikesist hallest tippidest kui jahutolmust,
millede keskel on naha {iksikud suuremad, vihe pruunikad tipid
ehk terad, mis pretsipitaatide moodi vilja ndevad. Virvkile sise-
misel kolmandikul, fisna pupilli &#rel (V—VII), on suur kogu
viikesi hallikaid teri, mis annavad koele ilme, kui oleks. see
mannapudruga iile madritud.

Pahem silm: tera reageerib valguse peale histi. Epis-
kleritis. Sarvkile tumestunud kui paremas silmaski ja sisaldab
ka viikesi terakesi, mis analoogilised viimastele viirvkilel. Mdned
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terad kaapisin Grefe noaga &ra ja uurisin bakterioloogiliselt; neis
leidusid leeprabatsillid. Vérvkilel, sisemisel kolmandikul- (II—VI
ja IX), samasugused terakesed kui paremas silmas, III kohal
ulatuvad terad kuni keskmise kolmandikuni, sealt iiles- ja alla-
poole on need kitsamalt.

20. VL. 24. Nr. 211: Suurkivi, Liisa, 47 a. Lepro-
soorium Muuli. L. tuberosa. Poltsamaa kihelk.,, Kuriste vallast,
Haidu kiilast, Silla talust. Interneeritud 45-aastaselt; vanemad,
1 vend ja 2 ode, 2 tiitart — 28- ja 13-a. — terved. Haigeks jii
kodus 48-aastaselt; alguses tekkisid punased muhud ndol ja
kaevartel, pirast mujal. Terad véhe lapergused, valguse peale
reageerivad ndrgalt. Vaatepdllud piiratud.

Parem silm: V=0,6,41,5d=10,9. Kulmukarvad puu-
duvad; nahk armistunud; 2 mm limbusest véljapoole on puna-
kas muhuke, mille suurus 4 XX 2 mm.

Pahem silm: V=0,3,+4+5,0d=0,6; kulmukaryad puu-
duvad. Ulemisel laul, keskpaigas, puuduvad ripsmed. Silm on
temporaalses osas tihti punane olnud ja valutanud. Sarvkilel
allpoolses osas, Destsemeti kilel, pretsipitaadid.

19. I. 25. Silmad punased, injitseerunud. Sarvkiled limbu-
sest peale 2—3 mm laiuselt infiltreerunud, isediranis iilemises
osas; infiltraat koosneb viikesist muhukesist ja tippidest, limbu-
sel on ta paksem ja hdreneb keskpaiga poole. Grefe noaga pin-
naline infiltraat #ra kaabitud, esemeklaasile viidud ja Baumgarteni
jérele virvitud; selles leidusid leeprabatsillid. Destsemeti kilel
molemas silmas pretsipitaadid.

Parem silm: vérvkilel VI—VIII, sisemine kolmandik
paistab kui peene tolmuga kaetud olevat; XI kohal, keskmisest
kolmandikust pupilli poole, leiduvad iisna viikesed, kui liivaterad.

Pahem silm: Limbusel temporaalses osas viike leproom
4 %X 8 mm., millest bakterioloogilisel uurimisel leeprabatsille leitud.

20. VI. 24. Nr.216: Tuulik, Pauline, 22 a. Leprosoor.
Muuli. L. tuberosa. Hansekiila kihelk.,, Abroku vallast, Salme
kiilast, Ubstagi talust. Tuli 17-aastaselt Tartu, aasta pirast mir-
kas, et oli haige; siit saadeti Tarvastusse, kust 2 kuu pérast
Muulile iile toodi. Alguses tekkisid tépid jalastirtele, pdrast kie-
vartele; ravitsetud siisihape-lumega; paranemist on maérgata.
1 dde terve; isa, ema, 2 dde on leepras. Kulmude karvad harvad.

Parem silm: V=0,7.

Pahem silm: V=0,9, alumisel laul on ripsmed harvad,
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tera suurus N, valguse peale reageerib korralikult. Véarvkilel,
temporaalses osas on moned viikesed valkjad moodustused kui
liivaterad.

8. IV. 25. Terad virvkilelt jiljeta kadunud, sarvkilel kesk-
paigas nubecula.

22. VI. 24. Nr. 217: Tuulik, Juulie, 18 a. Leprosoor.
Muuli. L. tuberosa. Elukoht ja perekonna-seis vt. nr. 216. Hai-
geks jii 11-aastaselt; 2 aastat oli kodus, 5 a. Audakul, siis Muulil.
Kulmude karvad ja ripsmed laugude keskpaigas puuduvad. Tund-
likkus kulmudel puudub, laugudel ja limanahal korgenenud
sarvkilel N. '

Parem silm: V=0,9. Virvkilel, temporaalses osas,
pupilli ddrel IX. on mdned iiksikud hallikad terad, mis peene liiva
moodi vilja ndevad.

Pahem silm: V=0,9; nasaalses osas limbusel fliikteen,
episkleriit. :

8. II. 25. Sarvkile temporaalses osas on sklerokorneaalne
leproom, iilemisel kolmandikul kerge pinnaline, punktiline tumestus.

Nr. 218: Kangur, Loviise, 89 a. Leprosoorium Muuli.
L. tuberosa. Kursi kihelkonnast, Puurmani vallast, kus ka hai-
geks jii 40-aastaselt; alguses ilmusid punased tipid kéevarte,
parast jalgade ja ndo peale. Vanemad, 1 vend 54-a., 2 dde — 45-
ja 85-a.— terved; 1 0de 46-a. leepras ja on Tarvastu leprosooriumis.
Mehel 20 aastat; mees, 4 last — 8-, 12-, 14- ja 17-a. — kdik
terved.

Kulmude karvad harvad. Pahema silma tilemisel laul kesk-
* paigas puuduvad ripsmed, mujal on need harvad. Tundlikkus
kulmudel ja laugudel N, limanahal ja sarvkilel ndrgenenud. Ees-
kojas, Destsemeti kilel mdlemas silmas pretsipitaadid, rohkem
alumises osas.

Parem silm: V=0,7,+0,75 d.=1,0. Virvkilel, {isna
pupilli lahedal, IX—III, rida valkjaid teri, asetatud wumbes
parlite taoliselt. 1 samasugune tera on VII—IX, teine
XTI kohal. _‘

Pahem silm: V=10,5,+1,0d=1,0. Virvkilel, sisemisel
kolmandikul, II—V, asuvad iiksikud samasugused terad, nagu
paremaski silmas, sisemisel kolmandikul on 1 must tera VI,
teine VII kohal.

Mblema silma pupillid on loomulikus suuruses ja reageeri-
vad valguse peale korralikult.



24 ' 0. KURIKS AVHLs

Nr. 222: Leetsi, Anna, 51 a. Leprosoor. Muuli. Lepra
tuberosa. Vana-Kuuste vallast, Sipe kiila, Kiiti mdisast. Vane-
mad, mees ja 28-a. poeg terved; haigeks jii 47-aastaselt kodus,
sealt saadeti Muuli, kus ravitsetakse siisihape-lumega; on para-
nenud. Kulmudel nahk stimmeetriliselt infiltreerunud, karvad
harvad. V.oc.utr.=0,7,41,0d = 0,9.

Pahemas silmas, virvkilel, sisemisel kolmandikul, iisna
tera d#irel, liks valkjas tera XII-l, teine II—III sisemise ja
keskmise kolmandiku piiril, III-me kohal on 3 samasugust tera,
iiks neist lohu sees. .

Neis haiguselugudes kirjeldatud isedralised muutused virv-
kilel, terakesed vdi kiibemed on nii viikesed, et neid voib niha
ainult korneaalmikroskoobiga. Varvi poolest on nad hallikad,
moned kollakad voi valkjad; kuj u poolest suuremalt jaolt immar-
gused vdi pikergused, isedralikku ehitust kui ka veresooni
pole neis mirgata ja nad nievad koosnevat iihetaolisest massist.
Uhed neist asuvad vérvkile pinnal, teised kude sees ja loh-
kudes, nidevad kui uduga kaetud olevat, kolmandad puutuvad
ainult kergelt aluse kiilge ja paistavad rippuvat lohkude &érel.
Uhes kohas leiduvad ainult iksikud terad, teises kohas on nad
gruppide viisi ja katavad tervet virvkile pinda, nii et see niib
kui peene liiva v6i mannaga iille kiilvatud olevat. Suure-
mate terude vahel peituvad viiksemad, milledest moned nii tillu-
kesed ja rohkearvulised, et neid veel vaevalt vdib niha, ja anna-
vad oma massiga virvkilele ilme, kul oleks see #ra tolmutatud
v0i mingi rasvase ollusega iille mié4ritud. Diihring ja Trau-
tas (17) nimetavad iiht leeprahaiged, kellel varvklle olnud kui
lilletolmuga (Bliitenstaub) kaetud.

Need muutused olid iihes silmas 4 haigel, mdlemas silmas
3 haigel, 7 silmas temporaalses osas, 1-1 silma nasaalses osas,
1-]1 silma iilemises, 1-1 silma alumises osas. Suuremalt jaolt asu-
sid nad virvkilele sisemisel kolmandikul, pupilli drel, mdni-
kord natuke eemal, kuid keskmisest kolmandikust kaugemale ei -
ole nad ulatunud. Esko’l, nr. 214, katsid nad virvkile kuni
limbuseni. Modnel neist haigeist olid virsked poletiku
tunnused sarv- ja virvkilel, teistel haiguse vanemad taga-
jarjed, nagu sarvkile tumestus, pupilli ndrk reaktsion, kuna
Jkolmandatel polnud mingisuguseid muid patoloogilisi tun-
nuseid mirgata ei sarv- ega virvkilel, mille pind ja valguse
reaktsioon tiiesti korras olid. Nagu ndha, on need muutused
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arvatavasti kroonilist laadi, aga mis nad dieti on, pole korda
ldinud veel kindlaks teha. Jeanselme ja Morax (25) peavad
neid miliaarleproomideks, analoogilisteks tépile sarvkilel viimase
pinnalise poletiku puhul. L#heb korda neid muutusi pdhjaliku-
malt bakterioloogiliselt ja histoloogiliselt uurida, siis vahest saa-
dakse nende kohta tipsamad andmed.

Et need terakesed on analoogilised sarvkile tﬁpﬂe, niib
viga voimalik olevat, sest ka viimased ilmuvad sagedamini tem-
poraalses osas ja vdivad pikemat aega olla, ilma et suuri pdletiku
tundemérke stinnitaksid, ja sellelibi sarnanevad sklero-korneaal-
sete leproomidega. Viimast arvamist vdiks veel kindlamalt poh-
jendada uurimiste pohjal kolme haige juures: nr. 208, 211,
ja 214. Neil olid sarvkile tumestuses samasugused terakesed kui
virvkilel. Esimestes liks bakterioloogilise uurimise pdhjal korda
leeprabatsille konstateerida; analoogiliselt peaksid viimased ka
virvkile eelnimetatud muutustes leiduma. Nii voiks sel pdhjal
veel julgemalt oletada, et meil on siinjtegemist miliaarieproomi-
dega, mis rohkel arvul vérvkilel ilmuvad.

Mis puutub muisse muutusisse eelnimetatud haigeil, siis
voiks juurde lisada, et isedralisi muutusi silmas pole leitud Leet-
sil ja P.Tuulikul; sarvkile tumestused viikeste tippidega olid
Eskol, Kallasel ja Suurkivil; pretsipitaadid destsemeti-
kilel — Kangrol ja Suurkivil; leproomid limbusel J. Tuu-
likul ja Suurkivil; leproom eeskojas — Eskol.

Peale eelnimetatud hallide ja valgete terade virvkilel leidu-
sid teiste]l haigeil samal kohal mustad ja pruunid terad, mis olid
asetatud suuremalt jaolt tikshaaval vdi viikesis gruppides;-nende
seas ei olnud ka nii viikesi, mis tolmuviisi oleksid katnud véirv-
kilet, nagu see eelmisil haigeil hallide teradega virvkilel ette tuli.

Haiguselood.

Nr. 218. Paales, Leena, 62 a. Leprosoorium Muuli. L.
tuberoosa.

Parem silm: virvkilel, iisna tera lahedal VI—VIII, on 4
musta tera, 1/, VI on grupp viiikesi musti teri.

Pahem silm: virvkilel sisemises kolmandikus V kohal on
3 viikest ja 1/, VII iiks suurem must tera.

Nr. 219. Kadakas, Juulie, 27 a. Leprosoor. Muuli, L.
tuberoosa.

Parem silm: virvkilel, sisemisel kolmandikul VIII kohal,
terve grupp musti teri, XI ja I kohal — iiksikud terad.
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Pahem silm: samal kolmandikul, [—V, mustad terad.
27. septembrist 1924. a. ravitseted bismogenool'iga intramusku-
laarselt kaks korda n#dalas & 1,0, mille tottu vdisid hallid lep-
roomid degenereeruda ja musta virvi omandada.

146 tuberoosa kuju haigeist eraldasin 6, kelledel silmad
olid niisuguses olekus, et vSimatu oli uveas patoloogilisi muutusi
uurida. Ulejiinud 140 seas (54 m., 86 n.) leidus iridotsikliiti
9 (4 m, 5 n.). Kolmel neist vdis sarvkilel pretsipitaate konstan-
teerida. Synechia posterior 14 (5 m.,, 9 n.), seclusio
pupillae 10 (3 m.,, 7 n.), occlusio pup. 10 (6 m, 4 n.).
Kokku uvea-haigusi 48 (30,79,). [Rubertil 28,199/,
18 m. (33,3%,) ja 25 naist (299,). Suuremal jaol neist hai-
geist olid muutused silma teral, viimane oli oma loomuliku tim-
marguse kuju kaotanud, vertikaal- voi horitsontaalsihis pikerguseks
jdinud ja synechiate pérast tiiesti hambuliseks muutunud; val-
guse reaktsioon oli ndrk vdi puudus koguni. .

78 maculo-anaesthetica kuju haigeil oli irido-cyk-
litis 2, synechia posterior 5 seclusio pup. 3, kokku
14 haigust (6 m, 8 n.), 18,6%, R. 18,09°9,.

Silma pohi.

Silma pdhjas on leepra puhul seni veel viihe muutusi leitud,
mida vdiks vahest sellega seletada, et nigemisnirv (nervus opticus)
ja viirvkile alguses ilildse puutumata jadivad, voi kui nad kanna-
tavad hilisemas haigusestaadiumis, mil silma esimesed libipaist-
vad osad pikaldase protsessijirele juba tumestunud, siis pole
enam voimalik oftalmoskopeerimisel neid muutusi konstateerida,
sest nagu teada, algab leepra silma eespoolseis osades ja laieneb
sealt siis tahapoole. Hansen ja Bull (20) on enam kui 200
leeprahaigel silma pdhja hoolega libi vaadanud, kuid pole seal
patoloogilisi muutusi leidnud, samasugused resultaadid said ka
Hulanicki (24), Borthen (8), Lopez (29), Patron-Es-
pada (37), ja teised. Kiill leidsid nad mikroskoobilisel prepa-
raadil virvkilest ja soonkilest leeprabatsille ja -pesakesi. Trantas
(17), Bistis (4), Diihring (17), Hollmann (23), Maucione
(80), Poirier (40) leidsid muutusi ka silma pshjas, nigemis-
nirvil ja virvkilel., Rubert leidis silma pdhjas muutusi 239/,
kdigist leeprahaigeist. Valettas (50) leidis molema leeprakuju
puhul vérvkilel ja soonkilel kollakaid, musti ja valgeid pesakesi,
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viga sarnaseid luuesi omadega. Samal ajal konstateeriti ka
sarvkile ja virvkile haigusi. Ebatiiiibilisi retinitsis pigmentosa
juhtumusi leidis Rubert (44).

Eelnimetatud 228 leeprahaige seas leidsin kahel retinitis
pigmentosa sarnase pildi, ithel neist oli ka xerosis conj.
ja hemeralopia, kolmandal haigel oli paremas silmas nége-
misnirvi (n. opticus) n#sa atroofiline. Kas need muutused on
thenduses leepraga voi iseseisvad, pole vdimalik kindlaks teha.

Li#dtse tnmestused leeprahaigeil olenevad arvatavasti muist
pOhjusist voi vanadusest ja ei ole otsekoheses iihenduses selle
haigusega. Soonte ja virvkile muutused leepra puhul siinnita- .
vad lddtse toitmises korratust ja vdivad kaudselt mdjuda selle
tumestuseks. Leeprabatsille pole ladtsest kunagi leitud [Poncet
(41)]. Lastse paigast dranihkumist on Smit (45) mitu korda
konstateerinud. Minu poolt libivaadatud juhtumuste seas oli 7
ladtsetumestust.

Klaaskeha tumestusi on leeprahaigeil leitud, kuid nende
etioloogia pole tditsa selge.

Kanapimedus vdib tekkida p#rastpoolse marasmi ja verevae-
suse puhul [Lopez (29)].

Nina limanaha leproosse katarri puhul vdivad pisaratorud
ummistuda ja vastavaid tagajérgi siinnitada.

Uldiselt kokku vottes leiame, et 223 leeprahaige seas
(86 m., 137 n.) kannatasid silma leepra all 196 ehk 87,89/, (inclus. "
ripsmed) ; tuberoosne kuju 146 haigest 189—95,29/,
mac.-anaesth. 75 " 58—70,6 %/,
86 mehest 74—869/,
137 naisest 120—87,89/,.

Vordluseks toon siin Bortheni, Hulanicki ja Ruberti andmed.

s

Haigete Silmahaigete = Mehed  Naised
{ildine arv. /5%, :
456 809/, 879, 74°/, Borthen.
- 54 769/, Hulanicki.
202 759/, Rubert. .

223 87,89/, 86 9/, 87,8 (isikl. andm.).
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Neist arvulisist andmeist on n#éha, et minu poolt libivaada-

tud haigeil on silma leeprat arvu poolest veidi rohkem knui siin
tahendatud autoritel.

Pimedate suhtes jagunevad leeprahaiged jirgmiselt:

tub. f. mac. {. Kokku
Parem silm pime 11 4 15
Pahem silm pime 10 4 « 14
Molemad silmad pim. 13 4 17

Kokku ithe silmaga pimedaid 29 ehk 139/, mblema silmaga

pimedaid 17 ehk 7,69,

Borthen leidis maculo-anaesthetica kujul {ihe silmaga pime-

daid 9,59, mdlema silmaga 13/, tuberoosa kujul iihe silmaga
pimedaid 14/, molemaga 229/,

10.

11.

12.

13.
14.
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Deutsches Referat.

Aus der Universitits-Augenklinik zu Tartu-Dorpat.
(Dir. Prof. Dr. E. Blessig.)

Die Lepra des Auges.

Auf Grund der Untersuchungen von Kranken in den Leprosorien
Estlands.

Assistent Dr. med. O. Kuriks.

Im vorigen Jahre wurden von mir in den Leprosorien Estlands
228 Kranke untersucht, niamlich : in Muuli 16, Tarwastu 89, Audaku 58 und
Kuuda 0. Unter ihnen leiden an der maculosen Form 74 (23 M. u. 46
W.), an der tuberosen Form 149 (58 M. u. 91 W.).
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Von der Lepra werden fast alle Teile des Auges befallen, seltener
nur die Netzhaut und der Sehnerv. Die Krankheit erscheint gewGhnlich
secundir. .

Bei der Parese der Stirn und Gesichtsmuskeln leidet die Mimik
und der Gesichtsausdruck erscheint leblos und erstarrt.

Die Augenbrauen leiden bei der maculosen Form ungeféihr um 50, bei
der tuberosen ungefdhr um 100%. Das Ausfallen der Wimpern fingt
vom temporalen Teile an und endigt im nasalen Teile.

Bei der Erkrankung der Endidste des Gesichtsnervs bildet sich
Lagophthalmus paralyticus. Derselbe wurde bei maculoser Form in 32
Fillen beobachtet (42,6%), 12 M. (41,4 %), 20 W. (48,5% ), bei tuberoser
Form — in 18 F. (12,2%), 6 M. (19,7%) und 12 W. (13,8%). In schweren
Fillen kann der Kranke die Augenlider iiberhaupt nicht schliessen, die
Augen bleiben die ganze Zeit offen, die Hornhaut wird trocken und es
bilden sich dort degenerative Processe. Schliesst man die Lider mit der
Hand, so verharren dieselben einige Zeit in dieser Stellung. Von Compli-
cationen fand sich in 21 Fillen ein Auswirtswenden, und in einem Falle ein
Nachinnenwenden des unteren Augealides; eine Ptosis des oberen Lides
in 11 Fillen und eine Parese des Nervus Facialis in 1 F. Entwickeln sich
Leprome oder Infiltrate auf den Lidern, so senken sich dieselben, Ptosis
bildend ; bei der tuberosen Form gab es 28 mal solche Fille; die Ptosis
kann sich anch durch Parese der Muskeln entwickeln.

Die Rénder der Lider fallen verschiedenen leprésen Processen heim,
wobei die Wimpern ausfallen; solches gehért gewdhnlich zu den ersten
Symptomen der Lepra; in einigen. Fillen wuchsen die Wimpern von neuem.
Es waren 40 % BErkrankungen der Wimpern bei maculoser, und 75,4 % bei
tuberoser Form. — Ein Fehlen der Sensibilitiit der Lider fand sich bei
der I Form in 9,3%, bei der II Form in 6% aller Fille.

Die Schleimhaut der Lider ist gewdhnlich hyperaemisch, in
katarrhalischem Zustande; auf ihr sind keine Leprome gefunden worden,
die letzteren bilden sich gewshnlich auf der Episclera des temporalen
Teiles des Augapfels und haben in der ersten Zeit das Aussehen einer
Phlyktdne. Einige Leprome wurden ausgeschnitten und bakteriologisch
untersucht, und es erwies sich, dass dieselben Leprabazillen enthielten.
Leprome und Infiltrate auf der Episclera gab es bei 13% aller tuberos
Erkrankten. Die Farbe derselben ist gelbrot oder rot, selten blaugrau.

Von Corneaerkrankungen ist Keratitis punctata u. K. parenchymatosa
am meisten anzutreffen. Cornealleiden im Ganzen 11y Fille (85%),
Leprome auf der Cornea beobachtete man in 10 Fillen.

Eine Erkrankung der Uvea bei Leprakranken tritt gewdhnlich in
Gestalt einer Iridocyklitis auf. Ofters fand man unter dem Cornealmikro-
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skope Priicipitate auf der Descemet'schen Membran, wihrend sonst subjektiv
und objektiv keine Symptome konstatiert werden konnten.

Leprome auf der Iris gehtren zu den seltenen Erscheinungen und ihr
Erscheinen deutet auf eine Verschlimmerung der Krankheit hin. Nur
in 3 Fillen waren dieselben zu finden.

Eine besondere Veréinderung auf der Iris war bei 7 Kranken zu
konstatieren. Es waren dies kleine Kérnchen (nur unter dem Cornealmikro-
skope sichtbar); ihre Farbe war grau oder gelblich, ihre Form rund oder oval,
ohne einen besonderen Bau, dem Aussehen nach solidér, aus gleichférmiger
Masse bestehend. Die Kdrnchen waren einzeln oder gruppenweise ver-
teilt, an einigen Stellen sehr zahlreich, als ob die ganze Iris mit
feinem Sande oder Griess bestreut w#re. Der bevorzugte Ort ihres
Erscheinens war der temporale Teil der Iris, die Gegend vom circulus
irid. minor. In 3 Fillen beobachtete man &hnliche Kornchen auch auf der
Cornea. Dieselben wurden abgeschabt, bakteriologisch untersucht und
erwiesen sich als Miliarleprome; aller Wahrscheinlichkeit nach gehéren
die auf der Iris erwihnten Kornchen zu derselben Gruppe. Ahnliche
Fille sind beschrieben von Jeanselme, Morax und Rubert. Im ganzen
gab es Uvea-Erkrankungen bei tuberoser Form 43 (307~ ), bei maculoser
Form 14 (15,6%).

Als Veriinderung auf dem Augengrunde bei der Lepra gab es in
2 Féllen eine Retinitis pigmentosa und 1 Fall von Atrophia n. opt.

Im ganzen litten von 228 Leprakranken (36 M., 137 W.) an den
Augen 19+ Kr. (37 ~):

von 146 tuberos. Kr. . . . 189 = 95,2%
» 75 maculos.Kr . . . 53=70,6%
, 80 Minnern ... T4=126, %
, 187 Weibern . . . 120=878%s
mac. tub. im ganzen
Blinde durch Lepra auf dem rechten Auge 4 11 15
” » » , dem linken ” 4 10 14
» » » , beiden Augen 4 13 17

Blinde im ganzen auf 1 Auge 29 (13%)
beiden A. 17 (7,6 %).

” » ” ”
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Anderung der Senknugsgeschwindigkeit und ihre
Ursache.

Mit der Vertffentlichung der Untersuchungen Robin Féh-
raeus, des Wiederentdeckers der Senkungsgeschwindigkeits-
reaktion der roten Blutkérperchen, wurde 1918 diese alte Frage
wieder neu angeregt, weil Fadhraeus diese scheinbar einfache,
in Wirklichkeit aber doch sehr komplizierte Erscheinung wissen-
schaftlich begriindete und bis zu einem gewissen Grade beleuch-
tete. Sehr fruchtbringend hat seine Anregung gewirkt, indem
sie Anlass wurde fir die nun zahlreich erscheinenden Verdffent-
lichungen, welche entweder die theoretische Weiterbegriindung
des Senkungsphiénomens anstrebten, oder aber seine diagnostische
Verwendbarkeit bei verschiedenen Krankheitszustinden priiften.

Schon Galen war es aufgefallen, dass bei Gerinnung des
Blutes eine sogenannte Speckhaut, die crusta phlogistica seu
inflammatoria, sich bildet. Beobachtungen der Blutkérperchen-
senkungsgeschwindigkeit zeitigten (1797) in John Hunter die
Meinung, dass das Blutserum des ,entziindeten Blutes“ spezifisch
leichter sei, als die spezifisch schweren Erythrozyten, was eine
beschleunigte Senkung bedinge. Johannes Miiller hat aber-
(1834) bewiesen, dass im defibrinierten Blute — welches
ein leichteres spezifisches Gewicht hat — die Senkung lang-'
~samer vor sich geht, als im spezifisch gewichtlich schwere-
ren nicht defibrinierten Blute. Nicht Verschiebungen des spezi-
fischen Gewichts zwischen Blutplasma oder Serum einerseits und
Blutkorperchen andererseits bedingen die Beschleunigung der
Blutkorperchensenkung, sondern hierbei spielen eine Rolle so-
wohl die langsamere Gerinnung, als auch die
grossere Quantitit des aufgeldsten Faserstoffs.

Spiter machten Nasse (1842) und Lehmann (1868)
darauf aufmerksam, dass agglutinierte Erythrozyten

1#*
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der verkleinerten Gesamtoberfliche wegen sich
rascher senken miissen, als isolierte.

So hatte die erste Hilfte des vorigen Jahrhunderts die Frage
der Senkung der roten Blutkdrperchen nicht endgiltig geldst,
was zur Folge hatte, dass das Interesse fiir dieses Phiénomen
ganz abflaute. Voriibergehend ist es dann nochmals von Bier-
nacki (1894) und H. Brat (1905) bertihrt worden, um aber
darauf der Vergessenheit bis zum Jahre 1918 zu verfallen.

Fahraeus stellte fest, dass die Senkungsgeschwindigkeit
der Erythrozyten bei Gesunden klein und dabei Schwan-
kungen unterworfen ist, welche Tatsachen spiter von
Geppert,Grafe,Leendertz, Linzenmeier und H. Lohr
bestiitigt worden sind. Auch ist die Reaktion abhingig vom
Alter und Geschlecht; im hoheren Alter ist bei beiden
Geschlechtern die Suspensionsstabilitit des Blutes deutlich her-
abgesetzt und bei M&nnern ist sie ungefihr 38 mal
langsamer, als bei Frauen, welch letzte Erscheinung
spiter von Plaut, Linzenmeier und Bitzold Bestitigung
gefunden hat. Sie fanden bei Mdnnern 7—9 Stunden, bei
Frauen aber nur 5—6 Stunden Senkungsdauer bis zu einer
gewissen Marke vom obersten Teilstrich des Senkungsréhrchens.
Dasselbe hat auch Westergren in mehreren hundert Unter-
suchungen festgestellt. Er fand als normale Senkungswerte in
einer .Stunde fiir Ménner 1—8 mm, fiir Frauen aber 83—7 mm;
als subnormale bei Ménnern !/, mm und noch weniger, bei Frauen
Werte unter 2—3 mm.

Bei Neugeborenen fand Fahraeus die Erythrozyten-
senkung sehr verlangsamt — im Vergleich zu Erwachsenen.
Eine Erfahrung, die spiter von Gyorgy dahin erginzt worden
ist, dass die Erythrozytensenkung bei normalen Siuglingen im
Alter bis zu einem Monat im Durchschnitt sehr stark ver-
langsamt ist, wihrend S#uglinge im Alter von iiber einem
Monat eine physiologisch erhéhte Senkungsge-
schwindigkeit aufweisen — und zwar am beschleu-
nigtesten in der 6.—8. Woche. Waihrend sie bei 6-—25
Tage alten S#uglingen 360—420 Minuten ist, ist sie bei iiber
einem Monat alten SHuglingen im Mittel nur 90 Minuten. Dass
an Stelle der verlangsamten Senkung der roten Blutkorperchen
im Neugeborenenblut in der 6.—8. Lebenswoche eine starke
Beschleunigung eintritt, spricht nach Ansicht Gyorgys
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fiir eine biologisch fundierte ,Neugeborenenzeit, welche die
6.—8. Woche umfasst. :

Das Ergebnis der von Bardach am Blute von 13 Kindern
vorgenommenen Untersuchungen war: dass kindliches Blut
schneller sedimentiert, als das von Erwachsenen;
dass bei gesunden Kindern grosse Schwankungen vorkommen, dass
aber zwischen Knaben und Médchen kein Unterschied besteht.
Desgleichen fand Bétzold gegeniiber Erwachsenen bei gesun-
den S#uglingen auch eine ganz erheblich beschleu-
nigte Senkungsgeschwindigkeit; wihrend sie bei Er-

-wachsenen 5—7 Stunden betrigt, ist sie bei S#uglingen nur
13/,—23/, Stunden.

In Ubereinstimmung mit dlteren Forschern fand Fihraeus
weiter, dass die Senkungsgeschwindigkeit unter gewissen patho-
logischen Bedingungen, namentlich entziindlichen Pro-
zessen, sehr stark zunimmt, so dass sie nicht selten das
50—100 fache derjenigen des normalen Blutes ausmacht. — Auch
diese Tatsache ist spiter vielfach bestéitigt worden.

»Die nichstliegende und entscheidende Ursache der Sen-
kungsgeschwindigkeit der Erythrozyten sieht Fdhraeus in
einer Agglutination der roten Blutkérperchen% —
je grosser die Neigung zu dieser, um so schneller
senken sie sich.

Auf Kataphorese-Versuche sich stiitzend nimmt er an, dass
die Agglutination in einer Entladung der elek-
trisch negativgeladenen Blutkdérperchen liege,
wobei die Entladung vom positivgeladenen Plasma derart aus-
geht, dass die Plasmahaut ibre Ladung dadurch verliert, dass
die dieselbe aufbauenden Eiweisskorperchen durch Absorption
irgendwie elektrisch neutralisiert werden.

Auch von Plaut, Linzenmeier und Harlinger wird
erhohte Agglutination der roten Blutkérperchen als Ur-
sache der Senkungsbeschleunigung anerkannt; wobei Linzen-
meier die Bedeutung der elektrischen Entladung beim Zustande-
kommen der Agglutination der roten Blutkérperchen gering
bewertet, Harlinger aber sie ganz verneint und die Aggluti-
nation in engsten Zusammenhang mit dem Fibri-
nogengehalt des Plasmas gebracht wissen will — weil er
gefunden hat, dass die Senkungsgeschwindigkeit der Erythro-
zyten mit dem Gehalt der Plasmen an Fibrinogen
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steigt und f4llt, und die Senkungsbeschleunigung
parallel dem Zellzerfall im Kérper verlduft. Aus
der reinquantitativen Hohe der Fibrinquote auf die Senkungszeit
zu schliessen; halten W. und H. Lohr nicht fiir richtig; bei der
Senkungsbeschleunigung der roten Blutkdrperchen finde eine Zu-
nahme der Labilitit des Plasmas statt — eine Verschie-
bung nach der grob dispersen Phase hin, was durch refraktome-
trische Bestimmungen nachweisbar ist an einer Zunahme des
Fibrinogengehaltes. Auch nach Gerloczy deutet die Fibrinogen-
vermehrung nur auf einen verminderten Dispersitdts-
grad des Plasmas hin, und Bennighof fand bei Unter-

-suchungen der pathologisch sich verhaltenden Plasmen Hinweise
darauf, dass dieselben in grosser Menge thermolabile Sub-
stanzen enthielten; beim Inaktivieren im Wasserbade von 55°
zeigten die pathologischen Plasmen dicken flockigen Ausfall, im
Gegensatz zum Plasma der Gesunden, bei denen nur eine Triibung
auftritt.

Auch Sachs und Ottingen sind der Meinung, dass die
Unterschiede in der Senkungsgeschwindigkeit nicht durch Ver-
mehrung oder Verminderung einer bestimmten Eiweisssubstanz
bedingt sind, sondern dass die physikalische Struktur
der Eiweisskorper der Blutfliissigkeit hierfiir massgebend
ist; somit der Dispersititsgrad der Eiweisskodrper
und nicht die Quantitdt des Fibrinogens den Aus-
schlag gibt. Von den einzelnen Eiweissfraktionen des Blutes
hat den niedrigsten Dispersitdtsgrad das sehr labile Fibri-
nogen, in der Mitte steht das Globulin, widhrend das Al-
bumin hochdispers und daher relativ stabil ist. Ottin-
gen sieht in der Verschiedenheit der Erythrozyten-
senkung den Ausdruck einer verschiedenen

Plasmastabilitdt. Spiter ist durch die Untersuchungen

Pewny’s bestdtigt worden, dass die Fibrinogenvermeh-
rung keinen Einfluss auf die Senkungsbeschleunigung
hat, dass aber die Dispersionsfihigkeit des Plasmas und auch
die Beschaffenheit der Blutkdrperchen eine Rolle
beim Zustandekommen der Erscheinung haben.
Nach Auffassung Hober’s und Mond’s kommt die Auf-
hebung der normalen Stabilitit der Blutkorperchensuspension in
der Schwangerschaft und bei Krankheiten dadurch zustande, dass
in der Adsorptionshiille der Blutkérperchen Globuline mehr
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oder weniger an die Stelle des Albumins treten;
durch Adsorption von Fibrin und Globulin an Stelle des Albumins
néhert sich der isoelektrische Punkt der roten Blutkdrper-
chen dem des neutralen Blutes, wodurch eine grossere Neigung
zur Ausflockung oder Agglutination eintritt. In verschiedenen
Eiweisslosungen ist die negative elektrische Ladung der Erythro-
zyten am grossten in den Albuminldsungen (normales Plasma),
geringer -im Globulin — und am geringsten in Fibrinlésungen.
Die Wirkung der Eiweisskorper richtet sich aber, abgesehen von
der Lage ihres isoelektrischen Punktes, auch noch nach ihrem
Losungszustande, insbesondere nach ihrer Viskositét,
durch welche der Blutkdrperchenoberfliche ein verschiedenes
Mass von Klebrigkeit erteilt wird.

Musa hat in 24 Féllen von Graviditiat in allen Monaten die
Senkungsgeschwindigkeit in Beziehung zum Albumin-Globulin-
Quotienten gemessen. Zur Fillung der Globuline benutzte er
die von Hove angegebene Methode des Aussalzens mit Na. sulfat.
Er bestimmte bei schwangeren und normalen Personen verglei-
chend die gesamte Globulinfraktion, ohne eine Tren-
nung in Serumglobulin und Fibrinogen durchzufiihren. Er fand,
dass der Globulingehalt des Plasmas Schwangerer zwischen 40
und 509/, schwankt, ganz unabhingig von der Senkungsge-
schwindigkeit — was gegen die Annahme Hober’s
spricht, dass in allen Fillen der beschleunigten Senkung eine
Verschiebung der im Plasma vorhandenen Eiweissanteile zu Gun-
sten der Globuline vor sich gegangen ist.

Wohlisch und Bohnen aber wenden sich gegen Musa
und zeigen, dass es ihm entgangen ist, dass {ibereinstimmend
von Lewinski, Landsberg und Krésing eine Ver-
mehrung gerade der fiir die Blutkdrperchensenkung besonders
wichtigen Fibrinogenfraktion gefunden wurde. Wohlisch
und Bohnen fanden im Blute Schwangerer elastische
Fiden, durch welche die himagglutinierten Erythrozyten mit-
einander zusammengehalten werden. Die Substanz dieser Féden
muss wahrscheinlich als ein Gel des Fibrinogens angesprochen
werden.

Auch W. und H. Lohr, Pribram und Klein, sowie
Petschacher schreiben dem Globulinanteil des Plasmas
eine Rolle zu. Richter untersuchte in 128 Féllen die Blut-
senkung und Isohdmagglutination parallel und
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fand keinen Zusammenhang zwischen beiden Er-
scheinungen. :

Zur Entscheidung der Frage, ob das Verhalten der Senkungs-
geschwindigkeit in den Blutkbrperchen oder im Plasma liegt,
vertauschte Berinighof Blutkérperchen von raschsenkendem
Blut mit solchen von normal sich verhaltendem, und es erwies
sich hierbei, dass im Plasma Substanzen vorhanden
sind, welche eine Beschleunigung der Senkungs-
geschwindigkeit herbeiftihren kdnnen. In derselben
Weise beobachtete Puxeddu schnellsenkendes lepréses und
normales Blut und fand auch, dass die Beschleunigung
im Plasma lag, nicht aber in den Blutkdrperchen.

Wihrend Linzenmeyer, Bénninger und Hermann
das Plasma als Hauptursache ansehen, lassen sie das
spezifische Gewicht der Erythrozyten nur als mitbestimmend
gelten. Auf Grund seiner Versuche schliesst sich Kriiger voll
und ganz Abderhalden an, dass dem Plasma als sol-
chem bei der Suspensionsstabilitit des Blutes
eine grosse Bedeutung zukommt, wobei jedoch die
roten Blutkérperchen mitbestimmend sind. Opitz
und Frei aber konnten eine Abhingigkeit der Senkungsge-
schwindigkeit vom spezifischen Gewicht der Erythrozyten nur
bei Andmien im Kindesalter feststellen.-

Verinderung des Fibrinogens oder der elektrl-
schen Ladung der Erythrozyten ist nach Mikulicz-
Radecki dieUrsache der Verlangsamung der Erythro-
zytensenkungsgeschwindigkeit nach stattgehabter Rontgenbe-
strahlung; Pewny dagegen sah der Rontgenbestrahlung
eine Senkungsbeschleunigung folgen, und Richter
gibt an, dass auf Rontgen- Narkose- und medikamenttse Ein-
wirkung die Senkungsgeschwindigkeit sich dndert, jedoch nicht
die Isohdmagglutination.

Die Dichte der roten Blutkdérperchen, d. h. ihre
Menge pro Rauminhalt, scheint nach Vida einen Einfluss auf
die Senkungsgeschwindigkeit zu haben. Bennigson und auch
Sadlon haben bei ihren Versuchen keinen Parallelismus
zwischen Erythrozytenzahl und Senkungsgeschwindigkeit fest-
stellen konnen. Kriger fand, dass mit steigender Menge
der Blutkdrperchen in physiol. Kochsalzlosung als Suspen-
sionsfliissigkeit die Senkungsgeschwindigkeit abnahm; das
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gleiche hat Plaut im Serum und Abderhalden im Plasma
gefunden. Wihrend Kriiger fand, dass die Konzentration der
als Suspensionsfliissigkeit dienenden Kochsalzlosung keine Ande-
rung in der Senkungsgeschwindigkeit der Erythrozyten verur-
sacht, hat Schemensky diese durch Blutverdiinnung und
Anderung des Salzgehalts des Serums beeinflusst gesehen.

Abderhalden (Pfligers Arch. f. d. ges. Physiologie S.193)
verlangt, dass man Senkungsgeschwindigkeitsversuche stets mit
der ,gleichen Masse* Blutkérperchen ausfithren soll;
Boénnigerund Hermann aber wollen den Fehler ausgeschaltet
wissen, der durch die Verschiedenheit des urspriinglichen Bluat-
korperchenvolumens entsteht. Je kleiner das Blutkorper-
chen, desto schneller ist die Senkung; was z. B. ohne weiteres
die beschleunigte Senkungsgeschwindigkeit bei den Frauen ge-
geniiber den Minnern erklirt. Die von ihnen immer nur mit
gleichem Volumen von roten Blutkérperchen angestellten
Versuche, zu welchen 6 Manner und 10 Frauen das Blut gaben,
ergaben gleiche Mittelwerte sowohl fiir Manner
als auch fiir Frauen. Damit ist nach ihrer Ansicht der
Beweis erbracht, dass die bisher von allen Autoren festge-
stellte hohere Senkungsgeschwindigkeit bei den Frauen aus-
schliesslich der Nichtberiicksichtigung des Blutkorpervolumens
zuzuschreiben ist.

Vorschiitz untersuchte an 331 Fillen die Wirkung un-
spezifischer Reize (subcutan injizierte Proteinkorper). aufs
Blut und fand: die Blutkdrperchenzahl ist oft gleich nach der_
Injektion vermindert, um 2 Stunden spiter vermehrt zu sein;
die Blutgerinnung und Sedimentierung der Ery-
throzyten ist beschleunigt und die unspezifische Agglu-
tination erhoht; rote Blutzellen hy p oplastischer Form nehmen
Eiweiss auf, Zellen h y p er plastischer Form aber geben Eiweiss ab.

Die rote Blutzelle zeigt also infolge des Reizes die Tendenz
ihr verlorenes dynamisches Gleichgewicht wieder anzustreben.
Diese Tendenz hilt etwa 3 Tage an.

Auch H. Lohr und Stralinger sahen nach intramusku-
laren und subcutanen Injektionen von Eiweisskdrpern, und Lohr
noch nach Milch, Pferdeserum, kolloidalen Silberpréiiparaten, Adre-
nalin- und Pilocarpininjektion, schon nach 2 Stunden, in
seltenen Féllen erst nach 3—4 Stunden, eine beschleunigte
Sedimentierung der Blutkdrperchen eintreten,
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welche bis zu 10 Tagen anhielt, wobei nach Stralinger der
Fibrinogenspiegel erhoht blieb.

Raue sah alle Elektrolyte stark hemmend auf die
Senkungsgeschwindigkeit der Erythrozyten wirken, was er auf
eine durch Elektrolyte bedingte Quellung zuriickfiihrt; er fand,
dass die hemmende Wirkung auf die Senkungsge-
schwindigkeit parallel geht mit der quellenden
Wirkung der Elektrolyte auf kolloidale Eiweiss-
kérper.

Nach COy-Durchstrémung sah Gyorgy verlangsamte Sen-
kung, was sich als unabhiingig von der Agglutination erwies.

Stern h#lt die Sedimentierung fiir wahrscheinlich vom
Tonengleichgewicht beeinflusst; Schubert aber glaubt,
dass die Ursache der Senkungsbeschleunigung wahrscheinlich
in der Anderung der Funktion der innersekretorischen
Dritsen zu suchen sei. ‘

Westergren sieht als Ursache der vermehrten Senkungs-
geschwindigkeit eine Globulinvermehrung an, welche

durch Zellzerfall im Sinne Herzfeld’s und Klinger’s

bewirkt wird, wie es sich auch mit seinen Beobachtungen
gut in Binklang bringen lisst. Nach Stuber fassen Herz-
feld und Klinger die Eiweissk6rper als Gemische
von kolloidalem Eiweiss und Abbauprodukten
derselben auf; letzteren verdanken die Eiweisskorper ihre
Wasserloslichkeit. Werden die Abbauprodukte entfernt, so fallen
die Eiweisskorper aus. Sie betrachten das Fibrinogen als ein
durch Eiweissabbauprodukte in Losung gehaltenes Fibrin, letzteres
als ein von seinen Spaltprodukten befreites Fibrinogen. Die Ab-
bauprodukte miissen, um losend zu wirken, in NaCl-Salzverbin-
dung vorhanden sein; werden sie in CaCly-Verbindungen umge-
wandelt, so bewirken sie Gerinnung. Die Gerinnung werde so
durch alle Substanzen ausgelost, welche dem Fibrinogen die zu
seiner Losung erforderlichen NaCl-Salz-Abbauprodukte entziehen,
resp. letztere in CaCl,-Verbindungen tberfithren. Zu diesen
Substanzen rechnen die Autoren das Thrombin, welches als eine
CaCl,-Verbindung gewisser Eiweissabbauprodukte definiert wird.
Diese Theorie benstigt kein eigentliches Fibrinferment
zur Erklirung des Zustandekommens der Gerinnung — ist also
eine rein physikalisch-chemische Betrachtungsweise und steht im
Gegensatze zu der Fermenttheorie.
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Nach Berde sind Bedingungen fiir eine erhhte Senkungs-
geschwindigkeit vor allem akute Entziindungen und Re-
sorption von Bakteriengiften und Zellzerfalls-
produkten.

Vida betont, dass als Ursache sicher nicht etwa das Fieber
allein in Betracht kommt, wohl aber vielleicht Eiweiss-
abbauprodukte, wie sie z. B. besonders reichlich bei be-
strahlten Carcinomen auftreten. Wiechmann und Schrider
weisen darauf hin, dass Einschwemmung von hoheren Eiweiss-
spaltprodukten in die Blutbahn eine auffallende Senkungsbe-
schleunigung der roten Blutkérperchen zur Folge hat.

Sadlon spricht sich dafiir aus, dass die Senkungsge-
schwindigkeit jedenfalls zum wesentlichen Teil auf einer Ver-
inderung des Blutplasmas beruht, die ihrerseits
wiederum vom Grade des Zellzerfalls im Korper
abhingig ist.

Gerloczy fand, dass die Senkungsreaktion mit
gewissen Plasmareaktionen und mit der Alkohol-

Kochsalz-Féllungsreaktion des Serums (Dordnyi)
proportional ist; denn gleichsinnig fielen sie aus bei ge-
wissen mit hochgradigem Eiweisszerfall verbundenen Krankheiten.

Nach Leendertz besteht eine Abhéingigkeit der Sedimen-

~ tierungsgeschwindigkeit von der molekuléren Konzentra-

tion des Blutplasmas; Bennighof aber misst dem
Konzentrationsgrade des Plasmas nur geringen Einfluss auf die
Senkungsgeschwindigkeit zu.

Vorschiitz bestimmte den N-Gehalt der gewaschenen
Blutkérperchen bei verschiedenen Krankheiten und im Blute ver-
schiedener Tiersorten. Es ergaben sich hier grosse Differenzen:
perniziése Anidmie, Diabetes mellitus und Carcinome gaben die
grossten Werte — bis zu 869, Tuberkulosen die niedrigsten —
etwa 26°/,. Daher nimmt er an, dass der Nukleoproteid-
gehalt der Zelle, analog dem Serumglobulin, die
Senkungsgeschwindigkeit beeinflusst, und dass
diese beiden Faktoren fiir den Ausfall der Senkungsgeschwindig-
keit verantwortlich gemacht werden miissen. Gabbe hat Be-
denken gegen diese Annahme, dass Nukleoproteide der Blutkér-
perchen die Ladung beeinflussen; ebenso vermag auch Globulin
nicht Blutkérperchen umzuladen, weil es im Blute negativ gela-
den ist. Zweifelhaft erscheint auch Wiechmann die Bedeu-
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tung des Eiweissgehaltes der Blutkdrperchen fiir die Senkungs-
geschwindigkeit des Blutes.

Plaut fand bei weiblichen Geisteskranken im allgemeinen
Beschleunigung und erhohtere Sedimentierungszahlen, als bei
ménnlichen Geisteskranken, was jn den Verschiedenheiten
desHaemoglobingehaltes seinen Grund haben konnte. Er
und auch Bénniger stellten aber fest, dass Sedimentzahlen
mit den Haemoglobinwerten verglichen nicht in
Beziehung zueinander gebracht werden kénnen.
Wenn Bilirker und seine Schiiler dieses doch tun wollen auf
Grund dessen, dass sie bei einer Chlorose die Senkungsgeschwin-
digkeit 4,2 mm pro Stunde, bei einer pernicicsen Animie aber
7,8 mm pro Stunde gefunden haben, indem sie dem Haemo-
globingelialt der Erythrozyten und ihrer Grésse einen grossen
Einfluss auf die Senkungsgeschwindigkeit zumessen, so miissen
ihnen gegeniibergestellt werden die Untersuchungen Sadlons.
Sadlon untersuchte 6 Fille von pernizioser Anéimie im
akuten Stadium, bei welcher Erkrankung ein gesteigerter Zellzerfall
und speziell ein Zerfall der Blutzellen stattfindet, und konstatierte
allemal eine enorme Senkungsbeschleunigung. —
Als Gegenstiick dazu konnte er einen Fall von Geisbdck’scher
hypertonischer Polycytaemie, bei dem mit der Mog-
lichkeit eines den physiologischen Verhiltnissen gegeniiber her-
abgesetzten Zerfalls der Blutzellen gerechnet werden kann, wieder-
holte mal untersuchen und fand dabei stets: einen gegeniiber
dem normalen um mindestens das Fiinfzehnfache
reduzierten Senkungswert. Sadlon zieht hieraus den
Schluss, und das woh! mit Recht, ,dass hier die Senkungs-
beschleunigung abhéngig ist vom Grade des Zell-
zerfalls“; was von Biirker nicht in Betracht gezogen wor-
den ist.

In Ubereinstimmung mit den Angaben von Biernacki,
de Haan, Linzenmeier, Ottingen und Starlinger
fand auch Kriiger, dass die Senkungsgeschwindigkeit der Blut-
korperchen im Serum wesentlich vermindert ist gegeniiber der
Senkungsgeschwindigkeit im Plasma. Da die Viskosititsbestim-
mungen ergaben, dass die relative Viskositdt des Plasmas
grosser ist, als die des Serums, so hat eine gewisse Berechtigung
die Annahme eines Zusammenhanges zwischen Viskositit der
Suspensionsfliissigkeit und der Senkungsgeschwindigkeit der Ery-
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throzyten — im Sinne einer Steigerung der Sen-
kungsgeschwindigkeit mit zunehmender Visko-
sitdt. Berichten ja schon iltere Physiologen, dass mit Steige-
rung der Viskositdt durch Zusatz viskdser Ldsungen zum Blut
Hand in Hand geht eine Beschleunigung der Senkung der roten
Blutkorperchen. Versuche dieser Art sind -in letzter Zeit von
Gerloczy, Kaufmann, Linzenmeier und Kriiger mit
Zus#tzen von Agar-, Gelatine-, Starkekleister- und anderen viskosen
Losungen zu den Suspensionsfliissigkeiten ausgefiihrt worden,
welche alle bestitigen, dass die Senkungsgeschwindig-
keit der Erythrozyten, unter sonst gleichblei-
benden Bedingungen, bis zu einem gewissen
Grade mit der Konzentration und Viskositdt der
Suspensionsfliissigkeit wichst.

Auch W. und H. L6hr fanden stets parallel zur Sen-

kungsgeschwindigkeit eine erhebliche Viskosi-

tdtszunahme, was auch von Pribram, Klein und Petscha-
cher bestitigt worden ist, so dass sie den Satz aufgestellt haben:
die hochsten Werte der relativen Viskositédt
finden sich immer bei den kiirzesten Senkungs-
zeiten.

Auf einen anderen Faktor weist Kiirten hin, nimlich
dass Cholesterin auf die Sedimentierung der roten Blutkdr-
perchen deshalb beschleunigend wirke, weil es eine elektrische
Isolation der Zelle und damit Ladungsverminderung
bewirkt; antagonistisch wirkt das Lecithin, indem es die
Sedimentierung hemmt und schon in geringen Spuren aufla-
dend wirkt. Aus seinen Reagensglasversuchen schloss er, dass
der Lipoidquotient auch in vive von Einfluss sein diirfte,
und das ist auch von Brinkmann, Wastl, Pribram,
Klein und Gyorgy bestitigt worden; wihrend Bennighot
vom Cholesteringehalt des Blutes keine wesentliche Beeinflussung
der Senkungsgeschwindigkeit gesehen hat. Gyorgy hat auf
die Verlangsamung der Senkungsgeschwindigkeit gewaschener
roter Blutkorperchen durch Lecithinzusatz zur Suspensionsfliissig-
keit hingewiesen, und Gabbe ist der Nachweis der differenten
Wirkung der Blutlipoide auf die Plasmastabilitit gelungen.. Gyorgy
und Jerisch glauben sogar.den Lipoiden in der Bestimmung
der kolloidalen Plasmastruktur eine ausschlaggebende Bedeutung
beimessen zu diirfen. Auffillig war nach Gyorgy die Lipoid-
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armut im Plasma von Neugeborenen; das Verhiltnis des Choleste-
.rins zum Lecithin ist im miitterlichen Serum (260:10) grosser,
als im kindlichen Serum (165:7,5). - Letzterer Befund steht in
gutem Einklang mit der von Kiirten nachgewiesenen sen-
kungsbeschleunigenden Wirkung des Cholesterins

und mit der erhohten Labilitit des miitterlichen Plasmas.
Rothe hilt alle bisher gedusserten Theorien zum Zustande-
kommen der Senkung fiir unzureichend und daher entbehrlich.
Die Senkung ist zu analysieren in drei Phasen, welche sind:
1) Priagglutination — die Phase der Einzelsenkung, des
langsamen Sinkens; 2) Agglutinationssenkung — Sen-
kung der Agglutinate, schnelles Sinken, und 38) Sackung —
.ein Vorgang, bei dem die Agglutinate nicht mehr fallen, sondern
sich nur noch zusammensacken — die Phase der Hemmung durch
Raumbeschrinkung. Die Ursachen in den verschiedenen Phasen

" sind nicht absolut die gleichen.

Das Gesagte zusammenfassend ergibt sich Folgendes:

Die Senkungsgeschwindigkeit ist bei gesundem Menschen
klein und dabei Schwankungen unterworfen. Das-
selbe Zeichen am Senkungsrohrchen, welches die Senkung beim
Méannerblut erst in 7—9 Stunden erreicht, erreicht sie -
beim Frauenblut schon in 5—6 Stunden; gegen-
iber den Méinnern weisen also Frauen eine be-
schleunigte Senkungsgeschwindigkeit auf. Bei
Sduglingen ist die Senkung in den ersten 4 Wochen
sehr verlangsamt, bei #lteren Siuglingen aber
sehr beschleunigt — auch im Vergleich zu Er-
wachsenen. Am beschleunigtesten ist sie in der
6.—8.Lebenswoche, wobei ein auffallender Lipoidmangel des
Blutes sich feststellen ldsst, so dass man geneigt wire von einer
biologisch fundierten ,Neugeborenenzeit“ zu sprechen. Im
Verhalten des Kinderblutes lidsst sich kein Unterschied zwischen
Knaben und Madchen finden und bestehen auch hier grosse
Schwankungen. »

Beschleunigt ist die Senkung unter patholo-
gischen Bedingungen, als da sind: mit Fieber verlaufende
Erkrankungen, entziindliche Prozesse, Blutkérperchenzerfall, Re-
sorption von Bakteriengiften, Zellzerfalls- und Eiweissabbaupro-
dukten im Korper. Die Senkungsbeschleunigung ist abhingig
vom QGrade des Zellzerfalls; ja zwischen Beschleunigung und Re-
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sorption lisst sich ein Parallelismus feststellen. Einschwemmung
von hoheren Eiweissspaltprodukten in die Blutbahn hat eine auf-
fallende Senkungsbeschleunigung zur Folge.

Parenteral in den Korper gelangtes fremdartiges Eiweiss
hatte schon nach 2 Stunden eine Senkungsbeschleunigung zur
Folge, und diese hielt bis zu 10 Tagen an. Dabei nahmen
Blutzellen hypoplastischer Form Eiweiss auf,
Zellen hyperplastischerForm aber gaben Eiweiss
ab; infolge des Reizes zeigt die rote Blutzelle die Tendenz ihr
verlorenes Gleichgewicht anzustreben, welche mehrere Tage anhiilt.

Stets ist vom Grade des Zellzerfalls im Ké&r-
per abhingig der Globulingehalt des Blutplasmas.
Den niedrigsten Dispersitétsgrad hat das sehr labile Fibrinogen,
in der Mitte steht das Globulin, wihrend das Albumin hochdispers
und daher relativ stabil ist. Die Eiweisskorper kénnen auch auf-
gefasst werden als ein Gemisch von kolloidalem Eiweiss und
Abbauprodukten desselben, welch letzteren die Eiweisskorper ihre
Loslichkeit verdanken. Treten im roten Blutkérperchen Globu-
line an die Stelle des Albumins, so andert sich ihr iso-
elektrischer Punkt, der negativ ist, indem er sich mehr
dem neutralen Blute ndhert, wobei eine grossere Nei-
gung zur Ausflockung oder Agglutination eintritt
und zugleich auch Senkungsbeschleunigung. Sen-
kungsbeschleunigend wirkt auch Cholesterin, indem es eine
elektrische Isolation der Zelle und damit eine Ladungsverminde-
rung bewirkt; Lecithin dagegen wirkt aufladend und
damit die Sedimentierung hemmend. Elektrolyte
bedingen Verlangsamung der Senkung und daher Quel-
lung der roten Blutkérperchen, welch quellende Wir-
kung auf kolloidale Eiweisskorper parallel geht mit der
Senkungsgeschwindigkeit. Auch durch Rontgen-
bestrahlung wird'die Sedimentierung beeinflusst, ebenso
wie durch Narkose und medikamentdse Einwirkung.
COp-Durchstrémung verlangsamt die Senkung ganz
unabhéngig von der Agglutination.

Als die Senkung beeinflussende Momente kénnen in Betracht
kommen Wechselbeziehungen zwischen Erythrozy-
ten und Suspensionsfliissigkeit bezliglich ihres spe-
zifischen Gewichts- oder Mengenverh#ltnisses zu
einander, denn mit steigender Menge der Blutkérper-
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chen verlangsamt sich dieSenkungsgeschwindig-
keit; weshalb die Forderung, dass Senkungsversuche
immer mit dem gleichen Volumen der Blutkdrperchen
ausgefiihrt werden sollen, berechtigt ist.

Als ndchstfolgende Ursache der beschleunig-
ten Senkungsgeschwindigkeit der Erythrozyten
ist ihre Agglutination zu betrachten: je grésser
die Neigung zu dieser, um so schneller senken
sich dieroten Blutkdérperchen.

Die Agglutination ihrerseits wird beschleunigt entweder
durch einen vermehrten Fibrinogengehalt des Plas-
m as oder, was wahrscheinlicher ist, nicht durch die reinquanti-
tative Hohe der Fibrinogenquote, sondern durch die im Plasma
sich findenden Eiweissfraktionen — in Sonderheit
durch den Globulinanteil. Durch letzteres wird die Agglu-
tinationsbeschleunigung in Abh#éngigkeit von der Plasmasta-
bilitat gestellt, wobei in Bétracht kommt die physikalische
Struktur der Eiweisskorper, welche eine Verschiebung nach der
grobdispersen Phase hin erfahren haben, was sich in Zu-
nahme der Labilitdit des Plasmas und der Senkungsbeschleuni-
gung #ussert.

Eine wesentliche Rolle bei der Sedimentierung spielen
der Lésungsgrad der roten Blutkdérperchen und
besonders der Viskosititsgrad der Blutfliissig-
keit; zwischen Senkungsgeschwindigkeit und
Viskositdtszunahme besteht ein Parallelismus,
denn die héchsten Werte der relativen Viskosi- -
tat finden sich immer bei den kirzesten Sen-
kungszeiten.

Die Hauptursache der Senkungsbeschleuni-
gung liegt also im Plasma, wéahrend den roten
Blutkdrperchen nur eine mitbestimmende Rolle
zukommt.

Analog dem Serumglobulingehalt kann die Sedimentierung
auch abhingig sein vom Nukleoproteidgehalt der roten
Blutkorperchen; ihr Haemoglobingehalt aber beein-
flusst in keiner Weise die Senkung.
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Untersuchungsmethoden fiir die Senkungsreaktion.

Plaut benttigt zur Ausfithrung seiner Untersuchungsme-
thode 7.5 cm Blut. In den 10 cem fassenden Probierzylinder,
welcher 1 cm. im Durchmesser hat und mit Millimeterstrichen
versehen ist, filllt er zuerst 2,6 cem einer 1,1 prozentigen Na.ci-
tricum-Losung, welcher 0,79, Na.chloratum zugesetzt ist, und
lisst dann tropfenweise Blut aus der vena mediana bis zum Teil-
strich 10 herabtropfen. Ablesen der Senkung nach 1, 6 und 24
Stunden und Notieren der erreichten Teilstriche.

Linzenmeier saugtineine genau graduierte 1 ccm Spritze
0,2 ccm einer frischbereiteten 5% Na.citricumldsung und darauf
0,8 ccm Blut aus der vena mediana. Durch weiteres Heraus-
ziehen des Stempels zieht man eine kleine Luftblase in die Spritze,
mischt durch mehrmaliges Kippen der Spritze den Inhalt sorg-
filtig und ftllt dann das Gemisch ins 5 mm weite Beobachtungs-
rohrchen — genau bis zum obersten Teilstrich, welcher 1 cem
anzeigt. Dann beobachtet man die Zeit, in welcher der
obere Rand der roten Blutkorperchen jenen Teilstrich erreicht
hat, der 18 mm unter dem obersten liegt.

Die Westergren’sche Methode arbeitet mit 2,5 mm wei-
ten Rohrchen von 30 cm L#nge, ein Gemisech von 2,0 Blut und
8,0 einer 8,8 % Na.citricumlésung zu einer 200 mm hohen Siule
in die Rohrohen fiillend. Ablesen nach 1, 2 und 3 Stunden.

Der von Katz modifizierten Westergren'schen Methode
bedient sich Musa, dabei jedoch 2 mm weite Réhrchen benutzend,
welche mit einer Sdule von 200 mm Linge gefiillt werden. Als Un-
tersuchungsobjekt dient ein Gemisch von 1,6 Blut und 0,4 einer
5% Na.citratlosung. Die Senkungsstrecken werden nach 1,2 und
8 Stunden notiert. Wenn die Senkung in der ersten Stunde
nicht auffallend gross ist, so berechnet man aus 8 aufeinander-
folgenden Stunden den ,Senkungsmittelwert“.

Von letzterem Gemisch saugt Gotze 1 ccm in die 5 mm
weite Lieberg’sche Tuberkulinspritze und stellt sie dann senk-
recht anf. Von oben gerechnet entspricht der 30, Teilstrich der
Linzenmeier’schen 18 mm-Marke, welche als das zu erstre-
bende Ziel der Senkung anzusehen ist. Ablesen erfolgt alle 10
Minuten.

2 ccm desselben Gemisches fiilllen Peschel und Vida in
5 mm weite, graduierte Rohrchen des Sahli’schen Haemoglo-

2
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binimeters, so dass die Sdule gerade bis zur Marke 100 reicht.
Das Ablesen erfolgte in der ersten Stunde alle 10 Minuten, in
den nichsten 2—38 Stunden aber alle 30 Minuten. Die abgelesenen
Zahlen ergaben die jeweilige Senkungshohe in Prozenten der
Gesamthéhe und wurden in Kurvenform in ein Koordinaten-
system eingetragen, dessen senkrechter Schenkel die Hohe der
Blutkérperchensdule und dessen wagerechter die Zeit des Ablesens
angibt. Bei Senkungsbeschleunigung treten die grossten Aus- -
schlige in der ersten und zweiten Stunde auf.

Der besseren Ubersicht wegen habe’ ich die oben angefiihr-
ten Untersuchungsmethoden in eine vergleichende. Tabelle ge-

ordnet. .
Wester- Linzen- Peschel- Katz "
Plaut gren meier Vida Musa) Gotze
Héhed.Blutséiule 113 mm 200 mm 51 mm 100 mm 200 mm  Lieberg’sche
Spritze
Blutmenge 7,5 cem 2,0 ccm 0,8 cem 1,6 ccm 1,6 ccm 0,8 ccm
D“‘Egﬁg;ﬂf d yem 25mm  5mm 5 mm 2 mm 5mm

Sol. natrii citrici 2,5 Gemisch 3,8%; 8,0cem 5%; 0,2cem 5%; O,4cem 5%;0,4 cem 5%,0,2 cem
aus 1,1 Na.citricum v ‘
+0,7 Na.CL

Plaut, Westergren, Peschel, Vida, Musa und
Gotze rechneten mit Teilstrichen, welche die Senkung
in bestimmten Zeiteinheiten erreichte; Linzenmeier bestimmte
die gebrauchte Zeit, in welcher die Senkung jenen Teilstrich
erreicht hatte, der 18 mm unter dem obersten lag.

Keine der aufgezihlten Methoden ist frei von Nachteilen.
Hervorgehoben sei hier nur, dass die Plaut’sche zur Beobach-
tung grosse Blutmengen benttigt, was bei Wiederholung
der Untersuchung sich als unliebsam erwiesen hat; und dass die
Linzenmeier’sche sehr zeitraubend ist — besonders bei
Féllen mit langsam vor sich gehender Senkung, wobei es sehr
schwer ist den Zeitpunkt genau festzustellen, wann der Teilstrich
18 mm wirklich erreicht ist..

Noch auf folgendes macht Linzenmeier aufmerksam.
Er untersuchte ein und dasselbe Blut in Glischen von 5 mm
Durchmesser und erhielt die Senkungsreaktion nach 12 Stunden
40 Min., in Glischen von 4 mm Durchmesser aber war die Sen-
kungsreaktion schon in 8 Stunden 81 Min. erreicht — engere
Senkungsrohrchen beschleunigen also die Sen-
kung, welcher Umstand beim Gegeniiberstellen der von ver-
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schiedenen Autoren erhaltenen Senkungswerte in Betracht ge-
zogen werden muss.

Weiter sah er gesunde Minner die Reaktion um 8 Uhr mor-
gens in 12 Stunden 40 Min. geben, um 2—3 Uhr nachmittags
aber in 8 Stunden — also auch die Tageszeit spielt
bei der Senkungsreaktion eine Rolle.

Wihrend Josefowicz vorausgegangenen grosseren
Mahlzeiten und Biischer der Nahrungsaufnahme oder
gar bestimmten Nahrungsgruppen einen Einfluss auf
~ die Senkungsreaktion zumessen, verneint das H. L&hr.

Nach Linzenmeier miissen die Glischen der Reinigung
gut zugdnglich sein und sterilisiert werden konnen, um Bakte-
rienwirkung als Fehlerquellen auszuschalten. ,

Berzeller weist darauf hin, dass schon durch eine
sehr geringe Schiefstellung der Senkungsréhr-
chen die Senkung sehr erheblich schneller
wird, als sie es in senkrechter ist. Nur peinlich genaue senk-
techte Stellung der Untersuchungsrohrchen schiitzt vor unter-
laufenden Fehlern wihrend der Beobachtung. — Mit steigen-
der Verdiinnung verschwindet die scharfe Grenze zwischen
Blutkdrperchen und Plasma mehr und mehr; Schiitteln bedingt
Anderung im Ausfall der Reaktion; ebenso die Zeit, welche
zwischen .der Blutentnahme und der Untersuchung verstreicht.

Wie Josefowicz zeigte, ist die Senkungsgeschwindigkeit
ausser von bestimmten Krankheitsprozessen, auch noch von rein
dusseren Momenten abhingig — wie z. B. von der
Temperatur, in welcher die Versuche ausgefiihrt
werden. Diese Angabe ist von Lowenberg bestitigt wor-
den, der die Senkungsgeschwindigkeit bei Eisschranktempe-
ratur niedriger, bei. Brutofentemperatur aber héher fand, als bei
Zimmertemperatur. Das gilt nicht nur fiir normale Fille, sondern
auch fiir die meisten Félle beschleunigter Blutkorpersenkung.

Wie vorhin schon ausgefiihrt, verlangt Rothe, dass man
bei Senkungsbeobachtungen die hierbei zu Tage tretenden 8
Phasen analysieren solle: die Priagglutination — das
langsame Sinken, die Agglutinationssenkung — das
schnelle Sinken und die Sackung — die Phase der Hemmung
durch Raumbeschriinkung, weil die Ursachen fiir die verschiede-
nen Phasen nicht absolut die gleichen sind.

Blumenthal macht auf 8 Nebenbeobachtungen bei Sen-

o



20 A, PALDROCK AVIL4

kungsreaktionen aufmerksam. Nach Ablauf der Senkung kann
man deutlich 8 Schichten unterscheiden; oben das klare Serum,
denn die weissliche Schicht — die Leukozyten, und unten dle
Stiule der abgesetzten Erythrozyten.

1) 24 Standen nach aufgesteliter Senkungsreaktlon
kann men die einzelnen Schichten miteinander vergleichen und
Schliisse ans den verglichenen Werten ziehen.

2) Die weissliche Schicht besteht aus Leuko-
zyten, und ist normalerweise bei einer Zahl von 7000 Leuko-
zyten im Kubikmillimeter etwa 1,8—1,6 mm breit. — Bei Leu-
kozytosen tritt eine entsprechend breitere Scheibe auf, wih-
rend bei Leukopenien nur ein ganz schmaler Saum von
Leukozyten sichtbar ist.

3) Das normalerweise einen weisslichgelben Ton aufwei-
sende Serum zeigt bei deutlich intensiv gelbem Ton mit
Sicherheit eine Erhthung des Bilirubingehaltes des Serums an und
lisst dadurch wichtige Schliisse auf vorhandene Haemolyse zu.

Durch diese 8 Nebenbeobachtungen hebt sich
der Wert.der Senkungsprobe.

Horvat findet, dass die Linzenmeier’sche Methode
folgende Vorziige hat: sie ist einfach, genau, allen
zuginglich und billig.

Einfach, weil das Resultut leicht abzulesen ist und wenig
Blut benétigt wird, was wiederholte Untersuchungen ermdglicht;
die Genauigkeit hingt ab: von der untersuchten Blutmenge,
Form und Durchmesser der Untersuchungsglischen, Hthe der
Blutsiule, Menge und Konzentration der verwandten Na.citricum-
losung und von der Art des Ablesens der Resultate. Die von Lin-
zenmeier verwandten, 5 mm im Durchmesser messenden Glis-
chen sind in ihrer ganzen Linge technisch noch genaun schleifbar
— schliessen also Fehlerquellen aus, die bei nicht innengeschliffe-.
nen engeren Glischen unvermeidlich sind (ihrer wellenartigen
Oberfliche wegen). _

Das Reinigen der 5 mm im Durchmesser messenden Glis-
chen ist leicht ausfiihrbar, was bei 3 mm-Glidschen sehr er-
schwert ist, besonders wenn dieselben, wie bei Westergren,
30 cm lang sind.

So hat sich die Linzenmeier’sche Methode einen grossen
Anhang geschaffen, und die meisten Untersuchungen sind nach
derselben ausgefithrt worden.
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Es galt aber einige Misstlinde, welche sich erst beéim Arbei-
ten herausgestellt hatten, zu beseitigen. -Schlecht sichtbare oder
schlecht zuglingliche Venen bei Frauen, und insbesondere bei Kin-
dern, zwingen die Vena-Punktion zu umgehen ; auch striiuben sich
die Patienten gegen eine wiederholte Blutentnahme aus der Vene,
wenn dies zu oft geschieht; dagegen lassen sie sich einen Tropien
Blut gern entnehmen, weshalb Linzenmeier und Raunert
folgende Mikromethode ausgearbeitet haben, um mit einem
einzigen ' Tropfen Blut die Senkungsreaktion an-
zustellen: in eine Kapillare, die eine lichte Weite von 1 mm
hat, wird bis zur Marke a = 12,5 mm 5 % Na.citricumlésung
eingesaugt; hierauf lisst man von der angestochenen Fingerbeere
oder dem Ohrlippchen einen Tropfen Blut in die Kapillare bis
zur Marke b = 62,5 mm_ nachfliessen und hat auf diese Weise
das Verhiltnis von 1:4 zwischen Na.citricumldsung und Blut
erreicht;; Durchmischung durch 8 maliges vorsichtiges - Hoher-
saugen in die angebrachte Erweiterung der Kapillare und Zurick-
fliessenlassen bei wagerechter Haltung; nachdem die Mischung
wieder in die Kapillare zuriickgeflossen ist, befestigt man die
Kapillare senkrecht in einem 6 Kapillaren fassenden Gestell;
Ablesen mit Hilfe von Millimeterpapier oder indem man 18 mm
durch einen Reiter abgrenzt, um das Senkungsziel zu markieren.

Die Resultate dieser Mikromethode mit
denen der Makromethode verglichen zeigten,
dass Zeit und Plasmaschicht bei beiden genau
iibereinstimmten.

Die Senkungsreaktion méglichst einfach, schnell
und allerorts ausfiihren zu kénnen war auch der
Leitgedanke Kaufmanns bei seiner Mikro- und Schnell-
methode. Er arbeitet mit 10 cm. hohen und 1 mm weiten
Kapillaren, so dass' zur Anstellung der Reaktion hdchstens 2
Tropfen (0,1) Blut erforderlich sind. Die Kapillaren sind aus-
laufsicher mit einem Patentverschluss versehen und tragen bei
100 und 70 mm Hbhe eine Graduierung. Die Fallstrecke von
80 mm entspricht .der der Linzenmeier’schen Rthrchen von
18 mm-nahezu genau. Ein Gestell flir 12 Senkungsréhrehen,
mit millimetergraduierter Milchglasskala als Hintergrund, ermég-
licht genaues Ablesen nach: Zeit und Hohe der Senkungssiule.

Das idealste Untersuchungsgemisch ist ein solches von 0,02
mgr Hirudin +4 0,1 ccm. Blut, das unmittelbar auf der Fingerbeere
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hergestellt wird ; oder man bedient sich spezieller Mischkapillaren
zu Herstellung von Zitratblutgemisch, welches in gleicher Weise
untersucht wird. Da fiir den Ausfall der Senkungsreaktion die
Plasmalabilisierung massgebend ist, so muss der Zusatz bestimmter
kolloidaler Lésungen zum Blut eine Senkungsbeschleunigung zur
Folge haben. Am besten bewihrte sich der Halbzusatz einer 8%
Gummiarabicum-Losung unter Verwendung von 0,71% Na.citrat-
+ 0,72% Na.Cllosung "zur Verdiinnung, resp. zur Verhinderung
der Gerinnung. Nach hochstens einer Stunde kann das Resultat
der Reaktion abgelesen werden.

Ich trage Bedenken, ob eine kiinstliche Viskositéitserh6hung
der zu untersuchenden Blutproben zuldssig ist und ob dadurch
nicht Fehlerquellen geschaffen weérden.

Von den hier wiedergegebenen Methoden ist die Linzen-
meier’sche Mikromethode die am meisten zusagende, was ich
auf Grund eigener Erfahrungen bestitigen kann. Nur peinlich
genaues Befolgen aller Vorschriften schiitzt den mit ihr Arbel-
tenden vor sonst sich emschlelchenden Fehlern.

Die Senkungsreaktion bei Krankheiten und ihr
diagnostischer und prognostischer Wert.

Schiirer und Eimer berichten iiber Senkungsgeschwin-
digkeitsbestimmungen bei etwa 400 inneren Erkrankungen.
Eine erhebliche Beschleunigung der Sedimen-
tierung fand sich bei allen fieberhaften Infektions-
krankheiten, aber auch bei zahlreichen anderen Erkrankun-
gen, z.B. Nephritis, Arteriosklerose, Gicht, malignen Tumoren, Base-
dowscher Krankheit und Leberzirrhose. Bei Nierenkrank-
heiten hat auch Bennighof extremste Beschleunigung ge-
funden; bei Niereninsuffizienz aber sah Leendertz
durchweg Verlangsamung. '

Wiechmann und Schréder untersuchten 23 Patienten
mit Leberinsuffizienz nach Genuss von 300 ccm Milch im
niichternen Zustande, bei Bettruhe wihrend der Dauer von 3
Stunden, in Intervallen von je 20 Minuten — die Leukozytenzahl,
den Blutdruck und die Sedimentierungsgeschwindigkeit der roten
Blutkérperchen bestimmend. Ohne  iiber die Wertigkeit der
Widal’schen Probe urteilen zu wollen, kénnen -sie aber doch
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erkliren, dass die Angabe Retzlaffs — die haemoklasische Krise
sei bel nachweislich kranker Leber immer positiv — nicht zu
Recht besteht. Bei normaler #ndert sich die Senkungs-
geschwindigkeit durch Milchzufuhr nicht. In Féllen, wo klinisch
eine Parenchym-Schédigung der Leber zu erwarten war, ging
ganz vereinzelt ein Leukozytensturz resp. Absinken des Blut-
druckes mit einer Senkungsbeschleunigung parallel. — Be-
kanntlich sieht Widal als Grundlage fiir die anaphylaktischen
Erscheinungen und fiir die ihr folgende Antianaphylaxie eine
plotzliche Zustandséinderung von Blutbestandteilen an, die er als
haemoklasische Krise bezeichnet, und zwar hat sie als Ursache
eine brliske Stérung des physikalischen Gleichgewichts des Plas-
mas, resp. seiner Kolloide infolge des Ubertritts unvollstindig
abgebauter Eiweissprodukte in die Blutbahn. An dieser Stelle
sei nochmals erwihnt, dass auch fiir die Senkungsbeschleunigung
mancherseits eine Anderung der physikalischen Struktur des
Blutplasmas resp. der D1spers1tat der Plasmakolloide verantwort-
lich gemacht wird. '

Nachdem es gelungen war, anaphylaktlsche Erschelnungen
durch subkutane Eiweissinjektionen, intraventse Einspritzungen
salinischer Substanzen und sogar #ussere Kilteeinwirkung (pa-
roxysmale Haemoglobinurie) auszuldsen, versuchten Caspari,
Eliasberg und Fiegel mit Hilfe der Senkungsmethode einen
Einblick zu bekommen in die den anaphylaktischen Erscheinun-
gen zugrunde liegende Anderung im Gleichgewichtszustande der
Blutkolloide. Ihre Untersuchungen ergaben, dass es oft
moéglich ist, diese Gleichgewichtsstérung auch
dann nachzuweisen, wenn der Reiz, der durch
parenterale Eiweisszufuhr gesetzt wird, nicht ausreicht,
um die klinischen Erscheinungen der Serum-
krankheit auszuldsen.

Vaccinations- und Reagenzglasversuche lassen nach Leen-
dertz an einen Zusammenhang der beschleunigten Sedimentie-
rung mit immunisatorischen Vorgingen im Korper denken; viel-
leicht bedingt die Anwesenheit von Immunkérpern im Blutplasma
eine Zustandsinderung im physikalisch-chemischen Sinne, die in
einer Beschleunigung der Sedimentierung ihren Ausdruck findet.
Stukawski priifte den Einfluss der subkutanen, intra-
kutanen undperkutanen Tuberkulinapplikation
auf die Sedimentierung der Erythrozyten (Senkungsreaktion), um



24 A. PALDROCK AVIIL,

auf diesem Wege die Frage zu kléiren, ob in der Wirkung
dieser 8 Anwendungsweisen des Tuberkulins
auf den Kérper grundsédtzliche oder nur grad-
weise Unterschiede bestehen.

— 0,03 mg. Alttuberkulin subkutan ergab nach 24 Stun-
den meist Zunahme der Senkungsreaktion = positiven Aus-
schlag; ‘

— bei kutaner Applikation (Ponndorf-Impfung) fand sich
in 60% der Félle verzogerte Senkungsreaktion =— negativer
Ausschlag, wihrend nur 40% positiven Ausschlag gaben;

— bei perkutaner Applikation (Moros Ektebin) fand
sich bei Tuberkulésen mit aktiven Prozessen ein auffallender
negativer Ausschlag der Senkungsreaktion.

Bei subkutaner Applikation gelangt also das
Alttuberkulin als giftiger Reizstoff zur Wirkung,
— wihrend bei intrakutaner und perkataner Anwendung die
immunisatorische Funktion der Haut in Tatigkeit tritt und auch
die von derselben gebildeten Antikorper zur Wirkung gelangen.

Es besteht demnach zwischen der subkutanen
Tuberkulinbehandlung einerseitsund der kutanen
nebst perkutanen andererseits ein grunds#tz-
licher, zwischen beiden letzteren nur ein grad-
weiser Unterschied.

Weiter sah Leendertz bei Infektionskrankheiten
und Tumoren eine beschleunigte Sedimentierung
der Erythrozyten im Zitratblute; dagegen aber geht die Sedi-
nientierung bei zyanotischen Zustéinden und Nieren-
insuffizienz durchweg langsam vor sich.

Stuhlmann fand, die Linzenmeier'sche Methode verein-
fachend, bei allen Infektionskrankheiten und bei Ma-
laria die Senkungsgeschwindigkeit beschleunigt. Wihrend
des Intervalls wird die Senkungsreaktion nicht normal,
nach jedem Fieberanfall aber ist sie héher als vorher. Wihrend
der Chininbehandlung wird sie allméhlich normal, was ein- sicheres

Zeichen fiir normalgewordene Blutbeschaffenheit ist.
' W. Léhr teilt unter weiteren Ergebnissen mit, dass bei
Strumen, Rachitis, Perthesscher Hiiftgelenkerkrankung und Osteo-
chondritis keinerlei Beschleunigung beobachtet wurde. Gering
war die Beschleunigung bei chronischen Entziin-
dungen, sowie wenn es sich um Geschwiirsflichen handelte,
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die wenig resorbierten; sobald aber eine akute Verschlimmerung
eintrat, nahm auch die Senkungsgeschwindigkeit zn. Das Gleiche
liess sich bei bosartigen Tumoren beobachten.

Regelmissig war Beschleunigung bei Ent-
ziindungen, und zwar stand die Gr9sse des Ent-
ziilndungsherdes in direkter Beziehung zur Be-
schleunigung — bei Pneumonie und Peritonitis 15 und 50
statt normaler 150—500 Minuten; auch bei Knochentuberkulose
wurden die gleichen Erfahrungen gemacht. Senkungbe-
schleunigend wirken auch Frakturen und operativ ge-
setzte Wunden bis zu ihrer Vernarbung, also 6—10 Tage lang;.
bei Reizkorpertherapie wurde dasselbe beobachtet, wihrend
schwerer anaphylaktischer Choks blieb aber die Beschleum—
gung aus.

Schubert fand als untere Grenze der Senkungsgeschwin-
digkeit bei normalen und pathologischen Befunden bei Min-
nern 480 und bei Frauen 200 Minuten. Nach subc.-Injektionen
von Ovoglandol bei Ménnern und Testiglandol - bei
Frauen trat bei Minnern eine Verkiirzung der Senkungsge-
schwindigkeit um etwa 20 Minuten, bei Frauen eine Verlangsa-
mung von 15—40 Minuten gegeniiber den Kontrollen ein.

Nach Pribram und Klein tritt Beschleunigung
der Senkungsgeschwindigkeit ein bei: Fieber, Tumoren, Ver-
mehrung einer bestimmten Fraktion des Reststiokstoffes, Hyper-
cholesterinimie, Animie, verminderter Serumrefraktion und er-
héhter Viskositit; verlangsamt ist sie bei: Polyglobulie,
erh6hter Serumrefraktion, vermmderter Viskositit, Zyanose und
Ikterus.

An 58 Patienten mit inneren Krankheiten liess sich
nach Bennighot zelgen dass die Senkungsgeschwindigkeit
in weiten Grenzen bei den mannigfaltigsten Krankheitsbildern
differieren kann. Das geringste Senkungsbestreben lassen
Patienten mit neurasthenischen, neuralgischen und leichten Lokal-
erkrankungen erkennen. Dagegen findet sich extremste Be-
schleunigung bei Nierenkranker und schweren Tuberkuldsen.

Fahraeus fand die Senkungsgeschwmdigkeit im' Blute
Schwangerer vom 3. Monat an beschleumgt Linz enme ier
vom 4. Monat an.

Bei puerperalseptlschen Erkrankungen fanden
Mahnert und Horneck die Senkungsgeschwindigkeit iber
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‘die Grenzen der in normalem Wochenbett gefundenen Werte

hinaus gesteigert. Die Therapie bewirkt Schwankungen
der Senkungsgeschwindigkeit, und zwar nimmt sie bei klinisch
giinstig verlaufenden Fillen bis zum Eintritt des Schiittelfrostes
ab und umgekehrt — bei den ungiinstig verlaufenden Erkran-
kungen zu.

Rosenfeld untersuchte 500 chirurgische Patienten nach
der Linzenmeier’schen Methode und fand bei Gruppen-
erkrankungen, Infektionskrankheiten, Tumoren und Frakturen
die Senkungsgeschwindigkeit beschleunigt. Steril
verlaufende Operationen, mit grosserem oder geringerem Zellzer-
fall und Resorption des Materials verbundene Frakturen, Zell-
zerfall der Geschwulst, Zerfall der Leukozyten bei Carcinom und
geformter Elemente bei sterilen Operationen und bei Frakturen, aus-
serdem noch Zerfall des Fettgewebes zeigten, dass die Sen-
kungsreaktion sich proportional verhilt zur Aus-
dehnung, Intensitit, Resorption und Dauer dieser
Prozesse. Sie erméglicht ein Urteil fiber den
Allgemeinzustand und die Grésse des Zellzerfalls
im K&rper. Sie ist eine genauere Reaktion als Temperatur-
ausschlige und kann einem Temperaturanstieg vorausgehen oder
sogar ohne einen solchen verlaufen. IThrer hochgradigen
Empfindlichkeit wegen ist grosse Vorsicht bei
ihrer praktischen Bewertung angezeigt.

Schon frither hat Westergren sich dafiir ausgesprochen,
dass die Senkungsreaktion ein weit zuverlissigeres
Kriterium fiir die Aktivitdt oder besser fiir die
Intensitit eines pathologischen Prozesses ist, als
die Korpertemperatur, was von Rosenfeld bestitigt
worden ist.

Nach W.und H. Lo hr finden sich stets parallel zur Senkun g s-
beschleunigung eine erhebliche Viskosititszunahme und
~ eine Vermehrung des Globulingehaltes. Am deutlichsten zeigten
sich stimtliche Verinderungen bei sterilen Operationen,
wobei der Ausschlag im Verhidltnis zur Grosse
des Eingriffes wéchst. _

Haller sah bei primédrheilenden Wunden beschleu-
nigte Senkung und nach erfolgter Heilung wieder normale Werte
eintreten. — Bei Eiterungsprozessen — also beim Gewebszerfall —
handelte es sich stets um deutlich beschleunigte Senkungs-
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geschwindigkeit. Er meint, dass auf diese Weise durch die
Senkungsreaktion die Zahlung der Blutklirperchen melqtens er-
setzt werden kann.

In 53 Carcinomfillen vorgenommene Senkungsreaktlonen
ergaben Hoffgaard stets starke Beschleunigung; ulcus-Kranke
aber gaben normale Werte.

Plaut untersuchte 220 geisteskranke Minner, davon
48 Paralytiker, 24 mit Lues cerebri und 9 Arteriosklerosefille.
Die Mehrzahl der Fille von Paralyse, Lues und Arteriosklerose
ergab beschleunigte Senkungsreaktion; er fand aber
im Gegensatz zu diesen Verlangsamung bei Psychopathien, Me-
lancholie, Dementia praecox und Epilepsie.

Das Frauenmaterial betraf 122 Fille, davon 40 Para-
lysen. Auch bei den Frauen zelgte sich bei Paralyse sehr
beschleunigte Senkung. '

Léwenberg fand bei seinen. Untersuchungen, dass fol-
gende drei Psychosen immer senkungbeschleunigend - wirken:
am ausgesprochensten die Epilepsie und zwar unab-
héngig von etwaigen Anfillen, weniger deutlich die Dementia
praecox, wihrend bei der Paralyse sehr unregelmissige Kurven
vorkommen — insbesondere so, dass bei Zimmertemperatur die
geringste Senkungsgeschwindigkeit beobachtet wird.

Glaus und Zutt finden als Resultat ihrer Untersuchun-
gen, dass unter den Schizophrenien die mehr. katatonen
und organischen Fille, besonders im akuten Stadium, sich gegen-
iiber anderen Formen der Schizophrenie durch verh#ltnis-
méssig grosse Senkungsgeschwindigkeit und eine charakteri-
stische .Gesehwindigkeitsformel abzuheben scheinen.

Dreyfuss, nach Linzenmeiers Methode arbeitend, fand
bei einem 17-jihrigen Midchen nach iiberstandener Pneu-
monie, trotz volliger Entfieberung, als das einzige objektive
Symptom der nicht fortschreitenden Rekonvaleszenz das Fort-
bestehen einer starken Senkungsbeschleunigung.
Nach 5 Wochen trat ein trophisches Geschwiir (mal. perforans
pedis) am linken Fuss auf, wobei einwandfrei eine bestehende
Myelitis festgestellt wurde. ,

Pulian und Tomovici, nach Linzenmeiers modifizierter
Methode untersuchend, fanden bei organischen und funktionellen
Erkrankungen des Nervensystems, welche nicht syphiliti-
schen Ursprungs waren, normale Senkungsge-
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schwindigkeit. Bei Tabes und Paralysis progres-
siva betrug die Senkungsgeschwindigkeit oft das 4—s-
fache der des normalen Blutes und war in einigen Fillen die
Sedimentierung schon in !/, Stunde vollendet. Bei Nervenlues
scheint die Beschleunigung grosser und konstanter zu sein, als
bei florider; alle untersuchten Fédlle aber ergaben
Beschleunigung. Paraplegien auf syphilitischer Grundlage
ergaben Beschleunigung, wihrend die anderer Aetlologle sie
nicht ergaben.
‘ Tomovici und Brauer untersuchten nach Lmzenmeler
40 Fille von manifester Lues — 4 Fille Lues I und 36 Fille
Lues II, wovon 10 behandelte. In 756%, der Fille war die Sen-
kungsgeschwindigkeit beschleunigt und nur in 259/, derFille war sie
normal ;in allen 4 Fillen von LuesIwar Beschleunigung vorhanden.
Zwischen der Intensitit der klinischen Erscheinungen und der Sen-
kungsgeschwindigkeit liessen sich keine Beziehungen feststellen.
Pewny betont, dass bei Lues die Senkung nicht
regelmissig beschleunigt ist; nur bei generalisierten
exanthematischen Formen wund umfangreichen
gummdsen Erkrankungen wurde sie konstant
gefunden; differentialdiagnostisch -~ ist sie nicht ver-
wertbar, ' ‘ '
Gyorgy untersuchte nach Linzenmeier 10 frische unbe-
handelte Fédlle von angeborener Syphilis. Ihre Sen-
‘kungszeit betrug 8-—-28 Minuten — statt der 90 Minuten der
normalen Siduglinge; also eine #usserst beschleunigte Senkungs-
geschwindigkeit, die selbst die Durchschnittswerte der von Lin-
zenmeier im Gravidenblut und - der von Bischer bei der
erworbener Lues Erwachsener .gefundenen erheblich Ubertrifft.
Biétzold untersuchte nach Linzenmeler das Blut von 43
luetischen und 17 nicht luetischen Siuglingen und
Kindern im Alter von 8 Wochen bis 2!/, Jahren und fand bei
denluetischen S#uglingen‘die Senkungsgeschwindigkeitdeutlich
beschleunigt, was aber nach spezifischer Behandlung zurlick-
geht. Im Alter von 8 Wochen big zu: 1 Jahr war die. mittlere
Senkungszelt bei luetischen Kindern 19—88 Minu-
ten, wihrend. sie bei nicht luetischen 90--160 Minuten war.
Berde machite 1110 Senkungsgeschwindigkeitsbestimmun-
gen an 46 gesundén, 871 hautkranken und 349 geschlechtskran.
ken Personen. Im Material sind 58 verschiedene Dermatosen und
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verschiedene Stadien und Komplikationen der Geschlechtskrank-
heiten vertreten. Es gibt kaum eine .Dermatose, bei-der in ein-
zelnen Fiéllen die Senkungsgeschwindigkeit nicht normal sein
kann; je inniger aber sich das Verhiltnis zwischen Hautver-
inderung und Gesamtorganismus gestaltet, um so hiéufiger findet
man eine Senkungsbeschleunigung.

Patienten mit beschleunigter Senkungsreaktion haben nach
Moral immer ein organisches Leiden. Die Senkungsbeschleu-
nigung ist kein obligates Friihsymptom derLungen-
tuberkulose; bei beginnender Lungentuberkulose bedeutet
eine stirkere Beschleunigung der Senkungsreaktion ungilinstige
Prognose, bei fortgeschrittener aber ist eine normale Senkungs-
reaktion glinstig zu beurteilen. Die Senkungsreaktlon geht den
{ibrigen Symptomen anniihernd parallel. Fiir die Differen-
tialdiagnose ,Geschwulst oder Entziindung* leistet
sie keine Dienste. } ‘

Dreyfuss und Hecht finden auf Grund der 108 unter-
suchten Fille, dass die Senkungszeit in Beziehung steht zum
Charakter der Tuberkulose und wertvolle Anbhaltspunkte
fir die Prognose gibt. Bei beginnender chronischer Lun-
gentuberkulose findet sich nur eine geringe Beschleunigung der
Senkung; zirrhotische Prozesse geben relativ hohe Senkungs-
zahlen (100—160 Minuten), exsudative aber ganz niedrige Werte
(15—30 Min.). Kavernen bedingen Beschleunigung der Senkung.
Interkurrente Erkrankungen (Grippe) beeinflussen die Senkung
wie eine Verschlimmerung; bei ihrem Abklingen steigt die Sen-
kungszahl wieder an, wenn infolge der sekundéren Erkrankung
nicht eine Verschlimmerung der Tuberkulose eingetreten ist.

G 8tze untersuchte 200 Tuberkuldse und konnte bestitigen,
dass die Senkungsreaktion durch ihren negativen Ausfall (Ver-
langsamung) die Diagnose ,Keine Tuberkulose* unterstiitzt;
dass ihr deutlich positiver Ausfall (Beschleunigung) eine Ver-
schlimmerung des Leidens begleitet; und dass ein jaher Absturz
der Kurve wiederholt gemachter Senkungsreaktionen durchweg
der in den schweren Fillen des III. Stadiums gestellten schlechten
Prognose entspricht.

Nach Gyorgy weisen Tuberkulése starke und nach Ben-
nighof schwere Tuberkuldse extremste Beschleunigung auf; bei
Knochentuberkulose stand nach W.Ld&hr die Grosse des Krank-
heitsherdes in direkter Beziehung zur Beschleunigung der Senkung.
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- S. Miiller konstatierte einen Parallelismus zwischen der Sen-
kungszahl und der Schwere des. Lungenbefundes bei Lungen-
tuberkulose. Die Reaktion ist jedoch nur von Wert filr die
Beurteilung - des augenblicklichen Zustandes,
gestattet aber keinen Schluss auf die weitere Entwickelung des
Lungenprozesses — ist also nicht prognostisch.

Petschacher fand den Gehalt an Gesamteiweiss im Serum
29 Tuberkulosekranker erhoht; die relative Vermehrung der
Globulinfraktion steht in direktem Verhiltnis zur Ausbreitung
des Prozesses und die Blutkirperchensenkungsgeschwindigkeit
nimmt mit der Aktivitit des Prozesses zu, wobei aber Abweichun-
gen nicht selten sind. Zur Vermeidung von Fehlern sind bei
einer Prognosestellung alle Untersuchungsmethoden heranzuziehen.

Schiirer und Eimer fanden bei fieberfreien Tuberkulosen
nur die schweren progredienten Fille sehr kurze Sedimentie-
ringszeiten aufweisend, so dass die Senkungsreaktion hier viel-
leicht eine prognostische Bedeutung gewinnen kann.

~ Beobachtungen an 18 Fillen lehrten Schneider, dass
mit der klinischen Besserung der Lungentuberkulose
bei der Pneumothoraxbehandlung eine Abnahme der Sen-
kungsgeschwindigkeit der roten Blutkorperchen zusam-
mengeht ; umgekehrt aber bei Verschlechterung eine Zunahme der
Senkungsgeschwindigkeit eintritt. Im Rahmen des Gesamtbildes
gibt die Senkungsprobe einen Anhaltspunkt fiir die Auflassung
des Pneumothorax, dessen Schliessung nicht erfolgen darf, bevor
der Senkungswert normal geworden ist.

Kaufmann ist der Meinung, dass die Senkungsreaktlon
wenn sie auch keine spezifische ist, doch diagnostischen und
prognostischen Wert bei Lungentuberkulose haben kann.

E. A. Schmidt sieht in der Senkungsreaktion eine Be-
reicherung der Hilfsmittel fiir die Diagnose der
Lungentuberkulose. Da sie eine nichtspezifische Reak-
tion ist, so diirfen ihre Resultate nur mit Einschrinkung und
unter starker Kontrolle durch die iibrigen Untersuchungsmethoden
verwertet werden.

Alterthum fand bei aktiver Lungentuberkulose stets
beschleunigte Senkung; doch kommt der Senkungsprobe fiir die
Aktivititsdiagnose keine grossere Bedeutung zu als der Tempe-
raturmessung. Differentialdiagnostisch ist die Senkungsprobe
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nicht verwendbar. Fiir die Prognose lassen sich nur fortlaufende
Feststellungen der Senkungsgeschwindigkeit verwerten.

Bei tuberkultsen Kindern ist nach Pfliiger der diagnosti-
sche Wert der Senkungsprobe, wenn schon sie in einzelnen Fillen
einiges leistet, doch gering. Normalwerte fiir die einzelnen
Altersstufen lassen sich nicht aufstellen. Ganz entgegensetzter
Ansicht aber ist Dehoff, welcher die Senkungszahl der Erythro-
zyten bei der kindlichen Tuberkulose fiir ein wertvolles kli-
nisches Hilfsmittel hilt in diagnostischer, differentialdiagnosti-
scher und prognostischer Beziehung und zur Kontrolle spezifi-
scher Therapiee. Hohe Senkungszahl berechtigt zu
giinstiger Prognosestellung, niedere mahnt zur
Vorsicht.

Bei Augenerkrankungen kommt, wie Horvath
an 200 Kranken mit Augenaffektionen feststellte, der Senkungs-
reaktion keine diagnostische Bedeutung zu.

Stuhlmann hilt ihren diagnostischen Wert bei
manifester oder latenter Malariafiir nicht gross— daeine mani-
feste Malaria auch ohnedies erkennbar ist, eine latente aber durch
den Nachweis einer beschlennigten Senkungsreaktion nicht sicher-
gestellt wird, da zuviel andere Krankheiten dieses Symptom
aufweisen.

Nach Schiirer und Eimer kommt eine grosse diagno-
stische Bedeutung der Senkungsgeschwindigkeit nicht zm, weil
die Erscheinung dafiir zu h#iufig und zu vieldeutig ist. Gelegentlich
kann die Sedimentierungsbeschleunigung als objektives Krank-
heitszeichen von Wert sein, z. B. bei rheumatischen Beschwerden.

Pribram und Klein sind der Meinung, dass éin binden-
der Schluss aus dem Senkungsverlauf auf bestimmte klinische
‘Daten nur unter Beriicksichtigung aller in Betracht kommenden
Faktoren moglich ist.

. H. Lohr wandte das Verfahren nach Linzenmeier bei
mehr als 600 Patienten an. Die Methode erscheint brauchbar
bei differentialdiagnostischer Abgrenzung von ent-
ziindlichen Prozessen —gegeniiber nichtentziind-
lichen. Die Abgrenzung von Entziindungen gegeniiber Tumo-
ren ist jedoch damit nicht moglich. — Am wertvollsten erwies
sie sich in der Pathologie der Knochenerkrankungen im oben-
angefilhrten Sinne.

L
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A. Vida kommt auf Grund von iiber 100 Versuchen an
Frauen zum Ergebnis, dass die Senkungsgeschwindigkeit der
roten Blutkdrperchen zur Zeit noch nicht differentialdiagno-
stisch verwertet werden kann, obwohl die Probe im allgemeinen
bei Fieber, Adnexerkrankungen, Graviditit, positivem Wasser-
mann u. 5. w. positiv wird.

S. Joseph und M. Marcus fanden im ganz akuten Sta-
dium von Appendizitiden, bei denen das Auftreten der ersten
Symptome nicht lénger als 30 Stunden zuriicklag, normale
Senkungswerte, wihrend bei Adnexitis im gleichen Zeitraum
eine Senkungsbesohleumgung festgestellt wurde. Bei der Diffe-
rentialdiagnose dieser beiden KErkrankungen wird die Sedimen-
tierungsreaktion fiir ein brauchbares Teilsymptom
gehalten.

R. Pewny nahm bei den verschiedensten gynikologischen
Affektionen Senkungsproben vor, wobeier nicht derartig ein-
deutige Ergebnisse erhielt, dass die Methode fiir die Praxis
als bedeutungsvoll angesehen werden kann. Differentialdiagno-
stisch zwischen Graviditit und Myom ist die Probe nur in den
spiteren Schwangerschaftsmonaten verwendbar.

G. Haselhorst untersuchte bei 800 Fillen in der Ham-
burger Frauenklinik die Senkungsprobe. Bei Schwangerschaft
in der II. Hélfte findet Senkungsbeschleumgung statt; Aus-
nahmen kommen vor.

Bei der Differentialdiagnose zwischen Extrauteringraviditit
und Adnextumor leistet die Probe nicht viel.

Bei malignen Neubildungen ist die Senkung meist stark
beschieunigt, aber auch hier kommen Ausnahmen vor.

Fiir die Frage des Rezidivs nach Operation leistet die Probe
nichts.

Von Wert ist die Probe eigentlich nur bei entziindlichen
Veréinderungen.

Ist die Senkungsgeschwindigkeit normal, dann kann man
ziemlich “sicher (38 mal Fehldiagnose unter 200 Fillen) damit
rechnen, ein keimfreies Operationsfeld vor sich zu haben.

Gragert bediente sich der Linzenmeierschen Methode und
hilt sie fiir eine wertvolle Bereicherung der diagno-
stischenHilfsmittel, besonders zur Erkennung zweifelhafter
Carcinome insonderheit des Collums. Auch zur Beurteilung
der Rezidivireiheit ist die Probe mit Erfolg heranzuziehen, da

»
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bei geheilten Fillen sich die Werte ganz allmihlich wieder den
normalen n#hern. ‘ ‘ '

Linzenmeier hebt hervor, dass die Senkungsreaktion
bei der Lues congenita eine grosse diagnostische
Bedeutung hat. Gegeniiber der ungemein langsamen Sen-
kungsgeschwindigkeit im normalen Nabelvenenblut scheint die
-enorme Beschleunigung bei den Fillen von kongenitaler Syphilis
fast pathognomisch zu sein. — Sonstige beschleunigende Momente
ausgeschlossen, kann nach Gyorgy die Senkungsreaktion bei Fil-
len von angeborener Lues praktisch-diagnostische Dienste leisten.
Sie geht mit der Wa. R. und derjenigen von Sachs-Georgi parallel
und nimmt im Laufe einer antiluetischen Kur ab. —Bardach hat
bei verschiedenen Erkrankungen und am h#ufigsten bei luetischen
Kindern beschleunigte Senkung gefunden; bestimmte diagnosti-
sche Riickschliisse aus ihr allein zn ziehen ist nicht statthaft.

Nach Pewny ist die Senkungsreaktion differential-
diagnostisch beiLues nicht verwendbar; Pulian und
Tomoviei betonen aber, dass durch sie entschieden werden
kann, ob Paraplegien syphilitischer oder anderer Aetiologie sind.

Berde hat gezeigt, dass diediagnostische Verwert-
barkeit der Senkungsreaktion bei Hautkrankheiten sehr gering
ist; derselben Meinung ist auch . Kersting, billigt ihr aber
bei florider Syphilis eine gewisse diagnostische Bedeutung zu.

Der spezifische Charakter fehlt der Sen-
kungsreaktion, was Berde, Kaufmann, Kersting, Rosenfeld,
E. A. Schmidt und Westergren besonders betont haben.

Zusammenfassend ergibt sich, dass die Senkungs-
reaktion ein Urteil {iber den Allgemeinzustand und die Grosse
des Zellzerfalls im Korper ermdglicht; sie ist ein zuverlissi-
geres Kriterium fiir die Intensitdt despatholo-
‘gischen Prozesses als Temperaturausschlige,
welchen sie vorausgeht oder sogar ohne welche sie verlau-
fen kann.

Beschleunigt ist sie bei: Fieber, fieberhaften Infek-
tionskrankheiten, Entziindungen, Tuberkulose, Syphilis, Schwan-
gerschaft nach dem 8. Monat und Adnexerkrankungen, Leber-
zirrhose, Gicht, Arleriosklerose, Myelitis, Frakturen, sterilen Ope-
rationen, Carcinom, Malaria, Reizterapie, verminderter Serum-
refraktion, erhdhter Viskositdt des Blutplasmas und Hyperchole-
sterinaemie.

3
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Extreme Beschleunigung findet sich bei: schwerer
Tuberkulose, Nierenkrankheiten, Paralysis, Tabes, Nervenlues und
angeborener Syphilis; letztere reagiert auf Behandlung mit Lang-
samerwerden der Senkungsgeschwindigkeit.

Bei Malaria ist sie auch in den Intervallen nicht normal;
erst nach stattgehabter Chininbehandlung kehrt sie zu normalen
Werten zuriick. Bei Entziindungen war die Grisse des
Eniziindungsherdes und ihre Intensitét in direkter
Beziehung zur Beschleunigung, z B. bei Pneu-
monie und Peritonitis. Ein Langsamerwerden der Sen-
kungsreaktion bei puerperalseptischen Prozessen, infolge ange-
wandter Therapie, ist prognostisch glinstig. Bei sterilen Opera-
tionen war die Beschleunigung im Verhiltnis zur Grosse der
gesetzten Wunden, und verlief sie proportional der Ausdehnung,
dem Zellzerfall, der Resorption und der Dauer des Prozesses bis
zur Vernarbung.

Durch die beschleunigte Senkungsreaktion war es moglich
(leichgewichtsstérungen im Blute schon dann nachzuweisen,
wenn der Reiz, der durch parenterale Eiweisszufuhr gesetzt wird,
noch nicht ausreicht um die klinischen Erscheinungen der Serum-
krankheit auszuldsen; ebenso ermdglichte sie den Nachweis, dass
bei intra- und perkutanen Tuberkulinapplikatio-
nen die immunisatorische Funktion der Haut in
Tatigkeit tritt und auch die von derselben gebildeten Anti-
korper zur Wirkung gelangen, wéhrend bei subkutaner Anwen-
dung das Alttuberkulin seine Wirkung als giftiger Stoff dussert.
Weiter ist es mdglich, dass die Anwesenheit von Immunkorpern
im Plasma eine Zustandsinderung bedingt, die in einer Beschleu-
nigung der Sedimentierung ihren Ausdruck findet.

Die Senkungsgeschwindigkeit differiert in weiten
Grenzen bei den mannigfaltigsten Krankheiten; am extrem-
sten beschleunigt ist sie bei schwerer Tuberkulose
und Nierenkrankheiten, wogegen sie am geringsten
istbeiNeurasthenie, Neuralgien und leichten Lo-
kalerkrankungen.

Es gibt wohl keine Hautkrankheit, bei der die Sen-
kungsreaktion nicht normal sein kann; je inniger aber das
Verhiltnis zwischen Hautverinderung und Gesamt-
organismus sich gestaltet, um so hiufiger findet sich
Beschleunigung.
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Wenig reagierten chronische Entziindun-
gen, welche aber bei Exacerbation sofort mit gesteigerter
Beschleunigung reagierten.

"Normale Senkungsgeschwindigkeit fand
sich bei: Struma, Rachitis, Osteochondritis,
-organischen und funktionellen Erkrankungen des Nervensystems
nicht syphilitischer Aetiologie.

Verlangsamte Senkungsgeschwindigkeit zeig-
ten: zyanotische Zustinde, Ikterus, Niereninsuf-
fizienz, Polyglobulie, Melancholie, Dementia
praecox und Epilepsie; bei den beiden letzten ist aber auch
missige Beschleunigung beobachtet worden.

Senkungsbeschleunigung ist kein obligates Friih-
symptom bei Lungentuberkulose; durch ihr Fehlen
wird die Diagnose ,nicht Tuberkulose“ unterstiitzt.

Bei beginnender Tuberkulose bedeutet extreme Be-
schleunigung eine ungiinstige Prognose; zuneh-
mende Beschleunigung wihrend des Leidens deutet anf
Verschlimmerung desselben hin und ein jaher Ab-
sturz der Senkungskurve, welche von fortlaufend ge-
machten Beobachtungen angelegt wurde, entspricht einer
schlechten Prognose.

Zu normalen Senkungswerten zuriickkehrende
und annihernd normale Senkungswerte sind bei
fortgeschrittener Lungentuberkulose giinstig zu
beurteilen.

Bei Lungentuberkulose gaben zirrhotische Prozesse
m issige Senkungsbeschleunigung, dagegen reagierten
aberexsudative Prozesse und Kavernen mit sehr
beschleunigter Senkung; interkurrente Erkrankungen
wirken wie eine Verschlimmerung der Tuberkulose — die vor-
ilbergehend eingetretene Beschleunigung verlangsamt sich aber
wieder, wenn nicht als Folge eine Verschlimmerung des Prozesses
nachgeblieben ist. Bei fieberfreien Tuberkulosen zeigten
nur die schwerprogredienten Fidlle extrem be-
- schleunigte Senkungsgeschwindigkeiten. — Aus
alle diesem ist zu ersehen, dass die Senkungsreaktion in naher
Beziehung zur Lungentuberkulose steht und wertvolle Anhalts-
. punkte fiir ihre Prognose zu geben imstande ist.
3%
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Nur fortlaufende Untersuchungen sind hier progno-
stisch verwertbar und es berechtigen nur hohe Senkungszahlen zu
glinstiger Prognose, niedrige aber mahnen zur Vorsicht; wihrend
eine ¢inmalige Untersuchung nur fiir die Beurteilung des augen-
blicklichen Zustandes gew#hrleistet und keinen Schluss iiber den
weiteren Verlauf des Lungenprozesses gestattet. .

Bei Knochentuberkulose entspricht die
Senkungsbeschleunigung der Grosse des Her-
des und geht mit der Aktivitdat des Prozes-
ses parallel '

Grosse diagnostische Bedeutung hat die
Senkungsreaktion bei Lues congenita, welche
extreme Beschleunigung auiweist, die fast
pathognomisch genannt werden kénnte.

Differentialdiagnostisch ermdglicht die Sen-
kungsreaktion eine Abgrenzung entziindlicher Prozesse von nicht
entziindlichen, sowie syphilitischer Paraplegien von solchen nicht-
syphilitischer Aetiologie. Sie ist eine wertvolle Bereicherung der
diagnostischen Hilfsmittel bei zweifelhaften Collumcar-
cinomen und kann nach Operationen zur Beurtei-
lung der Rezidivfreiheit herangezogen werden.

Differenzialdiagnostisch nicht verwendbar ist sie bei:
Geschwulst oder Entziindung, Adnextumor oder Extrauteringravi-
ditat und bei allen Prozessen, die selbst beschleunigte Senkung
bedingen; ebenso hat sie keine diagnostische Bedeu-
tung bei Augenkrankheiten.

Epikrisis.

. Die Senkungsreaktion der roten Blutkérperchen ist keine
spezifische Reaktion und ist von begrenzter diagnostischer
Bedeutung, weil die Erscheinung dafiir zu héufig und zu viel-
deutig ist. Ihrer hochgradigen Empfindlichkeit wegen ist grosse
Vorsicht bei ihrer praktischen Bewertung angezeigt, weshalb
bindende Schliisse aus dem Senkungsverlauf auf bestimmte kli-
nische Daten nur dann zulidssig sind, wenn mit ihr zusammen
auch die Resultate der in Betracht kommenden iibrigen Unter-
suchungsmethoden beriicksichtigt worden sind.
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Inhalt. 1, Die Beziehungen der Kukruse-Stufe zum #lferen Chas-
mopskalk des Nordbaltikums, 2. Die Unterschiede der Brandschiefer und
der Kalkfazies vom Standpunkt der Versteinerungsstatistik. 3. Bemerkungen
tber die Entstehung des Brandschiefers. 4. Uber einige bemerkenswerte oder
neue Trilobiten, Krinoiden und Cystiden auvs der Stufe C,

1.

Wiman?) vergleicht in folgender Weise den ilteren Chas-
mopskalk des Nordbaltischen Silurgebiets mit den ostbaltischen
Kukruse- (Cy-) Schichten:

»Auch die entsprechenden Schichten im Ostbaltikum, natiirlich mit
Ausnahme des Brandschiefers mit seinen Kalkbdnken zeigen, soweit ich be-
treffs derselben Erfahrung habe, grosse ﬁbereinstimmung mit dem nordbal-
tischen Gestein (p. 105).« —

»Die Fauna?) ist schwedisch oder skandinavisch. Es kommen zwar
ostbaltische Arten vor, wie im Chasmopskalk Chasmops wrangeli und andere,
aber sie treten nicht zahlreicher auf, als man sie in jedem neubearbeiteten
gchwedischen Silurgebiet erwarten kdnnte. Es ist auch nicht wahrscheinlich,
dass die neubeschriebenen Trilobiten, wenn es sich in Zukunft zeigen sollte,
dass sie grossere Verbreitung haben, dieses Verhiltnis &ndern werden, denn
die ostbaltischen Trilobiten sind neuerdings und griindlich bearbeitet worden,
wihrend die schwedischen einer solchen Bearbeitung seit lange entbehren.
Es ist deshalb viel wahrscheinlicher, dass die neuen Arten in Schweden
wiedergefunden werden, als im Ostbaltikum“ (p. 153).

Diese Prognose scheint aber nicht in Erfiillung zu gehen,
denn schon das vom Akademiker Fr. Schmidt bearbeitete
Material 8) deutet auf eine gréssere Verwandtschaft beider Fau-
nen, und zwei Trilobiten, ndmlich Asaphus fennicus Wiman und
Asaphus robergii Wiman, die urspriinglich als bottnisch galten,
sind auch im Brandschiefer von Kohtla gefunden worden.

1) Carl Wiman, Studien iiber das Nordbaltische Silurgebiet, II
Upsala 1908.

2) Die Fauna des Ceratopygekalks, des Orthocerenkalks, des Chasmops-
kalks und des Leptaenakalks.

3) Fr. Schmidt, 1907.
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Tabelle L

Nordbaltikum

Schwe-
den und
Skandi-
navien

Eesti

Bemerkungen

Pterygometopus exilis Eichw, . . .
” pandert Fr. Schm.
Chasmops wrangele Fr, Schmidt
" sp.
Chetrurus sp.
Cybele adornate Tqt. . . . . . . .
w 8D e e e e e e e e s
Lichas bottniensis Wiman
»  contcotuberculatus Nieszk. .
»  proboscidews Dames . . . .
Remopleurides sp.
Asaphus praetextus Tqt.
» ludibundus Térnq. . . . .
" robergiv Wiman
” wahlenbergiu Wiman
” fennicus Wiman C
» SPe v v e e e e e e e
Symphysurus superstes Olin . . . .
Holometopus nitens Wiman . . . .
Basilicus kuckersianus ? Schm.
Illaenus erassicauda Wahlenb.

» parvulus Holm . . . . .

,, Schmadtt Nieszk. . . . . .

” mirus Wiman . . . . . .
Ampyx rostratus Sars. . . . . . .
Conularia Holmwt Wiman ..
SPr v e e e e e e e e

Siphonotreta unguiculata Eichw.
Pseudometoptoma mickwitz: Hilne .
Pseudocrania plonissima Hiine . .
Porambonites schmidti Noetl. . .

,, sp.
Clitambonites (Orthisina) sp. . . .
Platystrophia biforata Schloth. . .
Rafinesquing imbrex Pand. . . . .
Plectambonites oblongus Pand.
convexus Pand. . . .
» quinquecostatus M'Coy
» sp.

”

ot e | 4 |
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|

F |
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ot L e |
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im Echinosphaeritenkalk
Cq [Cib

= Asaphus ornaius Pomp.
(Cis

Cib (Echinosph.-kalk)
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Die vorstehende Tabelle I ist auf Grund der Angaben von
€. Wiman, Fr. Schmidt!) und H. Bekker? zusammenge-
stellt und zeigt deutlich das Vorwiegen der ostbaltischen Fauna
der Kukruse-Stufe im &lteren Chasmopskalk des nordbaltischen
Silurgebiets.

Von den 25 nordbaltischen Trilobiten sind 5 Arten im
ganzen Baltikum, also auch in Skandinavien und im Ostbaltikum
vorhanden; 4 Arten sind bis jetzt nur im Silur des Nordbalti-
kums nachgewiesen worden; 6 Arten gehoren gleichzeitig dem
Nordbaltikum und der Kukruse-Stufe an, und nur 4 Arten kom-
men allein im Nordbaltikum und in Skandinavien vor. Es blei-
ben noch 4 Trilobiten unbestimmter Art {ibrig, doch diese werden
in unseren Berechnungen keine grosse Anderung hervorbringen.
Auch wenn die 4 sich alle als skandinavisch erweisen, wird das
Verhiiltnis immer noch 8:6 sein, also nur zwei zu Gunsten Skan-
dinaviens. Doch diese Moglichkeit ist wohl kaum denkbar. Es
sind eigentlich 5 Trilobiten von Wiman mit ,sp“ bezeichnet wor-
den. Es scheint aber der Basilicus (Taf. VII, Fig. 22, Wiman
1907) ein wirklicher kuckersianus zu sein, wie es auch Wiman
selber vermutete (ibid., p. 113).

Von den 9 von Wiman im #lteren Chasmopskalk bestimmten
Brachiopodenarten sind in der estnischen Kukruse-Stufe alle vor-
handen, und nur 4 Arten von diesen 9 sind aus Skandinavien bekannt.

Diese Verhidltnisse der Faunen des &lteren Chasmopskalks
des Nordbaltikums und der C,-Stufe Eestis sind analog mit
den von C. Wiman beschriebenen Beziehungen des Ostsee-
kalks zu den entsprechenden ostbaltischen Bildungen. Des-
halb kénnen wir die Worte?) Wiman’s, wie er sich iiber den
Ostseekalk #ussert: ,als Resultat der tiergeographischen
Untersuchungen ergibt sich, dass die Fauna wenigstens ebenso-
viele ostbaltische Elemente enthilt wie skandinavische“, — mit
vollem Recht auch beziiglich des &lteren Chasmopskalks anwen-
den, welche Meinung noch durch die Ahnlichkeit der entsprechen-
den Gesteine unterstiitzt wird.

1) Fr. Schmidt, Revision der ostbalt. Trilob.,, VI (Allgemeine {Jber-
sicht), 1907. :

2) H. Bekker, The Kuckers Stage of the Ordovician Rocks of NE
Estonia. Tartu, 1921,

3) Ein wenig abgedndert. Bei Wiman steht ,skandinavische“ an erster
und ,ostbaltische* an zweiter Stelle.
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2.
Tabelle II

~ =

Petretakte |2 |83 (S¥/% |F |E | %% &~

SN I S N E

HEE PR R kL

Fundort S8 e3 5 £ 3 § § |32

NEEE NS |2 s |B (S R=

Kohtla-Jirve 181 9 | 4 . 4 o

(Brandschieferfacies) | 180| 80 | 30 L1122

Tallinn 26| 3 |101] 26| 16| 18/ 0 0| 12
(Reval) Kalkfacies 5 . 13,81 5

Humala 260 | 160 T00| 1 O O 1

Diese Tabelle stellt einen Versuch dar, die faunistischen
Unterschiede des Brandschiefers und der westlichen Kalkstein-
fazies statistisch zu illustrieren. Die Unterschiede der Gesteine
sind dermassen scharf, dass man daraus schliessen kann, dass
im Kukruse-Meere, den beiden Fazies entsprechend, verschiedene
Lebensbedingungen geherrscht haben, welche nicht ohne Ein-
fluss auf die Verteilung der Fauna bleiben konnten. Um eine
Vorstellung von der Faunenverteilung zu erhalten, unternahm
ich ein griindliches Petrefaktensammeln in den Aufschliissen
von Kohtla (Brandschieferfacies), Tallinn und Humala (Kalkstein-
facies). Moglichst jede Versteinerung wurde gesammelt, und
die Zahlen der Tabelle II stellen die Resultate dar. Die hori-
zontalen Reihen geben die Zahl der Individuen verschiedener
Arten an, die gleichzeitig in demselben Aufschluss gesammelt
worden sind. Die vertikalen Kolumnen dagegen geben die
Haufigkeit einer und derselben Art in verschiedenen Aufschliissen
an. Die Zahler der Frequenzen bedeuten die wirklich gefundene
Anzahl der Petrefakten. Weil aber die Arbeitszeit in den Auf-
schliissen mit der Proportion '/;, (Kohtla): 1 (Tallinn): '/, (Hu-
mala) gegeben ist, so sind die Zahlen von Humala mit 20 und
von Kohtla mit 10 multipliziert, um eine Mdglichkeit zu schaffen,
die Zahlen der vertikalen Reihen miteinander zu vergleichen. In
der Tabelle sind diese Zahlen als Nenner eingesetzt.

Wegen der grossen Unterschiede in der Arbeitsdauer sind diese
Zahlen weniger zuverldssig im Vergleich mit denen der horizontalen
Reihen, welche ja ein und demselben Zeitraum entsprechen. Wo
man es nur mit einem oder mit 2 Petrefakten zu tun hat, blieb
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der Nenner aus, denn bei einer so kleinen Anzahl von Be-
obachtungen erhilt die Zahl 1, mit 10 oder 20 multipliziert,
einen sehr grossen Wert.

Es konnte auch nicht das ganze gesammelte Material ver-
wertet werden: die sehr seltenen und besonders die massen-
haften Petrefakte (Beispiel: Plectambonites sericéus) mussten ausser
Betracht bleiben. In der Tabelle sind als die zuverlidssigsten zwei
Trilobiten und eine Reihe von Pelecypoden verzeichnet, von denen
die letzteren nicht alle der Art-nach bestimmt sind, weil nur
Steinkerne vorhanden waren. Aus den besprochenen Griinden
erscheint diese Tabelle vielfach ungentigend, aber sie ist doch
anschaulicher als die allgemein gebrauchte willkiirliche Skala:
sehr selten, selten, vereinzelt, hiufig, sehr hiufig, massenhalft,
gesteinsbildend. Bei der hier angewandten statistischen Methode
sind zwar die extremen Glieder durch Zahlen nicht ausdriickbar;
aber bei einer geniigenden Anzahl von Beobachtungen, die einem
méglichst gleichen Zeitraum entsprechen, wird auch dieses moglich
sein; doch fiir ,gesteinsbildend“ muss dieser Ausdruck bleiben,
weil er dem ,unendlich gross“ gleich ist.

Aus der Tabelle II folgt, dass die Zahl der Pelecypoden in
der Richtung der Kalkfacies wichst, ausser Cienodonta sp. und
Nucula sp., welche als Bewohner des Brandschiefers erschei-
nen. Die Trilobiten dagegen sind im Brandschiefer weit hiufi-
ger, als im Westen: - Cheirurus spinulosus ist im Vergleich mit -
Chasmops odini 4 mal hiufiger im Brandschiefer, als bei Tallinn,
was durch verschiedene Lebensart zu erkliren ist.

3.

Das h#ufigste den Brandschiefer bildende Fossil ist Gloeo-
capsamorpha prisca Zalessky, deren Anhgufung auf besondere
Temperaturverhiltnisse und Meeresstromungen deutet. Der Brand-
schiefer entstand weit vom Strande, aber in ruhigem, von Meeres-
stromungen ungestértem Wasser, denn sonst miissten die Plankton-
Algen noch lebend verschleppt werden und es konnte gar nicht
zur Blldung dieses Sediments gelangen. Diese Anh#ufung von
Plankton-Algen wird oft als ein Beweis und ein Beispiel eines
Flachsee-Sediments angeftihrt. Doch nicht das Vorkommen dieser
Alge ist hier charakteristisch, denn sie war vielleicht gar nicht an
den Boden gebunden und konnte sich auch iiber grosser Tiefe
schwebend gut fithlen, sondern fiir das flache Meer zeugen die zahl-
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reichen Bryozoen,' Ostrakoden, Trilobiten usw.l). Die Coelosphae-
ridium-Zone?), welche fast ganz frei von Bitumen ist, ent-
spricht dann einer Anderung in der Richtung der Meeresstrémung,
und deren Fauna n#hert sich deshalb dem westlichen (Tallinn-
Humala-)Typus. Aber auch diese weitverbreitete Kalkbank ist
im flachen Wasser entstanden, denn die am Boden befestigte
Alge Coclosphaeridium kohtlense Bekker konnte nur in einer Tiefe
wohnen, wo noch Tageslicht gentigend vorhanden war.

Vor Besprechung der Petrefakte muss noch einiges iiber
die Gliederung der Kukruse-Stufe gesagt werden.” Es wird
nimlich weiter die von H. Bekker vorgeschlagene Gliederung?)
angewendet, welche die einzelnen Schichten zutreffend in natiir-
liche Zonen vereinigt und folgendermassen zusammengefasst
werden kann: Liegendes: C,b (Echinosphaeritenkalk); Kukruse-
Stufe (C,): Zone der Bryozoen (Schicht I bis VII); Coelosphaeri-
diwm-Zone (Schicht VIII); Brachiopoden-Zone (IX bis XVI);
Mesograptus- Climacograptus-Zone. '

Alle abgebildeten Petrefakte, ausser Lichas hiubneri, welcher
von Mag. Heinrichson gefunden wurde, und ausser dem grewingk-
schen Originalexemplar des Hoplocrinus dipentas, sind vom Autor
gefunden und dem Geologischen Museum der Universitit Tartu
iibergeben worden, wo sie sich auch eben befinden.

4.
Trilobita.
Gen. Acidaspis.

Acidaspis kuckersiana Fr. Schmidt. — Taf I, Fig. 1.

1885, Fr. Schmidt, Revision der ostb. Trilobiten, II etc, pag. 4
Taf. I, Fig. 2—3.

Uber diese seltene Art ist wenig neues zu sagen. Neben
zwei unvollstindigen Kopfschildern liegt mir ein Pygidium vor,
das aber schlecht erhalten ist. Die Oberfliche ist grob gekérnt,
der Rand mit 10 Stacheln versehen und die Rhachis besteht nur

1) Lindenbein, Genéve 1921, Aber auch die bitumindsen Kalksteine
enthalten dieselbe Fauna in gleicher Anhiufung, nur die Algen kommen zer-
streuter vor. Es ist deshalb moglich, dass der Brandschiefer und die Kalk-
banke, im Gegensatz zur Oszillationshypotese Lindenbeins, Géberts (Braunkohle
1921) u. a., beide in gleicher Tiefe entstanden.

2) H. Bekker, Stratigraphical and Paleontological Supplements on the
Kukruse-Stage of the Ordovician Rocks of Eesti. Tartu, 1924,
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aus einem wulstartigen Glied. Die Wiilste des Hauptstachel-
paares sind halbkugelig und stark entwickelt. Breite: 9 mm;
Lange ohne Stachel: 3,5 mm. Fundort: Brandschiefer aus
Kohtla. — Zone unbekannt (wahrscheinlich die Bryozoen-Zone).

Gen. Asaphus.

Asaphus fennicus Wiman.

1908. C Wiman, Stl_ldien iiber das Nordbaltische Silurgebiet. Upsala,
pag. 111, Taf. VI, Fig. 14. '

Auf das Vorkommen des Asaphus fennicus Wiman im Brand-
schiefer hat mich Herr Prof. H. Bekker aufmerksam gemacht.
Er hat mir ein von ihm gefundenes Exemplar gezeigt, welches
fast vollstéindig der Beschreibung Wiman's entspricht. Als ein-
ziger Unterschied ist der mehr abgerundete Umriss des Pygi-
diums dieses Exemplares zu nennen. Vereinzelte Pygidien, freie
. Wangen und andere Fragmente sind im Brandschiefer nicht
selten, doch wegen ihrer Kleinheit sind sie bis jetzt den Beob-
achtungen entgangen.

Asaphus robergii Wiman. — Taf. I, Fig. 2.

1905. C. Wiman, Studien iiber das Nordbaltische Silurgebiet, II.
Upsala, pag. 110. Taf. V, Fig. 3 und 4.

Ich habe von dieser Art nur einige freie Wangen gefunden,
die aber wegen der charakteristisch gestielten Augen und des
Laufes der Gesichtsnaht gut mit dem Asaphus robergic Wiman
- {ibereinstimmen.

- Fundort: Kohtla, Brachiopoden-Zone. Abbildungen: Taf. I,
Abb. 2 stellt eine verhiltnismissig guterhaltene freie Wange dar.

Zusammen mit Asaphus fennicus Wiman riicken diese Funde
den é#lteren Chasmopskalk des Nordbaltischen Silurgebiets und
die Kukruse-Stufe einander niher, wie dies im Eingang der vor-
liegenden Schrift erldutert wurde.

Basilicus kuckersianus Fr. Schmidt. — Taf.'I, Fig. 3.

1904. Rev. der ostb. Trilob. etc., V, 8, pag. 23. Taf. IV, Fig. 1—7.

Auf Taf. I Fig. 3 ist ein Hypostoma abgebildet, das aus
Tallinn stammt. — Von auswirtigen Funden ist bemerkenswert
das schon besprochene, von Wiman im nordbaltischen Geschiebe
gefundene Pygidium. ‘
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Gen. Cheirurus.

Cheirurus macrophthalmus? Kutorga. — Tal. I, Fig. 4.

1881. Fr. Schmidt, Revision I, p. 143. Taf. VI, Fig. 3—5; Tal
XVI, Fig. 4.

Nach Fr. Schmidt gehort diese Art dem Echinosphaeriten-
kalk an, doch das abgebildete Hypostoma, mit der Abbildung
(Taf. VII Fig. 1c, 2) von Schmidt gut stimmend, bestitigt das
Vorkommen der Art in der C,-Stufe. Von H. Bekker?!) ist ein
Pygidium, gleichfalls aus dem Brandschiefer von Kohtla, beschrie-
ben worden. '

Fundort: Kohtla, Brachiopoden-Zone.

Cyrtomelopus plautini Fr. Schmidt. — Taf. I, Fig. 5—8.

1881. Fr. Schmidt, Rev. der ostb, Trilob. etc., p. 159. Taf. XII, Fig.
24a, b, ¢; Taf. XVI, Fig. 15. ,

Fr. Schmidt besass von dieser Art nur zwei Exemplare, die
beide aus Tallinn stammen. Im Brandschiefer von Kohtla kommt
nicht selten eine abweichende Form des C. plautiné vor, die als be-
sondere Variation bezeichnet werden kann. Den Originalen von
Fr. Schmidt fehlen nédmlich die Wangendorne; bei der Variation
aus Kohtla dagegen sind die Wangenecken in kleine Spitzen aus-
gezogen (Taf. I, Abb. 8, 14b) und der Frontallobus ist stérker
angeschwollen : er ragt sogar etwas iiber den Vorderrand hervor.

Das Hypostoma (Taf. I, Fig. 5, 68) reichte mit dem Hinter-
rand bis zum zweiten Lobus der Glabella; die Oberfliche ist dicht
gekornt; der Mittelkorper oval, vom Randsaum scharf abgegrenzt.

Das Pygidium ist sehr charakteristisch. Drei bogenférmige
Rhachisglieder sind durch tiefe unrd breite Furchen getrennt;
die Pleuren sind abgeplattet und mit einer Léngsfurche versehen.
Die Oberfliche ist fein und spitz gekdérnt. Die Linge des Pygi-
diums betrigt 2/; der Breite.

Fundort: Kohtla, C,, in allen Zonen vorhanden.

Gen. Cybele Lovén.

Cybele rex Nieszk. — Taf. I, Fig. 9.

1881. Fr. Schmidt, Revision etc., I, p. 209. Taf XII, Fig. 21-23
Taf. XIV, Fig. 3—4; Taf. XV, Fig. 8—9.

1) H. Bekker, The Kuckers Stage etc. Taf. IX, Fig. 12, Tartu, 1921.
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Frither sind nur die Kopf- und Schwanzschilder bekannt
gewesen. Das Fehlen des Thorax machte Fr. Schmidt bei der
Trennung dieser Art von Cybele grewingki einige Schwierigkeiten.
Es sind hier die gewthnlichen Pleurenfortsitze des 6-ten Gliedes
vorhanden. Aber auch die folgenden Glieder sind mit ziemlich
langen ,Schwertern® versehen, bei C. grewingk: dagegen sind
diese nur zugespitzt. Folglich ist die Trennung der Arten auch
in dieser Hinsicht berechtigt, aber auch die von Fr. Schmidt aus-
gesprochene Verwandtschaft der beiden muss immer als Tat-
sache gelten.

Die Thoraxglieder sind in der Mitte mit einem flachen
Tuberkel versehen. :

Fundort: Tallinn, beim siidlichen Leuchtturm, aus den
mittleren Schichten der C,-Stufe.

Cybele xiphere sp. nov. — Taf. I, Fig. 10, 11.

Von dieser seltenen Art habe ich ausser dem abgebildeten
Exemplar nur noch ein Mittelschild des Kopfes gefunden. Beide
Stiicke stammen aus Kohtla und, nach dem Gestein zu urteilen,
aus der Brachiopodenzone.

Der Kopf ist flach gewdlbt, halbmondformig, mit abgerun-
deten Ecken der festen Wangen. Die Dorsalfurchen mit den
einmiindenden Querfurchen sind tief eingeschnitten, so dass die
Loben sich stark iiber die Furchen wélben, weshalb die letzteren
etwas ausgehthlt erscheinen. Die erste Furche besitzt eine nach
vorn gerichtete Verzweigung, deshalb sind im ganzen 4, nicht
aber, wie gewdhnlich, 8 Furchen vorhanden.

Die Furchen sind kurz, sehr tief und breit; die Loben sind
8 mal breiter als die Furchen. Der Vorderrand der Glabella ist
zweieckig und zweimal breiter als die Mitte derselben. Die Wan-
gen sind wulstig emporgehoben und tragen die diinnen aber
kurzen stielartigen Augenhtcker. Die Augen sind sehr nach
hinten geriickt und befinden sich gegeniiber dem letzten Seiten-
furchenpaar. Der Nackenring ist gewdlbt und von der Gla-
bella tief getrennt. Die Oberfliche der Glabella ist gekérnt
und mit zerstreuten Tuberkeln versehen, die aber beim abge-
bildeten Trilobiten abgenutzt sind. Die freien Wangen sind
punktiert.
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Der Thorax war wahrscheinlich elfgliedrig, mit langen
Fortsdtzen am 6-ten Pleurenpaar. Die weiteren Pleuren nur zu-
gespitzt, die vorderen abgerundet. Die Oberfliche ist #hnlich
wie bei der Glabella ziemlich fein gekornt.

Ein &hnlicher Kopf ist bei Barrande!) unter dem Namen
C. bellatula abgebildet, und zwar mit Verzweigung der ersten
Farche. Die Zeichnung ist nach Volborth ausgefiihrt, doch Fr.
Schmidt, der die Volborthschen Sammlungen beschrieb, erwihnt
nichts von einer solchen Glabella. Es ist aber dennoch méglich,
dass die Cybele xiphere schon von Volborth gefunden und als
Cybele (Zethus) bellatula beschrieben worden ist.

Fundort: Kohtla.

Dimensionen: Breite des Kopfes: 16,5 mm.; Linge — 8,5
mm.; Grosste Breite der Glabella: 7 mm.; kleinste — 4 mm.

Gen. Lichas.

Lichas inexspectatus Fr. Schmidt. — Taf. I, Fig. 13, 14.

1907. Fr, Schmidt, Revision usw., VI (Allgemeine Ubersicht), pag. 40.
Taf. II, Fig. 12, 12a.

Die Art ist nur auf Grund einer freien Wange mit dem
Auge beschrieben worden.

In der Abb. 14 der Taf. I finden wir unter a eine solche
Wange, die vollstindig der Beschreibung und der Abbildung bei
Fr. Schmidt entspricht. Nur ist der grissere Teil des Augenstieles
abgebrochen.

Das Hypostoma (b) hat das Aussehen des Hypostoma
eines Metopias. Es ist 24 mm breit und 13,5 mm lang; an den
Seitenlappen sind scharfe reliefartige Terrassenlinien zu beobachten.
Im Sinus des Hypostoma finden sich 10 hakenartig gegen die
Mundéffnung gerichtete kleine Dorne, die vergrissert (3<2'/;) in
der Fig. 18 zu sehen sind. Der Mittelkdrper ist grob punktiert.

Das Pygidium (a) ist 30,5 mm lang und 44 mm breit.
Die Oberfliche ist mit nach hinten gerichteten Tuberkeln bedeckt,
die dem ganzen Pygidium ein sehr charakterlstlsches Geprige
geben.

Der Hinterrand ist fiinfeckig, was besonders gut in der

1) Barrande, Systéme Silurien. 1¢re Partie, Vol. I, Planches. PL 3,
Fig 1. — Zethus bellatulus.
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Fig. 1, Taf. Il zum Vorschein kommt. Es ist die Innenseite eines
anderen Pygidiums, welches wahrscheinlich auch hierzu gehort.

Das ganze Stiick stammt aus Kohtla, wahrscheinlich aus
den oberen Schichten der Bryozoenzone.

Subg. Conolichas.

Lichas triconicus Dames. — Taf. I, Fig. 12.

1881. Fr. Schmidt, Rev. étc., II, pag. 87. Taf. V, Fig, 1-3.
” » » » VI (Ubersicht), p. 40. Taf.Il, Fig. 10, 11,
Von dieser Art, die in der Stufe C; (Idavere-Stufe) zuhause
ist, habe ich einige Schwanzschiider in den obersten Schichten
der Kukruse-Stufe bei Tallinn gefunden. Taf. I, Fig. 12.

Subg. Metopias.

Lichas kuckersianus Fr. Schmidt. — Taf. II, Fig. 2.

1885. Fr. Schmidt, Rev. II, pag. 67. Tat. III, Fig. 1—5.

1907. " » VI (Ubersicht). Tal. II, Fig. 8.

Die Fig. 2 der Taf. II stellt einen Kopf dar, der gut mit
der Abb. in der ,Ubersicht* und mit der Beschreibung von Fr.
Schmidt iibereinstimmt.

Diese Art muss scharf von Lichas hiibner: getrennt werden,
welcher weiter eingehender beschrieben wird. Die Oberfliche
des L. hibneri ist’ mit eingedriickten Punkten versehen, die des
L. Fkuckersianus aber mit abgerundeten Koérnern. ,Das Pah-
len’sche“ Exemplar, welches ,nur die genannten Tuberkel zeigt
(,,Ubersicht“ S. 87, Lichas hiibneri, vorletzte Zeile), gehort wahr-
scheinlich zum L. kuckersianus, ganz gewiss aber nicht zum
L. hiibneri, im Gegensatz zur Behauptung Fr. Schmidt’s.

Abbildungen: Taf. II, Fig. 2 ein Kopf aus Tallinn (C,). —
- Daneben, Fig. 3 — Lichas hibneri Eichw.

Vorkommen: C,, bei Tallinn und Kohtla.

Lichas wimani sp. nov. — Taf. II, Fig. 4—e.

Diese Art gehort vielleicht nicht mehr zur Untergattung
Metopias. Doch weil ein Verbindungsglied, nimlich Lickas hib-
neri, vorhanden ist, der gewisse Ahnlichkeit mit unserer Art auf-
weist, und weil es noch nicht méglich ist, die Gruppe niher zu
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bestimmen, so wird dieser Trilobit vorliufig bei Metopias unter-
gebracht.

Es sind im ganzen drei Mittelschilder des Kopfes und ein
" Hypostoma vorhanden, die alle aus Kohtla stammen.

Die auf Taf. II, Fig. 4 abgebildete Glabella ist 8,3 mm
lang und 11,4 mm breit. Die Schale ist sehr diinn und zart,
glinzend-glatt und mit zahlreichen feinen punktartigen Ein-
driicken versehen. Die Vorderfurchen divergieren fast bis zur
Nackenfurche; doch dicht vor dem hinteren Ende derselben
miinden sie schwach konvergierend in diese Furche. Dieser Teil
der Vorderfurchen ist im Steinkern ziemlich verschwommen und
kann als Verbindungsfurche aufgefasst werden; die Hauptzweige
dagegen sind scharf und tief. An der Ubergangsstelle beider
Zweige sind zwei kleine seitliche Griibchen vorhanden. Das ganze
Stiick ist rundgewdlbt und etwas in die Breite gestreckt. Die
hinteren Seitenloben sind gleichseitige Dreiecke, mit dem stumpfen
‘Winkel in die Dorsalfurchen gerichtet. Die Dorsalfurchen schnei-
den deutlich den Nackenring. Die Einbuchtung der Vorder- und
Dorsalfurchen in die Nackenfurche bildet ein kleines viereckiges
vertieftes Feld. — Beim kleineren Exemplar (Taf. II, Fig. 5) ist
gegen die Mitte der Vorderfurchen auf den Seitenloben je eine
deutliche Anschwellung zu sehen; gegen diese Anschwellungen
hin sind die Vorderfurchen etwas nach aussen geknickt. Die-
selbe Erscheinung, aber mehr verschwommen, ist auch beim
grosseren Kopf (Fig. 4) zu beobachten. Der Abstand der Vor-
derfurchen beim Vorderrande betrigt die Hilfte, beim Nacken-
ring ein Drittel der ganzen Breite des Mittelschildes.

Das Hypostoma ist fast zweimal so breit als lang; der
Mittelkorper ist, wie die Glabella, punktiert, die Seitenlappen
tragen Terrassenlinien. Die Einbuchtung ist schwach.

Die punktierte Oberfliche néhert unsere Art dem L. hib-
neri, bei dem wir ebenfalls eine, wenn auch schwichere, Verbin-
dungsfurche von den Vorderfurchen zur Nackenfurche hin finden.

Vorkommen: Kohtla, C,.

- Um die Beziehungen des Lichas wimani zur Metopias-Gruppe
zu erldutern, muss hier einiges iiber Lichas hibner: mitgeteilt
werden.

Lichas hiibneri Eichw. — Taf. II, Fig. 8.

1885. Pr. Schmidt, Revision usw., Il, pag. 65. Taf. I, Fig. 13, 14.
1907. ” » , VI, pag. 37. Taf. II, Fig. 6, 7.
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Das auf der Taf. II mit 8 bezeichnele Stiick gehdrt Herrn
Mag. Heinrichson, der es im Echinosphaeritenkalk der Paldiski-
(Baltischport-) Halbinsel gefunden hat. Fiir die Erlaubnis dieses
Exemplar abzubilden bin ich Herrn Heinrichson zum grossten
Dank verpflichtet. ,

- Die Vorderfurchen enden beim abgebildeten Exemplar nicht
vollstindig blind, sondern setzen sich schwach ausgeprigt mit-
tels einer Verbindungsfurche bis zur Nackenfurche fort, #hnlich
wie bei Lichas wimani, und vor der Einmiindung in die Nacken-
furche zeigen sie noch eine punktartige Vertiefung. Die Ober-
fliche 1st auch punktiert, doch am Vorderrande sind die Ein-
driicke grosser und flach und kénnen als ,negative“ flache Tu-
berkeln bezeichnet werden. Die Schale ist diinn, aber bei unse-
rem Stiick gut erhalten, und besteht aus einer Schicht, nicht aber
aus mehreren Schichten verschiedener Beschaffenheit. Es sind
auch keine Tuberkeln, keine Erhabenheiten auf “der Oberfliche
vorhanden; doch wenn am Vorderrande die zwischen den Ein-
driicken liegenden Schalenteile zum Teil zerstort werden und
mehrere von diesen eingedriickten Punkten sich vereinigen, kon-
nen die ,flachen Tuberkeln“, von denen Fr. Schmidt geschrieben,
durch die stehengebliecbenen Teile gebildet werden. Eichwald
hatte vollstindig Recht, als er nur von Eindriicken redete. Die
Glabella ist flacher als bei Lichas wimani, ragt stirker nach
vorne, und auch der Nackenring ist flacher und breiter.

Es sind ganz bestimmte spezifische Unterschiede beider
Arten genannt worden, und es scheint, dass diese Trilobiten
nicht bequem in der Untergattung Metopias unilergebracht werden
kénnen, sondern eine Abzweigung fiir sich bilden. Ein voll-
stdndigeres Material wird diese Frage vielleicht l5sen.

Vorkommen: Nach Fr. Schmidt im Echinosphaeritenkalk
C,b bei Tallinn, und von Herrn Mag. Heinrichson in denselben
Schichten bei Paldiski gefunden.

Gen. Cyphaspis.
Cyphaspis planifrons Eichw. — Taf. II, Fig. 7, 8.
Fr. Schmidt. Rev. IV, p. 58. Taf. IV, Fig. 40—43.

_ Abgebildet sind ein Mittelschild des Kopfes und.eine ireie
Wange, die einige Unterschiede von den Abbildungen bei Fr.
Schmidt zeigen. Die Glabella ist, gleichwie der ganze Kopf, etwas
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stirker gewslbt; die Oberfliche ist mit rundlichen Kérnern be-
setzt; die festen Wangen sind aufgeschwollen, so.dass die niedri-
gen Augenhdcker etwas iiber die Glabella ragen; der Nacken-
ring ist sehr stark gew&lbt und trigt drei etwas nach hinten
geneigte Dorne, von denen der mittlere die anderen an Grosse
iiberragt. Die Ecke der freien Wange ist in eine gefurchte
Spitze ausgezogen, und die Oberfliche ist stirker als-die Gla-
bella gekirnt. Die unvollstindige Ubereinstimmung mit der Be-
schreibung von Fr. Schmidt ist durch die weniger gute Er-
haltung seiner Exemplare verursacht worden.
Fundort: Kohtla, C,.

Gen. Phacops.

Pterygometopus kuckersiana Fr. Schmidt. — Taf. II, Fig. 9.

1881. Fr. Schmidt, Revision etc.,, I, pag. 90. Taf. V, Fig. 11—13;
Taf. XI, Fig. 7; Taf. XII, Fig. 16—18.

Von Fr. Schmidt ist auch das Pygidium dieser Art beschrie-
ben worden. Aber die Abbildung (Taf. V, 13) scheint nicht ganz
gelungen. Das hier abgebildete Schwanzschild (Taf. II, Fig. 9)
besitzt 12 Glieder und ist wegen seiner linglichen Form von den
haufigeren kurzen Pygidien des P. exilis und Chasmops odini gut
zu unterscheiden.

Fundort: Kohtla, C,.

3

Gen. Remopleurides.

Remopleurides nanus Leucht. var. elongata Fr. Schmidt.

1894. Fr. Schmidt, Revision etc, IV, p. 89. Taf. VI, Fig. 36.

Die Fig. 11 auf Taf. II stellt ein winziges, das einzige be-
kannte Pygidium dieser Art dar. Charakleristisch ist die Furche,
die den Vorderrand schneidet und in der Mitte ein Griibchen
bildet. Von da an ziehen sich diagonal nach hinten einige grobe
Terrassenlinien. Im ganzen aber hat das Pygidium viel Ahn-
lichkeit mit dem Lichas quadrispinus Angelin?), in dem Lin-
narsson ?) einen Remopleurides erkannte.

Die Abb. 17 der Taf. II stellt einen Teil des Rumpfes dar.
Der lange Dorn, die zugespitzten Pleuren und der ganze Habitus

1) 1854. Palaeont. Scandinavica, p. 84, tab. XL, fig. 20.
2) K. Vet.-Ak. Handlingar 1869 p. 68, Taf. I, Fig. 23, 25.
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weisen auf eine nahe Verwandtschaft mit dem R. dorsospszm
PortlLYH hin.

Bei unserem Stiick sind wie beim R. latus Olin? die Hinter-
rinder der Pleuren mit Zacken besetzt, und es lassen sich einige
grobe Terrassenlinien unterscheiden. Im Gegensatz zum /latus
sind die Pleuren sehr kurz (Y/, bis !/; eines Rhachisgliedes je
nach der Entfernung vom Kopf) und der Dorn ist stirker ent-
wickelt. — Ausserdem unterscheidet sich unsere Art auch wegen
ihrer meist glatten Glabella von den schwedischen, die gewthn-
lich Terrassenlinien aufweisen.

Fundort: Kohtla, C,.

Crinoidea.

Gen. Hoplocrinus Grewingk.

1867. H. Grewingk, Uber Hoplocrinus dipentas und Baerocrinus
ungerni. Dorpat. 1874, Fr. Schmidt, Miscellanea 11 (Hybocrinus dipentas).

Von diesen Krinoiden ist ein reichliches Material vorhan-
den, das ich hauptsschlich in der Umgebung von Tallinn (Lasna-
migi, beim stidl. Leuchtturm) erbeutete. Es sind ddrunter zwei
Arten zu unterscheiden, Hoplocrinus dipentas (Leucht.) und eine
andere, die ich Hoplocrinus grewingki nenne.

Hoplocrinus grewingki sp. nov. — Taf. 1I, Fig. 14, 15.

Der Kelch ist gross, konisch-konvex, und die Anordnung
der Tafeln ist gleich der des H. dipentas. Die Oberfliche der
Tafeln ist grobgekornt (Taf. II, Fig. 15); bei den R. sind die
Kérner parallel den Seitenrindern und dem Unterrande, bei den
Basalia aber parallel dem Oberrande angeordnet.

Bis zum Seitenrand der Basalia reichen diese Kérner nicht,
und es bleibt ein freier Saum {ibrig, so dass je zwei von den
Tafeln an der Beriihrungsstelle zusammen eine Rinne bilden.
Diese Eigentiimlicheit fehlt beim H. dipentas vollstindig. Die
~ Armglieder sind bei H. grewingk: schmiler und linger.

Abbildungen: Hoplocrinus dipentas. Fig. 12. Ein ganzes
Exemplar aus Tallinn. — 18. Originalexemplar von Grewingk. —

1) K. Vet.-Ak. Handlingar 1869 p. 68, Taf. 1, Fig. 23, 25,
2) E. Olin. Om de Chasmopskalken etc. Lund 1906, p. 55, Taf. 1I,
Fig. 8—9.

9
&
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"15. Gekornte Tafeln des H. grewingki. — 14. Ein génzes Exemplar
mit den Rinnen zwischen den Basalia und drei Armglieder.
Alle abgebildeten Exemplare stammen aus Tallinn.

Gen. .Hybpcrinus Billings.

Die Fig. 16 in der Tafel II stellt einen Kelch dar, der einem
wirklichen Hyboerinus angehort: doch wegen der schlechten
Erhaltung bezeichne ich ihn vorliufig als Hybocrinus sp.

Fundort: Kohtla.

Cystoidea. — Taf. 11, Fig. 18, 19.

Die Abb. 19 stellt ein ganzes Exemplar von Chirvoerinus
granulatus Jaekel dar. — Fig. 18 ist ein schonerhaltener Kelch
von Cystoblastus Kokeni Jaekel.

Beide stammen aus den unteren Schichten der C,-Stufe
beim Obersee (Umgebung von Tallinn).



Erlauterung der Tafeln.

Tafel I.

1. Acidaspis kuckersiana Fr. Schmidt. Pygidium mit abgebrochenen
Stacheln. X 2. Kohtla, bitumindser Kalkstein aus der Brachiopodenzone.

2, Asaphus robergit Wiman. Wangenschild mit erhaltenem Auge.
Kohtla, Brathiopoden-Zone. Nat. Grisse. ’

3. Bastilicus kuckersianus Fr. Schmidt. Hypostoma aus Tallinn. Nat. Grosse.

4. Cheirurus macrophthalmus Kutorga. Hypostoma aus Kohtla. Nat, Gr.

5, 6, 7, 8. Cyrtometopus plautine Fr. Schmidt. 5. Hypostoma von aussen.
6. Hypostoma von innen. 7. Pygidium. Alle drei zweimal vergrissert. 8. Ein
Kopf mit Hypostoma. Die Wange in eine Spitze ausgezogen, Nat. Grosse. —
Fundort: Kohtla, Brandschiefer.

6. Cybele rex Nieszk. mit auspriparierten ,Schwertern“. C,, Tallinn.
Nat. Grosse.

10, 11. Cybele xiphere sp. n. Ansicht von der Seite (10); dasselbe von
oben (11). Nat. Grisse. Kohtla.

12, Lichas triconicus Dames, — Pygidium aus den obersten Cy,-Schichten
aus Tallinn. Nat. Grosse. '

13. ILichas inexspectatus Fr. Schmidt.  Sinus des Hypostoms, mit den
Hakchen. X 2. — Brandschiefer, Kohtla.'

14. Eine Brandschieferplatte aus Kohtla.

a, b, ¢, d. — Lichas ineaspectatus Fr. Schmidt. — a. Freie Wange, mit ab-
gebrochenem Auge. b. Hypostoma. Der Sinus desselben in der Fig, 13 ist
in doppelter Grosse dargestellt. c¢. Pygidium. d—d. Zwei Pleurenfragmente.
e. Cyrtometopus plautini Fr. Schmidt. — Ein Kopf. Dieselbe Variation, wie
die Fig. 8.

Bemerkung zur Fig. 11. Rechts unten, neben der Nummer ist die
innere Seite eines ganzen Ampyx rostratus Sars und ein Kopf desselben
zu sehen. : :



Tafel II.

1. Lichas incxspectatus Fr. Schmidt. Die innere Seite des Pygidiums
mit dem Umschlag und dem eckigen Hinterrand. Kohtla. Nat. Grisse.

2. Lichas kuckersianus Fr. Schmidt. Kopf aus Tallinn.

3. Lichas hithneri Eichw. Mittelschild des Kopfes. von Herrn Heinrichson
bei Baltischport im Echinosphaeritenkalk gefunden. Die (rechte) Furche endet
nicht blind, sondern setzt sich undeutlich bis zum Nackenring fort. Nat. Grisse.

4, 5, 6. Lichas Wimani sp. nov. 4 und 5. Zwei Glabellen aus Kohtla.
Doppelte Grosse. 6. Hypostoma. Dopp. Grdsse.

7, 8. Cyphaspis planifrons Bichw. 7. Frele Wange mit erhaltener Or-
namentation. 8. Ein Mitteischild des Kopfes. Der Dorn auf dem Nackenring
nur undeutlich zu sehen, — Beide zweimal vergrdssert.

9. Pterygometopus kuckersinng Fr. Schmidt. Ein Pygidium aus Kohtla.

10. . Trilobites sp. Bine Glabella X 2.

11, 17. Remopleurides nanus Leucht. var. clongata Fr. Schmidt. Ein
Pygidium. X 2. Kohtla. 17. Teil des Rumpfes X 2,4. Kohtla, C,.

12, 13. Hoplocrinus dipentas Leucht. 12. Ein Kelch mit erhaltenen
Armen. Tallinn, untere Hilfte der C,-Stufe. 13. Originalexemplar Grewingk’s.
Museum Tartu. Alle in nat. Grisse.

14, 15. Hoplocrinus grewingki sp. n. 14. Ein ganzes Exemplar aus Tal-
linn. Die Oberfliche schlecht erhalten. 15. Eine gekdrnte Rad.-Tafel, Tal-
linn. Nat. Grisse.

16. Hybocrinus sp. Ein Kelch aus Kohtla. Nat. Grosse.

18. Cystoblastus kokeni Jaekel. Nat. Grosse. Tallinn.

19. Chairocrinus granulatus Jaekel. Nat. Grosse. Tallinn.



Acta et Commentationes
Universitatis Dorpatensis A VIII 5

Tafel 1.




Acta et Commentationes
Universitatis Dorpatensis A VIIL s Tafel 1.

C. Mattiesen, Dorpat.



| EINIGES UBER
DEN SCHWEFEL IM ESTLANDISCHEN
OLSCHIEFER (KUKERSIT) UND DESSEN
~ VERSCHWELUNGSPRODUKTEN

VON

M. WITTLICH

DORPAT 1925



Druck von . Mattiesen, Dorpat.



In fossilen Brennstoffen findet sich der Schwefel haupt-
sichlich als organisch-gebundener Schwefel, als Pyrit-Schwefel
(mitunter als Markasit) und als Sulfatschwefel. Der grissere
Teil des Schwefels der Brennstoffe ist wahrscheinlich organischer
Herkunft und stammt aus den Proteinen der tierischen und
pflanzlichen Organismen, die das Material zur Entstehung der
Brennstoife geliefert haben.

Bei der langsamen Umwandlung der organischen Substanzen
in fossile Brennstoffe verbleibt ein Teil des organisch gebundenen
Schwefels in organischer Bindung, wahrend der andere durch
vermittelnde biologische Prozesse und wohl zumeist auf dem
Umwege iiber Schwefelwasserstoff in anorganlsche Verbindungen
itbergefithrt wird.

- Bisen- und Schwefelverbindungen im besonderen entstehen
ja bekanntlich berall dort, ,wo eisenhaltige Wasser mit nicht
basischen, reduzierenden, schwefelabgebenden Mitteln zusammen-
kommen oder eisenhaltige nicht basische Gesteine mit Wassern
zusammenkommen, welche reduzierende und schwefelabgebende
Substanzen enthalten“ (Bischoff). Die Frage, ob der Schwefel
den Sinn der Umwandlungsprozesse der organischen Substanz
irgendwie beeinflusst und so mithestimmend ist fiir die Natur
des entstandenen Brennstoffs, ist bisher kaum diskutiert worden.
Der verhiltnismissig hohe Schwefelgehalt der fossilen Brenn-
stoffe berechtigt zur Annahme eines hoheren Proteingehalts
speziell der pflanzlichen Organismen friitherer Zeitperioden, und
besondere Beachtung verdient auch der Umstand, dass die
Schwefelverbindungen, die sich in den Verschwelungsprodukten
der verschiedenen fossilen Brennstoffe finden, recht voneinander
abweichender Art zu sein scheinen. Von besonderer Art sind die
Schwefelverbindungen in den einzelnen Erdélsorten, und wiederum
zum Teil anderer Art die Schwefelverbindungen, die sich in den
Verschwelungsotlen der festen Brennstoffe vorfinden.
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In der Literatur finden sich iiber diese Schwefelverbin-
dungen und ihre Untersuchung nur spérliche Mitteilungen, fiir
ihre Verschiedenheit spricht aber ihr Verhalten gegeniiber den
mannigfaltigen Entschwefelungsverfahren.

In den Olen ist der Schwefel allemal ein wertvermindern-
der Faktor, weil der Verbraucher schwefelhaltigen Olen mit
Misstrauen begegnet. Beim Verbrennen geben ja schwefelhaltige
Brennstoffe SO,, event. SO, die stark korrodierend wirken kénnen,
sobald sie in wissriger Losung auf Metall oder Mauerwerk ein-
wirken; solche gefiihrdete Orte wiren bei Dampfkesselanlagen
der Ekonomiser, bei Motoren der Karburator und das Auspuff-
rohr. Bei richtiger Anlage und aufmerksamer Bedienung diirften
allerdings derartige Kondensationserscheinungen nach Meinung
der Fachleute iiberhaupt nicht statthaben.

Beim Destillieren und Aufbewahren der Ole begiinstigt die Ge-
genwart von Schwefel Verharzungen und Polymerisationen ; beim
- Veredeln der Ole durch Hydrieren wirkt der Schwefel vergiftend
auf die gebrduchlichen metallischen Katalysatoren sowie auf
Metalloxyde. Nach den Untersuchungen von A. Fiirth und M.
Jaenicke!) wird die Hydrierung erst von einem minimalen
Schwefelgehalt an {iberhaupt technisch durchfiihrbar, wihrend
die Wirtschaftlichkeit des Verfahrens noch nicht erwiesen ist.

Verstandlicherweise ist so heute die Frage der Entschwefe-
lung der fliissigen Brennstoffe ein Problem, das dringend eine aus-
reichende Lisung erheischt. Bei der Reinigung der Erddlprodukte
verwendet man bekanntlich Schwefelsédure verschiedener Kon-
zentrationen und fliissige schweflige Sdure; — leider sind
diese vortrefflichen Mittel bei Olen, die viel ungesittigte oder durch
Schwefelsdure absorbierbare Verbindungen enthalten, nicht an-
wendbar, da der Siureverbrauch zu gross und der Verlust an Olen
zu hoch wird. Zur vélligen oder teilweisen Entschwefelung der Ole
zweiter Art und besonders der Tieftemperaturtle scheint es zur
Zeit ein wirtschaftlich befriedigendes Verfahren nicht zu geben.
Die diesbeziiglichen Untersuchungen und Versuche sind in den
verschiedensten Richtungen ausgefiihrt worden, und besonders
hervorzuheben wiren: das Verfahren ,Frasch, das viel verwandt
wird bei Reinigung von Erdolprodukten; die Behandlung mit
Silica-Gel; Spaltung der Schwefelverbindung bei hohem Druck

1) Zeitschrift f. angewandte Chemie 1925. pag. 173.
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und Temperatur, Behandlung mit Aluminiumchlorid bei Siede-
temperatur; Behandlung mit Hypochloritlésungen, Extrahieren
der Schwefelverbindung und weiter deren Abbau durch Oxyda-
tions- und Reduktionsverfahren. Im allgemeinen erfordern die
verschiedenen Oltypen eine spezifische Behandlungsweise; ganz
wesentlich unterscheiden sich in dieser Hinsicht auch Krackdle
und Tieftemperaturéle, und eine Hauptschwierigkeit liegt darin,
dass viele Mittel, die an sich gut entschwefeln, gleichzeitig auch
sehr energisch auf Olbestandteile einwirken.

Zu einer allseitig befriedigenden Losung der Entschwefe-
lungsfrage wird man wohl erst nach Aufhelluing des Wesens
der Schwefelverbindungen in den Olen kommen, und das gilt
fiir eine Aufgabe, an der noch viele und schwierige Arbeit zu
leisten ist. - :

Weil auch der estlindiche Olschiefer bei der Verschwelung
schwefelhaltige Ole gibt, so ist fiir die eben erstehende Olschiefer-
industrie die Entschwefelungsfrage der Ole von ganz erheblicher
Bedeutung, und als Beitrag und Material zur Discussion der
Angelegenheit mogen die folgenden Untersuchungen dienen, die
1924 und 1925 im technologischen Laboratorium der Universitit
Tartu-Dorpat ausgefﬁhrE wurden,

1. Schwefelbestimmung im estlﬁndischen Olschiefer
(Kukersit).

Der estlindische Olschiefer findet sich bekanntlich in Flézen
als besondere Facies der Kukerschen Stufe des Ordoviciums, und
die einzelnen Schichten sind voneinander getrennt durch
Zwischenlagen von Kalkstein, bitumindsem Kalkgestein oder
tonigem Kalkgestein. Es gibt keinen Kukersit von sozusagen
mittlerer normaler Beschaffenheit, jede Schicht ist besonders
charakterisiert, aber auch in sich nicht von véllig homogener

Zusammensetzung.
‘ Zur Herstellung von Mittelproben wurden in den staat-
lichen Gruben ,Kohtla-Jérve“ aus den einzelnen Schichten an je
12 Stellen Proben entnommen, und entsprechenderweise auf
Mittelproben verarbeitet. In diesen Proben wurde einmal der Ge-
samtschwefel bestimmt und des weiteren der organisch und anor-
ganisch gebundene Anteil. Die Bestimmung des Gesamtschwefels
wurde nach den Methoden ,Parr“ und ,Eschka“ ausgefiihrt.
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Die Methode Eschka ergab etwas hohere Werte, so dass sie fiir
das vorliegende Material als die geeignetere anzusprechen ist.

Fir die Einzelbestimmung von anorganisch:und organisch
‘gebundenem Schwefel fand sich keine zuverlissige Methode, da
es kein einwandfreies Verfahren zur Trennung von organischer
und anorganischer Substanz des Kukersits gibt. Es wurde daher
nach einer Differenzmethode gearbeitet, und zwar der anorganische
Schwefel nach J. Wibant!) bestimmt und der organische Anteil
aus der Differenz: Gesamt S — anorganischer S ermittelt. Die
Tab. I enthilt neben den Analysenresultaten die errechneten
Werte des Prozentgehaltes von Gesamtschwefel und organ. ge-
bundenem Schwefel bezogen auf die organ..Substanz des Ol-
schiefers, und von anorgan. gebundenem Schwefel bezogen auf
den organ. gebundenen; zu besserer Veranschaulichung der
Berziehungen ist das Diagramm [ angeschlossen.

Tabelle 1.

7 Ne dér Schichtenbz

I m | v | VI | IX | XI | XI
Gesamtschwefel . . . . . 1.449 | 1.11%]| 1.789%| 1.19%] 0.69%]| 1.25%| 1.10%
Organ. gebundener S.. . .| 0.86 | 0.72 {080 | 088-10.52 | 090 | 0.84
Anorgan. ” w + o+ +1058 1039 {098 | 031 0.17 | 035 | 0.26
Gesamts, in org. Sub.. .| 2.80 | 3.70 | 340 | 240 | 2.00 | 240 | 2.30
Organ. gebund., , . .| 170 | 240 | 154 | 176 | 150 | 1.80 | 1.80

Anorgan, gebundener S. be- :
zogen auf organ. geb. S.[67.0 ;54.0 1220 360 330 [31.0 310
Organische Substanz. . . . [49.80 \29.80 51,70 [50.20 (35.70 |51.50 (47.50

In einer fritheren Mitteilung vertraten wir die Ansicht, dass
der grossere Teil des Schwefels in anorganischer Form vorliege:
- es war damals zufilligerweise die Schicht V in Untersuchung,
in der ja {iberraschenderweise die Verteilung des Schwefels eine
von den anderen Schichten durchaus abweichende ist. In den
ibrigen Schichten tiberwiegt org. gebund. Schwefel. Eine Ursache
der Eigenheiten der V-ten Schicht mag das massenhafte Vor-
kommen von Bryozoen in ihr sein, deren Leibessubstanz zu dem
hoheren S-Gehalt beigetragen haben mag und vielleicht auch zu
seiner rascheren Mineralisierung. Bryozoen finden sich reichlicher

1) Brennstoffchemie 1922. pag. 273. .
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auch in den Schichten I und III, in denen das Verhiltnis von
organischem zu anorganischem Schwefel gleichfalls ein wesent-
lich anderes ist als in den oberen Schichten.

Anschliessend an die Schwefelbestimmungen in den Schiefer-
proben wurden dann Schwefelbestimmungen im — nach iiblichem

Verfahren gewonnenen — Koks ausgefiihrt. Bei der Verbrennung
des Kokses nach ,Parr“ wurde zur Probe reiner Rohrzucker
hinzugegeben, um eine vollstindige Verbrennung der an sich
brennstoffarmen Substanz zu erzielen.

2. Schwefelbestimmung im Koks.
Tabelle 2.

No der Schichten :

F
L m | Vol VI X | X X
R . RS SO— SRS — l
% Koks . - . . . .. .. !}43.3 % \63.8 % 139.9 % 145.8 % [57.3 9% |43.4 % [49.6 %
Schwefel im Koks Il 0.36 ‘\ 0.79 140 | 0.73 0.38 0.90 | 0.66
Vom Gesamtschwefel ver- ‘

bleiben im Koks . . . .[25.7 ]44.1 314 266 [31.8 [31.2 |49.6

i\

Aus den Analysenresultaten ersieht man, dass sich der
Gehalt von Gesamtschwefel in den ecinzelnen Schichten in relativ
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weiten Grenzen bewegt, und zwar auch dann, wenn man ihn auf
die organische Substanz bezieht. Wenn nun ein bestimmter Teil
des Schwefels von Gloeocapsamorpha prisca und anderen
Algen herstammt, so liessen sich die Abweichungen allenfalls er-
kliren durch die rech wechselnden Beilagen faunistischer Herkunft,
wie z. B. die Bryozoen in der fiinften Schicht. Verhiltnismissig
nahe beieinander liegende Zahlen erhdlt man bei Bezug des
organisch gebundenen Schwefels auf die organische Substanz —
freilich mit Ausnahme der Schicht III. Obschon dann der Anteil
von anorganischem Schwefel in den &lteren Schichten bedeutend
hoher ist als in den oberen, jiingeren, so lassen sich die Werte
doch nicht ohne weiteres zu einer Stiitzung der Ansicht von einer
allméhlichen Mineralisierung des organischen Schwefels heran-
ziehen, es sei denn mit der zusitzlichen Annahme, dass gewisse
schwefelhallige organische Substanzen langsamer, andere rascher
durch biologische oder chemische Prozesse ihren Schwefel
- verlieren. ‘

Aus den Zahlen der Schwefelbestimmung im Koks ersieht
man, dass in einigen Fillen offenbar ein Teil des Pyritschwefels
beim Verkoken flitchtig geworden, und andererseits auch die orga-
nischen Schwefelverbindungen wechselnde Beitrige von Schwefel
in den Koks abgegeben haben. Die Einzelbestimmungen von
organ. und anorg. gebundenem Schwefel im Koks sind leider
nicht zum Abschluss gekommen.

Ist der Olschiefer lingere Zeit atmosphirischen Einfliissen
-ausgesetzt gewesen, so lassen sich erhebliche Verinderungen seines
Zustandes infolge stattgefundener Verwitterungsreaktionen nach-
weisen, die sich natiirlich auch auf den Schwefel erstrecken.
Nach vorldufigen Untersuchungen scheint die Neigung zum Ver-
wittern bei den einzelnen Schichten eine verschiedene zu sein,
und zwar ist es wieder Schicht V, die ein besonderes Verhalten
aufweist.

3. Schwefelbestimmungen in (len.

Der in Untersuchung genommene Schwefelteer stammte
aus der staatlichen Versuchsanlage bei Kochtel und war ver-
mutlich erhalten aus einem zufilligen Gemisch von Schiefer aus
verschiedenen Schichten. Aus dem Rohteer mit 1.089/, S wurden
durch zweimalige Destillation acht Fraktionen Ol gewonnen und
in diesen der Schwefelgehalt bestimmt.
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Die Bestimmung wurde wieder nach Methode ,Parr“ ge-
macht, die leichteren Ole wurden in Glaskirschen eingeschmolzen,
gewogen und zur Verbrennung genommen. Die aus dem Glase
ins Reaktionsprodukt eintretende losliche Kieselsdure wurde
* beriicksichtigt. :

Es wurden folgende Resultate erhalten:

175 2000 225° 2500 275  300°

200° 2257 230° 2757 300° 325’
%/, Schwefel: 1.34%, 0.98%/, 0.87%, 1.06%/, 1.08%/, 0.97%/,-1.18%,.

Die Gesamtdlausbeute in den acht Fraktionen betrug 349/,
des Rohteers, vom Schwefel im Rohteer waren 27°/, in die durch
zweimalige Fraktionierung erhaltenen Ole iibergegangen. Ab-
weichend von den Olen aus Schwefelteeren anderen Ursprungs ist
hier der Schwefelgehalt in den leichteren Olen nicht geringer als
in den h&heren Fraktionen. In drei Jahre alten Olproben konnte
eine Beziehung zwischen den Verdnderungen der spez. Gewichte
und dem jeweiligen Schwefelgehalt nicht erkannt werden.

Weiterhin wurde Fraktion 1 (—175% iiber metall. Natrium
umdestilliert, um ungesittigte und Sauerstoffverbindungen mog-
lichst abzuscheiden, und danach, wiederum iiber Natrium, in
finf Fraktionen zerlegt, die, qualitativ gepriift, alle Schwefel ent-
hielten. Die Untersuchung dieser Proben auf Thiophene mit
Hilfe von Phenanthrenchinon gab bei der ersten Fraktion ein
negatives Resultat, wihrend die vier hoheren positiv reagierten.
Der iiberaus unangenehme Geruch der drei ersten Fraktionen
erinnerte an Mercaptane.

Wie bereits erwiahnt, stammte der verarbeitete Rohteer aus
einem willkiirlichen Gemisch von Schiefer aus verschiedenen
Schichten, und iiberdies fehlten genauere Zahlen tiber die Teeraus-
beute. Um nun eine allgemeine Ubersicht zu gewinnen tber die
Verteilung des Schwefels bei der Verschwelung und weiteren Frak-
tionierung des Rohteers, wurde im ILaboratorium eine Reihe von
Verschwelungen in der Fischer’schen Aluminiumretorte
ausgefiihrt. Der bei einer Verschwelungstemperatur von 5200 er-
haltene Teer wurde durch einmaliges vorsichtiges Destillieren in
acht Fraktionen und Pech nebst Gasen geschieden, und endlich
wurden in allen festen Produkten Schwefelbestimmungen aus-
gefithrt, deren Ergebnisse die Aufstellung einer allgemeinen
Schwefelbilanz erlaubten. .

Fraktion: —1759;

*



10 M. WITTLICH A VILe

Die Olschieferprobe stammte aus der wertvollsten Schicht
V, der Schwefelgehalt war 2.07%,, die Verschwelungen wurden
parallel mit Dampf- und ohne Dampfzutritt ausgefiihrt.
Ergebnis der Verschwelung:

Tabelle 3.

Rohteer
Koks | Gase
Ausbeute | spez. Gew.| % S.
Ohne Dampf . . . . . 33.239% 0.9483 | 1.16%(52.52% (14.25%
Mit Dampf. . . . . . 35.77 0.9557 {102 [50.85 [13.38

In Prozenten ausgedriickt, verteilt sich der Schwefel auf die
Verschwelungsprodukte folgenderweise :

im Rohteer ohne Dampf 18.62°/, mit Dampf 17.63%/,
. Koks " , 4440, , 4471,
» (asen ” . 3698, ., 87.66, .

Die Resultate der. an den einzelnen Fraktionen vorgenom-
menen Untersuchungen sind in der Tab. 4 zusammengestellt,
wo A die Ausbeute in Gramm ¢/,, und S die Prozente Schwefel
bedeuten.

Tabelle 4.

ohne Dampf mit Dampf

A | S |spez.G| A | S |spesG.

Frakt. —1759 [12.32%1.269% | 0.7557 |[11.74%(1.20% | 0.7526

. 1752000 | 249 [1.11 |0.8438 ) 2.35 (1,08 | 0.8022
200—225% || 2.86 [1.08 . 0.8808 | 3.84 [1.02 0.8787
225—250° || 5.04 |0.97 09017 || 4.74 10.99 | 0.8989
250—2730 | 6.59 10.80 | 0.9224 ) 4.55 }0.87 .| 0.9013
275—3000 § 813 |0.74 | 0.9509 | 6.87 0.76 1 0.9428
300—3250 [10.59 [0.78 10.9589 13.87 [0.92 | 0.9840
325—3500 [12.28 10.99 [0.9904 (1835 10.90 |0.9935

3 R 3 3 x ]

. Die Fraktionierung wurde bei gewshnlichem Druck durch-
gefithrt unter moglichster Vermeidung von Zersetzungserscheinun-
gen. Zusammengefasst war das Ergebnis in Prozenten des
Rohteers folgendes:

Ole in den Fraktionen ohne Dampf 60.23°/, mit Dampf 66.31%,
Pech , ., 8598, , 3087,
Gase und Verluste ” ” 3.79 , ” ” 2.82 ,,.
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Die Laboratoriumausbeute an Rohteer betrigt fast das Dop-
pelte der Ausbeute im Grossbetrieb, die Unterschiede im Schwe-
felgehalt sind hier und dort unbedeutend und der Ertrag an
Olen bei einmaliger Destillation ebenfalls zweimal hther als bei
wiederholter Fraktionierung, infolge der hohen Temperaturemp-
findlichkeit gewisser Komponenten der Ole.

Der Schwefelgehalt der Riickstinde war

im Koks ohne Dampf 1.75°/, mit Dampf 1.82%,

im Pech »  0.68%, " » 0.76%,.
, Die Menge der Gase von der Fraktionierung und Verschwe-
lung ist nicht bestimmt worden, in der folgenden Bilanz ist der
- auf die Gase entfallende Anteil an Schwefel aus der Differenz
ermittelt worden.

Setzt man den Schwefelgehalt im verarbeiteten Olschiefer
gleich ,100%, so ergibt sich nun folgende Bilanz:

S im Koks ohne Dampf 44.4°/, mit Dampf 44.7%,

» » :E)eCh » » 3.9 ” ” ” 4.1 »
" » Olen ” ” 9.3 ”» ” ” 11.0 ”
» » Qasen . 424, ” ” 40.2 ,,.

Der grosste Teil des urspriinglichen Schwefels verbleibt
beim Laboratoriumsversuch im Koks, im Grossbetriebe wird das
Verhéltnis ein anderes sein, und wohl auch ein verschiedenes bei
jeder Verschwelungsmethode.

Fast die gleiche Menge von Schwefel geht in die Gase, und
es wire wohl zu erwégen, ob sich nicht eine Wiedergewinnung
dieses Schwefels in wirtschaftlicher Weise ermoglichen liesse.

Die Mitbenutzung von Dampf bei der Verschwelung iibt
auf die Schwefelverteilung in den Produkten einen geringen
Einfluss aus.

L]

Zusammenfassung: Im estlindischen Olschiefervor-
kommen haben die einzelnen Schichten verschiedene Schwefel-
gehalte, was sich zum Teil erkliren lisst aus den wechselnden
Mengen von Fossilien faunistischer Herkunft in den einzelnen
Schichten. Von besonderem Interesse ist die Schicht V.

Die beim Verarbeiten des Rohteers anfallenden leichten Ole
haben den héchsten Schwefelgehalt.

Beim Verschwelen von Schiefer aus der Schicht V in der
Fischer’schen Retorte gehen vom Gesamtschwefel etwas weniger
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als 20%, in den Rohteer und rund 10%, in die Fraktlonen — bei
nur einmaliger Destillation.

Jede neue Destillation vermindert bedeutend die Olausbeute.
Wasserdampfbenutzung erhoht bei der Verschwelung die Teer-
ausbeute, beeinflusst aber nur in geringem Masse die Verteilung
des Schwefels in den einzelnen Produkten.

Der Hauptteil der experimentellen Arbeit ist von meinen
geschitzten jungen Mitarbeitern Magg. chem. K. Kask und
K. Leinbaum geleistet worden.

Dorpat, August 1925.
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In der letzten Zeit sind insbesondere von M. Popoff?
zahlreiche Versuche tiber die Stimulationswirkungen verschiedener
chemischen Agentien auf das Wachstum der Getreidepflanzen
angestellt worden. Durch diese Versuche ist es dem genannten
Autor gelungen, den Ernteertrag um 80—50°, zu steigern.

Ungeachtet der grossen praktischen Bedeutung, die eine
durch die Hand des Experimentators willkiirlich geleitete Wachs-
tumsstimulation und die damit verbundene Erhebung des Ertrages
haben konnten, sind die wissenschaftlichen Grundlagen der durch
verschiedene chemische Stoffe erzielten stimulierenden Wirkung
auf die pflanzliche Zelle noch véllig unbekannt. Die Meinungs-
Ausserungen der meisten Autoren der neueren Zeit iiber die
physiologische Natur der Stimulation tragen einen recht allge-
meinen und deduktiven Charakter, sie sind grosstenteils durch
keine exakten Versuche bestitigt und geben daher auch
keine festen Anbaltspunkte zur n#heren Begriindung dieser
offenbar sehr komplizierten physiologischen Erscheinung. Es
gelingt heute noch nicht, sicher vorauszusagen, ob dieser oder
jener Stoff gemdiss seiner chemischen Konstitution in einer
physiologischen Konzentration stimulierend oder hemmend auf
das Wachstum einer beliebigen Pflanze wirken wiirde, und die
bisher erhaltenen positiven Ergebnisse lassen sich kaum auf alle
Pflanzen verallgemeinern.

Die Tatsache der Wachstumsstimulation durch chemische
~Stoffe ist nicht neu und wurde schon vor etwa fiinfzig Jahren

1) Popotf, M. Uber Zellstimulantien und ihre theoretische Begriin-
«dung. Jahrb, der Univ. Sofia. 19, II Heft 1. 1923.

Idem. Die Zellstimulation des Saatguts und ihre Bedeutung. Deutsche
Landwirtsch.-Ges. 1924, St. 12.

Idem. Uber die Stimulierung der Zellfunktionen, Biolog. Zentralbl,
42, 395, 1922.

Idem. Zellstimulationen und ihre theoretische Begriindung. Zellstimu-
Jlationsforschungen 1, 3. 1924,

1%
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zuerst bei niederen (Schimmelpilze) und alsdann bei hoheren
Pflanzen (Leguminosen und and.) beobachtet. Ich verweise hier
auf die Namen von Raulin?!), Schultz?, Pfeffer?), Ri-
chards?), Loew?, Ono®, Hattori?, Kanda®, Huep-
pe® — die dieses Phinomen niher untersucht haben; es set
hier ferner auf die tibersichtliche Zusammenstellung bei Nobbe¥)
und insbesondere bei Czapek?!!) verwiesen.

Eine experimentell begriindete Theorie fehlt bei den ilte-
ren Autoren ebenfalls.

Im allgemeinen konnten bei den Wirkungen chemischer
Stoffe auf Zellen folgende zwei Fille in Betracht kommen: 1. die
Wirkung erstreckt sich hauptsichlich auf die Oberflichenschichten
des Plasmas und auf die Zellwand; 2. es werden alle Bestand-
teile der Zelle durch den Stoff beeinflusst.

Den ersteren Fall haben wir dann, wenn ein Stoff in das
Plasma schwer eindringt und in erster Zeit an der Oberfliche
Halt macht. Hierher gehoren in erster Linie starke Mineralsiuren.
Im Gegensatz zu der alteren Angabe von Pfeffer?'?), wonach
gewisse Sduren beinahe momentan durch das Plasma in die
Vakuole permeieren, was bei den Anthozyan fiithrenden Pflanzen
durch den Farbenumschlag sichtbar wird, zeigen die neuesten

1) Raulin, Etudes chimiques sur la végétation. Ann. d. scienc. natu-
rell, V Sér. 11, 252. 1869. ‘

2) Schul z, H. Uber Hefegifte. Pfliigers Archiv 42, 517. 1888.

3) Pfefter, W. Uber Election organischer Nihrstoffe. Jahrb. fiir. wiss.
Bot. 28, 205. 1895,

4) Richards, H. M. Die Beeinflussung des Wachstums einiger Pilze
durch chemische Reize. Jahrb. fiir wiss. Bot. 30, 665. 1897,

5) Loew, 0, K. Aso, S. Sawa. Uber die Wirkung von Mangan-
verbindungen auf Pflanzen. Flora 91. 1902.

8) Ono, N. Uber die Wachstumsbeschleunigung einiger Algen und
Pilze durch chemische Reize. Journ. Coll. Science, Imp. Univ. Tokyo, 18, Pt. 1. 1900.

7) Hattori, H. Studien iiber die Einwirkung des Kupfersuifats auf
einige Pflanzen. Journ. Coll. Science, Imp. Univ. Tokyo, 15, Pt. 3. 1901,

8) Kanda, M., Studien iiber die Reizwirkung einiger Metallsalze auf
das Wachstum hoherer Pflanzen. Journ. Coll. Science, Imp. Univ, Tokyo, 19, 1904.

9) Hueppe, F, Naturwissenschaftliche Einfithrung in die Bakterio-
logie. 1896, Wiesbaden, S. 55.

10) Nobbe, Fr. Handbuch der Samenkunde. Berlin 1876.

11) Czapek, F. Biochemie der Pflanzen I. Jena 1913,

12) Pfeffer, W. Osmotische Untersuchungen. Leipzig 1877. S. 135,
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Untersuchungen von Brenner!?!), dass starke anorgani-
sche Siuren, wie HCl, H,SO,, HNO, HgPO,, sowie auch stér-
ker dissoziierte organische Siuren, wie Oxalsiure und Zitronen-
sidure, beim Eindringen das Plasma mehr oder minder schidigen,
insbesondere die Konzentrationen 0,001 m und hoher, und ferner,
dass in niedrigeren Konzentrationen der Anthozyanumschlag durch-
aus nicht momentan erfolgt. Dieses zeigt, ,dass die lebenden
Pflanzenzellen fiir die stark dissoziierten Siuren . . . mindestens
sehr schwer durchlissig sind“ (Hober)?2).

Eine ausgesprochene stimulierende Wirkung der Ssuren auf
das Wachstum der Pflanzenzellen fanden Sarandinaki?®) und
Borowikow?. Borowikow untersuchte die Zuwachs-
geschwindigkeit der Helianthuskeimlinge in saurem Medium. Es
sei hier ein Beispiel angefiihrt.

Zuwachs in mm
Losun n % %. Nach | % %- Nach n % %.
ST ey | wetteren | Jo% ZLC | weiteren | 0% 200
in H,0 " in H,0 = in Hy,0
H,0 54 | 100 46 88 76 139
HCl — 0,0005 m || 95 177 62 117 53 100
HNOz; — 0,0005 m| 84 | 155 45 83 53 100
1/,Hy,80,—0,0005m| 78 | 144 58 105 45 83
H,C,0, — 0,0005 m| 67 | 122 40 72 46 83
H,0 50 94 50 94 70 128

Man sieht aus dieser Tabelle, dass die Keimlingssprosse
~ pach 3-stiindigem Aufenthalt in allen Sauren sich schneller aus-
strecken als im Wasser. Im Wasser ist der Zuwachs 100%,, in
Sduren je nach der Stirke der Sduren 177—122%, Nach 6 Stun-

1) Brenner, W. Studien fiber die Empfindlichkeit und Permeabilitit
pflanzlicher Protoplasten fiir Siuren und Basen. Ofversigt af Finska vet. for-
handl. 60, Afd. A, No 4. 1918,

2) Héber, R. Physikalische Chemie der Zelle und der Gewebe. Leip-
zig 1922. S. 437.

3)Sarandinaki. Beobachtungen iiber die Wirkung der Salze auf
das Wachstum (russisch). Mém. de la Soc. des mnaturalistes de la Nouvelle
Russie 38, 307. 1912, ‘

4) Borowikow. Die Wirkung der salzartigen Stoffe auf die Wachs-
tumsgeschwindigkeit des Pflanzenorganismus (russisch). Ebenda 41, 1. 1916,
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den ist der Zuwachs nur in HCl und H,S0, grésser als im Was-
ser, nach 9 Stunden ist er in allen -‘Siuren kleiner als im Wasser,
die Ssiuren hemmen hier schon das Wachstum. Ausserlich be- .
trachtet sieht es im ganzen so aus, dass in den Siurelésungen
das Wachstum von Pflanzengeweben anfangs stark stimuliert wird
und die Beschleunigung dann allm#hlich ausklingt.

Es fragt sich jedoch, inwiefern diese Ausdehnung der Hypo-
kotyle in Gegenwart von Siure mit einem Wachstumsprozess
bei normalen Verhiltnissen identifiziert werden kénnte,

Wir wissen ja aus den wohlbekannten Untersuchungen von
Hofmeister?), Wo. Pauli?, Ostwald?, M. H. Fischer¥
und and., dass die Elektrolyte die Quellung von Gelen beeinflus- -
sen, und zwar wird sie durch verdiinnte Sdureldsungen stark
erh6ht. Die Ausstreckung von Keimlingssprossen kommt durch
das Flichenwachstum der Zellwand zustande. Bei den jungen
Zellen ist die Wand im Zustande eines elastischen Gels und in-
folgedessen denselben kolloidchemischen Gesetzméssigkeiten wie
alle toten Quellkorper unterworfen. In Siurelosungen schwillt
die junge Zellwand stark auf (vgl. Kotte)?, und man konnte
damit auch die rasche Verlingerung der Hypokotyle erkliren,
denn im allgemeinen stimmen die Ergebnisse von Sarandinaki -
und Borowikow mit einem Quellungsvorgang sehr gut iiber-
ein: am besten dehnen sich die Sprosse in solchen Siurekonzen-
trationen aus, die dicht am letalen Grenzwert liegen und fiir das
Leben der Zellen am geféhrlichsten sind. In diesen Lsungen zeigen
die Zellen auch eine starke Exosmose von Zellsaftstoffen,
was auf eine Schiadigung hinweist. Ferner sprechen noch einige
andere Tatsachen, auf die hier nicht ndher eingegangen wer-
den soll, dafiir, dass die Wachstumsstimulierung der Keimlinge
durch Siuren, die iibrigens eine kurze Zeit dauert, dabei ein
Maximum erreicht und dann allmihlich {4llt®), eher ein rein kol-
loidchemischer als physiologischer Prozess ist. Dieses beweist

1) Hofmeister, F. Arch. f. exp. Path. und Pharm. 27, 395. 1890.
28, 210. 1891.

2) Pauli, Wo. Pfliigers Arch. 67, 219, 1897. 71, 1. 1898,

3) Ostwald, Wo. Pfliigers Arch. 108, 563. 1905.

4) Fischer, M. H Das Oedem etc. Dresden 1910,

5) Tabulae biologicae, Bd. 1, 448. 1925.
. 6) Mit der Zeit sammelt sich die Siure, wenn auch langsam, in grosse-
ren Mengen in der Vakuole, wobei das Plasma allmahlich abzusterben beginnt,
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auch der Umstand, dass die Entwicklung der Keimlinge in Was-
serkulturen mit saurer Reaktion durch die letztere im allgemei-
nen nicht gefordert wird. Eine gewisse Ausdehnung der Zell-
wand als Folge der Quellung in S#uren miisste man woh] auch
bei toten Keimlingen erwarten.

Dessenungeachtet kénnen S#uren,. inshesondere die organi-
schen (Popoff), als Reizstoffe fungieren, die in erster Linie die
Keimung der Samen anregen. So sagt Merkenschlager?):
»In bestimmten fiir jede Sdure und jeden Samen charakteristi-
schen Konzentrationsverh#ltnissen sind die Sduren Reizsubstanzen
und erhthen die Entwicklung der Keime“. Welche physiologische
Prozesse in den Samenzellen durch Siuren in erster Reihe ange-
regt werden, das ist noch vollstindig unerforscht. Es ist jedoch
kaum anzunehmen, dass die Wirkung der Séuren bei den Samen
sich nur auf die Oberfliche der Zellen erstreckt, denn bei der Kei-
mung kommen hauptséichlich die Vorgéinge im Inneren der Zellen
in Betracht, némlich die Quellung, d. h. die Anlagerung von Was-
ser an die Plasmateilchen und die Stoffe im Zellraum, ferner die
enzymatischen Prozesse bei der Mobilisierung der Reservestoife,
der Atmung usw.

M. Popoff?) hat eine Hypothese aufgestellt, nach welcher
alle Zellstimulantien eine Beschleunigung der Oxydationsprozesse
im Inneren der Zelle bewirken. Dieser Autor meint, dass dieses
am besten durch die Einwirkung der reduzierenden Verbindun-
gen (!) zustande komme. Er sagt: ,Nach den heutigen Auffas-
sungen iiber die Zusammensetzung der Eiweisskorper wird an-
genommen, dass um einen inneren Kern, den Leistungskern
(Ebrlich), nach Art der aromatischen Verbindungen viele Seiten-
ketten angeordnet sind. Einige von diesen sind mit der Aufgabe
betraut, den Sauerstoff aus dem umgebenden Medium labil zu
binden, wir wollen sie Atmungsseitenketten nennen, und ihn
dann anderen sauerstoffavideren Seitenketten des lebenden Mole-
kiils weiterzugeben. Auf diese Weise kommt es zu einer Zir
kulation des Sauerstoffs im lebenden Molekiil.

Von dieser Auffassung ausgehend kénnte man annehmen,
dass das lebende Molekiil in einem Stillstand der Lebensfunk-

1) Merkenschlager, F. Keimungsphysiologische Probleme. Freising-
Miinchen, 1924, S. 13,
2) Popoff, M. Jahrbuch der Univ. Sofia 29, 52. 1923.
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tionen verbleiben wiirde, solange die Atmungsseitenketten mit
Sauerstoff ges#ttigt sind oder wenn die weitere Abgabe des
Sauerstoffs an die anderen Seitenketten langsam vor sich geht. In
dem Moment aber, in welchem das lebende Molekiil in Kontakt mit
einer sauerstoffaviden Verbindung kommt, muss diese letztere, je
nach der Stirke der Aviditit, Sauerstoff aus den Atmungsseitenket-
ten, wie auch aus den anderen sauerstoffbindenden Seitenketten des
lebenden Molekiils loslésen und an sich ziehen. Auf diese Weise
werden freie Affinititen fiir den Sauerstoff im lebenden Molekiil
geschaffen; fiir ihre S#ttigung miissen die sauerstofflabilen
Atmungsseitenketten neue Sauerstoffmengen an sich ziehen und
sie an die sauerstoffavideren Seitenketten des lebenden Molekiils
weitergeben. Es wiirde dadurch zu einem Aufleben der Sauer-
stoffzirkulation im lebenden Molekiil, es wiirde zu einer Hebung
der Oxydationsprozesse kommen.“

Ferner meint Popoff, dass reduzierende Stoffe nur in
niedrigen Konzentrationen die Lebensprozesse der Zelle stimu-
lieren, in hoheren Konzentrationen sollen sie eine hemmende
Wirkung ausiiben.

Zu den reduzierenden Stoffen, die nach Pop offl) stimu-
lierend wirken, gehdren folgende Verbindungen:

»-..1. das CO und CO,;

2. das Mg, Mn, K, Na, Fe, Ph, Hg und deren Salze;

3. das Arsen und seine Derivate;

4. die Alkohole der Kohlenwasserstoffe;

5. die Aldehyde, die Ketone und die Siuren der
' Alkohole;

6. die Glukose,

7. die Phenole (ein-, zwei-, drelweltlge) und ihre leicht

oxydalen Derivate; die ein- und vielwertigen Pheno-
sduren ;

8. einige Verbindungen aus der Gruppe der Terpene
und Kampfer;

9. die Hypnotica und Anaesthetica wie auch leicht
oxydablen Alkaloide;

10. bestimmte fluoreszierende Losungen.“

Die angefiihrten Stoffe gehdren sehr verschiedenen
Gruppen von Verbindungen mit recht verschiedenen che-

Hle -
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mischen Eigenschaften an, und infolgedessen ist es kaum mog-
lich, ihre physiologische Wirkung auf eine und dieselbe che-
mische Aktion zuriickzufiihren. So dringen die Schwermetall-
salze sehr schwer oder fast gar nicht in die Zelle ein, ohne sie
schwer zu schadigen, ferner wirken sie stark entquellend.
Dagegen permeieren die Alkohole, Aldehyde, Ketone fast momen-
tan in die Zelle und beeinflussen den kolloiden Zustand des
Plasmas beinahe gar nicht.

Es ist sehr wahrscheinlich, dass gewisse Reizstoffe direkt
oder indirekt in der Zelle eine erhohte Atmungstitigkeit bewir-
ken, denn eine Wachstumsstimulation bedeutet eine Beschleu-
nigung aller Lebensprozesse in der Pflanze. Hier kdnnten nur
exakte Versuche Klarheit schaffen und zeigen, inwiefern eine
Steigerung der Atmungsintensitit von dem Reduktionsvermdégen
der Stimulationsstoffe abhingig ist. Es ist aber ziemlich unver-
stindlich, wie das von Popoff erwidhnte CO, reduzierend
wirken und dadurch eine Sauerstoffséitigung im Plasma beseiti-
gen konnte. Wir wissen, dass beim Leiten des 'CO, durch
Wasser Kohlensdure entsteht, wobei die isohydrischen Kon-
zentrationen derselben eine nicht geringere Quellung der Quell-
korper hervorrufen konnen, wie die der starken Mineralsiuren
(Chiari)!). Es fragt sich darum, inwiefern die quellende Wir-
k.ng der Kohlensiure, die iibrigens sehr leicht in die Zellen ein-
dringt, die Keimung der Samen begiinstigt.

Wir wollen damit nicht sagen, dass bei der chemischen
Stimulation eine erhShte Oxydation im Inneren der Zelle keine
Rolle spielen konnte, doch ist es zurzeit nicht bekannt, dass alle die
von Popoff erwidhnten Verbindungen eine solche zu bewirken
vermichten. Esist neuerdings von 0. Warburg?2)exakt bewiesen
worden, dass nur die Eisensalze die Oxydationsvorgéinge in der Zelle
fordern und fiir die normale Lebenstitigkeit unentbehrlich sind.
Er sagt ferner: ,Bekanntlich enthdlt die lebende Zelle an auto-
xydablen Metallen nicht nur Eisen, sondern auch Kupfer, Mangan
und andere Metalle, und man kann fragen, ob wir nicht besser
titen, statt ,Eisen* ,Schwermetall zu schreiben. Wir tun das

1) Chiari, R. Die Glutinquellung in S#duren und Laugen. Biochem.
Zeitschr. 38, 167. 1911, \

2) Warburg, 0. Uber Eisen, den sauerstoffiibertragenden Bestand-
teil des Atmungsferments. Biochem. Zeitschr. 152, 479. 1924.
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nicht, weil wir nicht wissen, ob Kupfer und Mangan lebensnot-
wendig sind, und weil die Mengen dieser Metalle im Vergleich
zu ihrer Reaktionsfihigkeit zu klein sind“. ,Wir beschrinken
unsere Annahme also ausdriicklich auf das Eisen und lehnen
eine Erweiterung auf andére Schwermetalle als zurzeit nicht be-
griindbar ab“. ..

Versuche.

Die vorliegenden Versuche sind zur Orientierung ftiber fol-
gende Fragen angestellt worden:

1. Inwiefern beeinflusst das Beizen der Samen mit reinen
Losungen der Neutralsalze (d. h. wenn in'der Losung nur ein
Salz vorhanden ist) den Ernteertrag: hat hier die verschie-
dene Quellungsaktivitit der Salze eine Bedeutung?

2. Welchen Einfluss auf den Ertrag haben die Kombina-
tionen von quellungsférdernden und quellungshemmenden Salzen ?

Es ist in der letzten Zeit durch Versuche bewiesen worden,
dass gerade die Quellungserscheinungen bei der pflanzlichen Zelle
eine grosse Rolle spielen und mit ihnen immer in reversibler
Weise gewisse physiologische Funktionsinderungen verbunden
sind. Verschiedene quellungsfordernde Salze, die das Hydrata-
tionspotential der Plasmakolloide erhéhen, bewirken eine grosse
Permeabilitit des Plasmas, dagegen setzen die quellungshem-
menden Salze die Durchlissigkeit herab!). Somit kann eine
der wichtigsten Lebensfunktionen der Zelle — die Permeabilitit
fiir geloste Stoffe — durch gewisse Elektrolyte in hohem
Masse beeinflusst werden, und man konnte erwarten, dass die
Vorbehandlung der Samen mit quellungsaktiven Stoffen auf
die spitere Entwicklung der Pflanze nicht ohne Einfluss bleiben
wiirde. Damit soll freilich nicht gesagt sein, dass die stimulie-

1) Kaho, H Uber die physiologische Wirkung der Neutralsalze auf das
Pflanzenplasma. Acta et Comm. Univ. Dorpat. A V.4 1923.

Idem. Ein Beitrag zur Permeabilitit des Pflanzenplasmas fiir die
Neutralsalze, Biochem. Zeitschr. 123, 284, 1921.

{dem. Uber die Einwirkung von Siuren auf die Hitzegerinnung des
Pflanzenplasmas. Biochem. Zeitschr. 144, 104. 1924,

Idem. Uber die Beeinflussung der Hitzekoagulation des Pflanzenplas-
mas durch die Salze der Erdalkalien. Biochem. Zeitschr. 151, 104. 1924,

Hansteen-Cranner, Meldinger fra Norges Landbrukhoiskole
B. 2, 1. 1922,

Ruhland und Hoffmann, Arch. fiir wiss. Botanik 1, 1, 1925.
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rende Wirkung der Salze nur auf Quellungsprozesse zuriick-
zufiihren sei.

Zn den Versuchen diente eine Sommerweizensorte ,,Crescat®,
die aus Berlin von Aug. Bitterhof Sohn bezogen worden war.
Ich konnte leider keine inléndische reine Weizensorte ausfindig
machen und war gezwungen mit fremdlindischen Samen zu
experimentieren, ein Umstand, der allerdings bis zu einem gewissen
Grade nachteilig auf die Ergebnisse der Versuche wirken konnte.

Die Samenpriifung auf der Kontrollstation des Ackerbau-
ministeriums in Tallinn (Reval) (Kontrollanalyse Ne 5119) ergab

folgendes:
die Keimungsenergie in 3 Tagen — 87,39,
der Keimungsprozentsatz — 90,6
das Gewicht von 1000 Samen — 58,06 gr.

Unter den Neutralsalzen wurden zum Beizen der Samen die
Kaliumsalze gewidhlt, die im allgemeinen die Quellung besser
fordern als die Natriumsalze, und zwar folgende lyotrope Reihe:
KCNS, KJ, KBr, KNO,, KCI, KH,PO,, K-Tartrat, K,S0,. Die Kon-
zentration der Losungen betrug bei allen Salzen 0,1 mol. An
Salzkombinationen kamen zur Anwendung folgende:

KCNS 0,1 mol - CaCl, 0,05 mol

KBr 0,1 mol- CaCl, 0,05 mol

KNOg 0,1 mol -+ CaCl, 0,05 mol

K,S0, 0,1 mol 4 CaCl, 0,05 mol

KNOg 0,2 mol 4 MgCl, 0,1 mol

KNOg 0,2 mol -} MgBr, 0,1 mol

KBr 0,2 mol 4 Mg(NOg), 0,1 mol

KNOg 0,3 mol 4 BaCl, 0,1 mol

9. NaCNS 0,1 mol+- CoSO, 0,01 mol

10. Nal 0,1 mol+ ZnS0O, 0,01 mol

11. NaNOg 0,1 mol -} NiSO, 0,01 mol

12. NaCl 0,1 mol 4+ MnSO, 0,01 mol

13. Na,S0, 0,1 mol - CoSO, 0,01 mol ‘
14. u. 15. MgCl, 4+ MnSO,; MnCl, + MnS0, 39/,
16. MnBr, 0,1 mol+4 CoSO, 0,1 mol

17. Cd(NOg), 0,1 mol 4 CaCl, 0,1 mol

18. CdBry 0,1 mol+ MgCl, 0,1 mol.

’ Die fiir die Versuche bestimmten Samen kamen auf 4—5
Stunden in die Salzlssungen, wonach die letzteren abgegossen

[
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wurden und die feuchten bzw. etwas angetrockenen Samen 2—3
Stunden lang bis zum Aussien in den Glasschalen blieben. Fiir die
Kontrollversuche wurden die Samen 1. in destilliertes Wasser
parallel mit den Salzlésungen gebracht; 2. trockene Samen aus-
gesit.

Fiir die Versuche wurde ein Landstiick von etwa 11 X 14 m.
im hiesigen botanischen Garten benutzt. Um einen mehr oder
weniger einheitlichen Boden zu schaffen, wurde die Erde von der
Oberfliche bis zu 20 cm Tiefe weggenommen, gesiebt, gut durch-
gemischt und wieder zerstreut. Fiir die Kulturen dienten iiber
den ganzen Versuchsplatz in ungefihr NW-Richtung parallel
laufende niedrige (ca 5 cm hohe und 70 cm breite) Beete, die
durch quer iibergelegte Holzstibe in 114 viereckige Stiicke (Par-
zellen) eingeteilt wurden. Auf eine jede Parzelle wurden hundert
mit ein und derselben Salzlssung gebeizte Weizenkdrner ausgesiit.
Um die Samen in gleicher Tiefe, sowie auch in gleichen Abstin-
den voneinander zu pflanzen, wurden alle 100 L&cher fiir
eine jede Parzelle mit einem Mal mit Hilfe eines Brettes gemacht,
an dem 100 Stibchen, wie etwa an einer Harke, in Schach-
brettordnung befestigt waren. Die Tiefe der auf solche Weise
hergestellten Locher betrug 2,7 cm, der Abstand zwischen den
Reihen, die in ungefihr OW-Richtung liefen — 12,56 cm; der
Abstand der Locher in einer Reihe betrug 5 cm?!). Fiir einen
jeden Versuch mit derselben Losung waren vier Parzellen (400
Ko6rner) bestimmt, die moglichst an verschiedenen Stellen des
Versuchsteldes gelegen waren.

Es sei hier noch hinzugefiigt, dass etwa in der Mitte des &st-
lichen Randes des Versuchsfeldes ein ca 20-jéhriger und 5—6 m
hoher Baum stand (Phellodendron amurense), der etwa ein
Zehntel der ganzen Fliche des Feldes von Morgen bis 12 Uhr
teilweise beschattete. Dieser Ubelstand war leider wegen des
dussersten Raummangels in unserem botanischen Garten nicht
zu vermeiden. Die beschatteten Parzellen sind in den Tabellen
mit einem * versehen und die Ergebnisse sind in den Durchschnitts-
werten nur in dem Falle miteinbegriffen, wenn sie keine mar-
kanten Abweichungen aufweisen. Ferner sind die Ergeb-

1) Fiir die Angaben, welche Bodentiefe und welcher Abstand fir die
Samen am giinstigsten sind, bin ich meinem Kollegen Herrn Dozent Rootsi
zum besten Danke verpilichtet.
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Ubersichtstabelle der Mittelwerte.

Das Gewicht

Die Zahl der

Das Gewicht

N Stimulans von 100 . Kﬁrger VOP 1000 D;ef}frt;ge
Strohhalmen| in 1 Ahre Kornern

1 Ohne Beizung gr gr cm

" | (Kontrollvers.) 264 38,340,098 | 50,040,094 | 9,91+0,171
2. H,0 273 41,040,502 | 58,9+4,247 | 10,4 40,051
8 K,S0, 265 39,341,042 | 59,241,957 | 9,8540,235
4, KCl 274 43,040,269 | 60,042,190 | 10,58+0,292
5. KBr 284 39,640,565 | 57,148,152 | 10,880,118
6. KNO,4 272 88,641,759 | 58,742,340 {10,3 +0,451
7. KH,PO, 308 42,5+1,46 |59,712,219 | 10,780,290
8. | Weinsaures K 297 40,1+1,133 | 57,1+2,186 | 10,414-0,280
9. KI 317 41,842,685 | 56,011,824 | 9,840,533
10. KCNS 298 41,610,211 | 56,342,157 | 9,75+0,674
11. | KNOz+CaCl, 260 88,610,848 | 51,712,618 | 10,05+0,35
12. | K,S0,+4 CaCl, 241 39,8+1,803 | 51,510,855 | 9,9940,226
18. | KCNS-CaCl, 243 87,442,317 | 55,910,809 | 9,1 40,408
14.| KBr+CaCl, 255 39,7+1,847 | 51,941,847 | 10,7 40,446
15. | KNO;-MqCl, 259 42,840,938 | 50,5+0,701 | 10,0 40,244
16. | KNO;+MgBr, 255 41,840,555 | 54,111,909 | 9,6 10,111
17. | KBr--Mg(NOy), 263 42.84-0,984 | 51,541,747 | 10,5 40,223
18. | KNO,-BaCl, 261 40,540,409 | 51,040,707 | 10,2 40,167
19. | NaCNS+4CoSO, 263 89,641,891 | 50,814,128 | 9,48+0,33
20. | Nal4-ZnSO, 274 89,14+1,82 |51,8+2,788 | 9,87+0,391
21. | NaNO,;-+ NiSO, 248 88,643,019 | 56,1+2,51 | 9,9840,238
22.{ NaCl+MnSO, 271 40,442,21 |48,1+1,756 | 10,21+0,428
23. | Na,80,-+4 CoS0, 254 37,340,336 | 52,6+1,034 | 10,2 +9,158
24, | MgCl,+MnS0, 316 41,340,949 | 48,840,302 | 11,2 +0,506
25. { MnCly,MnSO, 295 44,541,025 | 53,941,147 | 10,3 0,152
26. | MnBr, -+ CoS0, 267 38,210,561 | 51,640,957 | 9,740,156
27. | Ca(NO;g),+CaCl, 253 36,740,495 | 49,611,839 | 9,62+0,435
28. | CdBr,+ MgCl, 260 88,8+1,14 |52,2+1,224 | 10,1 +0,353

nisse einiger beschatteten, wie auch aus

schidigten Parzellen hier nicht angefiihrt.

anderen Ursachen ge-

Die Aussaat sowie auch die Ernte geschah zur iiblichen

Zeit. Die Aussaat wurde den 8-ten Mai (1924) vorgenommen. Bei
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der Keimung, wie auch bei der weiteren Entwicklung der Weizen-
pflanzen waren sonst keine besonders augenfilligen Unterschiede
zwischen den Kontroll- und den gebeizten Pflanzen zu bemerken,
nur bei den mit Kaliumsalzen vorbehandelten Pflanzen war hier
und da ein etwas iippigeres Wachstum zu beobachten. -

Die Tabelle am Ende des Textes enthilt die Resultate der
Versuche. ; Die Zahlen einer jeden Reihe sind die von einer jeden
Parzelle erhaltenen Ergebnisse. Die Zahl der Kérner in einer Ahre
“ist ein Durchschnittswert aus 20 Ahren, die Linge einer Ahre —
eine Durchschnittslinge aus 50 Messungen. Das aus jeder Par-
zelle stammende Stroh. konnte nicht ohne weiteres gewogen und
verglichen werden, da in allen Parzellen eine Anzahl der Pflan-
zen aus verschiedenen Ursachen geschidigt war. Deswegen
wurden unter allen mit demselben Stoff gebeizten Pflanzen 100
Strohhalme von einer Durchschnlttsquahtat zum Vergleichen aus-
gewahlt?).

Die in der Ubersichtstabelle dargesteliten Resultate kénnen
in zwei Hauptgruppen eingeteilt worden: 1. die bei der Beizung
mit reinen Kaliumsalzen und 2. die mit Verschledenen Salzkom-
binationen: erhaltenen Ergebnisse.

. Gruppe NeNe 3—10.

Das Stroh ist hier in allen Versuchen schwerer als das der,
Kontrollpflanzen. Der Durchschnittswert 289,4 44,81 gr (von allen
Kaliumpflanzen) ist etwa um 9,5%, grosser als der Kontrollwert
264 gr. Die Zahlen der Korner in den Ahren zeigen eine gewdhn-

* . liche Variationskurve, doch fallt sie nirgends niedriger als der

Kontrollwert, in allen Fillen sind die Zahlen etwas griosser. Die
Durchschnittszahl (40,8) iibersteigt die Kontrollzahl (38,3) um 6,5%.

Eine deutlich wahrnehmbare Zunahme des Gewichts gegen-
iiber den Kontrollpflanzen zeigen die Korner der mit den Kalisal-
zen behandelten Pflanzen. Durchschnittlich ist das Gewicht von
1000 Kornern um 169, grosser (58,0 gr) als das Kontrollgewicht
(50,0 gr). Die vierte in der Ubersichtstabelle angefiihrte Grosse —
die Linge der Ahren — schwankt innerhalb der Variationsgren-
zen der Kontrolllinge; die Durchschnittszahl (10,31 cm) ist nur
sehr wenig (um 4°/,) grosser als die letztere.

1) Das Abwiegen dés Strohs wurde 14 Tage mnach der Ernte vor-
genommen, nachdem das Stroh in einem warmen Raume gelegen hatte. Dasg:
Gewicht der Korner wurde etwa 3 Monate nach der Ernte bestimmt.
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IL Gruppe NaNe 11—
Hier dienen als Beizmittel die Kombmatlonen der Alkalisalze
und der Erdalkalien (NeNe 11—18), ferner der Neutralsalze und
der Schwermetallsalze (NeNe 19—28, ausgenommen Ne 25 u. 26).

Das Strohgewicht ist unter 18 Fillen in 5 Fillen hoher als der
Kontrollwert (Maximum bei MgCl,-+MnS0,), in allen anderen Fillen
niedriger. Die Zahl der Kérner in den Ahren zeigt eine Schwan-
kung um einen Mittelpunkt (39,1), der etwas hoher liegt als die
Kontrollzahl (88,3). Im ganzen ist die Kornerzahl in 13 Fillen
grosser (Maximum bei MnCl, 4 MnSO,) und in 4 Fillen kleiner
als der Kontrollwert, in €inem Falle ist sie dem letzteren gleich.
Das Gewicht der Kérner ist hier freilich bei den meisten gebeizten
Pflanzen etwas grosser als bei den Kontrollpflanzen, doch liegt
es in den Variationsgrenzen der letzteren. Dasselbe kann man
auch von der Ahrenlinge sagen.

Aus den Daten Ni 2 ist ersichtlich, dass eine kurzdauernde
Einquellung der Samen in Wasser einen giinstigen Einfluss auf-
die spitere Entwicklung der Pflanzen austibt.

Zusammenfassend kann man sagen, dass eine Vorbehand-
lung der Samen mit Losungen von Kaliumsalzen eine Wachs-
tumsstimulation und eine Hebung des Ertrages (des Stroh- und
Samengewichts) um rund 10/, zur Folge hat. Diese stimulierende
Wirkung ist allen angewandten Kaliumsalzen mehr oder minder
gemeinsam, und es ist schwierig, nach den vorliegenden Ergeb-
nissen die einen Salze den anderen vorzuziehen, doch wirken, wie
- es uns scheint, Kaliumechlorid, Kaliumphosphat und bis zu einem
gewissen Grade auch Kaliumnitrat und -sulfat in dieser Beziehung
~ etwas besser.

Was die angefiihrten Salzgemische anbelangt, so haben sie
unter den gegebenen Versuchsbedingungen keine stimulierende
Wirkung. Eine unbetrichtliche Stimulation finden wir bei Man-
gansalzen, doch ist sie kleiner als bei den Kaliumsalzen.

Wir sehen also, dass gerade Kaliumsalze, insbesondere die-
jenigen, die als Nahrsalze in Wasserkulturen Anwendung finden,
das Wachstum férdern. Es bleibt-die Frage unentschieden, ob
wir e hier mit einem Nahreffekt zu tun haben — wenigstens teil-
weise, denn beim Beizen haftet das Salz an die Oberfliche der
Samen, dringt in das Nihrgewebe ein und kénnte wihrend der
ersten Zeit von den Keimlingen als Nihrsalz benutzt werden. An-
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_dererseits kénnen Kaliumsalze kolloidaktiv wirken, indem sie die
Quellung toter Quellkérper fordern. Zur vorldaufigen Orientierung
tiber diP‘Frage, inwiefern die Kaliumsalze die Quellung von Samen-
geweben in Wasser beeinflussen, habe ich Quellungsversuche mit
Weizensamen angestellt. Es kamen zur Anwendung L&sungen
derselben Zusammensetzung und Konzentration, wie die, mit
welchen die Samen gebeizt wurden. In jede Schale kamen 200
Weizenkorner, die von Zeit zu Zeit aus den Losungen herausge-
nommen, mit Filtrierpapier getrocknet und gewogen wurden.

Die Quellung der Samen in Salzlésungen
Temp. 18—19°,

Das Ge- Zunahme des Gewichts in gr
wicht von

Salze k2 31(1) et‘;'osl:_ nach nach nach nach
men in gr. 5 St. 13 St. 24 St. 48 St.

H,0 10,08 2,42 8,51 4,39 5,27
KCNS 10,0 2,26 3,38 4,15 4,92

KI 10,01 2,27 3,32 411 4,83

KNOs 10,01 2,28 3,31 4,13 4,96

KCl 10,0 2,29 . 38,40 4,15 5,00
K-Tartrat 10,01 2,28 3,34 4,10 4,91
KQSQ‘ 10,0 2,30 3,35 4,13 4,97
KCNS +CaCl, | 10,0 2,17 8,22 3,90 4,75
CoS0, (0,1 m) 10,0 2,22 3,26 4,09 4,75
Mn012 +MnSO4 10,02 2,18 3,24 4,09 4,75

Wir sehen aus der Tabelle, dass die Quellung der Samen
am besten in Wasser vor sich geht, in allen Ldsungen etwas
schlechter. Die Salze wirken, wenn auch sehr schwach, quellungs-
hemmend. Es besteht kein ausgeprigter Unterschied zwischen den
Wirkungen der einzelnen Kaliumsalze, dagegen wirken die Salz-
gemische KCNS--CaCly, MnCl, -+ MnS0,, wie auch CoS0, deutlich
etwas mehr quellungshemmend als die reinen Kaliumsalze. Es ist
aber kaum anzunehmen, dass diese kleine Differenz die einzige Ur-
sache des Unterschiedes der physiologischen Wirkung der Kalium-
salze und der Salzgemische ist. Kaliumverbindungen beeinflussen
bekanntlich stark die Permeabilitit der Zellen. In reinen Lésun-
gen dieser Salze ist sie betrichtlich grosser als in Salzgemischen.



A VIHIL.7; Orientierende Versuche {iber die stimulierende Wirkung ete. 1 17

Es konnte nicht ausgeschlossen sein, dass auch dieser Faktor
hier eine Rolle spielt.. Eine physiologisch gesteigerte Permeabi-
litdt konnte aber den Stoffaustausch der Keimlinge férdern.
Aus diesen Versuchen, die allerdings einen orientierenden
Charakter tragen, geht ferner hervor, dass die Feldversuche fiir
die nahere Untersuchung der Ursachen der chemischen Stimu-
lation nicht so geignet sind wie die Laboratoriums- bzw. Treib-
hausversuche, bei welchen man mit grésserer Exaktheit arbei-
ten kann.

Kurze Zusammenfassung.

Die vorliegenden Versuche haben gezeigt, dass eine Vorbe-
handlung der Weizensamen mit den Losungen der reinen Kali-
umsalze eine Wachstumsstimulation zur Folge hatte, die zu einer
Steigerung des Ertrages (des getrockneten Stroh- und Kornerge-
wichts) unter den gegebenen Versuchsbedingungen um rund 10°/,
fiihrte. Eine Beizung der Samen mit Gemischen von Alkalisalzen
und Erdalkalien bzw. Schwermetallsalzen blieb ohne merkliche Wir-
kung, abgesehen von den Mangansalzen, die eine geringe Wachs-
tumsstimulation bewirkten. Esist nicht méglich, die Stimulations-
wirkung der Kaliumsalze mit ihrer Quellungsaktivitit in direk-
ten Zusammenhang zu bringen, obwohl es nicht unwahrschein-
lich ist, dass der letzteren eine gewisse Bedeutung zukommt.

- Bine kurzdauernde (4—5 St.) Einquellung der Samen in Was-
ser vor der Aussaat hatte einen giinstigen Einfluss auf die spi-
tere Entwicklung der Keimlinge.

Pflanzenphysiologisches Laboratorium
der Universitit Tartu.
September 1925.
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4. H. Scupin. Die Grundlagen paléogeographischer Rarten. — b. E.
Opik. Photometric measures en the moon and the carth-shine, —
6. Y. Kauko. Uber die Vertorfungswirme. — 7. Y. Kauko. Eigen-
tiimlichkeiten der H,O- und CO,-Gehalte bei der unvollstindigen Ver-
brennung. — 8. M. Tilzen und Y. Kauko. Die wirtschaftlichen Msg-
lichkeiten der Anwendung von Spiritus als Brennstoff. — 9. M. Witt-
lich. Beitrag zur Untersuchung des Oles aus estlindischem Olschiefer.
— 10. J. Wilip. Emergenzwinkel, Unstetigkeitsflichen, Laufzeit. —
11. H. Scupin. Zur Petroleumfrage in den baltischen L#ndern. —.
12. H. Richter. Zwei Grundgesetze (Funktion- und Strukturprinzip)
der lebendigen Masse. " ' T

A VII (1925). 1. J. Vilms. Kohregliikogeeni piisivusest mone-
suguste gliikogeeni vihendavate tegurite puhul.. (Uber "die Stabilitat
des Knorpelglykogens unter verschiedenen das Giykogen zum Ver-
schwinden bringenden Umstinden.) -~ 2, E. Blessig. - Ophthal-
mologische Bibliographie Russlands 1870—1920. Nachtrag. — 3. O.
Kuriks. Trachoma Eestis (eriti Tartus) m&sdunud ajal ja praegu.
(Das Trachom in Estland (insbesondere in Dorpat) einst und jetzt.) —
4, A. Brandt. Sexualitit. Fine biologische Studie. —b."M. Halten -
berger. Gehort das Baltikum zu Ost-, Nord- oder zu Mitteleuropa ? —
6. M. Haltenberger. Recent geographical work in Estonia. .

B I (1921). 1. M. Vasmer. Studien zut albanesischen Wort-
forschyng. I. — 2. A. v. Bulmerincq. FEinleitung in das Buch des
Propheten Maleachi. 1. — 8, M. Vasmer. Osteuropéische Ortsnamen.
— 4, W. Anderson. Der Schwank von Kaiser und Abt bei den
Minsker Juden. — 5. J. Bergman. Quaestiunculae Horatianae.

B IT (1922). 1. J. Bergman. Aurelius Prudentius Clemens,
der grisste christliche Dichter des Altertums. I. — 2. L. Kettunen.

L wser



Ldunavepsa hiilik-ajalugu. 1. Konsonandid. (Siidwepsische Lautgeschichte.
I. Konsonantismus.) — 3. W. Wiget. Altgermanische Lautunter-
suchungen.

B III (1922). 1. A. v. Bulmerineq. Einleitung in das Buch
des Propheten Maleachi, 2. — 2. M. A. Kypuumcriu (M. A. Kur-
tschinsky). Couiaapublt saxows, ciydail M cBoGoma. (Das soziale
Gesetz, Zufall und Freiheit) — 8. A. R. Qederberg. Die Erstlinge

der estlindischen Zeitungsliteratur. — 4. L. Kettunen. Lounavepsa
hailik-ajalugu. 1I. Vokaalid. (Siidwepsische Lautgeschichte. II. Voka-
lismus.) — bH. E. Kieckers. Sprachwissenschaftliche Miscellen. {l.]

— 6. A. M. Tallgren. Zur Archiiologie Eestis. I

B IV (1928). 1. E. Kieckers. Sprachwissenschaftliche Mis-
cellen. II. — 2. A. v. Bulmerincaq. Einleitung in das Buch des
Propheten Maleachi. 3. — 3. W, An derson. Nordasiatische Flutsagen.
— 4. A. M. Tallgren. L’ethnographie préhistorique de la Russie du
nord et des Titats Baltiques du nord. — 5. R. Gutmann. Eine unklare
Stelle in der Oxforder Handschrift des Rolandsliedes.

B V (1924). 1. H. Mutschmann. Milion’s eyesight and the
chronology of his works. — 2. A, Pridik. Mut-em-wija, die Mutter
Amenhotep’s (Amenophis’) III. — 3. A. Pridik. Der Mitregent des
Konigs Ptolemaios II PhiladelpRos. 4. G. Siiss. De Graecorum fa-
bulis satyricis. — 5. A. Berendts und K. Grass. Flavius Josephus:
Vom jildischen Kriege, Buch I—IV, nach der slavischen Ubersetzung
deutseh herausgegeben und mit dem griechischen Text verglichen. 1. Teil.
— 6. H. Mutschmann, Studies concerning the origin of ,Paradise
Lost”.

B VI (1925). 1. A. Saareste. Leksikaalseist vahekordadest
eesti murretes. [. Analiilis. (Du sectionnement lexicologique dans les
patois estoniens. I. Analyse.) — 2. A. Bjerre. Zur Psychologie des
Mordes.
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"PTARTU ULIKOOLI TOIMETUSED ilmuvad

kolmes seerias:

A: Mathematica, physica, medica. (Mate- ’
maatika-loodusteaduskonna, arstiteaduskonna, loomaarsti-

teaduskonna ja pdllumajandusteaduskonna t56d.)

B: Humaniora. (Usuteaduskonna, filosoofiatea-
duskonna ja digusteaduskonna t66d.)

C: Annales. (Aastaaruanded.)

Ladu: Ulikooli Raamatukogus,* Tartus.

2,

LES PUBLICATIONS DE I’UNIVERSITE
DE TARTU (DORPAT) se font en trois séries:

A: Mathematica, physica, medica. (Mathé-
matiques, sciences naturelles, médecine, sciences vétéri-
naires, agronomie.) ‘

B: Humaniora. ,(Théologie, philosophie, lingui-
stique, histoire, jurisprudence.)

C: Annales.

Dépot: La Bibliothéque de ['Université de Tartu,
Esthonie. ' '



