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Introduction 
G 6 n 6 r a l i t 6 s . 

1. La mšthode de Fourier. 
On doit ä Fourier (1) une importante m6thode permettant 

de resoudre une certaine cat6gorie de systemes d'equations 
lineaires ä une infinite d'inconnues. Elle consiste, au fond* 
comme l'on sait, ä rejeter dans Ie systeme ä resoudre toutes Ies 
^quations, sauf Ies n premieres, en n'y conservant que Ies n 
premieres inconnues. On calcule Ies inconnues du systeme de 
n equations ainsi obtenu et appele s y s t e m e r e d u i t , et i'on 
passe ä Ia limite pour n -* oc. Dans bien des cas, etant finies 
et bien döterminees, ces limites eonstituent, en effet, une Solu-
tion du systeme infini donne. 

2. Remarques relatives ä Ia nräthode de Fourier. 

La m6thode que nous venons d'esquisser en quelques mots 
a 6t6 appelše par M. JRiesz(2) p r i n c i p e d e s r e d u i t e s . 
Cependant, k notre avis, il ne serait pas bien commode de 
l'elever au rang d'un principe, bien qu'elle ait une importance 
incontestable dans Ia theorie des systemes d'equations lineaires 
ä une infinite d'inconnues. 

En effet, M. Riesz, lui-meme, fait remarquer que ce principe 
devrait encore etre beaucoup precise. On s'en rend d'ailleurs 
compte aisöment, puisque cette möthode n'est, au fond, qu'une 
r£gle concr&te ne s'appliquant que dans des conditions assez 
restrictives, — et voilä pourquoi nous ne saurions pas Ia con-
sidörer comme un p r i n c i p e ; nous l'appelons m ö t h o d e d e 
F o u r i e r . 

(1) Fourier, Theorie analytique de Ia chaleur, Art. 166 et suiv. 
(2) Riesz, E1., Les systemes d'equations lineaires k une infinite d'mcon-

mues, p. 7. 

1* 
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D6jä Poincare (1), en õtudiant la lšgitimite de cette mšthode, 
a montre qu'il y a des systemes auxquels elle ne s'applique pas 
ou, si elle s'y applique, ce n'est que sous des conditions pius ou 
moins restrictives. 

D'ailleurs, l exemple Ie plus instructif, dans cet ordre d'idees, 
est peut-etre celui que l'on doit ä M. Riesz (2). Le voici: Btant 
donnee une suite indefinie de quantites 

®1» 2̂» &&» • • • • • • • 

telles que lim | a„ | = oo, on peut toujours, d'apres Ie thäoreme 
» CO 

de Weierstrass, construire une fonction entiere 

F(2) = O0+ CTF + QJ + . .. + CJ* + . , . 

admettant pour z6ros Ies quantitös an et n'en admettant pas 
d'autres. 

En supposant, pour fixer Ies idees, que Ies af soient distincts 
et 4= 0, Ies coefficients C0, C1, C2, . . . GNT . . . devront satisfaire 
au systäme d'equations suivant: 

O = CQ -f- Citti -|- C2Ati2 Cnttin -j- . . . } (i = 1, 2, 3, . , .). 

Mais, d'autre part, en essayant de resoudre ce systeme par Ia 
methode de Fourier, on constatera aisement que ce ne sera 
possible que si Ies | a n | croissent assez rapidement. 

M. Riesz en conclut: „Ainsi, nos šquations peuvent §tre 
resolues en tout eas; mais Ie principe des reduites n'y s'applique 
que sous des conditions tres restrictives." 

3. Le principe des röduites. 

Quant au p r i n c i p e d e s r e d u i t e s , en attribuant ä ce 
mot un sens beaucoup plus large que ce qu' entend par lä 
M. Riesz, nous l'enon<?ons sous Ia forme suivante: 

P o u r r e s o u d r e u n s y s t e m e d ' e q u a t i o n s l i n e -
a i r e s ä u n e i n f i n i t e d ' i n c o n n u e s , on n ' a q u ' ä r a m e -
n e r c o n v e n a b l e m e n t ce p r o b l e m e ä Ia r e s o l u t i o n 
d ' u n n o m b r e f i n i o u , e n g e n e r a l , d ' u n e i n f i n i t e 

(1) Poincare, Remarques sur l'emploi de Ia methode . . . (Bull. Soc. math. 
de France, t XIII, 1885, p. 19—27). 

(2) Riesz, F., Les systemes d'equations . . ., p. 8. 
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de s y s t e m e s a u x i l i a i r e s , d o n t c h a c u n n e c o n t i e n t 
q u ' u n n o m b r e f i n i d ' i n c o n n u e s e t s ' a p p e l l e systeme 
redait. 

Nous verrons que ce principe peut etre considere comme 
une i d e e - d i r e c t r i c e generale, suggšrant des möthodes 
nouvelles et fecondes dans Ia theorie des systemes d'equations 
IinGaires ä une infinite d'inconnues. 

En effet, dans Ie präsent travail, nous en developperons 
dejä quelques-unes, en nous faisant guider, dans nos recherches 
concernant certains types de systemes infinis, par Ie principe 
des reduites enonce. 

Les m e t h o d e s que nous obtiendrons ainsi, et dont nous 
ferons usage dans ce travail, ont tous pour b a s e c o m m u n e 
ledit principe; elles varient, en gönöral, avec Ies types de systemes 
que l'on etudiera, et ne representent, au fond, que des m o d e s 
d ' a p p l i c a t i o n differents dudit principe. 

En particulier, Ia m e t h o d e d e F o u r i e r n'est que l'un 
des modes d'application possibles de ce principe, et qui s'adapte 
aux systemes infinis Ies plus simples admettant des solutions, 
qui se calculeront ä l'aide d'un seul systeme reduit. 

Mais, comme nous Ie montrerons dans ce travail, il y a 
encore d'autres modes d'application du meme principe, dont 
l'importance incontestable consiste en ce qu'ils permettront de 
resoudre de tels systemes auxquels Ia methode de Fourier ne 
s'applique pas, et oü il s'agit, en göneral, de ramener Ia reso-
lution d'un systeme infini donnš, ä celle d'une infinite de 
systemes reduits. 

4. La nature des solutions. 

Quand on se propose de resoudre un systeme infini, il est 
evident qu'il faut d'abord preciser ce qu'on convient d'entendre 
par ses solutions. 

Dans Ie present travail nous appellons S o l u t i o n d'un 
systeme infini tout ensemble des valeurs des inconnues qui 
satisfont ä ce systeme, en r e n d a n t a b s o l u m e n t c o n v e r -
g e n t e s t o u t e s I e s s e r i e s q u i y f i g u r e r o n t . 

A cette condition generale nous en ajouterons, dans certains 
cas,, encore quelques autres; ainsi, par exemple, nous exigerons, 
dans Ies premiers trois Chapitres, qu'aucune des valeurs des 
inconnues ne soit zero. 
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* 

5. Les s&ries de Dirichlet gen6ralis6es. 

Dans Ies premiers trois Chapitres nous allons õtudier Ies 
systemes infinis que l'on peut attacher, d'une fa<?on naturelle, 
aux sšries de Dirichlet. 

On appelle ordinairement s e r i e de D i r i c h l e t chaque sšrie 
0 0 - K z  

£ane , 
n—l 

oü Ies Xn sont reels et Iim Xn = oo. 
n-> oo 

Or, cette notion peut etre gšneralisše considerablement, 
comme l'a montre recemment M. Väisälä(1), qui appelle s e r i e 
de D i r i c h l e t toute serie 

OO , 

(I) 2* an e , 
n=l 

oü Xn = Vne^n et Iimrn = OO ( c o n d i t i o n A). 
n oo 

Sans avoir 1'intention de traiter cette question d'une fagon 
detailide, nous aurons, cependant, 1'occasion de constater que la 
genõralisation peut §tre poussee beaucoup plus lõin, de sorte 
qu'elle embrasse aussi Ies series de la forme suivante: 

+ °° - V 

(II) JEttn e » 
n = —oo 

Ies Xn etant, en general, des quantites complexes et 1'ensemble 
denombrable 

( . . . X—n, . . . X—x, XQ, X1 , . . . Xn y . . . ) 

ayant, au moins, deux points-limites dont 1'un sera Tinfini et 
1'autre un nombre fini quelconque, zero par exemple. Mais ce 
n'est qu'un eas particulier; en general, on peut supposer qu'il y 
ait mšme une infinitõ de points-limites. Ainsi, dans ce travail, 
nous ferons usage des series de Dirichlet gäneralisees 

+ OJ - V 
Jsj Q>n & > 

tl== —oo 

(1) Väisälä, K., Verallgemeinerung des Begriffes der Dirichletschen 
Reihen (Acta et Commentationes Universitatis Dorpatensis AI.2). 
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eil supposant seulement que l'ensemble partiel 

( . . . A—n, . . . A_2, A_i , Ao) 

soit borne: | A_w | < A (n = 0 , 1 , 2 , 8 , . . . ) (c on d i t i o a B), 

tandis que par rapport ä l'autre ensembie partiel 

( l̂f X2, A8, . . . An, . . .) 

soit remplie Ia condition A: lim | Aw | = oo, 
W - * OO 

6. L'objet des etudes. 

Caract6risons maintenant eil quelques mots Ies types de 
systemes infinis dont l'etude fera l'objet de ce travail. 

Le Chapitre I sera consacre aux types suivants: 
OO 

type I : O (i = 0, l , 2 , . . . ) , 
W = I 

-j-OO . 
type II: O=JfA \ x n ¢ = 0 ,1 ,2 , . . . ) . 

n — —oo 

Ce sont Ies systemes que l'on obtiendra, en prenant une 
serie de Dirichlet gen6ralisee, sous Ia forme (I) ou (II), en Ia 
diffõrentiant terme ä terme une infinite de fois et en g a l a n t ä 
z6ro tous Ies resultats ainsi obtenus, apres y avoir remplace Ia 
variable z par zero et däsigne Ies coefficients indeterminšs par xn. 

En attachant ainsi ces systemes aux series de Dirichlet, 
il s'ensuit que Ies quantites donnöes A» y sont assujetties aux 
memes conditions que dans Ies säries correspondantes; c'est-ä-dire, 
dans Ie cas du type I, ä Ia condition (il); tandis que dans Ie 
cas du type II, aux conditions (A) et (B). 

Sous ces conditions, d'une nature generale, on calculera 
aisöment une infinitš de solutions des systemes du type I ou 
du type II, par une methode que l'on peut considerer comme un 
nouveau mode d'application du principe des reduites. 

Quant ä Ia methode de Fourier, eile ne s'y appliquera que 
sous des conditions complementaires et tres restrictives, — ce 
qui r6sulte dejä des etudes de Poincare (1) sur certains systemes 
infinis appartenant, comme cas particulieTs, aux types I et II. 

(1) Poincare, Remarques sur l'emploi . . . (Bull. Soc. math. de France, 
t Xm, p. 19-27). 
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Dans Ie Chapitre II nous 
non homogenes: 

OO 

type III: c] = 
W = 1 

-J-OO 

type IV: a = 
W = — O O 

AVIiLi 

etudierons deux types de systemes 

(i = 0,1, 2,. . .) et 

(i = 0,1, 2, . ..), 

HERMANN JAAKSÖN 

qui ne different des types I et II que par Ies parties gauches (ct) 
des equations, Ies a etant des quantites arbitrairement donnees, 
dont au moins une quelconque soit difförente de zero. 

Remarquons en passant que Ie systeme traite par M. Borel (1) 
dans sa Th&se rentre comme cas particulier dans Ie type III. 

L'application convenable du principe des reduites aux 
systemes du type III ou du type IV permettra de calculer tou-
jours une infinite de solutions. 

Dans Ie Ghapitre III nous etudierons Ies systemes que l'on 
obtiendra par Ie procede formel suivant: Etant donnöe une s6rie 
de Dirichlet göneralisöe (sous Ia forme I ou II) 

y -Ks 

w 
ä coefficients indetermines xn et, d'autre part, une equation 
differentielle lineaire 

PM S •PM + •••+^V1(Z) %+P„(Z). y = P(Z), 

oü Ies Pi(z) (i= 0,1,.. .n) sont des polynomes entiers quel-
conques en z, tandis que P(z) est, en general, une serie ent&re, 
qui peut se reduire, en particulier, ä un polynome ou m^me a 
une constante (le z6ro y compris), — on posera 

—knS 
y = 

et l'on exigera que Ia serie de Dirichlet satisfasse f o r m e l l e -
m e n t ä l'equation differentielle, tout comme si eile etait l'une 
des intögrales; cela reviendra ä ce que Ies xn devront satisfaire 
ä un systeme d'equations lineaires ä une infinite d'inconnues. 

(1) Borel, Sur quelques points de Ia Theorie des fonctions (Annales de 
'l'Ecole Norm, sup., 3-e serie, t. XII, 1895, p. 9—55). 
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Quant ä la ršsolution de teis systemes, nous verrons que 
ce probleme peut Štre ramenš, au moins dans des cas tr&s etendus, 
complõtement ä celui concernant Ies systemes des deux premiers 
Chapitres. , 

Il faut cependant ajouter que Ie proced6 de formation des 
systšmes infinis, que nous yenons de decrire, foumira dans cer-
tains cas, lorsque P(z) = 0, des systemes contenant des õquations 
incompatibles et n'ayant, par consõquent, aueune Solution, — ce 
qui ne pourra jamais arriver si P{z) s o, c'est-ä-dire si Ie systeme 
est homogene. 

Enfiri, Ie Chapitre IV sera consacr6 ä la rõsolution dii probleme 
d'interpolation ou, ce qui sera la meme öhose, ä la resolution des 
systemes infinis correspondants; ces derniers embrassent, en par-
ticulier, Ies systemes citšs, d'apres M. Riesz, au n° 2. 

En nous servant convenablement du principe des reduites, 
nous dšmontrerons 'Ie thöoreme general suivant: 

Etant donnšes trois suites indefinies: • .' 
I 0 celle des (a„) satisfaisant aux conditions suivantes : 

Oi 4= aj pour i ^ j , 

I «j I I a21 ^ . . . ^ I an I s=. . ., 
et I On I —> oo pour n —*• oo, 

2° celle des nombres entiers et positifs quelconques ou z6ros 

PL) P%> • • • PNT • • • » 

3° et celle des quantitšs quelconques 
(°) (1) (Pi) (O) (1) (JPt) (O) (1) (J)n) 

Cl > Cl > ... Ci j C'i , Cz , . . . C2 j Cn i Cn y Cn j • • •, 

— on peut construire une infinite de fonetions entieres F(z) 
telles que pour Z = On 1'on ait: 

F(On) =C^ \ 

F(^ian)=Cy 1 

F(Pn\z) 6tant la derivee d'ordre pn de la fonetion F(z) et 

F(0\z) = F(z). 



C H A P I T R E I. 

Sur Ies syst&mes d'equations Unfaires et homogenes 
h une infinite d'inconnues attachös aux s£ries de 

Dirichlet. 

I. Le problšme. Les säries de Dirichlet. 

7. Dans ce Chapitre nous nous proposerons de resoudre 
Ies deux types de systemes d'equations linšaires et homogenes 
ä une infinite d'inconnues: 

OO ; . 
(1) o = (type I), 

n=l 

OO . 
(2) o = (type II) 

n = —OO 

(i = 0,1, 2, 3, ), 

en y supposant que Ies quantites donnees Aw satisfassent aux 
conditions suivantes: 

(3) Aj,4= pour hd^hy 

(4) lim I An I = oo, 
n —> co 

(5) I A_„ I < A (n = 0 , l ,2 , . . . ) , 

A etant un nombre positif quelconque. 

Cela pose, demontrons que nos systemes (1) et (2) peuvent 
etre resolus dans tous Ies cas et cela de fa<?on que Ies solutions 
soient constituöes par des valeurs des inconnues dont aucune ne 
sera zero. 
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8. Gomme nous venons de voir (np 6>* Ies systemes (I) et 
<2) peuvent etre attaches aux series de Dirichlet. 

Chacune d'elles fournit un systeme (1) ou (2); pour l'obtenir 
on n'a qu'ä differentier Ia serie de Dirichlet terme ä terme une 
infinite de fois et ä exiger que Ies resultats ainsi obtenus 
s'annulent pour z = 0. 

Sous ce point de vue, Ies inconnues des systemes (1) ou 
(2) peuvent etre considerees comme coefficients indetermines des 
series de Dirichlet, et Ie problšme de Ia resolution des systemes 
(1) et (2) se ramene ä celui de Ia construction des series de Dirich-
let. En effet, chacune de ces series est completement caracterisee 
par deux suites indefinies: celle des AN et celle des coefficients. 
Or, Ia suite des Am etant donnee d'avance, et Ies coefficients se 
«alculant comme inconnues des systemes (1) ou (2), il en r6sultera 
donc qu'ä chacune des solutions des systemes (1) et (2) on peut 
faire correspondre une serie de Dirichlet, concrete et bien döter-
minše. De plus, Ia suite des Am etant donnöe d'avance, il ne s'y agit 
evidemment que de construire des series de Dirichlet contenant 

x effectivement tous Ies Am donnes, c'est ce qui ne sera possible 
que sous Ia condition que Ies solutions du systeme correspon-
dant (1) ou (2) soient constituees par des valeurs des inconnues 
dont aucune ne sera zero. 

Et voilä pourquoi nous ne saurions, dans Ie present Cha-
pitre (et de meme dans Ies deux Chapitres suivants), admettre 
que des solutions sätisfaisant ä Ia derniere condition. 

9. Sans avoir l'intention d'ötüdier, d'une fa<?on dštaillee, 
Ies series de Dirichlet qui correspondent aux solutions des sys-
temes (1) et (2), nous nous permettrons seulement de faire ä ce 
sujet quelques remarques d'un caractere general. 

Constatons tout de suite que chacune d'elles represente une 
fonction F{z) bien determinee, au moins pour une valeur de Ia 
v a r i a b l e . ä savoir 2 = 0. En effet, Ies xn constituant une Solu-
tion d'un des systemes (I) ou (2), Ia serie Ixn sera, d'apršs Ia 

n 
premiere equation de • ce systeme, absolument convergente, et 
aura pour somme zero; donc, 

F(O) = JTxm = 0. 
n 

De meme, on s'aper<?oit ais6ment que lorsqu'une serie de 
Dirichlet est uniformement convergente dans une rögion quel-
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conque, limitše par une courbe passant par 1'origine, elle y 
representera une fonction holomorphe F{z), s'annulant avec toutes 
säs dõrivees pour z = 0: 

Z ( O ) = 0 ; J W ( O ) = 0 (n = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

En effet, chacun des termes de la serie (xne~xnz) etant une 
fonction holomorphe dans tout Ie plan de la variable z, il en 
resultera, d'apres Ie thõoreme de Weierstrass, que, si la serie est 
uniformõment convergente dans une rõgion, elle y representera 
une fonction holomorphe F(z), dont la dõrivee d'ordrej) sera 

FW(z) = XJ'e-1*; 
n 

donc, en tenant comp te du syst&me correspondant 

0 = 2>n(—A„)* (p — 0 ,1, 2 , . . . ) , 
n 

on aura evidemment, d'apres l'hypothese faite, 

.F(O) = O; . F w ( O ) = O (1) = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

Que de teis cas peuvent se presenter en realite, on Ie verra 
tout de suite. Supposons, par exemple, que Ies An soient r6els 
et Iim Xn = oo; alors ä chacune des solutions correspondra une 

n oo 
serie ordinaire de Dirichlet. Etant absolument convergente pour 
z — O, elle sera, d'apres la theorie de telles series, uniformement 
convergente dans tout Ie demiplan ä droite de 1'axe imaginaire. 

Dans Ie cas oü Ies An repršsentent des quantites complexes, 
il s'agit des sšries de Dirichlet generalis^es, et alors la question, 
concernant la region de convergence, deviendra en general beau-
coup pius compliquee, comme il resulte des recherches de M. Väi-
sälä, citões dõjä au n° 5. 

Tandis que la rögion de convergence d'une serie ordinaire 
de Dirichlet represente toujours, comme on Ie sait, un demiplan 
ä droite d'une parallele ä 1'axe imaginaire, celle-ci d'une serie 
de Dirichlet gen6ralis£e peut etre, d'apres M. Väisälä, une region 
quelconque, limit6e par une courbe convexe. Il a dõmontre, en 
effet, qu'etant donnee une ršgion quelconque, limitše par une 
courbe convexe, on peut construire une infinite de series de 
Dirichlet g6n£ralisees dont chacune Tädmet pour region de con-
vergence absolue. 
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Puisqu'il ne s'agit pas ici d'etudier Ies series de Dirichlet 
generalisGes d'une fa<?on detailide, nous nous contenterons de 
constater seulement Ie fait sui vant: 

En assujettant Ies arguments des quantites Xn ä certaines 
restrictions, on peut indiquer des regions pius ou moins vastes 
oü Ies series de Dirichlet generalisees, correspondant aux solutions 
des systemes (I) et (2), seront sürs d'§tre uniformõment coriver-
gentes. 

En effet, supposons, par exemple, que Ies Xn soient tous 
situes dans l'angle droit, forme par deux demidroites: 

Jt , Jt <p = ~ et ¢ ) = -

issues de 1'origine; la serie 

2Jxne~XnZ^ 
n 

dont Ies coefficients xn constituent une Solution du systeme 
correspondant (I) ou (2), sera alors uniformõment convergente, 
au moins dans l'angle droit in^dique, comme on s'en assurera 
aisement par Ie raisonnement suivant: 

Soit z = QeiV une valeur quelconque de la variable z dans 
Jl* JV ledit angle; on aura donc — ^ -j--. D'autre part, en de-

signant 
Xin=SYheiVn (n = 0, +1, +2, . .. .), 

on aura, d'apres l'hypothese faite, 

<Pn~1pn+ 2Jtm, 

m etant un entier positif quelconque ou zero, et 

Jt . Jt 
- t = v - - + r 

Par consequent, —Xnz = — r n g e t 

e ~ ^ P u i s c I u e 

d o n c ' 
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^ 'Aussi, Ia s^rie 2xn etant absolument convergente, Ia serie 

2J X r f i r ^ z ; • • 
• •. • . . . ' r . • . , < n t , 1 ;• ,, ?;• i ; ii;, 

serä-t-elle uniform 6ment cönvergenie; £fcü moins dans l'angle 
droit Indi que, et y representera une fonction holomorphe. 

De meme, ii est ais£ de voir que, dans Ie cas oü 

'V ^ ^ •: . , 
. . t - , • •" ' •••' 

Ies series de Dirichlet correspondantes (ainsi que celles que l'on 
en obtiendrait en Ies differentiant terme ä terme) seraient uni-
formement convergentes, au moins pour Ies valeurs reelles et 
positives de Ia variable z, c'est-ä-dire sur 1'axe reel ä droite 
de l'axe imaginaire. 

Il est evident que l'on pourrait multiplier indefiniment de 
tels exemples. 

Pes remarques* precedentes nous- pouvons tirer Ies con-
clusions suivantes: . . .^v > , 

I0 Ies series de Dirichlet (ordinaires ou generalisees), cor-
respondant aux solutions des systemes (I) ou (2), sont abso-
lument convergentes pour £ = 0, quels que soient Ies argufflehts 
des quantites Am ; , 

2° elles sont, au moins dans des cas, etendus, uniformement 
convergentes dans des rögions plus ou moins vastes et y repre-
sentent des fonctions holomorphes, s'animlant avec toutes Ies 
derivees pour z — O; 

3° aussi, au moins sous certaines reserves, pourrait-on 
interpreter Ie problšme de Ia resolution des systemes (1) et (2) 
comme probleme de construction des sšries de Dirichlet, qui 
reprösentent des fonctions F(z)r completement determinees et 
holomorphes dans certaines r6gions, et s'annulant avec leurs 
d£riv6es pour z — O: 

F(O) = 0 , FW(O) = O (n = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 
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II. Sur l'application de Ia möthode de Fourier aux systemes 
du type I. 

10. Soit donnš un systeme du type I 

<XJ 

@ x * (® = °> 1J s» • • •); 
mzzl 

en exigeant alors qu'une S o l u t i o n soit constituee par des valeurs 
des inconnues (xn) dont aucune n'est zero, on peut supposer, -en 
particulier, que S1=J= 0, et presenter Ie systeme donnš sous Ia 
forme suivante: 

OO / \ 

(Ia) , . - 4 = ^ ( ¾ ) ' " ¢ = 0 ,1 .2 , . . . ) , 

oü Ies rapports joueront Ie röle des inconnues. Essaytfns 

de Ies calculer par Ia möthode de Fourier. Le syst&me Y6duit 
sera dans ce cas: 

" + 1 . / \ 

-A1
1 = p j (< = 0 , 1 , 2 , . . . n—1). 

Bn dösignant sa Solution par 

| # 2 j ( n * | a ? n + i | ( w ) • 

et en tenant compte de ce que 

1 1 . . . . . 1 

h A 8 • * A»4~I —** (^a— r* 1¾) ( A 4 — A 2 ) ,. • • (An+l A 2 ) 

A 2 A 2 

3 * * A 2 

• • n-j-l (A4 A 3 ) • (Am+I— uA 8) 

jn—1 
. 2 

2 M—1 
S 

in—1 
• *• '^Vfl •. • V . * , ' „ 

(Aw+l -Am) 4 " 

on obtiendra aisSment Ies valeurs des inconnues /—) , ä l'ai 

des.formuies: } l f 

aide 
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'^nI= 

®1 j 

3 ( - ¾ - ) * - ¾ 
l~Y 

+ s B I H I h l t i z ä 
( - ¾ - ¾ '-¾-••(-£) 

(6) 1 

(¾" ^ == ( " I ) h—l 

k]( 
^Ä+lj ̂  Äh+2J ^ An+tJ 

Donc, il ne s'y agit plus que de passer ä la limite pour 
n—+ oo. 

11. Nous allons constater que Ies limites: 

Iim H ( " L (—\ (A = 2,3 
n-+co\xiJ \xi) 

n'existeront sous une forme finie que dans des conditions beau-
coup plus restrictives que celles de (3—5), et qu'elles ne con-
stitueront une Solution du systeme donne que dans des conditions 
encore moins generales. 

Pour s'en assurer, il suffira d'examiner quelques exemples 
particuliers. 

Supposons tout d'abord que la suite des Aw soit teile que 

(7) Aw = n (n = l, 2, 3,. . .); 

on deduira alors des formules (6), par un calcul simple, que 
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(¾)'- (S)'- "r i" " 

(I)"- > 

Donc, lim ( - V = ± 0 0 (A = 2,3,4,...), 
n - K x ^ i / 

c'est-ä-dire, dans Ie cas (7), il n'y a pas de limites finies. 

Supposons ensuite que Ies Xn soient tels que 

(8) Xn = n2 ( n = 1 , 2 , 3 , . . . ) ; 

alors, en employant Ia formule bien connue 

Sin«» = *x ( l - p ) (1-^)... (1-^)..., 

on aura 

lim ( l — ^ S - W l -

.. Sin jux 
= Iim 

X-
• ' • * ( ' - S ) h S ) - - ( ' ~ S ) 

et de meme 

lim 
>\ Xh+if \ 

Sini/r# 
lim 

JtXl H W - S 9 - 4 - 3 
= ( - 1 ) ' - 1 

m 
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donc, d'apres Ies formules (6), 

(1)- . - : . (¾)-
Aussi, dans Ie cas (8), chacune des limites sera-t-elle finie 

et bien d6termin£e; cependant, elles ne constituent pas une 
Solution du systeme (1»), puisqu'elles ne rendent pas absolument 
convergentes Ies series qui s'y trouvent. 

12. Supposons enfin que 

( 9 ) A N = ^ - 1 , P > 1 ( » = 1 , 2 , 8 , . . . ) ; 

alors on aura 

( 1 ^H 1 / ! " ' ( 1 p"-1) 
et, par consöquent, d'apres Ies formules (6), 

< 1 0 ) ( ^ ) = » 5 o o ( * f ) = ( ~ (P 2 -D (P 8^l) • • • 

(A = 2 , 3 , 4 , . . . ) . 

Cette fois on peut bien constater que Ies valeurs des in-
connues , fournies par Ia formule (10), rendent absolument 

convergente chacune des series du systeme (ia). 
En effet, i etant un entier positif quelconque ou z6ro, 

examinons Ia (^+l)ifeme serie 
OO . \ 

En d6signant 

« 
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on aüra UhJrX 

U1. 

I*+1 

v' • -4—- et, par suite, Iim 
i>*—1 h-> OC 

UhJrI 
Ui 

= 0, 

d'oü se dšduira immediatement la convergence absolue. La serie 

OO . \ 

£ > ' • & 

& donc une somme bien determinõe et, comme on s'en rendra 
compte aisement, celle-ci n'est que —At

1, puisque 

»H-i . /^x(W) 

quel que soit rentier positif n, et, d'autre part, 

Ž k M = Iim Ix(-) ! B ) (1 

Zz ' W »+CO ~ '\®11 

Il en resulte donc que, sous l'hypothese (9), la methode de Fourier 
est applicable et permet de dšterminer Ies rapports des incon-
nues du systeme donne , de sorte qu'ils satisfassent au 

syst&me (la), et qu'aucun d'eux ne soit zero. 
En y prenant = C, C etant une constante arbitraire, dif-

f6rente de zero, on obtiendra donc une Solution du systeme 
donne (I) dšpendant d'une constante arbitraire, et exprimee par 
Ies formules: 

( 1 1 ) X1 = G , Wh = ( t 1 ) " - ' C • Q , _ ! ) fp '2 _ ? L ) ( p k - l — l ) 

(h = 2, 3, 4, . . . ) . 
9 

Remarquons encore que, en disposant de Ia constante arbitraire 
C, on peut faire assumer ä une inconnue quelconque xn Ia valeur 

(1) D'une fapon generale, remarquons que toutes Ies fois que l'on aura, 
par Ia methode de Fourier, trouve Ies valeurs des inconnues d'un systeme donne, 
qui rendraient absolument convergentes Ies series du systeme, on en tirerait 
immediatement, tout comme ci-dessus, Ia conclusion, que ces valeurs consti-
tuent effectivement une Solution de ce systeme, puisqu'elles rendront Ies parties 
droites des equations egales aux parties gauches correspondantes. 

2* 



20 HERMANN JAAKSON AYIILi 

a + o arbitrairement prescrite. En effet, pour cela on n'aura 
qu'ä choisir C de sorte que soit 

Donc, des trois hypotheses concretes, relatives ä Ia nature 
de Ia suite des Xn, que nous venons d'examiner ci-dessus, ce 
n'est que la dernišre, qui permet de resoudre Ie systeme cor-
respondant par Ia methode de Fourier. En Ia comparant aux 
autres, on constate tout de suite que dans ce cas Ia croissance 
des Xn est plus rapide que dans Ies deux cas precedents. Il est 
clair que c'est bien cette circonstance ä laquelle, dans ce cas-ci, 
on doit Ie succ&s. 

13. L'hypothese (9) est Ioin d'§tre Ia seule, sous laquelle 
un systeme (1) peut etre r6solu par Ia methode de Fourier; 
nous allons demontrer ä ce sujet Ia proposition plus generale 
suivante: 

E t a n t d o n n š e une s u i t e i n d e f i n i e des Xn te i le que 

N e t a n t u n e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e , on p e u t , 
p a r Ia m e t h o d e de F o u r i e r , d e t e r m i n e r u n e So lu-
t i o n d u s y s t e m e c o r r e s p o n d a n t , d e p e n d a n t d ' u n e 
c o n s t a n t e a r b i t r a i r e G. 

En effet, Ies valeurs (6) des inconnues du systeme röduit 
auront pour n—•oo Ies limites finies et diff6rentes de zero: 

(p — 1) (p2—l)... (Pn-1-1) 

(12) 

Xi^=Xj (*+;') 

et ;>£)>> 1 pour h ^ N , 

( I h s S ) - 1 - " 
(-1)('-¾-!'-;¾ 

(h = 2 , 3 , 4 , , . . ) , 
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puisque, Ia sörie 

Xh+1 Xh+2 Xfl+3 

etant, par hypothese, absolument convergente, Ies produits infinis 

X1 

et 
Xh+1 

Xh Xh 

< — 3 ~ ) ( — Ä } ( ' - & ) 

Ie sont donc, eux-aussi, et different evidemment de zero. 

De plus, ces limites 

lim 
n-> oo (S)-(I) 

rendent absolument convergente chacune des series 

OO . , . 

£':(1)-
i ^tant un entier positif quelconque ou z6ro. 

Bn effet, soit 

et 

alors 

u h+1 

- < © • 

- i ' 
M-I \ X1 j 

1 - Mi—i 
Uh+1 Xh h—i—1 Xh Xh 
uh Xh+1 

1 1 - Xh-1 
Xh+lj Xh+i 

1 l h ... 
Xh-(-2 Xh+8 

... 
^ Xh+1 

AÄ+2 
j Ah-J-I 

Ah+3 
... 

or, d'apr&s l'hypothese faite, on aura 

lim 
h-> oo '"Ä+i 

h—i—1 
0, 
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tandis que 

Iim 
OO 

i V 1 

Xh Xh 

j \ 1 
Xh-i-i Xh+1 

! 1 Xh . . . 
Xh+2 Xh+a 

. . . 

Ah-f2 
i Afc+i 

Ah+3 
. . . 

= Iim 
h-> oo 

1 Atf 
A, 

t Aiv+i 1 Ah—i 1 Atf 
A, Ah 1 Ah 

ajI +
 

l I t Ajy+i . Ah_i ajI +
 

l I 

Ah+i Ah+i 

, Iim 
h-> co 

1 A h ^ Ah . . . Ah+2 Ah+3 . . . 
i Ah+i 

Ah+2 
j Ah+i 

Ah+3 

< l(
l+$ 

K 1 - F . ) 

comme on s'en rendra aisement campte. 

Donc, Iim 
h-> oo 

U h+1  
Mt. 

= 0, 

d'oü se deduira inmediatement la convergence absolue. 
Il en resulte que, sous l'hypothese (12), une Solution du 

systeme (1) sera fournie par Ies formules; 

1 \h—i n A3. •. Ah-i ^ X1==C, Xh = (-If-1C 
Xhh~2 

(18) R ) - ••!•-£) 
Xh j \ Xh+1 

(Ä = 2, 3, 4,. ..), 

M 
U+2/ 

C designant une constante arbitraire. 
En disposant convenablement de C1 on peut faire assumer 

evidemment ä une inconnue quelconque xn la valeur a 4= O arbi-
trairement prescrite. 
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III. Sur Täpplication du principe des reduites dans ün cas 
particulier. 

14. Comme nous venons de voir (n° 11), la methode de 
Fourier ne s'applique pas au systeme (1) dans Ie cas (7). 

Cependant, il ne faut pas en conclure que Ie principe des 
reduites, lui-meme, ne puisse pas s'appliquer. En effet, nous 
allons dõmontrer que 1'on peut resoudre Ie systeme donne par 
une möthode nouvelle ne representant, au fond, qu'un äutre 
mode d'application du principe des reduites; au Iieu de ramener 
Ie systeme donne ä un seul systeme reduit, comme nous l'avons 
fait dans Ies cas prec£dents, nous Ie ramenerons, dans ce cas-ci, 
ä une suite indefinie de systemes reduits. 

Quant ä la reduetion, elle sera effectuee par deux etapes, 
ä l'aide des systemes infinis intermödiaires que l'on pourrait 
appeler s y s t e m e s r e d u i t s g e n e r a l i s e s , dont chacun 
peut etre resolu par Ia methode de Fourier, c'est-ä-dire etre 
ramene ä un seul systeme reduit fini. 

En calculant Ies solutions des systemes reduits, et en passant 
ä Ia limite, on obtiendra Ies solutions des systemes infinis inter-
mediaires; avec celles-ci on consiruira des solutions du systeme 
donne. 

Notre täche consistera donc en ce que nous aurons ä fixer. 
Ia Ioi de formation des systemes reduits generalises, et ä deter-
miner Ie mode de constriiction des solutions du systeme donne, 
ä l'aide de celles des systemes reduits generalises. 

15. fitudions d'abord Ia Ioi de formation des systemes 
reduits generalises. 

Le systeme particulier (8), que nous allons resoudre, s'ecrit 

OO 

O = ^ n i X n (i = 0,1> 2, . . . ) . 
w = X 

C'est un systeme appartenant au type I, et completement 
caracterise par Ia suite indefinie {E) des Xn-n: 

(E) = l , 2 , 3 , 4 , . . . 

Decomposons maintenant Ia suite (E) en une infinite de 
suites partielles (En) de Ia fa<?on suivante: Constituons avec Ies 
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elements de la silite (E)i c'est-ä-dire avec Ies nombres naturels, 
Ie Tableau ä double entree: 

1 2 1 22 . 2h 

3 3.21 3.2'2 
. S.2h 

5 5^21 5.22 . 5.2Ä 

(2w+l) (2^+1)21 (2»+l )2 2 . . (2w+l)2Ä 

On se rend aisement compte de ce que ce Tableau contient 
tous Ies nombres naturels, et que chacun d'eux n'y rentre qu'une 
seule fois en y occupant une place bien determinee. En effet, 
s etant un entier positif, il est evident qu'on ne pourra Ie pre-
senter que d'une seule maniere sous la forme 

s = ( 2 n + l ) 2 \ 

h et n etant certains entiers positifs ou zeros; donc, s occupera 
dans notre Tableau la case qui est situee dans la file de rang 
(n-f-l) et dans la colonne de rang A-j-1. 

En entendant par (En) la suite 

(En) = 2n-j-1, (2̂ 1 + 1)21, . . . . (2n-f-1)2h, . . . 

(n = o, 1, 2, 3,. . . .), 

et en tenant compte du Tableau ä double entrõe, Ton constatera 
imm6diatement que la suite donnee (E) se decomposera, en effet, 
en une infinite de suites partielles (En), ce que 1'on peut exprimer 
par la formule symbolique 

(E) = (E0) + ( J ^ 1 ) (En) + • • • 

Comme nous 1'avons dejä remarque, la suite (E) caracterise 
completement Ie systeme donne (S); or, par analogie, chacune 
des suites partielles (En) determinera, ä son tour, un systeme (Sn). 

En designant Ies inconnues du systeme (Sn) respectivement 
par yni, y«2,... y»(h+d, . • i l se presentera sous la forme suivante: 

OO 

(Sn)... O = ^7[(2«.+l)2"]*2/„,fc+1, 
h=O 

i = 0,1, 2, . . . » 
n = 0 ,1 ,2, .../* 
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Ainsi, l'on obtiendra une infinite de systemes (Sn) bien deter-
mines. Bn Ies examinant de pres, on yerra tout de suile que, 
quel que soitTentier positif w, Ie systeme (Sn> est äquivalent au 
systõme (&) 

OO 

O = (t = 0,1, 2,...), S» 
h—Q 

Ies systemes (Sn) et (So) ayant evidemment tous Ies deux Ies 
m§mes solutions. Aussi, peut-on poser tout simplement 

ž/«(h+i) == yh-j-i o, 1,2,.. .Jf 

et calculer Ies valeurs 

Vu Vto • • • • • • 

ä l'aide de n'importe quel systeme (Sn). Or, prenons Ie systeme 
(S0) et remarquons qu'il s'obtiendra du systeme (1) en y posant 

Xn = 2W 1 et Xn = yn. 

D'apres Ie n° 12, on pourra en conclure immõdiatement que Ie 
systeme (S0) peut õtre r£solu par la methode de Fourier, Ies 
valeurs des inconnues yly y2, . . . yh+i, . •. s'exprimant ä l'aide 
des formules (11), si l'on y remplace p par 2. 

On aura donc 

(14) yi~0, yh+1 = ( — : ( 2 2 — l ) . . . ( 2 Ä — l ) G 

(h = 1,2,3,...), 

C etant une constante arbitraire. 

16. Demontrons maintenant que, en employant Ies solutions 
des systemes (Sn)t on peut construire une Solution du systeme 
donne (S)t c'est-ä-dire que Ies systemes (Sn) peuvent etre con-
sideres, par rapport au systeme (S)t comme s y s t e m e s 
r e d u i t s g e n e r a l i s e s . 

En effet, convenons de determiner Ies valeurs des inconnues 
(X8) du systeme donne (S) de la fa<?on suivante: 

Etant donne Ie rang * de 1'inconnue xa, nous Ie presen-
terons sous la forme 

s = (2n -j-1) 2h (voir n° 15), 



26 HERMANN JAAKSON AVIII.i 

ce qui fera correspondre ä s une seule valeur bien determin£e 
de h, ainsi qu'une seule valeur de n. 

Cela etant, nous poserons xa = yh+u oü yh+i, dšpendant 
d'une constante arbitraire Ci sera fourni par Ies formules (14). 

Nous verrons que, en specifiant convenablement cette con-
stante arbitraire C, nous obtiendrons ainsi une Solution du 
systeme donne (S). 

Il est clair qu'il faut spšcifier C, puisque, d'apres ce que 
nous venons de dire, on obtiendra, en particulier, 

X^ Cf Xt^ Cy . . . X 2*1—1—1 Cy . . . , 

par suite, si l'on y entendait par C une constante arbitraire, la 
premiere serie du systeme 0$) 

OO 

, £ x n 
n=l 

(pour ne parier que d'elle) contiendrait une infinite de termes 
tout ä fait arbitraires et, par consequent, elle n'aurait evidemment 
aucun sens precis. 

De mšme, en sp6cifiant Ci il faut tenir compte de n. 
Bn effet, si 1'on prenait pour Ci independamment de n, la mem^ 
valeur quelconque a ^ O , on aurait 

Xy = fl, Xq = Uy . . . 3?2n-j-l = = • • • j 

donc, la sšrie 
oo 

&ttf 
M = I 

contenant Ie meme terme a une infinite de fois, ne serait pas 
convergente. 

Or, etant s = (2n + l)2h, prenons a>a = yh+t en posant dans 
Ies formules (14), par exemple, 

r . _ 1 
(n + l ) ! ^ ' 

oü An est une constante quelconque assujettie ä la condition 

M«|s>l (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
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Alors on äura > 

x> ~ (« + 1)! ( A = 0 ) ' 
) 

(15> {X, = (-1)» —X, ( 2
2—J.)... (2Ä—1) ' (n+1)! -4„ (Ä ~ 1 , 2 , 8 ' 

ätant s = (2w -f~1) 2* et n ^ 0, 

et, comme nous verrons, Ies valeurs des xa determinees par ces 
formules constitueront une Solution du systeme donn£ (S). 

17. Demontrons maintenant que Ies x8 fournis par Ies for-
mules (15) rendront absolument convergente chacune des series 
du systeme (S), par exemple, 

CO 

JJsiX3, 
8=1 

i etant un entier positif quelconque ou zero. 
En effet, apres avoir fixe i, l'on peut toujours, comme nous 

Ie verrons, indiquer respectivement un entier positif N tel que soit 

(16) | 3 ^ | < A pour s > N . 
S 

Or, Ja serie 
°o j 

2 * 
8= 1 

etant convergente, on en deduirait immediatement Ia convergence 
absolue de Ia s£rie 

OO 

J^SiXa. 
S= 1 

Ecrivons l'inegalite (16) sous Ia forme suivante 

!»•'+•».Ki, 

et dšsignons 
TT " s<H-22Ä 

Us 
(2 — 1) (22 — 1) . . . (2* — 1) (n - f 1 ) ! ' 
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alors, en tenant compte de ce que et s = (2%-|-1)2>\ 
on aura švidemment 

\s<+*x8\^U8. 

Il en resultera donc que, si 1'inõgalite U8 < 1 pour s > N etait 
exacte, l'in6galite (16) Ie serait ä fortiori. 

Quant ä JJ8y il est aise de voir qu'il s'ecrit 

U8 = P{h).Q{n), 

oü 1'on dšsigne par P(h) et Q(n) Ies expressions suivantes: 

2hW-3) 
m 

Q(n) 

(21 — 1 ) ( 2 2 - 1 ) . . . ( 2 ' 1 - 1 ) 

(2^4-1)^ 2 

(n 1)! 

Or, sous une autre forme, P{h) etant 

1 
P(A) 

on en d6duira aisement que IimP(A) = O; de meme, il est 
• . Ä-*00 clair que 

Iim Q(n) = 0. 
n-> oo 

Par suite, l'on peut bien indiquer, d'une part, deux nombres 
positifs P et Q teis que 

P>P(A) (A = 0,1,2,. . .), 
Q ̂  Q(n) (n = 0,1,2,...), 

et, d'autre part, deux nombres entiers positifs A0 et n0 teis que 

P . Q(n) < 1 pour n^n0, 
Q. P(A) < 1 pour A ^ A0. 

Il en resultera donc que U8 < 1 pour Â > A0, indšpendamment de 
n, ainsi que pour než n0l ind6pendamment de A; par consequent, 
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si pour une valeur entiere et positive de s = (2»-j-l)2h 1'inegalite 
U8 < 1 devenait inexacte, ce ne serait possible que sous la condi-
tion que Ies valeurs correspondantes de n et h satisfassent ä la 
fois aux inegalites: 

tt<O0 et h<C.ho• 

Donc, la valeur la pius grande de s, pour laquelle 1'inegalite 
Us <1 pourrait eventuellement cesser d'etre exacte, serait 

[2 (n0 — 1) -j-1] 2Ä°~1 = (2n0 — 1) 2*°-1. 

Bn la designant par N: 

^ = ( 2 ^ 0 - 1 ) 2 ' ¾ - 1 , 

on aura en tout cas 

U8 <1 pour s > i V = ( 2 w 0 —1)2*°-1. 

Donc, la serie 
OO 

JJ SiXs 
8=1 

sera, en effet, absolument convergente et aura, par suite, une 
somme bien determinše ne döpendant ni de l'ordre des termes de 
la sõrie ni des diffšrents modes de groupement de ces termes. 

D'apräs cela, en tenant compte de ce que la serie 

oo 

JJs iX8  
8=1 

contient tous Ies termes des (i-|-i)iöme8 sšries appartenant aux 
systemes (Sn), et qu'elle n'en contient pas d'autres, il en resultera 
immediatement que la somme de notre serie sera nõcessairement 
nulle, puisque Ies sommes des (i-j-i) i ö m e s series, appartenant aux * 
systemes (Sn), sont elles-memes nulles, 

Donc, Ies x8 d6termin6s par Ies formules (15) constituent, 
en effet, une Solution du systeme donne (8). 

En multipliant toutes ces valeurs par une constante arbitraire 
-4, on obtiendra encore une Solution du systeme (8), ce dernier 
etant un syst&me homogene. 
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18. La Solution du systeme (8) dependant de Ia constante 
arbitraire A et des quantites Afh assujetties ä ,Ia condition 

I I S 1 > = 0 ,1 ,2 , . . . ) , 

s'ecrira sous Ia forme suivante: 

*> = { n + 1 ) [ Ä n PourA = O, 

(16) L 2Ä A 
Xs ^ {2—1)(22—1)...(2*—1)'(n + 1)! An P o u r ä = 1 » 2 , 3 , . . . , 

oü s = (2n -[-1) 2Ä et n > 0. 

En l'examinant de pres, on constatera: 

I0 pour A 4= 0 aucune des inconnues x8 n'est zero: x» 4= 0; 
2° etant donnee, d'une part, une suite finie de r quantitäs quel-

conques differentes de zero: alf a2, . . . ar, et, d'autre part, 
une suite de r nombres entiers positifs: a1} a2, . . . ar ap-
partenant tous ä des suites partielles distinctes (E1) (n° 15), 
on peut faire assumer aux inconnues 

•y» /vi /v» 
, OT2' ' * * dyOLr 

respectivement Ies valeurs prescrites 

, ^2, . . . ür • 
xCti =

 aX (» = 1, 2,. . .r). 

En effet, en rempla<?ant dans Ies formules (16) Ies a?«. re-
spectivement par Ies a, et en resolvant ces r equations par rapport 
aux quantites on obtiendra evidemment pour elles Ies valeurs 
satisfaisant ä Ia condition: | A f c | ^ l , si l'on attribuera ä Ia 
constante arbitraire A une valeur quelconque dont Ie module sera 
assez grand. 

Nous venons de supposer que Ies nombres entiers positifs 
au a2, . . . ar appartiennent tous ä des suites partielles distinctes 

•.(Ed; remarquons que c'est-une condition tout ä fait essentielle, 
puisque de toutes Ies inconnues, dont Ies rangs appartiennent ä 
Ia meme suite partielle (Elc), c'est seulement une quelconque qui 
peut Stre fixee arbitrairement; en Iui faisant assumer une valeur 
prescrite, on attribuera du.mSme coup ä toutes Ies autres in-
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connues du meme systeme (Sk) Ies valeurs correspondantes comple-
tement d6termin6es. 

Donc, la nature de la Solution que nous venons de construire 
dopend essentiellement du mode de dšcomposition de la suite (E). 

Or, gšnšralement une suite (E) peut etre dõcomposee d'une 
infinit6 de manieres, c'est ce qui permettra de preserire arbitrai-
rement Ies valeurs d'un nombre fini d'inconnues quelconques. 

Bn effet, Gtant donn6e une suite de nombres entiers positifs 
quelconques: aif a2, . . . a r, en dßcomposant la suite (E) en une 
infinite de suites partielles (En), on peut faite rentrer Ies 6l6ments 

Aai, Xa<j, . . . Xftr 

dans r suites partielles, de sorte que chacune d'elles ne contienne 
qu'une seule de ces r quantitõs (Xal). 

Nous Ie demontrerons ci-dessous, dans Ie cas genõral, oü 
Ies 616ments Xn de la suite (E) ne sont assujettis qu'aux condi-
tions (3—5, n° 7), qui caracterisent Ies systemes (I) et (2). 

IV. Sur Ia construction des solutions des systõmes du type I. 

19. Btant donne un systeme quelconque (S) du type I 
• OO 

O = 2 X * . «=0,1,2, . . . ) , 
n=l 

dont Ies Xn satisfont aux conditions (3) et (4) (n° 7), nous allons 
Ie ršsoudre par une methode dont l'id6e essentielle vient d'etre 
exposee tout ä l'heure, ä propos du systeme particulier (n° 15). 

A cet effet nous aurons: 
I 0 ä dõcomposer convenablement la suite 

(E) = X1, X2, . . . Xn, . . . 

en une infinite de suites partielles (En), 

2° ä faire correspondre ä chacune des suites partielles (En) un 
systeme reduit g6n6ralis6 (Sn), et 

3° ä construire des solutions du systeme donnõ (S) ä l'aide de 
Celles des systemes (Sn). 

Examinons l'une apres 1'autre ces trois questions. 
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20. Quant ä la dšcomposition de la suite donnee (E), nous 
demontrerons la proposition suivante: 

E t a n t d o n n e e u n e s u i t e (E) = I11 X2i ...Xni ... 
t e i l e q u e 

lim I Xn I = oo, 
n -> oo 

on p e u t la d 6 c o m p o s e r en u n e i n f i n i t š de s u i t e s 
p a r t i e l l e s (En), de s o r t e q u e , en d e s i g n a n t I e s e l e -
m e n t s de (En) p a r 

f^nl , I^n 21 • • • f^nh » . • . , 

c e u x - c i s a t i s f a s s e n t ä l a c o n d i t i o n 

^P> 1 = 1,2,3,.. A 
= 1,2,3,.../ 

h = 

n f^nh 

e t q u e I e s r e l e m e n t s : 

^a1, K2' ' • • ^ar> 

c h o i s i s a r b i t r a i r e m e n t d a n s la s u i t e (E)i s o i e n t 
r e p a r t i s e n t r e r . s u i t e s p a r t i e l l e s (En) d o n t 
c h a c u n e n ' e n c o n t i e n d r a q u ' u n s e u l , r e t a n t 
d ' a i l l e u r s u n e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 

Designons par (E0) la suite naturelle des nombres 

(Eq) = 1,2,3,. . . , 

et par (E%) la suite partielle suivante: 

(^0) = 1.2"-1, 3.2W—1 5.2M—1J . . . (2/fc — 1) 2W—1, . .. v 

(n = 1, 2, 3 , . . . ) ; 

en examinant alors Ie Tableau du n° 15, on se rendra aisõment 
compte de ce que la suite CE0) se dšcomposera, d'une fa<?on 
bien determinee, en une infinite de suites partielles ( ¾ ) : 

(E0) = (JSf)+ (¾) + •; • + (E0

n) +... 

Or, il est ä remarquer qu'il y a une correspondance univoque et 
reciproque entre Ies Xn et Ies nombres naturels n: Xn <—• n; 
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cela permettra de faire vcorrespondre ä Ia decomposition de Ia 
suite (Ä°) Ia decomposition de Ia suite donnee (E) 

(2̂ ) = (2^) + (2^) + . . . + (2¾) + . . . , 

(¾) y designant Ia suite partielle suivante: 

(El) = ?*l2n-l, A32„_i j * • • (̂2fc— 

(n = l, 2, 3, . . . ) , 

qui jouit evidemment de Ia meme propriete fondamentale que Ia 
suite (E), c'est-ä-dire qui a aussi pour point-limite oo: ' 

» 

Cela etant, nous allons maintenant decomposer Ia suiie donnee 
(E) conform^ment ä Ia proposition enoncee 

(E) — (EJ) + (2¾) + • • • + (En) +.. 

en procedant de Ia maniere suivante: 
Nous construirons Ies suites (En) successivement: d'abord 

(E1)i ensuite (E2), ensuite (E&\ et ainsi de suite. 
De meme, Ies elements des suites (En) seront choisis suc-

cessivement • w2, f̂ n3) • • • 
Nous designerons par 

(E)-(E1)-(E2)-...-(E^i) 

Ia suite partielle de (E) que l'on obtiendra en enlevant de Ia 
suite (E) tous Ie s elements des suites partielles 

(E1)t (E2), . . . (En^1). 

Cela etant, fixons Ia Ioi de förmation des suites (En) de Ia 
maniere suivante: 

I0 Le premier element i de Ia suite (En) soit celui des ele-
ments de Ia suite (E) — (2¾) — (2¾) — ... — (En-1) qui occupe Ie 
rang Ie plus petit; en particulier, Ie premier element ^ 1 1 de Ia 
suite (E1) soit X1: [Jb11 = X1. 

2° Tous Ies autres elements de Ia suite (En) 

• • • f^nh> f^n(h-\-1)> • • . 

seront choisis exclusivement entre Ies elöments de Ia suite (Ex
n). 

3 
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3° Dans Ie cas oü la suite (El) contient quelques-unes des 
r quantites fixees arbitrairement ä, 1'avance: 

^a1, A0J2, . . . Xa^ , 

on choisira /^n2, ^w 3, . . . finh, . . . de sorte que la suite (En) 
n'en contienne qu'une seule au pius. 

4° (JLnh etant determine, 1'on prendra pour i> celui des 
element^ de (EJ) dont Ie mõdule sera 

:> I [Anh I p, p > 1, 

et qui occupera Ie rang Ie plus petit possible, compatible avec 
la condition precedente (3°), p štant un nombre positif fixe. 

D'apres cette Ioi de formation, la construction d'une suite 
(En) peut etre effectuee aisement. 

En effet, pour determiner Ie premier element pni, on n'aura 
qu'ä trouver celui des elements de la suite 

(E) — (E1) — (E2) — ... — (En-l) 

dont 1'indice sera Ie pius petit. Or, pour cela il suffit de deter-
miner seulement un nombre fini de premiers elements des suites 
(E1), (E2)1 . .. (En-1), de sorte que 1'on ne continue Ie procede 
de formation de chacune de ces (n — 1) suites que jusqu'au 
moment que 1'on obtiendra Ie premier element dont Ie rang 
sera superieur ä celui du premier element de la suite (E^), ce 
dernier etant 2n _ 1. 

Il est clair que, apres un nombre fini d'operations, on trou-
vera tous Ies Clements de la suite 

(E)-(E1)-(E2)-...-(En^i) 

dont Ies rangs sont inferieurs ä 1.2"-1, et dont Ie nombre sera au 
moins un, puisque, d'apres la condition 2°, X1 <^-1 appartiendra cer-
tainement ä celle-lä. 

Or, entre ces elements, en nombre limite, il y aura eVi-
demment un dont 1'indice sera Ie pius petit; c'est celui-ci que 
1'on designera par ^ n l . 

Quant aux autres Clements de la suite (En) 

(An2 , f^nB j . . . ftnh, • • •» 

on Ies choisira successivement entre Ies elements de la suite' 
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( ¾ ) =A 1 2 "- ! , A3.2
w_1» • • • A(2fc-l)2w_1" * •'-» 

en tenant compte des conditions 3° et 4°. 
Ainsi, ä chacune des suites (EJ) on fait correspondre une 

suite bien determinee (En). ,Le nombre des suites (2¾) 6tant 
l'infini, Ie nombre des suites (En) Ie sera, par suite, lui-aussi. 

De Ia Ioi de formation des suites (En) on tirera aisement 
Ies conclusions suivantes': 

10 Chacune des suites (E1
n) ne contient que Ies elements 

appartenant aussi k (E). 
2° Chacun des elements de (E) appartiendra ä l'une des 

suites partielles (En) et ä une seule. 
3° Les n premiers elements de (E) rentrent dans Ies premieres 

suites partielles ( ¾ , (2¾) . . . dont Ie nombre sera n au plus. 
4° Chacune des suites (En) satisfftit aux conditions enoncees 

dans notre proposition. 
11 en resultera donc que Ia decomposition de Ia suite 

donnee (E) 
(E) = (.Ej) -f- (E2) —{— ... —f- (Ef) -j-.. 

que nous venons d'effectuer, sera bien teile qu'on l'exige dans 
notre proposition. 

21. Apres avoir decomposš Ia suite (E) en une infinite de 
suites partielles (En), nous ferons correspondre ä chacune d'elles 
(En) un systeme reduit generalise (Sn) 

CO 
Q = (• = 0,1, 2,.-..), 

Ä=1 

en y dšsignant Ies inconnues par yn h. 
Tous ces systemes (Sn) appartiennent evidemment au type I 

et, d'apres Ia proposition du n° 20, ils sont caracterises par Ia 
relation • 

Par suite, d'apres Ie n° 13, leurs solutions sont fournies par 
Ies formules (13), en y rempla<?ant Ies quantites 

C, Aj, A2J A3» • . . Ah, . . . 
3* 

f*<n(h+lj 
fA>nh 
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respectivement par 

(jii) f^nl) Pn2> pn8t • • • (Anh) • • • 
On aura donc 

n . ( i\/i—i r> ^w2 ^w3 • • • AMfe-1) y*ii — Un, ynh — ( 1) Un 2 

/ j Pnl\ AtWli /| Pnl \ /j, /*nl \ Pnl \ 

\ Pn2f \ PnS J \ pn(h—l)J \ pn(h-{-l)J \ (ln(h+2)J 

(j Pn2\ /^ ÂMB \ AtHffe-LA AtMh \ (Anh \ 
PnhJ ^ (AnhJ ' Pnh J y pn(h-\-\)J ^ pn(h-\-%)J  

(A = 2,3,4,...), 

Cn etant une constante arbitraire. 

D'apres Ie n° 13, on peut dire que 

?m4= o pour Cn 4=0. 

22, Il nous reste enfin ä construire- une Solution du systeme 
donne (S) ä l'aide des solutions des systemes rGduits generalises (Sn). 

A cet effet nous Gtablirons tout d'abord une correspondance 
univoque et rGciproque entre Ies inconnues xa, du systGme donne 
(S)' et celles des systemes (Sn), c'est-ä-dire Ies ynh. 

Remarquons que chacun des elGments Xn de la suite (E) 
entre aussi dans une des suites partielles (En) et dans une seule 
(n° 20), y Gtant dGsignG par un (a ä deux indices, et qu'inverse-
ment chacun des p ä deux indices represente l'un des X; c'est 
ce qui permettra d'etablir la correspondance d GsirGe. 

Bn effet, soit, par exemple, 

Xs = Pnh , 

en tenant alors compte de ce que X8 est Iie dans Ie systGme (S) 
ä l'inconnue X8 et que de meme Pinh est IiG dans Ie systeme 
(Sn) ä l'inconnue ynh, on aura immGdiatement la correspon-
dance dGsirGe 

X8 * X8 — Pnh "* * ynh •> 

ou simplement: 
X8 < • ynh • 
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Cela etant, nous allons demontrer qu'en prenant 

xs — ynh pour Xa * • ynh, 

ynh etant determinö par Ies formules (17), on obtiendra une So-
lution du systeme donnG (S) en y specifiant convenablement Ia 
constante arbitraire Cn. 

Remarquons tout d'abord que Ia serie 

00 

U (2wä)8 plhynh 
h=1 

est absolument convergente, quelle que soit Ia valeur attribuee 
ä Ia constante arbitraire Cn de laquelle depend, d'apres Ies for-
mules (17), ynh. 

En effet, en posant 

= et vH=\(2»h)'KHyM[ 

on aura 

Vh+l __ (M-I)3
 e Uh+1 

Vh h? Uh 

Or, 

et, d'apres Ie n° 13, 

lim ^ 1 = O; 
h-+ OQ Uh 

par suite, 

lim v H i = O . 
A-* oo vh 

Il en resultera, en particulier, que, en prenant, dans Ies for-
mules (17), Cn= 1 et en designant par ynh Ia valeur correspon-
dante de ynh (h — 1, 2, 3,...), on peut trouver un entier positif 
Nn tel que pour h^N„ soit 

| ( 2 n Ä ) V ^ ^ | < l , 

Iim fctl\3=i 
h->oo \ h ) 
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Ie nombre des termes de la sšrie 
0 0 

2&nhf 
k=l 

dont Ieis modules sont > 1 etant Nn—l; 
Entre ces Nn—1 termes nous choisirons celui dont Ie mõdule 

sera Ie pius grand, ou au moins pas plus petit que ceux des 
autres Nn—2 termes. 

En designant son mõdule par rn, nous determinons un 
nombre positif Qn de la fa<?on suivante: 

Qn = rn, si TVm > 1 , tandis que e n = l , si jV„ = l ; 

cela etant, convenons de specifier la constante arbitraire Cn de 
sorte que soit 

An y designant une constante assujettie ä la seule condition 

\An\>l. 

D'apres cela, on aura evidemment 

J (2wA)3 fi"h ynh | < 1 (A = 1,2,3,...); 

par suite, 

I I <(2nkf' 

ou, en tenant compte de ce que 2nh :> n + A, on aura 

I (Kh 

Pour l ^ l ^ l on en deduira 1'inegalite 

(1^) • j Kth Vnh j ^ j ^3 (¾ = 0,1, 2 , . . . n), 

permettant de demontrer ci-dessous la convergence absolue des 
series du systeme (S). 
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23. En prenant X8 = ynh (pour xl 

l 

ynh) et en posant 

Cn 
Qn An 

(n° 22), 

Ies valeurs des xs constitueront une Solution du systeme donne (S). 
En effet, elles rendent absolument convergente chacune des 

series du systeme (S) 
oo - , 

2JK xs, 

i Gtant un entier positif quelconque ou zero. 
On s'en assurera par Ies considGrations suivantes. En re-

marquant que Xs = Pnh, et xs = ynh et en tenant compte du n°20, 
on s'aper<?oit immGdiatement de ce que la (i-|-l) i i :me serie du 
systeme (6) contient tous Ies termes des (i-(-i) iömea sGries des 
systGmes rGduits gGnGralisGs (Sn) et qu'elle n'en contient que 
ceux-ci. 

Or, dGsignons 
vnh^Knhynh^--Xi

8Xs, 

constituons Ie Tableau ä double entrGe 

I ^ll I' I V12 |, I V19 |, . . . \ Vih \, . . . 

I 2̂1 |) 1^22 |> I 2̂3 |> ' • • I V2h |, . . . 

I Vnl |, I Vn2 |, I VnZ |, • • . I Vnh |, . . . 

et servons nous du critere de convergence suivant 
La s e r i e d o u b l e ä t e r m e s p o s i t i f s 

OC OO 

Z ž\Vnh\ 
n=l h—l 

c o n v e r g e , s i l ' o n a 

I ^ K õ r p y » + » ( e > 0 ) 
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p o u r n ^ N , i n d e p e n d a m m e n t de Ji, e t p o u r Ji^1H, 
i n d e p e n d a m m e n t de n(x). 

Nous verrons que dans ce cas-ci 1'on peut bien trouver 
deux entiers positifs iV et H teis que soit 

<®>°) 

pour n^N, independamment de h, et pour h>H, independamment 
de n. 

En effet, en tenant compte de ce que dans la suite 

(E) = A1, A2, . . . A3, . . 

Ies modules des elements (| Afc |) vont en croissant 

(lim I Afc I == oo\ 
\ &->oo /' 

on peut dire que |A&|>1 pour Jc^Jc0. Jc0 etant un certain entier 
positif. D'autre part, d'apres Ie mode de decomposition de la 
suite (E) (n° 20), Ies premiers (&0—l) elements de (E) sont 
repartis entre Ies premieres suites partielles (Em) dont Ie nombre 
sera (Jc0—1) au plus. Il en resultera donc que 1'on pourra indiquer 
un entier positif N1 tel que 

I Pnh |^>l pour n>Nlt quel que soit Ji. 

(1) Numerotons Ies termes du TabIeau ci-dessus d'apres la regle suivante: 

IW111Z=U1; |v 2 1 | = w2, |*>12l = %; 1^1 = ¾ Î 221 = |v13| = %; 
et ainsi de suite; en remarquant alors que sur la premiere diagonale se 
trouve un seul element, sur la deuxieme, 2 elements, sur la troisieme, 3 
elements, et ainsi de suite, on aura pour um = | vnh | » 

j »^1 + 2 + 3 + . . .+(» + Ä —1) = + (w + ft—Ji < (n -)- Kf; 
u 

donc, m} +" < (» + ^ (&i > 0) 

et, par suite, en posant = on aura, d'apres l'hypothese faite, 

um = \vnh\< - - j V n < -rrr (<?1 > 0)' 
1 (n -j- h) ^ m 1 + ^ 

d'oü 1'on deduira immediatement la convergence de la serie double 
OO OO 

2J JEJ I vnh I • 
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Or, i Gtant fixe ä l'avance, dGsignons par N celui des deux 
entiers i et N1 lequel ne sera pas plus petit que l'autre; 'alors, 
d'apres 1'inGgalite (18), on aura 

K*K(n_!_Ä)2-h> (e = i > o ) 

pour n^N, independamment de h. 
Donc, il ne nous reste qu'ä examiner Ies termes qui occupent 

Ies premieres (N— 1) lignes dans notre Tableau et qui appartien-
nent aux (*4-l)iömes series des (iV— l) premiers systems reduits 
generalisGs (Sn). Or, on s'en assurera aisement, tout comme au 
n° 22, que chacune des (N— 1) series: 

OO 

2J(?nhf PilhVnh (n = l,2,3,...N—l) 
n=l 

sera absolument convergente; par suite, pour chacune d'elles on 
pourra indiquer respectivement un entier positif Hn tel que soit 

j (2nhf Pi
nh ynh | < 1 pour h > Hn 

(n = 1, 2, 3 , . . . N— 1), 
d'oü l'on deduira 

I Kn Vnh I < (2nkf < 

. Donc, en designant par H celui des (A r-I) entiers: H1, H2. .. 
HN- 1 qui ne sera pas plus petit que chacun des autres, on aura 

K»l< ( n - :pA) 2 +<' ( 9 = 1> 

pour h>H, independamment de w. 
Il en resultera, d'apres Ie critere cite, que Ia serie double 

OO OO 

U 2J\vnh\ 
n=l h=l 

sera bien convergente; donc, Ia serie 

OO OO 

JS U Vnh 
Ii= 1 h=l 

sera absolument convergente. 
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Elle aura, par suite, une somme bien determinee, ne de-
pendant ni de l'ordre ni des differents modes de groupement 
des termes. Or, remarquons que 

OO 

^ = H Knh ynh 
h~l 

[c'est la (z-{-l)ifeme equation du systeme (Sn)] ; d'apres cela, on 
aura evidemment 

OO OO 

O = H Hvnh, 
n=l h==l 

puisque la serie double 
OO OO 

JS Vnh 
n=l h=l 

contient tous Ies termes des (^-|- l)ižmes series des systemes (Sn) 
et n'en contient que ceux-ci. 

Enfin, la (i -j- l) i ö m e serie du systeme donne (S), ayant Ies 
memes termes que la serie absolument convergente 

OO OO 

JS JS vnh 
n—l , h—l 

et ne differant de celle-ci que par Ie mode de groupement des 
termes, on en conclut immediatement qu'elle sera absolument 
convergente, elle-aussi, et qu'elle aura pour somme zGro: 

OO 

O = Hxi xs; 

donc, Ies valeurs des xs determinees ci-dessus satisferont bien 
au systeme donne (S). 

24. En multipliant Ies valeurs de toutes Ies inconnues 
constituant une Solution du systeme donnõ (S) par une constante 
arbitraire A, on obtiendra evidemment encore une Solution du 
systeme (S), celui-ci etant un systeme homogene. 

Aussi, une Solution d6pendant de la constante arbitraire A 
et des quantitõs An assujettiesäla condition: \An\~>l s'exprimera-
t-elle ä l'aide des formules suivantes: 
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(19) 

X s = —— pour H = I1 
• Qn A-n 

• \h—1 (^n2 At"3 • • • 
^ ) n A „h— 2 

Pn(H-I) 

Qn An Kih
 2 

Pnl\ Pnl \ phl \ Pnl \ 

Pn2f \ pn3j \ Pn(h—l)J \ pn(hr{-l)J \ pn(h+2)J 

Pn2\ pnä\ L Pn(h"l)\ I ^ Pnh \ / ^ 

PnhJ ^ pnhj y Pnh J ^ Pn(h-\-l)J y 

(A = 2 ,8 ,4 , . . . ) , 

Pnh 

Pn(h-\-2)J 

Ies valeurs de n et de h qui correspondent ä s etant determi-
nees par Ia decomposition de Ia suite (E) (n° 20): K = Pnh, et Qn  

se calculant d'apres Ie n°22. 
Gräce ä Ia presence des quantites A et An dans Ies formules 

(19), on peut faire prendre aux inconnues 

Xav #«2, . . . Xar 

du systeme (S) respectivement Ies valeurs 

» ®2i • " " 

prescrites arbitrairement, si l'on choisit ces r inconnues d'une 
certaine maniere, r etant d'ailleurs un entier positif quelconque. 

En effet, ceux des xs qui constituent, cl'apres Ie mode de 
determination des x8, Ia Solution du systeme rGduit gGnGralise 

A (Sn), dGpendent tous de Ia m§me quantite -j-\ par suite, ce n'est 
A.n 

qu'une seule de ces inconnues ä laquelle on peut faire prendre 
une valeur prescrite arbitrairement, en choisissant convenablement 

J i Ia valeur de -r-; celle ci une fois fixee, toutes Ies autres incon-
•A-n 

nues du m§me systeme (Sn) obtiendront Gvidemment des valeurs 
completement determinöes. 

D'apres cela, il faut donc que parmi Ies r inconnues: 

Xav Xa2, . . Xar 

il n'y ait aucune paire correspondant au meme systeme rGduit (Sn). 
D'autre part, c'est aussi Ia condition süffisante. En effet, 

supposons-la satisfaite et remplapons dans Ies formules (19) Ies 
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inconnues Xav xa%, . . . xür respectivement par aly a2, ... ar\ 
en resolvant alors ces r equations par rapport aux quantites 
indeterminees Anv Anv . .. Anr, on constatera aisGment qu'il 
suffit d'attribuer ä la constante arbitraire A des valeurs dont Ies 
modules sont assez grands, pour que Ies valeurs correspondantes 
^in1, An2, . .. Anr satisfassent ä la condition 

I Ani I > 1 (i ==1,2,.. . r), 

quel que soit 1'entier positif r. 
C'est donc d'une infinite de mani&res que 1'on peut choisir 

Ay Anv An2, . . . Anr de sorte que 1'on ait 

(i= I, 2, 3, .. . r). 

Or, Ies formules (19) renferment une infinite de quantites 
An (n = 1,2,3,. . .); par consequent, apres avoir fixe d'une cer-
taine maniere A, Anv An2, . . . Anr, il y restera encore une in-
finite de An indetermines. On peut donc dire que, quel que soit 
1'entier positif r, en choisissant Ies r inconnues: xUv xtt2, ... x0r 

de sorte qu'il n'y ait aucune paire correspondant au m§me 
systeme (£„), Ies formules (19) permettront de calculer une in-
finite de solutions numeriques du systeme donne (S) telles que, 
dans tous Ie cas, Ies inconnues xav xa%, . . . Xttr prennent 
respectivement Ies valeurs arbitrairement prescrites a l 5 a2, ... ar. 

En remarquant enfin que, d'apres la proposition du n° 20, 
la suite 

(E) — Aj, X2, . ... An, . . .• 

peut §tre decomposee toujours de sorte que Ies r elements quel-
conques : Aai, Xâ , . . . Xclr appartiennent tous ä des suites par-
tielles distinctes (En)f il en resultera immediatement que 1'on 
peut faire correspondre Ies r inconnues: xav Xa2, . . . xUr, arbit-
rairement choisies ä l'avance, ä des systemes reduits generalises 
distincts (Sn), et Ieur faire prendre, par suite, Ies valeurs arbit-
rairement prescrites. 

On en conclut donc q u ' e t a n t d o n n e un s y s t e m e 
q u e l c o n q u e (S) du t y p e I, l ' a p p l i c a t i o n c o n v e n a b l e 
du p r i n c i p e d e s r e d u i t e s p e r m e t t o u j o u r s de con-
s t r u i r e u n e i n f i n i t e de s o l u t i o n s du s y s t e m e (S), 
t e l l e s q u ' a u c u n e d e s i n c o n n u e s ne s o i t z e r o et 
q u e Ies i n c o n n u e s x U v Xa2, . . . xKr, a r b i t r a i r e m e n t 
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c h o i s i e s ä 1 ' a v a n e e, p r e n n e n t i e s v a l e u r s a r b i t r a i -
r e m e n t p r e s c r i t e s («»): 

Xtti = a. (i = 1, 2, . . . r), 

r Gtant un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 

Y. Sur la construction des solutions des systömes du type II. 

25. Etant donne un systeme quelconque du type Il 

+ QO 
o = Tt X , w n ny 

dont Ies Xn satisfont aux conditions (3), (4) et (5), on peut Ie 
resoudre par un procede tout ä fait analogue ä celui que nous 
venons d'appliquer aux systemes du type I. A cet effet on 
n'aura, au fond, qu'ä reprendre tous Ies raisonnements precedents, 
en n'y apportant que des modifications legeres permettant 
d'obtenir ici Ies mGmes resultats que dans Ie cas des systemes 
du type I. 

La methode de construction des solutions Gtant cette fois, 
quant ä ses traits essentiels, la meme que dans Ie cas prGcGdent, 
il ne s'agira pas, ci-dessous, de la developper de nouveau, mais 
il suffira de mettre en evidence la IGgitimitG et 1'efficacitG de 
1'application aux systemes du type II de Ia methode dGjä exposGe 
ä propos des systemes du type I. C'est dans cet ordre d'idGes 
que nous allons maintenant faire quelques remarques nGcessaires. 

26. La proposition concernant Ia dGcomposition de Ia suite 
(E), dGmontrGe au n° 20, restera valable aussi dans Ie cas oü 
l'on conviendra d'entendre par (E) Ia suite 

• • • —̂(n—iy • ' • A_2, A_1, XQ, A l j i A2, . . . An, . . . 

qui caracterise Ie type II, c'est-ä-dire qui satisfait aux conditions 
(3), (4) et (5). 

En effet, en dGsignant 

(EM) = A1, A2, A8, . . . Alf, . . . et 

(EW) = A0, A_x, A_o, . . . A_„, . . ., 

• on aura (E) — (EW) (EW). 
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Or, Ies elements de la premiere de ces deux suites partielles 
satisfaisant ä la condition 

lim I Xn I = oo, 
W-»-oo 

on peut donc la decomposer selon la proposition enoncee: 

oü Ies suites partielles 

= • • • ! > % ••• 

sont telles que 

Pa)-11 (fc+i) 
w 

> P > l 

et 2° que (2¾0) ne contientdes r q u a n t i t e s : , X c i 2 , . . . Xa^ 

arbitrairement choisies ä 1'avance, dans la suite donnõe (E), qu'une 
seule au pius. 

D'autre part, en tenant compte de ce que 

Iim | m S | = oo, 
»-•oo 

on peut indiquer evidemment un entier positif M tel que 

L I 
^ v > 1 P o u r n 

X j ayant Ie meme sens que dans l'in6galite (5) (n° 7). 
Or, ä partir de la M ihme suite partielle (2¾¾ associons ä 

chacune d'elles, d'apres certaine regle, un element £_,• de Ia suite 
partielle (E(2)), de sorte que I 0 Ia suite 

(En) = A_., 0*, ii% ... (n^M) 

ne contienne des r quantites: Xa^ Xa^, . . . Xa^ qu'une seule au 
plus, et 2° qu'ä l'aide des suites (En) s'etablisse une correspon-
dance univoque et reciproque entre Ies elements de Ia suite (2žX2>), 
d'une part, et Ies suites partielles (E^)t d'autre part, oü n^>M: 

• A _ — - ( ¾ ' ) -
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En faisant correspondre ainsi ä chacun des Clements 
X_. (i = 0,1,2,...) une suite partielle (¾11) (n>M ) , on 
obtiendra une infinite de suites partielles (En). Designons leürs 
elements de la maniere suivante: 

.Li = M111, MS! = #»„(»+,) (n>M) 

et posons pour n<CM 

f^nh = K h > a i l l S i ( ¾ 1 3 ) = ( E n ] ( n < M ) [ 

alors la decomposition de la suite (E) s'obtiendra evidemment 
sous la forme 

(E) = (E1) -f- (E2) (En)--\-... 

Donc, en tenant compte de 1'inegalite 

|A_. | < A (i = 0 ,1 ,2 , . . . ) (n° 7), 

il en rGsultera la proposition suivante: 
E t a n t donnGe u n e s u i t e 

(E) = . . . A_w, . . . A 2 , A_lf A0, A1, Ag . . . A1 j , . . . 

teile que 1'on ait: 

I 0 Aä 4= Afc pour A 4= k, 

2° lim I Am I = oo, 
«-•oo 

3° I A n | < A (^ = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

on p e u t la d š c o m p o s e r en u n e i n f i n i t e de s u i t e s 
p a r t i e l l e s (En), de s o r t e q u e , en d e s i g n a n t Ies Cle-
m e n t s de (En) par 

ftnly Pn2y • • • pnhy . . ., 

c e u x - c i s a t i s f a s s e n t ä la c o n d i t i o n 

pnh 
> 

/A = 1 , 2 , 3 \ 
[«•= 1,2, B, 

et q u e Ies r e l e m e n t s : A0i, Xa^, . . . Aa, a r b i t r a i r e -
m e n t c h o i s i s ä 1 ' a v a n c e , d a n s la s u i t e (E), s oie nt 
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r e p a r t i s e n t r e r s u i t e s p a r t i e l l e s (En) d o n t c h a c -
u n e n ' e n c o n t i e n d r a q u ' u n s e u l , r 6 t a n t d ' a i l -
I e u r s u n n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 

27. Apres avoir decompose la suite (E) en une infinite de 
suites partielles (En)f nous ferons correspondre ä chacune d'elles 
(En) un systeme reduit generalise (Sn), ä savoir: 

OO 

(Sfn) (¢ = 0 ,1 ,2 , . . . ) , 
/1=1 

dont Ies inconnues ynh se calculeront ä Paide des formules (17) 
contenant des constantes arbitraires Gn. 

Ensuite, nous etablirons une correspondance univoque et 
reciproque entre Ies inconnues x8 du systeme donne (S) et celles 
(ynh) des systemes reduits generalises (Sn), de sorte que soit 

Xs •* • Xs — pnh *• ynh' 

Enfin, pour obtenir une S o l u t i o n du systeme donne (S), 
nous poserons 

xs — ynh poui. xs • ynh j 

en specifiant la constante arbitraire Cn de sorte que soit 

C. = r V (M»I>1), y« A-n 

Qn etant un nombre positif que 1'on determinera de la maniere 
suivante: 

Prenons, comme au n°22, la serie 

OO 

U (2nhf Plh ynh, /i=i 

en entendant par ynh la valeur de ynh obtenue des formules (17) 
en y faisant Cn = 1. 

Remarquons que, d'apres Ie mode de decomposition de la 
suite (E), si n ^ M (n° 26), Ies pni representent Ies elements de 
la suite partielle 

(Em = x, x ,x , . . . x , . . . v J O —1 —2 —n 
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Or, en tenant compte de 1'inGgalite 

J A_. | < A ¢ = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

prenons un nombre positif ^ > 1 tel que soit 

I A_. | < » 1 (« = 0,1,2,...), 

et remplapons dans la serie ci-dessus pnl par p (n ;> M). 
Cela etant, convenons d'entendre, pour n>M, par Qn celui 

des modules des termes de la serie absolument convergente 

OO 

(2w . I f p n yni + Z(iInhf pn
nh ynh 

/1=2 

qui ne sera pas inferieur ä aucun des autres. Pour n<CM 
soit, par exemple, Qn = 1 (n <C M). 

Il en resultera que, ä partir d'une certaine valeur de n, 

(18) I t^nh Vnh j ^ (11 I /¾)3 ^ = 0 , 1 , 2, . . . n), 

puisque pour n assez grand on aura simultanement 

I Pm I < p > 1 et I pnh I > 1 {h ^ 2). 

L'inegalite (18) perinettra de demontrer que Ies valeurs des 
inconnues xs, que nous venons de determiner, constituent une 
Solution du systeme donne (S). Pour s'en assurer, on n'aura 
qu'ä repeter Ies raisonnements du n° 23. 

Enfin, tout comme au n° 24, on en deduira Ie resultat suivant: 
E t a n t d o n n e un s y s t e m e q u e l c o n q u e (S) du 

t y p e II, en y a p p l i q u a n t c o n v e n a b l e m e n t Ie 
p r i n c i p e d e s r e d u i t e s , on p e u t t o u j o u r s con-
s t r u i r e une i n f i n i t e de s o l u t i o n s du s y s t e m e (S)y  

l e l l e s q u ' a u c u n e d e s i n c o n n u e s ne s o i t z e r o , et 
que Ies i n c o n n u e s xa , xa , . . . xa , a r b i t r a i r e m e n t 
c h o i s i e s ä 1 'avance, p r e n n e n t Ies v a l e u r s a r b i t r a i -
r e m e n t p r e s c r i t e s (a<): 

xUi = ai = 1, 2,... r), 

- r e t a n t un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 

4 



C H A P I T R E II. 

Sur Ies systfcmes d'equations lineaires non homogenes 
ä une infinite d'inconnues attachäs aux series de 

Dirichlet. 

I. Generalites. 

28. Dans Ie Chapitre II nous allons appliquer Ie principe 
des reduites k Ia rösolution des systemes lineaires non homogenes 
appartenant aux types suivants: 

OO 
(20) Ci = HhnXn (type III), 

tl=l 

-j- GO 
(21) Ci = 2J^nXn (type IV) 

n = — CC 

(i = 0 , 1 , 2 , 3 , ), 

dont Ies Xn satisfont aux conditions (3), (4) et (5) (n° 7). 

Ces systemes, etant analogues respectivement aux systemes 
du type I et du type II, ne different de ceux-ci que par Ies 
parties gauches des equations; tandis que dans Ie cas precedent 
tous Ies Ci etaient nuls, on suppose, dans ce cas-ci, qu'au moins 
Tun des a soit different de zero; et c'est Ia seule condition ä 
laquelle sera assujettie Ia suite des d. 

29. Les systemes (20) et (21) peuvent etre attaches aux 
series de Dirichlet par Ie meme procede formel que Ies systemes 
homogenes (1) et (2) (n° 8). 
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Etant donnee, sous la forme I ou II, une sGrie de Dirichlet 
quelconque 

y —V 

n 

ä coefficients indetermines xn, nous en deduirons une suite in-
defirrie de series analogues 

Xn)xne~l"Z^ 2J(—^)2x*e~lnZ' * • 
n n 

dont chacune s'obtiendra en differentiant terme ä terme la serie 
precedente; cela etant, il est aise de voir qu'en faisant prendre 
ä toutes ces series pour z — O respectivement Ies valeurs prescrites 

C0, Cl, C2, . . . ( 1 )MCn> • • •> 

on obtiendra evidemment un systeme (20) ou (21), ayant pour 
inconnues Ies coefficients indetermines xn de la sGrie de Dirichlet. 

Ainsi, ä chacune des series de Dirichlet on peut faire cor-
respondre un systeme (20) ou (21), en fixant d'une fagon quel-
conque la suite des Ci; de men\e, il est elair qu'inversement 
chacune des solutions d'un systeme quelconque (20) ou (21) 
fournira une serie de Dirichlet ayant pour coefficients Ies valeurs 
des inconnues du systeme resolu. 

Cette serie representera une fonction F(z) bien determinee, 
au moins pour z = 0 : 

F(O) = c0. 

De plus, dans des cas assez Gtendus F(z) sera dGterminGe 
non seulement ä 1'origine (z = 0), mais certainement aussi dans 
des regions beaucoup pius vastes; pour s'en assurer, il suffirait 
d'assujettir Ies arguments des In ä certaines conditions, tout 
comme nous 1'avons fait ci-dessus, au n° 9. 

Les memes considerations que Celles du n° 9 nous con-
duiront ä la conclusion suivante: 

On pourrait, au moins sous certaines reserves, interpreter 
Ie probleme de la resolution des systemes (20) et (21) comme 
celui de la construction de series de Dirichlet qui representent 
des fonctions F(z) holomorphes dans certaines regions, et telles que 

^7(O) = c0, FW(O) == (—1 Ycn (n = 1, 2, 3,. ..). 
4* 
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II. Sur 1'application de la mõthode de Fourier ä certains 
systömes du type III. 

30. Nous allons appliquer la methode de Fourier ä certains 
systemes du type III dont Ies c» satisfont ä la condition par-
ticuliere 

Ci = O pour i 4= h et c& 4= 

h Gtant un entier positif quelconque ou zero. 

Ces systemes se presenteront donc sous Ia forme suivante: 

(22) 

o = 21 xh 

h—l 

OO 

O = Ml
 1 Xh 

oo 

Cfc= yjx h xh 

h=i 

OO 

/1=1 

Xh 

Bn y rejetant toutes Ies equations, sauf Ies n premieres 
(n~J>k), et en ne conservant dans Ies parties droites de celles-ci 
que Ies n premiers termes, on obtiendra un systeme reduit fini. 

Designons sa Solution par 

J» ,Jn) o» ~(M) . X1 , > ' ' ' h * ' 

il est clair qu'on aura alors 

z 
( h = 1 , 2 , . . . »), 
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zf,J et h etant Ies determinants suivants: 

A(n) 
fc+1, h 

i 1 , , , . . l 
A1 * A2 . . • • Xn 

Än) = A1 •• . . X2 

n t 

a—i 
Äi 

2«—i 
2 . . Xn-1 

n 

1 1 . l l . . 1 
A1 A2 . - V 1 Afc.fi • • • K 

Xk
1-

1 2 &—1 
2 • C 1

1 
Xk-1 . . M-i • C 1 

X1?1 ^ + 1 • • • c ; Xk+1 . . 
h+i xt+1 

n 

x —i 
2 • c ; 

n n—1 
Ah+1 • Aw-1 

n 

Comme on Ie sait, 

j > 9 ( • ; r t j ; J *•«»). 

Quant ä A^ h h, on peut Ie presenter sous Ia forme d'un produit 
de deux facteurs: h = P1 P2 dont Ie premier sera 

P1 = II(Xj-Xg), j>g U = ^Z'..Ji—l,Ji+l,...n \ 
i \ j 9h \g=l,2,...Ji— 1, — IJ 

]>uisque A^ 1 h, s'annulant pour X9 = Xj, aura pour facteur chacun 
<.es (Xj XJ). 

D'autre part, A i^h h est evidemment un polynöme entier et 
homogene d'ordre 

n(n — 1) Jc 

des (n — 1) quantites: 

X1, X2, . . . Xh v Xhj^_v . . . Xn, 
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et de degrõ (n—l) par rapport ä chacun des Xi, tandis que P 1  

est un polynõme entier et homogene d'ordre 

!*»=!)_(„_!) 

des memes (n—1) quantites, et de degr6 (n—2); par suite, 

p _ * 

sera un polynõme entier et homogene d'ordre (n—Jc—1), et du pre-
mier degrš par rapport ä chacune de ces (n—1) qnantitGs (Xi). 

Enfin, en remarquant que toute permutation de deux X quel-
conques: Xg et Xj ne produira dans h ainsi que dans P 1  

qu'un changement de signe, on en pourra conclure imme-
diatement que 

A(n) 
n fc+1, h 

2 P l 

sera une fonction symetrique des (n—1) quantites: 

Xv X2, . . .. Xh_v Xh_^v . . . Xn. 

Aussi, tous Ies termes de P 2 ont-ils Ie meme coefficient 
numerique que 1'on peut dõterminer en calculant un terme quel-
conque de P2. Or, en divisant, par exemple, Ie terme diagonal 
de A ^ h h par Ie terme de P1 

j 1 j2 *h —2 jh—1 jn—2 
A2 A3 . . . ... An , 

on obtiendra Ie terme suivant de P 2 : 

V , • • • •• - K (P o u r * < * — i ) . 

OU Xk+2 \+3 •••'•» (P°U r 

Il en resultera donc que Ie coefficient numerique est -f-1. 
Par suite, P 2 est completement determine: c'est la fonction 
yymetrique, entiere et homogene, d'ordre (n—Jc—1) des (n—1) 
quantites: Xv . . . Xh_v Xh+V . . . Xni et du premier degre par 
rapport ä chacune d'elles, tous Ies termes de ce polynõme ayant 
Ie meme coefficient numerique + 1 . 
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Nous Ie dösignons par 

(n—1) 
J T (A2 A3 A4 . . . A„_fc) (pour h = 1), 

(n—1) 
ou par ^ (A2 A3 A4 . . . A ( p o u r A>1). 

(AÄ, A1) 

Dans Ie cas oü A = I, c'est une fonction symötrique des 
(n—1) quantitšs: A2, A3, . . . An, tandis que dans Ie cas oü 
A > 1, c'est Ia meme fonction des (n—1) quantites: 

A1, A2, . . . Xh_v AÄ+1, Aw, 

celle-ci s'obtiendra evidemment de Ia fonction precedente, quand 
on y echange entre elles seulement Ies quantites Xh et A1; et 
voilä pourquoi nous Ia dGsignons par 

(n-l) 

2 V 3 • • • An—fc« 
(½, l̂) 

Remarquons, enfin, que Ie produit 

A2 A3 . . . A„_fc 

est celui des termes de P2 dont Ie poids est Ie plus petit pour A = I. 
Cela etant, Ies valeurs des inconnues x ^ du systeme reduit 

s'exprimeront sous Ia forme suivante: 
(w—1) 

H 2̂ A3 • • • A„_fe 

^ ^ k{hi—AX)(Ah—A2)... (Xh—Xh-x) (Afc.fi—Xh)... (Aw—Xh) 

Bn divisant encore Ie numerateur ainsi que Ie denominateur par 

Al • 2̂ * • • Ajft—1 Ah_j-i . . . An, 
on aura definitivement 

(n—1) ^ 

^ A2A3 . . . XjtJirX 
* M = ( . _ i y . + * - l c  

- ) ( - £ ) H S } • - ( 1 - ¾ 
( A = 1, 2,3, . . .), 
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(n—i) j 
oü 1'on entend par 

la fonction symetrique, entiere et homogene, d'ordre Je des (n—i) 
quantites: 

1 1 . . . 1 . . . L 
A1 A2 Afc_i Afc-j-i Am 

et du premier degre par rapport ä chacune d'elles, tous Jes termes 
de ce polynõme ayant Ie meme coefficient numerique -f-1. 

n—1 
s- A2Ag . . . Afc+J 

est la meme fonction des (n—l) quantites: 

1 1 1 , , . . . 
2 8 

En particulier, pour Je = 0, on aura 

1 

(23») 

^)==(—i y - % 

( i - ' H t - ' H c - ' X ' - j f e H ' - y 
(Ä= 1,2,3, ...). 

31. Apres avoir resolu Ie systeme reduit, forme de n equa-
tions, il nous reste ä passer ä la limite pour n —> oo. A cet 
effet il faut etudier de pres Ies expressions 

n—1 1 n— 1 .. 
y 1

 ef y 1 

^ A2A8... Afc+1 A2A8... Afc-j-i 
(A/,, Aa) 

Nous allons demontrer tout d'abord la formule recurrente 
suivante: 

/ n--l j • M—1 ^ 

I ( w — = S l ^ u h • • • 
< 2 4 ) i 1 

-S2Hjjl ; h • • • + ( - 1 ) " 1 2 ^ - 1 ' I 2̂ 3 • • * —2 



f 
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OU 

Sm — + + - + Tii (w = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 
A 2 M An 

En effet, il est aise de voir que 

M—1 j n—1 j n— 1 ^ 

*Vn-JU-VSl = ( m _ 1 ) ^ K K ••• ^ 

n—1 j n—1 j n—1 ^ 
H7 7 /... „ ' S2 2ä 727 ~ r , 2, A2Ag . . . Ajn—2 AgAg-^Am-I AjAg . . . Am_2 

n—1 i n—1 
S i i i ' s3 — E ,»j. j ~ 2. j t A - - V - . 1 2 ¾ - - - V 2

 w A i V - - V 

n—1 J M—1 j 
( - i ) " 2 ' r • s»-a = (—i)*" 3 2 ' Ä = » t + ( — I r - 3 w 

"2 " 2 3 

En ajoutant ces egalites, on obtiendra immediatement la 
formule (24). 

32. Demontrons maintenant la formule 

v i _ 4-1— —\ r v 1 

A2 A 3 . . . Am
 w A2 A 3... Aw ^A1 XhJ y A2 A3... Am l 

(25) 

(½) 
1 "Ti 1 , 1 "Ti 1 V + 3.2 2 3 . • • -j-Ah A 2... Ajm—2 Aj; ' A 0 . . . Am „ 

+ ( 1)"1 * ytn-3 2JX ~f~( 1V 2Aw-2I' Ah 2 7wA ) 

Il est clair que 

(Aa-A1) 

D'autre part, designons par Ui la somme de tous Ies termes de 
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ne contenant pas on aura alors evidemment 
Ah 

n~\ l l 
U i = 2 K ~ K 

Donc, comme il est aise de Ie voir, 

y> = Y — i-/— = Y—- ^ y—  
n,,KK 2AVVL1 Kl1 2KK^W KX2lK KV 
VaMa

1) 

n—1 1 i n—1 I i n—1 1 -| 

de meme, 

»-1 l _ l /1 l \ _ »»-i l 
S A2A3I4 ~~ H A2 A3 A4

 + K ~ h ) U * ~ ^ A2A3I4  1 \ * ' 

+ L^yl + l } 
4 , 2 ^ + 4 ' 

(Ah)A1) 

et 

w—! H—1 ^ w—l j n—1 
U 

~-ZXXtXl

 u^-Xh ZhXstXi x„ Z x i X t + x l ^ h xl 

et ainsi de suite. 
Nous avons demontre que Ia formule (25) est valable pour 

m — 2, 3,4. 
D'autre part, on s'en assurera immediatement que, si Ia 

formule (25) est valable pour m ~ i ^ 2 , eile Ie sera aussi pour 
m — i -f-1. 

Il en resultera donc que Ia formule (25) sera valable, quel 
que soit l'entier positif m> 2. 

33. E t a n t d o n n e e u n e s u i t e d e s An t e i l e q u e 
s o i t 

Aw-f-i 
An 

> p > 1 p o u r w> JVr, 

N e t a n t un e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e , Ies e x p r e s -
s i o n s 



AVIIL1 Sur certains types de systemes d'equations lineaires etc. 59 

n—1 ^ * n—1 

Ag • • • Ag • • • Afli 
(Ah» A1) 

a u r o n t p o u r n-+oo d e s l i m i t e s f i n i e s e t b i e n d e -
t e r m i n ö e s . 

En effet, etant 

— 1 I J l * m I a m I " ' ' I j m' A2 A3 An 

tous Ies sm auront des limites finies et bien determinöes: 

lim sm = Gm (»» = 1,2,3, . . . ) , 
n -» 00 

puisque, par hypothese, Ies series 

' CXD 

r i 
n - 2 

seront absolument convergentes. 
Aussi, en se servant de Ia formule recurrente (24), etablira-t-on 

de proche en proche l'existence des limites finies et bien döter-
minees: 

n—i ^ n—i j M—1 ^ 
lim E t lim E t t * • • • lim Et-, r , • • • 
n ->00 "2 n ->00 w -•oo ^2^8 • • • m 

On aura, par exemple, 
M—1. ^ 

1. lim E T = a u 
n ->00 ^2 

n—1 ^ 

2. lim E t t = ^ 1 - 02» 
n->00 

n - i x 

3. lim 2 7 m - == + 
n —>00 

et ainsi de suite. 
Quant ä Ia limite 

n-1 , 
lim 57 
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elle sera determinee ä l'aide de la formule (25): 

n—1 1 M—1 
Iim Z Tj—Tr = l i m ZYl—x + n-> OO^ ^A 2 A3... Am n-±OQ A2 A8... Am 

+ (¾-¾) 1 ÜS» 

Designons ces limites, dont l'existence vient d'etre demon-
tree, de la fa<?on suivante: 

1 "-1 1 
= Iim > 

' A2A3 ... Xm n-+oo A2 A3 . . . Am 

et 
-i 

E 33 3 13 3 
. , a2 a8 • • , a » W-*oo,, , / ¾ ½ • • • VaA' aI/ IaA'aI/ 

alors, en passant ä la limite pour n —• cxd, Ies formules (24) et 
(25) s'ecriront 

(24&) 

et 

(25a) 

A2 A3... Am A2A3... Am_i 

°2 E T i j h • • • ~h (—l)m~2 am_i, Ao Ag « • • Afft—2 

v 1

 = y 1 l/1—1\ I y 1 
A2A3. ..Am A2 A3 ... Am lA1 AaI\^A2A3. .. Am_x (hi> î) 

— JL y L _i_(- i f-3_L rl_L(-n«-2-1 I. J, 1 3 ! " - I V x) .m—3^; H\ x ' * m—21 AA A2A3. .. Am-2 Xh a2 A;t I 

34. B t a n t d o n n e e u n e s u i t e d e s Xn t e i l e q u e 
s o i t 

Xn = pn~\ p > 1 (n = 1, 2, 3, ...), 

on a u r a 

V 7 1 = 1 
( 2 6 ' A2 A3... Am (p— 1) (p4—l)... (p™-1—!) 
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Bn effet, dans cette hypothese, on aura 

°m = ~pm J^jT pSm + * • • = ~~m_ f (m = 1, 2, 3, . . .). 

D'autre part, en prenant dans Ia formule (24a) 

m — 2, 3, 4, . . ., 

on obtiendra respectivement 

1. U y = Ol, A 2 

2* ^ZJL = a * ~ °2' A2A2 

3. JU "i 3 j 0^G2 °1°2 I ^8' A2A3A4 

ou, en designant 

on aura 

Yi : 1, 

Oi Gq 
72 ~ Gi G2G1' 

y __ G1 __ 02 I °n } 

OT3 G 3 G 2 ^ G s G i G 1 

1- U j - = OiYl, 
A2  

1 
2 - 2 / t i - = 0 W 2 , 

A 2A 3 

3. Z r i YYJT — 0LaZ0SY s-
2 3 4 

Or, calculons maintenant y2 et y3. Il est aise de voir que, 
par hypothese, on aura 
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v2— 1 y 2 = ^ — - — (p —1) = 2, 
p — 1 

et 

— (P3—1^) + (^ 2 — 

Donc, d'apr&s cela, 

y 1 /T ^ 1 =Ts 1 ' A2 p—l 

V, 1 __ __ 1 

^ A2A3 ~
 0 2 (p—i)(p2—i)' 

y, 1 _ 1 
wA2A8A4 (p—l)(p2—l)(pd—l)' 

Bn designant generalement 

v

 ffI Ö 2 I 0 A I 
YM-2 = H TI T • • • I 

Om—2 Om—2 Om—3 Om—2 Om—3 Om—4 

_L_ ( l)m-2 L ( 1)«-1 —(Tm~~2 , 
Om—2 O m - 3 . . . O3G.2 Gm—2 Gm—3 . . . G2G i 

nous allons demontrer que, si yw_2 = m —2, il en resultera que 

7«_! = m — 1. 

A cet effet calculons la difference 

D — YM—1 YIN—2 — 

= 0 / 1 M 0I- / 1 l \ _| a3 / 1 M __ 
^ \Om—1 Gm—2/ O1

m-2 Wm-I OmsJ Gm—2 —3 —1 Gm—4J 

— (— l)w~2 — (— ~ \ + 

Gm- -2 Om—3 • • • O3 \0m—1 O2J 

—L ( l)m 1 ( 1 — — \ + (—1) W . 
Gm—2 Gm—3 • • • O3O2 \ 0m—; OiJ Gm— 1 Gm—2 • • • O3O2Oi 
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En tenant compte de ce que, par hypothese, 

on peut presenter D sous la forme suivante: 

/yxtn—3 /vjWi—4 , /vj2 
D = pm-2 — ^ 1—l- ... 4- (—i)m-2 ^ 1-

Om—2 Gm - 2 Om—3 Om—2 Gm—3 . . . 0g 

+ (—I)*1"1 ^ f-(— l)m - . 
Om—2 Om -3 . . . O9G2 Om—2 Gm—3 . . . GqO2GI 

Or, la somme des deux derniers termes est evidemment 

1 L — ±\ = . ! . 
Om—2 Gm—3 . . . GgG2 ^ O1J Gm—2 OtA— 3 • • • O9G2 

par suite, la somme des trois derniers termes est 

( _ l)m-2 1 U __ 1\ =
 1 . 

Gm-2 Gm-3 ... (Tg ^ G2J Gm-2 Oni—3... (Tg 

et ainsi de suite; enfin, la somme de tous Ies termes, sauf Ie 
premier, est 

1 
Om-2 

Donc, 

B = pm~2 L_ — 1 et 
Om-2 

Ym-1 = Ym-2 + 1 = m — 1 si ym_2 = m—2. 

Or, comme-nous Ie venons de constater dejä, 

Y1 = I, y2 = l, y3 = 's; 
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par suite, on aura y4 = 4, yB = 5 et, generalement, 

Ym—i = m—1 (m > 2). 

D'apres cela, il est facile de v6rifier que, si la formule 

1 
... Aj G1G2 - G{—i 

est valable pour i = 2, 3, 4, . . . (m—1), elle sera valable aussi 
pour i = m, et, par suite, generalement pour m> 2. 

En effet, d'apres notre supposition, on deduira aisement 
de (24a) que 

(WI 1) 3 3 = = 0I02 ' • ' ^M-1 YM— AgAg . . , Am 

et il en resultera immediatement que 

1 
2" 2 j j — G1G2 .. . G m—i — A2A3 • • • (p—1) (Fi-I) • • • (Pm-1 — 1) ' 

puisque ym_ i = ra — 1. 
Or, nous avons demontre ci-dessus que la formule (26) est 

bien valable pour m = 2, 3, 4; par consequent, elle Ie sera gene-
ralement pour m > 2. 

35. E t a n t d o n n e e u n e s u i t e des Xn t e i l e que s o i t 

(27) Xh-)-i 
Xh > P > 4 (A= 1,2,3,...), 

Ies m o d u l e s d e s e x p r e s s i o n s 

et X2Xs... Xm 
(h'h) 

X2Xq ... Xm 

s a t i s f o n t a u x i n e g a l i t e s s u i v a n t e s : 

(28) 

(29) 

MK 

M ' l < 

y t 
X2Xq . . . Xm 

1 
X2XQ ... Am 

< i M I . 

^ V l , 
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A et Ä e t a n t Ies p r e m i e r s t e r m e s de c e s ex-
p r e s s i o n s : 

Ag Ag . . . Am 

A': 
AiiAa • • • Afc—iAfc+i... Ai  

1 

(pour Tc < m), 

Aj A2 . . .Am—1 
(pour Tc > m). 

Nous võrifions d'abord la premiõre de ces deux inegalitös. 
Remarquons prealablement qu'il resulte de (27) que 

AM  

ü 
^ pn~* 1), 

An An An-1 Ai_(_2 Ai+i 
A i An—1 An-2 Ai+i A i 

(30) 

puisque 

et chacun de ces (n—i) facteurs est 

Cela etant, examinons de pres Ie cas particulier 

A n = ^ - 1 , p > 1 (n = 1,2,3,...). 

D'apres la formule (26), 

^ l l 1 

" - " - Z l f s K J M - M * ) 
d'autre part, 

1 1 
A = --2-

PP • 

par suite, 

1 1 

m—1 m(m—1)' 
2 

A2 A3 ... Am 
(1-?)!1-?) -(1-^ 
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Or, 

H ) 

e t 7 / ( l ——\ = 1 1 1 1 — 
-"\ PnJ P—1 (p—l)(p2—l) 
« = i x ' 

• • • ~h ( 1) —l)(p2 % f ^ + . . . . 

En elfet, il est clair que 
n n 

(1-0^)(1 a 2 ) . . . (1—an) = 1 — a i a i a 2 ~f" 

. + . . . + ( - 1 ) ^ ( ½ . . . a„; 

donc, en y posant 

ai = —r (p^> 1, ¢ = 1 , 2 , 3 , . . . ) 
V 

et en passant ä la limite pour n —• oo, on obtiendra, d'apres la 
formule (26), 

0 0 / 1 \ 1 1 
n y ~ p ^ \ = = l ~ + (^—i)(p*—i)~ ' ' ' 
M=I X

 ' 

On en conclut immediatement que pour ^ ^ 4 on aura 

H=I V 

et, par suite, 

7 IW 1 I . 7 — " ~ n < * i \ < f (PO«rpfe4). 

( ' - j l M - f ' - H s l 1 - ; ? ) 
Donc, 

Tt 1 C - A ^ 3 3 3 o ' 2̂̂ 3 • • • ^ 
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OU 
Y 1 

A2 3 ... Aw ^ 3 ^ =P"-1 (p ;> 4, n = 1,2, 3,...). 

A l'aide de Ia dernräre inegalite nous allons maintenant 
demontrer qu'etant donnee üne suite des A„ satisfaisant ä Ia 
condition (27), on aura 

(Bi) z IA2A3... Am J 
M l < 2 ' 

En effet, Ia partie gauche de l'inegalite (31) represente une 
serie dont Ies termes s'ecriront sous Ia forme suivante: 

l 
Av2Ay8 • • • Ay. 

A2A3. • • Aot 

A2 A3 

^2 

Aw 

r 

oü f 2 > 2 , f 3 > 3 , . . . vm>m. 

En tenant compte de ce que, sous !'hypothese (27), 

Ai 
AT 

1 

P1 

tandis que 

Af 

P 

1 
Vi—i 

pour An = jpw 1 (n = 1, 2, 3 . . . ) , 

on en conclut immediatement qu'aucun des termes de * notre 
serie ä termes positifs ne sera plus grand sous l'hypoth&se (27) 
qu'il ne l'est dans Ie cas particulier, lorsque 

Aw = 4*1-1 (n = 1,2,3, . . . ) . 

Or, dans ce cas particulier, comme nous Ie venons de voir, Ia 
3 

somme de Ia serie est inferieure ä par suite, eile Ie sera 
£ 

aussi sous l'hypothese (27). 
5* 
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Donc, 1'inegalite (31) õtant verifiee, on en d,eduira que 

et que 
^2 î| ,.. 2j 

Z 

<2 
I • • • b n j 2 

< ^ I. 

' A 1 1. 
\A\ < 2 

D'apres cela, on aura 

r-r 1 
AgAg ... Xtl 

Donc, 

^ M l -

>MI 

* M I < 

Z X2Xg * * * A« 
— A > 

IA2Aa--AmI I 4 M i 

X2A1Q... A»i 

36. Examinons maintenant 

z 

U l 

< | M I -

(h> h) 

On peut Ie präsenter sous la forme 

1 
2 

ßlßi ' • • ßm—l 
si l'on designe 

ßl = A1, ß2 = X2, . . . ßk~l === Afc-1, ßn = An-J.! (w ̂  &). 

En remarquant que 

pour Jc^i<n, ßn 

ßi 

An-J-I  
A*_|_i 

Aw+i  
Af 

Aw  

ä ; 

pour i <k^ n, 

pour i <n <h, 
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on aura, d'apres (30), 

ßn 

ßi 

par suite, d'apres (31), 

£ 

>p«-i pour n > i ^ 1; 

1 : < 8 

2 $ S * • • ßm—l\ 2 ... ßm—1 

et 

Donc, 

2 1 

I ^2 ßs • • • ßm I ^ 2 ßzßü ' ' • ß*> 

iß2 • • • ßm—1| IAI ^ \ßlßs • • • ßm—l\ ^ 
< 

1 
I 3 1 

ß%ßs • ' ' ßm—1 * 2 Aj ßs ••• ßm 

2P8 • • • ß™\ 2 

1 
ßlßz ' • • ßtn—l 

D'autre part, 

ßi 

ßm 

6 
pm-l

 = 4 (p 4, m ^ 2). 

Aussi, 

= Z n , 1 , • < ^ M I-lAž • • • ßm—1| . .1^2^8. i.Am | 8 l AfcjA1J 

On en dšduira aisöment l'inögälite (29): on n'aura qu'ä 
repeter Ies raisonnements du riumero preeödent par lesquels 
nous avons döduit de (31) l'inegalite (28). 

Bn tenant compte des inögalites (28) et (29), on peut dire 
que, s o u s Ia c o n d i t i o n (27), t o u t e s I e s e x p r e s s i o n s : 

z A g A 3 . . . Am 
et z AgAg.. . Am 

(m = 2, 3, 4,. . .) 
(AfcjA1) 

s o n t c e r t a i n e m e n t d i f f 6 r e n t e s de ze ro . 
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37. E t a n t d o n n ä un s y s t e m e p a r t i c u l i e r q u e l -
c o n q u e d u t y p e l l l 

OO 

Ci = JSXt

n xn (i = 0,1, 2 , . . . ) 
«=1 

d o n t Ies a e t An s a t i s f o n t r e s p e c t i v e m e n t a u x 
c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : 

I0 a = 0 p o u r i 4= Te, Ch 4= 0, 

Te 6 t a n t un e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e ou z 6 r o , 

Aa-I-1 2 ° 
Aa 

>p;> 4 (h = l, 2,3,...), 

on p e u t Ie r e s o u d r e p a r la m 6 t h o d e de F o u r i e r . 
L e s v a l e u r s d e s i n c o n n u e s s o n t f o u r n i es p a r 

Ies f o r m u l e s 

JT - -
(A A )^2^3 * ' ' ^ f c + 1 

(h = 1, 2, 3, . . . ) , 

c h a c u n e d ' e l l e s e t a n t d i f f e r e n t e de zero. 
En effet, dans jces conditions, Ies valeurs des inconnues (xp) 

du systeme ršduit, forme de n equations, auront pour n —• oo 
des limites bien determinees, finies et differentes de zero 

xh = Iim x{£\ 
n-> oo 

puisque 

Z , , 1 — 4= O (n° 36), et 
(4.¾)' 

, AgAg . . . Afc-f-1 
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Ces limites s'exprimeront Evidemment par Ies formules (32); de 
pius, elles satisferont au systeme donn6, en rendant absolument 
convergente chacune des series de ce systšme 

OO 

2JAn #n, 

i 6tant un entier positif quelconque ou zero. 
Pour s'en rendre compte, designons 

Ujl Aft Xyi (A 1, 2, 3, . . •) \ 
alors on aura 

Ü« . _ / M - ( 1 - ¾ - ( ' - ¾ - ' ) H f e H 1 

uh \Aa+I) Z1 X1 \ / Xh^1X t Xh+A I 

2 

) 
H - f e ) ( 1 - ¾ ! - ¾ ) 

Xh+3 

Xh+1 

(^A-fl>^l) X2XQ . . . Afc-J-I 

2 ' H Z ' 
(AÄ,Ai) A 2 A 3 . . . A f c + i  

Or, d'apres (27) et (29), il en resultera que 

2 

Uh+1 
Uh 

< 1 5 I M 
L S I 1 - ? ) ] 

h—i 
(pour A ^ ^ + l ) ; 

par suite, 

Iim 
Ä-* OO 

Uh+l 
Uh 

= 0. 

Donc, notre proposition est bien demontrõe. 

III. Sur la construction des solutions des systömes du type III 
dans Ie cas g6n6ral. 

38. Soit donne un systeme quelconque du type III 

Ci=JJKtx
n (i = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

n—l 
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dont Ies Am et Ies a ne sont assujettis qu'aux conditions sui-
vantes: 

lo Xh 4= Afc pour h Tcf 

2° lim I Xn I = oot »-> 00 
3° qu'au moins un des a soit different de zero. 
Cela etant, nous allons demontrer .que 1'on peut toujours 

construire une Solution de ce syst&me, par une methode analogue 
ä celle que nous venons d'appliquer, dans Ie Chapitre I, ä la 
construction des solutions des systemes du type I et du type II. 

, Nous aurons, cette fois aussi, ä decomposer convenablement 
Ia suite des Xn en une infinite de suites partielles, ä faire cor-
respondre k chacune d'elles un systeme reduit generalis^, et ä 
constituer, enfin, une Solution du systeme donne, ä l'aide de 
celles des systemes reduits generalises. 

39. Examinons tout d'abord Ia que&tion de Ia decompo-
sition de Ia suite 

(E) = X1, A2, A3, . . . Am, . . . 

en une infinite de suites partielles (En). 
Designons, comme au n° 20, par (Ejl) Ia suite 

(Eh)sssX 12«—i' ^3.2n—1' • ' * ̂ (2fc—1)2M-1' '•••' 

par 

(E) — (E1) (E2) • • • (En—1) 

Ia suite partielle de (E) que l'on obtiendra en enlevant de Ia 
suite (E) tous Ies elements des suites partielles 

(-^2)) • • • —1)5 

et par . 
Pnl, pn2 > • • • Pnh > ... 

Ies elements de Ia suite partielle (EN). 
Cela etant, nous exigeons que Ia decomposition de Ia suite 

(E) soit effectuše d'apr&s Ia regle suivante : 
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I0 Que Ie premier Element de la suite (En) soit celui des 
elEments de la suite 

( E ) - ( E 1 ) - ( E 2 ) - . . . - ( E n - i ) 

dont Ie rang est Ie plus petit; qu'en particulier Ie premier Ele-
ment P11 de la suite (E1) soit X1: P11 = Xv 

2° Tous Ies autres elements de la suite (En) 

pn2j pn3, • • • Pnh, Pn{h-f-l)j • • • 

seront choisis exclusivement entre IeS ElEments de la suite (E1
n). 

3° On choisira une quantite positive pn de sorte que soit 

(33) 4== > j Cn-1 I " J 

pour fixer Ies idees, nous supposons de pius que pn soit 1'entier 
positif Ie pius petit qui satisfait ä la condition (33). 

4° pnh Etant dEjä dEterminE, on prendra pour p»(h+i) celui 
des Elements de (Ex

r) dont Ie mõdule satisfait" aux conditions: 

(34) pnfh+l) 
Pnh 

( A ž l ) , 

(35) Pnh 
pn(h—1) < 

pn(h-\-l) 
J^Yth 

pour h >; 2 

et dont Ie rang aura la valeur la pius petite, compatible avec Ies 
conditions (34) et (35). 

Comme il est aisE de Ie voir, la dEcomposition de la suite 
(E) peut §tre bien effectuEe, conformement ä la regle que nous 
venons de fixer. 

En effet, on n'aura qu'ä repeter Ies raisonnements du n° 20, 
pour mettre en evidence qu'il suffit d'un nombre fini, d'opEra-
tions, pour dEterminer Ie premier ElEment de la suite (Ei), 
c'est-ä-dire pni. 

Celui-ci Etant trouve, on phoisira, d'apres (33), pn; alors, 
en tenant compte des conditions 2° et 4°, on dEterminera de 
proche en proche 

Pn2 > PnS , Pni > • • • - Pnh, Pn A+l)> 
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On obtiendra ainsi la decomposition de la suite (E) en une 
infinite de suites partielles 

(E) = (E1) -f- (E2) - f - . . . -j- (En) -J- . . 

Ies elEments de la suite (En) satisfaisant aux conditions suivantes r 

I0 4 < pn 
Pn2 

Pnl 
< 

1 
pn2 

pn(h-\-l) 

Pnh 

2° 4 <;£>«> |c«_i | n, ^ 

3° lim I pnh I = oo, quel que soit 1'entier positif n, 
h -> oo 

4° tous Ies n premiers Elements de (E) rentrent dans Ies 
premieres suites partielles: ( ¾ , (E2), . . . dont Ie nombre sera n 
au pius; donc, 

(36) lim I pnh I = co, quel que soit 1'entier positif h. 
n -> oo 

40. Apres avoir decompose la suite (E) en une infinitE de 
suites partielles (En), nous ferons correspondre ä chacune d'elles 
(En) un systeme reduit generalis^ (Sn) 

r i = 2 , A * y * (» = 0 ,1,2. . . ) , 
h-l 

oü . y< = O pour i =I= n—1, Vn-1 = c«-i et, d'apres (33) et (34), 

(¾+!) 

pnh 

> 4. 

Il est clair que tous Ies systemes (Sn) appartiennent ä la 
categorie de systemes particuliers du type III que nous venons 
d'Etudier ci-dessus; par suite, chacun d'eux peut etre resolu, 
d'apres Ie n° 37, par la methode de Fourier, Ies valeurs des in-
connues etant fournies par Ies formules (32), si l'on y remplace 
^i, A2, X3, ... Xh, . . . respectivement par 

Pnl, pn2, PnSf • • • Pnh, • • • j 

xh par ynh, et Tc par n—l. On aura donc 
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(87){ 

(—1 )'i+MCn-1 ' JJJ- 
ßn2 PnZ . . . P 

Vnh~ 
Pnh 

l . Ipnh / Pnh j \ ( l ^w?t W^ 

ypnl J\Pn2 J ypn(h—i) J ^ pn(h-\-l)J\ Pn(h-{-2)J 

{ (A = 1,2, 3, . . . ) . 

Remarquons que, d'apres Ie n° 37, ynh 4= 0, quels que soient 
Ies entiers positifs w et ä. 

41. E n e t a b l i s s a n t u n e c o r r e s p o n d a n c e u n i v o -
q u e e t r e c i p r o q u e e n t r e I e s i n c o n n u e s d u s y s t e m e 
d o n n e (S) e t C e l l e s d e s s y s t e m e s r e d u i t s g e n e r a -
l i s e s (Sn), de s o r t e q u e 

Xs * *• Ia = Pnh •* • ynh, 

et en p o s a n t 
X* ~ Vnh P 0 u r xS < *- ynh» 

ynh e t a n t f o u r n i p a r Ia f o r m u l e (37), Ies v a l e u r s d e s 
Xs a i n s i d e t e r m i n e e s c o n s t i t u e r o n t u n e S o l u t i o n 
du s y s t e m e d o n n e (S). 

En effet, nous allons demontrer qu'elles rendent absolument 
convergente chacune des series du systeme (S) 

OO 

W AfS *^S) 
8=1 

i etant un entier positif quelconque ou zero, et que Ia somme 
de Ia ( i+i) 1 4 m e serie sera a : 

OO 

Ci — JJ X8 X8. 
s=1 

Etant X8 = pnh et x8 = yhn, il est clair que l'on peut 
former Ia serie double 

OO OO 

JJ JJ /Kih Vnh 
H=I A=I 
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contenant tous Ies termes de la (i + l)iö:ne serie de (S) 

OO 

JJX, Xa  
8=1 

et n'en contenant que ceux-ci. 
D'apres Ie critere du n° 23, on peut dire que la serie double 

sera absolument convergente (et, par suite, la (i —1) i ž m e serie 
du systeme ($) Ie sera aussi) si l'on a 

I ^ l <in+h)H* ( e > 0 ) 

pour w> N, independamment de A, et 
pour A> H, independamment de n. 

Nous verrons que, dans ce cas-ci, 1'on peut assigner, en effet, 
deux entiers positifs: N et H teis que Ton ait 

01 I I < 1 

pour h >H, independamment de n, et 
pour n^N, independamment de h. 

Il est evident, qu'il en ršsulterait immediatement la con-
vergence absolue de la serie double, ainsi que celle de la serie 

OO 

JJJ As xs. 
*=1 

Remarquons, enfin, que, sans restreindre la generalite, il 
suffit de n'etudier ci-dessous que Ie cas oü i > 0, puisqu'il est 
clair que, si la serie 

OO 

AG XS 
S = I 

est absolument convergente pour 0, elle Ie sera ä fortiori 
pour « = 0. 

Aussi, supposons-nous que i soit un entier positif fixe, 
choisi d'ailleurs arbitrairement. 
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42. En dšsignant 

Unh — I (^nh)3Pi
nhUnh I = 

(2nh)3cn-xpL - U 
Pni PnS • • • Pnn 

\f*nh9 f*nl) 

\Pnl J\pn2 j \Pn(h—l) j ^ pn(h+X)J\ 

Pnh \ 

pn(h-\-2)J 

on aura donc k demontrer que 1'on peut trouver deux entiers: 
H et N teis que soit 

Unh < 1 

pour h>H, independamment de n, et 
pour n^>N, independamment de h. 

Remarquons que, d'apres (33), (34) et Ie n°35, 

Pn(ItrirX) 

et que, d'apräs (29), 

2 i 
<AW«.l) ^ n 2 V™ 

<^ ^ 8 

OU < 15 

PnX • • • pn{h—l) Pn(h+\) • • • pnn 

1 

pour Ä<n, 

pour h>n. 
PnX Pn1Z • • • pA(n—1) 

D'autre part, d'apres (34), 

I PnJc I > I PnX I vi'1 P 0 u r 1 I 
par suite, 

< 15 
8 | M « r i | • 

(88) 

Donc, quels que soient n > 1 et h > 1, on aura toujours 

45 n3A3 Cn-X Kh 

') UnhC (n—1) (n— 2) 

KTXVn 2 

w j \ 
pnh 

pn(h—1) 
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de meme, en tenant compte de ce que, pour chaque. valeur 
entiere et positive de h, 

I I Pnh Ipnh / Pnh j ^ n h W j  

Jy^nl /^«2 J \pn(h—1) J \ pn(h+l)J | 

on aura 

(39) Unh <C 

pnh \ 

Pn(h+l)J y Pn(h+2)f 

45 

>b 

2 Pnl pn2 • • • pn(n—1) 

pour n > l , quel que soit h. 

43. Examinons de pres 1'expression 

pih 

(pnh /pnh j\ / pnh 

Pnl J \pn2 J \ p n (h—1) 

en supposant que soit h > 2 i . 

Dans cette hypothese, on aura 

Kh 
pnh 

Pnl 

Pnl Pn2 - • • Pni 

\ I ^nh 

J \Pn (h — 1 -1) 

Pn (t+1) Pn(2i—1) 

Pnh P'nh 

Pnl\ / j Pn(2i—1)\ / Pnh j\ / Pnh  

PnhJ y pnh J \Pn(2i) J \Pn(h-~l) J 

< 

< K 

(pnh / pnh 

pn(2i) - J \pn(h—l 

Pn(2i) f \Pn(h—1) 

pn2 PnH Pni pnli-\-l) pn(i-\-2) Pn (2i—1) 

Pnl Pnl Pnl pnh pnh , Pnh 

Ki 
( - Ü Ü _ X \ 1 I fr* I 

\Pn(2t) f \Pn(h-l) J \ I n̂(2t-fc+l) j 

n 
I=Z 

f I pnk I ^ 

I Pnl j 

\pn(2i-k+l) J J 

Or1 remarquons que, d'apres (34) et (33), 

I Pnh |>|AM2o| A > 2 i , 
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et que 

ftnk ftn2 ftnä f*>n(k—l) ftnk 

ftnl ftnl l^n2 ftn(k—2) ftn(k—1) 

ftn{2i) ftn(2i—fc+2) ftn(2i—k-f-3) ftn(2i—1) I ßn(2t) 

ftn(2i—fc+l) ftn(2i—Ä-f-l) (2t—fc-j-2) ftn(2i—2) J ftn(2i—1) 

Ces deux produits contiennent tous Ies deux (k—l) facteurs; 
or, chacun des facteurs du dernier produit etant, d'apres (35), 
superieur au plus grand facteur du premier produit 

ftnk 
ftn(k—l) 

on aura 

par suite, 

ftnk I ftnh ftnk I 

ftn{2%—Ä-f-l) ftnl I ftn{2%—Ä-f-l) 

(* = 2,8 , . . .»), 

pour Ie = 2,3,. . .i; 

( 
i 

H I 
" = 2 V l 

f^nk 
ftnl 

\ 

ftnh 
< I-

fc+1) j J 

D'autre part, 

/ (Anh 
\ftn(2i) L \ — i \ l 

I VtM*-1) /1 
^ j I I 2 jtIfih fJ>nh ftnh 

3 ftn(2i) 1) 

(fc-2t+l) (Ä—2t) 
h—2i nJi—2i—1 — p"~ " pn  

= g J?n -Fn 

Donc, 

<40) 

P2 p1 

*n cn Pn 

> 
(AnQi—1) 

(Ä_2t+1) (h—2t) 

Iftnh / ftnh  

y^nl J y^n(h—1) J 

< IK1I 
4 (Ä—2H-1) (h~2i) 

4 2 

pour ä>2®, quel que soit n. 

44. En tenant compte des inögalites (38), (40) et (33), et en 
«constatant que 

(n—l)(w—2) 
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on aura 

Unh 

< 

< 

45 W3 A8
 Cn-I _ _ nl 

ijtl 1 M 2 
^nl ^n 

(n—1)(«—2) 4 (A—2»-(-l) (h—2») 
4 2 

< 

405 n° A 3 

8 I//M~l'—1I (n—!)(«—2) 
Wl ' Pn 2 4 

405 1 w 

(h—2i-fl) (Ä—2t) 

A 3 

< 

8 I/Xw—*—1I (n—l)(w—2) ^ (h—2»+l) (fc—2t) 
I 4 — 2 rt 4 2 

pour A > 2i et n ;> 5. 

Or, d'apres (36), 

lim ;— 
n^ c o Kr t - 1 I 

= 0; 

de mšme, il est clair que 

Iim 
n° 

(n—lKn-2) 
= 0, 

et 
A 3 

Iim -
h OO (ft-2*-) 

4 2 

= 0; 

par suite, on peut trouver evidemment deux entiers positifs n 0 

et A0 teis que soient 

•nr 405 
8 (!tz!ädü_ 

< 1 pour n ^ w0» 

et 
A 3 

7 < 1 pour A ;> A0, (k—2i+l) (Ä—2»> 
4 2 

et 1'on en tirera immediatement la conclusion suivante: 

Unh < 1 pour w > n0 et A > A0. 
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45. Allons maintenant examiner Ies valeurs de 

Unh pour n << n0. 

n etant fixe: n = n, Ia serie ä termes positifs 

Z u A = J T | ( 2 » Ä ) 3 / 4 % * | 
TI=1 Il=1 

convergera, comme on s'en assurera aisement, par Ies m§mes 
raisonnements que plus haut, au n° 22. 

On peut donc faire correspondre ä n = n une valeur de A: 
A = A- teile que soit 

< 1 P o u r Ä Ž Ä 5 -

Aussi, aur#-t-on 

Uih < 1 pour A > Ai, 

Uik <C 1 pour A ;> A2, 

UiU0-Dh < 1 pour A > Aflo-I. 

Cela etant, designons par H celui des nQ entiers positifs: 

0̂» » 2̂» * • • K—1 

qui sera Ie plus grand, ou, au moins, pas plus petit que chacun 
des autres n0—1 entiers; alors, d'apres ce que nous venons 
de voir, on aura evidemment 

Unh <L 1 pour A Hy independamment de n. 

46. Enfin, il ne faut etudier que Ie cas: h < C S ^ 2 . l ie s t 
clair que pour A < H on aura: 

I 0 A3 s= (H—l)3, 

2° J (A1
nh I ^ I K(H-I) J 5 

par suite, d'apres (39), 

4 5 7l3(H—1 ) 3 Cn-I [Ai(H-I) 
Unh < 

ftnl ftn2 • • • ftnin—1) 
pour A < H. 
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Bn supposant, de pius, que soit 

n — 1 :> — -2, c'est-ä-dire —1, 

on aura 

ftnl [An2 • • • [An(H—2) 

[Inl [AnZ • • • ßn(n—1) 

[^niH-I) [AntH-1) [An(H-I) 

[An(H-I) [AnH [An(H+i—2j [An(H-\-i—l)---[An(H-I) 

[Anl [An2 • • • [An(H— 2) 

1 

[An(H-\-i—l) • • • [An(n—1) 

1 
H—21 (H-2)(H-S) I Lin—H—1+11 (n+H+i— i)(n—H—t+1) 

1 /M 2 I I m 2 i/n Jjn 

j ^n—i—1 J «2—3«+5i—2iH— »2+2 nl 
Pr, 

Or, i et h etant deux entiers positifs fixes, il suffit evidemment 
de prendre n assez grand, pour que soit 

n2 — Sn -j- 5i — 2 iH — i2 -f~ 2 
— 0. 

D'apres cela, en tenant compte de (33), on aura 

45 n3 (JT—l)8 1 
Unh < 

2 

45 ( f f —l) 8 

2 V r i - 1 I 

3«+5t—2iH— &+2 
Pn 

n° 
2—5n-f-5t—2iH—i a -f-2 

Or, 

Iim 
n-> oo 

pour /&<#;> 2, w etant assez grand. 

45 (JT—l)8 

I ^ r 1 I 
= o = Iim 

n° 
W2—5n-}5i—2iH—i 2-(- 2 
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Il en ršsultera donc que 1'on peut trouver un entier positif W1  

tel que soit 
Unh < 1 

pour U^n 1 et h<CH^2. 

Donc, en dõsignant par N celui des deux entiers positifs: 

W1 et w0 (n°44) 

qui ne sera pas inferieur ä 1'autre, on aura 

Unh<C 1 pour n ^ N , indšpendamment de h. 

47. Des resultats obtenus dans Ies deux derniers numeros 
il s'ensuit immediatement que la serie double 

OO OO 

J- JJKih Vnh 
n=1 A=I 

converge absolument et qu'elle aura, par consequent, une somme 
bien determinee. Nous allons constater tout de suite qu'elle 
aura pour somme a. 

En effet, d'apres Ie mode de determination des ynh, 

OO 
JJKlh Vnh = YV 

h=1 

oü Yi = 0 pour n 4= i + 1 et Yi = d pour n = i -f-1 (n° 40); 
par consequent, il est elair que 

OO OO ' 

Ci ~ J JJKih Vnh' 
n—l A=I 

Enfin, la (i -f- i) iöme serie du systeme donne (S) 

OO 

JJJK aV 

ayant Ies memes termes que la serie absolument convergente 

OO OO 

JJ JJJKih v«h> 
M=I A=I 

6* 
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et ne differant d'elle que par Ie mode de groupement des ter-
mes, sera absolument convergente, elle-aussi, et aura pour somme 
d, comme la serie double. 

Donc, Ies xs determines au n° 41 

( x , = y , h P o u r x , * — - v J 

sont tous diffõrents de zero et constituent, en effet, une Solu-
tion du systeme donne (S). 

48. Il est aise de demontrer qu'etant donne un systeme 
quelconque du type III 

OO 

C i = Z x i

n X n (¢ = 0,1,2,...), 
M=I 

on peut meme construire une infinite de solutions, telles que Ies 
inconnues 

^a1, â2> • • • %ar, 

arbitrairement choisies d'avance, prennent Ies valeurs prescrites (ai): 

Xai=Cli (1= 1, 2, . .. r), 

r etant un entier positif quelconque. 
Bn effet, decomposons la suite des Am 

(E) = A1, ^2, Ag, . . . A„, . . . 

en deux suites partielles indefinies: 

(Ei) = ftu, (lYii /̂ 13» • • • . . ., 
(E2) —z 2̂1, 2̂2, (A2S, • • • • • ' » 

(E) = (Ei)+ (E2), 

de sorte que Ies elements 

Aft1? . . . Aâ  

appartiennent tous ä l'une d'elles, soit, par exemple, ä (E2). 
Cela etant, nous ferons correspondre aux suites (Ei) et (E2) 

Ies systemes (S1) et (S2) suivants: 
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oo 
(S1) . . . Ci = JZKh Vih (* = o, 1, 2 , . . . ) , 

A=I 

OO 

(¾) . . . o = 2 > S » y » (» = 0,1,2,...), 
A=I 

dont Ie premier est evidemment un systeme du type III, tandis 
que (S2) est un systeme du type I. 

Ensuite, nous etablirons une correspondance univoque et 
reciproque entre Ies inconnues (ccs) du systeme donne (S) et celles 
des systemes auxiliaires, c'est-ä-dire Ies ykh (h = 1,2), de sorte 
que soit 

Xs •* • Xs = pikh •* *- ykh (Tc = 1 ou 2). 

Supposons, pour Ie moment, que 1'on ait resolu Ies syste-
mes auxiliaires (S1) et (S2); alors, en posant 

Xs ~ Vkh P 0 u r xS+ *• yw 

on obtiendrait evidemment une Solution du systeme donne (S). 
En effet, prenons une serie quelconque du systeme (S)i soit, 

par exemple, la (i -)- l)ifeme serie 

OO 

J K Xs; 

celle-ci contiendra tous Ies termes des (i + l) i femes series des sy-
stemes (S1) et (S2): 

OO OO 

J J K h VlA J J K h V'W 
A=I A=I 

et n'en contiendra que ceux-ci. 
Les dernieres deux series etant, d'apres notre supposition, 

absolument convergentes et ayant pour sommes respectivement 
a et 0, il en resulterait donc que la serie 

O G 

V1* Ks QCs 
5=1 

sera absolument convergente, elle-aussi, et qu'elle aura pour 
somme Ci. 
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0r, Ie systeme (S1), etant un systeme du type III, peut etre 
ršsolu toujours, comme nous 1'avons demontre ci-dessus. De 
meme, Ie systeme (S2) etant un systeme du type I, on peut 
calculer, d'apres Ie n,° 24, une infinite de solutions, de sorte que 
Ies inconnues correspondant aux 

Xav X a v . . . Xar 

prennent Ies valeurs prescrites au a2, . . . ar. 
On en tirera donc la conclusion suivante: 
E t a n t d o n n e u n s y s t e m e q u e l c o n q u e (S) d u 

t y p e III, l ' a p p l i c a t i o n c o n v e n a b l e d u p r i n c i p e d e s 
r e d u i t e s f o u r n i r a u n e i n f i n i t e de s o l u t i o n s de 
(S), t e l l e s q u ' a u c u n e d e s i n c o n n u e s ne s e r a z e r o , 
et q u e I e s i n c o n n u e s 

Xav Xa2, . . . Xar, 

a r b i t r a i r e m e n t c h o i s i e s ä 
v a l e u r s p r e s c r i t e s (a»): 

Xai = a. (i = 

r e t a n t un e n t i e r p o s i t i f 

l ' a v a n c e , p r e n d r o n t I e s 

= 1 , 2 , . . . r), 

q u e l c o n q u e . 

IV. Sur Ia construction des solutions des syst&mes du type IV. 

49. Nous allons etendre Ie resultat obtenu au numero pre-
cedent aux systemes du type IV. 

A cet effet on n'aura, au fond, qu' ä repeter Ies raisonne-
ments du numero precedent. 

En effet, soit donne un systeme quelconque (S) du type IV 

—f-°° 
d = X1

n Xn (i = 0 , 1 , 2, . . . ) . 
M = — O O 

Decomposons Ia suite des Xn 

(E) = . . . X_ny . . . X_v XQ, Xv . . . Am, . . . 

en deux suites partielles indefinies: 
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(E1) — /A11, (I12, . . . (i\h, - . . 
et 

(E2) = . . • fi2(,-h) • • • ^2(-1), /½), 2̂1» • • • ft2h, • • • , 

de sorte que Ies ölements 

Xav Xa2, . . . Xar, 

arbitrairement choisis d'avance, appartiennent tous ä (E2)f cette 
derniere suite jouissant du meme caractere que Ia suite donn6e 
(E), c'est-ä-dire ayant, au moins, deux points-limites. 

De plus, nous exigerons que Ies 616ments [xkh {h = 1,2) 
satisfassent aux conditions: 

I0 4= pour g 

2° (JLlm 4= ft2n, quels que soient m et n, 
( 4 1 ) " 3° lim I ßkh I = oo (Jc= 1, 2), 

OO 

4 ° I ^2(_m) \ < f i (n = 0,1, 2 , . . . ) , 

fi etant un nombre positif fixe. 
Il est aise de voir que Ia decomposition 

(E) = (E1)Jr(E2) 

peut štre effectuöe toujours de sorte que toutes Ies conditions 
ci-dessus soient remplies. 

Par exemple, on pourrait proceder de Ia maniere suivante: 
On choisira un entier positif n0 tel que soit 

1.2"°-1 > 1 ^ 1 (» = 1,2, . . . r ) ; 

on prendra pour (E1) Ia suite 

C l̂) = A12M0-I, Ag2M0-I, . . . X^2m • • • ' 

et pour (E2) Ia suite 
(E2) = (E)-(E1); 

alors Ia decomposition 

(-^) = (^1) + (^2) 

satisfera evidemment ä toutes nos exigeances. 
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50. Faisons correspondre aux suites partielles (E1) et (E2) 
Ies systemes reduits generalises (S1) et (S2): 

A=I 
W eI= 2 PnVn 

(i = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

(1¾) O = y /i',h y2h 

A = — QO 

Il est clair que, d'apres (41), (S1) sera un systeme du type III, 
tandis que (S2) sera un systeme du type II. 

Etablissons une correspondance univoque et reciproque entre 
Ies Xs et Ies ykh (Jc = 1,2) de sorte que soit 

Xs"* *" X8 = ^kh * • ykh. 

Calculons, d'apres Ies numeros 25, 26 et 27, une Solution 
du systeme (S2) döpendant d'une infinite de quantites indetermi-
nees An assujetties ä la seule condition: \An\^>i, de sorte 
que Ies r inconnues de (S2) correspondant aux 

xO1' OCf, , 

prennent Ies valeurs prescrites («,•) (i = 1, 2 , . . . r). 
D'autre part, calculons, d'apres Ies numeros 38—47, une 

Solution du systeme (S1). 
Cela etant, prenons 

x> = Vkh P o u r x » « yVkh (¾ = 1, 2); 

alors Ies xs constitueront une Solution du systeme donne (S), 
comme on s'en rendra aisement compte, par Ies memes consi-
derations que ci-dessus, au n° 48. 

Gräce h la presence des quantites indeterminees An (|̂ L |̂ > 1), 
on en deduira une infinite de solutions numeriques dont chacune 
sera teile que 

Xai = (i = 1, 2 , . . . r). 

Enfin, Ies solutions de (S1) et de (S2) etant constituees par des 
valeurs des inconnues dont aucune n'est zero, il en resultera 
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immediatement que Ies solutions du systeme donne (8) auront 
Ie mšme caractere. 

Donc, e t a n t d o n n e un s y s t e m e q u e l c o n q u e du 
t y p e IV, l ' a p p l i c a t i o n c o n v e n a b l e du p r i n c i p e d e s 
r e d u i t e s f o u r n i r a u n e i n f i n i t e de s o l u t i o n s , t e l l e s 
q u ' a u c u n e d e s i n c o n n u e s ne s e r a z e r o , et q u e 
Ies i n c o n n u e s 

a r b i t r a i r e m e n t c h o i s i e s ä l ' a v a n c e , p r e n d r o n t I e s 
v a l e u r s p r e s c r i t e s («»): 

xVi=
 ai = ...r), 

r e t a n t un e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e . 



C H A P I T R E III. 

Sur Ies systfcmes d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues attachäs aux series de Dirichlet et aux 

£quations difförentielles lineaires. 

I. Sur Ie proc6d6 de formation des systšmes du type V 
et du type VI. 

51. Dans ce Chapitre nous allons former et etudier une 
certaine catögorie de systemes lineaires ä une infinite d'incon-
nues attachös, d'une part, aux series de Dirichlet et, d'autre 
part, aux equations differentielles lineaires. 

Decrivons tout d'abord Ie procede de formation de ces 
systemes. 

Soit donnee, d'une part, une serie de Dirichlet quelconque, 
sous Ia forme (I) ou (II) (n° 5) 

UV"1"' 
h 

ä coefficients indetermines xh, Ies quantites Xh satisfaisant respec-
tivement ä Ia condition (A) ou aux conditions (J.) et (B) (n° 5). 

Soit donnee, d'autre part, une equation differentielle Iine-
aire quelconque 

itn jtn—1 
P0(Z) p l + P1(Z) «+...+Pm(s). V = P(Z) 

dzm dzm~x 

dont Ies coefficients sont assujettis aux conditions suivantes: 
I 0 que P(z) soit, en general, une fonction entiere en z 

P(z) = C0 -j- C1 z -f- C2 z
2 -|- . . . -|- CnZ

n - J - , 

se reduisant, en particulier, ä un polynõme entier, ou m§me ä 
une constante (le zero y compris); 
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2° que P0(z), Pi(z), • . . Pm(z) soient des polynõmes entiers 
en z tt 

Pi 0 ) = üio + aiXZ - f - Cli2Z
2 - J - . . . - J - CliniZ * 

(i = 0 , 1 , 2 , . . . m). 

Cela 6tant, rempla<?ons dans l'equation differentielle donnše 

dy d2y dmy 
Tz' 

respeetivement par Ies söries 

*y' dz' dz2' ' ' ' dz« 

Zxh*-* , 
h 

2J(—Xh)xhe
 lhZ, 

h 

Z(-Xh)2xhe~^\ 

U(-XhTxhe  
h 

dont chacune (sauf Ia premiere) se deduit de Ia precedente en Ia 
differentiant terme ä terme. 

On obtiendra ainsi 

(42) 
Z[P 0 (Z ) ( - * > ) " + P 1 W (-A*)"- 1 + . • • + P . - i (*) ( - h ) + 

h 

+ P„(*)}e^v Xh = P(Z) 

ou, en tenant compte de ce que 

Pi (Z) = üio + an z - f - . . . - J - UintZ
i (i = 0 , 1 , 2 , . . . m), 

on aura 

2{ <Po (Xh) -}- Zfp1 (Xh) -J- Z2(p2 (Afc) -J- . . . -J- ZrCpr (Xh) I e Xh ~ P(z)> 
h 

en y dösignant par 

<P0 (Xh), Vi(Xh), • . . ^r(Xh) 
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Ies polynõmes entiers en Xh de degre m au pius: 

V k (Xh) = aOfc ( ~ K ) m + aifc (—A)m _ 1 + • • • + %n-i)¾ ( Xh) Cimlc 

(Tc = 0, 1, 2 , . . . r ) , 

et par r celui des (m + 1 ) entiers positifs ou zeros 

n0, W1, n2, • • • 

qui n'est pas inferieur ä aucun des autres. 
En developpant 1'expression 

{ Vo(Xh) -J- ... } e 

suivant Ies puissances croissantes de z 

I Vo (Xh) Z Vi (Xh) - j - • • • -}- ZrVr (Afc) j e h Xh = 

— j Vo (Xh) - f - Z Vl (Xh) -j- Z2V2 (Xh) -j- . . . - f - ZrVr (Xh) - f -

+ 2 Vo (Xh) + Z2Vi (Xh) H h ZrVr-I (Xh) 

+ ^+V(4) ( -=y^ + 

+ Z2Vo(Xh) + • •. +zrVr-2(Xh){-^Y~~ + 2 ^ m W ( - 7 T + 

+ zr+2Vr(Xh) + 

j Xht 

l'equation (42) s'ecrira 

2 { i [ f t W + s»i(*0 - ¾ + • • • + y - i w ^ = r + 
h ^ i=0 L 

+ Vi (Xh) j XhZi + 

+ J k ( « - I f + <PM + • • • + 
i~r-\-\ 

+ Vr(Xh) j = H z ) -
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Or, egalons Ies coefficients des memes puissances de s 
dans Ies deux parties de Ia derniere equation; alors on obtiendra 
evidemment un systeme d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues (xh) 

o .= 2 ' f 9 o ( h ) { — ^ + ftN ( V _ 1 

h L l\ • ' — - (¾—1) J 

(i = 0, 1,2,... r), 

•f . . . -f Cpi(Xh)j xh 

V7T n \(—Xh)1 I n <.(—Xhy
 1 . i n \(—Xh)

1 rI 
= 2 ^ ^ * ) -Jl h 9i(Xh) J + • • • + iPr(Xh) ~^Zr^rJ Xh 

(i-1)! 

(i > r -{- 1). 

En remarquant enfin que pour i > r dans Ia (i -f- l)ifeme 

equation de ce systeme Ies coefficients des xh sont des polynõmes 
entiers en Xh de degre (m -j- i) au plus, ne contenant que Ies 
puissances des Xh dont Ies exposants sont ^>i — r, il en resultera 
que Ie nombre des termes y sera (m-f-r-|-l) au plus. 

Donc, Ie systeme obtenu par Ie procede de formation que 
nous venons de deerire peut §tre presente sous Ia forme suivante: 

(43) 

Ci = ^ a.Q X^ri + aa X™+*-1 + ... + ai(m+i) | xh 

(i = 0, 1, 2, . . . r), 

= U j V i0Xt i + a i l^ l + l '_ 1 +'•••+ a*-(m+r) Xi~r j 

(i > r +1), 

Xh 

Ies aik y designant ä Ieur tour des polynõmes lineaires des 
coefficients des Pj(Z) (j = o, 1, . . . m); par exemple, 

CliO = CIqo 
(__!)«+< 

il 

an TT+(?¾) (-1)"+'-1, 

a ' 2 = ( l f + 
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52. Nous allons constater qu'il y a des cas oü Ies coeffi-
cients des xh, dans la (i -j- l) ifeme Equation de (43), sont des 
polynõmes de degre (m -j- i) (comme l'on sait, c'est Ie degre Ie 
plus eleve possible); d'autre part, il y a aussi des cas oü Ie 
degre maximal n'est pas effectivement atteint; il peut mõme 
arriver que notre procede de formation des systemes ne s'applique 
point ä l'equation differentielle donnee, parce que la partie droite 
de la (i-[-l)ižme 6quation du systeme peut s'annuler identique-
ment, tandis que a 4= 0. 

En effet, remarquons qu'en tenant compte de ce que 

Oio = (—1)—K 

on en tirera immediatement la conclusion suivante: pour que 
Ie coefficient de xh dans la (i-|-l)ifeme equation du systeme (43) 
soit un polynõme entier de degre (m-\-i), il faut et il suffit que 
soit aoo^O. 

D'autre part, montrons maintenant que Ie degre du coef-
ficient de xh dans la (i-f-l)ifeme equation du systeme ,peut etre 
inferieur ä (m-\-i). 

Soient, par exemple, 

P0OaO = zM, 

P1(Z) = Zm-1, 

Pm—1 (z) = Z , 

Pm(Z) = 1; 

alors on aura evidemment 

Wo(Xn) = —j— 1, 
<Pi(Xh) = (—Aa)1, 

Ä) = £— 
par suite, 

^p0(Xh) — j j — + • • • + 9>%(Xh) j = ( Xh)x | j | + + • • • + Y] + 1 j 

¢=0, 1,2,.. .m), 
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ainsi que 

+ • • • +Vm(K) ¢ ^ , ) , } = X - ^ i + + 

+ + ( ^ « + D-

Il en resulte, en particulier, que Ie systeme que 1'on obtient 
dans ce cas-ci appartient evidemment ä l'un des quatre types 
6tudies dejä dans Ies Chapitres precedents. 

Enfin, examinons Ie cas suivant. 
Soit donnee une equation differentielle lineaire teile que 

1'on ait 

-̂ o(O) = aOO = 

-Pl(O) = Aloz=zO, 

-Pwi(O) -—• CtmO — 0 5 
alors 

<Po (Xh) = CIqq ( Xh)
m -j- Ü\Q ( Aj,)"1-1 -|- dm0 — 0 

et il en resultera immediatement que notre procede de formation 
des systemes ne s'appliquera pas ä l'equation differentielle donnee. 

En effet, d'apres ce procedš, Ie coefficient de xh dans la 
premiere equation du systeme est y0{Xh)\ or, dans ce cas-ci 
<pQ (A>,) = o; par consequent, la partie droite de la premiere equa-
tion du systeme, s'annulant identiquement, ne peut pas etre 
egalee ä c0 4= 0. 

53. Le dernier exemple montre qu'il y a des cas oü notre 
procede de formation des systemes eesse d'etre applieable; d'autre 
part, d'apres Ies exemples precedents, il y a des cas oü il s'appli-
quera bien et permettra alors d'obtenir des systemes d'equa-
tions lineaires ä une infinitõ d'inconnues de la forme (43). 

Appelons s y s t e m e s du t y p e V ceux de ces systemes 
oü h ne parcourt que Ies valeurs entieres positives: 

h = 1, 2, 3 , . . . , 
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et s y s t e m e s du t y p e VI Ies systemes analogues oü h par-
court toutes Ies valeurs entieres (negatives, zero et positives): 

A = . . . —n, . . . —2, —1, 0, 1, 2, . . . n, .... 

Les systemes du type V et du type VI peuvent etre carac-
terises de Ia maniere suivante: 

I0 Iis sont obtenus des equations differentielles lineaires 
en y appliquant Ie procede de formation que nous venons de 
decrire ci-dessus, Ies systemes du type V etant attaches aux 
series de Dirichlet de Ia forme (I), et ceux du type VI, aux 
series de Dirichlet de Ia forme (II) (n° 5). 

2° Le coefficient de xh dans Ia (i-f- i) iöme equation du 
systeme est, en general, un polynõme entier en Xh 

{ «*0X^jrl -j- ein 1 H - • • • H- (j< — 0,1, 2, . . . r) et 
(44) 

\ ciioX^1 -|- an 1 -|- . . . -J- X1
h

 r (i > r-j-1), 

Ies aik y dependant lineairement des coefficients des polynõmes 

et r y designant Ie degre Ie plus eleve des Pj (z) (j = 0,1,... m). 
3° Les polynõmes (44) ne sont pas identiquement nuls, au 

moins pour une infinite de valeurs entieres et positives de i\ 
ils ne Ie sont pas, en particulier, lorsque c»4=0. 

4° Pour toutes ces valeurs de i Ie nombre des termes des 
polynõmes (44) est donc au moins 1 et au plus (m-j-r-]-l); 
par suite, si a l0 = 0, a t i = 0, . . . ai(fc_i) = 0, mais a i k ^ 0 , on aura 

D'apres tout cela, un systeme du type V s'ecrira sous Ia 
forme suivante: 

P0 ( 4 P1O?), • • • Pm {z), 

0 ^Jc^m r. 

(i = 0, 1, 2 , . . . r), 

a = aik +... + a«,»+,) Xirr j (»>»•+!)> 

Uiu 4= 0, 0 ^ k ^ m r. 
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Qaant aux systemes du type VI, ils se prösenteront sous 
une forme tout ä fait analogue; seulement 

QO -I- OO 
£ y sera remplac6 par 

II. Sur la resolution des s y s t š m e s du t y p e V. 

54. Nous allons montrer que Ie probleme de la resolution 
des systemes du type V peut etre ramene completement ä celui 
de la resolution des systemes du type III ou du type I. 

Pour s'en assurer, nous demontrerons Ia proposition suivante: 
E t a n t donne un s y s t e m e q u e l c o n q u e du t y p e V 

(45) 

Ci + ••• + «,«M-oK (« = 0,1,...)-), 
A=I V > 

Ci = . Z 1 I a f t A j - H - * + . . . + ai(m+r)X>f ] xh ( » > r + l), 
A=I V ) 

aifc 4= 0, O < Tc m -}- r, 

et en s u p p o s a n t qu' i l a i t u n e S o l u t i o n (a?Ä), c e l l e - c i 
r e n d r a i t a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t e s t o u t e s Ies 
s e r i e s 

O O 

X KXH (P = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
A=I 

En effet, d'apres l'hypothese faite, Ie systeme donn6 a une 
Solution (xh); par suite, en tenant compte de ce que nous enten-
dons par une S o l u t i o n (n° 4), on peut dire que Ia serie 

Z 1 

A=I 
j aik I T k + • * • + ai(m+r)^A r J Xh 

convergera pour chaque valeur entiere et positive de i > r -J- l. 
Etant aik 4= o, Ie terme general peut etre presente evidemment 
sous Ia forme suivante: 
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U1. = * + a J f ' ' - r + ••• + « 
ik '"h aik 

a., , 
» m-|-i—k 
Mt 

Or, en remarquant que, d'apres Ie n° 53, Ie coefficient de xh dans 
la («-|-l)ifeme equation du systeme (45) est, en general, un poly-
nõme entier en Xh, c'est-ä-dire k<im-\-r, et que, d'autre part, 

Iim 1 = 0, 
h —>co I Xu J 

il vient 

Iim j 
h-+ oo ( 

ai(fc+i) 1 
aik Xh 

4" • • • + 
l., , . 1 t(m+r) -L 

a.. ' 7m+r~Ä 

tk Ah 

0. 

Par consequent, quelque petite que soit la valeur positive 
de e, on peut indiquer respectivement un entier positif w(e) tel 
que soit 

uh > I (1—e) o.ik I . I xh I pour h > n (e); 

par suite, la serie dont Ie terme göneral est 

convergera, ainsi que Ie fera la serie dont Ie terme geuera! est 

\X^~*xh\. 

On en deduira donc immediatement la convergence absolue 
de la serie 

O O 

y Xp
h xh pour p = 0, 1, 2 , . . . m -|- i — k. 

h=1 

Or, etant m-\-i — k^>i — r (i > r -)- 1), on võit que m -j-i — k 
crott indefiniment avec i; aussi, toutes Ies series 

O O 

X K xh (p = 0 , 1 , 2 ) 
A=I 

convergeront-elles absolument. 
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55. La sšr ie 
OO 

ZK x

k fc=l 

etant absolument convergente, elle aura une somme bien deter-
minee que nous dšsignerons par a p : 

OO 

«, = Z K *»• 
h=l 

Cela etant, on döduit de la (e'-(-l)ieme equation du systeme 
donne (45), dans l'hypothese que ce systeme ait une Solution, 
la relation suivante: 

cX = aik tfm+i-fc + ai(/,+1) °m+i-k-l + ' ' • + a.'(m+r) °i-r C* ^ T + 1^ 

Generalement, chacune des equations du systeme donne (45) 
nous fournira une relation analogue. On peut Ies considerer 
comme equations ayant pour inconnues Ies ah, et constituant un 
systeme que nous appellerons s y s t e m e a s s o c i e . 

Nous en tirerons donc la conclusion suivante. Pour qu'un 
systeme quelconque du type V (45) ait une Solution (xh), il faut 
que Ie systeme associš 

^ik —k I ai(k-\-l) —k—1 I " * * I 

(i = 0, 1, 2 , . . . r), 
(46) 

Ci = aik °m+«-k + c VfD °m+i-k-l + • • • + at(«4-r) ° i - r 

( « > r - | - l ) 

ne contienne que des equations compatibles et qu'il ait une So-
lution (aÄ), lui-aussi. 

Remarquons que Ie systeme associö (46) est un systeme 
infini recurrent. Bn effet, quelque grand que soit 1'entier posi-
tif s, on peut toujours indiquer une valeur entiõre et positive de i. 
soit i = i0, teile que 

i — r > s pour i^>i0; 

par consequent, as ne peut figurer que dans un nombre fini 
d'equations du systeme associe, puisque aa n'entrera plus dans 
la («4"l) i 6 m e equation si i;> v 

7* 
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Il est aise de demontrer que la condition necessaire pour 
l'existence d'une Solution du systeme donne (45) est aussi süf-
fisante. 

Bn effet, supposons que Ie systeme associe (46) ait une 
Solution constituöe par Ies valeurs 

^ij 2̂» ^8) * * * • • • ' 

prenons alors Ie systeme auxiliaire 

O O 

(47) cTj = Z X * ! , (1 = 0,1,2,...); 
a=1 

celui-ci appartient au type III lorsqu'il y a entre Ies Oi au moins 
un qui difföre de 0, ou bien ,au type I si (Ti = O («' = 0,1,2,...). 

Bn tout cas, il aura une infinite de solutions, comme nous 
venons de voir dans Ies Chapitres precedents. 

Or, on se rendra aisöment compte de ce que chacune des 
solutions du Systeme auxiliaire (47) est aussi une Solution du 
systeme donne (45). 

' En effet, 

Ci
 = a i h ( S m + i ~ k J r • • • + ai(m+r) - r = 

O O O O 

= « , * - Z V ^ + • • • + < W , - 2 X ~ X = 
A=I h=l 

= I l a j i ^ + " + . . . + a ^ r ] *» ( ^ + D 
A=I V ' 

et, de meme, 

0 0 i \ 
« = Z1 Oa 'C~" + • • • + «W k (» = 0, 1, 2, . . . r). 

a=i ' 

56. D'apres cela, etant, donne un systeme quelconque du 
type V, et en se proposant de Ie resoudre, on n'aura evidem-
ment qu'ä proceder de Ia maniere suivante : 

I0 On constituera Ie systeme associe röcurrent et on l'exami-
nera de pres: si ce systeme contient des equations non compa-
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tibles, il est elair que Ie systeme donn6 n'aura aueune Solution; 
dans Ie cas oü Ie systeme associe admet des solutions ön Ies 
calculera. 

2° Ä chacune des solutions du systeme associe 

(®0> ®1> 

on fera correspondre un systeme auxiliaire 

O O 

O i =JJK x I r (1 = 0,1,2, ...), 
a=i 

appartenant ou bien au type III, ou bien au type I, selon Ies cas.' 
3° On calculera Ies solutions des systemes auxiliaires. 
Ghacune d'elles sera aussi une Solution du systeme donne 

du type V et celui-ci n'en aura pas d'autres, comme il resulte 
evidemment des considerations precedentes. 

A i n s i , la r e s o l u t i o n d ' u n s y s t e m e du t y p e V 
p e u t e t r e r a m e n e e c o m p l e t e m e n t ä la r e s o l u t i o n 
du s y s t e m e a s s o c i e r e c u r r e n t e t de t o u s Ies 
s y s t e m e s a u x i l i a i r e s c o r r e s p o n d a n t s . 

57. L'existence des solutions du systeme donne du type V 
depend entierement de l'existence des solutions du systeme 
associe. 

Or, remarquons que dans Ie cas d'un systeme homogene 
du type V (c'est-ä-dire lorsque Ci- 0, 1 = 0 ,1 ,2 , . . . ) Ie systeme 
associe sera homogene, lui-aussi, et aura, par suite, toujours au 
moins Ia Solution triviale 

(jt.= O (t =-0 ,1 ,2 , . . . ) 

ä laquelle correspondra Ie systeme auxiliaire du type I 

O O 

0 = 2 ¾ ¾ « = 0,1,2,...). 
a=i 

Ce dernier systeme ayant une infinite de solutions (Chap. I), 
et chacune d'elles etant aussi une Solution du systeme homogene 
donne (du type V), il en resulte qu'entre Ies systemes homo-
genes du type V il n'y en a pas qui n'aient point de Solution 
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D'autre part, il est aise de constater que 1'on peut bien 
former des systemes non homogenes du type V n'ayant aucune 
Solution. 

En effet, supposons, par exemple, que soient: 

I0 m,— 1, 
2 ° P0(Z) = Ct0Z (a0 4 = 0 ) , 

3° P1(Z) = bQz—a0 (b0 + 0), 

4 0 * h aO O0 

t)n aura alors <p0ßh) = —a0 et ^l(Xh) == b0—a0Xh; par suite, 

Vo ß») + Vi ßh) = b0, 

et Ies deux premišres Equations du systeme correspondant du 
type V attachö ä l'äquation differentielle 

a°z + (bog —O0) y — co ~\~ c i z C2Z
2 + . . . 

sont 

C0 — ( Of0) OCfly 

a=1 

O O 

C1-JJ b0 xh; 
a=i 

aussi, Ies deux premieres equations du systeme associe sont-elles 

C0 = Ct0 O0l 

ci — K o0. 

D'apres Ia condition 4°, celles-ci ne sont pas compatibles et, par 
suite, dans ce cas-ci notre systeme non homogene du type V 
n'aura aucune Solution. 

Remarquons enfin qu'il y a des systemes du type V dont 
Ies systemes associes ont une infinite de solutions numeriques. 

En effet, soit 
-Po (O) ==z Ci00 O, 
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alors, comme nous 1'avons vu, au n° 52, Ie coefficient de xh 

dans la (i-f-l) i ö m e Equation d'un systeme du type V sera un 
polynõme entier en Xh de degrš 

(m -j- i) (i = o, 1,2,... ), 
c'est-ä-dire 

a,o 4= 0 et Jc = 0. 

Aussi, est-il elair que de tous Ies o qui entrent effectivement 
dans la ( i-f 1V6me equation du systeme associe c'est Om t̂ qui 
aura 1'indice Ie pius grand. . 

On peut donc exprimer successivement tous. Ies an oü 
n^>m—1 en fonction de 

o0, * om—i, 

en considerant ces derniers comme constantes arbitraires. 
On obtiendra ainsi une Solution du systeme associe, d6pen-

dant, en general, de ces m constantes arbitraires et reprõsentant, 
par suite, une infinite de solutions numeriques. Donc, dans ce 
cas-ci, Ie systeme donne du type V sera equivalent ä une infinite 
de systemes auxiliaires du type III ou du type I. 

III. Sur Ia resolution des systömes du type VI. 

58. Au numero 53 nous avons dejä constate que Ie 
procede de formation des systemes du type VI, ainsi que Ia 
forme sous laquelle ils se presentent, sont presque Ies mõmes 
que dans Ie cas des systemes du type V; Ia seule difference 
consiste en ce que Ies systemes du type*V sont attaches aux 
series de Dirichlet de Ia forme (I), tandis que ceux du type VI, aux 
series de Dirichlet de Ia forme (II) (n° 5). 

Aussi serait-il bien naturel d'essayer d'etendre Ies resultats 
obtenus ci-dessus pour Ies systemes du type V aux systemes du 
type VI. 

Or, en examinant de pres cette question, on constatera 
aisement que Ies raisonnements du n° 54 ne s'appliqueront pas 
aux systemes du type VI. 

En effet, au numero 54 nous avons demontre que chacune 
des solutions d'un systeme du type V fera converger absolument 
Ies series 
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oo 
2 X X (< = 0 ,1 ,2 , . . . ) , 
h=1 

puisque de la convergence d'une serie 

OO 
Z 
Ji=I 

resultera immediatement la convergence absolue de la serie 

O O 

a=i 

En essayant maintenant d'obtenir Ie meme resultat pour 
Ies systemes du type VI, on verra tout de suite que dans ce 
cas Ies raisonnements precedents se trouveront evidemment en 
defaut. En effet, il est clair qu'en supposant que Ies series d'un 
systeme du type VI 

+ 00 , \ 

JL |atfe C 1 k ~b • • • + ai(m+i) I xh (t = 0, 1, 2 , . . . r), 
A=-O0 ^ ' 

~t~°0 ( \ 

J J I aLk K + 1 * + • • • jT ai(m+r) K r U h («> r + 1) 
A=-Q0 l J 

convergent absolument, et que la suite des Xh ne soit assujettie 
qu'aux conditions generales (A) et (B) (n°5), on ne peut pas en 
deduire, par Ies raisonnements du n° 54 au moins, la conver-
gence absolue des series 

+ GO 
Z Xi Xh (••- 0,1,2...). 

A = — o o 

Mais qu'est ce qu'on doit dire alors ä propos de la question 
interessante suivante ? 

Y a-t-il des systemes du type VI ayant des solutions qui 
font converger absolument Ies series du systeme, sans qu'elles 
rendent absolument convergentes Ies series 

+ 00 
> Xlxh (* = 0 , 1 , 2 , . . . ) , h h 

A = — o o 

ou au moins quelques-unes de ces series? 

j aifc C f * ^ • + ai(m+r) K j X) 
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En laissant ouverte cette question delicate, nous ne nous 
allons occuper que de celles des solutions des systemes du type Vl 
qui rendent absolument convergentes toutes Ies series 

+ 00 

2 Xi
hXh (» = 0,1,2,...); 

A=-- oo 

nous Ies appelons s o l u t i o n s (a). 

59. Il est aise de voir que tout ce que nous venons de 
dire ä propos des solutions des systemes du type V peut etre 
etendu, -au fond, aux solutions (a) des systemes du type VI. 
A cet effet on n'aura qu'ä repeter Ies raisonnements des nume-
ros 55—57. 

En procedant ainsi, on demontrera Ia proposition suivante: 
S o i t d o n n e un s y s t e m e q u e l c o n q u e du t y p e VI 

(n° 53) 

4- OO 

H = ^ |aife K + 1 k jT • • • jT a,-(m+i)} xh (« = o, 1, 2 . . . r), 
h=—oo y ' 

(48) -f- OO 
Ci = 2J Ja i i ' + . . . + « , „ + „ 4 ' 1 ¾ ( « ä r + 1), 

/i=—oo l 

a * + °> 

j (m+r) 

O < Je ^ m -J- r; 

p o u r q u ' i l a i t d e s s o l u t i o n s (a), i l f a u t e t i l s u f f i t 
q u e Ie s y s t e m e a s s o c i e r e c u r r e n t 

(49) 
Ci — aihGm+i--kJr • • • +aVI 

+ . • • +a 

j Ci aik m+i 

l c: = a,,. <x ,, ik m+i - -k 

(m+t) 0O 

»(m+rj —r 

(i = U, 1, 2 , . . . r) 

(i > r -f-1) 

a i t , I u i - a u s s i , äu m o i n s u n e S o l u t i o n . 
En faisant correspondre ä chacune des solutions du sys-

teme associe 
°0> 0I> °2> • • • °h, • • • 

un systeme auxiliaire 

(50) 
+ 00 

°i = 2 *1 
A = -QO 

(i = 0, 1, 2 , . . . ) , 
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on peut dire que l'ensemble des solutions de tous ces systemes 
auxiliaires contient toutes Ies solutions (a) du systöme donne du 
type VI et qu'il n'en contient que ceux-ci. 

Les systemes auxiliaires (50) etant du type II ou du type IV, 
on se rendra aisement compte de ce que Ia c o n s t r u c t i o n 
d e s s o l u t i o n s (a) d ' u n s y s t e m e du t y p e VI (48) p e u t 
§ t r e r a m e n e e , ä l ' a i d e du s y s t e m e a s s o c i e r e c u r -
r e n t (49), c o m p l e t e m e n t k Ia r e s o l u t i o n d e s s y s -
t e m e s du t y p e IV ou du t y p e II. 

60. L'existence des solutions (a) d'un systeme du type VI 
dependra entišrement de l'existence des solutions du systeme 
associe correspondant. 

Celui-ci aura en tout cas Ia Solution triviale 

a. = o (¢ = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

si Ie systeme donne du type VI est homogene, puisque dans ce 
cas Ie systeme associe correspondant Ie sera evidemment, Iui-
aussi. 

Il en resulte donc que chacun des systemes homogenes du 
type VI a une infinite de solutions (a), au moins toutes celles 
du systeme auxiliaire du type II 

+ QC 
O = Z K x H (* = 0 ,1 ,2 , . . . ) . 

Ti = - OO 

Quant aux systemes non homogenes du type VI, on pour-
rait montrer ä l'aide des exemples, comme au n° 57: 

I0 qu'en partant de certaines öquations differentielles li-
neaires, on obtiendra des systemes du type VI dont Ies systemes 
associes contiennent des equations incompatibles et n'ont, par 
suite, aucune Solution ; 

2° qu'il y a, d'autre part, des systemes non homogenes 
du type VI dont Ies systemes associes ont un nombre fini ou 
mõme une infinite de solutions numeriques. 

D'apres cela, on trouve, d'une part, des systemes non ho-
mogenes du type VI qui n'ont aucune Solution (a) et, d'autre 
part, des systemes qui en ont une infinite. 



C H A P I T R B IV. 

Sur rinterpolation. 

I. General is . 

61. Jusqn'ici nous avons applique Ie principe des reduites 
aux differents systemes d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues attaches aux series de Dirichlet. 

Allons maintenant l'appliquer ä certains systemes d'equa-
tions lineaires attachös aux series entieres. 

L'objet de nos etudes, dans ce dernier Chapitre, sera Ie 
probleme d'interpolation que l'on peut enoncer sous une forme 
plus ou moins generale. 

Convenons d'appeler p r o b l e m e s p e c i a l de 1 ' i n t e r 7 
p o l a t i o n Ie probleme suivant: 

Etant donnees deux suites indefinies de quantites quelconques: 

®1> 2̂> • • • , 
fltI, • • • » 

Ies elements de Ia derniere satisfaisant aux conditions 

I «1 I S I «2 I < I «3 I ^ ^ I «n I < • • • , 

I an I —*• OO pour n —* CO, 

former une fonction entiere F(z) qui, pour z — av, a2, . . . an, . 
prenne respectivement Ies valeurs C1, c2, . . . cn, . . . 

En posant 

F(z) = C0-f- G1Z -j- O2^
2 -{-... -j- CnZ

n ..., 

on n'aura qu'ä determiner Ies coefficients Cn de sorte qu'ils 
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satisfassent au systeme d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues 

(51) Ci — C0 -)- O1A1- -|- C2Cii -f-. .. -j- CMa" -j- . .. j (i = 1, 2, 3,...). 

Appelons ces systemes (51) s y s t e m e s du t y p e VIL 
Cela etant, il est clair que Ie probleme special de 1'interpolation 
öquivaut k la rõsolution du systeme correspondant du type VII. 

Quant au p r o b l e m e g e n e r a l i s e de 1 ' i n t e r p o l a -
t i o n , nous 1'enoncerons sous la forme suivante: 

Etant donnees trois suites indefinies: 
I0 une suite des (a„) 

CA1» Cl2l (lg, (Xn, . . . 
teile que 

I ax I ^ I a2 I < I a3 I <; ... < I an | < ..., 

I a„ I —* oo pour n —* oo, 

2° une suite de nombres entiers positifs quelconques ou 
zeros 

Vu P* p3, . . . pn, , et 

3° une suite de quantites quelconques 

-(°) - W (P1) M (I) (P2) (O) (1) APn) 
C/j , O1 . . . O1 , V2 , O2 , . . . V2 , . . . , Vn , Vn , . . . Vn , . . . , 

former une fonction entiere F(z) de sorte que 1'on ait pour z = a„ 

= \ 

F \a J = C'1) ! 
. . . . . . . . (« = 1,2,3...), 

JPtf-I(On) = C*"' ) 

c'est-ä-dire que la fonction F(z), elle-meme, ainsi que ses pn pre-
mieres derivees prennent pour z = an respectivement Ies valeurs 
prescrites c(°-\ cfn>, . . . c(*n\ n etant un nombre entier positif 
quelconque. 

Cela revient evidemment ä resoudre Ie systeme suivant 
d'equations lineaires ä une infinite d'inconnues: 
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c(
n — Co -(- Ci an -j- C2 Cirt -(- • • • -j-

+ Cpn
 a I n CPn+ 1 anM+ 1 + • • • 

1 ! Ci -f- Y| C2 Cln -f~ • • • + 

-\-pn Cpn an

n 1 jT ('Pn j- 1) Gpn+1 a
p

n

n-\- . . . ( W e = 1 > 2, 

2! C2 -f... H-

jTPn (Pn~ ] ) 0Pn ^ + (Pn+ l ) Pn 0Pn+ 1 ' • • 

(52)<J 

.d). 

3,4,...). 

M = ! Cpn

jT-i— Cpn+1 a„-f- . . . 
l! 

Appelons ces systemes (52) s y s t e m e s du t y p e VIII. 
Cela etant, il est clair que Ie probleme generalis6 de 1'interpo-
lation equivaut ä la resolution du systeme correspondant du 
type VIII. 

Remarquons que dans Ie cas particulier oü 

= O pour k = 0, 1, 2, . . . Pi  

(i = 1, 2, 3, . ..), 

ce probleme a 6te resolu par Weierstrass'; en effet, d'apres son 
theoreme celebre, on peut construire une infinite de fonctions 
entieres F(z) telles que 

F (an) = O ) 

F' (an) = O } (» = 1,2,3,...). 

F^(an) = O J 

Bn appliquant convenablement Ie principe des reduites, nous 
montrerons, dans ce Chapitre, que Ie meme resultat peut etre 
obtenu dans Ie cas general, Ies quantites donnees cf> ayant des 
valeurs quelconques. 

Ce beau resultat mettra bien en evidence, peut-etre d'une 
fa^on plus frappante que Ie font Ies Chapitres precedents, Ie roie 
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important que joue Ie principe des reduites dans la theorie des 
systemes d'equations linšaires ä une infinite d'inconnues. 

62. Noas allons resoudre d'abord Ies systemes du type VII 
sous l'hypothese particuliere suivante, relative ä la suite des a„: 

{ I «1 I < I «2 I < I «8 I < • • • < I «« I < • • 
(53) { 

l I an I —• oo pour n —+oo. 

Comme nous Ie verrons, cette hypothese restrictive facilitera 
considerablement notre täche de construction des solutions des 
systemes du type VII, en permettant d'y appliquer une methode 
particulierement simple. Ensuite, nous en dšgagerons aisement 
l'idee essentielle d'une methode analogue, s'appliquant aux syste-
mes du type VII, ainsi qu'ä ceux du type VIII sous l'hypothese 
suivante plus generale: 

v f I «1 I < I «2 I < I «3 I < • • . < K I < • . • , ( ° 4 ) 
{ I an I —• oo pour n —• oo. 

Ajoutons que ces methodes ont toutes Ies deux pour base 
commune Ie principe des reduites, n'etant, au fond, que des modes 
d'application distincts du meme principe. 

En modifiant convenablement la premiere d'elles, on en 
deduira aisement 1'autre. 

Au Iieu de traiter separement Ies systemes du type VII et 
ceux du type VIII, sous l'hypothese (54), nous nous bornerons, 
pour õviter des repetitions, ä ne resoudre que Ies systemes du 
type VIII, qui embrassent d'ailleurs aussi tous Ies systemes du 
type VII, puisque chacun de ceux-ci peut etre considere evidem-
ment comme un systeme du type VIII dont tous Ies pn sont nuls: 

Pn = O (n = 1, 2, 3, ...). 

63. Remarquons enfin que c h a q u e s y s t e m e d u t y p e 
VIII q u i a d m e t u n e S o l u t i o n , en a d m e t t r a m e m e 
u n e i n f i n i t e . 

En effet, soit 

F(z) = C0 -j- CyZ -)- C2 z
2 -j- ... ~{- Cnz

n -j- . 
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une fonction entiere teile que 

F(On)=W 

F'(an) = 
(n = 1 , 2 , 3 , . . . ) -

-Fw(On) =CiT"' ) 

D'autre part, d'apres Weierstrass, il y a une infinite de 
fonctions entieres <&(z) admettant d'une fa$on generale an pour 
zero d'ordre pn-\-l (n = 1, 2, 3, . . . ) et, par suite, telles que 

# (an) = O 

#'(atn) = O 

<J>(ft,)(o„) =O 

(n = 1, 2, 3, . . . ) ; 

il en resulte evidemment que la somme 

F(z) + $(z) 

represente/ elle-aussi, une fonction entiere F1(Z) teile que 

F1(On)=CW 

F1' (an) = 
( ( n — 1» 2, 3, . . .). 

Donc, ä une infinite de fonctions $(2) correspondra une 
infinite des fonctions F1(Z) = F(Z)-\-<P(z) dont Ies coefficients 
constituent une infinite de solutions du systeme correspondant 
du type VIII. 

II. Sur la ršsolution du problõme special de l'interpolation dans 
un cas particulier. 

64. Proposons - nous, sous l'hypothese restrictive (53), de 
resoudre Ie probleme special de l'interpolation (n° 61), ou, en 
d'autres termes, de construire une Solution du systeme (51). 
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Remarquons tout d'abord qu'etant donnš un systeme quel-
conque tel que (51), on peut Ie presenter toujours sous la forme 

(55) bi = A1 di -f- A2 Cti -f-... -j- An af -j- . . . j (i = 1, 2, 3, ...), 

oü Ci1 4= 0, I an I —• cx) pour n —* oo, 

I a I I < I tt2 I < I «3 I < • • ' < I an I < • • • , 

la suite indefinie 
l̂J 2̂» 3̂» • • • • • • 

contenant au moins un element different de zero et Ies incon-
nues y etant designees par Alt A2, As, . . . An, . . . 

Bn effet, il y a deux cas ä distinguer: 

I0 O1 4 :0 et 2° G1=O. 

Dans Ie premier cas on choisira C0 = c de sorte qu'en designant 

Ci — c = bi (i= 1,2,3,...), 

tous Ies b{ ne soient pas nuls; alors, en posant 

An = Cn (n = 1, 2, 3,.. .) et a{ = a{ (i = 1, 2, 3,. ..), 

on obtiendra evidemment un systeme tel que (55). 
Dans 1'autre cas, oü % = 0, on aura C0 = C1; alors, s'il y a 

entre Ies differences Ci-C1 (i= 1,2,3,. . .) au moins une qui 
differe de zero, on n'aura qu'ä poser 

bi = ^i-Cv a. = ai+1 (i = 1 ,2 ,3 , . . . ) 
et 

Än=Cn ( w = l , 2 f 3,. . .). 

Dans Ie cas contraire, etant 

c. — C1 = Opouri = I^S..., 

on peut presenter Ie systeme donne (51) sous la forme suivante: 

— C1 = C2Cii -j- (73a? -|- . . . -f- Cna{ -j- . . . j (i = 2,3,4,. . .), 

d'oü 1'on deduit immediatement qu'en choisissant C1 de sorte 
que soit — C1 = c0 + 0, et en posant 

= ai+v h = co Pour i = 1, 2, 3, . . . et An_, = Cn 
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pour n = 2, 3, 4. , on obtiendra encore un systeme tel 
que (55). 

D'apres cela, il est clair que, sans restreindre la generalite, 
on peut se borner ä n'etudier des Iors que Ies systemes (51) 
oü Gr1=J=0, C0 = O et la suite indefinie 

cIf c2> c3> • • SYly 

contient au moins un element cj 4 0, tous Ies autres cas se ra-
menant aisement ä celui-ci, comme nous venons de Ie voir tout 
ä 1'heure. 

Donc, p o u r r e s o u d r e Ie p r o b l e m e s p e c i a l de 
l ' i n t e r p o l a t i o n , s o u s l ' h y p o t h e s e (53), on n ' a u r a 
q u ' ä m o n t r e r q u ' o n p e u t t o u j o u r s c o n s t r u i r e u n e 
S o l u t i o n d ' u n s y s t e m e q u e l c o n q u e du t y p e VII 

(56)' 

tel que 

(57) 

c. 

CO 

y 
Z Cn a? n i 
n—1 

(i = 1, 2, 3 , . . . ) , 

I0 % =I= 0, 

2° I Cln I —* CO pour n —> CO, 

3° I Ct1 I < I I < 1 % I < • • • < I aH I < • • • , 
4° Cj =}= 0, 

et 

j e t a n t d ' a i l l e u r s un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l -
c o n q u e . 

65. Nous verrons que chaque systeme (56) satisfaisant aux 
conditions (57) peut etre resolu ä l'aide des systemes reduits 
generalises dont Ie ßiöme s'ecrira sous la forme suivante: 

(58) V1 *7i—1 
V i = 2 h yh 

{i = 1, 2, 3, . . .) 
7i=:l 

oü 7. = O pour i 4= k, la suite indefinie 

A 1 , A 2 , AG, . . . A M , . . . 
etant teile que 

(27) »n+l 
AM 

^ p > 4 (» = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 



114 HERMANN JAAKSON A VIII. i 

Il resulte evidemment de (27) que 

I Xn I —• oo pour n —* oo, 
et 

> pn~m• pour n >> m, 

quels que soient Ies nombres entiers positifs n et m (n° 35). 
Q u a n t a u x s y s t e m e s t e i s q u e (58) d o n t I e s Xn  

s a t i s f o n t ä la c o n d i t i o n (27), n o u s a l l o n s m o n t r e r 
q u e c h a c u n d ' e u x p e u t e t r e r e s o lu p a r la m e t h o d e 
de F o u r i e r . 

En effet, etant donne un systeme (58), designons par 

y?, yp> y .(«) 

Ies valeurs des inconnues du systeme reduit correspondant, ne 
contenant que n equations et autant d'inconnues (n^h)\ cela 
etant, on aura evidemment 

A 
(__1 )h+hy \ xJ fk *(n) 

OU 

et 

A <w) 
4 fc, h — 

1 A 1 . . . 
I n—1 
Ax 

A(n) = 1 Xi) . . . y n—1 

1 x„, . . j n—1 
An 

1 A 1 . xi-2 * h 
Ax . . A T 1 

1 A f c -I *h—2 . Afc—i * h 
Ak-X 

O n—1 . . . Afc-1 

1 AFC+I 
« h—2 • Afc+1 * h Afc+1 * n—1 

• • A&-(-I 

Xn 
jfc—2 . An A

h ' Q J; n . • . A# 

En comparant cette solution-ci avec celle du systeme reduit 
fini correspondant au systeme (22) (n° 30), on s'aper<?oit aise-
ment de ce que celle-ci s'obtient de celle-lä en y remplapant 

Tc par h—1, h par Tc et ck par yk. 
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Donc, d'apres (23) (n° 30), 

(n—1) 

n 
(n) 

(_!)»+* . yj 
(½' ̂ l) 

Aq Ag • • . Aft 

: - I - ' ) - ( £ - ' ) ( • - & ) ( Xk-SrIj 

(Ä = 1, 2 , 3 , . . . n), 

Afc 
Xk+2 

Afc\ 

(n-1) 

j r 

(½' ̂ i) 
A2 Xg... Aa 

etant Ia fonction symetrique, entiere et homogene d'ordre h—1 
des n — 1 quantites: 

J1 J1 Ai A2 A fc_i A fc+i Ä, 
(n° 30). 

En tenant compte de Ia condition (27), ainsi que des con-
siderations des num6ros 33 et 37, on pourra en conclure que 
Ies limites 

Vh = Um y'f 
n-> oo 

existent, 6tant finies, bien determinees et, pour yk 4= 0, differentes 
de zero: 

(59) • Vk= i—^rll n 

Z 1 _ 
(h, M 

( Ä = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

L e s v a l e u r s d e s yh, q u i v i e n n e n t d ' e t r e o b t e -
n u e s , c o n s t i t u e n t u n e S o l u t i o n du s y s t e m e (58) 
e n r e n d a n t a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t e s t o u t e s s e s 
s e r i e s . 

En effet, prenons, pour fixer Ies idees, Ia serie iibme, i etant 
un nombre entier positif fixe choisi d'ailleurs arbitrairement, et 
däsignons par 
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U1 h = X"rlyh et uh+l = X]yh+1 

ses deux termes successifs; alors, d'apres (59), on aura 

jp 1 
uTIi) •• 4+i U 

A+l 

U1, Z 1 

(A1,;.,) K K - - - ^ 

et, par suite, d'apres Ies inegalites (29) ou (28) (n°35), 

14/, , i < 1 5 Xi 

U, n Ah+1 

donc, 
vh+i 
U1. 

O pour h —> oo 

et il en resulte immediatement que la serie i i ö m e converge abso-
lument. 

Les parties droites des equations du systeme (58) s'obtien-
nent de la serie 

O O 

UyhZ
h-1 

A=I 

en y faisant parcourir ä z Ies elements de la suite indefinie 

l̂J 2̂> • • • 

Or, remarquons que, si 1'on entend, dans cette sõrie, par yh re-
spectivement Ies valeurs bien determinees des inconnues du 
systeme (58) fournies par Ies formules (59), cette serie representera 
une fonction entiere ip{z). 

Bn effet, comme nous venons de Ie voir, elle converge 
absolument pour Z = Xi, i etant un nombre entier positif quel-
conque; par suite, elle Ie fera evidemment aussi dans toute 
l'etendue du plan de z, puisque 

I Xi I —> oo pour i —f co. 
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Nous en concluons donc q u e c h a q u e s y s t e m e (58) 
ou la s u i t e d e s Xn s a t i s f a i t ä l a c o n d i t i o n (27) 
n o u s f o u r n i r a u n e f o n c t i o n e n t i e r e 

O O 

h= 1 

66. L ' i d ee e s s e n t i e l l e de la methode par laquelle 
nous allons resoudre Ie probleme special de l'interpolation, 
enonce ci-dessus (n° 64), consiste en ce que nous allons former, 
d'apres une certaine regle, une suite indefinie de systemes reduits 
generalises 

(S1)i (S2) (Sn), . . . 

analogues ä (58); ä l'aide de ceux-ci nous construirons respec-
tivement une suite indefinie de fonctions 

Vi(*)> Ws(*)» • • • 

en choisissant Ies systemes (Sn) de sorte que Ies fonctions cor-
respondantes ipn(z) satisfassent aux c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : 

(1) q u e ipn(z) s o i t u n e f o n c t i o n e n t i e r e , representee 
par une serie entiere de z convergente dans toute 1'štendue 
du plan de z; 

(II) q u e l a s e r i e 
O O 

»=1 

s o i t u n i f o r m e m e n t c o n v e r g e n t e d a n s Ie m e m e 
d o m a i n e ; 

et que 1'on ait: 

(III) Ipn(Cii) = O pour i = 1,-2, 3 , . . . w —l, 

(IV) = Cn — Vi(«„) — Vs(«„) — . . . — V«-i(a„) 

(« = 1,2,8,. . . ) . 

Supposons, pour Ie moment, tout cela fait; alors, d'apres (I) 
et (II), la serie 

oo 

ž Vn(Z) 
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representerait evidemment une fonction F(z) holomorphe dans 
toute l'etendue du plan de zt c'est-ä-dire F(z) serait une fonction 
entiere; de pius, en tenant compte de (III) et (IV), on aurait 

jrW = %(aJ + %(aJ H- • • • + </>»(«„) = Cn> 

(n = 1, 2, 3, . . .); 

donc, la fonction F(z) serait bien une fonction entiere exigee 
prena-nt, 

pour z = au a2, a3, . . . am, . . ., 

respectivement Ies valeurs prescrites 

C2j C3» • • • Cmj • • • 

67. Quant ä la regle d'apres laquelle on formera Ies syste-
mes reduits generalises (Sn)f nous nous permettrons de faire ä 
ce sujet quelques remarques generales, avant qu'elle soit fixee 
definitivement. 

Remarquons tout d'abord que Ies parties droites des equations 
du systeme donne (56) s'obtiennent de la serie entiere 

UCmZm 

m~l 

en y faisant parcourir ä 0 Ies elements de la suite donnee 

(A) = alf a.2, a3, . . . am, . . . 

D'une fa<?on tout analogue, nous formerors Ies parties droites 
des equations du systeme n i ž m e (Sn)t quel que soit n, en prenant 
une se^ie partielle deduite d'une certaine facjon de la serie 

00 
UCmZm 

rn—1 ' 

et en y faisant parcourir ä z Ies elõments d'une suite partielle 
(An) deduite d'une certaine fapon de la suite donnee (4). 

Les rangs des termes de la serie 

00 
UCmZm  

»1=1 
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constituent Ia suite naturelle des nombres 

w = 1 , 2 , 8 , 4 , . . . m, 

or, d'apres Ie n° 15, celle-ci peut etre decomposee en une infinite 
de suites partielles bien determinees 

(E) = (-EJ1) (E2) -j- . . . - | - (Em) -]-•••> 

(Em) etant 

(Em) = 1.2W—-1, 3.2m~\ 5.2m—1J . . . (2h—l)2m~1, . . 

quel que soit Ie nombre entier positif m. 
Cela etant, c o n v e n o n s d e f o r m e r t o u j o u r s Ia 

s e r i e p a r t i e l l e yjn(z) de s o r t e q u ' e l l e n e c o n t i e n n e 
q u e I e s t e r m e s de Ia s e r i e 

OO 

Z GmZm 

w=l 

d o n t I e s r a n g s c o n s t i t u e n t Ia s u i t e p a r t i e l l e 

(Emn) = 1.2M w _ 1 , 3 .2 W w ~ \ . . . (2h—1). 2mn~\ . . ., 

mn e t a n t un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e n o u s de-
t e r m i n e r ö n s u l t e r i e u r e m e n t . 

On aura donc 

».(«) = v ^1+ ^m"'1 + • • • + 

+ 0 ^ v T " - 1 + •' ' 

et il est aise de voir que, quant ä Ia forme de ipn(z), celle-ci est 
completement caracterisee par mn; en tenant compte de cela, 
d e s i g n o n s d e s I o r s c e t t e s e r i e p a r ipn(z,mn).-

Supposons, pour Ie moment, qu'on ait choisi d'une fa<?on 
quelconque mn, ainsi que 

Un) a«l, Cl«2, • • • Ctww, • « « , 
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{An) etant une suite partielle de (A)- alors, quel que soit Ie 
nombre entier positif i, n o u s e x i g e r o n s q u e la p a r t i e 
d r o i t e de l ' e q u a t i o n ^iibme du s y s t e m e {Sn) s o i t 

ipn {ani, mn). 

Q u a n t aux p a r t i e s g a u c h e s des e q u a t i o n s de ce 
s y s t e m e {8n), e g a l o n s - l e s t o u t e s ä z e r o , s a u f c e l l e 
de l ' e q u a t i o n n i ž m e q u e n o u s d e s i g n o n s p a r <5„, e 11 
nous r e s e r v a n t de la d e t e r m i n e r u l t e r i e u r e m e n t . 

D'apres cela, il est clair que chaque systeme (Sn) sera com-
pletement donne des que l'on a fixe d'une fa<?on quelconque ses 
t r o i s e l e m e n t s c a r a c t e r i s t i q u e s : mn, (An) et õn; il en 
resulte donc que Ie p r o c e d e de c o n s t r u c t i o n d e s s y -
s t e m e s r e d u i t s g e n e r a l i s e s (Sn) c o n s i s t e , au f o n d , 
en ce q u e l ' o n f a i t , d ' u n e c e r t a i n e f a g o n , c h o i x 
de l e u r s e l e m e n t s c a r a c t e r i s t i q u e s . 

68. Comme nous venons de Ie constater tout ä 1'heure, Ies 
elements caracteristiques mn, {An) et õ„ determinent un systeme 
(Sn) de la forme suivante: 

ipn (O/nif W2w) (¾ I j 2, 3, . . .) 

oü, par definition, <5* = 0 pour i 4= n ; explicitement celui-ci s'ecrit 

* „ 1.2Ww_1 I ^ 3.2'¾-1 , , 
' ~~ ani H" ani "h • • • + 

4-G m -i a(2h~1)2 n + . . • 1 (« = 1, 2, . . .) 1 (2fc—1)2 M m 1 j i i ) 

ou, en tenant compte de ce que 

(2Ä—l)2mn~1 = (h — 1) 2m" -j- 2W n"\ 

ani 

+ C(2h-i)^~1 ( a m ) + • • * J (« = 1,2,. . .) ; 
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enfin, en designant 

(60) 

«< 

(» = 1,2,8, . . . ), 

X.—CL2-t — 

Vt1 (̂2A—l)2m" 1 (h = 1, 2, 3, . . .), 

notre systeme se presentera sous la meme forme que Ie sy-
steme (58): 

OO 

Yi = Z y h ^ (i = 1,2,3,...) 
Ti=I 

oü Yi==O pour ir(rw, car, par definition, dt- == o pour izfcn. 
Donc, quel que soit Ie nombre entier positif n, c h a q u e 

s y s t e m e r e d u i t g e n e r a l i s e (Sn) f o r m e ä l ' a i d e de 
s e s e l e m e n t s c a r a c t e r i s t i q u e s mn, (An) et õn (n° 67) 
p e u t , en e f f e t , e t r e m i s s o u s la f o r m e d ' u n s y -
s t e m e t e l q u e (58). 

Il ne reste, par suite, qu'ä determiner Ies elements caracte-
ristiques, de sorte que Ies systemes (Sn) puissent etre resolus 
par la methode de Fourier, et qu'ils nous fournissent une suite 
indefinie de fonctions 

V2(SjW2), • • • • • • 

satisfaisant aux conditions (I), (II), (III) et (IV)' (n° 66), etant 

ipn(z, mn) = Z c m„-l 2 
v 7 (2¾-1)2 

(2¾-1).2 
Ti=I 

oü 1'on entend par C 1)2mn-i Ies valeurs respectives des incon-
nues du systeme (Sw) obtenues en resolvant ce systeme par la 
methode de Fourier. 

69. Bxaminons maintenant de pres Ies conditions auxquelles 
il suffit d'assujettir Ies elements caracteristiques mn, (An) et dn, 
pour que Ies fonctions correspondantes ipn{z,mn) satisfassent, en 
effet, ä toutes Ies conditions enoncees au n° 66. 
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Comme nous venons de Ie voir, au n° 68, chaque sy-
steme (Sn) s'ecrit sous la forme d'un systeme tel que (58), en y 
introduisant y{, Xi, yh ä l'aide des formules (60). 

D'autre part, d'apres Ie n°65, chaque systeme (58) dont la 
suite correspondante des Xm satisfait ä la condition (27) deter-
mine une fonction entiere de 

Nous en tirons donc immediatement la conclusion suivante: 
p o u r q u ' u n s y s t e m e (Sn) n o u s f o u r n i s s e u n e f o n c -
t i o n e n t i e r e ipn(2,mn), c'est-ä-dire pour que la condition (I) 
(n°66) s o i t r e m p l i e , i l s u f f i t de c h o i s i r mn et (An) 
de s o r t e q u e 1'on a i t 

O mn 
>p>:_ 4 (m= 1,2,3.. .). 

De meme, pour s a t i s f a i r e ä la c o n d i t i o n (III) (n°66): 

ipn(ai, w?n) = 0 pour i = 1, 2, 3, . . . n—1, 

il s u f f i t e v i d e m m e n t de c h o i s i r (An) en t e n a n t 
c o m p t e non s e u l e m e n t de (61), m a i s en i m p o s a n t 
e n c o r e c e t t e a u t r e c o n d i t i o n : 

(62) ani — üi p o u r i = 1, 2, 3, . . . n—1. 

En effet, etant = 0 pour i 4 n (n° 67), il en resulte que 

ipn (ani, mn) = 0 pour i =# n; 

par suite, lorsque ani = ai pour i — 1, 2, 3,. . . n—l, on aurait bien 

Vn (a*, mH) = 0 

pour Ies memes valeurs de i. 
Ensuite, pour s a t i s f a i r e ä la condi t ion (IV) (n°66): 

Ipl (an, mx) -f- ip.ž (oM, Wi2) + ... + ipn(a», mn) = cn, 

i l s u f f i t de p r e n d r e , c o m m e on s ' e n a s s u r e r a 
a i s e m e n t , 

!

0>nn Un e t 

Ön = Cn Vl (OnyfO1) (a„, Wl2) . . . Ipn-I («w, mn-\), 

(61) dn(tn-\-l) 
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en supposant qne Ies fonctions entieres 

^2(^m2)) ••• 

soient dejä determinees par Ies n—1 premiers systemes: 

(Sl), (S2), ... (&-!). 

Cela etant, ön aurait evidemment une valeur finie et bien 
determinõe. 

Enfin, p o u r qne la c o n d i t i o n (II) (n° 66) s o i t 
r e m p l i e , e l l e - a u s s i , il s u f f i t , comme nous Ie montrerons 
ulterieurement, d ' i m p o s e r ä mn e n c o r e la c o n d i t i o n 
s u i v a n t e : 

(64) | r M | -= 

r e t a n t un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e 
c h o i s i de s o r t e q u e 1'on a i t 

I am I > 1 p 0 u r m > r. 

Donc, il s'agit des Iors: 
I 0 de montrer que 1'on peut, en effet, satisfaire aux con-

ditions simultanees (61), (62), (63) et (64) que nous venons 
d'imposer aux Clements caracteristiques mn, (An) et õn; 

2° de fixer definitivement ces elements au moyen de 
regles precises, permettant de Ies choisir en tenant compte de 
toutes Ies conditions mentionnees ci-dessus, et 

3° de demontrer la convergence uniforme de la serie 

CO 

V Ipn (2, mn) 
n=z 1 

dans toute l'etendue du plan de la variable 0, Ies fonctions 
entieres ipn(z,mn) etant construites ä l'aide des systemes (Sn) 
determines par leurs elements caracteristiques. 

70. üccupons-nous d'abord de la premiere de ces trois 
questions. 

On 

m„—l 
< 1 pour- n ;> r, 
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Supposons que 1'on ait dejä construit Ies n—1 premieres 
fonctions entieres: 

Ip1 (ZjHi1), ip2(z,m2), . . . I p n ^ z , mn_x) 

ä l'aide des systemes (/S1), (S2), . . . ( ^ 1 ) ; alors, d'apres (63), 
õn sera une quantite finie est bien determinee. 

Cela etant, il est aise de voir que 1'on peut toujours 
supposer que soit 

W = < 1 

pour n ^ r, r etant un nombre entier positif quelconque choisi 
de sorte que | am|>> 1 pour m^r. 

En effet, etant n ^ r et, par suite, | an | >> 1, il en resulte 
immediatement que pour chaque valeur finie de õn on aura 
|yM|<<l> pourvu que mn s o i t r e s p e c t i v e m e n t un n o m b r e 
p o s i t i f a s s e z g r a n d . 

En particulier, lorsque |«„|>>l, et ön a une valeur bien 
determinee, il y a evidemment un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f 
Ie p i u s p e t i t ^ 1 satisfaisant ä 1'inegalite 

c'est-ä-dire tel que 

x " > 
H ^ 

< 1 , 

log I Ön I 
log I an j' 

Xn une fois calculš, on peut dire q u e 17J <C 1 p o u r c h a q u e 
v a l e u r e n t i e r e et p o s i t i v e de mn s a t i s f a i s a n t ä i a 
c o n d i t i o n 

OT„—1 
2 

Reste enfin ä examiner de pres (61): 

I o"1 

ttn(m-j-l) I ^ 4 (m = 1,2,3,...), 

anm y designant m i šme element de la suite partielle (An) dont les 
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n premiers elements doivent etre Ies memes que ceux de la 
suite donnee (A): 

«ni = ai (i = 1, 2, 3, . . . n). 

71. A cet effet demontrons tout d'abord la proposition 
suivante: 

E t a n t d o n n e e u n e s u i t e i n d e f i n i e 

( A ) = tty, Ctg, (¾, . . . Ctm, • • • 

t e i l e q u e 

I % I < I «21 < • • • < I am I < .. •, I am I —• co p o u r m —• oo, 

on p e u t t o u j o u r s d e t e r m i n e r un n o m b r e e n t i e r 
p o s i t i f Ie p i u s p e t i t >1, de s o r t e q u e p o u r fi'H>fin 

on a i t 

ai+1 > p > 4 (i = 1, 2, 3, . . . n), 

n e t a n t un n o m b r e e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e , e t 
4 un n o m b r e p o s i t i f f i x e . 

En effet, par hypothese, 

ßt-f-1 > 1 (i = 1 ,2 ,3 , . . . ) . 

Or, designons par {> celui des n nombres positifs: 

a2 «8 
> • • • 

Ctn 
y 

Ot1 a2 an—i Cln 

qui sera Ie pius petit, ou, au moins, pas pius grand que chacun 
des autres; d'apres cela, Q >> 1 et, par suite, etant donne p ;> 4, 
on peut faire correspondre ä ces deux nombres fixes: Q et p un 
nombre entier positif fin de sorte que soit 

Q^n p. 

Pour fixer Ies idees, entendons par /nn Ie nombre. entier positif 
Ie pius petit pour lequel est remplie la derniere condition. 
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Cela etant, on aura evidemment ä fortiori 

donc, en particulier, 

Qfl" >P (K1 > ; 

Q p 

pour chaque valeur entiere et positive de mn satisfaisant ä la 
condition 

OmW \ 2 > u . = * n 

Bn tenant compte enfin de ce que nous entendons par Q, 
il est aise de voir que fin, qui vient d'etre determine tout ä 
l'heure, est bien Ie pius petit nombre entier positif pour lequel 
on aura 

ai-i-i 
flt 

^>p^<i (i= 1, 2, 3, . . . n). 

72. Montrons maintenant qu'il est bien possible de deduire 
de la suite donnee (A) une suite partielle 

(A n) ÖmI, Ctw2, . . . CXNM, A«n(m-\-l), • • • > 

et de choisir un nombre entier positif mn de la fa<?on que 1'on ait: 

I 0 ßm = 0% pour i = 1, 2, 3, . . . n, 

2 ° C&n(m-f-l) 
CLNM 

2 n 

.> p > 4 (m = 1, 2, 3,. ..). 

En effet, en posant 

ani = ai pour i = 1, 2, 3, . . . n 

•et en calculant, d'apres Ie numero precedent, /½, on aura 

1) I 
Clnm 

^ P ^ 4 P o u r w = l , 2,3, . . . n — 1 . 
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Quant ä tous Ies autres elements de Ia suite (An) 

On(n-\-l)j &n(n-\-2) > • • • Onm, 

nous Ies choisirons de sorte que l'on ait 

f^n 
&n(m-\-l) >p>4, 

m etant un nombre entier positif quelconque. A cet effet on 
n'aura qu'ä proceder de Ia maniere suivante. Etant donne un 
element quelconque anm (m > n) de Ia suite (An), prenons pour 
««(«+1) element quelconque de Ia suite (A), soit as, tel que soit 

CLs 

O-Iim 
Vn 

>p ;> 4. 

Or, cette derniere condition n'exigeant que ce que | a s | soit 
assez grand: 

Ii f*n I I f̂ n Os I P I Onm j > 

eile peut etre satisfaite evidemment d'une infinite de manieres, 
puisque | am | —• oo pour m —> oo et, par suite, ä partir d'un certain 
indice N assez grand tous Ies elements de Ia suite (A) sont 
tels que chacun d'eux pourra etre pris pour an{m+\). 

Donc, en imaginant notre procede continue indefiniment, 
on obtiendra une suite indefinie 

(A) On2, • . . Clnm> ^w(m+l) > • • • 

satisfaisant aux conditions suivantes: 

Oni = Cii pour i = 1, 2, 3,. . . n 
et 

O «(»f-j-i) 
Onm 

>p> 4 (m= 1,2,3, . . . ) , 

cette suite admettant d'ailleurs, comme il est aise de* Ie voir, 
une infinite de determinations. 
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Cela etant, il est clair que 

(Inm 
^ P ^ 4 (m = 1, 2, 3, . . .) 

pour chaque valeur entiere et positive de mn teile que 

2 " > [i (n° 71), 

c'est-ä-dire ä partir d'une valeur assez grande de mn. 
Remarquons enfin que dans Ie cas oü 

n> r (n° 70) 

on aura de pius 
y, |< 

pour chaque valeur entiere et positive de mn satisfaisant aux 
conditions simultanees et bien compatibles suivantes: 

et 

2 > fi, 

m„—1 
^ j 

} (n° 70). 

,Nous en tirons donc laconclusion que, s i Ies e l e m e n t s 
c a r a c t e r i s t i q u e s d e s s y s t e m e s 

(S1) (S2), . . . (Sn—i) 

s a t i s f o n t a u x c o n d i t i o n s (61), (62), (63) et (64) (n°69), 
c e u x du s y s t e m e (Sn) p e u v e n t e t r e c h o i s i s t o u -
j o u r s de s o r t e q u ' i l s s a t i s f a s s e n t , e u x - a u s s i , a u x 
m e m e s c o n d i t i o n s , (An) et m„ a d m e t t a n t m e m e 
u n e i n f i n i t e de d e t e r m i n a t i o n s . 

73. Pour fixer Ies idees, convenons de choisir (An) et mn  

d'apres certaines regles simples n'admettant -pour eux qu'une 
seule determination, quel que soit Ie nombre entier positif n. 

A cet effet prenons pour (A1) la suite indefinie 

(A1) = (X11, a12, fl13, . . . Ctim, . ? . , 
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en determinant ses Clements de la maniere suivante: soit an = 
et, d'une fagon generale, etant' fixe un element quelconque 

Cllm (w l)> SOit CX\(mJi^\) — tts 

oü 1'on entend par as celui des elements de la suite donnee (A) 
qui satisfera ä la condition 

CLs 

Cl lm P 

et occupera Ie rang Ie plus petit possible. 
Cela etant, prenons pour (Aw) la suite indefinie 

( A w ) = cini, cin2, • . . cxnn, . . . 

dont Ies elements soient: 

I0
 cxni = ai pour i = 1,2,3, . . . n et 

•2° ani = au pour i = n+1, n-\-2, . . . 

D'apres cela, chaque suite (An) sera donc completement deter-
minee, quel que soit Ie nombre entier positif n; en particulier, 
si Ies elements de la suite donnše (A) sont teis que 

> i > > 4 ( m = 1, 2, 3, . . . ) , 

chaque suite (Am) construite d'apres la regle precedente deviendra 
evidemment identique ä la suite (A). 

Comme il est aisš de s'en assurer, Ies elements de la suite 
(An), que nous venons de construire tout ä 1'heure, satisfont bien 
ä la condition 

Cln(m-\-l) 

Clfim 
;> p :> 4 (m = 1, 2, 3, . . .) 

pour 2m" > (An, quel que soit n; [in designe ici, comme auparavant 
(n° 71), Ie nombre entier positif Ie pius petit pour lequel on a 

Oi-Sr i Vn 
> p 4 (i = 1, 2, 3 , . . . n). 

\ 9 
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Quant ä w„, determinons-le de la fapon suivante: 
I 0 soit W1 = l, 
2° pour n:> 2 soit mn Ie pius petit nombre entier positif 

satisfaisant aux conditions simultanees suiväiues: 

2'n" > 

mn >> W w -1, 

2 W w - 1 >x„, 

la derniere d'elles n'etant d'ailleurs imposee que lorsque n^>r; 
on y entend par r un nombre entier positif quelconque choisi 
de sorte que 1'on ait 

r > 1 et I am | > 1 pour w ;> r; 

xn est, d'apres Ie n0 70, Ie plus petit nombre entier positif pour 
lequel on a 

^tant n>r et 

Ön = Cn Vl («n, W 1 ) — («n, W 2 ) . . . Vn-I (a"> *»n-l ) . 

74. D'apres Ies regles que nous venons de fixer au 
numero precedent, il est aise de determiner successivement Ies 
elements caracteristiques des systemes reduits generalises 

(S1), (S2), (S3) . . . ( & ) . . . 

d'apres l'ordre de grandeur de leurs indices (n); ce procede nous 
fournira Ies elements caracteristiques satisfaisant ä toutes Ies 
conditions enoncees au n° 69. 

Tout d'abord on fixera p et r de sorte que 1'on ait 

p >4, r > 1 et | a w l | > l pour m^r\ 

ensuite on formera, d'apres Ie numero precedent, Ies suites 
partielles 

Ĉ l)> (A2), • • • (Am), • . . 

Le systeme (S1) aura pour elements caracteristiques 

õt = C1, (A1) et W 1 = l. 
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Les elements de Ia suite (A1) satisfaisant ä Ia condition 

Cl(m-fl) 
öl m 

Ie systeme '(S1) nous fournira, d'apres Ies numeros 69 et 65, une 
fonction entiere bien determinee' mx) prenant pour z = O1 Ia 
valeur (S1 = C1., 

Cela etant, Ie systeme (S2) aura pour elements caracte-
ristiques 

S2 = G2-Ip1(O2iIn1), (A2) et m2, 

m2 etant Ie plus petit nombre entier positif satisfaisant aux con-
ditions 

2 " 2 ^ 2 , 

VYL2 wz1 = 1 

lorsque 2 O , ou bien aux conditions 

2™2 ;> fi2, 

m2 > W1 = 1, 

lorsque 2 = r (n° 73). 
Les elements caracteristiques du systeme (S2) une fois de-

termines, ce systeme nous fournira une fonction entiere cor-
respondante ip2(z, m2) prenant pour z = au a2 respectivement Ies 
valeurs 0 et ö2. 

D'une fa<?on generale, apres avoir determine Ies elements 
caracteristiques des n — 1 premiers systemes: 

(S1), (S2), . . . (Sn^1) 

et apres avoir construit ä l'aide de ces systemes Ies fonctions 
entieres correspondantes 

Ip1(Zjm1), %(z,m2), . . . Ipn^ (z, mn__x), 

on calculera 

= Cn Vl (Ctfi, ^1) V2 (a„, Wl2) — ... Vn—1 Witt—l). 

9* 
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D'autre part, d'apres Ie n° 71, on calculera iin\ alors, si n<r, 
on n'aura qu'ä tenir compte de /xn et m„_i pour determiner mn, 
tandis que dans Ie cas contraire oü n>r il faut encore calculer 
prealablement xn (n° 73). 

Les elements caracteristiques ön, (An) et mn une fois obte-
nus, Ie systeme (Sn) nous fournira une fonction entiere bien 
determinee ipn(z,mn) prenant pour 

Z #2 • * • —Ij 

respectivement Ies valeurs 

0, 0, . . . 0, ön; 

on s'en assurera aisement, car Ies conditions (61), (62), (63) et 
(64) sont, d'apres Ie n° 73, bien remplies. 

La fonction \pn(z, mn) s'ecrit (n° 68) 

OO 

(65) 1pn(Z, YYln) "^nh Z 
Ji=1 

xnh y designant la valeur de l'inconnue 

(̂2fc—l)2Ww_1 

obtenue en resolvant Ie systeme (Sn) par la methode de Fourier, 
c'est-ä-dire: 

^ 1 

(66) xnh = (—\f+nyn 
(Ann, Ani) Xn2 ... A nh 

(Xnn i|| ^nn 

Xnl J 
1 ... Xn 

X 1 I l I v X I f^nin —1) / \ f^nmh 1 
Oll 

9

mn—'-1 OmW"1 

(l~ n nn Mm 

et 
Xni = ai (i = 1, 2, 3,...) (nos 65 et 68). 

Etant 

Xni ani 
> i P > 4 ¢ = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 
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il en resulte, d'apres Ie n°65, que xnh aura, en tout cas, une 
valeur finie et bien determinee; celle-ci sera differente de zero 
pour yn=j=0, mais nulle pour Yn = 0, quel que soit Ie nombre 
entier positif h. 

Nous en concluons donc que la f o n c t i o n e n t i e r e 
yn(z,mn) ne s ' a n n u l e i d e n t i q u e m e n t q u e s i Yn = O, 

c ' e s t - ä - d i r e s i 

Õn =Cn-Ipl (an, *%) ^ 2 («n, M2) . . . Ipn-i (<Zn, Wln-1) = 0. 

75. En imaginant Ie procede de formation des fonctions 
entieres, que nous venons de decrire, continue indefiniment, on 
obtiendra ainsi une suite indefinie 

Ip1 (z, WI1), Ip2 (z, m2),... ipn(z, mn),... 

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s'annuler 
identiquement, il est aise de voir qu'elles ne Ie font pas toutes. 

En effet, sans restreindre la generalite, on peut supposer, 
d'apres Ie n° 64, que c, 4= 0, j etant un certain entier positif. 

Pour fixer Ies idees, supposons que cj soit Ie premier ele-
ment de la suite indefinie donnee 

Ci, C2, . . . Cj_v Cj, . . . Cm, . . . 

qui differe de zeror 

Ci = C 2 =T 1 1 1 = C h = 0 ; CJ =J= 0; 

alors Ies j — 1 premieres fonctions: 

Ipi(Zjm1), Ip2(ZfIn2), . . . 

s'annulent identiquement, etant 

S1 = d2 = ... — Sj1 = o, 

mais ipj(z, m.) ne Ie fait pas, puisque <5,- = cj 4= 0: 

wj («?, wj) = sj = cj =# 0. 

Donc, en formant avec Ies elements de la suite indefinie 

Ip1(ZyTn1), ^2(z, w2), ... ipn(z,mH) 
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la serie 
OO 

ipniz, mn), 
n=\ 

il est clair que tous ses termes ne s'annulent pas identiquement. 

76. Reste enfin ä demontrer la convergence uniforme de 
la serie 

CX) 

2J ipn(z,mn) 
n—1 

dans toute l'etendue du plan de la variable z. 
En tenant compte de (65) et en designant 

(67) vnh (z) = xnh

 2 W , 

on peut presenter la serie 
OO 

(68) 2J ipn(z,mn) 
W—1 

sous la forme de la serie double 

OO OO 

(69) £ ^ J Vnh (z) 
n—l h=l 

pour toutes Ies valeurs de la variable z qui rendent absolument 
convergente cette serie double (69). 

En effet, Ies series (68) et (69) contiennent toutes Ies deux 
Ies memes termes vnh(2); d'autre part, la somme bien determinee 
d'une serie double absolument convergente ne depend ni de 
l'ordre ni des differents modes de groupement de ses termes. 
Nous en tirons donc la conclusion suivante: 

La serie (68) peut etre consideree comme deduite de (69) 
en y groupant, d'une certaine fapon, ses termes vnh{z); elle sera, 
par suite, absolument convergente pour chaque valeur de la 
variable z = Z0 pour laquelle Ie sera la serie double (69), toutes 
Ies deux ayant la meme somme (a): 

OO OO OO 

Vnhißo) ^ JU tyn(Z()i VYln). 
«=1 Ti=I n~l 
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77. Demontrons d'abord qne Ja serie double (60) converge 
absolument pour z = au ai etant un element quelconque de la 
suite donnee 

(A) = #2, • • •} . . . 

. Pour cela il suffit de demontrer que 1'on peut trouver deux 
nombres entiers positifs: H et N te!s que soit 

Unh <T 1 

pour h>^H, independamment de n, ainsi que 
pour n>N, independamment de h, 

etant 
Unh = I Vnhial) I (2nhf ou, d'apres (66) et (67), 

(70) U% n h 

(2 nhf a\ 3 (2/t 1) 2 
7 • I • n ^ 

(Ann, A«t) 
Xn2 XnS • • • Xnh 

X,m i \ (Xnn , \ ( Xnn 1 ^ / f I1 

En effet, il en resuUerait immediatement que, pour Ies va-
leurs indiquees de n et h, on aurait 

Vnh (Oi) | << 
(h-\-n) 

( 0 < Q < L ) ; 

donc, d'apres Ie critere dii numero 23, la serie double (69) serait 
bien absolument convergente. 

Cela etant, examinons de pres Unh. 
En terant compte de ce que 

1 9 * /wnnl = 
um (n° 74) 

et 

11 

An(m-f-1) ßn(m-f-X) 

Anm &mn 

'apres Ie n° 35, 

* OO -
^ Ann 

// -

9mn i (W 1,2,3,...), 
" > p> 4 (iv 73) 

> 1 
P 

1 ^ 2 , 
- i > "8 ( n s = s 1 » 2 » 8 »---); 
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d'autre part, 

(2h—1)2Wm_1 = (h—i)2m w-j-2m"_ 1 

par suite, d'apres (70), on peut ecrire 

(71) Unh < Q(n) . P(n,h) o ü 

(72) Q(n) = 
12n3y a2 

• n 

,mn— 1 

(Xnn i \ / ^nn .. \ / .. \ 

Xn\ J\Xn2 J yÄM(n_i) J 

et 

(73) P(n, h) = h*ia. 
h—l 

2 
(̂nn> ^wl) 

Xn2 XnS • • • Xnh 

78. Eiudions, ä Ieur tour, Ies expressions Q(n) et P(n,h). 

Occupons-nous d'abord de la premiere. 
Etant 

I Yn I < 1 P o u r n ^ r ( n ° 69) et 

on a 

. THiyi Xmn = CL1

rn pour m = 1, 2, 3, . . . n (nos 77 et 73), 

^ ̂ nl I ^ Ai2 I W"n(n—1) J 

On On On_\*mn L_ l\ / l\ / 1_\ 
Cl1 O2'" Cln—1 j . \ Pj \ P2) ' " \ Pn-1) ~A> 

> ttn Öw Clfi 
d-y Cl 2 CXn—1 

donc, 

(74) 

Yi 
Q(n)<C 18n 3 | a , | 2 ax Ci2 an—i __ 

fln Cln CXn I 

= 1 8 w 3 6¾! fltg Ötfli—i 
CXn CXn CXn 

1 
ß. CX \ (X2 CXn—1 

CXn CXn CXn 

(&>r). 
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Or, remarquons que 

Ml„—1 ^ 
2 > 1 (» = 1,2,3,...), 

mn etant, d'apres Ie n° 73, un nombre entier positif. 

D'autre part, on a evidemment , 

aI < 1 pour j = 1,2, 3 , . . . n—1 (n° 64) 
a» I 

et 
O1 

Cln 
O pour » —• oo, car | a„ | -* oo pour n —> oo; 

ii en resulte donc que, i etant fixe, 

2
wn—1 

—* O pour n—* oo. (75) Cl1 Cl2 Cln—1 

gn gn gi' 

De meme, il est aise de voir que 

(76) 18»J 

En effet, 

Cl1 Cl2 Cln—1 

Cln On CZn 

. / n H " 1 

18» 3 . Cl1 Cl2 Cln—1 

On On CXn 

I QmM-1 

»3 18»! 

O four n —> oo. 

G\ G<2 Ctyi—1 
gn gn gn 

^ 1 8 n S L L . JA = 14«-1 4»»-2 42 41I 
1 1 _ 18n3 _ ^ 

n(n—1) 

2 ~ ^ 

Or, Ia serie ä termes positifs dont Ie terme nieme est vn converge 
evidemment, puisque 

Vn+i /n-f-l\3 1 27 o • — — = I — 1 — I • — ^ — pour n > 2; 
vn \

 n J 2" 32 — 

donc, vn —• O pour » —• 00 et, par suite, ä fortiori 

18n —1 
gn gn gn 

i 2

m n " l 

O pour n —> co. 
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En tenant compte de (74), (75) et (76), il est clair que 

(77) Q(n) —• O pour n —• oo. 

Nous en concluons qu'il est bien possible d'indiquer un 
nombre positif Q tel que 

Q ( n ) = Q pour n= 1, 2, 3, . ./ , 

car, quelle que soit Ia valeur entiere et positive de n, Q(n) est, 
dfctpres (72), toujours fini et bien determine, et ses valeurs 
tendent vers zero lorsque n tend vers oo. Donc, 

(78) Unh<CQ- P{n,h), quel que soit n. 

79. Examinons maintenant P(n,h). Etant 

X '"iifm-(-1) 
7 ''Inn. 

> p> -i (m =- 1,2,3,...), 

on peut ecrire, d'apres (28) et (29) (n°35), 

amsi que 

2J 
(Xnn, Xnl) 

y 

l 
Xn2AltS . • . Anh 

1 < 15 

1 
XnlXu2 • • . A m(h—1) 

An2 X^s • • • Xnh 

aussi, en tenant compte de ce que 

A)) 1 Xn2 • • • X n(h—1) 

— (m= 1,2,3,. . .) , 

«um == «m pOUr M — 1, 2, 3 ... tl, et 

j Q>nm I Clm | pOUl Tfl -)- 1 , 

a-t-on, d'apres (73), 

(.Pn, h) < 
15 A3 CXi CX% Cti -

G i CX 2 CXji—x 

. quelle que soit Ia valeur entiere et positive de n. Or, il est 
clair que 
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Cll CX{ di 
Cl1 (1-2 Clh—1 

O pour h —• oo, 

puisque 

< 1 pour j > i-f-l» et ~a' —+ 0 pour h -> oo 
Clh-1 

Il en resulte donc que l'bn peut assigner un nombre entier 
positif h0 tel que 

CX% CX % CX\ 
$2 (Xh—i 

<C 1 pour h>h0; 

par suite, etant mn > l (n = 1, 2, 3, . . .) (n° 73), on 

.15/¾3  

P(n,h) < 8 • 
Cli CX% CX( 

Clo C%h—j 

pour h > h0, quel que soit n. 

Cela etant, remarquons que J a serie 

dont Ie terme general est 

uh 

15 A3 

OO 

Uh 
h=2 

CX % CX j Cl i 
Ötj 6?2 (Xh—l 

converge evidemment, puisque 

Uh-IrI 
Uh 

IhJrIY 

\ h / 

üi 
ah 

CLi 
Clh 

-* 1 pour h —* co et 

O pour h oo ; 

par suite, uh —* O pour A —> c o et, ä fortiori, 
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(79) P(n,h) —• 0 pour h —*• oo, 

quel que soit n. 
Nous en concluons, tout comme dans Ie cas de Q{n) (n° 78), 

que 1'on peut trouver un nombre positif P tel que 

P(n, h) P, 

quels que soient n et h. Donc, 

(80) Unh < P. Q(n), 

quel que soit h. 

80. En tenant compte, d'une part, de (78) et (79) et, d'autre 
part, de (77) et (80), il en resulte immediatement que 1'on peut 
assigner, en effet, deux nombres entiers positifs: If et N teis que 

Unh < 1 

pour h>H, independamment de n, ainsi que pour n>N, in-
dependamment de h. 

Donc, d'apres ie n° 77, la serie double (69) 
* 

OO OO 

Z 2*Vnh{z) 
fi—1 h—X 

est, en effet, absolument convergente pour 0 = at-, a, etant un 
element quelconque de la suite donnee 

(a) = cl1, 0,2, clg, . . . cxmy • • • 

De pius, etant 

I Vnh{z) I = I Vnhifli) J pOUr I Z j = I di j, 

la serie double (69) ^converge absolument et uniformement dans 
tout Ie cercle ayant pour centre 1'origine et pour rayon |a t |. 

En remarquant enfin que |a; | augmente indefiniment avec i: 

I ai I —> oo pour i —> oo, 

on en conclura donc q u e n o t r e s e r i e d o u b l e (69) s e r a 
a b s o l u m e n t e t u n i f o r m e m e n t c o n v e r g e n t e d a n s 
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t o u t e l ' e t e n d u e du p l a n de z, a i n s i q u e Ie s e r a , 
p a r c o n s e q u e n t , d'apres Ies considerations du n° 76, Ia 
s e r i e (68) 

OO 

2J Vn{z, mn). 
n=X 

» 

81. Comme nous venons de Ie voir plus haut, chacun des 
termes yjn(z, mn) de Ia serie (68) est une fonction entiere (n° 74); 
d'autre part, Ia serie 

OO 

1pn(z, Wn) 
n— 1 

est uniformement convergente dans toute l'etendue du plan de 
Ia variable z (n°80). 

Nous en concluons donc, d'apres Weierstrass, q u e I a 
f o n c t i o n 

OO 

F(z) = £Vn(z,mn) 

e s t h o l o m o r p h e d a n s Ie m § m e d o m a i n e , c ' e s t - ä -
d i r e q u e F{z) e s t u n e f o n c t i o n e n t i e r e , e l l e - a u s s i . 

De plus, etant 

ipn(ai, wn) = O pour i — 1, 2, 3,. . . n—1, 
et 

Vnian, mn) = Cn — Vi {an, Vn1) — Vi(an, m2) — ... — Vn-i(an, mn^x)f 

quel que soit n (n° 74), il en resulte que 

OO 

F(Ctm) tpn(am, YM11) 
fc=l 

= Viia™, ^1) -f- ip2(am, m2) mm) = cm, 

m etant un nombre entier positif quelconque. 
Donc, Ia f o n c t i o n F(z), q u e n o u s v e n o n s d e 

c o n s t r u i r e , e s t une f o n c t i o n e n t i e r e p r e u a n t p o u r 

Z — flj, $2> ci3, ... (Irtif ' ' • 
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r e s p e c t i v e m e n t I e s v a l e u r s p r e s c r i t e s 

c2i ^3) • • • cm, • . . 

Aussi, en la presentant sous la forme d'une serie entiere 

F(z) = C1Z -J- C2Z
2 -J- C3;?

3 -J- . . . -J- CmZm - j - . . . , 

Ies valeurs des coefficients (Cw) ainsi obtenues constituent-elles 
evidemment une Solution du systeme (56) d'equations lineaires ä 
une infinite d'inconnues (n0 64); par suite, il est clair que Ie 
probleme special de l'interpolation, sous l'hypothese restrictive (53), 
peut etre considere comme resolu, car, d'apres Ie n° 64, pour Ie 
resoudre, on n'a qu'ä construire une Solution du systeme cor-
respondant (56). 

82. Quant aux valeurs des coefficients (Cs), elles s'obtien-
nent aisement, puisque Csz

s n'est evidemment que la somme de 
tous Ies termes des series entieres 

Ipl(ZiVn1), yj2(z,m2), . . . yjn(z,mn), . . . 

ayant pour facteur zs. 
Elles s'obtiennent d'une fa^on particulierement simple lorsque 

Wi^m j pour i=£j, P a r exemple, lorsque Ies elements caracte-
ristiques (mn) sont choisis, comme au n° 73, de sorte que 

(81) w i 1 < m 2 < m 3 < . . . < m r t < . .. 

En effet, d'apres Ie n° 68, ipn(z, mn) ne contient que Ies puis-
sances de g dont Ies exposants sont (2A—1)2^"1 (A = 1,2,3,...). 
Cela etant, il est aise de voir que, dans l'hypothese (81), une 
puissance quelconque de *r, par exemple, z8, n'est contenue que 
dans une seule serie q)n(z, mn) au plus, car s ne peut etre presente 
sous la forme 

s = ( 2 p — 1 ) 2 3 - 1 

que d'une seule maniere, p et q etant des nombres entiers positifs. 
Aussi, pour que zs soit contenu effectivement dans Fune 

de ces series ipn(z,mn), faut-il qu'il y ait dans la suite indefinie 

W1, w2, m3i . . . mn, . . . 

un element mn egal ä q: mn~ q\ cette condition necessaire sera 
evidemment aussi süffisante lorsque ipn(z,mn) ne s'annule pas 
identiquement, c'est-ä-dire lorsque ^4=0 . 
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D'apres cela, dans l'hypothese (81), on n'aura qu'ä presenter 
s sous la forme 

s = (2p — 1 ) 2 2 — 1 , 

et ä prendre 
Cg SCfip si Q W Z J J , 

tandis que 
Cs = O si g=j=m„ (w = 1, 2, 3,.-..), 

Ia valeur de xnp etant donnee par (66) (n° 74) en y remplapant 
h par p; on aura donc 

Xnp 0 pour õn =Jz 0» m a i s xnp = 0 pour = 0. 

83. Nous venons de construire une fonction entiere prenant 
pour z = ax, a2i ... am, . . . respectivement Ies valeurs prescrites 
C1, c2, . . . Cm, . • •; c'est la fonction 

OO 

F(Z) = J f Vn{Z, W11). 
• H==I 

Chacun des termes y)n{z,mn) de cette serie est fourni par 
un systeme reduit generalise (Sn); celui-ci est determine par 
seš elements caracteristiques (An) et mn qui satisfont, d'une 
part, aux conditions generales (61), (62), (63) et (64) (n° 69), et, 
d'autre part, aux conditions particulieres imposees au n° 73. 

Comme nous 1'avons dejä constate, au n° 72, (An) et mn 

admettent m^me une infinite de determinations, chacune d'elles 
satisfaisant aux conditions generales mentionnees tout ä 1'heure. 

Ce n'etait que pour fixer Ies idões que nous avons fait 
usage du mode de determination particulier decrit au n° 73. 
Comme celui-ci, tout autre mode de determination des elements 
caracteristiques (An) et mn qui satisfait aux conditions generales 
(n° 69) nous conduira evidemment au meme resultat: il fournira, 
d'une fagon tout analogue, des fonctions entieres telles que 
Ipn(ZiMn), et en formant avec elles des series analogues ä 

OO 

1pn(z, mn), 

W = I 

•chacune de ces series sera uniformement convergente, elle-aussi, 
dans toute l'etendue du plan de Ia variable z. 
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On s'en rendra aisement compte, en remarquant que la 
demonstration de la convergence uniforme de la serie 

OO 

J f ipn(z,mn), 
M=I 

que nous venons de donner plus haut, n'est fondee que sur 
l'hypothese que Ies conditions generales (n° 69) soient remplies; 
quant aux Conventions speciales faites au n° 73 pour preciser 
(An) et mn, nous n'y en avons tire aucun parti. 

84. Nous allons montrer que 1'on peut meme construire 
une suite indefinie de fonctions entieres 

F1(Z), F2(z), . . ., Fm(z), . . ., 

chacune d'elles prenant pour z = au a2, . am, . . . respecti-
vement Ies memes valeurs prescrites 

^lt 2̂> • • •> Cm, • • • 

En effet, prenons F1(Z) = F(z) oü 

OO 

Ffa) = U V»(z, mn) (n° 81); 
W = I 

alors, par Pintermediaire des fonctions entieres 

V i f a wi)> Wzfa m2), • • • Vnfa mn), 

ä F1(Z) correspondra la suite indefinie bien determinõe 

(M1) = Hi1, m2, W3, . . .. w w , . . . 

Cela etant, construisons F2(Z)1 Fs(z) . . . Fm(z), . . . par Ie 
meme procede que F(z), en choisissant 6n et (Aw) toujours d'apres 
Ies r&gles precedentes (n° 73), mais en rempla<?ant la suite (IZ1) 
successivement par des suites (M2), (Ms), . . . (Mm), . . . dont 
la Ioi de formation sera fixee ci-dessous. 

A cet effet designons Ies elements de la suite (Mm) par 

W m i , w m 2 , Wm3, • • • Yiimny . . . pour w = 2, 3, 4, . . . ; 
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d'autre part, supposons que Cj (n°64) soit Ie premier Clement 
diffõrent de z6ro dans la suite donnee 

l̂> 2̂» 3̂» • • • Cmf • • • > 
c'est-ä-dire 

C1 = c2 = . . . = Cj-1 = 0, Cj + O; 

alors, quel que soit Ie nombre entier positif m > 2, convenons 
de prendre 

nimi = nn pour i = 1, 2, 3 , . . . j — 1, 

YHlmj YYlm-\ j 

et choisissons tous Ies autres elements de la suite (Mm)f ä 
partir du (y + l) iöme, d'apres la meme regle que ceux de la süite 
(Ml) (n° 73). 

Cela pose, il est aise de voir que chaque suite (Mm) sera 
bien determinee; de meme, lorsque h^-m, Ies suites (Mh) et 
(Mm) differeront certainement, A et m etant d'ailleurs des 
nombres entiers positifs quelconques. 

En effet, pour fixer Ies idees, soit A < w ; alors, d'apres la 
Convention faite, 

( nij pour A = I , 
mhj = [ 

{ mh+j pour A£: 2 

et IMmj Wlm-\-j j 

or, etant h<Cm et, d'autre part, 

% < % < % < ' • • < » » » < • • . (n° 73), 

il en r6sulte que 
A -\-j < m -\- j, 

YYlh-\-j cC Wlm-j-jt 

et, par suite, Ynfv- <C mmj. 

On en- deduit aisement, en tenant compte de la Ioi de for-
mation des suites (Mx), (Mh) et (Mm), que 

THhj < Ylimj YUmn pOUf Tl -j- 1, 
ainsi que 

Ynmn = Wn <C YYlj ~ YYlhj pour » = 1 , 2 , . . . j 1. 
10 
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Donc, d'apres cela, il est clair que la suite (Mm) ne contient pas 
mhj, qui est 1'element jWme de la suite (Mh). 

D'autre part, etant m> 2, convenons de construire Fm(z) 
par Ie m§me procede que F(z). 

Designons Ies systemes reduits generalises correspondants par 

(^ml)j (Smi)y • • • (Smn)y • • • > 

et Ies elements caracteristiques de (Smn) par 

(Amn)i Smny Yflmn (VI 1, 2, 3, . . .). 

Choisissons (Amn) et õmn d'apres Ies memes regles que (An) 
et ön (n° 73), tandis que mmn d'apres celle que nous venons de 
fixer tout ä 1'heure. 

Alors, Ies elements caracteristiques (Amn)y õmn et mmn satis-
feront bien aux conditions generales (61—64) (n° 69), comme on 
s'en assurera aisement; par suite, Ie systeme (Smn) nous fournira 
une fonction entiere ipmn(zymmn) tout analogue ä ipn(z,vYin). Elle 
ne s'annulera identiquement que lorsque õmn = O (n° 74). 

D'apres la remarque faite au n° 83, on peut dire que la serie 

OO 

WMN (Z, WLMN) 

n—l 

convergera uniformement dans toute l'ötendue du plan de z, et 
nous fournira ainsi une fonction entiere Fm(z) prenant 

pour z = alf a2, a3, . . . am, . . . 

respectivement Ies valeurs prescriles C1, c2, c 3 , . . . cm,..., etant 

OO 

FM(Z) = y, 1pmn(z, VYlmn)' 
n=l 

Par l'intermediaire des ipmn(z, mmn), ä Fm(z) correspondra la 
suite (Mm). Etant 

C 1 = C 2 = . . . = Cj-1 = 0, Cj 4= 0, 

il en resulte que Ies fonctions 

^wtl (z, vylml), lpm.2 (z, vylmž), . ... 1pm(j—l)(z,vnm(j—j)) 
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s'annulent identiquement, tandis que (z, mmj) ne Ie fait pas, car 

dmj = Cj 4= O (n° 75). 

Bn presentant la fonction entiere Fm(z) sous la forme d'une 
serie entiere, celle-ci contiendra donc effectivement Ies puissances 
de z dont Ies exposants sont 

(žh— i ) 2 m m ' ' - 1 (h = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 

mais elle n'en contiendra aucune qui aurait pour exposant 

(2p—1)29-1 

si q n'est pas un õlement de la suite (Mm) (n° 82). 
Or, comme nous venons de Ie voir ci-dessus, õtant A<m, 

il n'y a dans la suite (Mm) aucun element egal ä mhj, c'est-ä-dire 
au jiöme elšment de la suite (Mh); par suite, en construisant Ies 
fonctions entieres Fh(z) et FM(Z)1 correspondant respectivement 
aux suites (Mh) et (Mm)1 on obtiendra ainsi deux fonctions bien 
distinctes, puisque la premiere d'elles Fh(z) se präsentera sous la 
forme d'une serie entiere contenant effectivement Ies puissances 
suivantes de 

(ft = 1, 2, 3 , . . . ) , 

tandis que la serie entiere de Fm(z) n'en contiendra aucune. 
Ce resultat restant valable, quelles que soient Ies valeurs 

entieres et positives de h et m, h < m, on peut en conclure que 
la suite indefinie 

Fi(z), F 2 ( Z ) , . . . FH(Z), . . . FM(Z)1 . . . 

ne contiendra que des fonctions distinctes, chacune d'elles prenant 
d'ailleurs 

pour z = öSj, At2j • • • amj . . . 

respectivement Ies memes valeurs prescrites C11 c2, . . . cm, 
Ainsi, nous venons de demontrer directement, sans avoir 

tire aucun parti de la remarque faite au n° 63, q u e Ie pro-
b l e m e s p e c i a l de l ' i n t e r p o l a t i o n , ' p o s e au n° 64 
a d m e t u n e i n f i n i t e de s o l u t i o n s . 

1 0 * 
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IIL Sur la resolution du problšme generalis^ de l'interpolation. 

85. Soient donnees trois suites indefinies: 
1) une suite des (an) satisfaisant aux conditions suivantes: 

a) ai 4= Oj pour i 4= j , 

(82) b) I ai I I a21 ^ I a„ I -s , 
. c) I an I —* co pour n —• oo, 

2) une suite de nombres entiers positifs ou zšros 

Pit Pa> ' ' ' Pn> • • •> 

3) une suite de quantites quelconques 

/>(0) g(l) C(PI) ¢(0) ¢(1), . . . C0) c(1) . ĉ w) 1 ' 1 » 1 ' 2 ' 2 ' 2 ' > w ' w > « ' ' 

cela etant, proposons-nous de construire une fonction entiere F(z) 
teile que 1'on ait pour z = an 

F(an) = 

Fr(Ott) = 

^W(On) = C?-' 

n — 1, 2,8, . . . ) , 

en entendant sous F&(z) la dõrivõe d'ordre ^ m e de F(z) et sous 
F^(Z) la fonction F(z) elle-m§me. 

Remarquons que, sans restreindre la gšnõralite, on p e u t 
t o u j o u r s s u p p o s e r q u ' i l y a i t d a n s la s u i t e d o n n e e 
d e s (cjj>) d e s C l e m e n t s d i f f š r e n t s de z6ro. 

En effet, lorsque tous ses Clements sont nuls, on n'aura qu'ä 
remplacer Ja suite donnõe par cette autre: 

(K0) = C^ro (n = 1,2,3,...); c« = o, «^>1 e t w > l , 

en y entendant sous c une quantite quelconque, mais differente 
de zero, et ä construire une fonction entiere F1(Z) teile que 1'on ait 

Fi (an) — c 

F[(an) = O 
(n = 1, 2, 3, ...). 
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Bn la supposant construite et en prenant 

F(Z) = F1(Z)-Ct 

on obtiendra evidemment une fonction entiere exigee F(z), jouis-
sant de toutes Ies proprietes šnoncees ci-dessus. 

86. Nous allons resoudre ce probleme d'interpolation gene-
ralise par une methode dont l'idee essentielle est la meme que 
celle de la mõthode que nous venons d'appliquer dans Ie cas 
precõdent, en 6tudiant Ie probleme special de l'interpolation sous 
l'hypothese restrictive (53). 

Nous determinerons la fonction F(z) exigee sous la forme 
d'une serie de series 

O O 

F(Z) = ZFv(I), 
v =I 

Fv(z) etant un produit de deux facteurs 

Fv(z) = g>v(z). ipv(z) 

dont Ie premier yv(z) sera, en general, un certain polynõme entier 
de z, tandis que ipv(z) sera une serie entiere fournie par un 
syst&me d'öquations lineaires ä une infinite d'inconnues ( sy -
s t e m e r š d u i t g e n e r a l i s e ) . 

A chacun des elements de Ia suite indefinie des (cf) nous 
ferons correspondre une fonction Fv(z): 

cf\ cf>, . . . C^1 . . . 
F1(Z), F2(z), . . . Fv(S)1 . . . 

En numerotant Ies elements de cette suite dans l'ordre 
indique, on obtiendra Evidemment pour rang v de c(° 

(83) I ^ = + + + ' " * + te""1 + + x) = 

1 = P l + i » 2 + - - - + P » - l + tt + ®. 

Quant aux fonctions Fv(z), nous Ies construirons successi-
vement d'apres l'ordre de grandeur de leurs indices, en choi-
sissant Ies polynõmes ipv(z) et Ies s6ries entieres tpv(z) de Ia 
maniere suivante: 
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(I) que Ies fonctions Fv{z) soient holomorphes dans toute 
l'6tendue du plan de z; 

(II) que la sõrie 
O C 

V=I 

soit uniformement convergente dans Ie mšme domaine; 
et que 1'on ait: 

(III) Ff (a.) = <£>— Ff(a„) — lf(an) - ... — **!_,(«.), 

(IV) Ffi(On) = O (m = 0,1, 2 , . . . i — 1), 

(V) n " w = o 

Zn= 1, 2, 3 , , \ 
I i = O, 1,2, J. 
\v = P1 —I-jp2 -j- •.. -f~ Pn-1 + n -f- i) 

Comme on s'en assurerait aisšment, en supposant Ies con-
ditions (1) et (II) remplies, la fonction 

O O 

F(z) = J£ F,(i) 
V=I 

serait holomorphe dans toute l'etendue du plan de z et l'on aurait 

O O 

F<%)= Z F f ( i ) , 
V=I 

p etant un entier positif quelconque; de plus, etant remplies Ies 
conditions (III), (IV) et (V), elles-aussi, on aurait 

F%„) = FP(On) + .Jf(On) + . . . + Ff(CIn) = c!? 

/ n = 1 , 2 , 3 , . . . , \ 
I ¢ = 1 , 2 , 3, ...pn, J. 
\v = P1 -f- p2 + • • • -\~Pn-1 + n 4- i) 

En effet, soit vx~>v, V1 etant Ie rang du terme c^ } : 

vI — Pl -{-P2 + • • • ~f~ Pn1-1 H- n I ~f" h (¾ ^PnJ ' 
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alors on aura evidemment: 

1) ou bien nx et, par suite, n^nt—1, 
2) Ou bien Ti1 = U, mais i x > i et, par suite, I ^ i 1 — 1 . 

Or, etant U ^ n 1 - 1 , il en resulte que 

^(«n)==0 (irfg Pn), 

car, d'apres la condition (V), 

, , (k = 1,2, ... U1—1\ 

De meme, štant nx = n, i^ix—1, on aura aussi 

i ^ V ) = 0, 

puisque, d'apres la condition (IV), 

F{*\an) = O (m = 0, 1, 2, ... V-1). 

Nous en concluons donc que 

F{
v[ (a„) = O pour V1 > v -f 1, 

Etant 
V = P1

jTP2+ -..+Pn-i + 

Enfin, en remarquant que, d'apres la condition (III), 

If(On) = <•<* - Fi"(<h) — I f (aj —... — Fll1 (a„), 

on deduirait aisement de ce que nous venons de constater tout 
ä 1'heure que 

FW (««) = c®. 

D'apres cela, il est clair que F(z) serait bien une fonction 
entiere teile que nous 1'exigeons. 

87. Apres avoir esquisse ainsi Ia võie ä suivre, pour con-
struire la fonction F{z), il s'agit des Iors de prõeiser Ies fonctions 
Fv{z), c'est-ä-dire Ies polynõmes yv(z), ainsi que Ies series en-
tieres ipv (z). 
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Nous allons Ie faire, en s u p p o s a n t d ' a b o r d q u e % 
s o i t d i f f 6 r e n t de z e r o : %4=0. 

Cette hypothese faite, soit 

Z1 L z y w + i / _ *y 

(84) y ( , ) - ( i y < \ " I ' a I 
W { 'il / x Z 1 o^\P2+l Z1 o«\?W 

\ al) \ «2/ \ Un- lj 
1+1 

OU 
vsssPi +½ + • • -jTPn-I -\-n-\-i (n°86). 

Comme il est aise de voir, c'est evidemment un polynõme . 
de degre ( v — l ) satisfaisant aux conditions suivantes: 

(85) ?>®(a„) = l, 

(86) rPl

t

mlM =O (m = 0,1,2,... i—1) et 

(87) <p<;>(<g = 0 /* = 1 . 2 , 3 , . . . n - l \ 
»• \m= 0,1, 2, . . . pt j 

En designant par yvq Ie coefficient de son terme general, 
on aura 

v —1 
(88) <Pv(z)^ Z VvqZq-

2 — 0 

Enfin, si 1'on entend par Mv un nombre positif tel que 

(89) Mv > IJV21 (g = 0,1, 2, . . . v—l), 

on aura 
\Y v qz*\-=M v\z\ v- x 

pour \z\ ;> l et ¢ = 0 ,1 ,2 , . . .¾ '—l. 

Pourfixer Ies idees, s o i t Mv Ie n o m b r e Ie p i u s p e t i t 
s a t i s f a i s a n t ä la c o n d i t i o n (89). 

Il est clair que ce nombre Mv existe certainement, etant 
fini et bien determinE, car, d'apres (82) et (84), tous Ies \yv q\ 
sont finiš et bien determines, eux-aussi. 
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88. Reste ä prEciser Ies sEries entiEres ipv(z). A cet effet 
faisons d'abord quelques remarques sur Ia suite indefinie 

(4) = aly CL2y a3, . . . an, . . . 

et proposons-nous d'en deduire, d'une certaine fapon, des suites 
partielles, en nombre infini. 

D'apres (82), Ia suite donnEe (.4) renferme, en general, plu-
sieurs elEments a„, a„+i, a«+2, . . AN+J ayant Ie meme mõdule Q : 

I Cln j = I j == • • « = j j = Q ) 

donc, en Ies representant dans Ie plan des quantites imaginaires 
par Ies points correspondants, ceux-ci sont tous situes sur Ie 
m§me cercle de rayon Q ayant pour centre l'origine. 

Or, convenons de dire qu'un E l E m e n t a * a p p a r t i e n t 
a u c e r c l e G, ayant pour centre l'origine, si Ie point corre-
spondant ayant pour affixe Ia quantitE a,- est situe sur G. 

Gela Etant, il est clair que chacun des elements (a„) de Ia 
suite donnEe (A) appartient ä l'un des cercles Gm et qu'il 
n'appartient qu'ä un seul. 

D'autre part, comme nous venons de Ie constater tout ä 
l'heure, ä un meme cercle peuvent appartenir, en general, plu-
sieurs elEments de Ia suite (A); bien que Ieur nombre varie, en 
general, avec Ie rayon du cercle, et qu'il puisse depasser meme 
tout nombre entier et positif fixe N, il est clair qu'il n'y a 
qu'un nombre fini d'elements de (A) qui appartiennent au meme 
cercle Cm, quel que soit m, car 

I an I —* 00 pour n —• 00 (n° 85). 

Il en rEsulte immEdiatement qu'ä Ia suite indEfinie (A) cor-
respond une suite indefinie de cercles 

C1, C2, Og, . . . Cn1, . . . 

dont Ies rayons respectifs vont constamment en croissant: 

01 C?2 "eC Qs "eC • • • 0m • • • 

* De meme, il est bien clair que parmi Ies elEments de Ia 
suite (A) appartenant au m§me cercle Cm, quel que soit m, il y 
a toujours un dont l'indice est Ie plus petit; dEsignons-le par 
aT ; donc, en particulier, ax = av 
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La suite des cercles (Cm) õtant indõfinie, la suite 

(At) — öTi, at2, . . . azm> • • ' 

Ie sera, elle-aussi; de plus, etant | | = Qm, il est clair que 

K K K K K K - ^ K K - -
et que 

I aT J —+ co pour m —* oo. 

Donc, la suite (Ar) satisfait aux memes conditions que la 
suite (A), au n°64; par suite, tous Ies resultats obtenus pour 
cette derniere aux numeros 71, 72 et 73 s'etendent immediatement 
ä la suite (At). . 

Ainsi, en appliquant cette fois la meme regle qu'au n0 73, 
on formera avec Ies 616ments de (At) des suites partielles bien 
determinees, en nombre infini, 

Ô t1)' (AT2)t • • • • • • 

tout analogues aux suites 

(A1), (A2), . . . . (Am), . . . (n° 73) 

et jouissant des memes proprietes que ces dernieres. 
Designons, en general, par ami l'61ement i i ž m e de la suite 

(Arm); d'apres cela, 

(Afm) Ontl, Ctm2, Ctm3, . . . 0"mi, • • • (W2 — 1, 2, 3, . . .). 

De meme, designons par fim Ie nombre entier positif Ie pius 
petit pour lequel on a 

I^m 
( i = 1,2,3,...); 

il est clair que ce nombre [im se calculera toujours d'apres Ie 
n° 71, en y remplapant la suite (A) par (AT). 

Quel que soit m, on aura, d'apres ce que nous venons 
de dire, 

(90) Clm(i+1) 
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(91) 

(92) 

o>mi —~ — Xj 2, 3 j . . . wi) et 

> P > 4 pour mv > ii„ 

(«=1,2,3 ...). 

89. Allons maintenant determiner Ies fonctions entieres 
^v(s), ä l'aide de syst&mes d'equations lineaires ä une infinite 
d'inconnues (Sv), en proešdant, au fond, d'une fa<?on tout ana-
logue comme nous 1'avons fait dans Ie cas precõdent oü il 
s'agissait du probleme special de l'interpolation. 

A chacun des elements de Ia suite indefinie 

c[0), cf\ . . . c[Pi\ 4°), 41}, . . . . .. C^, <£>, . . . . . . 

nous ferons correspondre, dans l'ordre indique, une fonction 
entiere ipv(z). 

Remarquons que, si v = P1 -\-p2 -|- ... + » + i, ipv(z) 
correspondra evidemment ä c£>, puisque Ie rang de cj"' est justement 

v = Pi jTPi + • • • + Pn-1 + n - f i (n° 86). 

Or, quelle que soit Ia valeur entiere et positive de v, nous 
nous proposerons de former. ipv(z) ä l'aide d'un systeme (Sv) de 
Ia forme (58). 

Le systeme (Sv) sera determine par ses trois elements ca-
racteristiques, tout comme on l'a fait au n° 67. Quant aux Cle-
ments caracteristiques, on aura ä fixer Ies regles d'aprös Ies-
quelles on Ies choisira. 

A cet effet convenons de proceder de Ia maniere suivante. 
Determinons tout d'abord Ie rang m du cercle Cm auquel appar-
tient an, dont l'indice a Ia m§me valeur que l'indice inferieur de 
Il est aise de voir qu'on peut toujours trouver Ia valeur de m 
correspondant ä a„: pour cela on n'aura qu'ä tenir compte des 
modules des n premiers elements de Ia suite (A). 

Cela 6tant, prenons pour l'un des 616ments caracteristiques 
du systeme (£v), ayant pour indice (v) Ie rang de cj?, Ia suite 
indefinie 

(93) (A^y^) = Clmlt ß»»2j * • • Om(m—1), Cln, Gw(Jn-J-I), &m(m-\- 2) > • • •> 
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celle-ci sera donc identique ä la suite (Atm) (n° 88) lorsque an=at , 
c'est-ä-dire ou w = tm, tandis qu'elle ne differera de (Arm) que 
par son mieme element lorsque a„4=«Tm-

Bien que 1'on ait parfois on aura en tout cas 

(94) I«„I = I a T J et, par suite, |aT<n i | < | « » | < | " ^ J , -

car an et aTm appartiennent tous Ies deux au m§me cercle Cm. 
Nous pouvons en tirer immediatement la conclusion suivante: 

IJim etant, d'apres Ie n° 88, Ie pius petit nombre entier positif 
pour lequel on a 

IMOT 

ä f ž * ( « = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 

on aura de meme 

jp > 4 . 

90. Keste ä dätprminer Ies deux autres elements caracte-
ristiques que nous designons par öVm et mv. 

Supposons que 1'on ait dejä construit, ä l'aide des systemes 

(S1), (S2), . . . (S^1), 
Ies fonctions 

F1(Z), F2(z), . . . Fv^(Z), 

de sorte que chacune d'elles satisfasse aux conditions (I), (III), 
(IV) et (V) (n° 86). 

Cela etant, soit 

(90) dVM = <£> - F1^(On) — —... — F^1 <a„); 

alors, d'apres l'hypothese faite, 6Vm sera evidemment une quan-
tite finie et bien d6terminee. 

Quant ä mv, remarquons prealablement que, pour n assez 
grand: w>2V, on aura 

(97) I an I > 1 et m>2, 

N designant ici un nombre entier positif suffisamment grand et 
m etant Ie rang du cercle au quel appartient aw. 

ßm(i-)-l) 

Omi 

(95) 
Ornfrn—1) ̂ P et Orn(Dij

rI) 
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En effet, on s'en assurera aisõment en tenant compte de 
ce que, d'une part, | an | —• oo pour n —» oo et que, d'autre part, 
ä chacun des cercles n'appartient qu'un nombre fini d'616ments de 
la suite donnee (4). 

Pour fixer Ies idšes, soit N Ie nombre entier positif Ie pius 
petit qui satisfait aux conditions que nous venons d'imposer 
tout ä 1'heure. 

Cela etant, determinons mv de sorte qu'il satisfasse aux 
conditions suivantes: 

1) lorsque n<N, nous entendons par mv un nombre entier 
positif tel que 

(98) m v ^ f i m (n° 88); 

2) lorsque n^N, soit mv un nombre entier positif satis-
faisant aux deux conditions suivantes: 

» V S f * . e t 

09) 

'i. J. v ( v - j - l ) etant r„ = -1— 

Quant ä v, Mv, m, et dVm, ce sont Ies quantitõs bien 
determinões introduites prõeedemment. 

En effet, v est Ie rang de c£-) dans la suite donnee 

C?, . . . <£0), <£>, . . . . . .: 

v = Pi + 02 + ••• +IjH-I + n + i (n°86); 

Mv est Ie plus petit nombre positif tel que 

Mv^\yVq\ (q = 0,1, 2,... v 1), 

yVq designant Ie coefficient du terme general du polynõme 

Vvi2)=-- JJYvq z q ( n ° 87); 
3=0 
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m est Ie rang du cercle Cm de rayon | a„ | auquel appartient a„ 
(n° 88); est Ie plus petit nombre entier et positif pour 
lequel on a 

Ct m(t+l) 
Qmi 

> p ^ > 4 ( ¾ = 1, 2, 8, . . . ) , 

&ml) ttm2j • • • Q"miy • • • etant Ies elements de la suite partielle 
( A t J n° 88); enfin, öVm est determine ci-dessus par la formule (96). 

Les conditions qui viennent d'etre imposees ä mv n'exigent, 
au fond, comme il est aise de s'en apercevoir, que ce que mv 

soit un nombre positif assez grand; par suite, on peut faire 
assumer ä lui-meme une infinite de valeurs entieres et positives 
dont chacune sera compatible avec Ies conditions imposees. 

Pour fixer Ies idees, convenons d'entendre par mv Ie nombre 
entier positif Ie pius petit satisfaisant aux conditions mention-
nees tout ä, 1'heure. 

D'apres cela, Ies trois elements caracteristiques du systeme 
(Sv): (Ätm), õVm et mv viennent d'etre determines completement. 

91. Entendons par Ie systeme (Sv), ayant pour elements 
caracteristiques (Atm), öVm et mv, Ie systeme suivant de la 
forme (58): 

O O 

(100) S n = Z K ^ 1 V h (4 = 1,2,3,...) 
h=l 

oü, par dõfinition, ö v k — O pour h 4= m, tandis que dV m est donne 
par (96), 

<101) Imm = am
n

v et Xmk = a2l (h = 1,2,... m—l, m-f 1, Wi-J-2,-...). 

D'apres cela, quel que soit Ie nombre entier positif Tc, Xmk n'est 
que la puissance mv

iime de l'el6ment Tcibm6 de la suite (Atn). 
Par consequent, en tenant compte: 
I 0 de ce que mv vient d'§tre determine de sorte que 1'on 

aura toujours mv > fim (n° 90), et 

2° des formules (90), (95) et (92), on en deduit immedia-
tement que 

(102) Im(fc-t-l) 

Ilk 
(£ = 1,2,3,...); 
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par suite, d'apres Ie n° 65, on obtient une Solution du systeme 
(Sv) par Ia methode de Fourier, Ies inconnues du systeme (yh) se 
calculant ä l'aide des formules (59) si l'on y remplace Ies Xi  

respectivement par Ies Xmi (101), Jc par m et yk par öVm. 
Donc, en dösignant par xvv Xvv . . . xvh, . . . Ies valeurs 

des inconnues fournies par ces formules, on obtiendra 

<103) 

( _ 1 )*+«ä . £ 
,« »v Xm2Xmg. . . Xmh 
y'mmi ^ml) 

yVh /2 IA mm 
x~ ml J \ j y^m(m—i) j j—m_|_i y "»»y f 

(h= 1 , 2 , 3 , . . . ) ; 

ces valeurs sont, d'apres Ie n° 65, des quantites finies et bien 
determinees, ne s'annulant que lorsque õVm = 0 et. rendant abso-
lument convergentes toutes Ies series du systeme (/Sv). 

Les parties droites des equations du systeme (Sv) s'obtien-
nent evidemment de Ia serie 

»i + + • • • + + ••• 
en y faisant parcourir ä Ia variable z Ies 6l6ments de Ia suite 
indefinie (ITm). 

Aussi, en y prenant 

Vh XVh " * *)» 

obtient-on une serie entiere bien determinee 

Ip vi3) = xVI + 37V2 Z
mv + x Vsizmv f + • • • + xVhizmv)11'1 + • • • 

jouissant des proprištes suivantes: 

I 0 Elle converge absolument pour z = an, ainsi que pour 

z = amk (Je — 1, 2, . . . m—1, m-j-1, ...), 

puisque ipv(an) et ipv{amk) representent respectivement Ies parties 
droites des equations wiiöme et kihme du systeme (Sv) oü Ies in-
connues (yh) sont remplacees par Ies valeurs bien determinees 
(xvh) (103), qui rendent absolument convergente chaque sšrie de 
ce systeme. 
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2° Elle est uniformement convergente dans toute 1'õtendue 
du plan de la variable z. 

.En effet, etant absolument convergente pour z = amk, elle 
est uniformement convergente dans tout Ie cercle de rayon | amJc [ 
ayant pour centre l'origine. Or, 

j I ^ OO pOUr Tc ^ OO J 

aussi, quelque grand que soit un nombre positif Q, y a-t-il tou-
jours des amk dont Ies modules sont supõrieurs ä £>; par suite, 
la s6rie ipv(z) sera uniformement convergente dans chaque cercle 
ayant pour centre l'origine et pour rayon une valeur positive 
quelconque Q; elle represente donc une fonction entiere. 

3° -V r M = 6rm = c<<> - If(On) - 2W)(a.) - . . . - F f ^ o , ) , 

car Ie w i ö m e element de la suite (Arm) est, d'apres la con-
struction, a„ (93). 

4° Wv(
amk)= 0 P o u r ^ 4= puisque övk = O pour Tc 4= m (100). 

5° ipv(z) ne s'annule identiquement que lorsque õVm = 0. 

6° Comme fonction entiere, ipv(z) admet Ies derivees de 
tous Ies ordres, celles-ci etant finies et bien determinees dans 
toute 1'štendue du plan de z. 

92. Apres avoir construit ipv{z), ainsi que g>v{z), posons 

(104) Fv(z) = (pv{z). yv{z). 

Il est clair que la fonction obtenue Fv(s) est holomorphe 
dans tout Ie plan de la variable z, puisque Ies facteurs <pv(z) et 
ipv(z) Ie sont tous Ies deux; elle satisfait donc ä la condition 
(I) (n 86). 

La derivee piiäme s'ecrivant sous la forme 

(105) , F^\z) = ijJv(z) <pf{z) + H)'v{z) (p{*~x) (z) - f 

+ Vv^ V ) + ••••+ Vv\2) fPv(*>> 

il en resulte immediatement que, pour p = i, 
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= ep — Ff(a,) — Ff(On) —... — FfILSa")' 

comme 1'exige la condition (III) (n° 86), puisque, d'apres Ie n° 87, 
on a 

0 = (p^~x\an) = (Pi^-2Kan) = ... = <p'v(an) = (Pjan) (voir 86), 

1 = <pW(an) (voir 85), 

tandis que, d'apres Ie n° 91, 

ipv(an) = cj? — F& (a„) — F$\an) — ... — Ff_x(an). 

De meme, en tenant compte de (86) et (87), on deduira aisement 
de (105) que 

F^\an) = 0 (m = 0,1, 2, . . . i—l)j et 

, . I Tc = 1, 2, 3, . . . n—1\ n-w-° )• 
c'est-ä-dire que la fonction 

Fv(z) = yv(z). tpv(z) 

satisfera aussi aux conditions (IV) et (V) (n° 86). 
Donc, des considšrations prõcedentes nous tirerons la con-

clusion suivante: 
Q u e l q u e s o i t Ie n o m b r e e n t i e r e t p o s i t i f v, 

en s u p p o s a n t q u e 1'on a i t d 6 j ä c o n s t r u i t I e s (v—l), 
p r e m i e r e s f o n c t i o n s : 

F1(Z), F2(z), . . . Fv_x(z) 

s a t i s f a i s a n t a u x c o n d i t i o n s (I), (III), (IV) et (V) (n° 86), 
on p e u t t o u j o u r s c o n s t r u i r e l a f o n c t i o n vlbme Fv(z) 
s a t i s f a i s a n t a u x m e m e s c o n d i t i o n s . 

Donc, il est clair que notre procede de formation des 
fonctions Fv(z) est tel qu'il nous en fournira meme une suite 
indõfinie 

F1(Z), F2(Z), . . ., Fn(z), 

pourvu que la premiere d'elles F1(Z) soit construite effectivement. 
ii 
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93. Construisons F1(Z). 

D'apres Ie n° 86, F1(Z) doit etre une fonction holomorphe dans 
toute l'ötendue du plan de z, prenant pour Z = Ci1 Ia valeur cf ) : 

F1(O1) = ^.' 

Nous l'obtenons en construisant Ia fonction enti&re -Jp1O?), 
ä l'aide du systeme (S1) dont Ies elements caracteristiques sont 

(ITI) = (Azl)f õn = cf\ Wt1 = l. 

En effet, Ia fonction 

O O 

Vl(*) = Z Xlh Zh-1 

ainsi construite, oü 

X11 = c«» • 

'Ifc' 
h=l 

£ ( - y 
et, d'une fa<?on generale, 

£ ' A12 Ai3 . . . X\h xXh = (—l) f c + 1 cS0) ' —7^ (A = 2, 3, . ..),. 

£ ( - * ) 3=2 
etant 

Aifc = Oifci (h == 1, 2,3, . . .) (voir 103), 

sera bien, d'apres Ie n° 91, une fonction entiere prenant pour 
Z = O1 Ia valeur 40): 

Ipl (O1) = cjy. 

On n'aura donc qu'ä poser F1(Z) = Ip1(Z) pour obtenir Ia 
fonction exigee. 

Ajoutons que F1(Z) ne s'annule identiquement que lorsque 
c(°) = 0 (n° 91). 

La fonction F1(Z) une fois formee, on peut construire, 
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comme nous venons de Ie voir, F2{z), ensuite F$(z), et ainsi de 
suite, ad infinitum. 

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s'annuler 
identiquement, il est clair qu'elles ne Ie feront pas toutes. 

Bn effet, sans testreindre la generalis, on peut supposer, 
d'apres Ie n° 85, qu'il y ait dans la suite indefinie 

4°), . . . <**>, . . . C(0), ¢ ) , . . . C(P„), 

des Clements differents de zero. 
Or, supposons que Ie premier element different de zero y 

soit et que son rang soit t; alors Ies t—1 premieres fonctions: 

F1(Z), F2(z), . .. Ft-i(z) 

s'annulent identiquement, tandis que Ft(z) ne Ie fait pas, puis-
qu'en designant par q Ie rang du cercle auquel appartient as, il 
est Evident qu'on aura 

F\r\as) = Stq = 4= 0. 

94. Allons maintenant demontrer que la serie 

OO 
Z F v ( Z ) 
V = I 

est uniformement convergente dans toute l'etendue du plan de 
Ia variable z. 

A cet effet remarquons d'abord qu'en tenant compte de ce 
que 

v—l 

<pv(z) = Z Yvq 2q (n° 87) 
3 = 0 

et 
O O 

= ZxVh(Zvm) 1 ( n ° 9 1 ) , 

h='l 

on peut presenter Ia fonction Fv(z) sous Ia forme d'une somme 
de v series entieres 

il* 
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Fv(Z) = q>v(z). %(z) = 

CXD O O 

= Yvo ZxVhiz V) Y viz xVh^mv) +••• + 
H=I ' h=l 

+ Yv(V-I)Zv-1 ZxVhizmv? 
fc=l 

V—l 

= ZYvqZfI ZxVhifv)h X' 
g=0 Ä=1 

Num6rotons-les toutes en procedant de la maniõre suivante: 
tout d'abord numerotohs celles qui correspondent ä F1(V)f ensuite 
celles qui correspondent ä F2(V)i ensuite celles qui correspondent 
ä Fq(V) ; et ainsi de suite. 

De pius, en numšrotant Ies series entieres 

OO 

Y v q z* 2 xvh(zmv) _ 1 (ff = 0, 1, 2, . . . V— 1), 
h=% , 

correspondant ä la m§me fonction Fv(z), suivons ici l'ordre crois-
sant du second indice du facteur yvq, quel que soit v. 

D'apres cela, il est clair que la serie 

CXD 

Yvqzq ZxVhiZmv)1 
vq' 

h=l 

aura pour rang 

(106) 
Tc = 1 —|— 2 —|— 3 —j— . . . —(— (v—2) —J— (v—1) —|— q -j- 1 = 

= ^ + « + i ; 

en y prenant, en particulier, q = v — l, on obtiendra Ie rang r v 

de la derniere serie correspondant ä Fv(z) 

v(v+l)  
v 2 

c'est cette quantite dont nous avons fait dejä usage pour deter-
miner, d'apres (99), mv. 
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95. Designons 

(107) »»(*) = J V 4 h—l 

et examinons de pres la serie double 

O O O O 

(108) 
te=l h=l 

ä l'aide de laquelle nous allons demontrer la convergence uni-
forme de la serie 

Remarquons que, si la serie double est absolument conver-
gente pour une valeur quelconque de la variable z = z0, elle est 
uniformement convergente dans tout Ie cercle de rayon \z0\ 
ayant pour centre l'origine, puisque, pour |* |<|*ol> . 0 1 1 a u r a 

Evidemment 

De m§me, il est clair que la serie (109) peut etre consi-
d£r£e comme deduite de la serie double (108) par un certain 
groupement de ses termes [vk}t{z)]. 

Or, en supposant que la serie double soit absolument con-
vergente pour Z = Z0, elle aurait une somme bien determinee 
pour I z I < I z01 ne dependant ni de l'ordre ni des diferents 
modes de groupement de ses termes. 

Il en rõsulterait donc que, pour chaque valeur de la vari-
able teile que \z\<:\z0\, Ies deux series (108 et (109) auraient 
certainement Ies m§mes sommes bien determinees, etant toutes 
Ies deux uniformement convergentes dans Ie cercle de rayon \z0\. 

D'apres cela, pour demontrer la convergence uniforme de 
la serie (109), dans toute l'etendue du plan de z, il suffit de 
demontrer que Ia serie double (108) est absolument convergente 
,pour z = aa, aa etant un element quelconque de Ia suite donnee 

O O 

(109) ZFv(Z). 

I »UW I 5.1 VKH(Z0) I (voir 107). 

OU 
(A) = O1, a2, . . . a8, . . ., 

I as I —• co pour s —> co. 
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Demontrons donc qu'en d6signant 

(110) Ukh = I vkh(a8) I (2fcA)3, 

on peut assigner deux nombres entiers et positifs: H et K 
tels que 

pour A> H, independamment de Tct ainsi que 

pour Te^>Kt independamment de h. 

Il en rösulterait immšdiatement que, pour ces valeurs de h 
et Te, on aurait 

K W K ( ^ ) 2 + , (o < o < i j 

et, par suite, d'apres Ie crit&re du n°23, Ia s6rie double (108) 
serait bien absolument convergente pour z = aa. 

Remarquons que, sans restreindre lä generalite, on peut 
supposer 

I a* I > l, 

puisqu'il est clair que, si Ia serie double converge absolument 
pour une valeur de z dont Ie module est superieur ä un, eile 
Ie fera ä fortiori pour toutes Ies valeurs de z dont Ies modules 
sont < l. 

96. Etudions prealablement ce que font v, n et m lorsque 
Te parcourt Ia suite naturelle des nombres en tendant vers oo. 

Remarquons ä cet effet qu'£tant 

Te = ^ " T ^ + g + l, ¢ + 1 <v (voir 106), 

et, d'apres cela, 

ž < " ( » + i ) _ r  
K 2 

il en resulte qu'ä chaque valeur entiere et positive de Te corre-
spond une valeur entiere et positive bien determinee de v\ 
celle-ci est Evidemment 

— 1—j— "j/" 1-|— 8& 
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lorsque cette derniere quantite a une valeur entiere; dans Ie cas 
contraire c'est Ie plus grand nombre entier positif contenu dans 

- f l + j A + 8* 
2 

Par exemple, soit Te = 10; alors 

- i + y i + 8 . 1 0 
2 

et, par suite, ä £ = 10 correspond v = 4 : 

1 0 = ¾ 5 (¢ = °)-

D'autre part, soit, par exemple, Tc = 17; alors 11 < V 1 + 8.17 -<12; 
d'apres cela, Ie pius grand nombre entier positif contenu dans 

1 -j— 1-J- 8.17 , j ß J —UL— est 6; donc, v = 6 et q = i: 
ii 

1 7 = ¾ - 6 + 1 + 1. 

D'apres ce que nous venons de constater, il est clair qu'en 
faisant parcourir a Te la suite naturelle des nombres, la valeur 
correspondante de v augmentera indefiniment en tendant avec 
Te vers co. 

De m§me, štant, d'apres (83), 

" = ( * I + 1 ) + (JPA + 1 ) + • • • + 0 > N — I + 1 ) + ( » + 1 ) ( I £ P N ) , 

oü Ies 61£ments de la suite indefinie donnee 

Plr P2> Pn> 

sont des nombres entiers positifs fixes ou z6ros, il en resulte 
immediatement qu'ä chaque valeur entiere et positive de v cor-
respond une valeur enti&re et positive bien determinee de n. 

En effet, designons 

S0 = o, 
8j — (Pi +1) + (̂ 2 + !) + • • • + (Pj +1) (j — 1, 2, 3, . . .) ; 
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cela 6tant, il est clair que 

sO < S1 < «2 < • • • < S j < ' • ' 

et que 
Sj —*• oo pour j —*• oo. 

Donc, etant donnee une valeur quelconque v = v0, il est 
evident qu'on pourra indiquer deux valeurs successives de l'indice j : 
Jo e s i o + l ^e sorte que 1'on ait 

\ £ vo < \ + i Oo > 0 ) ; . 

alors, comme on s'en assurera aisement, 

ä V = V0 correspondra n=j0-\-1. 

De meme, il est aise de voir qu'en faisant parcourir k v la suite 
naturelle des nombres, la valeur correspondante de n augmentera 
indefiniment en tendant avec v vers oo. 

Enfin, rappelons-nous de ce que, d'apres Ie n° 88, ä chaque 
valeur entiere et positive de n correspond une valeur entiere et 
positive bien determinee de m, m etant Ie rang du cercle Cm  

auquel appartient an. 
De plus, il est clair qu'en faisant parcourir ä n la suite 

naturelle des nombres, la valeur correspondante de m augmentera 
indefiniment en tendant avec n vers oo. 

Des considerations prec6dentes nous tirons donc la conclu-
sion suivante: . 

A c h a q u e v a l e u r e n t i e r e e t p o s i t i v e de h c o r -
r e s p o n d e n t I e s v a l e u r s b i e n d e t e r m i n e e s de v, n 
e t m, a u g m e n t a n t i n d e f i n i m e n t a v e c Tc et t e n d a n t 
a v e c Iui v e r s oo. 

Il en resulte, en particulier, q u ' e t a n t d o n n e un n o m b r e 
e n t i e r p o s i t i f q u e l c o n q u e s, on p e u t a s s i g n e r u n 
a u t r e n o m b r e e n t i e r p o s i t i f &0 t e l q u e 

n^>s et m> 2 pour h > Jc0, 

w et w c o r r e s p o n d a n t ä ^ 

97. Bxaminons maintenant de pres Ukh. D'apres (110), 
(107) et (103), Ukh s'ecrit 
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Ukh = 

(2hhf yvq a\. amv(h~V öVm . JJ 
(X X \ ^»»2 ̂ m3 • • * ^mh V mm' **ml) 

(Amm -I \ / Amm I \ / Amm 1 \ M l (1 Amm\ 
m̂l / \Am2 j \Am(m_i) Jj = m-j-l » / 

Donc, en dösignant 

(111) P(*) = 
8^yvq 0VmaI 

(Amm \ /Amm \ I Amm . 1 \ r r / - A»»m\ 
Aml Â,»2 / \Am(m-l) / j=TO-|-i \ ^wv / 

et 

(112) Q(h,h) = Ä3amv(fc-1) , JT 

(̂ mm1 ^ml) 
Am2 Am3 . . . Amh 

on aura 

(113) Ukh = PiJc) : Q{k,h). 

Or, rappelons-nous que 

= C = C (» = 1,2, 8, . . . m—1), 

; ,,wiV Amt» — t»M ) 

et 

de meme, 

l"m(i+l) > j?;> 4 

(n08 91 et 88) ; 

et 

(n° 94), 

I Vvq I S Mv< 9 < 1 <n° 87), 

I «, | > l (n° 95) 

(̂1-¾ t=l X ' 
> - pour 4 (n°35). 

O 
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Cela etant, on aura evidemment 

rI > ! 
J=IK-I-I' 

ainsi que 

I . . . / ½ — [ l k 
I J y «m2 J ^ «m(m—1) f | 

Vv j Xmm Xmm Xmm | j y J1 1 \ ^ 
I "5 * -¾ * * * 1 • I JLl I 1 

> 1 vml 

Xmm Xmm 

Aml Am2 

I S A, . Pm-

, ... .... X 

X 

m(m—1) , 

2 1 o, I-, 
f ^ = i k ' 

par suite, d'apres (Hl), 
(m—l)(m—2) 

(114) P(Ic) < rvMv&vm a i - (¾) " 1 8 ^ j 

« 

La partie droite de la derniere inegalite ayant une valeur 
finie et bien determinee, il en resulte que la valeur de P(Tc) sera 
finie, elle-aussi, quel que soit Ie nombre entier positif Te. 

Examinons maintenant P(Jc)1 pour Te > Te0, Te0 etant Ie nombre 
entier positif que nous venons de determiner au numero 
precedent, de sorte que n et m correspondant ä Te satisfassent 
aux conditions 

n^> s et m ;> 2 pour Te Te0. 

Pour toutes ces valeurs de Tc on aura 

I I v ~
 x 1 I v — 1 I Cla I < I fln| , 

ainsi que 
I ÖT« I > I «1 I, 

car On appartient au cercle ayant pour rang m ;> 2; par suite, 
d'aprös (114) et (99) 

(m—IXm-2) 
P(Tc) < 1 8 I - j 2 pour Tc ^ Tc0, 
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et il en resulte immediatement que P(Te) tend vers z6ro lorsque 
Te tend vers oo. 

En effet, k tendant vers oo, m Ie fera, lui-aussi (n° 96); or 

lim 18 
m-> QO 0 " 

(w—l)(m—2) 
= 0. 

Donc, il est clair que 

(115) -P(&) —*-0 pour &-*oo. 

Ainsi, nous venons de voir qu'en faisant parcourir ä Te Ia suite 
naturelle des nombres, P(Tc) parcourt respectivement Ies valeurs 
(111), restant toujours finies et tendant vers z6ro lorsque Te tend 
vers oo. 

Nous en concluons que l'on pourra indiquer un nombre 
positif P tel que P(Je) < P, et, par suite, d'apres (IIB), 

(116) Ukh < P. Q(IeiK), 

quelle que soit Ia valeur entišre et positive de Tc. 

98. Quant ä Q(TeiTi), proposons-nous de l'6tudier d'une fa<?on 
tout analogue. 

En tenant compte de (102), (28) et (29), on peut ecrire 

s 
(̂ mm' ̂ iwl) 

A»i2 Am« . . . A1 mh 
< 15 

Aml Am2 • • • Am(Ä—1) 

amsi que 

£ Am2 Awa . . . A: mh < 
15 

Aml Aj»2 • • • A»»(h—l) 

Dautre part, štant, d'apres (101) et (91), 

I Amw I = I a„ I 

J Ami j = J ami J aT_ \ mv pour f-1, 

= a 

(i = 1, 2, 3 , . . . m—1), 

mv 
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on aura 

15 
8 ^ml Xm2 . • . ̂ >m(h—1) 

et, par suite, d'apres (112), 

(117) 

< 15 
CEt Cl— • * • Cl— xX x2 h—1 

JM j , 

1 fS 
Q f t A X y A 3 

ih—1 

Cl— Clr • > . Cl— xX 2 xh—1 

»Wy 

La partie droite de cette inegalitõ (117) ayant une valeur finie 
et bien determinee, nous en concluons que celle de Q(Tc, h) reste 
finie, elle-aussi, quels que soient Ies nombres entiers positifs Tc et Ti. 

De meme, il est ais6 de voir que la sõrie 

O O 

Z 
h=2 

dont Ie terme gšneral est 

u. 

,h—l 

Cl~ Cl— . # • Cl— cI t2 xh—1 
convergera, car 

l V l - __ S —> O 
Uh aT  xh 

O lorsque A —• oo; 

pour s'en assurer, il suffit de rappeler que, d'apres Ie n°88, 

I J —• co lorsque h —> oo. 

Il en resulte donc que uh —* O pour Ti-* oo, et nous en 
concluons, en particulier, que 1'on pourra indiquer un nombre 
entier positif Ti0 tel que 

uh < 1 pour h > A0. 

Par suite, d'apr&s (117), 

(118) Q(i, A) < aT aT ... a-xI x% h—l 
pour h ^ A0, 
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quel que soit Ie nombre entier positif Te, ainsi que Ia valeur 
correspondante de v, car on entend par mv toujours un nombre 
entier positif (no,90): mv> l . 

Or, en considšrant Ia partie droite de l'inegalite (118) comme 
terme general de Ia serie 

O O 

Z Wh, 
h=2 

on constatera, tout comme plus haut, que cette serie convergera, 

tendant vers z6ro lorsque h -* oo; 

par suite, wh—+ O pour h—> OD, et, ä fortiori, 

(119) Q(Tc,h)—»v p o u r A - * o o , 

quel que soit Te. 
Nous en concluons donc, tout comme au numero precedent, 

que l'on pourra bien assigner un nombre positif Q tel que 
Q(Te,h)<Q, et, par suite, d'apres (113), 

(120) Ukh < P(Tc). Qi 

quels que soient Ies nombres entiers positifs Tc et h. 
Enfin, en tenant compte, d'une part, de (115) et (120) et„ 

d'autre part, de (116) et (119), il en resulte immediatement que 
l'on peut assigner, en effet, deux nombres entiers positifs: 
K et H tels que 

pour Tc^K, independamment de h, ainsi que 
pour independamment de Tc. 

D'apres Ie n° 95, on peut donc dire que Ia serie double 

C O O O 

Jfc=1 h ~ l 

est absolument convergente; or, a8 j dšsignant un element de 
Ia suite donnee (A) tel que | a s | > l , choisi d'ailleurs tout 
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arbitrairement, on en deduit, d'apres Ie meme numero, la con-
vergence absolue et uniforme de la serie double 

O O O O 

Z Z »»(*). 
fc=l h=l 

ainsi que de la serie 
O O 

Z F,(z), 
V=I 

dans toute l'etendue du plan de Ia variable z. 
En tenant compte enfin de ce que chacun des termes Fv{z) 

de Ia derniere serie est construit de sorte qu'il reprösente une 
fonction holomorphe dans Ie meme domaine, on en conclut, 
d'aprös Weierstrass, que Ia fonction 

O O 

F(Z) = ZFv(H) 
V=I 

est holomorphe, elle-aussi, dans toute l'etendue du plan de z, 
Ia derivee plhme etant 

O O 

F<%) = Z F?\z) (p = 1,2,8,.. .)• 
V=I 

C'est donc evidemment une fonction entiere; de plus, d'apres Ie 
n° 86, c'est une fonction entiere teile que 

F(On) = c<°> 

F'M = <£> 

FiPn)(On) == C(

n

Pn) 

(n = 1, 2, 3, ...), 

puisque Ies fonctions Fv(z) satisfont aux conditions (I), (III), (IV) 
et (V) (n° 86), comme nous l'avons vu au n° 92. 

Donc, Ie probleme generalise de l'interpolation (n° 85) vient 
d'etre rösolu dans Ie cas oü O1 4= O (n° 87). 

99. Reste ä montrer que ce probleme peut etre resolu 
aussi dans Ie cas oü O1 = 0. 
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Comme il est ais6 de s'en assurer, on n'aura, au fond, qu'ä 
rõpõter ä cet effet Ies raisonnements precedents, et ä modifier 
lšgörement Ie procede de formation des fonctions 

F1(Z), F2(z\ . . . Fv(z), . . . 

Les modifications ä introduire sont Ies suivantes: 

I 0 Prenons, en particulier, . 

% 
V1(Z) = 1, Cp2(Z) = cps(z) = . . . <Ph+1(z) = > 

tandis qu'en gõnšral, lorsque v > i>i+2, soit 

„ W - f - i y * \ " 2 ' ' \ a"l W > 1 ' i! «.+1 / 0„\ps+l / a«\i> ,+1 
ß P l + l 1 1 ( l — flw V*-1" 

W \ «2/ \ «n-l/ 

2° Entendons par (Az) la meme suite indšfinie que pius 
haut, au n° 88, avec cette seule diff6rence que cette fois soit 
aZi = a2, tandis que dans Ie cas precedent on avait aZi = ax. 

S0 Lorsque v 2, construisons Ies series entieres ipv(z) 
d'apräs Ies memes regles que dans Ie cas precedent; quant aux 
fonctions 

Vi(*), Vz(Z)* • • • %i+i(*)> 

rempla<?ons-les respectivement par Ies constantes 

40), ep, . . . c[Pl). 

Cela posõ, prenons, comme auparavant, 

Fv(z) = <Pv(z).yv(z); 

on obtiendra ainsi une suite indefinie de fonctions Fv(z) dont 
chacune satisfera aux memes conditions essentielles que pius 
haut (n° 86); en particulier, on aura 

¢(*) Q1 (
2) Api) 

I1(H) = Fi(C) = Jf *, Fs (z) = f , z\ ... Ff&l (Z) = ~j&-
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Bn repetant Ies raisonnements precedents, on dšmontrera, 
cette fois aussi, la convergence uniforme de la serie 

O O 

2 f v ( Z ) 
v=l 

dans toute l'etendue du plan de Ia variable z; enfin, on en tirera 
Ia conclusion que Ia fonction 

F(z) = JT Fv(z) 
V=I 

sera bien une fonction entiere fournissant une Solution du pro-
bleme generalise de l'interpolation dans Ie cas oü O1 = 0. 

Donc, d'apres Ie n° 63, on döduit des considerations pre-
cedentes immšdiatement Ie theoreme göneral suivant: 

E t a n t d o n n ö e s t r o i s s u i t e s i n d 6 f i n i e s : 

I0 c e l l e d e s (a„) s a t i s f a i s a n t a u x c o n d i t i o n s 
s u i v a n t e s : 

a» 4= pour i ^zj, 

I CT1 I ^ I CT2 I = • • • = I a» I = • • •) e t 

I an I —• oo pour w —• oo; 

2° c e l l e d e s n o m b r e s e n t i e r s p o s i t i f s q u e l -
c o n q u e s o u z e r o s 

Pl > P21 • • • P•*> • • • » 

3° e t c e l l e d e s q u a n t i t e s q u e l c o n q u e s 

c[°\ Cp, .(») .(') On y vn y M 
9 

on p e u t c o n s t r u i r e u n e i n f i n i t e de f o n c t i o n s 
e n t i e r e s F(z) t e l l e s q u e p o u r z = an l ' o n a i t 

W = < 0 ) 

F'(an) = cW 

F ^ ( a n ) = c ( P n ) 

(n= 1, 2, 3, . . . ) , 
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F(Pn\z) e t a n t Ia d e r i v e e d ' o r d r e pn d a Ia f o n c t i o n 
F{z) et 

^ F{0)(z) =X= F(z). 

100. Corollaire. 

E t a n t d o n n e e s I e s m e m t e s t r o i s s u i t e s i n d e -
f i n i e s q u e d a n s l ' e n o n c e p r e c e d e Ä t ^ o n p e u t c o n ? 
s t r u i r e u n e i n f i n i t e de f o n c t i o n s $(z-*-e0) r e p r e -
s e n t e e s p a r d e s s e r i e s de L a u r e n t e t t e l l e s q u e 
p o u r z = ün l ' o n a i t • , 

Q(Cln-Z0) = Ci^ 

(121) <P'(anl-Z0) = Ctf 
: 

Q<Pn\an-z0) = c^n) . 

z0 e t a n t u n n o m b r e f i x e q u e l c o n q u e d i f f e r e n t d e s 
e l e m e n t s de Ia s u i t e 

ßß) • • • . . . 

En effet, examinons d'abord Ie cas particulier oü 

z0 = o, etant ax 4; 0. 

Nous aurons ä montrer que l'on peut construire une infi-
nite de fonctions 

-j-oo 
$(*) = U CnSfn 

n = — O O 

de sorte que chacune d'elles satisfasse aux conditions (121), en y 
prenant Z0 = -0. 

A cet effet presentons <P(z) sous Ia forme 

fc)=fwi 

P(z) etant une fonction entiere de z et 

GtI-I une fonction entiere de 
W .. * 

12 
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P(z) — C*0 ~b C1 z -)- C2*
2 —|— - - - —[— CnZn -j- ..., 

0(1) = ^ + ^ . 1 + ^ ( ^ + . . . + 0- m " +... 

Tout revient ä determiner convenablement Ies coefficients (Ci) de 
ces deux series entieres. 

Or, prenons pour 

O [ -1 une fonction entiere bien determinee de —; W . * 
par exemple, 

6 t I i J - e ' - l + h m
 +

 k ( i n +---+¾) +••• 
Cela pose, il ne nous reste qu'ä determiner P(z) de sorte que 
1'on ait 

(122) 

P(an) = <£" — P(an) = 
W 

P(On) = cfX) — 
fl O' (!) P(On) = W 

-Pw(On) = C(Pn) — G(Pn) 

(» = 1, 2, 3,...). 

Or, d'apres Ie thšoreme general que nous venons de demontrer, 
on peut construire une infinite de fonctions entieres P(z) satis-
faisant aux conditions (122). 

Donc, en entendant par O une fonction entiere quelcon-

que de - et par P(z) une infinite de fonctions entieres de * Z 
determinees conformement aux conditions (122), on obtiendra, en 
effet, une infinite de fonctions 

¢(2) = P(z)-{-(? 

satisfaisant aux conditions imposees (121). 
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Dans Ie cas general, oü z0 4= 0, nous allons proceder d'une 
fa<jon tout analogue. 

Prenons 

Q(Z-Z0) — P(Z-Z0) + G 

et entendons par O une fonction entiere bien deter-

minee de , par exemple, z—Zt 

Q { - ^ — ) = e ~ 2 0 = i + T + - - . 
\z—z0) 1 \\z—z0J n! y z—Z0J 

Cela pose, nous aurons ä determiner la fonction entiere P(z—z0) 
de sorte que pour z = an 1'on ait 

P ( O ^ 0 ) = 

P K - * » ) = c u _ g ' ( _ U 
r M z°l (n — 1, 2, 3, . . .)• 

Pi^Xan-Z0)= 
\"M ZqJ 

En posant z — z0 = x, ainsi que 

«„—2 O = < (w = 1,2,3,...), 

tout revient ä determiner uue fonction entiere de x, P(x), de sorte 
que pour x = a'n 1'on ait 

P ( a - ) = c < o , _ f f M 

(128) 
P W ) = Ca> v n' n 

& 
- " • ß i n = 1,2, 3, . . .) . 

-P^nYO = 4 " " ' -
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I. Als Grandlage für die vorliegende Arbeit wurden die meteo-
rologischen Beobachtungen von Tartu (Dorpat) benutzt, die lücken-
los bis zum Jahre 1866 zurückreichen. Es soll hier der Versuch 
gemacht werden, die Einwirkung der einzelnen meteorologischen 
Faktoren aufeinander zu untersuchen und festzustellen, in welchem 
Masse bei langen Beobachtungsreihen im Verlaufe der einzelnen 
meteorologischen Elemente eine Gesetzmässigkeit zum Ausdruck 
kommt. Dazu wurden in erster Linie die Temperaturbeobachtun-
gen benutzt, die für die Klimatologie eines Ortes als die wich-
tigsten anzusehen sind, weshalb eine genaue Kenntnis derselben 
besonders wünschenswert ist. 

Die Untersuchung bezieht sich auf die monatlichen Mittel-
temperaturen und auf die Abweichungen derselben von den Mittel-
werten, die aus einer Beobachtungsreihe von 57 Jahren (1866—1922) 
berechnet wurden. Um über die Temperaturverhältnisse in Tartu 
(Dorpat) eine bessere Übersicht zu gewinnen, sind in der Tab. 
M l die erwähnten Mittelwerte wie auch andere charakteristische 
Daten über die Temperatur gegeben. 

Aus Tab. N« 1 ersehen wir, dass das Klima von Tartu den 
Übergang vom See- zum Kontinentalklima bildet, da hier das 
niedrigste Temperaturmittel auf den Winter bzw. Januar und das 

* höchste Temperaturmittel auf den Sommer bzw. Juli fällt. Da-
gegen ist der Oktober im Mittel etwa um 1.2° wärmer als der April, 
der September um 0,6° wärmer als der Mai, was wieder als Merk-
mal für ein Seeklima dienen dürfte. 

In erster Linie scheint zwischen der Temperatur und dem 
Luftdruck ein gewisser Zusammenhang zu bestehen, der aber 
nur in einer mehrjährigen Beobachtungsreihe zum Ausdruck 
kommt. Um die Einwirkung der erwähnten meteorologischen 
Elemente aufeinander kennen zu lernen, wurden auch für den 
Luftdruck die Monatsmittelwerte und die Abweichungen von 
diesen für alle Jahrgänge berechnet. Ein Vergleich der Luftdruck-
und Temperaturabweichungen zeigt, dass in den Wintermonaten 

l* 



T a b e l l e M 1. 

Monats- und Jahresübersicht der Lufttemperatur in Tartu 1866—1922. 

I II III IV V VI VII VlII I X XI XII Jahr 

Mittleres Monats- und Jahresmittel — 6.66 — 6.57 — 3.23 3.63 9.96 14.90 17.04 15.17 10.56 • 4.86 — 0.59 — 4.92 4.51 

Grösstes Monats- u. Jahresmittel — 0.16 — 0.97 2.33 8.49 15.30 18.65 20.91 19.46 14.07 8.93 4.36 0.12 6.16 

Kleinstes Monats- u. Jahresmittel -14.77 — 17.62 -10.79 — 0.58 3.82 10.69 14.10 12.52 7.42 - 0.20 — 5.65 —14.41 2.33 

Mittleres Monats- u. Jahresmaxi-
m u m  — 4.38 — 3.81 0.26 8.02 15.07 20.21 22.20 20.07 14.99 7,88 1.39 — 2.86 8.26 

Mittleres Monats- u. Jahresmi-
n i m u m  — 9.35 — 9.71 — 6.64 — 0.20 5.02 9.66 12.17 10.86 6.76 2.04 - 2.77 — 7.40 0.87 

Extremes Monats- u. Jahres-
maximum  6. 5 7. 5 17. 2 24. 9 31. 4 34. 0 34. 5 35. 2 27. 8 21. 1 12.2 8. 5 35. 2 

Extremes Monats- u. Jahres-
m i n i m u m  - 3 6 . 2 —33. 1 - 2 7 . 4 —17. 6 — 5. 0 — 1. 5 3. 9 1. 4 — 3. 6 - 1 2 . 4 —22. 2 —34. 3 - 3 6 . 2 

Mittlere Veränderlichkeit der 
Monats- u. Jahresmittel . . . . 2.58 2.58 1.98 1.67 1.82 1.24 1.12 1.07 111 1.61 1.89 2.31 0.80 

! > 
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grösstenteils einer negativen Temperaturabweichung eine positive 
des Luftdruckes entspricht und umgekehrt, während im Frühling 
und Sommer die Beziehung eine entgegensetzte ist. In Tab. 
Ns 2 ist der obige Zusammenhang in Zahlen für jeden Monat 
angegeben. Es sind hier wie auch in den folgenden Tabellen 
bei derartigen Vergleichen die Resultate in Prozenten ausge-
drückt, was für eine allgemeine Darstellung viel übersicht-
licher ist. 

T a b e l l e M 2. 

Die Beziehung zwischen der Lufttemperatur und dem Luftdruck 
in Prozenten. 

I II III IV V Vl VII VIII IX X XI XII 

65 53 54 40 28 33 32 30 35 44 53 56 

Im Januar ist die Wahrscheinlichkeit für die erwähnte Be-
ziehung zwischen Luftdruck und Lufttemperatur 65 %, im Mai 
dagegen, wo die hohe Lufttemperatur meist gleichzeitig mit 
hohem Luftdruck aufzutreten pflegt, nur 28%. Dieselbe Erschei-
nung ist fortlaufend in den folgenden Monaten von Juni bis 
Oktober vorhanden, wo ebenso die Wärmeperioden grösstenteils 
mit hohem Luftdruck zusammenfallen. Der Korrelationsfaktor 

. y) 

r ~ V t x - ^ y 2 

zwischen Luftdruck und Luftdemperatur beträgt im Mai 0,32, 
während sein wahrscheinlicher Fehler 

F _ 0.6745(1 — r2) 
~ yT 

0,08 ist. 
In derselben Weise wurden die Temperaturabweichungen 

mit den Abweichungen von den monatlichen Niederschlagsmen-
gen verglichen. Die Beziehung zwischen Lufttemperatur und 
Niederschlagshöhen ist nicht so scharf markiert, wie zwischen 
Luftdruck und Temperatur. Nur in den Sommermonaten Juni, 
Juli, August und September pflegen die kalten bzw. warmen 
Perioden meist mit regenreicher bzw. trockener Witterung auf-
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zutreten, da im entgegensetzten Fall der Prozentwert nur zwischen 
33 und 39 variiert (siehe Tabelle Na 3). 

T a b e l l e M 3. 

Die Beziehung zwischen der Lufttemperatur und den Nieder-
schlägen in Prozenten. 

I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII 

51 53 47 53 53 33 39 39 37 56 53 60 

In den übrigen Monaten von Oktober bis Mai, mit Aus-
nahme von März, haben wir es mit den umgekehrten Verhält-
nissen zu tun, wobei der grösste Prozentwert (60 %) auf den 
Monat Dezember fällt. Der Korrelationsfaktor zwischen Luft-
temperatur und Niederschlag für Juni ist —0,39, sein wahr-
scheinlicher Fehler ist 0,08. 

Die Lufttemperatur eines Ortes steht ausser mit dem Luft-
druck und den Niederschlägen auch mit dem Winde im Zusam-
menhang. 

In den meteorologischen Beobachtungen von Tartu sind in 
der ganzen Beobachtungsperiode für jeden Monat die Windkompo-
nenten angegeben; daher ist ihre Einwirkung auf die Lufttem-
peratur leicht festzustellen. Zu diesem Zwecke wurden für jeden 
Monat die Differenzen zwischen der „W" und „0" Komponente 
einerseits, und zwischen der „S" und „N" Komponente anderseits 
berechnet. Diese Differenzen wurden mit den Mitteltemperaturen 
des betreffenden Monats verglichen, wobei wie bei der Lufttem-
peratur, so auch bei der erwähnten Winddifferenz die Verände-
rung von einem Jahr zum anderen für jeden Monat in Betracht 
gezogen wurde. Es wurde nachgezählt, wie oft die Zu- oder 
Abnahme der Lufttemperatur eines Monats von einem Jahr zum 
anderen mit der Vergrösserung oder Verkleinerung der erwähnten 
Windkomponentendifferenzen zusammenfällt. 

Es ergab sich, dass besonders die W—0 Differenz mit der 
Lufttemperatur eng zusammenhängt, was in nahezu gleichem 
Masse das ganze Jahr hindurch zum Ausdruck kommt. 

In folgender Tabelle (Tab. JSTo 4) ist in Prozenten die erwähnte 
Beziehung zwischen der Temperatur und der W—0 bzw. S - N 
Komponente dargestellt. 
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T a b e l l e N» 4. 

Der Zusammenhang zwischen der Lufttemperatur und den Wind-
komponenten in Prozenten. 

II III IV V VI VII VIII IX X XI XII 
3 ! O

 70 63 59 43 29 30 32 36 39 48 56 67 

£ I CO 70 45 70 57 52 61 41 54 59 61 61 64 

Aus der Tabelle ersehen wir, dass in den Wintermonaten 
die hohen Temperaturen meist einer Zunahme der Westkompo-
nente entsprechen, in den Sommermonaten dagegen einer Zunahme 
der Ostkomponente. Was die Nord-Südwinde betrifft, so treten 
die hohen Temperaturen grösstenteils bei vorherrschendem Süd-
winde auf mit Ausnahme des Februars und Juli, wo das umge-
kehrte Verhältnis besteht. 

II. Weiter wurde die Frage behandelt, in welchem Masse 
sich die Brhaltungstendenz der Temperatur für aufeinanderfol-
gende Monate erkennen lässt, und wie weit die erwähnte Tatsache 
zu einer Temperaturprognose benutzt werden kann. 

Dazu wurde für jeden Monat einzeln bestimmt, in wieviel 
Prozent der Fälle das Vorzeichen der Temperaturabweichung für 
den folgenden Monat das gleiche bleibt. Da die Wahrschein-
lichkeit der Fortdauer einer bestimmten Witterung allgemein 
mit der Länge der Periode zunimmt, sind die Berechnungen bis 
zu vier Monaten zurück fortgesetzt. Die Resultate sind in Pro-
zenten in Tab. JvTs 5 zusammengefasst. 

T a b e l l e JSTa 5. 
Wahrscheinlichkeit der Erhaltung einer gleichnamigen Tempe-
raturabweichung in Prozenten von Monat zu Monat in Abhän-

gigkeit vom Alter der Periode. 
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Ein vorhergehend. Monat 66 62 54 65 63 65 51 51 60 56 53 68 

Zwei vorhergehend. Monate 68 70 55 74 68 61 54 66 62 53 53 70 

Drei vorhergehend. Monate 75 73 54 79 70 60 68 75 74 50 61 59 

Vier vorhergehend. Monate 56 80 58 86 73 56 67 80 73 57 56 64 
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Die erste Reihe enthält in Prozenten die Wahrscheinlich-
keit, dass das Vorzeichen der Temperaturabweichung des vorher-
gehenden Monats auch für den laufenden dasselbe bleibt, — 
die zweite Reihe — die Wahrscheinlichkeit, dass nach zwei vor-
hergehenden Monaten mit gleichnamiger Abweichung, auch 
der darauf folgende dritte Monat dasselbe Zeichen beibehält, — 
die dritte und vierte Reihe — dieselbe Wahrscheinlichkeit für 
drei bzw. vier vorhergehende Monate. So zum Beispiel beträgt 
die Wahrscheinlichkeit, dass nach einem kalten Januar, auch 
der Februar seine Temperatur unterm Normalwert haben würde, 
62 %; wenn aber schon vier vorhergehende Monate (Okt., Nov., 

Ein vorherg. M. JTHoUi 

Zwei 

Fig. 1. Prozentwerte der Erhaltung der Vorzeichen der Temperaturabweichung 
von Monat zu Monat in Abhängigkeit vom Alter der Periode. 

Dez., Jan.) nacheinder kalt waren, können wir den kalten Feb-
ruar mit einer Wahrscheinlichkeit von 80 % erwarten. 

Um einen Vergleich der gefundenen Daten für die einzel-
nen Monate zu erleichtern, ist die Tab. M 5 in Fig. Xa 1 gra-
phisch dargestellt. Als Ordinateri sind die einzelnen Monate 
beginnend von Nov. bis Februar genommen, während die Ab-
szissenlinien der Reihe nach ein, zwei, drei und vier vorher-
gehende Monate mit gleichem Vorzeichen bedeuten. 

Auf den Schnittpunkten der erwähnten Linien wurden die 
zugehörigen Werte aus der Tab. JVs 5 eingetragen, und die durch 
Interpolation gefundenen Punkte mit 50%, 55%. . . u. s. w. Wahr-
scheinlichkeit der Zeichengleicheit durch eine Anzahl Kurven ver-
bunden. Obwohl bei den einzelnen Kurven einige Unregelmässig-
keiten hervortreten, lassen sich im allgemeinen die Hauptzüge 
der Erhaltungstendenz der Temperatur deutlich erkennen. 

Es treten hervor drei Minima und eine gleiche Anzahl 
dazwischenliegender Maxima, die sich gut bis zum vierten vor-
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hergehenden Monat verfolgen lassen. Bs sei hervorgehoben, 
dass die im Verlaufe der erwähnten Linien vorkommenden Un-
regelmässigkeiten auf die geringe Anzahl der Beobachtungsjahre 
hindeuten, was besonders bei mehreren mit gleichnahmiger Ab-
weichung aufeinanderfolgenden Monaten hervortritt, da bei län-
geren Perioden die Zahl der Fälle schnell abnimmt. 

Aus obiger Figur ist ersichtlich, dass bei der Aufeinander-
folge der Monate mit gleichen positiven oder nagativen Abwei-
chungen ein Bruch der Kontinuität am deutlichsten im März 
und in den Herbstmonaten Oktober und November zum Vor-
schein kommt. Eine dritte Verminderung der Übereinstimmung 
ist in den Sommermonaten Juli und August vorhanden, jedoch 
ist sie nicht so scharf ausgeprägt, wie die erstgenannten. 

Dieselbe Frage ist bereits von vielen Forschern für ver-
schiedene Orte behandelt worden. Das grösste Interesse dürfte 
ein Vergleich mit dem Temperaturverlauf des Atlantischen Ozeans 
beanspruchen, der ausführlich von Pettersson1), Meinardus2), 
Grossmann8) und anderen untersucht worden ist. Für die nor-
wegische Küste hat Pettersson nach den Meeresoberflächentem-
peraturen von Utsire, Hellisö und Ona festgestellt, dass die Mittel-
temperaturen der erwähnten Orte und damit auch die Temperatur 
des Golfstroms von Dezember bis April wie auch von Juli bis 
September ähnlich .verlaufen, welche Erscheinung als Ausgangs-
punkt der Wettervorhersage für eine längere Periode dienen dürfte. 

Was in dieser Beziehung Tartu anbelangt, so sehen wir, 
dass hier der Bruch der Kontinuität statt im Mai und Juni, wie 
für die obengenannten Orte, etwa einen Monat später, also im 
Juli—August stattfindet, während nur im Herbst das Minimum 
der Zeichenerhaltungstendenz auf die gleichen Monate fällt. 

Der dritte auf dem Atlantischen Ozean im August vor-
kommende Kontinuitätsbruch, dessen Vorhandensein zuerst von 
Grossmann erwähnt wurde, scheint in Tartu mit demjenigen im 
Juli sich vereinigt zu haben, vorauf der Verlauf der in 
Fig. l eingezeichneten Kurven hindeutet. 

1) P e t t e r s s o n : „Über die Beziehungen zwischen hydrographischen 
und meteorologischen Phänomenen". Met. Zeitschr., J 896. 

2) M e i n a r d u s : „Über einige meteorologische Beziehungen zwischen 
dem Nordatlantische Ozean und Europa im Winterhalbjahr". Met. Zeitsch., 1898. 

3) G r o s s m a n n: „Die Beziehung zwischen den Temperaturen des Nord-
atlantischen Ozeans und von Nordwest- und Mitteleuropa". Ann. d. Hydr., 1908. 
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Ausser den beschriebenen Kontinuitätsunterbrechungen im 
Sommer und Herbst ist in Tartu noch eine Temperaturumkehrung 
zwischen Februar und März vorhanden, die an der norwegischen 
Küste gänzlich fehlt. 

Eine Erklärung dafür liesse sich im Unterschiede des jähr-
lichen Temperaturganges zwischen Tartu und den erwähnten 
Küstenstationen finden, da in Tartu der Übergang von den 
Wintertemperaturen zum Frühling infolge der Entfernung des 
dämpfenden Ozeans viel steiler ausgeprägt ist, als an der nor-
wegischen Küste. 

Zum Vergleich hierzu sind in der Tab. 6 die Prozentwerte 
der Zeichenerhaltungen der Temperaturabweichungen für Moskau 
aufgeführt. 

T a b e l l e Ns 6. 

Wahrscheinlichkeit einer Zeichenerhaltung der Temperatur-
abweichung von Monat zu Monat in Moskau. 

> H-I 
I 

> 
I 

HH 
> 

HH I 
> 

IIIA
 

HH 7 Xl 
I 

HH 

7 
I Jj J j > I 

> > 
i i—i 
> V

II
I- £ I 

X K K 

53 55 58 60 55 58 51 62 55 49 72 61 

Auch für Moskau ist die Zunahme des Zeichenwechsels der 
Temperaturabweichungen in den Monaten Januar—Februar und 
Februar—März deutlich erkennbar, welche Erscheinung in dieser 
Beziehung den Verhältnissen von Tartu entspricht. 

Allgemein scheint die Temperaturerhaltungstendenz bei der 
Aufeinanderfolge der einzelnen Monate zwischen verschiedenen 
Orten grosse Unterschiede aufzuweisen. Es sei hier in dieser 
Hinsicht auf Köppern Untersuchung1) hingewiesen, in der die 
erwähnte Frage ausführlich behandelt ist. 

Weiter wurden nach derselben Methode die Temperatur-
abweichungen der einzelnen Jahreszeiten miteinander verglichen. 
Es ergab sich, dass hier der Zusammenhang in viel geringerem 
Masse zu erkennen ist, als bei den einzelnen Monaten, da in 
letzterem Falle die vergleichbaren Zeiteinheiten etwa dreimal 
kürzer sind, als beim Vergleiche der Jahreszeiten. Die Vergleichs-
resultate sind in Prozenten in der Tabelle Na 7 aufgeführt. 

1) W. K o p p e n : „Aufeinanderfolge warmer und kalter Monate in Nord-
deutschland". Annal. d. Hydr., 1920. 
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T a b e l l e M 7. 
Wahrscheinlichkeit der Zeichenerhaltung der Temperaturabweich-

ungen zwischen den einzelnen Jahreszeiten in Tartu. 

Wint.— Frühl.— Somm.— Herbst— Wint— 
Frühl. Somm. Herbst Wint. Somm. 

66% 53% 53% 46% 45% 

MitAusnahme von Winter—Frühling, wo die erwähnte Wahr-
scheinlichkeit bis zu 66% gestiegen ist, schwanken die Überein-
stimmungszahlen in der Nähe von 50 %. Zwischen Herbst—Winter 
ist das Verhältnis sogar umgekehrt, woraus wir schliessen können, 
dass die Wintertemperaturen sich einigermassen mit den Herbst-
temperaturen zu kompensieren versuchen. Dieselbe Erscheinung 
tritt anderseits zwischen Winter und Sommer hervor, wo ebenso 
mit einer Wahrscheinlichkeit von 55% nach einem unter oder 
über der Normaltemperatur stehenden Winter, ein über oder 
unter der Normaltemperatur stehender Sommer zu erwarten ist. 

^ III. Da die Temperaturerhaltungstendenz für Tartu zu ge-
ring ist, um für eine Temperaturprognose eine praktische Bedeu-
tung zu haben, sind zu diesem Zweck die Temperaturbeobachtun-
gen einer Reihe der ringsumliegenden Beobachtungsorte heran-
gezogen. Es wurden dazu die monatlichen Mitteltemperaturen 
von folgenden Orten benutzt. Die Wahl fiel hierbei auf diejeni-
gen Stationen, an denen die Beobachtungsreihe möglichst lücken-
los war. 

T a b e l l e M 8. 
Verzeichnis der Stationen. 

<P X Höhe in m. 
Vardö . . . 1871-- 1 9 2 2 70° 22' QO 

O r-H
 

CC 10.0 
Bodo . . . . 1 8 7 0 --1922 67° 17' 14° 24' 7.2 
Florö . . . . 1 8 7 1 - - 1 9 2 1 61° 36' 5° 2' 8.0 
Haparanda . . 1 8 7 1 --1922 65° 50' 24° 9' 9.2 
Göteborg . . 1 8 7 0 - - 1 9 2 2 57° 42' I l 0 58' 16.5 
Archangelskx) 1 8 7 0 --1922 64° 33' 40° 32' 6.7 
Bogoslowsk . 1870-- 1 9 1 5 59° 45' iH 

O O
 

CO 188.0 
Moskau . . . 1 8 7 0 --1922 55° 46' 37° 40' 142.9 

1) Die bisher unveröffentlichen Mitteltemperaturen von Archangelsk, 
Bogoslowsk, Moskau, Kasan, Kiew, Odessa, Warschau und Wien sind von den 
meteorologischen Zentralinstituten der betreffenden Länder freundlichst zur 
Verfügung gestellt worden. 
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<P X Höhe in m. 

Kasan . . . . 1870-- 1 9 2 2 55° 47' 49° 8' 73.7 
Kiew . ! . . . 1870-- 1 9 1 9 50° 27' 30° 30' 183.1 
Odessa . . . . 1870--1917 46° 29' 30° 44' 65.3 
Warschau . . . 1870--1922 52° 13' 21 ö 2' 120.6 

Wien. . . . . 1870-- 1 9 2 2 48 ° 15' 16° 22' 202.5 
Hamburg . . . 1870--1922 53° 33' 9° 59' 40.3 
Thorshavn . . . 1870-- 1 9 2 1 62° 25' 6° 45' 1.5 
Stykkisholm . . 1870-- 1 9 1 8 65° 5' 22° 46' 11.0 

Die Betrachtung der Temperaturverhältnisse erstreckt sich 
auf den fast einheitlichen Zeitraum von 1870—1922. Als Grund-
lage dienten die monatlichen Temperaturabweichungen der be-
treffenden Stationen für die oben angegebene Reihe von Beobach-
tungsjahren. Es wurden die Temperaturabweichungen eines je-
den Monats für alle Stationen einzeln mit der Temperaturabweich-
ung des folgenden Monats für Tartu verglichen und nachgezählt, 
wie oft sie für jeden Monat gleichnamig waren. 

Die auf diese Weise erhaltenen Übereinstimmungsresultate, 
in Prozenten ausgedrückt, sind in Tab. M 9 aufgeführt. # 

T a b e l l e JVTs 9. 

Wahrscheinlichkeit der Gleichnamigkeit der Temperaturabweich-
ung von Monat zu Monat zwischen Tartu und den nachstehenden 

Stationen. 
S > > > > > X S * 

O O O O O O O O O O O O 
O- O- £ O4 £ £ CLt £ £ £ CU OL, 

Vardö  55 58 62 50 67 56 43 52 56 60 44 60 
Bodö  61 66 68 51 68 58 53 49 62 51 47 66 
Florö  61 73 73 59 51 57 45 55 49 57 47 57 
Haparanda  57 67 65 60 71 60 46 54 61 54 52 73 
Göteborg  63 58 68 58 49 58 53 60 47 62 42 64 
Archangelsk . . . . 56 53 62 51 64 60 58 40 53 51 49 72 
Bogoslowsk  54 63 57 44 44 47 52 48 41 52 54 54 
Moskau  58 62 49 * 58 64 58 57 53 55 53 49 68 
Kasan  47 60 56 62 56 52 52 49 53 51 51 66 
Kiew  50 64 54 76 60 54 54 56 60 55 54 67 

Odessa . . . . . . . 49 56 48 73 54 46 48 54 54 54 57 62 

Warschau . . . . . 60 60 53 60 64 53 45 57 58 66 54 64 

Wien . . . • . . . . 60 53 55 62 49 55 42 64 57 64 49 60 
Hamburg  63 58 60 62 47 51 43 57 51 58 51 64 
Thorshavn  67 50 73 52 50 60 50 63 48 42 44 44 
Stykkisholm . . . . 57 47 47 49 53 55 45 51 51 49 51 45 
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Die angegebenen Zahlenwerte der Tab. Ne 9 geben die 
Wahrscheinlichkeit in Prozenten, dass die Temperaturabweichung 
eines bestimmten Monats für Tartu dasselbe Vorzeichen haben 
wird, wie im vorhergehenden Monat für einen obenerwähnten 

\sV TWI 

TV.K- ^ J / ^ C 

Ort. So würden zum Beispiel für die Witterungsprognose für den 
Februar die besten Resultate die Januartemperaturbeobachtungen 
von Florö ergeben (73%), für den April dagegen die März-
temperatur von Kiew u. s. w. Aus obiger Tabelle ersehen 
wir, dass einige Orte eine grössere Wahrscheinlichkeit der 
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Übereinstimmung aufweisen, als andere, und dass die betref-
fenden Prozentwerte von einem Monat zum anderen sich 
verändern. 

Um einen Vergleich der erwähnten Werte zwischen den 

V n W ?n>M "I, 

Pr«51 

einzelnen Beobachtungsorten zu erleichtern, ist die Tab. N« 9 gra-
phisch in 12 Kartogrammen dargestellt. Es wurden dazu die 
Prozentwerte der Gleichnamigkeit der Temperaturabweichungen 
für alle Stationen auf den Karten eingetragen und hierauf durch 
Interpolation die Kurven von 55, 55, 60 u. s. w. Prozente der 
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Zeichengleicheit hergestellt. Für Tartu wurden dazu die in der 
Tab. M 5 angegebenen Werte für einen vorhergehenden Monat 
verwendet. 

. Um fe stzustellen, wie stark sich in dem Zeitraum von etwa 
10 Jahren der Verlauf der Kurven ändert, sind in 
gleicher Weise die Karten für eine 40-jährige Beobachtungsreihe 
(1870—1909) gezeichnet worden. Es ergab sich, dass die 
Veränderungen verhältnismässig gering waren, und dass das Ge-

samtbild der Zentra mit grösstem Prozentwerte sich nicht ver-
änderte. Daraus ist ersichtlich, dass wir es hier mit einer Ge-
setzmässigkeit zu tun haben, was für die praktische Verwend-
barkeit dieser Karten in der Witterungsprognose spricht. 

Da die Karten durch den Linienverlauf wie auch durch das 
Auseinandergehen der Prozentwerte sich voneinander unterschei-
den, werden wir die Betrachtung derselben gruppenweise vor-
nehmen. 

Einige ähnliche Züge zeigen die Karten vom Januar, Februar 
und März, da in diesen Monaten das westwärts liegende Gebiet 
mit den Stationen Thorshavn und Florö die grösste Wahrschein-
lichkeit für eine richtige Prognose ergibt. Dieses deutet auf 
die Einwirkung der atlantischen Zirkulation hin, was am stärksten 
in den genannten Monaten zur Geltung kommt. 

Für den folgenden Monat April hat sich die Lage vollständig 
verändert: jetzt zeigen die südwärts liegenden Stationen Kiew und 
Odessa die grössten Übereinstimmungswerte, während im Westen 
und Norden die betreffenden Zahlen viel geringer sind. 

In den darauffolgenden Monaten Mai, Juni und Juli würden 
die nördlichen Stationen die beste Treffsicherheit geben, wobei 
das Gebiet der grössten Prozentsätze von Mai bis Juli sich von 
Haparanda auf die Linie Archangelsk — Moskau verschoben 
hat. Eine solche Einteilung dürfte auf eine Einwirkung der auf 
dem nördlichen Eismeer befindlichen Eismassen hindeuten, was 
ausführlich von Wiese1) untersucht worden ist. 

In den Monaten August, September, Oktober, November ist 
eine gleichartige Verschiebung des Gebietes der grössten Über-
einstimmungswerte vorhanden, und betrifft jetzt die Sta-
tionen Wien, Warschau, Kiew, Odessa. Es sei hier hervorgeho-

1) W. W i e s e : „Eis im Barents-Meer und Lufttemperatur in Europa". 
Nachrichten des Zentralbureaus für Hydrometeorologie, Heft III, 1924v • 
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ben, dass neben der Wärme des Golfstroms für die Witterungs-
prognose für Tartu die Temperaturen von Kleinrussland in Be-
tracht kommen. Eine besonders ausgeprägte Beziehung ist zwi-
schen der Märztemperatur von Kiew und der Apriltemperatur 
von Tartu vorhanden, deren Korrelationsfaktor r = 0,51 und 
dessen wahrscheinlicher Fehler 0,07 ist. 

Obwohl die meisten Sommer- und Herbstmonate viel geringere 
Prozentwerte aufweisen, als die Winter- und Frühlingsmonate, 
würden sie dennoch mit Ausnahme von Juli eine bessere Prognose« 
ermöglichen, als die allein auf Tartu sich stützende Lokalprognose, 
besonders in Fällen, wo wir es nicht mit längeren Perioden zu tun 
haben. Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass im Sommer 
und Herbst der Verlauf der einzelnen Linien ein nicht so regel-
mässiges Bild ergibt, wie im Winter und Frühling. 

Die Korrelationen zwischen den betreffenden Werten sind 
nicht berechnet worden, da die Temperaturerhaltungstendenz wie 
auch die Temperaturverhältnisse der umliegenden Stationen nur 
zwei aus der Zahl der für derartige Prognosen notwendigen 
Faktoren darstellen. Es müsste hierzu noch die Beziehung des 
Luftdruckes, die Passate, die Veränderungen der Aktionszentra 
u. s. w. herangezogen werden, was aber nicht in den Rahmen 
dieser Arbeit gehört. 
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Vanemaist töist silma leepra kohta ilmus D a n i e l s s e n ' i ja 
Boeck ' i (13) poolt „Traite de la spidalskhed" Pariisis 1848, mis 
on üks esimesist täielikumaist töist sel alal. Peale selle on silma 
leepra kohta palju töid mujal ilmunud, iseäranis Norras, kus 
võiks nimetada H a n s e n ja B u l l 'i (20) oma „The leprous diseases 
of the eye" 1873, L y d e r B o r t h e n und L i e „Die Lepra des 
Auges" 1899, ja teised. 

Eestis on silma leepra üle kirjutanud H u l a n i c k i j a R u b e r t. 
Allpool käsiteldud materjal on saadud kõigi Eesii leprosoo-

Tiumide haigete läbivaatamisel ja täiendatud kirjandusliste and-
metega. 

Enam kui 75% kõigist leeprahaigeist kannatab mitmesu-
guste patoloogiliste muutuste all silmas, mille uurimiseks ma 
möödunud suvel läbi vaatasin kogu Eesti leprosooriumide haiged, 
nimelt: Muulis 16, Tarvastus 89, Audakul 58 ja Kuudal 60 haiget. 

Vanuse ja sugu järele jagunevad need leeprahaiged järgmiselt: 

Vanus 
Mehed Naised Mehed j a 

naised 
Vanus 

mac. tuber. Kokku mac. tuber. Kokku 

Mehed j a 
naised 

5—10 1 1 1 
11—15 — 3 3 1 2 3 6 
16—20 — 4 4 — 2 2 6 
21—25 4 5 9 3 8 11 20 
26—30 1 2 3 6 10 16 19 
31—40 4 5 9 8 14 22 31 
41—50 10 15 25 12 16 28 53 
51—60 3 11 14 10 13 23 37 
61 — 70 3 10 13 _ _ 17 17 31 
71—80 2 1 3 5 9 14 17 
81—90 1 1 2 1 — 1 2 

28 58 86 46 91 137 223 

Neist arvulisist andmeist on näha, et tuberosa vorm tuleb 
nooremas elueas sagedamini ette kui maculosa. Esimest vormi 
leiame juba enne 20. aastat, kuna teine algab peaasjalikult alles 
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21. aastaga. Haigete üldarv suureneb kuni 41. aastani, on kõige 
suurem 41. ja 50. a. vahel ja alaneb peale seda jälle. 

Kliinilise pildi järele tuntakse leepra kahte vormi, nimelt 
l e p r a m a c u l o - a n a e s t h e t i c a ja l e p r a t u b e r o s a ; peale 
nende on veel segavorm— l e p r a m i x t a , mis sisaldab mõlemi 
sümptomeid. 

Esimene vorm on väga pikaldase käiguga ja kestab küm-
neid. aastaid. Selle alguses tekivad, kaua-aegsete segaste närvi-
liste sümptomite järele, naha peal sagedasti suurenenud tund-
likkusega punased täpid, mis pikkamööda pärast kollakaks muu-
tuvad, tundlikkuse kaotavad ja kokku sulades nahale kaardisar-
nase välimuse annavad. Nende täppide kõrval peituvad sagedasti 
punakaspruunid infiltraadid, millest ka Ieeprabatsille on leitud, 
kuid mitte alati [ G r o e n o u w (19)]. 

Selle leepravormi puhul on rohkem silmapaistvad mitmesu-
gused närvihaigused, nagu pareesid, neuralgiad, hüperestesiad, 
troofilised korratused ja pärastpoole anestesiad, millede tõttu 
tekivad ka paljud vigastused ja muutused, näiteks lihaste halva-
tused ja neile vastavad tagajärjed, kui lagophthalmus, lontlaug 
ja muud. 

Lepra tuberosa eraldub esimesest vormist väikeste muhu-
kestega, mis tekivad naha peal, silmas või mujal ja pikkamööda 
suurenevad. Muhud on üksikud ja võivad pärastpoole kokku 
sulades suuremaid infiltraate põhjustada. Sagedamini tekivad 
need muhud näo, käte jal jalgade peal, millede nahk sel puhul 
pakseneb, kortsub ja kuiva välimuse omandab, nagu oleks ta 
puitunud. 

Leproomid perifeerseis närvides sünnitavad alguses hüper-
estesiat ja pärast anestesiat. Muhud võivad iseenesest resor-
beeruda või lagunevad ja muutuvad paiseiks, milledes leiduvad 
harilikult leeprabatsillid. 

Ennemalt oli leepra Euroopas kaunis laiali lagunenud, nüüd 
on teda aga veel üksikuis kohtades N o r r a s , R o o t s i s , H i s -
p a a n i a s , B o s n i a s , L ä ä n e m e r e m a i l , V e n e m a a l ja 
mujal leida. Mõnedes neis maades on leepra viimsel ajal märksa 
vähenenud, näiteks Norras, kus 1908. a. oli registreeritud 394 
leeprahaiget, 1923. a. aga kõigest 140. Inglismaal on üldse ainult 
24 leeprahaiget registreeritud [Ta lv ik (48)]. 

Leepra üleviimist loomade peale ei ole veel korda läinud 
küllalt tõendada. Hulgad katsed, infitseerida leeprat, viies ta 
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paise tükke silma eeskambrisse või kõhukoopasse jänesele, kassile 
]a ahvile, andsid negatiivseid resultaate*[Koebner (26), T h i n 
(49), D o u t r e l e p o n t - W o l t e r s (15), C a l d e r a r o (8)]. Teised 
[ N e i s s e r (83), B a b e s (2)] said nähtavad muutused infitseeri-
miskohal. Kolmandad [ D a m s c h (12), V o s s i u s (52), S t a n -
zia 1 e (46), M e l c h e r u. O r t m a n n (31), K e d r o v s k i ] saavuta-
sid leproome osalt ka kaugemalolevais organites. Küsimus, kas 
need sünnitused päris leproomid on või ainult valgete vereliblede 
läbi passiivselt edasiviidud batsillid, on alles lahendamata [Wese-
n e r (53)]. 

Silmas kui ka tema ümbruses võib leepra mitmes kohas 
ette tulla, nimelt o t s a e s i s e l , l a u g u d e l , l i m a n a h a s , 
s a r v k i l e s , v ä r v k i l e s , t s i l i a a r k e h a s , s o o n k i l e s ja 
harvemini v õ r k k i l e s . Suuremalt jaolt esineb ta korraga mit-
metes silma osades, rohkem aga eespoolseis. Õige harva tekib leepra 
silmas esimesena [Meyer , B e r g e r (32)], sagedamini ilmub 
enne mujal ja siis pärast siin sekundaarselt. 

Silma ümbrus. 
M a c u l o - a n a e s t h e t i c a kuju puhul leiame 

sagedasti otsaesise- ja kulmulihaste pareesi, mille tõttu nägu 
miimiliste liigutuste puudusel külma, eluta välimuse omandab; 
on ühtlasi ka lau närvid paralüseeritud, nii et haige ei või silmi 
pilgutada, siis suureneb eelnimetatud eluta pilt veelgi. Nahk 
atrofeerub, kaotab kulmukarvad, kortsub ja valutustub. 

T u b e r o s a kuju tekib silma ümbruses, otsaesisel, kulmu-
del, laugudel ja mujal kahel kujul, nimelt kui infiltraat või piiratud 
muhukesed. Esimene näib pealt küll sile olevat, sisaldab siiski f äikesi 
sõlmekesi, mida võib sõrme all tunda. Paksenenud nahas tekivad 
vertikaalsed ja horisontaalsed jooned ja lohud, mis muhud ning 
infiltraadid üksteisest eraldavad ja haigele tüübilise ilme annavad. 
Infiltraadid ja muhud võivad resorbeeruda ja jälle uuesti tekkida, 
mädaneda ja armistuda, mis kõik välimusele väga kirju pildi annab. 

K u l m u d kannatavad m a c u l o - a n a e s t h e t i c a kuju kor-
ral umbes 50%, t u b e r o s a l peaaegu 100%, kulmukarvad kui 
ka ripsmed kukuvad maha, alguses temporaalseis osades ja pärast 
nasaalseis. Infiltraat võib nii suureks minna, et nahk väljaspool-
ses kulmuosas allapoole ripub. Sõlmekesed kulmude kohal on 
mõnikord esimesed leepra tunnused silmades [ G r o e n o u w (19)]. 



6 0. KURIKS. A V I I L 3 

Laud. 
Et silmalaud oma anatoomilise ehituse poolest sar-

nanevad muude kudedega, siis ei lähe ka leepra muutused, mis 
siin tekivad, teistest palju lahku. L o p e z (29) loeb laugude 
haigusi esimesiks sümptomeiks silma leepra puhul. 

M a c u l o - a n a e s t h e t i c a kuju puhul ilmuvad laugudel, 
nagu mujalgi naha peal, alguses punakaskollakad täpid, milledele 
pärast järgnevad sügavamad degeneratiivsed muutused, mis puu-
dutavad nahka, lihaseid kui ka kõhri ja teisi osasid. Mõlemal 
laul tekivad täpid^ harilikult sümmeetriliselt. Nende ilmumise 
ajal on tundlikkus puudutamisel kõrgendatud, kuid nõrgeneb 
pärastpoole ja võib ka hoopis kaduda [ G r o e n o u w (19)]. 

Tabab halvatus näonärvi (n. f a c i a l i s ) otsi, mis lau liha-
seid (mu sc. o r b i c u l a r i s ocul i ) innerveerivad, siis tekivad 
viimastes degeneratiivsed protsessid, millede tagajärjena lihased 
atrofeeruvad ja oma funktsioonid kaotavad; siis ei saa haige enam 
oma silmi kinni pigistada ja laud võivad ka silmamuna juurest 
eemale jääda ning allapoole vajuda; tähendab: meile esineb siin 
l a g o p h t h a l m u s p a r a l y t i c u s ja lau väljapoole pöördumine. 
Viimaste eelnähtustena ilmuvad harilikult alumises laus esialgu 
värisevad liigutused [ H a n s e n ja B u l l (20)]. Siis tuleb nõnda-
nimetatud p e i d e t u d l a g o p h t h a l m u s . Sel ajal on mõned 
lihasekiud veel puutumata, ja kõvasti pingutades võib haige nende 
abil veel oma silmad täiesti kinni pigistada; tahabv,ta aga silmi ker-
gesti sulgeda, nagu see harilikult magamiseks sünnib, siis ei 
puutu laud mitte üleni kokku, vaid jäävad nasaalses osas teine-
teisest eemale. See vahe suureneb aegamööda temporaalses sihis, 
kuni Viimaks laugude välimise nurgani ulatub. 

Säärasel juhusel ei lähe haigel ka kõige kangemal jõupingu-
tusel enam korda lauge teineteise vastu suruda, kinni katta sarv-
kilet ja skleerat, mis siis kuivama ja degenereeruma hakkavad. 

75-el maculo-anaesthetica kuju haigel (29 m., 46 n.) oli lagoph-
thalmus't 32 (42,6%), 12 m. (41,4%) ja 20 n. (43,5%), mõlemal 
silmal 29 juhtumast (11 m., 18 n.), ühel silmal 3 (l m., 2 n.). 
Võrreldes neid andmeid R u b e r t ' i (44) ja B o r t h e n ! (3) oma-
dega leiame, et esimesel oli lagophthalmus't 33,43% (43,33% m. 
ja 28,33% n.), teisel — 66,76% (70% m. ja 60% n.); tähendab, 
siin saadud arvud on keskmised nende autorite omade vahel. 
12-el haigel oli lagophthalmus kergel kujul, nii et nad suure 
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pingutuse abil võisid silmad veel kinni pigistada, 10-el vajusid 
laud kõva pingutuse peale ainult temporaalses osas teineteise vastu, 
kuna nasaal-osas nende vahele kaunis suur pragu jäi; 4-al jäid 
silmad ka maksimaalsel pingutusel pilukile, 6-el olid silmad kõik 
aeg täitsa lahti, ka kõige paremal tahtmisel ei läinud haigeil 
korda lauge vähegi koomale suruda; pandi laud aga käega kokku, 
nii et silmamuna oli kaetud, siis jäi ka silm ajutiselt kinni; 
öösi magama minnes pidid need haiged alati oma silmad käega 
kinni suruma. Pragu laugude vahel oli alati suurem nasaalsel küljel. 

Komplikatsioonidest lagophth. puhul oli 21-el alumise lau 
v ä l j a p o o l e p ö ö r d u m i n e , 1-el lau s i s s e p o o l e p ö ö r d u -
mine, ll-el l o n t l a u d , l-el parempoolne näonärvi p a r e e s (n. 
f a c i a l i s ) . 

R i p s m e t e äratulemise põhjustest pikemalt allpool tuberosa 
kuju juures. Maculosa kujul olid ripsmed harvad igal laul 4-al 
(2 m., 2 n.), ainult ülemisel laul, rohkem temporaalses osas 2 m., 
ainult alumisel 6-el (.2 m., 4 n.), ripsmed puudusid mõlemal laul 
10-el (5 m., 5 n.), ainult ülemisel laul 2-el (1 m. ja 1 n.), ainult 
alumisel laul 6-el (4 m., 2 n.). Kokku 30 (16 m. ja 14 'n.) ripsme-
haigust ehk 40%. B o r t h e n i l üle 60%. 

T u b e r o s a kuju puhul tekivad laugude peale kas infilt-
raadid või väikesed sõlmekesed, harilikult kesk laugu, rohkem 
alumise ääre pool, sagedasti sümmeetriliselt. Aja jooksul pakse-
neb laug mõlemite muutuste puhul või on kaetud väljapaistvate 
muhukestega, millede suurus ulatub väikesest herneivakesest 
kuni metsapähklini ja suuremani; et nad oma raskusega lau 
peale suruvad, vajub viimane pärast alla ja sünnib nõndanime-
tatud l o n t l a u g ; maculosa kujul võib viimane tulla mu sc. 
I e v a t o r pa lp . pareesist. Muhud seisavad aastate viisi, resorbee-
ruvad või hakkavad lagunema ja muutuvad paiseiks, mis mäda-
nedes ja armistudes pärast laud täiesti ära rikuvad. Lau äärte 
kui ka sarvkile armistumisel tekivad d i s t i c h i a s i s , t r i c h i a s i s , 
e k t r o p i u m , ent rop ium. 

Läbivaadatud 146-el tuberosa kuju haigel (56 m., 90 n.) oli 
laugudel muhke 10 (4 m., 6 n.); neist oli ühel naisterahval lau 
peal muhk lagunema hakanud, paiset sünnitades. 

Lontlauge kergel kujul oli 19, keskmisel 7, raskel 5; viima-
sel juhtumusel oli sarvkile peaaegu üleni kaetud lauga, nõnda et 
vaatamiseks pidi haige pead ülespoole tõstma. 

Lau ääred on sagedasti paksud, infiltreerunud, punetavad, 
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kuna nahk ülevalpool laugu on loomulikku värvi; iseäranis pak-
sud lau ääred olid 5 meesterahval ja Il naisterahval. 

Arusaadav, et sedaviisi muudetud lau äärtes ei saa ripsmed 
enam loomulikult kasvada ja kukuvad välja. Harilikult hakkavad 
viimased juba siis kaduma, kui naha peal veel pole muutusi 
märgata. Ripsmete äratulemine on üks varasemaist ja alalise-
maist leepra tunnuseist (95%) [Carron de V i l l a r d s (9)]. Nad 
kaovad pikkamööda, jäävad alguses harvemaks, atrofeeruvad, kuni 
viimaks kõik ära tulevad. Rohkem kannatavad alumise lau 
ripsmed. Mõnedel haigetel on ripsmed pärast jälle kasvama haka-
nud; neid haigeid ravitseti süsihape-lumega. Haiguselood nr. 
210, 119. 

Nr. 210 K u m m , Liisa, 32 a. 1. tuberosa. Pärnu maakonnast, 
Pati Mõisakülast, Pikse talust, mehel 16 a., Ikpsi ei . ole. Vane-
mad, 3 venda, 4 õde on kõik terved. Elas Venemaal, Ufa kuber-
mangus, kust optandina kodumaale sõitis 1921. a. Kaks kuud 
peale kojujõudmist tundis enese haige olevat — käevarte peale 
tekkisid muhud. Pöördus arsti poole, kes saatis ta Tarvastu lepro-
sooriumi, kust ühe aasta pärast Muuli üle viidi; ravitsetud süsi-
hape-lumega umbes 2 kord kuus; tunneb peale seda enese para-
nenud olevat. 

Visus oc. utr. = 1,0. Kesk mõlemat kulmu on sümmeetri-
lised armid. Kulmukarvad ja ripsmed puuduvad osalt; haige 
ütluse järele on viimased 3 aasta eest täitsa puudunud. Parema 
silma ülemisel laul, ninapoolses ääres, on ripsmed palju väikse-
mad ja õrnemad kui väljaspoolses ääres; need peavad nähtavasti 
uued ripsmed olema. Täielisel ripsme kadumisel ei puudu hari-
likult muutused ka lähemas silma ümbruses. Ripsmehaiguse 
põhjuse leiab Lie sagedast Iimanaha-põletikust, L e l o i r (28) 
atroofüisist muutusist. . 

T u b e r o s a kujul olid ripsmed h a r v a d mõlemal laul 3 2-ei 
(13 m., 19 n.), ainult ülemisel laul 6-el (3 m., 3 n.), ainult alumisel 
laul 7-el (2 m., 5 n.); ripsmed p u u d u s i d mõlemal laul 44 (18 m., 
26 n.), ainult ülemisel laul 9 (4 m., 5 n.), ainult alumisel 12-el 
(7 n., 5 m.). Kokku leidus ripsmehaigusi tuberosa kuju puhul 
IlO (47 m., 63 n.) ehk 75,4%; R u b e r t i l 70,54%. 

L a g o p h t h a l m u s ' t oli tuberosa kuju 146-est haigest (56 m., 
90 n.) 18-el (12,2%),6 m. (10,7%), 12 n. (13,3%); neist lagoph-
t h a l m u s mõlemal silmal 15-nel (5 m., 10 n.), ühel silmal 
3-el (1 m., 2 n.); 8-al haigel oli lagophthalmus kergel kujul, 6 
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inimest võisid silmad ainult väljaspoolses osas kinni pigistada, 
4-al olid mõlemad silmad kogu aeg lahti. 

K o m p l i k a t s i o o n i d e s t võiks nimetada 4-al alumise lau 
väljapoole pöördumine. 

Tundlikkus oli laugudel vähenenud maculo-anaesthetica vor-
mil 15 haigel = 20,0%. 

Tuberosa vormil 31 haigel = 15,6%. 
Tundlikkus oli laugudel kadunud 
I vormil 7 haigel = 9,3 %, 

II „ 9 „ = 6,0%. 

Limanahk 
on harilikult hüperemeeritud, kaiarrilises olekus, iseäranis tundlik-
kuse puudumise ja lihaste pareesi puhul, mida võiks seletada 
vahest sellega, et säärases olekus ei reageeri silm korralikult 
sinna sattuvate kõrvaliste kehakeste ega muude väliste kahjulik-
kude mõjude peale. Verepuudust tuleb limanahas harva ette, 
kuid siiski on seda nõrkuse ja üldise verepuuduse puhul 6 korda 
tähele pandud B o r t h e n i (3) poolt. 

Värvi poolest muutub limanahk. Mõned autorid on selle 
valkja [ A z a v e d o L i m a (l), C a r r o n d e V i l l a r d s (9)], teised 
[ R a m p o l d i (42), B o r t h e n (3)] kollakaspruuni leidnud olevat. 
Viimaks armistub limanahk, kuivab ära ja skleroseerub. 

Laugude limanahast pole iseseisvaid kasvajaid leitud. Täpid 
ja muutused, mida tähele panid H u l a n i c k i (24), V o s s i u s 
(52) ja A z a v e d o L i m a (l), said alguse arvatavasti naabruses 
olevaist kudedest ja ilmusid alles pärast limanahas. 

P e d r a g l i a (38) j a L o p e z ' i (29) järele saavad sõlmekesed 
alguse limanahast, L e l o i r ' i (28) järele — sarvkile servalt. 

Kõige sagedamini leidub sõlmekesi skleera või episkleera 
peal, natuke eemal limbusest, kus need algavad episkleriidi ja 
skleriidiga; pärast tekib seal väike sõlmeke, valge või kollakas, 
kuju poolest sarnane flükteeniga. Viimase kuju on harilikult 
kolmnurkne, mille alus on limbusel, sarvkile lähedal, kuna tipp 
on pöördud temporaalses sihis skleera peale. Need muhukesed 
on harilikult õige madalad, langevad järsku sarvkile peale ja pik-
kamööda temporaalsele küljele; nende kõrgus tõuseb mõnikord 
siiski kuni 4 mm [de V i c e n t i i s (51)], mil nad juba laugude 
liikumist hakkavad takistama. Teinekord asuvad siin nimetatud 
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kasvajad rõngakujuliselt ümber sarvkile [Meyer u. B e r g e r 
(32)]. Skleriit kestab harilikult väga kaua, kuid valud võivad 
täiesti puududa. Infiltraat kaob tihti ilma lagunemata, halle täppe 
järele jättes. 

Sarnase pildi leiame M. S o o '1 (nr. 223), kellel asub leproom 
temporaal-limbusel; samal kohal on tera limbuse juurde pikergu-
seks kokku tõmbunud. 

Sõlmekese arenemiskäiku skleeral näitab järgmine haiguse-
Iugu nr. 223: 

Soo, M i i n a, 48 a. vana, pärit Äksi kihelk., Sootaguse val-
last, viimased 18 a. elanud Tartus. 1923. a. kukkus luuk parema 
silma peale, millest nägemine siis ära kadus ; 1922. a. jäi pahem 
silm haigeks, tekkis punane täpp väljaspool silmavalge peal; 
haige pöördus silmakliinikusse 7. II., mil ambulantsikaardi peale 
on märgitud: o.d.V.= 0 ; Cataracta tremulans post trauma; o. s. 
V . = 0,04, c.c. — 20,0 d. = 0,2 — 0,3; episcleritis, myopia gravis, sta-
phyloma postic.; o b s e u r a t i o corp. vitrei. 

Pahema silma limbusel oli kaunis suur flükteenisarnane 
kõva muhk, mis oli skleera küljes kinni; limanahk muhu peal 
ei liikunud; ravitsemisel kollase salviga ja massaažiga ei olnud 
tagajärgi. Sama aasta sügisel pöördus Soo nahahaiguste-ambu-
lantsi, kus temal leepra diagnostitseeriti ja ta 4. XI. Muuli 
leprosooriumi saadeti. 

24. III. 24. P a r e m s i l m : tera ei reageeri valguse peale, 
suurenes atropiini toimel, kuid mitte ad maximum; lääts on kokku 
tõmbunud, kortsunud, liigub silma pööramisel ja näeb välja kui 
mäerühmad kuu peal. Korneaalmikroskoobi abil võib järgmist 
konstateerida: värvkile kõvasti injitseerunud, eeskoja nurgas, 
temporaalses osas, on ,10 halli ümmargust ja pikergust tera; need 
asuvad sarvkilel, limbuse lähedal, ja ulatuvad VII—XI, vaata 
tähendus Ihk. 20. 

P a h e m s i l m : temporaalses osas, sarvkile ja skleera peal, 
üle limbuse, on kollakaspunane muhk IOX6 m m > kui suur lame 
flükteen, kolmnurkne, alus limbusel, tipp skleeral; pind on 
krobeline, mõned kohad paistavad oma kollaka värvi poolest kui 
terad välja; nasaal-osas langeb muhk järsku, temporaalses pikka-
mööda. Limanahk muhu peal ei liigu ja sisaldab palju veresooni, 
milledest on veenid iseäranis suured. Muhu keskpaigas puudub 
tundlikkus. Tera pikergune välisäär limbuse kohal leproomiga 
kokku kasvanud, sisemine äär läätse külge kleepunud; atro-
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piini toimel ei suurene tera. Värvkile tera äärel kõvasti pigmentee-
runud; läätse eelmine kapsel tume. 

30. III. 24 pahemast silmast kokaiininarkoosi aegu tükk 
muhku ära lõigatud ja bakterioloogiliselt uuritud; temas leidus 
palju leeprabatsille. 

1. XI. 24. Järelejäänud leproom pahemas silmas on suure-
nenud umbes kahe võ?ra pinda mööda, kuid paksemaks ei ole 
ta kasvanud; temporaal katab 1I3 sarvkilet. Korneaalmikroskoobi 
abil on näha: eeskoja nurgas all V—VII, seespool sarvkilet, üsna 
limbuse lähedal, 8 pruunikat musta tera. 

2. II. 25. Sama koha peal p a h e m a s s i l m a s on 10 sar-
nast tera, ühed neist ümmargused, teised pikergused; sklerokor-
neal leproom injitseerunud. P a r e m a s s i l m a s : eeskoja nur-
gas temporaalselt seisvad terad ühte liitunud, kitsast hallikat 
riba sünnitades. 

Infiltraadi tekkimise kohta ütleb L o p e z (29) järgmist: 
Leepra sõlmekesed sünnivad limanahas niisamuti kui mujal naha 
peal, kõige sagedamini asetsevad nad silmamunal, sarvkile ja 
skleera piiril. Nad algavad kergesti punase muhukesega ja kas-
vavad, kuni terve organ rikutud. Mõnikord asuvad nad aga 
ainult limanahas. 

Väga tüübilised on need flükteenitaolised leproomid. Algu-
ses tekib limbusel kollakas, läbipaistmatu täpp, kuhu jookseb 
palju limanaha ja episkleerä veresooni. Sellest täpist kasvab pärast 
väike muhuke, mis ka osa sarvkilet kaasa kisub ja selle tume-
daks teeb. Muhukese värv on kollakas, pekisarnane, või paljudest 
veresoontest vähe punane. See sõlmeke kasvab pinda mööda 
rohkem laiemaks kui paksemaks ja sünnitab skleriidi sümptomeid. 
Sõlmekesed on nii lamedad, et äralõikamisel on õige raske neid 
pintsetiga kinni haarata. 

S y l v e s t e r ! (47) järele on sõlme algus skleeras, limbuse 
kohal, ja tekitab aegsasti episkleriiti. Sel kohal infiltreerub lima-
nahk, pakseneb, liigub alguses, kasvab pärast sõlmekesega ühte. 
Et limanahk esiotsa kasvajast eraldub ja alles pärast sellega 
ühineb, siis võiks oletada, et sõlme algus ei ole igatahes mitte 
limanahas [Ro es er (43), Hansen u. Bul l (20), Neve (34)]. 

Need limbuse leproomid olid esimesed, mis silma leepral 
tähele pandi, ja alguses peeti neid ainukesteks sümptomiteks 
[ S y l v e s t e r (47)]. W o l f (54) pidas neid stafüloomideks, 
M e y e r (32) ja B u l l (6) leukosarkoomideks. 
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Täpsamad andmed nende muhukeste kohta andsid Hansen 
ja Bnl l (20). Nende kui ka teiste [Hulanicki (24)] järele saavad 
need kasvajad alguse episkleerast ja laienevad pärast naaberku-
dede peale. Sõlmeke võib skleerast läbi kasvada, liituda värvkilega, 
mis sedaviisi esimese külge tõmmatakse, kuna tera loperguseks 
venitub; vaata haiguselugu nr. 223. 

Limanahad olid hüperemeeritud, punetasid ja eritasid rähma 
120 (54%) juhtumusel läbivaadatud haigeist. Säherdust Iima-
naha-katarride arvu tuleks seletada rohkem vist küll kohalikkude 
elutingimustega, milledes need haiged viibivad, kui leepraga, sest 
nad mahutuvad kaunis tihedasti väikesis ruumes, kus vähe õhku 
ja ka puhtus palju soovida jätab. Haigeist on mitmed juba kaunis 
elatanud, väga iseäralikud, kangemeelsed, kes sellepärast mitte 
kõiki neilt nõutavaid puhtuse- ja korrapidamis-seadusi ei täida. 
Meeste toad on sagedasti täis suitsu, mis omakord silmi ärritab 
ja katarre tekitab. 

Läbivaadatud haigeist olid 4-al silmamuna peal nasaalses 
osas mõlemas silmas p t e r ü ü g i u m i d , 2-el õige vanal, kõdural 
haigel oli märgata v e r e v a e s u s l i m a n a h a s . Xerosis't lau-
gude ja muna limanahal võis 4-1 haigel tähele panna. 

Ägedate katarride põhjuseks on troofilised muutused ja 
nende tagajärjed silmas, nagu lau välja- või sissepoole pöördu-
mine, l a g o p h t h a l m u s , viltu kasvanud ripsmed, muhud silma-
munal, lau äärtes jne. Lau väljapoole pöördumisel ärritub sage-
dasti limanahk, eritub rähma, ja sedaviisi võib pärast päris 
mädapõletik (blennorrhoea,) tekkida. On seesugusel juhtumusel 
ka sarvkile purustatud, episkleerä hüperemeeritud ja paistetanud, 
siis muutub silmamuna aastate jooksul punaseks lihatombuks, 
mis aja jooksul kortsub ja atrofeerub; ühes sellega kaovad ka 
katarri tunnismärgid. 

Sääraseid lihatompe võis 5 haigel näha: nr. 41, 58, 96,141,160. 
Mõnel neist haigeist prepareerisin selle g r a n u l a t s i o o n -

k o e s i l m a m u n a p e a l t ä r a , millede all veel kaunis kõva 
infiltreerunud sarvkile peitus; viimase vastu oli surutud värv-
kile, nii et eeskoda täiesti puudus; peale seesugust operatsiooni 
tõendasid haiged, et valgusetunne olla suurenenud. 

Tundlikkuse vähenemist oli limanahal märgata maculo-
anaesthetica kuju puhul 27 ehk 36%, tuberoosse kuju puhul 30 
ehk 20,3%. 
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Skleera. 
Et leepraprotsess, nagu eespool nägime, harilikult episkleeras 

algab ja sealt siis edasi läheb, siis kannatab skleera alles pärast-
poole, kui muhk viimasesse kasvab. Oma kõvaduse tõttu paneb 
skleera kaua vastu, kuni viimaks leproom, tema sisse tungides, 
ta ära purustab. Leproom võib sinna sattuda mööda mahla-
torusid, harude kaupa, milledest ulatuvad mõned kuni soonkileni, 
kus nad, head pinda leides, jõudsasti suurenevad [Lie (3)]. 

Skleera võib haigeks jääda esimesena ka sügavamais osa-
des, kuhu leproomid satuvad S c h l e m m i kanalist, värvkilest 
või episkleerast ja sünnitavad skleriidi [Hansen, Bull (20)]; 
sellevastu räägib B ö c k m a n n (7): „et leproom oleks alguse 
saanud skleeras, pole tähele pandud". 

Läbivaadatud 146 tuberosavormi leeprahaige seas olid infilt-
raadid episkleeral ja skleeral 29 (13%), R u b e r t i l 18,5%, mõle-

.mas silmas sümmeetriliselt temporaalses osas 4-1, ainult paremas 
silmas 13-1, ainult pahemas silmas 12-1. 

Suurem jagu neist kasvajaist asus, nagu eelmisedki, silma-
muna temporaalses osas, neist temporaalselt ülevalpool horison-
taalset meridiaani 5, allpool sama meridiaani 2 kasvajat; silma 
ülemises kvadrandis 3, alumises 1 kasvaja; mõlemad viimased 
asusid, samuti kui teisedki, limbusel, s. o. osalt skleera ja sarv-
kile peal. 

Ühel haigel, nr. 101, oli rõngataoline kasvaja, õige madal, 
kollakat värvi, paremas silmas 3 mm, pahemas 5 mm lai, levides 
limbusest mõlemale poole. Naabruses olev sarvkile oli tumestunud. 

Haigel nr. 84 oli 2 kasvajat, milledest üks juba oli ära 
kadunud, teine aga veel alles; nimelt paremas silmas üleval, 
temporaalses osas, punakashall täpp, suuruses 4X6 mm., nähtavasti 
leproomi ase; samas silmas allpool, ka temporaalses osas, kolla-
kas kasvaja 4X6 m m. 

Ühel oli pahemas silmas limbusel kaunis kõva flükteen, mis 
kujutas arvatavasti leproomi algust. Selle haiguse loost nr. 67: 
mõlemas silmas olid temporaalselt ja nasaalselt, horisontaalse 
meridiaani kohal, vähe limbusest eemal, skleera peal, kollakad 
täpid, millede pikkus 6 m, laius 2 m. 

Siin tähendatud kasvajad olid mitmes staadiumis, alates 
kõige väiksemast flükteenist ja lõppedes suure muhuga 5X20 mm; 
mõnel u l a t u s p a k s u s k u n i 10 mm. Kõige paksem koht 
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oli alati limbusel; siit langes ta järsku nasaalseit ja pikkamööda 
temporaalselt. Kasvaja pind oli harilikult sile, ainult mõnikord 
olid paksemad leproomid pealt vähe krobelised. 

Värvi poolest tuli rohkem ette kollakaspunaseid, mõned suu-
remad olid päris punased, harva juhtus sinikashalle. Muhud ise 
olid aluse külge kinni kasvanud, kuna neid kattev limanahk 
oli harilikult liikuv. Tundlikkuse .muutumist oli külgepuutumisel 
märgata 23-el (17%), neist vähenenud 19-el, puudus 4-al. 

Sarvkile. 
Sarvkile haigused on kõige hädaohtlikumad silma leepra 

puhul, sest nende läbi võib haige nägemise õige ruttu kaotada. 
M a c u l o - a n a e s t h e t i c a kujul sünnib sarvkile haigeks-

jäämine peaasjalikult lagophthalmuse puhul, mil ilmuvad esiteks 
limbuse kohal kerged epiteeli degeneratiivsed muutused, mille-
dele pärast allpool sarvkile osas tihe pannus järgneb. Kestab 
haigus edasi, siis tumestub sarvkile üleni, temas tekivad haavad, 
ta kortsub ja kuivab viimaks ära; selle tõttu väheneb sarvkile 
vastupidavus, ta surutakse ettepoole; silmamuna venib palju 
pikemaks, stafüloomi sünnitades, ja degenereerub aegamööda 
(Groenouw). Stafüloome leidus 6-el haigel, neist mõlemas silmas 
2-el, ühes silmas 4-al. Sarvkile ja limanaha tundlikkuse puhul 
võib silm kergesti vigastuda. 

T u b e r o s a kujul esineb sarvkile haigus harilikult ühes 
silma teiste põletikkudega, harva eraldi. Neist keratiidi kujudest 
oleksid nimetatavad k e r a t i t i s p u n c t a t a ning k e r a t i t i s 
p a r e n c h y m a t o s a ja vanadusest rõngataolise tumestuse sar-
nane keratitis, mis esineb leepra mõlema kuju puhul. 

Esimese kuju puhul leiame sarvkile pinnas väikesi halle 
täppe,- mis on mõnikord nii tihedad, et kokku sulavad. Need 
ilmuvad kõige esmalt limbuse kohal, temporaalses sarvkile osas; 
alguses tekib seal kerge tumestus, mis suurendamisel näib 
koosnevat peenikestest hallidest punktilistest infiltraatidest; 
viimaseid võib mõnikord nii rohkesti olla, et sarvkile näib 
kui jahutolmuga kaetud^ olevat, vaata haiguselugu nr. 211., 
Ihk. 22. Infiltraadid resorbeeruvad paremal juhtumusel, järele 
jättes halle pruunika tooniga täppe. Aastate jooksul võib see 
tumestus suureneda, küündida sarvkile keskpaika ja katta viimast 
üleni. Sel puhul tungivad muutused sügavale sarvkile kihtidesse 
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ja haigus sarnaneb keratitis parenchymatosa'ga. Nende kahe siin 
kirjeldatud haiguse vahel on veel mitmed ülemineku-vormid. 

146 tuberosast kuju haigeist eraldasin 6, kes kannatasid tra-
choma all ja kel sellepärast polnud võimalik kindlaks teha, kas 
muutused sõltuvad viimasest või leeprast. Ülejäänud 140 (54 m., 
86 n.) seas oli kerat. punctata vorme 65 (20 m., 45 n.); mõnedel 
neist ulatusid tumestused ka sügavamaisse sarvkile kihtidesse. 
Tuleb ette, et kerat. punctata leidub ühes ja kerat. parenchymat. 
teises silmas, nagu haige nr. 133, kellel paremas silmas esimene, 
pahemas teine kuju. 

K e r a t i t i s p a r e n c h y m a t o s a puhul algab tumestus 
harilikult sarvkile äärest või sagedasti naabruses olevast leproo-
mist ja küünib pärast üle sarvkile, mille keskkoht vahel pike-
maks ajaks läbipaistvaks jääb. Seesugune tumestus koosneb 
pinnalisist ja sügavaist leepra infiltratsioonest; vaata haigu-
selugu nr. 211. Siin võib mõnikord tähele panna ka vaskulari-
satsioone, mis saavad alguse limanaha ja episkleerä veresoontest; 
need on siis õige kehvad ja ei ulatu perifeerist palju 
kaugemale. 

Sarvkile sügavamaid tumestusi, mis sarnanevad keratitis 
parenchymatosa'ga, leidus 10 (4 m., 6 n.). 

Suurem jagu neist tumestusist sisaldas veresooni, mis lim-
busest sinna sisse jooksid; sarvkile epiteel oli seejuures krobeline 
ja tume, mattklaasi taoline. 

Mitmesuguseid sarvkile tumestusi, maculae corneae, oli 26-el 
(10 m., 6 n.), staphyloma corneae ll-el, abplanatio corneae 5-el (1 m., 
4 n.), Ieucoma adhaerens 2-el. Kokku sarvkile muutusi Il9-el (85%) 
(Rubertil 79,13%, Borthenil 62,39%)» niehi 43 (79,7%) (Rubertil 
74%), naisi 76 (88,3%) [Rubertil 86%]. 

Muutusi mõlemas silmas 89, ainult paremas 18, ainult pahe-
mas 12. Ühel haigel oli iseäraline k e p i t a o l i n e k e r a t i i t . 
Selle haiguse lugu nr. 215. A m a l i e L õ m p s , 27 a., 1. tube-
rosa, pärit Vana-Kariste vallast, Sossi külast, Kõrgemäe talust. 
Vanemad, 1 vend, 1 õde ja 1 laps on kõik terved; haigeks jäi 
9 kuu eest. Alguses tekkisid täpid näole; silmade üle ei kaeba. 
Muuli leprosooriumis olnud 2 kuud. 

P a r e m s i l m : V = 0,5, allpoolses sarvkile osas, parenhüü-
mis, on sügav kepitaoline tumestus, mis koosneb nagu väikesist 
kepikesist, asetatud vertikaalselt. 

Pahem s i l m : V = 0,7, sarvkile allpoolses osas tumestu-
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nud sügavamais kihtides ja näib kui jahutolmuga kaetud olevat; 
epiteel on tumestusekohal tuhm, veresooni pole tumestuses näha. 

Sõlmekesi on sarvkiles kaunis sagedasti leitud [Hulanicki 
(24), H i r s c h b e r g (21) ja teised]; need tulevad sinna harilikult 
limbusel olevaist pesadest [Borthen (3), Bul l u. Hansen (20)] 
ja põhjustavad seal kaunis suuri infiltraate. Esiteks tumestub 
sarvkile, pärast tekib sellele kohale väike sõlmeke, hallikas või 
punakas, skleera poole lame, sarvkilele järsku vallimoodi alla 
langedes [ B l e s s i g , K a r n i t z k y und W e i n s t e i n (5)]. Vii-
maks võib see sõlmeke kogu sarvkile oma alla võtta; mõnikord 
lepib ta ainult perifeeriga ja jätab keskkoha puutumata. Sõlme-
keste tundlikkus on puutumise korral õige nõrk, kuna valutund-
likkus säilib. Lõpuks resorbeerub sõlmeke, mõnikord oma asemele 
hallikat täppi jättes, muutub paiseks ja sünnitab paksu kae; 
halvemal juhtumusel läbistab sarvkile ja põhjustab raskemaid taga-
järgi, millede tõttu silm võib täiesti hävida. 

Leproome võis sarvkilel 10-el haigel tähele panna (4 m., 
6 n.); 6 korda olid leproomid mõlemal silmal, 4 korda ainult ühel 
silmal. Naabruses olev sarvkile oli alati tumestunud kuni süga-
vamate kihtideni. Haigeil nr. 208, 211, 214 kaapisin värskelt 
ilmunud infiltraadid sarvkilelt maha ja uurisin bakterioloogiliselt; 
neis leidus leeprabatsille. 

H a i g e l nr. 14 oli leproom sarvkilest läbi kasvanud. Selle 
haiguse lugu on järgmine: 

Ann P e e d u , 53 a., lepra tuberosa. Tarvastu kihelk., 
Tuhalaane vallast; jäi haigeks sealsamas*30-aastaselt, silmad on 
haiged 40-aastaselt, interneeritud 1911. a. Vanemad, 4 venda, 
2 õde, 5 last — kõik on terved. Laugude nahk paks, kortsu-
nud, kollakat värvi; limanahad injitseerunud, eritavad rähma. 

Parem s i l m : V = 0,05, sarvkile tumestunud keskpaigas 
sügavamate kihtideni. 

Pahem s i l m : temporaalses osas on skleera ja sarvkile 
peal kõva konsistentsiga kasvaja, mis katab välimise poole sarv-
kilest ja naabruses oleva skleera; pikkus 15 mm, laius 10 mm, 
paksus umbes 3 mm. Kõige paksem koht on limbusest 3 mm 
väljapoole; siit sarvkile poole alaneb kasvaja järsku, pind krobe-
line, kuna väljapoole ta paksus väheneb pikkamööda ja näib pealt 
sile olevat. Kasvaja on värvilt kollakaspunane; limanahk ta peal 
on soonestunud, alusega kokku kasvanud. Binokulaariuubi abil 
on näha, et see muhk on sarvkilest läbi kasvanud ja sellega 
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täiesti ühtinud, kuid pole siiski eeskotta veel ulatunud. Äralõi-
gatud kasvajast leidsin bakterioloogilisel uurimisel leeprabatsille. 
Naabruses olev sarvkile on diffuusselt tumestunud. Tera väike, 
ei reageeri valgusele, suurenes atropiini toimel. Tundlikkus on 
kasvajal täiesti kadunud, kuna ta mujal limanahal näib ainult 
vähenenud olevat. 

Sarvkile haigusi saadavad harilikult komplikatsioonid, nagu 
iritis ja cyklitis [Djelov (14)]. Prognoos on halb, sest sügavad 
tumestused ei kao mitte täiesti ja nägemisteravus jääb puudu-
likuks. Tundlikkus oli sarvkilel vähenenud maculo-anaesthet. 
kujul 13 h. (17,3%), tub. kl. 30 h. (20,3%). Tundlikkuskadunud 
I vormil 9 haigel (12%), II vormil 6 haigel (4,1%). 

Uvea. 
Peaaegu pooled kõigist leeprahaigeist kannatavad u v e a 

haiguste all; neidleidis O t s c h a p o w s k y (35) — 50%, Borthen 
(3) — 37% maculo-anaesthetica ja 71% tuberosa vormi puhul. 

Isoleeritud iritis't leidub harva, sagedamini aga irido-cykli-
tis't, mõnikord ka ühes pretsipitaatidega Destsemeti kilel [Jean-
s e l m e u. Morax (25), B i s t i s (4)]. Korneaalmikroskoobi all 
võib tihti palju peeni pretsipitaate Destsemeti kilel näha, kuid 
haige tunneb enda seejuures täitsa terve olevat; ka objektiiv-
selt ei ole värvkilel ega sarvkilel muid patoloogilisi muutusi 
märgata. Tera suurus on N, valguse peale reageerib hästi, värv-
kilel puudub injektsiöon. Haiguselood nr. 208, 211, 214. Juhtu-
musi, kus oleks olnud ainult iritis või cyklitis, pole Borthenil 
korda läinud leida, küll aga sümptomeid, mis näitavad nende 
mõlemate peale; iridotsükliidi käik on krooniline ja vaheldub 
ägedate tõusudega. L e l o i r ja Bor then konstateerisid niisu-
guseid juhtumusi, mis ägedasti peale hakkavad ja mõne päeva 
pärast pimedaksjäämisega lõpevad. Eeskojas on mäda harva 
leitud, kuid õige sagedasti saadab seda iridotsükliidi fibriin-
eksfcudaat [H u 1 a n i c k i (24)]. U v e a - haigus järgneb harili-
kult episkleriidile ning keratiidile ja jätab raskeid tagajärgi, 
nagu seclusio ja oclusio pupillae, silma muna atrofeerumine, 
glaucoma ja muud. 

Kasvud värvkilel on haruldased nähtused [Bull u. Hansen 
(20), K r ü d e n e r (27), Collins(IO), Gonzalez (11)]; kuju poo-
lest on need hallid sõlmekesed sarnased pretsipitaatidega Dest-

2 
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semeti kilel, ja asuvad peaasjalikult tera äärel [ D ü h r i n g u. 
T r a n t a s (17), P a t r o n - E s p a d a (37)]. Suuremaid kasvajaid 
on eeskambri nurgas leitud [Neve (34)]. Nõelapea suurusi 
želatinoosseid tuumoreid eeskojas iirise peal leidis D r i e l (16) 2 
haigel 350 seast. 

Leproomi ilmumine on ühenduses harilikult iridotsükliidiga 
ja kaunis suure valuga. Ühed kasvajad kaovad, kuna teised jälle 
juurde tulevad [ H i r s c h b e r g (22)]. Pärastpoole suurenedes 
täidab muhk kogu eeskoja ja võib ka sarvkilega ühendusse minna. 
Värvi poolest on kasvajad valkjad, kollakad või punased. Nad 
ilmuvad kas ükshaaval või mitu tüki korraga, nagu H i r s e h b e r g i 
juhtumusel, kus neid oli 7 ühel värvkilel. Kasvajate tüübiliseks 
tunnuseks on nende äkiline ilmumine ja niisamuti ka kadumine 
[ H i r s c h b e r g (22)], nagu näitab haiguselugu nr. 214, Jaan E., 
kellel ilmus leproom järsku värvkile nasaalses osas ja kadus jälle 
mõne päeva pärast. Selle iriidi käik sarnaneb tiisikuse omaga. 

Kergemal juhtumusel jääb peale leproomi seclusio või oclusio 
pupillae, raskemal — kortsub silmamuna. 

Leproome värvkilel läks korda ainult kolmel haigel leida: 
nr. 28, 40 ja 214. , 

Nr. 28: R i i g , Hendrik, 54 a., Ieprosoorium Tarvastu, 1. 
tuberosa, Halliste kihelk., Vana-Kariste vallast; haigeks jäi kodus 
40-aastaselt, parem silm jäi haigeks 49-a., pahem 52-aastaselt. 
Vanemad, 1 vend ja 2 õde on terved; 1 õde on leepras. Rips-
med puuduvad igal laul, viimaste nahk paks, infiltreerunud lima-
nahk injitseerunud. 

P a r e m s i l m : V = käeliigutus. Sarvkile degenereerunud ja 
ühes silmamunaga väljapoole surutud; eeskoda kadunud, nii et 
sarvkile puutub kokku värvkilega. Sarvkilel näha väikesed valk-
jad tükid, arvatavasti lubjastused, mis teda kirjuks teevad. Üle-
valt limbuselt läheb sarvkilele madal kollakas soonestunud lep-
room, mis katab Vs viimasest. 

Pahem s i l m : V = O; sarvkile paksult tumestunud ja 
tükati läbipaistev; tera väike, valguse peale ei reageeri. Eesko-
jas, allpoolses osas, on valkjas muhk, mille pikkus 4 mm, laius 
2 mm. Muhk algab limbuselt ja läheb osalt üles mööda värvkilet 
tera poole; veresooni pole temas näha. 

Nr. 40: V a h e r , Leena, 45 a., Tarvastu leprosoorium, 1. 
tuberosa, Kõpu kihelk., Suure-Kõpu vallast, kus haigeks jäi 30-a., 
interneeritud 1921. a. 
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Parem s i l m : juba väikselt haige, V = O, staphyloma tot. 
peale vigastust. 

Pahem s i l m : V = 0,02, eeskojas, temporaalses osas, värv-
kilel, limbusest tera poole, on kollakaspunane m u h k , ühtepidi 
5 mm, teistpidi 3 mm. Muhk on kaunis lame ja tõuseb värv-
kilest vähe kõrgemale, tema pinnal on mõned veresooned nähtaval. 

Prognoos pole nägemise ega elu suhtes hea, sest leproo* 
mide ilmumine silmas loetakse halvaks nähtuseks ja annab tun-
nistust raskest haigusekäigust. 

Iseäralised muutused värvkilel leidsid J e a n s e l m e j a M o r a x 
(25) kahel haigel, kelledel võis luubi abil värvkilel näha palju 
halle muhukesi, terava nõelaotsa suurused (pointe d'aiguille). 
Need muhud katsid üleni tervet värvkilet; rohkemal arvul võis 
neid siiski tera ääre l tähele panna, kus nad olid ka suuremad. 
Ühel t e i s e l h a i g e l leidusid säärased muhukesed ainult ühel 
kvadrandil. Kõigil neil haigeil ei olnud m i n g i s u g u s e i d 
p õle tiku-tunnuseid värvkilel, mille karv, pind, niisamuti ka 
valguse reaktsioon olid täiesti korras. Eelnimetatud autorid pea-
vad neid muhukesi m i l i a a r - l e p r o o m i d e k s , mis on analoo-
gilised täpile sarvkilel, viimase pinnalise leepra põletiku puhul. 
Samasuguseid muhukesi on konstateerinud R u b e r t 4 haigel 
204 seast. Ka Patron-Espada (37) nimetab ühel juhtumusel 
muhukesi, mis olid eelmistest suuremad, nimelt nõelapea suurused. 

Umbes sarnaseid muutusi, terakesi värvkilel, kuid palju 
vähemaid, mis olid nii väikesed, et neid ainult korneaalmikros-
koobi abil võis konstateerida, leidsin 7 haigel. Haiguselood nr. 
214, 208, 211, 216, 217, 218, 222. Et neid juhtumusi literatuuris 
vähe on kirjeldatud ja sarnased korneaalmikroskoobilised uuri-
mused puuduvad1), toon need haiguselood. 

Nr. 214: E s k o , J a a n , 25 a. Leprosoorium Muuli, 1. tube-
rosa, Jüri kihelk., Rae vallast, Limu külast, Jaska talust, kus 
haigeks jäi 12-aastaselt. Isa kannatab leepra all 1905. a. saadik 
ja on Kuu d a s , tema vanemad olid terved; ema ja 2 õde ter-
ved ; 1 õde leepras; poissmees. 

Alguses tekkis muhk paremal labajalal; sama jala sääres olid 
kõvad tükid; pärast tekkisid kollakad täpid näo ja käte peale. 
19-aastaselt läks Kuuda leprosooriumi, kust 5 a. pärast Muulile 

1) Viimastel päevadel ilmusid literatuuris teated silma leepra korneaal-
mikroskoobiliste uurimiste üle W o o d ' i (55) ja P e t e r ' i (39) poolt; kummalgi 
•on 1 juhtumus. 

2* 
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üle viidi; r a v i t s e t u d s ü s i h a p e - l u m e g a . On paranenud, 
silmad on mõnikord kergemalt haiged olnud: kulmude karvad 
maha langenud, kade sel kohal infiltreerunud. Paremal silmal 
ripsmed harvad. P a h e m a silma ülemisel laul puuduvad rips-
med. Mõlemad ülemised laud vähe allapoole vajunud. Puutu-
misel puudub tundlikkus kulmudel ja laugudel, on limanahal ja 
sarvkilel vähenenud. Strabismus divergens, astigmatismus 
hyperopicus paremas silmas 4,0 d., pahemas 3,0 d. 

T ä h e n d u s : Täpsamaks kohtade määramiseks värvkilel 
jaotan viimase kolme jakku: v ä l i m i n e kolmandik limbuse ääres, 
sisemine kolmandik tera ääres ja nende vahel keskmine kolman-
dik. Nende kolmandikkude peal kohtade ülesleidmiseks tähendan 
viimased tunninäitaja numbritega kella peal; näiteks muutus 
värvkile sisemisel kolmandikul, selle koha peal, kus seisab tunni-
näitaja kell 12, tähendan: sisemine kolmandik XII. 

18. XI. 24. P a r e m s i 1 m: V = 0,3; c. c. -|- oyl. 2,5 d. axis 
vert. = 0,7; tera pikergune, valguse peale reageerib nõrgalt. 
Värvkilel, VlI ja XI (tunninäitaja) vahel sisemisel kolmandikul 
on kogu halle terakesi, sealt natuke väljapoole, kuni limbuseni, 
näha mõned üksikud samasugused terad. 

Pahem si lm: V = O,3; c. c. + cyl. 2,od. axis vert. = 0,7; 
limanahad laugudel kui ka silmamunal injitseerunud, eritavad 
rähma, tsiliaar-injektsioon munal selgesti nähtav. S a r v k i l e 
V3 ülemist osa kaetud hallide täppidega, allpoolses osas on mõned 
samasugused täpid. Kõik need koosnevad otsekui peenikesest 
hallist jahutolmust. Täppide vahel on sarvkile kergesti tumes-
tunud, epiteel sile ja läigib. Tera väike, valguse peale ei reageeri, 
atropiini toimel suurenes vähe. V ä r v k i l e l , temporaalses osas,, 
üsna tera lähedal ja kaugemal, I—V, on palju väikesi valkjas-
halle terakesi, mis asuvad niihästi pinnal kui ka sügavamais 
lohkudes ja impregneerivad eneste all olevat kudet; viimane näib 
kui peenikese liivaga kaetud olevat. Värvkilel, nasaalses osas, 
keskpaigas tera ja limbuse vahel, IX, on laiem kui pool värvkilet 
želatiinitaoline pool-läbipaistev ümmargune mass, läbimõõt umbes 
5 mm; selle ääred on rohkem läbipaistvad kui keskpaik ja kao-
vad pikkamööda kui udu. Selle massi keskpaigas paistab mas-
siivne tomp, mis annab osalt ka roosa refleksi; sel kohal on 
sarvkile vähe tumestunud. Värvkile kõvasti injitseerunud; silma-
põhi annab roosa refleksi. Atropiin, kompress ; ravitsetud süsi-
hapelumega prof. Paldrocki meetodi järele. 
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19. XI. Sarvkile pind, iseäranis nasaalne, krobeline kui 
mattklaas; infiltraat eeskojas vähenenud ja rohkem läbipaistev. 

20. XI. Infiltraat peaaegu kadunud, roosaid täppe oma ase-
mele jättes; silm vähem injitseerunud. Atropiin, kompress. 

25. XI. St. idem. 
30. XII. Täpp infiltraadi asemelt kadunud; ärritusetunnu-

sed möödunud, sarvkile läikiv. 
5. XII. St. idem. 
9. XII. Värvkilel, mitte kaugel pupilli äärest, allpool ja 

nasaalselt, on näha väikesed mustad terad, mis ilmusid arvata-
vasti peale põletikku. V= 0,3. 

19. XII. Paremas silmas 10 mm limbusest temporaalselt on 
punane flükteen, infiltraat. 

14. XII. Infiltraat vähem. 
17. XII. Infiltraat kadunud. 
5.1. 25. Möödunud päeval on pahem silm punetama ja 

valutama hakanud; tsiliaar-injektsioon, tera väike, valguse peale ei 
reageeri. Sarvkile ülemises kvadrandis väike hall infiltraat, mil-
lest bakterioloogilisel uurimisel leeprabatsille leidsin; samal kohal 
värvkile injitseerunud. Atropiin, kompress. 

8. I. Injektsioon kadunud, sarvkilel hallid täpid. 
Nr. 208: K a 11 a s, A u g u s t , 23 a. Leprosoorium Muuli. 

Äksi kihelk., Sootaguse mõisast. Vanemad, l vend ja 4 õde terved. 
Haigeks jäi 3 a. eest; kõige pealt tekkisid täpid käte, siis näo 
peale, valu ei tunnud. Ilmus rahvaväe-komisjoni, kus haigust 
tähele pandi ja haige Muuli saadeti; ravitsetud süsihape-lumega; 
on paranenud. 

Mõlema silma kulmud ja laud infiltreerunud ja armistunud, 
ripsmed harvad, osalt puuduvad. 

Parem s i l m : tera pikergune, valguse peale reageerib 
nõrgalt. Vs sarvkilet ülevalt tumestunud sügavamate kihtideni. 
Tumestus koosneb peenikesist hallest täppidest kui jahutolmust, 
millede keskel on näha üksikud suuremad, vähe pruunikad täpid 
ehk terad, mis pretsipitaatide moodi välja näevad# Värvkile sise-
misel kolmandikul, üsna pupilli äärel (V—VII), on suur kogu 
väikesi hallikaid teri, mis annavad koele ilme, kui oleks see 
mannapudruga üle määritud. 

P a h e m s i l m : tera reageerib valguse peale hästi. Epis-
kleritis. Sarvkile tumestunud kui paremas silmaski ja sisaldab 
ka väikesi terakesi, mis analoogilised viimastele värvkilel. Mõned 
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terad kaapisin Grefe noaga ära ja uurisin bakterioloogiliselt; neis 
leidusid leeprabatsillid. Värvkilel, sisemisel kolmandikul (II—VI 
ja IX), samasugused terakesed kui paremas silmas, III kohal 
ulatuvad terad kuni keskmise kolmandikuni, sealt üles- ja alla-
poole on need kitsamalt. 

20. VI. 24. Nr. 211: S u u r k i v i , L i i s a , 47 a. Lepro-
soorium Muuli. L. tuberosa. Põltsamaa kihelk., Kuriste vallast, 
Haidu külast, Silla talust. Interneeritud 45-aastaselt; vanemad, 
l vend ja 2 õde, 2 tütart — 23- ja 13-a. — terved. Haigeks jäi 
kodus 43-aastaselt; alguses tekkisid punased muhud näol ja 
käevartel, pärast mujal. Terad vähe lapergused, valguse peale 
reageerivad nõrgalt. Vaatepõllud piiratud. 

Parem s i l m : V = 0,6,-f- 1,5 d = 0,9. Kulmukarvad puu-
duvad; nahk armistunud; 2 mm limbusest väljapoole on puna-
kas muhuke, mille suurus 4 X 2 m m -

Pahem s i l m : V = 0,3, + 5,0d = 0,6; kulmukaryad puu-
duvad. Ülemisel laul, keskpaigas, puuduvad ripsmed. Süm on 
temporaalses osas tihti punane olnud ja valutanud. Sarvkilel 
allpoolses osas, Destsemeti kilel, pretsipitaadid. 

19. I. 25. Silmad punased, injitseerunud. Sarvkiled limbu-
sest peale 2—3 mm laiuselt infiltreerunud, iseäranis ülemises 
osas; infiltraat koosneb väikesist muhukesist ja täppidest, limbu-
sel on ta paksem ja hõreneb keskpaiga poole. Grefe noaga pin-
naline infiltraat ära kaabitud, esemeklaasile viidud ja Baumgarteni 
järele värvitud; selles leidusid leeprabatsillid. Destsemeti kilel 
mõlemas silmas pretsipitaadid. 

P a r e m s i l m : värvkilel VI—VIII, sisemine kolmandik 
paistab kui peene tolmuga kaetud olevat; XI kohal, keskmisest 
kolmandikust pupilli poole, leiduvad üsna väikesed, kui liivaterad. 

Pahem s i l m : Limbusel temporaalses osas väike leproom 
4 X 3 mm., millest bakterioloogilisel uurimisel leeprabatsille leitud. 

20. VI. 24. Nr. 216: T u u l i k , P a u l i n e , 22 a. Leprosoor. 
Muuli. L. tuberosa. Hanseküla kihelk., Abroku vallast, Salme 
külast, Ubstaiji talust. Tuli 17-aastaselt Tartu, aasta pärast mär-
kas, et oli haige; siit saadeti Tarvastusse, kust 2 kuu pärast 
Muulile üle toodi. Alguses tekkisid täpid jalasäärtele, pärast käe-
vartele; ravitsetud süsihape-lumega; paranemist on märgata. 
1 õde terve; isa, ema, 2 õde on leepras. Kulmude karvad harvad. 

P a r e m s i l m : V = 0,7. 
Pahem s i l m : V = 0,9, alumisel laul on ripsmed harvad, 
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tera suurus N, valguse peale reageerib korralikult. Värvkilel, 
temporaalses osas on mõned väikesed valkjad moodustused kui 
liivaterad. 

3. IV. 25. Terad värvkilelt jäljeta kadunud, sarvkilel kesk-
paigas nubecula. 

22. VI. 24. Nr. 217: T u u l i k , J u u l i e , 18 a. Leprosoor. 
Muuli. L. tuberosa. Elukoht ja perekonna-seis vt. nr. 216. Hai-
geks jäi ll-aastaselt; 2 aastat oli kodus, 5 a. Audakul, siis Muulil. 
Kulmude karvad ja ripsmed laugude keskpaigas puuduvad. Tund-
likkus kulmudel puudub, laugudel ja limanahal kõrgenenud 
sarvkilel N. 

Parem s i l m : V = 0,9. Värvkilel, temporaalses osas, 
pupilli äärel IX. on mõned üksikud hallikad terad, mis peene liiva 
moodi välja näevad. 

Pahem s i l m : V = 0,9; nasaalses osas limbusel flükteen, 
episkleriit. 

3. II. 25. Sarvkile temporaalses osas on sklerokorneaalne 
leproom, ülemisel kolmandikul kerge pinnaline, punktiline tumestus. 

Nr. 218: K a n g u r , L o v i i s e , 39 a. Leprosoorium Muuli. 
L. tuberosa. Kursi kihelkonnast, Puurmani vallast, kus ka hai-
geks jäi 40-aastaselt; alguses ilmusid punased täpid käevarte, 
pärast jalgade ja näo peale. Vanemad, 1 vend 54-a., 2 õde — 45-
ja 35-a. — terved; 1 õde 46-a. leepras ja on Tarvastu leprosooriumis. 
Mehel 20 aastat; mees, 4 last — 8-, 12-, 14- ja 17-a. — kõik 
terved. 

Kulmude karvad harvad. Pahema silma ülemisel laul kesk-
paigas puuduvad ripsmed, mujal on need harvad. Tundlikkus 
kulmudel ja laugudel N, limanahal ja sarvkilel nõrgenenud. Ees-
kojas, Destsemeti kilel mõlemas silmas pretsipitaadid, rohkem 
alumises osas. 

Parem s i l m : V = 0,7,-f-0,75 d. = 1,0. Värvkilel, üsna 
pupilli lähedal, IX—III, rida valkjaid teri, asetatud umbes 
p ä r l i t e t a o l i s e l t . 1 samasugune tera on VIII—IX, teine 
XI kohal. 

Pahem s i l m : V = 0,5, + 1,0 d = 1,0. Värvkilel, sisemisel 
kolmandikul, II—V, asuvad üksikud samasugused terad, nagu 
paremaski silmas, sisemisel kolmandikul on 1 must tera VI, 
teine VII kohal. 

Mõlema silma pupillid on loomulikus suuruses ja reageeri-
vad valguse peale korralikult. 
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Nr. 222: L e e t s i , A n n a , 51 a. Leprosoor. Muuli. Lepra 
tuberosa. Vana-Kuuste vallast, Sipe küla, Küti mõisast. Vane-
mad, mees ja 28-a. poeg terved; haigeks jäi 47-aastaselt kodus, 
sealt saadeti Muuli, kus ravitsetakse süsihape-lumega; on para-
nenud. Kulmudel nahk sümmeetriliselt infiltreerunud, karvad 
harvad. V. oc. utr. = 0,7, + 1,0 d = 0,9. 

P a h e m a s s i l m a s , värvkilel, sisemisel kolmandikul, üsna 
tera äärel, üks valkjas tera XII-1, teine II— III sisemise ja 
keskmise kolmandiku piiril, III-me kohal, on 3 samasugust tera, 
üks neist lohu sees. 

Neis haiguselugudes kirjeldatud iseäralised muutused värv-
kilel, terakesed või kübemed on nii väikesed, et neid võib näha 
ainult korneaalmikroskoobiga. V ä r v i poolest on nad hallikad, 
mõned kollakad või valkjad; k u j u poolest suuremalt jaolt ümmar-
gused või pikergused, iseäralikku e h i t u s t kui ka v e r e s o o n i 
pole neis märgata ja nad näevad koosnevat ühetaolisest massist. 
Ühed neist asuvad värvkile p i n n a l , teised kude sees ja loh-
kudes, näevad kui uduga kaetud olevat, kolmandad puutuvad 
ainult kergelt aluse külge ja paistavad rippuvat lohkude äärel. 
Ühes kohas leiduvad ainult ü k s i k u d terad, teises kohas on nad 
gruppide viisi ja katavad tervet värvkile pinda, nii et see näib 
kui peene l i i v a või m a n n a g a üle külvatud olevat. Suure-
mate terade vahel peituvad väiksemad, milledest mõned nii tillu-
kesed ja rohkearvulised, et neid veel vaevalt võib näha, ja anna-
vad oma massiga värvkilele ilme, kui oleks see ära tolmutatud 
või mingi rasvase ollusega üle määritud. D ü h r i n g ja Trau-
t a s (17) nimetavad üht leeprahaiged, kellel värvkile olnud kui 
lilletolmuga (Blütenstaub) kaetud. 

Need muutused olid ühes silmas 4 haigel, mõlemas silmas 
3 haigel, 7 silmas temporaalses osas, l-l silma nasaalses osas, 
1-1 silma ülemises, 1-1 silma alumises osas. Suuremalt jaolt asu-
sid nad värvkilele s i s e m i s e l kolmandikul, pupilli äärel, mõni-
kord natuke eemal, kuid keskmisest kolmandikust kaugemale ei 
ole nad ulatunud. Bsko'1, nr. 214, katsid nad värvkile kuni 
limbuseni. Mõnel neist haigeist olid v ä r s k e d p õ l e t i k u 
tunnused sarv- ja värvkilel, teistel haiguse v a n e m a d t a g a -
j ä r j e d , nägu sarvkile tumestus, pupilli nõrk reaktsion, kuna 
kolmandatel polnud m i n g i s u g u s e i d muid patoloogilisi tun-
nuseid märgata ei sarv- ega värvkilel, mille pind ja valguse 
reaktsioon täiesti korras olid. Nagu näha, on need muutused 
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arvatavasti k r o o n i l i s t laadi, aga mis nad õieti on, pole korda 
läinud veel kindlaks teha. J e a n s e l m e ja Morax (25) peavad 
neid miliaarleproomideks, analoogilisteks täpile sarvkilel viimase 
pinnalise põletiku puhul. Läheb korda neid muutusi põhjaliku-
malt bakterioloogiliselt ja histoloogiliselt uurida, siis vahest saa-
dakse nende kohta täpsamad andmed. 

Bt need terakesed on analoogilised s a r v k i l e täpile, näib 
väga võimalik olevat,* sest ka viimased ilmuvad sagedamini tem-
poraalses osas ja võivad pikemat aega olla, ilma et suuri põletiku 
tundemärke sünnitaksid, ja selleläbi sarnanevad sklero-korneaal-
sete leproomidega. Viimast arvamist võiks veel kindlamalt põh-
jendada u u r i m i s t e põhjal kolme haige juures: nr. 208, 211, 
ja 214. Neil olid sarvkile tumestuses samasugused terakesed kui 
värvkilel. Esimestes läks bakterioloogilise uurimise põhjal korda 
leeprabatsille konstateerida; analoogiliselt peaksid viimased ka 
värvkile eelnimetatud muutustes leiduma. Nii võiks sel põhjal 
veel julgemalt oletada, et meil on siin] tegemist miliaarleproomi-
dega, mis rohkel arvul värvkilel ilmuvad. 

Mis puutub muisse muutusisse eelnimetatud haigeil, siis 
võiks juurde lisada, et iseäralisi muutusi silmas pole leitud Leet-
s i l ja P. T u u l i k u l ; sarvkile tumestused väikeste täppidega olid 
E s k o l , K a l l a s e l ja S u u r k i v i l ; pretsipitaadid destsemeti-
kilel — K a n g r o l ja S u u r k i v i l ; leproomid limbusel J. Tuu-
l i k u l ja S u u r k i v i l ; leproom eeskojas — Eskol . 

Peale eelnimetatud hallide ja valgete terade värvkilel leidu-
sid teistel haigeil samal kohal mustad ja pruunid terad, mis olid 
asetatud suuremalt jaolt ükshaaval või väikesis gruppides; -nende 
seas ei olnud ka nii väikesi, mis tolmu viisi oleksid katnud värv-
kilet, nagu see eelmisil haigeil hallide teradega värvkilel ette tuli. 

H a i g u s e l o o d . 
Nr. 213. P a a l e s , L e e n a , 62 a. Leprosoorium Muuli. L. 

tuberoosa. 
P a r e m s i l m : värvkilel, üsna tera lähedal, Vl—VIII, on 4 

musta tera, x/2 VI on grupp väikesi musti teri. 
Pahem s i l m : värvkilel sisemises kolmandikus V kohal on 

3 väikest ja 1I2 VII üks suurem must tera. 
Nr. 219. K a d a k a s , J u u l i e , 27 a. Leprosoor. Muuli, L. 

tuberoosa. 
Parem s i l m : värvkilel, sisemisel kolmandikul VIII kohal, 

terve grupp musti teri, XI ja I kohal — üksikud terad. 
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P a h e m s i l m : samal kolmandikul, I—V, mustad terad. 
27. septembrist 1924. a. ravitsefced bismogenool'iga intramusku-
laarselt kaks korda nädalas ä 1,0, mille tõttu võisid hallid lep-
roomid degenereeruda ja musta värvi omandada. 

146 t u b e r o o s a k u j u haigeist eraldasin 6, kelledel silmad 
olid niisuguses olekus, et võimatu oli uveas patoloogilisi muutusi 
uurida. Ülejäänud 140 seas (54 m., 86 n.) leidus i r i d o t s ü k l i i t i 
9 (4 m., 5 n.). Kolmel neist võis sarvkilel pretsipitaate konstan-
teerida. S y n e c h i a p o s t e r i o r 14 (5 m., 9 n.), s e c l u s i o 
p u p i l l a e lo (3 m., 7 n.), o c c l u s i o pup. 10 (6 m., 4 n.). 
K o k k u u v e a - h a i g u s i 43 (30,7%). [Rubertil 28,19%], 
18 m. (33,3%) ja 25 naist (29%). Suuremal jaol neist hai-
geist olid muutused silma teral, viimane oli oma loomuliku üm-
marguse kuju kaotanud, vertikaal- või horitsontaalsihis pikerguseks 
jäänud ja synechiate pärast täiesti hambuliseks muutunud; val-
guse reaktsioon oli nõrk või puudus koguni. 

78 m a c u l o - a n a e s t h e t i c a kuju haigeil oli i r i d o - c y k -
l i t i s 2, s y n e c h i a p o s t e r i o r 5, s e c l u s i o pup. 3, k o k k u 
14 h a i g u s t (6 m., 8 n.), 18,6%- R- 13,09%. 

Silma põhi. 
Silma põhjas on leepra puhul seni veel vähe muutusi leitud, 

mida võiks vahest sellega seletada,'et nägemisnärv (nervus opticus) 
ja värvkile alguses üldse puutumata jäävad, või kui nad kanna-
tavad hilisemas haigusestaadiumis, mil silma esimesed läbipaist-
vad osad pikaldase protsessi järele juba tumestunud, siis pole 
enam võimalik oftalmoskopeerimisel neid muutusi konstateerida, 
sest nagu teada, algab leepra silma eespoolseis osades ja laieneb 
sealt siis tahapoole. H a n s e n ja B u l l (20) on enam kui 200 
leeprahaigel silma põhja hoolega läbi vaadanud, kuid pole seal 
patoloogilisi muutusi leidnud, samasugused resultaadid said ka 
H u l a n i c k i (24), B o r t h e n (3), Lopez (29), P a t r o n - E s -
pa da (37), ja teised. Küll leidsid nad mikroskoobiiisel prepa-
raadil värvkilest ja soonkilest leeprabatsille ja -pesakesi. T r a n t a s 
(17), B i s t i s (4), D ü h r i n g (17), Hol lmann (23), Maucione 
(30), P o i r i e r (40) leidsid muutusi ka silma põhjas, nägemis-
närvii ja värvkilel. R u b e r t leidis silma põhjas muutusi 23 % 
kõigist leeprahaigeist. V a l e t t a s (50) leidis mõlema leeprakuju 
puhul värvkilel ja soonkilel kollakaid, musti ja valgeid pesakesi, 
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väga sarnaseid luuesi omadega. Samal ajal konstateeriti ka 
sarvkile ja värvkile haigusi. Ebattitibilisi retinitsis pigmentosa 
juhtumusi leidis R u b e r t (44). 

Eelnimetatud 223 leeprahaige seas leidsin kahel r e t i n i t i s 
p i g m e n t o s a sarnase pildi, ühel neist oli ka x er o s i s conj . 
ja h e m e r a l o p i a , kolmandal haigel oli paremas silmas näge-
misnärvi (n. opticus) näsa atroofiline. Kas need muutused on 
ühenduses leepraga või iseseisvad, pole võimalik kindlaks teha. 

L ä ä t s e tnmestused leeprahaigeil olenevad arvatavasti muist 
põhjusist või vanadusest ja ei ole otsekoheses ühenduses selle 
haigusega. Soonte ja värvkile muutused leepra puhul sünnita-
vad läätse toitmises korratust ja võivad kaudselt mõjuda selle 
tumestuseks. Leeprabatsille pole läätsest kunagi leitud [Poncet 
(41)]. Läätse paigast äranihkumist on S m i t (45) mitu korda 
konstateerinud. Minu poolt läbivaadatud juhtumuste seas oli 7 
läätsetumestust. 

Klaaskeha tumestusi on leeprahaigeil leitud, kuid nende 
etioloogia pole täitsa selge. 

Kanapimedus võib tekkida pärastpoolse marasmi ja verevae-
suse puhul [Lopez (29)]. 

Nina limanaha leproosse katarri puhul võivad pisaratorud 
ummistuda ja vastavaid tagajärgi sünnitada. 

Üldiselt kokku võttes leiame, et 223 leeprahaige seas 
(86 m., 137 n.) kannatasid silma leepra all 196 ehk 87,8% (inclus. * 
ripsmed); tuberoosne kuju 146 haigest 139—95,2% 

mac.-anaesth. 75 „ 53—70,6% 
86 mehest 74—86% 

137 naisest 120—87,8%. 
Võrdluseks toon siin Bortheni, Hulanicki ja Ruberti andmed. 
Haigete Silmahaigete Mehed Naised 

üldine arv. % % 
456 80% 87% 74% Borthen. 

54 76% Hulanicki. 
202 75% Rubert. 
223 87,8 % 86% 87,8 (isikl. andm.). 
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Neist arvulisist andmeist on näha, et minu poolt läbivaada-
tud haigeil on silma leeprat arvu poolest veidi rohkem kui siin 
tähendatud autoritel. 

Pimedate suhtes jagunevad leeprahaiged järgmiselt: 
tub. f. mac. f. Kokku 

Parem silm pime 11 4 15 
Pahem silm pime 10 4 14 
Mõlemad silmad pim. 13 4 17 
Kokku ühe silmaga pimedaid 29 ehk 13%, mõlema silmaga 

pimedaid 17 ehk 7,6%. 
Borthen leidis maculo-anaesthetica kujul ühe silmaga pime-

daid 9,5%, mõlema silmaga 18 %> tuberoosa kujul ühe silmaga 
pimedaid 14%, mõlemaga 22%. 
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Deutsches Referat. 
Aus der Universitäts-Augenklinik zu Tartu-Dorpat. 

(Dir. Prof. Dr. E. Blessig.) 

Die Lepra des Auges. 
Auf Grund der Untersuchungen von Kranken in den Leprosorien 

Estlands. 
Assistent Dr. med. O. Kuriks . 

Im vorigen Jahre wurden von mir in den Leprosorien Estlands 
223 Kranke untersucht, nämlich: in Muuli 16,Tarwastu 89, Audaku 58 und 
Kuuda ()0. Unter ihnen leiden an der maculosen Form 74 (28 M. u. 46 
W.), an der tuberösen Form 149 (58 M. u. 91 W.). 
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Von der Lepra werden fast alle Teile des Auges befallen, seltener 
nur die Netzhaut und der Sehnerv. Die Krankheit erscheint gewöhnlich 
secundär. 

Bei der Parese der Stirn und Gesichtsmuskeln leidet die Mimik 
und der Gesichtsausdruck erscheint leblos und erstarrt. 

Die Augenbrauen leiden bei der maculosen Form ungefähr um bO%, bei 
der tuberösen ungefähr um IOO^. Das Ausfallen der Wimpern fängt 
vom temporalen Teile an und endigt im nasalen Teile. 

Bei der Erkrankung der Endäste des Gesichtsnervs bildet sich 
Lagophthalmus paralyticus. Derselbe wurde bei maculoser Form in 32 
Fällen beobachtet ( 42 , ( ^ ) , 12 M. (41,4¾), 20 W. (43,5%), bei tuberoser 
Form — in 18 F. (12,2%'), 6 M. (19,7%) und 12 W. (13,3%). In schweren 
Fällen kann der Kranke die Augenlider überhaupt nicht schliessen, die 
Augen bleiben die ganze Zeit offen, die Hornhaut wird trocken und es 
bilden sich dort degenerative Processe. Schliesst man die Lider mit der 
Hand, so verharren dieselben einige Zeit in dieser Stellung. Von Compli-
cationen fand sich in 21 Fällen ein Auswärtswenden, und in einem Falle ein 
Nachinnenwenden des unteren Augenlides; eine Ptosis des oberen Lides 
in 11 Fällen und eine Parese des Nervus Facialis in 1 F. Entwickeln sich 
Leprome oder Infiltrate auf den Lidern, so senken sich dieselben, Ptosis 
bildend ; bei der tuberösen Form gab es 28 mal solche Fälle; die Ptosis 
kann sich auch durch Parese der Muskeln entwickeln. 

Die Ränder der Lider fallen verschiedenen leprösen Processen heim, 
wobei die Wimpern ausfallen; solches gehört gewöhnlich zu den ersten 
Symptomen der Lepra; in einigen Fällen wuchsen die Wimpern von neuem. 
Es waren 40% Erkrankungen der Wimpern bei maculoser, und 75,4% bei 
tuberoser Form. — Ein Fehlen der Sensibilität der Lider fand sich bei 
der IForm in 9,3 «6, bei der II Form in 6% aller Fälle. 

Die Schleimhaut der Lider ist gewöhnlich h y p e r a e m i s c h , in 
katarrhalischem Zustande; auf ihr sind keine Leprome gefunden worden, 
die letzteren bilden sich gewöhnlich auf der Episclera des temporalen 
Teiles des Augapfels und haben in der ersten Zeit das Aussehen einer 
Phlyktäne. Einige Leprome wurden ausgeschnitten und bakteriologisch 
untersucht, und es erwies sich, dass dieselben Leprabazillen enthielten. 
Leprome und Infiltrate auf der Episclera gab es bei 1 3 ^ aller tuberös 
Erkrankten. Die Farbe derselben ist gelbrot oder rot, selten blaugrau. 

Von Corneaerkrankungen ist Keratitis punctata u. K. parenchymatosa 
am meisten anzutreffen. Cornealleiden im Ganzen 119 Fälle (85%), 
Leprome auf der Cornea beobachtete man in 10 Fällen. 

Eine Erkrankung der Uvea bei Leprakranken tritt gewöhnlich in 
Gestalt einer Iridocyklitis auf. Öfters fand man unter dem Cornealmikro-
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skope Präcipitate auf der Descemet'schen Membran, während sonst subjektiv 
und objektiv keine Symptome konstatiert werden konnten. 

Leprome auf der Iris gehören zu den seltenen Erscheinungen und ihr 
Erscheinen deutet auf eine Verschlimmerung der Krankheit hin. Nur 
in 3 Fällen waren dieselben zu finden. 

Eine besondere Veränderung auf der Iris war bei 7 Kranken zu 
konstatieren. Es waren dies kleine Körnchen (nur unter dem Cornealmikro-
skope sichtbar); ihre Farbe war grau oder gelblich, ihre Form rund oder oval, 
ohne einen besonderen Bau, dem Aussehen nach solidär, aus gleichförmiger 
Masse bestehend. Die Körnchen waren einzeln oder gruppenweise ver-
teilt, an einigen Stellen sehr zahlreich, als ob die ganze Iris mit 
feinem Sande oder Griess bestreut wäre. Der bevorzugte Ort ihres 
Erscheinens war der temporale Teil der Iris, die Gegend vom circulus 
irid. minor. In 3 Fällen beobachtete man ähnliche Körnchen auch auf der 
Cornea. Dieselben wurden abgeschabt, bakteriologisch untersucht und 
erwiesen sich als Miliarleprome; aller Wahrscheinlichkeit nach gehören 
die auf der Iris erwähnten Körnchen zu derselben Gruppe. Ähnliche 
Fälle sind beschrieben von Jeanseime, Morax und Rubert. Im ganzen 
gab es Uvea-Erkrankungen bei tuberoser Form 43 (307 ), bei maculoser 
Form 14 (1^,6%). 

Als Veränderung auf dem Augengrunde bei der Lepra gab es in 
2 Fällen eine Retinitis pigmentosa und 1 Fall von Atrophia n. opt. 

Im ganzen litten von 223 Leprakranken («6 M., 137 W.) an den 
Augen 194 Kr. (t>7 *- ) : 

von 146 tuberös. Kr. . . . 139 = 95,2 % 
„ 75 maculos. Kr . . . 53 = 70,')%; 
„ 86 Männern . . . 74 = t6 , % 

,, 137 Weibern . . . 120 — 87,8?« 

mac. tub. im ganzen 
BlindedurchLepra auf dem rechten Auge 4 11 15 

,, „ „ „ dem linken ,, 4 10 14 
„ „ „ „ beiden Augen 4 13 17 

Blinde im ganzen auf 1 Auge 29 (13% ) 
,, ,, ,, ,, beiden A. 17 (7,6%). 
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Änderung der Senkungsgeschwindigkeit und ihre 
Ursache. 

Mit der Veröffentlichung der Untersuchungen Robin Fah-
raeus , des Wiederentdeckers der Senkungsgeschwindigkeits-
reaktion der roten Blutkörperchen, wurde 1918 diese alte Frage 
wieder neu angeregt, weil F ä h r a e u s diese.scheinbar einfache, 
in Wirklichkeit aber doch sehr komplizierte Erscheinung wissen-
schaftlich begründete und bis zu einem gewissen Grade beleuch-
tete. Sehr fruchtbringend hat seine Anregung gewirkt, indem 
sie Anlass wurde für die nun zahlreich erscheinenden Veröffent-
lichungen, welche entweder die theoretische Weiterbegründung 
des Senkungsphänomens anstrebten, oder aber seine diagnostische 
Verwendbarkeit bei verschiedenen Krankheitszuständen prüften. 

Schon Ga len war es aufgefallen, dass bei Gerinnung des 
Blutes eine sogenannte S p e c k h a u t , die crusta phlogistica seu 
inflammatoria, sich bildet. Beobachtungen der Blutkörperchen-
senkungsgeschwindigkeit zeitigten (1797) in J o h n H u n t e r die 
Meinung, dass das Blutserum des „entzündeten Blutes" spezifisch 
leichter sei, als die spezifisch schweren Erythrozyten, was eine 
beschleunigte Senkung bedinge. J o h a n n e s Mül l e r hat aber 
(1834) bewiesen, dass im d e f ' i b r i n i e r t e n B l u t e — welches 
ein leichteres spezifisches Gewicht hat — die S e n k u n g l a n g -
s a m e r vor s i c h g e h t , als im spezifisch gewichtlich schwere-
ren nicht defibrinierten Blute. Nicht Verschiebungen des spezi-
fischen Gewichts zwischen Blutplasma oder Serum einerseits und 
Blutkörperchen andererseits bedingen die Beschleunigung der 
Blutkörperchensenkung, sondern hierbei spielen eine Rolle so-
w o h l d ie l a n g s a m e r e G e r i n n u n g , a l s a u c h d ie 
g r ö s s e r e Q u a n t i t ä t des a u f g e l ö s t e n F a s e r s t o f f s . 

Später machten N a s s e (1842) und L e h m a n n (1863) 
darauf aufmerksam, dass a g g l u t i n i e r t e E r y t h r o z y t e n 

l* 
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d e r v e r k l e i n e r t e n G e s a m t o b e r f l ä c h e w e g e n s i c h 
r a s c h e r s e n k e n m ü s s e n , a l s i s o l i e r t e . 

So hatte die erste Hälfte des vorigen Jahrhunderts die Frage 
der Senkung der roten Blutkörperchen nicht endgültig gelöst, 
was zur Folge hatte, dass das Interesse für dieses Phänomen 
ganz abflaute. Vorübergehend ist es dann nochmals von Bier-
n a c k i (1894) und H. B r a t (1905) berührt worden, um aber 
darauf der Vergessenheit bis zum Jahre 1918 zu verfallen. 

F ä h r a e u s stellte fest, dass die Senkungsgeschwindigkeit 
der Erythrozyten bei G e s u n d e n k le in und dabe i Schwan-
k u n g e n u n t e r w o r f e n ist, welche Tatsachen später von 
G e p p e r t , G r ä f e , L e e n d e r t z , L i n z e n m e i e r und H. Lohr 
bestätigt worden sind. Auch ist die Reaktion abhängig vom 
A l t e r und G e s c h l e c h t ; im h ö h e r e n A l t e r ist bei beiden 
Geschlechtern die Suspensionsstabilität des Blutes deutlich her-
abgesetzt und bei M ä n n e r n i s t s i e u n g e f ä h r 3 m a l 
l a n g s a m e r , a l s b e i F r a u e n , welch letzte Erscheinung 
später von P l a u t , L i n z e n m e i e r und B ä t z o l d Bestätigung 
gefunden hat. Sie fanden bei M ä n n e r n 7—9 S t u n d e n , bei 
Frauen aber nur 5—6 Stunden Senkungsdauer bis zu einer 
gewissen Marke vom obersten Teilstrich des Senkungsröhrchens. 
Dasselbe hat auch W e s t e r g r e n in mehreren hundert Unter-
suchungen festgestellt. Er fand als normale Senkungswerte in 
einer Stunde für Männer l—3 mm, für Frauen aber 3—7 mm; 
als subnormale bei Männern V2 mm und noch weniger, bei Frauen 
Werte unter 2—3 mm. 

Bei N e u g e b o r e n e n fand F ä h r a e u s die Erythrozyten-
Senkung s e h r v e r l a n g s a m t — im Vergleich zu Erwachsenen. 
Eine Erfahrung, die später von G y o r g y dahin ergänzt worden 
ist, dass die Erythrozytensenkung bei normalen Säuglingen im 
Alter bis zu e i n e m M o n a t im Durchschnitt sehr stark ver-
langsamt ist, während Säuglinge im Alter von ü b e r e i n e m 
M o n a t eine p h y s i o l o g i s c h e r h ö h t e S e n k u n g s g e -
s c h w i n d i g k e i t a u f w e i s e n — und zwar am b e s c h l e u -
n i g t e s t e n in der 6.-8. Woche. Während sie bei 6—25 
Tage alten Säuglingen 360—420 Minuten ist, ist sie bei über 
einem Monat alten Säuglingen im Mittel nur 90 Minuten. Dass 
an Stelle der verlangsamten Senkung der roten Blutkörperchen 
im Neugeborenenblut in der 6.—8. Lebenswoche eine s t a r k e 
B e s c h l e u n i g u n g eintritt, spricht nach Ansicht G y o r g y s 
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für eine biologisch fundierte „Neugeborenenzeit", welche die 
6.—8. Woche umfasst. 

Das Ergebnis der von Bar dach am Blute von 13 Kindern 
vorgenommenen Untersuchungen war: dass k i n d l i c h e s B l u t 
s c h n e l l e r s e d i m e n t i e r t , a l s das von E r w a c h s e n e n ; 
dass bei gesunden Kindern grosse Schwankungen vorkommen, dass 
aber zwischen Knaben und Mädchen kein Unterschied besteht. 
Desgleichen fand B ä t z o l d gegenüber Erwachsenen bei gesun-
den Säuglingen auch e i n e g a n z e r h e b l i c h b e s c h l e u -
n i g t e S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t ; während sie bei Er-
wachsenen 5—7 Stunden beträgt, ist sie bei Säuglingen nur 
l3/4-23/4 Stunden. 

In Übereinstimmung mit älteren Forschern fand F ä h r a e u s 
weiter, dass die Senkungsgeschwindigkeit unter gewissen patho-
logischen Bedingungen, namentlich e n t z ü n d l i c h e n P r o -
z e s s e n , s e h r s t a r k z u n i m m t , so dass sie nicht selten das 
50—100 fache derjenigen des normalen Blutes ausmacht. — Auch 
diese Tatsache ist später vielfach bestätigt worden. 

„Die nächstliegende und entscheidende U r s a c h e der Sen-
kungsgeschwindigkeit der Erythrozyten sieht F ä h r a e u s in 
e i n e r A g g l u t i n a t i o n d e r r o t e n B l u t k ö r p e r c h e n " — 
je g r ö s s e r d i e N e i g u n g zu d i e s e r , um so s c h n e l l e r 
s e n k e n s ie s ich . 

Auf Kataphorese-Versuche sich stützend nimmt er an, dass 
die A g g l u t i n a t i o n in e i n e r E n t l a d u n g d e r e l e k -
t r i s c h n e g a t i v g e l a d e n e n B l u t k ö r p e r c h e n l i e g e , 
wobei die Entladung vom positivgeladenen Plasma derart aus-
geht, dass die Plasmahaut ihre Ladung dadurch verliert, dass 
die dieselbe aufbauenden Eiweisskörperchen durch Absorption 
irgendwie elektrisch neutralisiert werden. 

Auch von P l a u t , L i n z e n m e i e r und H a r l i n g e r wird 
e r h ö h t e A g g l u t i n a t i o n der roten Blutkörperchen als Ur-
sache der Senkungsbeschleunigung anerkannt; wobei L i n z e n -
m e i e r die Bedeutung der elektrischen Entladung beim Zustande-
kommen der Agglutination der roten Blutkörperchen gering 
bewertet, H a r l i n g e r aber sie ganz verneint und die Aggluti-
nation in e n g s t e n Z u s a m m e n h a n g m i t d e m F i b r i -
n o g e n g e h a l t des P l a s m a s gebracht wissen will — weil er 
gefunden hat, dass die Senkungsgeschwindigkeit der Erythro-
zyten mit dem Gehal t der P l a s m e n an F i b r i n o g e n 
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s t e i g t u n d f ä l l t , u n d d ie S e n k u n g s b e s c h l e u n i g u n g 
p a r a l l e l dem Z e l l z e r f a l l im K ö r p e r v e r l ä u f t . Aus 
der reinquantitativen Höhe der Pibrinquote auf die Senkungszeit 
zu schliesseni halten W. und H. Löhr nicht für richtig; bei der 
Senkungsbeschleunigung der roten Blutkörperchen finde eine Zu-
n a h m e d e r L a b i l i t ä t d e s P l a s m a s statt — eine Verschie-
bung nach der grob dispersen Phase hin, was durch refraktome-
trische Bestimmungen nachweisbar ist an einer Zunahme des 
Pibrinogengehaltes. Auch nach G e r l o c z y deutet die Fibrinogen-
vermehrung nur auf einen v e r m i n d e r t e n D i s p e r s i t ä t s -
g r a d des P l a s m a s hin, und B e n n i g h o f fand bei Unter-
suchungen der pathologisch sich verhaltenden Plasmen Hinweise 
darauf, dass dieselben in grosser Menge t h e r m o l a b i l e S u b -
s t a n z e n enthielten; beim Inaktivieren im Wasserbade von 55° 
zeigten die pathologischen Plasmen dicken flockigen Ausfall, im 
Gegensatz zum Plasma der Gesunden, bei denen nur eine Trübung 
auftritt. 

Auch S a c h s und Ö t t i n g e n sind der Meinung, dass die 
Unterschiede in der Senkungsgeschwindigkeit nicht durch Ver-
mehrung oder Verminderung einer bestimmten Biweisssubstanz 
bedingt sind, sondern dass die p h y s i k a l i s c h e S t r u k t u r 
de r E i w e i s s k ö r p e r der Blutflüssigkeit hierfür massgebend 
ist; somit der D i s p e r s i t ä t s g r a d d e r E i w e i s s k ö r p e r 
u n d n i c h t d ie Q u a n t i t ä t des F i b r i n o g e n s den A u s -
s c h l a g g ib t . Von den einzelnen Eiweissfraktionen des Blutes 
hat den niedrigsten Dispersitätsgrad das sehr l a b i l e F i b r i -
n o g e n , in der Mitte steht d a s G l o b u l i n , während das Al-
b u m i n hochdispers und daher r e l a t i v s t a b i l i s t . Öt t in -
gen s i eh t in der V e r s c h i e d e n h e i t der E r y t h r o z y t e n -
s e n k u n g den A u s d r u c k e i n e r v e r s c h i e d e n e n 
P l a s m a S t a b i l i t ä t . Später ist durch die Untersuchungen 
P e w n y ' s bestätigt worden, dass die F i b r i n o g e n v e r m e h -
r u n g k e i n e n E i n f l u s s auf die Senkungsbeschleunigung 
hat, dass aber die Dispersionsfähigkeit des Plasmas und a u c h 
d ie B e s c h a f f e n h e i t d e r B l u t k ö r p e r c h e n e ine Rolle 
be im Z u s t a n d e k o m m e n d e r E r s c h e i n u n g h a b e n . 

Nach Auffassung Hö ber ' s und Mond 's kommt die Auf-
hebung der normalen Stabilität der Blutkörperchensuspension in 
der Schwangerschaft und bei Krankheiten dadurch zustande, dass 
in der Adsorptionshülle der Blutkörperchen G l o b u l i n e m e h r 
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o d e r w e n i g e r an die S t e l l e des A l b u m i n s t r e t e n ; 
durch Adsorption von Fibrin und Globulin an Stelle des Albumins 
nähert sich der i s o e l e k t r i s c h e P u n k t der roten Blutkörper-
chen dem des neutralen Blutes, wodurch eine grössere Neigung 
zur Ausflockung oder Agglutination eintritt. In verschiedenen 
Eiweisslösungen ist die negative elektrische Ladung der Erythro-
zyten am grössten in den Albuminlösungen (normales Plasma), 
geringer im Globulin — und am geringsten in Fibrinlösungen. 
Die Wirkung der Eiweisskörper richtet sich aber, abgesehen von 
der Lage ihres isoelektrischen Punktes, auch noch nach ih rem 
L ö s u n g s z u s t a n d e , insbesondere nach ihrer V i s k o s i t ä t , 
durch weichet der Blutkörperchenoberfläche ein v e r s c h i e d e n e s 
Mass von K l e b r i g k e i t e r t e i l t w i rd . 

Musa hat in 24 Fällen von Gravidität in allen Monaten die 
Senkungsgeschwindigkeit in Beziehung zum Albumin-Globulin-
Quotienten gemessen. Zur Fällung der Globuline benutzte er 
die von Hove angegebene Methode des Aussalzens mit Na. sulfat. 
Er bestimmte bei schwangeren und normalen Personen verglei-
chend die g e s a m t e G l o b u l i n f r a k t i o n , ohne eine Tren-
nung in Serumglobulin und Fibrinogen durchzuführen. Er fand, 
dass der Globulingehalt des Plasmas Schwangerer zwischen 40 
und 50% schwankt, ganz unabhängig von der Senkungsge-
schwindigkeit — w a s g e g e n d ie A n n a h m e H ö b e r ' s 
s p r i c h t , dass in allen Fällen der beschleunigten Senkung eine 
Verschiebung der im Plasma vorhandenen Eiweissanteile zu Gun-
sten der Globuline vor sich gegangen ist. 

Wöh l i s ch und Bohnen aber wenden sich gegen Musa 
und zeigen, dass es ihm entgangen ist, dass übereinstimmend 
von L e w i n s k i , L a n d s b e r g und K r ö s i n g e i n e Ve r -
m e h r u n g gerade der für die Blutkörperchensenkung besonders 
wichtigen F i b r i n o g e n f r a k t i o n gefunden wurde. Wöhlisch 
und B o h n e n fanden im Blute Schwangerer e l a s t i s c h e 
Fäden , durch welche die hämagglutinierten Erythrozyten mit-
einander zusammengehalten werden. Die Substanz dieser Fäden 
muss wahrscheinlich als ein Gel des Fibrinogens angesprochen 
werden. 

Auch W. und H. L o h r , P r i b r a m und K l e i n , sowie 
P e t s c h a c h e r schreiben dem G l o b u l i n a n t e i l des Plasmas 
eine Rolle zu. R i c h t e r untersuchte in 123 Fällen die B l u t -
s e n k u n g u n d I s o h ä m a g g l u t i n a t i o n p a r a l l e l u n d 
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f a n d k e i n e n Z u s a m m e n h a n g zwischen beiden Er-
scheinungen. 

Zur Entscheidung der Frage, ob das Verhalten der Senkungs-
geschwindigkeit in den Blutkörperchen oder im Plasma liegt, 
vertauschte Be i in ighof Blutkörperchen von raschsenkendem 
Blut mit solchen von normal sich verhaltendem, und es erwies 
sich hierbei, dass im P l a s m a S u b s t a n z e n v o r h a n d e n 
s i n d , w e l c h e e i n e B e s c h l e u n i g u n g der S e n k u n g s -
g e s c h w i n d i g k e i t h e r b e i f ü h r e n k ö n n e n . In derselben 
Weise beobachtete P u x e d d u schnellsenkendes lepröses und 
normales Blut und fand auch, dass die B e s c h l e u n i g u n g 
im P l a s m a lag, nicht aber in den Blutkörperchen. 

Während L i n z e n m e y e r , B ö n n i n g e r und H e r m a n n 
d a s P l a s m a als H a u p t u r s a c h e a n s e h e n , lassen sie das 
spezifische Gewicht der Erythrozyten nur als mitbestimmend 
gelten. Auf Grund seiner Versuche schliesst sich K r ü g e r voll 
und ganz A b d e r h a l d e n an, d a s s dem P l a s m a als sol-
chem bei der S u s p e n s i o n s s t a b i l i t ä t des B l u t e s 
e ine g r o s s e B e d e u t u n g zukommt , wobe i jedoch die 
r o t e n B l u t k ö r p e r c h e n m i t b e s t i m m e n d sind. Opitz 
und F r e i aber konnten eine Abhängigkeit der Senkungsge-
schwindigkeit vom spezifischen Gewicht der Erythrozyten n u r 
be i A n ä m i e n im Kindesalter feststellen. 

Veränderung des F i b r i n o g e n s oder der e l e k t r i -
s c h e n L a d u n g der E r y t h r o z y t e n ist nach Miku l i cz -
R a d e c k i d i e U r s a c h e der V e r l a n g s a m u n g der Erythro-
zytensenkungsgeschwindigkeit nach stattgehabter Röntgenbe-
s t r a h l u n g ; P e w n y dagegen sah der Röntgenbestrahlung 
e i n e S e n k u n g s b e s c h l e u n i g u n g folgen, und R i c h t e r 
gibt an, dass auf Röntgen-, Narkose- und medikamentöse Ein-
wirkung die Senkungsgeschwindigkeit sich ändert, jedoch nicht 
die Isohämagglutination. 

Die D i c h t e der r o t e n B l u t k ö r p e r c h e n , d. h. ihre 
Menge pro Rauminhalt, scheint nach Vida einen Einfluss auf 
die Senkungsgeschwindigkeit zu haben. Bennigson und auch 
S a d l o n haben bei ihren Versuchen k e i n e n P a r a l l e l i s m u s 
zwischen Erythrozytenzahl und Senkungsgeschwindigkeit fest-
stellen können. K r ü g e r fand, dass mit s t e i g e n d e r Menge 
der B l u t k ö r p e r c h e n in physiol. Kochsalzlösung als Suspen-
sionsflüssigkeit die Senkungsgeschwindigkeit a b n a h m ; das 
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gleiche hat P l a u t im Serum und A b d e r h a l d e n im Plasma 
gefunden. Während K r ü g e r fand, dass die Konzentration der 
als Suspensionsflüssigkeit dienenden Kochsalzlösung keine Ände-
rung in der Senkungsgeschwindigkeit der Erythrozyten verur-
sacht, hat S c h e m e n s k y diese durch Blutverdünnung und 
Änderung des Salzgehalts des Serums beeinflusst gesehen. 

A b d e r h a l d e n (Pflügers Arch. f. d. ges. Physiologie S. 193) 
verlangt, dass man Senkungsgeschwindigkeitsversuche stets mit 
der „ g l e i c h e n Masse" B l u t k ö r p e r c h e n ausführen soll; 
B ö n n i g e r und H e r m a n n aber wollen den Fehler ausgeschaltet 
wissen, der durch die Verschiedenheit des ursprünglichen B1 u t -
k ö r p e r c h e n v o l u m e n s entsteht. Je kleiner das Blutkörper-
chen, desto schneller ist die Senkung; was z. B. ohne weiteres 
die beschleunigte Senkungsgeschwindigkeit bei den Frauen ge-
genüber den Männern erklärt. Die von ihnen immer nur mit 
g l e i c h e m V o l u m e n von roten Blutkörperchen angestellten 
Versuche, zu welchen 6 Männer und 10 Frauen das Blut gaben, 
e r g a b e n g l e i c h e M i t t e l w e r t e s o w o h l f ü r M ä n n e r 
a l s a u c h f ü r F r a u e n . Damit ist nach ihrer Ansicht der 
Beweis erbracht, dass die bisher von allen Autoren festge-
stellte höhere Senkungsgeschwindigkeit bei den Frauen aus-
schliesslich der Nichtberücksichtigung des Blutkörpervolumens 
zuzuschreiben ist. 

V o r s c h ü t z untersuchte an 331 Fällen die Wirkung u n -
s p e z i f i s c h e r Reize (subcutan injizierte Proteinkörper) aufs 
Blut und fand: die Blutkörperchenzahl ist oft gleich nach der, 
Injektion vermindert, um 2 Stunden später vermehrt zu sein; 
d ie B l u t g e r i n n u n g u n d S e d i m e n t i e r u n g d e r E r y -
t h r o z y t e n i s t b e s c h l e u n i g t und die unspezifische Agglu-
tination erhöht; rote Blutzellen hypoplastischer Form nehmen 
Eiweiss auf, Zellen h y p e r plastischer Form aber geben Eiweiss ab. 

Die rote Blutzelle zeigt also infolge des Reizes die Tendenz 
ihr verlorenes dynamisches Gleichgewicht wieder anzustreben. 
Diese Tendenz hält etwa 3 Tage an. 

Auch H. L o h r und S t r a l i n g e r sahen nach intramusku-
lären und subcutanen Injektionen von Eiweisskörpern, und Lohr 
noch nach Milch, Pferdeserum, kolloidalen Silberpräparaten, Adre-
nalin- und Pilocarpininjektion, s c h o n n a c h 2 S t u n d e n , in 
seltenen Fällen erst nach 3—4 Stunden, e ine b e s c h l e u n i g t e 
S e d i m e n t i e r u n g der B l u t k ö r p e r c h e n e i n t r e t e n , 
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welche bis zu 10 Tagen anhielt, wobei nach S t r ä l i n g e r der 
Fibrinogenspiegel erhöht blieb. 

Raue sah alle B l e k t r o l y t e stark hemmend auf die 
Senkungsgeschwindigkeit der Erythrozyten wirken, was er auf 
eine durch Elektrolyte bedingte Q u e 11 u n g zurückführt; er fand, 
dass die h e m m e n d e W i r k u n g auf d ie S e n k u n g s g e -
sch w i n d i g k e i t p a r a l l e l g e h t m i t de r q u e l l e n d e n 
W i r k u n g d e r E l e k t r o l y t e auf k o l l o i d a l e E i w e i s s -
k ö r p e r . 

Nach C02-Durchströmung sah G y o r g y verlangsamte Sen-
kung, was sich als unabhängig von der Agglutination erwies. 

S t e r n hält die Sedimentierung für wahrscheinlich vom 
I o n e n g l e i c h g e w i c ' h t beeinflusst; S c h u b e r t aber glaubt, 
dass die Ursache der Senkungsbeschleunigung wahrscheinlich 
in der Änderung der Funktion der i n n e r s e k r e t o r i s c h e n 
D r ü s e n zu suchen sei. 

W e s t e r g r e n sieht als Ursache der vermehrten Senkungs-
geschwindigkeit eine G l o b u l i n v e r m e h r u n g an, welche 
durch Z e 11 z e j f a 11 im Sinne H e r z f e l d ' s und K1 i n g e r 's 
bewirkt wird, wie es sich auch mit seinen Beobachtungen 
gut in Einklang bringen lässt. Nach S t u b e r f a s s e n H e r z -
f e l d und K l i n g e r d ie E i w e i s s k ö r p e r a l s G e m i s c h e 
von k o l l o i d a l e m E i w e i s s u n d A b b a u p r o d u k t e n 
d e r s e l b e n a u f ; letzteren verdanken die Eiweisskörper ihre 
Wasserlöslichkeit. Werden die Abbauprodukte entfernt, so fallen 

, die Eiweisskörper aus. Sie betrachten das Fibrinogen als ein 
durch Eiweissabbauprodukte in Lösung gehaltenes Fibrin, letzteres 
als ein von seinen Spaltprodukten befreites Fibrinogen. Die Ab-
bauprodukte müssen, um lösend zu wirken, in NaCl-Salzverbin-
dung vorhanden sein; werden sie in CaCl2-Verbindungen umge-
wandelt, so bewirken sie Gerinnung. Die Gerinnung werde so 
durch alle Substanzen ausgelöst, welche dem Fibrinogen die zu 
seiner Lösung erforderlichen NaGl-Salz-Abbauprodukte entziehen, 
resp. letztere in CaCl2-Verbindungen überführen. Zu diesen 
Substanzen rechnen die Autoren das Thrombin, welches als eine 
CaCl2-Verbindung gewisser Eiweissabbauprodukte definiert wird. 
Diese Theorie benötigt k e i n e i g e n t l i c h e s F i b r i n f e r m e n t 
zur Erklärung des Zustandekommens der Gerinnung — ist also 
eine rein physikalisch-chemische Betratihtungsweise und steht im 
Gegensatze zu der Fermenttheorie. 
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Nach B e r d e sind Bedingungen für eine erhöhte Senkungs-
geschwindigkeit vor allem a k u t e E n t z ü n d u n g e n u n d Re-
s o r p t i o n v o n B a k t e r i e n g i f t e n u n d Z e l l z e r f a l l s -
p r o d u k t e n . 

V i d a betont, dass als Ursache sicher nicht etwa das Fieber 
allein in Betracht kommt, wohl aber v i e l l e i c h t E i w e i s s -
a b b a u p r o d u k t e , wie sie z. B. besonders reichlich bei be-
strahlten Carcinomen auftreten. W i e c h m a n n und S c h r ö d e r 
weisen darauf hin, dass Einschwemmung von höheren Eiweiss-
spaltprodukten in die Blutbahn eine auffallende Senkungsbe-
schleunigung der roten Blutkörperchen zur Folge hat. 

S a d l o n spricht sich dafür aus, dass die Senkungsge-
schwindigkeit jedenfalls zum wesentlichen Teil auf einer V e r -
ä n d e r u n g d e s B l u t p l a s m a s b e r u h t , d i e i h r e r s e i t s 
w i e d e r u m v o m G r a d e d e s Z e l l z e r f a l l s im K ö r p e r 
a b h ä n g i g i s t . 

G e r l o c z y fand, dass die S e n k u n g s r e a k t i o n m i t 
g e w i s s e n P l a s m a r e a k t i o n e n u n d m i t d e r A l k o h o l -
K o c h s a l z ' F ä l l u n g s r e a k t i o n d e s S e r u m s ( D o r a n y i ) 
p r o p o r t i o n a l i s t ; denn gleichsinnig fielen sie aus bei ge-
wissen mit hochgradigem Eiweisszerfall verbundenen Krankheiten. 

Nach L e e n d e r t z besteht eine Abhängigkeit der Sedimen-
tierungsgeschwindigkeit von der m o l e k u l ä r e n K o n z e n t r a -
t i o n d e s B l u t p l a s m a s ; B e n n i g h o f aber misst dem 
Konzentrationsgrade des Plasmas nur geringen Einlluss auf die 
Senkungsgeschwindigkeit zu. ' 

V o r s c h ü t z bestimmte den N-Gehalt der gewaschenen 
Blutkörperchen bei verschiedenen Krankheiten und im Blute ver-
schiedener Tiersorten. Es ergaben sich hier grosse Differenzen: 
perniziöse Anämie, Diabetes mellitus und Carcinome gaben die 
grössten Werte — bis zu 36%, Tuberkulosen die niedrigsten — 
etwa 26%. Daher nimmt er an, dass der N u k l e o p r o t e i d -
g e h a l t d e r Z e l l e , a n a l o g dem S e r u m g l o b u l i n , d i e 
S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t b e e i n f l u s s t , und dass 
diese beiden Faktoren für den Ausfall der Senkungsgeschwindig-
keit verantwortlich gemacht werden müssen. G a b b e hat Be-
denken gegen diese Annahme, dass Nukleoproteide der Blutkör-
perchen die Ladung beeinflussen; ebenso vermag auch Globulin 
nicht Blutkörperchen umzuladen, weil es im Blute negativ gela-
den ist. Zweifelhaft erscheint auch W i e c h m a n n die Bedeu-
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tung des Eiweissgehaltes der Blutkörperchen für die Senkungs-
geschwindigkeit des Blutes. 

P l a u t fand bei weiblichen Geisteskranken im allgemeinen 
Beschleunigung und erhöhtere Sedimentierungszahlen, als bei 
männlichen Geisteskranken, was in den V e r s c h i e d e n h e i t e n 
d e s H a e m o g l o b i n g e h a l t e s seinen Grund haben konnte. Er 
und auch Bönniger stellten aber fest, dass S e d i m e n t z a h l e n 
m i t d e n H a e m o g l o b i n w e r t e n v e r g l i c h e n n i c h t i n 
B e z i e h u n g z u e i n a n d e r g e b r a c h t w e r d e n k ö n n e n . 
Wenn B ü r k e r und seine Schüler dieses doch tun wollen auf 
Grund dessen, dass sie bei einer Chlorose die Senkungsgeschwin-
digkeit 4,2 mm pro Stunde, bei einer perniciösen Anämie aber 
7,8 mm pro Stunde gefunden haben, indem sie dem Haemo-
globingefialt der Erythrozyten und ihrer Grösse einen grossen 
Einfluss auf die Senkungsgeschwindigkeit zumessen, so müssen 
ihnen gegenübergestellt werden die Untersuchungen S a d I o n s . 
S a d l o n untersuchte 6 Fälle von p e r n i z i ö s e r A n ä m i e im 
akuten Stadium, bei welcher Erkrankung ein gesteigerter Zellzerfall 
und speziell ein Zerfall der Blutzellen stattfindet, und konstatierte 
allemal e i n e e n o r m e S e n k u n g s b e s c h l e u n i g u n g . — 
Als Gegenstück dazu konnte er einen Fall von G e i s b ö c k 'scher 
h y p e r t o n i s c h e r P o l y c y t a e m i e , bei dem mit der Mög-
lichkeit eines den physiologischen Verhältnissen gegenüber her-
abgesetzten Zerfalls der Blutzellen gerechnet werden kann, wieder-
holte mal untersuchen und fand dabei stets: e i n e n g e g e n ü b e r 
d e m n o r m a l e n u m m i n d e s t e n s d a s F ü n f z e h n f a c h e 
r e d u z i e r t e n S e n k u n g s w e r t . S a d l o n zieht hieraus den 
Schluss, und das wohl mit Recht, „ d a s s h i e r d i e S e n k u n g s -
b e s c h l e u n i g u n g a b h ä n g i g i s t v o m G r a d e d e s Z e l l -
z e r f a l l s " ; was von B ü r k e r nicht in Betracht gezogen wor-
den ist. 

In Übereinstimmung mit den Angaben von B i e r n a c k i , 
de H a a n , L i n z e n m e i e r , Ö t t i n g e n und S t a r l i n g e r 
fand auch K r ü g e r , dass die Senkungsgeschwindigkeit der Blut-
körperchen im Serum wesentlich vermindert ist gegenüber der 
Senkungsgeschwindigkeit im Plasma. Da die Viskositätsbestim-
mungen ergaben, dass die relative V i s k o s i t ä t des Plasmas 
grösser ist, als die des Serums, so hat eine gewisse Berechtigung 
die Annahme eines Zusammenhanges zwischen Viskosität der 
Suspensionsflüssigkeit und der Senkungsgeschwindigkeit der Ery-
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throzyten — im S i n n e e i n e r S t e i g e r u n g der Sen-
k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t mit z u n e h m e n d e r V i s k o -
s i t ä t . Berichtenja schon ältere Physiologen, dass mit Steige-
rung der Viskosität durch Zusatz viskoser Lösungen zum Blut 
Hand in Hand geht eine Beschleunigung der Senkung der roten 
Blutkörperchen. Versuche dieser Art sind in letzter Zeit von 
G e r l o c z y , K a u f m a n n , L i n z e n m e i e r und K r ü g e r mit 
Zusätzen von Agar-, Gelatine-, Stärkekleister- und anderen viskosen 
Lösungen zu den Suspensionsflüssigkeiten ausgeführt worden, 
welche alle bestätigen, dass d i e S e n k u n g s g e s c h w i n d i g -
k e i t d e r E r y t h r o z y t e n , u n t e r s o n s t g l e i c h b l e i -
b e n d e n B e d i n g u n g e n , b i s zu e i n e m g e w i s s e n 
G r a d e m i t d e r K o n z e n t r a t i o n u n d V i s k o s i t ä t d e r 
S u s p e n s i o n s f l ü s s i g k e i t w ä c h s t . 

Auch W. und H. L o h r fanden stets p a r a l l e l z u r S e n -
k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t e i n e e r h e b l i c h e V i s k o s i -
t ä t s z u n a h m e , was auch von Pr ibram, Klein und Petscha-
cher bestätigt worden ist, so dass sie den Satz aufgestellt haben: 
d ie h ö c h s t e n W e r t e d e r r e l a t i v e n V i s k o s i t ä t 
f i n d e n s i c h i m m e r be i den k ü r z e s t e n S e n k u n g s -
ze i ten . 

Auf einen anderen Paktor weist K ü r t e n hin, nämlich 
dass C h o l e s t e r i n auf die Sedimentierung der roten Blutkör-
perchen deshalb beschleunigend wirke, weil es eine e l e k t r i s c h e 
I s o l a t i o n d e r Ze l l e und damit L a d u n g s v e r m i n d e r u n g 
bewirkt; antagonistisch wirkt das L e c i t h i n , indem es die 
Sedimentierung hemmt und schon in geringen Spuren a u f l a -
d e n d w i r k t . Aus seinen Reagensglasversuchen schloss er, dass 
der L i p o i d q u o t i e n t auch in vivo von Einfluss sein dürfte, 
und das ist auch von B r i n k m a n n , W a s t l , P r i b r a m , 
K l e i n und G y o r g y bestätigt worden; während B e n n i g h o f 
vom Cholesteringehalt des Blutes keine wesentliche Beeinflussung 
der Senkungsgeschwindigkeit gesehen hat. G y o r g y hat auf 
die Verlangsamung der Senkungsgeschwindigkeit gewaschener 
roter Blutkörperchen durch Lecithinzusatz zur Suspensionsflüssig-
keit hingewiesen, und G a b b e ist der Nachweis der differenten 
Wirkung der Blutlipoide auf die Plasmastabilität gelungen. Gyorgy 
und J e r i s c h glauben sogar den L i p o i d e n in der Bestimmung 
der kolloidalen Plasmastruktur eine ausschlaggebende Bedeutung 
beimessen zu dürfen. Auffällig war nach Gyorgy die Lipoid-
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armut im Plasma von Neugeborenen; das Verhältnis des Choleste-
rins zum Lecithin ist im mütterlichen Serum (260:10) grösser, 
als im kindlichen Serum (165:7,5). -Letzterer Befund steht in 
gutem Einklang mit der von K ü r t e n nachgewiesenen s e n -
k u n g s b e s c h l e u n i g e n d e n W i r k u n g des C h o l e s t e r i n s 
und mit der erhöhten Labilität des mütterlichen Plasmas. 

R o t h e hält alle bisher geäusserten Theorien zum Zustande-
kommen der Senkung für unzureichend und daher entbehrlich. 
Die Senkung ist zu analysieren in drei Phasen, welche sind: 
1) P r ä a g g l u t i n a t i o n — die Phase der Einzelsenkung, des 
langsamen Sinkens; 2) A g g l u t i n a t i o n s s e n k u n g — Sen-
kung der Agglutinate, schnelles Sinken, und 3) S a c k u n g — 
.ein Vorgang, bei dem die Agglutinate nicht mehr fallen, sondern 
sich nur noch zusammensacken — die Phase der Hemmung durch 
Raumbeschränkung. Die Ursachen in den verschiedenen Phasen 
sind nicht absolut die gleichen. 

Das Gesagte z u s a m m e n f a s s e n d ergibt sich Folgendes: 
Die Senkungsgeschwindigkeit ist bei gesunden Menschen 

k l e i n u n d d a b e i S c h w a n k u n g e n u n t e r w o r f e n . Das-
selbe Zeichen am Senkungsröhrchen, welches die Senkung beim 
M ä n n e r b l u t e r s t i n 7—9 S t u n d e n erreicht, erreicht sie 
b e i m F r a u e n b l u t s c h o n in 5—6 S t u n d e n ; g e g e n -
ü b e r d e n M ä n n e r n w e i s e n a l s o F r a u e n e i n e b e -
s c h l e u n i g t e S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t a u f . B e i 
S ä u g l i n g e n i s t d i e S e n k u n g in den e r s t e n 4 Wochen 
s e h r v e r l a n g s a m t , b e i ä l t e r e n S ä u g l i n g e n a b e r 
s e h r b e s c h l e u n i g t — a u c h im V e r g l e i c h zu E r -
w a c h s e n e n . Am b e s c h l e u n i g t e s t e n i s t s i e in d e r 
6.—8. L e b e n s w o c h e , wobei ein auffallender Lipoidmangel des 
Blutes sich feststellen lässt, so dass man geneigt wäre von einer 
biologisch fundierten „ N e u g e b o r e n e n z e i t " zu sprechen. Im 
Verhalten des Kinderblutes lässt sich kein Unterschied zwischen 
Knaben und Mädchen finden und bestehen auch hier grosse 
Schwankungen. 

B e s c h l e u n i g t i s t d i e S e n k u n g u n t e r p a t h o l o -
g i s c h e n B e d i n g u n g e n , als da sind: mit Fieber verlaufende 
Erkrankungen, entzündliche Prozesse, Blutkörperchenzerfall, Re-
sorption von Bakteriengiften, Zellzerfalls- und Eiweissabbaupro-
dukten im Körper. Die Senkungsbeschleunigung ist abhängig 
vom Grade des Zellzerfalls; ja zwischen Beschleunigung und Re-
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sorption lässt sich ein Parallelismus feststellen. Einschwemmung 
von höheren Eiweissspaltprodukten in die Blutbahn hat eine auf-
fallende Senkungsbeschleunigung zur Folge. 

Parenteral in den Körper gelangtes fremdartiges Eiweiss 
hatte schon nach 2 Stunden eine Senkungsbeschleunigung zur 
Folge, und diese hielt bis zu 10 Tagen an. Dabei n a h m e n 
B l u t z e l l e n h y p o p l a s t i s c h e r F o r m E i w e i s s a u f , 
Z e l l e n h y p e r p l a s t i s c h e r F o r m a b e r g a b e n E i w e i s s 
a b ; infolge des Reizes zeigt die rote Blutzelle die Tendenz ihr 
verlorenes Gleichgewicht anzustreben, welche mehrere Tage anhält. 

S t e t s i s t v o m G r a d e d e s Z e l l z e r f a l l s im K ö r -
p e r a b h ä n g i g d e r G l o b u l i n g e h a l t des B l u t p l a s m a s . 
Den niedrigsten Dispersitätsgrad hat das sehr labile Fibrinogen, 
in der Mitte steht das Globulin, während das Albumin hochdispers 
und daher relativ stabil ist. Die Eiweisskörper können auch auf-
gefasst werden als ein Gemisch von kolloidalem Eiweiss und 
Abbauprodukten desselben, welch* letzteren die Eiweisskörper ihre 
Löslichkeit verdanken, Treten im roten Blutkörperchen G l o b u -
l i n e an d i e S t e l l e d e s A l b u m i n s , so ändert sich ihr i s o -
e l e k t r i s c h e r P u n k t , der negativ ist, indem er sich mehr 
dem neutralen Blute nähert, w o b e i e i n e g r ö s s e r e N e i -
g u n g z u r A u s f l o c k u n g o d e r A g g l u t i n a t i o n e i n t r i t t 
u n d z u g l e i c h a u c h S e n k u n g s b e s c h l e u n i g u n g . Sen-
kungsbeschleunigend wirkt auch C h o l e s t e r i n , indem es eine 
elektrische Isolation der Zelle und damit eine Ladungsverminde-
rung bewirkt; L e c i t h i n d a g e g e n w i r k t a u f l a d e n d und 
d a m i t d i e S e d i m e n t i e r u n g h e m m e n d . E l e k t r o l y t e 
b e d i n g e n V e r l a n g s a m u n g der Senkung und daher Quel-
l u n g d e r r o t e n B l u t k ö r p e r c h e n , welch quellende Wir-
kung auf kolloidale Eiweisskörper p a r a l l e l g e h t m i t d e r 
S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t . Auch d u r c h R ö n t g e n -
b e s t r a h l u n g wird' die Sedimentierung beeinflusst, ebenso 
wie durch N a r k o s e und m e d i k a m e n t ö s e E i n w i r k u n g . 
C O 2 - D u r c h S t r ö m u n g v e r l a n g s a m t d i e S e n k u n g ganz 
unabhängig von der Agglutination. 

Als die Senkung beeinflussende Momente können in Betracht 
kommen W e c h s e l b e z i e h u n g e n z w i s c h e n E r y t h r o z y -
t e n u n d S u s p e n s i o n s f l ü s s i g k e i t bezüglich ihres s p e -
z i f i s c h e n G e w i c h t s - oder M e n g e n v e r h ä l t n i s s e s zu 
einander, denn mit s t e i g e n d e r M e n g e d e r B l u t k ö r p e r -
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c h e n v e r l a n g s a m t s i c h d i e S e n k u n g s g e s c h w i n d i g -
k e i t ; weshalb die Forderung, dass S e n k u n g s v e r s u c h e 
i m m e r m i t dem g l e i c h e n V o l u m e n der Blutkörperchen 
ausgeführt werden sollen, berechtigt ist. 

A l s n ä c h s t f o l g e n d e U r s a c h e d e r b e s c h l e u n i g -
t e n S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t d e r E r y t h r o z y t e n 
i s t i h r e A g g l u t i n a t i o n zu b e t r a c h t e n : j e g r ö s s e r 
d ie N e i g u n g . z u d i e s e r , um so s c h n e l l e r s e n k e n 
s i c h d i e r o t e n B l u t k ö r p e r c h e n . 

Die Agglutination ihrerseits wird beschleunigt entweder 
durch einen v e r m e h r t e n F i b r i n o g e n g e h a l t d e s P l a s -
m a s oder, was wahrscheinlicher ist, nicht durch die reinquanti-
tative Höhe der Fibrinogenquote, sondern durch die im Plasma 
s i c h f i n d e n d e n E i w e i s s f r a k t i o n e n — in Sonderheit 
durch den G l o b u l i n a n t e i 1. Durch letzteres wird die Agglu-
tinationsbeschleunigung in Abhängigkeit von der P l a s m a s t a -
b i l i t ä t gestellt, wobei in Betracht kommt die physikalische 
Struktur der Eiweisskörper, welche eine Verschiebung nach der 
grobdispersen Phase hin erfahren haben, was sich in Zu-
nahme der Labilität des Plasmas und der Senkungsbeschleuni-
gung äussert. 

Eine w e s e n t l i c h e Ro l l e bei der Sedimentierung spielen 
d e r L ö s u n g s g r a d d e r r o t e n B l u t k ö r p e r c h e n u n d 
b e s o n d e r s d e r V i s k o s i t ä t s g r a d d e r B l u t f l ü s s i g -
k e i t ; z w i s c h e n S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t u n d 
V i s k o s i t ä t s z u n a h m e b e s t e h t e i n P a r a l l e l i s m u s , 
d e n n d ie h ö c h s t e n W e r t e d e r r e l a t i v e n V i s k o s i -
t ä t f i n d e n s i c h i m m e r b e i den k ü r z e s t e n S e n -
k u n g s z e i t e n . 

Die H a u p t u r s a c h e d e r S e n k u n g s b e s c h l e u n i -
g u n g l i e g t a l so im P l a s m a , w ä h r e n d d e n r o t e n 
B l u t k ö r p e r c h e n n u r e i n e m i t b e s t i m m e n d e R o l l e 
z u k o m m t . 

Analog dem Serumglobulingehalt kann die Sedimentierung 
auch abhängig sein vom N u k l e o p r o t e i d g e h a l t der roten 
Blutkörperchen; i h r H a e m o g l o b i n g e h a l t a b e r b e e i n -
f l u s s t in k e i n e r W e i s e d ie S e n k u n g . 
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Untersnchungsmethoden für die Senkungsreaktion. 
P l a u t benötigt zur Ausführung seiner Untersuchungsme-

thode 7.5 cm Blut. In den 10 cem fassenden Probierzylinder, 
welcher l cm im Durchmesser hat und mit Millimeterstrichen 
versehen ist, füllt er zuerst 2,5 ccm einer 1,1 prozentigen Na.ci-
tricum-Lösung, welcher 0,7 % Na.chloratum zugesetzt ist, und 
lässt dann tropfenweise Blut aus der vena mediana bis zum Teil-
strich 10 herabtropfen. Ablesen der Senkung nach l, 6 und 24 
Stunden und N o t i e r e n d e r e r r e i c h t e n T e i l s t r i c h e . 

L i n z e n m ei e r saugt in «ine genau graduierte l ccm Spritze 
0,2 ccm einer frischbereiteten 5% Na.citricumlösung und darauf 
0,8 ccm Blut aus der vena mediana. Durch weiteres Heraus-
ziehen des Stempels zieht man eine kleine Luftblase in die Spritze, 
mischt durch mehrmaliges Kippen der Spritze den Inhalt sorg-
fältig und füllt dann das Gemisch ins 5 mm weite Beobachtungs-
röhrchen — genau bis zum obersten Teilstrich, welcher 1 ccm 
anzeigt. Dann b e o b a c h t e t m a n d i e Z e i t , in welcher der 
obere Rand der roten Blutkörperchen jenen Teilstrich erreicht 
hat, der 18 mm unter dem obersten liegt. 

Die W e s t e r g r e n ' s c h e Methode arbeitet mit 2,5 mm wei-
ten Röhrchen von 30 cm Länge, ein Gemisch von 2,0 Blut und 
8,0 einer 3,8 % Na.citricumlösung zu einer 200 mm hohen Säule 
in die Röhrchen füllend. Ablesen nach 1, 2 und 3 Stunden. 

Der von K a t z modifizierten W e s t e r g r e n ' s c h e n Methode 
bedient sich Musa, dabei jedoch 2 mm weite Röhrchen benutzend, 
welche mit einer Säule von 200 mm Länge gefüllt werden. Als Un-
tersuchungsobjekt dient ein Gemisch von 1,6 Blut und 0,4 einer 
5% Na.citratlösung. Die Senkungsstrecken werden nach 1, 2 und 
3 Stunden notiert. Wenn die Senkung in der ersten Stunde 
nicht auffallend gross ist, so berechnet man aus 3 aufeinander-
folgenden Stunden den „Senkungsmittelwert". 

Von letzterem Gemisch saugt G ö t z e 1 ccm in die 5 mm 
weite L i e b e r g 'sehe Tuberkulinspritze und stellt sie dann senk-
recht auf. Von oben gerechnet entspricht der 30. Teilstrich der 
L i n z e n m ei er 'sehen 18 mm-Marke, welche als das zu erstre-
bende Ziel der Senkung anzusehen ist. Ablesen erfolgt alle 10 
Minuten. 

2 ccm desselben Gemisches füllen P e s c h e l und V i d a in 
5 mm weite, graduierte Röhrchen des Sahli ' schen Haemoglo-

2 
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binimeters, so dass die Säule gerade bis zur Marke 100 reicht. 
Das Ablesen erfolgte in der ersten Stunde alle 10 Minuten, in 
den nächsten 2—3 Stunden aber alle 30 Minuten. Die abgelesenen 
Zahlen ergaben die jeweilige Senkungshöhe in Prozenten der 
Gesamthöhe und wurden in Kurvenform in ein Koordinaten-
system eingetragen, dessen senkrechter Schenkel die Höhe der 
Blutkörperchensäule und dessen wagerechter die Zeit des Ablesens 
angibt. Bei Senkungsbeschleunigung treten die grössten Aus-
schläge in der ersten und zweiten Stunde auf. 

Der besseren Übersicht wegen habe' ich die oben angeführ-
ten Untersuchungsmethoden in eine vergleichende. Tabelle ge-
ordnet. 

P l a u t 

Höhe d. Blutsäule 113 mm 

Blutm enge 
Durchmesser d. 

Röhrchen 

7,5 ccm 

1 cm 

V e s t e r -
g r e n 

200 mm 

2,0 ccm 

2,5 mm 

L i n z e n -
m e i e r 

51 mm 

0,8 ccm 

5 mm 

Peschel-
V i d a 

100 mm 

1,6 ccm 

5 mm 

Katz 
(M u s a) 

200 mm 

1,6 ccm 

2 mm 

Götze 

Lieberg'sche 
Spritze 

0,8 ccm 

5 mm 

Sol.natrii citrici 2,5 Gemisch 3,8%; 8,0ccm 5%; 0,2ccm 5%; 0,4ccm 5%; 0,4 ccm 5%; 0,2 ccm 
aus 1,1 Na.citricum 

+0 ,7 Na.Cl. 

P l a u t , W e s t e r g r e n , P e s c h e i , V i d a , M u s a und 
G ö t z e r e c h n e t e n m i t T e i l s t r i c h e n , welche die Senkung 
in bestimmten Zeiteinheiten erreichte; L i n z e n m e i e r bestimmte 
die g e b r a u c h t e Z e i t , in welcher die Senkung jenen Teilstrich 
erreicht hatte, der 18 mm unter dem obersten lag. 

Keine der aufgezählten Methoden ist frei von Nachteilen. 
Hervorgehoben sei hier nur, dass die P l a u f s e h e zur Beobach-
tung g r o s s e B l u t m e n g e n benötigt, was bei Wiederholung 
der Untersuchung sich als unliebsam erwiesen hat; und dass die 
L i n z e n m e i e r ' s c h e s e h r z e i t r a u b e n d ist — besonders bei 
Fällen mit langsam vor sich gehender Senkung, wobei es sehr ' 
schwer ist den Zeitpunkt genau festzustellen, wann der Teilstrich 
18 mm wirklich erreicht ist. 

Noch auf folgendes macht L i n z e n m e i e r aufmerksam. 
Er untersuchte ein und dasselbe Blut in Gläschen von 5 mm 
Durchmesser und erhielt die Senkungsreaktion nach 12 Stunden 
40 Min., in Gläschen von 4 mm Durchmesser aber war die Sen-
kungsreaktion schon in 8 Stunden 31 Min. erreicht — e n g e r e 
S e n k u n g s r ö h r c h e n b e s c h l e u n i g e n a l s o d i e S e n -
k u n g , welcher Umstand beim Gegenüberstellen der von ver-
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schiedenen Autoren erhaltenen Senkungswerte in Betracht ge-
zogen werden muss. 

Weiter sah er gesunde Männer die Reaktion um 8 Uhr mor-
gens in 12 Stunden 40 Min. geben, um 2—3 Uhr nachmittags 
aber in 8 Stunden — a l s o a u c h d ie T a g e s z e i t s p i e l t 
b e i d e r S e n k u n g s r e a k t i o n e i n e Rolle. 

Während J o s e f o w i c z vorausgegangenen g r ö s s e r e n 
M a h l z e i t e n und B t i s c h e r der N a h r u n g s a u f n a h m e oder 
g a r b e s t i m m t e n N a h r u n g s g r u p p e n einen Einfluss auf 
die Senkungsreaktion zumessen, verneint das H. LÖhr. 

Nach L i n z e n m e i e r müssen die Gläschen der Reinigung 
gut zugänglich sein und sterilisiert werden können, um Bakte-
rienwirkung als Fehlerquellen auszuschalten. 

B e r z e l l e r weist darauf hin, dass schon durch eine 
s e h r g e r i n g e S c h i e f s t e l l u n g d e r S e n k u n g s r ö h r -
c h e n d i e S e n k u n g s e h r e r h e b l i c h s c h n e l l e r 
wird, als sie es in senkrechter ist. Nur peinlich genaue' senk-
rechte Stellung der Untersuchungsröhrchen schützt vor unter-
laufenden Fehlern während der Beobachtung. — Mit s t e i g e n -
d e r V e r d ü n n u n g verschwindet die scharfe Grenze zwischen 
Blutkörperchen und Plasma mehr und mehr; Schüt te ln bedingt 
Änderung im Ausfall der Reaktion; ebenso die Zeit, welche 
zwischen der Blutentnahme und der Untersuchung verstreicht. 

Wie J o s e f o w i c z zeigte, ist die Senkungsgeschwindigkeit 
ausser von bestimmten Krankheitsprozessen, auch noch von r e i n 
ä u s s e r e n M o m e n t e n a b h ä n g i g — wie z. B. v o n d e r 
T e m p e r a t u r , in w e l c h e r d ie V e r s u c h e a u s g e f ü h r t 
w e r d e n . Diese Angabe ist von L ö w e n b e r g bestätigt wor-
den, der die Senkungsgeschwindigkeit bei E i s s c h r a n kTempe-
ratur niedriger, bei Brutofentemperatur aber höher fand, als bei 
Zimmertemperatur. Das gilt nicht nur für normale Fälle, sondern 
auch für die meisten Fälle beschleunigter Blutkörpersenkung. 

Wie vorhin schon ausgeführt, verlangt R o t h e , dass man 
bei Senkungsbeobachtungen die hierbei zu Tage tretenden 3 
Phasen analysieren solle: die P r ä a g g l u t i n a t i o n — das 
langsame Sinken, die A g g l u t i n a t i o n s s e n k u n g — das 
schnelle Sinken und die S a c k u n g — die Phase der Hemmung 
durch Raumbeschränkung, weü die Ursachen für die verschiede-
nen Phasen nicht absolut die gleichen sind. 

B l u m e n t h a l macht auf 3 Nebenbeobachtungen bei Sen-
2* 
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kungsreaktionen aufmerksam. Nach Ablauf der Senkung kann 
man deutlich 3 Schichten unterscheiden; oben das klare Serum, 
dann die weissliche Schicht — die Leukozyten, und unten die 
Säule der abgesetzten Erythrozyten. 

1) 24 S t u n d e n n a c h aufgestellter Senkungsreaktion 
kann man die einzelnen Schichten miteinander vergleichen und 
Schlüsse aus den verglichenen Werten ziehen. 

2) Die w e i s s l i c h e S c h i c h t b e s t e h t a u s L e u k o -
z y t e n , und ist normalerweise bei einer Zahl von 7000 Leuko-
zyten im Kubikmillimeter etwa 1,3—1,5 mm breit. — Bei Leu-
k o z y t o s e n tritt eine entsprechend breitere Scheibe auf, wäh-
rend bei L e u k o p e n i e n nur ein ganz schmaler Saum von 
Leukozyten sichtbar ist. 

3) Das normalerweise einen w e i s s l i c h g e I b e n Ton aufwei-
sende Serum zeigt bei deutlich i n t e n s i v g e l b e m Ton mit 
Sicherheit eine Erhöhung des Bilirubingehaltes des Serums an und 
lässt dadurch wichtige Schlüsse auf vorhandene Haemolyse zu. 

D u r c h d i e s e 3 N e b e n b e o b a c h t u n g e n h e b t s i ch 
d e r ' W e r t . d e r S e n k u n g s p r o b e . 

H o r v a t findet, dass die L i n z e n m e i e r ' s e h e Methode 
folgende V o r z ü g e hat: sie ist e i n f a c h , g e n a u , a l l e n 
z u g ä n g l i c h und b i l l i g . 

E i n f a c h , weil das Resultat leicht abzulesen ist und wenig 
Blut benötigt wird, was wiederholte Untersuchungen ermöglicht; 
die G e n a u i g k e i t hängt ab: von der untersuchten Blutmenge, 
Form und Durchmesser der Untersuchungsgläschen, Höhe der 
Blutsäule, Menge und Konzentration der verwandten Na.citricum-
lösung und von der Art des Ablesens der Resultate. Die von L i n -
z e n m e i e r verwandten, 5 mm im Durchmesser messenden Gläs-
chen sind in ihrer ganzen Länge technisch noch genau schleif bar 
— schliessen also Fehlerquellen aus, die bei nicht innengeschliffe-
nen engeren Gläschen unvermeidlich sind (ihrer wellenartigen 
Oberfläche wegen). 

Das Reinigen der 5 mm im Durchmesser messenden Gläs-
chen ist leicht ausführbar, was bei 3 mm-Gläschen sehr er-
schwert ist, besonders wenn dieselben, wie bei W e s t e r g r e n , 
30 cm lang sind. 

So hat sich die Linzenmeier 'sche Methode einen grossen 
Anhang geschaffen, und die meisten Untersuchungen sind nach 
derselben ausgeführt worden. 
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ßs galt aber einige Misstttnde, welche sich erst beim Arbei-
ten herausgestellt hatten, zu beseitigen. Schlecht sichtbare oder 
schlecht zugängliche Venen bei Frauen, und insbesondere bei Kin-
dern, zwingen die Vena-Punktion zu umgehen; auch sträuben sich 
die Patienten gegen eine wiederholte Blutentnahme äus der Vene, 
wenn dies zu oft gesohieht; dagegen lassen sie sich einen Tropfen 
Blut gern entnehmen, weshalb L i n z e n m e i e r und R a u n e r t 
folgende M i k r o m e t h o d e ausgearbeitet haben, um mi t e i n e m 
e i n z i g e n T r o p f e n B l u t d i e S e n k u n g s r e a k t i o n an-
z u s t e l l e n : in eine Kapillare, die eine lichte Weite von 1 mm 
hat, wird bis zur Marke a ** 12,5 mm 5 % Na.citricumlösung 
eingesaugt; hierauf lässt man von der angestochenen Fingerbeere 
oder dem Ohrläppchen einen Tropfen Blut in die Kapillare bis 
zur Marke b « 62,5 mm nachfliessen und hat auf diese Weise 
das Verhältnis von 1: 4 zwischen Na.citricumlösung und Blut 
erreicht; Durchmischung durch 8 maliges vorsichtiges Höher-
saugfen in die angebrachte Erweiterung der Kapillare und Zurück-
fliessenlassen bei wagerechter Haltung; nachdem die Mischung 
wieder in die Kapillare zurückgeflossen ist, befestigt man die 
Kapillare senkrecht in einem 6 Kapillaren fassenden Gestell; 
Ablesen mit Hilfe von Millimeterpapier oder indem man 18 mm 
durch einen Reiter abgrenzt, um das Senkungsziel zu markieren. 

D i e R e s u l t a t e d i e s e r M i k r o m e t h o d e m i t 
d e n e n d e r M a k r o m e t h o d e v e r g l i c h e n z e i g t e n , 
d a s s Z e i t u n d P l a s m a S c h i c h t b e i b e i d e n g e n a u 
ü b e r e i n s t i m m t e n . 

Die Senkungsreaktion m ö g l i c h s t e i n f a c h , s c h n e l l 
u n d a l l e r o r t s a u s f ü h r e n z u k ö n n e n war auch der 
Leitgedanke K a u f m a n n s bei seiner M i k r o - u n d S c h n e l l -
m e t h o d e . Er arbeitet mit 10 cm hohen und 1 mm weiten 
Kapillaren, so dass zur Anstellung der Reaktion höchstens 2 
Tropfen (0,1) Blut erforderlich sind. Die Kapillaren sind aus-
laufsicher mit einem Patentverschluss versehen und tragen bei 
100 und 70 mm Höhe eine Graduierung. Die Fallstrecke von 
30 mm entspricht der der L i n z e n m ei er'sehen Röhrchen von 
18 mm nahezu genau. Ein Gestell für 12 Senkungsröhrchen, 
mit millimetergraduierter Milchglasskala als Hintergrund, ermög-
licht genaues Ablesen nach Zeit und Höhe der Senkungssäule. 

Das idealste Untersuchungsgemisch ist ein solches von 0,02 
mgr H i r u d i n -f- 0,1 ccm. Blut, das unmittelbar auf der Fingerbeere 
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hergestellt wird; oder man bedient sich spezieller Mischkapillaren 
zu Herstellung von Zitratblutgemisch, welches in gleicher Weise 
untersucht wird. Da für den Ausfall der Senkungsreaktion die 
Plasmalabilisierung massgebend ist, so muss der Zusatz bestimmter 
kolloidaler Lösungen zum Blut eine Senkungsbeschleunigung zur 
Folge haben. Am besten bewährte sich der H a l b z u s a t z einer 3% 
Gummiarabicum-Lösung unter Verwendung von 0,71% Na.citrat-
+ 0,72% Na.Cllösung zur Verdünnung, resp. zur Verhinderung 
der Gerinnung. Nach höchstens einer Stunde kann das Resultat 
der Reaktion abgelesen werden. 

Ich trage Bedenken, ob eine künstliche Viskositätserhöhung 
der zu untersuchenden Blutproben zulässig ist und ob dadurch 
nicht Fehlerquellen geschaffen werden. 

Von den hier wiedergegebenen Methoden ist die L i n z e n -
m ei e r 'sehe Mikromethode die am meisten zusagende, was ich 
auf Grund eigener Erfahrungen bestätigen kann. Nur peinlich 
genaues Befolgen aller Vorschriften schützt den mit ihr Arbei-
tenden vor sonst sich einschleichenden Fehlern. 

Die Senkungsreaktion bei Krankheiten und ihr 
diagnostischer und prognostischer Wert. 

S c h ü r er und E i m e r berichten über Senkungsgeschwin-
digkeitsbestimmungen bei etwa 400 i n n e r e n Erkrankungen. 
Eine e r h e b l i c h e B e s c h l e u n i g u n g d e r S e d i m e n -
t i e r u n g fand sich bei allen f i e b e r h a f t e n I n f e k t i o n s -
k r a n k h e i t e n , aber auch bei zahlreichen anderen Erkrankun-
gen, z.B. Nephritis, Arteriosklerose, Gicht, malignen Tumoren, Base-
dowscher Krankheit und Leberzirrhose. Bei N i e r e n k r a n k -
h e i t e n hat auch B e n n i g h o f extremste Beschleunigung ge-
funden; bei N i e r e n i n s u f f i z i e n z aber sah L e e n d e r t z 
durchweg Verlangsamung. 

W i e c h m a n n und S c h r Ö d e r untersuchten 23 Patienten 
mit L e b e r i n s u f f i z i e n z nach Genufcs von 300 ccm Milch im 
nüchternen Zustande, bei Bettruhe während der Dauer von 3 
Stunden, in Intervallen von je 20 Minuten — die Leukozytenzahl, 
den Blutdruck und die Sedimentierungsgeschwindigkeit der roten 
Blutkörperchen bestimmend. Ohne über die Wertigkeit der 
W i d a l 'sehen Probe urteilen zu wollen, können sie aber doch 
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erklären, dass die Angabe R e t z l a f f s —die haemoklasische Krise 
sei bei nachweislich kranker Leber immer positiv — n i c h t zu 
R e c h t b e s t e h t . Bei normaler ändert sich die Senkungs-
geschwindigkeit durch Milchzufuhr nicht. In Fällen, wo klinisch 
eine Parenchym-Schädigung der Leber zu erwarten war, g i n g 
ganz vereinzelt ein Leukozytensturz resp. Absinken des Blut-
druckes mit einer Senkungsbeschleunigung p a r a l l e l . — Be-
kanntlich sieht W i d a l als Grundlage für die anaphylaktischen 
Erscheinungen und für die ihr folgende Antianaphylaxie eine 
plötzliche Zustandsänderung von Blutbestandteilen an, die er als 
h a e m o k l a s i s c h e K r i s e bezeichnet, und zwar hat sie als Ursache 
eine brüske Störung des physikalischen Gleichgewichts des Plas-
mas, resp. seiner Kolloide infolge des Übertritts unvollständig 
abgebauter Eiweissprodukte in die Blutbahn. An dieser Stelle 
sei nochmals erwähnt, dass auch für die Senkungsbeschleunigung 
mancherseits eine Änderung der physikalischen Struktur des 
Blutplasmas resp. der Dispersität der Plasmakolloide verantwort-
lich gemacht wird. 

Nachdem es gelungen war, anaphylaktische Erscheinungen 
durch subkutane Eiweissinjektionen, intravenöse Einspritzungen 
salinischer Substanzen und sogar äussere Kälteeinwirkung (pa-
roxysmale Haemoglobinurie) auszulösen, versuchten C a s p a r i , 
E1 i a s b e r g und F i e g e l mit Hilfe der Senkungsmethode einen 
Einblick zu bekommen in die den anaphylaktischen Erscheinun-
gen zugrunde liegende Änderung im Gleichgewichtszustande der 
Blutkolloide. Ihre Untersuchungen ergaben, d a s s e s o f t 
m ö g l i c h i s t , d i e s e G l e i c h g e w i c h t s s t ö r u n g a u c h 
d a n n n a c h z u w e i s e n , w e n n d e r R e i z , der durch 
parenterale Eiweisszufuhr gesetzt wird, n i c h t a u s r e i c h t , 
u m d i e k l i n i s c h e n E r s c h e i n u n g e n d e r S e r u m -
k r a n k h e i t a u s z u l ö s e n . 

Vaccinations- und Reagenzglasversuche lassen nach L e e n -
d e r t z an einen Zusammenhang der beschleunigten Sedimentie-
rung mit immunisatorischen Vorgängen im Körper denken; viel-
leicht bedingt die Anwesenheit von Immunkörpern im Blutplasma 
eine Zustandsänderung im physikalisch-chemischen Sinne, die in 
einer Beschleunigung der Sedimentierung ihren Ausdruck findet. 
S t u k a w s k i prüfte den Einfluss der s u b k u t a n e n , i n t r a -
k u t a n e n u n d p e r k u t a n e n T u b e r k u l i n a p p l i k a t i o n 
auf die Sedimentierung der Erythrozyten (Senkungsreaktion), um 
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auf diesem Wege die Frage zu klären, ob i n d e r W i r k u n g 
d i e s e r 3 A n w e n d u n g s w e i s e n d e s T u b e r k u l i n s 
a u f d e n K ö r p e r g r u n d s ä t z l i c h e o d e r n u r g r a d -
w e i s e U n t e r s c h i e d e b e s t e h e n , 

— 0,03 mg. Alttubfcrkulin s u b k u t a n ergab nach 24 Stun-
den meist Zunahme der Senkungsreaktion = p o s i t i v e n Aus-
schlag ; 

— bei k u t a n e r Applikation (Ponndorf-Impfung) fand sich 
in 60% der Fälle verzögerte Senkungsreaktion == n e g a t i v e r 
Ausschlag, während nur 40% p o s i t i v e n Ausschlag gaben; 

— bei p e r k u t a n e r Applikation (Moros Ektebin) fand 
sich bei Tuberkulösen mit aktiven Prozessen ein auffallender 
n e g a t i v e r Ausschlag der Senkungsreaktion. 

B e i s u b k u t a n e r A p p l i k a t i o n g e l a n g t a l s o d a s 
A l t t u b e r k u l i n a l s g i f t i g e r R e i z s t o f f z u r W i r k u n g , 
— während bei intrakutaner und perkutaner Anwendung die 
immunisatorische Funktion der Haut in Tätigkeit tritt und auch 
die von derselben gebildeten Antikörper zur Wirkung gelangen. 

E s b e s t e h t d e m n a c h z w i s c h e n de r s u b k u t a n e n 
T u b e r k u l i n b e h a n d l u n g e i n e r s e i t s und d e r k u t a n e n 
n e b s t p e r k u t a n e n a n d e r e r s e i t s e i n g r u n d s ä t z -
l i c h e r , z w i s c h e n b e i d e n l e t z t e r e n n u r e i n g r a d -
w e i s e r U n t e r s c h i e d . 

Weiter sah L e e n d e r t z bei I n f e k t i o n s k r a n k h e i t e n 
und T u m o r e n e i n e b e s c h l e u n i g t e S e d i m e n t i e r u n g 
der Erythrozyten im Zitratblute; dagegen aber geht die Sedi-
mentierung bei z y a n o t i s c h e n Z u s t ä n d e n und Nieren-
insuffizienz durchweg langsam vor sich. 

S t u h l m a n n fand, die Linzenmeier'sche Methode verein-
fachend, bei allen I n f e k t i o n s k r a n k h e i t e n und bei Ma-
l a r i a die Senkungsgeschwindigkeit b e s c h l e u n i g t . Während 
des Intervalls wird die Senkungsreaktion n i c h t n o r m a l , 
nach jedem Fieberanfall aber ist sie höher als vorher. Während 
der Chininbehandlung wird sie allmählich normal, was ein sicheres 
Zeichen für normalgewordene Blutbeschaffenheit ist. 

W. L ö h r teilt ui^ter weiteren Ergebnissen mit, dass bei 
Strumen, Rachitis, Perthesscher Hüftgelenkerkrankung und Osteo-
chondritis keinerlei Beschleunigung beobachtet wurde. G e r i n g 
w a r d i e B e s c h l e u n i g u n g b e i c h r o n i s c h e n E n t z ü n -
d u n g e n , sowie wenn es sich um Geschwürsflächen handelte, 
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die wenig resorbierten; sobald aber eine akute Verschlimmerung 
eintrat, nahm auch die Senkungsgeschwindigkeit zu. Das Gleiche 
Iiess sich bei bösartigen Tumoren beobachten. 

R e g e l m ä s s i g w a r B e s c h l e u n i g u n g b e i E n t -
z ü n d u n g e n , u n d z w a r s t a n d d i e G r ö s s e d e s E n t -
z ü n d u n g s h e r d e s i n d i r e k t e r B e z i e h u n g z u r B e -
s c h l e u n i g u n g — bei Pneumonie und Peritonitis 15 und 50 
statt normaler 150—500 Minuten; auch bei Knochentuberkulose 
wurden die gleichen Erfahrungen gemacht. S e n k u n g b e -
s c h l e u n i g e n d wirken auch F r a k t u r e n und operativ ge-
setzte Wunden bis zu ihrer Vernarbung, also 6—10 Tage lang; 
bei Reizkörpertherapie wurde dasselbe beobachtet, während 
schwerer anaphylaktischer Choks blieb aber die Beschleuni-
gung aus. 

S c h u b e r t fand als untere Grenze der Senkungsgeschwin-
digkeit bei normalen und pathologischen Befunden bei Män-
nern 480 und bei Fratien 200 Minuten. Nach subc.-Injektionen 
von O v o g l a n d o l bei Männern und T e s t i g l a n d o l bei 
Frauen trat bei Männern eine Verkürzung der Senkungsge-
schwindigkeit um etwa 20 Minuten, bei Frauen eine Verlangsa-
mung von 15—40 Minuten gegenüber den Kontrollen ein. 

Nach P r i b r a m und K l e i n tritt B e s c h l e u n i g u n g 
der Senkungsgeschwindigkeit ein bei: Fieber, Tumoren, Ver-
mehrung einer bestimmten Fraktion des Reststiokstoffes, Hyper-
cholesterinämie, Anämie, verminderter Serumrefraktion und er-
höhter Viskosität; v e r l a n g s a m t ist sie bei: P o l y g l o b u l i e , 
erhöhter Serumrefraktion, verminderter Viskosität, Zyanose und 
Ikterus. 

An 58 Patienten mit i n n e r e n K r a n k h e i t e n liess sich 
nach B e n n i g h o f zeigen, dass die Senkungsgeschwindigkeit 
in weiten Grenzen bei den mannigfaltigsten Krankheitsbildern 
d i f f e r i e r e n kann. Das geringste Senkungsbestreben lassen 
Patienten mit neurasthenischen, neuralgischen und leichten Lokal-
erkrankungen erkennen. Dagegen findet sich extremste Be-
schleunigung bei Nierenkranken und schweren Tuberkulösen. 

F ä h r a e u s fand die Senkungsgeschwindigkeit im Blute 
Schwangerer Vom 3. Monat an beschleunigt; L i n z e n m e i e r 
vom 4. Monat an. 

Bei p u e r p e r a l s e p t i s c h e n E r k r a n k u n g e n fanden 
M a h n e r t und H o r n e c k die Senkungsgeschwindigkeit ü b e r 
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d ie G r e n z e n der in normalem Wochenbett gefundenen Werte 
h i n a u s g e s t e i g e r t . Die Therapie bewirkt Schwankungen 
der Senkungsgeschwindigkeit, und zwar nimmt sie bei klinisch 
günstig verlaufenden Fällen bis zum Eintritt des Schüttelfrostes 
ab und umgekehrt — bei den ungünstig verlaufenden Erkran-
kungen zu. 

R o s e n f e l d untersuchte 500 chirurgische Patienten nach 
der L i n z e n m e i e r ' s e h e n Methode und fand bei Gruppen-
erkrankungen, Infektionskrankheiten, Tumoren und Frakturen 
die S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t b e s c h l e u n i g t . Steril 
verlaufende Operationen, mit grösserem oder geringerem Zellzer-
fall und Resorption des Materials verbundene Frakturen, Zell-
zerfall der Geschwulst, Zerfall der Leukozyten bei Carcinom und 
geformter Elemente bei sterilen Operationen und bei Frakturen, aus-
serdem noch Zerfall des Fettgewebes zeigten, d a s s d i e S e n -
k u n g s r e a k t i o n s i c h p r o p o r t i o n a l v e r h ä l t z u r A u s -
d e h n u n g , I n t e n s i t ä t , R e s o r p t i o n u n d D a u e r d i e s e r 
P r o z e s s e . S i e e r m ö g l i c h t e i n U r t e i l ü b e r d e n 
A l l g e m e i n z u s t a n d u n d d i e G r ö s s e d e s Z e l l z e r f a l l s 
im K ö r p e r . Sie ist eine genauere Reaktion als Temperatur-
ausschläge und kann einem Temperaturanstieg vorausgehen oder 
sogar ohne einen solchen verlaufen. I h r e r h o c h g r a d i g e n 
E m p f i n d l i c h k e i t w e g e n i s t g r o s s e V o r s i c h t be i 
i h r e r p r a k t i s c h e n B e w e r t u n g a n g e z e i g t . 

Schon früher hat W e s t e r g r e n sich dafür aasgesprochen, 
dass die Senkungsreaktion ein w e i t z u v e r l ä s s i g e r e s 
K r i t e r i u m f ü r d i e A k t i v i t ä t o d e r b e s s e r f ü r d i e 
I n t e n s i t ä t e i n e s p a t h o l o g i s c h e n P r o z e s s e s i s t , a l s 
d i e K ö r p e r t e m p e r a t u r , was von R o s e n f e l d bestätigt 
worden ist. 

Nach W. und H. L ö h r finden sich stets parallel zur S e n k u n g s-
b e s c h l e u n i g u n g eine erhebliche Viskositätszunahme und 
eine Vermehrung des Globulingehaltes. Am deutlichsten zeigten 
sich sämtliche Veränderungen bei s t e r i l e n O p e r a t i o n e n , 
w o b e i d e r A u s s c h l a g im V e r h ä l t n i s z u r G r ö s s e 
d e s E i n g r i f f e s w ä c h s t . 

H a l l e r sah bei p r i m ä r h e i l e n d e n W u n d e n beschleu-
nigte Senkung und nach erfolgter Heilung wieder normale Werte 
eintreten. — Bei Eiterungsprozessen — also beim Gewebszerfall — 
handelte es sich stets um deutlich beschleunigte Senkungs-
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geschwindigkeit. Br meint, dass auf diese Weise durch die 
Senkungsreaktion die Zählung der Blutkörperchen meistens er-
setzt werden kann. 

In 53 Carcinomfällen vorgenommene Senkungsreaktionen 
ergaben H o f f g a a r d stets starke Beschleunigung; ulcus-Kranke 
aber gaben normale Werte. 

P l a u t untersuchte 220 g e i s t e s k r a n k e Männer , davon 
48 Paralytiker, 24 mit Lues cerebri und 9 Arteriosklerosefälle. 
Die Mehrzahl der Fälle von Paralyse, Lues und Arteriosklerose 
ergab b e s c h l e u n i g t e S e n k u n g s r e a k t i o n ; er fand aber 
im Gegensatz zu diesen Verlangsamung bei Psychopathien, Me-
lancholie, Dementia praecox und Epilepsie. 

Das F r a u e n m a t e r i a l betraf 122 Fälle, davon 40 Para-
lysen. Auch bei den Frauen zeigte sich bei Paralyse sehr 
beschleunigte Senkung. 

L ö w e n b e r g fand bei seinen Untersuchungen, dass fol-
gende drei Psychosen immer senkungbeschleunigend wirken: 
am a u s g e s p r o c h e n s t e n d i e E p i l e p s i e und zwar unab-
hängig von etwaigen Anfällen, weniger deutlich die Dementia 
praecox, während bei der Paralyse sehr unregelmässige Kurven 
vorkommen — insbesondere so, dass bei Zimmertemperatur die 
geringste Senkungsgeschwindigkeit beobachtet wird. 

G l a u s und Z u t t finden als Resultat ihrer Untersuchun-
gen, dass unter den S c h i z o p h r e n i e n die mehr katatonen 
und organischen Fälle, besonders im akuten Stadium, sich gegen-
über anderen Formen der Schizophrenie durch v e r h ä l t n i s -
m ä s s i g grosse Senkungsgeschwindigkeit und eine charakteri-
stische .Geschwindigkeitsformel abzuheben scheinen. 

D r e y f u s s , nach LinzenmeiersMethode arbeitend, fand 
bei einem 17-jährigen Mädchen n a c h ü b e r s t a n d e n e r P n e u -
m o n i e , trotz völliger Entfieberung, als das einzige objektive 
Symptom der nicht fortschreitenden Rekonvaleszenz d a s F o r t -
b e s t e h e n e i n e r s t a r k e n S e n k u n g s b e s c h l e u n i g u n g . 
Nach 5 Wochen trat ein trophisches Geschwür (mal. perforans 
pedis) am linken Fuss auf, wobei einwandfrei eine bestehende 
M y e l i t i s festgestellt wurde. 

P u l i a n und T o m o v i c i , nach Linzenmeiers modifizierter 
Methode untersuchend, fanden bei organischen und funktionellen 
Erkrankungen des Nervensystems, welche n i c h t s y p h i l i t i -
s c h e n U r s p r u n g s w a r e n , n o r m a l e S e n k u n g s g e -
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s c h w i n d i g k e i t . Bei T a b e s und P a r a l y s i s p r o g r e s -
s i v a betrug die Senkungsge s c h w in d i g k ei t oft das 4 - 5 -
f a c h e der des normalen Blutes und war in einigen Fällen die 
Sedimentierung schon in Va Stunde vollendet. Bei N e r v e n l u e s 
scheint die Beschleunigung grösser und konstanter zu sein, als 
bei florider; a l l e u n t e r s u c h t e n F ä l l e a b e r e r g a b e n 
B e s c h l e u n i g u n g . Paraplegien auf syphilitischer Grundlage 
ergaben Beschleunigung, während die anderer Aetiologie sie 
nicht ergaben. 

T o m o v i c i und B r a u e r untersuchten nach Linzenmeier 
40 Fälle von m a n i f e s t e r L u e s — 4 Fälle Lues I und 36 Fälle 
Lues II, wovon 10 behandelte. In 75% der Fälle war die Sen-
kungsgeschwindigkeitbeschleunigt und nur in 25% derFällewarsie 
normal; in allen 4 Fällen von LuesIwar Beschleunigung vorhanden. 
Zwischen der Intensität der klinischen Erscheinungen und der Sen-
kungsgeschwindigkeit liessen sich keine Beziehungen feststellen. 

P e w n y betont, dass b e i L u e s die Senkung n i c h t 
r e g e l m ä s s i g beschleunigt ist; n u r b e i g e n e r a l i s i e r t e n 
e x a n t h e m a t i s c h e n F o r m e n und u m f a n g r e i c h e n 
g u m m ö s e n E r k r a n k u n g e n w u r d e s i e k o n s t a n t 
g e f u n d e n ; differentialdiagnostisch ist sie n i c h t v e r -
w e r t b a r . 

G y o r g y untersuchte nach Linzenmeier 10 f r i s c h e u n b e -
h a n d e l t e Fälle von a n g e b o r e n e r S y p h i l i s . Ihre Sen-
kungszeit betrug 8—23 Minuten — statt der 90 Minuten der 
normalen Säuglinge; also eine äusserst beschleunigte Senkungs-
geschwiridigkeit, die selbst die Durchschnittswerte der von L i n -
z e n m e i e r im Gravidenblut und der von B ü s c h e r bei der 
erworbener Lues Erwachsener gefundenen erheblich übertrifft. 

B ä t z o l d untersuchte nach Linzenmeier das Blut von 43 
l u e t i s c h e n und 17 n i c h t l u e t i s c h e n Säuglingen und 
Kindern im Alter von 3 Wochen bis 2Va Jahren und fand bei 
den luetischen Säuglingendie Senkungsgeschwindigkeit d e u t l i c h 
b e s c h l e u n i g t ^ was aber nach spezifischer Behandlung zurück-
geht. Im Alter von 3 Wochen bis zu l Jahr war die mittlere 
S e n k u n g s z e i t b e i I u e t i s c h e n K i n d e r n 19—-38 Minu-
t e n j während-sie bei nicht luetischen 90—160 Minuten war. 

B e r d e machte 1110 Senkungsgeschwindigkeitsbestimmun-
gen an 46 gesunden, 371 hautkranken und 349 geschlechtskran-
ken Personen. Im Material sind 58 verschiedene Dermatosen und 
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verschiedene Stadien und Komplikationen der Geschlechtskrank-
heiten vertreten. Es gibt kaum eine Dermatose, bei der in ein-
zelnen Fällen die Senkungsgeschwindigkeit nicht normal sein 
kann; je inniger aber sich das Verhältnis zwischen Hautver-
änderung und Gesamtorganismus gestaltet, um so häufiger findet 
man eine Senkungsbeschleunigung. 

Patienten mit beschleunigter SenJcungsreaktion haben nach 
M o r a l immer ein organisches Leiden. Die Senkungsbeschleu-
nigung ist k e i n o b l i g a t e s F r ü h s y m p t o m d e r L u n g e n -
t u b e r k u l o s e ; bei beginnender Lungentuberkulose bedeutet 
eine stärkere Beschleunigung der Senkungsreaktion ungünstige 
Prognose, bei fortgeschrittener aber ist eine normale Senkungs-
reaktion günstig zu beurteilen. Die Senkungsreaktion geht den 
übrigen Symptomen annähernd parallel. F ü r d i e D i f f e r e n -
t i a l d i a g n o s e „ G e s c h w u l s t o d e r E n t z ü n d u n g " l e i s t e t 
s i e k e i n e D i e n s t e . 

D r e y f u s s und H e c h t finden auf Grund der 108 unter-
suchten Fälle, dass die Senkungszeit in Beziehung steht zum 
Charakter der Tuberkulose und w e r t v o l l e A n h a l t s p u n k t e 
f ü r d i e P r o g n o s e gibt. Bei beginnender chronischer Lun-
gentuberkulose findet sich nur eine geringe Beschleunigung der 
Senkung; zirrhotische Prozesse geben r e l a t i v h o h e Senkungs-
zahlen (100—160 Minuten), exsudative aber ganz niedrige Werte 
(15—30 Min.). Kavernen bedingen Beschleunigung der Senkung. 
Interkurrente Erkrankungen (Grippe) beeinflussen die Senkung 
wie eine Verschlimmerung; bei ihrem Abklingen steigt die Sen-
kungszahl wieder an, wenn infolge der sekundären Erkrankung 
nicht eine Verschlimmerung der Tuberkulose eingetreten ist. 

G ö t z e untersuchte 200 Tuberkulöse und konnte bestätigen, 
dass die Senkungsreaktion durch ihren negativen Ausfall (Ver-
langsamung) die Diagnose „Keine Tuberkulose" unterstützt; 
dass ihr deutlich positiver Ausfall (Beschleunigung) eine Ver-
schlimmerung des Leidens begleitet; und dass ein jäher Absturz 
der Kurve wiederholt gemachter Senkungsreaktionen durchweg 
der in den schweren Fällen des III. Stadiums gestellten schlechten 
Prognose entspricht. 

Nach G y o r g y weisen Tuberkulöse starke und nach B e n -
n i g h o f schwere Tuberkulöse extremste Beschleunigung auf; bei 
Knochentuberkulose stand nach W. L ö h r die Grösse des Krank-
heitsherdes in direkter Beziehung zur Beschleunigung der Senkung. 
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S. M ü 11 e r konstatierte einen Parallelismus zwischen der Sen-
kungszahl und der Schwere des. Lungenbefundes bei Lungen-
tuberkulose/ Die Reaktion ist jedoch n u r v o n W e r t f ü r d i e 
B e u r t e i l u n g d e s a u g e n b l i c k l i c h e n Z u s t a n d e s , 
gestattet aber keinen Schluss auf die weitere Entwickelung des 
Lungenprozesses — ist a l s o n i c h t p r o g n o s t i s c h . 

P e t s c h a c h e r fand den Gehalt an Gesamteiweiss im Serum 
29 Tuberkulosekranker erhöht; die relative Vermehrung der 
Globulinfraktion steht in direktem Verhältnis zur Ausbreitung 
des Prozesses und die Blutkörperchensenkungsgeschwindigkeit 
nimmt mit der Aktivität des Prozesses zu, wobei aber Abweichun-
gen nicht selten sind. Zur Vermeidung von Fehlern sind bei 
einer Prognosestellung alle Untersuchungsmethoden heranzuziehen. 

S c h ü r e r und E i m e r fanden bei fieberfreien Tuberkulosen 
nur die schweren progredienten Fälle sehr kurze Sedimentie-
rüngszeiten aufweisend, so dass die Senkungsreaktion hier v i e l -
l e i c h t e i n e p r o g n o s t i s c h e B e d e u t u n g gewinnen kann. 

Beobachtungen an 18 Fällen lehrten S c h n e i d e r , d a s s 
m i t d e r k l i n i s c h e n B e s s e r u n g der Lungentuberkulose 
bei der Pneumothoraxbehandlung e i n e A b n a h m e d e r S e n -
k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t der roten Blutkörperchen zusam-
mengeht; umgekehrt aber bei Verschlechterung eine Zunahme der 
Senkungsgeschwindigkeit eintritt. Im Rahmen des Gesamtbildes 
gibt die Senkungsprobe einen Anhaltspunkt für die Auflassung 
des Pneumothorax, dessen Schliessung nicht erfolgen darf, bevor 
der Senkungswert normal geworden ist. 

K a u f m a n n ist der Meinung, dass die Senkungsreaktion, 
wenn sie auch keine spezifische ist, doch diagnostischen und 
prognostischen Wert bei Lungentuberkulose haben kann. 

E. A. S c h m i d t sieht in der Senkungsreaktion e i n e B e -
r e i c h e r u n g d e r H i l f s m i t t e l f ü r d i e D i a g n o s e d e r 
L u n g e n t u b e r k u l o s e . Das ie eine nichtspezifische Reak-
tion ist, so dürfen ihre Resultate nur mit Einschränkung und 
unter starker Kontrolle durch die übrigen Untersuchungsmethoden 
verwertet werden. 

A l t e r t h u m fand bei aktiver Lungentuberkulose stets 
beschleunigte Senkung; doch kommt der Senkungsprobe für die 
Aktivitätsdiagnose keine grössere Bedeutung zu als der Tempe-
raturmessung. Differentialdiagnostisch ist die Senkungsprobe 
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nicht verwendbar. Für die Prognose lassen sich nur fortlaufende 
Feststellungen der Senkungsgeschwindigkeit verwerten. 

Bei tuberkulösen Kindern ist nach P f 1 ü g e r der diagnosti-
sche Wert der Senkungsprobe, wenn schon sie in einzelnen Fällen 
einiges leistet, doch g e r i n g . Normalwerte für die einzelnen 
Altersstufen lassen sich nicht aufstellen. Ganz entgegensetzter 
Ansicht aber ist D e h o f f , welcher die Senkungszahl der Erythro-
zyten bei der kindlichen Tuberkulose für ein w e r t v o l l e s kli-
nisches Hüfsmittel hält in diagnostischer, differentialdiagnosti-
scher und prognostischer Beziehung und zur Kontrolle spezifi-
scher Therapie. H o h e S e n k u n g s z a h l b e r e c h t i g t zu 
g ü n s t i g e r P r o g n o s e s t e l l u n g , n i e d e r e m a h n t z u r 
V o r s i c h t . 

Bei A u g e n e r k r a n k u n g e n kommt, wie H o r v a t h 
an 200 Kranken mit Augenaffektionen feststellte, der Senkungs-
reaktion k e i n e d i a g n o s t i s c h e Bedeutung zu. 

S t u h l m a n n hält ihren d i a g n o s t i s c h e n Wert bei 
manifester oder latenter Malaria für n i c h t g r o s s — da eine mani-
feste Malariaauch ohnedies erkennbar ist, eine latente aber durch 
den Nachweis einer beschleunigten Senkungsreaktion nicht sicher-
gestellt wird, da zuviel andere Krankheiten dieses Symptom 
aufweisen. 

Nach S c h ü r e r und E i m e r kommt eine grosse diagno-
stische Bedeutung der Senkungsgeschwindigkeit nicht zu, weil 
die Erscheinung dafür zu häufig und zu vieldeutig ist. Gelegentlich 
kann die Sedimentierungsbeschleunigung als objektives Krank-
heitszeichen von Wert sein, z. B. bei rheumatischen Beschwerden. 

P r i b r a m und K l e i n sind der Meinung, dass ein bilden-
der Schluss aus dem Senkungsverlauf auf bestimmte klinische 
Daten nur unter Berücksichtigung aller in Betracht kommenden 
Faktoren möglich ist. 

H. L ö h r wandte das Verfahren nach L i n z e n m e i e r bei 
mehr als 600 Patienten an. Die Methode erscheint b r a u c h b a r 
bei d i f f e r e n t i a l d i a g n o s t i s c h e r Abgrenzung von e n t -
z ü n d l i c h e n P r o z e s s e n — g e g e n ü b e r n i c h t e n t z ü n d -
l i c h e n . Die Abgrenzung von Entzündungen gegenüber Tumo-
ren ist jedoch damit nicht möglich. — Am wertvollsten erwies 
sie sich in der Pathologie der Knochenerkrankungen im oben-
angeführten Sinne. 
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A. V i d a kommt auf Grund von über IOO Versuchen an 
Frauen zum Ergebnis, dass die Senkungsgeschwindigkeit der 
roten Blutkörperchen zur Zeit n o c h n i c h t differentialdiagno-
stisch verwertet werden kann, obwohl die Probe im allgemeinen 
bei Fieber, Adnexerkrankungen, Gravidität, positivem Wasser-
mann u. s. w. positiv wird. 

S. J o s e p h und M. M a r c u s fanden im ganz akuten Sta-
dium von Appendizitiden, bei denen das Auftreten der ersten 
Symptome nicht länger als 30 Stunden zurücklag, n o r m a l e 
S e n k u n g s w e r t e , während bei Adnexitis im gleichen Zeitraum 
eine Senkungsbesohleunigung festgestellt wurde. Bei der Diffe-
rentialdiagnose dieser beiden Erkrankungen wird die Sedimen-
tierungsreaktion für ein b r a u c h b a r e s T e i l s y m p t o m 
gehalten. 

R. P e w n y nahm bei den verschiedensten gynäkologischen 
Affektionen Senkungsproben vor, wobei er n i c h t d e r a r t i g e i n -
d e u t i g e Ergebnisse erhielt, dass die Methode für die Praxis 
als bedeutungsvoll angesehen werden kann. Differentialdiagno-
stisch zwischen Gravidität und Myom ist die Probe nur in den 
späteren Schwangerschaftsmonaten verwendbar. 

G. H a s e l h o r s t untersuchte bei 800 Fällen in der Ham-
burger Frauenklinik die Senkungsprobe. Bei Schwangerschaft 
in der II. Hälfte findet Senkungsbeschleunigung statt; Aus-
nahmen kommen vor. 

Bei der Differentialdiagnose zwischen Extrauteringravidität 
und Adnextumor leistet die Probe nicht viel. 

Bei malignen Neubildungen ist die Senkung m e i s t s t a r k 
b e s c h l e u n i g t , aber auch hier kommen Ausnahmen vor. 

Für die Frage des Rezidivs nach Operation leistet die Probe 
n i c h t s . 

Von Wert ist die Probe eigentlich nur bei entzündlichen 
Veränderungen. 

Ist die Senkungsgeschwindigkeit normal, dann kann man 
ziemlich sicher (3 mal Fehldiagnose unter 200 Fällen) damit 
rechnen, ein keimfreies Operationsfeld vor sich zu haben. 

G r a g e r t bediente sich der Linzenmeierschen Methode und 
hält sie für eine w e r t v o l l e B e r e i c h e r u n g d e r d i a g n o -
s t i s c h e n H i l f s m i t t e l , besonders zur Erkennung zweifelhafter 
Carcinome insonderheit des Collums. Auch zur Beurteilung 
der Rezidivfreiheit ist die Probe mit Erfolg heranzuziehen, da 

* 
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bei geheilten Fällen sich die Werte ganz allmählich wieder den 
normalen nähern. 

L i n z e n m e i e r hebt hervor, dass die Senkungsreaktion 
bei der L u e s c o n g e n i t a e i n e g r o s s e d i a g n o s t i s c h e 
B e d e u t u n g hat. Gegenüber der ungemein langsamen Sen-
kungsgeschwindigkeit im normalen Nabelvenenblut scheint die 
enorme Beschleunigung bei den Fällen von kongenitaler Syphilis 
fast pathognomisch zu sein. — Sonstige beschleunigende Momente 
ausgeschlossen, kann nach Gyorgy die Senkungsreaktion bei Fäl-
len von angeborener Lues praktisch-diagnostische Dienste leisten. 
Sie geht mit der Wa. R. und derjenigen von Sachs-Georgi parallel 
und nimmt im Laufe einer antiluetischen Kur ab. — B a r d a c h hat 
bei verschiedenen Erkrankungen und am häufigsten bei luetischen 
Kindern beschleunigte Senkung gefunden; bestimmte diagnosti-
sche Rückschlüsse aus ihr allein zu ziehen ist nicht statthaft. 

Nach P e w n y ist die Senkungsreaktion d i f f e r e n t i a l -
d i a g n o s t i s c h beiLues n i c h t v e r w e n d b a r ; P u l i a n und 
T o m o v i c i betonen aber, dass durch sie entschieden werden 
kann, ob Paraplegien syphilitischer oder anderer Aetiologie sind. 

B e r d e hat gezeigt, dass die d i a g n o s t i s c h e V e r w e r t -
b a r k e i t der Senkungsreaktion bei Hautkrankheiten sehr gering 
ist; derselben Meinung ist auch K e r s t i n g , billigt ihr aber 
bei florider Syphilis eine gewisse diagnostische Bedeutung zu. 

Der s p e z i f i s c h e C h a r a k t e r f e h l t d e r S e n -
k u n g s r e a k t i o n , was Berde, Kaufmann, Kersting, Rosenfeld, 
E. A. Schmidt und W e s t e r g r e n besonders betont haben. 

Z u s a m m e n f a s s e n d ergibt sich, dass die Senkungs-
reaktion ein Urteil über den Allgemeinzustand und die Grösse 
des Zellzerfalls im Körper ermöglicht; sie ist ein z u v e r l ä s s i -
g e r e s K r i t e r i u m f ü r d i e I n t e n s i t ä t d e s p a t h o l o -
g i s c h e n P r o z e s s e s a l s T e m p e r a t u r a u s s c h l ä g e , 
welchen sie vorausgeht oder sogar ohne welche sie verlau-
fen kann. 

B e s c h l e u n i g t ist sie bei: Fieber, fieberhaften Infek-
tionskrankheiten, Entzündungen, Tuberkulose, Syphilis, Schwan-
gerschaft nach dem 3. Monat und Adnexerkrankungen, Leber-
zirrhose, Gicht, Arteriosklerose, Myelitis, Frakturen, sterilen Ope-
rationen, Carcinom, Malaria, Reizterapie, verminderter Serum-
refraktion, erhöhter Viskosität des Blutplasmas und Hyperchole-
sterinaemie. 

3 
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E x t r e m e B e s c h l e u n i g u n g findet sich bei: schwerer 
Tuberkulose, Nierenkrankheiten, Paralysis, Tabes, Nervenlues und 
angeborener Syphilis; letztere reagiert auf Behandlung mit Lang-
samerwerden der Senkungsgeschwindigkeit. 

Bei Malaria ist sie auch in den Intervallen nicht normal; 
erst nach stattgehabter Chininbehandlung kehrt sie zu normalen 
Werten zurück. Be i E n t z ü n d u n g e n war die Grösse des 
Entzündungsherdes und i h r e I n t e n s i t ä t in d i r e k t e r 
B e z i e h u n g z u r B e s c h l e u n i g u n g , z. B. b e i P n e u -
m o n i e u n d P e r i t o n i t i s . Ein Langsamerwerden der Sen-
kungsreaktion bei puerperalseptischen Prozessen, infolge ange-
wandter Therapie, ist prognostisch günstig. Bei sterilen Opera-
tionen war die Beschleunigung im Verhältnis zur Grösse der 
gesetzten Wunden, und verlief sie proportional der Ausdehnung, 
dem Zellzerfall, der Resorption und der Dauer des Prozesses bis 
zur Vernarbung. 

Durch die beschleunigte Senkungsreaktion war es möglich 
Gleichgewichtsstörungen im Blute schon dann nachzuweisen, 
.wenn der Reiz, der durch parenterale Eiweisszufuhr gesetzt wird, 
noch nicht ausreicht um die klinischen Erscheinungen der Serum-
krankheit auszulösen; ebenso ermöglichte sie den Nachweis, dass 
bei i n t r a - u n d p e r k u t a n e n T u b e r k u l i n a p p l i k a t i o -
n e n d i e i m m u n i s a t o r i s c h e P u n k t i o n d e r H a u t in 
T ä t i g k e i t tritt und auch die von derselben gebildeten Anti-
körper zur Wirkung gelangen, während bei subkutaner Anwen-
dung das Alttuberkulin seine Wirkung als giftiger Stoff äussert. 
Weiter ist es möglich, dass die Anwesenheit von Immunkörpern 
im Plasma eine Zustandsänderung bedingt, die in einer Beschleu-
nigung der Sedimentierung ihren Ausdruck findet. 

Die Senkungsgeschwindigkeit d i f f e r i e r t in w e i t e n 
G r e n z e n bei den mannigfaltigsten Krankheiten; am e x t r e m -
s t e n b e s c h l e u n i g t ist sie bei s c h w e r e r T u b e r k u l o s e 
u n d N i e r e n k r a n k h e i t e n , wogegen sie am g e r i n g s t e n 
i s t b e i N e u r a s t h e n i e , N e u r a l g i e n u n d l e i c h t e n Lo-
k a l e r k r a n k u n g e n . 

Es gibt wohl keine H a u t k r a n k h e i t , bei der die Sen-
kungsreaktion nicht normal sein kann; je i n n i g e r a b e r d a s 
V e r h ä l t n i s z w i s c h e n H a u t v e r ä n d e r u n g und Gesamt-
organismus sich gestaltet, u m so h ä u f i g e r f i n d e t s i c h 
B e s c h l e u n i g u n g . 
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W e n i g r e a g i e r t e n c h r o n i s c h e E n t z ü n d u n -
g e n , welche aber bei Exacerbation sofort mit gesteigerter 
Beschleunigung reagierten. 

N o r m a l e S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t f a n d 
s i c h b e i : S t r u m a , R a c h i t i s , O s t e o c h o n d r i t i s , 

• organischen und funktionellen Erkrankungen des Nervensystems 
nicht syphilitischer Aetiologie. 

V e r l a n g s a m t e S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t zeig-
t e n : z y a n o t i s c h e Z u s t ä n d e , I k t e r u s , N i e r e n i n s u f -
f i z i e n z , P o l y g l o b u l i e , M e l a n c h o l i e , D e m e n t i a 
p r a e c o x und E p i l e p s i e ; bei den beiden letzten ist aber auch 
mässige Beschleunigung beobachtet worden. 

Senkungsbeschleunigung ist k e i n o b l i g a t e s F r ü h -
s y m p t o m be i L u n g e n t u b e r k u l o s e ; durch ihr Fehlen 
wird die Diagnose „nicht Tuberkulose" unterstützt. 

Bei b e g i n n e n d e r Tuberkulose bedeutet e x t r e m e Be-
s c h l e u n i g u n g e i n e u n g ü n s t i g e P r o g n o s e ; z u n e h -
m e n d e B e s c h l e u n i g u n g während des Leidens deutet auf 
V e r s c h l i m m e r u n g d e s s e l b e n hin und e in j ä h e r Ab-
s t u r z d e r S e n k u n g s k u r v e , welche von fortlaufend ge-
machten Beobachtungen angelegt wurde, entspricht einer 
schlechten Prognose. 

Zu n o r m a l e n S e n k u n g s w e r t e n z u r ü c k k e h r e n d e 
u n d a n n ä h e r n d n o r m a l e S e n k u n g s w e r t e s i n d be i 
f o r t g e s c h r i t t e n e r L u n g e n t u b e r k u l o s e g ü n s t i g zu 
b e u r t e i l e n . 

Bei Lungentuberkulose gaben z i r r h o t i s c h e P r o z e s s e 
m ä s s i g e Senkungsbeschleunigung, d a g e g e n r e a g i e r t e n 
a b e r e x s u d a t i v e P r o z e s s e u n d K a v e r n e n mit sehr 
beschleunigter Senkung; i n t e r k u r r e n t e E r k r a n k u n g e n 
w i r k e n wie eine Verschlimmerung der Tuberkulose — die vor-
übergehend eingetretene Beschleunigung verlangsamt sich aber 
wieder, wenn nicht als Folge eine Verschlimmerung des Prozesses 
nachgeblieben ist. Bei f i e b e r f r e i e n T u b e r k u l o s e n zeigten 
n u r d ie s c h w e r p r o g r e d i e n t e n F ä l l e e x t r e m be-
s c h l e u n i g t e S e n k u n g s g e s c h w i n d i g k e i t e n . — Aus 
alle diesem ist- zu ersehen, dass die Senkungsreaktion in naher 
Beziehung zur Lungentuberkulose steht und wertvolle Anhalts-
punkte für ihre Prognose zu geben imstande ist. 

3* 
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Nur f o r t l a u f e n d e Untersuchungen sind hier progno-
stisch verwertbar und es berechtigen nur hohe Senkungszahlen zu 
günstiger Prognose, niedrige aber mahnen zur Vorsicht; während 
eine Einmalige Untersuchung nur für die Beurteilung des augen-
blicklichen Zustandes gewährleistet und keinen Schluss über den 
weiteren Verlauf des Lungenprozesses gestattet. 

B e i K n o c h e n t u b e r k u l o s e e n t s p r i c h t d i e 
S e n k u n g s b e s c h l e u n i g u n g d e r G r ö s s e d e s H e r -
d e s u n d g e h t m i t d e r A k t i v i t ä t d e s P r o z e s -
s e s p a r a l l e l . 

G r o s s e d i a g n o s t i s c h e B e d e u t u n g h a t d i e 
S e n k u n g s r e a k t i o n b e i L u e s c o n g e n i t a , w e l c h e 
e x t r e m e B e s c h l e u n i g u n g a u f w e i s t , d i e f a s t 
p a t h o g n o m i s c h g e n a n n t w e r d e n k ö n n t e . 

D i f f e r e n t i a l d i a g n o s t i s c h ermöglicht die Sen-
kungsreaktion eine Abgrenzung entzündlicher Prozesse von nicht 
entzündlichen, sowie syphilitischer Paraplegien von solchen nicht-
syphilitischer Aetiologie. Sie ist eine wertvolle Bereicherung der 
diagnostischen Hilfsmittel bei z w e i f e l h a f t e n C o l l u m c a r -
c i n o m e n und kann nach O p e r a t i o n e n z u r B e u r t e i -
l u n g d e r R e z i d i v f r e i h e i t herangezogen werden. 

Differenzialdiagnostisch n i c h t v e r w e n d b a r ist sie bei: 
Geschwulst oder Entzündung, Adnextumor oder Extrauteringravi-
dität und bei allen Prozessen, die selbst beschleunigte Senkung 
bedingen; ebenso hat sie k e i n e d i a g n o s t i s c h e B e d e u -
t u n g b e i A u g e n k r a n k h e i t e n . 

Epikrisis. 
Die Senkungsreaktion der roten Blutkörperchen ist keine 

spezifische Reaktion und ist von begrenzter diagnostischer 
Bedeutung, weil die Erscheinung dafür zu häufig und zu viel-
deutig ist. Ihrer hochgradigen Empfindlichkeit wegen ist grosse 
Vorsicht bei ihrer praktischen Bewertung angezeigt, weshalb 
bindende Schlüsse aus dem Senkungsverlauf auf bestimmte kli-
nische Daten nur dann zulässig sind, wenn mit ihr zusammen 
auch die Resultate der in Betracht kommenden übrigen Unter-
suchungsmethoden berücksichtigt worden sind. 
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I n h a l t . 1. DieBeziehungen der Kukruse-Stufe zum älteren Chas-
mopskalk des Nordbaltikums. 2. Die Unterschiede der Brandschiefer und 
der Kalkfazies vom Standpunkt der Versteinerungsstatistik. 3. Bemerkungen 
über die Entstehung des Brandschiefers. 4. Über einige bemerkenswerte oder 
neue Trilobiten, Krinoiden und Cystiden aus der Stufe C2. 

1. 
W i m a n 1 ) vergleicht in folgenderWeise den älteren Chas-

mopskalk des Nordbaltischen Silurgebiets mit den ostbaltischen 
Kukruse- (C2-) Schichten: 

„Auch die entsprechenden Schichten im Ostbaltikum, natürlich mit 
Ausnahme des Brandschiefers mit seinen Kalkbänken zeigen, soweit ich be-
treffs derselben Erfahrung habe, grosse Übereinstimmung mit dem nordbal-
tischen Gestein (p. 105)." — 

„Die Fauna2) ist schwedisch oder skandinavisch. Es kommen zwar 
ostbaltische Arten vor, wie im Chasmopskalk Chasmops wrangeli und andere, 
Aber sie treten nicht zahlreicher auf, als man sie in jedem neubearbeiteten 
schwedischen Silurgebiet erwarten könnte. Es ist auch nicht wahrscheinlich, 
dass die neubeschriebenen Trilobiten, wenn es sich in Zukunft zeigen sollte, 
dass sie grössere Verbreitung haben, dieses Verhältnis ändern werden, denn 
•die ostbaltischen Trilobiten sind neuerdings und gründlich bearbeitet worden, 
während die schwedischen einer solchen Bearbeitung seit lange entbehren. 
Es ist deshalb viel wahrscheinlicher, dass die neuen Arten in Schweden 
wiedergefunden werden, als im Ostbaltikum" (p. 153). 

Diese Prognose scheint aber nicht in Erfüllung zu gehen, 
denn schon das vom Akademiker Fr . S c h m i d t bearbeitete 
Material3) deutet auf eine grössere Verwandtschaft beider Fau-
nen, und zwei Trilobiten, nämlich Asaphus fennicus W i m a n und 
Asaphus robergii W i m an , die ursprünglich als bottnisch galten, 
sind auch im Brandschiefer von Kohtla gefunden worden. 

1) Carl W i m a n , Studien über das Nordbaltische Silurgebiet, II. 
Upsala 1908. 

2) Die Fauna des Ceratopygekalks, des Orthocerenkalks, des Chasmops-
kalks und des Leptaenakalks. 

3) Fr. Schmidt, 1907. 
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T a b e l l e I. 

N o r d b a l t i k u m 
Schwe-

den und 
Skandi-
navien 

Eesti B e m e r k u n g e n 

Pterygometopus exilis Eichw. . . 
„ panderi Fr. Schm. 

Chasmops wrangeli Fr. Schmidt 
sp  

Cheirurus sp  
Cybele adornata Tqt. . . . 

»
 sP  

Lichas bottniensis Wiman 
„ conicotubereulatus Nieszk 
„ proboscideus Dames . 

Remopleurides sp  
Asaphus praetextus Tqt. . . 

„ ludibundus Törnq. . 
„ robergii Wiman 
„ wahlenbergii Wiman 
„ fennieus Wiman . 

Symphysurus superstes Olin . 
Holometopus nitens Wiman . 
Basilicus IcucTcersianus ? Schm 
lllaenus crassicauda Wahlenb 

„ parvulus Holm 
„ Sehmidti Nieszk. 
„ mirus Wiman . 

Ampyx rostratus Sars. . 
Conularia Holmii Wiman 

sp. 
Siphonotreta unguiculata Eichw. 
Pseudometoptoma mickwitzi Hüne 
Pseudocrania planissima Hüne 
Porambonites schmidti Noetl. 

Clitambonites (Orthisina) sp. 
Platystrophia biforata Schloth 
Bafinesquina imbrex Pand. . 
Plectambonites oblongus Pand. 

„ convexus Pand. 
„ quinqueeostatus M'Coy 
„ sp  

+ 
' ? 
? 

+ 
? 
+ 
+ 

2 
+ 

+ 
+ 

+ 

2 

+ 

+ 

+ 
+ 

+ 
+ 
+ 

? 
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+ 
? 
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+ 
+ 
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+ 

+ 
+ 
+ 
+ ? 
? 
+ 
+ 
+ 
H-
+ 

im Echinosphaeritenkalk 
C3 [Cib-

: Asaphus ornatus Pomp. 
[Ci8 

Di 

Cjb (Echinosph.-kalk) 
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Die vorstehende Tabelle I ist auf Grund der Angaben von 
€ . W i m a n , Fr. S c h m i d t 1 ) und H. B e k k e r 2 ) zusammenge-
stellt und zeigt deutlich das Vorwiegen der ostbaltischen Fauna 
4er Kukruse-Stufe im älteren Chasmopskalk des nordbaltischen 
Silurgebiets. 

Von den 25 nord baltischen Trilobiten sind 5 Arten im 
ganzen Baltikum, also auch in Skandinavien und im Ostbaltikum 
vorhanden; 4 Arten sind bis jetzt nur im Silur des Nordbalti-
kums nachgewiesen worden; 6 Arten gehören gleichzeitig dem 
INordbaltikum und der Kukruse-Stufe an, und nur 4 Arten kom-
men allein im Nordbaltikum und in Skandinavien vor. Es blei-
ben noch 4 Trilobiten unbestimmter Art übrig, doch diese werden 
in unseren Berechnungen keine grosse Änderung hervorbringen. 
Auch wenn die 4 sich alle als skandinavisch erweisen, wird das 
Verhältnis immer noch 8:6 sein, also nur zwei zu Gunsten Skan-
dinaviens. Doch diese Möglichkeit ist wohl kaum denkbar. Es 
sind eigentlich 5 TrilobitenvonWimanmit „sp" bezeichnet wor-
den. Es scheint aber der Basilicus (Taf. VII, Fig. 22, Wiman 
1907) ein wirklicher kuckersianus zu sein, wie es auch W i m a n 
selber vermutete (ibid., p. 113). 

Von den 9 von Wiman im älteren Chasmopskalk bestimmten 
Brachiopodenarten sind in der estnischen Kukruse-Stufe alle vor-
handen, und nur 4 Arten von diesen 9 sind aus Skandinavien bekannt. 

Diese Verhältnisse der Faunen des älteren Chasmopskalks 
des Nordbaltikums und der C2-Stufe Eestis sind analog mit 
den von C. W i m a n beschriebenen Beziehungen des Ostsee-
kalks zu den entsprechenden ostbaltischen Bildungen. Des-
halb können wir die Worte3) Wiman's, wie er sich über den 
Ostseekalk äussert; „als Resultat der tiergeographischen 
Untersuchungen ergibt sich, dass die Fauna wenigstens ebenso-
Tiele ostbaltische Elemente enthält wie skandinavische", — mit 
vollem Recht auch bezüglich des älteren Chasmopskalks anwen-
den, welche Meinung noch durch die Ähnlichkeit der entsprechen-
den Gesteine unterstützt wird. 

1) Fr. S c h m i d t , Revision der ostbalt. Trilob., VI (Allgemeine Über-
sicht), 1907. 

2) H. B e k k e r , The Kuckers Stage of the Ordovician Rocks of NE 
Estonia. Tartu, 1921. 

3) Ein wenig abgeändert. Bei Wiman steht „skandinavische" an erster 
und „ostbaltische" an zweiter Stelle. 
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2. 

T a b e i l e II. 

Petrefakte 
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. 

Su
bu

lit
es

 
pr

is
cu

s 
? 

j 

Kohtla-Järve 18 9 4 
1 1 

4 
(Brandschieferfacies) 180 90 40 

? 1 1 2 40 2 

Tallinn "j 26 3 101 26 16 13 0 0 12 
(Reval) > Kalkfacies 13 8 5 

0 0 1 Humala J 2 1 260 160 100 1 0 0 1 

Diese Tabelle stellt einen Versuch dar, die faunistischen 
Unterschiede des Brandschiefers und der westlichen Kalkstein-
fazies statistisch zu illustrieren. Die Unterschiede der Gesteine 
sind dermassen scharf, dass man daraus schliessen kann, dass 
im Kukruse-Meere, den beiden Fazies entsprechend, verschiedene 
Lebensbedingungen geherrscht haben, welche nicht ohne Ein-
fluss auf die Verteilung der Fauna bleiben konnten. Um eine 
Vorstellung von der Faunenverteilung zu erhalten, unternahm 
ich ein gründliches Petrefaktensammeln in den Aufschlüssen 
von Kohtla (Brandschieferfacies), Tallinn und Humala (Kalkstein-
facies). Möglichst jede Versteinerung wurde gesammelt, und 
die Zahlen der Tabelle II stellen die Resultate dar. Die hori-
zontalen Reihen geben die Zahl der Individuen verschiedener 
Arten an, die gleichzeitig in demselben Aufschluss gesammelt 
worden sind. Die vertikalen Kolumnen dagegen geben die 
Häufigkeit einer und derselben Art in verschiedenen Aufschlüssen 
an. Die Zähler der Frequenzen bedeuten die wirklich gefundene 
Anzahl der Petrefakten. Weil aber die Arbeitszeit in den Auf-
schlüssen mit der Proportion Vio (Kohtla): l (Tallinn): V20 (Hu-
mala) gegeben ist, so sind die Zahlen von Humala mit 20 und 
von Kohtla mit 10 multipliziert, um eine Möglichkeit zu schaffen, 
die Zahlen der vertikalen Reihen miteinander zu vergleichen. In 
der Tabelle sind diese Zahlen als Nenner eingesetzt. 

Wegen der grossen Uhterschiede in der Arbeitsdauer sind diese 
Zahlen weniger zuverlässig im Vergleich mit denen der horizontalen 
Reihen, welche ja ein und demselben Zeitraum entsprechen. Wo 
man es nur mit einem oder mit 2 Petrefakten zu tun hat, blieb 
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der Nenner aus, denn bei einer so kleinen Anzahl von Be-
obachtungen erhält die Zahl 1, mit 10 oder 20 multipliziert, 
einen sehr grossen Wert. 

Es konnte auch nicht das ganze gesammelte Material ver-
wertet werden: die sehr seltenen und besonders die massen-
haften Petrefakte (Beispiel: Plectambonites sericeus) mussten ausser 
Betracht bleiben. In der Tabelle sind als die zuverlässigsten zwei 
Trilobiten und eine Reihe von Pelecypoden verzeichnet, von denen 
die letzteren nicht alle der Art • nach bestimmt sind, weil nur 
Steinkerne vorhanden waren. Aus den besprochenen Gründen 
erscheint diese Tabelle vielfach ungenügend, aber sie ist doch 
anschaulicher als die allgemein gebrauchte willkürliche Skala: 
sehr selten, selten, vereinzelt, häufig, sehr häufig, massenhaft, 
gesteinsbildend. Bei der hier angewandten statistischen Methode 
sind zwar die extremen Glieder durch Zahlen nicht ausdrückbar; 
aber bei einer genügenden Anzahl von Beobachtungen, die einem 
möglichst gleichen Zeitraum entsprechen, wird auch dieses möglich 
sein; doch für „gesteinsbildend" muss dieser Ausdruck bleiben, 
weil er dem „unendlich gross" gleich ist. 

Aus der Tabelle II folgt, dass die Zahl der Pelecypoden in 
der Richtung der Kalkfacies wächst, ausser Ctenodonta sp. und 
Nueula sp., welche als Bewohner des Brandschiefers erschei-
nen. Die Trilobiten dagegen sind im Brandschiefer weit häufi-
ger , als im W e s t e n : • Cheirurus spinulosus i s t im Vergle ich mit 
Chasmops odini 4 mal häufiger im Brandschiefer, als bei Tallinn, 
was durch verschiedene Lebensart zu erklären ist. 

3. 
Das häufigste den Brandschiefer bildende Fossil ist Oloeo-

capsamorpha prisea Z a l e s s k y , deren Anhäufung auf besondere 
Temperaturverhältnisse und Meeresströmungen deutet. Der Brand-
schiefer entstand weit vom Strande, aber in ruhigem, von Meeres-
strömungen ungestörtem Wasser, denn sonst müssten die Plankton-
Algen^noch lebend verschleppt werden und es könnte gar nicht 
zur Bildung dieses Sediments gelangen. Diese Anhäufung von 
Plankton-Algen wird oft als ein Beweis und ein Beispiel eines 
Flachsee-Sediments angeführt. Doch nicht das Vorkommen dieser 
Alge ist hier charakteristisch, denn sie war vielleicht gar nicht an 
den Boden gebunden und konnte sich auch über grosser Tiefe 
schwebend gut fühlen, sondern für das flache Meer zeugen die zahl-
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reichen Bryozoen, Ostrakoden, Trilobiten usw.1). Die Coelosphae-
ndmm-Zone2), welche fast ganz frei von Bitumen ist, ent-
spricht dann einer Änderung in der Richtung der Meeresströmung, 
und deren Fauna nähert sich deshalb dem westlichen (Tallinn-
Humala-)Typus. Aber auch diese weitverbreitete Kalkbank ist 
im flachen Wasser entstanden, denn die am Boden befestigte 
Alge Coelosphaeridium Jcohtlense Bekker konnte nur in einer Tiefe 
wohnen, wo noch Tageslicht genügend vorhanden war. 

Vor Besprechung der Petrefakte muss noch einiges über 
die Gliederung der Kukruse-Stufe gesagt werden. Es wird 
nämlich weiter die von H. B e k k e r vorgeschlagene Gliederung2) 
angewendet, welche die einzelnen Schichten zutreffend in natür-
liche Zonen vereinigt und folgend ermassen zusammengefasst 
werden kann: Liegendes: Cjb (Echinosphaeritenkalk); Kukruse-
Stufe (C2): Zone der Bryozoen (Schicht I bis VII); Coelosphaeri-
Äw-Zone (Schicht VIII); Brachiopoden-Zone (IX bis XVI); 
Mesograptus- Climacograptus-Zone. 

Alle abgebildeten Petrefakte, ausser Lichas hübneri, welcher 
von Mag. Heinrichson gefunden wurde, und ausser dem grewingk-
schen Originalexemplar des Hoploerinus dipentas, sind vom Autor 
gefunden und dem Geologischen Museum der Universität Tartu 
übergeben worden, wo sie sich auch eben befinden. 

4. 

Trilobita. 
Gen. Acidaspis. 

Acidaspis kuckersiana Fr. Schmid t . — Taf. I, Fig. 1. 
1885. Fr. S c h m i d t , Revision der ostb. Trilobiten, II etc., pag. 4. 

Taf. I, Fig. 2-3. 
Über diese seltene Art ist wenig neues zu sagen. Neben 

zwei unvollständigen Kopfschildern liegt mir ein Pygidium vor, 
das aber schlecht erhalten ist. Die Oberfläche ist grob gekörnt, 
der Rand mit 10 Stacheln versehen und die Rhachis besteht nur 

1) L i n d e n b e i n , Geneve 1921. Aberauch die bituminösen Kalksteine 
enthalten dieselbe Fauna in gleicher Anhäufung, nur die Algen kommen zer-
streuter vor. Es ist deshalb möglich, dass der Brandschiefer und die Kalk-
bänke, im Gegensatz zur Oszillationshypotese Lindenbeins, Gäberts (Braunkohle 
1921) u. a., beide in gleicher Tiefe entstanden. 

2) H. B e k k e r , Stratigraphical and Paleontological Supplements on the 
Kukruse-Stage of the Ordovician Rocks of Eesti. Tartu, 1924. 
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aus einem wulstartigen Glied. Die Wülste des Hauptstachel-
paares sind halbkugelig und stark entwickelt. Breite: 9 mm; 
Länge ohne Stachel: 3,5 mm. F u n d o r t : Brandschiefer aus 
Kohtla. — Zone unbekannt (wahrscheinlich die Bryozoen-Zone). 

Gen. Asaphus. 
Asaphus fennicus W i m a n. 

1908. C W i m a n , Studien über das Nordbaltische Silurgebiet. Upsala, 
pag. 111. Taf. VI, Fig. 14. 

Auf das Vorkommen des Asaphus fennicus W i m a n im Brand-
schiefer hat mich Herr Prof. H. Bekker aufmerksam gemacht. 
Er hat mir ein von ihm gefundenes Exemplar gezeigt, welches 
fast vollständig der Beschreibung Wiman's entspricht. Als ein-
ziger Unterschied ist der mehr abgerundete Umriss des Pygi-
diums dieses Exemplares zu nennen. Vereinzelte Pygidien, freie 
Wangen und andere Fragmente sind im Brandschiefer nicht 
selten, doch wegen ihrer Kleinheit sind sie bis jetzt den Beob-
achtungen entgangen. 

Asaphus robergii W i m a n. — Taf. I, Fig. 2. 
1908. C. W i m a n, Studien über das Nordbaltische Silurgebiet, II. 

Upsala, pag. 110. Taf. V, Fig. 3 und 4. 
Ich habe von dieser Art nur einige freie Wangen gefunden, 

die aber wegen der charakteristisch gestielten Augen und des 
Laufes der Gesichtsnaht gut mit dem Asaphus robergii W i m a n 
übereinstimmen. 

Fundort: Kohtla, Brachiopoden-Zone. Abbildungen: Taf. I, 
Abb. 2 stellt eine verhältnismässig guterhaltene freie Wange dar. 

Zusammen mit Asaphus fennicus Wiman rücken diese Funde 
den älteren Chasmopskalk des Nordbaltischen Silurgebiets und 
die Kukruse-Stufe einander näher, wie dies im Eingang der vor-
liegenden Schrift erläutert wurde. 

Basilicus kuckersianus F r . S c h m i d t . — Taf. I, Fig. 3. 
1904. Rev. der ostb. Trilob. etc., V, 3, pag. 23. Taf. IV, Fig. 1—7. 
Auf Taf. I Fig. 3 ist ein Hypostoma abgebildet, das aus 

Tallinn stammt. — Von auswärtigen Funden ist bemerkenswert 
das schon besprochene, von Wiman im nordbaltischen Geschiebe 
gefundene Pygidium. 
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Gen. Cheirurus. 
Cheirurus macrophthalmus? Kutorga. — Taf. I, Fig. 4. 

1881. Fr. S c h m i d t , Revision I, p. 143. Taf. VII, Fig. 3—5; Taf. 
XVI, Fig. 4. 

Nach Fr. Schmidt gehört diese Art dem Echinosphaeriten-
kalk an, doch das abgebildete Hypostoma, mit der Abbildung 
(Taf. VII Fig. lc, 2) von Schmidt gut stimmend, bestätigt das 
Vorkommen der Art in der C2-Stufe. Von H. Bekker1) ist ein 
Pygidium, gleichfalls aus dem Brandschiefer von Kohtla, beschrie-
ben worden. 

Fundort: Kohtla, Brachiopoden-Zone. 

Cyrtomeiopus plautini Fr. S c h m i d t . — Taf. I, Fig. 5—8. 
1881. Fr. S c h m i d t , Rev. der ostb. Trilob. etc., p. 159. Taf. XII, Fig. 

24a, b, c; Taf. XVI, Fig. 15. 
Fr. Schmidt besass von dieser Art nur zwei Exemplare, die 

beide aus Tallinn stammen. Im Brandschiefer von Kohtla kommt 
nicht selten eine abweichende Form des C. plautini vor, die als be- < 
sondere Variation bezeichnet werden kann. Den Originalen von 
Fr. Schmidt fehlen nämlich die Wangendorne; bei der Variation 
aus Kohtla dagegen sind die Wangenecken in kleine Spitzen aus-
gezogen (Taf. I, Abb. 8, 14b) und der Frontallobus ist stärker 
angeschwollen: er ragt sogar etwas über den Vorderrand hervor. 

Das Hypostoma (Taf. I, Fig. 5, 68) reichte mit dem Hinter-
rand bis zum zweiten Lobus der Glabella; die Oberfläche ist dicht 
gekörnt; der Mittelkörper oval, vom Randsaum scharf abgegrenzt. 

Das Pygidium ist sehr charakteristisch. Drei bogenförmige 
Rhachisglieder sind durch tiefe und breite Furchen getrennt; 
die Pleuren sind abgeplattet und mit einer Längsfurche versehen. 
Die Oberfläche ist fein und spitz gekörnt. Die Länge des Pygi-
diums beträgt 2/3 der Breite. 

Fundort: Kohtla, C2, in allen Zonen vorhanden. 

Gen. Cybele Loven. 

Cybele rex N i e s z k. — Taf. I, Fig. 9. 
1881. Fr. S c h m i d t , Revision etc., I, p. 209. Taf. XIII, Fig. 21—23 

Taf. XIV, Fig. 3—4; Taf. XV, Fig. 8—9. 

1) H. B e k k e r , The Kuckers Stage etc. Taf. IX, Fig. 12. Tartu, 1921. 
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Früher sind nur die Kopf- und Schwanzschilder bekannt 
gewesen. Das Fehlen des Thorax machte Fr. Schmidt bei der 
Trennung dieser Art von Cybele grewingki einige Schwierigkeiten. 
Es sind hier die gewöhnlichen Pleurenfortsätze des 6-ten Gliedes 
vorhanden. Aber auch die folgenden Glieder sind mit ziemlich 
langen „Schwertern" versehen, bei C. grewingTci dagegen sind 
diese nur zugespitzt. Folglich ist die Trennung der Arten auch 
in dieser Hinsicht berechtigt, aber auch die von Fr. Schmidt aus-
gesprochene Verwandtschaft der beiden muss immer als Tat-
sache gelten. 

Die Thoraxglieder sind in der Mitte mit einem flachen 
Tuberkel versehen. 

Fundort: Tallinn, beim südlichen Leuchtturm, aus den 
mittleren Schichten der C2-Stufe. 

Cybele xiphere sp. nov. — Taf. I, Fig. 10, 11. 

Von dieser seltenen Art habe ich ausser dem abgebildeten 
Exemplar nur noch ein Mittelschild des Kopfes gefunden. Beide 
Stücke stammen aus Kohtla und, nach dem Gestein zu urteilen, 
aus der Brachiopodenzone. 

Der Kopf ist flach gewölbt, halbmondförmig, mit abgerun-
deten Ecken der festen Wangen. Die Dorsalfurchen mit den 
einmündenden Querfurchen sind tief eingeschnitten, so dass die 
Loben sich stark über die Furchen wölben, weshalb die letzteren 
etwas ausgehöhlt erscheinen. Die erste Furche besitzt eine nach 
vorn gerichtete Verzweigung, deshalb sind im ganzen 4, nicht 
aber, wie gewöhnlich, 3 Furchen vorhanden. 

Die Furchen sind kurz, sehr tief und breit; die Loben sind 
3 mal breiter als die Furchen. Der Vorderrand der Glabella ist 
zweieckig und zweimal breiter als die Mitte derselben. Die Wan-
gen sind wulstig emporgehoben und tragen die dünnen aber 
kurzen stielartigen Augenhöcker. Die Augen sind sehr nach 
hinten gerückt und befinden sich gegenüber dem letzten Seiten-
furchenpaar. Der Nackenring ist gewölbt und von der Gla-
bella tief getrennt. Die Oberfläche der Glabella ist gekörnt 
und mit zerstreuten Tuberkeln versehen, die aber beim abge-
büdeten Trilobiten abgenutzt sind. Die freien Wangen sind 
punktiert. 



12 A. ÕPIK A VIII. 5 

Der T h o r a x war wahrscheinlich elfgliedrig, mit langen 
Fortsätzen am 6-ten Pleurenpaar. Die weiteren Pleuren nur zu-
gespitzt, die vorderen abgerundet. Die Oberfläche ist ähnlich 
wie bei der Glabella ziemlich fein gekörnt. 

Ein ähnlicher Kopf ist bei B a r r a n d e 1 ) unter dem Namen 
C. bellatula abgebildet, und zwar mit Verzweigung der ersten 
Furche. Die Zeichnung ist nach Volborth ausgeführt, doch Fr. 
Schmidt, der die Volborthschen Sammlungen beschrieb, erwähnt 
nichts von einer solchen Glabella. Es ist aber dennoch möglich, 
dass die Gybele xiphere schon von Volborth gefunden und als 
Cybele (Zethus) bellatula beschrieben worden ist. 

Fundort: Kohtla. 
Dimensionen: Breite des Kopfes: 16,5 mm.; Länge — 8,5 

mm.; Grösste Breite der Glabella: 7 mm.; kleinste — 4 mm. 

Gen. Lichas. 

Lichas inexspectatus Fr. S c h m i d t . — Taf. I, Fig. 13, 14. 
1907. Fr, S c h m i d t , Revision usw., VI (Allgemeine Übersicht), pag. 40. 

Taf. II, Fig. 12, 12a. 

Die Art ist nur auf Grund einer freien Wange mit dem 
Auge beschrieben worden. 

In der Abb. 14 der Taf. I finden wir unter a eine solche 
Wange, die vollständig der Beschreibung und der Abbildung bei 
Fr. Schmidt entspricht. Nur ist der grössere Teil des Augenstieles 
abgebrochen. 

D a s H y p o s t o m a (b) hat das Aussehen des Hypostoma 
eines Metopias. Es ist 24 mm breit und 13,5 mm lang; an den 
Seitenlappen sind scharfe reliefartige Terrassenlinien zu beobachten. 
Im Sinus des Hypostoma finden sich 10 hakenartig gegen die 
Mundöffnung gerichtete kleine Dorne, die vergrössert (X2V2) in 
der Fig. 13 zu sehen sind. Der Mittelkörper ist grob punktiert. 

D a s P y g i d i u m (a) ist 30,5 mm lang und 44 mm breit. 
Die Oberfläche ist mit nach hinten gerichteten Tuberkeln bedeckt, 
die dem ganzen Pygidium ein sehr charakteristisches Gepräge 
geben. 

Der Hinterrand ist fünfeckig, was besonders gut in der 

1) B a r r a n d e , Systeme Silurien. lere Partie, Vol. I, Planches. PI. 3, 
Fig 1. — Zethus bellatulus. 
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Fig. 1, Taf. II zum Vorschein kommt. Es ist die Innenseite eines 
anderen Pygidiums, welches wahrscheinlich auch hierzu gehört. 

Das ganze Stück stammt aus Kohtla, wahrscheinlich aus 
den oberen Schichten der Bryozoenzone. 

Subg. Conolichas. 

Lichas iriconicus D am es. — Taf. I, Fig. 12. 
1881. Fr. S c h m i d t , Rev. etc., II. pag. 87. Taf. V, Fig. 1—3. 

„ » „ „ VI (Übersicht), p. 40. Taf. II, Fig. 10, 11. 

Von dieser Art, die in der Stufe C3 (Idavere-Stufe) zuhause 
ist, habe ich einige Schwanzschiider in den obersten Schichten 
der Kukruse-Stufe bei Tallinn gefunden. Taf. I, Fig. 12. 

Subg. Metopias. 

Lichas kuckersianus F r . S c h m i d t . — Taf. II, Fig. 2. 
1885. Fr. S c h m i d t , Rev. II, pag. 67. Taf. III, Fig. 1—5. 
1907. „ „ VI (Übersicht). Taf. II, Fig. 8. 

Die Fig. 2 der Taf. II stellt einen Kopf dar, der gut mit 
der Abb. in der „Übersicht" und mit der Beschreibung von Fr. 
Schmidt übereinstimmt. 

Diese Art muss scharf von Lichas hübneri getrennt werden, 
welcher weiter eingehender beschrieben wird. Die Oberfläche 
des L. hübneri ist mit eingedrückten Punkten versehen, die des 
L. Iuckersianus aber mit abgerundeten Körnern. „Das Pah-
len'sche" Exemplar, welches „nur die genannten Tuberkel zeigt" 
(„Übersicht" s. 37, Lichas hübneri, vorletzte Zeile), gehört wahr-
scheinlich zum L. Tcuckersianusi ganz gewiss aber nicht zum 
L. hübneri, im Gegensatz zur Behauptung Fr. Schmidt's. 

Abbildungen: Taf. II, Fig. 2 ein Kopf aus Tallinn (C2). — 
Daneben, Fig. 3 — Lichas hübneri E i c h w . 

Vorkommen: C2, bei Tallinn und Kohtla. 

Lichas wimani sp. nov. — Taf. II, Fig. 4—6. 
Diese Art gehört vielleicht nicht mehr zur Untergattung 

Metopias. Doch weil ein Verbindungsglied, nämlich Lichas hüb-
neri, vorhanden ist, der gewisse Ähnlichkeit mit unserer Art auf-
weist, und weil es noch nicht möglich ist, die Gruppe' näher zu 
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bestimmen, so wird dieser Trilobit vorläufig bei Metopias unter-
gebracht. 

Es sind im ganzen drei Mittelschilder des Kopfes und ein 
Hypostoma vorhanden, die alle aus Kohtla stammen. 

Die auf Taf. II, Fig. 4 abgebildete G l a b e l l a ist 8,3 mm 
lang und 11,4 mm breit. Die Schale ist sehr dünn und zart, 
glänzend-glatt und mit zahlreichen feinen punktartigen Ein-
drücken versehen. Die Vorderfurchen divergieren fast bis zur 
Nackenfurche; doch dicht vor dem hinteren Ende derselben 
münden sie schwach konvergierend in diese Furche. Dieser Teil 
der Vorderfurchen ist im Steinkern ziemlich verschwommen und 
kann als Verbindungsfurche aufgefasst werden; die Hauptzweige 
dagegen sind scharf und tief. An der Übergangsstelle beider 
Zweige sind zwei kleine seitliche Grübchen vorhanden. Das ganze 
Stück ist rundgewölbt und etwas in die Breite gestreckt. Die 
hinteren Seitenloben sind gleichseitige Dreiecke, mit dem stumpfen 
Winkel in die Dorsalfurchen gerichtet. Die Dorsalfurchen schnei-
den deutlich den Nackenring. Die Einbuchtung der Vorder- und 
Dorsalfurchen in die Nackenfurche bildet ein kleines viereckiges 
vertieftes Feld. — Beim kleineren Exemplar (Taf. II, Fig. 5) ist 
gegen die Mitte der Vorderfurchen auf den Seitenloben je eine 
deutliche Anschwellung zu sehen; gegen diese Anschwellungen 
hin sind die Vorderfurchen etwas nach aussen geknickt. Die-
selbe Erscheinung, aber mehr verschwommen, ist auch beim 
grösseren Kopf (Fig. 4) zu beobachten. Der Abstand der Vor-
derfurchen beim Vorderrande beträgt die Hälfte, beim Nacken-
ring ein Drittel der ganzen Breite des Mittelschildes. 

Das H y p o s t o m a ist fast zweimal so breit als lang; der 
Mittelkörper ist, wie die Glabella, punktiert, die Seitenlappen 
tragen Terrassenlinien. Die Einbuchtung ist schwach. 

Die punktierte Oberfläche nähert unsere Art dem L. hüb-
neri, bei dem wir ebenfalls eine, wenn auch schwächere, Verbin-
dungsfurche von den Vorderfurchen zur Nackenfurche hin finden. 

Vorkommen: Kohtla, C2. 
Um die Beziehungen des Lichas wimani zur Metopias-Gruppe 

zu erläutern, muss hier einiges über Lichus hübneri mitgeteilt 
werden. 

Lichas hübneri E i chw. — Taf. II, Fig. 3. 
1885. Fr. S c h m i d t , Revision usw., II, pag. 65. Taf. I, Fig. 13, 14. 
1907. „ „ „ VI, pag. 37. Taf. II, Fig. 6, 7. 
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Das auf der Taf. II mit 3 bezeichnete Stück gehört Herrn 
Mag. Heinrichson, der es im Echinosphaeritenkalk der Paldiski-
(Baltischport-) Halbinsel gefunden hat. Für die Erlaubnis dieses 
Exemplar abzubilden bin ich Herrn Heinrichson zum grössten 
Dank verpflichtet. 

Die Vorderfurchen enden beim abgebildeten Exemplar nicht 
vollständig blind, sondern setzen sich schwach ausgeprägt mit-
tels einer Verbindungsfurche bis zur Nackenfurche fort, ähnlich 
wie bei Lichas wimani, u n d vor der E i n m ü n d u n g in die Nacken-

furche zeigen sie noch eine punktartige Vertiefung. Die Ober-
fläche ist auch punktiert, doch am Vorderrande sind die Ein-
drücke grösser und flach und können als „negative" flache Tu-
berkeln bezeichnet werden. Die Schale ist dünn, aber bei unse-
rem Stück gut erhalten, und besteht aus einer Schicht, nicht aber 
aus mehreren Schichten verschiedener Beschaffenheit. Es sind 
auch keine Tuberkeln, keine Erhabenheiten auf der Oberfläche 
vorhanden; doch wenn am Vorderrande die zwischen den Ein-
drücken liegenden Schalenteile zum Teil zerstört werden und 
mehrere von diesen eingedrückten Punkten sich vereinigen, kön-
nen die „flachen Tuberkeln", von denen Fr. Schmidt geschrieben, 
durch die stehengebliebenen Teile gebildet werden. Eichwald 
hatte vollständig Recht, als er nur von Eindrücken redete. Die 
Glabella ist flacher als bei Lichas wimani, ragt stärker nach 
vorne, und auch der Nackenring ist flacher und breiter. 

Es sind ganz bestimmte spezifische Unterschiede beider 
Arten genannt worden, und es scheint, dass diese Trilobiten 
nicht bequem in der Untergattung Metopias untergebracht werden 
können, sondern eine Abzweigung für sich bilden. Ein voll-
ständigeres Material wird diese Frage vielleicht lösen. 

Vorkommen: Nach Fr. Schmidt im Echinosphaeritenkalk 
Cjb bei Tallinn, und von Herrn Mag. Heinrichson in denselben 
Schichten bei Paldiski gefunden. 

Gen. Cyphaspis. 

Cyphaspis planifrons E i c h w . — Taf. II, Fig. 7, 8. 
Fr. S c h m i d t . Rev. IV, p. 58. Taf. IV, Fig. 40—43. 

Abgebildet sind ein Mittelschild des Kopfes und.eine freie 
Wange, die einige Unterschiede von den Abbildungen bei Fr. 
Schmidt zeigen. Die Glabel la ist, gleichwie der ganze Kopf, etwas 
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stärker gewölbt; die Oberfläche ist mit rundlichen Körnern be-
setzt; die festen Wangen sind aufgeschwollen, so dass die niedri-
gen Augenhöcker etwas über die Glabella ragen; der Nacken-
ring ist sehr stark gewölbt und trägt drei etwas nach hinten 
geneigte Dorne, von denen der mittlere die anderen an Grösse 
überragt. Die Ecke der freien Wange ist in eine gefurchte 
Spitze ausgezogen, und die Oberfläche ist stärker als die Gla-
bella gekörnt. Die unvollständige Übereinstimmung mit der Be-
schreibung von Fr. Schmidt ist durch die weniger gute Er-
haltung seiner Exemplare verursacht worden. 

Fundort: Kohtla, C2. 

Gen. Phacops. 

Pierygometopus kuckersiana F r . S c h m i d t . — Taf. II, Fig. 9. 
1881. Fr. S c h m i d t , Revision etc., I, pag. 90. Taf. V, Fig. 11—13; 

Taf. XI, Fig. 7; Taf. XII, Fig. 16—18. 
Von Fr. Schmidt ist auch das Pygidium dieser Art beschrie-

ben worden. Aber die Abbildung (Taf. V, 13) scheint nicht ganz 
gelungen. Das hier abgebildete Schwanzschild (Taf. II, Fig. 9) 
besitzt 12 Glieder und ist wegen seiner länglichen Form von den 
h ä u f i g e r e n ku rzen P y g i d i e n des P. exilis u n d Chasmops odini g u t 

zu unterscheiden. . 
Fundort: Kohtla, C2. 

Gen. Remopleurides. 

Remopleurides nanus L e u c h t . var. elongata Fr . S c h m i d t . 

1894. Fr. S c h m i d t , Revision etc., IV, p. 89. Taf. VI, Fig. 36. 

Die Fig. I l auf Taf. II stellt ein winziges, das einzige be-
kannte Pygidium dieser Art dar. Charakteristisch ist die Furche, 
die den Vorderrand schneidet und in der Mitte ein Grübchen 
bildet. Von da an ziehen sich diagonal nach hinten einige grobe 
Terrassenlinien. Im ganzen aber hat das Pygidium viel Ähn-
l ichkei t m i t d e m Lichas quadrispinus A n g e l i n 1 ) , in d e m Lin-
narsson2) einen Remopleurides erkannte. 

Die Abb. 17 der Taf. II stellt einen Teil des Rumpfes dar. 
Der lange Dorn, die zugespitzten Pleuren und der ganze Habitus 

1) 1854. Palaeont. Scandinavica, p. 84, tab. XL, fig. 20. 
2) K. Vet.-Ak. Handlingar 1869 p. 68, Taf. I, Fig. 23, 25. 



A VIII. 5 Beiträge zur Kenntnis der Kukruse- (C2-) Stufe in Eesti I 17 

weisen auf eine nahe Verwandtschaft mit dem R. dorsospinifer 
P o r t i . 1 ) hin. 

Bei unserem Stück sind wie beim R. latus Olin2) die Hinter-
ränder der Pleuren mit Zacken besetzt, und es lassen sich einige 
grobe Terrassenlinien unterscheiden. Im Gegensatz zum latus 
sind die Pleuren sehr kurz (V4 bis V8 eines Rhachisgliedes je 
nach der Entfernung vom Kopf) und der Dorn ist stärker ent-
wickelt. — Ausserdem unterscheidet sich unsere Art auch wegen 
ihrer meist glatten Glabella von den schwedischen, die gewöhn-
lich Terrassenlinien aufweisen. 

Fundort: Kohtla, C2. 

Crinoidea. 

Gen. Hoplocrinus Grewingk. 
1867. H. G r e w i n g k , Über Hoplocrinus dipentas und Baerocrinus 

ungerni. Dorpat. 1874. Fr. S c h m i d t , MiscellanealI (Hybocrinus dipentas). 

Von diesen Krinoiden ist ein reichliches Material vorhan-
den, das ich hauptsächlich in der Umgebung von Tallinn (Lasna-
mägi, beim südl. Leuchtturm) erbeutete. Es sind darunter zwei 
Arten zu unterscheiden, Hoplocrinus dipentas (Leuclit.) und eine 
andere, die ich Hoplocrinus grewingki nenne. 

Hoplocrinus grewingki sp. nov. — Taf. II, Fig. 14, 15. 
Der K e l c h ist gross, konisch-konvex, und die Anordnung 

der Täfeln ist gleich der des H. dipentas. Die Oberfläche der 
Tafeln ist grobgekörnt (Taf. II, Fig. 15); bei den R. sind die 
Körner parallel den Seitenrändern und dem Unterrande, bei den 
Basalia aber parallel dem Oberrande angeordnet. 

Bis zum Seitenrand der Basalia reichen diese Körner nicht, 
und es bleibt ein freier Saum übrig, so dass je zwei von den 
Tafeln an der Berührungsstelle zusammen eine Rinne bilden. 
Diese Eigentümlicheit fehlt beim H. dipentas vollständig. Die 
Armglieder sind bei H. grewingki schmäler und länger. 

Abbildungen: Hoplocrinus dipentas. Fig. 12. Ein ganzes 
Exemplar aus Tallinn. — 13. Originalexemplar von Grewingk. — 

1) K. Vet.-Ak. Handlingar 1869 p. 68, Taf. I, Fig. 23, 25. 
2) E. Olin. Om de Chasmopskalken etc. Lund 1906. p. 55, Taf. II, 

Fig. 8—9. 
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15. Gekörnte Tafeln des H. grewingki. •— 14. Ein ganzes Exemplar 
mit den Rinnen zwischen den Basalia und drei Armglieder. 

Alle abgebildeten Exemplare stammen aus Tallinn. 

Gen. Hybocrinus Billings. 
Die Fig. 16 in der Tafel II stellt einen Kelch dar, der einem 

wirklichen Hybocrinus angehört: doch wegen der schlechten 
Erhaltung bezeichne ich ihn vorläufig als Hybocrinus sp. 

Fundort: Kohtla. 

Cystoidea. — Taf. II, Fig. 18, 19. 
Die Abb. 19 stellt ein ganzes Exemplar von Chiroerinus 

granulatus Jaekel dar. — Fig. 18 ist ein schönerhaltener Kelch 
von Cystoblastus KoTceni Jaeke l . 

Beide stammen aus den unteren Schichten der C2-Stufe 
beim Obersee (Umgebung von Tallinn). 



Erläuterung der Tafeln. 

Tafel I. 
1. Acidaspis kuckersiana Fr. Schmidt. Pygidium mit abgebrochenen 

Stacheln. X 2. Kohtla, bituminöser Kalkstein aus der Brachiopodenzone. 
2. Asaphus robergii Wiman. Wangenschild mit erhaltenem Auge. 

Kohtla, Brachiopoden-Zone. Nat. Grösse. 
3. Basilicus kuckersianus Fr. Schmidt. Hypostoma aus Tallinn. Nat. Grösse. 
4. Cheirurus macrophthalmus Kutorga. Hypostoma aus Kohtla. Nat. Gr. 
5. 6, 7, 8. Cyrlometopus plautini Fr. Schmidt. 5. Hypostoma von aussen. 

6. Hypostoma von innen. 7. Pygidium. Alle drei zweimal vergrössert. 8. Ein 
Kopf mit Hypostpma. Die Wange in eine Spitze ausgezogen. Nat. Grösse. — 
Fundort: Kohtla, Brandschiefer. 

6. Cybele rex Nieszk. mit auspräparierten „Schwertern". C2, Tallinn. 
Nat. Grösse. 

10, 11. Cybele xiphere sp. n. Ansicht von der Seite (10); dasselbe von 
oben (11). Nat. Grösse. Kohtla. 

12. Lichas triconicus Dames. — Pygidium aus den obersten C2-Schichten 
aus Tallinn. Nat. Grösse. 

13. Lichas inexspectatus Fr. Schmidt. Sinus des Hypostoms, mit den 
Häkchen. X 2. — Brandschiefer, Kohtla. 

14. Eine Brandschieferplatte aus Kohtla. 
a, b, c, d. — Lichas inexspectatus Fr. Schmidt. — a. Freie Wange, mit ab-

gebrochenem Auge. b. Hypostoma. Der Sinus desselben in der Fig. 13 ist 
in doppelter Grösse dargestellt, c. Pygidium. d—d. Zwei Pleurenfragmente. 
e. Cyrtometopus plautini Fr. Schmidt. — Ein Kopf. Dieselbe Variation, wie 
die Fig. 8. 

B e m e r k u n g zur Fig. 11. Rechts unten, neben der Nummer ist die 
innere Seite eines ganzen Ampyx rostratus Sars und ein Kopf desselben 
zu sehen. 



Tafel II. 
1. Lichas incxspectatus Fr. Schmidt. Die inner« Seite des Pygidiums 

mit dem Umschlag und dem eckigen Hinterrand. Kohtla. Nat. Grösse. 
2. Lichas kuckersianus Fr. Schmidt. Kopf aus Tallinn. 
3. Lichas hübneri Eichw. Mittelschild des Kopfes, von Herrn Heinrichson 

bei Baltischport im Echinosphaeritenkalk gefunden. Die (rechte) Furche endet 
nicht blind, sondern setzt sich undeutlich bis zum Nackenritig fort. Nat. Grösse. 

4. 5, 6. Liehas Wimani sp. nov. 4 und 5. Zwei Glabellen aus Kohtla. 
Doppelte Grösse. 6. Hypostoma. Dopp. Grösse. 

7, 8. Cyphaspis planifrons Eichw. 7. Freie Wange mit erhaltener Or-
namentation. 8. Ein Mittelschild des Kopfes. Der Dorn auf dem Nackenring 
nur undeutlich zu sehen. — Beide zweimal vergrössert. 

9. Pterygometopus kuckersiana Fr. Schmidt. Ein Pygidium aus Kohtla. 
10. Trilobites sp. Eine Glabella X 2. 
11, 17. Remopleurides nanus Leucht. var. clongata Fr. Schmidt. Ein 

Pygidium. X 2. Kohtla. 17. Teil des Rumpfes X 2,4. Kohtla, C2. 
12, 13. Hoplocrinus dipentas Leucht. 12. Ein Kelch mit erhaltenen 

Armen. Tallinn, untere Hälfte der C2-Stute 13. Originalexemplar Grewingk's. 
Museum Tartu. Alle in nat. Grösse. 

14, 15. Hoplocrinus grewingki sp. n. 14. Ein ganzes Exemplar aus Tal-
linn. Die Oberfläche schlecht erhalten. 15. Eine gekörnte Rad.-Tafel, Tal-
linn. Nat. Grösse. 

16. Hybocrinus sp. Ein Kelch aus Kohtla. Nat. Grösse. 
15. Cystoblastus kokeni Jaekel. Nat. Grösse. Tallinn. 
19. Chirocrinus granulatus Jaekel. Nat. Grösse. Tallinn. 
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In fossilen Brennstoffen findet sich der Schwefel haupt-
sächlich als organisch-gebundener Schwefel, als Pyrit-Schwefel 
(mitunter als Markasit) und als Sulfatschwefel. Der grössere 
Teil des Schwefels der Brennstoffe ist wahrscheinlich organischer 
Herkunft und stammt aus den Proteinen der tierischen und 
pflanzlichen Organismen, die das Material zur Entstehung der 
Brennstoffe geliefert haben. 

Bei der langsamen Umwandlung der organischen Substanzen 
in fossile Brennstoffe verbleibt ein Teil des organisch gebundenen 
Schwefels in organischer Bindung, während der andere durch 
vermittelnde biologische Prozesse und wohl zumeist auf dem 
Umwege über Schwefelwasserstoff in anorganische Verbindungen 
übergeführt wird. 

Eisen- und Schwefelverbindungen im besonderen entstehen 
ja bekanntlich überall dort, „wo eisenhaltige Wasser mit nicht 
basischen, reduzierenden, schwefelabgebenden Mitteln zusammen-
kommen oder eisenhaltige nicht basische Gesteine mit Wassern 
zusammenkommen, welche reduzierende und schwefelabgebende 
Substanzen enthalten" (Bischoff). Die Frage, ob der Schwefel 
den Sinn der Umwandlungsprozesse der organischen Substanz 
irgendwie beeinfiusst und so mitbestimmend ist für die Natur 
des entstandenen Brennstoffs, ist bisher kaum diskutiert worden. 
Der verhältnismässig hohe Schwefelgehalt der fossilen Brenn-
stoffe berechtigt zur Annahme eines höheren Proteingehalts 
speziell der pflanzlichen Organismen früherer Zeitperioden, und 
besondere Beachtung verdient auch der Umstand, dass die 
Schwefelverbindungen, die sich in den Verschwelungsprodukten 
der verschiedenen fossilen Brennstoffe finden, recht voneinander 
abweichender Art zu sein scheinen. Von besonderer Art sind die 
Schwefelverbindungen in den einzelnen Erdölsorten, und wiederum 
zum Teil anderer Art die Schwefelverbindungen, die sich in den 
Verschwelungsölen der festen Brennstoffe vorfinden. 
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In der Literatur finden sich über diese Schwefelverbin-
düngen und ihre Untersuchung nur spärliche Mitteilungen, für 
ihre Verschiedenheit spricht aber ihr Verhalten gegenüber den 
mannigfaltigen Entschwefelungsverfahren. 

In den Ölen ist der Schwefel allemal ein wertvermindern-
der Faktor, weil der Verbraucher schwefelhaltigen Ölen mit 
Misstrauen begegnet. Beim Verbrennengebenjaschwefelhaltige 
Brennstoffe SO2, event. SO3, die stark korrodierend wirken können, 
sobald sie in wässriger Lösung auf Metall oder Mauerwerk ein-
wirken; solche gefährdete Orte wären bei Dampfkesselanlagen 
der Ekonomiser, bei Motoren der Karburator und das Auspuff-
rohr. Bei richtiger Anlage und aufmerksamer Bedienung dürften 
allerdings derartige Kondensationserscheinungen nach Meinung 
der Fachleute überhaupt nicht statthaben. 

Beim Destillieren und Aufbewahren der Öle begünstigt die Ge-
genwart von Schwefel Verharzungen und Polymerisationen; beim 
Veredeln der Öle durch Hydrieren wirkt der Schwefel vergiftend 
auf die gebräuchlichen metallischen Katalysatoren sowie auf 
Metalloxyde. Nach den Untersuchungen von A. Fürth und M. 
Jaenicke1) wird die Hydrierung erst von einem minimalen 
Schwefelgehalt an überhaupt technisch durchführbar, während 
die Wirtschaftlichkeit des Verfahrens noch nicht erwiesen ist. 

Verständlich erweise ist so heute die Frage der Entschwefe-
lung der flüssigen Brennstoffe ein Problem, das dringend eine aus-
reichende Lösung erheischt. Bei der Reinigung der Erdölprodukte 
verwendet man bekanntlich Schwefe lsäure verschiedener Kon-
zentrationen und flüssige s c h w e f l i g e S ä u r e , — leider sind 
diese vortrefflichen Mittel bei Ölen, die viel ungesättigte oder durch 
Schwefelsäure absorbierbare Verbindungen enthalten, nicht an-
wendbar, da der Säureverbrauch zu gross und der Verlust an Ölen 
zu hoch wird. Zur völligen oder teilweisen Entschwefelung der Öle 
zweiter Art und besonders der Tieftemperaturöle scheint es zur 
Zeit ein wirtschaftlich befriedigendes Verfahren nicht zu geben. 
Die diesbezüglichen Untersuchungen und Versuche sind in den 
verschiedensten Riehtungen ausgeführt worden, und besonders 
hervorzuheben wären: das Verfahren „Frasch", das viel verwandt 
wird bei Reinigung von Erdölprodukten; die Behandlung mit 
S i 1 i c a - G e 1; Spaltung der Schwefelverbindung bei hohem Druck 

1) Zeitschrift f. angewandte Chemie 1925. pag. 173. 



A VIII. 6 Einiges über den Schwefel im estländischen Ölschiefer etc. 5 

und Temperatur, Behandlung mit Aluminiumchlorid bei Siede-
temperatur; Behandlung mit Hypochloritlösungen, Extrahieren 
der Schwefelverbindung und weiter deren Abbau durch Oxyda-
tions- und Reduktionsverfahren. Im allgemeinen erfordern die 
verschiedenen Öltypen eine spezifische Behandlungsweise; ganz 
wesentlich unterscheiden sich in dieser Hinsicht auch Kracköle 
und Tief temperaturöle, und eine Hauptschwierigkeit liegt darin, 
dass viele Mittel, die an sich gut entschwefeln, gleichzeitig auch 
sehr energisch auf Ölbestandteile einwirken. 

Zu einer allseitig befriedigenden Lösung der Entschwefe-
lungsfrage wird man wohl erst nach Aufhellung des Wesens 
der Schwefelverbindungen in den Ölen kommen, und das gilt 
für eine Aufgabe, an der noch viele und schwierige Arbeit zu 
leisten ist. • 

Weil auch der estländiche Ölschiefer bei der Verschwelung 
schwefelhaltige Öle gibt, so ist für die eben erstehende Ölschiefer-
industrie die Entschwefelungsfrage der Öle von ganz erheblicher 
Bedeutung, und als Beitrag und Material zur Discussion der 
Angelegenheit mögen die folgenden Untersuchungen dienen, die 
1924 und 1925 im technologischen Laboratorium der Universität 
Tartu-Dorpat ausgeführt wurden. 

1. Schwefelbestimmung im estländischen Ölschiefer 
(Kukersit). 

Der estländische Ölschiefer findet sich bekanntlich in Flözen 
als besondere Facies der Kukerschen Stufe des Ordoviciums, und 
die einzelnen Schichten sind voneinander getrennt durch 
Zwischenlagen von Kalkstein, bituminösem Kalkgestein oder 
tonigem Kalkgestein. Es gibt keinen Kukersit von sozusagen 
mittlerer normaler Beschaffenheit, jede Schicht ist besonders 
charakterisiert, aber auch in sich nicht von völlig homogener 
Zusammensetzung. 

Zur Herstellung von Mittelproben wurden in den staat-
lichen Gruben „Kohtla-Järve" aus den einzelnen Schichten an je 
12 Stellen Proben entnommen, und entsprechenderweise auf 
Mittelproben verarbeitet. In diesen Proben wurde einmal der Ge-
samtschwefel bestimmt und des weiteren der organisch und anor-
ganisch gebundene Anteil. Die Bestimmung des Gesamtschwefels 
wurde nach den Methoden „ P a r r " und „ E s c h k a " ausgeführt. 
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Pie Methode Bschka ergab etwas höhere Werte, so dass sie für 
das vorliegende Material als die geeignetere anzusprechen ist. 

Für die Einzelbestimmung von anorganisch und organisch 
gebundenem Schwefel fand sich keine zuverlässige Methode, da 
es kein einwandfreies Verfahren zur Trennung von organischer 
und anorganischer Substanz des Kukersits gibt. Es wurde daher 
nach einer Differenzmethode gearbeitet, und zwar der anorganische 
Schwefel nach J. W i b a n t 1 ) bestimmt und der organische Anteil 
aus der Differenz: Gesamt S — anorganischer S ermittelt. Die 
Tab. I enthält neben den Analysenresultaten die errechneten 
Werte des Prozentgehaltes von Gesamtsclrwefel und organ, ge-
bundenem Schwefel bezogen auf die organ. Substanz des Öl-
schiefers, und von anorgan. gebundenem Schwefel bezogen auf 
den organ, gebundenen; zu besserer Veranschaulichung der 
Beziehungen ist das Diagramm I angeschlossen. 

Tabelle l. 

JSIs der Schichten: 

I III V VII IX XI XII 

Gesamtschwefel  1.44% 1.11% 1.78% 1.19% 0.69% 1.25% 1.10% 
Organ, gebundener S. . . . 0.86 0.72 0.80 0.88 0.52 0.90 0.84 
Anorgan. „ „ . . . 0.58 0.39 0.98 0.31 0.17 0.35 0.26 
Gesamts. in org. Sub. . . 2.80 3.70 3.40 2.40 2.00 2.40 2.30 
Organ, gebund. n „ . . 1.70 2.40 1.54 1.76 1.50 1.80 1.80 
Anorgan. gebundener S. be-

zogen auf organ. geb. S. 67.0 54.0 122.0 36.0 33.0 31.0 31.0 
Organische Substanz. . . . 49.80 29.80 51.70 50.20 35.70 51.50 47.50 

In einer früheren Mitteilung vertraten wir die Ansicht, dass 
der grössere Teil des Schwefels in anorganischer Form vorliege: 
es war damals zufälligerweise die Schicht V in Untersuchung, 
in der ja überraschenderweise die Verteilung des Schwefels eine 
von den anderen Schichten durchaus abweichende ist. In den 
übrigen Schichten überwiegt org. gebund. Schwefel. EineUrsache 
der Eigenheiten der V-ten Schicht mag das massenhafte Vor-
kommen von Bryozoen in ihr sein, deren Leibessubstanz zu dem 
höheren S-Gehalt beigetragen haben mag und vielleicht auch zu 
seiner rascheren Mineralisierung. Bryozoen finden sich reichlicher 

1) Brennstoffchemie 1922. pag. 273. 
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auch in den Schichten I und III, in denen das Verhältnis von 
organischem zu anorganischem Schwefel gleichfalls ein wesent-
lich anderes ist als in den oberen Schichten. 

Anschliessend an die Schwefelbestimmungen in den Schiefer-
proben wurden dann Schwefelbestimmungen im — nach üblichem 

Verfahren gewonnenen — Koks ausgeführt. Bei der Verbrennung 
des Kokses nach „Parr" wurde zur Probe reiner Rohrzucker 
hinzugegeben, um eine vollständige Verbrennung der an sich 
brennstoffarmen Substanz zu erzielen. 

2. Schwefelbestimmung im Koks. 
Tabelle 2. 

N» der Schichten : 

I III V VII IX XI XII 

% Koks . • 43.3 % 63.8 % 39.9 % 45.8 % 57.3 % 43.4 % 49.6 % 
Schwefel im Koks . . . . 0.36 0.79 1.40 0.73 0.38 0.90 0.66 
Vom Gesamtschwefel ver-

bleiben im Koks . . . . 25.7 44.1 31.4 26.6 31.8 31.2 49.6 

Aus den Analysenresultaten ersieht man, dass sich der 
Gehalt von Gesamtschwefel in den einzelnen Schichten in relativ 
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weiten Grenzen beweigt, und zwar auch dann, wenn man ihn auf 
die organische Substanz bezieht. Wenn nun ein bestimmter Teil 
des Schwefels von G l o e o c a p s a m o r p h a p r i s c a und anderen 
Algen herstammt, so Messen sich die Abweichungen allenfalls er-
klären durch die rechl wechselnden Beilagen faunistischer Herkunft, 
wie z. B. die Bryozoen in der fünften Schicht. Verhältnismässig 
nahe beieinander liegende Zahlen erhält man bei Bezug des 
organisch gebundenen Schwefels auf die organische Substanz — 
freilich mit Ausnahme der Schicht III. Obschon dann der Anteil 
von anorganischem Schwefel in den älteren Schichten bedeutend 
höher ist als in den oberen, jüngeren, so lassen sich die Werte 
doch nicht ohne weiteres zu einer Stützung der Ansicht von einer 
allmählichen Mineralisierung des organischen Schwefels heran-
ziehen, es sei denn mit der zusätzlichen Annahme, dass gewisse 
schwefelhaltige organische Substanzen langsamer, andere rascher 
durch biologische oder chemische Prozesse ihren Schwefel 
verlieren. 

Aus den Zahlen der Schwefelbestimmung im Koks ersieht 
man, dass in einigen Fällen offenbar ein Teil des Pyritschwefels 
beim Verkoken flüchtig geworden, und andererseits auch die orga-
nischen Schwefelverbindungen wechselnde Beiträge von Schwefel 
in den Koks abgegeben haben. Die Einzelbestimmungen von 
organ, und anorg. gebundenem Schwefel im Koks sind leider 
nicht zum Abschluss gekommen. 

Ist der Ölschiefer längere Zeit atmosphärischen Einflüssen 
ausgesetzt gewesen, so lassen sich erhebliche Veränderungen seines 
Zustandes infolge stattgefundener Verwitterungsreaktionen nach-
weisen, die sich natürlich auch auf den Schwefel erstrecken. 
Nach vorläufigen Untersuchungen scheint die Neigung zum Ver-
wittern bei den einzelnen Schichten eine verschiedene zu sein, 
und zwar ist es wieder Schicht V, die ein besonderes Verhalten 
aufweist. 

3. Schwefelbestimmiiugeii in Ölen. 
Der in Untersuchung genommene Schwefelteer stammte 

aus der staatlichen Versuchsanlage bei Kochtel und war ver-
mutlich erhalten aus einem zufälligen Gemisch von Schiefer aus 
verschiedenen Schichten. Aus dem Rohteer mit 1.08% S wurden 
durch zweimalige Destillation acht Fraktionen Öl gewonnen und 
in diesen der Schwefelgehalt bestimm t. 
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Die Bestimmung wurde wieder nach Methode „Parr" ge-
macht , die leichteren Öle wurden in Glaskirschen eingeschmolzen, 
gewogen und zur Verbrennung genommen. Die aus dem Glase 
ins Reaktionsprodukt eintretende lösliche Kieselsäure wurde 
berücksichtigt. 

Es wurden folgende Resultate erhalten: 
„ . .. 175° 200° 225° 250° 275° 300° 
Frak ion . — 1 5 , , ^ 2 5 ; 2 Õ Q , , 3 ü Q , g 2 . , 

% Schwefel: 1.34% 0.98% 0.87% 1.06% 1.08% 0.97% 1.18%. 
Die Gesamtölausbeute in den acht Fraktionen betrug 34% 

des Rohteers, vom Schwefel im Rohteer waren 27% in die durch 
zweimalige Fraktionierung erhaltenen Öle übergegangen. Ab-
weichend von den Ölen aus Schwefelteeren anderen Ursprungs ist 
hier der Schwefelgehalt in den leichteren Ölen nicht geringer als 
in den höheren Fraktionen. In drei Jahre alten Ölproben konnte 
eine Beziehung zwischen den Veränderungen der spez. Gewichte 
und dem jeweiligen Schwefelgehalt nicht erkannt werden. 

Weiterhin wurde Fraktion 1 (—175°) über metall. Natrium 
umdestilliert, um ungesättigte und Sauerstoffverbindungen mög-
lichst abzuscheiden, und danach, wiederum über Natrium, in 
fünf Fraktionen zerlegt, die, qualitativ geprüft, alle Schwefel ent-
hielten. Die Untersuchung dieser Proben auf Thiophene mit 
Hilfe von Phenanthrenchinon gab bei der ersten Fraktion ein 
negatives Resultat, während die vier höheren positiv reagierten. 
Der überaus unangenehme Geruch der drei ersten Fraktionen 
erinnerte an Mercaptane. 

Wie bereits erwäb.nt, stammte der verarbeitete Rohteer aus 
einem willkürlichen Gemisch von Schiefer aus verschiedenen 
Schichten, und überdies fehlten genauere Zahlen über die Teeraus-
beute. Um nun eine allgemeine Übersicht zu gewinnen über die 
Verteilung des Schwefels bei der Verschwelung und weiteren Frak-
tionierung des Rohteers, wurde im Laboratorium eine Reihe von 
Verschwelungen in der F i s c h e r ' s c h e n A l u m i n i u m r e t o r t e 
ausgeführt. Der bei einer Verschwelungstemperatur von 520° er-
haltene Teer wurde durch einmaliges vorsichtiges Destillieren in 
acht Fraktionen und Pech nebst Gasen geschieden, und endlich 
wurden in allen festen Produkten Schwefelbestimmungen aus-
geführt, deren Ergebnisse die Aufstellung einer allgemeinen 
Schwefelbilanz erlaubten. 
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Die Ölschieferprobe stammte aus der wertvollsten Schicllt 
V, der Schwefelgehalt war 2.07%> die Verschwelungen wurden 
parallel mit Dampf- und ohne Dampfzutritt ausgeführt. 

Ergebnis der Verschwelung: 

Tabelle 3. 

Rohteer 
Koks Gase 

Ausbeute spez. Gew. % s . 
Koks Gase 

Ohne Dampf  
Mit Dampf  

33.23% 
35.77 

0.9483 
0.9557 

1.16% 
1.02 

52.52% 
50.85 

14.25% 
13.38 

In Prozenten ausgedrückt, verteilt sich der Schwefel auf die 
Verschwelungsprodukte folgenderweise: 

im Rohteer ohne Dampf 18.62% mit Dampf 17.63% 
„ Koks „ „ 44.40 „ „ „ 44.71 „ 
„ Gasen „ „ 36.98 „ „ „ 37.66 „ . 

Die Resultate der. an den einzelnen Fraktionen vorgenom-
menen Untersuchungen sind in der Tab. 4 zusammengestellt, 
wo A die Ausbeute in Gramm %, und S die Prozente Schwefel 
bedeuten. 

Tabelle 4. 

ohne Dampf mit Dampf 

A S spez. G. A S spez. G. 

Fr akt. —175° 12.32% 1.26% 0.7557 H.74% 1.20% 0.7526 
„ 175-200° 2.49 1.11 0.8438 2.35 1.08 0.8022 
„ 200—2250 2.86 1.08 . 0.8808 3.84 1.02 0.8787 
„ 225—250° 5.04 0.97 0.9017 4.74 0.99 0.8989 
„ 250—275° 6.59 0.80 0.9224 4.55 0.87 • 0.9013 
„ 275—300° 8.13 0.74 0.9509 6.87 0.76 0.9428 
„ 300—325° 10.59 0.78 0.9589 13.87 0.92 0.9840 
„ 325—350° 12.28 0.99 0.9904 18.35 0.90 0.9935 

Die Fraktionierung wurde bei gewöhnlichem Druck durch-
geführt unter möglichster Vermeidung von Zersetzungserscheinun-
gen. Zusammengefasst war das Ergebnis in Prozenten des 
Rohteers folgendes: 
Öle in den Fraktionen ohne Dampf 60.23% mit Dampf 66.31% 
Pech „ „ 35.98 „ „ » 30.87 „ 
Gase und Verluste „ „ 3.79 „ „ „ 2.82 ... 
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Die Laboratoriumausbente an Rohteer beträgt fast das Dop-
pelte der Ausbeute im Grossbetrieb, die Unterschiede im Schwe-
felgehalt sind hier und dort unbedeutend und der Ertrag an 
Ölen bei einmaliger Destillation ebenfalls zweimal höher als bei 
wiederholter Praktionierung, infolge der hohen Temperaturemp-
findlichkeit gewisser Komponenten der Öle. 

Der Schwefelgehalt der Rückstände war 
im Koks ohne Dampf 1.75% mit Dampf 1.82% 
im Pech „ „ 0.68% „ „ 0.76%. 

Die Menge der Gase von der Fraktionierung und Verschwe-
Iung ist nicht bestimmt worden, in der folgenden Bilanz ist der 
auf die Gase entfallende Anteil an Schwefel aus der Differenz 
ermittelt worden. 

Setzt man den Schwefelgehalt im verarbeiteten Ölschiefer 
gleich „100", so ergibt sich nun folgende Bilanz: 

S im Koks ohne Dampf 44.4% mit Dampf 44.7% 
» » Pech „ „ 3.9 „ „ „ 4.1 „ 
r> n Ölen „ „ 9.3 „ „ v 11.0 n  

„ „ Gasen „ „ 42.4 „ „ „ 40.2 
Der grösste Teil des ursprünglichen Schwefels verbleibt 

beim Laboratoriumsversuch im Koks, im Grossbetriebe wird das 
Verhältnis ein anderes sein, und wohl auch ein verschiedenes bei 
jeder Verschwelungsmethode. 

Fast die gleiche Menge von Schwefel geht in die Gase, und 
es wäre wohl zu erwägen, ob sich nicht eine Wiedergewinnung 
dieses Schwefels in wirtschaftlicher Weise ermöglichen liesse. 

Die Mitbenutzung von Dampf bei der Verschwelung übt 
auf die Schwefelverteilung in den Produkten einen geringen 
Einfluss aus. 

Z u s a m m e n f a s s u n g : Im estländischen Ölschiefervor-
kommen haben die einzelnen Schichten verschiedene Schwefel-
gehalte, was sich zum Teil erklären lässt aus den wechselnden 
Mengen von Fossilien faunistischer Herkunft in den einzelnen 
Schichten. Von besonderem Interesse ist die Schicht V. 

Die beim Verarbeiten des Rohteers anfallenden leichten Öle 
haben den höchsten Schwefelgehalt. 

Beim Verschwelen von Schiefer aus der Schicht V in der 
Fischer'schen Retorte gehen vom Gesamtschwefel etwas weniger 
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als 20% in den Rohteer und rund 10% in die Fraktionen — bei 
nur einmaliger Destillation. 

Jede neue Destillation vermindert bedeutend die Ölausbeute. 
Wasserdampfbenutzung erhöht bei der Verschwelung die Teer-
ausbeute, beeinfiusst aber nur in geringem Masse die Verteilung 
des Schwefels in den einzelnen Produkten. 

Der Hauptteil der experimentellen Arbeit ist von meinen 
geschätzten jungen Mitarbeitern Magg. ehem. K. K a s k und 
K L e i n b a u m geleistet worden. 

Dorpat, August 1925. 
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In der letzten Zeit sind insbesondere von M. P o p o f f 1 ) 
zahlreiche Versuche über die StimulationsWirkungen verschiedener 
chemischen Agentien auf das Wachstum der Getreidepflanzen 
angestellt worden. Durch diese Versuche ist es dem genannten 
Autor gelungen, den Ernteertrag um 30—50% zu steigern. 

Ungeachtet der grossen praktischen Bedeutung, die eine 
durch die Hand des Experimentators willkürlich geleitete Wachs-
tumsstimulation und die damit verbundene Erhebung des Ertrages 
haben könnten, sind die wissenschaftlichen Grundlagen der durch 
verschiedene chemische Stoffe erzielten stimulierenden Wirkung 
auf die pflanzliche Zelle noch völlig unbekannt. Die Meinungs-
äusserungen der meisten Autoren der neueren Zeit über die 
physiologische Natur der Stimulation tragen einen recht allge-
meinen und deduktiven Charakter, sie sind grösstenteils durch 
keine exakten Versuche bestätigt und geben daher auch 
keine festen Anhaltspunkte zur näheren Begründung dieser 
offenbar sehr komplizierten physiologischen Erscheinung. Es 
gelingt heute noch nicht, sicher vorauszusagen, ob dieser oder 
jener Stoff gemäss seiner chemischen Konstitution in einer 
physiologischen Konzentration stimulierend oder hemmend auf 
das Wachstum einer beliebigen Pflanze wirken würde, und die 
bisher erhaltenen positiven Ergebnisse lassen sich kaum auf alle 
Pflanzen verallgemeinern. 

Die Tatsache der Wachstumsstimulation durch chemische 
Stoffe ist nicht neu und wurde schon vor etwa fünfzig Jahren 

1) P o p o f f , M. Über Zellstimulantien und ihre theoretische Begrün-
dung. Jahrb. der Univ. Sofia. 19, II Heft 1. 1923. 

I d e m . Die Zellstimulation des Saatguts und ihre Bedeutung. Deutsche 
Landwirtsch.-Ges. 1924. St. 12. 

I d e m . Über die Stimulierung der Zellfunktionen. Biolog. Zentralbl. 
42, 395. 1922. 

I d e m . Zellstimulationen und ihre theoretische Begründung. Zellstimu-
,lationsforschungen 1, 3. 1924. 

1* 



4 h u g o k a h o a viii. 7 

zuerst bei niederen (Schimmelpilze) und alsdann bei höheren 
Pflanzen (Leguminosen und and.) beobachtet. Ich verweise hier 
auf die Namen von R a u l i n 1 ) , S c h u l t z 2 ) , P f e f f e r 3 ) , R i -
c h a r d s 4 ) , L o e w 6 ) , Ono 6 ) , H a t t o r i 7 ) , K a n d a 8 ) , H u e p -
pe 9 ) — die dieses Phänomen näher untersucht haben; es sei 
hier ferner auf die übersichtliche Zusammenstellung bei Nobbe 1 0 ) 
und insbesondere bei C z a p e k 1 1 ) verwiesen. 

Eine experimentell begründete Theorie fehlt bei den älte-
ren Autoren ebenfalls. 

Im allgemeinen könnten bei den Wirkungen chemischer 
Stoffe auf Zellen folgende zwei Fälle in Betracht kommen: 1. die 
Wirkung erstreckt sich hauptsächlich auf die Oberflächenschichten 
des Plasmas und auf die Zellwand; 2. es werden alle Bestand-
teile der Zelle durch den Stoff beeinfiusst. 

Den ersteren Fall haben wir dann, wenn ein Stoff in das 
Plasma schwer eindringt und in erster Zeit an der Oberfläche 
Halt macht. Hierher gehören in erster Linie starke Mineralsäuren. 
Im Gegensatz zu der älteren Angabe von P f e f f e r 1 2 ) , wonach 
gewisse Säuren beinahe momentan durch das Plasma in die 
Vakuole permeieren, was bei den Anthozyan führenden Pflanzen 
durch den Farbenumschlag sichtbar wird, zeigen die neuesten 

1) R a u 1 i n , Etudes chimiques sur Ia Vegetation. Ann. d. scienc. natu-
rell. V Ser. 11, 252. 1869. 

2) S c h u l z , H. Über Hefegifte. Pflügers Archiv 42, 517. 1888. 
3) P f e f f e r , W. Über Election organischer Nährstoffe. Jahrb. für. wiss. 

Bot. 28, 205. 1895. 
4) R i c h a r d s , H. M. Die Beeinflussung des Wachstums einiger Pilz» 

durch chemische Reize. Jahrb. für wiss. Bot. 30, 665. 1897. 
5) L o e w , O., K. A 8 o , S. S a w a . Über die Wirkung von Mangan-

verbindungen auf Pflanzen. Flora 91. 1902. 
6) O n o , N. Über die Wachstumsbeschleunigung einiger Algen und 

Pilze durch chemische Reize. Journ. Coli. Science, Imp. Univ. Tokyo, 13, Pt. 1. 1900. 
7 ) H a t t o r i , H. Studien über die Einwirkung des Kupfersulfats auf 

einige Pflanzen. Joürn. Coli. Science, Imp. Univ. Tokyo, 15, Pt. 3. 1901. 
8) K a n d a , M. Studien über die Reizwirkung einiger Metallsalze auf 

das Wachstum höherer Pflanzen. Journ. Coli. Science, Imp. Univ. Tokyo, 19. 1904. 
9) H u e p p e , F. Naturwissenschaftliche Einführung in die Bakterio-

logie. 1896, Wiesbaden. S. 55. 
10) N o b b e , Fr. Handbuch der Samenkunde. Berlin 1876. 
11) C z a p e k , F. Biochemie der Pflanzen I. Jena 1913. 
12) P f e f f e r , W. Osmotische Untersuchungen. Leipzig 1877. S. 135, 
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Untersuchungen von B r e n n e r 1 ) , dass starke anorgani-
sche Säuren, wie HCl, H2SO4, HNO3, H3PO4, sowie auch stär-
ker dissoziierte organische Säuren, wie Oxalsäure und Zitronen-
säure, beim Eindringen das Plasma mehr oder minder schädigen, 
insbesondere die Konzentrationen 0,001 m und höher, und ferner, 
dass in niedrigeren Konzentrationen der Anthozyanumschlag durch-
aus nicht momentan erfolgt. Dieses zeigt, „dass die lebenden 
Pflanzenzellen für die stark dissoziierten Säuren . . . mindestens 
sehr schwer durchlässig sind" (Höber)2). 

Eine ausgesprochene stimulierende Wirkung der Säuren auf 
das Wachstum der Pflanzenzellen fanden S a r a n d i n a k i 3 ) und 
B o r o w i k o w 4 ) . B o r o w i k o w untersuchte die Zuwachs-
geschwindigkeit der Helianthuskeimlinge in saurem Medium. Es 
sei hier ein Beispiel angeführt. 

Lösung 

Zuwachs in mm 

Lösung Nach 
3 St. 

In %% 
des Zu-
wachses 
in H2O 

Nach 
weiteren 

3 St. 

In %% 
des Zu-
wachses 
in H2O 

Nach 
weiteren 

3 St. 

In %% 
des Zu-
wachses 
in H2O 

H2O 54 100 46 83 76 139 
HCl — 0,0005 m 95 177 62 117 53 100 

HNO8 — 0,0005 m 84 155 45 83 53 100 
V2H2SO4-0,0005 m 78 144 58 105 45 83 
H4C2O2 — 0,0005 m 67 122 40 72 46 83 

H2O 50 94 50 94 70 128 

Man sieht aus dieser Tabelle, dass die Keimlingssprosse 
nach 3-stündigem Aufenthalt in allen Säuren sich schneller aus-
strecken als im Wasser. Im Wasser ist der Zuwachs 100%, in 
Säuren je nach der Stärke der Säuren 177—122%. Nach 6 Stun-

1) B r e n n e r, W. Studien über die Empfindlichkeit und Permeabilität 
pflanzlicher Protoplasten für Säuren und Basen. Öfversigt af Pinska vet. för-
handl. 60, Afd. A, N° 4. 1918. 

2) H ö b e r, R. Physikalische Chemie der Zelle und der Gewebe. Leip-
zig 1922. S. 437. 

3) S a r a n d i n a k i . Beobachtungen über die Wirkung der Salze auf 
das Wachstum (russisch). Mem. de Ia Soc. des naturalistes de Ia Nouvelle 
Russie 38, 307. 1912. 

4) B o r o w i k o w . Die Wirkung der salzartigen Stoffe auf die Wachs-
tumsgeschwindigkeit des Pflanzenorganismus (russisch). Ebenda 41, 1. 1916. 
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den ist der Zuwachs nur in HCl und H2SO4 grösser als im Wasr 
ser, nach 9 Stunden ist er in allen Säuren kleiner als im Wasser, 
die Säuren hemmen hier schon das Wachstum. Ausserlich be- . 
trachtet sieht es im ganzen so aus, dass in den Säurelösungen 
das Wachstum von Pflanzenge weben anfangs stark stimuliert wird 
und die Beschleunigung dann allmählich ausklingt. 

Es fragt sich jedoch, inwiefern diese Ausdehnung der Hypo-
kotyle in Gegenwart von Säure mit einem Wachstumsprozess 
bei normalen Verhältnissen identifiziert werden könnte. 

Wir wissen ja aus den wohlbekannten Untersuchungen von 
Hofme i s t e r 1 ) , Wo. Pauli2) , Ostwald3), M. H. F i s c h e r 4 ) 
und and., dass die Elektrolyte die Quellung von Gelen beeinflus-
sen, und zwar wird sie durch verdünnte Säurelösungen stark 
erhöht. Die Ausstreckung von Keimlingssprossen kommt durch 
das Flächenwachstum der Zellwand zustande. Bei den jungen 
Zellen ist die Wand im Zustande eines elastischen Gels und in-
folgedessen denselben kolloidchemischen Gesetzmässigkeiten wie 
alle toten Quellkörper unterworfen. In Säurelösungen schwillt 
die junge Zellwand stark auf (vgl. Kotte)5) , und man könnte 
damit auch die rasche Verlängerung der Hypokotyle erklären, 
denn im allgemeinen stimmen die Ergebnisse von Sarand inak i 
und Borowikow mit einem Quellungsvorgang sehr gut über-
ein : am besten dehnen sich die Sprosse in solchen Säurekonzen-
trationen aus, die dicht am letalen Grenzwert liegen und für das 
Leben der Zellen am gefährlichsten sind. In diesen Lösungen zeigen 
die Zellen auch eine starke Exosmose von Zellsaftstoffen, 
was auf eine Schädigung hinweist. Ferner sprechen noch einige 
andere Tatsachen, auf die hier nicht näher eingegangen wer-
den soll, dafür, dass die Wachstumsstimulierung der Keimlinge 
durch Säuren, die übrigens eine kurze Zeit dauert, dabei ein 
Maximum erreicht und dann allmählich fällt6), eher ein rein kol-
loidchemischer als physiologischer Prozess ist. Dieses beweist 

1) H o f m e i s t e r , F. Arch. f. exp. Path. und Pharm. 27, 395. 1890. 
28, 210. 1891. 

2) P a u l i , Wo. Pftügers Arch. 67, 219. 1897. 71, 1. 1898. 
3) O s t w a l d , Wo. Pfltigers Arch. 108, 563. 1905. 
4) F i s c h e r , M. H. Das Oedem etc. Dresden 1910. 
5) Tabulae biologicae, Bd. 1, 448. 1925. 
6) Mit der Zeit sammelt sich die Säure, wenn auch langsam, in grösse-

ren Mengen in der Vakuole, wobei das Plasma allmählich abzusterben beginnt. 
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auch der Umstand, dass die Entwicklung der Keimlinge in Was-
serkulturen mit saurer Reaktion durch die letztere im allgemei-
nen nicht gefördert wird. Eine gewisse Ausdehnung der Zell-
wand als Folge der Quellung in Säuren miisste man wohl auch 
bei toten Keimlingen erwarten. 

Dessenungeachtet können Säuren, insbesondere die organi-
schen (Pop off), als Reizstoffe fungieren, die in erster Linie die 
Keimung der Samen anregen. So sagt Merkenschlagerx): 
„In bestimmten für jede Säure und jeden Samen charakteristi-
schen Konzentrationsverhältnissen sind die Säuren Reizsubstanzen 
und erhöhen die Entwicklung der Keime". Welche physiologische 
Prozesse in den Samenzellen durch Säuren in erster Reihe ange-
regt werden, das ist noch vollständig unerforscht. Es ist jedoch 
kaum anzunehmen, dass die Wirkung der Säuren bei den Samen 
sich nur auf die Oberfläche der Zellen erstreckt, denn bei der Kei-
mung kommen hauptsächlich die Vorgänge im Inneren der Zellen 
in Betracht, nämlich die Quellung, d. h. die Anlagerung von Was-
ser an die Plasmateilchen und die Stoffe im Zellraum, ferner die 
enzy mati sehen Prozesse bei der Mobilisierung der Reservestoffe, 
der Atmung usw. 

M. Popof f 2 ) hat eine Hypothese aufgestellt, nach welcher 
alle Zellstimulantien eine Beschleunigung der Oxydationsprozesse 
im Inneren der Zelle bewirken. Dieser Autor meint, dass dieses 
am besten durch die Einwirkung der reduzierenden Verbindun-
gen (!) zustande komme. Er sagt: „Nach den heutigen Auffas-
sungen über die Zusammensetzung der Eiweisskörper wird an-
genommen, dass um einen inneren Kern, den Leistungskern 
(Ehrlich), nach Art der aromatischen Verbindungen viele Seiten-
ketten angeordnet sind. Einige von diesen sind mit der Aufgabe 
betraut, den Sauerstoff aus dem umgebenden Medium labil zu 
binden, wir wollen sie Atmungsseitenketten nennen, und ihn 
dann anderen sauerstoffavideren Seitenketten des lebenden Mole-
küls weiterzugeben. Auf diese Weise kommt es zu einer Zir 
kulation des Sauerstoffs im lebenden Molekül. 

Von dieser Auffassung ausgehend könnte man annehmen, 
dass das lebende Molekül in einem Stillstand der Lebensfunk-

1) M e r k e n s c h l a g e r , F. Keimungsphysiologische Probleme. Freising-
München, 1924. S. 13. 

2) P o p o f f , M. Jahrbuch der Univ. Sofia 29, 52. 1923. 
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tionen verbleiben würde, solange die Atmungsseitenketten mit 
Sauerstoff gesättigt sind oder wenn die weitere Abgabe des 
Sauerstoffs an die anderen Seitenketten langsam vor sich geht. In 
dem Moment aber, in welchem das lebende Molekül in Kontakt mit 
einer sauerstoffaviden Verbindung kommt, muss diese letztere, je 
nach der Stärke der Avidität, Sauerstoff aus den Atmungsseitenket-
ten, wie auch aus den anderen sauerstoff bind enden Seitenketten des 
lebenden Moleküls loslösen und an sich ziehen. Auf diese Weise 
werden freie Affinitäten für den Sauerstoff im lebenden Molekül 
geschaffen; für ihre Sättigung müssen die sauerstofflabilen 
Atmungsseitenketten neue Sauerstoffmengen an sich ziehen und 
sie an die sauerstoffavideren Seitenketten des lebenden Moleküls 
weitergeben. Es würde dadurch zu einem Aufleben der Sauer-
stoffzirkulation im lebenden Molekül, es würde zu einer Hebung 
der Oxydationsprozesse kommen." 

Ferner meint P o p o f f , dass reduzierende Stoffe nur in 
niedrigen Konzentrationen die Lebensprozesse der Zelle stimu-
lieren, in höheren Konzentrationen sollen sie eine hemmende 
Wirkung ausüben. 

Zu den reduzierenden Stoffen, die nach P o p o f f 1 ) stimu-
lierend wirken, gehören folgende Verbindungen: 

„ . . . l. das CO und CO2; 
2. das Mg, Mn, K, Na, Fe, Ph, Hg und deren Salze; 
3. das Arsen und seine Derivate; 
4. die Alkohole der Kohlenwasserstoffe; 
5. die Aldehyde, die Ketone und die Säuren der 

Alkohole; 
6. die Glukose; 
7. die Phenole (ein-, zwei-, dreiwertige) und ihre leicht 

oxydalen Derivate; die ein- und vielwertigen Pheno-
säuren; 

8. einige Verbindungen aus der Gruppe der Terpene 
und Kampfer; 

9. die Hypnotica und Anaesthetica wie auch leicht 
oxydablen Alkaloide; 

10. bestimmte fluoreszierende Lösungen." 
Die angeführten Stoffe gehören sehr verschiedenen 

Gruppen von Verbindungen mit recht verschiedenen che-

1) l. c. 
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mischen Eigenschaften an, und infolgedessen ist es kaum mög-
lich, ihre physiologische Wirkung auf eine und dieselbe che-
mische Aktion zurückzuführen. So dringen die Schwermetall-
salze sehr schwer oder fast gar nicht in die Zelle ein, ahne sie 
schwer zu schädigen, ferner wirken sie stark entquellend. 
Dagegen permeieren die Alkohole, Aldehyde, Ketone fast momen-
tan in die Zelle und beeinflussen den kolloiden Zustand des 
Plasmas beinahe gar nicht. 

Es ist sehr wahrscheinlich, dass gewisse Reizstoffe direkt 
oder indirekt in der Zelle eine erhöhte Atmungstätigkeit bewir-
ken, denn eine Wachstumsstimulation bedeutet eine Beschleu-
nigung aller Lebensprozesse in der Pflanze. Hier könnten nur 
exakte Versuche Klarheit schaffen und zeigen, inwiefern eine 
Steigerung der Atmungsintensität von dem Reduktionsvermögen 
der Stimulationsstoffe abhängig ist. Es ist aber ziemlich unver-
ständlich, wie das von P o p o f f erwähnte CO2 reduzierend 
wirken und dadurch eine Sauerstoffsättigung im Plasma beseiti-
gen könnte. Wir wissen, dass beim Leiten des -CO2 durch 
Wasser Kohlensäure entsteht, wobei die isohydrischen Kon-
zentrationen derselben eine nicht geringere Quellung der Quell-
körper hervorrufen können, wie die der starken Mineralsäuren 
(Chia r i ) 1 ) . Es fragt sich darum, inwiefern die quellende Wir-
kung der Kohlensäure, die übrigens sehr leicht in die Zellen ein-
dringt, die Keimung der Samen begünstigt. 

Wir wollen damit nicht sagen, dass bei der chemischen 
Stimulation eine erhöhte Oxydation im Inneren der Zelle keine 
Rolle spielen könnte, doch ist es zurzeit nicht bekannt, dass alle die 
von P o p o f f erwähnten Verbindungen eine solche zu bewirken 
vermöchten. Es ist neuerdings von 0. W a r b u r g 2 ) exakt bewiesen 
worden, dass nur die Eisensalze die Oxydationsvorgänge in der Zelle 
fördern und für die normale Lebenstätigkeit unentbehrlich sind. 
Er sagt ferner: „Bekanntlich enthält die lebende Zelle an auto-
xydablen Metallen nicht nur Eisen, sondern auch Kupfer, Mangan 
und andere Metalle, und man kann fragen, ob wir nicht besser 
täten, statt „Eisen" „Schwermetall" zu schreiben. Wir tun das 

1) C h i a r i , R. Die Glutinquellung in Säuren und Laugen. Biochem. 
Zeitschr. 33, 167. 1911. •» 

2) W a r b u r g , 0. Über Eisen, den sauerstoffübertragenden Bestand-
teil des Atmungsferments. Biochem. Zeitschr- 152, 479. 1924. 
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nicht, weil wir nicht wissen, ob Kupfer und Mangan lebensnot-
wendig sind, und weil die Mengen dieser Metalle im Vergleich 
zu ihrer Reaktionsfähigkeit zu klein sind". „Wir beschränken 
unsere Annahme also ausdrücklich auf das Eisen und lehnen 
eine Erweiterung auf andere Schwermetalle als zurzeit nicht be-
gründbar ab". , 

Versuche. 
Die vorliegenden Versuche sind zur Orientierung über fol-

gende Fragen angestellt worden: 
1. Inwiefern beeinfiusst das Beizen der Samen mit reinen 

Lösungen cler Neutralsalze (d. h. wenn in der Lösung nur ein 
Salz vorhanden ist) den Ernteertrag: hat hier die verschie-
dene Quellungsaktivität der Salze eine Bedeutung? 

2. Welchen Einfluss auf den Ertrag haben die Kombina-
tionen von quellungsf ordern den und quellungshemm enden Salzen? 

Es ist in der letzten Zeit durch Versuche bewiesen worden, 
dass gerade die Quellungserscheinungen bei der pflanzlichen Zelle 

i eine grosse Rolle spielen und mit ihnen immer in reversibler 
Weise gewisse physiologische Funktionsänderungen verbunden 
sind. Verschiedene quellungsfördernde Salze, die das Hydrata-
tionspotential der Plasmakolloide erhöhen, bewirken eine grosse 
Permeabilität des Plasmas, dagegen setzen die quellungshem-
menden Salze die Durchlässigkeit herab1). Somit kann eine 
der wichtigsten Lebensfunktionen der Zelle — die Permeabilität 
für gelöste Stoffe — durch gewisse Elektrolyte in hohem 
Masse beeinfiusst werden, und man könnte erwarten, dass die 
Vorbehandlung der Samen mit quellungsaktiven Stoffen auf 
die spätere Entwicklung der Pflanze nicht ohne Einfluss bleiben 
würde. Damit soll freilich nicht gesagt sein, dass die stimulie-

1) K a h o , H. Über die physiologische Wirkung der Neutralsalze auf das 
Pflanzenplasma. Acta et Comm. Univ. Dorpat. AV.4. 1923. 

I d e m . Ein Beitrag zur Permeabilität des Pflanzenplasmas ftir die 
Neutralsalze. Biochem. Zeitschr. 123, 284. 1921. 

I d e m . Über die Einwirkung von Säuren auf die Hitzegerinnung des 
Pflanzenplasmas. Biochem. Zeitschr. 144, 104. 1924. 

I d e m . Über die Beeinflussung der Hitzekoagulation des Pflanzenplas-
mas durch die Salze der Erdalkalien. Biochem. Zeitschr. 151, 104. 1924. 

H a n s t . e e n - C r a n n e r , Meldinger fra Norges Landbrukhöiskole 
B. 2, 1. 1922. 

R u h l a n d und H o f f m a n n , Arch. für wiss. Botanik 1, 1. 1925. 
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rende Wirkung der Salze nur auf Quellungsprozesse zurück-
zuführen sei. 

Zu den Versuchen diente eine Sommerweizensorte „Crescat", 
die aus Berlin von A u g . B i t t e r h o f S o h n bezogen worden war. 
Ich konnte leider keine inländische reine Weizensorte ausfindig 
machen und war gezwungen mit fremdländischen Samen zu 
experimentieren, ein Umstand, der allerdings bis zu einem gewissen 
Orade nachteilig auf die Ergebnisse der Versuche wirken könntß. 

Die Samenprüfung auf der Kontrollstation des Ackerbau-
ministeriums in Tallinn (Reval) (Kontrollanalyse N2 5119) ergab 
folgendes: 

die Keimungsenergie in 3 Tagen — 87,3% 
der Keimungsprozentsatz — 90,6 
das Gewicht von 1000 Samen — 53,06 gr. 

Unter den Neutralsalzen wurden zum Beizen der Samen die 
Kaliumsalze gewählt, die im allgemeinen die Queliung besser 
fördern als die Natriumsalze, und zwar folgende lyotrope Reihe: 
KONS, KJ, KBr, KNO8, KCl, KH2PO4, K-Tartrat, K2SO4. Die Kon-
zentration der Lösungen betrug bei allen Salzen 0,1 mol. An 
Salzkombinationen kamen zur Anwendung folgende: 

1. KCNS 0,1 m o l + CaCl2 0,05 mol 
2. KBr 0,1 mol-(-CaCl2 0,05 mol 
3. KNO3 0,1 mol -|- CaCl2 0,05 mol 
4. K2SO4 0,1 mol + CaCl2 0,05 mol 
5. KNO3 0,2 mol -|-MgCl2 0,1 mol 
6. KNO3 0,2 mol+MgBr 2 0,1 mol 
7. KBr 0,2 m o l + Mg(NO3)2 0,1 mol 
8. KNO3 0,3 m o l + BaCl2 0,1 mol 
9. NaCNS 0,1 m o l + CoSO4 0,01 mol 

10. NaI 0,1 mol+ZnSO4 0,01 mol 
11. NaNO3 0,1 m o l + NiSO4 0,01 mol 
12. NaCl 0,1 m o l + MnSO4 0,01 mol 
13. Na2SO4 0,1 m o l + CoSO4 0,01 mol 
14. u. 15. MgCl2+ MnSO4; MnCl2 + MnSO4 3 % 
16. MnBr2 0,1 m o l + CoSO4 0,1 mol 
17. Cd(NO8)2 0,1 m o l + CaCl2 0,1 mol 
18. CdBr2 0,1 mol + MgCl2 0,1 mol. 

Die für die Versuche bestimmten Samen kamen auf 4—5 
Stunden in die Salzlösungen, wonach die letzteren abgegossen 
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wurden und die feuchten bzw. etwas angetrockenen Samen 2—3 
Stunden lang bis zum Aussäen in den Glasschalen blieben. Für die 
Kontrollversuche wurden die Samen 1. in destilliertes Wasser 
parallel mit den Salzlösungen gebracht; 2. trockene Samen aus-
gesät. 

Für die Versuche wurde ein Landstück von etwa I l X14 m. 
im hiesigen botanischep. Garten benutzt. Um einen mehr oder 
weniger einheitlichen Boden zu schaffen, wurde die Erde von der 
Oberfläche bis zu 20 cm Tiefe weggenommen, gesiebt, gut durch-
gemischt und wieder zerstreut. Für die Kulturen dienten über 
den ganzen Versuchsplatz in ungefähr NW-Richtung parallel 
laufende niedrige (ca 5 cm hohe und 70 cm breite) Beete, die 
durch quer übergelegte Holzstäbe in 114 viereckige Stücke (Par-
zellen) eingeteilt wurden. Auf eine jede Parzelle wurden hundert 
mit ein und derselben Salzlösung gebeizte Weizenkörner ausgesät. 
Um die Samen in gleicher Tiefe, sowie auch in gleichen Abstän-
den voneinander zu pflanzen, wurden alle 100 Löcher für 
eine jede Parzelle mit einem Mal mit Hilfe eines Brettes gemacht, 
an dem 100 Stäbchen, wie etwa an einer Harke, in Schach-
brettordnung befestigt waren. Die Tiefe der auf solche Weise 
hergestellten Löcher betrug 2,7 cm, der Abstand zwischen den 
Reihen, die in ungefähr OW-Richtung liefen — 12,5 cm; der 
Abstand der Löcher in einer Reihe betrug 5 cm1). Für einen 
jeden Versuch mit derselben Lösung waren vier Parzellen (400 
Körner) bestimmt, die möglichst an verschiedenen Stellen des 
Versuchsfeldes gelegen waren. 

Es sei hier noch hinzugefügt, dass etwa in der Mitte des öst-
lichen Randes des Versuchsfeldes ein ca 20-jähriger und 5—6 m 
hoher Baum stand (Phellodendron amurense), der etwa ein 
Zehntel der ganzen Fläche des Feldes von Morgen bis 12 Uhr 
teilweise beschattete. Dieser Übelstand war leider wegen des 
äussersten Raummangels in unserem botanischen Garten nicht 
zu vermeiden. Die beschatteten Parzellen sind in den Tabellen 
mit einem * versehen und die Ergebnisse sind in den Durchschnitts-
werten nur in dem Falle miteinbegriffen, wenn sie keine mar-
kanten Abweichungen aufweisen. Ferner sind die Ergeb-

1) Für die Angaben, welche Bodentiefe und welcher Abstand für die 
Samen am günstigsten sind, bin ich meinem Kollegen Herrn Dozent Rootsi 
zum besten Danke verpflichtet. 
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Ü b e r s i c h t s t a b e l l e d e r M i t t e l w e r t e . 

J6 S t i m u l a n s 
Das Gewicht 

von 100 
Strohhalmen 

Die Zahl der 
Körner 

in 1 Ähre 

Das Gewicht 
von 1000 
Körnern 

Die Länge 
1 Ähre 

1. Ohne Beizung 
(Kontrollvers.) 

gr 
264 38,3+0,093 

gr 
50,0+0,094 

cm 
9,91+0,171 

2. H2O 273 41,0+0,502 53,9+4,247 10,4 +0 ,051 
3* K2SO4 265 39,3+1,042 59,2+1,957 9,85+0,235 
4. KCl 274 43,0+0,269 60,0+2,190 10,58+0,292 
5. KBr 284 39,6+0,565 57,1+3,152 10,88+0,118 

6. KNO3 272 38,6+1,759 58,7+2,340 10,3 +0 ,451 

7. KH2PO4 308 42,5+1,46 59,7+2,219 10,78+0,290 

8. Wein saures K 297 40,1+1,133 57,1+2,186 10,41+0,280 

9. KI 317 41,8+2,685 56,0+1,824 9,84+0,533 

10. KCNS 298 41,6+0,211 56,3+2,157 9,75+0,674 

11. KNO3+CaCl2 260 38,6+0,848 51,7+2,613 10,05+0,35 

12. K2SO4+CaCL2 241 39,8+1,803 51,5+0,855 9,99+0,226 

13. KCNS+CaCl9 243 37,4+2,317 55,9+0,809 9,1 + 0 , 4 0 3 

14. KBr+CaCl2 255 39,7+1,347 51,9+1,347 10,7 +0 ,446 

15. KNO3+MqCL2 259 42,8+0,93 50,5+0,701 10,0 + 0 , 2 4 4 
16. KNO3+MgBr2 255 41,8+0,555 54,1+1,909 9,6 +0 ,111 
17. KBr+Mg(NO3)2 263 42,3+0,984 51,5+1,747 10,5 +0 ,223 

18. KNO3+BaCl2 261 40,5+0,409 51,0+0,707 10,2 +0 ,167 

19. NaCNS+CoSO4 263 39,6+1,891 50,8+4,128 9 ,48+0,33 

20. NaI+ZnSO4 274 39,1+1,82 51,8+2,788 9 ,87+0,391 ' 

21. NaNO3+NiSO4 248 38,6+3,019 56,1+2,51 9 ,98+0,238 

22. NaCl+MnSO4 271 40,4+2,21 48,1+1,756 10,21+0,423 

23. Na2SO4+CoSO4 254 37,3+0,336 52,6+1,034 10,2 +9 ,158 

24. MgCl2+MnSO4 316 41,3+0,949 48,8+0,302 11,2 +0 ,506 
25. MnCl2+MnS04 295 44,5+1,025 53,9+1,147 10,3 + 0 , 1 5 2 
26. MnBr 2 + CoSO4 267 38,2+0,561 51,6+0,957 9,74+0,156 
27. Ca(N O3 )2+CaCl2 253 36,7+0,495 49,6+1,839 9,62+0,435 
28. CdBr2+MgCl2 260 38,3+1,14 52,2+1,224 

* 

10,1 +0 ,353 

nisse einiger beschatteten, wie auch aus anderen Ursachen ge-
schädigten Parzellen hier nicht angeführt. 

Die Aussaat sowie auch die Ernte geschah zur üblichen 
Zeit. Die Aussaat wurde den 8-ten Mai (1924) vorgenommen. Bei 
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der Keimung, wie auch bei der weiteren Entwicklung der Weizen-
pflanzen waren sonst keine besonders augenfälligen Unterschiede 
zwischen den Kontroll- und den gebeizten Pflanzen zu bemerken, 
nur bei den mit Kaliumsalzen vorbeharidelten Pflanzen war hier 
und da ein etwas üppigeres Wachstum zu beobachten. 

Die Tabelle am Ende des Textes enthält die Resultate der 
Versuche. j Die Zahlen einer jeden Reihe sind die von einer jeden 
Parzelle erhaltenen Ergebnisse. DieZahl der Körner in einer Ähre 
ist ein Durchschnittswert aus 20 Ähren, die Länge einer Ähre — 
eine Durchschnittslänge aus 50 Messungen. Das aus jeder Par-
zelle stammende Stroh konnte nicht ohne weiteres gewogeil und 
verglichen werden, dä in allen Parzellen eine Anzahl der Pflan-
zen aus verschiedenen Ursachen geschädigt war. Deswegen 
wurden unter allen mit demselben Stoff gebeizten Pflanzen 100 
Strohhalme von einer Durchschnittsqualität zum Vergleichen aus-
gewählt *). 

Die in der Übersichtstabelle dargestellten Resultate können 
in zwei Hauptgruppen eingeteilt worden: 1. die bei der Beizung 
Mit reinen Kaliumsalzen und 2. die mit verschiedenen Salzkom-
binationen erhaltenen Ergebnisse. 

I. G r u p p e JsßM 3—10. 
Das Stroh ist hier in allen Versuchen schwerer als das der 

Kontrollpflanzen. Der Durchschnittswert 289,4 + 4,81 gr (von allen 
Kaliumpflanzen) ist etwa um 9,5% grösser als der Kontrollwert 
264 gr. Die Zahlen der Körner in den Ähren zeigen eine gewöhn-
liche Variätionskurve, doch fällt sie nirgends niedriger als der 
Kontrollwert, in allen Fällen sind die Zahlen etwas grösser. Die 
Durchschnittszahl (40,8) übersteigt die Kontrollzahl (38,3) um 6,5%. 

Eine deutlich wahrnehmbare Zunahme des Gewichts gegen-
über den Kontrollpflanzen zeigen die Körner der mit den Kalisal-
zen behandelten Pflanzen. Durchschnittlich ist das Gewicht von 
1000 Körnfern um 16% grösser (58,0 gr) als das Kontrollgewicht 
(50,0 gr). Die vierte in der Übersichtstabelle angeführte Grösse — 
die Länge der Ähren — schwankt innerhalb der Variationsgren-
zen der Kontrolllänge; die Durchschnittszahl (10,31 cm) ist nur 
sehr wenig (um 4%) grösser als die letztere. 

1) Das Abwiegen des Strohs wurde 14 Tage nach der Ernte vor-
genommen, nachdem das Stroh in einem warmen Räume gelegen hatte. Das ' 
Gewicht der Körner wurde etwa 3 Monate nach der Ernte bestimmt. 
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II. G r u p p e NeM n—28. 
Hier dienen als Beizmittel die Kombinationen der Alkalisalze 

und der Erdalkalien (N2N2 11—18), ferner der Neutralsalze und 
der Schwermetallsalze (N2N2 19—28, ausgenommen N2 25 u. 26). 

Das Strohgewicht ist unter 18 Fällen in 5 Fällen höher als der 
Kontrollwert (Maximum bei MgCl2-I-MnSO4), in allen anderen Fällen 
niedriger. Die Zahl der Körner in den Ähren zeigt eine Schwan-
kung um einen Mittelpunkt (39,1), der etwas höher liegt als die 
Kontrollzahl (38,3). Im ganzen ist die Körnerzahl in 13 Fällen 
grösser (Maximum bei MnCl2+ MnSO4) und in 4 Fällen kleiner 
als der Kontrollwert, in e'inem Falle ist sie dem letzteren gleich. 
Das Gewicht der Körner ist hier freilich bei den meisten gebeizten 
Pflanzen etwas grösser als bei den Kontrollpflanzen, doch liegt 
es in den Variationsgrenzen der letzteren. Dasselbe kann man 
auch von der Ährenlänge sagen. 

Aus den Daten M 2 ist ersichtlich, dass eine kurzdauernde 
Einquellung der Samen in Wasser einen günstigen Einfluss auf 
die spätere Entwicklung der Pflanzen ausübt. 

Zusammenfassend kann man sagen, dass eine Vorbehand-
lung der Samen mit Lösungen von Kaliumsalzen eine Wachs-
tumsstimulation und eine Hebung des Ertrages (des Stroh- und 
Samengewichts) um rund 10% zur Folge hat. Diese stimulierende 
Wirkung ist allen angewandten Kaliumsalzen mehr oder minder 
gemeinsam, und es ist schwierig, nach den vorliegenden Ergeb-
nissen die einen Salze den anderen vorzuziehen, doch wirken, wie 
es uns scheint, Kaliumchlorid, Kaliumphosphat und bis zu einem 
gewissen Grade auch Kaliumnitrat und -sulfat in dieser Beziehung 
etwas besser. 

Was die angeführten Salzgemische anbelangt, so haben sie 
unter den gegebenen Versuchsbedingungen keine stimulierende 
Wirkung. Eine unbeträchtliche Stimulation finden wir bei Man-
gansalzen, doch ist sie kleiner als bei den Kaliumsalzen. 

Wir sehen also, dass gerade Kaliumsalze, insbesondere die-
jenigen, die als Nährsalze in Wasserkulturen Anwendung finden, 
das Wachstum fördern. Es bleibt-die Frage unentschieden, ob 
wir es hier mit einem Nähreffekt zu tun haben — wenigstens teil-
weise, denn beim Beizen haftet das Salz an die Oberfläche der 
Samen, dringt in das Nährgewebe ein und könnte während der 
ersten Zeit von den Keimlingen als Nährsalz benutzt werden. An-
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dererseits können Kaliumsalze kolloidaktiv wirken, indem sie die 
Quellung toter Quellkörper fördern. Zur. vorläufigen Orientierung 
über di&Frage, inwiefern die Kaliumsalze die Quellung von Samen-
geweben in Wasser beeinflussen, habe ich Quellungsversuche mit 
Weizensamen angestellt. Es kamen zur Anwendung Lösungen 
derselben Zusammensetzung und Konzentration, wie die, mit 
welchen die Samen gebeizt wurden. In jede Schale kamen 200 
Weizenkörner, die von Zeit zu Zeit aus den Lösungen herausge-
nommen, mit Filtrierpapier getrocknet und gewogen wurden. 

D i e Q u e l l u n g d e r S a m e n in S a l z l ö s u n g e n 
Temp. 18—19°. 

S a l z e 

Das Ge-
wicht v o n 
200 trok-

kenen Sa-
men in gr. 

Z u n a h m e d e s G e w i c h t s i n g r 

S a l z e 

Das Ge-
wicht v o n 
200 trok-

kenen Sa-
men in gr. 

nach 
5 St. 

nach 
13 St. 

nach 
24 St. 

nach 
48 St. 

H2O 10,03 2,42 3,51 4,39 5,27 
KCNS 10,0 2,26 3,38 4,15 4,92 

KI 10,01 2,27 3,32 4,11 4,83 
KNO3 10,01 2,28 3,31 4,13 4,96 
KCl 10,0 2,29 3,40 4,15 5,00 

K-Tartrat 10,01 2,28 3,34 4,10 4,91 
KoSO4 

10,0 2,30 3,35 4,13 4,97 
KCNS+ CaCl2 10,0 2,17 3,22 3,90 4,75 
CoSO4 (0,1 m) 10,0 2,22 3,26 4,09 4,75 

MnCl2+ MnSO4 10,02 2,18 3,24 4,09 4,75 

Wir sehen aus der Tabelle, dass die Quellung der Samen 
am besten in Wasser vor sich geht, in allen Lösungen etwas 
schlechter. Die Salze wirken, wenn auch sehr schwach, quellungs-
hemmend. Es besteht kein ausgeprägter Unterschied zwischen den 
Wirkungen der einzelnen Kaliumsalze, dagegen wirken die Salz-
gemische KCNS-j-CaCl2, MnCl2+ MnSO4, wie auch CoSO4 deutlich 
etwas mehr quellungshemmend als die reinen Kaliumsalze. Es ist 
aber kaum anzunehmen, dass diese kleine Differenz die einzige Ur-
sache des Unterschiedes der physiologischen Wirkung der Kalium-
salze und der Salzgemische ist. Kaliumverbindungen beeinflussen 
bekanntlich stark die Permeabilität der Zellen. In reinen Lösun-
gen dieser Salze ist sie beträchtlich grösser als in Salzgemischen. 
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Es könnte nicht ausgeschlossen sein, dass auch dieser Paktor 
hier eine Rolle spielt.- Eine physiologisch gesteigerte Permeabi-
lität könnte aber den Stoffaustausch der Keimlinge fördern. 

Aus diesen Versuchen, die allerdings einen orientierenden 
Charakter tragen, geht ferner hervor, dass die Feldversuche für 
die nähere Untersuchung der Ursachen der chemischen Stimu-
lation nicht so geignet sind wie die Laboratoriums- bzw. Treib-
hausversuche, bei welchen man mit grösserer Exaktheit arbei-
ten kann. 

Kurze Zusammenfassung. 
Die vorliegenden Versuche haben gezeigt, dass eine Vorbe-

handlung der Weizensamen mit den Lösungen der reinen Kali-
umsalze eine Wachstumsstimulation zur Folge hatte, die zu einer 
Steigerung des Ertrages (des getrockneten Stroh- und Körnerge-
wichts) unter den gegebenen Versuchsbedingungen um rund 10% 
führte. Eine Beizung der Samen mit Gemischen von Alkalisalzen 
und Erdalkalien bzw. Schwermetallsalzen blieb ohne merkliche Wir-
kung, abgesehen von den Mangansalzen, die eine geringe Wachs-
tumsstimulation bewirkten. Es ist nicht möglich, die Stimulations-
wirkung der Kaliumsalze mit ihrer Quellungsaktivität in direk-
ten Zusammenhang zu bringen, obwohl es nicht unwahrschein-
lich ist, dass der letzteren eine gewisse Bedeutung zukommt. 

Eine kurzdauernde (4—5 St.) Einquellung der Samen in Was-
ser vor der Aussaat hatte einen günstigen Einfluss auf die spä-
tere Entwicklung der Keimlinge. 

Pflanzenphysiologisches Laboratorium 
der Universität Tartu. 

September 1925. 
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Eelmiste köidete sisu. — Contenu des YOlumes precedents. 
A I (1921). 1. A. P a l d r o c k . Ein Beitrag zur Statistik der 

Geschlechtskrankheiten in Dorpat während der Jahre 1909—1918. 
— 2. K. V ä i s ä l ä ! Verallgemeinerung des Begriffes der Dirich-
letschen Reihen. — 3. C. S c h l o s s m a n n. Hapete mõju kolloiidide 
peale ja selle tähtsus patoloogias. (L'action des acides sur Ies colloides 
et son roie dans la pathologie.) — 4. K. R e g e l . Statistische und phy-
siognomische Studien an Wiesen. Ein Beitrag zur Methodik der Wie-
senuntersuchung. — 5. H. R e i c h e n b a c h . Notes sur lesmicroorga-
nismes trouves dans Ies peches planctoniques des environs de Covda 
(gouv. d'Archangel) en ete 1917. — Mise. F. B u c h o l t z . Der gegen-
wärtige Zustand des Botanischen Gartens zu Dorpat und Richtlinien 
für die Zukunft. 

A I I (1921). 1. H. B e k k e r . The Kuckers Stage of the Ordo-
vician Rocks of NE Estonia. — 2. C. S c h l o s s m a n n . Über die Darm-
spirochäten beim Menschen. — 3. J. L e t z m a n n . Die Höhe der 
Schneedecke im Ostbaltischen Gebiet. — 4. H. K a h o. Neutraalsoo-
Iade mõjust ultramaksimum - temperatuuri peale Tradescantia zebrina 
juures. (Über den Einfluss der Neutralsalze auf die Temperatur des 
Ultramaximums bei Tradescantia zebrina.) 

A I I I (1922). 1. J. N a r b u t t . Von den Kurven für die freie 
und die innere Energie bei Schmelz- und Umwandlungsvorgängen. — 
2. A. T o M c o H i) (A. T h o m s o n ) . ÖHa^eHie aMMOHiftH KixrB cojiefi ^jia 
nHTaHia BHcmnxi) KyjibTypHuxt pacTemfi. (Der Wert der Ammonsalze 
für die Ernährung der höheren Kulturpflanzen.) — 3. E. B l e s s i g . 
Ophthalmologische Bibliographie Russlands 1870—1920. I. Hälfte (S. I—VII 
und 1—96). — 4. A. L ü ü s . Ein Beitrag zum Studium der Wirkung 
künstlicher Wildunger Helenenquellensalze auf die Diurese nierenkranker 
Kinder. — 5. E. O p i k. A Statistical method of counting shooting stars 
and its application to the Perseid shower of 1920. — 6. P. N. K o g e r -
m a n . The chemical composition of the Esthonian M.-Ordovician oil-
bearing mineral „Kukersite". — 7. M. W i t t l i e h und S. W e s h n j a -
k o w . Beitrag zur Kenntnis des estländischen Ölschiefers, genannt 
Kukkersit. — Mise. J. L e t z m a n n . Die Trombe von Odenpäh am 
10. Mai 1920. 

A IY (1922). 1. E. B l e s s i g . Ophthalmologische Bibliogra-
phie Russlands 1870—1920. II. Hälfte (S. 97—188). — 2. A. V ä i -
d e s . Glükogeeni hulka vähendavate tegurite mõju üle südame spe-
tsiifilise lihassüsteemi glükogeeni peale. (Über den Einfluss der die 
Glykogenmenge vermindernden Faktoren auf das Glykogen des spezifi-
schen Muskelsystems des Herzens.) — 3. E. Ö p i k. Notes on stellar 
statistics and stellar evolution. — 4. H. K a h o. Raskemetallsoolade 
kihvtisusest taimeplasma kohta. (Über die Schwermetallgiftwirkung in 
bezug auf das Pflanzenplasma.) — 5. J. P i i p e r und M. H ä r m s. 
Der Kiefernkreuzschnabel der Insel Ösel Loxia pityopsittaeus estiae 
subsp. nov. — 6. L. P o s k a - T e i s s . ZurFrage über die vielkernigen 
Zellen des einschichtigen Plattenepithels. 



A Y (1924). 1. E. Ö p i k. ' .Photographic observations of the 
brightness of Neptune. Method and preiiminary results. — '2. A. 
L ü ü s . Ergebnisse der Krüppelkinder-Statistik in Eesti. — 3. C. 
S c h l o s s m a n n . Culture in vitro des protozoaires de l'intestin 
humain. — 4. H. K a h o. Uber die physiologische Wirkung der 
Neutralsalze auf das Pflanzenplasma. — 5. Y. K a u k o. Beiträge 
zur Kenntnis der Torfzersetzung und Vertorfung. —- 6. A. . T a m -
m e k a n n. Eesti diktüoneema-kihi uurimine tema tekkimise, vana-
duse ja levimise kohta. (Untersuchung des Dictyonema-Schlefers iji 
Estland nach Entstehung, Alter und Verbreitung.) — 7. Y. K a u k o. 
Zur Bestimmung des Vertorfungsgrades. — 8. N. W e i d e r p a s s . 
Eesti piparmündi-õli (Oleum menthae esthicum). (Das estnische 
Pfefferminzöl.) 

A Y I (1924). 1. H. B e k k e r. Mõned uued andmed Kukruse 
lademe stratigraafiast j a faunast. (Stratigraphical and paleontological Sup-
plements on the Kukruse stage of the Ordovician Rocks of Eesti (Esto-
n i a ) . ) — 2. J. W i l i p . Experimentelle Studien über die Bestimmung von 
Isothermen und kritischen Konstanten. — 3. J. L e t z m a n n . Das Be-
wegungsfeld im Fuss einer fortschreitenden Wind- oder Wasserhose.—-
4. H. S c u p i n . Die Grundlagen paläogeographischer Karten. — 5. E. 
Ö p i k. Photometrie measures en the moon and the earth-shine. — 
6. Y. K a u k o . Über die Vertorfungswärme. — 7. Y. K a u k ö . Eigen-
tümlichkeiten der H2O- und CO2-Gehalte bei der unvollständigen Ver-
brennung. — 8. M. T i l z e n und Y. K a u k o . Die wirtschaftlichen Mög-
lichkeiten der Anwendung von Spiritus als Brennstoff. — 9. M. W i t t -
l i c h . Beitrag zur Untersuchung des Öles aus estländischem Ölschiefer. 
— 10. J. W i l i p . Emergenzwinkel, Unstetigkeitsflächen, Laufzeit. — 
11. H. S c u p i n. Zur Petroleumfrage in den baltischen Ländern. 1—. 
12. H. R i c h t e r . Zwei Grundgesetze (Funktion- und Strukturprinzip) 
der lebendigen Masse. 

A V I I (1925). 1. J. V i l m s . Kõhreglükogeeni püsivusest mõne-
suguste glükogeeni vähendavate tegurite puhul. (Über die Stabilität 
des Knorpelglykogens unter verschiedenen das Glykogen zum Ver-
schwinden bringenden Umständen.) — 2, E. B l e s s i g . Ophthal-
mologische Bibliographie Russlands 1870—1920. Nachtrag. — 3. 0. 
K u r i k s . Trachoma Eestis (eriti Tartus) möödunud ajal ja praegu. 
(Das Trachom in Estland (insbesondere in Dorpat) einst und jetzt.) -— 
4. A. B r a n d t . Sexualität. Eine biologische Studie. — 5 . M. H a l t e n -
b e r g er. Gehört das Baltikum zu Ost-, Nord- oder zu Mitteleuropa ? ̂  
6. M. H a l t e n b e r g e r . Recent geographica! work in Estonia. .. 

B I (1921). 1. M. V a s m er. Studien zu£ albanesischen Wort-
forschung. I. — 2. A. v. B u l m e r i n c q. Einleitung in das Buch des 
ProphetenMaleachi. 1. — 3. M. V a s m e r . Osteuropäische Ortsnamen. 
— 4. W. A n d e r s o n . Der Schwank von Kaiser und Abt bei den 
Minsker Juden. — 5. J. B e r g m a n . Quaestiunculae Horatianae. 

B I I (1922). 1. J. B e r g m a n . Aurelius Prudentius Clemens, 
der grösste christliche Dichter des Altertums. I. — 2. L. K e t t u n e n. 



Lõunavepsa häälik-ajalugu. I. Konsonandid. (Siidwepsische Lautgeschichte. 
I. Konsonantismus.) — 3. W. W i g e t. Altgermanische Lautunter-
suchungen. 

B I I I (1922). 1. A. v. B u l m e r i n C q . Einleitung in das Buch 
des Propheten Maleachi. 2. — 2. M. A. K y p n H H C K i f t (M. A. K u r -
t s c h i n s k y). ConiajibHbiü 3aKoin>, cjiy^aft h cßoöoaa. (Das soziale 
Gesetz, Zufall und Freiheit.) — 3. A. R. (J e d e r b e r g. Die Erstlinge 
der estländischen Zeitungsliteratur. — 4. L. K e 11 u n e n. Lõunavepsa 
häälik-ajalugu. II. Vokaalid. (Siidwepsische Lautgeschichte. II. Voka-
lismus.) — 5. E. K i e c k e r s . Sprachwissenschaftliche Miscellen. fl.J 
— 6. A. M. T a l l g r e n . Zur Archäologie Eestis. I. 

B IY (1923). 1. E. K i e c k e r s. Sprachwissenschaftliche Mis-
cellen. II. — 2. A. v. B u 1 m e r i n c q. Einleitung in das Buch des 
Propheten Maleachi. 3. — 3. W. A n d e r s o n , Nordasiatische Flutsagen. 
— 4. A. M. T a l l g r e n . L'ethnographie prehistorique de Ia Russie du 
nord et des Etats Baltiques du nord. — 5. R. G u t m a n n. Eine unklare 
Stelle in der Oxforder Handschrift des Rolandsliedes. 

B V (1924). 1. H. M u t s c h m a n n . Milton's eyesjight and the 
chronology of his works. — 2. A. P r i d i k . Mut-em-wija, die Mutter 
Amenhotep's (Amenophis') III. — 3. A. P r i d i k . Der Mitregent des 
Königs Ptolemaios II Philadelpl^os. — 4. G. S ü s s. De Graecorum fa-
bulis satyricis. — 5. A. B e r e n d t s und K. G r a s s . Flavius Josephus: 
Vom jüdischen Kriege, Buch I—IV, nach der slavischen Übersetzung 
deutsch herausgegeben und mit dem griechischen Text verglichen. I. Teil. 
— 6. H. M u t s c h m a n n . Studies concerning the origin of „Paradise 
Lost". 

B VI (1925). 1. A. S a a r e s t e . Leksikaalseist vahekordadest 
eesti murretes. I. Analüüs. (Du sectionnement lexicologique dans Ies 
patois estoniens. I. Analyse.) — 2. A. B j e r r e. Zur Psychologie des 
Mordes. 
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