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Liihikokkuvote

Bakalaureusetoos késitletakse parameetriliste Bezier’ liitkoverate konstruee-
rimist. Defineeritakse Bernsteini baaspoliinoomi, Bezier’ kovera, polaarkuju
ja Bezier’ liitkovera moisted ning vaadeldakse nende tdhtsamaid omadusi
ja nendevahelisi seoseid. Tutvustatakse de Casteljau algoritmi ja uuritakse
Bezier’ koverate ithendamist ja nii ruut- kui ka kuupkoveratega interpolee-
rimist. Defineeritakse subdivision kui osadeks jaotamine ning ka kui meetod
olemasoleva poliigoni (murdjoone) parendamiseks tippude lisamise teel. Tut-
vustatakse nelja subdivision algoritmi.

CERCS teaduseriala: P170 Arvutiteadus, arvutusmeetodid, siisteemid,
juhtimine (automaatjuhtimisteooria).
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CONSTRUCTION OF PARAMETRIC COMPOSITE BEZIER
CURVES
Bachelor thesis
Laura Karu

Abstract
This Bachelor’s thesis is focused on the construction of parametric Bezier
composite curves. The concepts of Bernstein’s basic polynomial, Bezier cur-
ve, blossom and Bezier composite curve are defined and their most important
properties and their relations are considered. The de Casteljau algorithm is
introduced and the combination of Bezier curves and interpolation with both
quadratic and cubic curves is explored. Subdivision is defined as partitioning
and also as a method to improve an existing polygon by adding vertices. Four
subdivision algorithms are introduced.
CERCS research specialisation: P170 Computer science, numerical analy-
sis, systems, control.
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Sissejuhatus

Kaesoleva t66 temaatika kuulub geomeetrilise modelleerimise valdkonda. IT ter-
ministandardi projekti (1998-2001) sonastik defineerib moiste geomeetriline mo-
delleerimine kui manipuleeritaval kujul ruumilisi vorme esitava mudeli loomine
arvutisiisteemil. Uldisemalt on tegemist iithe osaga arvutipohisest geomeetrilisest
kujundusest (ingl k computer-aided geometric design ehk CAGD) rakendusmate-
maatika ja arvutusgeomeetria valdkonnast.

Teemasse sisseelamiseks on paslik radkida veidi ajaloolist tausta monest vot-
meisikust ja tildiselt teooria péaritolust.

Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968) oli vene ja Noukogude Liidu matemaa-
tik, kes tutvustas 1911. aastal poliinoome, mis hiljem tema auks nimetati Bernstei-
ni poliinoomideks. Kahekiimnenda sajandi keskpaigas, kui autode masstoodangu
jaoks tuli otsida uusi viise, kuidas autosid kujundada, sai hoo sisse pindade para-
metriseerimine. 1960. aastatel hakkasid Bernsteini poliinoomi rakendamise vastu
huvi tundma kaks prantsuse inseneri: Paul de Faget de Casteljau (1930-...) ning
Pierre Etienne Bezier (1999-1910), kes to6tasid vastavalt Citroéni ja Renault au-
totehastes. De Casteljau idee autokere kuju kirjeldada matemaatiliselt oli viga
uuemeelne ajal, mil arvutid veel levinud ei olnud. Sarnaselt uuris ka Bezier, kuidas
geomeetrilise modelleerimise abiga dra hoida auto kuju ebatépsusi, mis olid liht-
sad tekkima paberjoonistel voi kidega vormitud mudelitel. Pindade modelleerimise
vajadust voibki lugeda arvutipohise disaini kéekaigu alguseks.

Huvitaval kombel t66tasid Bezier ja de Casteljau kdoverate ja pindade teooria
vélja teineteisest soltumatult, kuid kuna Citroéni litsenstide tottu ei saanud de
Casteljau enda tulemusi avalikustada ning Bezier avaldas enda uurimuse varem,
siis kannab teooria just tema nime.

Tanapéaeval on geomeetriline modelleerimine oluline osa arvutidisainist. Uuri-
takse enamasti kahemootmelisi koveraid tasandil ja kolmemootmelisi pindasid ruu-
mis, kuid teoreetiliselt on voimalik ka suuremamootmelistes ruumides mudeleid te-
kitada. Koige tiitipilisem Bezier’ koverate kasutus tasandil on fondid, nt ruut Bezier’
koveratega on méadratud TrueType-fondid. Kolmemdotmelisi mudeleid kasutatakse
arhitektuuris ja geoloogias. Animafilmide loomisel tekitatakse 3D parameetrilised
pinnad, mis kujutatakse kahemootmelisena ekraanile. Niisiis, geomeetrilisel model-
leerimisel on palju tdhtsaid rakendusi.

Georges de Rham (1903-1990) oli Sveitsi matemaatik, kes 1956. aastal tutvustas
esimest subdivision algoritmi. Ta niitas, et algoritmi abil genereeritud funktsioo-
nide jada koondub funktsiooniks, mis on koikjal diferentseeruv, kuid mitte kuskil
kaks korda diferentseeruv. George Merill Chaikin (1944-2007) oli ameerika mate-
maatik, kes 1974. aastal tutvustas subdivision’it kui praktilist algoritmi kdoverate
kujundamiseks. Chaikini algoritm oli teerajajaks teistele subdivision algoritmide-



le. Kuna subdivision algoritmid on paindlikud ja neid on lihtne rakendada, siis
on tegemist tohusa meetodiga, et kujundada nii 2D kui ka 3D koveraid ja pindu.
Viimase paari aastakiimne jooksul on need algoritmid aina enam rakendust leid-
nud (nt arvutigraafikas voi animatsioonitéostuses) ja samas laienenud ka uutesse
suundadesse.

Kaesolev bakalaureuset6o tutvustab geomeetrilise modelleerimise temaatikat.
To66s vaadeldakse parameetriliste koveratega seonduvat, ei tegeleta parameetriliste
pindadega. T066s kasutatud terminid on kooskodlas valdkonna terminoloogiaga, siin
ei ole liritatud kasutada nn klassikalisemaid termineid: néiteks Bezier’ koverat voiks
nimetada ka parameetriliseks poliinoomiks ning Bezier’ liitkoverat splainiks. Autori
teada eestikeelne kirjandus antud valdkonnas puudub ja seetottu on selline termin
nagu subdivision t60s kasutusel ingliskeelsena (ei ole onnestunud leida eestikeelset
tolget, mis piisavalt tépselt kirjeldaks subdivision’i olemust).

T66 on valdavalt referatiivne, peamisteks allikateks on monograafiad [4], [6] ja
[7]. Autori panus on materjali ja toestuste detailne kirjapanek, erinevate néidete ge-
nereerimine ning joonistega illustreerimine. Tutvustatud algoritmid on autori poolt
realiseeritud kasutades programmeerimiskeelt Python ning selle abil on valminud
ka mitmed joonised.

Antud t66 on jaotatud neljaks osaks.

Esimeses peatiikis késitletakse Bernsteini poliinoome ja Bezier’ koveraid. De-
fineeritakse Bernsteini baaspoliinoomi ja Bezier’ kovera moisted ning vaadeldakse
nende tidhtsamaid omadusi. Uhtlasi tutvustatakse de Casteljau algoritmi, mis on
iiks otsene ja numbriliselt stabiilne viis Bezier’ koveral paiknevate punktide ar-
vutamiseks. Leitakse Bezier’ kovera suvalist jarku tuletised, mis leiavad kasutust
jargnevas peatikis.

Teises peatiikis uuritakse Bezier’ koverate {ithendamist ja nii ruut- kui ka kuup-
koveratega interpoleerimist. Defineeritakse liitkovera moiste ning kasutatakse eel-
nevas peatiikis leitud seoseid, et méaarata liitkovera siledus. Ruutkoverate korral
saab réakida pidevalt diferentseeruvatest koveratest, kuupkoverate korral kaks kor-
da pidevalt diferentseeruvatest koveratest. Geomeetrilise tdhenduse paremaks sel-
gitamiseks on toodud naiteid.

Kolmandas peatiikis defineeritakse poliinoomi polaarkuju moiste, vaadeldakse
selle omadusi ning seoseid Bezier’ koveratega.

Neljandas peatiikis defineeritakse subdivision kui osadeks jaotamine ning ka
kui meetod olemasoleva poliigoni (murdjoone) parendamiseks tippude lisamise teel.
Tutvustatakse nelja subdivision algoritmi ning analiiiisitakse nende koonduvust ja
omadusi.



1 Bezier’ koverad

Siin peatiikis defineerime Bernsteini poliinoomi ja Bezier’ kovera moisted ning toes-
tame moned nende omadused. Uurime de Casteljau algoritmi, mis numbriliselt
stabiilne viis Bezier’ koveral paiknevate punktide leidmiseks. Arvutame vilja ka
tuletised, mida ldheb jargmises peatiikis koverate ihendamisel tarvis. Peatiikk po-
hineb allikal [6].

1.1 Bernsteini baaspoliinoomid

Olgu P,, n-astme poliinoomide ruum, st
Pn={p:R—->R|p(t) =ap+art +ast’+.. +ant", a; eR}.

Funktsioonid 1,¢,¢2, ..., " moodustavad baasi ruumis P,,. Bernsteini baaspoliinoo-
mid on alternatiivne véimalus ruumi P, baasi moodustamiseks.

Definitsioon 1. Bernsteini n-astme baaspoliinoomideks nimetatakse poliinoome
kujul

BI(t) = (’;)tiu _O" =0, n.
Kui i ¢ {0,...,n}, siis kokkuleppe kohaselt B;'(t) = 0.
Juhul n = 3 on Bernsteini baaspoliinoomid
Bi(t) = (1-1)%, B} (t) =3t(1-t)?, By(t)=3t*(1-t), Bi(t) =t>

esitatud joonisel [T}

1 t

Joonis 1: Bernsteini baaspoliinoomid juhul n = 3.

Bernsteini baaspoliinoomidel on jargmised omadused:



Omadus 1. Polinoomid By, i =0,...,n, on lineaarselt soltumatud.

n
Toestus. Oletame, et leidub o = (ay)iLy, nii, et Y ;B (t) = 0. Siis ¢ # 1 korral

=0
" i n n\
o; B (t « =) T,
T (- t)"Z Bi0) = Z Z(‘)(l t)i ;0 Z(z)
kus tegime muutuja vahetuse x = ¢ Teame, et poliinoomid y*, ¢ =0,...,n, on
lineaarselt soltumatud, seega «; = 0, 2 = 0,...,n, mis tdhendab, et ka Bernsteini
baaspoliinoomid on lineaarselt soltumatud. ]
Omadus 2. Polinoomid B;]' ja B, _;, i1=0,...,n, on simmeetrilised, st

Bj'(t) = B;_;(1-1).

Toestus. Definitsiooni kohaselt

B0 =( " Ja-omia- -0 (e - - B

O
Omadus 3. Polinoomid B;',i=0,...,n, on vahemikus (0,1) positiivsed
Bi'(t)>0, te(0,1).

Téestus. Fikseerime ¢ € (0,1). Siis t' > 0, (1-1)""" >0, seega B(t) > 0. O
Omadus 4. Léigu [0,1] otspunktides on polinoomidel B, i = 0,...,n, jirgmised
vdartused

1, i=0, 0, i=0,....n-1,

CHOES I Br(1)=1" !
0, 2=1,...,n, 1, i=n.

Toestus. Olgu ¢ =0, siis

n

B0) -

)00(1 -0)"”

ja
n

B (1) = ( )1"(1 _)rro g

n
Olgu i > 0, siis
n

B7(0) = ]

)02'(1 -0)""=0
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Kui i < n, siis

Br(1) = (7;)11'(1 — 1) = .

O
Omadus 5. Polinoomid Bj', i =0,...,n, moodustavad thejaotuse, st
n
Y. Bi(t)=1, VteR.
i=0
Toestus. Binoomvalemi pohjal
non\ - ) n
L= (t+(1—1))" = Z( ,)t%(l 1= S BI().
i=0 \ i=0
O
Omadus 6. Polinoomid B;',i=0,...,n, rahuldavad rekursiivset seost
B () = tBiLy (1) + (1 - ) B (1), (1)

kus B",(t) = B",,(t) = 0 ning BY(t) = 1.
Toestus. Olgu 0 <i<n+1. Vorduse paremat poolt teisendades saame

B0+ (-8R =1 " )@@ n(Tea - o -

1

0 o
Lisaks

(i 7—11) " (:L) T (i- 1)!(7:- i+ i!(nni I nv;g:-:)‘l) ) (nj 1)’

seega kehtib.
Kui i = 0, siis Bf*'(t) = (1 -t)""' = (1 -t)BYy. Kui i = n + 1, siis B"H{(t) =
" =BT (1). O

Omaduse [ pohjal saab Bernsteini baaspoliinoomide véirtusi arvutada jargmise
kolmnurkse skeemi kohaselt, kus iga tulp arvutatakse eelneva tulba pohjal

1=B) B, B ... B} in1(?)
s
Bf B? ... BV \
2 Bl (t 0D pon
B} ... B} i (1) B (t)
By



Viimatinimetatud omadus on aluseks de Casteljau algoritmile, mida kirjeldame

punktis [I.3]

1.2 Poliinoomi esitus Bezier’ kujul

Olgu antud ag,...,a, € R?. Funktsiooni p : R - R?,
n .
p(t) = ZaitZ (2)
i=0

nimetame parameetriliseks poltinoomiks. Kuna n + 1 lineaarselt soltumatut Berns-
teini baaspoliinoomi B;'(t) moodustavad baasi n-astme poliinoomide ruumis, saab
poliinoomi esitada tiheselt Bezier’ kujul

p(t) = ﬁgbiB?(w, (3)

kus by, ..., b, € R

Naiide 1.1. Olgu d =2 ja n = 2. Defineerime by = (0,1), by = (1,1) ja by = (2,0).
Siis poliinoom on kujul

p()=(0-(1-t)*+1-2t(1-t)+2-¢3,1-(1=t)>+1-2t(1—t) +0-t?)
= (2t,1-1%).

Esituse kordajad saab siit vilja kirjutada kui ag = (0,1), a; = (2,0) ja ag =
(0,-1). Poliilnoom p(t), t € [0,1], ja punktid b; on kujutatud joonisel

X2

by

Joonis 2: Ruutpoliinoom Bezier’ kujul koos Bezier’ punktide ja juhtpoliigoniga.



Niites toodud parameetrilise poliinoomi saab esitada ka mitteparameetrili-
2

sel kujul tehes muutujavahetuse 2t = . Siis p(z) = 1- % kujutab sama poliinoomi.
Esituselt esitusele iile minnes voi vastupidi, saab kordajate teisendamisel
kasutada valemeid (vt [6] 1k 20-22)

ap, t=0,...,n,

a; = 2(—1)“’“(?)(2)% i=0,...n.

Definitsioon 2. Bezier’ koverateks nimetatakse parameetrilisi poliinoome
p:[a,b]aRd kujul

u-—-a

p(U) = Z b’Lan(t)a t= y UE [CL, b:|7
,L'=0 b —-a

Punkte b; € R? nimetatakse Bezier’ punktideks ning murdjoont bgb; ... b, Bezier’
juhtpoliigoniks (vt joonis [3). On selge, et u € [a,b] korral ¢ € [0,1], lisaks saame
esitada u = u(t) = a(1-1t)+bt. Parameetreid ¢ ja v nimetatakse vastavalt lokaalseks
ja globaalseks poliinoomi p parameetriks.

Eelmises peatiikis toestatud Bernsteini poliinoomide omaduste abil saab toes-
tada jargmised Bezier’ koverate omadused.

Omadus 7. Kovera algus- ja lopp-punktis p(a) = by ja p(b) = by,.

Téestus. Omaduse || pohjal p(a) = Y b;Bf'(0) = by ning p(b) = Y b;Bi(1) =
i=0 i=0

b,,. O
Definitsioon 3. Elementide z1,...,x, afiinseks kombinatsiooniks nimetatakse
n n
nende lineaarkombinatsiooni Zaixi, kus Z o; = 1.
i=1 i=1

Omadus 8. Iga punkt polinoomil p(u) on selle poliinoomi Bezier’ punktide afiinne
kombinatsioon.

Toestus. Tuleneb vahetult omadusest [ O

Definitsioon 4. Elementide x1,...,x, kumeraks kombinatsiooniks nimetatakse

n n
nende lineaarkombinatsiooni Z a;xi, kus Z a; =1 ning «o; 2 0.
i=1 i=1



Omadus 9. Iga punkt polinoomil p(u) on selle poliinoomi Bezier’ punktide kumer
kombinatsioon. Seega iga poliinoom asub oma Bezier’ punktide kumeras kattes.

Téestus. Omaduste[3]jafd]pohjal B (t) >0, t € [0,1]. Jiib veel rakendada omadust
[l O

C1

- - C3

.

I

I

I

I
s

I

I

I

|

I

I

I

[ 4

Co

Joonis 3: Erinevad kuuppoliinoomid Bezier’ kujul.

1.3 De Casteljau algoritm
Uks véimalus poliinoomi

u-—a

p(u) = ZblBZl(t)a t= , UE [avb]7
i=0 b-a

vidrtuse arvutamiseks mingis punktis on leida Bernsteini poliitnoomide B;' vaartu-
sed ning nende abil p véédrtus. Vahetum meetod on aga de Casteljau algoritm.
De Casteljau algoritm. Defineerime esmalt b? = b; ning seejérel iga r =

1,...,n korral
bl =(1-t)bl +tbl{, i=0,1,....,n-r. (4)

Viimane selle seose abil leitud punkt on b = p(u).
Viite toestamiseks lahtume koverast

n
p(u) = 3 bYB}(t)
i=0
ning néitame, et iga r =1,...,n korral kehtib
n—r
p(u) = ) bi B (1), (5)
=0
kus b; on leitud seose (4] abil.
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Toepoolest, vordus kehtib r = 0 korral. Omaduse |§|ja seose pohjal

S bIBIT(H) = S bl (BT () + (1- 1) B (1))
7=0 1=0

n—-r—1 n—r

= Y b BTN ) + Yo (1- )b BTN(t)
i=—1 1=0

n-r-1

= ¥ ((A-t)b} +tb,) B} ()
=0

-1
b BT ().

i=0
Sellega oleme naidanud, et
n n—1 n—2 0
p(u) = 2 bYBI(t) = 3 biBI ™ (t) = 3, biB™(t) =+~ = 3 bI'B(t) = bg.
i=0 i=0 i=0 i=0

De Casteljau algoritm leiab p(u) = by véértuse kasutades rekursiivset seost
. Selle kiigus tekivad vahepealsed punktid b}, mille saame paigutada kolmnurk-
sesse tabelisse, kus iga element on eelnevas tulbas paikneva kahe elemendi kumer
kombinatsioon:

by bt
0 L e R
0 1 &
bl bO /
-1 -t
by bl bl bij —— b;
0 1 2
bn bn—l bn—2 bg

by = (0,1)

b? = (0,4) b} =(0,2.5)

b) = (5,5) bi=(2.5,45) bi=(1.25,3.5)

bd=(7,0) by=(6,25) b?=(4.253.5) bi=(2.75,3.5)

Joonisel [4] on kujutatud algoritmis tekkinud punktid ja vastav Bezier’ kover.
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Joonis 4: Kuup-Bezier’ kover p(u) ning de Casteljau algoritmi abil arvutatud
1
=) =bj.

p(z) 0

1.4 Bezier’ kovera diferentseerimine

Bezier’ kovera
U-a

=S b;B(t), t= :
p(u) = R BB (D), 1=

tuletiste arvutamiseks leiame esmalt Bernsteini baaspoliinoomide

BI(t) = (?)ti(l SO =0, m,

u € [a,b],

tuletised. Iga i =1,...,n—1 korral
d d [(n\,; ;
ZB™Mt) = — £(1 =) =
dt i) dt[(i) ( ) ]

= (%) oy (M- e -

n! n!

= mt“(l —t)" - i!(n——l—i)!ti(l — )y =
o [ N G e

n (B (t) - BI7H(1)).

Lisaks
%Bg(t) - % [(3)(1 - t)”] =—n(1-1)"" = -nBy (1)

12



ning
d d n -1 -1
—B'(t)=— " =nt""" =nBl(1).
=g [(n) ] " nBa-1(t)
Arvestades, et B";!(t) = B"!(t) = 0, saame

%B”(t) n(BI(6) - BIU(1)), i=0,....n. (6)

Kasutades seost @ diferentseerime niitid Bezier’ koverat muutuja u jargi

%b(u):ibi "(t) — i (Bl‘—’f(t)—B?_l(t))'ﬁ:
=0

n - n— n-— n—
—a(boBﬁll(t)—boBO Yt) + by BY L (t) — by B M (t) + -+ +

= b _
+b,_ 1B”‘1(t) ~ b, 1Bl (t) + b, BIZ1 (1) ~ b, Bl (t)) =
Z Ab; B (1),
b a5

kus Ab; = b, — b; ning arvestasime, et B"7*(t) = B (t) = 0.
Tuletised parameetri piirkonna otspunktides u = a ja u = b avalduvad jargmiselt:

n

d n-l n n
—b(a)=— S Ab;B? 1(0) = ——Aby= ——(b; - b 7
2. b(a) _a;) iB{"7(0) = . —Abg = . — (b1 - bo), (7)

d n
—Db(d) =
du () b-

n n
=——Ab,1=—(b,-by_1). (8)
b-a b-a

Kasutasime siin omadust 4} Geomeetriliselt tdhendavad omadused ja , et
Bezier’ kovera b puutuja punktis v = a on samasihiline vektoriga Abg = by — by
ning puutuja punktis © = b on samasihiline vektoriga Ab,,_1 =b, —b,_1.
n-1
Leiame niiiid teist jirku tuletise. Selleks piisab méargata, et Z Abz-Bf_l(t) on
i=0
n — l-astme Bezier’ kover kontrollpunktidega Ab;, seega

d2 - n—-2
_dqu(u) = g A(Ab;) B “(t)
ning tldiselt
d” n!
—b ———— » A"b;B" (¢
du” (u) = (n=r)!(b- Z (),

kus Arbz = AT_le‘_,.l - Ar_lbi.
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Omaduse [4] pohjal parameetri piirkonna otspunktides u = a ja u =0

d" n!

! n!
awr " G- ay

d" !
A"b —b(b)=————A"by;. 9
O qur (4) (n=r)i(b-a)" )

Kuna A" by sisaldab liidetavatena punkte by, ..., b, ning A"b,,_, punkte b,, ., ..., by,
siis oleme toestanud jargmise lause.

Lause 1.1. Polinoomi b(u) r-jarku tuletis punktis uw = a soltub r + 1 esimesest
Bezier’ punktist, r-jarku tuletis punktis uw = b soltub r+1 viimasest Bezier’ punktist.
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2 Bezier’ koverate uhendamine

Antud peatiikis uurime Bezier’ koverate ithendamist. Uhendamise eesmérk on leida
liitkover, mis oleks piisav arv kordi pidevalt diferentseeruv. Autori kdsutuses ol-
nud allikates Bezier’ koverate ihendamist sellisel kujul ei késitletud, vaadeldi teisi
klassikalisi poltinoomi esitusi ja B-splaine, mistottu voib antud peatiikki nimetada
autori omaloominguks. B-splainide teooria on klassikalisem ja téielikum ning eri-
nevus meie lahenemisest seisneb vaid selles, millise baasi kaudu vaadeldavad tiikiti
poliinoomid on esitatud. Bezier’ liitkoverad koosnevad Bezier’ koveratest, mis on
esitatud Bernsteini baaspoliinoomide kaudu.

2.1 Sisevorrandid

Vaatleme Bezier’ koveraid p : [a,b] - R? ja q: [b, ¢] = RY,

p(u)= Y bBI(1), t="—", uelab],
i=0 b-a
L n u—>b

q(u) = ZdZBz (t)v t= , UE€ [b,C],
i=0 c-b

kus b; € R%, d; e RY, i = 0,...,n. Defineerime (liit)kdvera

_p(u), a<u<b,
s(u) = {q(u), b<u<e. (10)

N

Kover s on pidev (s € C%), kui ta on pidev punktis u = b, st p(b) = q(b), mis
omaduse [7| pohjal on samavéédrne tingimusega

b, = do. (11)
Kover s on pidevalt diferentseeruv (s € C1), kui p’(b) = q'(b), st lisaks vordusele
kehtib omaduste [7] ja [§| pohjal veel
bn - bn—l _ dl - dO
b-a c-b

Vordused ja madravad punktid dg ja d; iiheselt, kui b,_; ja b, on
fikseeritud ning kehtib

(12)

C—

b—

S|

dOan, d1 :(1—,u)bn,1+,ubn, = > 1.

S|

15



.. dk k
Uldiselt on kover s r korda pidevalt diferentseeruv (s € C"), kui ﬂp(b) = d—q(b),
u

k
(7
k=0,1,...,r, ehk (9) pohjal

AMb, . AR
(b—a)k  (c-b)*’

k=0,1,...,r (13)

Niiteks r = 2 korral on vordused kujul

bn - bnfl d1 - d() bn - an,l + bn,Q _ d2 - 2d1 + d()

b, = do, _ , _
0 b-a c—b (b—a)? (c-0)?

ning lisaks punktidele dg ja d; on iiheselt madratud ka punkt ds, kui b,,_2, by,_1
ja by, on fikseeritud. Seejuures

c—b\?
d2 = (b ) (bn—an_1+bn_2)+2d1 —d()
—-a

= (1 - N)Q(bn - 2bn—1 + bn—2) +2 ((1 - N)bn—l + Mbn) - bn
=(1- ,u)zbn,g +2(1 = p)pubp-q + Man-

Toome siinkohal kaks néidet tingimuse rakendamise kohta. Esimene neist
selgitab tingimuse ((13) geomeetrilist tdhendust, teine parametriseeringu méju liit-
kovera diferentseeruvusele.

Niide 2.1. Olgu antud kontrollpunktid by, by, ba, bs € R? ning nende poolt mééra-
tud kuup Bezier’ kover p(u), u € [a,b]. Konstrueerime kuupkovera q(u), u € [b, c],
kontrollpunktidega dg, d;, da, d3 € R? nii, et liitkoveral oleks teatavad pidevuse
omadused. Kasutame siin lisaeeldust, et parametriseering on iihtlane, st b—a = c—b.

Bezier’ liitkover (10]) on pidev, kui kehtib vordus bs = dy (vt joonis . Punktid
d;, ds ja d3 saab valida vabalt.

Joonis 5: Pidev Bezier’ liitkover.
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Bezier’ liitkover on pidevalt diferentseeruv, kui by = dg ja bs—by = d; —dy,
mida ilmestab joonis |§|, kus punktid bg, bs ja d; paiknevad iihel sirgel ning (vordse
parametriseeringu korral) punktide by ja bs ning bs ja d; vaheline kaugus on
vordne. Punktide ds ja d3 asukohad on voimalik valida vabalt.

Joonis 6: Pidevalt diferentseeruv Bezier’ liitkover.

Bezier’ liitkover on kaks korda pidevalt diferentseeruv, kui lisaks vordustele
b3 = d() ja b3 - bg = d1 - d() kehtib ka b3 - 2b2 + b1 = d2 - 2d1 + d(). Paneme téihele,
et punkt ds ei ole nende vordustega méadratud ning valime selle vaartuse vabalt.
Joonisel [7] on kujutatud kaks korda pidevalt diferentseeruv liitkover.

b,

Joonis 7: Kaks korda pidevalt diferentseeruv Bezier’ liitkover.

Naiide 2.2. Olgu antud kontrollpunktid bg, by, bs € R? ning nende poolt mééra-
tud ruut Bezier’ kover p(u), u € [a,b]. Konstrueerime ruutkovera q(u), u € [b, ],
kontrollpunktidega dg,d;,ds € R? nii, et liitkover oleks pidevalt diferentseeruv.

Uurime kolme erinevat parametriseeringut, kus valime parameetri ¢ = ¢; > b

jargmiselt: ¢; =b+3(b—-a), ca=b+(b-a), c3=b+ §(b - a). Parameetrite a,b,c

paiknemine on naidatud joonisel [8
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a bcs C2 1
Joonis 8: Parameetrite a, b, ¢ paiknemine.

by -b d; -d
221 _ 217 0 Need seosed midravad dra

Tingimuse pohjal by = dg ja —— -
punktide dg ja d; asukoha, punkti do valcilme valc)alt, aga nii, et ta on koigi para-
metriseeringute korral sama (vt joonised . Punktid by, bs = dg ja d; asuvad
samal sirgel, kusjuures punkt bs jagab 16igu byd; kaheks osaks, mis suhtuvad nagu
loikude [a,b] ja [b, c] pikkused.

by - by = d

Joonis 9: Diferentseeruv ruutkover juhul ¢ = ¢;.

Joonis 11: Diferentseeruv ruutkéover juhul ¢ = es.

Parameetriliste liitkoverate korral parametriseeringu muutmine ei muuda ko-
vera kuju, sest see on iiheselt méaaratud kontrollpunktide poolt, kuid muutuvad
diferentseeruvuse omadused.
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2.2 Perioodiline interpoleerimine Bezier’ koverate abil

Olgu antud punktid xg, ... %, € RY, kusjuures x,,, = Xg, ning neile punktidele vasta-
vad parameetri vaartused ug < ... < u,;,. Eesméark on leida kinnine Bezier’ liitkover
ehk perioodiline splain, mis labiks neid etteantud punkte ning oleks maksimaalselt
sile. Seega vaja on leida s(u), u € [ug, un, ], nii, et
1) igal osaloigul w € [u;_1,u;] oleks tegemist n-astme Bezier koveraga
u — uj_l

Sl = P(0) = RIBIO, 1= e ] = L

2) liitkover s interpoleeriks etteantud vidrtusi

s(uj) =%, j=0,...,m;
T d’/’

3) s e C"! (perioodilisuse tottu ka s(uo+) = —s(um—-), r=1,...,n-1).

du” du”

Vaatleme esmalt kuupkoveratega interpoleerimist, st juhtu n = 3. Bezier’ ko-
vera p’ miiramiseks peame miirama kontrollpunktid b}, b7, b}, b3, j =1,...,m.
Tingimuse ning interpolatsioonitingimuste pcohjal

bl=bl"=x;, j=1,...,m, (14)

siin ja edaspidi koikjal perioodilisuse tottu b?”l = b}, lisaks w41 = U + (U1 —ugp).
Kuna kover peab olema kaks korda pidevalt diferentseeruv (r = 2), siis tingimuse
pohjal
j j j+1 j+1
by-by _bi -by

Uj— Uil Ujel U

Y j:]‘7"'7m; (15)

b} -2b} +b] b} —2bl" + b}
(uj = uj-1)? (ujr1 = uj)?
Oleme saanud seostest — 4m vorrandist koosneva silisteemi 4m kontroll-
punkti madramiseks. Tegelikkuses, kuna kontrollpunktid on d-modtmelised, siis
lahendatakse d vorrandististeemi, iga koordinaadi kohta eraldi.
Kasutame tahist p; = u;;l;uuj;l, 7 =1,...,m, ning esitame siisteemi pisut
g~ Wi-
teisel kujul. Asendame bg = bg“ = x; vorranditesse (|15)) ja , saame

, Jj=1,...,m. (16)

j j+1
X;—b bl - x; Uip] — Usj ; i1
J 2 _ M1 J oo j(Xj_b%):b‘i+ —xj

Uj — Uj-1 Ujr1 — Uy Uj — Uj-1

vl Ui+l — UG g Uiyl — Uj
SRR ST AL (%A A A | T
1 2 J
UJ - Uj_l ’U/] - Uj_l

1 .
<~ bj1+ + (,uj - 1)b32 = 15Xy
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ning

A JLpl g+l J+1 A
xj—2by+by by —2by +X;

5 = D) Ry
(uj —uj-1) (ujs1 = uj)
2
e (L) (x;-2b+ b)) =] - 2b]" 4 x;
Uj - U,j_l
u u 2 u u 2
j j +1 — Uy j j j+1 — Uy
- b%ﬂ B 2b{+1 I J (Qb% _ b{) _ J N Xj <
Uj - ’UJJ',1 Uj - Uj,1

e b - 2b]" 4 (1= ) (26 - b ) = ((1-p5)° - 1) %,
= béﬂ - 2b{Jrl +2(1- uj)ng -(1- ,uj)Qb{ = 15 (p5 — 2)x;.

Kontrollpunktid bé = Xj-1, bg,; =X;, J = 1,...,m, saame madrata vahetult, kont-

rollpunktide b}, bJ, j =1,...,m, leidmiseks lahendame siisteemi

(- 1)b)+ bl = pyx;, j=1,...,m, )
(1-pj)*b) = 2(1 = )bl +2b7 — bl = (2 - pj)x;, j=1,...,m.

.. 2h
Uhtlase parametriseeringu u; = ug +ih, ¢ = 1,...,m, korral u; = o " 2 ning
slisteem esitub kujul
bl +bl™t =2x;, j=1,...,m,
bl -2b) +2b]" bl =0, j=1,...,m.

Maatrikskujul on see

1
0 1 1 0 0 0 0 0 b% 2x;
1 2.2 .10 0 0 0 b% 0
0 0 0 1 1 0 0 0 b% 2%
0 0 1 -2 2 -1 0 ollbz]=| O
10000 0 .0 1[[pm| [2x,
2 -10 0 0 0 ... 1 -2/{ym 0

Uldkujul siisteem on {iheselt lahenduv, sest kuupsplainidega perioodiline
interpoleerimise iilesanne on iiheselt lahenduv (vt [§] 1k 99). Uhtlase parametri-
seeringu korral on voimalik siisteemimaatriks A ridade ja veergude elementaartei-
sendustega viia kujule, kus peadiagonaal domineerib. Selleks liidame igale veerule
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indeksiga 2k juurde veeru indeksiga 2k + 1 (modulo 2m), saame

0 2 1 0 0 O 0 0
1 0 2 -1 0 O 0 1
0 0 0 2 1 0 0 0
detA={0 1 1 0 2 -1 00
1 0 0 0 0 O 0 2
2 -1.0 0 0 O 10

Seejérel lahutame igast reast indeksiga 2k 0.5-kordse rea indeksiga 2k — 3 (modulo
2m), saame

0 2 1 0 0 0 0 O
05 0 2 -1 0 O 0 0
0 0 0 2 1 0 0 O
detA=|10 0 05 0 2 -1 0 0
1 0 o0 o0 0 0 ... 0 2
2 -1 0 0 0 0 ... 05 0

Kui siin liigutada esimene veerg viimaseks, on tegemist domineeriva peadiagonaa-
liga maatriksi determinandiga, seega det A # 0 ning iihtlase parametriseeringu kor-
ral on nédidatud iilesande ithene lahenduvus. (Domineeriva peadiagonaaliga maat-
riks on regulaarne, vastav tulemus on leitav néiteks [8] lk 333.)

Siisteemi lahendamisel leiame kontrollpunktid, mis defineerivad nii juhtpoliigo-
ni kui liitkovera.

Naide 2.3. Olgu antud punktid xg,...,Xg € R?, defineerime xg = xg. Kasutame
iihtlast parametriseeringut u; =4, ¢ =0,...,9. Otsime kaks korda pidevalt diferent-
seeruvat kinnist kuup Bezier’ liitkGverat, mis 1abib antud punkte.

Jooniselon antud punktid x;, j =0,...,8, iihendatud musta katkendjoonega,
juhtpoliigon on kujutatud punase joonena ning Bezier’ kuupkover sinise joonena.

Uurime iihtlasi ruutkoverate (n = 2) juhtu. Bezier’ kovera p; madramiseks tuleb
leida punktid b%, bl, b), j =1,...,m. Tingimuse ja interpolatsioonitingimuste
pohjal

. - '
b%zb{;r =xj, j=1,...,m, (18)
siin ja edaspidi kdikjal perioodilisuse tottu b = by, lisaks w1 = U + (U1 —
up). Kuna otsime pidevalt diferentseeruvat koverat, siis tingimusest tekivad
vorrandid A A - -
b’ -b] b’ -b] ,
2 1 _ 1 0 4=1,...,m. (19)
Uj — Uj-1 Ujr1 — Uy
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Joonis 12: Kinnine kuup Bezier’ liitkover.

Seega seostest f saime 3m vorrandist koosneva siisteemi, mis méarab 3m
kontrollpunkti. Jallegi lahendatakse d vorrandisiisteemi, iga koordinaadi kohta eral-
di. .
Kasutame tahist p; = M, 7 =1,...,m, ning esitame siisteemi pisut
' u] —Uj-1
teisel kujul. Asendame b, = bé” = x; vorranditesse ja saame

j j+1
x; —b b1 - x; Ujsl — Uj ; i+l
J 1 _ 21 J oy J(Xj_bjl):bj1+ _xj
Uj - uj—l Uj+1 - Uj Uj - ’LLj_l
R I
< bl" +Qb{=(g+l X; <
Uj — Uj-1 Uj — Uj-1
j+1 . VI
< b7+ (- 1)b] = pyx;. (20)
Kontrollpunktid b% = xj-1, b} = xj, j = 1,...,m, saame miérata vahetult,

kontrollpunktide b}, j = 1,...,m, leidmiseks lahendame vorranditest koosneva
slisteemi.

Stisteemi maatriksi A peadiagonaalil on elemendid p; - 1, peadiagonaali
kohal elemendid 1 ning viimase rea esimene element on samuti 1. Leiame selle maat-
riksi determinandi arendades esimese veeru jargi. Esimese veerus on kaks nullist
erinevat elementi ning nende esimest jarku miinorite algebralised taiendid on selli-
sed determinandid, kus peadiagonaalist iihel pool on ainult nullid, seega esituvad
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need algebralised tdiendid peadiagonaali elementide korrutise kaudu. Seega

det A= (1 -1)-(-1D?(ua-1) ... (tm - 1) +1- (-1)™1 .1 =
U2 — Ul U3~ U2

Um+1 — Um n (_1)m+1 _

Uy —upg U2 —uUp Um — Um-1

Um+1 — Um m+1 m+1
— + (-1 =1+ (-1
L gyt ()

ning paaritu m korral det A # 0 ning siisteem on iiheselt lahenduv, paaris m korral
det A = 0 ning siisteem kas ei ole lahenduv v6i on tal lopmata palju lahendeid.

Uhtlase parametriseeringu w; = ug + ih, i = 1,...,m, korral Wy = 5" 2 ning

vorrandid esituvad kujul
bl +bl™ =2x;, j=1,...,m.

Tekkiva stisteemi maatrikskuju on jargmine.

1
11 0 ...00 b% 2x1
0 110 ...0o0|] b1 2x9
N (21)
0 0 0 O 1 1 b71n—1 2Xm—1
1 000 b7 9%,

Stisteemi lahendamisel leiame kontrollpunktid, mis defineerivad juhtpoliigoni
ja liitkovera.

Naide 2.4. Olgu antud punktid xgq,...,Xg € ]R2, defineerime x9 = xg9. Kasutame
iihtlast parametriseeringut u; = 4, ¢ = 0,...,9. Otsime pidevalt diferentseeruvat
kinnist ruut Bezier’ liitkoverat, mis labib antud punkte.

J ooniselon antud punktid x;, j = 0,...,8, ithendatud musta katkendjoonega,
juhtpoliigon on kujutatud punase joonena ning Bezier’ kuupkover sinise joonena.

Praktikas kasutatakse rohkem kuupkoveratega interpoleerimist, sest siisteem
on alati iitheselt lahenduv ning kuupfunktsioonid on paindlikumad. Kui vorrelda
naiteid [2.3] ja [2.4] siis on joonistelt [I2] ja [I3] ndha, et kuupkoveratega interpoleeri-
mine on andnud samade algandmete korral tulemuse, mis on ldhedasem algandme-
te pohjal defineeritud murdjoonele. Ruutkoveratega interpoleerimisel kipuvad tihti
tekkima ka silmused, nagu ka joonisel
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Joonis 13: Kinnine ruut Bezier’ liitkover.
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3 Polaarkuju

Selles peatiikis defineerime poliinoomi polaarkuju, vaatleme selle omadusi ning seo-
seid Bezier’ koveratega. Peatiikk pohineb allikatel [4] [6].

n .
Definitsioon 5. Iga n-astme poliinoomi p(x) = Zaixl, a; € R, korral eksisteerib

i=0
n-muutuja poliinoom P(x1,...,%,), mis on
1) stimmeetriline, st P(...,z,...,25,...) = P(...,zj, ...,z ...);

2) multiafiinne ehk iga muutuja suhtes afiinne, st x; = Ay + (1 — \)z korral

P(x1,...,xi...sxp) = AP(x1, ..y, o) + (L= N)P(21,. .., 2, ..y Tn);

3) oma diagonaalil vordne poliinoomiga p, st P(z,...,z) = p(x).

Poliinoomi P nimetatakse poliinoomi p polaarkujuks (ingl k polar form voi blos-
som).

Niide 3.1. Ruutpoliinoomi p(z) = ag + a1 + agz® polaarkuju on

1+
P(Q?l,m'g) =ap+ay 2 + a2x1T2.
Néitame tingimuste 1)-3) tdidetust. Stimmeetrilisus on ilmne, sest liitmine ja
korrutamine on reaalarvude hulgas kommutatiivsed. Kontrollimaks, kas poliinoom
P on afiinne iga muutuja suhtes, votame x1 = Ay + (1 — \)z, siis

A+ (1=-N)z+xo

2
Yy+x2

PAy+(1-XN)z,x2) =ag+ay +ag(Ay+ (1-XN)z)xg =

= Aag + Aap + Aagyxo

Z+ X9

+(1=-XNao+(1-Nay +(1=XNagzwe =

=AP(y,z2) + (1 - A)P(z,22)

ning siimmeetrilisuse tottu on P afiinne ka teise muutuja suhtes. Ka kolmas tingi-

mus kehtib, sest
T+xT 9
+agx” =p(x).

P(x,x)=ap+ay
Definitsiooni korrektsuse pohjendamiseks peame néitama, et iga poliinoomi kor-

ral polaarkuju eksisteerib ning on iiheselt madratud. Selleks tGestame kaks jérgne-
vat lauset (vt [6], lk 26-27).
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Lause 3.1. Igal poliinoomil eksisteerib polaarkuju.

n .

Téestus. Vaatleme poliinoomi p(zx) = Z a;z" ning selle poliinoomi kordajate a; abil
i=0

defineeritud n-muutuja poliinoomi

P(ml,...,xn)zgjai( » %) (22)

1<k <ka<...<k;<n 3

Néitame, et P on poliinoomi p polaarkuju. Selleks piisab veenduda, et poliinoom
P rahuldab polaarkuju definitsioonis toodud tingimusi 1)-3).

Fikseerime indeksid [ ja m, ildisust kitsendamata eeldame, et [ < m. Peame
nditama, et P(...,x;, ..., Tm,...) = P(...,Tm,..., 27, ...). Summa

Ly Ly - - - Ty

1<k1<ka<...<k;<n (Tzl)

iga liidetava korral kehtib iiks jargmistest voimalustest:

2 ZE{kl,...,k‘i},m¢{k1,...,ki};
3 me{klu"')ki}ﬂl¢{k1)"‘7k’i};

Juhul 1) rakendub korrutamise kommutatiivsus, juhtudel 2) ja 3) leidub summas
selline liidetav, kus koik tegurid on vorreldes algsega samad, vélja arvatud x;, mis
on asendatud teguriga x,, (voi vastupidi). Siin rakendub liitmise kommutatiivsus.
Juht 4) ei oma stimmeetrilisuse seisukohast rolli. Seega P on siimmeetriline.
Néitame, et P on afiinne muutuja x,, suhtes. Olgu x,, = Ay + (1 — A\)z. Juhul
m ¢ {ki,...,k;} saame kirjutada
Tp1Thy -+ - Ty = )\:cklazkz T T (1 - )\)xkll’kz R 1)

3

Juhul m ¢ {k‘l, ey kz} kehtib

Thoy Thy - - - Ty = Ahy Ty - - Yo Thgy + (1= N) Ty Tpoy - - 2. .. T,

K3

Seega P on afiinne iga muutuja suhtes.
Kolmanda omaduse tdestamiseks piisab mérgata, et vorduse (22| sisemises sum-
n
mas on tapselt ( ) liidetavat.
)
O

26



Jargnevas vaatame, kuidas on omavahel seotud Bezier’ kovera kontrollpunktid,
de Casteljau algoritm ning vastava poliinoomi polaarkuju. Olgu p Bezier’ kover,

u-—-a

p(u) = Y biB(t), t= , wela,b].
i=0 b-a

Teoreem 3.2. Kui P on polimoomi p polaarkuju, siis

b; = P(a,...,a,b,...,b).
— Y—
n—i %
Toestus. Olgu uw = (1 —t)a +tb, t € [0,1]. Téhistame r € {0,1,...,n} ja i €
{0,1,...,n—r} korral

n—r—i 7 r

Kuna u = (1 - t)a + tb, siis kasutades siimmeetrilisust ja multiafiinsust saame

b; =(1-t)P(a,...,a,b,...,b,a,u,...,u)+tP(a,...,a,b,...,b,byu,...,u) =
=(1-t)bi ™ + bl

Seetottu punktid b} rahuldavad de Casteljau algoritmi ehk rekursiivset seost .
Lahtuvalt punktidest b? = P(a,...,a,b,...,b) oleme leidnud de Casteljau algoritmi
pohjal by = P(u,...,u), kusjuures polaarkuju definitsiooni kohaselt by = p(u).
Kuna u € [a,b] on suvaline ning Bezier’ esitus on iihene, siis by = b. O

Lemma 3.3. Polaarkuju on tihene.

Toestus. Olgu n-muutuja poliinoomid P ja @ on poliinoomi p polaarkujud. Ol-
gu uy,...,up € [a,b] suvalised. Iga r € {0,1,...,n} ja i€ {0,1,...,n —r} korral
defineerime
b; = P(a,...,a,b,...,byui,..., u,)

—_——— ——

n—-r—i 7

ja
c; =Q(a,...,a,b,....byui,...,u.).

n—r—i %
Kuna polaarkujud P ja @ on siimmeetrilised ning multiafiinsed, lisaks u, = (1 —
tr)a+tyb, kus t, = (u, —a)/(b—a), saame jargmised rekursiivsed seosed

b; = (1- tr)bgil + trbzr;117

ro_ r—1 r—1
Ci —(l_tr)ci +tTCZ~+1.
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Teoreemi pohjal bg = c? = b, ning rakendades induktsiooni r jérgi saame b} =
c;. Seega by = ci ehk P(ui,...,u,) = Q(u1,...,u,) iga argumentide komplekti
U, ..., Uy, korral. O

Seega oleme ndidanud, et igal n-astme poliinoomil p eksisteerib ithene polaar-
kuju P ning et poliinoomi p Bezier’ kontrollpunktid on esitatavad polaarkuju kaudu
kui b; = P(a,...,a,b,...,b),i=0,...,n.

—_——— ——

n—1 %
Lopetuseks vaatleme veel Teoreemi [3.2] valguses de Casteljau algoritmi raken-

damist. Selleks, et leida poliinoomi p vaartus punktis ¢ € (a,b), leitakse rekursiivse
seose abil punktid

bl = by
b)=b; b}
b)=by bj b}

bl =b, bl , b2, ... bl=p(c)
Teoreemi pohjal on iilemisel diagonaalil elemendid

by = P(a,...,a),
b(l)zP(a,...,a,c),
b = P(a,...,a,cc),

by = P(c,...,c)

ning alumises reas elemendid
bl = P(b,...,b),
bl , = P(b,...,bc),

b2 , = P(b,...,bcc),

0 =P(c,...,c).

Sellega on toestatud jargmine
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Jareldus 3.4. De Casteljau algoritmi kdigus leitakse polinoomi p(u), u € [a,b],
vddrtus punktis ¢ € (a,b). Sellega seoses jaotatakse poliimoom p(u), u € [a,b] ka-
heks osaks: p(u), u € [a,c] ja p(u), u € [¢,b], kusjuures kummagi osa juhtpo-
ligon on defineeritud de Casteljau algoritmi poolt, vastavalt bgbébg...,bg ning
bYb)_ b by

n~n-1%n-2--->40"
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4  Subdivision

Viimases peatiikis vaatleme subdivision algoritme kui vGimalust defineerida para-
meetrilisi koveraid. Eestikeelset vastet sellel terminil veel ei eksisteeri. Uhelt poolt
tdhendab subdivision osadeks jaotamist, teiselt poolt olemasolevate diskreetsete
andmepunktide pohjal punktide jarjestikust lisamist nii, et igal etapil saadud and-
mepunkte iithendavate juhtpoliigonide jada (neid juhtpoliigone voib nimetada ka
murdjoonteks voi lineaarsplainideks) koondub mingiks siledaks sobivate omadus-
tega funktsiooniks. Seda viimast protsessi voib nimetada ka juhtpoliigoni parenda-
miseks tippude lisamise teel. Vaatleme ladhemalt nelja subdivision algoritmi. Pea-
tiikkk pohineb allikatel [4, [0l [7], esitatud algoritmid périnevad monograafiast [7].

4.1 Subdivision kui osadeks jaotamine

Vaatleme poliinoomi

U-a
b
b-a

p(u) = éb?Bf(t), wela,b], t=

ning leiame de Casteljau algoritmi abil selle vaéartuse punktis ¢ € (a,b). De Casteljau
algoritmi rakendamise kiigus tekkivad punktid on juhul n = 3 kujutatud joonisel
Jarelduse [3.4] pohjal on murdjoonte biby ... bJ ja bibT™! ... b? niol tegemist
vastavate osapoliinoomide p(u), u € [a,c], ja p(u), u € [¢,b] juhtpoliigonidega.

Joonis 14: Juhtpoliigon bib?b9bY, vastay Bezier’ kdver p(u), u € [a,b], ja de Cas-
teljau algoritmi abil leitud punkt p(c) = bg, mis jaotab algse kovera kaheks osaks.
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Sellist Bezier’ kovera osadeks jaotamist ja vastavate juhtpoliigonide leidmist
nimetatakse subdivision’iks. Praktikas kasutatakse subdivision’it Bezier’ koverate
lahendamisel. Selleks jagatakse parameetri piirkond [a,b] pooleks, kumbki osa-
piirkond jéllegi pooleks jne. Iga osapoliinoom maérab juhtpoliigoni ning tekkivat
murdjoont vaadeldakse kui algse Bezier’ kovera ldhendit. Juhul n = 3 on selle
lahendusprotsessi esimene samm jargmine. Lahtudes algsetest Bezier’ punktidest
by, b?, b, b} defineeritakse

qo = b87
1 1
=b = =b) + =b?,
a1 =Dg 520" 5P1
1 1 1
=b2=-b)+=bY+-b)
1 3 3 1
(B:%:Z%+Z$+Z£+Zw,
1 1 1
=b? = =b? + =bJ + bl
R e AR
1 1
q5=b;=§bg+§bﬂ
e = bg
Nii saadud punktid qg, ..., qe defineerivad murdjoone, mis on esimeseks ldhendiks.
Rakendades samu lineaarteisendusi punktidele qq, ..., qs ja qs, ..., qg defineeritak-

se jargmine ldhend. Jne. Kiisimus on, kas ja kui hésti nii defineeritud murdjoon
lahendab algset koverat.

4.2 Juhtpoliigon kui Bezier’ kovera lahend

Bezier’ kovera viikese segmendi korral on tema juhtpoliigon talle kiillaltki heaks
lahendiks. Vaatleme selleks jéargmist teoreemi (vt [6], 1k 29).

Teoreem 4.1. Vaatleme poliinoomi p(u), u € [a,b], suvalist segmentiu € [c,c+nh].
Olgu selle segmendi Bezier’ punktid by, ..., b,. Defineerime parameetrid c; = c+ih,
1=0,...,n. Sius leidub konstant M, mis ei séltu parameetri ¢ valikust, nii, et

max |p(c;) - bi| < Mh?,
7
Toestus. Esitame iga kontrollpunkti polaarkuju abil kui
b; = P(c,...,c,c+nh,...,c+nh)

—
n—i @
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seejarel kasutame Taylori valemit

P(c,...,c,c+nh,...,c+nh) =

——
"’iaP(ci,...,ci) . n 8P(ci,...,ci) . 2
P )+ S GG gy OG- G) v O(h2) =
j; du; j:nz—;Hl du;
= Pless.rye)+ 2D (SR iy oSS i— iy s0(0) =
aul j=1 J=n—i+l
=0

= p(ei) + O(h?)

Kasutasime toestuses asjaolu, et P siimmeetrilisuse tottu on koik osatuletised vord-

sed. O

Joonisel [I5| on esitatud kontrollpoliigon bobibabs ja sellele vastav kuup Bezier’
kover p(u), u € [a,b]. Ndeme, et kaugused punktide by ja p(cp) ning bs ja p(c3) va-
hel on vordsed nulliga. Teoreemi 4.1 pohjal saab hinnangu kaugusele max{|p(c1) -
b1, [p(c2) - b2}

by P(Co) Co C1 Co C3

Joonis 15: Poliigon bgbibsbs, koos vastava Bezier’ kovera ning kaugustega
Ip(ei) = bil2-

Mirkus. Maksimumnormi ||- |« korral on M vihimaks voimalikuks vaértuseks
(vt [6], 1k 30)
_max_[|A%bj]e - [n/2] - [n/2]/2n.

Niiteks kuuppoliinoomide (n = 3) korral

1
M = gmaX{Hbg —2b1 +b0||oo, ||b3 —2b2 +b1||oo}.
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4.3 Subdivision kui poliigoni jarjestikune parendamine

Olgu antud mingi juhtpoliigon. See koosneb tippudest ja servadest. Subdivision on
selle poliigoni jarjestikune parendamine lisades juurde uusi tippe ning soltuvalt
algoritmist vanu tippe eemaldades voi alles jattes. Algoritme kirjeldades kasutame
termineid vana poliigon ja uus poliigon ning niitame &ra, kuidas vana poliigoni
tippude abil on defineeritud uue poliigoni tipud. Uleminekut vanalt poliigonilt uuele
késitleme algoritmi ithe sammuna.

Uue poliigoni tipud defineeritakse alati mingi lineaarkombinatsioonina vana-
dest tippudest, seda lineaarkombinatsiooni nimetatakse Ssablooniks. Selles peatiiks
vaatleme lahemalt nelja algoritmi, mis koik on iihtlased, statsionaarsed ja siimmeet-
rilised. Uhtlasus tihendab siin seda, et sama Sabloon on kasutusel koikjal iile terve
poliigoni. Mitteiihtlase Sablooni korral v6ib néiteks poliigoni otspunktide juures olla
kasutusel moni teine lineaarkombinatsioon uute tippude defineerimiseks. Statsio-
naarne tdhendab seda, et igal sammul kasutatakse sama Sablooni. Stimmeetrilisus
tdhendab seda, et piirkovera kuju ja ka igal sammul tekkiva uue poliigoni kuju ei
soltu sellest, kumb poliigoni ots loetakse alguseks, kumb lopuks.

Naide 4.1. Vaatleme juhtu, kus vana poliigoni tipud olgu P;, ¢ € 2Z. Siin v6ib
vaadelda tsiiklilist juhtu, kus mingi k& korral P, o, = P; Vi voi pseudoloplikku juhtu,
kus on fikseeritud k,l € 27, k <1, nii, et P; = Py iga i € 27Z, i < k, korral ja P; = P,
iga i € 2Z, i > [, korral. Defineerime uued tipud p;, i € Z, jargmiselt

1 6. 1 ,
p2i = §P2i—2 + éPZi + §P2i+2, ieZ,
11 ,
P2i+1 = §P2i + §P2i+2, 1€ 7.

Sellist skeemi, kus igal sammul tippude arv (ligikaudu) kahekordistub, nimeta-
takse binaarseks. Ligikaudsusest réddagime siin seetottu, et kui algset poliigoni F;,
i=0,2,4,...,2k, vaadelda loplikuna (siin on k + 1 tippu), siis uues poliigonis on
defineeritud tipud p1,pa,...,pok—2,P26-1 (2k — 1 tippu). Seega tipud kahekordis-
tatakse, aga otspunktide juurest kaovad 3 tippu &ra. Seda probleemi ei teki, kui
vaadelda tsiiklilist juhtu.

Kirjeldatud algoritmi tulemusel tekkiv piirkover on kuup Bezier’ liitkver ehk
kuupsplain (vt [7], 1k 50). Esimesed kaks sammu ja piirkover on kujutatud joonisel
16l
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Joonis 16: Algne poliigon on sinine, esimesel sammul saadud poliigon roheline,
teisel sammul saadud poliigon punane ning piirkover musta varvi.

Naiide 4.2. Antud on poliigon tippudega P;, i € 2Z. Defineerime uued tipud jarg-
miselt

3 1 )
pP2i = szz' + ZPQHZ’ i €7,
1 3 _
P2ir1 = ZP% + ZP2i+2, ieZ.

Algoritmi tulemusel tekkiv piirkover on ruut Bezier’ kdver iihtlasel vorgul, mis
interpoleerib algse juhtpoliigoni kiilgede keskpunkte (vt [7], Ik 52). Seda algorit-
mi nimetatakse Chaikin’i algoritmiks (1:2:1 reegliks). Ka siin on tegemist binaarse
skeemiga (igal sammul tippude arv (ligikaudu) kahekordistub). Esimesed kaks sam-
mu ja piirkdver on kujutatud joonisel

Naide 4.3. Ternaarse skeemi néitena vaatleme algoritmi, kus antud on poliigon
tippudega P;, i € 3Z, ning uued tipud defineeritakse jargmiselt

1 2 .
p3i-1 = §P3i73 + gpgi, 1€,
1 1 »
P3i = §P3i—3 + §P3i + §P3i+3, i€,
2 1 )
P3i+1 = gPSi + §P3i+3, 1€ 7.

Ka selle algoritmi tulemusel tekkiv piirkover on ruut Bezier’ kover iihtlasel vor-
gul, mis interpoleerib algse juhtpoliigoni kiilgede keskpunkte (vt [7], Ik 53), nagu
eelmiseski néites. Algoritmi rakendamist on kujutatud joonisel [I§
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Joonis 17: Algne poliigon on sinine, esimesel sammul saadud poliigon roheline,
teisel sammul saadud poliigon punane ning piirkover musta varvi.

Joonis 18: Algne poliigon on sinine, esimesel sammul saadud poliigon roheline,
teisel sammul saadud poliigon punane ning piirkover musta varvi.

Naiide 4.4. Viimase néitena vaatleme Dubuc’i 4-punkti skeemi. Antud on poliigon
tippudega P;, i € 27Z. Algoritmi igal sammul jadvad koik vanad tipud alles, tippude
arv (ligikaudu) kahekordistub

p2 = Po, i€,
1 9 9 1 .
D2+l = _EPQi—Q + EP% + Ep2i+2 - 1_6P2i+47 1€ 2.

4-punkti skeemiks nimetatakse seda seetottu, et uued tipud po;+1 on leitud pai-
gutades interpoleeriva kuuppoliinoomi S 1dbi nelja punkti Po;_s, ..., Ps;44 nii, et
S(0) = Pai—a, S(1/3) = Py, S(2/3) = Pajsa, S(1) = Pyjq ning valides uue poliigoni
uueks tipuks po;1 = S(1/2). Algoritmi esimene samm ja piirkover on kujutatud
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joonisel [19]

Joonis 19: Algne poliigon on sinine, esimesel sammul saadud poliigon roheline,
teisel sammul saadud poliigon punane ning piirkover musta varvi.

Vaatleme niitid voimalusi, kuidas subdivision algoritme esitada.

Esimene voimalus on dra kirjeldada sabloonid. Iga algoritmi korral Sabloonide
arv naitab ara selle skeemi aarsuse. Kirjeldatud néidete korral on Sabloonid toodud
tabelis [Il

Naéide Naide Naide Naide
[1,6,1]/8 [3,1]/4 13,6]/9 [16]/16
[4,4]/8 [1,3]/4 [1,7,1]/9 [-1,9,9,-1]/16
6,3]/9

Tabel 1: Néaidete 4.1-4.4 sabloonid

Sabloonid koosnevad ratsionaalarvudest, mille lugejad on esitatud nurksulgude
vahel, ithine nimetaja iihekordselt murrujoone all. Iga 8ablooni néol on tegemist
afiinse kombinatsiooni kordajatega, seega iga Sablooni kordajate summa on 1.

Teine voimalus subdivision skeemi esitamiseks on maatrikskuju, kus maatriksi
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ja vanade tippude vektori korrutis annab uute tippude vektori. Néite korral

1/8 3/4 1/8 0 0 ... Paia -
0 1/2 1/2 0 0 ... Py "
0 1/8 3/4 1/8 0 ... b P2iv2
. 2iv2 | =
0 0 1/2 12 0 .. i Daies
0 0 1/8 3/4 1/8 ... Pyivs
DP2i+4
0 0 0 1/2 1/2 ... Py i
P2i+5
Naite [4.2] korral
3/4 1/4 0 ... Py, b2
1/4 3/4 0 ... P D2i+1
. niv2 | =
0 3/4 1/4 ' P2i+2
0 1/4 3/4 ... Paijsq
D2i+3
Naite [4.3] korral
P3i-1
/3 2/3 0 0 0 P3i
19 7/9 1/9 0 0 Psi_3 P3i+1
0 2/3 1/3 0 0 -
0 1/3 2/3 0 0 3i P3i+2
0 1/9 7/9 1/9 0 Psivz | =| psiss
0 0 2/3 1/3 0
Py, :
0 0 1/3 2/3 0 ... 3i+6 Pai+a
0O 0 1/9 7/9 1/9 ... Psi9 D3i+5
0 0 0 2/3 1/3 Dae
D3i+7
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Niite korral

. Paiy
-1/16 9/16 9/16 -1/16 0 0 0 Py s
0 0 1 0 0 0 0
0 -1/16 9/16 9/16 -1/16 0 0 P
0 0 0 1 0 0 0 Pyivo | =
0 0 -1/16 9/16 9/16 -1/16 0 Iy
2i+4
0 0 0 0 1 0 0o ...
0 0 0 -1/16 9/16 9/16 -1/16 ... Pyive
.. P2i+8

Ulaltoodud maatriksite read on Sabloonid tabelist I} Kui me vaatame aga maat-
riksi veergusid, siis ndeme, et koik veerud on vordsed, kuid eelneva veeruga vor-
reldes aarsuse vorra nihkes. Veerus paiknevate arvude vektorit nimetatakse subdi-
viston skeemi maskiks ning see on kolmas voimalus subdivision skeemi kirjeldada.
Naite mask on %[1,4,6,4,1], néite mask on %[1,3,3, 1], néite mask
£[1,3,6,7,6,3,1], niite [4.4 mask on 75[-1,0,9,16,9,0,-1].

Sabloonid niitavad, millised vanad tipud defineerivad uue tipu, mask néitab
iga vana poliigoni tipu jaoks, milliseid uusi tippe see mojutab. Siimmeetriliste
skeemide korral, nagu koik meie neli nédidet, on maskid iseenda palindroomid. Ka-
sutame maski tdhistamiseks vektorit m = (m;);ez, kus paarituarvulise pikkusega
maski korral m; = m_; ja paarisarvulise pikkusega maski korral m;_y = m_;. Néi-
te H korral tdhistame %[1,4,6,4,1] = [m_g,m_1,mg, m1, ma], niite m korral
%[1,3,3, 1] = [m—2,m_1,mp,m1] jne, iilejiédnud elemendid vektoris m olgu nullid.
Sellisel juhul saab iga subdivision algoritmi esitada kujul

pi= Y, mijP;, i€, (23)
jeaZ

kus a on algoritmi aarsus ja m vastava algoritmi mask, P;, j € aZ, vana poliigoni
tipud, p;, @ € Z, uue poliigoni tipud.

4.4 Subdivision algoritmide analiiiis

Eelnevas peatiikis vaatlesime nelja erinevat subdivision algoritmi, mis koik on maa-
ratud oma maski poolt. Teoreetiliselt voiks votta suvalise stimmeetrilise vektori
maskiks, médrata dra aarsuse ning defineerida sel moel iihtlane, statsionaarne ja
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stimmeetriline subdivision algoritm. Nii toimides tekivad jargmised loomulikud kii-
simused:

1) Kas subdivision algoritmi kiigus defineeritud juhtpoliigonide jada koondub
mingiks funktsiooniks?

2) Kas see funktsioon on pidev, diferentseeruv, mitu korda diferentseeruv?

3) Millised on piirfunktsiooni omadused? Naiteks, kas ta interpoleerib algse
juhtpoliigoni tippe? Kui suur osa piirkoverast muutub, kui muuta iihe algse
kontrollpunkti asukohta?

4) Kui algandmed on mingi poliinoomi vaartused, kas siis piirkoveraks on see-
sama poliinoom, teisisonu, missuguse astme poliinoome on voimalik repro-
dutseerida?

Peatume neil kiisimustel vaid liihidalt ning refereerime olulisemad tulemused.

Kui rdagitakse subdivision algoritmide koonduvusest, siis moeldakse selle all, et
iga algandmete komplekti korral leidub pidev funktsioon f nii, et algoritmi poolt
defineeritud poliigonide jada koondub iihtlaselt funktsiooniks f (vt [3]). Subdivision
algoritmi koonduvuseks on tarvilik, et

Yomi =1, i=0,1,...,a-1,
jeaZ

kus a on skeemi aarsus ning m mask (vt [2]). Sisuliselt tdhendab see, et koikide
Sabloonide summa peab olema 1, mis tagab, et maski summa on vordne aarsusega.
Néidete 4.1-4.4 korral on see tingimus téaidetud.

Koonduvuse ja diferentseeruvuse uurimine taandub maskile vastava karakte-
ristliku poliinoomi omadustele. Olgu selles punktis maski m = (m;);cz elemendid
indekseeritud nii, et esimene esimene nullist erinev element on indeksiga 0. Maskile
m vastavaks karakteristlikuks poliinoomiks nimetatakse poliinoomi

s(z) = Zmizi.

Seda poliinoomi nimetatakse ka subdivision algoritmi stimboliks. Kui siimbolile s
vastav binaarne skeem on koonduv, siis siimbolile

(5

vastav binaarne skeem koondub samuti ning vorreldes siimbolile s vastava algoritmi
piirkovera siledusele on lisandunud r jarku siledust [2]. Naite korral

1+4z+622 +42% + 24 (1+z)21+22+z2

5(2) = 8 7 2
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Naiite [1.2] korral

3 2

1+32+322+2 _ 1+z 1+2z+2

s(2) = 1 2 2

Kuna subdivision algoritm, mis vastab maskile [1,2,1]/2, tekitab algse juhtpoliigoni
(8abloon [2]/2 jatab koik punktid paika, Sabloon [1,1]/2 lisab iga poliigoni kahe tipu
vahele neid tippe iithendava serva keskpunkti), siis see algoritm koondub. Niite
korral tekib kaks korda pidevalt diferentseeruv kover (r = 2), niite korral iiks

kord pidevalt diferentseeruv kover (r = 1). Néite ternaarse skeemi korral lisab
2

karakteristlikus poliinoomis iga tegur ZTJFZ juurde iihe jargu siledust (vt [7],
Ik 98). Naite [4.3] korral

s(z) =

1+32+622+72%+62%+325+ 26 _(1+z+z

2\ 2
l+z+2°
i ) )
ning kuna ternaarne skeem [1,1,1] ei tee muud kui kolmekordistab igal sammul
koik punktid, st algne juhtpoliigon siilib, siis on tulemuseks kaks korda pidevalt
diferentseeruv kover. Néite [1.4] korral on analiiis monevorra keerukam, kuigi

_ ~1+922 41623 +92% - 26 (1+2z 3 _1+432+322-23
5(2) = 16 ) ( 2 ) 2 ’

st siimbol jagub teguriga (1 + 2)3, siis piirkover on koigest iiks kord pidevalt di-
ferentseeruv (vt [2]). Eespool toodud tulemustega siin vastuolu ei ole, pohjus on
selles, et maskile [-1,3,3,-1]/2 vastav subdivision algoritm ei koondu.

Néide [£:4) on esitatud néidetest ainus, mis interpoleerib algse juhtpoliigoni
tippe. Lisaks, kur;a néite siimbol avaldub kujul s(z) = (1 + 2)"*'¢(2), kus
q(z) = # ning ¢(1) = 1/2", n = 3, siis antud skeem reprodutseerib kuni
kolmanda astme poliinoome, st kui algandmed on mingi kuuppoliinoomi vaartused,
siis subdivision algoritmi abil defineeritud piirkoveraks on seesama poliinoom (vt

)
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Kokkuvote

Kaesoleva bakalaureuset6o eesmérk on tutvustada geomeetrilise modelleerimise
temaatikat. Peamised uurimisteemad on Bezier’ liitkoverate ja subdivision algo-
ritmide tulemusena tekkivate piirkoveratega interpoleerimine ja ldhendamine, mil-
le tarbeks defineeritakse vajalikud pohimoisted ja tehakse iilevaade tahtsamatest
tulemustest, seejuures sonastatakse tingimused, mis méaéravad otsitava kovera ole-
masolu ja sileduse.

T66 on valdavalt referatiivne ja tugineb peamiselt allikatele [4], [6] ja [7]. Ise-
seisev t60 holmab materjali pohjalikumat lahti kirjutamist ning néidete toomist,
seehulgas ka joonistega illustreerimist.

T66 esimeses pooles keskendutakse Bezier’ koverate uurimisele. Analiiiisitakse
nii ruut- kui kuup Bezier’ liitkoveratega interpoleerimist, tuletatakse vorrandisiis-
teemid kontrollpunktide madramiseks ning analiiiisitakse vastavate siisteemide la-
henduvust. T66 teises pooles vaadeldakse nelja subdivision algoritmi ning nende
pohiomadusi.

Edasisi voimalikke uurimissuundi on mitu. Kuna selles t66s vaadeldakse kinnis-
te Bezier’ liitkoveratega interpoleerimist, siis saaks pohjalikumalt uurida, milline
on olukord lahtiste juhtpoliigonide korral. Sel juhul on kovera méadramiseks vaja
kasutada rajatingimusi. Ka subdiviston algoritmide rakendamisel voivad lahtiste
poliigonide korral poliigonide otspunktid kaotsi minna. Saab uurida, kuidas kaitub
algoritm, kui Ioplikke algandmeid vaadelda molemast otsast lopmatu poliigonina,
kas siis piirkovera omadused séilivad. Subdivision algoritmide puhul saab siistemaa-
tilisemalt uurida erinevate algoritmide koonduvust ja piirkovera omadusi.

41



Viited

1]

2l

3]

[4]

[5]

(6]

7]

8]

Conti, C. & Hormann, K. (2011). Polynomial reproduction for univariate subdi-
vision schemes of any arity. Journal of Approximation Theory, 163.4, 1k 413-437.

Dyn, N. (2009). Linear and Nonlinear Subdivision Schemes in Geometric Mo-
deling. Foundations of computational mathematics, Hong Kong 2008, 363, lk
68-92.

Dyn, N. & Levin, D. (2002). Subdivision schemes in geometric modelling. Acta
Numerica, 11.0, 1k 73-144.

Farin, G. (2002) Curves and surfaces for CAGD: a practical guide. Morgan
Kaufmann.

Farouki, R., T. (2012). The Bernstein polynomial basis: A centennial retros-
pective. Computer Aided Geometric Design, 29.6, 1k 379-419.

Prautzsch, H., Boehm, W. & Paluszny, M. (2002) Bézier and B-spline tech-
niques. Springer Science & Business Media.

Sabin, M. (2010) Analysis and Design of Univariate Subdivision Schemes. Sprin-
ger Science & Business Media.

Basbsios, 0., C., Ksacos, B., . & Mupomuuuenko B., JI. (1980). Memodw
cnaatin-pynxuyut. Mocksa: Hayka.

42



Lihtlitsents loput66 reprodutseerimiseks ja iildsusele kittesaada-
vaks tegemiseks

Mina, Laura Karu,

1) annan Tartu Ulikoolile tasuta loa (lihtlitsentsi) minu loodud teose Parameet-
riliste Bezier’ liitkoverate konstrueerimine, mille juhendaja on Evely Kirsi-
aed, reprodutseerimiseks eesmargiga seda séailitada, sealhulgas lisada digi-
taalarhiivi DSpace kuni autoridviguse kehtivuse loppemiseni.

2) Annan Tartu Ulikoolile loa teha punktis 1 nimetatud teos iildsusele ktte-
saadavaks Tartu Ulikooli veebikeskkonna, sealhulgas digitaalarhiivi DSpace
kaudu Creative Commonsi litsentsiga CC BY NC ND 3.0, mis lubab auto-
rile viidates teost reprodutseerida, levitada ja tildsusele suunata ning keelab
luua tuletatud teost ja kasutada teost drieesmaérgil, kuni autorioiguse kehti-
vuse loppemiseni.

3) Olen teadlik, et punktides 1 ja 2 nimetatud 6igused jadvad alles ka autorile.

4) Kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei riku ma teiste isikute intellektuaaloman-
di ega isikuandmete kaitse oigusaktidest tulenevaid Gigusi.

Laura Karu

18.05.2021

43



	Sissejuhatus
	Bezier' kõverad
	Bernsteini baaspolünoomid
	Polünoomi esitus Bezier' kujul
	De Casteljau algoritm
	Bezier' kõvera diferentseerimine

	Bezier' kõverate ühendamine
	Sisevõrrandid
	Perioodiline interpoleerimine Bezier' kõverate abil

	Polaarkuju
	Subdivision
	Subdivision kui osadeks jaotamine
	Juhtpolügon kui Bezier' kõvera lähend
	Subdivision kui polügoni järjestikune parendamine
	Subdivision algoritmide analüüs

	Kokkuvõte

