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Die Charakterisierung des Kollektivs durch ein Merkmal
(verdnderliches Merkmal) erfolgt mittels der Haufigkeitsverteilung
(kurz H.-V.). Da aber diese durch Haufigkeitszahlen aller Klassen
bestimmt wird (im Falle von n Klassen miissen auch n Charakte-
ristiken sein), ist es von grossem Interesse einen analytischen
Ausdruck zu finden, welcher 1) den Charakter der H.-V. mit
einer kleineren Zahl von Charakteristiken darstellt und 2) die
Figenschaften der H.-V. in einer konzentrierten Form zu ge-
brauchen erméglicht (in diesem Fall kénnten alle Effekte, welche
durch diese H.-V. bestimmt werden, mit den Koeffizienten der
Gleichung in Verbindung gebracht werden).

Von den Systemen der Haufigkeitskurven sind am bekann-
testen das Charliersche und das Pearsonsche System. Das
Charliersche System besteht aus 2 Typen A und B und ist ein
Approximationssystem. Das Pearsonsche System gibt 7 Typen
einmodiger Kurven, welche verschiedene analytische Darstellun-
gen haben, und will infolge seiner deduktiven Struktur auch
die Entstehungsursachen der H.-V. ergriinden.

Das Berechnen der Koeffizienten der beiden Systeme
beruht auf der sog. Methode der Momente; dieselbe ermdglicht
auch das Berechnen der mit der Gleichung in Verbindung stehen-
den Charakteristiken der H.-V. Im Falle, dass die analytische
Form nicht notwendig ist, benutzt man zur Charakterisierung
der H.-V. diese Charakteristiken.

Da es aber eine endliche Zahl von Entstehungsgriinden
der H.-V., welche eine bestimmte Grosse haben, gibt (z. B. ist
die H.-V. der Temperatur durch mehrere physikalische Konstan-
ten, spezifische Warme, Wiarmeleitung usw. bestimmt oder ist die
H.-V. in den Sozialmassen beeinflusst durch bestimmte Gesetze),
so ist die inhaltliche Basis des Pearsonschen Systems nicht ge-
niigend. Das auf dem erweiterten Elementarfehler beruhende
System verliert seine allgemeine Giiltigkeit und bei empirischen
Kollektiven, von denen eine grosse Menge eine Dispersion nach
der Lexisschen Reihe aufweist, hat der Grundgedanke des Systems
mehr keinen Sinn!). Das ganze System wird zu einem Approxi-
mationssystem. Als solches ist es aber zu verwickelt und bei
praktischer Anwendung zu unbequem, denn 1) das Bestimmen
der Koeffizienten verlangt zeitraubende und schwere mathe-
matische Arbeit, 2) die Koeffizienten der Gleichung sind mit den

) In der Arbeit ist gezeigt, dass die H.-V. antropologischer Daten,
die gewshnlich mit Hilfe des Prinzips des Elementarfehlers erklart wird und die
zur Bestimmung der biologischen Typen benutzt wird, fiir jedes Merkmal ver-
schieden sein kénnen, da die Merkmale miteinander korrelativ verbunden sind.
Theoretisch kann man nach der Haufigkeitskurve der Korperlinge die Haufig-
keitskurve des Korpergewichts konstruieren (denn die Regressionsgleichung
zwischen der Koérperlinge und dem Kérpergewicht ist theoretisch ableitbar),
die sehr gut mit der wirklichen Kurve zusammenfillt.



typischen Eigenschaften der H.-V. nicht verbunden und die
Gleichung gibt somit keine Ubersicht tber diese H.-V., 3) den
einzelnen Typen entsprechen verschiedene Gleichungen und
4) einer und derselben H.-V. entsprechen manchmal in dem
Bernoullischen Streuungsstreifen mehrere Typen.

Die auf den Momenten beruhenden Charakteristiken, welche
die Grundlage beider Systeme bilden, haben bei der Charakteri-
sierung der H.-V. viele Nachteile: 1) ihre Genauigkeiten haben
ein ungleiches Gewicht, 2) die Grosse eines jeden Mo-
mentes steht in unnormaler Beziehung zur H.-V., denn das
typische Gebiet des Merkmals, welches relativ genauer bestimmt
ist, beeinflusst die Grésse der Momente mit einem kleineren
Gewicht als das Gebiet der kleinen Hiufigkeiten, welches relativ
ungenauer ist (dieser unnormale Zustand wichst mit der Grésse
der Momente und kann bei hoheren Momenten zu kuriosen
Erscheinungen fiithren), 3) wenn die H.-V. von der Normalkurve
stark abweicht, verlieren die auf den Momenten beruhenden
Charakteristiken (arithmetisches Mittel, mittlere Abweichung,
Schiefheit und Exzess) ihren Sinn, welchen sie in der Nihe der
Normalkurve haben. Das viel gebrauchte Streuungsmass (o)
kann schon bei symmetrischen einmodigen Kurven 57—100%0
aller Abweichungen enthalten und bei grossen Schiefheiten kén-
nen Fille vorkommen, in denen zu der einen Seite des arith-
metischen Mittels mehr als 90%0 der o-Weite ohne Elemente
bleiben.

Bei den Seen Estlands (iiber 1600 Seen) ist das mittlere Areal ohne
dem Vortsjarv-See 14 ha, wobei bei 86% aller Seen die Grosse der Fliche
unter dem Mittelwert derselben liegt. Mit dem Vértsjirv betrigt das mittlere
Areal 32 ha und 92% aller Seen haben die Fliche, die kleiner als 32 ha ist®.
Die maximale Haufigkeit liegt bei 0,5 ha und ist 30 mal grésser als die Hiu-
figkeit fir 14 ha und 120 mal grosser als die Hiufigkeit fir 32 ha. Im
ersten Falle ist die Dispersion ¢=67 ha und in die Grenzen ¢ fillt 96,6%0
aller Elemente; zu einer Seite des arithmetischen Mittels aber reichen die
ausseren Elemente bis 0,21 6. Im zweiten Falle ist 5 =700 ha; in die Grenzen
+ o fillt 98,8%0 aller Elemente, aber auf der einen Seite des arithmetischen
Mittels reicht die H.-V. nur bis 0,045,

Aus diesem Grunde geben die mittels der Momente be-
rechneten Charakteristiken kein geniigendes Bild der H.-V., denn
sie ermoglichen nicht das Zeichnen der Hiufigkeitskurve. Auf
Grund der gegebenen Charakteristiken lassen sich viele H.-V.
konstruieren, die eine unendlich kleine Wahrscheinlichkeit haben
korinen, dass sie aus ein und demselben Kollektiv stammen.

Um von den genannten Mingeln freizukommen, ist ein neues
System zur Charakterisierung der H.-V. geschaffen worden.
Dieses ist ein Approximationssystem, d. h. es behandelt die H.-V.
quantitativ. Das System stiitzt sich auf eine Gleichung, deren

Grundlage die Sinuskurve ist, und welche nach zweimaliger Trans-
1

formation (eine Potenztransformation z = cx® und eine Expo-

% H. Riikoja und A. Kirsna, On the Distribution of Lakes in Estonia.
Loodusuurijate Seltsi aruanded, XLII 3—4, 1935, Tartu.
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nentialtransformation z = a(e® — 1)) die Eigenschaften des Exzesses
und der Schiefheit wiedergibt. Die Gleichung ist

flogd — %) 1“
— 14 cosw | _- b
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wo n die Grésse des Exzesses, B die Grosse der Schiefheit an-
gibt und b der Abstand von der Mode eines mit der Kurve in
Verbmduno stehenden Punktes, des sog. Poles ist. Bei einer
symmetrxschen Verteilung kann die Gleichung vereinfacht werden

und dann erhilt man
(x\n
y=1 +cos¢.(A)

wo n die frithere Bedeutung hat und A der Abstand eines End-
punktes der Kurve von der Mode ist. Weiter ist gezeigt wor-
den, das bei einem bestimmten n-Wert (n=0,77) die Nor-
malkurve mit einer geniigenden Genauigkeit approximiert wer-
den kann.

Es ist durchgefithrt worden, dass die Koeffizienten der
Gleichung auch Ulelchze1t10 die Charakteristiken seien, denn in
diesem Fall kann die H.-V. auch durch die Koeffizienten charak-
terisiert werden. Als Charakteristiken der H.-V. kénnen allgemein
folgende Gréssen dienen: 1) das typische Merkmal (die Mode) —- es
ist die Abszisse des héchsten Punktes der Kurve (es entspricht dem
arithmetischen Mittel der anderen Systeme und kann als geo-
metrisches Mittel aufgefasst werden, wobei die Grosse des Merk-
mals vom frithergenannten Pole aus genommen werden kann), 2) die
Variationsweite — der Abstand der beiden Endpunkte von-
einander (analog der mittleren Abweichung der frithergenannten
Systeme), 3) die Schiefheit — das Verhaltnis der Lingen beider
Zweige der Kurve (die Linge des rechtsliegenden Zwelcea wird
durch die des hnkshegegenden dividiert) und 4) der Exzess. Die Be-
nennungen der beiden letzten Charakteristiken stimmen mit denen
der Methode der Momente tberein, sind jedoch mit diesen in-
haltlich nicht indentisch. Die Schiefheit und der Exzess sind
durch die Koeffizienten der Gleichung direkt gegeben, die Mode
und Variationsweite sind aus den Koeffizienten leicht zu erhalten.
Aus der Gleichung in allgemeiner Gestalt

o -~ r]og (a+cx)
y =1 -} cos log § l

greift man die Gleichung

a-box=
zur Bestimmung der Koordinate der Mode heraus, cine zweite
a-fcx=98

zur Bestimmung der Koordinate des Endpunktes der Kurve und

eine dritte .

;
zur Bestimmung des Anfangspunktes der Kurve.

atcx =



Bei Berechnung der Koeffizienten ist die Genauigkeit, mit
der die Hiufigkeitszahlen jeder Klasse gegeben sind, in Betracht
gezogen worden. Wenn die H.-V. der Bernoullischen Reihe folgt,
sind die genannten Berechnungen sehr einfach. Da aber die empi-
rischen H.-V. der Lexisschen Reihe folgen, in der eine jede Klasse
ihre eigene Stérungsstreuung hat, die durch Vergréssern des
Kollektivumfangs nicht verkleinert werden kann, so muss man
ein zweckmissiges Mass zum Schitzen der Genauigkeit der Haufig-
keiten in jeder Klasse wihlen. Die Einheit der relativen Haufigkeit
ist nicht brauchbar, da bei praktischer Anwendung es sich erweist,
dass grossen Haufigkeiten immer grdssere Stérungen als den
kleinen entsprechen — die Stérungsstreuung ist mit der relativen
Hiufigkeit in korrelativem Zusammenhang. Fine nihere Betrach-
tung zeigt, dass der von Charlier eingefiihrte ,Stérungskoeffizi-
ent” nicht annehmbar ist — bei diesem entspricht den grossen
Hiufigkeiten eine kleinere Stérung als den kleinen Hiufigkeiten
— d. h. er ergibt eine Stérung, die mit der relativen Hiufigkeit
in negativ-korrelativer Beziehung steht, was aber inhaltlich den-
noch nicht begriindet werden kann. Fasst man die Klassen zu-
sammen, so gilt der Charliersche Stérungskoeffizient, wenn die
Stérungen miteinander korrelativ verbunden sind und den Korre-
lationskoeffizienten r = 1 haben. Allgemeinaber, d. h. bei nichtkorre-
lativem Zusammenhang oder bei einem von 1 abweichenden
Korrelationskoeffizienten, gilt der Charliersche Koeffizient nicht.
Fehlt der korrelative Zusammenhang, so bleibt der Lexissche
Faktor konstant, was auf Grund gewisser annehmbarer Voraus-
setzungen auch empirisch bewiesen werden kann. Deshalb kann
man eine H.-V. nach Lexisscher Reihe als eine solche nach
Bernoulischer Reihe bloss mit kleinerem Kollektivumfang be-
trachten. Dieses erméglicht beim Berechnen der Charakteristiken
das Gewicht der Genauigkeit in Betracht zu ziehen.

Um die beste Approximation zu erhalten, wird statt der
Methode der kleinsten Quadrate oder der von Pearson einge-
fithrten Methode der Momente eine einfache sog. Flichenmethode
angewandt, die darauf beruht, dass man bei der empirischen und
der Approximationskurve die Hiufigkeiten fiir gewisse Klassen
gleich nimmt. Der Gebrauch dieser Methode ist sehr bequem
(es sind einige Beispiele der Approximation durch lineare, expo-
nentiale und Potenzgleichungen gegeben) und ihre Genauigkeit
ist bei zweckmissigem Gebrauch ausreichend. Um dieses zu
erliutern, ist die obengenannte Methode mit derjenigen der klein-
sten Quadrate theoretisch verglichen worden und es hat sich
erwiesen, das die Giite der beiden die gleiche ist. Zu demselben
Resultat fiihrte auch ein empirischer Vergleich beim Wiirfelver-
such. Eine wesentliche Rolle spielt dabei die Lage der Klassen.
Diese miissen gentigend weit voneinander liegen; dadurch gelan-
gen sie aber in das Bereich der kleinen Hiufigkeiten, was eine
Verringerung der Genauigkeit der Koeffizienten mit sich bringt.
Zur Loésung des Problems ist von der graphischen und numeri-
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schen Integration Gebrauch gemacht worden. Die weitere Ana-
lyse der Resultate (die Untersuchung des Einflusses der Grosse
und Lage der Klassen auf die Genauigkeit der Koeffizienten) ist
nach der graphischen Methode durchgefithrt und die Standard-
gréssen die sog. Indikatoren, welche die Eigenschaften der H.-V.
sehr deutlich zum Vorschein bringen, bestimmt worden. Die
Beziehungen zwischen den Indikatoren und Koeffizienten sind
ebenfalls graphisch dargestellt. Zu diesem Zweck sind Nomo-
gramme gezeichnet worden, die es ermdglichen auf Grund einiger
der empirischen Kurve auf eine sehr einfache Art zu entnehmen-
den Daten die Koeffizienten der Gleichung zu bestimmen. Ebenso
ermdglichen diese ohne besondere Miihe die der Gleichung ent-
sprechende graphische Darstellung zu finden. Die Untersuchung
einer H.-V. von 30 Klassen (Das Bestimmen der Gleichung und
der ihr entsprechenden graphischen Darstellung) erfordert unge-
fihr 10—15 Minuten Zeit, wogegen das Pearsonsche System dazu
4—5 Stunden und noch bedeutend mehr Kenntnisse im mathema-
tischen Rechnen benétigt.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass ein System der
einmodigen H.-V. gegeben worden ist, welches mit geringen Zeit-
aufwand und Rechenkenntnissen eine Haufigkeitskurve zu bestim-
men ermoglicht, deren Approximationsgiite im Falle einer Lexis-
schen Reihe ausreichend ist. Da die Koeffizienten der Gleichung
fir die H.-V. charakteristisch sind, so ist dadurch auch ein
neues System der Charakteristiken der H.-V. gegeben. Bei nor-
maler und auch bei symmetrischer Verteilung ist das auf den
Momenten beruhende System ungefihr ebenso gut, wie das vor-
gelegte, bei schiefen Verteilungen wird es aber wenigsagend und
bei sehr schiefen Verteilungen gibt es (iberhaupt nicht die Mog-
lichkeit einer Vorstellung tber die H.-V. Das in vorliegender
Arbeit vorgeschlagene System gibt aber in jedem Falle die
charakteristischen Eigenschaften der H.-V. wieder und erméglicht
das Zeichnen der Kurve.

Da den meteorologischen Elementen hauptsichlich schiefe
H.-V. entsprechen, hat eine Darstellung durch die nach der
Methode der Momente berechneten Charakteristiken viele Nach-
teile, da diese die wesentlichen klimatologischen Eigenschaften
nicht zu Tage bringt. In vorliegender Arbeit ist analog dem
jahrlichen Gange der Temperatur nach den 65-jihrigen Beobach-
tungen fiir Tartu auch der Gang der hiufigsten Temperaturen
untersucht und zur Kontrolle mit den 8-jihrigen Daten verglichen
worden. Aus diesem ist zu ersehen, dass der Gang der hiufig-
sten Temperatur ebenso genau bestimmbar ist, wie auch der Gang
der mittleren Temperatur, klimatologisch sagt aber diese hiufigste
Temperatur viel mehr als die mittlere. Sie veranschaulicht den
wesentlichen Teil des jihrlichen Ganges, wogegen das arith-
metische Mittel eine kiinstliche Grésse ist. Weiter ist der Gang
der Schiefheit und der Variationsbreite gegeben, wobei letztere
eine viel grdssere Bestindigkeit aufweist (die Unterschiede
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zwischen den 8- und 65-jihrigen Werten sind geringer) als der
Gang der gebrauchlichen extremen Amplituden.

Als neues ist eingefiihrt eine klimatologisch wichtige Grésse,
die typische Haufigkeit, deren Gang durch die sog. Typhiufig-
keitskurve gegeben ist. Um das Wesen des neuen Begriffs zu
erliutern, sei folgendes gesagt: die Hiufigkeiten einer Klasse des
Merkmals sind in bezug auf die Zeit nicht normal, sondern schief
verteilt und dadurch fallen bei der H.-V. die Mode und das
arithmetische Mittel nicht zusammen. Beim Konstruieren der
H.-V. nimmt man die Mittel der Hiufigkeiten mehrerer Jahre,
mit anderen Worten, gebraucht man die mittlere Hiufigkeit.
Vom klimatologischen Standpunkt aus ist aber die Grésse der
typischen Hiufigkeit bedeutend wichtiger. Diese typischen Hiufig-
keiten, berechnet fiir jede Klasse, ergeben die Typhiufigkeitskurve
Z.B. ist nach den Daten von 65 Jahren die hiufigste Tempe-
ratur im Januar 1° bis 2° wobei fiir die Merzahl der Jahre die
grosste Haufigkeit unter 0° liegt und nur einzelne Jahre mit
ausserordentlich hohen Temperaturen die mittlere Hiufigkeit fir
die ganze Zeitspanne zu den hoheren Temperaturwerten verschie-
ben. Die Typhiufigkeitskurve zeigt, dass die grosste Hiufigkeit
in das Gebiet von 0° bis -3¢ fillt, was fiir das Klima gerade
charakteristisch ist.

Zum Schluss ist mit Hilfe der H.-V. und der Lexisschen
Reihe das Problem der Klimainderung untersucht und sind die
Methoden erklirt, die dasselbe zu l6sen erméglichen. An dieser
Stelle wird auch der Begriff der Lexisschen Reihe zweiter Ord-
nung (gibt die Streuung der Haufigkeit der Hiufigkeiten) und
ihre Beziehungen zu den Klimainderungen genannt. Als Beispiel
sei hier die Analyse der Temperaturdaten von Tartu (64-jihrige
Beobachtungen) durchgefithrt. Das Beobachtungsmaterial von je 8
Jahren wird zu einem ,Versuch” zusammengefasst. Da die Ande-
rungen der Temperatur von Jahr zu Jahr der Lexisschen Reihe
folgen, so entsteht bei jedem Versuch die Poissonsche Reihe.
Dieses erméglicht fiir alle Versuche die theoretische Streuung zu
berechnen und dieselbe mit der wahren Streuung zu vergleichen.
Die Berechnungen ergaben eine Streuung nach der Lexisschen
Reihe (bei unverindertem Klima wire die Bernoullische Reihe
entstanden) mit dem Faktor L =121+ 0,10 was auf eine Klima-
inderung, wenn auch nicht sehr anschaulich, hinweist.



