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ANALUUTILINE  GEOMEETRIA.
Peatiikk I

Punkt.

§ 1. Sirgjoone punkti abstsiss.

Olgu antud sirge z ja selle punkt O (joonis 1).
Seame endile iilesandeks midrata sirge x teatava punkti
P asukoht antud punkti O suhtes. Selle iilesande lahen-
damiseks nimetame iihe suundadest, milles véib liikuda
sirgel #, positiivseks suunaks ja teise negatiiv-
s e k s suunaks, mirkides esimest neist mérgiga -+ ja teist
margiga —.

0 P

o 1 e 1

Joonis 1,

Valime niiiid pikkuste m66tmiseks iihiku, niiteks 1 em,
moodame sirgloigu OP pikkuse ja votame saadud arvu p
margiga -+, kui punkt P asetseb punktist O positiivses
suunas, ja mérgiga —, kui ta asetseb punktist O negatiiv-
ses suunas. Nii saadud méirgiga arvu nimetame punkti
P abstsissiks., Punkti O nimetame seejuures abstsis-
side alguspunktiks ehk nullpunktiks, moni-
kord ka liihidalt alguseks, ja sirget # — abstsiss-
teljeks ehk #-teljeks. Seega

sirgjoone punkti abstsiss on arv, mis nditab, kummal pool

alguspunkti ja mitme iihiku kaugusel alguspunktist asetseb vaadel-
dav punkt.



Sellest punkti abstsissi definitsioonist nihtub, et abst-
siestelje igale punktile vastab {iksainus abstsiss ja
igale abstsissile vastab iiksainus punkt; jirelikult

punkti abstsiss madrab tidielikult punkti asukoha teljel.

Seepdrast tilesannet ,leia telje punkt X voime ikka
moista {ilesandena ,leia punkti X abstsiss z“ Utlust
»punkti X abstsiss on x* kirjutatakse lithidalt kujul

X = ().

Kaks punkti, mis asetsevad teljel vérdseil kaugusil
nullpunktist, iiks iihel pool, teine teisel pool seda, on null-
punkti suhtes siimmeetrilised punktid. Nende
punktide abstsissid on yordsete absoluutviidrtustega, kuid
vastupidiste mérkidega. Kui punkt omab abstsissi a, siis
temaga alguspunkti suhtes siimmeetriline punkt omab

abstsissi —a.
Ulesanded.

1. Olgu kujutamisithikuks 5 mm. Joonesta mingi
sirge, vali algus ja mairgi sirgel punktid algarvuliste
abstsissidega vahemikus —17-st —+17-ni.

2. Olgu kujutamisiihikuks valitud 1 em. Joonesta
mingi sirge, vali algus ja mirgi sirgel punktid, mille
abstsissid on
48, L L 28 02, 89, +42.

3. Olgu kujutamisiihikuks valitud 1 em. Konstrueeri
tdisnurksed kolmnurgad hiipotenuusidega

V5 V11 v/ 29.
Joonesta mingi sirge, vali algus ja mirgi sirgel punktid,
mille abstsissid on /5, + V17 ja —}/29.
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4. Arvu 195 soovitakse kujutada punktina teljel.
Kasutada oleva teljeosa pikkus on 100 mm. Kui pikk tuleb
valida kujutamisiihik?

5. Arvu sin 600 soovitakse kujutada punktina teljel.
Kasutada oleva teljeosa pikkus on 180 mm. Kui pikk tuleb
valida kujutamisiihik?

6. Olgu kujutamisiihikuks 50 mm. Silm eraldab veel
histi kaht kriipsu 0,2-millimeetrilise vahega. Kui peenelt
saab teljelt lugeda punkti abstsissi?

7. Olgu kujutamisiihik 200 mm. Mitme kiimnend-
kohaga tuleb vétta arv tan 720 tema kujutamisel punktina
abstsissteljel?

8. Olgu kujutamisiihikuks valitud 100 mm. Véta
mingi sirge, vali algus ja mirgi sirgel punktid, mille abs-
tsissid on arvude

1 2adbeots Nelil 5 6 {f 8 9 10

logaritmid; Mitme kiimnendkohaga need logaritmid tuleb
votta?

§ 2. Sirgloik.

Sirgldik on mddratud oma kahe otspunktiga; iiht neist
nimetame 16igu algus-, teist 16igu 16 pp-punktiks.
Léiku, mille alguspunkt on A ja 1opp-punkt on B, téhista-
me siimboliga AB. Teljel asetsevat sirgloiku PP, loeme
suunaga sirgldiguks, mnimelt positiivseks, kui suund
punktist P, punkti P, poole on positiivne, ja negatiivseks,
kui suund punktist P, punkti P, poole on negatiivne. Oel-
dust jargneb, et

P2P1:—P1P2;
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see tdhendab, et

sirgléigu  alguspunkti ja I6pp-punkti vahetamisel muutub
suunaga sirgloigu mirk vastupidiseks.

Suunaga sirgléikude liitmine toimub jargmise kokku-

A B G

tr o 3k

2o, e —T

& A B

S 1 =

j o —
Joonis 2.

leppe'alusel.: kui 4, B ja C on kolm teljel asetsevat punkti
(joonis 2), siis on ikka kehtiv vordus

AB + BC = AC.
Olgu O abstsisside alguspunkt ja P, ning P, teljel

asetsevad punktid. Rakendades 15ikude liitmise eeskirja
punktidega O, P, ja P, miiratud 16ikude kohta, nieme, et
0P1+P1P2:OP2.
Olgu P; = (2,) ja Py= (x,); siis OP, = z,, OP, = Zo
ja jarelikult
xl + P1P2 = x2
ehk

see tdhendab, et

PPy =2z, —u2;

teljel voetud 16ik on vordne tema 16pp- ja alguspunkti abstsis-
side vahega.
- Kui @y > x4, siis on 16ik PP, positiivne ja ka Ty — x; On
positiivne; kui z, < =z, on lsik PP, negatiivne ja ka
% — x; on negatiivne. Sellest ndieme, et suunaga sirglsik
avaldub arvuna, mille mdrk méirab 16igu suuna ja abso-
luutvaartus 16igu pikkuse.
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Loéigu P, P, pikkus on punktide P, ja P, vaheline kau-
gus. Téhistame selle pikkuse siimboliga {P,P,|. Siis

[P1Ps| = |22 — 24,
Ulesanded.

9. Sirgel on voetud punktid P, ja P,. Médira punkti
P, kaugus punktist P,, kui punkti P, abstsiss on

+3 —T7 +4 —6 +8 —10
ja punkti P, abstsiss on vastavalt
+8 +2 —3 —6 —5 —14.

(Kaugust P,P, moistame suunata suurusena.)

10. Sirgel on voetud punktid P, ja P,. Vaadeldes
16iku P,P, suunatud suurusena, avalda ta arvuliselt, kui
punkti P, abstsiss on

+4 —6 +5 —T +9 11
ja punkti P, abstsiss on vastavalt
+9 +1 4 —8 +9 —15.

11. Sirgel on voetud punkt A, mille abstsiss on 6.
Leia punkti B abstsiss, kui 16ik AB on 42, 47, 410, —4,
—6, —8, —11,

12. Kuidas muutub punkti abstsiss, kui endise moodu-
iihiku asemele valitakse uus, mis on endisest k¥ korda suu-
rem?

13. Kuidas muutub kahe punkti vaheline kaugus, kui
endise mooduiithiku asemele valitakse uus, mis on endisest
k korda viiksem?

14. Kuidas muutub punkti abstsiss, kui telje posi-
tiivne suund muudetakse vastupidiseks?

15. Kuidas muutub kahe punkti P; ja P, vaheline
kaugus ja kuidas muutub I6ik P;P,, kui telje positiivne
suund muudetakse vastupidiseks?



10

§ 3. Sirgloigu keskpunkti abstsiss.

Olgu antud teljel asetsev 16ik oma otspunktidega
P,= (z;) ja Py=(x,). Leiame selle 16igu keskpunkti
abstsissi.

Olgu léigu P,P, keskpunkt P== (). Siis

= PR
ehk,  teisiti,
T— 2 =T, —1,
millest
20 = 21 + 2y,
ehk
Pr =

x4y,
D) ’

see tdhendab, et

sirgloigu keskpunkti abstsiss vordub otspunktide abstsisside
aritmeetilise keskmisega.

Ulesanded.

- 16. Sirgel on véetud punktid P, ja P,. Leia 15igu
PP, keskpunkti abstsiss, kui punkti P, abstsiss on

0 +2 +3 +5 =23 ey |
ja punkti P, abstsiss on vastavalt
48 412 —1 —17 +6 —9,

17. Sirgel on voetud kaks 16iku P, P, ja Q,Q,. Nende
likude keskpunktid on vastavalt P ja Q. Miiira loigu PQ
pikkus, teades, et

P, = (—6) P, = (4+10) Q1 = (4+8) Q; = (—14).

18. Kuidas muutub 16igu keskpunkti abstsiss, kui
mooduiihikut & korda suurendada ja a-telje positiivne
suund muuta vastupidiseks?
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19. Olgu antud punkt P = (+49,6). Loigul OP aset-
sev punkt A jaotab loigu OP nii, et QA AP = 2k,
Missugune on punkti A abstsiss?

20. Loigul AB asetsev punkt C jaotab 16igu AB
kahte ossa nii, et AC :CB = 2 :3. Missugune on punkti
. C abstsiss, kui A = (—2) ja B = (+8)?

21. Loigu AB pikendil asetseb punkt C nii, et
AC :BC — 12 : 5. Missugune on punkti C abstsiss, kui
A= (—18) jaB = (—4)? :

22. Olgu antud punkt P; = (+7,5). Punkt P, on
siimmeetriline punktiga P; alguse suhtes. Missugune on
punkti P, abstsiss? Kui pikk on 16ik P,P,?

23. Olgu antud punkt Q, = (—23). Punkt Q, on
siimmeetriline punktiga @, alguse suhtes. Missugune on
punkti Q, abstsiss? Kui suur on suhe Q,0 : 0Qy?

24. Olgu antud punkt P = (—T7). Missugune on
sama punkti abstsiss, kui abstsisside algus paigutada
punkti (—4)?

25. Kui teljel votta alguseks punkt O, siis on punkti
P abstsissiks (—3); kui aga alguseks votta punkt Oy, siis
on punkti P abstsissiks (45). Missugune on punkti Oy
abstsiss alguse O suhtes?

§ 4. Tasapinna punkti koordinaadid.

Olgu antud tasapind ja sellel kaks ristuvat sirget
z ja y (joonis 3). Seame endile iilesandeks maédrata
antud tasapinna teatava punkti P asukoha antud sirgete
z ja y suhtes. Selleks votame sirgete @ ja y loikepunkti O
nullpunktiks nii iihel kui teisel sirgel, mérgime kummalgi
sirgel noolega positiivse suuna, nimetame saadud teljed
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vastavalt z- ja y-teljeks ja valime pikkuste méotmiseks
tihiku, niiteks 1 em. Projektime niiiid punkti P kumma-
legi teljele; olgu punkt X punkti P projektsioon z-teljele
ja punkt ¥ punkti P projektsioon y-teljele. M6odame 16i-
gud OX ja OY ja votame mootmissaadused likude OX
ja OY suunale vastava mirgiga. Nii saadud arvu a2 nime-
tame punkti P abstsissiks ja arvu y — punkti P

Joonis 3.

ordinaadiks. Sellele vastavalt nimetame gz-telge
abstsissteljeks ja- y-telge ordinaatteljeks.
Mélemaid arve x ja y koos nimetame punkti P koordi-
naatideks. Abstsiss- ja ordinaattelg moodustavad
koos koordinaatide teljestiku.

Abstsiss- ja ordinaattelg jaotavad tasapinna nel-
Jaks veerandiks; neid nimetame Joonisel 3 nii-
datud jirjekorras esimeseks, teiseks, kolmandaks ja nel-
Jandaks veerandiks. Arvestades telgede suundi saame
Jargmise tabeli punkti koordinaatide mirkide jaoks:
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.Veerand, Abstsissi Ordinaadi
milles. punkt mArk mérk
asetseb

I
II
111
1V = bt

| ++

Joonisest 3 nédeme, et
Y Pi=X: ja BN P )Y
ehk
Yol s 0 ja X P Ys
seega punkti koordinaadid nditavad punkti kaugusi koor-
dinaatide telgedest. Nimelt

tasapinna punkti abstsiss on arv, mis niitab, kummal pool
ordinaattelge ja mitme iihiku kaugusel ordinaatteljest punkt
asetseb;

tasapinna punkti ordinaat on arv, mis niitab, kummal pool
abstsisstelge ja mitme iihiku kaugusel abstsissteljest punkt
asetseb.

Punkti koordinaatide iilalkirjeldatud mééramisviisist
nihtub, et igale tasapinnal véetud punktile vastab tiks-
ainus paar koordinaate. On selge, et {imberpoordult
ka igale etteantud koor-
dinaatide paarile vastab
iiksainus punkt tasa-

Yy

pinnal. Tdepoolest, olgu

punkti abstsiss ¢ ja ordi- By g

naat b. Arvude a ja b jar-

gi ehitame abstsiss- ja or- 5 /,'4 x

dinaatteljel loigud OA ja
OB (joonis 4); tommates
punktidest A ja B ristsir- Joonis 4.
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ged ldikudele 04 ja OB ndeme, et need ristSirged léikuvad
punktis P, mille] on antud abstsiss ¢ ja ordinaat b, Kii-
remini kuij braegu-kirjeldatud vottega leiame punkti P,
kui abstsissi a Jjérgi ehitame I6igu 0A, punktis 4 témbame
ristjoone a-teljele ja sellel ristjoonel ordinaadi » jargi
mérgime 16igu AP — p. Loike OA ja Ap nimetame vasta-
valt punkti P abstsiss- ja ordinaatlaiguks.
Nii néieme, et

punkti koordinaadipaar midrab tiielikult punkti asukoha
tasapinnal.

Seepérast iilesannet »leia tasapinna punkt P“ voime
ikka méista lilesandena ,leia punkti P koordinaadid“,

Utlust ,,punkti P abstsiss on 2 ja ordinaat on y*“ v5i
»bunkti P koordinaadid on x ja y“ kirjutatakse lithidalt
kujul :

P= (x]y).

Kirjutis ¥ = (~7]0) litleb seega, et punkt M asetseh

z-telje negatiivse] poolel ja nimelt 7 lihiku kaugusel algus-
punktist,

4 y y
2, Nf’—-fyﬂNx P
\0[ x e AN x
e e
Joonis 5, Joonis 6. Joonis 7,

Kaks punkti, mis asetsevad a-telje iihel ja samal rist-
joonel, iiks iihel pool, teine teise] pool telge ja vordseil kau-
gusil teljest, on selle telje suhtes s ij mmeetrilised
punktid, Neil punktidel on jikg Ja sama abstsiss ja

T ey 2o s T ORC . N, SIS
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vordsete absoluutvadrtustega, kuid vastupidiste mér-
kidega ordinaadid. Niiteks on punktid M1—=—‘(a|b) ja
M,=(a | —Db) a-telje suhtes siimmeetrilised punktid (joo-
nis 5). Samuti on le(alb) ja Ng_——;(—alb) y-telje
suhtes stimmeetrilised punktid (joonis 6).

Kaks punkti P, ja P, mis asetsevad nullpunktiga
{ihel ja samal sirgel nii, et kaugused OP, ja OP, on vord-
sed, on siimmeetrilised koordinaatide alguspunkti suhtes.
Nagu ndeme joonisest 7, on nende punktide samanimeli-
sed koordinaadid vordsete absoluutvéartustega, kuid vastu-
pidiste mirkidega. Niiteks punktid P; = (—3]8) ja
P, = (3|—8) on siimmeetrilised koordinaatide alguspunkti
suhtes.

Mirkus. Punkti koordinaatide mdiste kuulub
tihtsamate matemaatika moistete hulka. Nagu hiljemini
ndeme, voimaldub selle moiste kaudu avaldada geomeet-
rilisi kiisimusi algebra keeles ja seega saavutada nende
lahendamist algebra meetoditega.

B
EM
g
i |
- : X
o] X, X, X,
Joonis 8.

Koordinaatide mdiste on ka praktiliselt suure taht-
susega: enamik kaardistamise ja plaanistamise votteid
tugineb koordinaatide méistele. Kui on niiteks plaanistada
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maatiikk P, Py Ps ... (joonis 8), siis votame mingi sihi
z-teljeks ja projektime vastavate optiliste riistade abil
punktid P,, P,, P, ... wx-teljele; saades niiviisi punktid
X, Xy, X3, ..., méodame laigud

00Xy 0X,,0X; ...
ja
Xl Xalo XoPy', ¢

Varustades saadud arvud vajalikkude markidega, saame
punktide P;, P,, Ps,... koordinaadid, mille jargi nende
mérkimine plaanile kohaselt valitud méddus ei tee enam
raskusi.

Ulesanded.

26. Joonesta koordinaatide teljestik ja kujuta selles
jargmised punktid:

PE(—|—2]+3) QE(+4I——5) RE(-—4‘+3)
SE(——5|—2) TE(0|—7) UE(—3IO).

27. Ristkiilik, mille kiiljed on 12 ja & pikkusiihikut,
asetseb teljestiku III veerandis nii, et iiks tema tippudest
on koordinaatide alguses ja pikem kiilg asetseb a-teljel.
Maéra ristkiiliku tippude koordinaadid.

28. Joonesta teljestiku IV veerandis korrapiirane
kolmnurk kiiljega 4 pikkusiihikut nii, et {iks tema tippu-
dest on koordinaatide alguses ja iiks kiilg asetseb z-teljel.
Leia joonisest ja arvuta kolmnurga tippude koordinaadid.

29. Romb, mille kiilg on a ja teravnurk 300, asetseb
I veerandis nii, et iiks tema tippudest on koordinaatide
alguses ja iiks tema kiilg asetseb z-teljel. Arvuta rombi
tippude koordinaadid.
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30. Punkt P, on z-telje suhtes siimmeetriline punk-
tiga PIE(—5|3). Missugused on punkti P, koordi-
naadid? Kui pikk on 16ik P;P,? Kui suur on kolmnurga
OP,P, pindala?

31. Koordinaatide algus asetseb ristkiiliku diago-
naalide 16ikepunktis ja z-telg on roobiti ristkiiliku pikema
kiiljega. Ristkiiliku iihe tipu koordinaadid on 3 ja —T.
Miéra teiste tippude koordinaadid.

32. Punkti P koordinaadid on a ja b. Kuidas avaldu-
vad sama punkti koordinaadid, kui mooduiihikut vihendame
n korda?

'8 5. Sirgléigu keskpunkti koordinaadid.

Olgu antud tasapinnal sirgloik, mille otspunktid on
Py = (2, |¥y,) ja Py= (2, Ys). Leiame selle 16igu kesk-
punkti koordinaadid.

Mirgime loigu kesk- y
punkti siimboliga P== (xly)
(joonis 9). Joonestame P
punktidest P,, P ja P, or- p
dinaatléigud X,Py, XP ja
XoPs. Et PiP = PP,, siis
on vordsed ka nende 16i-
kude projektsioonid x-tel- -—(-)T X % X, x
jele; seega punkt X on
loigu X,X, keskpunkt ja
jarelikult

Joonis 9.
3 =Ta
Analoogiliselt leiame, et

’_lj —
Saadud valemeid voime sonastada jérgmiselt:

Vit
2

2 Matem. opik gilimn.
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sirgloigu keskpunkti koordinaadid on loigu otspunktide sama-
nimeliste koordinaatide aritmeetilised keskmised.

Niide Loigu otspunktid on Py= (—14|9) ja

P,= (6 | —5). Selle 16igu keskpunkti P koordinaadid on
vastavalt

xz_—_l_“é_ﬂz_4 ja yzﬁ(z—_é')___z

’

seega :
P=(—4 | 2

Ulesanded.

33. On antud punktid S; = (0|8) ja S;= (0|—20).
Leia I6igu S;S, keskpunkti koordinaadid.

34. Loik MN jaotub koordinaatide alguses pooleks.
Punkti M koordinaadid on 3 ja —4. Missugused on punkti
N koordinaadid ?

356. Loigu otsadeks on punktid A== (—2|3) ja
B= (4| —T7). Maéra 16igu AB keskpunkti koordinaadid.

36. Loigu otspunktid on P, = (a | 0) ja Po= (0 ] D).
Anna ldigu keskpunkti koordinaadid.

37. Loigu iiks otspunkt on (4 [ 2); loigu keskpunkt
on (3 | —1). Méiéra 16igu teine otspunkt.

38. Kolmnurga tipud on A= (6‘5), B= (—2 | 7)
ja C..—‘:’(4|—3). Leia kolmnurga kiilgede keskpunktid.

39. Roopkiiliku kaks vastastippu on AE(1|3) ja
C=(0 ] 7) ning kolmas tipp on B= (3 | 5). Leia roop-
kiiliku diagonaalide 16ikepunkt ja neljas tipp D.
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/s 6. Sirgloigu pikkus.

Olgu antud kaks punkti P, = (2,|v,) ja P = (x |v2).
Leiame sirgloigu P,P, pik-
kuse ehk, teisiti, punktide P, #
ja P, vahelise kauguse.

Selleks joonestame punk-
tide P, ja P, ordinaatloigud
X,P; ja X,P, (joonis 10). 3
Projektides punkti P, sirgele -—OT 57
X,P, saame punkti Q. Téis-
nurkse kolmnurga P,QP; Joonis 10.
kaatet

Xa

PiQ=X,Xy =X — &y
sama kolmnurga kaatet
QPy = X Py — X,Q = XoPy — Xy Py = Y2 — V1.
Pythagorase teoreemi péhjal on
P,P,?2 = P,Q2 4 QP,?;
tahistades pikkuse P,P, tidhega d, leiame, et
d? = (xg—a)2 + (Yo —¥1)%
mida véime sonastada jargmiselt:

kahe punkti vahelise kauguse ruut on vordne nende punktide
samanimeliste koordinaatide vahede ruutude summaga.

Nidide. Olgu P, = (—8 |—3) ja Po= (5 |—7).
Leiame nende punktide vahelise kauguse.
Tuletatud valemi pdhjal
PP2=[6—(—8)12 4 [—-T—(—3)]2=
=132 4 (—4)2 = 132 4 42 =185,
seega ‘
PP, =}'185
ehk
P,P; ~ 13,6.

2+
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Ulesanded.

40. Arvuta jargmiste punktide kaugused koordi-
naatide algusest:

(3]4) (12[5) (—7[24) (8‘—6) ®
(—2[83) (42|—L1) (0|—13) (21]0).
41. Arvuta punktide vaheline kaugus. iga jargneva
punktidepaari puhul: '
L (1]3) 2 (1]2) . (—4|—2) 4 (m|n)
(2[7) (—3]—1) (—2|——4) (0|0)
42. Kolmnurga tipud on
A== (4’| 1), B=(—2 ] 4) ja C=(1 | —2).
Arvuta kolmnurga kiilgede pikkused.
43. Nelinurga tippudeks on punktid A = (—6 { 10),
B = (—7 |,_4), C=i(8 | —9) ja D= (10 ] 4). Arvuta
nelinurga kiilgede ja diagonaalide pikkused.

44. Kolmnurga tipud on M= (3 ] 4), N= (—1 1 1)
ja P= (0 [ —3). Arvuta kolmnurga mediaanide pikkused.

45. Kolmnurga tipud on 4 = (—6 |——4), B= (2 ] 8)
I8 == =) | 0). Niita, et kolmnurk on vordhaarne.

46. Kolmnurga tipud on A== (1 l 2), B=(3 | 4)
ja C=(—1 | 4). Naita, et kolmnurk on tiisnurkne.

47. Kolmnurga tipud on (38,5 [ 1) =(5, ’ 0) )8
(4 [ 2,56). Arvuta kolmnurga pindala.

'48. Kuidas muutub 2 punkti vaheline kaugus, kui
kujutamisiihik kummalgi teljel vihendatakse & korda?



Peatiikk II

Sirgjoon.
§ 7. Sirgjoone tous.

Olgu tasapmnal voetud koordinaatide telJestlk ja
mingi sirgjoon, mis loikab x-telge.
Sirgjoone ja x-telije vahelist positiivset nurka, mis asetseb

iilalpool x-telge ja mille iiheks haaraks on x-telje positiivne suund,
nimetatakse sirgjoone tousunurgaks.

Sirgjoone téusunurka tidhistame tdhega p. Sirgjoone
voimalikke asetumisi z-telje suhtes arvestades nideme, et
nurk p on kas teravnurk (joonis 11), tdisnurk voi niiri-

v Y

Sk e A
& X

Joonis 11. Joonis 12.

nurk (joonis 12). Teravnurkse tdusunurga korral sirge
téouseb tema punkti abstsissi kasvades; niirinurkse
tousunurga korral sirge langeb tema punkti abstsissi
kasvades.
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Kui sirgjoon ei loika z-telge, s. t. kui ta on z-teljega
paralleelne, siis on loomulik sirgjoone téusunurga suuru-
seks lugeda 009.

Sirgjoone tdusunurga tangensit nimetatakse sirgjoone tousuks.

Tahistame sirgjoone tousu tdhega m; siis

. —ban .

Olgu punktid P; = (z; | Y1) ja Py= (2, | Y,) sirge s
kaks punkti nii, et punkt P, asetseb punktist P, paremal
pool (joonis 13). Joonestame nende punktide ordinaat-
I6igud X,P; ja X,P, ning tombame punktist P, sirge P,Q
risti ordinaatlgiguga X,P..

Joonis 13.

Nii tekkiv nurk QP,P, on
tousva sirge korral positiivne ja vordne tdusunur-
gaga u, ;
langeva sirge korral negatiivne ja vordne nurgaga
n — 1800,

Sellest jareldub, et
tousva sirge korral tan QIIEIP‘_, = tanp,

langeva sirge korral tan nglP2 =tan (u—1800) —
= tan p.
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Seega nii téusva kui ka langeva sirge korral tous

A
m = tan QP P..

Kasutame seda vordust sirge téusu arvutamiseks. Et téis-
nurkses kolmnurgas QPPy kaatet

QP =Y — V1
ja kaatet
PQ=XX; =2 —7y,
siis .
sz Yo—W
tan QP P2 —IJ (J 2y—a,
ja seega sirge tous
m=2_"N
xz—*‘l

Joonisest 13 niieme, et punkti liikumisel sirget s modda
l6igu P,P, vorra punkt nihkub rohtsihis 1digu @, — 2y
vorra, piistsihis aga 16igu y, —y, vorra. Seega punkti
nihkumisele rohtsihis iihe pikkusiihiku vorra vastab nih-
kumine piistsihis

Yo— U
Ly—,
ehk m pikkusiihiku vérra, Téusva sirge korral on see nihe
positiivne ja langeva sirge korral negatiivne, Seega
tousva sirge puhul téus on positiivne ja langeva sirge puhul
tous on negatiivne.

Umberpoordult :

positiivse tousuga sirge touseb ja negatiivse tousuga sirge
langeb,
sest positiivse téusu korral on tousunurk teravnurk ja
negatiivse tousu korral — niirinurk.

Kui sirge tousunurk p on teada, siis saame tangensite
tabeli abil leida tdusu m; imberpédrdult, kui on teada tous
m, saame sama tabeli abil leida tousunurga p. Et nurga
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Joonestamine nurga tangensi jirgi on tunduvalt hélpsam
ja tépsem kui nurga suuruse jiargi kraadides ja minutites,
siis antakse sirge puhul sageli mitte nurk p, vaid tdus m.

Ulesanne 1. On joonestatud koordinaatide tel-
jestik ja sirge. Midra selle sirge tous.

Lahendus. Votame sirgel méne punkti P, ja sel-
lest paremal pool méne teise punkti P,, joonestame esi-
mesest punktist sirge roobiti a-teljega, teisest pumktist
sirge roobiti y-teljega, moodame saadud tidisnurkse kolm-
nurga piistkaateti ja rohtkaateti (néiteks millimeetrites),
votame saaduse suunale vastava mirgiga ja jagame esi-
mese tulemuse teisega. Saadud jagatis on noutud téus.

Ulesanne 2. On antud koordinaatide teljestik.
Joonesta sirge, mis libib punkti P= (2 | 1) ja mille tous
on —1,5,

Lahendus. Mirgime punkti P= (2 ’ 1). Sellest
punktist tombame paremale mingi réhtloigu PQ, selle
lopust allapoole piistldigu QR, mis on 1,5 korda roht-
16igust pikem, ja iihendame punktid P ja R sirgega. See
girge ongi otsitav.

Ulesanded.

49. Midéra sirge tous, kui sirge tousunurk on

160 42’ 210 4% 360 30 560 54’
930 06’ 1050 18 1300 24’ 1580,

Missugused neist sirgeist on positiivse ja missugused
negatiivse tousuga?

Missugused neist sirgeist téusevad paremale ja mis-
sugused vasemale poole?
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50. Kui suurt tousu omavad koordinaatide telgede -
vaheliste nurkade poolitajad?
51. Kasvagu sirge téusunurk 30-st kraadist alates
kahekordseks. Mitme kordseks kasvab sel puhul sirge tous?
52. Leia tabelist sirge tous, kui tousunurk on
100 200 300 400 500,
Kas tous kasvab vordeliselt tousunurgaga?
53. Kui suur tousunurk vastab tousule
1 2 3 4 5?
54. Kui suur on a-teljega roobiku sirge tous? —
y-teljega roobiku sirge tous?
55. Tousude skaalast pildi saamiseks joonesta koor-
dinaatide algusest sirged tousudega
—o00, —10, —9, . ... 0, +1, +2, ... 49, 410, 400
ning mérgi igal sirgel temale vastav tous.
56. Kandku raudteel teetousu tahvlike miarget 3 : 200.
Kui suuri nurgi touseb raudtee?
57. Sirge ldabib koordinaatide algust ja punkti
5 ’ 3). Kui suur on sirge tous?
58. Sirge ldbib punkte (—4[3) ja (2[—1). Kui
suur on sirge tous?

§ 8. Sirgjoone midramine tasapinhal.

Kui koordinaatide teljestik on antud, siis tasapinna
iga punkt on middratud oma kahe koordinaadiga. Kiisime,
missuguste andmetega saab maiidrata sirget sellel tasa-
pinnal?

Sirget saame joonestada koigepealt kahe sirgel aset-
seva punkti jargi, seega :

sirge on miidratud temal asetseva kahe punkti koordi-
naatidega,
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Kui sirge ei ldhe ldbi koordinaatide alguspunkti
(joonis 14), siis 1ikab ta x-teljel 1oigu OA = a ja y-teljel
16igu OB = b. Neid 16ike ni-

metame vastavalt sirge alg -
/ abstsissiks ja algordi-
naadiks. Et need lsigud

B
méadravad sirge kaks punkti
bJ A-(a'O) ja B=(0|b),
a x need aga omakorda méiidra-

9

(0]
A vad sirge, siis nideme, et
sirge, mis ei ldabi nullpunicti,
ot on miidratud oma algabstsissi ja

algordinaadiga,

Eespool niagime, et sirget saab joonestada, kui teame
iiht tema punkti ja sirge tousu; seega

sirge on madratud ithe oma punkti koordinaatide ja oma
tousuga.

Et antud punktiks véib olla niiteks ka punkt, milles
sirge l6ikab y-telge, siis

sirge on mdaidratud oma algordinaadi ja tdusuga.

Mérkus. Iga iilalpool-nimetatud andmetepaar ei
sobi ig a sirge méddramiseks; kui niiteks sirge on roobiti
y-teljega, siis ta ei oma algordinaati ja seega pole vdi-
malik teda méédrata l6ikude abil, mis sirge moodustab
koordinaatide telgedel.

§ 9. Sirgjoone vorrand.

Olgu antud moni sirge z-y-teljestiku tasapinnas. Igal
selle sirge punktil on om a abstsiss 2 ja om a ordinaat Y.
Punkti litkudes sirget méoda muutuvad kas molemad
koordinaadid v6i vidhemalt iiks neist. Viimane juhtum
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esineb siis, kui tegemist on sirgega, mis on roobiti iihe
koordinaat-teljega: kui sirge on roobiti y-teljega, siis on
koigil tema punktidel iiks ja sama, seega muutumatu
abstsiss; kui sirge on roobiti z-teljega, siis on koigil tema
punktidel muutumatu ordinaat.

~ Olgu antud moni sirge, mis ei ole roobiti ei iithe ega
teise teljega. Punkti liikudes sirget modda punkti mole-
mad koordinaadid muutuvad; koordinaadid ei muutu aga
mitte teineteisest olenemata; vastupidi: kui iiks sirge
punkti koordinaatidest on ette antud, siis seega ka teine
on juba ette méiratud, Toepoolest, olgu néiteks antud sirg-
joone punkti abstsiss z. Mirgime sellele vastava abst-
sissloigu OX.-Punktist X saab tommata vaid tihe ordi-
naatloigu XP, mille 16pp-punkt on sirgel. Samuti naek-
sime, et sirgjoone punkti ordinaadi andmisega on ette méa-
ratud ka selle punkti abstsiss. Seega sirgjoone punkti koor-
dinaadid on teineteisega seotud ehk

sirgjoone punkti koordinaadid olenevad teineteisest.

Meie lihemaks iilesandeks on avaldada sirgjoone
punkti koordinaatide vaheline seos. Me esitame ta v or-
randina, milles tundmatute asemel esinevad kaks mu u -
tujat, nimelt sirge mistahes punkti abstsiss ja ordinaat.
Seda vorrandit nimetame sirgjoone vorrandiks.

Niisiis:
sirgjioone vérrandiks nimetame kahe muutujaga vorrandit,

mida rahuldavad sirge iga punkti koordinaadid ja ainult need.

Vottes esitatud méottekidigus sirgjoone asemele mis-
tahes tasapinnalise joone, saame jargmise joone vor-
randi definitsiooni:

tasapinnalise joone vorrandiks nimetame kahe muutujaga

vorrandit, mida rahuldavad selle joone iga punkti koordinaadid ja
ainult need.
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§ 10. Algordinaadi ja tousuga midratud sirgjoone
vorrand.

Olgu sirgjoon s antud oma algordinaadiga b ja tousu-
nurgaga p (joonis 15). Leiame sirgjoone vérrandi.

Selleks arutame nénda :

Olgu P iiks sirge s punktidest; missugune nimelt, selle
jatame iitlemata. Olgu punkti P koordinaadid tdhistatud
z ja y-ga. Joonestame punkti P ordinaatloigu XP ja sel-
lele punktist B ristjoone BQ. Tiisnurksest kolmnurgast
PBQ saame siis, et

y QP = BQ - tan
ehk ka
XP—XQ=BQ -tanp
ehk -
XP—OB=0X-tanp
ehk

y—b==z-tany,

Joonis 15. il i
Y=o tanp 4 b,

See vordus seob punkti P koordinaate suurustega,
mille abil sirge s oli antud. Et P oli iiks sirge s punktidest
ja ei olnud Geldud, missugune punkt nimelt, siis leitud seos
kehtib sirge s iga punkti koordinaatide kohta, jarelikult
see seos ongi antud sirge vérrand.

Kirjutades tanp asemel m, saame algordinaadi ja
tousuga médratud sirgjoome vérrandi kujul

Saadud vorrand on kehtiv ainult sirge s punktide koordi-

naatide kohta: kui vitaksime teljestikus punkti (z | v),
mis on viljaspool sirget s, siis
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yFEme+b
ja nimelt on siis
y > mx + b, kui punkt (2 ] y) on iilalpool sirget s ja
y < mx -+ b, kui punkt (2 | y) on allpool sirget s.
Kui sirgjoon lidbib koordinaatide alguse, siis b =0 ja
Y = mx.
Niisiis:
liibi koordinaatide alguse mineva sirgjoone vorrand on y = mx.
Kui sirgjoon on roobiti a-teljega, siis m = 0 ja vor-
rand y = max + b omandab kuju
Y= b.
See on z-teljega paralleelse sirgjoone vorrand.
Algordinaadi ja tousuga saab miiirata iga sirget, mis
ei ole roobiti y-teljega; seega on iga niisuguse sirge vor-
rand avaldatav kujul
Et y-teljega roobiku sirge iga punkti abstsiss vor-
dub selle sirge algabstsissiga a, siis on y-teljega roobiku
sirge vorrandiks vordus
P
Kui vordustes ¥y = b ja z = a asendada a ja b véir-
tusega 0, siis saame vastavalt z-telje ja y-telje vorrandid
y== ja x'=14.
Kokkuvottes voime oelda, et

kuidas ka asetseb sirge koordinaatide telgede suhtes, ikka
omab tema vorrand kas kuju
e
voi kuju !
y=mx + b.
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Et need mélemad vérrandid on lineaarsed vorrandid,
siis

sirgjoone algebraliseks vasteks on lineaarne vérrand.

Kui sirgjoone vérrandis esineb murrulisi kordajaid
v6i murruline vaba liige, siis on ikka voimalik vorrandi
teisendamise teel anda see vorrand tiisarvuliste kordaja-
tega. Naiiteks voime vorrandit

y=—3io+]
kirjutada kujul
20y =—122 + 5
ehk ka kujul
122 4 20y — 5 = 0.

§ 11. Sirgjoone vorrandi koostamise ja kasutamise
nditeid.

Ulesanne 1. Koosta nende sirgjoonte vorrandid,
mis poolitavad koordinaatide telgede vahelisi nurki.

Lahendus. Neid sirgeid on kaks; mdlemad § nad
labivad koordinaatide alguse ja jirelikult omavad nende
vorrandid kuju y = ma. Uhel neist sirgetest on téusu-
nurk 459 ja teisel 1350. Nende sirgete tousud on seega
tan 450 ehk 41 ja tan 1350 ehk —1. Jarelikult otsitavad
vorrandid on vastavalt

Wit ja Y = —2x.
Ulesanne 2. Koosta sirgjoone vérrand, teades, et
sirgjoone algordinaat on ——2% ja sirgjoone tous on Z.
Lahendus. Rakendades seost y = ma - b, leiame
otsitava vérrandi kujul

3
yegli—23
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“ehk
3 —4y —10=0.
UUlesanne 3. Sirgjoone vorrand on
y = 0,80 — 1,5.
Leia sirgjoonel punkt, mille abstsiss on 6.

Lahendus. Sirgjoone punktil abstsissiga « on ordi-
naat 0,8z — 1,5; seega punktil abstsissiga 6 on ordinaat
0,86 —1,5 ehk 4,8 — 1,5 ehk 3,3. Jirelikult otsitav punkt
on (6 [ 3.3).

tlesanne 4. Sirgjoone s vorrand on
3z —4y—10=0.
Kas punkt P= (2 | — 1) asetseb sirgjoonel s?
Lahendus. Asetades vorrandi vasakul poolel muu-
tujate « ja y asemele vidrtused 2 ja —1, saame
3:-2—4(—1)—10=6+4—10=0.

Seega punkti P koordinaadid rahuldavad sirgjoone s vor-
randit; jarelikult P on iiks sirgjoone s punktidest ehk
punkt P asetseb sirgjoonel s.

tlesanne 5. Kuidas asetseb punkt (5 ] 1) sirg-
joone suhtes, mille vorrand on y = 2406 —9?

Lahendus. Abstsissile 5 vastab sirgjoone punkti
ordinaat 2,4-5—9 ehk 3; see on suurem, kui antud
punkti ordinaat 1; seega antud punkt asetseb allpool
antud sirgjoont.

UUlesanne 6. Koosta sirgjoo'ne s vorrand, teades,
et sirgjoon lidbib punkti Pos(x0|y0) ja sirgjoone tous
on m.
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Lahendus. Sirgjoon téusuga m on x;telje suhtes
kaldu, seega ldikab ta y-telge. Mirgime sirgjoone alg-
ordinaadi tahega b; otsitav vorrand on siis

Yy =mx + b,

kus x ja y tdhendavad sirgjoone s vabalt véetud punkti
koordinaate ja liige b on esiotsa veel tundmata. Selle b
méédrame jargmiselt: et sirgjoon s libib punkti P, , siis
koordinaadid x, ja y, peavad rahuldama sirgjoone vor-
randit; seega

Yo = mxo - b.
Siit saame
b=y, —ma,,
jérelikult
Y =ma + yo—ma,
ehk

CY—yo=m(x—2,).

Saadud vordus seob sirgjoone s min g 1 punkti koordi-
naate x ja y andmetega x,, ¥, ja m. Seega kehtib see vor-
dus sirgjoone s iga punkti koordinaatide kohta ; ‘jareli-
kult on ta otsitud vérrand. Niisiis:

sirgel punktiga (xo|yo) ja tousuga m on vorrand
Y — Yo = m(x — xo).

Naide. Sirgjoonel, mis labib punkti (—1} | 2) ja
omab téusu — é, on vorrandiks
3
ehk, korrutades 12-ga ja koondades,
4x 4 12y = 27.
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Ulesanded.

59. Kus asetsevad tasapinna punktid, millel on iiks
ja sama ordinaat —57?

60. Joonesta sirge, mis, olles paralleelne y-teljega,
labib punkti (——3|—2). Kirjuta selle sirge vorrand.

61. Kus asetsevad tasapinna punktid, mille abstsiss
on vordne ordinaadiga?

62. Kus asetsevad tasapinna punktid, mille abstsissi
ja ordinaadi summa on 07

63. Kirjuta sirgete vorrandid jérgmisil andmeil:

sirge algordinaat on 2 ja tous 3;

sirge algordinaat on —3 ja tous 1;
sirge algordinaat on 4 ja tous —2,3;
sirge algordinaat on —5 ja tous —I1.

AR O

Joonesta need sirged.

64. Kirjuta sirgete vorrandid jargmisil andmeil:

1. sirge algordinaat on 43 ja téusunurk on 30°; Y= R An SN
2. sirge algordinaat on —5 ja tousunurk on 459;

3. sirge algordinaat on 1 ja tousunurk on 1209;

4. sirge algordinaat on —0,9 ja tdusunurk on 1480 30".

65. Midkra jargmiste sirgete vorrandeist iga sirge
jaoks algordinaat, téus ja tousunurk:

L 32—4y+10=0 6. 2—)3y—6=0
2 z42y46=0 7. V2aty=1
. 3y—1=0 8. 0,1z 0,2y=08
4 Tz + 6y=0 9. 20+ By=0
8. da— 3i=10 107 a2 3020

3 Matem. opik giimn.
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66. Joonesta koordinaatide teljestikus vabalt mingi
sirge ning leia joonisest sirge tdus ja algordinaat. Koosta
selle sirge vorrand.

67. Joonist tegemata otsusta, kas punkt (2 | 5) aset-
seb sirgel ¥y = 4x — 3 voi mitte.

68. Otsusta, kas sirge y=2x—T7 ldbib punkti
(e 1—5) voi mitte.

69. Sirgel, mille vérrand on y:—%x—{— 5, on voe-

tud punkt, mille abstsiss on 4. Kui suur on selle punkti
ordinaat?

70. Sirgel, mille vorrand on y =2x + 9, on véetud
punkt, mille ordinaat on 13. Kui suur on selle punkti
abstsiss?

71. Allpool on antud rida sirgete vorrandeid. Mis-
sugused neist sirgeist labivad koordinaatide alguse, mis-
sugused mitte?

e 2 awty=17
3x+4y =0 ; 20 4+3y—5=0
x—%y—l:O y—4x+10=0

72. Leia, missuguses punktis sirge léikab z-telge,
kui sirge vorrand on:

. y=32—6 2, 20+ Ty=10
y=8x 412 2+ Yy =36
y:—%x—3 Y + 42 = 100

73. Leia, missuguses punktis sirge ldikab y-telge,
kui sirge vorrand on:

LSy e= = 12 2. 3x+45y=15

y=>5x—38 6z + 15y = 105
Yy=—2x+17 23y =—=18
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74. Sirgjoone vorrand on y = —0,6x + 3,8. Missu-
gused punktidest A = (3 , 2), B== (2 | 3) ja C=(—2 | 5)
asetsevad sellel sirgel, missugused mitte?

75. Joonesta sirge, mis ldbib punkti (—41—3) ja
mille tous on —g . Koosta selle sirge vorrand.

76. Anna sirge vorrand, teades, et ta lidbib punkti
(—4 | 3) ja tema téusunurk on 1630 18,

77. Missugune peab olema vabalilkme b viirtus, et
sirge y = —2x 4 b ldbiks punkti (5 | —4)?

78. Missugune peab olema kordaja m véairtus, et
punkt (—3 | 5) asetseks sirgel y = max —T?

79. Teades, et rombi diagonaalid on véetud koordi-
naatide telgedeks nii, et pikem diagonaal on xz-teljeks, ja
teades, et rombi kiilg on @ ja iiks nurkadest on 400, kirjuta
koigi 4 kiilje vérrandid.

80. Teades, et vordhaarse trapetsi suurem alus ja
stimmeetriatelg on véetud koordinaatide telgedeks, et tra-
petsi alused on 10 ja 6 em ja alusnurk on 600, koosta tra-
petsi koigi kiilgede vérrandid,

§ 12. Lincaarse vorrandi geomeetriline vaste.

Ulalpool nédgime, et sirgjoone vorrand esineb ikka

kas kujul
i Ao 1/
voi kujul
Yy = mx - b.
Teisendamise teel saame nii iihest kui teisest vérrandi,
mille kuju on
AzBy EC=0.

3*
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Toestame niitid, et ka ilimberpdordult iga niisugune
vorrand esindab sirgjoont, kui aga arvupaari z ja y tol-
gendada tasapinna punkti koordinaatidena. Selleks nii-
tame, et missugused ka on kordajate A, B ja vaba liikme C
vadrtused, ikka leidub niisugune sirge, mille punktide
koordinaadid rahuldavad vérrandit

Az + By 4 C =0.

Arvudest 4, B ja C voivad moned olla nullid, kuid mitte
koik kolm korraga, sest siis muutub vorrand samasu-
seks 0 = 0. Lahtudes kordaja B suurusest voib eristada
kaht juhtu, nimelt B =4 0 ja B = 0.

Kui B £ 0, siis lahendades antud voérrandi y suhtes

leiame, et

e e
U g B

ehk, kordajat ja vaba liiget teisiti tihistades,

See vorrand esindab sirgjoont arvude m ja b ja seega ka
A ja C igasuguste vidrtuste juures, sest missugused ka
on m ja b viidrtused selles vorrandis, ikka leidub mnii-
sugune sirge, mille tous on m ja algordinaat on b ja mille
vorrand on seega y — ma -4 b. Erijuhul, kui A = 0, esin-
dab antud vorrand z-teljega roobikut sirget, ja erijuhul,
kui C =0, esindab ta koordinaatide alguspunkti ldbivat
sirget. Seega, kui B 3£ 0, siis vorrand Az + By 4+ C =0
esindab ikka sirgjoont.

Kui B = 0, siis antud vorrand omandab kuju
Az 4+ C =0,

kusjuures A £ 0, sest vastasel korral jirgneks, et ka
C = 0. Et A=£0, siis saame vorrandi lahendada z-i suhtes:

x:—A.
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ehk, liihemalt kirjutades,

r=a.
Kui C=£0, siis ka a£0; sel juhul viimane vorrand ja
ka vorrand Az 4+ C = 0 esindab y-teljega roobikut sirget.
Erijuhul, kui C = 0, saame vorrandist Az 4 C = 0 y-telje
vorrandi x = 0. Seega, kui B = 0, siis vorrand
esindab ikka sirgjoont.

Kokkuvottes :

vorrand Ax 4+ By + C = 0 esindab sirgjoont kordajate A, B
ja vaba lilkme C igasuguste vaartuste puhul.

Sel pohjusel esimese astme vorrandit nimetatakse

lineaarseks vorrandiks 1.

§ 13. Kahe punktiga miédratud sirgjoone vorrand.

Olgu sirgjoon s médratud oma kahe punktiga
P, = (x,(y,) ja Py= (x2|y2). Leiame sirgjoone vorrandi.
Selleks arutame nonda:

Olgu P iiks sirge s punktidest; missugune nimelt, selle
jiatameé iitlemata. Olgu selle punkti koordinaadid téhista-
tud z ja y-ga. Avaldame loikude PP ja PP, tousud:

16igu P,P tous on L=
x— @
Ya—U

loigu P{P, tous on :
g

Et molemad ldigud asetsevad iihel ja samal sirgel, siis
molemad leitud tousud peavad olema vordsed; jéarelikult
Y—Wi o Yo
x—2; xp— Xy

See vordus seob punkti P koordinaate andmetega Ty

1 Linea tahendab ladina keeles joont, kitsamas mottes sir-
get joont. ¥
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25 ja Yy Et P oli iiks sirge s punktidest ja polnud 6eldud,
missugune nimelt, siis leitud seos kehtib sirge s iga
punkti koordinaatide kohta; seepirast ta on sirge s vor-
rand. Niisiis:
sirgel punktidega (x1|y1) ja (x2 | y2) on vbrrand
A T
T—x,. A2,
Ulesanne 1. Koosta sirge vorrand, teades, et sirge
labib punkte P, = (—3 [ 2yge Po= | —38).
Lahendus. Asendades vérrandis

TR RSN L R

T —x  Xy— Xy
koordinaadid z,, x,, ¥,, ¥, nende antud viadrtustega, saame
y—2 —8—2

&—(—3) - 4—(—38)
ehk, lihtsustades,
10z 4 Ty 4 16 = 0.

See ongi otsitud vérrandiks.

Eriti lihtsa kuju omandab sirgjoone vorrand, kui on
teada sirgjoone algabstsiss ¢ ja algordinaat b. Need and-
med médravad sirge s kaks punkti 4 = (a | 0) ja

—(Olb) Rakendades eespool-tuletatud vérrandit sel-
lele juhule, saame

ok T g )

T —a 0—a
ehk, peale teisendamist,

+¥_1.

S

S

Kokkuvéttes :

sirgel algabstsissiga « ja algordinaadiga b on vérrand

20 IR
a 3=
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tflesanne 2. Koosta sirge vorrand, teades, et
tema algabstsiss on 4 ja algordinaat —5.

Lahendus. Asendades vorrandis
x T
i3 e
a_ja b nende vadrtustega, saame

x Pl
s N g
ehk
52 —4y —20=0,
millega otsitud vérrand on leitud.

tlesanne 3. Joonesta sirgjoon, mis on antud oma
vorrandiga 5z — Ty — 356 = 0.

Lahendus. Et koordinaadid 0 ja 0 ei rahulda vor-
randit, siis antud sirge ei libi koordinaatide algust. Méé-
rame ldigud @ ja b, mis sirgjoon moodustab abstsiss- ja
ordinaatteljel. Et sirge ldbib punkti A= (a | 0) ja
B= (0 | b), siis peab kumbki paar neid koordinaate rahul-
dama antud vorrandit; seega

5:a—7:0—3 =0 ja 5:0—7-6—35=0
ehk

g= ja b = —b.

Saadud l6ikude jargi mirgime telgedel punktid A ja
B; neid ldbiv sirge on otsitav.

Teisiti jouame eesmirgile, kui antud vérrandi tei-
sendame jarjest nii:

5z — Ty = 35,
5x A
%8
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Siit ndeme, et sirge joonestamiseks vajélised 16igud
telgedel on 7 ja —b5.

Ulesanded.

81. Joonesta sirge, mis ldbib punktid Pi=(—4 | 6)
gaiPo=— (8 ] 0). Koosta selle sirge vorrand.

82. Missugused peavad olema kordaja m ja vaba-
liige b, et sirge y = ma + b ldbiks punktid (6]2) ja (5|1) 7

83. Sirge y =ma + b ldbib punktid (—4]—2) ja
(3 ’ 0). Mééra kordaja m ja vabaliige b.

. 84. Koosta jargmiste punktipaaridega méidratud
sirgete vorrandid:

AE(III) ja BE(3[4)
CE(Z}—5) ja DE(—4|—1)
EE(OIO) ja FE(—6|—4)
GE(O]—S) jaHE(”O)
I":«:(—1I~3) ja KE(—5I—4).

FEh it (P < Pata=

85. Kolmnurga tipud on
A= (2 | 1), B=(—3 [—2) ja C= (8 ’—2).
Kcosta kolmnurga kiilgsirgete vérrandid.

86. Kirj'uta kolmnurga kiilgsirgete vorrandid, kui
kolmnurga tipud on M= (—4 | 4), N= (b | —5) ja
Pe=i{(—8 l 3

87. Kirjuta nelinurga kiilgsirgete vorrandid, kui
nelinurga tipud on P = (3 | 7), Q= (—1 } 3), R={ ]—5)
ja S=(5 {2l
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88. Koosta sirge vorrand, teades, et sirge labib punk-
tid (»|q) ja (¢|p).

89. Otsusta, kas punkti A= (0 |—2) ja punkti
B= (-2 | 0) ldbiv sirge ldbib ka punkti C= (—6 | 4).

90. Otsusta, kas punktid M= (2 | 3), N= (3 | 1)
ja P= (—2 [ 4) asetsevad {ihel ja samal sirgel.

91. Kirjuta sirgete vorrandid, kui:

1. sirge algabstsiss on ——4% ja algordinaat on 6;

. sirge algabstsiss on —3 ja algordinaat on —1;

3. sirge loikab a-telge punktis (2 [ 0) ja y-telge punk-
tis (0 [ 3);

4. sirge loikab x-telge punktis (4 [ 0) ja y-telge punk-
tis (O]—l).

92. On antud sirged oma vorranditega:
. 3x4+2y—6=0 3, d24+3y+6=0
2. 2x—5y+10=0 4. 2—2y—8=90

Joonesta need sirged nende telgloikude abil.

93. Kui suur on sirge toéus, kui:

1. algabstsiss on 5 ja algordinaat on 10;
2. algabstsiss on —4 ja algordinaat on 6;
3. algabstsiss on 1,5 ja algordinaat on —4,5;

4. algabstsiss on —3 ja algordinaat on — %

Kirjuta nende sirgete vorrandid téusu ja algordinaadi
kaudu. :

94. Sirge moodustab telgedel Idigud e¢ ja b. Kirjuta
sirge vorrand algordinaadi ja téusu kaudu.
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95. Niita, et kolm punkti
(a,b), (bla) ja (——a[2a+b)
asetsevad tihel ja samal sirgel.

§ 14. Kahe sirgjoone roopseisu ja ristseisu tunnused.

Olgu antud kaks roobikut sirgjoont s ja t. Nende
Ioikumisel z-teljega tekivad siis vordsed tousunurgad
(joonis 16) ; seega

¥
4 ; M1 = o
Siit jareldub, et
tan u; = tan p,,
_J e [ o aehk
O/ ml = m2.
/ ; Seega :
roobikute sirgete tousud on
Joonis 16. vordsed,
Umberpoordult :

vordsete tousudega sirged on roobikud.

Té6epoolest, kui
my = Mo
ehk
‘ tan p; = tan p,,
siis
Ri=py VOI p; =y, 1800, °

Et tousunurk on ikka viiksem kui 1800, siis teine
voimalus langeb dra ja jd#b piisima vaid esimene. Et
sirgjoonte s ja t ldikumisel a-teljega tekkinud vastavad
nurgad p; ja p, on vordsed, siis sirgjooned s ja t peavad
olema roébikud, mida oligi tarvis tdestada.
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Niaide. Sirged
2c—3y=8 _ja. 4dx—6y=156
on roobikud, sest antud vorrandite lahendamisel y suhtes

leiame, et esimese sirge tous on g, teise oma g ehk ka ;‘3 '

Olgu antud kaks ristuvat sirget s ja ¢ (joonis 17).
trhiselt z-teljega nad moodustavad tédisnurkse kolmnurga
A,PA,, mille teravnurgad on p; ja 1800 — p,. Et téis-
nurkse kolmnurga iihe teravnurga tangens on teise terav-

nurga kootangens, siis

tan pu, = cot (1800 — p,)
ehk
tan u; = — cot po.

Nurga kootangens on vordne sama nurga tangensi poord-
vadrtusega; seetottu

1 y

tanpy; = ———
H1 tan w, ¢

ehk

tan p, - tan pp = —1

e A( ek 2

ml'm2:—1. /;4‘ O A\

Sellest ndeme, et

ristuvate sirgete .tousude

korrutis on —I1. Joonis 17.
Umberpoordult, seosest m, - m, = —1 jargneb, et sir-
ged s ja t ristuvad. Toepoolest, kui
ml - m2 —_ —1,
siis
— 1 -_— 1 .
[ T S ehk tanp; = — ——o i



siit
tan u; = —cot p,
ehk
tan py; = cot (1800 — p,)

ja seega nurk 1800 —p, on nurga p, tdiendusnurk véi ta
erineb sellest tdiendusnurgast 1800 vorra. Jarelikult

w1 + (1800 — p,) = 900 voi  py 4 (1800 —p,) =
=900 4 1800

ehk

My — pp = —900 voi Wy — g = 900
ehk :

Mo =y + 900 Vol g = pg + 900,

Molemal juhul sirged s ja t ristuvad, kusjuures niirinurk-
seks tousunurgaks on esimesel juhul Mo ja teisel juhul p,.
Seepirast voime oelda, et

sirged ristuvad, kui nende téusude korrutis on 1.

Ulesanne. Leia sirge vorrand, teades, et sirge
1dbib punkti (2 | —3) ja on risti sirgega 4z — 3y + 6 = 0.

Lahendus. Antud sirge téus on %, seega otsitava
sirge tous on —%. Jérelikult otsitav vérrand on
v—(=38)=—32 (z—2)
ehk, peale lihtsustamist,
32 44y 4 6 = 0.
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Ulesanded.

96. Antud on sirged:

3xr +2y—8=0, x4+6y=1 ja 4y=9—62.
Missugused nende sirgete hulgas on réépsirged?

97. Anna sirge vorrand, teades, et sirge 1dbib punkti

(—4 [ 3) ja on roobiti sirgega y = _gx + 2.

98. Anna sirge vorrand, teades, et sirge on roobiti
sirgega ¥y = 0,8 — 5 ja ldbib koordinaatide alguse.

99. Anna sirge vorrand, teades, et

1. sirge ldbib punkti (0 | 0) ja on roocbiti sirgega
Sz—4y+1=0;

2. sirge ldbib punkti (2 ] 5) ja on roobiti sirgega
22 —8y—2=0;

3. sirge ldbib punkti (7 | 0) ja on roobiti sirgega
bx 4 2y =0.

100. Koosta sirge vérrand, teades, et sirge ldbib
punkti (—1 | 2) ja on roobiti 16iguga, mille otspunktid on
AE(2‘——1) ja BE(3|4).

101. Roopkiiliku  kahe  kiilgsirge vérrandid on
z24+y+1=0 ja x—4y —4 = 0. Koosta iilejadnud kahe
kiilgsirge vorrandid, kui nad labivad punkti (1 ] 3). Joo-
nesta see roopkiilik.

102. Sirgele ¥ — 0,6z + 1,6 on koordinaatide algu-
sest joonestatud ristsirge. Leia ristsirge vérrand.



103. Punktist (2[~2) on sirgele y = 2,502 —9 joo-
nestatud ristsirge. Leia ristsirge vérrand.

104. Punktist (0 ] 5) on punkte (2 | L) Y998 (4 ] 0)
lihendavale ldigule joonestatud ristsirge. Leia ristsirge
vorrand. 2

105. Kolmnurga tipud on (4 | 2) 568 |<5) ja (0 [ 0).
Leia kolmnurga korgussirgete vorrandid.

106. Kolmnurga tipud on (5 | 0y | 3) ja (0 | —2).
Leia kolmnurga kérgussirgete vorrandid.

107. On antud punkt A,= (3 ’—1) ja punkt
A, = (—2 ] 1). Leia nende. punktide siimmeetriatelje vor-
rand.

108. Punkt P= (e [ b) on iihendatud algusega ja
tekkinud l6igule tdmmatud punktist P ristsirge. Anna selle
viimase vorrand.

109. Leia selle joone vérrand, mida modda punkt
peaks liikuma oma ldhtekohast (3-|8), et lithimal teel

jouda joonele y — %x — 1,

110. Sirge moodustab telglsigud « ja b. Tema alg-
ordinaadi 16pus on tommatud sirgele ristsirge. Kui suurt
pindala omab kolmnurk, mida piirab z-telg iihes kahe
varemalt nimetatud sirgega?

§ 15. Kahe sirgjoone lsikepunkt.

Olgu antud kaks sirgjoont 8y ja s, oma vorranditega

A1x+‘Bl?/+C1=0 ja Ayz+Byy+Cy=0.
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Kuidas arvutada nende sirgjoonte l6ikepunkti P koor-
dinaate?

Mirgime need, esiotsa tundmatud koordinaadid tihte-
dega £ ja 5. Et punkt P = (§ | n) asetseb sirgel s, siis
peab olema

A §+Bin+C=0;

et sama punkt asetseb ka sirgel s,, siis peab olema

Ay 4+ By +C=0.

Nii ndeme, et otsitavad koordinaadid peavad rahul-
dama nii iiht kui teist antud vorrandit. Jérelikult need
koordinaadid saadakse lahendades siisteemi, mis koosneb
kahest antud vorrandist.

Kokkuvottes :

et saada kahe sirgjoone ldikepunkti koordinaate, tuleb lahen-
dada siisteem, mis koosneb antud sirgjoonte vorrandeist.

Nidide.
Sirgjoonte
S8z +6y—1=0
ja '
Y= 22 —5
16ikepunkti koordinaadid saame lahendades antud vorran-
deist koosneva siisteemi. Asendusvotet kasutades leiame
8x+5(2r—5)—1=0,
millest :
== 2
ja jérelikult
y=2-2—5=—1.

Niisiis 16ikuvad antud sirged punktis (2 | —1).

Asjaolu, et lineaarse vérrandi geomeetriliseks vasteks
on sirgjoon, voime kasutada kahe tundmatuga lineaarvor-
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rand-siisteemi graafiliseks lahendamiseks. Selleks joones-
tame siisteemi vérranditega midratud sirgjooned ja leiame
Jjoonisest nende Idikepunkti abstsissi ja ordinaadi.

y
3

Joonis 18,

Et see lgikepunkt asetseb nii iihel kuj ka teisel sirgel, siis
rahuldavad tema koordinaadid molemaid siisteemi kuulu-

vaid vorrandeid ja jirelikult need koordinaadid ongi vor-
rand-siisteemi lahendid.

Néaide. Olgu antud lahendada vorrand-siisteem
Je4+4y4+-4=0
|50 + 4y —12 =0,
Joonestades algabstsissi ja algordinaadi jérgi nii esimese

<

- kui ka teise sirgjoone (joonis 18), leiame nende 16ikepunkti
koordinaatidena

=4 ja i 2
Need ongi antud vorrand-siisteemi lahendid.



Ulesanded.
111.
Ly — 202 ja
2, y=-324+10 ja
8.y =285 ja
4. Tx 42y =20 ja

5. 5x‘-—4y——1:0 ja

49

Leia jiargmiste sirgetepaaride ldikepunktid :

3

y=z;2+1
y=;x+3
r—2y=2
4o — by = —T7

22 4 3y 4+ 18 = 0.

jargmised vorrandsiistee-

mid ja kontrolli tulemused, asetades nad tundmatute ase-

112. Lahenda graafiliselt
mele:
L (z4+y=4

|z2—2y =1

2 (dx+Ty—5=0
{2x—5y+6=0

113. Lahenda jargmised

. [2043y+4=0
|52 —2y —9=0

vorrandsiisteemid arvuta-

=

Y

4

=5
+4=1

®y Wy

mise teel ja kontrolli tulemused graafiliselt:

' A ’102:—}—3?/:25
l 5z + 9y = —25

-
3. [ 4z 4 3y = 26
l 3z —2y =11

92 4 6y = 18
3z 42y =12

4 Matem. &pik giimn.

4. J bx — 4y = 20
lle-—Sy:40

5. [ 2 4+ 38y =—9
l 52+ Ty = —25

6. f Tc—y="1
|21z —3y =14
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Ulesandeid sirgete kohta.

114. Kolmnurga kiilgsirgete vorrandid on
r—2y+6=0, 82x+4+y+14=0 ja 102 —3y—8=0.
Leia kolmnurga tipud.

115. Leia, kui suure nurga moodustavad teineteisega
iga kaks jargmist sirget:

. y=2—1 ja 20—y—3=0
2. 3x—4y—6=0 ja y=05r+4+1

116. Kolmnurga  kiilgsirged on z—2y 4+ 6 =0,
8¢ +y+14=0 ja 10 —3y —8 =0. Leia kolmnurga
nurgad.

117. Kolmnurga tipud on P= (2 | 3), Q= (—1 i 2)
ja R=(8 ‘ —1). Leia kolmnurga nurgad.

118. Kui kaugel on sirgete 3242y +47=0 ja
r — 5y — 8 = 0 Ioikepunkt koordinaatide algusest?
119. On antud sirged
3+ 2 +T=0 -ja  2=8y—8=0.
Koosta nende l6ikepunkti ja koordinaatide algust iihen-

dava sirge vorrand.

120. Arvuta sirgete 3z 4 Ty =18 ja Tx — b5y = 10
loikepunkti kaugus punktist (5 | B
121. On antud sirged
x4+ Ty =18 ja  Tex—by=10.

Nende 16ikepunkt ja punkt (5 | 3) miédravad kolmanda
sirge. Anna selle sirge vérrand.
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122. Kas sirged
2¢ +3y=11, 22 —y=2 ja 6z 4 1Ty =51

lI6ikuvad iihes punktis voi moodustavad kolmnurga?

123. Niita, et sirged
ax by =1, bx+.ay=.1 ja x—y:‘()

loikuvad iihes punktis.

124. Kolmnurga tipud on:

AE(GI——4), :—:(__4!5) ja CE(—3I—3).
Anna punktidest A ja B témmatud mediaansirgete vor-
randid. Maddra nende kahe mediaani 16ikepunkt. Niita,
et seda punkti libib ka kolmas, tipust C tommatud medi-
aan.

125. Kolmnurga tipud on:
AE(6|8), BE(—4|2) ja CE(2|—4).
Anna kolmnurga kiilgede keskristsirgete vorrandid. Niita,

et 3 keskristsirget loikuvad iihes punktis. Kui suur on
kolmnurga iimber joonestatud ringjoone raadius?

126. Olgu antud sirge y =5 + /3 2. Kui kaugel on
sirge koordinaatide algusest?

127. Arvuta kaugus koordinaatide alguse ja sirge
3z 4 4y = 12 vahel.

128. Kui kaugel koordinaatide algusest on punkti-
dega (3 [—1) a8 L | 5) méadratud sirge?

129. Maidra kaugus kahe paralleelse sirge vahel,
mille vorrandid on 82 44y —4 =0 ja 3z 4 4y + 8 = 0.

4* 5 o
TR Pramatit

.=
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Ringjoon.
§ 16. Ringjoone vorrand.

Ringjoon on méératud, kui on antud tema keskpunkt
ja raadius, sest nende andmete jirgi saab ringjoont joo-
nestada. Olgu punkt C= (a | b) ringjoone keskpunkt ja
r ringjoone raadius. Leiame selle ringjoone vérrandi. Sel-
leks votame ringjoonel vabalt punkti PE(x[y) (joo-
nis 19). Siis on CP iiks ringi raadiustest, seega CP =,
jarelikult CP2 = r2, Avalda-
des viimase vorduse vasaku
poole punktide C ja P koordi-
naatide abil, saame

(x—a)2 4 (y—0)2 =172

See vordus seob punkti P
koordinaate antud suurus-
tega a, b ja r. Et punkt P
oli ringjoonel voetud va-
Joonis 19. balt, siis leitud seos kehtib
ringjoone iga punkti puhul;

jarelikult see seos ongi ringjoone vorrand.

y

Erijuhul, kui ringjoone keskpunkt asetseb koordinaa-
tide alguses, on a =0 ja b =0 ning ringjoone vorrand
omab kuju

X2 4+ Y2 =12,
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Kokkuvattes:

kui ringjoone keskpunkti koordinaadid on @ ja b ning raadius
on r, siis ringjoone vorrandiks on

—a)? (g —b)> =13

kui ringjoone keskpunkt asetseb koordinaatide alguses ja

ringjoone raadius on r, siis ringjoone vorrandiks on
8 k=t
Umberpoordult, vorrand
(x—a)2 4 (y—0b)2 =172

esindab arvude a, b ja r igasugustel viidrtustel ringjoont.
Téepoolest, vorrand iitleb, et punkt, mille koordinaadid
x ja y rahuldavad antud vorrandit, asetseb kindlast punk-
tist (a [ b) kaugusel, mille ruut on jadv »2; jarelikult on
konesolev kaugus ise jddv. Punktid aga, mis asetsevad
jadval kaugusel kindlast punktist, moodustavad ring-
joone,

Avades sulud, saame ringjoone vérrandi kirjutada
kujul

22 4+ y2 — 2ax — 2by + (a2 + b2 —17r2) = 0.

Kui selles vorrandis peaks esinema murdarvulisi kordajaid
(kaasa arvatud vaba liige), siis korrutame vorrandi kum-
magi poole kohaselt valitud teguriga k ja saame vorrandi
tdisarvuliste kordajatega:

ka2 4 ky2 — 2kax — 2kby + k(a2 + b2 —1r2) = 0.

See vorrand on z ja y suhtes teise astme vorrand;
ta on selles mottes erikujuline, et temas puudub liige muu-
tujate korrutisega ja muutujate ruutude kordajad on vord-
sed. Niitame, et iga teise astme vorrand muutujatega z ja
¥, mille puhul on tdidetud praegu-nimetatud tingimused,
teiseneb vorrandiks

(z.—a)2 4 (y—Db)2 =12



54

ja esindab seega ringjoont. Téepoolest, olgu tegemist vor-
randiga, mis rahuldab eespool-nimetatud tingimusi. Kirju-
tame ta kujul:

Ax2 4+ Ay2 4 Bx + Cy + D = 0.
Jagades vorrandi kummagi poole kordajaga A ja kirjuta-
des liikmed teises jirjekorras, saame

A7) (6} D
2 T 2 o —_———
Téiendades esimese ja teise liikme summat, samuti kol-

manda ja neljanda liikme summat tdisruuduks, saame eel-
misega samavéiirse vorrandi

(LE +A x+ 4A°)+(‘/ +A y+4A' +7_Zﬂ_m=
ehk
B2 C®— 44D

(@rifmg ")—l'(l/—’—z]) P T
Vasakul poolel seisab kahe ruudu summa; see on igal juhul
positiivne; et vorrandil oleks lahendeid, peab ka pare-
mal poolel seisev avaldis olema positiivne; vastasel korral
pole voimalik vorrandit rahuldada iihegi x ja y viirtuste
paariga. Kui paremal poolel seisev avaldis on positiivne,
saame leitud vorrandi kirjutada kujul

(x—a)2 4 (y—0b)2 =12,

kus
B c 3 B24- C®—4AD
A e [t _—— P e L A MR S
o 7 LR ey S 442 ’

vorrand (z— a)2+4+ (y—>b)2=72 on aga ringjoone
vorrand, millega eespool-piistitatud viide on toestatud.

Kokkuvottes:

teise astme vorrand muutujatega x ja y, milles puudub liige
muutujate korrutisega ja milles muutujate ruutude kordajad
on vordsed, esindab kas ringjoont véi temale ei vasta iihtki geo-
meetnhst kujundit.
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Niide. Vorrandit
222 + 2y2 + 52 —8y +10=0
saame peale koigi lilkmete jagamist 2-ga kirjutada kuJul
(W+5m%+wt—%)+5=0
ehk
(22 +2- x+ﬁ)+uﬂ—22%+®+(&—~—4hw
ehk
@+2)2 4+ —2)2=
See on niiéuguse ringjoone vorrand, mille keskpunkti koor-

dinaadid on —% ja 2 ning raadius on %.

Ulesanded.

130. Koosta ringjoone vorrand, teades, et

1. ringi keskpunkt on koordinaatide alguses ja ringi
raadius on 5;

2. ringi keskpunkt on koordinaatide alguses ja
ringjoon ldbib punkti (—2 | 6);

3. ringi keskpunkt on (—3 | 1) ja ringi raadius on 4;

4. ringi keskpunkt on (—4 |—3) ja ring puudutab
z-telge;

5. ringi keskpunkt on (3 | 2) ja ringjoon ldbib koor-
dinaatide alguse;

6. ringi keskpunkt on (5 | 2) ja ringjoon lédbib punkti
(6]|—1);

7. ringi keskpunkt on II veerandis, ringi raadius on
3 ja ring puudutab kumbagi telge.



56

131. Joonesta jargmised ringjooned, mé#rates enne
nende keskpunkti ja raadiuse:

L x24y2=16

22 4 Y2 = 4

224 y2—10y =0

224 y2—4dx 46y =0

5. x2+y2—2x—3y+i—_—0

oo

132. Méiédra jargmiste ringjoonte keskpunkt ja raa-
dius:
L 4244924122 —4y +5=0
2. 3x243y?—14x —48y =0
8. 5a24 5y2—6x + 8y =12
4 4922 4 49y2 — 14 4+ 28y +5=0
5. 202 4-2y2 —zx+y—==6

133. Missugust tingimust peavad rahuldama arvud
a, b ja r ringjoone vérrandis (z—a)2+ (y—0b)2 =12,
et

L ringi keskpunkt asetseks w-teljel;

2. ring puudutaks y-telge;

3. ring puudutaks z-telge koordinaatide alguses;

4. ring puudutaks kumbagi telge;

5. ringjoon labiks koordinaatide alguse?

134. Ringjoone keskpunkt asetseb z-teljel ja ring-
Joon labib punkte 4 = (3 | 3) jaB= (b | —1). Anna ring-
joone vorrand.

135. Missugune punkt z-teljel asetseb vérdseil kau-
gusil punktidest (—2 I 5) ja (4 | ?
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136. Leia ringjoonel «2 -} y2 =81 asetseva punkti
ordinaat, kui punkti abstsiss on 5, 6, —1, —3.

137. Leia ringjoone 22+ y2 — 2x—4y + 1 = 0 punkti
abstsiss, kui punkti ordinaat on 0, 3, —1.

138. Leia ringjoone vorrand, teades, et ringjoone
keskkoht on punktis (6 | 7) ja ringjoon puudutab sirget
br— 12y —24 = 0.

139. Kolmnurga tipud on:

A= (—1 | b)s - -B=(-=2 l 22) e jare i@ == (84 |—3,8).
Miira selle kolmnurga iimber joonestatud ringjoone kesk-
punkt ja raadius.

140. Kolmnurga tipud on:

OE(O[O), AE(a[O) ja BE(Olb).
Maiéra selle kolmnurga timber joonestatud ringjoone kesk-
punkt ja raadius.

141. On antud punktid A = (3 | 4) ja B= (—1 [ 2).
Leia selle ringjoone vorrand, mille diameeter on AB.

§ 17. Ringjoone loikumine sirgjoonega.

Olgu antud ringjoon ja sirgjoon. Seame endile iiles-
andeks leida nende joonte iihiste punktide koordinaate.
Lihtsuse méttes valime ringi keskpunkti koordinaatide
alguseks; siis on ringjoone vorrandiks

x2 4 Y2 = re,
Olgu sirgjoon antud oma algordinaadi b ja tousuga m; siis
on sirgjoone vorrandiks

Yy =mz + D.
Ringjoone ja sirgjoone iihised punktid asetsevad nii esi-
mesel kui teisel joonel; seega nende punktide koordinaa-
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did peavad rahuldama nii esimest kui ka teist vérrandit 3
jérelikult otsitavad koordinaadid saadakse lahendades
vorrand-siisteemi

Ix? + y? —=7r2

ly = mx + b.

Sellel siisteemil on kas kaks paari lahendeid véi iiks
paar lahendeid v&i ei {ihtki paari lahendeid. Esimesel
juhul antud sirge 16ikab ringjoont, teisel juhul sirge puu-
dutab ringjoont ja kolmandal juhul sirge ja ringjoon ei
oma iihiseid punkte.

Ulesanne Kuidas asetseb sirgjoon

3x+4y+24=0
ringjoone
24 y2 —6x+4y—12=0
suhtes?

Lahendus. Leiame mélema joone ithised punktid.
Nende punktide koordinaadid peavad rahuldama nii iiht
kui ka teist antud vérrandeist. Lahendades esimese vor-
randi y suhtes, saame

Asetades leitud y avaldise teise vdrrandisse nieme, et
22+ (—22—6)2—6a 44 (—32—6)—12=0,

Siit saame peale sulgude avamist ja koondamist, et

%55 22 =0
ehk
e
ja sellele vastavalt
Y = —=6.

Niisiis antud joontel on {iks iihine punkt (0 | —6); jare-
likult antud sirgjoon puudutab ringjoont.
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Ulgsanded.

142. Leia punktid, milles ringjoon x2 4 y2 = 225 16i-
kub sirgetega

x =—1, y=—-38 ja 2¢+y=0.
143. Missugustes punktides ringjoon
x2 -+ y2—6x+ 4y =38

l16ikab koordinaatide telgi?

144. Leia ringjoone a2+ y244x—2y—8=0 ja
sirge be — y — 2 = 0 ldikepunktid.

145. Leia ringjoone (x4 2)2+4 (y—1)2=13 ja
sirge 2& — 3y = 6 ldoikepunktid.

146. Miira ringjoone 224 y2=37 ja sirge v +3y=3
l6ikumisel tekkiva koolu keskpunkt.

147. Kui pikk kool tekib ringjoone
22 +y24+3x—2y—4=0
ja a-telje 16ikumisel ?

148. Leia, missugused jéargmistest sirgetest puuduta-
vad ringjoont 22 4 2 = 36, ja méadra puutepunktid.

1. x:ﬁ 2 y=7
y=2+8 y=zv—11
y=52+10 y—ax=6)2

149. Leia punkt, milles sirge y = —ga: 4+ 8% puudu-
tab ringjoont z2 4 y2 = 25. *

150. Niita, et sirge 3z + 4y = —32 puudutab ring-
joont z2 4 y2 + 2x + 2y —23 =0, ja leia puutepunkti
koordinaadid.
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Peatiikk IV.
Ellips.
§ 18. Ellipsi joonestamine.

Ellipsiks ﬁmemmkse niisugust  tasapinnalist kéoverjoont,
mille punkti kaugused kahest kindlast punktist annavad jadva
suurusega summa.

Neid kindlaid punkte nimetatakse ellipsi fookus-
teks. Olgu punktid F, ja F, ellipsi fookused ja P ellipsil
vabalt valitud punkt, Ellipsi definitsiooni jirgi siis

FyP + F,P = konst. 1
Vorduse paremal poolel seisvat konstanti on viisiks t#his-
tada siimboliga 2a, nii et
F\P + F,P = 2q,

Lihtsaim  véte ellipsi
joonestamiseks on jargmine:
torkame fookustesse F, ja
F, néelad (joonis 20), pane-
me noelte iimber kinnise
niidi pikkusega F.F, 4 2a,
tdmbame pliiatsi terayikuga
niidi pingule ja joonestame
joone nii, nagu pingul olev
niit seda lubab. Nii saadud
joon on ellips, sest, mirki-
des pliiatsi teraviku téhega P, leiame, et iga tema asendis

F\Fy+ F\P + F,P —F,F, 4 2q

Joonis 20.

1 Liihend konst tihendab konstanti ehk jadvat,
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ehk
FiP 4+ F.P = 2a. i

Siit ndeme, et punkt P rahuldab ellipsi punkti kohta seatud
nouet.

Sirgloike, mis iihendavad ellipsi punkti fookustega, nimeta-
takse ellipsi punkti raadiusvektoriteks.

Viimaseid tidhistatakse siimbolitega r; ja 7,. Ellipsi
definitsiooni jargi on ikka

ry 4+ 1o = 2a.
Eespool-toodud ellipsi joonestamise vote néitab, et

ellips on miiratud, kui on teada ellipsi fookused ja raadius-
vektorite summa.

Teine vote ellipsi joonestamiseks on jéargmine. Votame
loigul A,A, pikkusega 2¢ mingi punkti A; joonestame
raadiusega AA, fookusest F'; ringjoone ja raadiusega AA,
fookusest F, teise ringjoone. Loikugu need ringjooned
punktides P; ja P,. Siis 7

F.P,+F,P,=AA, +AA;=2a
ja
seega nii punkt P, kui ka punkt. P, asetsevad ellipsil.

Muutes punkti A asendit 16igul A;A, ja korrates ees-
pool-toodud votet, saame veel kaks ellipsi punkti; nonda
edasi minnes véime leida kuitahes palju ellipsi punkte.
Neid punkte kdverjoonlaua abil iihendades saame ellipsi.

§ 19. Ellipsi vorrand.

Olgu antud ellipsi fookused F'; ja F'; ja raadiusvekto-
rite summa 2a. Nende andmetega on ellips miiratud. Et
punktid F, ja F, on antud, siis on teada ka nende vahe-
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line kaugus F,F,. Tahistame selle kauguse, nagu iildi-
selt viisiks, stimboliga 2¢. Valime sirgjoone F|F, abstsiss-
; teljeks ja l6igu F,F, kesk-
ristsirge ordinaatteljeks
(joonis 21). Siis F, ==
E(C,O) jaFQE(—CIO).
Seame endile niiiid iilesan-
deks leida ellipsi vérran-
dit. Selle iilesande lahen-
damiseks arutame nénda:
Olgu P mingi punkt
Joonis 21, ellipsil, missugune nimelt,
selle jdtame iitlemata. Siis

F\P 4+ F,P—=2a

ehk
71 + 7o = 2a.

Kui punkti P koordinaadid tihistame tihtedega x ja y,
siis '

r2=(@—ec)24 (y—0)2

T2 = (€ 4 ¢)2 + (y—0)2
ja seepirast

V@E—o) F 241 &+ )7 42 = 2a.
Et punkt P oli mingi punkt ellipsil, siis leitud seos x,
¥ ja konstantide a ja ¢ vahel on tiidetud ellipsi i g a punkti
puhul; jdrelikult leitud vérrand ongi ellipsi vérrand.
Anname sellele vorrandile ruutjuurtest vaba kuju. Sel-

leks viime iihe ruutjuure paremale poolele; saame:

peale sulgude avamist ja koondamist leiame, et



a)/ (x—e)2+y2=0a2—cx;
astendame uuesti kummagi poole 2-ga ja koondame;
saame:
(a2 — c2)x2 4 a2y = a2 (a2 = o2
Otsustame, missugune on vahe a2—c2 mirk. Kolmnur-
gast F,PF, saame (joonis 21), et

F.P 4 Fy,P > FF,
ehk 2a > 2¢, seega a > ¢, jérelikult a? > ¢2 ja lopuks
a2 — ¢2 > 0. Niisiis vahe a2 — ¢2 on igal juhul positiivne.
Seepirast voime teda lithiduse mottes kirjutada kujul b2,
mille jirel ellipsi vorrand omandab kuju

b2x2 + a2y? = a2b2
ehk

2 Y2

i
Uurime, missugune on arvude a ja b geomeetriline tédhen-
dus. Selleks leiame ellipsi loikepunktid koordinaatide tel-

]

gedega. Loikepunktis a-teljega on y =0, seega Z— =1,
2 —a? ja = +a. Samal viisil leiame, et 16ikepunktis
y-teljega on y = +b. Nieme, et ellips 16ikab x-telge punk-
tides (joonis 22)
Alz(alO) ja Azz(—aIO)
ja y-telge punktides
BIE(OIb) ja B2E(Ol—b).
Neid 4 punkti nimetatakse ellipsi lagipun ktideks,
sirgloike A;A, =2a ja BBy =2b ellipsi telgedeks,
nende lgikepunkti — ellipsi keskpun ktiks.
Et
a2 —c2=2>02, siis a2=02-4c2
a2>b2, a>b: ja 2a > 2b.
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Seepérast 16iku 4,4, nimetatakse ellipsi suureks tel-
jeks, 1oiku BB, — ellipsi viikeseksteljeks. Vas-
tavalt sellele ¢ on ellipsi suur pooltelg ja b ellipsi
viike pooltelg. :

Kirjutades a, b ja ¢ vahelise seose kujul
; €2 = a2 — b2,

ndeme, et ellipsi pooltelgede

B, andmisega on méiratud ka
fookuste vaheline kaugus,
i ehk, teisiti, punktid 4,, 4,,
*F,‘\ ~F o By ja B, miiravad ka F, ja
y Fy.  Téepoolest, joonestades
viikese telje otspunktist B,
(v6i B,) (joonis 22) ring-
Joonis 22, joone raadiusega a, nieme, et
ta 16ikab suurt telge just

punktides F'; ja F.,.

Fookuste vahelise kauguse suhet suuresse teljesse
nimetatakse ellipsi eksts entrisuseks ja tihista-
takse tdhega e. Definitsiooni jirgi e = 2¢ :2a ehk

e

ala

ehk, teisiti,

e=Va—t®
a
Et a > ¢, siis ekstsentrisus e < 1.

Kokkuvéttes :

Pooltelgedega a ja b ellipsi vorrand on f:-.}_-’i; == 1.
a2 b
Ellipsi fookused asetsevad suurel teljel kaugusel ¢ = }/ a2 p2
ellipsi keskpunktist.

Ellipsi ekstsentrisus e = ° on viiksem kui 1.
a
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Ulesanded.
151. Joonesta ellips, mille poolteljed on 6 ja 1,5.
152. Joonesta ellips —+

153. Vana-Rooma amfiteatrid ehitati enamasti ellipsi-
kujulise pohiplaaniga. Nii on Kolosseumi péhiplaaniks
ellips telgedega 188 m ja 156 m; selle keskel asetseb,
omades esimesega iihiseid telgsirgeid, ellipsikujuline areen
telgedega 86 m ja 54 m. Joonesta Kolosseumi péhiplaan
moodus 1 :2000.

154. Kirjuta ellipsi vorrand, kui ellipsi poolteljed on
10 ja 8.

155. Kui pikad on jargmiste ellipsite poolteljed:

“f_*_?/f_.l 4. 224 4y2=1
TR R : i
2. 8z2 4 25y2 = 200 5. 1622 4 25y2 =1
8. 224 4y2=29 6. 6224 10y2 =1

156. Leia ellipsi 222 4- 3y2 = 6 ja sirge y — 4z like-
punktid.

157. Joonesta ellipsi —+y = 1 telgede otspunktid
ja leia konstruktsiooni teel ellipsi fookused.

158. Ellipsi fookused asetsevad vastavalt punktides
Fi=(1 [ 0) ja Fo=(—1 |O) ellipsi suur telg on 3. Kir-
Juta selle ellipsi vérrand. :

159. Leia ellipsi vorrand, teades, et raadiusvektorite
summa on 10 ja fookuste vaheline kaugus on 8.

5 Matem. &pik giimn.
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160. Ellipsil ©4+ % —1 on véetud punkt, mille

abstsiss on 2. Arvuta selle punkti kaugused fookustest.
161. Ellipsil £ 4 g2 = 1 on voetud punkt, mille

ordinaat on % Arvuta sellesse punkti viivate raadius-

vektorite pikkused.

162. Kui pikk on ellipsi 922 4 16y2 = 144 k66l, mis
labib fookuse ja on risti ellipsi suure teljega?

163. Kui pikad on raadiusvektorid, mis viivad ellipsi
22 + 3y2 = 12 ja sirge x 4 3y — 6 loikepunktidesse?

164. Ellipsi poolteljed on 5 cm ja 3 cm. Arvuta
fookuste vaheline kaugus ja ekstsentrisus.

165. Ellipsi viike pooltelg on 5 ja fookuste kaugus
algusest on 24. Arvuta ellipsi ekstsentrisus.

166. Ellipsi suur telg on 2 korda pikem viikesest tel-
jest. Kui suur on ellipsi ekstsentrisus?

167. Ellipsi ekstsentrisus on % ja viike pooltelg on
4 cm. Kui pikk on suur pooltelg?

168. Ellipsi suur telg on 2¢, ekstsentrisus e. Kui suur
on lithima ja pikima raadiusvektorite suhe?

169. Maa liigub Péikese iimber ellipsis, mille iihes
fookuses on Piike. Maa ja Piikese vaheline viikesim ja
suurim kaugus suhtuvad ligikaudu nagu 29 :30. Midra
Maa orbiidi ekstsentrisus.

170. Kui pikk on ellipsisse 5222 + a2y2 — a2h2
kujundatud ruudu kiilg?
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§ 20. Ellipsi uurimine tema vorrandi pohjal.
Lahendades ellipsi vérrandi
22 v
& tmE=1
ordinaadi y suhtes, leiame, et
=Y ar—aum,

Saadud avaldisel on méte y
liksnes siis, kui juuritav pole
negatiivne; see tidhendab, et
a2 —22 >0 ehk x2 < a2 ehk
[x] < @ ehk, teisiti,

—a L r < Fa.

Sellest nideme, et iikski ellipsi
punkt ei asetse vasakul pool
sirget * = —a ega paremal Jeonis 29

pool sirget x = -+ a (joonis

23). Analoogiliselt leiaksime ellipsi vérrandi lahendami-
sel abstsissi # suhtes, et

—b<y< +b;

siit jareldame, et iikski ellipsi punkt ei asetse iilalpocl sir-
get ¥y = +-b ega allpool sirget y — —b.

Kokkuvéttes :

koik ellipsi punktid asetsevad ristkiilikus, mille siimmeetria-
telgedeks on ellipsi teljed.

Olgu z, mingi z-i vidrtus —a ja + a vahel. Sellele
z-i védrtusele vastavad k a ks y-vddrtust:

I e 3 by,
' =+ ;VaZ—x12 Ja 1/1"2—“1/02—5”12'
need erinevad iiksnes mirgi poolest: ¥’ =—y,”. See

5*
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tdhendab, et siimmeetriliselt punktiga (a, ] Y4') esineb
ellipsil ikka ka punkt (z, |— y¢'), teiste sonadega,

ellips on siimmeetriline oma suure telje suhtes.

Samal viisil niditame, et

ellips on siimmeetriline oma viikese telje suhtes.

Olgu (x1|y1) tiks ellipsi punktidest; siis koordinaa-
did z,; ja y, rahuldavad ellipsi vorrandit; jarelikult

+T/1 SE

Et (—2y)2=2,2 ja (——yl)— = y,2, siis iihtaegu iilaltoo-
dud vordusega kehtib ka vordus

(_a'fl)l + (= f'/l)" LT

’

see tdhendab aga, et ka punkt (— o l———yl) asetseb ellip-
sil. Punktid (z, |v1) ja (—ay | —¥1) on siimmeetrilised
koordinaatide alguse suhtes. Seetdttu koordinaatide algus-
punkti nimetatakse ellipsi keskpunktiks. Niisiis

ellips on siimmeetriline oma keskpunkti suhtes.

Vaatleme I6puks ellipsi kuju olenevuses ellipsi ekstsent-
risusest. Ekstsentrisuse definitsiooni jirgi

c a®— b2
B 5T V—T“;
sellest leiame, et
p'=ae
ja
b‘: a VmQ

Loeme suure telje jadvaks. Ekstsentrisuse kasvades nul-
list itheni nideme viimastest valemitest, et fookuse kaugus
keskpunktist kasvab nullist suure pooltelje vadrtuseni,
viike pooltelg aga viheneb suurest poolteljest nullini. See
téhendab: ellipsi ekstsentrisuse kasvades ellipsi fookuste
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vahe jarjest kasvab, viike telg aga jarjest viheneb ja ellips
muutub jérjest lamedamaks. Ekstsentrisuse e lidhenedes
1-le liheneb ¢ a-le ja b laheneb 0-le: ellips ldheneb kujult
sirgjoone loigule. Ekstsentrisuse e lihenedes 0-le liheneb
ka ¢ 0-le, fookused ldhenevad jarjest keskpunktile, b ldhe-
neb a-le, teiste sonadega, ellips liheneb oma kujult ring-
joonele.

§ 21. Ellips ringjoone normaalprojektsioonina.

Olgu antud ringjoon raadiusega a. Votame ringjoone
kaks ristuvat diameetrit koordinaatide telgedeks ja vaa-

tame, missuguse kovera moodustavad punktid, mis saame

vihendades ringjoone punktide ordinaate suhtes %

Tahistades ringjoone punkti koordinaate tahtedega X
ja Y, saame ringjoone vorrandi kirjutada kujul
X2 4 Y2=gqa2,
Ringjoone punkti (Xl Y) abstsissi endiseks jatmisel ja
ordinaadi vidhendamisel suhtes 'I'L' saame punkti abstsis-
siga ¥ — X ja ordinaadiga vy :% Y. Et iimberpéordult
X=zjaY= ;)"7 v, siis ringjoone vorrandi pdhjal

22+ (- y)2=a2
ehk

[ S0 ST

a? m %
(5 )2

See on niisuguse ellipsi vorrand, millel suur pooltelg on a

ja viike pooltelg on %’ a.

Kokkuvattes :
kui ringjoone punktide ordinaate vihendada mingis kindlas
suhtes, siis asetsevad ordinaatide uued 16pp-punktid ellipsil.
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Viimasest vérrandist ndhtub, et saadud ellipsi viikese
pooltelje pikkus

ja seega

Jéarelikult:

et saada ringjoonest raadiusega a ellipsit pooltelgedega «
ja b, tuleb ringjoone ordinaadid vihendada suhtes b : a.
See annab lihtsa votte ellipsi punktide leidmiseks: joones-
Y tame ellipsi suurel teljel
: kui diameetril ringjoone ja
vihendame selle ringjoone
punktide ordinaate suhtes
b :a (joonis 24).

Niitame 16puks, et

ringjoone normaalprojekt-
sioon on ellips.

Kujutagu tasapind R

(joonis 25) ringi tasapin-

Tionis 94 da, olgu ringi raadius a,

ringi keskpunkt O ja OX

liks ringi diameetritest. Votame projektsioonitasapinnaks

tasapinna T, mis lgikub tasapinnaga R mooda sirget OX

ja moodustab tasapinnaga R nurga . Langegu projekti-
vad kiired risti tasapinnaga 7.

Vétame tasapinnal R telje OY risti teljega OX ja tasa-
pinnal T teljeks Oz sirge OX ja teljeks Oy sirge ldbi punkti
O risti sirgega Oz. Olgu P = (X | Y) vabalt valitud punkt
ringjoonel ja P1_=_‘(x|y) tema projektsioon tasapinnal
T 3 siis

e
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Joonisest nédeme, et kolmnurgas PP,Q on nurk PP,Q tédis-
nurk, nurk PQP, = ¢, jarelikult
QP = QP cos ¢
ehk
y = Y cos ¢.

o~

Joonis 25

Et ringjoone vorrand on

X2+ Y2=qa2

ja X=2, Y= COZ , siis ringjoone projektsiooni vor-
¥
rand on
y* 2

2 . —

oy cos®g ¢
ehk

i ¥ _ 1.

2

@ " aZcos’y

See aga on niisuguse ellipsi vorrand, mille poolteljed
on a ja a cos . Nideme, et projektsioonitasapinnale risti
langevad kiired heidavad kaldu seisva tasapinna ringist
projektsioonitasapinnale ellipsikujulise varju.
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Ulesanded.

171. Olgu antud ringjoon a2 - y2 —r2. Missuguse
joone tédidavad ringjoone punktide ordinaatlsikude poolita-
mispunktid?

172 Missugﬁse joone taidavad punktid, millel on nii-
sama suur ordinaat, kuid kolm korda suurem abstsiss kui
ringjoone 22 - y2 = 9 vastavatel punktidel?

173. Ringjoon &2 -4 y2 =16 projektitakse tasapin-
nale, mis I6ikub ringjoone tasapinnaga piki z-telge ja
moodustab ringjoone tasapinnaga 600-se nurga. Kirjuta
ringjoone projektsiooni vorrand.

174. Kirjuta niisuguse ellipsi vorrand, mis tekib
ringjoone x2 -+ y2 =64 projektimisel tasapinnale, mille

kaldenurga koosinus ringjoone tasapinna suhtes on ;
Kui suured on ellipsi poolteljed?

175. Maja lounapoolsel kiiljel on seinast vilja ehita-
tud poolringikujulise alusega-rédu. Keskpieval nieme maja
seinal rédu poolellipsikujulist varju. Leia piikese korgus-
nurk {ile horisondi, teades, et ellipsi piist- ja réhtpoolteljed
suhtuvad nagu 2 : 8.

176. Silindri raadius on 10 em. Silinder on ldiga-
tud tasapinnaga, mis moodustab silindri pohjaga nurga 450,
Véttes loikejoone kérgeimat ja madalaimat punkti libiva
sirge z-teljeks ja sellega ristuva ning silindri telge 15ikava
sirge loiketasapinnal y-teljeks, kirjuta 16ikejoone vérrand.

177. Kerast, mille 1dbimo6t on 30 em, heidavad pai-
kesekiired porandale varju. Anna varju ddrjoone vorrand,
teades, et piikesekiired moodustavad porandaga 300-se
nurga.



MATEMAATILINE ANALUUS.
Peatiikk V.

Suuruste olenevus.
§ 22. Jidvad ja muutuvad suurused.

Suurusi, mis esinevad mone kiisimuse matemaatilisel
kiisitlemisel, voib liigitada kahte liiki: tiihed, millel on
ainult iiks numbriline vidrtus, ja teised, mis véivad
omada numbrilisi védrtusi enam kui iihe. Esimest
liiki suurusi nimetatakse jiadvaiks suurusiks, liihidalt
jadvaiks ehk konstantideks; teist liiki suurusi
nimetatakse muutuvaiks suurusiks, liihidalt
muutujaiks.

Niide. Joonestame ringi sisse rea kolmnurki, mil-
lede iiheks kiiljeks on diameeter (joonis 26). Nummer-
dame need kolmnurgad numb-
riegn <1y &y 8l ~57 818
kolmnurga numbri muutudes
kolmnurga iiks kiilg on jiiv,
selle kiilje vastasnurk on
jagv; teine kiilg, kolmas
kiilg, kolmnurga iimbermdot
ja kolmnurga pindala on Joonis 26.
muutuvad; kolmnurga jidva
kiilje lahisnurgad on muutuvad, nende nurkade summa aga
on jaav. '

Muutuv suurus voib omandada mitmesuguseid véaér-
tusi. Kui iikski suuruse s vidrtustest ei ole véiksem arvust
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@ ja likski neist ei ole suurem arvust b, siis iitleme, et selle
suuruse muutumine on altpoolt tokestatud arvuga @ ja
ilaltpoolt arvuga b; ka iitleme siis, et suuruse s
muutumisvahemik ulatub arvust ¢ arvuni b. Nii-
teks sin « muutumisvahemik ulatub arvust —1 arvuni 1.
Et sin a seejuures véib omandada ka viirtused —1 ja +1,
siis kirjutame tema muutumisvahemiku jargmiselt :

—L.GSin g k1

Kui suuruse s muutumine altpoolt pole tokestatud, iilalt-
poolt aga on tokestatud arvuga a, siis litleme, et suurus s
muutub miinus 16pmatusest a-ni; kui suuruse s muutumine
on altpoolt tokestatud arvuga a, ilaltpoolt aga on tokes-
tamata, siis titleme, et suurus s muutub ¢-st pluss lopmatu-
seni; kui suuruse s muutumine pole tokestatud ei alt- ega
tilaltpoolt, siis iitleme, et ta muutub miinus I6pmatusest
pluss lopmatuseni. Séna »lopmatus asendatakse kirjas
stimboliga co. Nii iitleme; et nurga tangens muutub miinus
Iopmatusest pluss 16pmatuseni ja kirjutame:

—oo K tan a < 4 o0,

Viirtusteks, mis suurus oma muutumisel omandab, véivad
olla kas kéik muutumisvahemikku kuuluvad arvud véi
ainult moned sinna vahemikku kuuluvad eriarvud.
Niiteks hulknurga nurk véib omada iga vaartust 00 ja 1800
vahel; korrapidrase hulknurga nurk véib omada aga
ainult jargmisi vidrtusi 00 ja 1800 vahel:

1-;800 ehk 600, 2-180“ ehk 900, Eféim. ehk 1089, . . .
ildiselt

(n—2).1800

n .

kus n on kahest suurem tiisarv,



75
§ 23. Funktsioon ja argument.

On olemas suurusi, mis on teineteisega niiviisi seotud,
et {ihe suuruse viidrtuse etteandmisega on ka teise suuruse
vidrtus juba ette méidratud. Niiteks arvu o etteandmisega
on juba midratud tema logaritm; kovera punkti abstsissi
etteandmisega on juba méadratud punkti ordinaat; ringi
libimoodu etteandmisega on juba méadratud ringi pindala.
Teise suuruse maidratud védrtuse leidmine toimub kord
tema otsimise teel tabelist, kord mootmise, kord jélle arvu-
tamise teel.

Kui iihe suuruse igale viirtusele vastab teise suuruse viir-
tus, siis oeldakse, et teine suurus oleneb esimesest ehk, teisiti,
teine suurus on esimese funktsioon.

Suurust, millest funktsioon oleneb, nimetatakse argumendiks.

Niiteks sirgjoone tous on sirgjoone tousunurga funkt-
sioon, ellipsi punkti raadiusvektor on punkti abstsissi
funktsioon, kera ruumala on kera libim6odu funktsioon,
veerdhk meres on siigavuse funktsioon, inimese keha pik-
kus on aja funktsioon. ,

Tésiasja, et suurus y on suuruse 2 funktsioon, kirjuta-
takse lithidalt kujul

y = f(»).

Muutuv suurus voib oleneda mitmest teisest suuru-
sest: niiteks silindri ruumala oleneb pdhja raadiusest ja
silindri kérgusest, ellipsi viike telg oleneb suurest teljest
ja ellipsi ekstsentrisusest, juhtmes elektrivoolu poolt teki-
tatud soojuse hulk oleneb ajast, voolu tugevusest ja juhtme
takistusest. Mitmest muutujast olenevate funktsioonide
uurimine toimub ikka nii, et uuritakse funktsiooni olene-
vust esiteks iihest, siis teisest, siis kolmandast jne. argu-
mendist. Seepirast edaspidi vaatleme ainult iihest muutu-
jast olenevaid funktsioone ja viimaseistki vaid neid, mis
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eriti sageli esinevad tegelikkuse poolt seatud iilesannete
lahendamisel.

§ 24. Suuruste olenevuse viljendusvahendid.

On mitmeid vahendeid suuruste olenevuse viljenda-
miseks. Uheks niisuguseks vahendiks on tabel, mille
lihte veergu (véi ritta) on kirjutatud argumendi viirtused
ja teise veergu (véi ritta) on kirjutatud funktsiooni vas-
tavad viirtused. Néiteina olgu nimetatud jirgmised: sii-
nuste tabel, mille iihes veerus leiame nurga viartused, tei-

Haiguspievad,

41,46310121416182022242628”2 36

“
<
P~

Temperatuur.
8

L2t A\

T :

Korduva soetove haige kehatemperatuuri graafik.

Joonis 27.

ses veerus vastavad siinuse viirtused; péikese tusuaegade
tabel, kus iihes veerus leiame kalendri pieva, korvalveerus
péikese vastava tousuaja; tulumaksuméiirade tabel, mille
lihes veerus nideme maksualust tulu, kérvalveerus vastavat
tulumaksuméira.

Teiseks vahendiks suuruste olenevuse viljendamiseks
on graafik., Joonisel 27 nieme kujutatuna korduva
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soetove haige inimese kehatemperatuuri olenevust ajast.
Siin on iga mo6tmisaeg kujutatud ajateljel abstsissina ja
temperatuur abstsissile vastava ordinaadina. Kergema fiile-
vaate saamiseks temperatuuri muutumise kéigust on iga
kaks jdrjestikust ordinaadi loppu iihendatud sirgloiguga.
Haige kehatemperatuuri muutumise kidik on mone haiguse
puhul (nagu tiiiifus, sarlakid ja mitmed teised) niivorra
iseloomustav, et temperatuurikovera osa esimestel haigus-
pievadel kasutatakse abinduna haiguse eritlemisel.

Kolmandaks vahendiks olenevuse viljendamiseks on
valem. Ta annab kokkuvotlikult eeskirja, kuidas arvu-
tada funktsiooni vadrtust, kui argumendi védrtus on
antud. Olgu néiteks

Yy = 32 — 8x.

Niipea kui 2-i vdirtus on teada, on selle valemiga mééara-
tud ka w; seega y on x-i funktsioon:

y=7r(=).

Siimbolit f(x) voime vaadelda siin mitte ainult tosiasja
tihisena, et arv ¥ oleneb arvust , vaid funktsiooni avaldi-
sena, teiste sonadega, selle eeskirja liihendina, mille jargi
toimub funktsiooni védrtuste arvutamine. Sama slim-
boliga tihistame ka kirjeldatud arvutamise tulemust. Nii
tihistame siimboliga f(5) seda funktsiooni védrtust, mis
vastab argumendi viértusele 5, ja siimboliga f(a 4 1) seda
funktsiooni vaidrtust, mis vastab argumendi véidrtusele
a + 1. Antud néite puhul
f(x) = 322 — 8z,

seega

f(6) =83-52—8:-5=38-256—40=35
ning edasi

fa+1) =3(a+1)2—8(a41) =
— 302 + 60 + 3 —8a —8 =302 — 20 —6.



78

Kolmest kisiteldud olenevuse véiljendusvahendist on
valem kéige véimsam: ta lubab kohe arvutada
funktsiooni vadrtuste tabeli; selle jirgi
saab siis joonestada funktsiooni graafiku.

Suuruste olenevuse graafilisel esitamisel pole iga kord
voimalik kasutada argumendi Ja funktsiooni kujutamiseks
liht ja sama iihikut; nii argumendi kui ka funktsiooni
kujutamisiihik tuleb valida omaette, arvestades joonise
voimalikku suurust iihelt poolt ja argumendi ja funktsi-
ooni muutumisvahemikkude suurust teiselt poolt. Selle sel-
gituseks olgu jirgmine iilesanne. :

Ulesanne. Kujuta graafiliselt ringi pindala ole-
nevus raadiusest, vottes viimase muutumisvahemik 0 meet-
rist 10 meetrini.

Lahendus. Viljendades valemiga ringi pindala
S olenevuse raadiusest 7, saame

S = ar2.

Andes argumendile » tema muutumisvahemikus néiteks
vaartused 0, 2, 4, 6, 8, 10 ja arvutades‘ning timmardades
neile vastavad funktsiooni S védirtused, saame jiargmise
tabeli ;

rrr-nr-tes 07 ' 2 ‘ 4 7!‘ 6”‘ 8 { 10

S m-tes | 0 | 12,6 | 50,7 ' 113 | 201 | 314

Valime argumendi visrtuste kujutamisel iihikuks
10 mm ja funktsiooni visirtuste kujutamisel i{ihikuks
0,2 mm. Nende kujutamisithikute puhul 7-telje iihesenti-
meetrine 16ik kujutab iiht meetrit, S-telje iihesentimeet-
rine 16ik kujutab 50 ruutmeetrit, Valitud kujutamisiihi-
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kute korral argumendi muutumisvahemik esineb r-teljel
loiguna 10 sentimeetrit, funktsiooni muutumisvahemik
S-teljel 1siguna pisut iile 6 sentimeetri. Arvestades peal-
kirjadeks 1 sentimeetri laiust riba, ndeme, et kogu joo-
nise suuruseks on iimmarguselt 7 -11 ruutsentimeetrit.
Kujutades eespool-olevas tabelis seisvaid arvupaare
punktidena r-S-tasapinnas ja iihendades need punktid v&i-
malikult lihtsa ja sileda joone abil, saame pildi ringi pind-

S
300t
250t

200]

% 2 3 3 8 i

Joonis 28.

ala S muutumisest raadiuse » muutudes (joonis 28, kaks
korda vihendatud suuruses). '

Konesolevas niites argument vdib omandada iga
vidrtuse oma muutumisvahemikust. Juhul, kui argument
omandab vaid rea erivddrtusi oma muutumisvahe-
mikust, esineb funktsiooni graafik iiksikute ordinaatide
koguna; nende ordinaatide l6pp-punktide ithendamiseks
joone abil pole alust. :

Funktsiooni graafiku valmistamisel tuleb ikka hoolsalt
kaaluda, kuidas muutub funktsiooni véértus — kas jar k-
jargult véi hiippeliselt. Vastavalt sellele saame
funktsiooni graafikuna kas katkematu véi kat keva
joone,
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Ulesanded.

178. Nimeta iga allpool-mérgitud nihtuse puhul
moéned sellega seotud suurused, mis muutuvad, ja méned
teised, mis jadvad muutumatuks:

S T

auto iihtlane liikumine;

kivi vaba langemine;

ohu kokkusurumine ohkpistolis;

miindi paisumine soojenemisel ;

Maa liikumine oma ellipsikujulisel teel.

179. Nimeta moned suurused, millest oleneb:

Lol S Sl

kuubi tdispindala;

tetraegdri ruumala;

silindri tasapinnalise 16ike suur telg;
kauba saatekulu raudteel ;

fotoplaadi ilmutamise aeg.

180. Nimeta méned suurused, millest oleneb :

S e 99 B9 T

pesu kuivamise aeg;

vasara l66gi tugevus;

jédva raadiusega silindri taispindala;
jédva korgusega koonuse ruumala;

antud rahasumma eest saadava kauba hulk.

181.  Nimeta méoned argumendid, mille funktsioon on:

1.

ringi sektori limberméot ;

aritmeetilise rea liige;

kinnises klassis iihele oOpilasele osanev hapniku
hulk;

veerdhk mere siigavusse laskumisel ;
voolutugevus juhtmes antud takistuse puhul.
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182. Viljenda valemiga iihe kaateti olenevus teisest,
kui hiipotenuus jddb muutumatuks.
Viljenda see olenevus tabeliga, kui hiipotenuus
on 10 cm.
Kujuta sama olenevus graafiliselt.

183. Jargmine tabel annab korrapirase hulknurga
kiilje pikkuse @ olenevuses kiilgede arvust n, kui pikkus-
tihikuks on hulknurga timber joonestatud ringi raadius:

sfals|efrlefofu]n]n

1
1,73 | 1,41 ; 1,18 | 1,00 | 087 ‘ 0,77 | 0,68 ' 0,62
|

‘
n{

0,52 | 0,42

Kujuta graafiliselt funktsiooni ¢ (n) muutumine. Anna
funktsiooni a(n) avaldis.

184. Jéargmine tabel niitab inimese peaaju keskmise
kaalu kasvamist vanusega:

L R B
| |
1050’1095 1148 | 1170 | 1180 | 1205 | 1220

| r

|

Vanus |
aastates |

T

Peaaju kaal |
g-des

i 330 IBUO | 945
|

Vanus | .. | R A ¢
asstates |10 |11 |12 | 13 1 14 | 15 l 16 | 17 | 18 | 20

Pea;g‘gegaal ';123;3;1248‘1253t1260‘1275 1282{1295? 1303i1312‘ 1325
i I |
Kujuta graafiliselt inimese peaaju kaalu kasvamine
vanusega, tarbe korral andmeid tasandades. Missugused
selle kasvamise isedrasused paistavad silma?
Kui suur on peaaju kaal vanuste puhul 8 kuud, 1 aasta
4 kuud, 4 aastat 6 kuud?

6 Matem. opik giimn.
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185. Kujuta graafiliselt alljirgneva suuruse muutu-
mine tema avaldises esineva tahe kasvades etteantud
vahemikus. Awvaldise védidrtused arvuta killalt tihedalt,
nditeks vottes argumendi viaartused 0,5, tarbe korral isegi
0,2 voi 0,1 tagant. Arvutused toimeta sobivalt wvalitud
arvutusskeemis nii peenelt, kui seda nouab graafiline to0.

1 yz’;tzzo 0< <20
2. v:ﬁ. 0<u<5
3. z:l_;i—r% 0<2<10
4 8=6t—¢2 0<t<6
5. ¢q=25—10p + p2 0 P < 1D
6. xzz_ii 0<2<8.

186. Sc”)nasta.eeskiri, mille jargi leitakse -1 vairtu-
sele vastav funktsiooni véirtus f(z), kui

L f@)=@—3)(x—4) = f<x>~§+j

2. f(x) =22—>5x-}6 5. f(x) =322

. f(x) =) 1—da2 . f(x) =log VT a2
187. On antud: Leia:
L f(®)=22—22—8  f(—1); f(1); f(5).
SYiO) Sut 9(0); g(—1); g(9).
. j(@) =Va2—3 7(2); §(=33);5 i(V3).
4 h(z) =5~ R(0); 1(2); k(D).

5. U(z) =log )z 1(10) ; 1(V/5) 3 1(0,001).
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188. On antud: Leia:

1. F(z) =2c+3 F(1+h); F).

2. G&)=22—5x+6 G2—PLr); G+ h).
LK () — x* -2~ Lo Ky K(L-h).
1

Li(x) = logi L(10") +1; L(2").

189. Olgu: Avalda:
. $ E(xz)—1

1. E@@)=2+1 T

2 Fa)=1—7% [F(x)]3

3. G(z)= if: Gy —1

3 ——
4. H(z) =) a2 log H(x)
5. I(x) =log (22 4 1) 107=

190. Punkt P liigub tasapinnas nonda, et tema kau-
gus y-teljest on 3 korda suurem tema kaugusest ax-tel-
jest. Avalda seos punkti P koordinaatide vahel. Missuguse
joone joonestab punkt P?

191. Missuguse funktsionaalse seose puhul koordi-
naatide  ja y vahel punkt (x [ y) asetseb vordseil kaugu-
sil punktidest (—4 | 0) ja (0 | 6)?

192. On antud punktid PIE(?)I—Z) ja P2_=_(—1|6).
Punkti P kaugused neist punktidest on PP, ja PP,. Punkt
P liigub tasapinnas noénda, et ikka kauguste PP, ja PP,
ruutude vahe on 8. Viljenda vorrandiga punkti P ordi-
naadi olenevus abstsissist. Missuguse joone joonestab

punkt P?
193. Punkt P liigub tasapinnas noénda, et punkti kau-
gus sirgest y — —1 jddb vordseks tema kaugusega punk-

tist (0 | 1). Viljenda vorrandiga punkti ordinaadi olene- -
vus tema abstsissist.

6*
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194. Vaatleme koiki inimese kie poolt valmistatud
ruute. Olgu ruudu kiilg tdhistatud tdhega a, i{imbermoot
" tahega u, pindala tdhega S, diagonaal tihega d. Missugu-
sed suurustest

a d U S d:a S :d2

on selles ruutude kogus muutuvad, missugused on jadvad
suurused? '

Avalda muutuvad suurused kiilje @ funktsioonina.

195. Avalda ringi sektori — ringi kaheksandiku —
timbermdot raadiuse funktsioonina.

196. Olgu ellipsi suur telg 1 dm. Avalda ellipsi
viiketelg, fookuste vaheline kaugus, ja ellipsi ordinaat
fookuse kohal ekstsentrisuse funktsioonina.

197. Olgu y = I:_l' Kujuta graafiliselt suuruse ¥y muu-

tumine 2-i muutudes.

198. Olgu ¥y =z 4 lx] Kujuta graafiliselt suuruse ¥
muutumine 2-i muutudes.

199. Olgu y:%]x]x Kujuta graaﬁliselt suuruse ¥
muutumine z-i muutudes.

§ 25. Vordeline olenevus.

Uks suurus oleneb teisest vordeliselt, kui esimese ja teise
suuruse vastavate vairtuste suhted on vordsed.

Mirgime iithe suuruse viirtused siimbolitega z,, .,

Zs, ..., teise vastavad vaartused siimbolitega v, ¥o, ¥, .
Kui y oleneb a-st vordeliselt, siis peab olema
Y oiVa s Y8 o
a:l .’Uz !l'a
Uhtaegu eelmiste vorretega on kehtivad ka vorded
o i P

Y1 Yo Y3



85

See tihendab aga, et kui y on vordeline x-ga, siis ka
z on vordeline y-ga. Jarelikult

kahe suuruse vordelisus on nende suuruste vastastikune
omadus.

Seepérast voime radkida teineteisest vordeli