


Sisu.

Sissejuhatus. Lhk.

Pohimoisted ja definitsioonid (m##rangud). . . . . . .. . . . 3—6
I peatiikk.

Siaiponestiies e ot S aE e e SR 7—8

INET e e S R R S S e SRR e e D o i R 8—16
II peatikk

HR eIl a0 B S e e S s e TR e e o] Ben)

Nurkade ja kaarte mootiiksused . . . . . TR A S 20—21
III peatiikk. '

Lause vordhaarse kolmnurga tipunurga poolltaJast ....... 2122

Kolmnurga kolm iihtivuse juhust. . . . . S I E o R . 2224

Konstruktsiooni-iilesannete pohitiiiibid . . . . . . . P o 2d==28

Kolmnurga kiilgede ja nurkade olenevus iiksteisest . . . . . . 28—34

Taismirksete skolmnurkade - Bhvus: /5. L S0 e Sdos 34—36

Rist=ya kaldjoonte amadused s <y e i st JE s e . 36—40

LR T RO R T R SRR e R e SR R B R S e 40
Iv peatukk

RO o e s S ae e Ry LGt 4151
V peatiikk.

Rutpitililad 52 drapetSices 10 SO oo s R 51—57

Kolmnurga neli tihelepanemis-véadrt punkti . . . . . . . . . . 57—60
VI peatiikk.

RonstruktSisonizitiesanded : Co sy o dioe s L Sinio Bl i s . 60—68

Elaguthiseds v S el = A O LN T e o R . 6870
VII peatikk.

RINGIOOW : fy Dol f b s v O A o 70—71

Sirge ja ringjoone SOMEHIEARENE . & e e 7173

Kaarte ja koolude olenevus teineteisest . . ... , . . . . . .. 73—175

Koolude ja kodlude ning ringi keskpunkti vahehste kauguste ole-
s ieineraisest: Jelo it Ao o T S 75—T76
Kooluga risti tommatud 14bim60du omadused . . . . . . .. . 76—78
Kahe ringiponessahieline asendss 1o, 200 Srroal v ates o i 78—82
Geomeetriliste kohtade metood . . . . . . Febae AR b 82—84
Roobik slipminessnsgis =0 0l e, SR B o8 SR R o 84—85
Pdordumine Umber punktt. o Tanci 0 i e e 85—86
Fauidiifsetiearary o i sy S e R 86—88
VIII peatikk.

Sttheja-ihine MOOE e o s o e s S e T 88—92

;i IX peatukk

Naskade mootmias- fdogls s risna T Shoal e e el 92—103
X peatﬁkk.

Sisse- ja timberjoonestatud hulknurgad . . . . . . . . . . .. 103—107

Hagutuged ., oot pigsy el e S SR A ST 107—108
XTI peatiikk.

8Videlised Idloud: s s o i i 54 sl et it 00118



Planimeetria

K. N. Rashevski jirele

K. R. Veski

Keskkooli kursus.

K/U ,,Loodus*, Tartus
1923



Un\verc\‘ s
Tanuenst /
(Dorpaiens‘S/

610

K/U ,Looduse“ keeleline korrektor M. Bekker.

A b009

K. Mattiesen'i triikk, Tartus.



Sissejuhatus.

Pohimoisted ja definitsioonid (miidrangud).

1. Igast kiiljest piiratud ruumiosa nimetatakse geo-
meetriliseks kehaks. Olgu naiteks meie silmade ees pliiats;
votame pliiatsi dra ja kujutame enestele ette selle ruumiosa,
kus seisis pliiats; see ruumiosa ongi geomeetriline keha. Geo-
meetrilisel kehal on kolm moodet ehk dimensiooni: pikkus,
laius ja korgus.

Keha piiri, s. o. seda, millega keha eraldub teda iimbrit-
sevast ruumist, nimetatakse pinnaks. Geomeetrilist pinda
vdib kehast eraldi vaadelda; temal ei ole paksust, vaid tal on -
ainult kaks moodet: pikkus ja laius.

~ Pinna piiri nimetatakse joomeks. Geomeetrilist joont
vdib vaadelda pinnast eraldi; temal on ainult iiks modde:
pikkus. Joont vdib veel jargmiselt defineerida: jooneks ni-
metatakse kahe pinna loikekohta.

Joone piiri nimetatakse punktiks. Geomeetrilisel punktil
ei ole ithtki moddet. Punkti vdib veel jargmiselt defineerida:
punktiks nimetatakse kahe joone loikekohta.

Kirjutatud jooned ja punktid ei ole mitte geomeetrilised
jooned ja punktid, vaid ainult nende kujutised. Kirjutatud
jooned ja punktid on fiiiisilised kehad, milledel on pikkus,
laius ja korgus. Vaadeldes nimetatud jooni ja punkte mikros-

koobi abil, ndeme tdesti hulga grafiiti voi tindipulbrit.
' Geomeetrilisi kehi, pindu ja jooni nimetatakse geo-
meetrilisteks sunurusteks. Punkt ei ole geomeetriline suurus,
sest et temal puudub jagatavase omadus, mis on iga suuruse

peatunnus.
)
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la. Joont ei vdi vaadelda kui punktide rida, sest et geomeetrilised
punktid, milledel puudub pikkus, laius ja korgus, ei voi joont moodustada;
kuid joont voib vaadelda kui liikuva punkti jilge.

Samuti voib joone liikumisel moodustuda pind ja pinna liikumisel
- moodustuda keha.

2. Lihtsam koigist joontest on sirgjoon. Mida nime-
tatakse sirgjooneks, seda ei saa defineerida, sest et sirgjoone
moiste on iseenesestki selge algmoiste.

Mitmest sirgjoone osast moodustatud joont nimetatakse
murdjooneks (1. joon.), kui sirgjoone osad pole asetatud {ihes
ja samas sihis. :

Sirgjoontest ja murdjoontest erinevaid jooni nimetatakse
koverjoonteks ehk koverateks (2. joon.).

B D
7R s
]
1. joon. 2. joon.

3. Tasapinnaks nimetatakse niisugust pinda, millel
on see omadus, et kui sirgjoonel on selle pinnaga kaks ithist
punkti, siis sirgjoon asub sellel tasapinnal koigi oma
punktidega.

Loetakse iseenesest moistetavaks, et tasapind laieneb
igale kiiljele Idpmatult, s. o. tasapinnal ei ole kuskil algust ega
1oppu. Tasapinnale tommatud sirgjoon jagab tasapinna kahte
ossa; oletatakse, et iiht tasapinna-osa voib teise tasapinna-osa
peale asetada, poorates teda sirgjoone kui telje {imber.

Koiki teisi pindu, mis pole tasapinnad ega ole ka tasa-
pinna-osadest moodustatud, nimetatakse koverpindadeks.

4. Punktide, joonte, pindade ja kehade kogu, kui ka
iga nimetatud elementi iiksikult nimetatakse geomeetriliseks
jooniseks.

Kui iiht joonist voib teise joonise peale asetada nonda,
et nende vastavad osad katavad teineteist tiiesti, siis nime-
tatakse neid jooniseid iihtivateks.
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5. Geomeetria on teadus, mis opetab jooniste omadusi.
Ta jaguneb kahte ossa: planimeetriaks ja stereomeetriaks.

Planimeetria opetab tasajooniste omadusi, s. o. niisuguste
jooniste omadusi, millede koik osad asuvad iihel tasapinnal.

Stereomeetria opetab niisuguste jooniste omadusi, millede
koik osad ei asu iihel tasapinnal.

6. Aksioomiks nimetatakse iseenesest selget tode, mida
toestada voimatu. Toome moned néited:

[. Kaks suurust, milledest kumbki lahus voetult vor-
dub iihe ja sama kolmanda suurusega, on isekeskis vordsed.

[I. Kui vordseid suurusi suurendada véi vihendada
ithe ja sama suuruse vorra, siis saadakse vordsed suurused.

[II. Kui vorratuid (isesuurusi) suurusi snurendada voi
vilhendada iihe ja sama suuruse vorra, siis saadakse vorra-
tud (isesuurused) suurused.

IV. Geomeetrilist joonist véib, joonist ennast muut-
mata, roumi iihest osast teise viia?l).

7. Lauseks ehk teoreemiks mimetatakse tode, mis sel-
geks saab piirast toestamist. Niitena votame aritmeetilise toe:
»kui arvu ristsumma jagub 9-ga, siis jagub ka arv ise 9-ga“.

Igal lausel on kaks osa: tingimus ja vilide. Kui {ihe
lause tingimus on teise lause viiteks ja vastupidi, siis nime-
tatakse kaht niisugust lauset poordlanseteks; néiteks:

a) (Otsekohene) lause: Kui arvu ristsumma jagub 9-ga,
siis jagub ka arv ise 9-ga.

b) Poordlause: Kui arv jagub 9-ga, siis
arvu ristsumma 9-ga.

Kaht lauset nimetatakse vastaslauseteks, kui iihe lause
tingimus ja viide eitab teise lause tingimust ja vdidet; niited:

c) (Otsekohese) lause (a) vastaslause: Kui arva rist-
summa ei jagu 9-ga, siis el jagu ka arv ise 9-ga.

1) Kolm esimest aksioomi on maksvad igasuguste suuruste kohta,
sellepdrast nimetatakse neid iildisteks; neljas on geomeetriline aksioom.
Temast saame aru, kui fiiiisilisi kehi vaatleme. Uldse, geomeetrilised aksioo-
mid on katselised tded.

agub ka selle

o)
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d) Poordlause (b) vastaslause: Kui arv ei jagu 9-ga,
siis ei jagu ka selle arvu ristsumma 9-ga.

Kui (otsekohene) lause on oGige, siis ei tdhenda see veel
seda, et ka poord- ja vastaslause diged oleksid; on aga (otse-
kohene) lause ja veel iiks keskmistest lausetest (b voi c) diged,
siis on ka kaks tilejaanud lauset diged.

Peale lausete on olemas veel abilaused.

8. Miirkus. Geomeetria aluseks on geomeetriliste mois-
tete definitsioonid ja aksioomid. Neist tuletatakse korrapi-
raste arutluste kaudu laused; neist lausetest teised laused jne.
Nonda moodustub 'siistemaatiline geomeetriakursus?).

1) Greekakeelne sdna geomeetria (yewueroia) tihendab maamootmist
ja nditab, et geomeetria, nagu teisedki teadused, on alguse saanud inimkonna
piiiidmisest oma tarvidusi tdita. Vanad egiptlased harisid paljud aastasajad
enne Kristust Niiluse kallastel maad. Niilus voolas iga aasta iile kallaste
ja tditis iimberkaudsed maad mudaga, tehes seeldbi maa viljakandvaks, kuid
hévitades ka piirisid, mis iihe omaniku maad teisest eraldasid. Et maal tema
suure viljaanni poolest oli suur viirtus, siis on arusaadav, kuidas iga oma-
nik piiiidis tdpsalt oma maa-ala suurust méairata, et piiride kadumisel uute
piiride ajamist vodimaldada. Siit sai aluse maamootmine, mis hiljem geo-
meetriaks kujunes. Egiptusest viidi geomeetria Greekamaale, kus ta teadus-
liku ilme omandas. Esimese siistemaatilise elementaarse geomeetria kirjutas
Eukleides 280 aastat enne Kristust; ta kannab pealkirja: ,Pohialgmed*
(Zrouyeie — Stoicheia). Ekslik oleks arvata, et ,Pohialgmed* oleksid ainult
Eukleidese vaimusiinnitus. Juba enne Eukleidest kirjutasid mitmed greekla-
sed, nagu Hippokrates Kiose saarelt ja teised geomeetria elementidest. Euklei-
dese kommentaator, kuulus motteteadlane Proklos, kes elas V aastasaja keskel
pdrast Kristust, ridgib, et ,Eukleides kogus kokku geomeetria elemendid,
seadis korda materjali, mille algatajaks oli Eudoxos, tdiendas Thetese alg-
meid ja toestas korralikult selle, mis enne teda oli ndrgalt toestatud“. Peale
Eukleidese t66 ei olnud tol ajal iihtki sarnast t66d kirjutatud. Greeklastelt
omandasid araablased Eukleidese ,Pohialgmed* VIII aastasajal, kuna aga
viimaste kaudu ,Pdhialgmed“ XV aastasajal, renessansi ajajirgul, tuttavaks
said, nonda et 1482. a. triikiti Veneetsias ,Pohialgmete“ esimene ladinakeelne
viljaanne. Selle raamatu jirele oppisid koik XIX aastasaja geomeetriatead-
lased. Ka praegusel ajal tarvitatavad geomeetria dpperaamatud ei ole mi-
dagi muud kui ainult ,Pohialgmete“ teisendid, kuna aga ,Pohialgmed“ ise
ka kidesoleval ajal selge ja tipsa toestuse eeskujuks on.



I peatﬁkk.

Nirgjoonest.

9. Aksioomid: a) Sirgjoont voéib mélemale poole 16p-
matuseni pikendada. ;

b) Kahe punkti vahel voib ainult iihe sirgjoone tommata.

Sellest jargneb:

Sirgjoone asendi miiravad kaks punkti kindlaks.

Kaks iihes punktis loikuvat sirgjoont ei saa teises
punktis loikuda, sest et vastasel korral voiks l14bi kahe punkti
kas isesugust sirgjoont tommata, mis aksioomi b pohjal voi-
matu on; samal pohjusel:

Sirgjooned katavad teineteist, kui neil on kaks iihist
punkti. 4

10. Sirgjooned on lépliknd ja loputa. Loplikku sirg-
joont nimetatakse joonldoiguks ehk 16iguks. Loiku mairgitakse
kas kahe suure tidhega, milledest kumbki
asub 10igu otstes, voi iihe viikese tahega, Al m B
mis joonldigu keskel asub.; ndonda voib
lugeda : 16ik AB voi 1oik m (3. joon.).

11. Loikude vordlemine. Et kaht 16iku vorrelda, seks
tarvis asetada {iks 10ik teise peale nii, et 1dikude iihed otsa-
punktid {ihtiksid; kui seejuures iihtivad

3. joon.

ka loikude teised otsapunktid, siis nime- 4 B
tatakse neid 1oikusid vordseteks (4.joon); b
ei tihti aga teised otsapunktid mitte, siis 45 =00
loetakse vihemaks see 10ik, mis moo- 4. joon.
dustab ainult teise 16igu osa (5. ja 6. joon.).
4 * L
¢ ; D ¢ i
AB<CD : AB>CD

5. joonis. 6. joonis.
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12. Kui kaks 16iku 4B ja BC (7. joon.) on asetatud
teineteise otsa tihes ja samas sihis, siis nimetatakse 16iku AC
1oikude AB ja BC summaks. Loiku BC (7. joon.) nimeta-
takse ldoikude AC ja AB vaheks. Loiku AD, mille moodus-

»

A4 R e N AR WA Ry

7. joonis. 8. joonis.

tavad kolm isekeskis vordset 16iku 4B, BC ja CD, nimeta-
takse 10igu AB korrutiseks arvuga 3, kuna aga 4B moodustab
loigu AD jagatise arvuga 3. Nonda voib joonldikudega arvu-
tada 4 aritmeetilist tehet.

Nurgad.

13. Definitsioon. Nurgaks nimetatakse joonist, mille
moodustavad kaks iihest ja samast punktist viilja minevat
sirget (9. joon.); seda punkti nimetatakse
nurga tipuks, nurka moodustavaid sirgeid
aga — nurga kiilgedeks. Nurka tdhenda-
takse kas kolme tdhe abil, kusjuures kesk-
mine taht kirjutatakse nurga tipu juurde,

9. joonis. voi iihe tdhe abil, mis tipu juurde kirjuta-

takse, voi fihe viikese tdhe voi numbri abil,
mis nurga sisse kirjutatakse. Nonda voime sirgete AC ja AB
abil moodustatud nurka (9. joon.) kirjutada: 2 CABY), voi
2 A, vOi > m.

14. Nurkade vordlemine. FEt vorrelda kaht nurka
2L CAB ja 2 C'A'B’ (10. joon.), seks tarvis iiks neist nurka-

L&

ik dest, nditeks 2 C'A'B’,
%C' ¢ asetada > CAB peale
ndnda, et tipp A’ iihtiks
A BA B tipuga 4 ja et kiillg A'B’
10. joonis. laheks kiillge 4B mooda;

1) Nurga mirkimiseks tarvitame mirki <% .
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kui peale selle ka kiilg A'C’ laheb mo6d&da kiilge AC, siis ni-
metatakse > C'A'B’ ja 2L CAB vordseteks;

laheb aga kiilg 4'C’ 2. CAB sisemist valdkonda mod6da,
siis on 2 C'A'B’ viiksem kui = CAB, sest et ta ainult osa
sellest moodustab ;

laheks aga kiilg A'C" 2. CAB viilimist valdkonda m&6da,
siis on > C'A'B’ suurem kui 2 CAB.

Nurkade vordlemisest selgub, et nurga suurus ei olene
tema kiilgede pikkusest.

15. Definitsioon. Kui kahel nurgal - CAB ja > DAC
(11.joon.) on iihine tipp A, iihine kiillg 4C ja kui need nurgad
asuvad teine teisel pool iihist kiilge, siis
nimetatakse neid nurki lihisnurkadeks.

> DAB nimetatakse 2. CAB ja .. DAC
summaks (11. joon.); 2. CAB nimetatakse
2. DAB ja 2L DAC vaheks (11. joon.). Kui
kaks ldhisnurka 2= CAK ja 2{ KAB
(12. joon.) on isekeskis vordsed, siis on
2CCAB, s.o0. kahekordne > KAB, nurga c
2L KAB korrutis arvuga 2, aga 2 KAB
on 2 CAB jagatis arvuga 2. Samuti
moodustab nurk, mis vordub 3, 4, ...
vordse nurga summaga, antud nurga 4 B
korrutise arvudega 3, 4, ... Nonda vdib
nurkadega arvutada 4 aritmeetilist tehet.
Sirget AK, mis poolitab -~ CAB, nimetatakse nurga-
poolitajaks.

16. Definitsioonid. Kui kahe lihisnurga villimised
kiiljed OB ja OC (13. joon.) asuvad iihel sirgjoonel, siis
nimetatakse neid lihisnurki kérvunurkadeks.

Kumbagi kahest vordsest korvumurgast, niit. > AOC
voi 2. AOB (14. joon.), nimetatakse tiisnurgaks.

Sirget A0 (15. joon.), mis moodustab teise sirgega OB

D

11. joonis.

12. joonis.
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tiisnurga, nimetatakse OB ristjooneks'); sirget, mis pole
teise sirgega risti, nimetatakse kaldjooneks.

/A T Al____
c 5 C. 5 B 0 B
13. joonis. 14. joonis. 15. joonis.

Ristjoont ,jiiles tombama‘ tihendab tdmmata ristjoon
labi antud sirge peal antud punkti.
Ristjoont ,,alla tombama‘* tihendab tdommata antud sir-
gele ristjoon labi punkti, mis asub viljaspool antud sirget.
17. Lause. Liibi sirge peal antud punkti voib alati
sellele sirgele ristjoone tommata ja ainult iihe.
1. Votame sirgel DC (16. joon.) juhuslise punkti 4 ja
tombame juhuslist sihti moéoda sirge AE; saame kaks korvu-
B " nurka > DAE ja > CAE; oletame, et
F E 2t DAE on suurem kui 2 CAE.
Asetame 2 CAE ndonda > DAE
peale, et nende tipud iihtiksid ja et
kiilg AC liaheks kiilge 4D mooda;
R siis ldheb killg AE 2 DAE sisemist
o i valdkonda mo66da, sest et > CAE <
2. DAEFE, ja vdotab AF sihi; nonda siis

2. DAF — 2 CAE. (1)

Oletame niiiid, et - EAF on sirgega AB pooleks jaga-
tird, s, o, et

D A c

2 FAB = 2 EAB. (2)
Liites vordused (1) ja (2) ositi, saame:
2. DAF 4+ > FAB = 2> CAE - 2{ EAB,
voi
2L DAB — X CAB,

1) Kui sirged 40 ja OB vastamisi risti on, siis margitakse seda nii:
AO010B.
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s. 0. AB moodustab D(C-ga kaks vordset korvunurka, millest
jargnebki,et AB | DC. Nonda voib 1abi sirge peal antud punkti
sellele sirgele alati ristjoone tdommata.

2. Mingi teine sirge AE ei vdi olla DC-ga risti, sest et
ta ei voi moodustada temaga kaht vordset korvunurka; toe-
poolest 2L CAE < > CAB, sest et ta moodustab ainult tema
osa; et . CAB = > DAB, siis on ka > CAE, olles vdiksem
kui > CAB, viiksem kui 2 DAB; kuid 2. DAB< 2 DAE,
sest et ta on ainult tema osa; seepidrast on > CAE, olles
viiksem kui >+ DAB, kaugeltki vahem kui > DAE. Nonda
ei voi sirgele DC peale AB teist ristjoont 14dbi sirge DC peal
antud punkti 4 tommata.

18. Lause. Koik tidisnurgad on isekeskis vordsed.
Asetame tdisnurga ~B'A'C’ (17. joon.) taisnurga 2 BAC
peale nonda, et tipp 4° iihtiks ti- :

puga A ja et killg A'C’ laheks .

mooda kiilge AC; siis peab kiilg

A'B’ minema mdooda kiilge 4B, sest

et vastasel korral voiks labi sirge A4 i C
peal antud punkti 4 sirgele AC 17. joonis.

tommata kaks ristjoont, mis on voi-
matu. Nonda iihtivad 2. B'A'C’ ja 2.BAC; jirjelikult on nad
vordsed, mis oligi tarvis toestada.

19. . Definitsioonid. Taisnurgast vdiksemat nurka nime-
tatakse teravmurgaks, tdisnurgast suuremat nurka nimetatakse
niirinurgaks. Naiteks on = FAC (16. joon.) teravnurk, aga
A KAD — niirinurk.

Kaht nurka nimetatakse tiiendusnurkadeks, kui nende
summa on tdisnurk.

Taisnurka maérgitakse tiahega d (prantsusekeelse sdna
,droit — oige‘ esimene tiht).

20. Lause. Korvanurkade summa on kaks tiisnurka.
Antagu kaks korvunurka: 2 EAD ja 2 EAC (16. joon.).
Tombame labi punkti 4 sirgele DC ristjoone AB; saame:
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2{ BAC = 2 BAC — > BAE
2 EAD = > BAD + > BAE.

Liites ositi need kaks vordust?!), saame:

2 EAC+ 2 EAD= > BAC-+ 2 BAD—d +d-}2d,
mis oligi tarvis toestada. :

21. I jiireldus. Uhel pool sirgjoont iihise tipu iimber
asetatud nurkade > ABD, > DBE, > EBF ja 2. FBC
summa on kaks tiisnurka, sest et (18. joon.):

2{ ABD-+2> DBE-\-> EBF-+> FBC= > ABE-} > EBC—2d.

22. 1II jiireldus. Uhise tipu iimber asetatud nurkade
JA0B, -y BOC, = COD jne. summa on neli tiisnurka.

Pikendades naiteks sirget OC (19. joon.), leiame tdesti,
et iihel pool C'C asuvate nurkade summa on 24 ja ka teisel
pool C'C asuvate nurkade summa on 2d; jirjelikult, koigi
antud nurkade summa on 4d.

D E,

A B &

18. joonis. 19, joonis.

23. Poordlause. Kui kahe lihisnurga -y DBC ja
-JCBA summa on kaks tiisnurka, siis on need lihisnurgad

2 korvanurgad (20. joon.).
Tingimus :
I DBC + 2y CBA = 2d. (1)

D B A Viiide: need nurgad on korvu-
K nurgad, s. o. DB ja BA moodusta-
20. joonis. vad iihe sirge.

1) Seda teeme aksioomi pohjal: kui vordseid suurusi suurendada vord-
sete suuruste vorra, siis saab vordsed suurused.
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Toestamiseks oletame, et DB ei ole BA pikendus; et aga
BA pikenduse moodustab mingi sirge, siis votame selleks
pikenduseks sirge KB. Siis on ldhisnurgad YKBC ja 2YCBA,
millede vilimised kiiljed moodustavad oletuse jiirele iihe sirge,
korvunurgad; jarjelikult (nr. 20) on nende summa kaks tdis-
nurka, s. 0.:

JKBC + 2 CBA = 2d. (2)

Vorreldes saadud vordust (2) tingimuses antud vordu-
sega (1) mirkame, et nende vorduste paremad pooled on vord-
sed; tdhendab, ka pahemad pooled on vdrdsed:

JDBC + X CBA = X KBC -+ 5 CBA. (3)

Vihendades vorduse (3) kumbagi osa iihe ja sama -JCBA
vorra, saame:
) . DBC = 3 KBC. (4)

Joonisest on naha, et YDBC on -YKBC osa; 0sa ei vdi
vorduda tervega; jarjelikult on vordus (4) méttetusiehk absurd.
Méttetus tekib kahel viisil: kas ebadige arutluse tagajarjel
vOi ebadige oletuse tagajirjel. Et k#esoleval juhusel arutlus
oli oige, siis tekkis mottetus nihtavasti sellest oletusest, et
DB ei ole BA pikendus. Jirjelikult DB on BA pikendus,
mis oligi tarvis toestada. ;

Mirkus. Seda viisi, mille abil toestasime eelmise lause,
nimetatakse vastuoletusliseks toestamiseks voi toestamiseks
mottetuse kaundu (reductio ad absurdum). See tdestamisviis
seisab selles, et toestamise algul oletatakse iimberpdordult
sellele, mis tarvis toestada. Sellest oletusest moodustub
aksioomide ja eelmiste lausete pohjal tuletus. Kui tuletus
moodustub mottetu, siis heidetakse tehtud >
oletus korvale. Kirjeldatava toestusviisi, mille
abil tdestatakse suurem osa poordlauseid, vottis
tarvitusele Eukleides.

24. Jireldus. Kui libi sirgel CD asuva
punkti O tommata sellele sirgele kummalegi B
poole ristjoon, siis moodustavad need kaks 21. joonis.
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ristjoont iihe sirge 4B, sest et lahisnurkade -YAOD ja XDOB
summa on 2d (<Y DOB = d ja X AOD = d).
A D 25. Definitsioon. Kaht nurka Y4A0OF
ja YDOB nimetatakse tippnurkadeks, kui
£4 ithe nurga kiiljed on teise nurga kiilgede
0 pikendused (22. joon.).
z B 26. Lause. Tippnurgad on isekeskis
92. joonis. vordsed !). Olgu tarvis toestada, et Ja =
= Vb (22, joon.),
a4+ =Ye=2d, kui kdrvunurkade summa;
Fb+ Fe=24, , » 2
Kaks suurust, milledest kumbki vordub iihe ja sama kol-
manda suurusega (2d), on isekeskis vordsed; jarjelikult:
J a+t o= b+ Je;
viahendades kummagi vorduse osa nurga ¢ vorra, saame:
“a= 2b, mis oligi tarvis toestada.

27. Lause. Kahe kdorvunurga 340D ja =34 0C nurgapoolitajad
OF ja OFE (23. joon.) on vastamisi risti, tippnurkade nurgapoolitajad

Vo moodustavad iithe sirge.
e ¥ . I A0D+ = A0C = 2d, kui kdrvunur-
\ R kade summa;
X e 40D | 3 A40C_2 o
& 57 /O\; D 2 2 ST
=" 2 \\ 3 AOF 4 = AOE = d;
B \ JAOF ja XAOFE summa aga moodustab
\E? = EOF, jirjelikult X EOF = d, mis seda
23. joonis. tihendab, et OF 1 OFE, mis oligi tarvis
toestada.

2. Olgu OE =x AOC nurgapoolitaja ja 0B nurgapoolitaja OF pi-
kendus; siis:

1) Seda lauset loetakse Thales’e omaks, kuid kas ka tdestus samasu-
gune oli, ei ole teada. Foniiklane Thales (639.—548. a. enne Kr.) soitis
Egiptusesse Oppima, asus pirast Viike-Aasiasse Mileetose linna elama ja
asutas Joonia filosoofia-kooli, kus said hariduse Greeka mottetargad; sellest
ajast peale algas ka geomeetriliste teadmiste arendamine.
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1= _J3, kui tippnurgad;

Y. 2= _¥ 4 samal pohjusel; kuid

Y 3=_4, sest et OF on = AOC nurgapoolitaja, jérjelikult

1=_32,s.0. 0OE' on = BOD nurgapoolitaja; nonda on tippnurga
nurgapoolitaja teise tippnurga nurgapoolitaja pikendus, mis oligi tarvis tGestada.

28. Siimmeetrilised joonised. Murrame 24. joonise ta-
sapinna sirget AB moéoda ndonda, et tema iilemine osa {ihtiks
alumise osaga; kui seejuures punkt O iihtib
punktiga O', siis nimetatakse punkte O ja O’
siimmeetrilisteks punktideks sirge AB suh- ’
tes, kuna aga sirget AB siimmeetriateljeks 4
nimetatakse. Uldse, teljeline siimmeetria
on jooniste omadus, mis selles seisab, et 0"
joonise tasapinda voib telge m6édda murda
nii, et iiks joonise osa teise osa tiiiesti
katab. Niiteks on venekeelne §1 ja ladinakeelne R telje AB
suhtes siimmeetrilised, sest et nad tdiesti iihtivad kui joonist
murda 4B mooda. A

AR

B

Selge on, et siimmeetrilised planimeetrilised joonised on
vordsed, sest et nad iihtivad, kui joonist murda telge mododa.

29. Lause. Kui punktid O ja O’ on AB suhtes siim-
meetrilised, siis on sirge AB risti sirgega 00’ ja liheb libi
tema keskpunkti (24. joon.).

Olgu punkt 7 sirgete 4B ja OO’ 1d6ikepunkt. Murrame
joonise moéoda sirget AB nonda, et joonise iilemine ja alu-
mine osa iihtiksid; punkti Z asend siis ei muutu; punkt O
iihtib vastava siimmeetrilise punktiga O'; O iihtib O'I;
<) OIB iihtib Y O'IB; jarjelikult on need nurgad vordsed;
kuid XOIB ja YO'IB on kdrvunurgad, vordsed korvunurgad
on aga tdisnurgad, seepidrast on 4B | OO’', mis oligi tarvis
toestada !). Et 16ik OI iihtis ldiguga O'I, siis OI = 0'I, mis
oligi tarvis toestadal).

24. joonis.

1) Seda toestamisviisi nimetatakse siimmeetriliseks.
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30. Poordlause. Kui sirge 4B on risti sirgega 00
ja liheb libi tema keskpunkti, siis on punktid O ja O’ sirge
AB suhtes siimmeetrilised (24. joon.).

Tingimuse jirele OI=0'I ja AB | 00'. Et XOIB=
= Y 0'IB kui tdisnurgad, siis joonise murdmise puhul 4B
mooda ldheb O mooda O'I, nende 16ikude vordsuse pirast
aga iihtivad punktid O ja O'. Jirjelikult on punktid O ja O’
siimmeetrilised, mis oligi tarvis tdoestada.

Miirkus. Siimmeetrilisi punkte voib ka nii defineerida:
Punkte O ja O’ (24. joon.), mis asuvad AB ristjoone peal
ja iihekaugusel 4B-st, nimetatakse A5 suhtes siimmeetrilis-
teks punktideks.

31. Lause. Libi viiljaspool sirget 4B asuva punkti O
voib sellele sirgele tommata ristjoone ja ainult ithe (24. joon.).

Eelmisest jargneb, et enne, kui l4dbi punkti O sirgele 4B
ristjoont tommata, on tarvis leida punkti O jaoks vastav
siimmeetriline punkt O'. Uhendades siimmeetrilised punktid
sirge 00’ abil, leiame, et 00’ | AB (nr. 29). i

Et iga kord voib antud punktile O vastava siimmeetrilise
punkti leida ja ainult iihe ja et alati voib 14bi kahe punkti sirge
tommata ja ainult iihe, siis vdime ldbi punkti O, mis viljas-
pool sirgjoont asub, alati 4B-le ristjoone tommata ja ainult iihe.

II peatiikk.

Hulknurk ja ring.

32. Definitsioonid. Joont, mille alguse- ja lopupunk-
tid ihtivad, nimetatakse kinniseks joomeks (25. joon.).
Joont, mis iga sirgega loikub

mitte rohkemas kui kahes punktis,
nimetatakse kumeraks (26. ja 27.
joomn.).

25. joon. Kinnisest murdjoonest piiratud
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tasapinna osa nimetatakse hulknurgaks (poligooniks); nii-
teks hulknurk ABCDEF (28. joon.). Lodikusid 4B, BC, CD
jne. nimetatakse hulknurga kiil-
gedeks. Hulknurga nurkade tippe
nimetatakse hulknurga tippudeks.

Hulknurga kiilgede summat
nimetatakse {imbermddduks ehk
perimeetriks.

Kaht mitte korvuti seisvat
hulknurga tippu iihendavat sirget,
ndit. AC (28. joon.), nimetatakse
nurkjooneks (diagonaaliks). iy

Nurka, mille moodustavad [ \
kaks jarjestikku voetud hulknurga
kiilge, ndit. 2 ABC, nimetatakse
hulknurga sisenurgaks.

Nurka, mille moodustab hulknurga iiks kiilg ja teise kiilje
pikendus, niit. ¥ NBC, nimetatakse hulknurga vélisnurgaks.

26. joonis.

27. joonis.

A By B D

F c

D A E

28. joonis. - 29. joonis.

Hulknurka nimetatakse kumeraks (28. joon.), kui ta on
moodustatud kumerast murdjoonest; vastasel korral nime-
tatakse hulknurka négusaks (29. joon.)?).

Kiilgede arvu jdrele jagunevad hulknurgad kolmnurka-
deks, nelinurkadeks, viisnurkadeks jne.

33. Kolmnurkade seas nouavad iseidralist tdhelepanu:

" 1) Et jargnevas kursuses tuleb tegemist teha ainult kumerate hulk-
nurkadega, siis moistame meie edaspidi ,hulknurga“ all ainult kumerat
hulknurka.

2
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Vordhaarne kolmnurk (30. joon.), millel on kaks vord-
set kiilge (4B = A40).
Vordkiilgne kolmnurk (31. joon.), millel on kolm vordset
kiillge (4B = AC = BO).
Taisnurkne kolmnurk (32. joon.), mis sisaldab eneses
tihe tdisnurga. Taisnurga vastaskiilye BC nimetatakse kald-
killjeks  (hiipote-

nuusiks), aga tiis-

nurga l&hiskillgi AB
A ja AC nimetatakse

ristkillgedeks (kaa-
):4 & ¢ - tetiteks).

30. joonis. 31. joonis. 32. joonis. Kolmnurga iiht
kiilge nimetatakse

harilikult aluseks, kuna aga aluse vastasnurga tippu nimeta-
takse kolmnurga tipuks.
Kolmnurga korguseks nimetatakse kolmnurga tipust

A,

MWD D N B M N

33. joonis. 34. joonis.

kolmnurga alusele (33. joon.) vdi aluse pikendusele (34. joon.)
tommatavat ristjoont. ;

Kolmnurga killjepoolitajaks (mediaaniks) nimetatakse
sirget AC (33. joon.), mis iihendab kolmnurga tipu vastas-
kiilje keskpunktiga.

Kolmnurga nurgapoolitajaks (bissektoriks) nimetatakse
sirget AD (33. joon.), mis poolitab kolmnurga nurga.

Igal kolmnurgal on 3 korgust, 3 kiiljepoolitajat ja 3 nur-
gapoolitajat.
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Kirjas margitakse sona ,kolmnurk“ siimboliliselt mar-
giga A\

34. Lause. Hulknurga igast tipust voib tommata nii
mitu nurkjoont, kui mitu kulge on hulknurgal ilma kolme
killjeta.

Hulknurga mingist tipust # (35. joon.) ei vdi nurkjooni
tommata ainult kolme tippu: temasse enesesse ja kahte naab-
ruses olevasse tippu A ja E, aga igasse
iilejddnud tippu on see tdmbamine voima- ¢
lik. Jarjelikult, kui meil on n-kiilgne hulk-
nurk (tal on siis ka n tippu), siis voib igast D
tipust tommata n — 3 nurkjoont?l). - 4

35. Lause. Hulknurga mingist tipust I
tommatud nurkjooned jagavad hulknurga
nii mitmeks kolmnurgaks, kui mitu Kkiilge 35. joonis.
on sel hulknurgal ilma kahe Kiiljeta.

Hulknurga igale kiiljele (35. joon.) vastab iiks kolmnurk
peale nende kahe kiilje 4 ja F'E, mis on tipu F' ldhiskiil-
jed; jarjelikult jagub m-nurkne hulknurk iihest tipust tomma-
tud nurkjoonte kaudu n—2 kolmnurgaks.

36. Definitsioonid. Ringjooneks nimetatakse niisugust
ithel tasapinnal asuvat kdverjoont, mille koik

punktid asuvad ihekaugusel keskgunktlst K
(36. joom.). fw L miste )a8he el olifat o ety AC

Ringjoonest puratud tasapmna osa nime- E
tatakse ringiks.

Sirget OA, mis iihendab keskpunkti ring- 36. joonis.
joone mingi punktiga, nimetatakse raadiuseks.

Sirget EC, mis kulgeb keskpunkti ja ithendab seejuures
ringjoone kaks vastaspunkti, nimetatakse ldbimddoduks (dia-
meetriks.

1) Uldse voib aga hulknurgas tommata n(n — 3) nurkjoont, kuid see-
juures on iga nurkjoon kaks korda tommatud, seepirast on isesuguste

nurkjoonte hulk hulknurgas '_‘("T_3)

¥
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Punkte E ja C nimetatakse diametraal-vastaspunktideks.

Ringjoone osa AB nimetatakse kaareks. Siimboliliselt
margitakse kaart mirgiga —.

Ringjoont ja ringi tahistatakse kas iihe tdhega O (36.
joon.), mis keskpunkti juures asub, voi kahe tihega 04, mis
iiht tema raadiust tdhistavad.

Ringjoone definitsioonist jargneb, et kdik iithe ja sama
ringjoone raadiused 04, OB, OC, ... (36. joon.) on isekeskis
vordsed. i

Uhe ja sama raadiuse ringid ja ringjooned on isekeskis
vordsed, sest et nad keskpunktide iihtimisel {ihtivad.

37. Lause. Iga labimbéot AB (37. joon.) poolitab ring-
joone ja ringi?t).

Murrame joonise 14bimddodu AB moéoda; siis {ihtivad

kaarte — AMB ja — AKB vastavad
M punktid, sest et nad asuvad kesk-
punktist iihekaugusel. Samuti on

A . g  vordsed ka ringi osad, mis nende kaar-
tega ja labimooduga AB on piiratud.
Markus : Et parast joonise murd- |
K mist 4B mooda — AMB iihtib —

37. joonis. AKB-ga, siis on need kaared siimmeet-

rilised 4B suhtes; jarjelikult on iga
1abimoot ringjoone ja ringi siimmeetriatelg.

Nurkade ja kaarte méotiiksused. >
38. Nurkade mootiiksusena tarvitatakse gl(—) taisnurga osa,
mida nimetatakse nurga kraadiks.
‘Kaarte mootiiksusena tarvitatakse 56156 ringjoone  0sa,
mida nimetatakse kaare kraadiks 2).

1) Sce lause olevat Thales’e oma.

2) Juba vanal ajal jagati ringjoon 360 ossa; see jagamine on dnnes-
tunud, sest et arvul 360 = 2.2.2.3.3.5 on palju jagajaid, iihtekokku nimelt
22 jagajat.
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Kerge on tdhele panna, et kaare kraad on %) veerandring-

joone osa.

Need mootiiksused erinevad teineteisest oluliselt: nurga
kraad on jddv suurus, kuna aga kaare kraad on muutuv suu-
rus, mis oleneb ringjoone raadiusest.

Niihasti nurga kraad kui ka kaare kraad jagatakse 60
vordsesse ossa, mida nimetatakse minutiteks; iga minut jagub
veel 60 vordsesse ossa, mida nimetatakse sekunditeks.

Kraadi tihendatakse mirgiga °, minutit — maérgiga ’,
sekundit — mdrgiga ”; nonda loetakse 18° 15" 16” jargmi-
selt :* 18 kraadi, 15 minutit, 16 sekundit. :

Il peatiikk.

39. Lause. Vordhaarse kolmnurga tipunurga poolitaja on
iihtlasi ka sama kolmnurga aluse poolitaja ja korgus (38. joon.).

T.YY: AB=AC. V.?): BI=JC

| 21 =02 AJ | BC.
[ Murrame joonise sirget AJ modda; siis 1dheb AB mo6dda
pCd, sest et 2X1=_x2; et AB=AC, siis A

. iihtib punkt B punktiga C, kuna aga BJ iihtib
. CJ-ga, sest et kahe punkti vahel voib ainult
\ iihe sirge tommata. Siit jargneb, et BJ=.JC,
P s. 0. AJ on aluse BC poolitaja.
| Joonise murdmisel AJ moéoda dhtisid 4 i
: nurgad 2y AJB ja 2( AJC; jarjelikult on nad
. vOrdsed; need nurgad on aga kdrvunur-
. gad, ja vordsed korvunurgad on tidisnurgad. Seepirast on
AJ risti BC-ga, s. 0. AJ on kolmnurga ABC korgus.
40. 1. jareldus. Joonise murdmisel (38. joon.) iihtisid

38. joonis.

1) Tingimus.
2) Viide.
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2{ Bja 2{ C, millest jargneb, et vordhaarse kolmnurga aluse
ldhisnurgad on vérdsed.

2. jdreldus. Iga vordkiilgne kolmnurk on ka vérdnurkne
kolmnurk.

Kolmnurkade kolm iihtivase juhust.

41. Lause. 1. juhus. Kaks kolmnurka on ihtivad, kui
ilhe kolmnurga kaks kiilge ja nende vahelnurk on teise kolm-
nurga kahe Kkiilje ja nende vahelnurgaga vastavalt vordsed
(39. joomn.). :

FiBC==BC V.. /SNABUR A XBCY ‘
BA=PBA’ l
ZAB= (B
Asetame kolmnurga 4’B’C’ kolmnurga ABC peale nonda,
et vordsed kiiljed B'C’ ja BC thtiksid;
et 2X B’ = 2> B, siis laheb kiilg B’A’ kiilge BA mé6oda;
et B'A’ = BA, siis iihtib punkt 4" punktiga 4;
killjed A'C’ ja AC, millede otsapunktid {ihtisid, iihtivad,
sest et 1dbi kahe punkti voib ainult iihe sirge tommata. Kolm-
nurgad 4’B’C’ ja ABC,

A A

e e e

millede vastavad osad
4 A olid vordsed, on iihti-
\ vad.
B B ¢ 42. Lause. 2. %
39. joonis. juhus. Kaks kolm-

nurka on iihtivad, kui
iihe kolmnurga iiks kiily ja tema kaks ldhisnurka on teise
kolmnurga iihe killje ja tema kahe ldhisnurgaga vastavalt
vordsed (39. joon.).

T.: XB=2XB V.: NABCX\ABC.
2 G 20
BC=BC.

1) &£ on iihtivuse mirk.
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Asetame kolmnurga 4‘/B‘C’ kolmnurga AB( peale nonda,
et vordsed kiiljed B‘C’ ja BC iihtiksid; siis
kiilg B’A’ ldheb kiilge B4 mooda, sest et X B'=_X B;
kiilg C’A’ laheb kiilge CA mooda, sest et 2 C/= 2 C;
punkt A, olles iihel ja samal ajal sirgete B’A’ ja (’4’ peal,
kusjuures viimased tihtisid vastavalt sirgetega B4 ja CA, asub
iihel ja samal ajal ka sirgete BA ja CA peal, s. o. asub
nende ldikepunktis. Kolmnurkade A4‘B‘C’ ja ABC vastavad
osad on vordsed; jarjelikult on need kolmnurgad iihtivad.

43. Lause. 3. juhus. Kaks kolmnurka on iihtivad, kui
ithe kolmnurga kolm Kkiilge on teise kolmnurga kolme kiiljega
. vastavalt vordsed (40. joon.)?).

[ i AB=WR Vo AABUS K APE.
BC=PB'C"
AC=AC.

Asetame /\ A‘B‘C’ teise /\ ABC juurde nonda, et iihtik-

sid nende vordsed kiil-

f jed, niditeks B‘C’ ja BC. 5
| Siis omandab A A‘B'C’ / \ /\
. kolmnurga A”BC asendi.

|
|  Tommates sirge AA”
!

/

saame kaks vordhaarset i N
. kolmnurka: /\ ABA” ja A
' A\ ACA”, milledel on 49, joonis.
{

tihine alus A44”. Et
. vordhaarse kolmnurga aluse ldhisnurgad on vordsed, siis
; Z1=2x2
B 23=2x4,
~ kust jargneb, et

14 43=2(2F 44,5 0. X A= A" =X A

1) Kui iihe kolmnurga kolm nurka on teise kolmnurga kolme nurgaga

vastavalt vordsed, siis ei tdhenda see veel, et ka kolmnurgad iihtivad olek-

sid, sest et voib ette kujutada lugemata hulga mitteiihtivaid kolmnurki,
millede nurgad on vastavalt vordsed.
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Kolmnurgad ABC ja A’B‘C’ kui niisugused, millede
kaks kiilge AB= A’B’ ja AC= A'C’ ja nende kiilgede vahel-
nurgad (2 4=2{A4’) on vastavalt vordsed, on iihtivad, mis
oligi tarvis toestada.

44. Markus. Nagu nigime, on kolmnurkade iihtivuseks
tingimata tarvis, et iihe kolmnurga kolm osa, millede ' seas
viahemalt iiks kiilg oleks, teise kolmnurga kolme osaga vasta-
valt vorduksid. Uhtivates kolmnurkades on koik vastavad
osad vordsed, sest et nad iihtivad kolmnurkade teineteise peale
asetamisel.

Konstruktsiooni-iilesannete pohitiiiibid ).
45. 1. iilesanne. Konstrueerida kelmnurk kolmest kiil-
jest: a, b ja c (41. joon.).
Juhuslisele sirgele asetame loigu BC, mis vordub a-ga.
Tema otsapunktidest B

TR SR -~ ja C joonestame, b.ja ¢
A, e /\ raadiusteks vottes, kaa-
a _____  red. Nende kaarte 16ike-
B & punkti 4 ithendame punk-

41. joonis. tidega B ja C. Kolm-

nurk ABC on otsitav,

sest et tema kiiljed on antud ldikudega a, b ja ¢ vastavalt
vordsed.

2. iilesanne. Sirgjoonel BC antud punkti B juurde kon-

strueerida nurk, mis on vordne antud nurgaga DAE (42. joon.).

Konstruktsioon. Punk-

H/ , tist A4 joonestame juhuslise

raadiusega kaare, mis 16i-
i N\ kub antud nurga kiilgedega -
A yo B #—— punktides D ja E. Sama

raadiusega joonestame ka
punktist B kaare, mis 10i-

42. joonis.
1) Konstruktsiooni-iilesandeid lahendatakse ainult kahe instrumendi —
joonelaua ja sirkli abil.
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kub antud sirgega BC mingis punktis ¥. Punktist F joones-
tame kaare raadiusega, mis vordub kaugusega DE. Kahe
kaare ldikepunkti H iihendame punktiga B. Saadud nurk
HBEF' vordub antud nurgaga DAE.
Toestamine :
1. BH=AD) LAY s
2. BF=AE| ui vordsed raadiused.
3. HF = DE, jarjelikult (nr. 43)
INHBH =" DT
et aga iihtivates kolmnurkades on vastavad elemendid vord-
sed, siis
2L HBF=_2>{ DAE, mis oligi tarvis toestada.
3. iilesanne. Antud nurk pooleks jagada (43. joon.).
Konstruktsioon. Antud
nurga BAC tipust A joones-
tame juhuslise raadiusega
kaare BC. Punktidest B ja C
joonestame vordsete raadius-
tega kaared nii, et nad 1dikuk-
sid mingis punktis D. Uhen- ‘
dades punktid D ja A sirge 43. joonis.
abil, saame > BAC poolitaja.
Toestamine :
1. AB=AC, kui iihe ja sama kaare raadiused;
2. BD=DC, kui vordsed raadiused;
- 3. AD=AD; jarjelikult:
NABD 2 N\ ADC (nr. 43); nende kolmnurkade iihtivu-
sest jargneb, et ¥ BAD = 2>¢ CAD, mis oligi tarvis toestada.
4. iilesanne. Antud 16ik jagada pooleks ja ldbi tema
keskpunkti temale ristjoon tommata.
Konstruktsioon. Antud 16igu 4B otsapunktidest 4 ja B
(44. joon.) joonestame kaks ringjoont nonda, et nad l6ikuksid.
Loikepunktid C ja D iihendame sirge abil, mis jagabki 10igu
AB pooleks ja on temaga risti.
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" Toestamine. Uhendame punktid C ja D punktidega A4
ja B. Vaatleme kolmnurki ACD ja BCD. Nendes on

£ 21 jg;gg} kui vordsed raadiused ;
s B 3. CD=0CD, jarjelikult
il /A\ACD= A BCD, kust
St ¢ ACD = ¢ BCD,
Ny s. 0. CO on ACB poolitaja. Et 40=0B,
D siis A\ ACB on vordhaarne ja tema nur-
44. joonis. gapoolitaja CO on iihtlasi ka kiiljepoo-

litajaks ja korguseks, s. 0. AO= OB ja
CO | AB, mis oligi tarvis tdestada.
5. iilesanne. Sirgele AB ldbi tema peal antud punkti
C ristjoon tommata.
Konstruktsioon. Antud punktist C (45. joon.) kui kesk-
punktist joonestame ringjoone, mis 16i-

/D\ kaks antud sirget mingisugustes punk-

/,’ s tides 4 ja B. Punktidest 4 ja B joo-

1 5 nestame raadiusega, mis pikem on: kui

/ by AC, kaared, mis loikuksid mingis punk-
A// 1 \E; tis D. Punkti D iihendame punktiga C.

Sirge OD ongi otsitav ristjoon. |
45. joonis. Toestamine. Uhendame punkti D
punktidega A4 ja B ja vaatleme saadud

kolmnurki 4CD ja BCD. Nendes on

1. - 40 ="0B : i

9: “AD<BD konstruktsiooni - jarele ;

3. CD=CD, jarjelikult (nr. 43)
/NACD 2 A\ BCD;

nende kolmnurkade {ihtivusest jargnebki nurkade vordsus:
PGS BOD;
nende korvunurkade vordusest aga jargneb, et CD | AB, mis
oligi tarvis tdestada. 1
6. iilesanne. Viljaspool sirget antud punktist lasta sel-
lele sirgele ristjoon.

R R o T
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Konstruktsioon. Antud punktist O (46. joon.) kui kesk-
punktist joonestame niisuguse kaare, mis 16ikaks antud sirg-
joont mingisuguses kahes punktis 4 ja B. Punktidest 4 ja B
tombame iihe ja sama juhuslise raadiusega niisugused kaared,
mis 16ikuksid mingis punktis Z. Uhendame
punktid £ ja C. Sirge CE ongi otsitav.

Toestamine. Uhendame punktid T ja
FE punktidega 4 ja B. Si% kolmnur-
kades ACE ja BOE
1. AC=0CB
2. AE=BE
3. CE=CE, jirjelikult (nr. 43):
N\ ACE X A\ BCE, kust

konstruktsiooni jirele;

F1=22,
s. 0. CO on 2 ACB poolitaja. B
Vérdhaarse kolmnurga ACB tipu-
nurga poolitaja CO on iihtlasi ka L
sama kolmnurga korgus, s. o. 5 D
CO | AB. i3 C\F
46. Lause. Kolmnurga vi- 47. joonis.

lisnurk on suurem igast sama
kolmnurga sisenurgast, mis tema koérvunurk ei ole.
| T.: 2¢BCD on A ABC vilisnurk (47. joon.).
V.: 1. 2XBCD> 2(4;
5 9. 2¢ BCD> (5.
f Toestamine. Jagame kiilje BC punktis O pooleks. Liabi
f punktide 4 ja O tombame sirge. Sama sirge pikenduse peal
. vdotame OE = A40. Punkti E iihendame punktiga C. Kolm-
nurkades A0B ja COE on:
11 B0== 0C
2. AO=0E
3= 2=ty Dk fipphitrgads
jarjelikult (kaks kolmnurka on iihtivad kui iihe kolmnurga kaks

konstruktsiooni jérele;




kiilge ja nende vaheline nurk on teise kolmnurga kahe kiilje
ja nende vahelise nurgaga vastavalt vordsed):
N\ AOB=/\ COE,;
iihtivates kolmnurkades on aga vastavad!) nurgad isekeskis
vordsed ; sellest jargneb, et ,
2 3=24.

Et nurk 3 moodustab ainult nurga BCD osa, siis on ta
viimasest vidiksem; seepdrast on ka nurk 4 viiksem kui
nurk BOD vbi

2L BCD > 2> 4, mis oligi tarvis tdestada.

Ka on 2 BCD>_2(5; selle toestamiseks pikendame
AC asemel kiilge BC. Tegutsedes endist viisi, voime tdestada,
et 2L ACF > 2(5; et aga 2L ACF = 2{ BCD kui tippnurgad,
siis ka nurk BCD on suurem kui nurk 5, mis oligi tarvis
toestada. .

47. Jareldus. Kui kolmnurga iiks sisenurk on tdisnurk
voi nurmurk siis kaks iilejaénud sisenurka on teravnurgad.

Toepoolest, kui

kolmnurga ABC

mingi nurk BCA (48.

joon.) on tdis- voi

niirinurk, siis on te-

ma korvunurk BCD

s C U A D tiis- voi teravnurk;

jarjelikult on nurgad

A ja B, kui vilis-
nurgast BCD viiksemad nurgad, teravnurgad.

48. joonis,

Kolmnurga kiilgede ja nurkade olenevus
iiksteisest.

48. Lause. Igas kolmnurgas vastu vérdseid kiilgi aset-
sevad vordsed nurgad (nr. 40.).

1) Vastavateks nimetatakse iihtivates kolmnurkades neid _nurki, mis
asuvad vastu vordseid kiilgi.
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49. Lause. lgas kolmnurgas vastu suuremat kiilge aset-

seb suurem nurk.
T.: AB> BC (49. joon.). V.: 2 ACB> > A.

Téestamine. Suuremale kiiljele AB asetame BD =— BC.
Kolmnurk DBC on vordhaarne. 2X ACB > Y1, sest et nurk
1 moodustab nurga ACB osa.
2f1=2¢2 kui vordhaarse kolm-
nurga DBC aluse labisnurgad, jir-

jelikult
2 ACB>2(2; kuid
2X2>203 (X2 on kolmnurga D.
. vilisnurk, (3 aga sisenurk); seda
| enam on siis A 3
2L ACB>2{3, mis oligi tarvis 49. joonis.

toestada.

50. Poordlause. lgas kolmnurgas vastu voérdseid nurki
asetsevad vordsed Kkiiljed, s. o. kolmnurk on sel juhusel
vordhaarne.

T.: 2XA=2C (60. joon.). V.. BC= AB.

Toestamine. Oletame, et BC = AB.

Siis voib olla kaks juhust:

1io9BE = HE
2 =B R,
1. Kui BC>> AB, siis (nr. 49) 2 4>
> 2¢O, mis on vastolus tingimusega; jar- 50. joonis.

jelikult ei voi BC olla suurem kui AB.

2. Kui BC<ZAB, siis 24 < 2 (0, mis jille on vast-
olus tingimusega; jarjelikult ei voi BC olla viiksem kui AB.

Kui aga BC ei ole ei suurem ega vidiksem kui ADB,
siis peab

BC = AB, mis oligi tarvis tdestada.

Jireldus. Vordnurkne kolmnurk on iihtlasi ka vord-

killgne kolmnurk.
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51. Podordlause. Iga kolmnurga suurema nurga vastu
asetseb suurem kiilg.
N C>2(A 7 V.7 AB>>BC.
Toestamine. Oletame, et AB< BC; siis nr. 49 pohjal
X024,
mis on vastolus tingimusega; jdrjelikult 4B ei voi olla viik-
sem kui BC.
Oletades, et AB= B(, saame nr. 48 pdhjal, et
X C=24,
mis jillegi on vastolus tingimusega; jarjelikult AB ei vdi vor-
duda BOC-ga.
Kui aga AB ei ole vdiksem kui BC ega vordu BC-ga,
siis tdhendab see, et

AB> B(, mis oligi tarvis toestada.

52. Lause. Iga kolmnurga iilks kiilly on vdhem kui kahe
teise kiilje summa. =
See lause on toestamata selge, sest et 16ik BC on koige
liithem kaugus kahe punkti B ja C vahel.
A Nonda siis BO<BA+AC. Kuid seda
4.-" | lauset vdib ka tdestada.

! Olgu kolmnurgas ABC kiilg BC koige
' suurem ; toestame, et BC < B4 + AC. |
¢ Kiilje BA pikendusele asetame AD = AC |

AL ja iihendame sirge abil punktid D ja C. Et |
51. joonis. A ADC on vordhaarne, siis <y D= ) ACD;
kuid nurk ACD, olles nurga BCD osa, on viima-
sest nurgast vdiksem ; seepirast ka =¥ D < <y BCD; viiksema nurga vastu
asetseb viiksem kiilg, jdrjelikult
BC < BD
voi BC < BA+ AD
vdi BC < BA + AC, mis oligi tarvis toestada.

Jéreldus. Iga kolmnurga iiks kiily on suurem kui kahe
teise kiilje vahe.

Meie toestasime juba, et
BA+ AC> BC;
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lahutades vorratuse kummastki osast AC, saame III aksioomi
pohjal :
BA > BC— AC, mis oligi tarvis tdestada.

Médrkus. Eelmisest lausest ja tema jareldusest jirgneb, et mitte igast
kolmest 10igust ei voi kolmnurka konstrueerida. Kolmnirrga konstrueeri-
miseks on tingimata tarvis, et iga ldoik oleks lilhem kui kahe teise 16igu
summa, voi et mingisugune I6ik oleks lithem kui kahe teise 16igu summa
ja pikem kui kahe teise 16igu vahe. Jdrjelikult voib 1. iilesande (nr. 45)
konstrueerimise voimaluse tingimused jargmiselt kirjutada:

a<c+b
b<ec+ay voi {
c<a+b
. 53. Lause. Sirgloik on lilhem igast murdjoonest, mille otsapunktid
. sirgloigu otsapunktidega iihtivad.
’ Kui murdjoonel on kaks kiilge, siis voib seda lauset eelmise lause
' pohjal toestada. Olgu murdjoonel kolm kiilge. Uhendades punktid B ja D,
‘ saame (52. joon.);
I
!
l

a<b+te
a>b—ec.

AD < AB-+ BD
BD < BC+ CD
Liites need vorratused ositi, saame:
AD+ BD < AB—+ BD + BC 4 CD.
| Lahutades uue vorratuse kummastki osast
BD, saame:
: AD < AB+ BC+ CD, mis oligi tarvis toestada.
Samasuguse arutluse abil voime toestada selle lause juhustel, kui
murdjoonel on 4, 5 vdi rohkem kiilgi.

54. Lause. Kumer murdjoon ABCD (53. joon.) on lithem igast
teda iimberhaaravast murdjoonest 4MND, kui neil murdjoontel on
ilhised otsapunktid.

V.: AB+ BC+ CD < AM + MN + ND.

Toestamine. Pikendame kiilgi AB ja BC, kuni nad ldikuvad {imber-
haarava murdjoonega punktides E ja F. Eelmise lause pohjal voime Kkir-
jutada vorratused :

52. joonis.

AB+BE < AM+ ME,
BC+ CF < BE+ EN+ NF,
CD < CF + FD.
Liites esiteks saadud vorratused ositi ja lahutades saadud vorratuse
kummastki osast iihed ja samad 16igud BE ja CF, saame:

AB+BC+CD.< AM+ ME+4 EN 4 NF+ FD;
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arvesse vottes, et ME -+ EN = MN ja NF 4+ FD = ND, saame :
AB+BC+ CD < AM+ MN + ND, mis oligi tarvis toestada.

M DR 55. Lause. Kumera hulknurga perimee-
ter on lithem niisuguse kinnise kdverjoone pe-
rimeetrist, mis kumerat hulknurka igast kiiljest
piirab (54. joon.).

Pikendame kiilge 4B kahes sihis, kuni ta

16ikub fimberhaarava murdjoonega punktides P ja Q.
53. joonis. Siis voime nr. 53. ja 54. pohjal kirjutada :

PA+ AB+4 BQ < PB' + B'C' + CD’ + DQ,
AD4DC+CB<PA-+PA'+4 A'E'+ E'Q+BQ.
Liites need vorratused ositi ja lahutades saa-
dud vorratuse kummastki osast PA ja P(), saame :
AB+4 AD+4 DC+CB < PB4 PA‘ +
O L DO O AR
+BC+CD'+ DQ + QF + A'E;
silmas pidades, et PB'4+ PA‘= A‘B’ ja D'Q -+
+ QE = E'D’, leiame :
54. joonis. AB+4AD+DC+CB < A'B'+ BC4CD'+
+ E‘D’ 4+ A'E’, mis oligi tarvis toestada.
56. Lause. Kui iihe kolmnurga kaks kiilge on teise
kolmnurga kahe kiiljega vastavalt vordsed, kuid nende Kiil-
gede vahelised nurgad ei ole vordsed, siis vastu vdhemat
nurka asetseb vdiksem kiilg (55. joon.).
15 AR —AB V. B < RC
A/C‘=AC
XA <ZXA
Toestamine. Asetame kolmnurga A’B‘C’ kolmnurga ABC
peale nonda, et vordsed
kiiljed 4’B’ ja AB iihtiksid.
Et tingimuse jérele on
X A< 2X A, siis kiilg A4/C’
laheb nurga BAC sisemist
¢+ valdkonda mo66da ja kolm-
nurk A’B‘C’ votab kolm-
55. joonis. nurga ABC” asendi.

/




Témbame > CAC” poolitaja AI, mis ldikab kiilge BC
punktis 7; punkti I ithendame punktiga C”. Et kolmnurka-
des AIC ja AI1C” on:

kiilg A7 iihine;

killg AC=AC” tingimuse jirele, sest et AC" =4'C’;

X TAC = 2 TAC” konstruktsiooni jirele (47 on nurga-
poolitaja), siis /\ AIC=2A41C"; jarjelikult

IC”"=1IC.

Kolmnurga iiks kiilg on vdhem kui kahe teise kiilje

summa (nr. 52); sellest jargneb:
BC” <BI}IC“;

asetades BC” asemele temaga vordse B‘C’ ja\IC” asemele
temaga vordse /C, saame:

B'C'<BI-}10,
| voi B‘C'’< BC, mis oligi tarvis tdestada.
| 57. Poordlause. Kui iihe kolmnurga kaks kiilge on teise
kolmnurga kahe Kkiiljega vastavalt vérdsed, kuid kolmandad
killjed ei ole vordsed, siis vastu vdiksemat kiilge asetseb
vdiksem nurk. :

T 5B =—AB (5. joon) Vil 2rAM<c20A

2 C'=AC

B < BC.

Toestamine. Selle lause, nagu suurema osa podrdlau-

seid iildse, toestame vastuoletusliselt. Oletame, et
A > A;
siis saame eelmise lause pohjal:
B'C'> BC,
mis pole vdimalik, sest et oletuse jirele on B/C’BC. Tule-
tuse mottetus nditab, et meie oletus ei olnud odige.

Oletame niiiid, et

: XA=244;
siis on kolmnurkadel ABC ja A’B‘C’ kahe vastavalt vordse
kiilje vahel veel vordsed nurgad; jarjelikult on need kolm-
nurgad iihtivad, millest jargneb, et

3
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BiOt== BO,
mis jallegi pole voimalik, sest et tingimuses seisab:
B'C'< BC.

Jarjelikult ka teine oletus pole dige, sest arutluse 1opul
saime mottetuse. Ei voi aga 2 A’ olla ei suurem kui nurk 4,
ega v0i temaga ka vorduda, siis jadb jarele ainuke voimalus, et

2L A'< 27 A, mis oligi tarvis toestada.

Tiaisnurksete kolmnurkade iihtivus.

58. Lause. 1. juhus. Kaks tdisnurkset kolmnurka on
iihtivad, kui ilihe tédisnurkse kolmnurga kaatetid vorduvad
vastavalt teise kolmnurga kaatetitega.

Kaatetite vahelised nurgad on vordsed kui tdisnurgad;
jérjelikult on kolmnurgad iihtivad kolmnurkade iihtivuse 1.
juhtise jarele (nr. 41).

59. Lause. 2. juhus. Kaks tdisnurkset kolmnurka on
ithtivad, kui iihe tdisnurkse kolmnurga kaatet ja teravnurk on
teise kolmnurga kaateti ja teravnurgaga vastavalt vordsed.

Et kaateti teine ldhisnurk on tdisnurk, mis vordib tei-
ses kolmnurgas asuva tdisnurgaga, siis on kolmnurgad iihti-
vad kolmnurkade iihtivuse 2. juhuse jdrele (nr. 42).

60. Lause. 3. juhus. Kaks tdisnurkset kolmnurka on
ithtivad, kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja teravnurk on
teise kolmnurga hiipotenuusi ja teravnurgaga vastavalt
vordsed (56. joon.).

T.. BC=BC ' V. AABCXAA'BC.

SR R
Toestamine. Ase-
tame kolmnurga A‘B‘C’
kolmnurga ABC peale
nonda, et vordsed hiipo-
4 B A o tenuusid B‘C’ ja BC

ithtiksid. Nurkade B ja
56. joonis. B’ vordsuse tagajérjel
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laheb kaatet B‘A’ moodda kaatetit BA, kuna aga kaatet
C'A’, mis on risti B‘A’-ga, {ihtib kaatetiga C4, mis on risti
BA-ga, sest et iihest punktist vdib sirgjoonele lasta ainult
iihe ristjoone. Nonda on A ABC ja A A’B‘C’ iihtivad,

61. Jdreldus. OUntivate kolmnurkade vastavad kérgused
on vordsed (57. joon.).
T. AABC=4A'B'C. V.. BD=B'D'.

Toestamine. AB—=A4'B’
AA=pa
jarjelikult A ABD XA A'B'D’,
sest neil on hiipotenuusid ja
dihed vastavad teravnurgad vord-

sed ; sellest jargneb, et
A '

BD=PB'D, D D

57. joonis.

} sest et A ABC2 A A'B'C" ;

mis oligi tarvis toestada.

62. Lause. 4. juhus. Kaks tdisnurkset kolmnurka on
iihtivad, kui ithe kolmnurga hiipotenuus ja iiks kaatet on
teise kolmnurga hiipotenuusi ja kaatetiga vastavalt vordsed.

T.. AB=A'B’ (58. joon.). V. AABC=AA'BC.
BC=B'C..

‘Toestamine. Asetame kolmnurga A‘B’C’ kolmnurga
ABC juurde ndonda, et vordsed
kaatetid BC ja B‘C’ iihtiksid. Et B
lidhisnurkade 2> ACB ja 2 DCB
summa on 2d, siis on need nur-
gad korvunurgad (nr. 23); see-
parast moodustavad kiiljed AC
ja CD sirgjoone; jarjelikult on A4 T P =
saadud j joonis ABDC vo vordhaarne 58. joonis.
kolmnurk, sest et

AR = AR ='BD ;
i



36

et aga vordhaarse kolmnurga aluse ldhisnurgad on vordsed,
siis
XA=2{D=_{A ,
Kolmnurgad ABC ja A’'B’C’, millede hiipotenuusid
(AB=A’P’) ja iihed teravnurgad (2X 4 = 2 4’) on vastavalt
vordsed, on itihtivad, mis oligi tarvis toestada.

Rist- ja kaldjoonte omadused.

63. Lause. Kui viljaspool sirget voetud punktist tom-
mata sellele sirgele ristjoon ja mitu isesugust kaldjoont, siis:
1. ristjoon on igast kaldjoonest lilhem;
2. kaldjooned, mille alused asetsevad ristjoone alusest
ithekaugusel, on vordsed;
3. kahest kaldjoonest on see suurem, mille alus aset-
seb ristjoone alusest kaugemal.
1. T.: 01| AB (59. joon.) V.: OI<OE. -~
Tédisnurkses kolmnurgas OEI
killg OI asetseb vastu teravnurka
OFI, killg OF asetseb vastu tiis-
nurka OIE; teravnurk on tdisnur-
s B p gast vdiksem, jdrjelikult (nr. 51)
E J e 4 0I << OE,
59. joonis. mis oligi tarvis toestada.
2 T lE=I . Y:Ok==00
Téisnurksetes kolmnurkades IOE ja I0C
IE = IC tingimuse jirele;
0I = OI; jarjelikult
AIOEXAIO0OC kui kolmnurgad, millede kaatetid on vasta-
valt vordsed, millest jargneb, et
OE = 0C,
mis oligi tarvis tdestada.

r.:ID>IC V.: OD> OC.
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Nurk 2 kui 4 OIC vdlisnurk on suurem kui temaga mitte
korvuti asetsev sise-tdisnurk OIC; jarjelikult on 2C 2 niirinurk.
Seepirast (nr. 47) on 21 teravnurk. Et niirinurk on suurem
kui teravnurk, siis

22> 271, millest jargneb, et
OD > 0C, mis oligi tarvis toestada.

Kui kaldjoon OFE, mille alus asetseb ristjoone aluse lige-
mal, asub teisel pool ristjoont, siis vottes 7C= IF ja iihen-
dades punktid O ja C, saame (2), et OC= OFE; toestuse jirele
on aga OD> OC; jarjelikult ka OD > OE.

Poordlause. Kui viljaspool sirget véoetud punktist tom-
mata sellele sirgele ristjoon ja mitu isesugust kaldjoont, siis:

1. ristjoon on punkti koige vdiksem kaugus sirgest;

2. véordsete kaldjoonte alused asetsevad ristjoone alu-
sest iihekaugusel;

3. suurema kaldjoone alus asetseb ristjoone alusest
kaugemal kui vdiksema kaldjoone alus.

1. T7.: OI on punkti O koige vdiksem kaugus sirgest AB.
V.. OI | AB.

Kui 1oik OI (60. joon.) ei oleks
* AB-le ristjooneks, siis tommates
OFE | AB, leiaksime (nr. 63; 1) et

OE < 01,
mis oleks tingimusega vastolus. 4 ya 7 ' D»B
2. .. OU—10E (b0. jouit.) 60. joon.
V.: IC=IE.

Tadisnurksetes kolmnurkades OIC ja OIE
0C = OFE tingimuse jirele,
0I = 01, jarjelikult
AOIC=AO0IE; sellest jargneb, et
IC=1IE, mis oligi tarvis tdestada.



8. T 0D >0E. V.. ID>IE.

Oletame, et
ID<IE,
siis (nr. 63, 3) )
OD < OE,

mis oleks tingimusega vastolus.

Oletades niiiid, et
1D == IE,
siis (nr. 63, 2)
0D = OFE,
mis jille oleks tingimusega vastolus; jarjelikult ZD ei vérdu
IE-ga. Kui aga ID ei ole vdhem kui /E ega vordu vii-
masega, siis on ID>IF, mis oligi tarvis tdoestada.

65. Mérkus. Antud punktist sirgele tommatud rist-
joont nimetatakse selle punkti kauguseks sirgest.

Tahendab, et see ristjoon on koige lithem tee, mida
mooda voib punktist sirgeni jouda.

66. Lause. Loigu keskpunktist l&bi tommatud rist-
joone iga punkt on selle 1oigu otsapunktidest iihekaugusel.

Votame ristjoonel DC (61. joon., mis on tdommatud

labi antud joonldigu AB keskpunkti C, juhuslise punkti M

ja ithendame ta punktidega 4 ja B.

M ~ Siis on kaldjooned MA ja MB vord-

sed, sest et nende alused asetsevad

ithekaugusel ristjoone alusest. Seda-

sama voime iga sel ristjoonel aset-

seva punkti kohta toestada; jarje-

61. joonis. likult on iga punkt, mis asub sel
ristjoonel, ithekaugusel 16igu otsapunktidest 4 ja B.

A o 3

Poordlause. Iga punkt, mis on iihekaugusel antud
Ioigu otsapunktidest, asetseb ldbi selle 16igu keskpunkti
tommatud ristjoonel.
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Olgu punkt M (61. joon.) iihekaugusel punktidest 4 ja
B, s. 0. o0lgu MA= MB; tommates MC _| AB leiame, et
vordsed kaldjooned asetsevad iihekaugusel ristjoone alusest,
s. 0. AC=CB. lJirjelikult asetseb punkt M ldoigu AB kesk-
punktist 1abi tommatud ristjoonel, mis oligi tarvis tdestada.

68. Lause. Nurgapoolitaja iga punkt asetseb selle
nurga kiilgedest iihekaugusel.

Votame nurga BAC nurga-
poolitajal 4D mingisuguse punkti

M ja tombame temast nurga kum- &
malegi kiiljele ristjoone, nimelt
ME ja MF. e

s F~ €

Taisnurksetes kolmnurka-
des MAE ja MAF

| 2L MAE = 2{MAF tingimuse jirele;
AM = AM, jirjelikult
AAME XA AMF,
sest et iihe kolmnurga hiipotenuus ja teravnurk on teise

kolmnurga hiipotenuusi ja teravnurgaga vastavalt vordsed;
siit jargneb, et

62. joonis.

ME = MF,

s. 0. punkt M asetseb nurga kiilgedest {ihekaugusel; samuti
voime toestada nurgapoolitaja iga teise punkti kohta.

69. Poordlause. Iga punkt, mis on nurga kiilgedest
ithekaugusel, asetseb selle nurga poolitaja peal.

T.:. ME = MF (62. joonis.).
Viide: 2{ MAE = >{ MAF.
Toestamine. Tdisnurksetes kolmnurkades AME ja AMF

ME= MF tingimuse jirele;
AM =AM, jirjelikult

AAME XA MAF,
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sest et hiipotenuusid ja iihed kaatetid on vastavalt vdrdsed;

siit saame :
X MAE =2 MAF.

70. Definitsioon. Joont (véi pinda), mille kéigil punk-
tidel on iiks ja sama ainult nende péralt olev omadus, ni-
metatakse nende punktide geomeetriliseks kohaks.

Selle definitsiooni pohjal voib iitelda:

ringjoon on nende punktide geomeetriline koht, mis
asetsevad iihekaugusel ringjoone keskpunktist;

antud 16igu kesk-ristjoon on nende punktide geomeetriline
koht, mis asetsevad selle loigu otsapunktidest iihekaugusel;

nurgapoolitaja on nende punktide geomeetriline koht,
mis asetsevad selle nurga kiilgedest iihekaugusel,

Harjutused.
Toestada laused.

1. Kolmnurga kiiljepoolitaja on viiksem nende kahe kiilje pool-
summast, mis moodustavad nurga, mille tipust on kiiljepoolitaja tommatud.
Juhatus: pikendada kiiljepoolitajat tema enese pikkuselt.

2. Iga vordhaarse kolmnurga aluse ldhisnurkade tippudest tommatud
korgused on vordsed.

3. Punkt, mis ei asetse antud 101gu kesk-ristjoonel, ei ole iihekau-
gusel 16igu otsapunktidest.

4. Punkt, mis ei asetse nurgapoolitajal, ei ole iihekaugusel nurga
kiilgedest.

Konstruktsiooni-iilesanded.

5.. Konstrueerida A\, kui on antud kaks kiilge ja nende kiilgede

vahelnurk. .

6. Konstrueerida A\, kui on antud iiks kiilg ja tema kaks ldhisnurka.
7. Konstrueerida vordhaarne A, kui on antud alus ja iiks haar.
8. Konstrueerida vordhaarne A, kui on antud alus ja aluse lihisnurk.
9. Konstrueerida tdisnurkne A, kui on antud kaks kaatetit.

10.  Konstrueerida tiisnurkne A, kui on antud kaatet ja hiipotenuus.

11.  Konstrueerida vordhaarne A, kui on antud korgus ja haar.

12.  Konstrueerida vordhaarne A, kui on antud korgus ja tipunurk.

13.  Konstrueerida tiisnurkne A, kui on antud hiipotenuus ja teravnurk.




a1

IV peatiikk.

Roopsirged.
71. Definitsioon. Kui kaks sirget
1) asuvad iihel tasapinnal ja
2) ei 1oiku, kui palju neid ka kahele poole ei pikenda-
taks, siis nimetatakse neid sirgeid -rodbikuteks.
Kui kaht sirget 4B ja CD ldikab kolmas GH (63. joon.),

siis moodustuvad jargmised nurgad:
’ vastavad nurgad : 23 ja >5; /
B84 ja x6; x2ja x8; x1 4 e
ja 2x7;

sisemised poiknurgad: =21 ja & /o0 D
25; 24 ja 28 /

vdlimised poiknurgad: =2£2 ja S
B6: X3 ja X7; 63. joonis.
_ sisemised rindnurgad: =2£4 ja 2X5; 2(1 ja =28;
vélimised rindnurgad: =273 ja 2(6; 22 ja 2(7.
72. Laused. Kaks sirget, mida loikab kolmas sirge, on
roobikud, kui
1) sisemised poiknurgad on vordsed;
voi 2) vdlimised poiknurgad on vérdsed;
voi 3) vastavad nurgad on vordsed;
voi 4) sisemiste rindnurkade summa on 24;
voi 5) vilimiste rindnurkade summa on 2d.

1. 2(1= 25 (64. joon).

V.: AB| CD"Y. ' : /

T.: Kui 4B ja CD ei oleks -4 2/ Vi
166bikud, s. o. kui nad loikuksid /
mingis punktis, siis saaksime kolm- - s 5 :
nurga, milles kas 2 1 voi 2 5 /
oleks sisemiseks, aga teine vilimi-
seks nurgaks; et tingimuse jdrele 64. joonis.

1) AB || CD tihendab: AB ja CD on roobikud.
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21 = 2(5, siis jouaksime valel alusel piisivale otsusele, nagu
oleksid sise- ja vilisnurgad vordsed (nr. 46).

2. Kui 2 3= 27, siis pannes sellesse vordusesse
2( 3 asemele temaga vordse tippnurga 2f 1 ja 2L 7 asemele
2 5, saame

2( 1= 2(5, millest jargneb, et AB | CD.

3. Kui 2f 3= 2(5, siis pannes 2( 3 asemele Y 1, saame

2(1=2(5; jarjelikult AB || CD.

4. Kui 24+ 2(5=24d, siis teades, et

21+ 2 4=2d, kui kdrvunurkade summa, saame:
X1+ X4=2{4+2X5;
lahutades vorduse kummastki osast iihe ja sama 2( 4, leiame :
Ze =0 80 AP Q1R

5. Kui 224 207 =2d, siis pannes {2 asemele te-

maga vordse 2> 4 ja 2( 7 asemele temaga vordse Y 5, leiame, et
X4+ X 5=24, %
millest, nagu tdestatud (4), jargneb, et AB || OD.

73. Jéreldus. Kui kaks sirget on risti ithe ja sama
kolmanda sirgega (iihel ja samal tasapinnal), siis on nad ise-
keskis rodbikud, sest et sel juhusel on kahe sisemise rind-
nurga summa 2d.

74. Lause. Labi viljaspool sirget asuva punkti voib

sellele sirgele rdopjoone tommata.
Antud punktist 4 (65. joon.)

£: = laseme sirgele BC ristjoone AD.

- Labi punkti A4 tombame sir-

B D — gele AD ristjoone AE. Sirged
65. joonis. AE ja BC, olles molemad risti

AD-ga, on isekeskis roobiti.
75. Aksioom. Libi véljaspool sirget asuva punkti voib
sellele sirgele tommata ainult ithe rddpjoone ‘).

1) Seda aksioomi (vdihe muudetud kujul) nimetatakse Eukleidese iihe-
teistkiimnendaks aksioomiks ehk Eukleidese postulaadiks. Selle aksioomi
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I jdreldus. Kui kumbki kahest sirgest AE ja DC
(66. joon.) on roobiti kolmanda sirgjoo-
nega PQ, siis on nad ka isekeskis roohiti, < E
sest kui nad ei oleks roobiti, vaid 16i- ; M
kuksid mingis punktis M, siis oleks
labi punkti M tommatud kaks sirget, £ 2
millest kumbki oleks r66biti PQ-ga, mis 66. joonis.
oleks vastolus aksioomiga (nr. 75.).

Il jdreldus. Sirgjoon AD (67. joon.), mis loikab iiht
kahest rodopsirgest AE, loikab ka teist BC,
sest kui AD ei loikaks BC, siis oleks r
ta temaga r0Obiti, ja jarjelikult oleks —— ——
labi ithe punkti 4 tommatud kaks
sirget AE ja AD, kusjuures nad g C
molemad oleksid BC-ga r6obiti, mis
on vastolus aksioomiga.

67. ioonis.

toe silmandhtava selguse suhtes oli vasturdikimisi juba vanal ajal, samuti
aga ka hiljemini. On tehtud viga palju katseid selle aksioomi toestamiseks,
kuid iikski neist katsetest ei ole seniajani Onnestunud. LobatSevski
(1793.—1856. a.), kes oma geomeetriasse jittis Eukleidese koik teised aksi-
oomid, vottis toodud aksioomi asemele jirgmise oletuse: L#bi véljaspool
sirget ML asuva punkti 4 tasapinnal voib tommata lugemata hulga
sirgeid, mis ei Ioiku antud sirgega ML. Koik need mitteldikuvad s:rged
asetsevad mingis nurgas BAC (ja tema
tippnurgas), mida nimetatakse rodpsuse ; B B
(parallelismi) nurgaks. Selle nurga Kiiljed ><
AB ja AC ka ei 16iku ML-ga.

Selle oletuse tagajirjel erineb Lo- M L
bat evski geomeéetria, roopsirgete teooriast
alates, Eukleidese geomeetriast tiiesti. Niiteks olgu moned laused Lobat-
Sevski geomeetriast :

Kolmnurga sisenurkade summa on vihem kui 2d.

Piistkiilikuid ei ole olemas (kui nelinurga kolm nurka on talsnurgad
siis neljas nurk on teravnurk).

Sarnaseid jooniseid ei ole olemas jne.

LobatSevski geomeetrias ei ole vasturidkivaid todesid, puuduvad ka
toed, mis Eukleidese teiste aksioomidega vastolus oleksid. See naltab et
voimatu on Eukleidese seda postulaati eraldada tema teistest aksicomidest.




76. Poordlause. Kui kaks rodpsirget on loigatud kol-
manda sirgega, siis on:
1. sisemised poiknurgad vordsed;
2. vilimised péiknurgad vordsed;
3. vastavad nurgad voérdsed;
4. sisemiste rindnurkade summa 2d;
5. vilimiste rindnurkade summa 2d.
T.. AB| CD (68. joon.). Y
2L 1 ei vorduks 2L 2,
siis, tommates sirge GK nodnda,
el ipn g D Jelanie, - 6
GK | €D;  s. o. et :CD:le on
labi {ihe punkti G tommatud
kaks roopsirget AB ja GK, mis
on vastolus aksioomiga (nr. 75).
Jarjelikult 201 = 2>{2.
Samuti t0estatakse -teised
juhused.
77. 1 jireldus. Kui sisemiste rindnurkade summa ei ole 24,
D B siis ldikuvad sirged, kui neid pikendada ), sest
et kui sirged ei Idikuks, siis oleksid nad ro6bi-
kud ja siis oleks sisemiste rindnurkade summa 2d.
78. 1l jdreldus:’ Ristjoon 4B (69. joon.)
77 7 ja kaldjm_m CD, mis on t6mmat.ud Flhel.e ja
samale sirgele C4, loikuvad, kui neid piken-
datakse, sest et kahe sisemise rindnurga <x BAC
ja <X DCA summa ei ole 2d.
N3 79. 1l jareldus. Kaks sirget EF ja
G H (70. joon.), mis on risti kahe léikuva sir-
gega, loikuvad.

68. joonis.

69. joonis.

o : Tommates sirge EG,  leiame, et kumbki
Ly G sisenurk FEG ja HGE on vihem kui taisnurk ;
jarjelikult on nende kahe nurga summa vihem
= kui 2d; seepirast peavad sirged EF ja GH

70. joonis . 16ikuma (nr. 77).

1) See ongi Eukleidese geomeetria XI aksioom (Eukleidese postulaat).
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80. IV jdreldus. Kui sirge EF (71. joon.) on risti
ilhega kahest roopsirgest BD, siis on ta ka teisega AC
risti.

Toestamine.. Sirge EF, mis 16i-

kab iiht roopsirget BD, loikab ka A e
RISt AC (nr. 75; 1I).. Et ‘AC || BD,

siis ¥ BDC= ¢ ACE kui vastavad

nurgad; tingimuse jdrele on aga - G 5 i
2LBDC tdisnurk, jarjelikult on ka 21 Jo0nis,

& ACE tiisnurk, s.-0. AC | EF,
mis oligi tarvis toestada.
81. Lause. Roopsirgete vahel asetsevad roobikute 16i-
gud on vordsed.
T.: AC| BD (72. joon.) V.: AC=BD

AB || CD. AB=CD
Toestamine: Tombame sirge AD. A B
Kolmnurkades 4ABD ja ACD 3t /
AD= AD; it e
20 1=2(2 kui sisemised poiknur- € b
gad roopsirgete 4B ja CD suhtes; 72. joonis.

23 =214 kui sisemised pdiknurgad r66psirgete AC ja
BD suhtes; jarjelikult
AABD>XAACD.

Nende kolmnurkade iihtivusest jirgneb vastavate kiilgede

- vOrdsus :

AC=BD,
AB = CD, mis oligi tarvis tdestada.
82. Poordlause. Vordsete loikude AB ja CD otsapunkte
lihendavad vordsed loigud AC ja BD on rdobikud (73. joon.).
Toestamine. Kolmnurkades 4BD ja ACD
AD—AD;
AC = BD tingimuse jirele;
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AB=CD tingimuse jirele; jdrjelikult
/\ ABD 2= /\ ACD, millest jargneb, et
K T=2 W 3= 4
kui tihtivate kolmnurkade vastavad nurgad.
Nurkade 2£ 1 ja 2£ 2 vdrdsusest oleneb kiilgede AB ja
OD r66psus, kuna aga nurkade ¥ 3 ja 2 4 vordsusest oleneb
AC ja BD roopsus.
83. I jdreldus. Kui AB+# CD, siis AC+ BD') (73. joon.).
Toestamine. Kolmnurkades ABD ja ACD

AD== 34D
AB = CD tingimuse jérele;
e Lokl 2N
sest et AB ja CD on 166bikud; ]éirjellkult
N\ ABD = N\ ACD.
73. joonis. Nende kolmnurkade iihtivusest jargneb, et
AC= BD, mis oligi tarvis toestada,
22r Qe e

nurkade 23 ja >4 vordsusest ]argneb, ot -
AC || BD, mis oligi tarvis toestada.

84, 1II jareldus. Kaks roopsirget asetsevad igas kohas
teineteisest iihekaugusel.

A& B Olgu 4B ja CD (74. joon.) antud
roopsirged, AC ja BD nende ro66psirgete
ristjooned. AC ja BD on isekeskis roo-
biti, sest et nad on risti iithe ja sama
sirgega. RoOpsirgete vahel asetsevad |
roobikute 16igud on aga isekeskis vord-
sed; jarjelikult AC = BD, mis oligi tarvis tdestada.

85. Ulesanne. Antud sirgele AB ldbi antud punkti O
roopsirge tommata.

Konstruktsioon. Tombame punktist O (75. joon.) kaare
KN niisuguse raadiusega, et kaar loikaks antud sirget AB

C D
74. joonis.

1) Mirk 1f tihendab vordsust ja roopsust.
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mingis punktis K. Punktist K teeme sama raadiusega sirgel
AB mirgi, mille tdhistame L-ga. Punktist L tdombame sama
raadiusega kaare, mis 10ikub kaarega
KN punktis N. Uhendades punktid % =
N ja O, saamegi otsitava r6dpsirge ON. \ e R

Toestamine. Et koik kaared 4 !
tommati iihe ja sama raadiusega, siis
OK — KL = LN = ON. Jirjelikult on
vordsed - 1digud ON ja KL, mis iihendavad vodrdsete 16i-
kude OK ja NL otsapunkte, r66bikud (nr. 82), mis 011g1 tarvis
toestada.

86. Lause. Raohikute kiillgedega nurgad aon vordsed, kui
nad molemad on kas teravad voi niirid, ja nende summa on
2d, kui iiks neist on terav, teine aga niiri.

1. T.: EF| BC (76. joon.). Vii Xl 28

ED || BA.

Pikendades kiilgi £F ja ED, kuni 4
nad 1dikuvad nurga ABC kiilgedega,
saame :

21 =23 kui vastavad nurgad;

75. joonis.

X2=23
kui vastavad nurgad; jarjelikult r
Z1=22,

A E o 76. joonis.
mis oligi tarvis toestada.

2ende: "EDWAB - Vi 0 ==
EI | BC.
21+ 2(4=2d kui kdrvunurkade summa; kuid

2L 1= 2(2 toestuse jarele. Pannes esimesse vordusesse 2( 1
asemele 2( 2, saame

X2+ 2 4=2d, mis oligi tarvis toestada.
87. Lause. Risti killgedega nurgad on vérdsed, kui nad

molemad on kas teravad véi niirid, ja nende summa on 2d,
kui iiks neist on terav, teine aga niiri.



F 1. Vaatleme
D teravnurki- ABC ja
4 )23 DEF (77. joon.),
G L millede kiiljed on
R vastavalt risti.

e s devieda o Er T puAN DE
77. joonis. BC | EF
Vo e ABC= 2 DEFL;

Punktist Z tombame ED’| AB ja EF'| BC. Siis
2 D'EF'=2>¢ ABC kui ro6bikute kiilgedega nurgad ; 2 DED’
on tdisnurk, sest et DE, olles risti 4B-ga, on risti ka ED’-ga,
mis on AB-ga r66biti; ¢ FEF’ on ka tidisnurk, sest et EF,
olles risti BC-ga, on risti ka E'F"-ga, sest et viimane on BC-ga
roobiti.

Lahutades tidisnurgast DED’ nurga FED’, saame
nurga DEF;

lahutades aga tdisnurgast FEF‘ sama, nurga FED’, saame
nurga D'EF’; jarjelikult
X DEF =2 D'EF'; kuid
2. D'EF' = > ABC, millest jargneb, et
X DEF = 2{ ABC, mis oligi tarvis toestada. )
2. Vaatleme niiiid teravnurka ABC ja niirinurka DEF
(78. joon.), millede kiiljed on vas-

4 7 tavalt risti.
T.:AB| DE V.: XI1}+2>(2=2d.
BC | EF.
BLL . £

2= Pikendades EF, leiame, et
F >¢1=_¢3 kui risti kiilgedega
teravnurgad ;
2(3+2X2=2d4 kui kdorvunurkade summa;
pannes sellesse vordusesse ¥ 3 asemele 2( 1, saamegi

214 22=24.

78. joonis.




88. Lause. Kolmnurga sisenurkade summa on 24,
Pikendame kolmnurga ABC kiilge (79. joon.) BC CD sihis

ja 1dbi punkti C tdombame A 7

CE | AB. Siis 2 ;
X92—_>r4 kui sisemised
poiknurgad, mis on moodus- oW

tatud roopsirgete AB ja EC 33 'C's“""z)'
16ikumisel AC-ga; 79. joonis.

43__4:5 kui vastavad nurgad;

2142644 205=2d kui iihel pool sirgjoont’¥BD
iihe ja sama tipu C iimber asetsevate nurkade summ:ﬁmﬁzi_n:
. nes viimasesse vordusesse ¥4 asemele X2 ja ¥ 5 ‘'ase-
mele 2( 3, saame:
| 2L 14272+ 2> 3=2d, mis oligi tarvis tdestada.
| 89. Jdreldused. 1. Kolmnurga vilisnurk vordub sama
kolmnurga kahe vilisnurgaga mitte korvuti asetseva sise-
nurga summaga; nditeks (79. joon.):

XACD=2X4+2(5=2X2+4 23

II. Kui iihe kolmnurga kaks nurka on vordsed teise kolm-
nurga kahe nurgaga, siis on vérdsed ka nende kolmnurkade
kolmandad nurgad.

IIl. Tédisnurkse kolmnurga teravnurkade summa on d.

90. Lause. Hulknurga') sisenurkade summa vordub
kahe tdisnurgaga, mis on korrutatud hulknurga kiilgede arvu
ja arvu kahe vahega.

Tommates hulknurga ABCDEF
mingist tipust 4 (80. joon.) koik voi- i
malikud nurkjooned, jagame hulknurga ,
nii  mitmeks kolmnurgaks, kui mitu |
killge on sel hulknurgal ilma kaheta; % C
nagu niha, ei ole hulknurga sisenur- 80. joonis.

1) Hulknurga all moistame, nagu juba oeldud, ainult kumerat

hulknurka.
4
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kade summa muud midagi kui kéigi saadud kolmnurkade
sisenurkade summa. Et iga kolmnurga sisenurkade summa
on 2d, siis on koigi saadud kolmnurkade sisenurkade
summa, jirjelikult aga ka antud hulknurga sisenurkade
summa 2d korrutatud hulknurga kiilgede arvuga ilma
kaheta; kui hulknurgal on nditeks = kiilge, siis on selle
hulknurga sisenurkade summa s:

§s=2d(n—2)
Sellest valemist on ndha, et muutmata arvu kiilgede
korral on hulknurga sisenurkade summa j&d4dv suurus.

91. Lause. Hulknurga vilisnurkade summa on jidv
suurus, mis vordub 4d.

Vo X14-2X342X542X74...=4d (81. joon.).
Hulknurga iga tipu juures aset-
seva vilis- ja sisenurga summa
(ndit. 21 ja 22 summa) on 2d;
kui hulknurgal on = kiilge (jarjeli-
kult ka = tippu), siis vordub vilis-
ja sisenurkade summa kdigi = tipu
juures 2dn; kui sest summast lahu-
tada sisenurkade summa, s. o. aval- -
dus 2d (n —2), siis saame vilisnurkade summa s’; ndonda siis
§’=2dn—2d(n—2)=2dn—2dn-}+4d=4d.

92. Ulesanne. Tommata sirgele AB tema otsapunktist
A ristjoon, kui AB ei ole voimalik pikendada.

Konstruktsioon. Tommates punkti-

81. joonis.

| dest 4 ja B (82. joon.) raadiusega 4B
L . kaared ja ithendades nende kaarte loike-
D| “f‘(«:: ¥ punkti ¢ punktidega 4 ja B, saame vord-
! /\ kiilgse kolmnurga ACB. Nurgaga OAB
; L N, liidame tema pahemalt poolt > DAC, mis

L vordub 2L CAB poolega. Saadud nurk
82. joonis. DAB on taisnurk.
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Téestamine. Et kolmnurga sisenurkade summa on 2d
ja et vordkiilgses kolmnurgas on kdik nurgad vordsed, siis:

2C4B=2a; xpac==22E_ L4; jarjelikult
X DAB=d.

Samal viisil lahendatakse ulesanne jagada tédisnurk
kolmeks vordseks osaks *).

93. Lause. Kui tédisnurkse kolmnurga ilks teravnurk
on 30° siis moodustab selle teravnurga vastaskaatet hiipo-
tenuusist poole.

Olgu kolmnurgas 4BC (83. joon.)
2L ABC=30°. Kaatetil BA asetseva
punkti B juurde konstrueerime nurga
DBA = 2>{ ABC ja pikendame selle
nurga kiilge BD, kuni ta 1dikub C4
pikendusega punktis D. Siis:

2X DBC=60°;
2f BCA = 60°; 83. joonis.
25 B == 0%
jarjelikult on 4 DBC vordkiilgne ja DC= BO seepérast
P T

mis oligi tarvis toestada.

V peatiikk.
Roopkiilikud ja trapetsid.

94. Definitsioonid.

Nelinurka (84. joon.), mille vastaskiiljed on rédbikud,
nimetatakse roopkiilikuks.

*) Mis puutub aga iga juhusliku nurga kolmeks vordseks osaks
jagamisse, siis on tdestatud, et seda joonlaua ja sirkli abil iildse ei saa teha.

4%
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Rodpkiilikut (85. joon.), mille koik nurgad on tédisnurgad,
nimetatakse piistkiilikuks.

Roopkiilikut (86. joon.), mille kéik kiiljed on vordsed
nimetatakse kaldruuduks.

Piistkiilikut (87. joon.), mille kéik kiiljed on vordsed,
nimetatakse ruuduks.

e S

84. joonis. 85. joonis. 86. joonis. 87. joonis.
Nelinurka (88. joon.), mille kaks
vastaskiilge on rodbikud, aga kaks teist
vastaskiilge ei ole rodbikud, nimetatakse
~ 88. joonis. trapetsiks.

Trapetsit nimetatakse tdisnurkseks,
kui tema iiks mitter66bik kiilg on risti kahe ro6biku kiiljega.
Trapetsit nimetatakse vordhaarseks, kui tema kaks thitte-
roobikut kiilge on isekeskis vordsed.
Trapetsi roobikuid kiilgi nimetatakse tema alusteks.
95. Lause. Iga rodpkiiliku
1. vastaskiiljed on vordsed kui roobikute 16igud ro6bi-
kute vahel (nr. 81);
2. vastasnurgad on vordsed kui roobikute kiilgedega
nurgad (nr. 86);
3. iihe Kkiilje ldhisnurkade summa on 2d. Tdepoolest,
7 p  hdit. XA+ 2 D=2d (89. joon.) kui si-

semiste rindnurkade summa (4B || DC;
S AD — loikaja).
Ulemaltoodust selgub, et Kkiillaldane

e o e on teada rodpkiliku iks nurk, et teada
- tema koik nurgad.
4. Nurkjoon jagab roopkiiliku kaheks vordseks kolm-
nurgaks. Tommates r66pkiilikus ABCD (90. joon.) nurkjoone
AC, saame :
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Wpaipen) - e L S
AD — BC } kui roopkiiliku vastaskiiljed;
AC = AC; jirjelikult 5

A\ ABC = /\ ADC,
mis oligi tarvis tdestada.

96. Lause. Roopkiiliku nurkjooned jaguvad ldikepunktis
pooleks.

T.: ABCD on roopkilik (91.joon). V.: A0 = 0C

90. joonis.

DO = OB.
Toestamine. Kolmnurkades A0B ja DOC':

AB = DC kui ro6pkiiliku vastaskiiljed ;
A =42} o h :
3= x4 kui sisemised pdiknurgad;
jarjelikult A\ AOB 22 /\ DOC iihe y =8
vordse kiilje ja tema kahe vordse ‘“\\&\\\\\\\\\\\\\\\
lahisnurga jdrele; nende kolmnur- ‘a\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\k
kade iihtivusest jargneb, et A _SM'

. joonis.

A0 = 0C" ja
DO = 0B, mis oligi tarvis tdestada.

97. Mirkus. Roopkiiliku nurkjoonte 10ikepunkti nimetatakse tema
keskpunktiks.

Tommates labi roopkiiliku keskpunkti juhusliku sirge MM* (91. joon.),
voime kolmnurkade AOM ja COM’ iihtivusest toestada, et OM = OM".
Niisuguseid

kaht punkti M ja M, mis asetsevad punktiga O iihel ja samal
sirgel ja ithekaugusel punktist O, nimetatakse punkti O suhtes siim-
meetrilisteks punktideks, kuna punkti O sel juhusel nimetatakse siim-
meetria keskpunktiks.

Kaht joonist nimetatakse punkti suhtes siimmeetrilisteks, kui nende
koik punktid on selle punkti suhtes paari kaupa siimmeetrilised.

Punkti O nimetatakse joonise siimmeetria keskpunktiks, kui selle
joonise punktid on punkti O suhtes paari kaupa siimmeetrilised.

Nagu niha, on roopkiiliku keskpunkt iihtlasi ka sama roopkiiliku
siimmeetria keskpunktiks.

1) AO=0C kui vastavad, s. o. iihtivates kolmnurkades vastu
vordseid nurki asetsevad kiiljed.
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98. Lause. Piistkilliku nurkjooned on 1) vordsed ja
2) jagavad teineteise pooleks (92. joon.).

1. Vaatleme piistkiilikus ABCD asetse-
vaid tdisnurkseid kolmnurki BAD ja CDA,
milledest leiame, et

AD=AD ja AB= DC, kust saame:

92. joonis. ABAD X ACDA; jirjelikult

AC= BD, mis oligi tarvis toestada.

2. Piistkiiliku nurkjooned jagavad teineteise pooleks,
sest et piistkiilik on ro6pkiiliku erijuhus.

99. Lause. Kaldruudu nurkjooned: 1) jagavad teine-
teise pooleks; 2) on isekeskis risti ja 3) jagavad kald-
ruudu nurgad pooleks (93. joon.).

Kaldruudu nurkjooned jagavad teine-
teise pooleks, sest et kaldruut on roopkiiliku
erijuhus. Siit jargneb, et BO on vondhaarse
(AB = B0 kui kaldruudu kiiljed) 4 ABC aluse
poolitaja. Et vordhaarse kolmnurga aluse-
poolitaja on iihtlasi ka sama kolmnurga kor-
guseks ja tipunurga poolitajaks, siis

BD | ACja 2X1=.x2, |
mis oligi tarvis toestada. ;
|

93. joonis.

Markus. Kergesti on tihelepandav, et kaldruudu kumbki nurk-
joon on tema siimmeetriatelg. (Selle toestuseks on_Kkiillalt, kui joonise
murrame nurkjoont mooda.)

100. Lause. Ruudu nurkjooned: 1) jagavad teineteise
‘pooleks; 2) on isekeskis risti; 3) on isekeskis vordsed ja
4) jagavad ruudu nurgad pooleks, sest et ruut on iihtlasi ka
r60pkiilik, kaldruut ja piistkiilik.

101. Lause. Kui nurga iihel kiiljel moota mingisugused
vordsed 1oigud ja ldbi mootmisel saadud punktide tommata
nurga teise kiiljega loikuvad roopsirged, siis saadakse ka tei-
sel killjel isekeskis vordsed ldigud.
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T.. BM=MN=NP (%94.joon.) V.. BK=KF=FS.
MK || NF || PS.

Toestamine. Tombame

ML | BC ja NQ| BC. Vaat-
leme kolmnurki BMK ja MNL:
DM = MN tingimuse jirele;
2 1= 23 kui vastavad nur-
gad (BK | ML); /2= 24

kui vastavad nurgad(MK|| NF); z
jarjelikult 94. joonis.
ABMK>=AMNL.
Nende kolmnurkade iihtivusest leiame :
BE = ML,

kuid ML= KF kui r66bikud 1oigud ro6bikute vahel; jér-
jelikult N
BE =KF.
Kolmnurkade MNL ja NP(Q iihtivust samuti toestades,
saame
ML = NQ véi KF = FS.

102. Ulesanne. Antud 16ik jagada mistahes hulgaks
vordseteks osadeks.

Olgw'tarvistantid 10ik AB: 4 .y . ¥ P 0K C
(95. joon.) jagada 5 vordseks B T N e

osaks. Seks tombame sirgele Pl ana
AB 14bi punkti A juhuslisi nurgi Bar
sirge 4C, moddame tema peal SNt

B’

5 mistahes voOrdset 16iku ja R
95. joonis.

fihendame viimase 10igu otsa-
punkti K punktiga B; punkti-
dest M, N, P ja (Q tombame KB-le ro6bikud sirged; eel-
mise lause pohjal on nurga teisel kiiljel asetsevad 1oigud 4,
EF, FL, LS ja SB isekeskis vordsed. 4B on 5 vordseks
osaks jagatud. ;
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103. Lause. Kolmnurga kahe kiilje keskpunkte iihen-

dav sirge on rdobiti kolmanda kiiljega ja vordub tema poolega.
T.. AD=DB (9. joon.).- V.: 1. DE| BC

AE = EC. 2. DE—'B—C

Toestamine. Pikendame sirge DE ja moodame tema
pikendusel ZF = DE. Siis
kolmnurkades AED ja

FEC:
5 AE— Eo tingimuse jarele;
. DE = EF konstruktsiooni
jarele;
96. joonis. 2( 1= 2(2 kui tippnurgad;
jarjelikult

/\ AED == A\ FEC, millest leiame, et
AD=FC ja 2X3=2(4;
sisemiste poiknurkade 273 ja 24 vordsuse tagajirjel peab
olema 4D || FC; ndonda on siis
AD i FC; tingimuse jdrele teame, et
AD = DB; jiarjelikult on
DB 4 FC, millest jargneb, et
DF + BC, millest aga omakord jargneb, et
DF , BC
o T’
DEﬁT, mis oligi tarvis toestada.
104.~ Lause. Trapetsi mitterddbikute kiilgede keskpunkte
iihendav sirge!) on trapetsi alustega roobiti ja vordub nende
poolsummaga (97. joon.).
Ti: BM=Ma- V.. I MNJBC
CN = ND. 2 MN=2142,

1) Seda sirget nimetatakse trapetsi kesksirgeks.
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Toestamine. 1. Tombame nurkjoone AC ja iihendame
ta keskpunkti L punktidega
M ja N. Siis B

ML || B¢ kui kolm- / /\
nurga BAC kahe kiilje kesk- M

& s L
punkte iihendav sirge; V K

LN | AD || BC kui 4 /)
kolmnurga ACD kahe kiilje 97. joonis.
keskpunkte iihendav sirge;

sirged ML ja LN, milledest kumbki on ré6biti {ihe ja
sama sirgega BC, peavad moodustama sirge, aga mitte murd-
joone, sest vastasel korral oleks ldbi punkti L tédmmatud
kaks isesugust sirget ja nad molemad oleksid B(C-ga roobiti,
mis oleks vastolus aksioomiga (nr. 75). Nonda on

MN || BC, mille tagajérjel ka
MN || AD, mis oligi tarvis toestada.

2. Arvesse vottes, et ML on /\ BAC kesksirge ja LN —
kolmnurga ACD kesksirge, saame:

ML="0 ja IN=22;

liites need kaks vordust ositi, leiame:

ML+ LN=B0FAD
M N Bc'gAD, mis oligi tarvis tdestada.

Kolmnurga neli tihelepanemis-viiirt punkti.

105. Lause. Kolmnurga kiilgede kesk-ristjooned léiku-
vad ithes punktis. T
Kolmnurga kiilgede AB ja BC kesk-ristjooned EO ja DO

(98. joon.) ldikuvad tingimata mingis punk- B

tis O (nr. 79). FD
Et punkt O asetseb ldigu AB kesk- ‘

ristjoone EO peal, siis on ta iihekaugusel A

punktidest 4 ja B (nr. 66), s. o. 98. joonis.




OB=04; ;
et punkt O asetseb 1digu BC kesk-ristioone DO peal,
siis on ta iihekaugusel punktidest B ja C, s. o.
OB = 0C; tihendab, et ka
O4==00C;
et punkt O asetseb iihekaugusel punktidest 4 ja C, siis
peab ta asetsema 16igu AC kesk-ristjoonel OF (nr. 67).
Nonda loikuvad koik kolm kesk-ristjoont iihes punktis.

106. Lause. Kolmnurga kolm korgust léikuvad iihes
punktis.

Olgu AD, BE ja CF kolmnurga ABC korgused (99. joon.).
Toestame, et nad 10ikuvad

Az %" iihes punktis. Seks tombame labi
ity punkti 4 sirge C“B’ r60biti BC-ga,
labi punkti B sirge ('4’ roobiti

AC-ga ja 1abi punkti C sirge 4B’
ro6biti BA-ga; saame uue kolm-
nurga A‘B‘C’. Vaatleme niiiid |
kaht ro6pkiilikut ¢’ACB ja AB‘CB:

(‘A = BC kui r6opkiiliku ¢“ACB vastaskiiljed ;

AB’'= BC kui ro6pkiiliku 4B‘CB vastaskiiljed ;
jarjelikult C’4 = AB’, s. o. punkt 4 asetseb 10igu C‘B’ kesk-
punktis ; :

AD, olles risti BC-ga, on risti ka BC roopsirgega ('B’;
nonda: kolmnurga ABC kdorgus 4D on samal ajal
- ka kolmnurga A'B'C’ kiilje ‘B’ kesk-ristjoon.

Samuti voib toestada, et CF on ‘B’ kesk-ristjoon ja
BE — A’C* kesk-ristjoon. _

Eelmise lause pohjal peavad sirged 4D, CF ja BE 10i-
kuma iihes punktis kui kolmnurga 4’B‘C’ kiilgede kesk-rist-
jooned, mis oligi tarvis tdestada.

99. joonis.

107. Lause. Kolmnurga koik nurgapoolitajad loikuvad
ithes punktis.
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Kolmnurgas 4BC (100. joon.) tdombame kaks nurgapooli--
tajat: 40 ja BO; nad ldikuvad mingis punktis O (nr. 77),
mille iihendame tipuga C. Toestame, et
0C on nurgapoolitaja. Seks tombame punk-
tist O kolmnurga kiilgedele ristjooned OF,
0D ja OF.

Punkt O asetseb 2 4 poolitajal 40;
jarjelikult on ta selle nurga kiilgedest iihe- -

* kaugusel (nr. 68), s. o. 100. joonis.
OE=0D;
punkt O asetseb- 2 B poolitajal BO; jarjelikult on ta selle-
nurga kiilgedest iithekaugusel (nr. 68), s. o.
OF =0D;
l6igud OE ja OF on isekeskis vordsed, sest kumbki neist
vordub iihe ja sama kolmanda ldiguga OD:
OFE = OF,;
punkt O, asetsedes nurga C kiilgedest AC ja BC iihekaugu-
sel, peab (nr. 69) asetsema 2 C poolitajal, s. o. OC on nur-
gapoolitaja; nonda siis 16ikuvad kodik kolmnurga nurgapooli-
tajad iihes ja samas punktis.

108. Lause. Kolmnurga koik Kkiiljepoolitajad léikuvad
ithes punktis, mis asub igast kiiljest !/; vastava Kiiljepooli-
taja kaugusel.

\ Toestame esiteks, et kolmnurga ABC
kahe kiiljepoolitaja AE ja CD ldikepunkt O
(101. joon.) asub kummastki kiiljest !/; vas-
tava kiiljepoolitaja kaugusel. Olgu punktid

F ja G loikude A0 ja CO keskpunktid. 101. joonis 1).
L CE=ER ' V.. 148
AD = DB OD = { CD.
CG=GO0
AE=FQ.

1) Joonisel puudub sirgete AE ja CD ldoikepunkt O.
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Toestamine. Kolmnurga A40C kahe kiilje keskpunkte
iihendav sirge G'F on 4C-ga ro6biti ja vordub tema poolega;
kolmnurga ABC kahe kiilje keskpunkte iihendav sirge
DE on rbobiti ka AC-ga ja vordub tema poolega; jarjelikult
F@ 4 DE, kust
GE # FD.

Jarjelikult on joonis F'GED roopkiilik, mille nurkjooned
jagavad teineteise pooleks; seepdrast
OE = 0OF =AF, s. 0. OE=14 AE )
0D = 0G=C(CG, s.0. 0D=4CD J’

Nonda 1oikab kiiljepoolitaja AFE kiiljepoolitajat CD
punktis, mis asub 4B-st 4 CD kaugusel. Samasuguse arut-
luse abil voib toestada, et ka kolmas kiiljepoolitaja BK loikab
CD punktis, mis asub 4B-st 4 CD kaugusel, s. o. punktis O.
Jérjelikult 1dikuvad koik kolm kiiljepoolitajat uhes punktis,
mis oligi tarvis toestada. !

Méarkus. Mehaanikas toestatakse, et kolmnurga kiiljepoo-
litajate 1oikepunkt on kolmnurga raskuse keskpunkt.

mis oligi tarvis toestada.

VI peatiikk.

Konstruktsiooni-iilesanded.

109. Geomeetria konstruktsiooni-iilesande tdielik lahen-
dus jaguneb nelja ossa: analiliis, konstruktsioon, siintees ja
harutus.

1. Analiliis on lahendusviisi otsimine.

2. Konstruktsioon on otsitava joonise konstrueerimine
leitud lahendusviisi jirele.

3. Siintees on toestus, et konstrueeritud joonis vastab
dilesande koigile nouetele.
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4. Harutuse iilesanne on ndidata:
1. missugustel tingimustel on i{ilesanne véimalik ?

2. kuidas muutub iilesande lahendus iilesande andmete
muutmise korral ?

3. mitu lahendust on iilesandel ?

Lahendusviisi otsimise otstarbel oletatakse, nagu iiles-
anne oleks juba lahendatud!), ja konstrueeritakse
kdega joonis, mis umbkaudu vastab tehtud seangule (oletusele).
Pirast seda, kiasitades tuntud geomeetrilisi lauseid, monikord
aga huupi, tommatakse mitmesugused sirged, joonistatakse
ringid, konstrueeritakse nurgad jne. Siis piiiitakse leida olene-
vust otsitava joonise antud ja otsitavate elementide vahel. On
see olenevus leitud, siis on ka lahendusviis leitud. Kui iiles-
anne on dige lihtne, siis ei tarvitata harilikult analiiiisi ja haru-
tust, nagu seda tegime nr. 45 iilesannete lahendusel. :

1. iilesanne. L#bi punkti 4 (102. joon.) tommata sirge, mis asuks
punktide B ja C vahel ja oleks neist punktidest ithekaugusel.

Analiiiis. (Lahendusviisi otsimine.)

Olgu AN otsitav sirge ; siis on ristjoo- Bi

ned BM ja CN vordsed. Et otsitava

sirge iiks punkt A on teada, siis tarvis 4 ’y\o N
ainult veel teine punkt leida ja otsitava M

sirgjoone siht olekski méaratud. Piiiiame \
iihendada punktid B ja C ja leida punkti : c
0 asendi. Vaatleme tdisnurkseid kolm- 102. joonis.

nurki OBM ja OCN, Nendes kolmnurkades
BM = CN oletuse jirele; :
=X OBM = = OCN kui sisemised pdiknurgad, sest et BM || NC;
jarjelikult

1) Seda metoodi (lahendusviisi) nimetatakse analiiiitiliseks.
Teadust rikastas selle metoodi vorra greeka filosoof Platon (430.—347. a.
enne Kr.), kellele geomeetria volgneb ka geomeetriliste kohtade ja koonus-
Idigete teooria. Platoni koolis péordi isedralist tihelepanu geomeetria pohi-
moistete ja definitsioonide peale; need olid pohjalikult selgitatud, just sofis-
tide pirast, kes moistsid segamini ajada ka koige selgemad moisted, kui need
polnud tipsalt formuleeritud. Samas koolis edendati stercomeetrilist teadust.




A4 0OBM x A OCN, kust
OB = 0C, s. o. punkt O on 16igu BC keskpunkt.

Konstruktsioon. Uhendame antud punktid B ja C sirge abil. Ldigu
BC keskpunkti O iihendame antud punktiga 4. Sirge 40 on ofsitav.

Siintees (toestamine). Tombame ristjooned BM ja CN. Taisnurkse-
tes kolmnurkades BOM ja CON

OB = 0C konstruktsiooni jirele ;
=X BOM = = CON kui tippnurgad; jirjelikult

A BOM 2 4 CON, sest neil on hiipotenuusid ja iihed teravnurgad
vastavalt vordsed. Kolmnurkade iihtivusest jirgneb, et

BM =CN, s. o. et sirge AN asub iihekaugusel punktidest B ja C.

Harutus. Et 16igul BC on ainult {iks keskpunkt ja et libi punktide
A ja O voib tdmmata ainult iihe sirge, siis on iilesandel ainult iiks lahendus.
Kui punkt A asuks kuskil BC peal, kuid mitte punktis O, siis
iihtiks otsitav sirge BC-ga. Asuks aga punkt A punktis O, siis vastaks
dilesande tingimusele iga sirge, mis punkti O kulgeb; seega muutuks iiles-
anne miidramatuks.
Ulesanne on alatt voimalik.
2. iilesanne. Lidbi punkti O
tommata sirge, mis moodustaks
antud nurga 4BC kiilgedega vord-
sed nurgad (103. joon.).
Analiliis. Olgu ON otsitav
sirge, s. o.
= BMN = =x BNM.
Et kolmnurgas vastu vordseid
nurki asetsevad vordsed kiiljed, siis
Y BN = BM; /A BMN on vordhaarne;
103. joonis. jarjelikult, kui tommata selle kolm-
s nurga korgus BK, siis on see Kkor-
-gus iihtlasi ka nurgapoolitajaks ; nonda on siis otsitav sirge MN risti nurga
ABC poolitajaga.
Konstruktsioon. Tombame antud nurga ABC poolitaja ja laseme
punktist O temale ristjoone ; see ristjoon ongi otsitav sirge.

Siintees. Tiisnurksetes kolmnurkades BKM ja BKN:

22X KBM = 2{ KBN konstruktsiooni jirele (sest BK on nurga-
poolitaja) ;

BK = BK; jirjelikult
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O KBM 2 A\ KBN, sest et neil on iihine kaatet ja iihed teravnurgad on
vordsed. Siit jargneb, et
2L BMK = 2 BNK, mis oligi tarvis toestada.

Harutus. Ulesandel on ainult iiks lahendus, sest et nurgal on ainult
iiks poolitaja ja antud punktist voib sirgele lasta ainult iihe ristjoone. Et
iilesanne oleks voimalik, seks on tarvis, et antud punkt O ja = ABC
asetseksid iihel pool sirget P@), mis on nurgapoolitajaga BK risti.

3. Ulesanne. Konstrueerida kolmnurk kahest killjest @ ja &
ja nurgast B, mis asetseb iihe antud killje vastu (104. joon.).

vy}

104. joonis.

Analiliisi pole tarvis, sest et lahendusviis on selge.
Konstruktsioon. Konstrueerime esmalt nurga ABC, mis vorduks

antud 2 B. Tema iihele kiiljele asetame 1digu BC, mis on vordne antud

loiguga a; punktis C tombame raadiusega b kaare, mis 16ikaks nurga teist
- kiilge punktis A4 ; ihendades punkti A punktiga C, saamegi otsitava kolm-
. nurga ABC.

Siintees. /A ABC on otsitav, sest et ta vastab iilesande kdoigile
tingimustele : konstruktsiooni jirele BC =a, AC =05 ja 2L ABC = 2{ B.

Harutus. Ulesanne on vdimalik, kui kaar I6ikab voi puutub nurga
teist kiilge .4 B. Tombame punktist C sirgele 4B ristjoone CD. Oletame
esiteks, et

I =x B on teravnurk (104. joon.).

1. Kui b <OD, siis kaar ei 1oika ega
puutu sirget BC ja iilesanne on voimatu;

2. kui b= COD, siis puutub kaar sirget
AB punktis D ja iilesandel on iiks lahendus:
4 DBC;

3. kui b> CD, kuid b < a, siis 16ikab
kaar sirget AB kahes punktis 4 ja 4‘ ja iiles-
andel on kaks lahendust: 4 ABC ja 4 A‘BC,;

4. Kui b > a, siis 16ikab kaar sirget AB 5 1
dihes punktis ja iilesandel on iiks lahendus. 105. jooonis.

Il = B on niirinurk (105. joon.).




Sel juhusel 16ikab kaar kiilge AB ainult juhusel, kui b> a, ja siiski
ainult iihes punktis 4; iilesandel on siis iiks lahendus: 4 ABC.

Sama lugu on, kui =x B on tidisnurk.
Selle iilesande harutuse resiimeerime jirgnevaks tabeliks :

B CD s ok 0 lahendust;
I B T 85 § RO e e 1 lahendus;
IXB on teravnurk . . . |\ oo 3~ @D . ... 2 lahendust;
[/ AR S S 1 lahendus;
B S baglihs el 0 lahendust ;
11 5<B on tais- voi niirinurk ; B R R [ S e 1 lahendus.

4. iilesanne. Konstrueerida kolmnurk, kui on antud killg b5,
tema ldhisnurk @ ja kahe teise kiilje summa s. (106. joon.).

Analiiiis. Ole-
tame, et iilesanne on
lahendatud, s. o. et
on konstrueeritud

kolmnurk, milles
AC=b, 2{ BAC=
=2 a'ja AB +
+ BC =s.

S Et 2f BAC. H

106. joonis. mis peab vorduma
nurgaga a, ja kiilge

AC, mis vordne oleks b-ga, on kerge konstrueerida, siis jiib raskemaks

kiisimuseks ainult tipu B leidmine.

Kiilje AB pikendusele asetame 16igu BD=BC(1), iihendame punkti
D punktiga € ja tdombame ristjoone BK. Et kolmnurk CBD on vordhaarne,
siis asetseb ta tipp tema aluse CD kesk-ristjoonel. Nonda on siis kerge
konstrueerida otsitav kolmnurk 4 BC, kui on konstrueeritud A ADC.

Konstrueerimine. Konstrueerime nurga, mis vordub nurgaga a;
selle nurga kiilgedele asetame 10igud: AC=0b ja AD=s. Punktid
C ja D thendame sirgjoone abil. Ldigu CD keskpunktist K tombame
ristjoone ; selle ristjoone ja AD loikepunkti B {ithendame punktiga C.
A ABC on otsitav.

1) Niisuguse konstruktsiooni tagajirjel sirgestub murdjoon ABC
sirgjooneks ABD; seepidrast nimetataksegi seda lahendusviisi sirges-
tusviisiks.
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Siintees. AC =10 ja 2L BAC = 2{a konstruktsiooni jirele. Et
- OK = KD, siis BO = BD kui kaldjooned, mis asuvad ﬁhekaugusel rist-
- joone BK alusest K ; jirjelikult
AB+B0=AB+BD=AD=3.

Tahendab, et konstrueeritud /\ ABC vastab iilesande koigile tingi-
- mustele ja on seega otsitav.

Harutus. Et kolmnurga kahe kiilje summa on suurem kui kolmas
kiilg, siis on selle iilesande lahenduse voimalikkuseks tarvis, et oleks s —. b;
kui see tingimus on tdidetud, siis on iilesanne voimalik ja tal on ainult iiks
lahendus, sest et ristjoonel
BK ja sirgel AD vdib olla
ainult iiks 16ikepunkt.
' 5. illesanne. Kon- /5, n
- strueerida kolmnurk, kui
~on antud iimbermdot s ja
kaks nurka: 2L mja =¥ n
(107. joon.).

Analiilis. Olgu 4DBK
otsitav, kus 2L BDK =
=2 m, Zﬁ BED = 411
jA DB + BK DK =s. 107. joonis.
Pikendamekiilge DK kahes
sihis ja asetame ta pikenduste peale KC = BK ja AD = BD. Punktid C
| ja 4 ithendame punktiga B. Et kolmnurga vilisnurk vérdub kahe sisenurga
] summaga, milledest kumbki ei ole tema kérvunurk, siis

2L BKD = 2{ KBC 4+ 2{ KCB, kuid
2X KBC = 2{ KCB, sest et vordhaarse (KC = BK) kolmnurga aluse
| ldhisnurgad on vordsed; jirjelikult

2L BKD =2 2{ KCB, véi
2( KCB ZﬁBKD zp»

| samuti voib toestada, et 2 DAB = 42’".

| teada nurgad: 2£ 4 ja 2L C ja kilg AC= AD+ DK+ KC= BD +
| +DK | BK =s. Teades kolmnurga ABC, vdib kergesti konstrueerida

| otsitava 4 DBK.
2(m ia égrf

S

Nonda on kolmnurgaé ABC

Konstruktsioon. Konstrueerime A\ 4BC kahe nurga
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ja kiilje s jirele; tombame kiilgede AB ja BC keskpunktidest ristjooned
LD ja MK ; ithendame punktid D ja K punktiga B. /A DBK on otsitav.

Siintees jadb opilaste teha.

Harutus. Et kolmnurga sisenurkade summa on 2d, siis on iilesande’
voimalikkuseks tarvis, et 2L m -+ 2L n < 2d; sel juhusel on iilesanne oma
iihe lahendusega alati vdimalik.

6. iillesanne. Sirgel XY (108. joon.) leida niisugune punkt, mille
kauguste summa kahest antud punktist 4 ja B oleks minimaalne
(punktid 4 ja B asetsevad iihel pool sirget XY). g

Kui iihe antud punkti B asemel votame
tema siimmeetrilise punkti B’ ja sirgel XY
votame mingi punkti M, siis

Y BM‘= B'M‘, sest et BM’ ja B‘M’ on

s MM\ S siimmeetrilised 15igud.
: Seeparast AM'~BM‘= AM'4B'M'=
B

: = AM'B/, ja antud iilesanne muutub (iiles-
108. joonis. andeks: ,Leida sirgel XY niisugune
punkt M, ettema kauguste summa
punktidest A ja B, misasuvad teine teisel pool sirget
XY, oleks minimaalne, s. 0. et kaugus AMB‘ol*eks mini-
maalne“. Selge on, et kui kahe punkti 4 ja B’ kaugus teineteisest
peab olema minimaalne, siis peab joon AM’B‘ sirge olema, s. o. punkt
M’ peab asetsema punktis M. .

Nonda siis on tarvis punkti M leidmiseks punkt A iihendada sirge

abil punktiga B’, mis on antud punkti B siimmeetriline punkt1).
Mérkus. Niisugust iilesande lahendusviisi, kus iihe antud punkti
(voi iildse joonise) ‘asemel voetakse tema siimmeetriline punkt (joonis),
nimetatakse siimmeetriliseks viisiks. Seda viisi nimetatakse
monikord ka sirgestuseviisiks, sest et siin murdjoon sirgestatakse.

7. illesanne. Konstrueerida roopkiilik kiiljest e ja kahest nurk-
~  joonest 72 ja 2 (109. joon.).

Analiiiis. Olgu konstrueeritud réopkii-
lik ABCD, milles AD=a, AC=m ja BD=n.
Et roopkiiliku nurkjooned jagavad teineteise

v m n
A D pooleks, siis 40 =5* 0D =73 ja jirjelikult
109. joonis. on kolmnurgas 40D teada kdik kolm kiilge.

1):-Ek 2rl =42 (41 =_¥3 ja 43-——42), siis on selleks,

et minna punktist A sirgeni XY ja sealt kuni punktini B koige liihe-
mat teed mooda, tarvis, et sirged AM ja BM moodustaksid XY-ga
vordsed nurgad.
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Konstruktsioon. Konstrueerides A AOD kolmest kiiljest: a, g ja

%’ on juba kerge konstrueerida ré6pkiilik ABCD.

Siintees jidb opilaste teha.

Harutus. Ulesande vdimalikkus oleneb kolmnurga 40D konstruee-
rimise voimalusest, s. o. sellest, kas on tdidetud tingimused :

7§n+g> o %L——g <a, voi:m+n>2a; m—n<2a.

‘Kui need tingimused on tdidetud, siis on iilesanne oma iihe lahen-
dusega alati voimalik.

8. Ulesanne. Konstrueerida kolmnurk, kui on antud kaks killge
a ja b ja kolmanda kiilje poolitaja »z (110. joon.)

Analiiiis. Olgu konstrueeritud 44CB,
milles AC=0,CB=aga, (0=m ja 40 =
= OB (sest et CO on kiilje 4B poolitaja).
Asetame CO pikendusele 16igu OD = m ja
iihendame punkti D punktidega 4 ja B.
Joonis ACBD on roopkiilik. Nonda on tarvis

selle iilesande lahenduseks esmalt konstruee- R
rida roopkiilik ACBD kahest kiiljest a ja b b5
ja nurkjoonest 2m.

110. joonis.
Konstruktsioon. Konstrueerides

4 ACD kolmest kiiljest: @, b ja 2m, on kerge konstrueerida 4 ACB.
Siintees jiab oOpilaste teha.

Harutus. Otsitava 4 ACB konstruktsioon on vdimalik ainult siis, kui
on vodimalik 4 ACD konstruktsioon, s. o. kui b+a > 2m ja b —a < 2m.
Ulesandel on iiks lahendus.

9. Ulesanne. Konstrueerida tra-
pets tema neljast killjest: a, &, ¢ ja d.

Analiiiis. Olgu ABCD (111. joon.)
otsitav trapets. Tombame AFK || BC.
Siis on kolmnurgas ADE kdik kolm
kiilge teada: d, ¢ ja a—b.

Konstruktsioon. Konstrueerides st
4 ADE kolmest kiiljest: d, ¢ ja a—b, 111. joonis.
on kerge konstrueerida otsitav trapets.

Siintees ei siinnita raskust.

Harutus. Ulesande konstrueerimise vdimaluseks on tarvis, et kolme
mistahes antud 16igu summa oleks suurem kui neljas 16ik (sest et sirge on
kdige liithem kaugus kahe punkti vahel), s. o. et

5%
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a+b+c>d
at+b+d>c
a+c+d>D
ct+d+b>a

Uldse on iilesandel kolm lahendust.

Harjutused.
Ulesanded ja laused.

14. Vordhaarse kolmnurga tipunurk on 4d. Leida selle kolmnurga
aluse ldhisnurgad. 3
-15. Leida seitseteistkiimmendnurga sisenurkade summa.
16. Hulknurga sisenurkade summa on 40d. Leida selle hulknurga
kiilgede arv.
“17. Leida niisuguse kaksteistnurga sisenurga suurus, mille kdik kiiljed
ja koik nurgad on isekeskis vordsed ).
18. Hulknurga iihest tipust vOib tommata 54 nurkjoont. Leida
tema kiilgede arv.
/19, Toestada lause nr. 90, jagades hulknurga kolmnurkadeks sirge-
tega, mis on tommatud l4bi selles hulknurgas asuva mingi punkti.
7 20. Toestada, et sariktrapetsi vastasnurkade summa on 2d.

/ 21. Toestada, et tiisnurkse kolmnurga hiipotenuusi poolitaja on pool
hiipotenuusist. (Juhatus: pikendada mediaan ta enda pikkuselt.)

' 92. Toestada, et tiisnurkse kolmnurga hiipotenuusi poolitaja ja
hiipotenuusile lastud sama kolmnurga korgus moodustavad nurga, mis vordub
selle kolmnurga teravnurkade vahega.

7 23. Toestada, et iga niisuguse sirgjoone 16ik, mis on tommatud
roopkiiliku sees 14bi nurkjoonte 16ikepunkti, jagub selles 15ikepunktis pooleks.

7 24, Toestada, et kahe roopsirge sisemiste rindnurkade nurgapoolitaja-
test moodustatud nurk on tadisnurk.

Konstruktsiooni-ﬁlesanded.

/25, Libi punkti 4 tommata sirge, mis Idikab sirget’CD antud nurgi.

726. Libi punkti O tommata sirge nonda, et ta kahe roopsirge 4B
ja CD vahel asuv 16ik vorduks antud pikkusega a.

s27. Libi nurgas ABC asuva punkti O tommata sirgjoon ndnda, et
ta nurga kiilgede vahel asetsev 16ik jaguks punktis O pooleks.

/ 28. Jagada tdisnurk kolme vordsesse ossa.

1) Seesugust hulknurka nimetatakse korrapdraseks.
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: " 29, Kolmnurgas tommata alusega ro¢bik sirge nonda, et ta vorduks
kolmnurga korvalkillgede Ioikude summaga, kusjuures 10igud on kolm-

nurga alusest arvatud.
% 30. Konstrueerida A, kui on antud kiilg a, tema ldhisnurk m ja

kahe teise kiilje vahe d.
*31. Konstrueerida ,\ perimeetrist p, korgusest h ja aluse lahis-

nurgast m.

7 32. Konstrueerida tdisnurkne , perimeetrist p ja iihest kaatetist b.

* 33. Konstrueerida hulknurk, mis vorduks antud hulknurgaga. (Juha-
tus : nurkjoontega jagada hulknurk kolmnurkadeks.)

/ 34. Konstrueerida roopkilik, kui on antud korgus A ja kaks mitte-
roobikut kiilge: a ja b.

/ 85. Konstrueerida r6opkiilik korgusest h, alusest b ja iihest nurgast m.

r'36. Konstrueerida roopkiilik kahest mittevordsest kiiljest @ ja b ja
: nurkjoonest ¢.

/87. Konstrueerida roopkiilik kahest nurkjoonest p ja ¢ ja nende
vahelnurgast m.

1 38. Konstrueerida roopkiilik alusest b, korgusest h ja nurkjoonest a.

/ 89. Konstrueerida piistkiilik, kui on antud nurkjooned m ja m ja
nende vahelnurk a.

740. Konstrueerida kaldruut kiiljest ¢ ja nurkjoonest b.

/41. Konstrueerida kaldruut korgusest h ja nurkjoonest d.

/42. Konstrueerida kaldruut, kui on antud nurk = ja nurkjoon d,
mis on tommatud antud nurga tipust.

» 43. Konstrueerida ruut nurkjoonest d.
,44. Konstrueerida trapets, kui on antud kaks alust « ja b ja suurema
| aluse ldhisnurgad m ja n. 3
s 45. Konstrueerida trapets, kui on antud alus b, tema lahisnurk m
ja kaks mitter6obikut kiilge a ja c.
i ' 46. Konstrueerida vordhaarne trapets alustest @ ja b ja iihest iile-
| jédnud kiiljest c.
| 47. Konstrueerida vordhaarne trapets alusest a, iihest haarast ¢ ja
korgusest h.
~ 48. Konstrueerida vordhaarne trapets, kui on antud nurkjoon d,
korgus h ja iiks mitteroobik kiilg ec.
49, Konstrueerida vordhaarne trapets, kui on antud kaks alust a ja
b ja korgus h..
~ 50. Konstrueerida vordhaarne trapets, kui on antud nurkjoon d ja
nurkjoonest ning suuremast alusest moodustatud nurk m ja kui on teada,
et vihem alus vordub haaraga.
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" B1. Konstrueerida kolmnurk alusest b ja kahest nurkjoonest m ja ' n,
mis on tdmmatud selle aluse otsapunktidest. ;

' 52. Konstrueerida nelinurk, kui on teada tema neli kiilge: a, b, ¢
ja d ja 2 m mille moodustavad kaks vastaskiilge.

VII peatiikk.

Ringjoon.

110. Sirget C/7 (112. joon.), mis iihendab ringjoone
kaks mingit punkti, nimetatakse kddluks. Nonda
on 14bimoot (diameeter) niisugune koodl, mis
kulgeb keskpunkti. Koolust CI) Geldakse, et
tema seob kaart (G 1) voi vastab kaarele CGD.

Ringi osa €/ /), mis asub kaare CG.)
ja kddlu 72 vahel, nimetatakse ringildoiguks
(segment). ‘

Ringi osa 0CGD, mis on piiratud kaarega CG /) ja
kaare otsapunktidesse tommatud kahe raadiusega OC ja O//,
nimetatakse ringi sektoriks.

111. Lause. Labimddt on kdige suurem kodl.
Toestamine. Iga kool CD (112. joon. on vdhem Kui
kaks raadiust: OC— O/’ (nr. 52), s. 0. vihem kui 1abimdot.

112. Lédbi kolme mitte iihel sirgel asetseva punkti vdib
tommata ringjoone ja ainult ithe, ehk teiste sdonadega:

kolm mitte iihel sirgel asuvat punkti maaravad ringjoone.

Olgu antud kolm punkti .1, B ja C (113. joon.), mis ei
asetse iihel sirgel. On toestatud (nr. 105),
et 1oikude 1B, B¢ ja CA kesk-ristjooned
16ikuvad iihes punktis O, mis asetseb punkti-
dest 4, Bja Ciihekaugusel. Seepirast laheb
punktist O raadiusega UA joonestatud ring-
joon labi kolme antud punkti.

Punktidest 4, B ja C labiminev ring-

112. joonis.

113. joonis. _
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joon on ainus sellésarnane, sest et tema keskpunkt peab
tingimata asetsema kolme keskristjoone 1dikepunktis, mida
- ainult {iks on.

113. Lause. Sirgel ja ringjoonel ei vdi olla rohkem kui
kaks iihist punkti (114. joon.).

Olgu sirgel ja ringjoonel kolm iihist
punkti: .1, Bja C. Tombame OK | AC.
Siis on kaldjooned ©d4, O/ ja OC ise-
keskis vordsed, kui iihe ringi raadiused.
Kuid vordsed kaldjooned asetsevad rist-
joone OK alusest iihekaugusel; jarjelikult
KB= KC(, mis ei ole voimalik, sest et KB on ainult KC osa.

(0]

A K B /5
114, joonis.

Sirge ja ringjoone suhteline asend.

114. Lause. 1. Kui ringjoone keskpunkti kaugus sirgest
on suurem Kui raadius, siis ei ole sirgel ja ringjoonel iihtegi
ithist punkti;

2. kui see kaugus on vdhem kui raadius, siis on sirgel
ja ringjoonel kaks iihist punkti;

3. kui see kaugus vOrdub raadiusega, siis on sirgel ja
ringjoonel iiks iihine punkt.

1. Kui ringjoone O keskpunkti kaugus sirgest 4B (115. joon.), s. o.
ristjoon OK on suurem kui raadius, siis on-iga kaldjoon OC veelgi suurem
kui raadius; jdrjelikult asetsevad punktid K ja C, nagu koik teisedki sirgel
AB asetsevad punktid, viljaspool ringjoont, mis oligi tarvis tdestada.

2. Kui ristjoon OK (116. joon.) on raadi-
usest vahem, siis asetseb punkt K ringjoone sees;
. et sirget AB voib 16pmata pikendada, siis voib
sellel sirgel alati leida mingi punkti D, mille
asukoht on viljaspool ringjoont. ~ Nonda asub
punkt K ringjoone sees, punkt D aga viljaspool
ringjoont; nagu niha, peab sirgel AB, punktide
K ja D vahel veel asetsema mingi punkt N,
mille asukoht on ringjoonel. Samasuguse arut-
luse abil toestame, et punktide K ja A vahel
peab olema punkt M, mis asetseb ringjoonel. 115. joonis.

‘A
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Nonda loikab AB ringjoont kahes punktis: M ja N ja ainult kahes punktis,
sest et tal ringjoonega rohkem iihiseid punkte ei voi olla (nr. 113).
Sirget 4B (116. joon.), millel on ringjoonega kaks ihist
punkti, nimetatakse léikajaks.
3. Kui keskpunkti kaugus
OK sirgest AB vordub raadiusega
(117. joon.), siis on K sirge ja
£ MWD 5 ringjoone ainuke {ihine punkt,
116. joonis. sest et sirge AF iga teine punkt
C asetseb viljaspool ringjoont
(kaldjoon OC on ristjoonest OK, s. o. raadiusest suurem,
jarjelikult peab tema otsapunkt C asetsema viljaspool ring-
joont). Sirget 4B (117. joon ), millel on ringjoonega ainult
iiks iihine punkt, nimetatakse puutu-
jaks. Punkti K nimetatakse puute-
punktiks.
115. Jéreldus. Sirge AB, mis
on risti raadiusega tema otsapunktis
K, on puutuja (117. joon.), sest et
Z] sel juhusel asub sirge 4B ringjoone
117. joonis. keskpunktist raadiuse kaugusel.
116. Lause. Puutepunkti tom-
matud raadius on puutujaga risti, sest et see raadius on.
punkti O ja sirge AB kdige vidiksem kaugus (117. joon.).

M

118. joonis. 119. joonis.

117. Lause. Léabi ringjoonel asuva punkti véib ring-
joonele alati tommata puutuja ja ainult iihe, sest et punk-
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tist K (117. joon.) voib raadiusele tommata ristjoone ja
ainult iihe.

118. Puutuja iildine definitsioon. Tombame 1dikaja 4B (118. joon.).
Hakkame punkti B lahendama punktile A. Siis p66rdub ldikaja 4B iimber
punkti A noolega niidatud sihis ja kui punkt B iihtib punktiga A4, siis
votab sirge AB sirge OD asendi, kusjuures sirget CD nimetatakse puutu-
jaks. Nonda siis

puutuja on niisugune ldikaja, millel on ringjoonega kaks iihte-
langenud ithist punkti.

Kui hakataks ldikajat 4B (119, joon.) {imber paigutama nonda, et ta
ringi keskpunktist kaugenedes jadks alati risti piisiva raadiusega OC, siis,
muutudes puutujaks MN, jadb ta risti raadiusega OC tema otsapunktis.
Kirjeldatud puutujakssaamise kdiku vaadeldes on voimalik tdhele panna
mitut tode.

Kaarte ja koolude olenevus teineteisest.

119. Definitsioonid. Sama raadiusega joonestatud kaari
(nagu koiki teisi jooniseid) nimetatakse vordseteks, kui nad
teineteise peale asetamisel iihtivad. Uks kaar on teisest
vihem, kui ta ainult osa teisest moodustab. Sama raadiusega
joonestatud kaari voib liita, lahutada, korrutada ja jagada,
nagu sirgldoike voi nurki.

120. Lause. Vordsetele kaartele vastavad vordsed
koolud (120. joon.).

T: S CD=_AB' V.:CD=AB.

Toestamine. Nihutame — CD modda ringjoont, kuni tema._
otsapunktid D ja C iihtivad temaga vordse
kaare AB otsapunktidega 4 ja B. Siis
iihtivad ka koolud CD ja AB, sest et nende

otsapunktid iihtisid. Sellest jargneb, et D
121. Lause. Kui kaared on pool- C
ringist vdhemad, - siis vastab suuremale 120. joonis.

kaarele suurem sidejoon.
T..  AH> _ LK (121. joon.). = V.: AH>LK.



Toestamine. Asetame suuremale kaarele AH kaare AB,
mis vordub antud vihema kaarega LK, ja seome ta kooluga
AB; siis AB= LK, sest et vordseid kaari seovad vordsed
koolud. Kolmnurkades AOH ja AOB:

AV=—"40)"
OH = OB kui sama ringi raadiused; kuid

X AOH > 2¢ AOB, sest et 2 AOB moodustab ainult
2X AOH osa; jarjelikult (nr. 56), :

AH > AB; toestuse jdrele (nr. 120)
AB= LK, jirjelikult
AH™> LK, mis oligi tarvis toestada.

122. Podrdlause. Vordsetele koodludele vastavad vord-
sed kaared (120. joon.).

T CD—=AB~ V. O Al

Toestamine. 1. Oletame, et — CD > AB; et suure-
mat kaart seob suurem kool, siis CD > AB;
see aga on vastolus tingimusega; jarjeli-
kult — CD ei voi olla suurem kui — 4B.

2. Oletame, et — CD<_— AB; siis
ka CD< AB, mis jille on tingimusega
vastolus; jarjelikult ei voi — CD ka vdhem
olla kui — A4B. :

3. Kui « CD ei voi olla ei suurem ega vidhem kui
— AB, siis peab — CD vdrduma kaarega AB, mis oligi tarvis
toestada. 5

123. Poordlause. Suuremale kddlule vastab suurem kaar.

T.: AB > CD (192 ~joons). =~ iVe: S AR -€CD;

Toestamine. 1. Oletame, et — AB< — CD; siis ka
AB< CD, sest et vihemat kaart seob vihem kodl. Kool 4B
aga ei voi olla vihem kui k60l CD, sest et tingimuse jarele
on 4B > CD; jarjelikult ka ei vdi — 4B vihem olla kui — CD.

2. Oletame niiiid, et — AB= < CD; siis ka AB= CD,
sest et vordseid kaari seovad vordsed koolud; kuid see jille

121. joonis.
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on vastolus tingimusega; jérjelikult ei voi
— AB vorduda kaarega CD.
3. Kui — 4B ei voi olla vahem kui
— 0D ega vdi temaga ka vorduda, siis
peab — AB olema suurem kui — CD, mis
oligi tarvis tdestada. 122. joonis.

Koolude ja koolude ning ringi keskpunkti vahe-
liste kauguste olenevus teineteisest.

124. Lause. Vordsed kodlud asetsevad keskpunktist
ithekaugusel (123. joon.). : .
T.: AB=CD V.: OE=0F.

OE | AB
OF | CD.
Toestamine. Uhendades punktid 4, B, C ja D punktiga
O, saame kolmnurgad AOB ja COD; nendes kolmnurkades
1. AB=CD tingimuse jirele;
2. AO= 0C kui sama ringi raadiused;
3. OB=0D kui sama ringi raadiused;
jarjelikult # AOB =4 COD; kuid iihtivates kolmnurkades on

123. joonis. 124. joonis.

vastavad korgused vordsed; seepidrast OE = OF, mis oligi
tarvis toestada. A :

125. Lause. Suurem kodl asetseb keskpunktile ligemal
(124. joon.).
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T.: AB>CD V.: OE<OF.
OE | AB
OF | CD.

Toestamine. Asetame kaarele AB kaare AN, mis on
vérdne kaarega CD, ja seome ta kooluga AN. Et vordseid
kaari seovad vordsed kodlud, siis 4N=CD; vordsed kddlud
asuvad keskpunktist fihekaugusel, seepirast OK = OF.

Et OF on risti AB-ga, siis on iga teine sirge OL kald-
joon, seega on OE<COL; kui aga OE < OL, siis seda enam
on OE<OK, toestuse jirele on OK= OF; nonda siis
OFE < OF, mis oligi tarvis toestada.

126. Pdordlaused. 1. Keskpunktist iihekaugusel asetse-
vad kodlud on vdrdsed.

2. Kahest kodlust on suurem see, mis asetseb kesk-
punktile ligemal.

Neid lauseid on kerge vastuoletusliselt tdestada.

Méarkus. Laused nr. 120—126 on odiged mitte ainult {ihe
ringi suhtes, vaid ka iihtivate ringide suhtes.

Kooluga risti tommatud libimododu omadused.

127. Lause. Kooluga risti tommatud 1dbimdot (voi raa-
dius) jagab kodlu ja selle kddluga seotava kaare pooleks
: (125. joon.).

=B Ch: V.. 1. CL=ED

2. ~— CB= ~— BD.

Toestamine. Uhendame punktid C ja D
punktidega A, O ja B.

s 1. Tdisnurksetes kolmnurkades LOC
. joonis. ja LOD:

OL=—0L;

0C= 0D kui sama ringi raadiused; jarjelikult

ALOC=ALOD:; siit jargneb, et

CL = LD, mis oligi tarvis toestada.




2. Taisnurksetes kolmnurkades LCB ja LDB:
CL = LD toestuse jirele;
LB = LB; jirjelikult
ALCB>=A LDB,; siit jargneb, et
CB = BD; kuid vordsetele kooludele vastavad ka vord-
sed kaared; jarjelikult
— CB= < BD, mis oligi tarvis toestada.
3. Taisnurksetes kolmnurkades ALC ja ALD:
CL = LD toestuse jirele;
AL = AL; jarjelikult
AALCXAALD; siit jargneb, et
AC= AD, kuid see tahendab, et
— AC = — AD, mis oligi tarvis toestada.
128. Ulesanne. Antud kaar AB (126. joon.)
pooleks jagada. : Q
Témmates kodlu 4B, laseme temale kesk- 4 B
punktist O ristjoone ja pikendame teda, kuni v
ta 10ikub antud kaarega. Siis jagab see rist- ;
joon kaare pooleks (nr. 127).

129. Lause. Kahe rodbiku kdodlu vahele
suletud kaared on vérdsed (127. joon.).
T GHAEFR:. : Voo EG=—-FH.
Toestamine. Tombame keskpunktist O kodlule GH rist-
joone, mis 16ikub ringjoonega punktis M.
Raadius OM, mis on risti kdoluga
GH, on risti ka kooluga EF, sest et

GH || EF (nr. 80). 0
Kooluga G'H risti tommatud raadlus
OM jagab selle kooluga seotava — GMH

pooleks (nr. 127); jarjelikult 127. joonis.
— GM = —MN (1).
Kooluga EF risti tommatud raadius OM jagab — EMF
pooleks ; jarjelikult

>
126. joonis.

— EM =< MF (2).



Lahutades vordusest (2) vorduse (1), saame:
— EG = — FH, mis oligi tarvis tdestada.
130. Lause. Ko0luga roobik puutuja jagab puutepunktis

" ed K p  selle kddluga seotava kaare pooleks
(128. joon.).
% 7 T.: CD| EF. V.: — EK=— KF.
0

Toestamine. Uhendame puute-

punkti KX keskpunktiga O.
2 Puutepunkti tommatud raadius
OK on risti puutujaga CD (nr. 116).
CD-ga risti tommatud raadius OK

on risti ka CD-ga r6obiku EF-ga (nr. 80).

Kodluga EF risti tommatud raadius OK jagab selle

kooluga seotava kaare EKF pooleks, s. o.
— EK = — KF, mis oligi tarvis toestada._

Ei et
128. joonis.

Kahe ringjoone suhteline asend.

131. Definitsioonid. Kahel ringjoonel ei voi olla rohkem
kui kaks iihist punkti, sest et vastasel korral nad iihtiksid
(ar. 112);

kui kahel ringjoonel on kaks iihist punkti, siis ¢eldakse,
et nad loikuvad; ;

kui kahel ringjoonel on ainult iiks iihine punkt, siis need

ringid puutuvad; puutumist nimetatakse sise-
miseks puutumiseks, kui iiks ringjoon asetseb
teise ringjoone sees (135. joon.), ja vélimiseks
puutumiseks, kui iiks ringjoon asetseb viljas-
pool teist ringjoont (133. joon.).
Kui ringjoontel on ftihine keskpunkt,
129. joonis.  siis nimetatakse neid ringjooni iihiskeskes-
teks ehk kontsentrilisteks (129. joon.); puu-
dub aga ringjoontel iihine keskpunkt, siis nimetatakse neid
ringjooni lahkkeskesteks ehk ekstsentrilisteks (joon.132 ja136);
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kahe ringjoone keskpunkti {ihendavat sirget nimetatakse
kesksirgeks.
132. Lause. Kui kahel ringjoonel on iithine punkt iihel

' pool kesksirget, siis on neil ithine punkt ka teisel pool kesk-
sirget, s. o. ringjooned 1dikuvad

(130. joon.).
: Toestamine. Olgu ringjoontel /i
O ja O ithine punkt A. Laseme "

sest punktist kesksirgele OO’ rist-

joone ja votame ta pikendusel

1digu KB= AK. Uhendame punk- 130. joonis.
- tid 4 ja B punktidega O ja 0’ ja

toestame, et punkt B asetseb molemal ringjoonel.

Téisnurksed kolmnurgad 40K ja BOK on iihtivad, sest
et kaatetid AK ja KB on vordsed ja kaatet OK on iihine;
seepdrast OB = OA == ringjoone O raadiusega; kui aga OB
on raadius, siis' asub tema otsapunkt ringjoonel, jérjelikult
asub punkt B ringjoonel O.

Taisnurksed kolmnurgad AKO’ ja BKO' on vordsed
samal pohjusel; jirjelikult O'B = 0’4 = ringjoone O’ raadi-
usega; seepdrast asub punkt B ringjoonel O

Nonda on tdestatud, et punkt B asetseb molemal ring-.
joonel, s. o. ringjooned loikuvad.

Jareldus. Kahe ldikuva  ringjoone iihine kool AB on
kesksirgega risti ja jagub kesksirgega ldikudes pooleks
(130. joon.).

133. Lause. Puutuvate ringjoonte keskpunktid ja puu-
tepunkt asetsevad iihel sirgjoonel.

Toestamine. Kui puutepunkt ei asetseks ringjoonte
kesksirgel, siis (nr. 132) oleks neil ringjoontel ‘veel teine
ithine punkt, s. o. siis loikuksid need ringjooned, mis on
vastolus tingimusega.

134.. Lause. Puutuvatel ringjoontel on iihine puutesirge,
mis Kulgeb puutepunkti (131. joon.).
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Olgu ringjooned O ja O’ puutuvad; olgu sirge CD
ringjoone O puutuja. Tarvis tdestada, et
OD on ka ringjoone O’ puutuja.

Toestamine. Puutuja CD on risti puu-
tepunkti tommatud raadiusega OA (nr. 116);
_sirge CD, olles risti raadiusega OA,
on risti ka raadiusega 0’4 (0’4 on OA
pikendus); .
raadiuse O’A otsapunktist labi tdommatud ristjoon CD on
ringjoone O’ puutuja, mis oligi tarvis tdestada.

131. joonis.

135. Markus. Kaks ringjoont voivad olla teineteise suh-
tes viies jargnevas asendis: nad vdivad léikuda (134. joon.);
vdivad teineteist puutuda vélimiselt (133. joon.); vdivad teine-
teist puutuda sisemiselt (135. joon.); vdivad olla ilma iihise

& oo

132. joonis. 133. joonis.

punktita, kusjuures 1) iiks ringjoon asetseb teise sees (136. joon.),
v0i 2) ringjooned asetsevad teineteisest viljaspool (132. joon.).

134. joonis. 135. joonis. 136. joonis.

136. Laused. 1. Kui ringjooned asetsevad teineteisest
véljaspool, siis on nende keskpunktide kaugus suurem Kkui
nende raadiuste summa.




2. Kui kaks ringjoont puutuvad vélimiselt, siis vordub
nende keskpunktide kaugus nende raadiuste summaga.

3. Kui kaks ringjoont ldikuvad, siis on nende keskpunk-
tide kaugus vdhem kui raadiuste summa ja suurem Kui raa-
diuste vahe.

4, Kui kaks ringjoont puutuvad sisemiselt, siis vordub
nende keskpunktide kaugus nende raadiuste vahega.

5. Kui iiks ringjoon asetseb teise ringjoone sees (mitte
puutudes), siis on nende keskpunktide kaugus vdhem kui nende
raadiuste vahe.

1. Vodime kirjutada (132. joon'): :

00'= 0A4-AA' L A0, voi 00'>0A+ A0, woi
00’ >R-r, mis oligi tarvis tdestada.

2. Et puutepunkt asetseb kesksirgel, siis (133. joon.):

00'=0A-+ A0 vdi 00'=R-+r.

3. Kui ringjooned O ja O’ ldikuvad (134. joon.), siis
tihendades nende iihe 16ikepunkti B keskpunktidega O ja O,
saame o BG(O', milles (nr. 52):

00'<< OB-} O'B, vdi 00'<<R-+r.
00’ 0B— O'B, vdi 00'>R—r.

4. Sisemisel puutumisel (135. joon.) asetseb puutepunkt
kesksirge pikendusel; seepirast:

O0A= 00"+ 0’4, kust 00'=04— O'A=R—r.

5. Asetsegu ringjoon O’ ringjoone O sees mitte puutu-
des (136. joon.); joonisest leiame: y

O0A= 00"+ 0’4’} A’A, kust
00'=0A— O'A’ — A’A, millest
00’ << 0A— 0'A’; voi

00 <R+, :

137. Poordlaused. 1. Kui OO0’ R-}r, siis asetsevad
ringjooned teineteisest viljaspool, mitte puutudes.

2. Kui 00’ = R -}-r, siis puutuvad ringjooned valimiselt.

3. Kui R—»<<00'<<R-r, siis 1dikuvad ringjooned.

4., Kui 00’ = R — r, siis puutuvad ringjooned sisemiselt.

. 6
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5. Kui 00'<< R—r, siis asetseb uks ringjoon teise ring-
joone sees, mitte puutudes. :

Koik need viis poordlauset on vastuoletusliselt kergesti
toestatavad. Toestame nditeks 3. juhuse.

T.: R—r< 0O0'<R+r. V.:Ringjooned O ja O’ ldikuvad.

Kui ringjconed puutuksid, siis:

=R-+r, vdoi 00 =R—r,
mis on vastolus tingimusega. Jarjelikult ei voi antud ring-
jooned teineteist puutuda ei vélimiselt ega sisemiselt.

Kui iiks ringjoon asetseks viljaspool teist voi teise ring-
joone sees, mitte puutudes, siis oleks:

00'>R-+r, voi O0'< B—r,
mis jalle on vastolus tingimusega. Jarjelikult ei ole ka see
oletus oige.

Kui aga kaks ringjoont ei voi teineteist -puutuda ei sise-
miselt ega vilimiselt ja iiks ringjoon ei voi asetseda teise
ringjoone sees ega viljaspool teist ringjoont, siis vowad need
ringjooned ainult 16ikuda.

Markus. Ulemaltoodust jargneb, et nr. 137 ettetoodud
tingimused ei ole ainult kahe kera suhtelise asendi tarvi-
lised tingimused, vaid nad on kiillaldased ehk piisa-
vad tingimused. Toepoolest, kui nditeks kaks ringjoont
puutuvad teineteist valimiselt (nr. 136; 2), siis on tingi-
mata tarvilik, et 00’= R r ja vastupidi, tingimusest:
00'=R-+r on kiillalt (ar. 137; 2), et ringjooned puutuk
sid teineteist valimiselt.

Geomeetriliste kohtade metood.

138. Sagedasti tuleb geomeetrilisi iilesandeid lahendades leida mingi-
sugune punkt (voi punktid). Iga punkti voib vaadelda kui kahe sirge 10ike-
kohta, kui sirge ja ringjoone loikekohta voi kui kahe ringjoone ldikekohta.
Seepirast voib punkti leidmiseks leida need jooned (geomeetrilised kohad),
millede ldikekohana esineb punkt. See ongi geomeetriliste kohtade metood.

139. Ulesanne. Leida punkt, mis asetseb sirgest M7V kaugusel a
ja sirgest PQ kaugusel b (137. joon.).
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joonestame ringjoone, mis ongi otsitav.

Et otsitav punkt peab asetsema a kaugusel sirgest MN, siis asub ta
mingil sirgel 4B, mis on ro6biti sirgega MN ja asub viimasest a kaugusel.

Et otsitav punkt peab asetsema b kaugusel sirgest P¢), siis asub ta
mingil sirgel CD, mis on roobiti sirgega P@ ja asub viimasest b kaugusel.

Tdhendab, otsitav punkt peab asetsema sir-
gel AB ja sirgel CD, s. o. ta peab asetsema
nende sirgete 16ikepunktis O.

Sirge AB Kkonstrueerimiseks témbame sir-
gele MN punktist M ristjoone MA = a ja libi
punkti 4 tdombame sirge, mis oleks sirgega MN
roobiti. Samuti konstrueerime sirge CD.

Kui sirged MN ja P on mitteroobikud,
siis on iilesanne alati voimalik.

140. Ulesanne. Labi antud punkti 27 joo-
nestada ringjoon, mis puutuks antud ringjoont
O tema peal antud punktis X (138. joon.).

Analiiils. Puutugu ringjoon O’ ringjoont
O punktis K ja olgu ta seejuures joonestatud libi
punkti M. Uhendame punktid M ja K; keskpunk-
tist O’ tombame kodlule MK ristjoone O‘L; see ristjoon kulgeb kodlu MK
keskpunkti: Nonda asetseb ofsitava ringjoone O’ keskpunkt: 1) kdolu MK
keskpunktist tommatud ristjoonel LN ja 2) OK pikendusel, sest et puutuvate
ringjoonte keskpunktid ja puutepunkt asetsevad iihel sirg-
joonel. =

Konstrueerimine. Uhendame punktid M ja K;
16igu MK keskpunktist tombame ristjoone LN. Uhendame
punktid O ja K ja pikendame sirget OK, kuni ta 16ikub
ristjoonega LN punktis O'. Punktist O’ raadiusega O‘M

137. joonis.

Siintees. Et O‘M = O‘K kui ristjoone alusest iihe-
kaugusel asetsevad kaldjooned, siis liheb punktist O’ raa-
diusega O‘M joonestatud ringjoon libi punkti K; ka puutub
see ringjoon punktis K ringjoont O, sest et keskpunktide
kaugus 00, mis vordub O‘K 4 KO, on raadiuste summa 138. joonis.
(nr. 137; 2).

Harutus. Ulesande voimaldamiseks, s. o."punkti O’ leidmise vdimal-
damiseks on tarvis ja Kkiillalt, et sirged OK ]a LN 1dikuksid, s. o, et punkt
M (140. joon.) ei asetseks ringjoone O punktist K labi tommatud puutujal,
sest et sel juhusel sirged OK ja LN on roobikud ja nad ei 16iku.

Kui punkt 27 (139. joon.) on antud ringjoone O sees, siis on vodima-
lik sisemine puutumine.

6%
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Ulesandel on iiks lahendus, sest et kaks sirget votvad 16ikuda ainult

iihes punktis.
141. Ulesanne. Joonestada ringjoon, mis puutuks antud ringjoont O
ja antud sirget 4B antud

punktis 17

Analiiiis. Olgu iles-
0 anne lahendatud ja olgu O
/ (141, joon.) otsitav ringjoon.

Tombame puutepunkti raa-

diuse O'M ja kesksirge

139. joonis. 140. joonis. 00’. Otsitava ringjoone
keskpunkt peab, nagu

nidha, asetsema ristjoonel O‘M, mida on kerge konstrueerida, ja sirgjoonel
00’. Et puutuvate ringjoonte keskpuntid ja puutepunkt asetsevad iihel

sirgel, siis on tarvis sirge 00’

médramiseks midrata punkti K

asend. Seks otstarbeks iihen-

dame punktid K ja M ja piken-
dame KM, kuni ta 16ikub ring-
joonega O punktis &V, mille iihen-
dame punktiga 0.” Et OK=
= 0’M kui raadiused, siis on
B AKOM vordhaarne ja- 2L 1 =
141. joonis. = 2Y 2; samal pohjusel 4 KON
on ka vordhaarne ja 2f 4= 2. 3;

21 2= 2(3 kui tippnurgad ; jirjelikult

X1=202=2(3=2Y4.

Sisemiste poiknurkade 2L 1 ja.2f 4 vordsusest jirgneb, et ON || 0°M,
mis annab meile voimaluse leida punkti IV; teades viimase on kerge leida
punkt K, seejirele aga ka otsitav punkt O“.

Konstrueerimine. Tombame antud sirgele 4B antud punktist M
ristjoone O’M ; antud keskpunktist O tombame raadiuse ON || O‘M ; iihen-
dame punkti N punktiga M ; saame sirge MN ja ringjoone O ldikepunkti
K. Uhendades punktid K ja O ja pikendades OK, kuni see 1dikub rist-
joonega MO0‘, saame otsitava ringjoone keskpunkti.

Siintees ja harutus jiab opilaste teha.

Roobik siirmine. .

142. Kui joonis liikkub tasapinda méoda nii, et kdik tema punktid
nihkuvad edasi roopsirgeil ja vordsete kauguste vorra, siis nimetatakse nii-

sugust liikumist roobikuks siirmiseks. ;
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Roobiku siirmise metoodi tarvitatakse sel juhusel, kui joonise osad
on iiksteisest liiga laiali paisatud, nonda et raske on tihele panna andmete
ja tundmatute olenevust iiksteisest. Siherdusel juhusel siiratakse otsitava
joonise mingi osa (voi terve joonis) sellega roobiti niisugusele kaugusele,
mil saadakse joonis, mida on vodimalik konstrueerida.

1. iillesanne. Kahe antud sirge 4B ja CD vahele tommata 16ik
MN, mis oleks vordne ja roobiti antud ldiguga CK = a (142. joon.).

Siirame antud sirge CD, roobiti tema endise asendiga, antud 1digu

CK sihis a kaugusele viima-
sest; siis votab sirge CD A J!/B
sirge KM asendi ja ldikab
teist antud sirget punktis M ;
tommates 1abi punkti M sir-
gega CK rocbiku sirge, saame 4 vi)
16igu MN, mis on vordne ja
roobiti antud 1diguga a. N
2. iilesanne. Tommata
16ik, mis on vordne ja roo- 142. joonis.
biti antud ldiguga MN = a, ‘
nonda, et tema otsapunktid
asetseksid kahel antud ringjoo-
nel O ja 0’ (143. joon.).
Siirame ringjoone O roobiti
antud sirgjoonega MN digu
00" = a vorra. Ldikugu ringjoon :
0 ringjoonega O punktides 4
ja C. Tombame 14bi punktide
4 ja C, roobiti 1oiguga 00, sir- M
ged AB ja CD, kuni nad I6i-
kuvad ringjoonega O. Siis on
- kerge toestada, et 16igud AB ja
0D on vordsed ja roobikud an-
tud 16iguga MN = a. 143. joonis.

Poordumine iimber punkti.

143. Podrdumiseks iimber punkti nimetatakse niisugust joonise siir-
mist, kus joonise iga punkt, asetsedes joonisega iihel tasapinnal, péérdub
mingi piisiva punkti, niinimetatud podrde-keskpunkti iimber mingi nurga
vorra, mida nimetatakse péordumise amplituudiks. Nonda niiteks poordes
ldigu AB (144. joon.) poorde-keskpunkti O timber nurga ¢ vorra, saame
loigu A‘B.
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Po6rame 10igu AB poolringi vorra (24 vorra) iimber
poorde-keskpunkti O. Siis votab AB 1digu A“B” asendi;
04" vordub 0OA-ga ja on
viimase pikendus; samuti
OB vordub OB-ga ja on
viimase pikendus. Sel p66r-
dumise erijuhusel, kuip606r-
dumise amplituud on 2d,
nimetatakse 10ikusid 4”B*
ja AB, punkte A” ja 4 ja
punkte B* ja B siimmeetri-
listeks punkti O suhtes, kuna punkti O nimetatakse sel juhu-

sel siimmeetria keskpunktiks?).

144. Simmeetrilised (keskpunkti suhtes) sirged A“B“
ja AB (144. joon.) on rddbikud, sest et 2 B“A"“0 = 2L OAB
(AB”A"0= /\ AOB).

145. Keskpunkti suhtes siimmeetrilised joonise]_i on vord-
sed, sest et nad poordudes ihtivad. Olgu tdhendatud, et
see lause on oige ainult planimeetrias; ruumis ei ole tal
motet. ;

146. Ulesanne. Konstrueerida kolmnurk kiiljepoolitajast =2 ja
~kahest killjest @ ja 5, mis on tdmmatud iihest ja samast tipust.

Poorame kolmnurga joonise tasapinnal poolringi (2d) vorra kiiljepoo-
litaja aluse iimber. Siis moodustavad kaks kolmnurga asendit ro6pkiiliku,
milles on teada kiiljed ja nurkjoon.

144. joonis.

Harjutused.

Toestada laused.
’53. Koolu keskpunktist tommatud ristjoon kulgeb ringjoone kesk-

punkti (vastuoletusline tdestusviis).
54, Puutujale 1ibi puutepunkti tommatud ristjoon kulgeb ringjoone

keskpunkti.
' 55. Ringjoone keskpunktist puutujale tommatud ristjoon kulgeb

puutepunkti.

1) Ve nr. 9T
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\';\56. Koik antud ringjoone kddlud, milledel on antud pikkus, puutu-
vad mingit teist ringjoont.

: Konstruktsiooni-iilesanded.
’B57. Leida sirgel AB punkt, mis asetseb iihekaugusel kahest antud

punktist C ja D.

7 58. Antud nurga BAC kiiljel 4B leida punkt, mis asetseks iihekaugu-
sel tipust 4 ja nurga sees antud punktist M.

/59, Leida kolmnurga kolmest tipust ithekaugusel asetsev punkt.

/60. Leida kolmnurga kolmest kiiljest iihekaugusel asetsev punkt.

»/61. Leida niisuguse nurga poolitaja, mille tipp ei asu joonisel.

/62. Leida antud kaare voi ringjoone keskpunkt.

7/ 63. Libi ringi sees asetseva punkti 4 tommata kool, mis jaguks
punktis 4 pooleks.

/ 64. Libi ringjoonel asetseva punkti tommata sellele ringjoonele
puutuja,

/65. Punktist 4 kui keskpunktist joonestada ringjoon, mis jagaks

“antud ringjoone O pooleks.

/'66. Antud ringjoonele tommata puutuja, mis oleks antud sirgega rocbiti.

7 67. Konstrueerida ringjoon, kui on teada kaks selle ringjoone punkti
A ja B ja puutuja AM, mis kulgeb iiht antud punkti.

+68. Konstrueerida ringjoon, mis puutuks kolme isekeskis 16ikuvat sirget.

/69. Konstrueerida ringjoon, mis kulgeks punkti M ja mis puutuks
sirget AB antud punktis L.

£70. Raadiusega R joonestada ringjoon, mille keskpunkt asetseks sir-
gel AB ja mis puutuks sirget P@.

/71. -Raadiusega r joonestada ringjoon, mille keskpunkt asetseks an-
tud ringjoonel O ja mis puutuks sirget MN.

] 72. Raadiusega R joonestada ringjoon, mille keskpunkt asetseks sir-
gel P@) ja mis puutuks antud ringjoont O.

7 73. Joonestada raadiusega » ringjoon, mis puutuks antud ringjoont
punktis L.

/ 74. Leida niisuguste ringjoonte (raadius ») keskpunktide geomeetri-
line koht, mis puutuvad antud ringjoont (raadius R). ’

/ 75. Leida niisuguste punktide geomeetriline koht, milledest nieme
antud ringjoont antud nurgi.

/76. Ringjoonest viljaspool asetsevast punktist tommata sellele ring-
joonele 16ikaja, mille sisemine osa vorduks antud 15iguga a.

/77. Antud sirgel leida niisugune punkt, et sellest punktist antud
ringjoonele tommatud puttujad vorduksid antud ldiguga a.
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/ 78. Kahele antud ringjoonele tommata loikaja nonda, et tema sise-
mised osad vorduksid kahe antud 16iguga @ ja b.

! 79. Joonestada antud raadiusega R ringjoon, mis Idikaks antud
nurga kiilgedest koolud, mis vorduksid antud pikkusega a.

/ 80. Konstrueerida antud 1diguga MN vordne ja r66bik 16ik ndnda,
et tema otsapunktid asetseksid antud sirgel 4B ja antud ringjoonel O.

/81. Kahele antud ringjoonele tommata iihine 16ikaja, réobiti antud
sirgega MN nonda, et saadud kdolude summa voi vahe vorduks antud
pikkusega a.

/ 82. Antud 16ik AB jagada kolme vordsesse ossa, tarvitades see-
juures kolmnurga kiiljepoolitajate lauset (nr. 108).

N/ 83. Libi antud punkti 4 tommata sirge nonda, et tema ik, mis
asetseb kahe antud iihiskeskese ringjoone vahel, vorduks antud pikkusega a
(iimper punkti péordumise viis).

84. Konstrueerida antud kolmnurgaga sarnane kolmnurk ndnda, et
tema iiks tipp asetseks antud punktis 4, aga kaks teist tippu asetseksid
antud, ringjoontel 0 ja O’ (iimber punkti pé6érdumise viis).

85. Konstrueerida kolmnurk, mis oleks sarnane antud kolmnurgaga,
nonda, et tema tipud asetseksid antud kolmel roopsirgel (iimber punkti
poordumise viis).

. 86. Konstrueerida kolmnurk, kui on teada tema tipunurk, korval-
kiillgede vahe ja sissejoonestatud ringi raadius (iimber punkti p66rdumise viis).

VIII peatiikk.

Suhe ja iihine maot.

147. Definitsioonid. Kahe homogeense suuruse') suh-
teks nimetatakse arvu, mis niitab, mitu korda on iiks suurus
teisest suurem voi missuguse osa ta temast moodustab.

Kui niditeks jagada 10ik CD (145. joon.) viide vordsesse
ossa, leiame, et CD viiendik mahub 1diku AB kolm korda, siis

AB=$ CD.
Arv £, mis niditab, et AB moodustab § osa CD-st,on AB

1) Siin ja edaspidi tuleb sona suuruse all moista ka teatavat
suuruse vidrtust.




fiskes. o]
ja CD suhe. Mirkides selle 4, .- , g
hte siimboliga 42, saame :
sunte sumbo g CD’ . Cl'—ll_lil—;l‘ilp
> & ke . 145. joonis."

Cp T
Kui aga viiendik osa CD ei mahu AB-sse tiisarv kordi,
mahub nditeks rohkem kui 3 korda, kuid vdhem kui 4 korda,

nonda et
$ CD<<AB< 40D,

4 suhte % ligikaudseteks vaar-
tusteks tdpsalt 4-ni, sest oletades, et AB=§"CD vbi AB =
= 3§ CD, eksime meie vdhem kui 4 CD. Seejuures nimeta-

takse arvu § ligikaudseks suhteks puudusega ja arvu & —
ligikaudseks suhteks liiaga.?)

Suurust modta tédhendab leida selle suuruse suhe teise
homogeensesse suurusesse, mis on vdetud iiksuseks.

Kui iiteldakse: ,pikkus on 3 meetrit*, siis tahendab see,
et antud suuruse suhe 1 meetrisse on 3. Kui vorduses

AB=40CD
oletame, et CD =1 meeter, siis 4B = { meetrit; nonda viljen-
dab suhe  loigu AB suurust, kui 16ik CD on vdetud iiksuseks.

~ Kui kahel suurusel on see omadus, et ilhe suuruse kahe
vddrtuse suhe vordub teise suuruse kahe vastava vairtuse
suhtega, siis nimetatakse neid suurusi vordelisteks (proport-

1) Nagu niha, on tarvis 16ik CD seks, et leida Idikude 4B ja CD

siis nimetatakse arvusid 3§ ja

1
suhe tédpsalt 771i (puudusega), jagada n vdrdsesse ossa ja iiks neist osadest

1
asetada AB peale nii mitu korda kui voimalik; kui selgub, et 710])
mahub A B-sse m korda, siis on 16ikude 4B ja CD ligikaudne suhe tdppis
1
yhi (puudusega)
AB __m
775 Somar b
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sionaalseteks) suurusteks, sest et vorrutades need kaks
suhet vordsusemirgiga, saame vorde (proportsiooni).

148. Uhine mdot. Kahe homogeense suuruse iihiseks
modduks nimetatakse niisugust suurust, mis mahub kumbagi
suurusesse tdisarv kordi.

Olgu tarvis leida ldikude 4B ja CD (146. joon.) iihine
moot; toimetame seda leidmist nii, nagu seda tehakse arit-

A A K LB

146. joonis.

meetikas kahe arvu koige suurema iihise jagaja leidmisel
jargse jagamise abil.

Suuremale 10igule AB asetame vihema ldigu CD nii
mitu korda kui voimalik. Mahtugu CD loiku AB iiks kord
ja jaagu tle 16ik KB, nonda et

~ AB=AK-+| KB=0D+ KB. ().

Niiiid asetame 16igu KB loigule CD; mahtugu ta CD-sse

kolm korda ja saagu jadk ND, nonda et
CD=CN+ND=3KB-+ND. (2).

Teise jaagi ND asetame esimesele jd4gile KB ; mahtugu

ta KB-sse kaks korda ja saagu jadk LB; ndnda saame:
KB=KL-++ LB=2ND-+ LB. (3).

Asetugu 16ppeks kolmas jadk LB eelmisele jaagile ND

tipsalt!) kaks korda, nonda et

ND—=2T 5 - (4%
Pannes ND asemele (3) vordusesse tema avalduse (4) .
vordusest, saame:

1) Kui ei oleks nii juhtunud, siis oleks pidanud seniselt edasi
toimima, kuni viimane jaik oleks mahtunud tema eelmisesse jddaki tdis-
arv kordi.
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KB=4LB-+ LB=5LB. (5).

Vottes niitid vorduses (2) KB ja ND asemel nende
avaldused, vdime kirjutada: «
CD=15LB~+2LB=17LB. (6).

Asetades 10ppeks vorduses (1) CD ja KB asemele nende
jaoks saadud avaldused, saame:

AB=17LB—+-5LB=22LB. (7).

Nonda leidsime, et loik LB mahub 1oiku AB 22 korda
ja 16iku CD — 17 korda, s. o. tdisarv kordi kumbagi 16iku;
jérjelikult on LB ldikude AD ja CD iihine moot.

Leides kahe 1digu iihise moodu, on kerge leida nende

16ikude suhe. Ja téesti, 48 =22 LB, CD_ TS B Jar]ehkult
48R LB 22
. ACLD T AL

Neid "suurusi, milledel on ilhine mdot, nimetatakse iihis-
mootseteks suurusteks, aga suurusi, milledel puudub iihine
moot, ithismoodutuiks suurusteks. Et on olemas ithismoodu-
tud suurused, seda niitab meile lause nr. 150.

149. Uhismoodutute suuruste suhet ei saa tipsalt aval-
dada ei tdisarvuga ega murdarvuga'), vaid ainull ligikaudu.
Uhismoodutute suuruste suhteid nimetatakse vordseteks kahe
teise fihismoodutu suuruse suhtega, kui n igasuguse viirtuse

korral esimese suhte vidrtus tdpsalt —:l-ni (puudusega) vordub

teise suhte vaartusega tdpsalt %-ni (puudusega).

Uhismoodutute suuruste suhet nimetatakse irratsionaal-
seks arvuks.
150. Lause. Ruudu nurkjoon ja killg on iihismdodutud suurused
" (147. joon.).
Asetame nurkjoonele BD ldigu BF, mis on vordne ruudu Kiiljega
AD. Nurkjoone 16ik F'D tarvis asetada kiiljele AD. Seks otstarbeks tom-

1) Kerge on tdestada, et kui niiteks 16ikude 4B ja CD suhe avaldub
dis- vOoi murdarvuna, siis on need 106igud iithismootsed. Olgu %:%
siit saame: AB =% CD; tiahistades »}; CD-1digu a abil, saame: AB = 5a
ja CD = 8a, s. o. ldikudel AB ja' CD on iihine moot a.



bame FE | BD. Et tiisnurkses 4 FED on =x1 pool téisnurka, siis
B, c SI'= 2; seepiarast on 4 EFD vord-

haarne; jirjelikult F'D = FF; taisnurksetest

kolmnurkadest ABE ja FBE (nr. 62) aga

teame, et AF = FE; jirjelikult AKX = FD.

Asetame niitid 16igule AD  156igu

AE =FD ja EK = FD, leiame, et nurk-

joone jaik #D mahub ruudu kiiljesse kaks
i korda mingi jadgiga KD.

[ Taiencame 4 EFD ruuduks EFDL

ja tombame KM | AD. Uhise mdddu otsi-

A 2 - 1N, miseks oleks tarvis asetada uus jaik KD

2 K eelmisse jaiki FD, kuid eeltehtut tahele
pannes vdime juba ette teada, et ruudu
EFDL nurkjoone ED 16ik KD mahub kiil-

jesse F'D kaks korda mingi uue jaagiga.
147. joonis. Nonda siis, kui kaua meie ka ei jit-
kaks oma korduvat konstruktsiooni, mahub
iga jadk eelmisesse jadki kaks korda mingi uue jidgiga, ja jdrjelikult
ei lcia meie iialgi ruudu nurkjoone ja kiilje iihist mootu; tdhendab, need
16igud on iihismdodutud.

IX peatiikk.

Nurkade mootmine ringis.

151. Definitsioonid. Nurka AOB (148. joon.), mille tipp on

B ringi keskpunktis, nimetatakse kesk-
nurgaks ehk sentrinurgaks.

Kahest koolust moodustatud
nurka MNP, mille tipp asetseb ring-
joonel, nimetatakse piirdenurgaks.

Kahest puutujast moodustatud
nurka LFK nimetatakse {imber-
joonestatud nurgaks.

M3—%5P Kaart M NP nimetatakse nurka
148. joonis. MNP mahutavaks kaareks.
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Kaare MP kohta &eldakse, et =>r MNP toetub sellele
kaarele.
152. Lause. Uhes ringis voi vordsetes ringides:

1. (poolringjoonest vahematele) vordsetele kaartele vasta-
vad vordsed kesknurgad;

2. (poolringjoonest vdhematele) mittevordsetele kaar-
tele vastavad mittevordsed kesknurgad, kusjuures suuremale
kaarele vastab ka suurem kesknurk (149. joon.).

Lia@ri O =ildK. ¥ 200D = A0K.

Poorame sektori COD iimber keskpunkti, kuni kaar CD
iihtib temaga vordse kaarega AK. Siis iihtib raadius OC
-raadiusega OK, OD iihtib O4-ga ja 2 COD iihtib nurgaga
AOK; jarjelikult on need nurgad véordsed, mis oligi tarvis

toestada.

2. T.: < CD<— AB(149. joon.). V.: 22X COD < 2{ AOB.
Poorame sektori COD iimber kesk- i

punkti, kuni raadius OD iihtib raadiusega

0A. Et — CD < — AB, siis langeb punkt C v

punktide A4 ja B vahele mingisugusesse
punkti K; 2¢ COD votab 2> AOK asendi;
kuid 2f AOK < 2{ AOB, sest et ta temast
ainult osa moodustab. T
Selle lause tdestasime iihe ringi suh- 149. joonis.
tes, kuid ta jaab oigeks ka mitme vordse
ringi suhtes, sest et kdik niisugused ringid iihtivad.
153. Poordlaused. Uhes ringis vdi vdrdseis ringides:
1. vordsetele kesknurkadele vastavad vordsed kaared;
2. suuremale kesknurgale vastab ka suurem Kkaar.
Neid lauseid on kerge vastuoletusliselt tdestada.
154. Miarkus. Et kaks vastastikku risti tdommatud 14bi-

mo6tu (150. joon.) moodustavad 4 vordset kesknurka, siis on
neile nurkadele vastavad kaaredki vordsed; jédrjelikult jagavad

b
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need ldabimdddud ringjoone 4 vordsesse ossa. Veerandring-
joont nimetatakse kvadrandiks. ]

Kui taisnurkne kesknurk AOB jagada 90 vOrdsesse ossa,
siis jagub ka kvadrant — AB 90 vordsesse ossa, sest et vord-
setele kesknurkadele vastavad vordsed kaared; jarjelikult,
igale nurgakraadile vastab kaarekraad. Samasuguse arutluse
jdrele leiame, et nurgaminutile vastab
kaareminut ja nurgasekundile — kaare-

B
\ sekund.
C OJ A 1565. Lause. Kesknurgad suhtu-

vad nonda, kui nende vastavad kaared voi
kesknurk on oma Kkaarega vorde-
line (151. joon.).
150. joonis. 1. Oletame esiteks, et — 4B ja
— OD on iihismdotsed ja et nende iihine
‘modt, — AK, mahub 5 korda kaaresse 4B ja 4 korda kaaresse
.OD. Siis

D)

— AB=5.- AK,
— 0D =4.— AK ; sellest jargneb:

—4B 5.~ AK 5
D AR T A

Kui kaarte jagamispunktid iihendada keskpunktiga, siis
‘jaguvad kesknurgad AOB ja COD vordseteks osadeks, sest et
vordsetele kaartele vastavad vordsed kesknurgad; kesknurkade
iihiseks modduks on 2¢ AOK, mis mahub 5 korda nurka A0OB
ja 4 korda nurka COD; jarjelikult :

2L AOB=5". 2 AOK,
2L COD =4 .Y AOK, millest jargneb:

340B_5. 340K _5 .
3000~ 4.3 40K~ 49
Vorreldes vordusi, (1) ja (2), mdrkame, et nende paremad

0sad on vordsed, jarjelikult vorduste pahemadki osad on vordsed




n" 3 95

Z’fé%—:’%, mis oligi tarvis tdestada.

2. Olgu kaared: — 4B ja  CD (152. joon.)
ithismoodutud, s. o. puudugu neil ithine mdot. Leiame

nende kaarte ligikaudse suhte niiteks tipsalt 1.ni.

Seks otstarbeks jagame _ CD viieks vordseks osaks
ja oletame, et iiks seesugune osa mahub kaarde AB
rohkem kui 8 korda, kuid vihem kui 9 korda; siis on

— AB
— (D ligikaudne suhe tipsalt }-ni (puudusega) §.

Kui kaarte jagamispunktid iihendada keskpunk-
tiga O, siis << COD jagub 5 vordseks osaks, sest et
vordsetele kaartele vastavad vordsed kesknurgad. Et

% — D mahtus kaarde AB rohkem kui 8 korda,

kuid vihem kui 9 korda, siis onj coD 11g1kaudne

suhe tdpsalt §-ni (puudusega) §

152. joonis.

jggg] ndi vddrtused, mis on arvutatud

s het
Nonda on suhete —0D

tipsalt 1 ni, isekeskis vordsed; samuti voib tOestada, et nende suhete

- vidrtused tapsalt %—ni on vordsed n igasuguse viidrtuse korral. Jirjelikult

(nr. 149):
4AOB -~ AB

00D =D

Miarkus: Toestatud lause on o&ige ka kahe vordse ringi suhtes,
sest et sddrased ringid iihtivad.

156. Lause. Kesknurk mddtub oma kaarega'). Olgu
2¢ LOM (153. joon.) nurgakraad ; kaar LM on siis kaarekraad;
mahutagu — AB enesesse m kaarekraadi; toestame, et sellele
kaarele vastav 2>y 4A0B sisaldab eneses m nurgakraadi.

» mis oligi tarvis toestada.

1) Et nurk ja kaar on mittehomogeensed suurused, sils ei
vo1i nurka kaarega moota; lause on ainult lihenduse mottes nonda formu-
leeritud ; peaks aga iitlema: kesknurgas on nii mitu nurga-modtiiksust,
kui mitu kaare-maotiiksust on vastavas kaares.
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T.: SAB=m .- LM. V.: 2XAOB=m .2 LOM.
Toestamine. Et kesknurgad suhtuvad nonda kui nende
vastavad kaared (nr. 155), siis on
Fron=Siu=""C fy—m kust
2 AOB=m.2{ LOM, mis oligi tarvis tdestada.
157. Nurkade mootmiseks tarvitatavat abiriista nimetatakse malliks
ehk transportodriks (154. joon.). Temal on poolringi kuju, kusjuures ta

4

153. joonis. 154. joonis.

kaar 180° on jagatud. Et modta nurka DOG, seks asetatakse mall sellele
nurgale nonda, et poolringi keskpunkt iihtiks mdoodetava nurga tipuga, aga
raadius OB — nurga kiilljega OG. Kaare CB Kkraadide arv nditab nurga
DOG suurust.

158. Lause. Piirdenurk mddtub tema kiilgede vahel
asetseva poolkaarega.
7 Vaatleme kolme juhust.
; Esimene juhus. Piirdenurga BAC (155. ]oon)
tiks kiilg kulgeb keskpunkti.
& Uhendame punktid B ja 0. Et A0= 0B
kui raadiused, siis on A\ AOB vdrdhaarne; jirje-
155. joonis. likult Y A = 2{ B; 2{ BOC on kolmnurga AOB
vélisnurk, seepdérast

- X BOC=2{ A+ ¢ B (nr. 89; 1), voi
, 2 BOC=2(A+ X A=2.2¢ 4, kust
D

L)

= BOC
4A_42 .

¢ Nonda vordub piirdenurk 4 samale kaarele
156. joonis. toetuva kesknurga BOC poolega; et kesknurk




BOC modtub oma kaarega BC, siis jdrjelikult modotub 2£ A
sama kaare poolega, mis oligi tarvis toestada.

Teine juhus. Keskpunkt O asetseb 2 BAC sees (156.
joon.). Tombame poolitaja AD. Siis
4 2 BAC= 2{ BAD-+ > CAD;

kuid nagu teada (esimene juhus):

2f BAD mootub ~ 2 ja

2Y CAD modtub ———; ]ﬁrjehkult

2 BAC mootub f”JrVDC "BD;'VD"’:WZBC,

mis oligi tarvis tdestada.

Kolmas juhus. Keskpunkt O asetseb viljaspool nurka
BAC (157. joon.). Tommates poolitaja, vdib kirjutada:

2({ BAC= 2{ BAD— >{ CAD, kuid ¢
2{ BAD modtub =27 ja B
2L CAD modtub —-=; jarjelikult N
g’ 2
2 BAC modtub = PP = gD = 147, joonh.

=\:$’ mis ollgi tarvis toestada.

159. 1 jareldus. Uhele ja samale
kaarele toetuvad piirdenurgad on isekeskis

vordsed (158. joon ), sest et nad mootu-

vad iihe ja sama poolkaarega —-24]?

160. II jareldus. Labimdddule toetuv
piirdenurk on tédisnurk, sest et ta modtub
poolringjoone poolega (kvadrandiga) ja vor-
dub jirjelikult 90° (159. joon.).

161. Lause. Puutujast ja koodlust
moodustatud nurk mddtub poolega sellest
kaarest, mis asetseb tema kiilgede vahel
(160. joon.). 159. joonis.

7

158. joonis.
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PR Olgu antud 2 FAC teravnurk. Tom-

bame l4bi puutepunkti 4 libimoodu AD.

Siis 2 FAC = 2{ FAD — 2 DAC; et
2 FAD on taisnurk, siis mdotub ta veerand-
ringjoonega, s. o. kaarega

— ACD

160. joonis. 2{ DAC kui piirdenurk mootub V—QCD; jarje-

~ ACD = CD ' 8

likult: 2f FAC= 2 FAD — 2{ DAC mootub —5— ——5—=

=‘_’%’: mis oligi tarvis toestada.

See lause on kergesti tOestatav ka niirinurga suhtes.

162. Lause. Kahest ringi sees 1dikuvast kddlust moodus-
tatud nurk modtub nende kaarte poolsummaga, milledest iiks
asetseb nurga kiilgede vahel ja teine nurga kiilgede pikenduse
vahel (161. joon.).

b,

Olgu 2f CAB antud nurk, mille kiilgede
pikendused 1dikavad ringjoont punktides D

ja E. Uhendame punktid C ja D.
‘ 20 CAB— 2{ D+ 2( C kui 4 CDA vilis- ¢
B
¢

nurk; 2¢ D moodtub vzoB kui piirdenurk; 2¢ C

mootub =% kui piirdenurk;  jarjelikult:
~CB | ~DE_ —CB4—DE
e

2{ CAB = 2{ D+ 2{ C modtub ==+ =7

mis oligi tarvis toestada.

161. joonis,

163. Lause. Kahest viljaspool ringi loikuvast loikajast
moodustatud nurk -mdotub nende kaarte poolvahega, mis aset-

sevad selle nurga killgede vahel (162. joon.).

Olgu 2¢ BAC — antud nurk. Uhendame punktid D ja C.
Et 2 BDC on A DAC vilisnurk, siis
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2{ BDO= 2{ A+ 2{ C, kust
' 2( 4= 2¢ BDC— ¢ C; kuid

2 BDC mdotub ‘“TBC kui piirdenurk;

2 C mdotub V—QILE kui piirdenurk; jarjelikult
2( A= 2{ BDC—2{ Omovtub ~ g0 — = PF
=VBC—;—1»I)—IE, mis oligi tarvis tdestada.
164. Laused. 1. Viljaspool ringi loikuvaist ldikajast ja
puutujast moodustatud nurk mddtub nende kaarte poolvahega,

mis asetsevad selle nurga kiilgede vahel (163. joon.).
2. Umberjoonestatud : : /\\

nurk mootub selle nurga

kiilgede vahel asetsevate
164. joonis.

162. joonis.

kaarte poolvahega (164.
joon.).

1. ja 2. lause tdesta-
takse just samuti, kui lause
nr. 163 1).

I 165. Eelmistest lausetest jirgneb:

1. Kaar AMB (158. joon.), mis sisaldab eneses 2f a ja mida
seob kool 4B, on nende punktide geomeetriline koht, milledest on antud
loik < 4B nédha antud nurgi a.

2. Ringjoon on nende tdisnurksete kolmnurkade tippude geomeet-
riline koht, millede hiipotenuusiks on poolitaja
(159. joon.).

166. Ulesanne. Konstrueerida téisnurkne
kolmnurk hiipotenuusist @ ja kaatetist & (165. joon.).

Léigule BC=a kui libimdddule joonestame ring-
joone. Punktist C teeme ringjoonele raadiusega b
mirgi A. Punkti A4 iihendame punktiga B. A BAC
on otsitav, sest et poolitajale toetuv piirdenurk on 165. joonis.
tdisnurk.

1) Uhesugune- téestus on tingitud sellest, et puutuja ei ole muud
midagi kui 16ikaja, millel on ringjoonega kaks tihtinud iihist punkti.
7*
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167. Ulesanne. Antud punktist 4 tdmmata puutuja ringjoonele O

166. joonis.

(166. joon.).

Uhendame punktid 4 ja 0. Loigule 40
kui 14bimdddule joonestame ringjoone. Selle
ja antud ringjoone 1dikepunkti B ithendame
punktiga A. Sirge AB on otsitav puutuja,
sest et ta on risti raadiusega OB tema otsa-
punktis. (Nurk OBA on tidisnurk kui 14bi-
mododule A0 toetuv piirdenurk.)

Et ringjooned Idikuvad kahes punktis,
siis on olemas veel teine puutuja 4B

Ulesande voimaluseks on tarvis ja Kkiillaldane, et 40> OB; Kkui
AO > OB, siis on kaks lahendust; kui 40 = OB, siis — iiks lahendus.

168. Lause.

Ringjoonele iihest ja samast punktist

tommatud puutujad AB ja AB‘ (166. joon.) on isekeskis vord-
sed, sest et taisnurksed kolmnurgad A40B ja AOB’ on vord-
sed (hiipotenuus 40 on iihine, kaatetid OB ja OB’ aga vord-
sed kui sama ringi raadiused).

169. Ulesanne. Sirgele 4B tema
otsapunktist (ilma sirget pikendamata)
ristjoon tommata (167. joon.).

Votame viljaspool sirget 4B juhus-
liku punkti O ja joonestame sellest punk-
tist raadiusega OA ringjoone. Libi sirge
AB ja selle ringjoone 16ikepunkti DD tom-

167. joonis.

bame 14bimdddu CD; iihendame punkti C
punktiga 4. Sirge AC on otsitav rist-
joon, sest et ldbimoddule toetuv piirdenurk
on tdisnurk.

See iilesanne on lahendatud teisel viisil nr. 92.
170. Ulesanne. Antud ldigule 4B joonestada kaar, mis enesesse

F

€
168. joonis.

mahutaks antud 2L 7 (168. joon.).

Analiliis. Olgu — AFB joonestatud
nili, et 2X AFB votdub antud nurgaga m.

. Otsitava kaare keskpunkt peab asetsema:

1. 1digu AB Kkesk-ristjoonel EO, sest
kaare keskpunkt asetseb iithekaugusel punkti-
dest A ja B;

2. puutujale CD puutepunktist B tom-
matud ristjoonel BO;
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~jdrjelikult ~asetseb kaare keskpunkt sirgete HEO ja BO Isike-
punktis.
Puutuja CD asendi médramisel tuleb ainult silmas pidada, et nurgad:

— AB
2L AFB ja 2L ABC mootuvad iihe ja sama kaarega nimelt 5
jelikult 2L ABC = 2L AFB= 2 m,
Konstruktsioon. Antud 16igu 4B keskpunktist tdombame ristjoone ;
sirgel AB konstrueerime punkti B juurde X ABC'= 2L m; selle nurga

kiilljele BC tombame punktist B ristjoone. Nende ristjoonte ldikepunktist
O joonestame raadiusega OB kaare AFB, mis ongi otsitav.

Siintees. X AFB == ABC = =y m, mis oligi tarvis toestada.

Harutus. Ulesandel on kaks lahendust, sest et nurga ABC= 3 m
voib konstrueerida ka teisele poole 16iku AB.

Kui =xm > 1809, siis on iilesanne vodimatu.

171. Ulesanne. Kahele ringjoonele tommata iithine puutuja.

Kaks ringjoont, mis puutuvad iiht ja sama sirget, voivad asetseda kas
molemad iihel pool sirget voi teine teisel pool sirget; esimesel juhusel nime-
tatakse fihist puutujat védliseks puutujaks, teisel juhusel — sisemiseks
puutujaks.

1. Konstruktsioon. Suurema ringjoone keskpunktist O (169. joon.)
joonestame raadiusega OB = R — r ringjoone; punktist O’ tombame sellele
ringjoonele puutuja; puutepunkti B ithendame keskpunktiga O ja pikendame
raadiust OB, kuni ta 16ikub suurema ringjoonega punktis 4. Tommates
punktist A sirge, r6obiti sirgega BO’, saame otsitava puutuja 4.4

Siintees. Puutepunkti B tommatud raadius OA on risti puutujaga
BO:, jirjelikult on ta risti ka 4.4 sest et BO‘|| A4*. Tombame punktist
O sirge O'A’ risti AA‘-ga. Sirged 0'4’ ja OA on roobikud, sest et nad
on risti {ihe ja sama sirgega; jérjelikult O‘A‘= BA, kui réobikute 16igud:
roobikute vahel; jargneb, et

0A'=BA=04—0B=R—(R—r)=R—R+r=r s o

;- jar-

" punkt A4‘ asetseb ringjoonel 0. Nonda on siis sirge A4’ mis on risti

raadiustega 04 ja 0‘A‘ nende otsapunktides, ringjoonte O ja O‘ iihine
puutuja.

Harutus. Ulesande vdimaluseks on tarvis ja kiillaldane, et punkt O
ei asetseks abiringi OB sees, s. o. et

00> OB voi 00> R — 1.

Sel tingimusel antud ringjooned kas 1) asetsevad teineteisest viljas-
pool, vdi 2) puutuvad vilimiselt, voi 3) 16ikuvad, voi 4) puutuvad sisemi-
selt. Kolmel esimesel juhusel on iilesandel kaks lahendust, sest et punk-
tist O’ voib ringjoonele OB tommata kaks puutujat; neljandal juhusel on
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iilesandel iiks lahendus, sest et puutujad, mis on tommatud punktist O’ ring-

joonele OB, iihtivad.

2. Tarvis on tommata ringidele
Oja 0’ (170.joon.), millede raadiu-
sed on R ja r, sisemine puutuja.

Konstruktsioon. Keskpunk-
tist O joonestame raadiusega
OF = R r ringjoone ja fom-
bame temale teise ringjoone kesk-
169. joonis. punktist O puutuja O‘F. Puute-
punkti F' tombame raadiuse OF.

Labi selle raadiuse ja ringjoone 1dikepunkti  tombame sirge EE‘, mis on

r66biti FO’-ga. See sirge ongi otsitav puutuja.

Siintees jadb oOpilaste
teha. i
Harutus. Ulesande
voimaluseks on tarvis ja
kiillaldane, et punkt O‘ ei
asetseks abiringi OF sees,
s. 0. et '
Q0> OF vdi O0'> R+4-r.
Sel tingimusel ring-
5 jooned O ja O’ kas 1)aset-
sevad teineteisest viljas-
170. joonis. pool vdi 2) puutuvad vili-
miselt. Esimesel juhusel
on iilesandel kaks lahen-

dust (EE’ ja HH), teisel juhusel — iiks lahendus.
Oeldut kokku vottes saame jirgmise tuletuse:

N0 09 4

Kui 00> R--r (171. joon.), siis on iilesandel 4 lahendust;

K00 =R =¥ Q72 Joom), "5 +5% 3
Kui R—r < 00’ < R+ (173. joon.), siis on ulesandel 2 lahendust
Kui 00‘= R —r (174. joon.), siis on iilesandel 1 lahendus;

Kui 00’ <R —r (175. joon.), , 2 0 lahendust.

171. joonis. 172. joonis.
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Mérkus. Kui kaks Tingjoont on vdrdsed, siis ei saa eelmist vilimiste
puutujate konstrueerimisviisi tarvitada, kuid kerge on niha, et sel juhusel

5)

173. joonis. 174. joonis. 175. joonis.

on vilimised puutujad ringide keskjoonega roobiti; jarjelikult on nende
puutujate konstrueerimine oige kerge.

Sisse- ja ﬁmberjoonestatud hulknurgad.

172. Definitsioonid. Hulknurka, mille koik tipud aset-
sevad ringjoonel, nimetatakse selle ringjoone sissejoonestatud
hulknurgaks, kuna aga ringjoont sel juhusel {imberjoonestatud
ringjooneks nimetatakse.

Hulknurka, mille kdik kiiljed on ringjoone puutujad,
nimetatakse selle ringjoone iimberjoonestatud B

hulknurgaks, kuna aga ringjoont sissejoones- =
fatud ringjooneks nimetatakse.

173. Lause. Iga kolmnurga iimber véib 2
ringjoone joonestada ja ainult iihe.
Kolmnurga tipud moodustavad kolm 4
mitte iihel sirgel asuvat punkti; 14bi seesu- 176, joonis ).
guste punktide aga on vdimalik, nagu nr, 112

- toestatud, ringjoont joonestada ja ainult iiht ringjoont.

1) Sel joonisel on sirgete AF, BE ja CD iihine 16ikepunkt O eksi-
kombel tihistamata jainud.
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174. Lause. Igasse kolmnurka vdib ringjoone joones-
tada ja ainult ithe (176. joon.).

On tdestatud (nr. 107), et kolmnurga nurgapoolitajad BO,
CO ja AO ldikuvad iihises punktis O, mis asetseb kolmnurga
kolmest kiiljest iihekaugusel, nonda et ristjooned OF, OF ja
OD on isekeskis vordsed.

Seepdrast, kui punktist O joonestada raadiusega OD
ringjoon, siis ta puutub koiki kolme kiilge (nr. 115), s. o.
joonestatav ringjoon on sissejoonestatud ringjoon. Neid ring-
jooni vdib kolmnurgas ABC ainult iiks olla, sest et keskpunkt
peab tingimata asetsema kolme nurgapoolitaja ldikepunktis
(nr. 69), neid 1dikepunkte on aga iiks.

"175. Ulesanne. Joonestada ringjoon, mis puutuks kolme antud
sirget (177. joon.).
Konstrueerime kolmnurka A BC sissejoonestatud ringjoone O ja piken-
; : dame kolmnurga ABC vilis-
nurkade MBC ja BCN nurga-
poolitajaid BO’ ja CO‘; vii-
maste [0ikepunktist O‘ tom-
bame kiilje 4B pikendusele
ristioone O0‘M ja 1diku O‘M
raadiuseks vOttes joonestame
samast punktist ringjoone 0‘;
see ringjoon puutub kolmnurga
ABC iiht kiilge BC ja kahe
kiilje pikendust MB ja NC;
seesugust ringjoont nimeta-
takse viljajoonestatud ring-
jooneks. Samuti voib valmis-
tada veel kaks viljajoonesta-
A tud ringjoont O ja O“*. Nonda
o on olemas iildse neli ringjoont
177. joonis. 0, 04, 0“ ja 0“*, mis puutu-
vad kolme antud sirget.

Tihistades kolmnurga kiilied BC, CA ja AB tihtede a, b ja c abil
ja perimeetri (a-+ b+ ¢) siimbolselt 2p abil, midrame tipu 4 Kkauguse
puutepunktidest M, 1, D, K. Meeles pidades, et viljaspool ringjoont antud
punktist sellele ringjoonele tommatud puutujad on isekeskis vOrdsed, saame:
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% =AB+BH+HC+CA=AB+BM-}+CN4+CA=AM+AN=24M,
kust
AM = p.
Samuti saame: :
BK =p ja CL=p; sellest jargneb, et
AK =BK — AB=p—c;
Al= AL = CL — CA =p —b; loppeks
9p = (EA + AD) + (DB + BF)+ (FC+ CE)=2AD + 24ABF + 2FC =
= 24D + 2a, kust
AD=p—a.
176. Lause. lIga sissejoonestatud nelinurga vastasnur-
kade summa on 2d (178. joon.).

T.: ABCD on sissejoonestatud hulknurk. V.: X CH+2XA=2d.

Toestamine. Et piirdenurk mootub tema D M
kiilgede vahel asetseva poolkaarega, siis
2¢ € mootub =245, A /g
2f A mootub ~ D jarjelikult 178, joonis.
: ot — DAB — DCB _ — DAB4— DCB __
B C+4 X Ambbhe e b s o 5 =
=180°=—2d:

177. Poordlause. Kui nelinurga vastasnurkade summa
on 2d, siis vdib selle nelinurga iimber ringjoone joonestada
_ (178. joon.).

T.: XCH+2XA=2d.
V.: Nelinurga ABCD iimber voib ringjoone joonestada.

Labi kolme punkti D, C ja B joonestame ringjoone (see
on alati voimalik). Toestame, et see ringjoon tingimata kul-
geb punkti 4.

Kui ringjoon ei kulgeks punkti A, siis nurk 24 ei
moodtuks — DCB poolega; 2 C+ 2f A summa ei mootuks
kaarte DCB ja DAB poolsummaga ja jirjelikult ei vorduks
2d-ga, mis oleks vastolus tingimusega.

178. Jareldused. 1. Roopkilikutest véib ainult piist-
kiiliku ja ruudu iimber ringjoone joonestada.
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2. Trapetsitest voib ainult vordhaarse trapetsi iimber
ringjoone joonestada.

179. Méarkus. Igas sissejoonestatud neli-
nurgas ABCD (179. joon.):

1. XA+ 2 0=24;
2. XB+2XD=2d;
.o/ 8. 2X1=2{4 kui iihele kaarele toetuvad nurgad;
C 4. 2(5=2(8 samal pohjusel;

5. X2=271 | '

179. joonis. 6. 43——46 g %

180. Lause. Igas smse]oonestatud nelinurgas on vastas-
killgede summad vordsed (180. joon.).

Et viljaspool ringjoont asetsevast
punktist sellele ringjoonele tommatud
puutUJad on vordsed(nr. 168), siis

AM = AQ,
MB— BN,
DP = DQ,
PC =CN.

180. joonis.

Liites need vordused ositi, saame:
AM -+ MB+ DP -+ PC= AQ-+ BN+ DQ-+ CN; kuid

AM + MB = AB,
DP 4 PC = DC,
4Q +DQ = AD,
BN+ CN = BC; jirjelikult
AB -+ DC = AD - BC, mis oligi tarvis toestada.
181. Poordlause. Kui nelinurgas on vastaskiilgede summad vard-
sed, siis vdib temasse ringjoone joonestada (181. joon.).

Olgu nelinurgas DABC
AB+ DC = AD -+ BC.

Tombame ringjoone O, mis puutuks kolme sirget: 4D, AB ja BC
(nr. 175). Toestame, et sama ringjoon puutub ka neljandat sirget DC.
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Oletame, et ringjoonele punktist D tommatud puutuja ei ole mitte
DG, vaid mingi teine sirge DF. Siis saab fimberjoonestatud nelinurk
DABF, milles eelmise lause jéirele :
AB+ DF = AD -+ BF; tingimuse jirele aga
AB 4 DC = AD + BC;
lahutades ositi teisest vordusest esimese vorduse,
saame :

% N

DC — DF = BC — BF = FC,

s. 0. kolmnurga - DCF' kahe kiilje vahe vordub
sama kolmnurga kolmanda kiiljega, mis ei ole
voimalik ; jarjelikult ei voi kiillg DC puutuda 181. joonis.
sirgjoont O, mis oligi tarvis toestada.

© 182. Jéreldus. Roopkilikutest voib ainult kaldruutu ja ruutu
joonestada ringjoone. : 3

Harjutused.

Laused:

7 87. Kui libi kahe ringjoone puutepunkti tommata kaks 16ikajat, siis
on nende ldikajate otsapunkte {ihendavad koolud réobikud.

- 88. Kui kolmnurga iimber joonestada ringjoon ja selle ringjoone
juhuslisest punktist lasta kolmnurga kiilgedele rist]ooned siis asetsevad
nende alused iihel sirgel.

/ 89. Kui kahe 16ikuva ringjoone iihest 16ikepunktist tdmmata molema
ringjoone 14bimdddud, siis kulgeb nende libimootude otsapunkte ithendav sirge
teist 16ikepunkti ja on ringjoonte kesksirgega roobiti.

7/ 90. Kui mingi kolmnurga alusepoolitaja vordub poolalusega, siis on
aluse vastasnurk tdisnurk.

Konstruktsiooni-iilesanded :

7 91. Antud sirgel leida punkt, millest antud 16ik 4B on ndha antud
nurgi m.

7 92. Leida niisuguste kolmnurkade tippude geomeetriline koht, mille-
del on iiks ja sama alus AB ja tipunurgaks antud nurk m.

/ 93. Leida nende kodlude keskpunktide geomeetriline koht, mida
moodustavad antud punktist tommatud ringjoone-16ikajad.

794. Konstrueerida /\ alusest b, tipunurgast m ja korgusest h.

7 95. Konstrueerida A, kui on antud alus b, tipunurk a ja aluse-
poolitaja m.
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/ 96. Konstrueerida ,\ alusest b, tipunurgast m ja iihest iilejaznud
nurgast témmatud korgusest h.

/ 97. Konstrueerida /\, kui on antud tipunurk @, korgus h ja aluse-
poolitaja m. (Juhatus: pikendada alusepoolitaja tema enese pikkuselt ja
tdiendada kolmnurk roopkiilikuks.)

7 98. Konstrueerida roopkiilik nurgast m ja nurkjoontest a ja b.

/ 99. Konstrueerida A alusest b, tipunurgast m ja kahe teise Kkiilje
summast s. ]

/ 100. Konstrueerida kolmnurk alusest b, tipunurgast m ja kahe teise
kiilje vahest d.

/ 100-a. Konstrueerida kolmnurk korgusest h, Kkiiljepoolitajast m ja
nurgapoolitajast b, mis on tommatud iihest ja samast tipust.

/ 101. Antud kaldruutu konstrueerida sissejoonestatud ring.

/102. Konstrueerida kaldruut kiiljest @ ja sissejoonestatud ringi raa-
diusest 7.

/' 103. Antud ringjoone umber joonestada vordhaarne tdisnurkne kolm-
nurk.

Arvutus-iilesanded.
‘104. Piirdenurk toetub kaarele, mis moodustab -1 tervest ringjoonest.
Leida see nurk. :

* 105. Missuguse osa ringjoonest moodustab kaar 46040‘?

/106. Kolmnurga kaks nurka on 43015‘25“ ja 27035'18“ Leida
kolmas nurk.

» 107. Téisnurkse kolmnurga teravnurgad suhtuvad ndnda kui 17 : 33.
Leida need nurgad.

»108. Vordhaarse kolmnurga aluse juures asetsev vilisnurk= 1120 10720
Leida kolmnurga sisenurgad.

7 109. Roopkiliku iiks nurk on teisest nurgast 23° vorra suurem.
Leida roopkiiliku nurgad.

’110. Kaldruudu kiilg moodustab nurkjoonega nurga 16015’ Leida
kaldruudu nurgad.
111. Kumera hulknurga sisenurkade summa on 54000°. Mitu kiilge
on sel hulknurgal ? 5
112. Piirdenurga kiilgede vahele suletud kaar=2 tﬁis-ringjo\onest.
Leida nurk.
< 113. Sissejoonestatud nelinurga tipud jagavad ringjoone vordeliselt
arvudega: 7:15:20:30. Leida nurgad.
/114. Koolust ja puutujast moodustatud nurk on 13027/45“. Leida
selle kooluga seotavad kaared.
~ 115. Leida puutujast ja kodlust moodustatud nurk, kui k6ol jagab
ringjoone kahte ossa vordeliselt arvudega 2:3.
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XI peatiikk.

Vordelised loigud.

183. Definitsioon. Kui on kaks rida niisuguse omadu-
sega loikusid, et iihe rea kahe mingi I6igu suhe vordub teise
rea kahe vastava loigu suhtega, siis neid kaht rida 16ikusid
nimetatakse vordelisteks loikudeks.

Nonda siis, kui 4B ja CD on iihe rea 1digud ja A‘B’
ja C'D’ vastavad teise rea 16igud, siis vdoimaldub vorre

AR AR
o= op (1

184. Mirkus. Kui tihistuste 4B, CD, A‘B’ ja C'D’ all motleme
mitte 16ikusid endid, vaid neid 16ikusid iihe ja sama liksusega
mootvaid arve, siis on vordel (1) koik need vorde omadused, mis on tule-

tatud algebras, s. o.

£ § oA B CD_ AB+ECD. - A'BF 0D
AB.CD =CD‘AB’W=—6’—I_)7’ CD = 0D jne.

Kui aga tdhistuste AB, CD jne, all motelda 1oikusid endid, siis er
ole paljudel toodud vordustest motet. Oletame nditeks, et AB = 7 meetrit,
CD =5 meetrit, A‘B’= 14 sentimeetrit ja C‘D’= 10 sentimeetrit, nonda
et vorre omandab kuju :

7 meetrit 14 sentimeetrit 7
5 meetrisse ~ 10 sentimeetrisse ’
niitid puudub vordusel
7 meetrit. 10 sentimeetrit =5 meetrit. 14 sentimeetrit
mote ; tdepoolest, 10 sentimeetrit ei saa korrutada 7 meetriga, sest et korru-
taja peab olema nimeta arv.
Samuti ei voi nr. 155 avaldatud vordes

-keskmisi liikmeid iimber asetada, s. o. avaldada jirgneval kujul

2L AOB _ 2 COD

— AB CD

sest et nurka ja kaart ei saa vorrelda kui mitte-homogeenseid suurusi.
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185. Lause. Nurga Kkiilgi loikavad rodpsirged jagavad
nurga kiilljed vérdelisteks osadeks (182. joon.).
CE _BD

T.: CB | ED. V.: Se="2.

1. Oletame, et ldigud
CE ja AC on iithismoodtsed ja
et nende tihine moot AKX ma-

B S i hub CE-sse 3 korda ja AC-sse
\€ ¥ 5 korda.
182. joonis. Siis
CE=3.4K;

AC=5.4AK, millest jargneb:
0B _3.4K _ 3
. Y e i b el
Kui 1abi jagamispunktide tdommata sirged, mis oleksid
r60biti £D-ga, siis jagub (nr. 101) BD 3 ja AB—5 vordsesse
ossa, kusjuures nende {ihiseks moodduks on 10ik AL ; jarjelikult
BD=3.4L,

AB=05.4L, kust jiargneb, et
BD g AL %

ZE_'_}TIZ“?
Et suhted: AC ja lez; vorduvad iihe ja sama arvuga
“ e . . = A CE BD ;
5 Siis on nad isekeskis vordsed; Jér]ellkultA—C—E, mis

oligi tarvis toestada.

2. Olgu ldigud CE ja AC (183. joon.) ithismdddutud, s. o. puudugu
neil iihine moot. Leiame nende I6ikude
suhte niiteks tdpsalt é-ni. Seks jagame
Ioigu AC 5 vordseks osaks; mahtugu
e W 4AC CE-sse rohkem kui 2 korda, kuid
3 ALY w - {() vihem kui 3 korda; siis on ligikaudne

suhec_- tapsalt 4-ni (puudusega) §

183. joonis. 40
Kui labi jagamispunktide tom-

mata sirged, mis oleksid roobiti ED-ga, siis 4B jagub 5 vordseks osaks,
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kuna aga Idigus BD saab neid osasid rohkem kui 2, kuid véihem kui 3;

: BD
jarjelikult ligikaudne suhe AB tapsalt f-ni (puudusega) on 2.
# 3 BB e o " tatdd i d
Nonda siis on suhete FYRL 4B 4-ni tdpsalt arvutatud védrtuse

1
isekeskis vordsed ; samuti voib toestada, et nende suhete -hi tdpsalt arvu-

tatud vairtused on vordsed n igasuguse viddrtuse puhul. Jérjelikult (nr. 149)

O BRimteial o o
40— Ap » Mis oligi tarvis toestada.

186. Lause. Kui nurga Kkiilgi léikab rida rodpsirgeid,
siis (183. joon.)
j AE: ., AD AK AD
A0 ABP® BRT BE
s. 0. kahe mistahese iilemise 16igu suhe vordub kahe vastava
alumise 10igu suhtega.

Seda lauset toestatakse nr. 185 niidatud viisil.

187: Poordlause. Sirged, mis jagavad nurga kiiljed vorde-
listeks osadeks, on isekeskis roobiti (184. joon.).

CE - BD
I.: 2¢=%p V- ED|CB.
Toestamine. Kui ED ei oleks OB-ga roo6biti, siis voib
tdmmata ZK || OB.
Siis ldikavad r66psirged EK £
ja OB nurga kiiljed vordelisteks
osadeks, ja me voime kirjutada:

CE __BK A
A= 4B’ oy ks
vorreldes saadud vorret antud 184. joonis.

vordega ja tiahele pannes, et

nende pahemad osad on vordsed, leiame:
BD _ BK,
4B . AR
BD = BK, mida ei voi olla, sest et osa ei

siit jargneb, et

1) Niihtavasti on lause dige ka juhusel, kui sirged OB ja ED, ikka
16ikudes nurga kiilgedega, muudavad enestevahelist kaugust ja kallakust
nurga kiilgede suhtes, kui need sirged aga on isekeskis roobiti.
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voi vorduda tervega. Jarjelikult ei véi oletada, et ED ei ole
CB-ga 160biti.
Samuti voib téestada nr. 186 lause podrdlause.
188. Lause. Kahe sirge loigud, mis on suletud kolme
rodpsirge vahele, on vordelised. ')
T.: AF| CK || EL (185. joon). V.: 26_TX
o I . joon.). - CET KL
F/ Toestamine. Labi punkti 4 tém-

a bame AD || FL. Siis 16ikavad r66p-
sirged CK ja EL nr. 185 pohjal

=1
nurga EAD kiiljed vordelisteks osa-
deks; jarjelikult:
J ; AC __AB
7 /\’} 4 CE— BD’
185. joonis. kuid AB= FK ja BD= KL kui r66bi-
kute 16igud ro6bikute vahel, seepérast

AC " FK

OF = 11
189. Ulesanne. Loik 4B jagada osadeks vordeliselt antud 1oi-
kudega #:, » ja p
(186. joon.).

Tombame

AB-le juhuslike
nurgi 1diksirge AL
ja asetame sellele
16iksirgele  jirgselt
Ioigud AM, MN
ja NL, mis on an-
tud Ioikudega m, n ja p vastavalt vordsed. Uhendame punktid L ja B;

mis oligi tarvis tdestada.

A

186. joonis.

1) Laused nr. 185, 186 ja 187 on jirg-
neva iildise lause jidreldused :

Kui 4D ja 4‘D‘ (187.joon.) on kaks mis-
sugust sirget tahes, aga 44, BB/, CC' ja
DD’ on roopsirged, siis on sirge 4D kahe
mistahtese 1oigu suhe vordne sirge 4‘D‘ kahe

= AB _ A'B’
T D vastava 1oigu suhtega, s. 0. 5= apr
oz Seda lauset toestatakse nr. 185 niida-
187. joonis. tud viisil.

4l

A B'/'
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labi punktide M ja N tombame sirged MD ja NC, mis oleksid 10 6bit
LB-ga. Siis
AD:DC:CB=AM:MN:NL=m:n:p,
Markus: Kui m, n ja p tdhendavad mingisuguseid arvusid, niit.:
2, 3 ja 5, siis tarvis sirgele AL asetada osad, mis vorduvad 2, 3 ja 5 juhus-
liku pikkuseiiksusega.
190. Ulesanne. Kolmele antud ldigule @, & ja ¢ konstrueerida
neljas vordeline, s. o. konstrueerida 15ik, mis rahuldaks vorde :
a. ¢
b
Esimene lahendusviis. Juhusliku nurga BAC (188. joon.) kiilgedele
asetame, AD =a, IUB=0 ja AE= c; ihendades punktid D ja E, tom-

[ .

188. joonis. : 189. joonis.

bame BC || DE; siis on EC otsitav 16ik @, sest et
‘A_D = 14E voi g_ C:
DB = Fex bz
Teine lahendusviis. Juhusliku nurga NAC (189. joon.) kiilgedele
asetame 16igud: AB=ua, AC=Db ja AM =c. Uhendades punktid B ja
M, tombame CN || BM. Siis on AN otsitav 16ik «, sest et

191. Harmooniline jagamine. Antud 16ik 4B jagada sisemiselt
ja vilimiselt vordeliselt antud loikudega s : #, s. o. leida sirgel 4B ja
tema pikendusel niisugused 2 punkti, millede kaugused antud punktidest
4 ja B suhtuksid nonda kui m:n. :

Tombame £ B-le (190. joon.) juhuslike nurgi sirge 'AF; asetame
temale AC=m, CD=mn ja CF =n,

Uhendades punktid B ja F ja tommates CX | FB, saame punkti
X, mis jagab ldigu AB sisemiselt vordeliselt m:n, sest et

.. S I 1
XB CF =n :
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Uhendades punktid Dja B ja tdmmates CY || DB, saame teise punkti
Y, mis jagab 10igu AB vidlimiselt vordeliselt m:n. ToOepoolest
Y4 CA_m @
Y8 0D~ ;
Rohkem kui kaks punkti, mis rahuldaksid iilesande tingimust, ei voi

X4
olla, sest kui muuta punkti X asendit, siis muutub ka suhe X sama voib

¥4
iitelda ka suhtest YB

Kui m =n, siis on olemas ainult iiks punkt, niis rahuldab {ilesande
tingimust ja mis asetseb 16igu 4B keskpunktis.

4 b RS R B o el
V\‘“\\ 7 L \‘ ”_.
.y b T ’—‘\ \ ”—
b \5:‘ < Ly Ly oty
s o
R i
\\;‘,\\
s
L) ey o
.
n
190. joonis.

Mdrkus. Punkte X ja Y (190. joon.), mis jagavad 10igu AB sise-
miselt ja vilimiselt iihes j a samas suhtes, nimetatakse purtktide
A ja B suhtes kaasharmoonilisteks punktideks, ja nagu on vorretest (1)
ja (2) niha, peavad nad rahuldama vorde :

XA T
XB~ YB @)

Loiku AB nimetatakse m : n suhtes harmooniliselt jagatuks punktide

X ja Y abil. Vordes (3) asetame keskmised liikmed iimber, saame

XA- XB

iy kust on niha,let .
kui punktid X ja Y jagavad loigu 4B harmooniliselt, siis ka vastupidi:
punktid 4 ja B jagavad hdrmooniliselt 1oigu XY.

192. Lause. Kolmnurga sisenurga poolitaja jagab vas-
taskiilje osadeks, mis on kahe teise . kiiljega vordelised

(181, joon.) == ‘
AD AB
i gfl =l n po e

Toestamine. Tombame sirge CF | DB, kuni ta 15ikub
AB pikendusega punktis F. Siis jagavad nurga Kiilgi 1oika-




P

vad roop51rged DB ja OF need nurga kiljed vordelisteks

osadeks; seepdrast
AD _ AB

DC BF
Kerge on toestada, et /\ BFC on vordhaarne ; ja toepoolest:
2L 3= 212 kui sisemised poiknurgad;
2 4=2(1 kui vastavad nurgad;
tingimuse jdrele aga 2y 1=2(2; jarjelikult 23=4, see-
parast BF = BC.
Asetades eelmises vordes ldigu BF' asemele temaga
vordse 1oigu B(, saame:
"AD__ AB
D¢~ BC
193. Poordlause. = Kolmnurga tippu kulgev sirge, mis
jagab vastaskiilje vordelisteks osadeks kolmnurga kahe teise
killjega, on tipunurga poolitaja (191. joon.).
AD __AB

mis oligi tarvis tdestada.

T.:’D*C’:m. V-:41=42. 4F
Toestamine. Tombame.CF || DB. Siis
e AD _AB .
DC = BE’

vorrefdes seda vorret antud vordega ja
pannes tahele, et'nende pahemad osad

on 'vc“)rdsed saame: BC
AB _ - )
B0 = BF jarjelikult 191, joonis
2( 4= (3, kuid : 4 S

P A S LA Lt vastavac nurgad
2L 3= 2(2 kui sisemised poiknurgad ; ]ar]ellkult
2L 1=2{2, mis oligi tarvis tdestada.

194. Lause. Kolmnurga vilisnurga Qoohtaja loikab selle nurga
vastaskiilje pikendust niisuguses punktis, mille kaugused selle kiilje
* otsapunktidest on kolmnurga kahe teise kiiljega vordelised (192. joon.).

o 4af A48
) (i 3= 4. Vo
i : Ao CF - BC
8*
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Toestamine. Libi punkti C tombame LC || BF. Siis (nr. 186):
AF _AB
cF =1 O

Kolmnurk ZBC on vdrdhaarne, sest et nurgad: 2L 5 ja 2( 6, olles

vastavalt vordsed vordsete nurkadega: 2f 4 ja 2L 3, on vordsed; jdrjelikult
LB = BC. Pannes vordesse (1) LB asemele BC, saame

AF _AB

CF = BC’

mis oligi tarvis tdestada.
- AD _AB i ARV AB
. iy | VR e s
Mi4rkus. Vaadeldes vordeid s (nr ) ja oF — B0
e e e i s iy -~avoF
192. joonis.

; = AD . AR
. 194), milled d d, e e
(nr. ), millede parempoolsed osad on vordsed, saame D6 =~ OF kust

on niha, et kolmnurga sisenurga poolitaja ja l4his-vilisnurga poolitaja
jagavad kolmnurga vastaskillje harmooniliselt. Punktid D ja F (192.
joon.) on punktide A ja C suhtes kaasharmoonilised.}!

195. Poordlause. Kui kolmnurga tippu kulgev sirge jagab vili-
miselt vastaskiilje kahe teise kiiljega vordelisteks osadeks, siis on see
sirge vastava vilisnurga poolitaja (192. joon.).

7. & _ 4B y. Xe=2a

Gl =B
Toestamine. Tommates CL || F'B, saame:
AF _ AB
OP=- D

Vorreldes seda vorret antud vordega, leiame:
AB AB
BC 1B
BC = LB, tihendab, et

2.6 = 2(5, kuid

kust
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2(6=2Y3 ja 2X5=2X4; jirjelikult

23 =24, mis oligi tarvis toestada.

196. Ulesanne. Leida niisuguste punktide geomeetriline koht,
millede kaugused kahest antud punktist 4 ja B on vordelised »z: .

Analiliis. Asetsegu punkt M (193. joon.) otsitaval - geomeetrilisel
kohal, s. o.

Tombame sisenurga AMB ja vilisnurga BML poolitajad, mis 16iku-
vad sirgega AB ja,tema pikendusega punktides C ja D. Toestuse jirele
(nr. 194)

CA_DA_MA_m
@8 DB MR w

Sellest jirgneb, et punktid C ja D asetsevad otsitaval geomeetri-
lisel kohal. :

Sirged MC ja MD kui korvunurkade poolitajad on isekeskis risti
(nr. 27), jarjelikult on 2L CMD tiisnurk ja punkt M peab (nr. 165; 2)
asetsema 16igule CD kui ldabimoodule joonestatud ringjoonel.

Konstruktsioon. Jagame 16igu 4B punktides C ja D sisemiselt ja
vilimiselt vordeliselt m :n. Loigule CD kui 14bimdddule joonestame ring-
joone. See ringjoon ongi otsitav
geomeetriline koht.

Siintees. Vottes joonestatud
ringjoonel juhusliku punkti 3, iihen-
dame selle punkti punktidega A, i3
B, C ja D; libi punkti B tom- A
bame KB | MD ja BL| CM.

Roopsirged CM ja BL 15i-
kavad 2 BAL kiilgedest vorde-

fised osad; jarjelikult =t
C4 M4 R . 193. joonis.
o~ mr M
Samuti on meil sirgete KB ja MD roopsuse pdhjal
DA _Ma
DRSS MK
Konstruktsiooni jirele aga
CA DA m

TR BE jarjelikult
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MA _MA
ML~ ux
MI, = MK.

2{ CMD kui labimdodule toetuv piirdenurk on téisnurk; ka 2F KBL,
mille kiilied on 2 CMD kiilgedega vastavalt roobiti, on tdisnurk; seepirast,
kui punktist M raadiusega ML joonestada ringjoon, siis kulgeb see ring-
joon tiisnurga tippu B (nr. 165; 2) ja punkti K, sest et tOestuse jdrele
ML = MK; jirjelikult ML = MB. Asetades vordes (1) M1 asemele MB,

saame:

Od M4 i i
OB= MB’ kuid konstruktsiooni jdrele
B B SR

"7 R jarjelikult

MA m doahy :

B = p » Mis oligi tarvis toestada.

Harutus. Ulesanne on alati voimalik ja tal on iiks lahendus. Kui
m = n, siis muutub otsitav geomeetriline koht sirgeks, mis on ldigu AB
kesk-ristjoon.

XII peatiikk.

Hulknurkade sarnasus.

197. Definitsioonid. @Kui hulknurkades ABCDE ja
A’B'C'D'E’ (194. joon.) :
2 A=_xa'; XB=2B; 20=20,
XD=XD; XE=XE

Al BC . -Ch . DE: RA

4B BC D DE FAaA'

siis -nimetatakse niisuguseid hulknurki sarnasteks hulknurka- '

deks. Sarnaste hulknurkade kiilgi AB ja A‘B’ kui ka kilgi

BC ja B‘C’, CD ja C'D’ jne. nimetatakse vastavateks Kkiilge-
deks. Nonda siis

kaht ihesuguse kiilgedearvuga hulknurka nimetatakse

sarnasteks, kui

ja
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1. nende nurgad on vastavalt vordsed ja

2. nende vastavad kiiljed on vordelised.

Sarnaste hulknurkade vordsete nurkade tippe nimeta-
takse vastavateks tippudeks;

vastavaid tippe iihendavaid £

nurkjooni nimetatakse vasta- D '
vateks nurkjoonteks. Kahe @D
mistahtese vastava kiilje suhet 5B ¢
nimetatakse hulknurkade sar- C

nasuse suhteks. Sarnasuse 194. joonis.

mérk on: ~.
Kerge on tihele panna, et sarnastes kolmnurkades aset-
sevad vastavad kiiljed vastu vordseid nurki.

Méarkus : Nihtavasti on kaks vordset kolmnurka sarnased, sest et
neil on iihesugune kiilgedearv, vordsed nurgad ja vordelised kiiljed. Tde-
poolest, vordsetes kolmnurkades 4 BC ja A‘B‘C*

4B _ ;. BC _ . 4C _ 1. srelikult
AB - BT A

4B _ BC AT
Kaks kolmnurka, milledest kumbki eraldi voetuna on sarnane iihe ja
sama kolmanda kolmnurgaga, on isekeskis sarnased, sest et nende nurgad
on vordsed ja kiiljed — vordelised.
198. Lause. Sirge DE (195. joon.), mis on rddhiti kolm-
nurga BAC iihe killjega BC, eraldab sest kolmnurgast uue
kolmnurga DAE, mis on antud kolmnurgaga sarnane.

T.: DE| BC. V.: A DAE~ A BAC.

Kolmnurkade BAC ja DAFE nurgad on vordsed, sest et
2( A on iihine, aga nurgad ADE ja AED on vérdsed nurka-
dega ABC ja ACB kui vastavad nurgad. 4

Et sirged DE ja BC on r66bikud,
siis (nr. 186)

AB —AC

4B _ c
ap=a8 U k.

195. joonis.

1) Kolmnurkade iihtivus on sarnasuse erijuhus, kus sarnasuse suhe on 1.
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Labi punkti E tombame EF'| AB. Siis (nr. 186)
EO CRC
kuid BF = DE, kui roobikute 16igud r6obikute vahel; see-
parast, asetades vordes (2) BF asemele DE, saame
AC. - BC §
Et vorretel (1) ja (3) on iihine suhe j—g, siis
AB AC BO
4AD AE  DE
Nonda on kolmnurgad BAC ja DAE sarnased, sest
et nende nurgad on vastavalt vordsed ja kiiljed — vordelised.

199. Lause. Kui iithe kolmnurga kaks nurka on teise
kolmnurga kahe nurgaga vastavalt

A #  vordsed, siis on need kolmnurgad
BAC sarnased (196. joon.).
£ Tt Aat XA AP B
c

V.: NABC ~ )\ A‘B‘C".
196. joonis. Toestamine. Kiiljele AB ase-
tame 16igu AD = 4’B’ ja tombame
labi punkti D sirge DE ro6biti BC-ga. Siis on A\ ADE sar-
nane kolmnurgaga ABC (nr. 198) ja iihtiv kolmnurgaga
A'B'C’' (AD = A’B’ konstruktsiooni jirele, 2¥ 4 = 2¢ A’ tingi-
muse jirele ja 2f ADE — 2{ B’, sest et kumbki neist vordub
iihe ja sama nurgaga B); jérjelikult A\ ABC ~ /\ A‘B‘C".
I jareldus. Kui tdisnurksetel kolmnurkadel on iihed
teravnurgad vordsed, siis on need kolmnurgad sarnased.
I jareldus. Sarnaste kolmnurkade vastavad kiiljed suhtu-
vad nonda kui vastavad korgused.
200. Lause. Kaks kolmnurka on sarnased, kui nende
kahe vordelise kiilje vahelnurgad on vordsed (196. joon.).
4B - 4C
.. om=z¢c (D Vi AABC~ )\ A‘B'CY.

Al
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Toestamine. Kiiljele AB asetame 4D — A‘B’ ja tombame?)
DE || BC. Siis

4B AC,
4D~ 4E’
kuid konstruktsiooni jirele AD = A’B’; jarjelikult

AB AC

a5 =28 s
et vorrete (1) ja (2) pahemad osad on vordsed, siis on nende
paremadki osad vordsed; jéirjelikult

A0
AC AE’ kust
A'C'= AE.

Et 2 A= 2{ A’ tingimuse jarele, A D= A’B’konstruktsiooni
jirele ja AE= A’C’ toestamise jirele, siis /\ ADE> )\ A’'B'C,
kuid A\ ADE~ )\ ABC(nr.198);jarjelikultka /\ A‘B‘C’cc /\ ABC.

201. Lause. Kaks kolmnurka on sarnased, Kui nende
kolm kiilge on vordelised (196. joon.). :

T.. A5 400 (1). V.. AABC~AABC.

Toestamine. Asetame kiiljele AB 16igu AD = A‘B’ ja
tombame DE | BC. Et /\\ ADE ~ /\ABC, siis on nende kiil-
jed vOrdellsed seepdrast

AB AC « " Be @);
2D AR PR :
asetades liitsuhtes (2) léigu AD asemele 16igu A‘B’, saame:
AB AC BC 3);
4B~ AE |DE :
liitsuhteid (1) ja (3) vorreldes leiame
Al a0 o BB
AE— 40 1 DET BO»
AE=A'C’' ja DE=DB'C.

Kolmnurgad ADE ja A’'B‘(Y, millede kolm kiilge on

vastavalt vordsed (4D = A’B’ konstruktsiooni jarele, AE = A'C’

kust

1) Poorame tihelepanu seepeale, et nr. 199—201, 203 toestamise
vote on iiks ja sama.
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ja DE=B'C’ tdoestamise jdrele), on iihtivad; jarjelikult on
/\ ABC, mis sarnane kolmnuigaga ADE, sarnane ka kolm-
-nurgaga A’B‘C’, sest et NADEZ/\ A’B'C'.

202. Lause. Kaks kolmnukra, mille kiiljed on vastamisi
roobikud voi risti, on sarnased.

Kahe mistahtese kolmnurga 4BC ja A’B‘C’ nurkade vahel
v6ib olla ainult kolm jargmist seost (vahekorda):

ZAF A ZAf XA ETES I
2B+ 2B (1), v6i ZX B+ X B (2, voi X B=2B (3)
XCE X0 XC=2C 20—

Kui kolmnurga kiiljed on vastamisi r66bikud voi risti,
siis on nende nurgad kas vordsed voi nende summa on 2d
(nr. 86 ja 87), s. o. ]

XA=204A' voi XX A+ 2XA'=24d,
XB=2XDB, voi XB+|+ X B'=24d,
Z0C=2X0C, voi XC+2X0'=24d.
Ulemaltoodust on niha, et kahe ré6biku voi risti kiilge-
dega kolmnurga nurkade vahel ei vdi olla (1) ja (2) seost,
sest et esimesel juhusel peaks kahe kolmnurga koigi sise-

nurkade summa vorduma 6 d-ga, teisel juhusel peab see summa |

aga suurem olema kui 4d, selle vastu on aga kahe kolm-
nurga koigi sisenurkade summa 4d (nr. 88); ei ole aga (1)
ja (2) seosel maksvust, siis peab (3) seos maksev olema, sel
juhusel on aga kolmnurgad sarnased (nr. 199).

203. Lause. Taisnurksed kolmnurgad on sarnased, kui
ithe kolmnurga hilpotenuus ja kaatet on vordelised teise .kolm-
nurga hiipotenuusi ja kaatetiga (197. joon.).

AB
T-. ﬁ=
Tdestamine. Asetame kiiljele AB 16igu DB = A'B’ ja
1) Neljandat seost: >4A=4A’; 2 B=_> B aga 40:{:40,

ei voi olla (nr. 89; 2).

AC . » 'y 2 ¥ all
Z¢ (. . Vi AABC~ N\ABC.




‘ja (2), méirkame, et
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tombame DE || AC. Siis saame /\ DBE, mis on sarnane
kolmnurgaga ABC; jarjelikult

AB _ AC.

B
asetades sellesse vordesse DB asemele temaga vordse 10igu
A’B’, saame:

AB AC

a5 _so s

25 =pE @ 4 c
ldes vordeid (1) = 2

vorre vordeid (1) 197. joonis.

nende pahempoolsed osad on vordsed, jédrjelikult

AQ A0
D = a7 Kust
DE=4A'C",

Kolmnurgad DBE ja A‘B’C’ on iihtivad, sest et neil
on vordsed hiipotenuusid (DE = A‘C’ tdestamise jdrele) ja
vordsed kaatetid (DB = A’B’ konstruktsiooni jarele); ./\ 4BC,
mis on sarnane kolmnurgaga DBE, on sarnane ka kolm-
nurgaga A’B‘C’, mis oligi tarvis toestada.

204. Markus. Koigest iilemaltoodust jirgneb, et nurkade vordsus
kolmnurkades eeldab kiilgede vordelisust ja ilimberpddrdult!). Peab
tdhendama, et teistel hulknurkadel seda omadust ei ole; niiteks on ruudu
ja tdis-nelinurga nurgad vordsed, kuid vastavad kiiljed ei ole vdrdelised;
samuti on ruudu ja kaldruudu kiiljed vordelised, kuid nurgad ei ole vordsed.

205. Jdrgnev tabel voimaldab kolmnurkade iihtivuse- ja  samasuse-

juhuste vordlemise.
Kaks kolmnurka on

iihtivad, | sarnased,
. kui neil on :
1. kaks vordset nurka ja 1. kaks vordset nurka;
vordne nende nurkade lahiskiilg;
2. vordne nurk, mis asetseb 2. vordne nurk, mis asetseb
kahe vordse kiilje vahel; kahe vordelise kiilje vahel;
3. kolm vordset kiilge. 3. kolm vordelist kiilge.

1) Seda leidust peetakse Thales’e (639—548 e. Kr.) omaks.



124

Ulemaltoodud tabelist on niha, et kolmnurkade sarnasuseks on kiillalt
kahest tingimusest, kuna aga kolmnurkade iihtivus vajab kolme tin-
gimust.

206. Lause. Kaks hulknurka on sarnased, kui nad on
moodustatud iihest ja samast arvust iihtlaselt asetatud sar-
nastest kolmnurkadest (198. joon.):

B A AR AR Vol 2P A=20A0 X F=— 2 Fk
/\ FBE ~ /\ F'B‘E’ e Pl D

A EBD~ /\ E‘B'D* g A8 _ AF  FE

------------ : A‘BI AIF‘ FIE‘

Toestamine. Kolmnurkade ABF ja A’B‘F‘ sarnasusest
jargneb (nr. 197):

2L A=A’ (mis oligi tarvis toestada), 2 m= 2 m’,
AB _AF _ FB .
ap=1r—rp
Kolmnurkade FBE ja F’B’E’ samasusest jérgneb'
= FE
An=2fn, ZAp=2Ap, pp=r=np @ Jne.

Liites ositi vordu-
dused: 2fm=2(m’ ja
2Xn=2(n', saame:

4 2m n=xm'+
-
198. joonis, 4 41,1: 4F1

Samuti voib toestada nurkade Y F ja X E‘, 2X D ja
2L D’ jne. vordsust, mis oligi tarvis toestada.
Vorreldes liitsuhteid (1), (2) jne., saame:

AB _ AF _(FB)_ FE __(BE

4B~ AT \FB| — FTE . \BW

vOoi
A8 AF T PR
AR T AR T T T Y

mis oligi tarvis tdestada.
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Nonda on antud hulknurgad sarnased, sest et nende nur-
gad on vastavalt vordsed ja kiiljed — vordelised.

207. Poordlause. Sarnaseid hulknurki voib lahutada
itheks ja samaks arvuks ilhtlaselt asetatud sarnasteks kolm-
nurkadeks (198. joon.).

Antud sarnaste hulknurkade vastavatest tippudest B ja
B’ tombame koik voimalikud nurkjooned, mis jagavad kummagi
hulknurga nii mitmeks kolmnurgaks, kui mitu kiilge on neil
ilma kaheta; jirjelikult on kolmnurkade arv modlemas hulk-
nurgas {iks ja sama.

T.. 1. ZXA=204"; 41“ 2P X Ee= 20 B e,

g AB A i
“4AB T AP F'E'
V.. 4 ABF~ 4 A‘B‘F*

A4 FBE ~ 4 F'B‘E’
4 EBD ~ 4 E‘B‘D’
1. Ettingimuse jirele 2 4 =2 4’ ja Ag A%TF‘:’ siis

" 4 ABF~ AA'B‘'F’ kui kolmnurgad, millede kahe vordelise
kiilje vabel asetsevad vordsed nurgad, mis oligi tarvis tdestada.

2. Bt Xn=2XF—2(m ja n'=2XF —2Xm' ja et
2{ F= 2{ F’ tingimuse jirele, kuna aga 2 m=2(m’ see-
pidrast, et 4 ABF o A A'B‘'F', siis XXn=2(n'. Peale selle

AF FE
1 = pgp lingimuse jdrele ja
AL T8 (44BF ~ N\ A'B'FY);

nende vorrete pahempoolsed suhted on vordsed, jéarjelikult on
vordsed ka nende vorrete parempoolsed suhted:

i R
FEF~ FB'
Nonda on kolmnurgad FBE ja F'B‘E’ sarnased (2Xn=

FE _ FB e 3L
=2 n'; = g ) mis oligi tarvis toestada.
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Samuti voib toestada, et kolmnurgad EBD ja E'B'D’
jne. on sarnased. :

208. Markus. Kahest viimasest lausest jargneb, et kahe
hulknurga sarnasuse tarviliseks ja kiillaldaseks tingi-
museks on voimalus antud hulknurki lahutada iiheks ja sa-
maks arvuks iihtlaselt asetatud sarnasteks kolmnurkadeks.

209. Lause. Sarnaste hulknurkade iimbermdddud suh-
tuvad nonda kui vastavad kiiljed (199. joon.).

AB+ BC+ CD+... AB
T.: ABCDE ~ A'B‘C'D'E". V.: A,B,:[ e Di -
Toestamine. Et hulk-

. 4 nurgad on sarnased, siis on
@' nende kiiljed vordelised, jarje-
likult:
o o A SRR
AT TR
viimasest avaldusest saame

algebras _toestatud vordsete
murdude (vOrdsete suhete)

199. joonis,

omaduse pohjal:
AlgiBI'ggiC‘Cll))’i. : .:Zf;’ mis oligi tarvis toestada.

XIII peatiikk.

Kolmnurga ja nelinurga elementide arvalised seo-
sed (vahekorrad); vordelised 1oignd ringis.
210. Lause. Kui tdisnurkse kolmnurga tdisnurga tipust

lasta hilpotenuusile ristjoon, siis on iga kaatet hiipotenuusi ja
sama hiipotenuusi l&hisldigu keskmine vordeline!) voi

1) Vorret, mille keskmised liikmed on iihesugused, ndit.:
gr8= b
xnimetatakse pidevaks vordeks. Selle vorde kumbagi keskmist liiget ¢
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kaateti ruut vordub hiipotenuusi ja sama hiipotenuusi
ldhisldigu korrutisega'!) (200. joon.).
v.. BC_ 4B  BC_ AC
“WABTTIRE 46 - DC
Toestamine. Tiisnurksetes kolmnurkades 4BC ja ABD
on number 2-ga tdhistatud nurgad vordsed, sest et nende
kiiljed on risti; jérjelikult on need kolm-
nurgad sarnased.

BC asetseb vastu tiis-

Kolmnurgas ABC | nurka 4;
'l AB asetseb vastu 2(2;

[ AB asetseb vastu tdisnurka BDA;
| BD asetseb vastu >{2;

jarjelikult on kolmnurga 4BC killg BC ja kolmnurga ABD
killg AB vastavad kiiljed, sest et nad asetsevad vastu vord-
seid (tdis-) nurki;

samuti on /A ABC kiilg AB ja /\ ABD kiilg BD vasta-
vad kiiljed, sest et nad asetsevad vastu number 2-ga tihis-
tatud vordseid nurki.

Et sarnaste kolmnurkade vastavad kiiljed on vordelised, siis

AB 5 6 : %
%:Bb (1), mis oligi tarvis t3estada.

200. joonis.

Kolmnurgas ABD

Samuti leiame kolmnurkade ABC ja ACD sarnasusest, et

BC AC ’ i S
40= pc (2), mis oligi tarvis toestada.

nimetataksee ¢ ja b keskmiseks vordeliseks; lahendades selle
vorde ¢ suhtes, saame:

d=ab

¢ =V ab;
nonda ei ole suuruste a ja b keskmine vordeline miski muu kui ruutjuur
nende suuruste korrutisest.

1) Oigem oleks olnud oelda: ,kaatetit modtva arvu ruut vérdub hiipo-

tenuusi ja sama hiipotenuusi 14hisloiku mootvate arvude korrutisega“, kus- °
juures mootmisel muidugi iihist mootu tarvitati.
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Et v6rde #4drmiste liikmete korrutis vordub keskmiste
lilkmete korrutisega, siis saame vorretest (1) ja (2):
AB2= BC.BD?Y)
AC*=BC.DC
211. Jdreldus. Kui iihendada pool-ringjoone mingi punkt
4 (200. joon.) labimdddu BC otsapunktidega, siis saame tiis-
nurkse kolmnurga (nr. 160); seepidrast eelmise lause pohjal:
iga kodl, mis iihendab ringjoone mingi punkti labimdddu
otsapunktiga, on terve 1dbimdddu ja sama l1dbimdddu lahisldigu
keskmine vordeline.
212. Pythagorase lause. Hiipotenuusi ruut vordub kaa-

tetite ruutude summaga?).
“Nr. 210 saime:

}, mis oligi tarvis toestada.

AB?=BC . BD
AC?*=BC. DC.

Liites need vordused ositi, leiame:
AB® -+ a(C?= BC(BD+ DC)= BC.BC= B(? mis oligi tar-
vis toestada. 7

213. Mairkus. Pythagorase lause voimaldab leida tiis-
nurkse kolmnurga iihe kiilje, kui- on teada ta kaks kiilge.
Kui niiteks on kaatetid b ja ¢ ja hiipotenuus a, siis saame
nimetatud lause pohjal:

1) Neil vordustel on ainult siis mote, kui siimbolid 4B, BC jne.
tdhendavad mitte 16ikusid endid, vaid arvusid, mis mo&ddavad neid 16ikusid
ithise modduga ; eelmistel vorretel on aga mote ka sel juhusel, kui siim-
bolid AB, BC jne. tihendavad 16ikusid endid. :

2) Oigem oleks olnud ¢elda: ,selle arve ruut, mis mdddab hiipo-
tenuusi mingi médduga, vordub nende arvude ruutude summaga, mis mdoo-
davad kaateteid sama mdoduga.*

See lause olevat Pythagorase leidus (elas VI aastasajal enne Kr.).
Egiptusemaal rinnates sai ta nihtavasti sealsetelt preestritelt teada ndonda-
nimetatud Egiptuse kolmnurgast, mille kiiljed on 3, 4 ja 5. Nende arvude seos

32442 =752
vois viia Pythagorase iildise lause leidmisele.
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=004 ¢ voi a=) 02F¢2;
P=a?—¢c voi b=V a®—¢2;
c=a2—bvoi c=) a2—102.

Kui a, b ja ¢ all moista mitte arvusid, vaid 16i-
kusid, siis, konstrueerides kahest antud 16igust tdisnurkse
kolmnurga (nr. 166), leiamegi kolmanda kiilje.

214. Pythagorase lause vdimaldab leida ruudu diagonaali ja kiilje suhte.

Tommates ruudu ABCD (201. joon.) nurkjoone A C, saame vordhaarse
taisnurkse kolmnurga ABC, millest leiame : i Ko

AC— AL B = AL 4B = 2 AT, =
& - 2 a R V_ 4
AB2 AB 201. joonis.

Et ei ole olemas ei tdis- ega murdarvu, mille ruut vorduks 2-ga, siis
tdhendab see, et see suhe on ithismo6dutu (irratsionaalne); sellest jirg-
neb, et ruudu nurkjoon ja kiilgon iihismodduta suurused, mis on juba
eespool (nr. 150) puhtgeomeetriliselt toestatud.

215. Lause. Téisnurga tipust hiipotenuusile lastud rist-
joon on hiipotenuusi Idikude keskmine vordeline (202. joon.).
Kolmnurgad ABD ja ACD on sarnased, 'sest et nende
iihe ja sama numbriga t#histatud nurgad on A
vordsed kui risti kiilgedega nurgad. Kolm-
nurga ABD kiiljed BD ja 4D, mis aset-
sevad vastavalt nurkade 22 ja 21 vastas,
on kolmnurga ACD nurkade 2Y2 ja 21
vastas asetsevate kiilgede AD ja DC vasta-

kust

vad kiiljed; jarjelikult st
%:#}), mis oligi tarvis tdestada,
vOi Hah
AD*=BD.DC.

216. Jdreldus. Uhendades ringjoone mingi punkti 4
(202. joon.) 1abimdddu BC otsapunktidega, saame tdisnurkse
(nr. 160) kolmnurga ABC, mille hiipotenuusiks on 14bimoét;
seepdrast eelmise lause pohjal:
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ringjoone mingist punktist 14bimdddule lastud ristjoon
on l&bimdddu 1dikude keskmine vordeline.

217. Lause. lgas kolmnurgas vordub teravnurga vastu
asetseva Kkiilje ruut kahe teise killje ruutude summaga, ilma
aluse ja teravnurga tipu ja korguse vahel asetseva sama
aluse loigu kahekordse korrutiseta (203. joon.).

Vi:@®>=c2+b>—2b.AD.

Toestamine. Tiisnurksest /\ DBC teame:

- : @?=BD*4+DC? (1);
/\ samuti teame taisnurksest A\ ABD:
i\, = BDP=e—dD* );
T < 5 D--""" joonisest selgub, et

203. joonis. DC=AC— AD =0b— AD; jarjelikult
DC?= (b—ADP?=0b*—2b.AD-}+AD? (3).
Asetades vordusesse (1) BD? asemele tema avalduse vor-
dusest (2) ja D(C? asemele tema avalduse vordusest (3), saame:

S TP 0 AD Y AR
voi
a’=c>+0—2b.4D, mis oligi tarvis toestada.

218. Lause. Igas kolmnurgas vordub niirinurga vastas
‘asetseva Kkillje ruut kahe teise kiilje ruutude summaga pluss
aluse ja niirinurga tipu ja kdrguse vahel asetseva sama aluse
pikenduse kahekordne korrutis (204. joon.).

V.:a?=c*+b*+2b.AD.
Toestamine : Kolmnurgast DBC teame:
a®= BD?} DC? (1);
samuti teame kolmnurgast DBA:
BD?*=¢®—AD* (2);
joonisest aga selgub, et
¢ DC ACH AD=0b+AD; jarjelikult
204. joonis. =(b+A4D)?=052}2b. AD+AD° (3%
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asetades vordusesse (1) BD? ja D(C? asemele nende aval-
dused vordustest (2) ja (3), saame:
53 a2 =2 —AD?}b* 4 2b.AD 4 AD?
Vol
a®=c-Hp?-+2b.A4AD, mis oligi tarvis toestada.
219. Lause. Iga roopkiliku nurkjoonte ruutude summa
vordub tema nelja kiilje ruutude summaga (205. joon.).
V.: BD*-+ AC*— 4B+ Be? 1 OD° 4 AD".
Toestamine. Tombame ristjooned BK B
ja CL. Taisnurksed kolmnurgad ABK
ja DCL on iihtivad (vordsed hiipotenuu-
sid ja vOrdsed teravnurgad); jarjelikult —4<~— ¥~
AN =D 205. joonis.
Kolmnurgast ABD teame (nr. 217):
BD?2—=AB*} AD>*—24D.AK (1);
kolmnurgast ACD teame
AC*=CD*4-4AD*+ 24D . DL (2).
Liites vordused (1) ja (2) ositi, asetades vordusesse (1)
AD? asemele temaga vordse suuruse BC? ja arvesse vottes,
et liikmed: —2AD.AK ja +24D.DL hévivad vastastikku,
sest et toestuse jarele AK = DL, saame:

BD? -+ AC* =AB*} BC*-- CD*--AD?, mis oligi tarvis toestada.

220. Ulesanne. Leida kolmnurga killjepoolitaja tema kolme killje
a, b ja c jarele (206. joon.).

Pikendame Kkiiljepoolitajat OB 16igu OD = OB vorra
ja ithendame punkti D punktidega 4 ja C. Kerge on
toestada, et saadud joonis ABCD on réopkiilik.  Tarvitades
siin lauset nr. 219, saame:

BD2 4+ AC2 = AR 4+ B2+ CD* 4 AD°
voi tihistades OB m abil: %
4m2 4 b2 = 2+ a? + @ + a? = 2a2 4 2¢2_ voi
4m2 = 202 + 2¢2 — b2, kust

0

e

] 2a2 4 2¢2 — b2 “\:"'
m2 = * 7 voi b
m=43 V 2a® 22 — b2 = 206. joonis.

o%
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221. Ptolemidos’e lause. Iga sissejoonestatud nelinurga
nurkjoonte Kkorrutis vordub vastaskiilgede korrutiste sum-
magal) (207. joon.). :
V.: BD.AC=AD .BC+ AB.CD.

Toestamine. Nurkjoon AC moodustab
nelinurga kiilgedega kaks nurka: 2 BCA
ja 2 DCA; suuremale nurgale BCA asetame
nurga BCL =2 ACD.

Kolmnurkades BCL ja ACD:2{1= Y2
konstruktsiooni jarele, 23 =24 kui iihele
ja samale kaarele CD toetuvad piirdenurgad;
jarjelikult on kolmnurgad BCL ja ACD sarnased, sest iihe
kolmnurga kaks nurka on teise kolmnurga kahe nurgaga vas-
tavalt vordsed; tihendab, et

Pt —4% voi BL.4c=4D.Bc (1)

Kolmnurkades BCA ja LCD on nurgad BCA ja LCD
vordsed, sest et nad on moodustatud tildnurgast LCA ja
vordsetest nurkadest 271 ja 2(2; 2(5=2(6 kui iihele ja
samale kaarele BC toetuvad piirdenurgad; jarjelikult on
A BCA ~ 4 LCD, millest jargneb, et

207. joonis.

Ll A e :

cD—4¢ Voi LD.AC=A4B.CD (2).

Liites vordused (1) ja (2) ositi, saame:
BL.AC+LD.AC=AD.BC-+ AB.(CD véi
AC(BL+-LD)=AD.BC-+ AB.CD vbi
AC.BD=AD .BC-+ AB. CD, mis oligi tarvis téestada.

222. Lause. Ringi sees ldikuvate koodlude loikude korru-
tised on isekeskis vordsed (208. joon.).
V.. AF.FB= DF . .FC.

1) Kbdige varemini leidus see lause Ptolem#ose teoses: ,Alma -
gest“ (Claudius Ptolemdos elas aastasajal pirast Kr. siind.).
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Votame kaks juhuslist kd6lu 4B ja DC. Uhendame
punktid 4 ja C ja B ja.D. Kolmnurgad
AFC ja DFB on sarnased (X 4=2(D
kui iihele ja samale kaarele toetuvad
piirdenurgad; 2¢ C= 2{ B samal pdohju-
sel); jarjelikult

AL
PO RB
AF.FB= DF.FC, mis oligi

voi

208. joonis.

" tarvis toestada.

Jareldus. Kui 14bi punkti F' tdmmata mingi teine ko6l

LK, siis vdoime endiselt téestada, et
LEP . PE—DF RO,

Sest on ndha, et 1dbi antud punkti tommatud kodlu 10i-
kude korrutis on jddv ehk konstantne suurus, s. o. see kor-
rutis ei muutu, ehk kiill kool ise ja tema 1digud muutuvad
koolu asendist olenevalt.

223. Lause. Kui l4bi véljaspool ringi asetseva iihe ja
sama punkti tdmmata puutuja ja 1dikaja, siis on puutuja terve
loikaja ja tema vilisosa keskmine vordeline (209. joon.).

.

Uhendame punktid 4 ja B punktiga E
ja vaatleme kaht kolmnurka BFE ja AFE.
2L F on neil ihine, XY B= 2> AEF, sest et
nad mo6otuvad iihe ja sama kaare A poolega,
jarjelikult on kolmnurgad BFE ja AFE sar-
nased, sest et nende kaks nurka on vastavalt
vordsed; kolmnurkade sarnasusest jidrgneb 209. joonis.
nende kiilgede vordelisus:

FB_FE
FE == T4

mis oligi tarvis toestada,

FB.FA=FE?

Jareldus. Ldikaja ja tema vilisosa korrutis vordub puu-
tuja ruuduga.
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224. Lause. Kui viljaspool ringi antud punktist tommata

7 temale ldikajad, siis on ldikajate ja nende
vélisosade Kkorrutised isekeskis vordsed
' (210. joomn.).

V.: EP.EA=EC.ED.

& Tombame puutuja EF. Siis (nr. 223)
EP.EA=EF?
P EC. ED = EF?, kust
210. joonis. . EP.EA= EC.ED, mis oligi tarvis toestada.

Mirkus. Nr. 223. ja 224. sisu kokkuvottena voib oelda,
et loikaja ja tema vilisosa korrutis on jidv ehk konstantne
suurus, mis vordub puutuja ruuduga.

225. Ulesanne. Konstrueerida loikude a ja » keskmine vordeline.

Esimene lahendusviis. Juhuslikule sirgele (211. joon.) asetame 15i-
gud AB=a ja BC=b; AC-le kui 1abimdddule joonistame pool-ringjoone;
punktist B tdmbame ristjoone ja pikendame teda, kuni ta 16ikub ringjoonega ;
16ik BD = x ongi otsitav, sest et (nr. 216):

211. joonis. - 212, joonis, 213. joonis.

Teine lahendusviis. Juhuslikule sirgele (212. joon.) asetame 1digud
AB=a ja AC=b. AB-le kui libimddodule konstrueerime pool-ringjoone;
punktist C tombame ristjoone ja pikendame teda, kuni ta 16ikub ringjoonega
punktis D; punkti D iihendame punktiga 4; ko6l AD = = ongi otsitav
16ik, sest et

a 7 =
S i m=Vab.
) b
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Kolmas lahendusviis. Loigule 04 =0 (213. joon.) asetame OB =a.
Libi punktide 4 ja B joonestame mingi ringjoone, millele punktist O tom-
bame puutuja OF'; see puutuja ongi otsitav 16ik, sest et (nr. 223):

04 OF voi b OF

OF~_ 0B G i
226. Ulesanne. Antud l6ik 4B = a jagada kaheks osaks nonda,
et suurem osa oleks terve Idigu ja vihema osa keskmine vordeline !)
(214. joon.).
Loigule AB tdémbame punktist B- ristjoone BC ja asetame sellele

ristjoonele BC:%. Punktist C joonestame D

raadiusega % ringjoone ja tombame libi punk- ,'92?,'::'3%
tide 4 ja Csirge AD’. Punktist 4 joonestame < ‘;l’/ /\ B
raadiusega AD kaare, mis 16ikab AB punk- 214 joon
tis X. Punkt X jagabki 16igu AB noutavalt 3
kaheks osaks. Toepoolest voib nr. 223 pdhjal kirjutada :

AD' _AB o ADAB_ AB—AD,

AB AD AB AD
silmas pidades, et 4B = DD'=a, AD'— AB= AD'— DD’ = AD = AX
AB—AD= AB — AX = XB, saame.:

% = i%? voi % = ;1{‘; , mis oligi tarvis toestada.

226a. Ulesanne. On antud vordhaarne kolmnurk, mille kiiljed on

@, @ ja b. Leida iimberjoonestatud ringi raadius R ja sissejoonestatud
ringi raadius » (214a. joon.).

1. Nr, 127 pohjal LB = ATB Téisnurksest A\ ABD leiame:

BD:V@-A_D2=V(;2—_2=M.
*4 2
Kolmnurgad ABD ja LBO on sarnased, sest
nad on tdisnurksed ja neil on iihine teravnurk
ABD ; seepdrast

4B OB .. a

B e i S

R
BD 1B li/r5 5 @
S LA

K4 2

214a. joonis.

1) Eukleides nimetas seda jagamiseks ddrmises ja keskmises
suhtes; seda jagamist nimetatakse veel kuldlodikeliseks ehk
jumalikuks jagamiseks.
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ik 2a2 154 a2
2V 4a2—b2 VYV 4a2— b2

2. Kolmnurkade ABD ja NBO’ sarnasusest (X ABD = 2{ NBO*
ja 2L O'NB = 2 ADB) jirgneb:
N AD: i b
OB iB voi o+ millest

ar=2D-8_ b 94 i br=b.BD; r 2a+b)=b.BD;

,_b.-BD_bViP—R
2a +b 2(2a+D)

XIII-a peatiikk.

Trigonomeetriliste funktsioonide definitsioonid.
Tdisnurksete ja vordhaarsete kolmnurkade lahen-
damine.

226-b. Trigonomeetriliste funktsioonide definitsioonid.
Kolmnurgad ABC, A'B'C’ ja A“B'C” (214b. joon.) on tiis-
B" nurksed ; (= 9=
=a'teed) - meil
on iihine teravnurk
a. Tahendab, need
kolmnurgad on sar-
nased (nr. 199) ja
nende vastavad kiil-
jed on vordelised;
jarjelikult:

214b. joonis.
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G5 a e ¢ ¢ ¢
ol re i B e
b bl bu c cl cll
oG DR L el gl

Teravnurk méirab tdisnurksete kolmnurkade vastavate
killgede suhete suuruse.

Umberpoordult :

; Taisnurksete kolmnurkade vastavate killgede suhted
médravad teravnurga suuruse. Joonisest (214b. joon.) on
teada suhted: :

Lot o R Vo B ine: Sanisst jStnisest
c (4 C Cc (4 C

nieme, et kolmnurkades ABC, AB‘C' ja AB”C” on vastavad

nurgad vordsed; niditeks on « koigi kolmnurkade iihine

teravnurk. B
Seni mootsime nurki tuntud

nurga-mootiiksuste : kraadide, mi-

nutite ja sekundite abil; tais- C a

nurkse kolmnurga kiilgede suh-

ted vdimaldavad, nagu niha, sa-

muti nurkade mootmist. A d
Taisnurkse kolmnurga ABC

teravnurga o leidmiseks voime

tarvitada jargmistest suhetest mingisugust iiht suhet:

o2

&

214c. joonis.

, mida nimetatakse nurga o siinuseks (sn a);

- - - » Koosinuseks (cs «);

5 »  » tangensiks (tg o);
kootangensiks (ctg «);

-
=
=
=

koosekansiks (csc a);

-
=
=

" » » » seekansiks (sc a).
Tdisnurkse kolmnurga (214 c. joon.) teravnurga («) siinu-

Sle 2le 2| o2 ol ol
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seks nimetatakse selle nurga vastaskaateti suhet hiipotenuu-
sisse (%)
Taisnurkse kolmnurga teravnurga («) koosinuseks nime-
tatakse selle nurga ldhiskaateti suhet hiipotenuusisse (—l;)
Tdisnurkse kolmnurga teravnurga («) tangensiks nime-
tatalkse selle nurga vastaskaateti suhet ldhiskaatetisse (b)
Taisnurkse kolmnurga teravnurga («) kootangensiks nime-
tatakse selle nurga ldhiskaateti suhet vastaskaatetisse (—Z)
Tdisnurkse kolmnurga teravnurga («) koosekansiks nime-
tatakse hiipotenuusi suhet selle nurga vastaskaatetisse (7:)
Téisnurkse kolmnurga teravnurga («) seekansiks nime-
tatakse hiipotenuusi suhet selle nurga ldhiskaatetisse ( )

Nurga « muutumisel (214c joon.) muutuvad sne, csa,
tga, ctga, csca ja sca kui kolmnurga kiilgede suhted; see-
parast nimetatakse sna, csa jne. nurga a trigonomeetrilisteks
funktsioonideks, kuna aga nurka a nimetatakse nende funkt-
sioonide argumendiks.

Ulesanne. Otsusele jouda, missugused funktsioonid muu-
tuvad nurga a suurenemisel vihenedes ja missugused funkt-
sioonid muutuvad suurenedes ?

226c. Mone iiksiku nurga trigonomeetriliste funktsioo-
nide leidmine geomeetria abil.

Olgu AB | DC (214d.joon.). Nr. 93.

30°(30° j0estasime, et AC = %g vOi %—g = %;
jarjelikult :
sn 300 = 46 — 7.
= A e Téhistame vordkiilgse kolmnurga kiil-

214d. joonis. jed a-ga, s. 0. olgu BD = BC= CD =a.
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Pythagorase lause jarele

ke M a2  3a? 3a® _a

A% —= B(C?— CZ_‘(ZQ——4— 4,BA

a
aV's
s30° =3 =" —1V3;

C
AC % 1 1
tg 300 =2" = V8%
g BA a Vg VT)’ 3
5V'3 2
ctg 300 = B—‘é —2 ks
2

Samuti véime sama joonist silmas pidades leida, et
sn60°=41/3; cs60°=+; tg60°=)/3; ctgb60°=14}/3.

Ulesanne. Leida 45°-lise nurga trigonomeetrilised funkt-
sioonid. (Juhatus: joonistada tdisnurkne vordhaarne kolmnurk.)
Uldiselt arvutatakse trigonomeetrilised funktsioonid kor-
gema matemaatika abil ja kogutakse vastavatesse tabelitesse.

226d. Téiendusnurgaks nimetatakse nurka, mis liidetult
teise nurgaga annab tédisnurga; nonda on tiisnurkse kolm-
nurga kumbki teravnurk teise teravnurga tdiendusnurk.

Nr. 226b definitsioone silmas pidades voib kirjutada
(214e. joon.):

sna == = csg=cs(90°—a);

antud nurga siinus vordub
tdiendusnurga koosinusega.

csa =—I; —sn B =sn(90°—a); A

antud nurga koosinus vor- & C
dub tdiendusnurga siinu- 214e. joonis.
sega.

tga=%=ctgﬂ=ctg(90°—-a);
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antud nurga tangens vOrdub tdiendusnurga kootangensiga.
ctga——— tg f =1tg (90° — a);

-antud nurga kootangens vordub tdiendusnurga tangensiga.

Ulesanded:

115a. Taisnurkse kolmnurga teravnurk a=45°; konst-
rueerida kolmnurk, moota kiilgede pikkused millimeetriga ja
leida nende suhted.

115b. Leida samuti graaf111selt sn 30°, cs 30°, tg60° ctg 60°.

115¢. Taisnurkses kolmnurgas ABC hiipotentius AB =5
sm, kaatet AC=4 sm ja kaatet BC=.3 sm. Leida (ligikaud-
selt) sna, csa, tga, snp, csp, ctga.

115d. Joonistada nurk, mille tg = 1,5, mille cs = 4, mille
sn= %, mille ctg=2.

115e. Millimeetri-ruutpaberit tarvitades leida graafiliselt
sn 10% sn25° sn40° sn65° cs15% cs35°% cs50° cs85°.

115f. sn50=0,77; sn25°=0,42. Kui suur on cs40°?
cs 657

cs78°=0,21; cs44°=0,72. Kui suur on sn12°? sn 46°?
tg45°=1; ctg30°=)/3. Kui suur on ctg45°? tg60°?

226e. Trigonomeetrilistes arvutamistes ei tarvitata hari-
likult nurkade funktsioone, vaid nende funktsioonide logaritme,
mis on korraldatud vastavatesse tabelitesse.

Ulesanded.
115g. Leida:
a) lg sn 249, f) Jgsn13912/ k) lg sn69°44'56“.
Dy An g) o 18919047 D i i aB0VA7 40
Q) , . 32046, h) , ,1209530“. m), , 83°2514“.
a4y 83935, 1) 05 374817 ) s 20

e , , 45°30" 53, SORRERS gy T



@

141
115h. Leida:
a) lg tg 35° d) lg tg57°3140“. g) lg tg25017/42“.
B) . 13UY. e) , »4203450“. h) , , 64°34'12“.
B) 28785 B g ST 1) e TR,
115i. Leida:
a) lg cs 10026’ d) lg cs28°1816”. g) lg cs58%4'25”.
e . o & e 8) 4. BPAOSE. )5 o 167484,
C) » » 5490’ RGO | iR o i
115j. Leida: 7
a) lg ctg45°9’. d) lg ctg51°4‘14“.  g) 36°7‘15“.
BY . BB - N 70048'29%. h) 45°40”.
ey L DORMBY2Y. ol 45°18'24”. i) 32054”.
115k. Leida @, kui Igsna on:
a) 9,62865. d) 9,62933. g) 9,90799. i) 9,75480.
* b) 9,87438. e) 9,70945. h) 9,87977. k) 9,91428.
c) 9,97996. f) 9,81267. i) 9,27732. 1) 9,86487.
1151. Leida a, kui Igtga on:
a) 9,74345.  d) 0,00619. g) 0,96512. i) 9,77372.
b) 0,74345. e) 0,58661. h) 8,96512. k) 0,3.
c) 0,32571. f) 9,58661. i) 1,04360. 1) 9,86.
115m. Leida a, kui Igcsa on:
a) 9,62865. d) 9,89193. g) 9,84920. i) 9,50654.
b) 9,95427. e) 9,95641. h) 9,33303. k) 9,86487.
c) 9,91746. f) 9,75865. i) 9,90844. 1) 9,82700.
1156n. Leida @, kui lg ctga on:
a) 0,87475 c) 9,96328 e) 9,74241 g) 9,67448
b) 9,87475  d) 0,96328 f) 9,16105 h) 9,65051
1150. Leida nurk a jﬁrgmistest avaldustest
15 13
a) Sna = zg; csa_ tga_ﬂ—,ctga__v
b 38 cs.6208'44" __sn 7593024
) sna 19,6 = 741tg36% "
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0,24t 53914 27 sn 48%35'26"
O tga=""—"958 > 8¢ ="omsicr -

00472/ sn® 109157 . tg 2017
d) tga=""4515765. tgs 6o045"

116p. Leida z:
a) & — 36 sn 4898'15¢; = — 9,6 cs 28°30/16".
b) 2= 24,5 sn 26°8'19” cs 63°20°30" ; o — >

EEORE o
S 6,32t 32017 83,5 sn 4202730"
= T 20487 0 T= T gn73eogt
& 25,4 tg 7392050 30,9 sn 2003040 cs 6208"
N LT P e tg 75024"

226f. Téisnurkse kolmnurga elementide olenevus iiks-
teisest. 214c. joonist silmas pidades voime trigonomeetriliste
funktsioonide definitsioonide pohjal (nr. 226b) kirjutada:

# sna:%, kust @=c.sna vdi a=c.csp, ‘sest et
sna=csp;

samuti:
S <= cé, kust b=c.snp v6i b =c.csa, sest et snf =csa;
kaatet vordub:

a) hiipotenuusi ja oma vastasnurga siinuse korrutisega
voi b) hilpotenuusi ja oma ldhisnurga koosinuse korrutisega.

2. tga=%, kust a=0b.tga voi a=b.ctgpB, sest et
tg a=ctgf;

samuti: R

fgf— %, kust b=a.tgp vdoi b=a.ctga, sestet tgf=ctga.

Kaatet vordub:

c) teise kaateti ja oma vastasnurga tangensi korruti-

sega voi d) teise kaateti ja oma l&hisnurga kootangensi kor-
rutisega.

i R a . a
3. Kui sna =, siis c—sn—avmc_é;l—g-, sestet sna=cspj;

doate i gEES
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samuti:
b

. by b i
kui snﬂ:?, siis ¢ = o= VOi ¢= —

Y e sestet snf=csa;

hiipotenuus vordub:

a) kaateti ja sama kaateti vastasnurga siinuse suhtega voi
b) kaateti ja sama kaateti ldhisnurga koosinuse suhtega.

226g. Taisnurksete kolmnurkade lahendamine.

Eelmisest geomeetriakursusest on teada, et taisnurkne
kolmnurk on mé#édratud, kui on antud:

1) molemad kaatetid a ja b (215f. joon.);

! 2) hiipotenuus ja B
kaatet ¢ ja a VvOi ¢ ja b;

3) kaatet ja terav-
nurk a ja a, voi a ja B,
voi b ja B, voi b ja a;

4) hiipotenuus ja
teravnurk ¢ ja a v0i
¢ ja B.

Vaatame, kuidas voi- 2141, joonis.
me samade andmete abil
lahendada tdisnurkseid kolmnurki, tarvitades seejuures eel-
mises paragrahvis tuletatud valemeid.

1.- Lahendada tédisnurkne kolmnurk, Kui on antud kaatet
a = 34,2 ja kaatet & — 45,5 (214f. joon.).

a) Nurga a leidmine.
tga=7; lgtga=Ig4 =Iga—Igb=Iga taiend.1gb;
lg tg @ = 1g 34,2 - tdiend. 1g 45,5 = 1,53403 -}- 2,34199 — 1,87602
a = 36°551",
b) Nurga f leidmine.
B=90°—a; #=90°—36°55'51“=53°4'9".
¢) Hiipotenuusi ¢ leidmine.

c=£a~; léc=lga—lgsna=lga—§—téiend.1gsna;
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Igc — lg 34,2 - taiend. Ig sn 36° 55514 — 1,53403 - 0,22124 —
—1,75527; ¢ = 56,921

Markus: Hiipotenuusi ¢ oleks vomud ka geomeetrlhse
valemi jarele leida, nimelt (nr. 213):

c=Va® 1.
2. Lahendada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud hiipo-
tenuus ¢ = 78 ja kaatet & =71 (2151. joon.),
a) Nurga g leidmine.
sng="; lgsnf=lgb—Ilgc=Igb| taiend.Ig c;
lg sn B = Ig 71 - taiend. 1g 78 = 1,85126 - 2,10791 = 1,95917 ;
B = 65° 32/ 30",
b) Nurga a leidmine.
a=90°—p8; a=90°—65°32/ 30" = 24°27' 30“.
¢) Kaateti a leidmine.
a=c.sna;lga=Igc+tlgsna;lga=I1g7811gsn24°27'30" =
= 1,89209 4 1,61703 =1,50912 ; a = 32,294.
3. Lahendada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud kaa-
tet @ =237,64 ja o« =58° 20/ 35%.
a) Nurga j leidmine.
B=90°—a; B=90°—58°20’35"=31°3925".
b) Hiipotenuusi ¢ leidmine.
¢ =$; Ig ¢c=1g a—Igsn a=I1g a-|tidiend. 1g. sn a;
lgc=1g 237,64 | tdiend. 1g sn 58°20‘ 35" =2,37592 +
—+0,06996 = 2,44588 ; ¢ = 279,175.
c) Kaateti b leidmine.
b=a.ctga; lgb=Iga—1g ctga; lgb=1g 237,641g ctg
58020’ 35" = 2,37592 4 1,78999 = 2,16591; b —146,524.
4, Lahendada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud hii-
potenuus ¢=28,96 ja 3 =57°42/36“.
a) Nurga a leidmine.
a=90°—pB; a=90°—57°42' 36" = 32°17/ 24%.
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b) Kaateti 4 leidmine.

b=c.snf; lgb=Igc—+Ig snp; lgb=1g 8,96
—+1g sn 57942 36" = 0,95231 - 1,92704 = 0,87935; b = 7,5744.

¢) Kaateti a leidmine.

a=c.csf; lga=Ilge+lgcsp; lga=1g8,96+
—+1g cs 57042/ 36 = 0,95231 4- 1, 72771 = 0,68002; a — 4,7866.

226h. Vordhaarsete kolmnurkade lahendamine.

Et lahendada vordhaarne kolmnurk 4ABC (214g. joon.),
seks tombame kdrguse %, mille tagajirjel jaguneb antud vord-
haarne kolmnurk kaheks tdisnurkseks kolmnurgaks. Lahen-
dades iihe neist tdisnurksetest kolmnurkadest, leiame kergesti
ka antud vordhaarse kolmnurga elemendid. Nonda lahenda-
takse vordhaarne kolmnurk tdisnurkse kolmnurga abil.

Olgu niiteks iilesanne:

Lahendada vdordhaarne kolmnurk, kui on antud kdrgus 7
ja alus b.

Joonisel (214 g. joon.) asu-
vast pahempoolsest tdisnurk-
sest kolmnurgast teame:
h=—g.tg a, millest jargneb:

tga:gbi;
h=aqa.sna, millest jdrgneb:

h
a=—;
sn a

ol

=90° — a, millest jargneb:.

B=180°—2a.

214 g. joonis.

Ulesanded :

115q. Lahendada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud:
a) Kaatetid: 1) a=28,12; »=10,6; 2) a=8; b=6;
" 3) a=1,2; b=2,35; 4) a=0,84; N o
10
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b) Kaatet ja hiipotenuus: 1) b=24; ¢=25; 2) a=38,1;
c=283,5;3) a=0,14; c=234; 4) b=>56,48; ¢=124,5.

c) Kaatet ja teravnurk: 1) a=11,8; p=43"28'46";
2) b=0524; B=57°28'16"; 3) a==53,7; §=21925'26"; 4) b=
== 0 == 32%3°20"

d) Hiipotenuus ja teravnurk: 1) ¢=230; a=42°20’;
2} 6=k ORI B B0R 1R 13y Pe= 4265 W5 T89201156%;
4) ¢=0,645; B =60°2739". :

e) Hiipotenuus ¢=>5 ja kaatetite summa a++b=7.

f) Hiipotenuus ¢=26 ja kaatetite vahe a—b=14.

g) Kaatetite summa a-+5=29,1 ja kaatetite vahe
a—b=7,5.

h) Hiipotenuusi ja kaateti summa ¢ b=>5 ja hiipote-
nuusi ja sama kaateti vahe ¢—b=0,2.

i) Kaatet a =40, korgus ~ =235 (214h. joon.).

j) Kaatet =15 ja selle
kaateti ldhisosa hiipotenuusil

B
k) Korgus h=245 ja

i N p=15.
Bﬂ_o/_ﬂn e C 1) Hiipotenuus ¢ =250 ja

korgus h = 17.

115r. Lahendada vord-
haarne kolmnurk, kui antud on (214g. joon.):

Ag=10:0 =45 by b=—227; D:-—=4994014% ¢} g—
= 15687 y=4893721“; d) a=1426; a =59°24'28"; ¢) h =
=007 a==34%533%; ) 0=T1; A=1205.

214h. joonis.

XIV peatiikk.

Homoteetia.
(Sarnane jooniste jérjestus.)

227. Definitsioonid. Kui asetada sirgetele S4, SB, SC,..., mis iihen-
davad teatava punkti § antud joonise A BCDUE (215, joon.) kdigi punktidega
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A, B, C,..., voi asetada samade sirgete pikendustele (216. joon.) 1&igud
S4’,8B’, 8C’,..., mis on vordelised 16ikudega 84, 8B, SC,..., s. 0. moodus-

tavad liitsuhte
SA SB SC

P T s b od i

siis nimetatakse tdhtedega 4’, B’, C’,... tdhistatud joonist ja antud joonist
ABCDE punkti S suhtes homoteetilisteks (sarnaselt jirjestatud)
joonisteks; punkti S nimetatakse homoteetia keskpunktiks, kuna
aga suurust £ nimetatakse homoteetia ehk sarnasuse suhteks.

Homoteetia on otsene,
kat punktid- A7, B%, 0505
on voetud sirgetel S4, SB,
8C,... (215. joon.), ja p66rd -
homoteetia, kui punktid 4,
B’, C’,... on vdetud nime-
tatud sirgete pikendustel (216.
joon.); punktid 4 ja A’ jne. =
on homoteetilised ehk 215. joonis,
vastavad punktid; vasta-
vaid punkte {ihendavaid sirgeid nimetatakse vastavaiks su’gelks 16ikusid,
mis iihendavad vastavad punktid keskpunktiga, nimetatakse sarmasuse
kiirteks.

Mérkused. I. Ilmne on, et kui podrata poordhomoteetilise joonise

‘keskpunkti S iimber 180° vorra, siis saab homoteetiline otsene joonis.

II. Keskpunktiline (tsentraalne) siimmeetria on poérdhomoteetia eri-
juhus, kusjuures homoteetia suhe
on 1.

228. Lause. Kaks homo-
teetilist hulknurka on sarnased
(215. joon.).

S4 _§B _SC Lo 216. joon.

AT Y I e gl

Vi: 1. XA=2XA,2XB=2(B;2XC=2XC; ...

AB BO: D

L T8 FO© 0D
Toestamine. 1. Et tingimuse jirele

S4 8B
847 BB’
A‘B’ loikavad nurga ASB.kiilgedel vordelised 16igud, siis on (nr. 187)
AB || A’B. Samuti voib toestada, et BC || B‘C*; CD || C‘D’ jne.; jérjelikult
on’ nurgad: x4, 2B, =0, ... nukadega: J 4%, X B, X0

vastavalt vordsed kui récbikute kiilgedega nurgad, mis oligi tarvis toestada
10%*

, S.0.sirged AB ja
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2. Et- toestuse jdrele AB| A‘B’, siis on A\ ASB~ A A‘SB‘;
jarjelikult
AB  SB1
A8~ SB ) (1);
Idikude BC ja B‘C’ roopsuse tagajar]el on A BSCo~ A B‘SC*; jarjelikult
BC ;
B T SB‘ @);
et vorrete (1) ja (2) paremad osad on vordsed, siis

AB BC
4B~ BC
Samuti voib toestada iilejddnud kiilgede vordelisust.
229. Poordlause. Kaks roobikute killgedega sarnast hulknurka
on homoteetilised (sarnaselt ]ar)estatud)
Olgu sarnaste hulknurkade ABC..
ja A‘BC'... (217. joon.) Kkiiljed roobm
Toestame, gt sirged A4’, BB, CC’ jne.
" I6ikuvad ithes punktis S. Témbame sirged
AA’ ning BB’ ja iihendame nende 16ike-
punkti § punktiga C. Olgu punkt L sir-
D gete SC ja B'C' 1dikepunkt. Siis on

——, mis oligi tarvis tdestada.

[ £ASB NASB firelikut 2D B, -0
217. joon. SB
BSC B‘SL; jirjelikul §
A o A jarjelikult BL B’
et nende vorrete parempoolsed suhted on vordsed, siis
B S Be
o Rogry LB
A'Be R
hulknurkade sarnasusest aga jirgneb :
' ABi: -RE @);
AR B 4 :
vorrete (1) ja (2) pahempoolsed suhted on vordsed ; jérjelikult
B2 RE
¥ o0 A o millest jirgneb, et
B =B,

s. o. punkt Z iihtib punktiga C ja sirge SC kulgeb punkti C’. - Samuti

#) Siit on niha, et sarnasuse suhe ;‘14_1'; vordub homoteetia suhtega
SB
SB’
suhteks.

=k seepdrast nimetataksegi suurust % sarnasuse ehk homoteetia
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voib toestada, et sirge SD kulgeb punkti D’, sirge SE kulgeb punkti £
’ jne. Nonda siis sirged, mis ilhendavad kahe rodbikute Kkiilgedega sar-
,’ ~nase hulknurga vastavad tipud, I6ikuvad ithes punktis S, mis ongi sar-
‘ nasuse keskpunkt, sest et

‘ 8408 oo o8E

84" SB° STt
230. Markus. Kui hulknurkade ABCDE ja A‘B'C'D‘E’ (215. joon.)
sarnasuse ehk homoteetia suhe vordub suurusega %, s. o. kui

| hl L
' LB I AT
|

siis oeldakse, et hulknurk ABCDE vordub hulknurgaga 4‘B‘C‘D'E’, mis
on korrutatud suurusuga k sarnasuse keskpunkti suhtes.

‘AB B = e e e
| Et A‘B7—F@_"'_L kust. 4B = k. A'B"; BC =k B0 ine;
siis korrutada hulknurk arvuga % tdhendab, hoides hulknurga Kkiiljed
roobiti nende endise asendiga, igaiiks neist Kkiilgedest korrutada suu-
rusega k.

" Kerge on toestada, et korrutades hulknurka suurusega k, koik selle
hulknurga lineaar-osad korrutuvad sama suurusega Z.

231. Ulesanne. Korrutada
nelinurk A BCD (218. joon.) suu-
rusega % sarnasuse keskpunkti
S suhtes.

Olgu k = % Jagame sir- R Oneg ¥
gedk” BA BB B0 5 widies Sttt L R N =
osaks ja mirgime punktid A4’
B‘..., ndonda et

Nelinurk A‘B‘C‘D’ on otsitav, sest et ta kiiljed on antud nelinurga
4 .
ABCD kiilgedega roobiti (nr. 187) ja igaiiks neist, niit. A°B’= g AB,see-
AP o BA
pirast et B T St ¥
Kui suurus k& = n’ kus m ja n on kaks antud 16iku, siis tarvis sirgel

Al
54 leida punkt A° nonda, et 4 = s. 0. leida 1otk SA4‘ kui Ioikude

SA, m ja n neljas vordeline (nr. 190).



232. Lause. Iga kaht ringjoont voib vaadelda kui homoteetilisi

ja podrdhomoteetilisi jooniseid teineteise suhtes (219. joon.).
Ringides O ja O’ tombame paariti
B 4 roobikud raadiused 04 ja 0‘’A’, OB ja
T , O’B‘, mis iihele poole on sihitud, Koh-
0 | S™\Q S tagu AA‘' sirget 00 /punktis S. Siis

s A AOB oo )\ A'0'B' (3 AOB =

K et s e OB
219. joonis. o bt e e 0—‘1}7)- Et nende
> sarnaste kolmnurkade kiiljed on r66bikud,
siis on nad homoteetilised (nr. 229) S suhtes, jirjelikult kulgeb ka sirge
BB’ punkti S. Samuti voib toestada, et iga sirge CC’, mis iihendab kahe
iihele poole sihitud r66biku raadiuse otsapunkte, kulgeb punkti S. Et
iihine puutuja KK’ samuti iihendab r66bikute raadiuste OK ja O‘K‘ otsa-

punkte, siis kulgeb ka tema punkti S. Nonda siis

SR 8B NE O 0 A"
BAS B 80 50

Sellest on niha, et ringjooned O ja O’ on homoteetilised sarnasuse
keskpunkti S suhtes.

Tombame niiiid vastassihilised raadiused, n#it. 04 ja 0°A“; iihen-
dame nende otsapunktid, saame punkti S Kerge on tdestada, et iga teine
sirge, mis iihendab kahe vastassihilise réobiku raadiuse otsapunkte, kulgeb
ka punkti §/; jirjelikult on ringjooned O ja O’ pooérdhomoteetilised kesk-
punkti S’ suhtes.

Oeldust jirgneb, et ringjoontel O ja O‘ on kaks sarnasuse (ehk ho-
moteetia) keskpunkti: S ja §“; seejuures ei ole sarnasuse keskpunkt miski
muu, kui kahe mistahes roobiku raadiuse otsapunkte iihendava sirge ja kesk-
sirge 16ikepunkt.

Mirkides ringjoonte O ja O’ raadiused vastavalt R ja r abil, saame :

B O r B0 Oy v WY SO

SO 04~ R 80 TP 8080
s. 0. punktid 8 ja § jagavad keskpunktide kauguse 00’ sisemiselt ja vili-
miselt iihes ja samas suhtes (%), jirjelikult on nad kaasharmoonilised punktid.

233. Mérkus. Kui ringjoontes O ja 0 (219. joon.)
RO A oy
80 04 R
siis oeldakse, et ringjoon O’ vordub ringjoonega O, kui teda korrutada
suurusega % sarnasuse keskpunkti S suhtes. Ka ringjoone O raadius

korrutub sel juhusel suurusega %, sest et vordusest 1%: k jargneb: r =L.R;
sama v0ib tdestada ringjoone O teiste lineaarelementide suhtes.

sl R s
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234. Ulesanne. Korrutada ringjoon O arvuga ls sarnasuse kesk-
punkti S suhtes.

Juhuslisel loikajal A4S (220. joon.) A A
midrame punkti A‘ nonda, et R 23 ’:’-‘—”’5’
S_‘fz_l_, 2 "——T-—
SA 3

Punktist A4‘ tombame A‘O‘| AO.
Siis on O’ otsitava ringjoone keskpunkt,
aga A‘O’ sama ringjoone raadius. 220. joonis.

Sarnasuse metood.

235. Konstruktsiooni-iilesannete lahendamisel sagedasti tarvitatav sar-
nasuse metood seisab selles, et, kasutades iilesande monesuguseid andmeid,
konstrueeritakse esialgu joonis, mis on sarnane otsitava joonisega, kuna
pérast seda asutakse otsitava joonise konstrueerimisele.

236. Ulesanne. Konstrueerida kolmnurk B
aluse kahest lihisnurgast: 2L m ja 2L # ja
korgusest 7% (221. joon). :

Konstrueerime A MLN, mis oleks sarnane
otsitava kolmnurgaga, s. o. kolmnurga, mille kaks
nurka vorduksid antud nurkadega: =¥ m ja 2L n.

Pikendame korgust DL ja asetame temale BD=h; S

punktist B tombame BA | LM ja BC|LN; A ABC M D N €
on otsitav, sest et BD =h, =X 4 = 2L m ja 221. joonis.
X0=2n

237. Ulesanne. Antud on = ABC ja tema sees punkt M. Leida
kiiljel BC punkt X, mis asetseks ithekaugusel killjest AB ja punktist 27
(222. joon.). - ;

Analiliis. Olgu punkt X leitud, nonda et ristjoon XY = XM. Ules-
ande lahendamine piirdub kolmnurga XYM Kkonstrueerimisega. Vottes
sirgel AB juhuslise punkti L ja
tommates KL || XY, LN| YM,
ja KN || XM, saame A KLN ~
~ A XYM. Punkt B on nende
sarnasuse keskpunkt, sest et ta
asetseb kolmnurkade LKN ja
XYM vastavaid tippe iihenda-
vate sirgete AB ja CB loike-
punktis; seepidrast asetsevad
punktid M, N ja B iihel sirgel;
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peale selle: KL | AB, sestet KL || XY, ja KL = KN, sest et kolmnurkade
g 3 I XF r
KLN ja XYM sarnasusest jirgneb : N = X0— 1, kust KL = KN. [
Konstruktsioon. Uhendame punktid B ja M. Kilje AB juhuslikust
punktist L tombame temale ristjoone LK. Punktist K joonestame raadiusega
KN = KL kaare, mis 1oikab BM punktis N; punktist M tombame
MX || NK; punkt X on otsitav.
Siintees. Tombame leitud punktist X AB-le ristjoone XY; siis
XY || LK, sest et nad on risti ithe ja sama sirgega. Selle tagajirjel:
A BXY o A\ BKL; seepirast

XY BX i |
ELTaE 2 |
Kolmnuirkade BXM ja BKN sarnasusest teame : .l
XM _ BX |
EN=BE &
Vorreldes vordeid (1) ja (2), saame:
Xy _XM
KL KN

Et konstruktsiooni jirele KL = KN, siis XY = X/, mis oligi tarvis
toestada.
Harutus. Ulesanne on alati voimalik ja tal on kaks lahendust X ja
X, sest et punktist K raadiusega KL joonestatud kaar ldikab sirget BM
; kahes punktis NV ja N

Aré' Pt . 233. Ulesanne.' Antud kolmnurka
/ g2y : ABC joonestada ruut (223. joon.):
/_,/‘ 9 i : : Analiliis. Olgu kolmnurka ABC
P et : joonestatud ruut MNP@. Nagu niha,
4 T s A i B 6.9 2

piirdub iilesande lahendus punkti P otsi-
223. joonis. misega.  Konstrueerime joonise, mis
oleks otsitava joonisega sarmane.

Seks otstarbeks tombame sirge AB juhuslikust punktist E sirge
EF || ACja ED || PQ; sirgele EF asetame EF = ED; punktist F' tombame
FK | DE. Saadud joonis DEFK on ruut. Et samaste jooniste MNPQ ja
DEFK kiiljed on roobiti, siis on need joonised homoteetilised (nr. 229) ja
nende sarnasuse keskpunkt asetseb punktis 4 ; jarjelikult asetsevad punktid
A, P ja F iihel sirgjoonel.

Konstruktsioon. Konstrueerides juhusliku ruudu DEFK ja iihen-
dades tema tipu F tipuga 4, saame otsitava ruudu tipu P. Punktist P
tombame PN || AC, kuni see 15ikub kiiljega AB; punktidest N ja P tom-
bame AC-le ristjooned.



Siintees. Joonised ANP@ ja AEFK on sarnased, sest et nad on
moodustatud sarnastest kolmnurkadest (nr. 208); seepirast on nende kiiljed
vordelised : s

NP CEF
PQFET D
jarjelikult NP = P@; tihendab, joonis MNP on ruut, mis oligi tarvis
{oestada. :
Harutus. Ulesanne on alati voimalik ja tal on iiks lahendus.

239. Ulesanne. Konstrueerida kolmnurk, kui on teada kaks aluse
ldhisnurka: =y ja =x» ja aluse ning korguse summa: 6474 =s
(224. .joon.). ;

Esimene lahendusviis. Olgu NBP otsitav kolmnurk, milles 4BNP=
=2(m 2 BPN == 2nja NP+ BL =s. Konstrueerime kolmnurga
ABC, mis on sarnane otsitava kolmnurgaga
NBP, nonda et ta kdrgus BD =s. Tomma-
tes NM| BD ja PQ| BD, saame joonise
MNPQ, mis on ruut. Ja toesti,

NP+ BL =, N\ L [(n\P
LD+ BL = BD = s; kust
NP+ BL = LD -+ BIL, millest
NP.= LD = PQ.

47 L

Tdhendab, joonis MNP on kolmnurga - < M oD )
ABC sisse joonestatud ruut. Nonda on tarvis 7
iilesande lahendamiseks konstrueerida / ABC -
kahest nurgast: 2m ja Z{_n ja korgusest s é_ '2
(nr. 236) ja pirast seda konstrueerida temasse
ruut (nr. 238) MNPQ; kolmnurk NPB on 224. joonis.

S

~otsitav.

_ Teine lahendusviis. Konstrueerime mingi A ABC (225. joon.), mille
kaks nurka vorduksid vastavalt antud nurkadega : 2Cm ja > wm; siis on
saadud kolmnurk sarnane otsitavaga. Moddame tema aluse AC ja korguse
BD summa; vordugu see summa loiguga s'. Et kolmnurgast 4 BC saada

otsitava kolmnurga, seks on tarvis ta korrutada (nr. 230) suhtega 8. siis
3

korrutub alus AC suhtega i, kdrgus BD korrutub sama suhtega i{ jarjeli-
s B

kult ka summa AC+4 BD =s" korrutub sama suurusega ja vordub
S -

8 ;: S.
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Et seda korrutamist teostada, seks moddame AF =3s"ja AL=s5,
ithendame B ja F, tombame LM || ¥ B
ja MN||BC; A AMN on otsitav. Ja
toesti, aluse 14hisnurgad vorduvad antud
nurkadega; peale selle teame. ¢ sxrgete
MN ja BC, ML ja BF r6opsuse taga- |

g iarjel:
o g ISR B LR
RO AN B
AN ACE >
S’ 8’
g o0 s :
225. joonis. s. 0. AC korrutus _-ga, tahendab, terve

,, sest et tema kiiljed jidid roéobikuks ;

@ | w

e ABC korrutus sama suurusega

| =

jarjelikult ka korgus MK = BD . —; seepirast voib kirjutada:

w

AN+ MK = AC. +BD —=(AC+BD) ——s
mis oligi tarvis toestada.

vy

Poordmetood.
Poordmetood seisab selles, et iilesanne nii-iitelda poordakse iimber,
s. 0. andmed voetakse otsitavatena, aga otsitavad — andmetena.

: 241. Ulesanne. Antud kolmnurga 4BC sisse joonestada teine
kolmnurk nonda, et tema kiiljed oleksid roshiti antud kolmnurga MNP
kiilgedega (226. joon.).

Selle asemel, et kolmnurga
ABC sisse konstrueerida otsitav
kolmnurk, kKonstrueerime 4 MNP
iimber kolmnurga, mille Kkiiljed
oleksid réobiti 4 A BC kiilgedega.
Seks maksab ainult 14bi tippude
M, N ja P tommata A‘B‘'| AB,
BC‘|| BC ja A‘'C‘|| AB. Niiiid
jagame 4 ABC mingi kiilje, ndit.
AC, kahte ossa vordeliselt tema

226. joonis. vastava kiilje A‘C’ ldikudega,
s. 0. vordeliselt m:n. Lébi saa-

dud punkti P’ tombame P‘N’|| PN ja P‘M’| PM. Uhendades punktid M

ja N’, saame otsitava kolmnurga M‘N‘P’. Ja toesti:
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BN PO
4 P'N‘C ~ 4 PNC; ]arJellkult Pyv=pc O
MP AP

A AM'P! o A4 A*MP; jérjelikult
kuid konstruktsiooni jirele :
AP 4P AP PC
PC=PC YO 4= PC;
et vorretes (1) ja (2) on parempoolsed osad vordsed, ‘siis:
PNt ML
PN =M P>
kolmnurgad M‘N‘P ja MNP on sarnased, sest neil kummalgi on vordeliste

kiilgede vahel vordne nurk ; edasi on juba kerge tdestada (vastuoletusliselt),
et M'N’|| MN.

up = 4P W

Harjutused.

Toestada laused.

116. Sirge, mis kulgeb trapetsi aluste keskpunkte, kulgeb mitte-
roobikute kiilgede ldikepunkti ja nurkjoonte I6ikepunkti.

117. Kolmnurga aluse poolitaja on alusega rocbikute 16ikude geo-
meetriline koht. y

118. Lause kolmnurga kiiljepoolitajaist (r1r 108) toestada kolmnurkade
sarnasuse abil.

119. Kolmnurga korgused hy, h,, hs on vastuvordelised vastavate
el 1 h1h2
Ry h2 TS hg

120. Kaks roopkiilikut on sarnased, kui neil on vordeliste kiilgede
vahel vordne nurk.

121. Kaks piistkiilikut, millede kiiljed on vordelised, on sarnased.

122. Kaks kaldruutu. on sarnased, kui neil on vordne nurk.

kiilgedega ay, @y, a3, S. 0. @;:ay: A3 =

Konstruktsiooni-iilesanded.

123 Jagada 16ik AB osadeks vordeliselt 1oikudega n, m, p ja q.

124. Leida niisuguste punktide geomeetriline koht, millede kaugused
antud nurga kiilgedest suhtuksid nonda kui »:m?).

125. Leida kolmnurgas niisugune punkt, et temast kiilgedele tom-
matud ristjooned suhtuksid nonda kui m :n:p.

126. Libi nurgas ABC antud punkti O tommata sirge nonda, et
punkt O jagaks ta vordeliselt m : n.

1) Siin tuleb m ja » all modista mitte arvusid, vaid l6ikusid.
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127. Konstrueerida 4, kui on teada tipunurk 4, korgus . ja korval-
kiilgede suhe m :n.

128. Konstrueerida 4, kui on teada tipunurk A, alus a« ja kahe
teise kiilje suhe m : n. :

129. Konstrueerida 4, kui on teada nurk A4, selle nurga ldhiskiil-
gede suhe m:m ja sissejoonestatud ringi raadius 7.

130. Konstrueerida 4 tipunurgast A4 ja selle nurga poolitajast s,
kui on teada, et korgus jagab aluse vordeliselt m : n.

131. Konstrueerida 44 BC sisse roopkiilik, mille iiks nurk on 2L m,

132. Kolmnurga ABC sisse konstrueerida piistkiilik, mille kiiljed on
vordelised m : n. ‘

133. Antud segmendi sisse konstrueerida ruut. ‘

134. Antud sektori sisse konstrueerida ruut (2 juhust).

135. Joonestada ringjoon, mis puutuks kaht ldikuvat sirget AB ja |
CD ja kulgeks antud punkti M. |

136. Joonestada ringjoon, mis puutuks 2L 4 B@ kiilgi ja kulgeks
selle nurga poolitajal asetsevat punkti M.

137. Joonestada ringjoon, mis puutuks 2% 4 BC kiilgi ja seda ring-
joont O, mis ise ka puutub sama nurga kiilgi.

138. Konstrueerida 4, kui ‘on teada kaks nurka: 2 m ja =% n ja
korguse ning aluse korrutis, mis vordub antud sirge & ruuduga (korrutamisviis).

139. Konstrueerida 4, kui on teada kaks nurka m ja m ja aluse ja
korguse ruutude vahe, mis vordub antud sirge & ruuduga.

140. Konstrueerida 4 kolmest korgusest hy, hy, hy. (Juhatus: esmalt
konstrueerida 4, mis oleks sarnane otsitava kolmnurgaga, kiilgedest hy, A,

]llﬁlﬁ, v. iilesanne nr. 119).

141. Leida niisuguste punktide geomeetriline koht, milledest tomma-
tud kahe antud ringjoone puutujad on vordsed. (Seda geomeetrilist kohta,
mis moodustab enesest keskjoonele tommatud ristjoone, nimetatakse ringide
radikaalteljeks.) -

142. Antud 4 ABC sisse joonestada kolmnurk, mis vordub antud
kolmnurgaga MNP (po6rdmetood).

143. Ruudu sisse, mille kiilg on a, joonestada ruut, mille kiilg on b
(poérdmetood).

144. Antud sektori sisse joonestada antud kolmnurgaga vordne kolm-
nurk (poérdmetood).

145. Antud 4 ABC sisse joonestada antud kolmnurgaga MNP sar-
nane kolmnurk ndnda, et iiks tema tippudest asetseks alusel antud punktis
{poordmetood).
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146. Konstrueerida 4, mis oleks sarnane antud kolmnurgaga MNP,
nonda, et ta kaks tippu asetseksid kahel antud iihiskeskesel ringjoonel
(poordmetood).

147. Konstrueerida 4, mis oleks sarnane antud kolmnurgaga MNP,
nonda, et ta tipud asetseksid kolmel antud iihiskeskesel ringjoonel (p66rd-
metood). ;

148. Antud poolringi sisse joonestada nelinurk, mis oleks sarnane
antud nelinurgaga, ndonda, et ta kaks tippu asetseksid 1dbimoddul (poord-
metood).

Arvutus-iilesanded.

149. Niisuguse teravnurkse kolmnurga sisse, mille alus on « ja kdrgus
h, joonestada ruut, mille iiks kiilg asetseb kolmnurga alusel. Leida ruudu kiilg.

150. Kolmnurga kiiljed on a, b ja ¢. Antud kolmnurgaga sarnase
kolmnurga {imbermdot on 2 p. Leida viimase kiiljed.

151. Leida niisuguse tdisnurkse kolmnurga kaatet, mille hiipotenuus ja
teine kaatet on vastavalt 21 sm ja 20 sm.

152. Vordhaarse kolmnurga korvalkiilg on a, korgus aga h. Leida
alus.

153. Leida tdisnurkse kolmnurga tdisnurga tipust hiipotenuusiie
lastud ristjoone pikkus, kui selle tdisnurkse kolmnurga kiiljed on 3 m, 4 m
ja 5 m.

154. Tiisnurga tipust hiipotenuusile lastud ristjoon on p, aga iiks
hiipotenuusi 16ik on m. Leida hiipotenuus.

155. Vordhaarse kolmnurga iimbermddt on 2 p, kdorgus aga h. Leida
kiiljed.

156. Kool asetseb raadiusega r joonestatud ringi keskpunktist kau-
gusel m. Leida selle kodlu pikkus.

157. Tidisnurkse kolmuurga kaatet on a ja ta moodustab hiipo-
tenuusiga 60°-lise nurga. Leida hiipotenuus.

158. Kolmnurga kaks kiilge on vastavalt @ ja b; nende vahelnurk
on 60° Leida kolmas kiilg. o

159. Kolmnurga kiilg vordub ¢-ga ja ta moodustab alusega 30°-lise
nurga. Leida kolmnurga korgus. '

160. Kolmnurga aluse suurem léhisnurk on 45° Korgus jagab aluse

- osadeks, mis on 5 sm ja 6 sm. Leida suurem korvalkiilg.

161. Leida kaldruudu kiilg, kui selle kaldruudu nurkjooned on vasta-
valt 2m ja 2n.

162. Roopkiiliku nurkjooned suhtuvad ndonda kui 3:4. Kiiljed vor-
duvad- vastavalt 10m ja 1lm. Leida nurkjooned.

163. Punkt asub raadiusega r joonestatud ringjoone keskpunktist
kaugusel a. Leida sellest punktist ringjoonele tommatud puutuja pikkus.
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164. Viljaspool ringi asetsevast punktist on ldbi ringi keskpunkti
tommatud 16ikaja, mille vilisldik vordub m, ja puutuja, mis vordub =.
Leida ringi raadius.

165. Leida taisnurkse kolmnurga iimberjoonestatud ringi raadius, kui
‘kolmnurga kaatetid on 16 sm ja 30 sm.

166. Leida vordhaarse kolmnurga iimberjoonestatud ringi raadius,
kui vordhaarse kolmnurga kiiljed on vastavalt b, a ja a.

167. Leida kahe vilimiselt puutuva ringi iihise vélimise puutuja
-pikkus, kui nende ringide raadiused on R ja r.

XV peatiikk.

Korrapirased hulknurgad.

242. Definitsioonid. Hulknurka!), mille koik Kkiiljed ja [
koik nurgad on vordsed, nimetatakse korrapdraseks hulknur-
.gaks; seesugused on niit. ruut, vordkiilgne kolmnurk jne. 1

Samuti, kumerat murdjoont, mille kdik Kiiljed ja koik [
nurgad on vordsed, nimetatakse korrapiraseks. ‘

Et hulknurga sisenurkade summa on 2d(n—2), siis vor- |
«dub korrapirase hulknurga iga nurk avaldusega ﬂ%—_?)_ f

243. Lause. Kui ringjoon jagada punktides A4, B, Cjne.
juhuslikuks arvuks vordseiks osadeks, siis 1

1. jérgseid jagamispunkte ithendavad koolud moodusta- E
vad korrapirase sissejoonestatud hulknurga; i

2. ldbi jagamispunktide tommatud puutujad moodusta-
vad korrapdrase iimberjoonestatud hulknurga (227. joon.). ;

1. Sissejoonestatud hulknurga kiilied 4B, BC jne. on
vordsed kui vordseid kaari siduvad koolud.

2(4, 2B, 2 C jne. on vordsed kui vordsetele kaar-
tele toetuvad piirdenurgad; jarjelikult on hulknurk ABCD...
korrapdrane, mis oligi tarvis tdestada.

1) Kumerat.
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2. Kolmnurkades 4GB, BHC jne.:

AB = BC = 6D = .. toestamise -jdrele; i 4 P’

o ke 2 um 2 B = U Ame i kit M- I
gad, mis mootuvad voOrdsete kaarte:

— AB, — BC jne. pooltega, jarjelikult c
on vordhaarsed kolmnurgad AGB, BHC

jne. iihtivad, sest et neil on vordsed K
iihed kiiljed ja nende kiilgede lahisnur- D
gad. Sellest jargneb, et : ; 227. joonis.

G =2 = A K=000
AG=GB= BH —HG=10K ;. ;-jarjelikult
GH = HK =... kui vordsete 16ikude summad.

Nonda on hulknurk AGHKD..., mille kiiljed ja nurgad
on vordsed, korrapdrane, mis oligi tarvis tdestada.

Markus. Eeltoodust on nidha, et korrapdraste hulknur-
kade joonestamine ringi sisse ja ringi iimber piirdub ring-
joone jagamisega teatavaks arvuks vordseteks osadeks.

244. Poordlause. Korrapdrase hulknurga iimber ja korra-
parase hulknurga sisse vdib alati joonestada ringjoone ja
ainult iihe.

1. (Siimmeetria viis.) Olgu ABCDEF (228. joon.) korra-
parane hulknurk. Labi; ta kolme tipu 4, B, C joonestame
ringjoone!) O ja toestame, et see ringjoon kulgeb ka jargmist
tippu D. Uhendame keskpunkti O punktidega 4 ning D ja tom-
bame koolule BCristjoone OH; siis BH= HC (nr. 127). Pérast
seda poorame nelinurga OHCD iimber OH nodnda, et ta lan-
geks nelinurga OHBA peale. Siis

HC laheb moéoda HB, sest et nurgad OHC ja OHB on
vordsed kui tdisnurgad;

punkt C iihtib punktiga B, sest et HC = HB;

1) Nagu teada, on seks tarvis (nr. 112) tommata kiilgede 4B ja BC
keskristjooned; nende ristjoonte 16ikepunkt ongi otsitava ringjoone keskpunkt.
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killg CD liaheb moédda B4, sest et 2 HCD = 2 HBA
(hulknurk on korrapidrane);

kiilgede CD ja BA vordsuse tagajirjel
(hulknurk on korrapérane) iihtib punkt D punk-
tiga 4, OD vordub OA-ga ja jarjelikult punk-
tist O raadiusega OA joonestatud ringjoon

228. joonis.

ringjoon, mis kulgeb tippe B, Cja D, kulgeb ka tippu E jne.

Et iimberjoonestatud ringjoone leitud keskpunkt on iihe-
kaugusel "hulknurga koigist tippudest, siis asetseb ta kolm-
nurga koigi kiilgede keskristjoontel (nr. 67). Sellest jargneb,
et korraparase hulknurga kiilgede kesk-ristjooned Idikuvad
iihes punktis, mis ongi iimberjoonestatud ringjoone ainus
‘keskpunkt.

2. Ulemalpool-oeldust jargneb, et korrapdrase hulknurga

kulgeb punkti D. Samuti voib toestada, et |

killgi AB, BC, CD, ... (228. joon.) voib alati vaadelda kui |

mingi ringjoone vordseid kodle; et vordsed kddlud asetsevad
keskpunktist iihekaugusel (nr. 124), siis on keskpunktist hulk-
nurga kiilgedele lastud ristjooned OG, OH, .. . isekeskis
vordsed; seepdrast, kui joonestada punktist O raadiusega OG
ringjoon, siis kulgeb see ringjoon kdiki punkte &, H jne.;
seejuures puutub (nr. 115) see ringjoon hulknurga koiki kiilgi;
jarjelikult on ta selle hulknurga suhtes sissejoonestatud ringjoon.

Et sissejoonestatud ringjoone keskpunkt on ithekaugusel
hulknurga iga nurga kiilgedest, siis asetseb ta iga nurga

poolitajal; jarjelikult sirge, mis ihendab keskpunkti korra-

parase hulknurga mingi nurga tipuga, on selle nurga poolitaja.
Sellest jargneb, et korrapdrase hulknurga nurkade poolitajad
loikuvad iihes punktis O, mis ongi sissejoonestatud ringjoone
ainus keskpunkt.

245. Definitsioonid. Korrapdrase hulknurga sisse- ja
iimberjoonestatud ringjoone iihist keskpunkti nimetatakse
hulknurga keskpunktiks; nagu naha, ei ole see keskpunkt
miski muu kui hulknurga kiilgede kesk-ristjoonte 1dikepunkt
voi hulknurga nurgapoolitajate 10ikepunkt.
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Hulknurga sissejoonestatud ringi raadiust OH (228. joon.)
nimetatakse hulknurga apoteemiks. -

Nurka AOB, mille moodustavad kaks mingi kiilje otsa-
punktidesse témmatud raadiust, nimetatakse kesknurgaks.
Hulknurgas on nii mitu kesknurka kui mitu kiilge. Et hulk-
nurga koigi kesknurkade summa on 4d, siis on iga kesknurk

4d
i

246. Mérkus. 1. Olgu ABCDE ... (229. joon.) korrapirane hulk-
nurk. Joonestame ta timber ringi. Siis on kaared: — AB, — BC, — CD
vordsed, sest et neid seovad vordsed kddlud. Poo-
rame joonise 14bimdoddu CF iimber. Et 14bimdot on B
ringjoone siimmeetriatelg, siis iihtivad poolringid
CDEF ja CBAF; — CD iihtib temaga vordse Al D
kaarega OB, jérjelikult iihtib ka kiilg CD kiiljega
CB; — DE iihtib temaga vordse kaarega BA, jirje-
likult iihtib ka kiilg J)E kiiljega BA jne. Nonda F 7 &
iihtivad hulknurga kaks osa, milledest iiks asetseb
iihel pool sirget CF, teine teisel pool sama sirget
CF'; jarjelikult

korrapédrase hulknurga tippu kulgev 14bimdot on hulknurga siim-
meetriatelg.

2. Poorame niiiid joonise mooda kiilje BC keskpunkti kulgeva
1dbim66du KL, mis, nagu teada, on BC-ga risti ja mis jagab — BC pooleks.
Siis iihtib — KC temaga vordse kaarega KB; punkt C langeb punkti B
ja MC iihtib MB-ga. Kaar CD iihtib kaarega BA jne. Sellest jdrgneb, et

korrapédrase hulknurga kiilje keskpunkti kulgev 1dbimdodt on ka

hulknurga simmeetriatelg. :
: Eelmised arutlused ei olene sellest, kas on Korrap#rasel hulknurgal
paaris- vOi paaritu-arv kiilgi. Kui kiilgi on paarisarv, siis on kerge otsusele
jouda, et 1dbimoot, mis kulgeb hulknurga iiht tippu, kulgeb ka selle tipu
vastastippu; on aga paaritu arv kiilgi, siis kulgeb tippu kulgev libimdot
selle tipu vastaskiilje keskpunkti ja on vastaskiiljega risti. Molemal korral
on témmatud ldabimoot hulknurga siimmeetriatelg. Kerge on toestada, et
igal hulknurgal on nii mitu siimmeetriatelge, kui mitu kiilge tal on.

3. Kui hulknurgal on paarisarv kiilgi, siis hulknurga keskpunkt on
hulknurga siimmeetria keskpunkt, sest et selle hulknurga iga kaks iihel
labimdodul asetsevat vastaspunkti on keskpunktist {ihekaugusel, s. o. nad
on siimmeetrilised punktid. (

11

K

229. joonis.
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247. Lause. Samanimelised!) korrapdarased hulknurgad
on sarnased. 3

Olgu ABCD... ja A'B'C'D'... samanimelised korrapira-
sed hulknurgad, mlllede kiilgede arv on =. Siis hulknurga
ABCD. <. iga . nurle s nllt  Spd— M

2d (n 2}

ja hulknurga

A'B'C'DY. . iga fiurk, ndit. 2p 4= ; jarjelikult 2fA=

=2 A'. Nénda on hulknurkadel ABCD... ja A BOD o
vordsed nurgad. Et need hulknurgad on korrapirased, siis ka

d =B ——t]) =

AP B‘O‘—C‘D'—..,, jarjelikult

A PG 2 OB

BT T
's. 0. hulknurkade kiiljed on vordelised. Hulknurgad 4 BCD...
ja A'B'C'D'... on sarnased, sest et nende nurgad on vordsed
ja kiiljed on vordelised, mis oligi tarvis toestada.

248. Lause. Korraparaste samanimeliste hulknurkade
timbermdddud suhtuvad ndonda kui sissejoonestatud ringide
raadiused (apoteemid) vdi iimberjoonestatud ringide raadiused
(230." joon.).

Olgu 4B ja A'B’ korrapdraste samanimeliste hulknurkade
kiiljed, O ja O’ on nende keskpunktid; O4 ja 0’4’ on iim-
berjoonestatud ringide raadiused; OF ja O'F’ on sissejoo-
nestatud ringide raadiused, s. o. apoteemid. Kolmnurgad
AOB ja A’O’B’ on sarnased, sest et 2 1= _2(3 kui vordsete
nurkade 2¢ 4 ja 2f A’ pooled; samuti 2 2= 2(4; jirjelikult

4B _ 40 _ OF
AB T 40T OF
Toestamise jarele on korra-
parased samanimelised hulknurgad
¢ sarnased, jarjelikult suhtuvad nende
timbermoddud P ja P’ ndonda kui

230. joon. kiiljed ; seepérast

1) Uhesuguse kiilgedearvuga.



 (nr. 243; 2) korrapdrase iimberjoonestatud
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B AB S 407 OF
B AR T gy :
mirkides OA ja 0’4’ tihtedega R ja R’ ja apoteemid OF ja
O'F’ tihtedega a ja o, saame:
| ABLLE o
P ZERl e
mis oligi tarvis tdestada.

249. Jdreldus. Kahe niisuguse korrapirase samanime-
lise hulknurga iimbermdddud, milledest itks on ringi iimber-
joonestatud hulknurk, teine aga ringi sissejoonestatud hulk-
nurk, suhtuvad nonda kui raadius apoteemisse, s. o.

P_ER
y4 a

250. Ulesanne. Ringi sissejoonestatud korrapirase hulk-
nurga Kiilje jdrele leida korrapdrase samanimelise iimber-
joonestatud hulknurga Kkiilg (231. joon.).

Ulesandel on kaks osa: iimberjoonestatud hulknurga
konstrueerimine ja tema kiilje arvutamine.

1. Olgu ABCD ... korrapirane sissejoonestatud hulk-
nurk, millel on » kiillge. Lastes kesk-
punktist kiilgedele ristjooned ja pikenda-
des neid, kuni nad ldikuvad ringjoonega,
saame punktid M, N, P, ..., mis jagavad
ringjoone » vordseks osaks. Tommates
labi nende punktide puutujad, saame

231. joonis.

n-nurga.

Umberjoonestatud hulknurga kiiljed on sissejoonestatud
. bulknurga kiilgedega roobiti; nait. A‘B‘ || AB kui iihele ja
! samale sirgele OM tommatud ristjooned.

. Taisnurksete kolmnurkade BOE ja BOL vordsusest
 (OB=O0B; OE=O0L) jirgneb, et BO on nurga EOL
poolitaja; ‘

I taisnurksete kolmnurkade B‘OM ja B'ON vordsusest
(0B'= 0B’; OM = ON) jargneb, et hulknurkade vasta-
5 : 1%
|
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g
vad tipud B’ ja B, ning keskpunkt O asetsevad f
iihel sirgel. - |

2. Kolmnurkade A‘OB‘ ja AOB sarnasuse tagajérjel,'

A'B° _ OM
B ook
voi markides A‘B’ b,-ga, AB a,-ga ja OM R-ga:
bn B a, R

| 2= 0B V¥ =0
tdisnurksest kolmnurgast AOE aga leiame:
RS % ;TB?, X azn >
0E=VA0"——AE2=VR“— 3 :V_R-__T’
jarjelikult

a, R
b, = ——.

Sl W

R2——7

sw©

251. Ulesanne. Kahendada korrapdrase sissejoonestatud
hulknurga kiilgede arv (232. joon.). i
Ulesandel on kaks osa: kahendatud kiilgedearvuga hulk-
nurga konstrueerimine ja tema Kkiilje arvutamine.
1. Olgu AB korrapirase sissejoonesta-
tud n-nurga kiilg ja punkt O iimberjoonestatud
ringi keskpunkt. Tombame OC | AB. Kaar -
AB jagub punktis C pooleks; jarjelikult
(nr. 243; 1) on kool AC korrapdrase sisse-
joonestatud 2n-nurga kiilg.
2.- Kolmnurgast 40C (nr. 217) teame:
A0 =40+ 0C*—20C. OFE, |
voi mérkides AC a,-ga, AB a -ga ja raadiuse E-ga, saame:
ay, = R+ R*—2R.0K;

taisnurksest kolmnurgast AOE jiargneb:

0E—VIio—dp=) R’ i Ve -

seepdrast

c

232. joonis.
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@ =2 R2— 2 RVRz_ 341

Eelmisest konstruktsioonist on niha, et korraparase sisse-

joonestatud hulknurga kiilgede arvu kahendamisega suureneb

hulknurga timbermoot, sest et sirgloikude asemele tulevad
sel juhusel murdjooned, niit. AB asemele tuleb ACD jne.

252. (Hesanne. Kahendada korrapirase iimberjoones-
tatud hulknurga kiilgede arv. :

Olgu ABCD... (233. joon.) korrapiarane iimberjoones-
tatud n-nurk. Jagades kaared F'N, NP jne. pooleks, jagame
ringjoone 2n vordseks osaks; jérje-
likult tommates 14bi jagamispunktide
puutujad, saame (nr. 243} 2) korra-
pdrase iimberjoonestatud hulknurga,
millel on kahekordne kiilgede arv.

Kerge on tahele panna, et kiilgede
arvu kahendamisel viheneb iimber-
joonestatud hulknurga {imbermaoot,
sest et moned hulknurkade elemendid, 233. joonis.
ndit.: be, de,... on iildised, moned
elemendid aga, nimelt murdjoonellsed elemendid vahetuvad
sirgloikudega, nagu murdjoon a 4 b vahetub 51rg101guga ab.

: 253. Ulesanne. Antud ringi sisse joonestada ruut ja
arvutada ta kiilg (234. joon.).

1. Tombame ringis kaks vastastikku rist-labimdstu AC
ja BD; siis jagub ringjoon 4 vordseks osaks; jérjelikult saame
(nr. 243; 1) labimootude otsapunkte ithendades- korraparase
nelinurga, s. o. ruudu ABCD.

2. Taisnurksest /\ AOB on teada: 4 4
AB—A0°+ 0B —2 A0?,

vOi oletades, et AB=a,, AO= R, saame: - ¢

ay =2 I?, kust 234. joonis.

=R)2
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254, Ulesanne. Joonestada ringi sisse Kkorrapirane
kuusnurk ja arvutada ta kilg (235. joon.).
Olgu ABCDEF korrapdrane sissejoonestatud hulknurk;
3600

siis 2L AOB= ~5 =60° ja jarjelikult

R
v 2L 0AB-+ 2 OBA=180°—60°=120°,
\ kuid A0 = OB, tihendab, et > OAB =
= 2f OBA; seepérast vordub iga nurk
\ / 60°%ga. Kolmnurk AOB on vordnurkne,

BN seega siis ka vordkiilgne. Jirjelikult:
235. joonis. kgrrap."iirase_ sissejoonestatud Kuusnurga
kiilg vordub raadiusega, s. o. :
a6=R.

Eel6eldust on ndha, et korrapérase sissejoonestatud kuus-
nurga konstrueerimiseks on kiillalt, kui konstrueerida kuus
jargset raadiusega vordset koolu.

255. Ulesanne. Joonestada ringi sisse korraparane kolm-
nurk ja arvutada ta Kkiilg.

Joonestades korrapidrase sissejoones-
tatud kuusnurga ABCDEF ja iihendades
tema tipud, iiht tippu vahele jittes, saame

Tombame ldbimoddu 4D ; siis on tdis-
nurksest /\ AED teada:

236. joonis. A—Eo o~ ﬂ)g __E—D2
voi oletades, et AE =a3, AD =2R, ED = ag= R, saame:
6l —*4R? — R?=—3R?, kust
as = R V?-

vordkiilgse, s. 0. korrapdrase kolmnurga ACE.

256. Ulesanne. Joonestada ringi sisse korraparane kilmme-

nurk ja arvutada ta kiilg (237. joon.).

Olgu 4B korrapidrase sissejoonestatud kiimmenurga kiilg.
Uhendame keskpunkti O punktidega A ning B ja tombame 2f 4
poolitaja AC. s '

X AOB=15-=36" A A4-2£ B=180°—36"= 144°;
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et XX 4=2(B, siis Xd=2xB— 279, jarielikult ' BAC—

._———360 2040 =36%

Silmas pidades, et kolmnurkadel ABC ja ACO on kaks
vordset nurka, saame:

AB = AC= 0C.

Et nurgapoolitaja jagab kolmnurga
vastaskiilje vordeliselt kahe teise kiiljega
(nr. 192), siis

005 i
CB 7~ AB?

pannes saadud vordesse AQ asemele OB
ja AB asemele OC, saame:

OC_ OB .. 0B i DOps
c8=0c % 56~ o5 (I

kerge on aru saada, et OC on #irmises ja keskmises suhtes
(kuldloikeliselt) jagatud raadiuse suurem?) osa; et aga 0C=AB,
siis tahendab, et:

korrapédrase sissejoonestatud kiimmenurga Kkiilg vdrdub
kuldldikeliselt jagatud raadiuse suurema.osaga.

Korrapdrase sissejoonestatud kiimmenurga konstrueeri-
miseks on siis tarvis raadius jagada kuldldikeliselt (nr. 226)
ja konstrueerida jargselt 10 vordset koolu, millest igaiiks
vordub raadiuse suurema loiguga.

2. Téhistades kiimmenurga kiilje a-ga ja ringi raadiuse
R-ga, leiame, et OC=A4B=a, OB=R, CB= 0B— 0C=
= R —a ja vorde (1) vdib iimber kirjutada jargmiselt:

M ;—__E’ kust
a

a*= R?— Ra voi a2+Ra——R-=o, millest
R 2 O e S L
SV i te——3+V =3+

1) Et kolmnurgas ACB =X ABC> << CAB, siis AC> CB; kuid
AC = 0C, jarjelikult OC > CB.

237. joonis.
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T5—1
Q10 = .R —2—.

257. Maéarkus. Joonlaua ja sirkli abil voib ringi sisse joonestada
igasuguse korrapérase hulknurga, mille kiilgede arv avaldub mingisuguses
jdrgmises valemis:

Ad DR AN Sl R

Peale selle toestas saksa matemaatik Karl Friedrich Gauss (suri
1855. a.), et joonlaua ja sirkli abil voib ringi sisse joonestada igasuguse
korrapirase hulknurga, mille kiilgede arv on 2" 4 1-kujuline algar v ; niit.
17-nurk (17 = 244 1), 257-nurk (257 = 254 1) jne.

; 258. Ulesanne. Joonestada ringi sisse korrapirane viisteistnurk
(238. joon.).
Et ringi sisse joonestada korrapdrane 15-nurk, seks on tarvis leida

11_5 osa ringjoonest; viimase leidmiseks tarvis,lahu-

tada ringjoone% osast temai% osa, mis selge on

B jargmisest vordusest:
3§t | 573 2 1

B 00 90 20,90 L 10 2

D Nonda siis, kui — AB on % ringjoorest,
238. joonis. 1 1
~ AC = __ sirgjoonest, siis on — CB __ ring-
: Tl ! TR,
joonest, kuna aga kool CB on korrapdrase sissejoonestatud hulknurga kiilg.
Kiilje OB arvutamisgks voib nelinurga ACBD suhtés tarvitada Ptole-
méose lauset, kusjuures teame, et AC=ayy; AD=2R; AB=a3=R,;

CD=V 4R’—a? ; BD=a; Nonda saame
a15=%1f[1/104-2'%—1/30/3—’1)]-

259. Ulesanne. Arvutada raadiusega R tommatud ringi iimber
joonestatud vordkiilgse kolmnurga Kiilg. 5

. Oletades, et nr. 250 valemis on a, =ay= RV 3; b, = by, saame:

b= V3 _RV3_2RV3_opy g e,
Ve Mg e
4 4

260. Ulesanne. Arvutada raadiusega R tommatud ringi sisse
joonestatud korrapdrase kaheksanurga kiilg.

Oletades, et nr. 251 valemis on a,, = ag; a, =a,= R} 2, saame:




a —21,-—211’]./1:2 =2R2— RV 2=RQ2—V 2);
a5 = ]1V2—V§.

261. Ulesanne. Arvutada raadiusega R tdommatud ringi sisse

joonestatud korrapdrase kaksteistnurga Kkiilg.
Et ay = R, siis oletades, et nr. 251 valemis on @, = a; = R, saame:

.2 e R2 9 9 2 Q
a’,=2R?— 2R VR2— e V3=R2—V3).

ap =RV 2—V3=0517638 R.

Harjutused.

Toestada laused.

168. Iga vordkiilgne sissejoonestatud hulknurk on Korrapirane.
169. Iga vordnurkne iimberjoonestatud hulknurk on kotrapirane.

Konstruktsiooni-iilesanded.

170. Antud kiiljele konstrueerida korraparane 8-nurk.

171. Antud kiiljele konstrueerida korrapdrane 10-nurk.

172. Antud ruudu sisse joonestada vordkiilgne kolmnurk nonda, et
tema iiks tipp asetseks kas ruudu tipus voi mingi kiilje keskpunktis.

Arvutusiilesanded.
173. Missuguses korrapidrases hulknurgas on iga sisenurk 135-line ?
174. Leida raadiusega R tommatud ringi sisse joonestatud korra-

pdrase hulknurga apoteem, kui hulknurga kiilg on a.

175. Arvutada raadiusega R tommatud ringi iimber joonestatud
korrapdrase 8-nurga ja 12-nurga kiiljed.

176. Leida korrapirase sissejoonestatud viisnurga kiilg.

177. Leida raadiusega R tommatud ringi sisse joonestatud korra-

pirase kiimmenurga apoteem.
178. Korrapirase kolmnurga kiilje @ abil midrata sisse- ja iimber-

joonestatud ringide raadiused.
179. Korrapirase kaksteistnurga kiilje a abil madrata sisse- ja iimber-

joonestatud ringide raadiused.
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Pindalade mdootmine. {

262. Tasapinna osa ehk pindala moiste oli tuttav enne!
kui geomeetria moiste, sest et just pindalade mootmiseks:
loodi geomeetria. Pindala moistet loeme algmoisteks?). l

Pindala mootma tidhendab leida selle pindala suhe teise}
pindalasse, mis voetakse mddtiiksuseks. ‘

Pindala mddduks voetakse niisuguse ruudu pindala, mille
kiily vordub mingi pikkuse-mddtiiksusega. f

Jooniseid, mis kiill ei iihti, milledel on aga vordsed
pindalad, nimetatakse vdrdseteks.

Piistkiiliku mingit {iht kiillge nimetatakse tema aluseks,
teist kiilge aga, mis on esimesega risti, sama piistkiiliku
korguseks. Piistkiiliku alust ja korgust nimetatakse tema moo-
deteks ehk dimensioonideks.

Roopkiiliku aluseks nimetatakse tema iiht kiilge, aga‘
korguseks — selle kiilje kaugust tema vastaskiiljest.

Trapetsi alusteks nimetatakse tema roobikuid kiilgi, aga
korguseks — aluste kaugust teineteisest.

263. Lause. Vordsete alustega piistkiilikute pindalad
suhtuvad ndnda kui nende korgused (239. joon.).

Olgu AC ja A’C’ kaks piistkiilikut.

|

z R ACpa.?) - 4B
. AD—.AD. TCpa. — 4B
1. Olgu korgused 4B ja A’B'tithismdotsed ja mah-
tugu nende iihine modt ¢ korgusesse AB 5 korda ja korgu-
sesse A’B* 3 korda, nonda et

1) Pindala moiste harutuse vdivad soovijad leida raamatust Legons
de Géométrie par Hadamard, I, note D.
2) ,pa.“ on lithendatud pindala.




A ==5g B
A'B' = 3¢. kust 5
AB otes @ -5 4 é- ; 3 :
Y gk Y 3 .
Kui 14bi jagamispunktide ! N g
: A D A; 4

tommata alusega roobikud sirged,
siis jaguvad pindalad AC ja A’‘C’
vordseteks osadeks, sest et vordsete alustega ja korgustega
piistkiilikud on {ihtivad !); piistkiiliku AN pindala @ on nende
ihine moot ja ta mahub pindalasse AC 5 korda ja pindalasse
A‘C’ 3 korda; jdrjelikult
A0 Y= 530 :
A'Clpa.=3 0, kust
_ACpa. _ 5Q 5
ACpr, = 30 =3"
ACpa. . AB

239. joonis.

Et suhted ACpa. 1@ zp ON vordsed iihe ja sama
arvuga ¥, siis on nad ka isekeskis vordsed; jarjelikult
ACpa.  AB

R TG mis oligi tarvis toestada.

2. Korgused on iihismoddutud (240. joon.). Leiame korguste ja
‘pindalade suhted tdpsalt naiteks %-ni. Seks jagame kdrguse A‘B‘ 3 vord-
seks osaks ja iihe osa asetame AB peale nii mitu korda kui vbib.

Mahtugu § A‘B’ korgusesse 4B rohkem kui 5 korda, kuid vihem kui

i AB
6 korda; ligikaudne suhe A'B

iy e “lo

tapsalt 4-ni (puudusega) on Sy
siis §. DT

" Kui ldbi jagamispunktide 31 ------------------
tommata alustega réobikud 2‘ """"""""""
sirged, siis jagub pindala 4‘C’ B b SR
3 vordseks osaks, kuna aga A!l——'D
pindalas AC saab niisuguseid
osasid rohkem Kkui 5, kuid -240. joonis.

1) Teineteise peale asetamisel iihtivad nad.
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5 : e £ ACpa. :
vdhem kui 6; jdrjelikult, ligikaudne suhe ACpa. tipsalt 4-ni (puudu-
sega) on 3.
K Abpa .o AR X S
Nonda on suhete TC’I“);. ja g vadrtused, mis on arvutatud tip-

salt Jg-ni, isekeskis vordsed ; samuti voib toestada, et nende suhete viirtu-
sed, mis on arvutatud tdpsalt l-ni, on isekeskis vOrdsed n igasuguse véir-
n

tuse puhul. Jérjelikult
Lpo. = _{15, mis oligi tarvis toestada.
A‘C pa. A'B’
264. Jdreldus. Et piistkiiliku aluseks voib votta iikskoik
missuguse tema kiilgedest, siis
vordsete korgustega piistkiilikute pindalad suhtuvad
nonda kui nende alused.
265. Lause. Kahe piistkiiliku pindalad suhtuvad ndonda

kui aluste ja korguste korrutised (241. joon.).
Olgu P ja @ kahe ’

piistkiiliku pindalad, l
A P : a ja ' — nende-alu-
o B K R sed, & ja h' — korgu-
séd. i .
% @ a P ah

241. joox;is. Ve -Q cir i3 a'h’’

Konstrueerime at;i-piistkﬁliku, mille pindala on R, alus +—
a, korgus ‘. Et piistkiilikutel P ja B on vordsed alused,
siis (nr. 263):

B
2=w )
Et -piistkiilikutel @ ja R on vordsed korgused, siis (nr.
264):
B
= (2).

Korrutades!) vorded (1) ja (2) liikmete kaupa, saame :
1) Et kahe homogeense suuruse suhe ei muuda oma viartust, kui
nende suuruste asemele panna arvud, mis neid suurusi méddavad iihe ja
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g=(§2€,, mis oligi tarvis toestada.
266. Lause. Piistkiiliku pindala vordub aluse ja korguse
korrutisega véi oigemini: -

arv, mis mooddab piistkiiliku pindala mingisuguse ruut-
mootitkksusega, vordub nende arvude korrutisega, mis moddavad
piistkiiliku alust ja korgust vastava pikkuse-mdodtiiksusega
(242. joon.).

Olgu P antud piistkiiliku pind-
ala, B ja H — tema alus ja korgus,
@ — ruut-moodtiiksuse pindala, kuna
a on vastav pikkuse-mootiiksus. a8
Siis (nr. 265):

s B a
P_BH_B ; H (1). 242. joenis.

H| F ot

Ef 1—(; on pindala P modtaryv, }—j— aluse B mootarv, ja g-

korguse H modtarv, siis on lause tdestatud.
Oletades, et vorduses (1):a=1 ja @ =1, vdime ta iimber
kirjutada jargmisel kujul:

B = B > E %
R il 1
moeldes siimbolite P, B ja H all mitte suurusi endid, vaid
nende vastavaid mootarvusid, saame: ¢
=i o

266a. Kui piistkiiliku alus ja korgus on iihis-
mootsed, siisvoibeelmise lause lihtsamini toestada. 4/

Mahtugu iihine moot pistkilliku ABCD
(243. joon.) alusesse 4D 4 korda ja korgusesse A
AB 3 korda. Tommates libi jagamispunktide 243. joonis.
alusega ja korgusega roobikud sirged, jagame

sama mooduga, siis voime vordustes (1) ja (2) tihtede all mdista mitte
suurusi endid, vaid nende suuruste mdotarvusid ; sel juhusel on meil digus
kirjutada :

LR PR P

R'Q R Q@
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antud piistkiiliku ruutudeks. Nende ruutude rohtsaid (horisontaalseid) ribasid

on 3, kuna igas ribas on 4 ruutu; jdrjelikult sisaldab piistkiiliku pindala eneses
3.4 ruutu.

Kui iihine moot votta pikkuse-mootiiksusena, siis on ruut AMNP
pinna modtiiksus, ja korrutis 3.4 moodab piistkilliku pindala, mis oligi
tarvis toestada.

Kui 3 ja 4 asemel oleksid suurused a ja b, siis mootuks piistkiiliku
pindala korrutisega

ab.

267, Jdreldus. Ruudu pindala vordub tema Kiilje ruuduga.

Ruutu, mille killg on a, voib vaadelda kui piistkiilikut,
mille alus = a ja kérgus = a. Jirjelikult vordub tema pind-
ala a.a=a® Sel pohjusel nimetataksegi arvu teist astet

b £ -tema ruuduks.
2 ;/ 268. Lause. Rodopkiiliku pindala vordub
= 7 aluse ja korguse Kkorrutisega') (244. joon.).

364, joonis. Olgu ADCB r66pkiilik. Punktidest 4 ja B
, tombame kiiljele DC ristjooned. Siis on tiis-
nurksed kolmnurgad AFD ja BEC vodrdsed, sest et neil on
AR—BE ja AD= BC. /
Liites trapetsiga ADEB kolmnurga BEC, saame 166p-
kiiliku ADCB;
liites sama trapet51ga ADEB .kolmnurga AFD, saame
piistkiiliku AFEB;
et liidetavad kolmnurgad on vordsed, siis tihendab:
ADCBpa.— AFEBpa.— AB.BE, mis oligi tarvis
toestada. -
Siin méeldakse 4B ja BE all réﬁpkﬁliku aluse ja kor-
.guse moodtarvusid.

Jéreldus. Kaks roopkiilikut, millede alused ja kdrgused
on vordsed, on isekeskis vordsed.

1) Liihenduse mottes iitleme alati ,pindala vordub nende ja nende
Idikude korrutisega“, moistes selle all, et arv, mis mdddab pindala ruut-moot-
iiksusega, vordub nende arvude korrutisega, mis mdodavad neid 16ikusid
wastava pikkuse-mootiiksusega.
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5 269. Lause. Kolmnurga pindala vordub aluse ja Kkor-
| guse poolkorrutisega (245. joon.).

Olgu antud kolmnurk ABC. Labi punkti 4 tombame
sirge AD, mis on r06biti BC-ga, ja ldbi punkti C sirge CD,
mis on roobiti AB-ga. Saame ro6pkiiliku° ADCB, millel on-
kolmnurgaga ABC tihine alus ja iihine korgus ja mis jagub
nurkjoonega AC kaheks vordseks kolmnurgaks; jarjelikult
ADCBpa. BC.AE

ABCypa.= , mis oligi tarvis toestada.

} g e

f Jareldus. 1. Vordsete alustega ja vérd-

i sete korgustega kolmnurkade pindalad on 4 D
- vordsed. ZE
2. Taisnurkse kolmnurga pindala vordub 5~ c

tema kaatetite poolkorrutisega.
; 270. Ulesanne. Maarata vordkiilgse kolm-
- nurga pindala S, kui kolmnurga Kiily on @ (246. joon.).
Et vordhaarse kolmnurga korgus kulgeb aluse kesk-
punkti, siis saame talsnurksest kolmnurgast

245. joonis.

} DBC: B
‘ > aV_
I h V a-‘ —_T RN a a
| Seeparast
‘ = = 4
{ S—‘&;ﬁ:a.aVSZa?]@ F BT e
| 2 et e L Ry
e . 246. joonis.

{ Vordhaarse kolmnurga pinnavalemit
on kasulik meeles pidada, sest et teda sagedasti tarvis tuleb.

271. Hulknurga pindala. Et leida mingi hulknurga pind-
ala, seks tarvis lahutada ta kolmnurkadeks, leida nende
pindalad ja liita. ;

‘ Jiargnevad laused toestatakse sel viisil. s R -
clihi g

/

272. Lause. Trapetsi pindala vordub
aluste poolsumma ja korguse Kkorrutisega F B
(247. joon.). 247. joonis.
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Tommates trapetsis ACDB nurkjoone CB, lahutame t
kaheks kolmnurgaks ACB ja CBD. Kui nende kolmnurkade
alusteks votta AB ja CD, siis on trapetsi kérgus nende
kolmnurkade iihine kc")rgus Jérjelikult

ACDB pa.= ACB pa.-+ CDB pa. ABZEF_i_CI)émr=
_(4B+CD). EF

2
Jéreldus. Trapetsi pindala vordub trapetsi kesksirge ja

korguse korrutisega.
Et (nr. 104)

AB40D
2

= (GH, siis ACDBpa.= GH. EF.

273. Lause. Korrapdrase hulknurga pindala vdrdub
iimberm60du ja apoteemi poolkorrutisega
(248. joon.).

Uhendades  korrapirase = - nurga
ABCDE... tipud timberjoonestatud ringi
i keskpunktiga, lahutame hulknurga = iihti-
Ne—F vaks kolmnurgaks® nonda et
ABCDE... pa.=n. AOBpa., kuid

40Bpa. =48 OG, jarjelikult

248. joonis.

ABCDE. .. pa. =" Al; og

mérkides ABCDE ... pa. S-ga, iimbermoddu n. AB—Q p-ga
ja apoteemi OG—a ga saame :
_2p.a

e = p.a. ~

274. Lause. Ringi iimber joonestatud hulknurga pindala
vordub iimbermdddu ja ringi raadiuse pool-
korrutisega (249. joon.).

’

Uhendades hulknurga tipud kesk-
punktiga O, lahutame ta kolmnurkadeks,
milledel on vordsed korgused, mis vordu-
249. joon. vad ringi raadiusega.
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Siis
ABCDEpa.= AOBpa.-+ BOCpa.+ CODpa.+ ...,
kuid

40Bpa.=22"; BOCpa.=2%"; coppa. =227, ..
jarjelikult ABCDEpa.—=#2-7 4 BOr  ODr

_ r(AB4+BC+4+CD+..),
5 ;
mirkides timbermdddu 4B+ BC-+4 CD-4-... 2 p-ga ja pind-
ala S-ga, saame:
S=p.r.

275. Olesanne. Muundada hulknurk ABCDE temaga
vordseks kolmnurgaks (250. joomn.).

Tombame nurkjoone EC. Labi tipu D
tombame DF'|| EC, kuni ta 16ikub BC piken-
dusega punktis 7' ja iihendame punktid £ ja F.

Kolmnurgad DEC ja FEC, milledel on
ithine alus £C ja millede tipud D ja F asetsevad
alusega roobiti tommatud sirgel, on vordsed, 250. joonis.
sest et peale iihise aluse on nende kdrgused
vordsed. Seepirast, kui antud hulknurgast AEDCB lahu-
tame A\ DEC ja tema asemel liidame hulknurgaga endisega
vordse A\ FEC, siis ei muutu pindala suurus; jérjelikult on
viisnurk AEDCB nelinurgaga AEFB vdrdne.

Samuti voib nelinurga AEFB muundada temaga voOrd-
seks kolmnurgaks EFG.

276. Ulesanne. Madrata kolm-
nurga ABC pindala kolme killje @, &
ja ¢ kaudu') (251. joon.).

Kolmnurgast ABD teame:

h2=¢®— AD? (1);
kolmnurgast ABC aga: 251. joonis.

1) Harilikult tahistatakse A ABC nurkade 4, B ja C vastaskiiljed
vastavalt a, b ja c-ga.

12
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a*=c*+0>—2b. 4D, kust

Apzcz__'i‘_lz’_._‘z““z ©).

Asetades vordusesse (1) AD asemele tema avalduse vordu-
sest (2), saame:

B2 — ¢ (24 b2—a2p2 R 0 s Pt S 1
e 4 -
__(@bet-E+b02—a) (e —E—b24a?) _ [(b+oP—a?a®—(b—cf] _
a0 4p? 42
__(bF+cta)b4c—a)a+b—c)(a—bc) 3)
S 4b° -
Mirkides kolmnurga iimbermdddu 2p-ga, saame:
a4b+4c=2p;

at+c—a=b+tct+a—2a=2p—2a=2(p—a);
at+b—cec=a+bt+c—2c=2p—2c=2(p—0);
a—b+ec=a+b+c—20=2p—20=2(p—0).
Asetades saadud avaldused vordusesse (3), saame:
a2 2p—20) . 2(p ). 2(p—D) 4p(p—a)(p—b)(p—6)’

; 4? b2
kust ;
A 2
h=+Vp(p > b)(p—¢)
Mirkides kolmnurga pindala S-ga, saame:
ot bk x
S="5" =2 plp—a)(p — D) (p—0), voi

S=Vp(p—a)(p—b)(p—0)-

277. Ulesanne. M#irata kolmnurga iimberjoonestatud ringi raadius
kolmnurga kahe Kiilje & ja ¢ ja nende killgede vahel asetseva korguse
h jarele (252. joon.).

Tommates 1dbimdddu A D samast tipust, kust
on tdommatud korgus h, ja iihendades punktid D ja
B, saame )\ ABD, mille nurk B on tidisnurk Kkui
1abimoodule toetuv piirdenurk.

Taisnurksed kolmnurgad ABD ja AEC,
milledel on ka vordsed teravnurgad (<x 1 = =X 2 kui

_ lihele ja samale kaarele toetuvad piirdenurgad); on
252. joon. ° sarnased ; jirjelikult :
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AD = Al 2R _ b
AB-4r s o % kust R—ﬁ

278. Ulesanne. Miirata kolmnurga iimberjoonestatud ringi raa-
dius kolmnurga kolme kiilje @, & ja c jarele.

Asetades nr. 277 valemisse kolmnurga korguse h avalduse kolme
kiilje jdrele (nr. 276), saame :

47be- abe
2h 4V plp—a) (p—b)(p—0)

279. Mérkus. Kolmnurga pindala vordub tema kolme killje korru-
tisega, mis on jagatud iimberjoonestatud ringi neljakordse raadiusega
véi kolmnurga kolme kiilje korrutis vordub kolmnurga pindala ja timber-
joonestatud ringi raadiuse neljakordse korrutisega.

Mérkides kolmnurga kiiljed ja pindala vastavalt a, b, ¢ ja S-ga ja
iimberjoonestatud ringi raadiuse R-ga, saame (nr. 278):

abe abe

= kust
AV ro—ar—r—9) Ay
= %, voi abc = 4RS.

280. Ulesanne. Kolmnurga 4BC kolme killje a, & ja ¢ Jarele
médrata sissejoonestatud ringi raadius
(253. joon.).

Mirgime sissejoonestatud ringi raa-
diuse r-ga. Uhendades kolm tippu 4, B
ja C keskpunktiga O, saame:

ABCpa.=B0OCpa.+A40Cpa.+AOBpa.l);
kuid ABC pa. = Vp(p—-a)(p—b)(p—c);
BOCpa. = ? ; AOCpa. ___,AOBpa

jarjelikult V p(p—a)(p—b)(p—e) = .
_ar  br [ er _r@a4+b+c) 253. joon.

- Tarvitades eespool tarvitusele voetud siimboleid, s. o. >oletades, et
V p(p—a)p—bi(p—c) = § ja ‘—‘# =p, saame:
S = pr,

1) Siin kisitatud lahendusviisi, kus mingi joonise pindala vorruta-
takse seda joonist moodustavate jooniste pindalade summaga, on kasulik
. meeles pidada, sest et seda lahendusviisi tarvitatakse sagedasti.
1
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s. 0. kolmnurga pindala vdrdub pool-iimbermdddu ja sissejoonestatud
ringi raadiuse korrutisega. Eelmisest valemist saame:

r=

=@

281. Ulesanne. Kolmnurga kolme Kkillje @, b ja ¢ jirele miirata
ta korgused (254. joon.).

Mirgime kiilgedele a, b ja ¢ vastavad
korgused h,, h; ja h,-ga ja kolmnurga
pindala S-ga, saame :

ah,
clod
bh, :
—5—=§ (» kus S=Vp(p—aw)(p—b)(p—o).
h ~
% AR . 254. joonis.
Sellest jirgneb :
* h =2_S‘h=g§'h.=2_s
ket b n L S v

: 282. Ulesanne. Kolmnurga kiiljed on: @ = 8mz, b = 4w, ¢ = 5me.
Leida S, R, » ja 2,.

Lahendamine. ;
2p=a+b+4c=3+4-45=12, kust
p=6;p—a=3;p-—b=2; p—c=1, mille pdhjal
S=Vpp—a@—0)@—c=V63.2.1=6(m).

-, e e 28 2.6
R=E—TT—2,5(m)’ —§—§=l(1n); ha=7=—3‘=4(m).

283. Ulesanne. Kolmnurga kiiljed suhtuvad nonda kui 3:4:5;
tema pindala on 150 ruuttolli. Leida iga kiilje pikkus.

Lahendamine. Mirkides kolmnurga kﬂfjed 3z, 4x ja 5wx-ga. Siis
p=3x+4x}S2=12z; p=6x; p— a=3x; p—b=2x;, p—c==a"
Ulesande tingimuse pdhjal saame vorde :
Vrw—a) (p—0b) (p—c) =150, voi
)62 .3z . 2z . @ = 150, kust
-1/ 364% = 150, voi 622 = 150, voi a® = 25, millest
w0 Ly 3e =101 4dw=20 t.; Swe=25t.
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Pindalade vordlemine.

284. Lause. Kahe niisuguse kolmnurga pindalad, milledel
on vdrdne nurk,
suhtuvad ndnda kui s

nende kiilgedé kor-
rutised, millede va- X /]\'

B

hel asetseb see 4 D S 15 C
nurk (255. joon.) 255. joonis.
: x ; . ABCpa. .. AC. AR
T: XA=XA. V.. Gpera 2045
Toestamine.
ABopa. =2%BL . 4ipioipa. =29 B sunielikalt

ABC pa. AC.BD AC BD

ABC pa. — 40 B0 — 4¢ 5o (1
kuid tdisnurksed kolmnurgad ABD ja A’B‘D’,  milledel on
2 A= 2> A’, on sarnased; jarjelikult
BD - AB

BD T 4B’
= 2 BD AB
Asetades vordusesse (1) suhte 57 asemele suhte iF,

saame :

ABCpa.  AC AB AC.AB

A'BCpa.. AC A'B~ 4C.4B’

mis oligi tarvis toestada.
285. Lause. Sarnaste kolmnurkade pindalad suhtuvad
ndnda kui vastavate kiilgede ruudud (256. joon.).

ACBpa. _ AB?
A'C'B'pa. A'B2

T.: NACB~\A‘B'C". . V.:

Toestamine.
ACB pa. AR OD, AR 0D )

A'CB'pa.  A'B.CD~ 4B CD-
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Et sarnaste kolmnurkade

: kérgused suhtuvad nonda kui
vastavad kiiljed, siis
A R A

B CD  AB
956. joonis. oD~ 4B°

= cD AB
Asetades vordusesse (1) suhte - D asemele suhte —; g Saame:
ACBpa. AB AB _ AB
DS TR, =T 3 b~ sy |
: A‘C’B’ pa. T AB AB  ABe
mis oligi tarvis tdestada.

286. Lause. Sarnaste hulknurkade pindalad suhtuvad
nonda kui vastavate kiillgede ruudud (257. joon.).

. 1ROV Y 4 . ABCDEpa BC2

T.: ABCDE~A'B'C'D'E.. N ABODE pa Bgh

Toestamine. Tommates vastavatest tippudest A4 ja A’

nurkjooned hulknurga igasse tippu, jagame meie need hulk-

. nurgad iihesuguseks arvuks vastavalt sarnasteks kolmnurka-
deks, seepirast:

Py, ABCpa. _ BC? :
AABC~ NA'BC, kust i o= —2n (1);

7 - ACDpa.  CD? :
AACD ~ A\ A‘/C'DY, kust ¥ i ATRES s 2);

7 > AED pa. I)—E‘Z
AA4ED ~ N\ A'BD, kust s, o oz Ok

Hulknurkade sarnasuse tagajirjel on:
BC cD DE = f
BO — 0D — DR seepdrast ka
BC2 (D®  DE?,
BC: (D® DE? :
ndonda on vorduste (1), (2) ja (3) pa-
257. joon. rempoolsed osad isekeskis vordsed,
jarjelikult
ABCpa. _ ACDpa. _ AED pa. BC?
C

ABC'pa.; . ACD pa -~ A BD'pa: B
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Tarvitades selle vordsete murdude rea juures algebralist
lauset (nr. 209), saame:

ABCpa.+ ACDpa.+ AEDpa. __ BC? a

A'B'Cpa.+ ACD'pa.+AE'D'pa. . o2
ABCDEpa. BC?

A'BC‘D'E'pa.” pig®

mis oligi tarvis toestada.

Jareldused. 1. Korrapdraste samanimeliste hulknurkade
pindalad suhtuvad ndnda kui sisse- vdi iimberjoonestatud
ringide raadiuste ruudud.

2. Kahe niisuguse Korrapdrase samanimelise hulknurga
pindalad, milledest iiks on ringi iimber joonestatud, teine aga
ringi sisse joonestatud, suhtuvad ndnda kui raadiuse ruut
suhtub apoteemi ruudusse.

287. Ulesanne. Sarnaste hulknurkade iimbermdddud vorduvad
vastavalt P ja p-ga. Esimese pindala on Q. Mairata teise pindala.

Mirkides sarnaste hulknurkade vastavad kiiljed 4 ja a-ga ja teise
hulknurga pindala z-ga, saame:

Foge
s = 208

Q A2 3

Pt ol (nr. 286), kust
B Q.p*
S e

288. Pythagorase lause. Taisnurkse kolmnurga hiipo-
tenuusile konstrueeritud ruudu pindala vordub kaatetitele
konstrueeritud ruutude pindalade sum-
magatl) (258. joon.).

T.: 2 A on tdisnurk;
KBCH, BDEA ja AGFC on ruudud.

V.: KBCHpa.= BDEApa.- AGFCpa.

Toestamine. Taisnurga A tipust
tombame hiipotenuusile BC ristjoone 4L
ja pikendame teda, kuni ta 13ikub kiiljega 258. joonis.

1) Eespool (nr. 212) on see lause toestatud algebraliselt.
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KH punktis J. Siis jagub ruut KBCH kaheks piistkiilikuks:
KBLJ ja JLCH. Toestame, et piistkillik KBLJ voérdub
ruuduga BDEA, aga piistkiilik JLCH ruuduga AGFC. Uhen-
dame punktid 4 ja K, D ja C. Et

.AN KB.BL
ABKpa.:KB2 b aa he L

KBLJpa.— KB.BL, siis
KBLJpa.=2.4ABKpa. (1).

Samuti

BDEApa.=2.BDCpa. (2),
sest et ruudul BDEA ja kolmnurgal BDC on iiks ja sama
alus BD ja vordsed korgused (4B = CM).

Kolmnurgad ABK ja BDC on aga iihtivad (2£ ABK =
= 2{ DBO), sest et kumbki neist on moodustatud iihisest nur-
gast ABC ja tdisnurgast, (I#B — BC ja BA = BD); jirjelikult
on vorduste (1) ja (2) parempoolsed osad vordsed, seepirast

KBLJ pa. = BDEA pa. (3).
Samuti voib toestada, et

JLCHpa. = AGFCpa. (4).
Liites ositi vordused (3) ja (4), saame:

KBLJ pa.+JLCH pa.= BDEA pa.+ AGFC pa., vdi

KBCH pa. = BDEA pa.+ AGFC pa., mis oligi tarvis
toestada.

. 289. Markus. Olgu a, b ja ¢ kiilgede BC, BA ja AC modtaryud ;

siis mootub ruudu KBCH pa. suurusega a?, ruudu BDHA pa. suurusega
b2 ja ruudu AGFC pa. suurusega c2; jirjelikult saame :
a? =124 ¢

s. 0. sama valemi, mille eespool (nr. 212) tuletasime. Umberpoordult, lause
(nr. 288) toestust voib tuletada lause (nr., 212) tdestamisest.

Uldse voib iga geomeetrilist lauset avaldada algebraliselt, kuna aga
iga algebralist valemit v0ib geomeetriliselt tolgitsedal). Toepoolest vdib

1) Selle motte viljendas esimesena M. Chasles (Traité de Géométrie
supérieure. Discours).
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iga kahe arvu korrutist vaadelda kui piistkiiliku pindala modtarvu ja iimber-
poordult. Nonda voib lauset nr. 222, mis algebraliselt avaldus vorduses
AF.FB=DF.FC lugeda nii: ;
kui 14bi ringjoone sees asetseva punkti tommata kodlud, siis on
piistkiilikud, mis on konstrueeritud kummagi koolu léikudest, vordsed.
Algebraline valem

(a+b) (a — b) = a2 — b2

avaldab geomeetriliselt vaatekohalt motet:
1, piistkiilik, mille kiiljed on vastavalt vordsed kahe ldigu a ja &
1' summa ja vah'ega, vordub niisuguste ruutude vahega, millede kiilgedeks
| on loigud a ja &.

290. Ulesanne. Konstrueerida ruut, mis vorduks kahe antud ruudu
summaga.; j .

Konstrueerime tdisnurkse kolmnurga, mille kaatetiteks oleksid antud
ruutude kiiljed. Selle kolmnurga hiipotenuusile konstrueeritud ruut ongi
vordne kahe antud ruudu summaga.

291. Pythagorase lause iildistamine. Téisnurkse kolm-
nurga hiipotenuusile konstrueeritud hulknurk vordub kaate-
titele konstrueeritud temaga sarnaste hulknurkade summaga
(259. joon.). :

Olgu ABC tdisnurkne kolmnurk (2L B on tdisnurk), P,
() ja R kolme sarnase hulknurga pindalad.

Ve P=Q R, :

Toestamine.  Sarnaste hulknurkade
pindalad suhtuvad ndnda kui vastavate kiil-
gede ruudud; seepdrast

Q. P L R AN 259. joonis.

2

P=ac B PT I g

B

Liites need vordused ositi ja pidades meeles, et BC*+
+ AB* = A(”, leiame:
Q+R__BC+4B_ AC
P o
Q -+ R= P; mis oligi tarvis toestada.
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j
Harjutused. ]

Konstruktsiooni-iilesanded ja laused.

180. Toestada geomeetriliselt, et kolmnurga pindala vordub niisu-
guse piistkiiliku pindalaga, mille alus on sama, kuid korgus on kolmnurga
poolkdrgus. :

181. Jagada kolmnurk tippu kulgeva sirgega kaheks vordseks kolm-
nurgaks. :

182. Jagada A pooleks sirgega, mis kulgeb tema kiiljel antud punkti.

183. Jagada A tippu kulgevate sirgetega 5 vordseks kolmnurgaks.

184. Jagada roopkiilik pooleks sirgega, mis kulgeb tema iihel kiiljel
antud punkti.

185. Muundada roopkiilik temaga vordseks kolmnurgaks.

186. Muundada trapets temaga vordseks roopkiilikuks.

187. Muundada trapets temaga vordseks kolmnurgaks. :

188. Muundada roopkiilik temaga vordseks roopkiilikuks, mille kiilg =
on antud.

189. Antud alusest b konstrueerida /A, mis vorduks antud kolm-
nurgaga ABC.

190. Antud korgusest 2 konstrueerida ,\, mis vorduks antud kolri-
nurgaga ABC.

191. Konstrueerida ruut, mis vorduks kahe antud ruudu vahega.

192, Antud nelinurk muundada temaga vordseks réopkiilikuks, mille
nurk m on antud ja alus b on iihine.

193. Antud trapets muundada temaga vordseks vordhaarseks tra-
petsiks, millel on sama korgus.

194. Antud kiiljepoolitajast konstrueerida kolmnurk mis vorduks
kahe antud kolmnurga summaga ja mille korgus oleks antud kolmnurkade
korgustega iihine.

195. Antud alusest b ja selle aluse vastasnurgast m konstrueerida
antud kolmnurgaga vordne kolmnurk. f

196. Antud kolmnurk muundada piistkiilikuks, mille nurkjoon m
on antud.

197. Kolmnurga sees leida niisugune punkt, et sirged, mis iihenda-
vad ta kolmnurga tippudega, jagaksid kolmnurga kolmeks vordseks osaks.

198. Jagada kolmnurk 1libi tema alusel antud punkti tommatud sir-
getega kolmeks vordseks osaks.

Arvutusiilesanded.

199. Mddrata niisuguse ruudu kiilg, mis on vordne piistkiilikuga,
mille kiiljed on @ ja b.
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200. Kuidas suhtuvad korrapirase kolmnurga, ruudu ja korrapirase:
kuusnurga pindalad isekeskis, kui nende kiiljed on vordsed ? -~

201. Leida vordhaarse tdisnurkse kolmnurga pindala, mille hiipo-
tenuus on a.

202. Leida vordhaarse kolmnurga pindala aluse b ja haara a jirele.

203. Leida niisuguse kolmnurga pindala, mille kaks kiilge on a ja b
ja nende vahelnurk on 30°.

204. Leida niisuguse kolmnurga pindala, mille kaks kiilge on @ ja b
ja nende vahelnurk on 45°.

205. Leida niisuguse kaldruudu pindala, mille nurkjooned on 2m ja 2n.

206. .Leida niisuguse kaldruudu pindala, mille kiilg on @, aga terav-
nurk on 30°.

207. Toestada, et kolmnurga kiiljed a, b ja ¢ on vastuvordelised
tema korgustega: h, h, ja h, s. 0.: a: Beies Lo N0 (Meeles pi-
h, hy h,

dada nr. 269)1). :

% 208. Madrata trapetsi pindala, kui tema suurem ro6bikkiilg @ moo-
dustab iihe mitteroobiku kiiljega b nurga 450, aga teise mitteroobiku kiil-
jega nurga 60°.

209. Kolmnurga kiilje a jirele leida sarnase kolmnurga vastav kiilg,
kui viimase pindala on » korda suurem kui antud kolmnurga pindala.

210. Hulknurga timbermddt on P, pindala ¢). Leida niisuguse sar-
nase hulknurga pindala, mille {imbermddt on g.

2il. Kolmnurga korgus on H. Leida selle alusega roobiti tommatud
sirge kaugus, mis jagab kolmnurga kaheks vordseks osaks.

212. Kaldruudu pindala = @), nurkjoonte suhe on ‘m:n. Leida kald- ;
ruudu kiilg, ;

213. Kolmnurk, mille alus =a, aga pindala = ), on jagatud kol--
meks vordseks osaks sirgetega, mis on r6¢biti alusega. Leida nende sirgete:
kaugus kolmnurga tipust.

XVII peatiikk.

Piiri moiste.

292. Konstantsed (jadvad) ja muutuvad suurused. Ku&
mingisuguse kiisimuse kisitlusel on suurusel ?) ikka iiks ja

1) Eespool (119. iilesanne) toestasime selle lause kolmnurkade sarna--
suse abil.
2) Séna suuruse all mdistame ka selle suuruse mootarvu.
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sama teatav viddrtus, siis nimetatakse seda suurust konstant-
seks suuruseks; kui aga suuruse vadrtus vahetub, siis nime-
tatakse teda muutuvaks suuruseks. Nonda niiteks on kolm-
nurga nurgad muutuvad suurused, kuna aga kolmnurga koigi
nurkade summa on konstantne suurus. Antud ringi 1abim6ot
on konstantne suurus, k66l aga muutuv suurus. Kiilgede arvu
kahendamisel on ringi sisse- v6i iimberjoonestatud hulknurga
iimbermddt muutuv suurus, kuna aga ringjoone pikkus on
konstantne suurus.

293. Piir. Kui muutuv suurus ligeneb konstantsele
suurusele nii, et nende vahe saab') (ja edaspidisel muutuvusel
ka jadb) vahemaks kui iga antud véike suurus, siis nimeta-
takse konstantset suurust muutuva suuruse piiriks.

Muutugu niiteks muutuv suurus x ndnda, et tema jirg-
seteks vadrtusteks on arvud: :

0,7 ;0,27 ;- 0.777; O,7777 joe...’
Naitame, et selle arvu z piiriks on murdarv g Toepoolest:
G PG R A
97 10 9 90 90
LIl LA M L R
9~ 100 900 900 900
T e 700) 698 S 1,
9 1000 — 9000 9000 — 9000 11€:
Sellest on n#ha, et kui arv * muutub niidatud seaduse

jarele, siis ligeneb ta murrule % ja vahe nende vahel voib

saada viiksemaks igast arvust; jérjelikult '
i piir = 4.

Markus. Muutuva suuruse ligenemisest konstantsele suu-
rusele ei ole veel kiillalt seks, et me vdiksime konstantset
suurust nimetada piiriks. Tarvis on otsusele jouda, et see
ligenemine siinnib piiramata, s. o. et muutuva ja konstantse
suuruse vahe voib saada vdhemaks igast antud viikesest suu-

1) Absoluutse viidrtuse poolest,
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rusest. Niiteks ligeneb arv = ka murrule -g—,kuid murdu g o

voi nimetada x-i piiriks, sest et vahe nende vahel ei voi
‘saada vihemaks kui ;

294. Lopmata vdike suurus. Kui muutuv suurus vihe-
nedes ') saab (ja edaspidisel muutumisel ka jaab) vahemaks
igast antud vdikesest arvust, siis nimetatakse teda lapmata
viikeseks suuruseks. Lopmata vidikese suuruse niiteks voib
olla vahe

#
S5

kus z on iilemalnédidatud arv.

Piiri definitsioonist jargneb, et l6pmata viikese suuruse
piir on null.

Selle asemel, et iitelda: lopmata viike suurus ligeneb
piirile 0, koneldakse harilikult lihtsalt: l0pmata védike suurus
ligeneb nullile.

295. Markus. Eelmisest seletusest jargneb, et muutuva
suuruse ja konstantse suuruse vahe on lopmata vdike suurus;
jarjelikult, kui mirkida muutuv suurus z-ga, tema piir a-ga
ja nende vahe, mis on lopmata vaike suurus, a-ga, siis vil-
jendavad vordused:

Pt —wu,
r—a=a
r=a-+«a

iiht ja sama méotet; seepidrast, et tdestada, et konstantne suurus
a on muutuva suuruse z-i piir, on tarvis toestada, et nende
vahe z —a on l6pmata viike suurus voi teiste sonadega —
ligeneb nullile.

Selle asemel, et konelda: , ligeneb piirile a“ iitleme
meie lihtsalt: ,z ligeneb a-le“.

296. Lause. Uhelgi muutuval suurusel ei vodi olla rohkem Kkui
iiks piir.

1) Absoluutse véirtuse poolest.
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Olgu muutuval suurusel x peale piiri @ veel teine piir b, nonda et
-1 piir= a 5 E—a=¢a (1)
-1 plir =10 z—b=p8(2),
kus « ja @ on lopmata viikesed suurused. Lahutades vordusest (1) vor-
duse (2), saame :
b—a=a—pg (3)

Mirkides konstantse vahe b — a tihega & ja l1opmata viikese vahe
a — f tdhega ¢ voime vorduse (3) kirjutada jargmiselt :

3 k=¢ (4).

Kuid 16pmata viike suurus e vdib saada viiksemaks igast antud
viikesest, seepirast voib ta saada ka viiksemaks kui konstantne suurus %,
Jérjelikult ei ole vordus (4) voimalik ; see niditab, et meie oletus, nagu oleks
muutuval suurusel x peale piiri a veel teine piir b, ei ole dige.

297. Jireldus. Kui kaks muutuvat suurust jadvad koigil oma
muutuvustel vordseteks, siis on ka nende piirid vordsed, sest et need
kaks muutuvat moodustavad enestest iihe ja sama muutuya, millel on ainult
itks piir.

298. Toome siin jirgnevad laused, mida toestatakse piiride teoorias,
toestamata :

1. summa piir vordub piiride summaga;

2. vahe piir vordub piiride vahega;

3. korrutise piir vordub piiride korrutisega; 3

4. jagatise piir vordub piiride jagatisega, kui jagaja piir ei vordu
nulliga ;

5. astme piir vordub piiri astmega;

6. juure piir vordub piiri juurega.

XVIII peatiikk.

Ringjoone pikkuse ja ringi pindala arvutamine.

299. Lause. Kui ringi sissejoonestatud korrapirase
hulknurga killgede arvu Idpmata kahendada, siis ligeneb raa-
diuse ja apoteemi vahe nullile, voi teiste sonadega, raadius
©on apoteemi piir (260. joon.).

Olgu AB korraparase sissejoonestatud hulknurga kiilg
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ja OD — temaga risti tommatud raadius. Tahistame apo-
teemi OC a-ga ja raadiuse R-ga. Kolmnurgast AOC teame:
AO— OC<T AC; kuid
AO= 0D; seepirast \
OD— 0C< AC; vdi
R——a<@

Kui hulknurga kiilgede arvu Idpmata
kahendada, siis kiilg AB ligeneb nullile?),
seepdrast ka vahe R—a, mis on vidhem kui
nullile; sellest jargneb, et

A B
D

260. joonis.

2B, ligeneb

B.—aplif;

300. Lause. Ringjoone iimber- ja sissejoonestatud hulknurkade 2)
iimbermdodud ligenevad iihele ja samale piirile, kui nende hulknurkade
kiilgede arv kahendub ldpmata (261. joon.). :

Olgu ABC... ringi sissejoonestatud hulknurk ja A‘B‘C’... sama ringi
samanimeline {imberjoonestatud hulknurk.

1. Hakkame sisse- ja iimberjoonestatud hulknurkade kiilgede arvu
Iopmata kahendama. Siis hakkab iimberjoonestatud
hulknurga fimbermdot vihenema (nr. 252), kuid kdigel
oma muutuvuse ajal on see iimbermdodt suurem iga
sissejoonestatud hulknurga iimbermdddust (nr. 55);
jarjelikult ligeneb ta mingile -piirile L.

Sissejoonestatud hulknurga iimbermddt hakkab
suurenema (nr. 251), olles koigel oma muutuvuse
-ajal vahem kui mistahes timberjoonestatud hulknurga
iimbermdot; jarjelikult ka tema ligeneb mingile

* piirile L. 261. joonis.

1) Toepoolest, kui p on korrapirase sissejoonestatud hulknurga timber-
amoot, aga n — hulknurga kiilgede arv, siis vordub hulknurga kiilg %-ga. Kui

kiilgede arvu 1opmata kahendada, siis suureneb kiill iimbermdot p (nr. 251),
kuid ta jaab koigel oma muutuvuse ajal ikkagi vdiksemaks kui ﬁmberjoones-

{atud hulknurga imbermdot. (nr. 55). Seepirast ligeneb nullile murd = mille

lugeja p on koigel muutuvuse ajal vdhem kui teatav médratud suurus, kuna -

:aga nimetaja n kasvab lopmata.

2) Nagu igal pool, nii motleme ka siin hulknurga all kumerat
shulknurka.
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2. Todestame, et need molemad piirid L ja L’ on isekeskis vordsed.
Mérgime iimberjoonestatud hulknurga {imbermdddu P-ga, tema apoteemi
(ringi raadiuse) — R-ga, sissejoonestatud hulknurga {imbermoddu p-ga, tema
apoteemi — a-ga. Et korrapdraste samanimeliste hulknurkade iimbermdodud
suhtuvad nonda kui apoteemid (nr. 249), siis

R
P a

Et kiilgede arvu l6pmatul kahendamisel apoteem a ligeneb R-le, siis

g ligeneb 1-le ; seepdrast ka x ligeneb 1-le ; jérjelikult ligenevad P ja p
p

iihele ja samale piirile, s. o. P piir = p piir, vdi L = L’, mis oligi tarvis

toestada 1).’

301. Ringjoone ja kaare pikkus. Niisuguste ringjoone
sisse- ja iimberjoonestatud hulknurkade {imbermddtude iihine
piir, millede kiilgede arv ldpmatult kahendub, vdetakse ring-
joone pikkuseks.

Samuti kaare pikkuseks voetakse see piir, millele lige-
neb selle kaare sisse- vdi iimberjoonestatud kumera murd-
joone pikkus, kui murdjoone otsapunktid uhtiyad kaare otsa-

- punktidega (262. joon.).
@ Selle piiri olemasolu toestatakse samuti

262. joonis. ki ringjoonegi suhtes. Kergesti mirgatav on,
et kaar on oma kodlust pikem, sest et kaar on nende tema
sissejoonestatud murdjoonte piir, millede pikkused suure-
nevad, kusjuures koik need pikkused on kodlust suuremad.
Samadest ettekujutustest jargneb, et ! 1

kaar on lithem igast teda

iimberhaaravast murdjoonest,

/ mille otsapunktid iihtivad
kaare otsapunktidega.

Sellest jargneb, et ring-|

joone pikkus on suurem kui

263. joonis. sissejoonestatud hulknurga tim-_

4

i

1) Voib toestada, et samale piirile ligeneb selle ringi iga sisse- jaj
fimberjoonestatud hulknurga {imbermdot, kui hulknurga kiilgede arv suu-
reneb 16pmata mistahes seaduse jircle. A
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bermodt ja vdhem kui iimberjoonestatud hulknurga iimber-
moot. :
302. Lause. Ringjooned suhtuvad ndnda kui nende raa-
diused (263. joon.).

Miérgime kahe antud ringjoone pikkused C ja c-ga ja
nende raadiused vastavalt R ja r-ga. Joonestame nende ring-
joonte sisse korrapdrased samanimelised hulknurgad, millede

timbermdodud mirgime vastavalt P ja p-ga. Siis (nr. 248):
R R
Foo T
Et hulknurkade kiilgede arvu 16pmatul kahendamisel P ligeneb
C-le ja p ligeneb c-le, siis :
c

?=~?, mis oligi tarvis tdestada.

I. jareldus. Ringjoone ja tema labiméodu suhe on kons-
tantne suurus.
Toestuse jdrele

QZE’ kust
c ¢
g gl
oo o
Cc c
28 .2
s. 0. mingi ringjoone ¢ ja tema labimoddu 2R suhe vordub
iga- ringjoone ¢ ja_vastava labimdddu 2r suhtega; see vdib
olla ainult siis, kui see suhe on konstantne suurus. Seda
konstantset suurust margitakse stimbolselt greekakeelse tahega

m, nonda et

millest

C

27 = JT.
2. jareldus. Eelmisest valemist saame:
C=2aR;

s. o. raadiusega R joonestatud' ringjoone pikkus on 2aR:
See valem vé6imaldab ka maidrata R, kui ringjoone pikkus on
teada:

3]

C 1
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303. Ulesanne. Leida n°-lise kaare pikkus. Olgu / kaare
pikkus, C — ringjoone pikkus ja R — raadius. 1
Ringjoone pikkus on 2w R ;

19-lise kaare pikkus on gus

360 °
¥ : 2rR
0
n°-lise kaare pikkus on 360 , jarjelikult
3k 2nR.n _ nRn
S HARRRe T i

304. Votame raadiusega R joonestatud ringjoone, konst-
rueerime tema sisse korrapirase kuusnurga; tema kiilg vérdub
R-ga; kasutades kahendusvalemit (nr. 251), mairame sisse-
joonestatud korrapdrase 12-nurga, 24-nurga jne. kiiljed ; kasu-
tades pirast seda valemit (nr. 250), madrame iimberjoones-
tatud korrapirase 6-nurga, 12-nurga, 24-nurga jne. kiiljed.
Teada saades kiiljed, arvutame nende korraparaste hulknurkade
iimbermdddud. Siis saame tabeli (lhk. 195), mis niitab,
kuidas kiilgede arvu suurenemisel muutub sisse- ja {imber-
joonestatud hulknurkade {imbermddtude vahe, jdrjelikult ka
ringjoone pikkuse ja mingi sisse- voi {imberjoonestatud hulk-
nurga perimeetri vahe.

Vottes mingi esitatud hulknurga {imbermoodu rmg]oone<
pikkusena, on kerge leida tehtud vea piiri. Nonda néiteks
vottes ringjoone pikkusena korrapirase sissejoonestatud
3072-nurga iimbermdddu, s. o. oletades, et ta vordub 6,283184R, |
eksime meie’ vahem kui 0,00001R, sest et {imber- ja sisse-
joonestatud hulknurkade iimbermddtude vahe, mis vordub
murruga 0,000003R, on vdhem kui 0,00001F. %

305. & arvutamine. « ei ole vdimalik tidpsalt avaldada
sest on toestatud!), et see suurus on iithismdodutu ehk irrat-
sionaalne, s. 0. et ta ei voi vorduda ei tdis- ega murdarvuga.

1) m irratsionaalsuse tdestas esimesena Lambert 1761. a.

Ringjoone mdodtmine on iilesanne, mis suure tihelepanu osaliseks on
saanud. Vanadel greeklastel oli ta tuntud ringi kvadratuuri nime
all, sest et nad piiidsid seda iilesannet lahendada ringiga vOrdse ruudu
konstrueerimise abil. Esimesena tegi selle kiisimusega tegemist ge omeetria-
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2 issejoonestatud berjoonestatu Umbermodtude
AR kil hstilknixor(;a iimber- }?t:?knujroga ?ir;berd- \2r}?e orrln vah:m
oAy, moot. moot. kui -
6 61 6,928200 R 50
e 6,211657 R 6,630776 R 1
24 6,265257 R 6,319056 R 1R
48 6,278700 R 6,292176 R 0,1 R
96 6,282064 R 6,285429 R 0,01 R
192 6,282905 R 6,283746 R 0,01 R
384 6,283115 R 6,283326 R 0,001 R
768 6,283168 R 6,283220 B 0,001 R
1536 6,283181 R | 6,283194 R 0,0001 R
3072 6,283184 R 6,283187 R 0,00001 B
Et leida m ligikaudse suuruse, seks tarvis arvutada min-

gisuguse sisse- voi fimberjoonestatud hulknurga timbermaot, -
kusjuutes hulknurga kiilgede hulk peab kiillaldaselt suur
olema, votta selle hulknurga iimbermdot ringjoone pikkusena
ja jagada 2R-ga. Nonda niit. vottes sissejoonestatud 96-
nurga iimbermdddu kahe kiimnendkohaga, saame :
m=o=2u_5%E_ 314 (tappis 0,01-ni).

Kui ringjoone pikkusena votta 3072-nurga imbermadt, siis

C Poyo 6,28318R i ¥
=5z = %‘=T=3,14159 (tappis 0,00001-ni).

T

teadlane Anaxagoras (suri 430. a. e. Kr.). Olles Jumala salgamise eest vangi
heidetud, kirjutas ta terve kirjat6o ringi kvadratuurist, missugune t66 aga
meie ajani ei ole ulatunud. Pirast Anaxagorast on selle iilesande lahenda-
miseks palju aega ja energiat kulutavaid katseid tehtud niihisti vanal ajal
kui ka hiljemini, kuid tagajirgi ei olnud neil katsetel. Viimaks 1882. a.
toestas Lindemann, et see iilesanne ei ole sirkli ja Jjoonlaua abi¥lahendatav.
[Et see iilesanne ei ole lahendatav sirkli ja joonlaua abil, see ei olene nimelt
just arvu m irratsionaalsusest. Niit. ruudu kiilg ja nurkjoon on iihismdddutud
(d=aV 2), kuid ei ole mingi asi kergem, kui konstrueerida iiks neist sir-
getest, kui teine on teada.]

13*
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1
Seda viisi, mille abil arvutasime = eelmises paragrahvis, |

nimetatakse perimeetrite viisiks; selle viisi leidis Archimedes,

kes ka esimesena leidis & hglkaudse védrtuse : |

,7'6_.—7-23—-

See arv erineb suurusest & vahem kui 0,002 vorra.
Hollandi XVI aastasaja geomeetriateadlane Adrian Mezius
leidis ’
__ 355,

w2118

mis on tdppis 0000001 -ni ja viga kerge meeles pidada, km
ta kirjutada: 113/3551).

1) Frangois Viéta arvutas z védrtuse kiimne kiimnendkohaga, tarv1tades
seejuures 393316-nurki :
= 3,1415926535.
Seda = vidrtust on kerge meeles pidada prantsusekeelse kahereahse
salmi abil :

Que j'aime a faire apprendre un nombre utile aux sages,
LhM T i g 9 2 6 )

kus esinevate sdnade tihtede arvud annavad arvu n jirgsed numbrid. Ka-
sulik on meeles pidada ka suuruse 1 \sirtuse moned numbrid :
b4
2. 55 0,3183098
P et/ ]

sest et viimane suurus esineb arvutamistel sagedasti. Selle arvu vdime
meeles pidada jirgmise lause abil: ,3. pdeval 1830. a. p66rati tim-
ber 89. a.“. Peale koma kirjutakse esiteks 3, siis 1830 ja 16puks iimber-
poordud 89, s. o. 98 (1789. a. oli suur Prantsuse revolutsioon’; 1830. a. 011%
juulikuu monarhia).

Ludolf Kolni linnast arvutas = 35 kiimnendkohaga :

= 3,1415926535897932384664338327950288.

See arv kirjutati Ludolfi soovil tema hauasambale ja teda nimets
takse Lu®dolfi arvuks: Hiljema aja opetlased arvutasid n» véirtuse ve
suurema arvu kiimnendkohtadega, tarvitades seejuures kdrgemat matemaa:
tikat; nonda niit. arvutas Shanks (1. Shenks) n vidrtuse 530 kiimnendko-
haga. Praktiliseks otstarbeks on kiillalt, kui vétame 7 vidirtuse 5 kiimnend:
kohaga. g
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306. Ulesanne. Vordsetele kesknurkadele (tsentrinurkadele) vas-
tavad kahe mittevordse ringjoone kaared suhtuvad nonda kui raadiused.

Olgu 7 ja I niisuguste ringjoonte kaared, millede raadiused on R ja
R’; asetsegu kaared 7 ja I’ vastu vordseid nf-lisi kesknurki. Siis

; 2R . n

T 360
2rR . m

)i kust

A B

i:R

IR

307. Ulesanne. Leida niisuguse ringjoone raadius (ligikaudu
maakera raadius), mille pikkus on 40 000 km.

Ba' S NN Coo000 L — 2. 31851 — 63662 (k).
T

308. Ulesanne. Mairata 1/-lise kaare pikkus.
2aR nR

= 360.60.60 180.60.60

309. Ulesanne. Midrata radiaan, s. 0. see kesknurk, mille kaare
pikkus vordub raadiusega.

Kui mirkida otsitava nurga kraadide arv nm-ga ja temale vastav
kaar l-ga, siis saame:

360
!l = R, jarjelikult

R=2B-1 51 1 =21 g
360 360

P 33_0" = 1800. 1 = 1800 . 0,31830988 = 57017/4448.
(4 14

1= 2aR " kuid tingimuse jarele

Seda nurka nimetataksegi radiaaniks; temal on suur tdhendus trigono-
meetrias, sest et ta on nurga-modtiiksus. See on ainuke nurga-mootiiksus,
mida tarvitatakse korgemas matemaatikas.

310. Ringi pindala. Ringi pindalana vdetakse see piir,
millele ligeneb korrapérase sisse- vdi iimberjoonestatud hulk-
nurga pindala, kui hulknurga kiilgede arv 16pmata kahendub.

Selle piiri olemasolu tdestatakse viisil, mis on sarnane
nr. 300 avaldatud viisiga.-
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311. Lause. Raadiusega R joonestatud ringi pindala vor-
dub =R? (264. joon.).

Konstrueerime raadiusega R joonesta-
e pea= & tud ringi {imber korrapdrase hulknurga.
Mirkides hulknurga timbermdddu P-ga, ring-
joone pikkuse C-ga ja silmas pidades, et
fimberjoonestatud hulknurga apoteem on F,
leiame (nr. 273), et selle hulknurga pindala

vordub
264. joonis, P.R,

2 b
kui hulknurga kiilgede arv hakkab l6pmata kahenduma, siis
hakkab {imbermdot P ligenema ringjoone pikkusele C ja jérje-

likult hakkab hulknurga pindala L ligenema piirile %1—%.. Et

2
aga see piir voetaksegi ringi pindalana, siis vordub ringi pindala
: 2nR .
ER - ala

Jareldus. Ringide pindalad suhtuvad ndnda kui raadiuste
voi 1abimddtude ruudud.
Kui R ja R’ on ringide raadiused, K ja K’ — nende
pindalad, siis
K=axaR?; K'=— aR?, kust
K _xFA_ R _ 4R __ QRR
K~ mR?~ R2  4R?  (QR?
312. Lause. Sektori pindala vordub tema sirgestatud ')
kaare ja poolraadiuse Kkorrutisega (265. joon.). :
T B Sisaldugu sektori AOB kaares AB n°.
Niisuguse sektori pindala, mille kaar on 1°,
on 360 korda vihem kui kera pindala, s. o.:

ta vordub
al?
360 °

265. joon. . mniisuguse sektori pindala, mille kaar sisaldab

1) Kaart sirgestama tihendab avaldada see kaar pikkuseméétudesé




eneses 7% on n korda suurem, s. o. ta vordub

aR%.n

il E
Esitades pindala saadud avalduse kujul: % . —1; ja pannes
tdhele (nr. 303), et 7%'3 =1, kus ! on kaare AB pikkus, saame:

S=i.5

313. Pythagorase lause iilldistamine. Taisnurkse kolm-

nurga ABC hilpotenuusile konstrueeritud ringi pindala P vordub

selle kolmnurga kaatetitele & ja c¢ konstrueeritud ringide
pindalade Q ja R summaga (266. joon.).

T.:. XA=d. V.: P=Q-+R et

e
Et ringide pindalad suhtuvad nonda ( 9

~

h -~

/
; 9 8B, e o SRy
PrEAP=a e

Liites need avaldused ositi ja teades, \ f.

et 24 c?=a? saame
Q 2 |- ¢2 2 6. joon.
”_,I;sz:;CZ(%:l, kust 266. joon

Q-+ R =P, mis oligi tarvis toestada.

314. Jareldus. Kui tdisnurkse A\ 4BC kiilgedele konstrueerida ithele
ja samale poole asetatud poolringid, siis vordub jooniste Bu: ApB ja
AnCqA pindalade summa kolmnurga pindalaga.

Kaatetitele konstrueeritud poolringide pind-
alade summa vordub hiipotenuusile konstrueeritud
poolringi pindalaga :

BmA pindala 4 An C pindala = Bp A¢ C pind-
alaga ; lahutame selle vorduse kummastki osast iildised
osad BpA ja AqC, mis on joonisel joonekestega 267. joonis.
mérgitud ; siis saame :

BmApB pindala + AnCqA pindala = ABC pindalaga, mis oligi tarvis
toestada.

Jooniseid BmApB ja AnCqA nimetatakse Hippokrates'el) kuukesteks.

kui 1dbimodtude ruudud (nr. 311), siis

1) Hippokrates oli greeka geomeetriateadlane Hiose saarelt (elas V
aastasajal e. Kr.).
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Kuukeseks nimetatakse iildse joonist', mille moodustavad kaks iihele ja samale
poole asetatud kaart.
315. Ulesamne. Antud on ringi pindala X = 20 »2. Leida raadius.
Mirkides otsitava raadiuse R-ga, saame I = nR?, Kkust

R2=I;{; R= |/ X = l/ K. l:]/zo.o,31831 = 2,52 (m).
1 w

S5 SN
(tappis 160 ni).

316. Ulesanne. Kahe iihiskeskese ringi
raadiused = R ja ». Midrata ringronga pind-
ala, s. o..antud ringide pindalade vahe (268.
joon.).

Mirgime otsitava pindala ¢)-ga, saame:

Q=R — w? = n (R2—12) = n (R+ N (R — 7).

968. joonis. 317. Ulesanne. Sektori pindala = 0,125
m2, aga tema nurk = 45°. Leida raadius.

= 0,125, voi *22- 45 _ 0,125, kust
360

nR2.n
360

aR2 = 0,125 .8 = 1, millest

R= ]/L = 0,564 (m).
14

318. Ulesanne. Sektori pindala vordub selle ruudu pindalaga,
mille kiillg vordub sama ringi raadiusega.

7.LI{2£. ——

360 :

n

Mg

360

n = 380° _ 114035996.
b4

XIX peatiikk.

Algebra rakendus geomeetrias.

319. Geomeetriliste konstruktsiooni-iilesannete lahendus-
viiside seas vOtab tdhtsa koha algebraline lahendusviis, mis
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selles seisab, et mirkides antud 10igud tahtedega a, b, ¢ ja
otsitava — tdhega x, seatakse kokku iilesande tingimuse ja lau-
sete varal voOrrand, mis seob otsitava 10igu antud 16ikudega.
Lahendades vorrandi, saadakse valem, mida esiteks haruta-
takse, s. o. madratakse, missugustel tingimustel annab see
valem voimalikud lahendused ja mitu vdimalikku lahendust,
kuna pirast seda konstrueeritakse see valem, s. o.
leitakse konstruktsiooni?) abil 16ik, mis rahuldab selle valemi.

Nonda seisab algebraline konstruktsiooni-iilesannete lahen-
dusviis neljast jargmisest osast koos:

1. vorrandi kokkuseadmine; 2. selle vorrandi lahenda-
mine; 3. saadud valemi harutamine ja 4. selle valemi konst-
rueerimine. :

320. Lihtsamate valemite konstrueerimine. Koigis jarg-
nevais valemeis moeldakse tiahtede a, b, ¢,... all mitte
arvusid, vaid 10ikusid.

1. Valemite konstrueerimine:

x=a-+b; x=a—b; x=28, 3a...; x=g, -g,
kus ¢ ja b on antud !doigud, ei siinnita raskust.
2. Loik z, mille méidrab valem

ab
X = —)
c

2
385

on loikude a, b ja ¢ neljas vordeline, sest et sellest valemist
jargneb
cx = gb, voi %:Z
Jarjelikult voib 2 konstrueerida nr. 190 naidatud viisil.

2a. Konstrueerida valem:

__abc
de
Oletades, et %zk, saame x=%c- Loiku % voib konst-

rueerida kui &, ¢ ja e neljandat vordelist (v. 2). Konstruee-

1) Koik konstruktsioonid moodustatakse ainult kahe instrumendi:
sirkli ja joonlaua abil.
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rides %, voib leida = kui 1dikude @, £ ja d neljas vordeline.
abem  abeml .
den’ T deng

Samuti voib konstrueerida valemid: z=

3. Konstrueerida valem:
X =7V ab;
et selle valemi voib esitada jargmiselt:

. a X
22 =ab, vOi — =+
x b

siis voib 16igu « konstrueerida kui 16ikude « ja b keskmise
vordelise (nr. 225).

3a. Konstrueerida valem:
X=0¥}

Viies a juuremdérgi alla, saame:

E

4 o A 4a e X
2= 2 . s
Vsa, voi 2°=—¢.a, V0I — = &

4a keskmine

TS

Sellest on n#dha, et 16ik 2 on ldikude a ja
vordeline.
4. Konstrueerida valem:
x=) m
Sellest valemist on n#ha, et 16k 2 on selle tdisnurkse

kolmnurga hiipotenuus, mille kaatetiteks on loigud a ja o.
Samuti kujutab valem

x:VaQ_b2 ‘
tagisnurkse kolmnurga kaatetit, kusjuures h{ipotenuusiks on a,
aga teiseks kaatetiks &.

4-a. Konstrueerida valem:
X=Va+ b+ 2+ d?.
Oletades, et a? 4 > =#® ja ¢® -+ d?> = m?, saame
s=Y Pt k=)@ LP; m=YEL P

Konstrueerides 18igud % ja m, leiame kergesti z-i.
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321. Ulesanne. Jagada antud 16ik AB—a adrmises
ja keskmises suhtes, s. 0. jagada see 15ik kahte ossa nii,
et suurem osa oleks terve loigu ja tema vihema osa Kesk-
mine vdordeline b).

, Ulesande vérrand. Oletame, et iilesanne on lahendatud
ja punkt X (269. joon.) jagab ldigu AB vilimises ja kesk-
mises suhtes, kusjuures 4X on 16igu suurem osa.

Mirkides 4X tihega z, saame:

a X
—=——2 kust
X a—x

2?4+ azr—a®=0.
Lahendades selle ruutvorrandi, saame:

=tV +e W a——5=V 5o @

Harutus. Et tilesande tingimuse

pohjal 16ik « peab olema positiivne C/.Q’
ja vdhem kui 16ik a, siis teine lahen- ,’1““1'—"";%
dus (juur) kui negatiivne ei kolba2); - l/\r

esimene lahendus (juur) aga rahuldab
iilesande tingimusi, sest et ta on po-
sitiivne ja vahem kui «; ja toesti:

(o) +o <[5 + #4205, wo
(o] + e <fz+a)? st
]/ (%)’ + @< % +a, millest

1) Selle iilesande liihike lahendus on avaldatud nr. 226.

2) Monikord defineeritakse 16igu jagamist ddrmises ja keskmises suhtes
laiemas mottes : jagada 1oik 4B ##rmises ja keskmises suhtes tidhendab,
leida sirgel 4B voi ta pikendusel niisugune punkt, mille kaugus punk-
tist 4 oleks sama punkti ja punkti B kauguse ning ldigu 4B keskmine
vordeline. Siis annab ka negatiivne lahendus iilesande kiisimusele vastuse
(punkt X‘) ja seda #drmises ja keskmises suhtes jagamist ennast nimetatakse
kassisemiseks voivdlimiseks, seejirele, kus asetseb otsitav punkt.

269. joonis.
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——{—-V( -{-a2<a voi z, < a.

Nonda on siis iilesanne alati vdimalik ja tal on iiks
lahendus.

Konstruktsioon. Oletades, et valemis (1) V( +a?=
=1, Saame

————-%—{—mzm—%-

1 " Konstrueerime esiteks 16igu m, mis moodustab enesest
taisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusi AC, kuna kaatetid

on: AB=a ja CB=%- Kui punktist C raadiusega CB joo-

nestame ringjoone, mis 10ikab AC ja ta pikendust punktides
D ja I, siis AD=AC— DC=m— moodustab 1oigu ,,
mis on madratud valemis (1). Paigutame AB-le 16igu AX=AD,
saame punkti X, mis jagab 16igu AB #4irmises ja kesk-
mises suhtes.

322. Ruutvorrandi juurte konstrueerimine.

Ruutvorrandi juuri voib konstrueerida vorrandit ennast
lahendamata. Vaatleme nelja jargmist ruutvorrandi tiiiipi.

0 2 —pz+¢°=0 (1),
x? _px—quo (2))

”.- 2 prtg?=0 (3)
4 3 B24pr—g?=0 (4),

o ® kus p ja ¢ on antud loigud. Vorranditele
270. joon.  (3) ja (4) vdib anda vorrandite (1) ja (2) kuju,
kui oletada, et x =—y. Jarjelikult on kiil-
lalt, kui konstrueerime ainult vorrandite (1) ja (2) juured.
1. Vorrandile (1) anname kuju:
z(p — z) = ¢>, kust saame vorde:

@
e =1 ©);

z ja p—x voib votta vorrandi (1) Juurtena sest et summa
4+ (p—x) =p ja korrutis z (p — x) = ¢%; vordest (5)
jargneb, et 10ik ¢ on 1dikude 2 ja p — x keskmine vdordeline.
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Loikude z ja (p — x) konstrueerimiseks joonestame 16igule
BC=p (270Q. joon.) kui labimdodule pool-ringjoone; punktist
B tombame sirgele BC ristjoone BD =g¢; ldbi punkti D
tombame DE’ || BC; punktist E laseme BC-le ristjoone. Siis
on 1oik EF = ¢ 16ikude BF ja FC (nr. 216) keskmine vdrde-
line ; jarjelikult vdrduvad BF ja FC loikudega z ja p —=,
s. 0. nad on vdrrandi (1) juured. Ulesandel on iiks lahendus
ja selle lahenduse vdimaldamiseks on tarvis, et DE’ loikaks

pool-ringjoont, s. 0. et ¢ <—12'~. Algebrast on teada, et ainult
sel tingimusel on vorrandil (1) reaalsed juured.
2. Vorrandile (2) voib anda kuju
2> —pxr=q® VoI x(z—p)=q% Kkust
i q

g4 @—p
Loikude 2 ja x—p konstfueeri-
miseks joonestame keskpunktist O

(271. joon.) raadiusega OB=€4 ring-

joone; tombame puutuja BD =gq ja
16ikaja DF, mis kulgeb keskpunkti.
Et puutuja on terve 1dikaja ja ta vilis- :
osa keskmine vordeline, siis DF' ja DE 271. joonis.
esitavad 10ikusid = ja xz—p, kus- _
juures z moodustab vorrandi (2) iihe juure, kuna aga 16ik
x — p erineb vorrandi (2) teisest juurest ainult mérgi poolest.

Ulesanne oma iihe lahendusega on alati voimalik.

323. Ulesanne. Antud alusele & konstrueerida piistkillik, mis
oleks vordne antud kolmnurgaga 4ABC, mille alus on a ja kdrgus on Z.

Ulesande vorrand. Mirkides otsitava piistkiiliku korguse -ga, saame:
h ah

} =“L., l t = 1.

bx 3 kust 55 (1) .
Harutus. Ilmne on, et iilesanne on alati voimalik ja tal on ﬁks.

lahendus.
Konstruktsioon. Kujutades vorduse (1) jirgmiselt:
26 a

h @
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mirkame, et otsitav 16ik « on 1oikude 2b, & ja a neljas vordeline, nonda et
ta konstrueerimine ei tekita raskust (nr. 190). Konstrueerides 16igu «, on
kerge konstrueerida otsitav piistkiilik. :

324. Ulesanne. Antud kolmnurga ABC (272. joon.) pindala jagada
pooleks sirgega, mis on roohiti kiiljega BC.

Ulesande vdrrand. Olgu iiles-
anne lahendatud, s. o. jagagu KF kolm-
nurga APBC pindala pooleks. Mirgime

: antud kiilje AC tihega a ja otsitava
“  loigu AF tihega z, saame (nr. 285): "

\ AEF pa. m_2 B o
i ABCpa. — a®» kuid iilesande tingi-

! muse jirele :
S ARK o 1
C ABCpa— DL jarjelikult
272. joonis. 2 a2
s = voi w2=7 (487

Harutus. Vorrandil (1) on valemi jirele kaks juurt:

-3/T.

kuid iilesande rahuldab ainult positiivne juur, sest et otsitav 16ik AF peab
olema positiivne. Jirjelikult on iilesanne alati voimalik ja tal on iiks
lahendus. : - ;
Konstrueerimine. Kirjutades vorrandi (1) pideva vorde kujul :
a &
iR g
20

mirkame, et 10iku « voib konstrueerida kui I1oikude a ja % keskmist vorde-

list. Seepirast joonestame I1digule AC =a kui l4bimdodule poolringi ;
tombame raadiuse OM 1 AC. Kool AM, olles AC=a ja AO :% kesk-

mine vordeline, ongi otsitav -16ik . Vottes AF=A4M ja tommates
EF || 'BC, jagame A ABC pooleks.

325. Homogeensuse pohimdote. Vaadeldes geomeetrilisi valemeid,
mirkame, et nad on harilikult homogeensed?), kusjuures jooni
1) Nagu algebrast teada, nimetatakse homogeenseks niisugust
hulkliiget, mille koik liilkmed on samamdootelised ; (tdisarvulise) iksliikme
mooteks nimetatakse temas sisalduvate tihtede astmeniitajate summat.

<
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avaldavad valemid on esimese modte homogeensed valemid,
nagu ndit. ;
Z—__—a_'é'_b (); a=Vb2+e (2); C=2R jne.,

mis avaldavad vastavalt trapetsi keskjoont, tdisnurkse 4 hiipotenuusi ia
ringjoone pikkust. Pindala avaldavad valemid on teise modte
homogeensed valemid, nagu ndit. :

ah (a+4b)h, R2

pokees. pes
mis avaldavad vastavalt kolmnurga, trapetsi ja ringi pindala. Samuti nieme
pérast (stereomeetrias), et ruumala avaldavad valemid on kolma nda
moote homogeensed valemid. Loppeks on valemid, mis avaldavad
nimeta arvusid joonte pikkuse kaudu, nullise mddte homo -
geensed valemid, niit.:

S
7 = 35"

See homogeensus oleneb sellest, et geomeetrilised vorrandid, mil-
ledest tuletatakse need valemid, saadakse kahe samanimelise geo-
meetrilise suuruse vordlusest, ndit. kahe joone, kahe pindala, kahe ruumala
vordlusest voi jdlle kahe nimeta arvu vordlusest.

Kui mingisuguses homogeenses valemis votta mingi 16ik pikkuse-
mootiiksusena, ndit, kui valemis

C=2aR
oletame, et R =1, siis saame juba mittehomogeense valemi
O='2n:

Sel juhusel 6eldakse, et valemi homogeensus rikundus. On arusaa-
dav, et rikundunud homogeensust on kerge endisesse seisukorda viia, Kir-
jutades moeldava pikkuse-modtiiksuse.

Harjutused.

Arvutusiilesanded.

214. Ringi pindala on . Leida ringjoone pikkus.

215. Kahest kontsentrilisest ringist moodustatud ringronga pindala
on . Vilimise ringi raadius on R. Leida sisemise ringi raadius.

216. Ringronga pindala on M ; ringide raadiuste vahe on d. Leida
vihema ringi pindala.

217. Sektori pindala = 628m2, raadius = 100m. Leida sektori nurk.

218. Niisuguse sektori pindala, mille nurk = 45%, on 0,125 m? Leida
ringi raadius.
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219. Raadiusega R joonestatud ringi pindala on jagatud iihiskes-
keste ringjoontega 3 vordseks osaks. Leida nende ringjoonte raadiused.

220. Leida tdisnurkse kolmnurga {imber joonestatud ringi pindala,
kui kolmnurga pindala on m? ja ta kaatetite summa =s.

221. 6-meetrilise raadiusega joonestatud ringi pindala on jagatud
kahe iihiskeskese ringjoonega 3 osaks, mis keskpunktist hakates suhtuvad
isekeskis nonda kui 1:2:3. Leida nende ringjoonte raadiused.

222. Leida niisuguse segmendi pindala, mis vastab sissejoonesta-
tud ruudu kiilje pikkusele kdolule, kui ringi raadius on R.

Konstruktsiooni-iilesanded.

223. Konstrueerida niisugune tdisnurkne kolmnurk, mille iiks kaatet
on hiipotenuusist 16igu a vorra lithem, kuna ta teisest kaatetist on 16igu b
vorra lilhem (algebra rakendus geomeetrias).

224, Antud kolmnurka, mille alus on @ ja korgus h, on joonesta-
tud piistkiilik, mille alus suhtub korgusesse ndnda kui m :n (algebra ra-
kendus geomeetrias).

- 225. Kahele antud ringile, millede raadiused on R ja r, aga kesk-
punktide kaugus on d, tdommata iildine puutuja. (Juhatus: algebrat (tarvi-
tades, midrata selle puutuja ja kesksirge loikepunkti kaugus iihest kesk-
punltist.) ;

226. Tommata sirge, mis jagaks antud kolmnurga ABC iimber-
moddu pooleks ja mis oleks roobiti selle kolmnurga alusega (algebra ra-
kendus geomeetrias).
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K/U ,,LOODUS’E Kkirjastusel ilmunud:

E. Laid ,Eesti muinasiinnad* 150 m.
J. Priimmel j,Eesti kuurordid®* 240 m.
Haapsalu, Eesti kuurordid I 75 m.
Kuresaare, Eesti kuurordid II 80 m.
Pidrnu, Eesti kuurordid III 65 m.
Pohja-Eesti rannik, Eesti kuurordid IV 70 m.
J. Rumma ,,Maaleaduse oppeviis® 95 m.
J. Rumma ,;Uldine maateadus® 195 m.
A. P. Netshajev ,,Mere tegevust, ToOlkinud ja tidiendanud
J.Rumma. 60 m.
Prof. J. Piiper ,,Uldise zooloogia pohijooned* 140 m.
L. Mahistein ja H. Minnik ,Elus loodus® algaste 145 m.
Audova-Univer ,,Bioloogia 6piraamat keskk. van. kl. 100 m.
Schmeil j,Inimene Teinmani tolge 60 m. 96 lhk.
K. P. Becum 1 0. MpronTans j;Apndmeruna’s II rog o6ygenns,
nepes. . Bepeupgeuan; nera 70 M.
K. R. Veski ja J. Verendel ,,Stereomeectriliste lilesannete
kogu® 100 m.
H. Minnik ;,Praktilised t66d botaanikas*f; (kaustik) 15 m.
H. Rellchen‘nch niZooloogia praktikum keskkoolidele*t



#i. Relchenbach ;,Juhe zooloogilisteks wvaatiusteks ja
kogude korraldamiseks ' {(akvaarium) 55 m.

H. Riikoja-B. E. Raikov ;;Anatoomia ja fiisioloogia alg-
praktikum® 175 m.

Prof. Polovtsov ,,Taimede ehitus ja alu’® (teine konts.) 125 m.

G. Viiberg ,,darjumaa* (maateadusline lugemik) 215 m.

Prof. W. Oels ,;Katsed taimede elustf. Eesti keelde toime-

tanud G. Vilberg 160 m.

Prof. Wagner ,,Zooloogia‘ (teine kontsentr) 145 m. I r.

L X * o 145 m. II r.
l!umm:o-llalkov pwhoodusioo prakiiliste todde dppeviists,
140 m.

i. Kents ,,Eestimaa geograafia opperaamat 155 m.

©. Schmeil ,,Viike_ looduslugu. Tolkinud J. Piiper 150 m.

pTaliinna juht®. Ulevaade Tallinna tihtsamatest kohtadest ja

valitsuseasutustest 150 m.
Shaposhnikov ja Vaitsev ,,Algebraliste lllesannete kogu**
I jagu. Umber tostanud ja taiend. K. Veski ja J.Griinthal. 140 m.
Prof. ). Sarv ,Logaritmide tabelid® 28 m.
K. Veski ja J. Griinthali j,Aritmeetika‘ | Sppeaasta 65 m,,
Il oppeaasta 65 m., Il oppeaasta 90 m., IV Gppe~
aasta 100 m., V éppeaasta 75 m, Vi dppezasta 135 m.
Prof. G. Riigo ,Tasapinnaiise anallliitilise geomeeiria
pohijooned* (keskkoolidele) 185 m.

Prof. G. Rigo ,,Matemaatilise analillisi elemendid:* 200 m.

K. Loskit ja A. Paris ,,Anorgaanilise kvalitatiivse ana-
ililisi praktikum® 90 m.

Edm. Spohr ja G. Viiberg ,,Oistaimede mi&ramise abi-
wihik 25 m.

,|L°°du“., I aastakdik: l, “, Il', lv’ v ja Vi 2 60 m.

Rashevski ;,Stereomeetriat. Tolk. K. Veski ja J. Griinthal. 85 m.

G. Vilberg ,,Eesti taimestlk koolidele®, Schmeil-Fitscheni

jarele Eesti taimestiku kohaselt iimber tiotatud. 220 m.
Kogerman-Minnik-Mahistein ,,Loodusedpetustt I tr. 130 m.
S. Siitt ja D. Koppel ,,Maateaduse dpperaamat algkoo~

licgele®s, IV Oppeaasta 100 m., paremal paberil 110 m.

D. Xoppel ja S. Siitt ,;Maateaduse lilesannete kaustik®

I vihk 25 m., IT vihk 25 m,

Arvo Yippd ,Lastetoast koolipingile®, tolkinud J. Tein-

man. 100 m.

J. Maramaa ;,,Geomeetria® 100 mk,

Raamatute tutvustaja or. 1, 2, 3 ja 4.

K. Hintzer ,;Vabaharjutused® 60 mk. ;

K. Hintzer ,,Kepiharjutused* 55 m.

Prof. Lipschiitz ;,Miks me sureme*s, tolkinud A. Klein, 90 m.

Dots. H. Bekker ,,Geoloogia dpperaamat® 200 mk.

3. .los;s%lf pitaalia kahekordse raamatupidamise opetus®

m.

Dr. Fritz Kahn jLinnutee®, tolkinud M. Reika. 1256 m.

A. Tollassepp j;Meie dhkkond* 95 m.

G. Vilberg y,Meie kevadetaimed I — mk.

Ladu Vana t. nr. 1, telef. 435, Arijubi telef. 243.

Hind 175 marka.
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