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1. KORDAMISEKS JA TKIENDAMISEKS

1.1. HULGAD

. On antud hulk A={0; 2; 4; 6; 8}. Missugused jargmistest lau-

setest on diged?

1) 0=A 2) 34 3) 5FA 4) 8 & A
5) {0; 2}cA 6) {4}cA 7) {5 6)cA 8) T A

. On antud hulgad A={l; 3; 5; 7; 9} ja B={l; 2; 3; 4; 5}. Leia

nende hulkade {ihend ja {ihisosa.

. Leia paaritute arvude hulga ja vorratuse x<C7 naturaalarvu-

liste lahendite hulga iihisosa.

. Leia joonise 1 jargi

ABNCD, ABYCD, ABNCB, ABUBD, ACNBD.
Sl A 1 B )

! [] Joon. 1

. On antud kaks arvupaaride hulka M ja N. Leia M N.

M={(0;0), (1;2), (0;1), (2;1), (3;4)}
N={(5;6), (0;0), (45), (3;2), (0;1)}

. Otsusta, missugused jargmistest lausetest on oiged, missugused

vadarad, kui N tahistab naturaalarvude hulka, Z tédisarvude
hulka ja Q ratsionaalarvude hulka.

1) 4=N 2) 5Z 3) —3=N 4) —-3=Q
5) 2¢£Q 6) ~ 7 Z TNO0EZ 8) 05 & @
9) NcZ  10) Z¢Q 1) NNZ=2 i2) NUZ=Q

3



7. On antud hulgad A={1; 2; 3; 4} ja B={2; 4; 6; 8}. Kas jargmi-
sed laused on oiged?

1) 3= (AUB) 2) 4= (ANB) 3) (ANB)<B
4) Ac(AUB) 5) {l; 4; 8} (AUB) €) (ANB)a

1.2. KAHE HULGA ELEMENTIDE VAHELINE VASTAVUS

Vaatleme harilike murdude hulka

I AR Sk e
Kujutame diagrammina murdude lugejate hulga
BRa={1;:2; 3;.5)
ja nimetajate hulga
B={3; 4; 7, 8}

ning nditame noolega, missugune arv on nimetajaks iithe voi teise
lugeja puhul (joon. 2). 3

Joon. 2

Saadud joonist nimetame nooldiagrammiks. Selline diagramm
néditab vastavust kahe hulga elementide vahel. Sellest ndeme
néiteks, et hulga A elemendile 2 vastab hulga B element 7 ja hulga
A elemendile 1 vastavad hulga B kaks elementi, nimelt 3 ja 4.
Vastavuse korraldamine kahe hulga elementide vahel on igapdeva-
ses elus sagedane nédhtus. Kui klassijuhataja maérab igale opila-
sele koha klassis, siis ta korraldab vastavuse klassi opilaste ja
klassiruumis leiduvate opilaskohtade vahel. Kui kino- voi teatri-
kassa miiiib kiilastajale nummerdatud pileti, siis sellega korralda-
takse vastavus kiilastajate ja kino- voi teatrisaalis leiduvate koh-
tade vahel.

Vastavus kahe hulga elementide vahel voib olla mitmesugune. Kui
iihe hulga igale elemendile vastab teise hulga iiks ja ainult iiks
element, siis vastavust nimetatakse iiheseks. Nooldiagrammis
1dhtub iihese vastavuse korral esimese hulga iga elemendi juurest
tiks ja ainult {iks nool (joon. 3). Kui klassi opilaste nimestiku iga
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nime jdarel markida néditeks selle opilase mingi kontrolltdé hinne,
siis saame iihese vastavuse klassi opilaste hulga ja hinnete hulga
{5, 4, 3, 2, 1} elementide vahel.

Joonisel 2 kujutatud vastavus pole iihene, sest hulga A elemendile
1 vastab seal kaks hulga B elementi.

Kui iihe hulga igale elemendile vastab ainult iiks teise hulga ele-
ment ja teise hulga iga element on vastavaks ainult iihele esimese
hulga elemendile, siis seda vastavust nimetatakse iiksiiheseks.

Joon. 3 - Jeon. 4

Nooldiagrammis ldheb iiksiithese vastavuse korral esimese hulga
iga elemendi juurest iiks ja ainult iiks nool teise hulga iga ele-
mendi juurde (joon. 4). Kui hulgad on 16plikud, siis iiksiihese vas-
tavuse korral on neis elemente {ihepalju.

Uksiiheses vastavuses on nditeks klassi opilaste hulk ja klassi
opilaste nimestikus olevate nimede hulk, iga hulknurga tippude
hulk ja tema nurkade hulk, aasta pdevade hulk ja kalendri kuupée-
vade (nditeks 12.09.) hulk jne.

Vastavust kahe hulga elementide vahel saab esitada peale nooldia-
grammi veel mitmel viisil. Vdga sageli kasutatakse selleks tabe-
lit, mille {ihes reas (veerus) on iihe hulga elemendid ja nende all
(korval) teises reas (veerus) on neile vastavad {eise hulga ele-
mendid. Nii kujutab jidrgmine tabel joonisel 2 esitatud vasta-
vust:

DR i B Gt s o e e 0
R T & ¢ L8

Vastavust kahe hulga elementide vahel saab esitada veel iihe-
ainsa hulga abil, mille moodustavad jarjestatud paarid, s.o.
niisugused elementide paarid, mille esimeseks elemendiks on esi-
mese hulga element ja teiseks elemendiks on esimesele elemen-
dile vastav teise hulga element. Kui {ilalantud tabeli esitame jar-
jestatud paaride hulgana, siis saame jargmise hulga:

C={(1;3), (1;4), (3;4), (2,7), (5; 8)}.

Niisugune jédrjestatud paaride hulk on samavédérne tabeliga kui ka
nooldiagrammiga, sest sellest saab kergesti nii {ihe kui ka teise.




8.

10.

11.

12.

13.

Tee kindlaks, kas vastavus hulkade A ja B elementide vahel
joonisel 5 on iiksiihene.

Esita jérjestatud paaride hulk

H={(+,5), (—.0), (-, k), (:, )}
nooldiagrammina ja tabelina. Kas vaadeldav vastavus on
tihene? {iksiihene?

Joon. 5 Joon. 6

Esita jarjestatud paaride hulgana ja nooldiagrammina jérg--
mise tabelina antud vastavus:

Aol o bl g ar s 4oe
Y T A Tdrr i e

Kas see vastavus on iihene? iiksiihene?

1) Millal vastavus klassi oOpilaste ja klassiruumis leiduvate
kohtade vahel on iiksiihene?

2) Opilased ostsid kooli einelauast 6unu 4 kop. tiikk. Kas vas-
tavus ostetud ounte arvu ja nende eest makstud raha-
summa vahel on iiksiithene voi mitte?

Hulga K elementideks on riigid: Soome, Itaalia, Jaapan,
Rootsi, Kreeka, Norra, India, Taani, Kanada ja Kuuba. Hulga
L elementideks on pealinnad: Oslo, Helsingi, Havanna, Rooma,
Dehli, Madriid, Ottawa, Stokholm, Pariis ja Kopenhaagen.
Korralda vastavus hulkade K ja L elementide vahel, lugedes
igale riigile vastavaks tema pealinna. Kas see vastavus on
ithene? {liksithene?

Hulkade A ja B elementideks on arvud (joon. 6). Lugedes
hulga A igale elemendile vastavaks hulga B selle elemendi,
mis on saadud hulga A elemendi korrutamisel 2-ga, esita vas-
tavus nooldiagrammina. Kas see vastavus hulkade A ja B ele-
mentide vahel on iiksiithene?



14. On antud hulk A= {3; 1; 6; 10; 7; 4; 11}. Hulga A elementidele
vastavateks hulga B elementideks on nelja vorra suuremad
arvud. Esita vastavus hulkade A ja B elementide vahel nool-
diagrammina, tabelina ja jérjestatud paaride hulgana.

15. Hulga X={0; 1, 2; 3; 4; 5} elementidele vastavad hulga Y
elemendid on arvutatud valemi y=>5x?+1 jargi, kus x on hulga
X mistahes element ja y sellele vastav hulga Y element. Esita
see vastavus tabelina ja jarjestatud arvupaaride hulgana.

16. Hulga X={-3; —2; —1; 0; 1; 2; 3} elementidele vastavad
hulga Y elemendid on arvutatud valemi y=4x—3 jérgi, kus x
on hulga X suvaline element ja y sellele vastav hulga Y ele-
ment. Esita see vastavus tabelina ja jdrjestatud arvupaaride
hulgana.

i

hulga X={0; 2; 4; 6} elementldele Tulemused e51ta tabelina.

Joon. 7

18. Joonis 7 kujutab kaht vGimalikku iiksiihest vastavust hulkade
{1; 3; 5} ja {4; 6; 8} elementide vahel. Leia veel selliseid vas-
tavusi. Kui palju neid iildse on?

1.3. SIRGJOONE PUNKTI KOORDINAAT

Teame et ratsionaalarve saab kujutada sirgjoone punktidena, kui
sirgjoone iiks punkt O votta pikkuste mootmise alguspunk-
tiks, valida pikkusiihik ja méidrata positiivne suund
sellel sirgel (joon. 8). Niisuguste andmetega varustatud sirget
nimetatakse teatavasti arvteljeks. Ratsionaalarvude ja arvtelje
punktide vahel on olemas iihene vastavus; igale ratsionaalarvule
vastab arvteljel iiks kindel punkt, néditeks arvule —4 vastab jooni-
sel 8 punkt A, arvule 1,5 punkt C jne. Meie ei tea veel, kas see
vastavus on iiksiihene, s.t. kas arvtelje iga punkt on mingi ratsio-
naalarvu kujutiseks voi leidub arvteljel punkte, millele ei vasta
ithtki ratsionaalarvu. Kiill voime aga oelda, et mGotmise tédpsuse

7



S
~

A 8
S ' o Joon. 8

90 Q
i

i H 3
135 . T T
it SRR R 0 ’ e o i

piirides saame arvtelje iga punkti puhul leida ratsionaalarvu, mida
see punkt kujutab.

Kujutagu arvtelje punkt M arvu x. See arv mééirab punkti M asu-
koha arvteljel, sest ta iitleb, kummal pool alguspunkti O ja mitme
ithiku kaugusel sellest punkt M asetseb. Arvu, mis mdédrab punkti
asukoha arvteljel, nimetatakse punkti koordinaadiks. Nditeks joo-
nisel 8 punkti A koordinaadiks on arv —4 ja punkti D koordinaa-
diks arv 5. Pikkuste mootmise alguspunkti nimetame niiiid koordi-
naatide alguspunktiks: tema koordinaat on arv 0.

Lauset «Punkti M koordinaat on x» kirjutame lithidalt kujul
M(x). :
Punktide koordinaatide abil on kerge arvutada nende punktide
vahelisi kaugusi. Selleks tuleb arvutada nende koordinaatide vahe.
Niiteks punktide A(—4) ja D(5) vaheline kaugus (joon.8) ehk,
teisiti, 1oigu AD pikkus

AD=5—(—4)=09.
Uldiselt, punktide M(x;) ja N(xz) vaheline kaugus
IWN=IX2—X1|.

Vahe absoluutvdartus on voetud selleks, et vélistada negatiivsete
kaugusarvude saamist.

19. Mirgi arvteljel punktid K(0,5), L(—2,5), M(3,2) ja N(4).

20. Arvteljel on antud punktid A(—3), B(2,5) ja C(4,5). Arvuta
16ikude AB, BC ja AC pikkused ning kontrolli tulemusi joonise

abil.

21. Mida voib Gelda punktide P(115) ja Q(—78) asukoha kohta
arvteljel? Kui pikk on 16ik PQ?

1.4. TASAPINNA PUNKTI KOORDINAADID

Olgu tarvis toa seinale akna korvale paigaldada elektrikontakt
(joon. 9). Kui kontakti asukoht pole tdpsemalt maératud, siis voib
teda paigaldada véga erinevaisse kohtadesse, néiteks punkti A, B,
C jne. Oletame, et kontakt tahetakse paigaldada 0,5 m kaugusele
aknast. See tihendab et kontakt peab asetsema sirgel s, mis on
paralleelne akna ddrega ja asetseb sellest 0,5 m kaugusel. Kuid
kontakti asukoht pole sellega veel tdiesti méddratud, sest ta voib
paikneda sirgel s korgemal voi madalamal. Nouame veel, et kon-
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takt oleks porandast 0,8 m korgusel, s.t. asetseks porandaga
paralleelsel sirgel ¢, mis on porandast 0,8 m kaugusel. Et oleksid
tdidetud molemad tingimused, peab kontakt asetsema sirgete s ja ¢
16ikepunktis, s. t. punktis P=s] £.

Seega on kontakti asukoha médidramiseks seinal vaja teada kaht
arvu, nimelt kontakti kaugust aknast ja kaugust porandast.
Punkti asukoht tasapinnal midératakse kahe teineteisega ristuva
arvtelje suhtes. Telgede I6ikepunkt ‘O voetakse koordinaatide
alguspunktiks molemal teljel ja telgi nimetatakse koordinaattelge-
deks (joon. 10). Uht koordinaattelge nimetatakse abstsissteljeks,
teist ordinaatteljeks. Abstsisstelg voetakse tavaliselt horisontaal-
sena. Abstsiss- ja ordinaattelg koos moodustavad koordinaat-
teljestiku. :

- Olgu koordinaatteljestikus antud punkt A. Selle punkti asukoha
madramiseks teljestiku suhtes tombame punktist A telgedele rist-
16igud AA, ja AA; ning leiame nende ristidikude aluspunktide
A, ja A, koordinaadid. Abstsissteljelt leitav punkti A; koordinaat
on punkti A esimene koordinaat ehk punkti A abstsiss. Ordi-
naatteljelt leitav punkti A, koordinaat on punkti 4 teine koordi-
naat ehk punkti A ordinaat. Abstsissi ja ordinaati koos nimeta-
takse punkti A koordinaatideks.

Jooniselt 10 ndeme, et punkti abstsiss on punkti kaugus ordinaat-
teljest voi selle kauguse vastandarv ja punkti ordinaat on punkti
kaugus abstsissteljest voi selle vastandarv. Nii on punkti A abst-
siss 2 ja ordinaat 3, mida lithidalt margitakse kujul A(2; 3). Sul-

Ordinaattelg

A
£ = i
| 3484 L1 AT
{ 2
IS | 1 i
oy 811417 %
l s 1L i : 4, Aslssstely
H SEF EACABED EEEEE |
. i : :
i e A b =
IEeddd g BiEE | =
NS A
; f i ka2 |
& ol L
= FREE
L4 EEA !“T SHEE
Joon. 9 Joon. 10



gudes on jéarjestatud arvupaar, s.t. esimene arv tdhendab alati
abstsissi, teine ordinaati.

Samal joonisel 10 leiduva punkti B koordinaadid on —2 ja 1,
lithemalt B(—2; 1). Sellel joonisel on méargitud veel punktid

C(—1;, =3), D(0; —3), E(—3;0) jaO(0; 0).

Punkti abstsissi tdhistatakse {ildkujul tdhega x ja ordinaati tahega
y. Lauset «Punkti P abstsiss on x ja ordinaat y» kirjutame kujul
P(x; y). Et sulgudes on jérjestatud arvupaar, siis punktid (x; y) ja -
(y; x) on kaks erinevat punkti, kui xs~=y.

Vastavalt abstsissi ja ordinaadi tdhistusele nimetatakse abstsiss-
telge ka x-teljeks ja ordinaattelge y-teljeks. Koordinaatteljed
jaotavad tasapinna neljaks veerandiks, mis nummerdatakse joonisel
11 ndidatud jarjekorras. Punkti leidmiseks tema koordinaatide x:
ja yi jargi joonestame abstsisstelje punktist x; ordinaatteljega
paralleelse sirge ja ordinaattelje punktist y; abstsissteljega paral-
leelse sirge (joon. 12). Nende kahe sirge 16ikepunkt M ongi otsi-
tav punkt, sest M (x;; y1). Selliselt médaratud punkte on ainult {iks,
sest kaks sirget 16ikuvad ainult {ihes punktis.

22. Maira jooniselt 13 punktide K, L, M, P, R ja S koordmaadld
Tulemused kirjuta lithidalt.

Joon. 11 ™M

S
|
(%)
|
N
|
i~
~
N
(%

Joon. 12 Joon. 13
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23.

24,

25.

26.

S
28.

29

30.

31.

32.

33.

Joonesta koord'inaatteljestik ja kujuta selles jargmised punk-
tid: :

A(l; 2), B(1; —-2), C(—1; 1,5), D(0; 3),
E(-20), F(-25 -3), G(0,5; 24), H(2,5; 0).

Tee kindlaks, missuguse méargiga on punkti abstsiss ja mis-
suguse margiga ordinaat, kui punkt asetseb tasapinna I vee-
randis, II veerandis, III veerandis, IV veerandis.

Joonist kasutamata otsusta, millises veerandis aset§evad
jargmised punktid:

A(2,8; 3,1), B(-1,7; 0,8), C(3,5; —25),
D(-23; —5,8), E(—54; —0,5), F(—100; 100).
Leida, kus asetseb punkt M(x; y) jargmistel juhtudel:

1) x>0, y>0 2) x<0, y>0 3) x=0, y<0
4) x>0, y<0 “:5): x>0, y=0 6) ¥<0, y<<0

Missuguste andmetega maératakse kohad teatrisaalis (kinos)?

Missuguste andmetega méaratakse punkti asukohta maakera
pinnal, nditeks laeva asukoht merel?

Joonesta koordinaatteljestik ja selles sirge, mis ldbib punkte
(—3; —1) ja (2; 4). Missugustes punktides 16ikab see sirge
koordinaattelgi?

Joonesta koordinaatteljestik ja selles sirge, mis 15ikab telgi
punktides (—1; 0) ja (0;1). Leia selle sirge punktid, mille
ordinaadid on —1; 4; 6.

Joonesta koordinaatteljestik ja selles sirge, mis ldbib punkte
(3; 0) ja (0; 1). Leia selle sirge punktid, mille abstsissid on
62 —1,0; =3:

Leia punktiga A(3; 4) siimmeetriline punkt

1) x-telje suhtes;

2) y-telje suhtes;
3) koordinaatide alguspunkti suhtes.

Leia sirge, mille suhtes jargmised punktid on sﬂmméetrilised:
(4; 2) ja (2;4), (3; 0) ja (0; 3), (—2;0) ja (0;: —2).

11



34.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

12

On antud ruudu kolm tippu: A(2; 5), B(4; 5) ja C(2; 3).
Joonesta see ruut. Leia tipu D koordinaadid ja arvuta ruudu
pindala.

Ristkiiliku ABCD kiiljed on vastavalt paralleelsed koordinaat-
telgedega. Ristkiiliku kaks vastastippu on A(2; 1) ja C(7; 4).
Joonesta see ristkiilik ja leia teiste tippude koordinaadid ning
diagonaalide loikepunkti koordinaadid.

Korrapdrase kuusnurga keskpunkt asetseb koordinaatide
alguspunktis ja iiks tipp punktis (0; 4). Joonesta see kuusnurk
ja leia jooniselt tema teiste tippude koordinaadid.

Joonesta kolmnurk, mille tippudeks on punktid (1; 3),
(—3; —2) ja (0; 4). Leia kolmnurga pindala, mootes arvuta-
miseks vajalike loikude pikkused jooniselt.

Joonesta romb, mille diagonaalide loikepunktiks on koordi-
naatide alguspunkt ja mille iiks tipp on punktis (0; 3), teine
punktis (—5; 0). Leia rombi pindala.

Trapetsi tippude koordinaadid on (3; —2), (—2; —2), (2; 1)
ja (—1; 1). Arvuta trapetsi pindala.

Koordinaattelgi puudutava ringjoone keskpunkt on punktis
(—4; —4). Arvuta ringjoone pikkus ja ringi pindala.

Nelinurkse maatiiki ABCD plaanistamiseks ja pindala mééara-
miseks voeti diagonaalsirge AC abstsissteljeks ja sellega ristuv
sirge 1dbi tipu B ordinaatteljeks (joon. 14). Maatiiki tippude
koordinaatide mootmisel (meetrites) saadi:

A(—198; 0), B(0; 250), C(602; 0), D(202; —246).

Joon. 14




1) Valmista maatiiki plaan, kujutades 100 m loiguna 1 cm.
Vajaduse korral imarda mootmise tulemusi.

2) Arvuta maatiiki pindala, vaadeldes seda kahe kolmnurga
pindalade summana.

1.5. PUNKTI KOHAVEKTORI KOORDINAADID

Vektorit OM, mis ldheb koordinaatide alguspunktist O tasapinna
mingisse punkti M(a; b), nimetatakse punkti M kohavektoriks
(joon. 15). Punkti kohavektor néitab otsest teed alguspunktist
antud punkti juurde, kuna koordinaadid viivad sinna {tht murd-

joont mddda. Et kohavektor OM on antud niipea, kui on antud
tema lopp-punkt M, siis punkti M koordinaate nimetatakse ka

tema kohavektori koordinaatideks. Lauset «Vektori OM koordi-
naadid on a ja b» kirjutame lithidalt jargmiselt:
OM= (a; b).
Seega voib jarjestatud arvupaar (a; b) tdhendada punkti kui ka
selle kohavektorit.

: v

i ¢ 1
|
2 ]
L=< ; =t
Y 4 -|[— \\‘ " [ Vi )
™ i
Mia:b] N
= 0 7 i B S
; _(LA' ! -1 \
: v A
0 1 " ! 1 l'?”—‘ N T
% L |
Joon.. 15 Joon. 16

Sl & e e

42. Leia jooniselt 16 vektorite OK, OL, OM ja ON koordinaadid.

43. Joonesta vektorid:
0A=(2; 3), 0B=(-3; 0), 0C=(—1; —3),
OD=(0; —4), OE=(3; —2), OF=(—4; 4).

13



44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

14

Leia jooniselt 17 vektorite 6;1, 673, 5??, —0_7?,, 0S ja OT koordi-
naadid.

Leia vektoriga (—3; 2) siimmeetriline vektor
1) x-telje suhtes;

2) y-telje suhtes;

3) koordinaatide alguspunkti suhtes.

_X_‘L alf 54 ,L, Joon. 17

On antud vektorid:

OA=(4; 2), OB=(=3; 1), OC=(-2; —14).
Leia nendega siimmeetrilised vektorid sirge sulites, mis pooli-
tab koordinaattelgede-vahelised nurgad esimeses ja kolman-
das veerandis.

Kolmnurga tippudeks on punktid A(—2; 4), B(3; —1) ja
C(2; 3). Avalda tippude kohavektorid koordinaatide abil.

Joonesta koordinaatide alguspunktist vektorirte_074=(3,5; 0)

ja (Té=(0; 4,5) summa ja vahe. Avalda saadud vektorid
koordinaatide abil.

Joonesta kohavektor, mis on vektorite 57\3:(3; 2): ia

CTI\7=(—1; 3) summaks ning avalda see koordinaatides.

Leia kohavektori koordinaadid, kui selle vektori liitmisel vek-
toriga O—f’=(4; —2) saadakse vektor ﬁ=(3; 4).



~Z. FUNKTSIONAALNE SOLTUVUS

2.1. FUNKTSIOON JA ARGUMENT

Kahe hulga elementide vahelist vastavust voime tédheldada iihen-
duses paljude nidhtustega.

Ndide 1. Kui kuubikujuline keedusoola kristall asetada keedu-
soola kiillastunud lahusesse, siis vastava temperatuuri juures
kristall hakkab kasvama, kusjuures tema esialgne kuju sailib.
Seega kristalli serva plkkus ja ruumala muutuvad.

Tahistame kristalli muutuva serva pikkuse (millimeetrites) tahega
x ja vaatleme muutuja x mingit védrtuste hulka, nditeks hulka

X={05; 1; 2; 3; 4},

ning arvutame kuubi ruumala valemi y=x® pohjal muutuja x
véartustele vastavad muutuja y vdédrtused. Esitades selle vastavuse
tabelina, saame:

x |05 ] 1 | 2
y [0,125] 1 | 8

3

| 27 | 64

Seega vastab muutuja x igale vdédrtusele tema viartuste hulgast
X ainult {iks muutuja y vaartus tema véidrtuste hulgast Y= {0,125;
1248 2764}

Nédide 2. Leiame ringi pindala y vairtused, mis vastavad ringi

raadiuse x vaartustele (millimeetrites) jargmisest viédrtuste hul-
gast:

X={5; 10; 15; 20}.
Ringi pindala y saame arvutada valemi jargi
y=nx2
Arvutades pindala védértused (ruutmllllmeetrxtes) kolme tiivenumb-
riga, saame jargmise vastavuse:
.1 5 . L10.1.16 120
y |785 314 | 707 | 1260

Ka siin vastab muutuja x igale vdértusele tema viartuste hulgast
X muutuja y {iks kindel vdértus tema vdértuste hulgast Y.

Kui muutuja x igale vdidrtusele tema vairtuste hulgast X vastab
mingi eeskirja jargi muutuja y iiks kindel vadédrtus tema vaartuste
hulgast Y, siis muutujat y nimetatakse muutuja x funktsiooniks.
Seejuures muutujat x nimetatakse funktsiooni y argumendiks.
Argumendi vdartuste hulka nimetatakse ka funktsiooni médaramis-
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piirkonnaks. Et y on funktsioon, siis ¥ on funktsiooni védartuste
hulk.

Naites 2 oli funktsiooni mdaramispiirkonnaks hulk

X={5; 10¢ 15; 20}

ja funktsiooni vdartuste hulgaks hulk

Y={78,5; 314; 707; 1260}.

Niisiis,

itht muutujat nimetatakse teise funktsiooniks, kui teise muutuja

igale vdartusele tema vddrtuste hulgast vastab iiks ja ainult iiks
esimese muutuja vadrtus tema vaartuste hulgast.

Kui muutuja y on muutuja x funktsioon, siis seost nende muutu-
jate vahel nimetatakse funktsionaalseks soltuvuseks. Funktsiooni
definitsioonist néhtub, et funktsionaalne s6ltuvus muutujate x ja
yvahelon iithene vastavus hulkade X j& Y elementide vahel.
Seetottu kolbavad funktsionaalse soltuvuse esitamiseks koik
samad vahendid, mida kasutasime kahe hulga elementide vahelise
vastavuse esitamiseks: nooldiagramm, tabel, jarjestatud paaride’
hulk. Néiteks joonisel 18 kujutatud nooldiagramm, tabel

S 104 L2134
" A O L W O R

ja jarjestatud paaride hulk

F={(0; =3), (1; =1}, (2 1), (3; 3), (4-5)}

esitavad iiht ja sama funktsiooni. Soltumatult esitusviisist tuleb
osata nidha, et funktsionaalse soltuvuse korral on ikka tegemist
kahe hulgaga ja vastavuse eeskirjaga. Vastavuse eeskiri on nool-
diagrammis antud nooltega, tabelis ja jarjestatud paaride hulgas
aga korvuti voi iliksteise alla kirjutatud vastavate vaartustega.

el yeY

Joon. 18

Vastavuse eeskiri antakse sageli vordusena (nditeks x+y=3 voi
y=3—x), mis voimaldab antud argumendi védartuste pohjal arvu-
tada funktsiooni vdartusi. Sel juhul on funktsiooni véddrtuste hulga
Y andmine {ileliigne, kiill peab aga olema antud argumendi véaar-
tuste hulk X, sest ilma viimaseta pole funktsioon {ildse mdaratud.
Nii saame funktsiooni esitada ka ainult médiramispiirkonna X ja
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valemina.antud vastavuse eeskirja kaudu. Néditeks on eespool kol--
mel viisil esitatud funktsioon antud ka siis, kui titleme, et funkt-
siooni méddramispiirkonnaks on hulk {0; 1; 2; 3; 4} ja vastavuse
eeskirjaks y=2x—3. Liihidalt iitleme, et antud hulgal {0; 1;
2; 3; 4} on defineeritud funktsioon y=2x—3. Nii-
sugust funktsiooni esitamisviisi saame kasutada muidugi ainult
siis, kui oskame vastavust argumendi ja funktsiooni véairtuste
vahel viljendada vordusena.

51. Missugused joonistel 19—22 kujutatud nooldiagrammidest
esitavad funktsioone? Esita iga funktsioon ka tabelina.

A B ;
: F—
5
i e X
7

Joon. 19 Joon. 20

Joon. 22

52 Missugused jargmistest tabelitest esitavad funktsioone?

0112 011110 0[1]2] 1

Doz 2112133 2 011132

»0l1l2]3]4 5 0[2]4]6]8
515151616 113151749

Leia iga funktsiooni maaramispiirkond ja viirtuste hulk.

53. Naiita, et jargmine jarjestatud paaride hulk esitab funktsiooni:
{(0;3), (5), (17, (69, (& 11)}.
Leia selle funktsiooni miaramispiirkond ja vaadrtuste hulk.
Esita funktsioon tabelina. Missugune valem seob funktsiooni
ja argumendi vairtusi?

2 Matemaatika VIII kl. 17



54. Esita tabelina hulgal
X={—4;, —2; 0; 2; 4; 6)
defineeritud funktsioon y=2x+3.

85. Esita tabelina hulgal
X={-2;,-1;0; 1; 2; 3; 4}

defineeritud funktsioon y=x2—2x.

56. Koosta valem, mille jdrgi saab arvutada
1) ruudu pindala S ruudu iimbermoodu & pohjal;
2) ringi pindala S ringjoone pikkuse ¢ pohjal;
3) vordhaarse kolmnurga pindala S kolmnurga aluse a poh-
*jal, kui kérgus on 4 iihikut; :
4) kuubi pindala S kuubi serva pikkuse a pohjal.

2.2. FUNKTSIOONI GRAAFIK

Olgu antud mingi funktsioon muutujate x ja y vastavate vidrtuste
tabelina, néiteks :

TS S T S A S
ekl Lol 48 T
Esitame ta jérjestatud arvupaaride hulgana:

F={(=2; -3), (=1 =1), (0; 1), (1; 3), (2; B), (3; 7)}.

Lugedes igas paaris esimese arvu tasapinna punkti abstsissiks ja
teise arvu sama punkti ordinaadiks, saame selle paaride hulga
kujutada tasapinna teatavatest punktidest koosneva hulgana. See
punktihulk on kujutatud joonisel 23. Saadud punktihulka teljesti-
kus nimetatakse antud funksionaalse séltuvuse graafikuks ehk ka
lihtsalt funktsiooni graafikuks. Antud niite puhul koosneb funkt-
siooni graafik kuuest fiksteisest eraldatud punktist, sest argumendi
vaartuste hulk koosnes ainult kuuest vdartusest.

Oletame niiiid, et argumendi vaartuste hulka kuuluvad koik rat-
sionaalarvud, mis on —2 ja 3 vahel, need kaasa arvatud. Seda
véaartuste ‘hulka ei saa anda tema elementide loetlemise teel, kiill
saame teda anda aga jargmise vordusena:

X={x=Q|-2<x<3)}.

See kirjutis iitleb nimelt, et X on hulk, mille elementideks on rat-
sionaalarvud x, mis rahuldavad tingimusi —2<Cx<<3. :
Olgu hulgal X defineeritud funktsioon y=2x+1. Selle graafiku
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saamiseks anname argumendile x esmalt tdisarvulised védartused
hulgast X ja arvutame neile vastavad funktsiooni véartused.
Saame eespool toodud tabeli, mille graafilisel kujutamisel saame
joonise 23. Kuid see ei ole antud funktsiooni graafik, sest ta sisal-
dab ainult kuuele argumendi vdértusele vastavaid punkte. Anname
~ argumendile veel murdarvulisi véartusi, néditeks iga 0,25 jérel.
Arvutades neile vastavad funktsiooni vdartused ja kujutades saa-
dud arvupaarid punktidena, saame joonise 24. Kui anda argumen-
dile ikka jdrjest uusi vdartusi, nditeks iga 0,1 jarel, iga 0,01 jérel
jne., siis saadud punktid tdidavad tihedalt iihe joonloigu,
antud naite puhul sirgjoone [6igu, mille loemegi antud funktsiooni
graafikuks (joon. 25).

Funktsiooni mairamispiirkonnaks vo6ib olla ka kogu ratsionaal-
arvude hulk Q. Vaatleme naiteks funktsiooni y=2x+ 1, mille maa-
ramispiirkond X=Q. Tuginedes eelnevale vaatlusele voime juba
ette oelda, et kui anname argumendile x rea vaddrtusi ja leiame
neile vastavad graafiku punktid, siis ndeme, et need punktid aset-
sevad iihel ja samal sirgel (joon. 26). See sirge ongi antud funkt-
siooni graafikuks. Nii koosneb siis funktsiooni graafik fiksiku-
test punktidest voi mingi joone osa koigist
punktidest voi kogu joone punktidest soltuvalt
. sellest, missugune on funktsiooni mdaramispiirkond.

Funktsiooni graafiku abil saab lahendada mitmesuguseid iiles-
andeid. Graafiku abil saab nditeks

1) leida funktsiooni vdértuse, mis vastab argumendi antud vaar-
tusele,

2) leida argumendi véirtuse, mille puhul funktsioonil on antud
véartus.

2° 19
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Nende molema iilesande lahendamist selgitab joonis 27. Esimese

iilesande lahendamisel tombame abstsisstelje punktist, mille

abstsiss on vordne argumendi antud vdédrtusega x;, ristsirge abst-

sissteljele. Selle ristsirge ja funktsiooni graafiku l6ikepunktist P

tombame omakorda ristsirge ordinaatteljele. Viimati témmatud

ristsirge ja ordinaattelje l6ikepunkti ordinaat y, ongi otsitav

funktsiooni vaddrtus. Teise {ilesande lahenduskdik on eelmisele

vastupidine, nagu selgub jooniselt. '

Funktsiooni graafik annab ka {ildise iilevaate funktsiooni muutu-

misest argumendi muutumisel. Vaadeldes néditeks joonist 28, mis

kujutab ohutemperatuuri soltuvust kellaajast {ihe 66pdeva viltel,

voime sellest ndha jargmist.

1) Vaatluspdeva koige madalam temperatuur —3° oli kell 6 ja
koige korgem temperatuur 10° kell 16.

2) Temperatuur langes kella 0-st kuni kella 6-ni ja hiljem kella
16-st kuni kella 24-ni; vahepeal temperatuur tousis.

3) Kella 2-st 10-ni oli temperatuur alla nulli, ilejddnud osa 66-
péevast iile nulli.

4) Ule 6° oli temperatuur kella 12 ja 20 vahel, jm.
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57.

58.

39.

60.

61.

62.

63.

64.

Loe vordusi ja kirjuta iga hulk tema elementide loetlemise
teel.

1) A={x=N|x<8} 2) B={xeZ|-4<x<2}
3) C={xeN|5<x<9} 4) D={xeZ|-3<x<3}

Kujuta graafiliselt funktsioon y=2x, mille mddramispiirkond
X={-2; =1, 0; 1}.

Kujuta graafiliselt funktsioon y=3—2x, kui
xe={—1:0; 1; 2; 3}.

Kujuta graafiliselt funktsioon y=15x—2, kui ta méddramis-
piirkonnaks on {x=Q|0<<x<C4}.

Kujuta graafiliselt funktsioon y= —0,5x, kui ta on defineeri-
tud argumendi vaartustel —4<<x<<4. "

Leia joonisel 29 kujutatud graafiku jargi
1) funktsiooni véartused argumendi vaartustel
Xt 0 Pl 800
2) argumendi vaartused funktsiooni vaartustel
y=-—1; 1; 1.5; 1,9; 2,5,
Vordhaarse kolmnurga alus on 3 cm. Esita selle kolmnurga

pindala S korguse h funktsioonina valemi, tabeli ja graafiku
kujul, kui korgus h kasvab 1 cm-st 8 cm-ni.

Keha liigub iihtlaselt kiirusega 1,5 m sekundis. Vdljenda vale-
mina teepikkus s aja ¢ funktsioonina ja kujuta see funktsioon
graafiliselt, kui ¢ kasvab véartusest 1 véértuseni 10.

Joon. 29

21

——

[T ——



2.3. FUNKTSIOON y = ax
Kui ruudu kiilje pikkus (sentimeetrites)
k=0,5; 1; 2; 4; 10,

siis ruudu iimbermoot (samades iihikutes)
i=4-05; 4-1; 4-2; 4-4; 4-10

ehk
H=2: 4: 8 16; 40
Uldiselt: i=4k.

Ruudu iimbermdot é on kiiljepikkuse 2 funktsioon. Umbermdodu
vadrtused saadakse argumendi vdidrtuste korrutamisel iihe j ja sama
arvuga 4.

Niisamuti: ringjoone pikkus c¢=nd on diameetri pikkuse d funkt-
sioon. Ringjoone pikkuse vdartused saadakse argumendi vdartuste
‘korrutamisel iithe ja sama arvuga m; iihtlasel liikumisel ldbitud
tee pikkus s=uvt on tee ldbimiseks kulunud aja ¢ funktsioon. Tee-
pikkuse vdartused saadakse argumendi vdédrtuste korrutamisel {ihe
ja sama arvuga v (liikumise kiirus).

Koigil saadud valemitel on iiks ja sama kuju

g—=ax,

kus kordaja a on jddv — vaadeldavat soltuvust iseloomustav arv
(4, @, v). Seda jddvat tegurit nimetatakse vordeteguriks ja muu-
tujat y vordeliseks muutujaga x:

muutuja y on vordeline muutujaga X, kui Y=ax, kus @ on jaiv
tegur.

Kui y=ax, siis x=—(ll -y. Kui a on jéav, siis ka —;on jaav, s. t.
kui y on vordeline x-ga, siis ka x on vordeline y-ga, kusjuures
vordetegur on endise teguri poordarv: muutujate vordelisus on
nende vastastikune omadus. Valemile y=ax saame anda kuju
y:x=a, kui x5~0. Umberpoordult, kui y : x=a, kus aon jdiv, siis
y=ax. Sellest jdreldub, et

kaks muutujat on vordelised siis ja ainult siis, kui nende vasta-
vate vdidrtuste suhe on jdav.

Seda omadust kasutatakse sageli selleks, et ndidata kahe muutuja
vordelisust. Ndéiteks, kui y : x=3x, siis muutujad ei ole vordelised,
sest nende suhe pole jddv. Kui aga y: x=3k, kus £ on jddv (siis
ka 3k on jdiv), on muutujad vordelised (vordetegur on 3&). Kui
seos muutujate vahel on antud vordusena, millel pole kuju y=ax
voi kuju y : x=a, siis anname sellele vordusele iihe neist kujudest.
Kui siis a osutub jddvaks, on muutujad vordelised.
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N dide. Selgitame, kas muutujad y ja x on vorduses
% Y:-rx=5

vordelised ja kui suur on vordetegur, kui r on antud arv.
Vastuse saamiseks proovime vordusele anda kuju y=ax, s.t.
lahendada vorduse y suhtes: -

%g, irx=5=> —2y=5rx=> y=_8rx.

Néeme, et muutuja y on vordeline muutujaga x, kusjuures vorde-
tegur on 8r.

65. Selgita, millistes vordustes on muutujad vdrdelised, kui neis.
tdhed n ja g tdhistavad antud arve, koik teised tdhed aga
muutujaid. Leia ka vordetegur.

1) S=8u 2) c=—4d 3)e=L  4) 2y=x
5) =0 6) ——k=T3zJ 7) s=gf2  8) 4a—56=0

9) 3P:5R=2 10) 2=

| en

x—1 11) S=ar2  12) V=—1msd
13) a+p=n 14) 22=3p 15) 0,4k=—% 16) uv=3

66. Selgita, millistes vordustes muutujad on vordelised, kui neis.
tahed x, y, 2, u ja v tahistavad muutujaid, koik iilejaanud
tdhed aga antud arve. Leia ka vordetegur.

1) y=a2x 2) y=—akx 3) y= %x
_ m+ z _ pd A,
4) v="""x 5) 7—% 6) ux=—*k

-1 _ k41

7) 2x+3y=m—1 8) v o

X

67. Selgita, missugused antud tabelitest esitavad funktsiooni y=
=ax ja leia vastav vordetegur a.

41213441516
D 5131619 12715]18
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u|1]2 1314|586
LETRE U RE IR SR

x| 1]15]2 |25 x |—15] —1]—05| 0 |05
3 Ty 10610912115 Bzl 6141 2102
5 £ 1010511 (15]2 |25

P 25 i Roiw, TR0 BBy e O
6 L _I=15l-1]-05 0|05

p |—09]—0,6/—0,3 0 [0,3

68. Avalda valemi abil {iks muutuja teise funktsioonina jaotsusta,
kas muutujad on vordelised voi mitte.

1) Kuubi pindala S ja serva pikkus a.

2) Vordhaarse kolmnurga alusnurk g ja tipunurk a.

3) Voolutugevus / ja takistus R jddva pinge U korral.

4) Riide meetrite arv x ja riide meetri hind &, kui riide kogt-
hind on 150 rbl. :

5) Piiramiidi ruumala V ja korgus h, kui piliramiidi pohja
pindala on 15 cm?2.

6) Korvunurkade suurused a ja B.

7) Raudkuuli kaal P ja ruumala V. (Raua tihedus 7,8.)

8) Oobpdeva algusest méédunud ajavahemik x ja oOopdeva
10puni iilejdanud ajavahemik y.

9) Antud ajavahemiku jooksul ldbitud teepikkus s ja liiku-
mise kiirus v.

2.4. FUNKTSIOONI y=ax GRAAFIK

N dide. Kujutada graafiliselt funktsioon y=2x, kus x=Q, s. t. x
on mistahes ratsionaalarv.

Lahendus. Koostame x ja y vastavate vdirtuste tabeli, andes
argumendile x tdisarvulised vaairtused, néiteks vahemikust
—3<<x<3:

AR RN R S S e e R
R e e e R R e

Leiame niiiid koordinaatteljestikus punktid, mille koordinaatideks
on saadud tabeli x ja y vastavate vddrtuste paarid (joon. 30).
Joonlauaga proovides selgub, et kdoik need punktid asetsevad iihel
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ja samal sirgel. Andes argumendile veel moned muud, tabelis
mitteleiduvad véértused ja arvutades neile vastavad funktsiooni y
vaartused, ndeme, et ka neile arvupaaridele vastavad punktid aset-
sevad varem saadud punktidega iihel sirgel. Joonestades selle
sirge, saame funktsiooni y=2x graafiku (joon. 31). Hiljem toes-
tame, et koik punktid (x; ax), kus @ on antud arv, asetsevad toe-
poolest iihel ja samal sirgel. Seega

funktsiooni y=ax graafik on sirgjoon.

Sirgjoont saab joonestada tema kahe punkti jargi. Funktsiooni
y=ax graafiku joonestamiseks on sobiv kasutada punkte, kus x=0
ja x=1, s. o. punkte (0; 0) ja (1; a). Kui ithik on viike, siis saadud
punktid asetsevad teineteise ldhedal, mistottu joonis voib tulla
ebatdpne. Sel juhul kasutame lisaks alguspunktile mond sellest
kaugemal asetsevat punkti.

Uurime funktsiooni y=ax graafiku asendit teljestiku suhtes soltu-
valt vordeteguri a margist.

Me teame, et uuritav sirge lidbib peale punkti (0; 0) veel punkti
(1; a). Kui a>0, siis punkt (1; a) asetseb tasapinna esimeses
veerandis, ja kui a<<0, siis punkt (1; a) asetseb tasapinna neljan-
das veerandis. Kui mingi sirge 1dbib koordinaatide alguspunkti ja
esimese veerandi mingit punkti, siis ta 16ikab kolmandat veeran-
dit. Kui mingi sirge labib koordinaatide alguspunkti ja neljanda
veerandi mingit punkti, siis ta 16ikab teist veerandit. Sellest jérel-
dub:
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kui vordetegur @ on positiivine arv, siis funktsiooni #=ax graa-
fik 10ikab tasapinna esimest ja kolmandat veerandit (joon. 32);
kui vordetegur a on negatiivne arv, siis funktsiooni y¥=ax graa-
fik 16ikab tasapinna teist ja neljandat veerandit (jcon. 33).

Joon. 32

69.

70.

iy 7

2.

26

"

i

Joon. 33

Valmista millimeetripaberil funktsiooni y=1,5x graaiik ja

lahenda selle abil jargmised iilesanded:
1) leia y, kui x=—1,6; —0,2; 1,4; 2,4; 2,8,

2) leia x, kui y=—4,2; —3,9; —0,9; 1,2; 1,8.

Joonesta iihes ja samas teljestikus funktsioonide y=0,5x ja
y=—0,5x graaiikud. Lahenda jargmised iilesanded:

1) leia molema graafiku abil y, kui

x==26; 0,6; 1,2; 2,2,

2) leia molema graafiku abil x, kui

§=—13:0,7,0; 04;.1,2,

Otsusta, missuguseid tasapinna veerandeid I6ikab antud

funktsiooni graafik.
1) y=18«

2
4) = -5—x

2) y=-—0,8x
5) y=5—;x

3) y=—4x
6) y=10x

Joonesta kahe punkti jirgi iga antud funktsiooni graafik.

1) y=3x
4) u=—2v
7) s=t

2) y=—x
5) u=12v

i )
8) s= 3t

- y=16&
6) u=—v
9) s=—24¢
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73. Joonisel 34 leidub 6 funktsiooni y=ax graafikut. Miira graa-
fiku jargi vastav vordetegur a ja esita iga soltuvus valemina.

2.5. LINEAARFUNKTSIOON

Ndide 1. Elastsuse piires pikeneb terasvedru koormuse suure-
nemisel iga kilogrammi mojul 0,5 cm. Avalda vedru pikkus [ koor-
muse P funktsioonina valemi abil, kui vedru algpikkus on 5 cm.

Lahendus.

Koormuse 1 kg mojul pikeneb vedru 0,5 cm :
”» ”» » ” " 2 0’5= 1’0 Cm E
’ ’ i) ” 3 3 0,5=1,5 cm :::_
” P ” ” ” tE) P'0,5=0,5P cm é__

Joon. 35

Et vedru algpikkus oli 5 cm, siis vedru pikkus / avaldub valemina
1=0,5P+5.

Koostame muutujate P ja [ vastavate védartuste tabeli, andes muu-
tujale P iga vaartuse hulgast {1; 2; 3; 4; 5; 6}.

Koormus

P (kg) 1 ‘ 2 l 3 4 5 6
Pikenemine

0,5P (cm) 0,5 i 1 ’ 1,504 2 2.5 173
Vedru pikkus [ (cm) 5,5 [ 6 I 85 | 7. 17513




Saadud tabelist ilmneb, et vedru pikkus [ ei ole vordeline mojuva
koormusega P, sest vedru pikkuse ja mojuva koormuse vastavate
vaartuste suhe pole jddv. Néiteks 5,5: 1546 :246,5: 3.

Sedasama iitleb ka vedru pikkuse valem.

Vorreldes tabeli teist ja esimest rida, ndeme, et vedru pikenemine
koormuse mojul on kiill vordeline koormusega, sest sellel eeldusel
me ju pikenemise arvutasimegi.

Ndide 2. Kui algkiirusega 10% liikuv keha hakkab teatud aja-
hetkest liikuma iihtlaselt kiirenevalt kiirendusega 5—:‘—2 siis ¢
sekundi pédrast on keha kiirus suurenenud 5t—"s—1 vorra, t sekundi

parast on keha kiirus (5¢410) % Tahistades saavutatud kiiruse
tdhega v, saame valemi :
v=>5¢+10.

Ndide 3. Kui vordhaarse kolmnurga alusnurk on a, siis alus-
nurkade summa on 2« ja tipunurk

f=180°—2a.
Neis kolmes ndites on koik saadud valemid iihesuguse ehitusega:
[=0,5P+5,

v=5¢+10,
= —2a+ 180°.

X\ x Joon. 36

Kui valemites esinevad muutujad tdhistada tédhtedega y ja x ning
antud arvud tdhtedega a ja b, siis nende valemite {ihine kuju on
y=ax+b.

Et avaldis ax+b6 on x suhtes lineaarne (x on esimeses astmes),
siis muutujat y=ax+b nimetatakse muutuja x lineaarfunkt-
siooniks. Seega

muutuja 4 on muutuja X lineaarfunktsioon, kui ¥=ax-+56, kus
a ja b on antud arvud.

Tulles niitid tagasi vaadeldud nédidete juurde, voime 6elda, et teras-
vedru pikkus on koormuse linaarfunktsioon; iihtlaselt kiireneva
liikumise kiirus on aja lineaarfunktsioon; vordhaarse kolmnurga
tipunurga suurus on alusnurga suuruse lineaarfunktsioon.

Selgitame lineaarfunktsiooni avaldises ax+b esinevate arvude a
ja b tdhendust.
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Kui argumendile x anda vairtus 0, siis funktsioon

y=a » O+b=b. Y
Sellest ndeme, et

vabaliige & lineaarfunktsiooni avaldises aX - & on vordne funkt-
siooni algvadrtusega, s. o. funktsiooni selle vairtusega, mis vastab
argumendi vaértusele 0.

Kordaja a tdhenduse selgitamiseks vaatame, kuidas muutub funkt-
siooni vaartus, kui argumendi vdidrtus suureneb iihe vorra. Selleks
anname argumendile mingi vddrtuse x; ja veel teise véértuse
x1+ 1. Funktsiooni vastavad véirtused olgu y, ja y,. Siis
yr=ax+b, y=a(xi+1)+b.

Lahutades alumise vorduse pooltest iilemise vorduse vastavad poo-
led, saame

yo—yi=a(x,+1)—ax,=a.

Tulemus fitleb, et

kordaja a lineaarfunktsiooni avaldises ax-& niitab, mille vorra

- muutub lineaarfunktsiooni vaartus, kui argumendi vdartus kasvab

ithe vorra.

Sellest jareldub, et kui a>0, siis argumendi kasvamisel lineaar-
funktsioon kasvab, ja kui a<<0, siis argumendi kasvamisel lineaar-
funktsioon kahaneb. Néiteks, kui argument kasvab {ihe vorra, siis
funktsioon 4x—2 kasvab 4 vorra; funktsioon —3x+5 kahaneb
3 vorra; funktsioon —1,5x—2 kahaneb 1,5 vorra; funktsioon
3 3 =

—4x+1 kasvab —vorra.

Lineaarfunktsioon y=ax+56 on méiratud, kui on antud kordaja a
ja vabaliige b. Kui a ja b pole antud, kuid on antud argumendi
kahele vdadrtusele vastavad lineaarfunktsiooni véartused, siis
saame a ja b arvutada.

Ndide 1. Lineaarfunktsioon on antud x ja y kahe vastavate
vddrtuste paariga:

et 0ol

B
Koostame funktsiooni avaldise ax+b.
Tabelist ndeme otsekohe, et funktsiooni algvadrtus 6=4. Samuti
ndeme, et kui argument kasvab {ihe vorra (0-st 1-ni), siis funkt-
sioon kasvab 7—4=3 vorra, seega a=3. Otsitav. funktsioon on
y=3x+4.
Saadud avaldist kontrollime antud tabeli andmetega.
Nidide 2. Lineaarfunktsiooni kohta on teada, et
kui x=1, siis y=3,
kui x=4, siis y=15.
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Koostame funktsiooni avaldise ax+&.

Siin andmetest otseselt ei ndhtu a ja b vaartus. Need leiame jarg-
miselt.“/Asendame avaldises ax+b argumendi x esmalt vdartusega
1, siis vadrtusega 4. Andmete pohjal peame avaldise vadrtuseks
saama algul 3, siis 15:

a-1+b=3} [ a+b= 3

a-4+b=15J — | da+b=15

Lahutades alumise vorduse pooltest {ilemise vorduse vastavad poo-
led, saame

3a=12, millest a=4.

Vordusest a+b=3 saame niiiid:

b=3-a=3—-4=-1.

Otsitav funktsioon on

y=4x—1.

Tulemust kontrollime jéllegi antud x ja y vaartuspaaride abil.

74. Otsusta, missugused jargmistest valemitest vdljendavad argu-
mendi x lineaarfunktsiooni, kui neis a, b, ¢ ja d on antud

arvud.

1) y=3—4x 2) y=(2+3x)x

3) y=%—3,5 4) =a%x+b+c

5) y=ax?*+b 6) z=1—ax

7) z=ax+bx+c 8) z= aib + aib

9) z=—>+b 10) z=(ax+b) + (cx—d)

75. Leia 1) kui palju muutub iga jargmine funktsioon argumendi
kasvamisel 1 vorra, 2) kui suur on funktsiooni algvaartus.

1) y=3,5x46 2) z=—2u+4.2
3) y=—6x+1,5 4) z=2(4,5u—1,5)
5) y=3(1—2x) 6) 2= 2420
7) y= 91—216x 8) z=4— 2113—7
6—x . bu—8
9) y=8x— 3 10} >~ 4 —(2u+9)
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76. Kas funktsioon kasvab voi kahaneb argumendi kasvamisel?

1) y=—5x+7 2y ig= 3
3-2
3) y= =
5) y= 4x—3 _2.\';—5 6) z= u;3 oo 4ulgS

77. Lineaarfunktsioon on antud argumendi ja funktsiooni kahe
vastavate védartuste paariga. Leia funktsiooni avaldis.

) {(0; 1), (1 3)} 2) {(—1;6), (0;4)}
3) {(0; —2), (4; 14)} ) =1 3) {3 97}
5) {(=3;7.5), (2; 5)} 6) {(=1,5; =D, (=0,5;=3)}

2.6. LINEAARFUNKTSIOONI GRAAFIK

Nagu iga funktsiooni graafiku, nii saaksime ka lineaarfunktsiooni
graafiku valmistada sel teel, et anname argumendile rea vaartusi,
arvutame neile vastavad funktsiooni vdartused ja kujutame saa-
dud arvupaarid tasapinna punktidena koordinaatteljestikus. Enne
selle iildise votte rakendamist katsume selgitada, mis liiki joon on
lineaarfunktsiooni graafik.

Kui lineaarfunktsiooni algvédartus b=0, siis y=ax, s. t. funktsioon
y=ax on lineaarfunktsiooni erijuht. Sel erijuhul on lineaarfunkt-
siooni graafikuks sirge, mis labib koordinaatide alguspunkti ja
punkti (1; a). Funktsiooni y=ax+b graafiku iga punkti ordinaat
erineb funktsiooni y=ax vastava punkti ordinaadist x iga vdartuse
korral iihe ja sama arvu b vorra. Sellest selgub, et kui 6>0, siis
funktsiooni y=ax+b graafik saadakse funktsiooni y=ax graa-
fikust litkkkel & {ihiku vorra iilespoole, ja kui b<C0, siis allapoole
(joon. 37).

Et liikkkel saab sirgest samasihilise sirge, siis

funktsiooni y—aX+b graafik on funktsiooni Yy=ax graafikuga
paralleelne sirge.

g

o
v o
/L \y /
// : ;’:?,s'v 2

Jeon. 37
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Nditeid. 1) Funktsiooni y=1,5x+2 graafik on sirge, mis saa-
dakse funktsiooni y=1,5x graafikust selle liikkel 2 iithiku vorra
tilespoole ehk liikkel vektoriga (0; 2). 2) Funktsiooni y=1,5x—2
graafik on sirge, mis saadakse funktsiooni y=1,5x graafikust selle
liikkel 2 ithiku vorra allapoole ehk liikkkel vektoriga (0; —2)
(joon. 38).

Et funktsiooni y=ax graafik 14bib punkte (0; 0) ja (1; a), millest
likkkel vektoriga (0; b) saadakse punktid (0; &) ja (1; a+b), siis
(joon. 39) funktsiooni y=ax+#b graafik on sirgjoon, mis ldbib
punkte (0; b) ja (1; a+b).

Naiteks funktsiooni y=1,5x—2 graalik on punkte (0 —=2) ja
(1; —0,5) labiv sirge ja funktsiooni y= —2x+3 graafik on punkte
(0; 3) ja (1; 1) labiv sirge. Kuid funktsiooni graafiku joonestami-
seks ei tarvitse kasutada just neid punkte: sirgjoon on maéaératud
oma mistahes kahe punktiga. Seetottu voime vabalt votta kaks x
véaartust, arvutada neile vastavad y vdidrtused ja joonestada
graafiku nende andmete pohjal. Kontrolli mottes on siiski kasulik
leida veel kolmas punkt, mis peab samuti asetsema joonestataval
sirgel.

78. Esita graafiliselt funktsioon y=0,5x+2, kui ta on defineeri-
tud hulgal {x=Z|-4<<x<4}.

79. Esita graafiliselt funktsioon y= —x+1, kui ta on defineeritud
hulgal {x&Q|—2<<x<3}.

80. Esita graafiliselt funktsioon y=2x—3, kui ta on defineeritud
hulgal {x&N|x<5}.

81. Esita graafiliselt iihes ja samas teljestikus funktsioonid y=2x,
y=2x+1 ja y=2x—1, kui xQ.
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82. Esita graafiliselt iithes ja samas teljestikus funktsioonid

y=——;x, y=——lx+3,5 ja y=—%x—3,5, kui x=Q. Kuidas

asetsevad iiksteise suhtes viimased kaks sirget?

83. Pohjenda viidet, et sirged, mis on funktsioonide y=2,5x+15
ja y=2,5x—8 graafikud, on paralleelsed.

84. Otsusta ilma arvutamise ja joonistamiseta, kas antud kahe
funktsiooni graafikud on paralleelsed voi loikuvad sirged. Kun
nad Idikuvad, siis leia l1oikepunkt.

1) y=—4x+17 ja y=4x+17
2) y=4,3x—3 ja y=4,3x—6
3) y=—0,6x+5 ja y=—
4) y=2x—9 ja y=4x—9

85. Joonesta kahe punkti abil jargmiste funktsioonide graafikud
(méairamispiirkonnaks on hulk Q).

}) y=3r—1 2) y=—2x+3

3) y=0,4x+2 4) y=—0,8x+4

5) y=— —;x+2—;— 6) y=2x—2

7) y=—3x+1 8) y=05x—3

9) y=—04x—2 10) y=— —2x+3—

86. Joonisel 40 on viie lineaarfunktsiooni graafikud. Leia iga
funktsiooni puhul kordajad a ja b ning esita vastav funktsioon

valemina.
)
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87. Joonisel 41 on antud kuue lineaarfunktsiooni graafikud.
Otsusta, missuguste funktsioonide avaldistes on argumendi
kordajad vordsed ja missuguste avaldistes on vabaliikmed
vordsed.

2.7. FUNKTSIOON y — %

Eespool tutvusime muutujatega, mille vastavate vaartuste jagatis
oli jddv. Vaatleme niiiid muutujaid, mille vastavate vdirtuste kor-
rutis on jdav.

Nidide 1. Kahe linna vahemaa on 200 km. Kui mingi soiduk
ldbib selle keskmise kiirusega v%"l, siis soiduks kulub #=200:0v

tundi. Sellest jareldub, et v#=200.

N dide 2. Olgu vaja joonestada ristkiilik, mille pindala on 64 cm2.
Kui selle aluseks votta a cm, siis korgus & peab clema 64 :acm.
Siin siis ab=64.

Olgu x ja y muutujad, mille vastavate védartuste korrutis on jddv.
Tahistame selle jddva korrutise tihega a. Siis: xy=a.

Muutujaid, mille vastavate vidrtuste korrutis on jidv, nimetatakse
podrdvordelisteks.

Nagu nédgime, on jddva teepikkuse puhul liikumise kiirus ja liiku-
miseks kuluv aeg poordvordelised. Samuti on ristkiiliku alus ja
korgus poordvordelised, kui ristkiiliku pindala on jaav.

Kui muutujad x ja y on pdordvordelised, s. t. kui xy=a, siis yz% 3
timberpdordult: y=-%=> xy=a. Niisiis,
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kahe muutuja x ja y podordvordelisust saab avaldada nii kujul

a

xy = a kui ka kujul y =—, kus @ on antud arv.

88.

89.

90.

3*

x ,

Otsusta, missugused jargmistest valemitest esitavad funkt~
siooni y=a : x, kui koik tahed, vilja arvatud =, g, & ja n, on
muutujad. Kui funktsioon on kujuga a:x, siis maara a.

k k
) y=— 2 y=- 3) y=
DR . n+5)x S
B} T B) 2w e 6) z=n-—+n
et it e g it
7) u=2 5 B) At o :3 9) u= 5=
Nédide Kui y= ”;H : n;l , siis teisendame avaldist jarg-

miselt:

R 3(n+1) =3(n+1) . x=a:x, kus a= 3(n+1) :
x(n—1) n—1 n—1

et n on antud arv, siis a on jadv. Seega y on podrdvordeline
x-ga.

Otsusta, missugused jargmistest vordustest esitavad funkt-
siooni y=ax, missugused funktsiooni y=ax+b ja missugused
funktsiooni y=a: x, kui koik tdhed, vélja arvatud a, b, &k ja
n, on muutujad.

Ulesande lahendamiseks lahenda antud vordus iihe muutuja
suhtes (kui ta sellisel kujul pole antud) ja piiia tulemusele
anda iiks kujudest y=ax, y=a: x vOi y=ax+b, kus a ja b on
antud arvud. -

1) y= 1_213*'—6 2) y=(k+2)x 3) z2=(3+n):x
4) 2=3kp+1  B) u= 220 6) u= %"

7) 2s+1=3t+2k 8) (S+1):t=3k

9) h=(25+4q) :2h 10) ax+by=7x+2y

Missugused antud valemitest ei viljenda iihtki sulle tuntud
funktsiooni?

Kuidas jadva ruumalaga V risttahuka pohja pindala S soltub

risttahuka korgusest h? Avalda see soltuvus valemina, kui
korguse =12 cm korral risttahuka pohja pindala S=16 sm?
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93.
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95.

96.
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Kuidas jddva pindalaga S kolmnurga korgus /i s6ltub alusest
a? Avalda see soltuvus valemina, kui aluse ¢=85 cm korral
kolmnurga korgus h=4,2 cm.

On teada, et muutujad s ja ¢ on poo6rdvordelised. Avalda see
soltuvus valemina, kui =4,5 korral s=6.

On teada, et poordvordelistel muutujatel u ja v on ainult posi-
tiivsed vadrtused. Néita, et kui iiks neist suureneb mingi arv
korda, siis teine vdaheneb sama arv korda.

Labi kanali ristloike voolab igas sekundis 3 m? vett. Mdidra
vee voolu kiirus v kanali punktides, kus voolu ristloike pindala
S$=6;9; 12; 15 m2. Avalda muutuja v muutuja S funktsioonina.

Tee kindlaks, missugused tabelid esitavad funktsiooni y=
=a: x, ja leia see funktsioon.
1 x |—0,5]--0,3]-—0,1] 0,1 | C,3

y | —3| —5|—15] 15| 5

x | 02]04]06]08]10

2) 2 1,2 | 0,6 [ 04} 03 ]0,24
gt | —3]—15] 15] 30] 45
s 1L 12 6] 4

Tee kindlaks, kas moni tabel esitab funktsiooni y=ax voi
funktsiooni y= —i Kui esitab, siis leia arv a.

poxl=8] =2 1] 1| 2} 3
y | —2| =3 —6] 6] 3| 2
g L gL L T 1
S A Y S Wy 5 g
gy x| —4] =3[ 2] —1] 0]
2 W05 55| 0125
oS L=11 0] 1] 2]3]4
B PR R Y e i
st =3l —21—1] 0] 1] @2
o | =0 8% =R et =B8] D



97. Viljenda muutujatevaheline seos valemina ja otsusta iga

valemi puhul, kas ta esitab mond sulle tuntud funktsiooni.

1) Kuubi pindala S ja serva pikkus a.

2) Ristkiiliku pindala S ja korgus b, kui alus on jdév.

3) Trapetsi pindala S ja alus a, kui teine alus on 8 cm ja kor-
gus 6 cm.

4) Kesknurga suurus a ja samale kaarele toetuva piirdenurga
suurus p.

5) Anuma ja selles sisalduva vedeliku kogukaal P ja vedeliku
ruumala V, kui vedeliku tihedus on d ja anuma kaal a.

6) Kummipaela pikkus s ja teda pingutav koormus P.

7) Kiesoleva kuu eelolevate pievade arv y ja moodunud pie-
vade arv x.

8) Antud rahasumma S (rbl.) eest saadav maiustuste kaal
k (kg) ja maiustuste kilogrammi hind A (rbl.).

2.8. FUNKTSIOONI y:—f:— GRAAFIK

N édide. Joonestame funktsiooni y=4:x graafiku, kui x=Q ja
#=50).

Ulesande lahendamiseks anname argumendile x tédisarvulised
vaartused nditeks vahemikus (—8)-st 8-ni, vdlja arvatud vaar-
tus 0, mis ei kuulu funktsiooni maaramispiirkonda. Et x40, siis
graafikul puudub punkt, mille abstsiss on 0. Teisiti iitleme seda nii,

J
xd -
xé!
Zjii
2
=8 6 ":;'4' g7 ﬁ =
Cps B 0 D4 Y0 [eA: %3
2
4
0
0 H Joon. 42
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et graafik katkeb kohal x=0. Graafiku kdigu - selgitamiseks
katkemiskoha {imbruses anname argumendile veel véairtused
—0,5, —0,25, 0,25 ja 0,5. Uhendades saadud punktid sujuvalt
kover]oonega saame joonisel 42 kujutatud graafiku.
Saadud jooniselt ndeme, et funktsiooni y=4:x graafik koosneb
kahest eraldi asetsevast harust, millest {iks on esimeses (kui
x>0) ja teine kolmandas veerzndis (kui x<<0).
Funktsiooni y=a : x graafikut nimetatakse huperboohks
Hiiperbool koosneb kahest eraldi asetsevast harust, mis on siimi-
meetrilised koordinaatide alguspunkti suhtes. Toepoolest kui mingi
punkt (x; y1) asetseb hiiperboolil y=a: x, s. t. x;y;=a, siis sellega
alguspunkti suhtes siimmeetriline punkt (—x;; —y;) asetseb
samuti sellel hiiperboolil, sest ka sel korral (—x;) - (—y) =a.

98. Kirjelda joonise 42 pohjal funktsiooni y=4 : x muutumist, kui
argument x kasvab (—8)-st (—0,5)-ni ja 0,5-st 8-ni.

99. Valmista joonise 42 eeskujul funktsiooni y= —74ehk y=
=-—%— graafik (joon. 43). Mille poolest erineb saadud graa-
fik funktsiooni y=—i— graafikust? Kirjelda funktsiooni -y=

=— —j muutumist argumendi kasvamisel (—8)-st (—0,5)-ni

ja 0,5-st 8-ni. Missugustes veerandites asetsevad niiiid hiiper-
booli harud?
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100.

101.

102.

103.
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! Joon. 44

Joonesta iihes ja samas teljestikus funktsioonide y= %—ja

y=_—x2 graafikud, andes argumendile x ainult positiivseid
vairtusi. Peegelda seejdrel kummagi hiiperbooli haru koor-
dinaatide alguspunktist. Mis saame funktsiooni y= —igraa-

fikust, kui teda peegeldame x-teljest? y-teljest?

Joonisel 44 on antud viie funktsiooni y=a : x graafikud. Iga
funktsiooni maaramispiirkonnaks on vahemik m<<x<cn. Leia
graafiku jirgi a, m ja n ning anna iga funktsioon valemi ja
médramispiirkonna abil.

On teada, et funktsiooni y=a : x graafik 14dbib punkti (—2;4).
Leia funktsiooni avaldis.

Tiisnurkse kolmnurga pindala on 3 cm?. Avalda iiks kaatet
teise funktsioonina ja joonesta selle funktsiooni graafik.

2.9. POURDARVUDE TABEL

Funktsiooni y=a : x vairtuste arvutamisel mistahes a korral osu-
tub otstarbekaks kasutada funktsiooni y= —%véértuste tabelit,
mida tuntakse péérdarvude tabeli nime all (vt. V. Bradis.
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Neljakohalised matemaatilised tabelid keskkoolidele. Tabel II).
See tabel sisaldab koigi arvude 1 ja 1,799 vahel leiduvate kuni
nelja tiivenumbriga arvude ja arvude 1,8 ning 9,99 vahel leiduvate
kolme tiivenumbriga arvude pooérdarve. Viimased cn tabeli mole-
mas osas antud nelja tiivenumbriga.

Meie piirdume oma arvutustes kolme tiivenumbriga arvudega,
kasutades neljandat tiivenumbrit ligikaudsete arvudega arvutamise
eeskirjade kohaseit varunumbrina. Varunumbri <iilitame ainult
vahepealsete tulemuste arvutamisel, {imardades Ilopptulemuse
kolme tiivenumbriga arvuks. Péordarvude tabeli viimased iiheksa
parempoolset veergu on viie tiivenumbriga arvude (tabeli esimene
pool) voi nelja tiivenumbriga arvude (tabeli teine pool) poord-
arvude leidmiseks. Neid veerge meie ei kasuta. Poérdarvude tabeli
algus ilma lisaveergudeta on jdrgmine:

R AR S e e N s a e

1,00 | 1,0000

9990

9980 | 9970 | 9960 | ©950| $940| 9930| 9921|9911

1,01

0,9901

9891

9881 | 9872 9862

9852|9843 | 9833|9823 | 6814

0,9804

9794

9785 | 9775| $766

9756 | 9747| 9737| 9728| 9718

1,02
—
1,03

9662 | 9653 | 9643 | 9634 | 9625

0,9709| 9699 | 9690 | 9681 | €671

Leiame néditeks arvu 1,02 poérdarvu. Selleks otsime iiles arvuga
1,02 mérgitud rea ja 0-ga mérgitud veeru ristumiskoha. Seal lei-
duv arv 0,9804 ongi otsitav poordarv. Kui se2 arv on arvutuse
1opptulemus, siis iimardame ta arvuks 0,980. Samal viisil leiame:

l = 4 ._l_.=
103 =07t 15 0,870.

Nii saab leida vahemikust 1 kuni 1,79 koikide kolme tiivenumbriga
arvude poordarvud.

Olgu niitid kolme tiivenumbriga arv vahemikust 1,79 kuni 10. Selle
poordarvu leidmiseks otsime i{iles arvu esimese kahe tiivenumb-
riga margitud rea ja kolmanda tiivenumbriga margitud veeru
ristumiskoha. Sellel kohal olev arv on otsitava péordarvu murd-
osa, kuna tédisosa on 0.

Leiame nditeks arvu 4,48 poordarvu. Selleks otsime iiles 4,4-ga
margitud rea ja 8-ga méargitud veeru ristumiskoha. Seal olev arv
2232 on otsitava poordarvu murdosa. Seega

1
48 =(,223.
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Samal viisil leiame, et

1
756

0,132; ——=0,101.

AT .
EEI——O,ISQ, 0.0

Kui arv sisaldab rohkem kui kolm.tiivenumbrit, siis po6rdarvu leid-
miseks iimardame ta kolme tiivenumbriga arvuks ja leiame viimase
poordarvu.

Niiteks arvu 7,347 poordarv

Arvust 1 viiksema arvu poordarvu leidmiseks korrutame ta 10-ga
voi 100-ga jne. nii, et saame arvu, mis on 1 ja 10 vahel. Saadud
arvule leiame poordarvu ja tulemuse korrutame 10-ga voi 100-ga
jne., sest arvu korrutamisel 10-ga voi 100-ga jne. poordarv viahenes
10 voi 100 jne. korda. Néiteks

1

il 0= [ B 1 B
065 65 10=0,154 - 10=1,54;

1 1 e ; & .
00231 — 234 100=0,427 - 100=42,7.

Arvust 10 suurema arvu poordarvu leidmiseks jagame ta 10-ga vOi
100-ga jne. nii, et saame arvu, mis on 1 ja 10 vahel. Saadud arvule
leiame tabelist poordarvu ja tulemuse jagame 10-ga voi 100-ga
jne., sest arvu jagamisel 10-ga voi 100-ga jne. poordarv suurenes
10 v6i 100 jne. korda.

Niiteks

A B e R -

1 Lo o E 3
195 = 1% 100=0,513 : 100=0,00513.

Kasutades poordarvu, saame jagamise a:b asendada korrutami-
sega a -—:). Naiiteks

5:492=5 ;o> =50,2033=10165~102

Selle asjaolu'p(')hjal saame poordarvude tabeli abil arvutada funkt-
.siooni y=a : x vaartusi.

104. Leia jirgmiste arvude podrdarvud:

1) 1,04 107" 1,23 372 649 7,77 894 9,39
2) 1,06 1,09 1,79 835 888 9,00 9,55 9,99
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105. Leia jargmiste arvude p&ordarvud:

1) 1,314 2,357 6,4957 1,3007 8,079 4,444
2) 2,222 2,008 3,9867 15,6793 2,784 9,385

106. leia jargmiste arvude poordarvud:

1) 0,223 0,0138 0,9008 0,00045 0,01111 0,0055
2) 0,009 0,0007 0,0386 0,02384 0,57684 0,0963

107. Leia jargmiste arvude poordarvud:

By 120328 1847 ~I34,8 1969 ~25,89% "*3211.8
2) 68 427 3851 1697 3670 7848 52700

108. Kasutades poordarvude tabelit, arvuta jargmised jagatised:

146 7 3,97 7,85 Z:37 9,1:0.836
2) 8:4,79 35:0,472 0,03 : 0,756

3. KAHE MUUTUJAGA LINEAARSED VORRANDI-
SUSTEEMID :

3.1. KAHE MUUTUJAGA LINEAARYORRAND
Vorrandid

=
x—1

2x+3=5, 4x—5=2x+9, —iz

on iihe muutujaga vorrandid. Muutujaks on neis x. Vor-
randis voib olla ka rohkem kui iiks muutuja.
Niditeid. 1) x+y=5 on kahe muutujaga vorrand.

2) 3z22—x=3+2z on kahe muutujaga vorrand.

3) x+y=3+2z on kolme muutujaga vorrand.
Jargnevalt opime ldhemalt tundma kahe muutujaga lineaarvor-
randeid, s. o. vorrandeid, milles pédrast voimalikke lihtsustusi on
ainult kolm liiget: liikmed, milles muutujad on esimeses astmes, ja
muutujatest vaba liige.
Nende vorrandite {ildkuju on

ax+by=c,

mida nimetatakse kahe muutujaga lineaarvorrandi normaalkujuks.
Selles tédhistavad tidhed x ja y muutujaid, tihed a, b ja ¢ aga
antud arve. Viimastest @ ja & on muutujate kordajad, ¢ on vaba-
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liige. Muutujate korda]ald ja vabaliiget nimetatakse iihiselt vor-
randi kordajateks Muutujaid voib tahistada ka teiste tdhtedega,
niiteks u ja v, s ja ¢ jt. Normaalkujuline vorrand kirjutatakse ikka
nii, et selles on muutujad tdhestikulises jarjekorras. Normaal-
kujulised kahe muutujaga lineaarvorrandid on naiteks:

2x+3y=4; selles a=2, b=3, c=4;
3u—2v=—43; selles a=3, b=—-2, c=—-43.
Kahe muutujaga vorrandil on samad pohiomadused, mis on {ihe

muutujaga vorrandilgi. Need pohiomadused voimaldavad teisen-
dada mittenormaalkujulise vorrandi normaalkujuliseks. 3

Ndide Teisendame normaalkujuliseks vorrandi

38—47y =AY

3 S

Kaotame vorrandist harilikud murrud. Selleks korrutame vorrandi

molemad pooled 6-ga. Saame:

B8—4.70" %~ y
3

7.6—9,4y—x+y= 1,8y.

=0,3y|-6,

Viime koik muutujaid sisaldavad liikmed vorrandi vasakule poolele
ja vabaliikmed paremale poolele ning koondame:

—94y—~x+y—18y=—-7.6,

—x—10,2y=—17.6.

Saadud vorrand ongi normaalkujuline. Kui aga scovitakse teisen-
dada vorrandi kordajad téisarvudeks, nii et esimene neist oleks
positiivne, siis tuleb vorrandi molemat poolt korrutada veel sobiva
teguriga, antud juhul (—5)-ga. Nii saame

5x+51y=38.

109. Missugused on-vorrandi pohiomadused?

110. Lahenda jargmised vorrandid.

1) 2x+7=6x—15 2) 3—4(2—x)=5(2x—-3)
2 & o ey 34 1
P 1) 2- 55"
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111. Teisenda normaalkujuliseks jdrgmised vorrandid:
1) 2(x—y)=8x—4(3+x)
2) 5x— (5—9y) +8=2x—(5+6y) —4

4) 14—;0.78 + 3Ug04ll o l,2u

3.2. KAHE MUUTUJAGA LINEAARVORRANDI LAHEND

Kui vorrandi muutujate kohta midagi pole 6eldud, siis nende
védartuste hulgaks on ratsionaalarvude hulk . Eeldame niiteks, et
vorrandis :

2x+5y=8

x=Q ja y=Q. Kui vorrandis asendame muutujad nende mingi
vadrtuspaariga, siis saame oige voi vadra vorduse. Asendades
muutujad néditeks vddrtustega x=2 ja y=1, saame vorrandi vasagku
poole viirtuseks

2-245-1=9,
kuna parem pool on 8. Nii saime vorrandist vddra vorduse 9=8.
Kui aga asendada muutujad vaartustega x=—1 ja y=2, saame

vorrandi vasaku poole védartuseks

2-(—1)+5-2=8,

seega vorrand muutub oigeks vorduseks 8=8.

Muutujate véddrtused, millega neid asendame vorrandis, moodus-
tavad jdrjestatud arvupaari, milles esimesel kohal olev arv
on normaalkujulises vorrandis esikohal oleva muutuja vaartus, ja
teisel kohal olev arv on vorrandis teisel kohal oleva muutuja vaar-
tus. Naditeks, kui {ilalantud vorrandis asendame muutujad paari
(2; 1) arvudega, siis x=2 ja y=1. Nagu ndgime, ei rahuldanud see
arvupaar vorrandit, sest asendamisel saime vddra vorduse. See-
vastu jérjestatud arvupaar (—1;2) rahuldas vorrandit, sest
asendamisel saime oige vorduse 8=38.

Jarjestatud arvupaari, mis rahuldab kahe muutujaga vorrandit,
nimetatakse selle vorrandi lahendiks.

Kahe muutujaga lineaarvorrandi lahendite leidmiseks avaldatakse
itks muutuja teise funktsioonina. Kumb muutuja avaldada, see on
lahendaja otsustada. Pérast ithe muutuja avaldamist teise funkt-
sioonina anname argumendile suvaliselt vaartusi ja arvutame
funktsiooni vastavad vaédrtused. Argumendi ja funktsiooni, s.t.
vorrandi muutujate vastavate vdédrtuste paarid ongi antud vor-
randi lahenditeks.
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Nédide Leiame vorrandi

3x—2y=4

lahendid, kui x{—1; 0; 1; 2; 3; 4}.

Lahenduseks avaldame muutuja y muutuja x funktsioonina ja arvu-
tame x antud védértustele vastavad y vdartused:

3x—4 R e P s e
g kui x=—1, siis y= g 8:5;
kui x=0, siis y= 3‘3_4 =—2;
Arvutust voib korraldada ka jargmises tabelis.
x st 0 BN B S das S
3x <3 0 3 ke WA g et
3x—4 —7 —4 foi] 2 5 1. . A

Tabeli esimeses reas on muutuja x vaadrtuste hulk X ja viimases
reas muutuja y vdidrtuste hulk Y. Nende kohakuti olevad vaartu-
sed moodustavad jirjestatud arvupaaride hulga

L={(—1; —35), (0; —2), (1; —05), (2 1), (3;: 2,5), (4; 4},
mis on vorrandi 3x—2y=4 lzhendite hulgaks muutuja x antud
vaartuste puhul (joon. 45). Sama lahendite hulga saaksime, kui
oleks antud muutuja y vdartuste hulk

Y={-3,5; —2; —0,5; 1; 2,5; 4}, sest vorrandiga 3x—2y=4 maa-
ratud vastavus hulkade X ja Y elementide vahel on iiksithene.
Vorrandi 3x—2y=4 lahendite hulka, kui muutuja xX, kirjuta-
takse lithidalt kujul

L={(x; y)|x=X ja 3x—2y=4}.

Sama lahendite hulga voime kirjutada ka kujul

L={(x; y)|lysY ja 3x—2y=4}.

Muutuja x vaartuste hulk ei pea olema piiratud antud kuue arvuga.

x 31—2y:4 y

Joon. 45
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Selleks hulgaks voib olla kogu ratsionaalarvude hulk Q. Et hulk
Q on I[6pmatu hulk, siis saame ka teisele muutujale 16pmatu hulga
ratsionaalarvulisi védrtusi. Koik muutujate vastavate véartuste
paarid aga on antud vorrandi lahenditeks. Seega v6ib kahe muu-
tujaga lineaarvorrandil olla 16pmatu hulk lahendeid.
Kui muutujate vdaartusteks voivad olla suvalised arvud ratsionaal-
arvude hulgast Q, siis seda hulka vorrandi lahendite hulga tihi-
ses tavaliselt ei ndidata. Vorrandi 3x—2y=4 lahendite hulka klr-
jutatakse siis nii:

L={(x; y) [3x—2y=4}.

See kirjutis tdhendab seega koiki neid ratsionaalarvude ]ar]esta-
tud paare, mille korral saame vorrandist 3x—2y==4 Gige lause.

On ilmne, et varem vaadeldud lahendite hulk

{(x; y)|x=X ja 3x—2y=4}={(x; y)|3x—2y=4}, sest X=Q.

Kui vorrand on koostatud mingi iilesande jargi, siis tema lahendite
hulk on sageli loplik.
N dide. Kuidas on voimalik maksta 23 kop., kasutades ainult 2-
La 3-kopikalisi?

ahenduseks oletame, et 2-kopikalisi on x ja 3-kopikalisi y. Siis
saame vorrandi ;
2x+3y=23,
millest avaldame nditeks muutuja x:
23—3y

5 -
Ulesande sisu jdrgi voivad muutujate vaidrtusteks olla ainult

naturaalarvud. Proovimise teel leiame, et sobivateks arvupaari-
deks on

{,\‘=10 x=7 fx=4 {x=l
s y=3 \4i=5 y=T.

Seega on antud summat voimalik maksfa neljal erineval viisil.
Saadud vorrandil on 16plik hulk lahendeid:

{(x; y)|xeN, y=N ja 2x+3y=23}={(10; 1), (7; 3), (4 5),

(D).

112. Niita, et arvupaarid (4; 0), (—6; 4), (—11; 6) ja (0; 1%)
on vorrandi 2x+5y=38 lahenditeks.

xX=

113. Missugused ]argmlsteat arvupaaridest on vorrandi 3x—2y=
=5 lahendid?

£=3 {x:b { 0
=2 y=5 =1

Il
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114. Missugused arvupaarid hulgast
1
{0, @-2, @D 00 (g:1)
on vorrandi x+—%y=l lahendiks?

115. Avalda vorrandist muutuja x.

1) 2x—3y=7 2) —3x+3y=11 3) x——y=——
116. Avalda vorrandist muutuja y.

1) 6x—7y=1 - 2) 3x+2y=4 3) —08r+04y=05

117. Leia iga vorrandi lahendite hulk, kui muutuja x védrtuste
hulk on {0; —1; 1,5}.

1) 2x—y=1 2) 4x—3y=11 3) x+2y=—

118. Leia iga vorrandi lahendite hulk, kui muutuja y vaartuste
hulk on {—2; —1; 0; <}

1) x—3y=8 2) 2x+43y=1 3) 5 x—y= 2
119. Leia kummagi vorrandi viis suvalist lahendit.

1) 2x—12y=1 2) dx——y=—

o]~

120. Kuidas on voimalik maksta 18 kop., kasutades ainult 2- ja
5-kopikalisi? ’

3.3. KAHE MUUTUJAGA LINEAARVORRANDI GRAAFIK
Kahe muutujaga lineaarvorrandi
ax+by=c
lahendite hulk on teatav jérjestatud arvupaaride hulk. Igale arvu-
paarile vastab aga koordinaatteljestikus iiks punkt. Seega vastab
selle vorrandi lahendite hulgale koordinaatteljestikus teatav punk-

tide hulk. Seda punktide hulka nimetame kahe muutujaga lineaar-
vorrandi graafikuks. Et selgitada, mis on kahe muutujaga lineaar-
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vorrandi graafikuks, avaldame antud vorrandist iihe muutuja,
nditeks y teise muutuja x funktsioonina:

—ax+c

ax+by=c=>by=—ax+c=>y=—;

=>y=——4x+—¢.
Tulemusest nahtub, et vorrandi

ax+by=c

muutuja y on muutuja x lineaarfunktsioon, kus argumendi kordaja

on —~—ja vabaluge— Et lineaarfunktsiooni graafikuks on sirg-
joon, siis ka

kahe muutujaga lineaarvorrandi graafikuks on sirgjoon.

Sellel sirgel asetsevad koik need punktid, mille koordinaadid
rahuldavad antud vorrandit. Nditeks vorrandit x—2y=2
rahuldavad arvupaarid

£~2;—2), (—1;—158), (0; =2}, (2;0), (3;0,5)

on koordinaatideks joonisel 46 ringikestega margitud punktidele,
mis asetsevad koik iihel ja samal sirgel. Vastupidi, vottes sellel
sirgel suvalise punkti, naiteks M(l; —0,5), ja paigutades selle
koordinaadid antud vorrandisse, naeme, et vorrand-on rahuldatud:
1—2-(—0,5)=2. Kerge on kontrollida, et ka punktide K ja N
koordinaadid rahuldavad antud vorrandit.

S S __P‘(/\ - P |
J | [2 g
2 87
1 7 %
—4-; -L&%fy 349 L%
‘ B
/Y 3 i Joon. 46

Kahe muutujaga lineaarvorrandi graafikut, nagu lineaarfunkt-
siooni graafikutki, on koige lihtsam joonestada kahe punkti jargi.
Sageli on otstarbekas nendeks punktideks votta otsitava sirge ja
koordinaattelgede loikepunktid. Neid punkte on kerge leida, sest
koordinaatteljel asetseva punkti {iks koordinaat on 0. Juhul, kui
sirge ja koordinaattelgede I6ikepunktid on ldhestikku voi teine-
teisest viga kaugel, tuleb muidugi kasutada sirge joonestamiseks
teisi punkte.

N iide. Joonestame vorrandi 3x+4y=8 graafiku.

Leiame esmalt punkti, kus sirge 16ikab x-telge. Selle punl\tl ordi-
naat y=0. Abstsissi leiame vorrandist
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3x+4:0=8=p x=— 2.

See punkt on A4 (2—%; 0).

Leiame niiiid punkti, kus sirge l6ikab y-telge. Selle punkti abstsiss
x=0. Ordinaadi leiame vorrandist

3-044y=8=>y=—=2.
Otsitav punkt on B(0; 2).

Punktide A ja B jargi joonestamegi sirge, mis on antud vorrand1
graafikuks (joon. 47).

Y
B8(0:2)

Joon. 47

121. Missugused jargmistest punktidest asetsevad vorrandi
2x—3y=>5 graafikul?

0: 0) (1: —1) (4; 1) (0,3; 2) (0; —1—2—) (—1; —2—‘2’—)

122. Leia punktid, kus jargmiste vorrandite graafikud loikavad
koordinaattelgi.

1) 2x—5y=6 2) —3x+2y=8 3) 4x+5y=15

123. Joonesta millimeetripaberile vorrandi x+y=2 graafik ja leia
jooniselt antud vorrandi viis lahendit.

124. Esita ithes ja samas teljestikus vorrandite x—2y=2 ja
x+2y=4 graafikud. Leia jooniselt nende vorrandite iihine
lahend.

125. Kujuta graafiliselt iga jargmine hulk.
1) S={(x: y)|lx—y=3} 2) T={(x; y)lx+y=—1}
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3.4, KAHE MUUTUJAGA LINEAARNE VORRANDISUSTEEM

Ndide. Leiame kaks arvu, mis tdidavad jdrgmisi tingimusi:
kui esimest arvu korrutada kahega ja tulemusest lahutada teine
arv, siis saab 3; kui aga esimese arvuga liita kahekordne teine
arv, siis saab 4.

Ulesande lahendamiseks tdhistame esimese arvu tdhega x ja teise

tdhega y. Ulesandes antud esimese tingimuse kohaselt saame siis
vorrandi

2x—y=3
ja teise tingimuse kohaselt vorrandi
x+2y=4.

Kui leidub iilesandes noutud arvupaar, siis peab see rahuldama nii
esimest kui ka teist vorrandit, tdhendab, see arvupaar peab olema
nende vorrandite ithiseks lahendiks. Olgu esimese vorrandi
lahendite hulk L, ja teise lahendite hulk L:

Li={(x; y)| 2x— y=3};

Ly={(x; y)| x+2y=4}.

Hulka L, kuuluvad néiteks arvupaarid
=3, (1 —#) . (23 3) ja {3;:8),

hulka L, aga arvupaarid

(0; 2), (1;1,8), (2; 1) ja (3; 0,5).
Vorrandite iithine lahend peab kuuluma hulka
L=L, N L,

sest hulkade iihisosa sisaldab hulkade koiki ithiseid elemente. Seda
hulkade iihisosa saame avaldada kujul
L={(x; y)|2x—y=3 ja x+2y=4},

kus sona «ja» fitleb, et ithisosasse kuuluv arvupaar peab kuuluma

nii esimese kui ka teise vorrandiga médaratud arvupaaride hulka.
Seda tingimust, et arvupaar peab rahuldama nii vorrandit 2x—y=
=3 kui ka vorrandit x+2y=4 kirjutatakse lithidalt kujul

f2x— y=3

{ x4+2y=4 (1)
ja nimetatakse vorrandisiisteemiks. Et selle siisteemi molemad
vorrandid on lineaarsed, siis siisteemi nimetatakse kahe muutu-

jaga lineaarseks vorrandisiisteemiks. Kooskolas sellega nimeta-
takse hulga

L={(x; y)|2x—y=3 ja x+2y=4}
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elemente vorrandlsusteeml (1) lahenditeks ja selle hulga leidmist
vorrandisiisteemi lahendamiseks. Kerge on kontrollida, et
siisteemi iiheks lahendiks on arvupaar (2; 1). Hiljem selgub, et see
on ka ainus lahend. Seega

{(x; y)|2x—y=3 ja x+2y=4} = {(2; 1)}.

Uldkujul kirjutame kahe muutujaga lineaarse vdrrandisiisteemi
jargmiselt:

faix+biy=c

102x+b2y=62. (2)

Siin a4, by, ¢, a2, by ja c; on antud arvud, x ja y muutujad.
Lahendada siisteem (2) tdhendab siis leida hulk -

L={(x; y)|ax+biy=c, ja ax+by=cs}.

Selle hulga iga element, s. 0. iga jarjestatud arvupaar on siisteemi
(2) lahend. Naiteks lahendada siisteem

2x—3y=-—8 :
{3x+2y=27 (3)

tdhendab leida hulk
L={(x; y)|2x—3y=—8 ja 3x+2y=27}.

Selle hulga ainsaks elemendiks on arvupaar (5; 6). Seega siisteemi
(3) lahendiks on jérjestatud arvupaar (5; 6) ehk, teisiti kirjuta-
tult,

£=5
y=5.

Kuidas leida siisteemi lahendit, see selgub veidi hiljem.

126. On antud arvupaarid (4; 2), (1;3), (0,2; 1), (3; —1), (I; I).
Kontrolli, kas nende seas exdub jargmiste vorrandisiistee-,
mide lahendeid:

1) f2x—3y=9 2) {x—y=2 3) { 5x+2y=3
x+y=6 10x— y=1

127. Selgita, missugused jargmistest lausetest on diged:

1) 3; 1) {(x; y)|2x+4y=10}

2) (=1;4) €{(x; y)|x+y=3 ja x—y=2}
3) (5 =5) {(x; y)|x+y=0 ja x—y=10}
4) (—3;2) {(x; y)|2+y=11 ja x22—y=T}
5) (3; —=1).€{(x; y)|x+y>=4 ja x—y2=3}

ﬁlll Resmstukoqy ,
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128. Leia hulk

A={(x; y)|4x—3y=—10 ja x+y=1},

kui on teada, et x{—3; —2; —1; 0; 1}. Mis on vorrandi-
stisteemi

ax—3y=—10
x+ y~=1

lahendiks?

3.5. KAHE MUUTUJAGA LINEAARSE VORRANDISUSTEEMI
GRAAFILINE LAHENDAMINE

Vaadeldud vorrandisiisteemi

{2x— y=3
| x+2y=4

itheks lahendiks on arvupaar (2; 1), s. t.
(2; 1) LN Ly,
kus

Li={(x; y)|2x—y=3},
Ly={(x; y)|x+2y=4}.

Selgitame, kuidas leida hulga L; 1 L, elemente ja kui palju neid on.
Selleks joonestame iihes ja samas teljestikus antud siisteemi vor-
randite graafikud, s.o. kaks sirget. Esimene sirge ldbib punkte
M(1,5; 0) ja N(0; —3), teine punkte P(4; 0) ja Q(0; 2). Nende
punktidega on sirged iiheselt médratud (joon. 48). Vorrandit
2x—y=3 rahuldavad koik sirge MN punktide koordinaadid ja
ainult need, vorrandit x+2y=4 koik sirge PQ punktide koordinaa-
did ja ainult need. Vorrandite iihiseks lahendiks on siis nende sir-
gete {ihise punkti D koordinaadid x=2 ja y=1. Et kahel 16ikuval
sirgel on ainult iiks {ihine punkt, siis on antud vorrandisiisteemil
ainult iiks lahend.

Vo6ib juhtuda, et siisteemi vorrandite graafikuteks on kaks paral-
leelset sirget. Et sel juhul sirgetel {ihist punkti pole, siis vorran-
dite lahendite hulkade iihisosa on tiihi hulk ja vorrandisiis-
teemil ei ole lahendit. Siisteemi nimetatakse sel juhul
vastuoluliseks.

Niiteks siisteem

x4+2y=2 ehk [x+2y=2
Rz y=-—2 x+2y=—4



Joon. 48 Joon. 49

on vastuoluline ja temal lahendit pole, nagu see selgub ka jooni-
selt 49. Siin vorrandite lahendite hulkade iihisosa

L N L,=(.

Siisteemi vorrandite graafikud voivad ka iihtida. Uhe sirge koik
punktid kuuluvad siis ka teisele sirgele. Sel korral on vorrandi-
siisteemil 16pmatu hulk lahendeid: ithe vorrandi iga lahend on ka
teise vorrandi lahendiks. Selline vorrandisiisteem on néiteks siis-
teem

{2.\'+y=2

3x+1,5y=3.

Toepoolest, esimese vorrandi graaiikuks on sirge, mis 16ikab koor-
dinaattelgi punktides M(1; 0) ja N(0; 2), mida labib ka teise vor-
randiga mdaratud sirge. Tdhendab, sirged {ihtivad (joon. 50). Kui

esimese vorrandi lahendite hulk on L, ja teise L, siis antud
juhul

L] ﬂ L2=L1=L2.
Kokkuvottes voime Oelda, et

vorrandisiisteemil
{ a1x+ b]y:cl
X +byy=c,

on kas iiksainus lahend, tal pole iihtegi lahendit voi on tal 16pmatu
hulk lahendeid vastavalt sellele, kas siisteemi vorrandite graafikud
Ioikuvad, on paralleelsed voi iihtivad.
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Vorrandisiisteemi lahendi leidmist jooniselt, mis kujutab siisteemi
vorrandite graafikuid, nimetatakse siisteemi graafiliseks lahenda-
miseks. Kuidas toimub siisteemi graafiline lahendamine, see selgus
juba eespool. Tuleb veel markida, et graafiliselt leitud lahend on
sageli ligikaudne, sest sirgete joonestamine ja punkti koordinaa-
tide lugemine graafikult on seotud vigadega.

N dide. Lahendada graafiliselt vorrandisiisteem

,{X— y=4

X+ 2y=—3.

Lahendus. 1) Vorrandi x~y=4 graafik 10ikab koordinaattelgi
punktides M (4; 0) ja N(0; —4).

2) Vorrandi x+2y——3 graaflk loikab koordmaattelgl punktides
P(—=3; 0) ja Q(0; —1,5).

3) Jooniselt 51 loeme "et MN B —=(ChT. =213}

Kontroll Siisteemi lahendit tuleb alati kontrollida molema vor-
randiga. Selleks tdhistame esimese vorrandi vasaku poole tdhega
V| ja parema poole tihega P, teise vorrandi pooled aga vastavalt
tdhtedega V, ja P,, arvutame nende poolte vdédrtused muutujate
leitud vaértustel ja vordleme tulemusi:

Vi=17—(—23)=174+23=4; V,=P,.
Vo=1,742- (—23)=1,7—4,6=—2,9; szPz.

Kontroll néitab, et teine vorrand pole tipselt rahuldatud. Graafiku
tapsuse piirides voime lugeda siisteemi lahendiks arvupaari

{x=l,7
Jy=—23.
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129. Lahenda graafiliselt vorrandisiisteemid.

1) [x—y=5 2) [2x—y=2 3) [6x+5y=12
|lx+y=3 | x+y=1 |3x—3y= 8

3.6. KAHE MUUTUJAGA LINEAARSE VORRANDISUSTEEME
ALGEBRALINE LAHENDAMINE

Vorrandisiisteemide graafiline lahendamine on enamasti ebatépne
ja seotud suure ajakuluga. Seepdrast Opime vorrandisiisteeme
lahendama arvutamise teel ehk, nagu deldakse, algebraliselt. Cel-
gitame seda lahendusviisi kahe néite varal.

Ndide 1. Lahendada siisteem

{4x—2y=9
2x+2y=3.

Lahendamiseks tuletame antud siisteemist vorrandi, milles oleks
ainult iilks muutuja. Antud siisteemi vorrandites on muutuja y kor-
dajad teineteise vastandarvud —2 ja 2. See voimaldab muutujat »
sellest siisteemist korvaldada ehk elimineerida. Selleks tuleb vaid
vorrandite vastavad pooled liita:

{4x—2y= 9
2x+2y= 3
6x =12 =>x=2.

Teades muutuja x vdartust, asendame siisteemi iihes vorrandis,
nditeks teises, selle muutuja tema vaartusega 2.
Saame:

2-2+4+2y=3,
mis on jillegi iihe muutujaga vorrand. Sellest leiame, et
y=—0,5.
Muutuja y voiksime leida ka sel teel, et vorrandite vastavate poolte
liitmise teel elimineerime siisteemist muutuja x. Selleks on aga
enne vaja muuta x kordajad vorrandites teineteise vastandarvu-
deks. Seda saab teha, kui korrutame siisteemi teise vorrandi mole-
maid pooli arvuga —2. Kirjalikult vormistame t66 nii:
;4x—2y=9 o f e By=9
2x+2y=3|- (—=2) =~ |—4x—4y=—6

—6y=3 => y=-0,5.
Kontrollime muutujate leitud védartusi x=2 ja y=—0,5. Seejuures

peame meeles, et kontrollida tuleb alati ldhtesiisteemi
molema vorrandi jdrgi. Saame:
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Vi=4-2-2- (=0
Ve=2-242-(—0,5

Vastus. {x=2
y=—0,5.

Nédide 2. Lahendada siisteem

6x+7y=—8
8x+9y=—10.

Elimineerime siisteemist néditeks muutuja x. Selleks korrutame esi-
mese vorrandi pooled arvuga —4 ja teise vorrandi pooled

arvuga 3.

Saame:

bx+Ty==—8|-(—4)_ {—24x—28y=32
8x+9y=—10 | -3 =7 | 24x+27y=-30

—y=25 . =>ly=—2

Muutuja x védidrtuse arvutamiseks asendame naiteks esimeses vor-
randis muutuja y tema vdartusega —2. Nii saame:

6x+7- (—2)=—8=>6x—14=—8 =>6x=6=>x=1.
Kontroll

Vi=6-147- (—=2)=6—14=—8; V,=P,.

Vastus. Siisteemi lahend on (1; —2).

Mirgime, et iga iilesannet vorrandisiisteemi lahendamiseks saab
sonastada ka hulga leidmise {ilesandena. Nii vbdiksime viimase
néite sonastada ka jargmiselt:

leida hulk A={(x; y)|6x+7y=—8 ja 8x+9y=—10}.
Vastus voiks olla siis kujul: A={(1; —2)}.

130. Lahenda algebraliselt jirgmised vorrandisiisteemid:

D (x+y=1 2) %4x—2y=6 3) 3x+2y=9
{v =y =t=4 3x+2y=38 —AX O

131. Leia jdargmised hulgad:

1) A {(x; y)|7x—3y=15 ja 5x+6y= 27}
258 = (x Y)|4x+3y= 6 ja 2x+ y= 4}
3) C={(x; y)| x+2y=11 ja 5x—3y= 3}
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3.7. KAHE MUUTUJAGA LINEAARSE VORRANDISUSTEEMI
LAHENDIVALEMID

‘Tuletame valemid kahe muutujaga - lineaarse vorrandisiisteemi
lahendi arvutamiseks. Selleks lahendame iildkujulise siisteemi

ax+by=c (1)
U’2X+b2y=(‘2.

milles muutujate kordajad on nullist erinevad ja vabaliikmed mis-
tahes antud arvud. Tuletame siisteemist vorrandi, milles pole teist
muutujat y. Selleks korrutame esimese vorrandi pooled arvuga bs
ja teise vorrandi pooled arvuga — b, ning liidame vorrandite vas-
tavad pooled:

{G1X+b|y=('1
GoX+boy =10

- by _>{ abox+b1boy=c1by
F=hs) —agb\x—biboy= —csb,

a1box —ashx=c1bs—coby =>
=> (01b2—agb1)x=0102—02b1.

Saadud ithe muutujaga vorrandis on nii x kordaja kui ka vabaliige
korrutiste vahe. Selliseid korrutiste vahesid on hakatud kirjutama
piistkriipsude vahele tabelina jargmiselt:

b,

G C b]
: b

aby—azb, = ey, ba

& ja c1bo—cob =

Niisuguse tabelina kirjutatud korrutiste vahet nimetatakse kahe-
realiseks determinandiks. Determinandi kirjutamisel tuleb nn. pea-
diagonaalile (mis ldheb vasakult iilevalt paremale alla) kirjutada
vahe esimese litkime tegurid ja korvaldiagonaalile (mis ldheb vasa-
kult alt paremale iiles) vahe teise liikme tegurid (joon. 52).
Niisiis,

determinant vordub peadiagonaali elementide ja korvaldiagonaali
elementide korrutiste vahega.

Kirvaldiagonas!

/ puviagrosl  Joon. 52
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Niiteks: 1) ’ § ?|=2-7—3-5=14—15=—1;

2) ‘_2 :g|=‘6' (=)= (=) (=== 12-12==2%

Kirjutame niiiid vorrandisiisteemi lahendamisel saadud iihe muutu-
jaga vorrandi determinantide abil:

T(."l bxl e
:ag b2! Cx=

£y bl)

Lo el

Neid determinante on kerge meeles pidada: x kordajaks on siis-
teemi (1) muutujate kordajatest koostatud determinant, kusjuures
nende kordajate paigutus determinandis on samasugune nagu
antud stisteemis. Seda determinanti nimetatakse siisteemi deter-
minandiks ja tédhistatakse tdhega D. :

Niisiis,

(251 b]

D= as b2

.

Saadud vorrandi vabaliikmeks on determinant, mille saame siis~
teemi determinandist, kui selles x kordajad a; ja a; asendame vas-
tava vorrandi vabaliikmetega ¢, ja c,. Tahistame selle determinandi
stimboliga D,. Kasutades determinantide tédhiseid, saame x leid-
miseks tuletatud vorrandi kirjutada védga lithidalt:

D-x=D,.
Kui siisteemi determinant D=0, siis muutuja 1 arvutamiseks
saame jargmise valemi:

D

x=D.

Tuletame valemi muutuja y arvutamiseks. Selleks elimineerime
siisteemist (1) muutuja x, korrutades esimese vorrandi pooled
arvuga —a,, teise vorrandi pooled arvuga a; ja liites saadud vor-
randid. Tee need teisendused ja ndita, et nii saame vorrandi
(a1be— ashy)y=a,co—asc.

Kirjutame ka selle vorrandi determinantide abil:

a, bl! a, C1|

as by !'y= Qg € |-

Saadud vorrandis on muutuja y kordajaks samuti siisteemi deter-
minant D. Vorrandi vabaliikmeks on determinant, mille saame siis-
teemi determinandist, kui selles y kordajad b, ja b, asendada vas-
tavalt vabaliikmetega c, ja c¢,. Tdhistame selle determinandi siim-
boliga D,. Vorrand on siis jargmise kujuga:

D-y=D,.
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- Kui siisteemi determinant D40, siis muutuja y arvutamiseks
saame valemi

Kokkuvottes saame vorrandisiisteemi lahendi arvutamiseks jarg-
mise, nn. Crameri! reegli:

kui vorrandisiisteemi

a1x+b1y=cl "
a,x+b,y=c,
. al b1 T s . .
determinant D= a, b, =+ 0, siis siisteemi lahendiks on arvupaar
oy e it o0 g
x=75 jay=-— . kus D= c; b, 1 Dy_ja; c;'

Kui siisteemi determinant D=0, siis vorrandisiisteemil on 16p-
matu hulk lahendeid voi lahendid puuduvad. Neid juhtumeid meie
ei vaatle.

Crameri reegli rakendamisel arvutame esmalt siisteemi determi-
nandi D. Kui D40, siis arvutame determinandid D, ja D, ning
nende pohjal x ja y. Voib muidugi arvutada valemi jargi ainult
ithe muutuja vdértuse ja siis siisteemi ithest vorrandist teise muu-
tuja vadrtuse.

Ndide 1.Lahendame vorrandisiisteemi

2x+3y=13
5x—2y=4.

o= |2 _3|=—4-15=—1900
9) Di=| 4 _5|=—26-12=—38.

3) D~ |2 '3[-8-65——sv.

4) x=D.:D=(—38): (—19)=2.
5) y=D,:D=(—57) : (—19) =3,

' Cramer, Gabriel, Sveitsi matemaatik, elas a. 1704—1752.
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Kontroll. V,=2.-24+3-3=13; V,=P,.
V2=5.2—-2.3=4; Vg—Pg

V astus. Siisteemi lahend on (2 3):
Nidide 2. Leidg hulk
L={(u; v)|—10u+7v=10 ja 3u-2v=—2,9}.

1) D= l*lg _; =20—21=—1540.
2) Du=‘_218 _; =—20+20,3=0,3.
3 0= 10 Il a0t

4) u=03:(—1)=-03.
By (—1): (1)

Kontrolli leitud lahendi 6igsust!

Vastus. u=-0,33
v=1.

Nidide 3.
Teeps
1—9x

X PR

A 2x—1C + By - 3x—15

Enne determinantide kasutamist tuleb siisteemi vérrandeile anda
normaalkuju.

Esimese vorrandi teisendamine:

J s l=>1—y 14+9x=>9x+y=2.
Teise vorrandi teisendamine:

d RS A e, o
e cohegs ik ree o B S ) e

=>3x—24=2y=>3x+2y=24.
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Saime normaalkujulise siisteemi

{ Ix+y=2

3x—2y=24.

Lahendame selle:

1) D= g _é =—18—3=-2I.
2. i — 3_4 _é =—4—24= —28.
3) Dy= g 23 =216—6=210.

4) x=(—28) : (—21)=1—.
5) y=210: (—21)=-10.
Kontrolli saadud lahendi 6igsust (ldhtesiisteemi jérgi)!
Vastus.{x=l—;—
y=—10.
Ndide 4. Lahenda siisteem
{x+y=2
3x+3y=9.
1) D= ‘:13 él =3-3=0,
jarelikult antud siisteemil ei ole iihest lahendit. Kui siisteemi teise
vorrandi pooli jagada arvuga 3, siis saame siisteemi

 Serav
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mis on ilmselt vastuoluline (samade arvude summa ei saa olla
kord 2, kord 3): siisteemil pole lahendit. Siisteemi vorrandite graa-
filisel kujutamisel saame paralleelsete sirgete pzari (joon. 53).

132. Kirjuta determinandi tahise abil jargmised avaldised:

1) 2:3—4-5 2) —4.-5-3-1 2) ab—cd
3-4—3-2 2-(—=3)—2-1 2x+3y
4-5—2-3 6-(~=2)—9-7 x2—y?

133. Arvuta jidrgmised determinandid:

Lla- 4 2) [—2 1| 3) l2 —5' 4) 0,7 1,2’
v e l 3 —2] {523 b2
) bdck 6) |m Qn’ T)- i< 8) |—5 x‘
2192 et 1 a’ ab —2 %
24
3 5 b

134. Lahenda jargmised vorrandisiisteemid:

1) j3x+5y=9 2) {3x—2y= 5 3) {3x+5y=3

2x+3y=>5 5x4+2y= 3 x+2y=1
4) (5x—y=—1 5) §5x+ y=34 6)2 x— y=13
{ x+7y=7 2x+19y=—5 Zx—3y=—29
7) ( —2x+4+3y=40 8){ x+ y=0 9) x—100y=101
3x—4y=-170 3x+2y=-—13 —3x+2y=-601

135. Leia jargmised hulgad:

1) {(x; y)|5x—y=0 ja 10x+y=3}

2) {(x; y)|3x+4y=2 ja 15x—8y=3}

3) {(x; y)|3x—5y=—3 ja 9x+20y=—2)

4) {(u; v)|15u+23v+10=0 ja 3u+4v+2=0}
5) {(u; v)|25u—4v+1=0 ja 3lu—>5v+16=0}
6) {(x; 2)|x+2=8 ja —z+%=2}

e
!

ok
wli

-5}

T
=1 ja o

7) { 2)|

v

62




136. Lahenda jargmised vdrrandisiisteemid:

1) [5(3s+¢)—8(s—6t)=200 4) (;_ o e
{20(28—3t)—13(s—t)=520 1-0,3(y—2) X
y—3  4x+9 =

T~ T b
2) r—;—3 __3_2=2 5)) 2x—3y+3 _x—22»1~3 =4
S Bt 4y g
3) [x+1=222 (328 6) (74 X0 gy 42D
2x_—3—3g+ 4xg3y=y+l .o(x—_u);i(l-x) —y

137. Leia jérgmiste vorrandisiisteemide ligikavdsed lahendid
kolme tiivenumbriga. Arvutamisel kasuta liikatit.

1) x+2y=7 5) (3,29s—1,12¢{=59
{3x—-5y=9 (0 9555+207t=—4a
9) (0,37x—1,2y=0,3 L0 O 9y
12x+0,54=0,125
3,8—4,7y x—y
— =3
3) (9x—2y=T7 . 6 <
R TR
4) (—3x+ y=1,2 i
: 2x_3y=_7 x—1,87y—1,11

3.8. ULESANNETE LAHENDAMINE YORRANDISUSTEEMI
ABIL

Ulesande lahendamisel vorrandisiisteemi abil tuleb

1) koostada iilesande tingimuste jdrgi vorrandisiisteem,

2) lahendada see siisteem,
3) kontrollida leitud lahendit {ilesande teksti jargi
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Vorrandisiisteemi koostamiseks iilesande tingimuste jadrgi pole
voimalik anda {ildist eeskirja. Eeskuju vorrandisiisteemi koosta-
miseks annavad jargmised ndited.

Nidide 1. Péarivoolu liikudes vajab joelaev 46,8 km pikkuse
vahemaa ldbimiseks 3 tundi 36 minutit, sama vahemaa labimiseks
vastuvoolu kulub aga 5 tundi 12 minutit. Leida joe voolu kiirus ja
laeva kiirus seisvas vees.

km

Lahendus. Olgu jGe voolu kiirus x == ja laeva kiirus seisvas
vees Yy Ehﬂ . Parivoolu liikudes on siis laeva kiirus kalda suhtes

(x+y) k_m, vastuvoolu aga (y—x) l‘nﬂ Kiirusega (x+y) bhﬂ

liikus laev 3 tundi 36 minutit ehk 3 g—g=3,6 tundi. Selle aja jooksul
ldbis laev 3,6 (x+y) km, sest tee pikkus on vordne kiiruse ja aja
korrutisega (eeldusel, et liikumine on iihtlane). Ulesande jéargi on
ldabitud tee pikkus 46,8 km. Seega saame vorrandi
3,6(x+y)=4638.

Kiirusega (y—x) llhn liikus laev 5 tundi 12 minutit ehk 5,2

tundi. Selle ajaga ldbis ta 5,2(y—x) km, mis on samuti 46,8 km.
Teine vorrand on seega

5,2 (y—x) =46,8.

Et molemas vorrandis on muutujatel x ja y samad véartused, siis
saame vorrandisiisteemi:

3,6(x+y)=46,8
5,2(y—x) =46,8.

Siisteemi lihtsustamiseks on siin otstarbekas mitte avada sulgusid,
vaid jagada esimese vorrandi pooled arvuga 3,6 ja teise pooled
arvuga 5,2. Nii saame lihtsa siisteemi ,

§x+y=l3
—x+y=9,

millest

x=2
y=11.

Kontroll. Tekstiilesande 1ahendit tuleb alati kontrollida ijles'-

ande teksti jdrgi, mitte vorrandisiisteemi jargi, sest viimane voib
olla valesti koostatud. Kontrollimisel pole soovitav kasutada
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sama mottekdiku, mis siisteemi koostamisel, vaid valida selleks
moni teine tee (kui see on voimalik). Antud iilesande korral voiks

lahendit kontrollida jargmiselt. Kui joe voolu kiirus on 2 k—hm ja
laeva kiirus seisvas vees on llk—}?, siis périvoolu liigub laev Kii-

rusega 13 k—l—":ja vastuvoolu kiirusega QK—IT. Sel juhul kulub laeval

46,8 km labimiseks péarivoolu 46,8:13=3,6 tundi ja vastuvoolu
46,8:9=5,2 tundi. Molemad tulemused on i{ilesande andmetega
kooskolas.

< o it km . 3 .
Vastus. Joe voolu kiirus on 2 -5 ia laeva kiirus seisvas vees

Ty
n

N dide 2. 2,5 m iiht sorti riiet ja 3 m teist sorti riiet maksis enne
hinnaalandust kokku 34 rbl. 80 kop. Pérast seda kui esimest sorti
riide hinda alandati 10% ja teist 15%, maksis sama ost 30 rbl.
48 kop. Kui palju maksis kummagi sordi riide meeter enne hinna-
alandust?

Lahendus. Olgu esimest sorti riide meetri hind x rbl. ja teist
sorti riide meetri hind y rbl. Siis 2,5 m esimest sorti riiet maksaks
2,5x tbl. ja 3 m teist sorti riiet 3y rbl. Et need riided maksid
kokku 34,80 rbl., siis

2,5x+3y=34,8.

Et esimest sorti riide hinda alandati 109%:, siis uus hind on 909
ehk 0,9 endisest. Seega tuleks niiiid 2,5 m esimest sorti riide eest
maksta 0,9-2,5x=2,25x rbl. Et teist sorti riide hinda alandati
15%, siis uus hind on 85% ehk 0,85 endisest. Seega maksaks niiiid
3 m teist sorti riiet 0,85-3y=2,55y rbl. Et kokku maksaksid need
riided niiiid 30,48 rbl., siis saame vorrandi

2,25x+ 2,55y =30,48.

/
Otsitavad x ja y peavad rahuldama nii {iht kui teist saadud vor-
randit, tahendab, nad on vorrandisiisteemi

{ 2,5x+3y=34,8
{ 2,25x+2,55y=230,48
lahendiks.

Siisteemi lihtsustamiseks kaotame vorranditest murrud ja taan-
dame teist vorrandit 3-ga. Uus siisteem on:

( 25x+30y= 348
{ 75x+85y=1016.
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Et muutuja x kordaja on i{ihes vorrandis 25 ja teises 75, siis on
siisteemi kerge lahendada selle muutuja elimineerimise teel. Sel-
leks korrutame esimese vorrandi pooli 3-ga, teise pooli (—1)-ga
ja liidame vorrandite vastavad pooled:

75x+90y= 1044
—75x—85y=—1016
5y= 28 =>y=5,6.

Muutuja x leiame esimesest vorrandist:
25x+30-5,6 =348 => 25x+168=348 => 25x=180 => x=7,2.
Niisiis,

x=17,2

y=>5,6.

Kontrolli, et saadud lahend rahuldab {ilesande tingimusi!

Vastus. Enne hinnaalandust maksis esimest sorti riide meeter
7 rbl. 20 kop. ja teist sorti riide meeter 5 rbl 20 kop.

N dide 3. Kahekohalise arvu ristsumma on 13. Kui selles arvus
numbrid vahetada, siis saame arvu, mis- on esialgsest 45 vorra -
suurem. Leia see arv.

Lahendus. Olgu otsitava arvu iiheliste number x ja kiimne-
liste number y. See arv on siis 10y+x ja tema ristsumma x+y.
Et antud arvu ristsumma on 13, siis saame vorrandi x+y=13.
Pédrast numbrite vahetamist saame arvu 10x+y, mis on otsitavast
arvust 10y+x suurem 45 vorra. Siit saame teise vorrandi:

10x+y—45=10y +x,
mille normaalkuju on
9x—9y=45 ehk x—y=>5.

Muutujate x ja y otsitavad vdidrtused peavad seega rahuldama
vorrandisiisteemi

{x+y=l3 :
x—y= 5.

Siisteemi lahendamisel saame, et

%x=9
[ e A

Otsitav arv on seega 49.
Kontrolli, et see arv rahuldab {ilesande tingimusi!

138. Leia kaks arvu, mille summa on 24 ja vahe 6.

139. Leia kaks arvu, mis suhtuvad nagu 4:3 ja mille vahe on 12.
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140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

Leia roopkiiliku kiillgede pikkused, kui roopkiiliku {imber-
moot on 60 cm ja kahe ldhiskiilje pikkuste vahe on 2 cm.

Arvuta ristkiilikukujulise maatiiki pindala, kui maatiiki
iimbermoot on 140 m ja pikkus on laiusest 22 m suurem.

Leia trapetsi alused, kui keskloik on 4,3 cm ja iiks alus on
teisest 1,8 cm vorra pikem.

Kahe ringi labimootude summa on 11,4 m ja vahe 3 m. Leia
kummagi ringi iimbermoot ja pindala. 4

Otsitava kahekohalise arvu ristsumma on 5. Kui selles arvus
numbrid vahetada, siis saame arvu, mis on otsitavast arvust
9 vorra vaiksem. Leia otsitav arv.

Otsitava kahekohalise arvu ristsumma on 9. Kui selles arvus
numbrid vahetada, siis saame arvu, mis suhtub otsitavasse
arvu nagu 5:6. Leia otsitav arv.

1 :
2.Kul

aga murru lugejat suurendada kahe vorra ja nimetajat viahen-

Kui murru lugejat vihendada iihe vorra, siis saame

- e e 2 p
dada tihe vorra, siis saame 1—3—. Leia see murd.

Kui murru lugejat suurendada iihe vorra ja nimetajat vdhen-
dada iihe vorra, siis saame 1. Kui murru lugejat vdhendada
ithe vorra ja nimetajat suurendada kolme vérra, siis saame

—i. Leia see murd.

Reisirong, mis koosneb vedurist ja 15 {ihesugusest vagunist,
kaalub 270,5 tonni. Vedur kaalub 13,3 tonni rohkem kui 4
vagunit. Kui palju kaalub vagun ja kui palju vedur?

NSV Liidus lasti Maa esimene kunstlik kaaslane iiles 4. nov.
1957. a., Ameerika Uhendriikides aga 31. jaan 1958. a. Nende
kaaslaste kaal oli kokku 97,6 kg. Kui Ameerikas valjalastud
kaaslase kaal oleks olnud 6 korda suurem, siis oleks selle
kaal iiletanud Noukogude Liidus véljalastud kaaslase kaalu
ainult 400 grammi vorra. Leia kummagi kaaslase kaal.

15. mail 1958. a. lasti NSV Liidus iiles Maa kolmas kunstlik
kaaslane, mille kaal (konteiner koos teadusliku aparatuu-
riga) oli 1327 kg. Kui teadusliku aparatuuri kaal oleks olnud
509 vorra suurem ja konteineri kaal 41 kg vC€rra suurem,
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151.

152.

153.

154.

155.

~ 156.

157.

158.

68

siis oleks kaaslase kogukaal olnud 1652 kg. Leia teadusliku
aparatuuri ja konteineri kaal.

Kui Tartu linna territooriumi suurendada 5 korda, siis jadks
ta veel 26 km? vorra vidiksemaks Tallinna linna territooriu-
mist (1967. a. andmeil). Kui aga Tallinna territooriumi suu-
rendada 22,8 km? vorra ja Tartu territooriumi suurendada
7 korda, siis oleksid nende linnade territooriumid vordsed.
Kui suur on kummagi linna territoorium? s

1965. a. saadi Eesti NSV-s igalt hektarilt keskmiselt 59,4 %
enam kartuleid kui 1950. a. Oleks 1965. a. saadud igalt hekta-
rilt veel 41 tsentnerit rohkem kartuleid kui tegelikult saadi,
siis oleks selle aasta kartulisaak hektarilt olnud kaks korda
suurem 1950. a. hektarisaagist. Mitu tsentnerit kartuleid saadi
keskmiselt igalt hektarilt 1950. a. ja mitu 1965. a.? (Vastus
anna tédpsusega 1 ts.)

Kaks teraviljakombaini koristavad koos tootades 3 tunniga
vilja 11,4 hektarilt. Kui esimene kombain té6taks 4 tundi ja
teine 5 tund1 siis koristataks saak 17,2 hektarilt. Mitu hekta-
rit teravilja koristab kumbki kombain tunnis?

2,5 meetrit esimest sorti riiet ja 3 meetrit teist sorti riiet
maksab kokku 43 rbl. 30 kop., kuid 1,6 meetrit esimest sorti
rilet ja 2,5 meetrit teist sorti riiet maksab kokku 32 rbl.
12 kop. Arvuta kummagi riide meetri hind.

Kool kavatses osta kaks fotoaparaati ja iithe suurendusapa-
raadi, mille eest oleks tulnud maksta kokku 132 rbl. Et foto-
aparaadi hinda alandati 109%' ja suurendusaparaadi hinda
12,5%, siis tuli kavatsetud ostu eest tegelikult maksta
118 rbl. Leia kummagi aparaadi hind enne hinnaalandust.

Lennuk lendab 140 km pikkuse vahemaa parituult 15 minu-
tiga, vastutuult aga 21 minutiga. Arvuta tuule kiirus ja len-
nuki kiirus tuulevaikse ilmaga.

Joelaev soitis 100 km périvoolu ja 64 km vastuvoolu, kuluta-
des selleks kokku 9 tundi. Teisel korral soitis see laev sama
ajaga 80 km périvoolu ja niisama palju vastuvoolu. Arvuta
joe voolu kiirus ja laeva kiirus seisvas vees.

On kaht sorti varvi: kilogramm esimest sorti varvi maksab
1,40 rbl. ja kilogramm teist sorti varvi 1,30 rbl. Mitu kilo-
grammi vérvi peab maaler kummastki sordist votma, et
saada 10 kg segu, mille kilogrammi hind on 1,36 rbl.?



159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

Mitu kilogrammi tuleb votta pubast vaske ja mitu Kkilo-
grammi 45-protsendilise vasesisaldusega pronksi, et nende
kokkusulatamisel saada 50 kg pronksi, milles on 50%' vaske?

Isa ja tiitre vanus on kokku 44 aastat. Nelja aasta eest oli
isa tiitrest 8 korda vanem. Arvuta isa ja tiitre vanus.

Isa on 9 aasta pdrast 3 korda ja 22 aasta pdrast ainult 2
korda vanem kui poeg. Kui vanad on nad praegu?

Poisil on 2 korda rohkem odesid kui vendi, igal 6el on aga
niisama palju vendi kui 6desid. Mitu last on perekonnas?

On teada, et kui x=1, siis funktsiooni y=ax+b"
vadrtus y=3, ja kui x=—1, siis y=—1. Leia.a ja b.

Lineaarfunktsiooni graafik 1dbib punkte (1; —1) ja (—2; 5).
Leia see funktsioon.

Muutuja « on muutuja v lineaarfunktsioon. Kui v=—1, siis
u=0, ja kui v=1, siis u=—4. Leia seos muutujate u ja v
vahel. Kujuta see seos graafiliselt.

Poleva kiitinla pikkus [/ on polemisaja ¢ lineaarfunktsioon.
Leia nende muutujate vaheline seos, kui on teada, et pérast
pooletunnilist polemist oli kiitinla pikkus 10 cm, pérast kahe-
tunnilist polemist aga 4 cm. Kui pikk oli kiiiinal enne siiiita-
mist?

Kui kanistris on 3 liitrit bensiini, siis on brutokaal 3,6 kg.
Kui kanistris on 8 liitrit bensiini, siis on brutokaal 7,1 kg.
Avalda brutokaal B kanistris oleva bensiini ruumala V funkt-
sioonina. Kui suur on taarakaal? Kui palju kaalub 1 liiter
bensiini?

Leia vorrandi ax+by=1 kordajad a ja b, kui vorrandi iiks
lahend on (1; —2) ja teine (4: 1).

Leia m ja n, kui v6rrandi7x+—z—=l iiks lahend on (2; —1)
ja teine (6; 1).

Lineaarfunktsioonide y=2tx+1 ja y=kx—21 graafikud 16i-
kuvad punktis (—2; —10). Leia & ja L.
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4. RUUTFUNKTSIOON JA RUUTVORRAND

4.1. FUNKTSIOON y=x?

Olgu ruudu kiilje pikkus x pikkusiihikut. Siis ruudu pindala y=
=x2 vastavat pindalaiihikut. Igale kiiljepikkuse x vairtusele vas-
tab iiks kindel pindala x? vdartus. Seega ruudu pindala y on kiilje-_
pikkuse x funktsioon, mille mddramispiirkonnaks on positiivsete
arvude hulk. Selle funktsiooni védartuste leidmiseks tuleb argu-
mendi vaddrtus votta ruutu.

171.

172.

173.

Arvuta tabelis antud x vdartustele vastavad x2? vdartused.

100 |

Lx» |05]1}15l2]3l4]l5)6f7{8]9]
| | E

l
g o

Selgita tabeli andmete pohjal, mitu korda suureneb x2, kui
arvu x suurendada 2 korda, 3 korda, 4 korda, 10 korda, 100

korda.

Mitu korda vidheneb x2, kui arvu x vahendada 2 korda, 3

korda, 4 korda, 10 korda, 100 korda?

Leia arvutamise teel, mitu korda on

1) 202 suurem kui 2% 3): 3002 1
2) 402 4 g o 4) 6002 &

Leia, mitu korda on

1) 0,52 . viiksem kui - - 5% 3)=0.78¢
21 2n o e 25 4) 6,52

3]

3]

Eelmistest tilesannetest ilmneb, et

kui suurendame positiivset arvu 10, 1060, .

suureneb 100, 10000, ... korda;

kui vihendame positiivset arvu 10, 100, ...

vaheneb 100, 10000, ... korda.

Uldiselt,

kui positiivset arvu suurendada 2>0 korda, siis arvu ruut suure-
neb k? korda.
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Selle toestamiseks anname argumendile x mingi véddrtuse x;; siis
y1=x%2. Kui aga anname argumendile %2 korda suurema vairtuse
kx,, siis funktsiooni vaidrtus ys= (kx;)2 ehk yo=~2x,2. Et x:2=y,,
siis yo=~k?y;, mida oligi tarvis toestada.

Funktsiooni y=x? nimetatakse ruutfunktsiooniks.

Ruutfunktsiooni mdaramispiirkonda voib kuuluda nii arv 0, kui ka
negatiivsed arvud. Et arvu O ruut on 0 ja negatiivse arvu ruut on
positiivne, siis

ruutfunktsiooni x2 vidrtuste hulgas ei leidu negatiivseid arve.

Nidide. Hulgal X={-3; —2; —1; 0; 1; 2; 3} defineeritud ruut-
funktsiooni y=x? vairtuste hulk on {O 1524},

174. Esita jdrjestatud arvupaaride hulgana hulk
M={(x; y)|x=N, x<<5 ja y=x?%}.

175. Esita jérjestatud arvupaaride hulgana ja nooldiagrammina
hulk

P={(x; y)|x=Z, x| <3 ja y=x7}.
176. Esita nooldiagrammina funktsioon

y=x2, kui x&Z ja —4<<x<<2.

4.2. FUNKTSIOONI y—x? GRAAFIK

Konstrueerime funktsiooni y=x2 graafiku, kui xQ. Selleks tai-
dame eelnevalt jargmise tabeli:

| x |—3|—2|—15—1]—08—04|0]04 |08 |1]|15 |2]|3
2| 9] 4|225| 1]064|0,16]|0]0,16|0,64]|1|225

Markides niiiid koordinaatteljestikus punktid, mille koordinaati-
deks on tabelis esinevad x ja x? vastavate védartuste paarid ning
ithendades need punktid sujuvalt koverjoonega, saame funktsiooni
y=x2 graafiku (joon. 54).
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Joon. 54 Joon. 55

Funktsiooni y=x? graafikut nimetatakse parabooliks. Et abstsissi
dele x ja —x vastavad ordinaadid on vordsed, s. 0. x2= (—x)?2, siit
saadud graafik on siimmeetriline y-telje suhtes. See nahtub ka joo
niselt 54.

Parabooli sﬁmmeetriatelge nimetatakse parabooli teljeks.
Parabooli ja tema telje iihist punkti nimetatakse parabooli tipuk:
ehk haripunktiks.

Et funktsiooni y=x? graafikuks oleva parabooh teljeks on y-telg
siis ta haripunkt asetseb y-teljel, s. t. haripunkti abstsiss on 0. Kuic
siis on ka haripunkti ordinaat 0. Seega funktsiooni y=x? graafikt
haripunkt asetseb koordinaatide alguspunktis. See ndhtub ka joo
" niselt 54. Joonisel 54 kujutatud parabooli kohta oOeldakse, et t:
avaneb iilespoole.

Peegeldame niiiid funktsiooni y=x2? graafiku x-teljest. Selle graa
fiku punktidele (joon. 55) (—3;9), (—1; 1), (0; 0), (1; 1), (3; 9)
vastavateks punktideks saame siis punktid (—3; —9), (—1; —1)
(0; 0), (1; —=1), (3; —9).

Uldiselt, punktile (x; x2) vastavaks punktiks saame punkti (x
—x2). Saadud punktihulk on funktsiooni y= —x2 graafik. Se
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punktihulk on ka parabool, mille haripunkt asetseb koordinaatide
alguspunktis ja teljeks on y-telg, kuid see parabool avaneb
allapoole.

177. Leia funktsiooni y=x2 graafiku abil jirgmiste arvude
ruudud:

27

1

1 2.3
6 2,7

[ YN

’

4.3. RUUTUDE TABEL

Funktsiooni y=x? véairtusi saab holpsasti leida ruutude tabelist
(vt. V. Bradis. Neljakohalised matemaatilised tabelid keskkooli-
dele. Tabel III). Sellest saab leida kuni nelja tiivenumbriga arvu
ruudu, milles on samuti neli tiivenumbrit.

Samuti nagu poordarvude tabeli puhul, piirdume ka siin kolme
tiivenumbriga arvudega. Neljandat tiivenumbrit kasutame ligi-
kaudsete arvudega arvutamise eeskirjade kohaselt varunumbrina.
Lopptulemuse iimardame kolme tiivenumbriga arvuks. Seetottu
ruutude tabeli viimaseid parempoolseid iiheksat veergu, mis on
méadratud nelja tiivenumbriga arvude ruutude leidmiseks, me ei
kasuta.

Olgu kolme tiivenumbriga arv suurem kui 1,00 ja vdiksem kui 10,0.
Et leida ruutude tabelist selle arvu ruutu, leiame selle arvu kahe
esimese tiivenumbriga mérgitud rea ning kolmanda tiivenumbriga
maérgitud veeru ristumiskohal oleva arvu, mis ongi antud arvu
ruut.

Toome véljavotte selle tabeli algusest, jdttes dra nimetatud lisa-
veerud. -

L ER T R L AT Y M at w
0 | 1,000{1,020]1,040|1,061 | 1,082|1,103|1,124|1,145| 1,166| 1,188
1,210{1,232|1,254|1,277 | 1,300 1,323 | 1,346 | 1,369] 1,392| 1,416
1.2 | 1,440| 1,464 |1,488|1,513]1,538| 1,563 | 1,588 1,613] 1,638 1,664

L
j

Nédide. Arvu 1,122 leiame rea 1,1 ja veeru 2 ristumiskohast:
1,122=1,254~1,25.

Niisamuti leiame, et

1,052=1,103~=1,10;
L2+ 1664~166
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Niiviisi saame leida koigi 1,00 ja 10,0 vahel asetsevate kolme tiive-
numbriga arvude ruudud.

Kui kolme tiivenumbriga arv on véiksem 1,00-st v6i suurem 10,0-st,
siis toimime jargmiselt.

a) Kui arv on vidiksem 1,00-st, siis suurendame arvu 10, 100
jne., korda nii, et saame arvu, mis kuulub vahemikku 1-st 10-ni,
leiame suurendatud arvu ruudu ning vihendame seda
vastavalt 100, 10000 jne. korda.

Niditeid. 1) 0,3422=3,422:100=11,7: 100=0,117;
2) 0,0248?=2,48%: 10000=6,15: 10 000=0,000615.

b) Kui arv on suurem 9,99-st, siis vihendame arva 10 voi
100 jne. korda nii, et saame arvu, mis kuulub vahemikku 1-st 10-ni,
leiame vidhendatud arvu ruudu ning suurendame seda
vastavalt 100, 10000, ... korda.

Kui antud arvus on rohkem kui neli tiivenumbrit, siis {imardame
ta eelnevalt nelja tiivenumbriga arvuks.

Néditeid. 1) 21,92=100 - 2,192=100 - 4,80=480;
2) 64,382=100 - 6,44>=100 - 41,5=4150.

178. Leida ruutude tabeli abil jargmiste arvude ruudud:

1) 0,41 0,794 0,5678 0,078867 83 52,74
2) 0,54 0,875  .0,4876 0,023479 27 92,34
3) 0,72 0,328 0,7953 0,07265 29 76,32
4) 33,5 0,237 0,0925 0,00235 49 23,78

179. Leia jagatised, kasutades poordarvude ja ruutude tabelit.

Do Dgom 3 giw
Nat  Bras  Dmwm
) 555 8 wmes 9) gl%

10) g 1) g5 9] srear

74



4.4. ARVYU RUUDU LEIDMINE LUKATI ABIL

Arvu ruudu leidmiseks kasutatakse liikati korpuse esikiiljel asuvat
skaalat A (ehk ruutude skaalat) koos pohiskaalaga D. Skaala A
asemel voib kasutada ka liikati keele iilemisel serval asuvat skaa-
lat B.

Skaaladel A ja B on kujutatud arvud 1-st 100-ni. Seejuures skaala
esimesel poolel on arvud 1-st 10-ni ja teisel poolel arvud 10-st
100-ni. Kui liikati keel on algasendis, siis skaalade A ja B jao-
tuskriipsud on kohakuti. Seega on need skaalad iihesugused.

Arvu ruudu leidmiseks margime skaalal D antud arvu (nditeks
arvu 2) ja loeme skaalalt A arvu, mis jddb maérkija niidi alla; see
ongi antud arvu ruut (arv 4, s. 0. 22). Mirkides samal viisil skaa-
lal D arvu 3, saame markija niidi alt skaalal A arvu 9, s. 0. 32. Nii-
samuti leiame, et

10" =225
1,92=3,61
6,72=449.
Seega kujutavad skaalad A ja D ruutude tabelit:

niit miargib igas asendis skaalal D mingit arvu ja skaalal A
selle arvu ruutu (joon. 56).

2
A L g 76:0
B1 o 100
c1 l LA
‘0 7 10
: ; . : Joon. 56

180. Leia liikkati abil jargmiste arvude ruudud:

1) 2,24 2,83 4,47 5,48 6,32
2) 7,07 1,75 8,37 8,94 9,49
3) 2,55 8,06 1,22 3,87 4,24
4) 3,32 3,46 2,68 1,87 5,92
by 212 6,71 2,34 7,42 1,414

Skaalad A ja B on tehtud kaks korda vdiksemas moodus kui pohi-

skaalad C ja D. Seetottu on jaotuskriipsude paigutused skaaladel

A ja B ning C ja D erinevad. Alljdrgnevas tabelis on toodud

;aqrvud,Bmis vastavad koige lithematele kriipsuvahedele skaalal
ja B.

Vahemik | j—2 | 2—5 | 5—10 | 10—20 | 20—50 |50—100

Kivud 0] 002 20050 o1 ] €2° fio5 i} 0
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Nii nagu liikati pohiskaalade C ja D kasutamisel, saadakse ka
skaaladelt A ja B ainult arvude tiivenumbrid. Seega, kui niit satub
néiteks jaotuskriipsule 3,35 voi 33,5, siis vastavalt antud iilesan-
dele voivad need tdhendada arve: ... 0,0335; 0,335; 3,35; '33,5;
JoBr 380D o 1o

Koma asukoht tulemuses méédratakse ligikaudse hinnangu
pohjal. '

Naditeid. 1) Arvu 2,32 tiivenumbrid on 5—2—-9. Et 22=4 ja
32=9, siis on ilmne, et 2,32 tdisosa on ithekohaline, s.t. 2,32=
=5,29.

2) Arvu 21,52 tiivenumbrid on 4—6—2. Et 202=400, siis 21,52=
=162.

3) Arvu 0,5452 tivenumbrid on 2—-9-—7. Et 0,52=0,25, siis
0,5452=0,297.

181. Kontrolli litkati abil jirgmiste vorduste oigsust:

1=173% =200 2) 3542 =125000
4,352 =189 6702  =449000
0,3252 =0,106 1,062 . =1,12 :
0,0382 =0,00144 0,0193% =0,000372 4
3) 2,52 =6,25 4) 7,48 =56 -
21,52 =462 3,1® =9,61
5,142 =26,4 5,532 =306
1,832 =335 2462 =605
5) n? =9,87 6y 0,369> =0,136
18 =324 0,125* ==0,0156
1382 =19000 852 =7230
1952 =38000 41,52 =1720

182. Leia jiargmised ruudud. Kontrolliks on sulgudes antud tule-
muse tiilvenumbrid.

1) KB~ {1 +2%1) 2y O e4—-9-90)

0,42 (1—6-0) 0,752 (5—6—3)
1,062 (1—1—2) 8,552 (7—3—1)
87,12 (7—5-9) 23,72 (5—6—2)
3) 632 (3—9—7) 4) 0462 (6—6—3)
89,42 (9—5—1) 3,622 (1—3—1)
832 (9—1-9) 4252 (1—-8—1)
1,72 (2—8-9) 0,5322 (2—8—3)

183. Leia jargmiste arvude ruudud:

1 11,3 6,7 035 938 123 39,9 0,034 0,98
2) 98 392 048 0329 325 79,8 0,041 3,07
3) 54 298 079 0,524 195 67,9 0,015 8,09



4.5. FUNKTSIOON y—aqax?

Ulesanne 1. Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga ABC hiipote-
nuus AB on x cm. Kui suur on selle kolmnurga pindala y?

C 1

> Joon. 57
A 7 : 8

Lahendus. Et kolmnurk ABC on vordhaarne. ja tdisnurkne,
siis AC=BC ja LA= /ZB=45° (joon. 57). Alusele AB tommatud

korgus CD poolitab aluse ja tipunurga. Seega AD= DB—— ja

ZACD=/ZBCD=45° Jirelikult LA=ZACD ja ZB= ZBCD
ning kolmnurgad ACD ja*BCD on vordhaarsed. Seega AD=DC,

s. t. DC=%, ja kolmnurga ABC pindala on —;—AB-DC=

2
Niisiis, y=

184. Arvuta avaldise —;xQ vaartused, mis vastavad tabelis antud
x véaéartustele.

x o e W R TR e R TR

o |
Tl | |

Selgita tabeli andmete pohjal, mitu korda suureneb —;x2, kui
x suureneb 2 korda, 3 korda, 4 korda, 10 korda, 100 korda.
Mitu korda vidheneb —ix{ kui x vidheneb 2 korda, 3 korda,

4 korda, 10 korda, 100 korda?
Ulesanne 2. Ruudu diagonaal on 2x cm. Kui suur on selle
ruudu pindala?
Lahendus. Diagonaal jaotab ruudu kaheks vordseks tdisnurk-

seks vordhaarseks kolmnurgaks, mille alus on 2x cm ning alusele
tommatud korgus x cm. Jarelikult on kummagi kolmnurga pind-

ala —1—— - 2x- x=x? ja ruudu pindala seega 2x? cm?
Niisiis, y=2x2.
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185. Arvuta avaldise 2x? viirtused, mis vastavad tabelis antud x
vadrtustele.

x 1 2 3 <l R 10
2x2 | | I l

Selgita tabeli andmete pohjal, mitu korda suureneb 2x?, kui
x suureneb 2 korda, 3 korda, 4 korda, 10 korda, 100 korda.
Mitu korda vaheneb 2x2, kui x vdheneb 2 korda, 3 korda,
4 korda, 10 korda, 100 korda?

186. Avalda kuubi tdispindala S kuubi serva a kaudu. Mitu korda
suureneb kuubi tdispindala, kui kuubi serva pikkust suuren-
dada 2, 3, 4, 8, 10, 100 korda?

Koikides eelnevates iilesannetes esinevate soltuvuste iildkuju on
y=ax?, kus a on antud arv, a5=0. Kui a0, siis funktsioon ax?=0,
sest argumendi x igasuguste véirtuste korral ¥2>>0, ja kui a<<0,
siis ax?<<0.

Funktsioon y=ax? on ruutfunktsioon, sest argumendi r kdrgeim
aste selles avaldises on teine aste.

Eelmistest iilesannetest selgus, et

kui argument kasvab % korda, siis funktsioon ax? kasvab k2
korda (eeldusel a>0 ja x>0).

Toestame selle iildkujul. Anname argumendile x mingi vadartuse
x1>>0; siis funktsiooni vdirtus on vastavalt y,=ax,% Kui argu-
ment kasvab % korda, s.t. argument saab vaartuse kx,, siis funkt-
siooni véartus

Yo=a(kx;)2=k? - ax,?
Et ax?=y,, siis y.=k2y,,

millest ilmnebki, et argumendi kasvades & korda kasvab funkisioon
k? korda (eeldusel y;>>0, s.t. a>0). Kui a=1, siis ax>=x2. Seega
on funktsioon y=x? funktsiooni y=ax? en]uhtum

Iga funktsioon, millele saame anda kuju y=ax? kus a on nullist
erinev arv, on ruutfunktsioon.

N & 1 d e. Kahe muutuja x ja y vaheline seos on antud valemiga
y———— x24 % -7 , kus &, r, n on antud arvud. Millist funktsiooni
e51tab see valem, kui argumendiks votta x?
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2k
Lahendus. y= 2rkx2+—-—*x;n ——)2‘ =——2rk x2+—': ~x2=(—r +—r: )x2=
SORREER -
o g

2
Téhistades avaldise ik_jrr_n

N

tahega a, saame

Seega esitab antud valem ruutfunktsiooni, mille argumendiks on x.

187. Jirgmistes valemites téhistavad x, y, 2, { muutujad ja b, ¢, d,
k, n antud arve. Otsusta, millised neist valemeist esitavad
ruutfunktsiooni, kui argumendiks votta x. Vajaduse korral

teisenda valemit.

1) y=dx? 2) y=(k—2)x?
a) ol =X N 3790 8
4) y (x . )k
5)er= (x——;—)x 6) z=4kl'~’x2+3x2
7) 1=3xk2—4nk? 8) t=_2bi§
1 3x2

9) z=(2kb—4) 1 o5

e r2
10} f==diy
Seos y=ax? on maaratud, kui on antud arv a. Kui a pole antud,
kuid on antud x ja y iiks vastavate vdartuste paar, siis saame a
madarata.

N dide. Ruutfunktsiooni y=ax? vdirtus argumendi vdartusel —1
on 4. Leia kordaja a ning esita see funktsioon valemina.

Lahendus. Asetades x ja y antud véirtused valemisse y=ax?
saame

4=a(-1)?
millest a=4. Seega, antud funktsiooni avaldis on y=4x2

188. On antud argumendi x iihele vairtusele vastav ruutfunkt-
siooni y=ax? viirtus. Leia kordaja a ja esita funktsioon

valemina.

1) x==—22) x=3 3) x=-—054) x=—6 5) x=—6
e y=13,5 y=-—0,5 y=-—9 y= 54

6) x= 47) x=—3 8) x=—-2 9) x=—4 10) x= 3
y= 40 y=-—6,3 y=52 y=—3.2 y= 17,1
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4.6. FUNKTSIOONI y—ax? GRAAFIK

Joonestame {ihes ja samas teljestikus funktsioonide y=x2, y=2x2
ja y=—;x2 graafikud vahemikus —3<<x<C3.

Et argumendi iihe ja sama védirtuse korral funktsiooni y=2x2
vaartus on 2 korda suurem kui funktsiocni y=x2 vastav vairtus,
siis funktsiooni y=2x2? graafiku saame, kui funktsiooni y=x?
graafiku iga punkti ordinaadi votame kahekordsena. Funkt-

WP i : NS :
siooni y=7x2 graafiku saame aga funktsiooni y=x? graafikust,

kui viimase iga punkti ordinaati kaks korda vdhendame.
Joonisel 58 on toodud koigi kolme funktsiooni graafikud.
Neid koverjooni nimetatakse paraboolideks.

189. Mis on joonisel 58 kujutatud paraboolidel teljeks? Kus asub

iga parabooli haripunkt?
Kuidas asetseb funktsiooni y=ax? graafik x-telje suhtes, kui
a>0? Mis on funktsiooni y=ax? vihimaks vaartuseks; kui

a>0?

190. Leia joonisel 58 toodud graafikute jérgi iga seal kujutatud
funktsiooni vaédrtus argumendi vaartustel —2,5; 1,2; 2,8. Mis-

suguste x véadrtuste korral 2x2=7? x2=8? —;x2=4,5?

y
oA
}
14
ThT
i
HH i
=72, &
£
2338 Y
a5is: J7F
N
70, N
H
H H
é
o ?
2 4
3
i /;5'
7 >
i
i
i 4 L
55 3 N P
o8 1T /{v
28 : i s
: it £
:
> SN s
1 e b i :
i I 11t :
sas7g) Basassa: ssssar pasace
S JHEEE - EE - TEEEO 7 a3 X
thi Setse:s fHEEE]  Joon. 58
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191. Joonesta lihes ja samas teljestikus funktsioonide y=2x2 y=
=——;—x2, y=—2x2ja y=— TIxz graafikud (joon. 59).
Kuidas asetsevad x-telje suhtes funktsioonide
1) y=2x? ja y=—2x2 graafikud?

2) y=—;x2 ja y=——;x2 graafikud?

Et iga nullist erineva x vdartuse korral arvud ax? ja —ax? on mér-
gilt erinevad, kuid absoluutvéirtuselt vordsed, siis punktid (x; ax?)
ja (x; —ax?) on siimmeetrilised x-telje suhtes. Seega
funktsioonide y=ax? ja y=—ax? graafikud on siimmeetrilised
x-telje suhtes. :
Jarelikult on ka funktsiooni y= —ax? graafikuks parabool, mille
haripunkt asetseb koordinaatide alguspunktis. Selle parabooli
saame, kui peegeldame funktsiooni y=ax? graafiku x-telje suhtes.

Kui a on negatiivne, siis funktsiooni y=ax? graafikuks on para-
bool, mis avaneb allapoole.

192. Konstrueeri funktsioonide y=——;—x2 ja y=—4x? graafikud
funktsioonide y=—%x2 ja y=4x? graafikute peegeldamise
teel.
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193. Kasutades eespool koostatud funktsioonide y=—;x2, y=—;x2,

y=x2, y=2x% y=4x? véirtuste tabeleid, konstrueeri iihes ja
samas teljestikus nende funktsioonide graafikud. Leia iga
graafiku jargi x, kui y=2. Millise graafiku puhul on leitud
abstsiss suurim? Missugune neist paraboolidest on kohal
y=2 koige laiem, missugune koige kitsam?
Kas kordaja a absoluutvddrtuse kasvamisel parabool laieneb
voi kitseneb?
Eespool nédgime, et funktsiooni y=ax? graafiku punktide ordinaa-
did saame funktsiooni y=x? graafiku punktide ordinaatidest, kui
korrutame need iihe ja sama teguriga a. Seepédrast nimetatakse
funktsiooni y=x2 graafikut pohiparabooliks.
Pohiparabooli sageda esinemise t6ttu on tema joonesiamiseks ots-
tarbekas valmistada papist Sabloon. ‘

Igasuguse nullist erineva @ korral on funktsiooni y=ax? graafi-
kuks parabool, mille haripunkt asetseb koordinaatide alguspunk-
tis. Kui a0, siis parabool avaneb iilespoole, kui @ <0, siis alla-
poole. Mida suurem on @ absoluutvdartus, seda kitsam on para-
bool.

194. Joonisel 60 on antud viie ruutfunktsiooni y=ax? graafikud.
Leia iga graafiku jdrgi vastav a vddrtus ja esita iga funkt-
sioon valemina.

Nidpunéidide. Kordaja a leidmiseks vali graafikul iiks puhkt ja
aseta selle koordinaadid valemisse y=ax2.
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4.7. FUNKTSIOON y=a%x +¢

Ulesanne 1. Avalda joonisel 61 toodud kujundi ABCDE pind-
ala y, kui kolmnurga CDE pindala on 3,5 cm? ning ruudu ABCE
diagonaal on 2x cm.

Lahendus. Diagonaal jaotab ruudu ABCE kaheks tdisnurkseks
vordhaarseks kolmnurgaks, mille alus on 2x. Nagu eespool nagime,
on sellise kolmnurga pindala x> ecm? ja ruudu ABCE pindala
2x? cm?. Seega kujundi ABCDE pindala ruutsentimeetrites

y=2x2+3,5.

Ulesanne 2. Helikopterilt, mis seisab paigal 50 m kargusel,
lasti maapinnale langeda vimpel. Leia, missugusel korgusel y on
vimpel x sekundi pérast.

0

A 8 Joon. 61

Lahendus. Vabalt langeva keha poolt 7 sekundi jooksul 1abitud
2

tee pikkus s arvutatakse valemi jargi s=gé—--x sekundi parast on

. . - 2 . . - -
seega vimpel ldbinud ng meetrit ning tema korgus maapinnast on
meetrites

e gx?
iy T
ehk
L B 5;—2 +50

Et g=10 2%, siis

& *
y=—5x2+50.

Ulesannetes 1 ja 2 esinevate soltuvuste iildkuju on y=ax?+c, kus
a ja ¢ on antud arvud. Et avaldises ax?+c¢ argumendi x korgeim
aste on teine aste, siis funktsioon y=ax2+c¢ on ruutfunktsioon.
Kui ¢=0, siis y=ax?>+c=ax?. Seega y=ax? on funktsiooni y=
=ax?+c erijuhtum.
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4.8. FUNKTSIOON!I y=a:?} ¢ GRAAFIK

Joonestame iihes ja samas teljestikus funktsioonide y=2x2 ja y=
=2x2+42 graafikud vahemikus —2<Cx<C2. Selleks koostame algul
x ja y vastavate vaadrtuste tabeli:

x =g l=a8l—tl=08@. |05 1,5] 2
22 | 8| 45/ 2| o510 |o05]2 |4a5]| 8
2x2+2 | 10l 65 4] 252 |25]4 |'65] 10

Kujutades koordinaatteljestikus punktid, mille koordinaatideks on
x ja 2x? ning x ja 2x2+2 vastavate vdirtuste paarid, saame funkt-
sioonide y=2x? ja y=2x2+2 graafikud (joon. 62). Argumendi x
iga vdartuse korral on funktsiooni y=2x2+2 graafiku punkti ordi-
naat 2 vorra suurem funktsiooni y=2x? graafiku vastava punkti
ordinaadist. Jarelikult, kui nihutada parabool y=2x2 kahe iihiku
vorra iilespoole, siis iihtib ta funktsiooni y=2x?+42 graafikuga.
Seega on ka funktsiooni y=2x2+2 graafikuks parabool. Selle para-

booli saame parabooli y=2x? rooplitkkel vektoriga OB=(0; 2)
(joon. 63). -
195. Joonesta iihes ja samas teljestikus funktsiocnide y=2x2 ja
y=2x2—2 graafikud.
Kuidas tuleb nihutada funktsiooni y=2x2 graafikut, et see
iihtiks funktsiooni y=2x2—2 graafikuga?

‘9/

g5
"I 1 ‘I
\ 2y
HHHA v /
: \\ 0 lL——[’ \\\{ 0 e\g ’
\ wll— W\ i ;
W] \ 2
W NN AR T
b BT
\ 4 /J[/T:, % : /H_%
ANVAS \ WAV
N 7Jl\x N ¢ (ﬂ
0 ¥ !"Ijlll 2 R R E At ] 0 B 2 O -
Joon. 62 : Joon. 63
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166.

Joonesta iithes ja samas teljestikus funktsioonide y= —2x2,
y=—2x2+42, y=—2x>—2 graafikud. :

Kuidas tuleb nihutada parabooli y=—2x2, et ta iihtiks
1) funktsiooni y= —2x?+42 graafikuga?
2) funktsiooni y= —2x2—2 graafikuga?

Kirjuta molema parabooli haripunkti koordinaadid.

Eelnevast ilmnes, et

funktsiooni y=ax?4c¢ graafikuks on parabool, mis on siimmeet-
riline ordinaattelje suhtes ja mille haripunkt on punktis. (0;" ¢ ).

Selle parabooli saame funktsiooni y=ax? graaliku réopliikkel vek-
toriga (0; c), s.t. kui ¢>0, siis tuleb funktsiooni y=ax? graafik
nihutada ¢ thikut iilespoole, ja kui ¢<<0, siis |¢| {ihikut allapoole.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

Joonesta funktsiooni y=—;x2 graafik ja sellest roopliikke
teel jargmiste funktsioonide graatikud:

y=—é—x2+l, y= —le—x2+2, y=—;—x2—l, yz—;—x‘l—l

Milliste funktsioonide graafikud saadakse funktsiooni y=
=1,5x? graafiku roopliikkel vektoritega OK = (0; 3) ja OL=
= (0; —2,5)? Joonesta need graafikud.

Funktsiooni y=2x2 graafik peegeldati x-teljest ja saadud
peegeldusele rakendati liiket vektoriga ON= (0; —3). Millise
funktsiooni graafik saadi?

Joonisel 64 leidub neli ithesuguse kujuga parabooli. Kirjelda,
millisel teel saab graafikust I graafiku II, graafiku III,
graafiku IV.

Joonist valmistamata kirjelda, kuidas funktsiooni y= —1,5x%
graafikust saab jargmiste funktsioonide graafikud:

1) y=—1,5x2—2 2) y=15»*

3) y=—1,5x2425 4) y=1,5x2+42

5) y=1,5x2—1,5

Kirjuta roopliikke vektorid, mis voimaldavad funktsiooni

y=—2x2 graafikust saada funktsioonide y=—2x2—5; y=
=—2x2—24; y=—2x2+4+25 ja y=—2x2—4,1 graafikud.
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‘Olgu antud ruutfunktsiooni y=ax2+c¢ graafik. Kiisime, kuidas
madrata arve a ja ¢ ning seega leida funktsiooni avaldist.
Nidide. Leiame joonisel 65 kujutatud ruutfunktsiooni graafiku
jargi funktsiooni avaldise.

Lahendus. Graafiku jirgi saab otsustada, et otsitava avaldise
iildkuju on ax?+c. Et graafiku haripunkti koordinaadid on 0 ja 2,
siis ¢=2. Asetades graafiku mingi punkti, nditeks punkti (1; 4)
koordinaadid valemisse y=ax?+2, saame:

4=q- 142, millest a=2.

Seega on joonisel 65 kujutatud funktsiooni y=2x2+2 graafik.

203. Joonisel 66 on antud viie ruutfunktsiooni graafikud. Leia
igale graafikule vastava funktsiooni avaldis.

204. Leia funktsiooni y=2x2—1 graafiku jargi x, kui

By=L 3% &,
2) 2x2—1=-0,5; 3; 5; 7.

205. Autolaterna peegli l4bildige on kujult paraboo! (joon. 67)..
Leia funktsiooni valem, mille graafikuks on see parabool.

206. Paraboolikujulise kaarsilla (joon. 68) tugede A ja B vahe-
line kaugus on 32 m. Silla maksimaalne korgus on 6 m. Uks-
teisest 4 m kaugusele on paigutatud vertikaaltalad. Leia
nende talade pikkused.
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4.9. FUNKTSIOON y=a(x-+m)’> JA SELLE GRAAFIK

Asendame funktsiooni y=2x? avaldises argumendi x kaksliikmega
x+1; saame valemi y=2(x+1)2 See valem esitab ilmselt ruut-
funktsiooni, sest sulgude avamisel voime veenduda, et argumendi
korgeim aste on teine aste. Arvutame jirgnevalt avaldiste 2x2? ja
2(x+1)2 viartused, andes argumendile x tdisarvulised véddrtused
(—3)-st 3-ni.

X e SR ST T 3
2x2 18 8 2 | o 2 8 |18
2(x+1)2 8 2 il 20l Be b8 008

Tabelist ilmneb, et funktsiooni y=2(x+1)2 mingile vdértusele vas-
tav argumendi vaidrtus on ithe vorra viéiksem funktsiooni y=2x?
samale véidrtusele vastavast argumendi véidrtusest. Kui niiteks
tabeli teist rida nihutada iihe veeru vorra vasakule, siis koikides
veergudes molemate funktsioonide védirtused on vastavalt vord-
sed.
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Joonestades iihes ja samas teljestikus funktsioonide y=2x2 ja y=
=2(x+1)2 graafikud (joon. 69), ndeme, et graafiku y=2x2 iga
punkti abstsiss on graafiku y=2(x+1)? vastava punkti abstsissist
iihe vorra suurem. Graafiku y=2(x+1)2 haripunkt asetseb -

x-teljel punktis (—1; 0). Seega liike, mille vektor 0O0,=(—1; 0)
(joon. 70), teisendab parabooli y=2x% funktsiooni y=2(x+1)2
-graafikuks. Jarelikult on funktsiooni y=2(x+1)2 graafikuks sama-
suguse kujuga parabool, nagu on y=2x? graafik.

'207. Arvuta funktsiooni y=2(x—1)? vairtused ja vordle neid
funktsiooni y=2x? vaartustega. Joonesta nende funktsioonide
graafikud. Selgita, kuidas on vbimalik funktsiooni y=2x2
graafikust saada funktsiooni y=2(x—1)2? graafikut. Missu-
guses punktis asetseb funktsiooni y=2(x—1)? graafiku hari-
punkt?

208. Joonesta iithes ja samas teljestikus funktsioonide y=0,5x2
y=0,5(x+2)2ja y=0,5(x—2)2 graafikud ning selgita, kuidas
kaht viimast graafikut on voimalik saada funktsiooni y=
=0,5x% graafikust.

Eelnevatest iilesannetest ilmneb, et

funktsiooni y—a(x-+m)? graafikuks on parabeol, mille tipp aset-
seb abstsissteljel punktis (—m; 0).

Sellel paraboolil on parabooliga y=ax? iihesugune kuju ja teda on

voimalik viimasest saada roopliikkel vektoriga OO;=(—m; 0), s. t.
kui m>0, siis parabooli y=a(x+m)? saamiseks tuleb parabooli
y=ax? nihutada x-telje sihis m iihikut vasakule, ja kui m<<0, siis
m {ihikut paremale.
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209.

210.

211.

212.

213.

Kasutades rodpliiket, joonésta funktsiooni y=%x3 graafikuw
pohjal funktsioonide y=—;~(x+l,5)2, y=fiz(x—1.5)2, r
=——‘2—(x—-0,5)2 ja y=—12(x+0,5)2 graafikud.

Kirjuta réoplitkke vektorid (koordinaatides), mis voimalda-
vad funktsiooni !

1) y=>5x? graafikust saada funktsioonide y=5(x—5)% y=
=5(x+5)? y=5(x—2)? ja y=5(x+2)? graafikud,;

2) y=—3x2 graafikust saada funktsioonide y=—3{x+3)2,
y=—3(x=3)?, y=—3(x+4)? ja y=-—3(x—4)? graafi-
kud.

Kirjelda teisendusi, millega funktsiooni y=2x? graafikust om

voimalik saada funktsioonide y=—2(x+6)2 y=—2(x—6)2,
y=—2(x+2,5)2 ja y=—2(x—7)2 graafikud. :

Joonisel 71 on viis iihe ja sama kujuga parabooli. Teades, et
parabool I on funktsiooni y=1,5x2 graafikuks, kirjuta graafi-
kutega II, III, 1V ja V antud funktsioonide avaldised.

Tee funktsiooni y= —4x? graafiku rodpliike

1) vektoriga OA=(2; 0);  3) vektoriga OC=(—35; 0);
9) vektoriga OB=(—3; 0); 4) vektoriga OD = (0; 2).

Iga lilkkega saadud graafik esitab teatud ruutfunktsiooni.
Kirjuta graafikute pohjal iga vastava funktsiooni valem.
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4.10. FUNKTSIOONI y—a(x+m)>+n GRAAFIK
Joonestame iihes ja samas teljestikus funktsioonide y= —12(x—2)2
ja y=‘—2l(x—-2)2+l graafikud (joon. 72). Funktsiooni y=——;—(x—
—2)2+1 graafiku iga punkti ordinaat on funktsiooni y=—;—(x—2)2
sama abstsissiga punkti ordinaadist {ihe vorra suurem. Jareli-

kult, kui nihutada parabooli y=—; (x—2)2 iihe iihiku vorra iiles-

poole, siis iihtib see funktsiooni =—12(x—2)2+1 graafikuga.

Seega on ka y=—;—(x—2)2+1 graafikuks samasuguse kujuga para-
bool. Selle parabooli saame, kui teeme parabooli y=—12(x.—2)2
roopliikke vektoriga BA=(0; 1) (joon. 73).

Et parabooli =% (x—2)2 saame paraboolist y=%x2 roopliikkel
vektoriga OB= (2; 0), siis saame ka parabooli y=—;(x—2)2+l
paraboolist y=—;x2, kui teeme sellega esmalt liikke vektoriga =

OB=(2; 0) ja siis liikke vektoriga BA=(0; 1) (joon. 73). Need
kaks jéarjestikust liikket saame asendada iihe liikkega. Viimase vek-

tor on vektorite 55 ja E/T summa, s.o. vektor 52 Jérelikult,
parabooli y=-%(x—2)2+1 saame paraboolist y=—;x2 liikkega,

mille vektor OA=(2; 1) (joon. 74).
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214. Kasutades liiket, joonesta funktsiooni y=1,5x2 graafiku poh--
jal funktsioonide y=1,5(x—3)%+2 ja y=1,5(x+3)2—2 graa-
fikud.

Millises punktis asetseb esimese parabooli haripunkt, milli--
ses teise haripunkt?

Eelmistest iilesannetest selgub, et

funktsiooni y=a(x+m)*>-}n graafikuks on parabool, mis saa-
dakse parabooli y=ax? roopliikkel vektoriga ﬂ:(——m; n).
Selle parabooli haripunkt on punktis A(—m; n). i

215. Kasutades liiket, joonesta funktsiooni y= L e graafiku poh-

©
“

jal funktsioonide y= -;—(x+l)2——2, y=——21,—(x—1)2+2, =
=—;(x—l)2—2 graafikud.

216. Joonesta jargmiste funkisioonide graafikud:

1) y=05(x+4)2+3 2) y=05(x—4)2+3
3) y=05(x—4)2—3 4) y=05(x+4)2—3
5) y=—0,5(x+4)2+3 6) y=—0,6(x—4)2+3

7) y=—-0,5(x—4)2—3 8) y=—0,5(x+4)2-3

217. Leia iga parabooli haripunkti koordinaadid.

1) y=2(x+3)2—4 2) y=—2(x—5)2—4
3) y=5(x+4)2+8 4) y=—4(x—5)2+3
5) y=-—3x2+5 6) y=2x2—3

7) y=—4(x—3)2 R) y=2(x—6)2

218. Leia roopliikke vektor (_)ﬁ, mille toimel saab paraboolist y=
=2x2? antud funktsiooni graafiku.

1) y=2(x—3)2—-9 2) y=2(x+6)2+7
3) y=2(x+2)2—-6 4) y=2(x—4)2+3
5) y=2(x—4)2 6) y=2x2—5

4.41. FUNKTSIOON y—ax>|bx-tc

Ulesanne. Ristkiilikukujulisele kooliduele rajati kaks vordse
laiusega teed nii, nagu néidatud joonisel 75. Ulejddnud osa ouest
kaeti muruga. Avalda muru pindala y, kui 6ue pikkus on 200 m,
laius 150 m ja tee laius x meetrit.
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Joon. 75

Lahendus. Liilhema tee pindala on 150x m? ja pikema tee |,
pindala 200x m2 Teede iihiosa pindala on x2 m2 Seega

y=200- 150 —150x—200x+x? ehk

y=x2—350x+ 30 000.

Saadud valem néitab, kuidas muru pindala y s6ltub tee laiusest x.
Igale x védartusele vastab iiks kindel y védartus, mille saame arvu-

tada valemi jirgi. Seega y on x funktsioon, nimelt ruutfunktsioon,

sest saadud avaldises on argumendi x korgeim aste teine aste.

See on koige iildisem ruutfunktsioon selles mottes, et funktsiooni
avaldises leidub peale ruutliikme (x2) veel lineaarliige (—350x) ja

vabaliige (30000). Muid liikmeid ruutfunktsiooni avaldises olla ei
saa.

Algebralist summat, mis sisaldab muutuja ruuduga liiget, muutuja-

esimese astmega liiget ja muutujast vaba liiget, nimetatakse teise

astme kolmliikmeks ehk ruutkolmliikmeks.

Ruutkolmliikme {ildkuju on ax?+bx+c.

Selles on ax? ruutliige jaa ruutliikme kordaja, bx lineaar-
liige jab lineaarliikme kordaja, c¢ on vabaliige. Valem

y=ax?*+bx+c esitab iildist ruutfunktsiooni ildkujul. Kui sel-

les valemis puuduvad lineaarliige ja vabaliige voi iiks nendest,

siis saame ruutfunktsiooni erijuhud. Kui =0 ja ¢=0, siis

saame ruutfunktsiooni erijuhu y=ax2? Kui seejuures a=1, siis y=

=x2,

Kui =0, siis saame ruutfunktsiooni erijuhu

y=ax?+c. :

Seega varem vaatluse all olnud ruutfunktsioonid y=x2, y=ax?, y=
=ax?+c on iildise ruutfunktsiooni erijuhud.

Uldise ruutfunktsiconi avaldiseks en ruutkolmliige.

219. Leia ruutkolmliikme ruutliige ja selle kordaja, lineaarliige ja
selle kordaja, vabaliige. (Téhed &, ! ja m tdhistavad antud

arve.)

1):-2x2—3x+5 2) x2+4x—1

3) —x2—x+5 1) (2x—1) (3x+1)
5) (x-+3)(5—x) 6) kx2—31x+5

7) 21x2+ (3+m)x—Tk 8) Zimue 30,

9) DL 3y 41x—3k  10) — (41kmx)x+5m—4kix
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220. Niita, et jirgmised avaldised on ruutkolmliikmed, ja leia iga+
kolmliikme puhul ruutliikme kordaja, lineaarliikme kordaja
ja vabaliige.

1) 2(x—1)2—4 2) 3(x+2)2—1
3) —1,5(x+2)2—3 4) —5(x—3)2+6
5) —(x—5)2+16 6) 2,5(x+4)2—25 .

4.12. RUUTFUNKTSIOONI y—ax’+bx+c GRAAFIK

Varem nagime, et ruutiunktsiooni
y=a(x+m)*+n v ' (1)
graafikuks on parabool, mille saame paraboolist y=ax? roopliikkel

vektoriga 04 = (—m; n) (vt. 4.10).
Toestame niiiid, et igale ruutkolmliikmele

ax+by+c (2)

saab anda kuju (1), mistottu {ildise ruutiunktsiooni graafiku leid-
mine taandub ruutfunktsiooni (1) graafiku leidmisele.
Ruutkolmliikmele (2) kuju (1) andmist nimetatakse ruutkolmliik-
mest tdisruudu eraldamiseks. Kuidas ruutkolmliikmest
eraldada tidisruutu, see selgub jargmistest ndidetest.

Néadide 1. Eraldame tdisruudu ruutkolmliikmest

2x2+4+4x—1.

Selleks: 1) votame esimeses kahes liikmes ruutliikme kordaja 2
sulgude ette, saame

2x2+4x—1=2(x2+42x) —1;

2) liidame sulgudesse jddva summaga niisuguse arvu, et sulgudes
saaksime kahe arvu summa (voi vahe) ruudu. Antud néite korral
tuleb liita 1, sest x2+2x+1=(x+1)2 Selle liitmisega suurenda-
sime aga ruutkolmliiget 2- 1=2 vorra (sulgude ees on tegur 2),
mille peame kogu avaldisest lahutama. Nii saame, et

2x2+4x—1=2(x24+2x+1)—1-2;

3) kirjutame sulgudes oleva avaldise ruuduna ja koondame sar-
nased liikmed, saame

2x24+4x—1=2(x+1)2-3.

Sellega ongi kolmliikmele antud kuju (1) ehk, teisiti, eraldatud
taisruut.

Opitu pohjal teame, et funktsiooni y=2(x+1)2—3 graafikuks on
parabool, mille haripunkt on (—1; —3). Selle parabooli saame
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pa;aboolist y=2x? roopliikkel vektoriga (Ti=(~1; —3) (joon.

76).

Kontrolliks arvutame monele argumendi vaartusele vastavad
funktswolni y=2x2+4x—1 vairtused, nditeks jargmise tabeli tait-.

mise teel.

P ) bR § 1 28 0 1

2x2 18 108 0 A

4x bl T S b el f 0. -l
CEFATSR R Sl e P R et e e Rh b

Veendﬁme, et litkkkel saadud parabool (joon. 76) ldbib toepoolest
punkte (—3; 5), (—2; —1) jne., mille koordinaadid saime arvuta-
mise teel.

Ndide 2. Selgitame, mis on ruutfunktsiooni y=—0,5x242x+3
graafikuks. Eraldame ruutkolmliikmest tdisruudu:

—0,5x2+2x+3 =—0,5(x2—4x) +3=
= —0,5(x2—4x+4) +3+2=
= —0,5(x—2)2+5.

Pohjenda, miks teisel sammul sulgudes liitsime 4 ja kogu avaldi-
sega liitsime 2!

Avaldisest y=—0,5(x—2)2+5 ilmneb, et funktsiooni y=—0,5x%+
+2x+3 graafikuks on allapoole avanev parabool haripunktiga
(2; 5). .
Ruutk)olmliikmest saab eraldada tdisruudu ka iildkujul. Selleks
teeme jargmised teisendused:
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ax’+bx+c=a(x2+ —Zx) +c=

=a[x2+2‘—b .x+(i)2] +c_a,(2_i)2 =

L b g
a(x+ ) +e—ge-

b \?2 4ac—b2
a ( X+%) - g

Kirjelda iga teisendust!
Tulemusest ndeme, et ruutkolmliikme graafiku harlpunktl koor-

b . 4dac— b"’
dinaadid on — = e

Eelneva pohjal voime teha jargmise kokkuvotte:

ruutfunktsiooni y=ax2}+bx-}c graafikuks on parabool, mis ava-
neb iilespoole, kui a0, ja ailapoole, kui @<<0. Selle parabooli

haripunkt on punktis A( 2ba 4“4: bz).

Selle parbooli saame paraboolist y=ax? roopliikkel vektoriga 0A=
b 4ac—b?
g (—% ' 4a )

221. Joonesta funktsiooni y=—0,5x242x+3 graafik, andes argu-
mendile x tdisarvulised vdartused vahemikust —2<Cx<C6.

222. Eralda jargmiste ruutfunktsioonide avaldistes tdisruut:
1).y=3x2—12x+43 2) y=—2x246x—5
3) y=3x+3x+ - 4) y=—3x2—4x+1

223. On antud funktsioonid:

\
1) y=2x2+6x—1, 2) y=2x2—3x—5,
3) y=2x2—6x—5, 4) y=2x2—1,8x—14.

Leia iga funktsiooni puhul ro6pliikke vektor, mis teisendab

funktsiooni y=2x? graafiku antud funktsiooni graafikuks.
224. Anna ruutfunktsioonile kuju y=a(x+m)2+n.

1) y=3x2+4x—6 2) y=—6x2+12x—20

3) y=4x2+12x+4 4) y=—8x%>+8x+6

225. Joonesta funktsioonide y=x2—3x—4 ja y=—x2—3x—4 graa-
fikud.
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226. Leida graafikult argumendi x vdartused, mille puhul y=0.

1) y=x>+4x+3 3) y=2x2—8
2) y=2x2—2x—1 -4) y=x2—3x+2

4.13. ARVU RUUTIUUR

Leia joonise 54 abil niisugune negatiivne arv, mille ruut on 9.
Leia niisugune positiivne arv, mille ruut on 9. Positiivset arvu,
mille ruut on 9, nimetatakse arvu 9 ruutjuureks ja mérgitakse

siimboliga ¥9 (loe «ruutjuur iiheksast»).
Seega ¥9=3. Niisamuti Y64=8, sest 82="64;
70,01 =0,1, sest 0,12=0,01.

Antud positiivse arvu ruutjuureks nimetatakse niisugust positiivset
arvu, mille ruut vordub antud arvuga. Nulli ruutjuur vordub
nulliga.

Ruutjuurt negatiivsest arvust meile tuntud arvude hulgas pole ole-
mas, sest nende hulgas pole niisugust arvu, mille ruut oleks nega-
tiivne.

Ruutjuure definitsioonist jareldub, et

kui a=0, siis ya?=a,

kui a<<0, siis Ya?= —a. Niiteks y(—5)2=— (—5) =5.
Uldiselt

ya2=|al.

Ruutjuure definitsioonist jareldub ka, et niiteks (}7)2=7.
Uldiselt, kui =0, siis (Ya)%=a.

Niiteks (}/8 )2=8; (—V11)2=11, kuid — (y11)2=—11.

Vordusest (]/a)2=a (kui a=0) jireldub vordus a= (ya)?, mis iitleb,
et iga mittenegatiivse arvu saab kirjutada ruuduna, néiteks 37=

= (Y37)2.

227. Leia jargmised arvud:

1) Y1272 y(—98)2 {187 V57367  15)?
2) Y3562 — V3722 F(—123)2 7199992 1(—3)2
3) (98P =¥ =gt Y RS
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228. Kirjuta ruutudena jargmised arvud:
- SR A ¢ i | e | TR |

229. Teisenda jargmised vahed korrutisteks:

1) x2—9 2) x2—16
x2—-7 x2— 8
22— b &-nt
x2—2a x2—b

Nditeid 1) x*—25=(x+5)(x—5). _ £
2) xX2—c=x2— (Yc)2= (x+7¥c) (x—Yc).

230. Taida alljdrgnev tabel, kui a>0.

R 24 41/80 | |76 |78
a2 | 289 441 | 529 841 | 900 | | 729 |

231. Leia proovimise teel jirgmised ruutjuured:

1) y121 2) Y196 3) 1289
yiaa y225 Y324
¥169 Y256 Y361
232. Leia proovimise teel jirgmiste arvude ruutjuured:
1) 400 141 625 12,25 900 0,04
4 1 16 ! 25 49
A & 16 E3 % Ej o
3) 0,09 0,16 1,44 82,81 0,1024 2,89

4.14. RUUTJUURE LIGIKAUDNE VAARTUS

On naturaalarve, millel pole naturaalarvulist ruutjuurt. Naiteks

740 ei ole naturaalarv, sest 62=36<C40 ja 72=49>>40. Siit nieme,
et

6<<140<7.

On kerge nédidata, et kui naturaalarvul pole ruutjuurt naturaal-
arvude hulgas, siis pole tal ruutjuurt ka ratsionaalarvude hul-

gas.
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Toesti, kui leiduks niisugune taandumatu murd an, et 1/E=%—. siis
ruutjuure definitsiooni pohjal

(1_71)2 =40=>mm —40.

n nn

Et murd —':1— on taandumatu, siis ka murd '—Znﬂ on taandumatu
(m ja n on iihisetgurita), mistottu vordus

m\2 _
()" =40
< on voimatu (taandumatu murd ei saa vorduda naturaalarvuga).
Niisiis, kui acN ja Ja€&N, siis Ya & Q, :
kus N on naturaalarvude hulk ja Q ratsionaalarvude hulk. Sel
korral, kui antud arvul pole ratsionaalarvulist ruutjuurt, piirdume

selle ruutjuure ligikaudse vdédrtusega, arvutades selle tipsusega 1;
0,1; 0,01 jne., Kihidalt, niisuguse tédpsusega, nagu vaja.

Mis on Va, kus a>0, ligikaudne véartus tipsusega 1; 0,1; 0,01 Jne
seda selgitab jargmine definitsioon:

kaht arvu, mis teineteisest erinevad 1; 0,1; 0,01; ... vorra ja mil-
lest esimese ruut on vdiksem kui @ ning teise ruut on suurem kui

a, nimetatakse I/Eligikau_dseteks vadrtusteks tdpsusega 1; 0,1;
0,01; ... . Esimene on |a ligikaudne viirtus puuduga, teine
lilaga.

Arvutustel kasutame neist kahest ligikaudsest vdartusest seda,
mille ruut erineb arvust a vdhem.

Niide V10 ligikaudsed viirtused tipsusega 1 on 3 ja 4. Et
32 erineb 10-st vahem kui 42, siis kasutame VE‘ ligikaudse viirtu-
sena tiapsusega 1 arvu 3, seega Y103,

Y10 ligikaudsed vairtused tipsusega 0,1 on 3,1 ja 3,2; 3,12=
=9,61<C10; 3,22=10,24>10 hocy.

Et 10—9,61=0,39 ja 10,24 —10=0,24, siis y10=3,2.

Y10 ligikaudsed viirtused tipsusega 0,01 on 3,16 ja 3,17. Et 3,162
erineb 10-st vahem kui 3,172, seetottu ]/mz 3.16;

233. Leia proovimise teel jargmiste ruutjuurte ligikaudsed véar-
tused tapsusega 1:

1) ¥30 160 163 175 Y89 996
2) Y182 1224 1297 1473 7688 1962
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Niide Leida proovimise teel y764 ligikaudne véirtus tipsu-
sega 1.

"Lahendus. 252=625 784 —764=20
262=676 764—729=35
272=1729 Vastus. y764~28.
282 =784

4.15. RUUTJUURE LIGIKAUDSE VAARTUSE ARVUTAMINE
HERONI VOTTEGA

Antiikaja Kreeka matemaatik, geodeet ja insener Heron (elas toe-
ndoliselt 1 sajandi lopul m.a.j.) avaldas ruutjuure ligikaudse
véaartuse arvutamiseks jargmise jarkjdrgulise lahendamise votte.

Olgu tarvis leida YA. Leiame esialgu hindamise jérgi YA mingi
lahisvaartuse a;:

a,z]?l—.

Selle ligikaudse vorduse molema poole ruudud on samuti ligikaudu
vordsed:

aﬁz.—’l.

Jagades viimase ligikaudse vorduse pooled arvuga a,, saame

Q) =,
1 a

e heds flte ks & o A ;
Et a; on VA ldhisvééartus, siis on seda ka il Seejuures nende
1

ldhisvdartuste korrutis on A=VA-yYA. Neist kahest YA ligikaud-
sest véartusest iiks on ligikaudne vadrtus puuduga, teine liiaga,

sest kui korrutises a|~%- iiks tegur on viiksem kui VA, siis teine
1 "
on suurem kui ¥A. Sellest on ilmne, et YA védirtus asetseb arvude
: A at : S : o
a; ja — vahel. Seepdrast leiame arvude gq, ja 0 aritmeetilise
1 1
3 : 5§ R ; : A
keskmise ap, mis on YA paremaks ldhisvaartuseks kui a, ja — :
"t A ‘
Q2= B) (a,+—z) '

See, mis eespool on deldud ldhisvéértuse a; kohta, kehtib ka ldhis-
véartuse as kohta; seega arvust a, paremaks JA lahisvdartuseks a;

N : e s §
on arvude a; ja v aritmeetiline keskmine:
1
L. A
3= 5| az+ ) )

as
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Samal viisil jdtkates saame

Nii voime leida YA ligikaudse vadrtuse kui tahes viikese veaga
ehk, teisiti deldes, kui tahes suure tédpsusega.

Nidide 1. Arvutame V17 tipsusega 0,001.
Lahendus. }Wz‘l.

al=4;

1 17 | ,
Qs —2—(4+~4—)=7(4+4,25)z4,12.

= (4 12+412) 1 (4,12+4,126) =4,123.

Selgltamlseks kas ldhisvdirtuse a; viimane number 3 on dige,
arvutame jargmise ldhisvddrtuse ay:

ay= (4 123+ — (4.123+4,1232) =4,1231.

4123)
Vastus. 717=4,123.

Nidide 2. Arvuta 674041 tipsusega 1.
Lahendus. 7674041~800.

a,;=800;

1 674 041 1 : = :
el _2_( 800+ >=7(800T842)—821,
P _;(821+ 67;2014‘ )-_——;—(821+821)=821.

Vastus. }J674041=2821.

Sellest nditest selgub, et Heroni jédrkjdrgulise lahendamise vot-
tega saame leida ka ruutjuure tapse vaidrtuse, kui see tdpne vaar-
tus kuulub ratsionaalarvude hulka.

234. Arvuta jiargmiste ruutjuurte ligikaudsed véaartused tapsu-
sega 0,1, kasutades jarkjargulise ldhendamise votet:

1) 18 ¥ e 714 ¥20

2) 16 V15 V19 V24 7%
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235. Arvuta jargmiste ruljtjuurte ligikaudsed vidirtused téapsu-

sega 0,01:

1) 32 .| 759 166 V74 Y90

2) Y181 1200 1250 Y442 V570
236. Arvuta jdrgmiste ruutjuurte ligikaudsed véairtused téip.su-

sega 0,001:

1) 12 2) 15 3) 16 1) ¥19

5) 3 6) V7 7) V11 8) 122
237. Arvuta jargmiste ruutjuurte véairtused:

1) 16724 2) 17396 3) 831744

4) Y8281 5) Y7569 6) 1241081

4.16. RUUTJUURTE OMADUSI

238. 1) Arvata avaldised}4-9 ja ¥4-79 ja vordle tulemusi.
2) Arvuta avaldised ¥5-7,2 ja ¥5-77,2. Umarda viimane
tulemus kolme tiivenumbriga arvuks ja vordle seda eelmise
tulemusega.

Toestame, et kui @ ja b on positiivsed arvud, siis vﬂ=}/E-VE
Tcestuseks vordleme avaldiste ya-b ja Ya-yb ruutusid:

(Ya-b)2=a-b.
(Ya-Vb)2= (Va)?- (Yb)?=a-b.

Kui positiivsete arvude ruudud on vordsed, siis on ka need arvud
vordsed.
Seega toesti

Va b=Va Vb |

@

Korrutise ruutjuur vordub tegurite ruutjuurte korrutisega.

239. Arvuta avaldise 7—52
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vddrtus, teostades esmalt jagamise ja leides siis ruutjuure saadud
V7.2

jagatisest. “Seejirel arvuta avaldise o

vaartus kolme tiivenumbriga. Vordle tulemusi.
Toestame, et kui a ja b on positiivsed arvud, siis

l__ﬁ_ 3
b_ .

Toestuseks vordleme avaldiste

ruutusid:

(I/T)‘-’ £l (w—)" B LG
TR TR 16 (Ya)? b

Seega toesti
VZ _Va
R e

Jagatise ruutjuur vordub jagatava ruutjuure ja jagaja ruutjuure
jagatisega.

240. Arvuta:
¥25-64; Y100-49; 0,01-0,25; y16a2; V4a.

241. Arvuta:

VIOO : VOOI V l/’” :

242. Arvutades ruutjuured proovimise teel, leia, mitu korda on

1) Y400 ‘ suurem kui ¥ 4;
2) 1% ” ” .'/—5’
3) TW ” ” 1/25;

102



4) 7640000 " 7 V64;
5) 7490 000 T
Mis selgub siin?
243. Arvutades‘ ruutjuured proovimise teel, leia, mitu korda on

1) Y16 viiksem kui }1600;

2) .'/g ” ” -'/m

H W 7R :

4) y0,09 ”~ " ¥900;

5) ¥1 4 310 000.
Viimase kahe {ilesande lahendamisel ndeme, et kui suurendame
arvu 100, 10000, ...korda, siis arvu ruutjuur suureneb vastavalt
10, 100, ...korda;
kui vdhendame arvu 100, 10000, . .. korda, siis arvu ruutjuur vdhe-

neb 10, 100, ...korda.
Toestame, et

kui suurendame arvu &2 korda, siis arvu ruutjuur suureneb £ korda.

Tdestus. Olgu antud positiivne arv a. Selle ruutjuur on 7ya.
Suurendades antud arvu k? korda, saame uueks arvuks A2%a, ruut-
juur sellest on Vk2a=Vk2-Ya=kya.

Seda oligi tarvis toestada.

4.17. RUUTJUURTE TABEL

Ruutjuurte v6i nende ligikaudsete vidartuste kiireks leidmiseks
on koostatud ruutjuurte tabel (vt. V. Bradis. Neljakohalised mate-
maatilised tabelid keskkoolidele. Tabel IV). See tabel on sama-
suguse ehitusega nagu ruutude tabel. Toome selgituseks ruutjuurte

tabeli alguse, jattes sellest vdlja 9 parempoolset veergu, mida
me ei kasuta. :

§ilve povabac e Bl lig o 8

l
| | s
1,0 | 1,000 | 1,005 | 1,010 | 1,015 | 1,020 | 1,025 | 1,030 | 1,034 | 1,039 | 1,044
1,1 11,049 | 1,054 | 1,058 | 1,063 | 1,068 | 1,072 | 1,077 | 1,082 | 1,086 | 1,091
1,2 11,095 | 1,100 | 1,105 | 1,109 | 1,114 | 1,118 | 1,122 | 1,127 | 1,131 | 1,136
1,3 | 1,140 | 1,145 | 1,149 | 1,153 | 1,158 | 1,162 | 1,166 | 1,170 | 1,175 | (,179
14 | 1,183 | 1,187 | 1,192 | 1,196 | 1,200 | 1,204 | 1,208 | 1,212 | 1,217 | 1,221
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Selles tabelis on antud kolmekohaliste tiivedega arvude 1,00 kuni
99,9 nelja tiivenumbriga ruutjuured. Meie piirdume oma arvutus-
tes kolme tiivenumbriga arvudega, neljandat tiivenumbrit kasutame
ligikaudsete arvudega arvutamise eeskirjade kohaselt varunumb-
rina. Varunumbri séilitame ainult vahepealsete tulemuste arvu-
tamisel, Ioputulemuse iimardame kolme tiivenumbriga arvuks.

Uhe ja kahe tiivenumbriga arvu ruutjuur on teises veerus ja reas,
milles on antud arvu tiivi.

Nidide V1,3=1,140=1,14.

Kolme tiivenumbriga arvu’ruutjuure leiame reast, milles on antud
arvu esimesed kaks tiivenumbrit, ja veerust, mille pealdiseks on
antud arvu kolmas tiivenumber.

Nidide 7Vi,24=1114=1,11. ;

Kui juuritav arv ei kuulu vahemikku 1,00 kuni 99,9, siis raken-
dame arvu ruutjuure viimasena kirjeldatud omadust (vt. 4. 16).
Kui juuritav on 1,00-st védiksem, siis suurendame teda 100,

10000, ...korda, nii et saame arvu, mis kuulub vahemikku 1,00
kuni 99,9, leiame siis suurendatud arvust ruutjuure ja
vahendame leitud arvu vastavalt 10, 100, ...korda.
Niditeid.

1) ¥0,0169=¥1,69 : 10=1,300 : 10=0,1300~0,130.
2) ¥0,00072=7%7,2 : 100= 2,683 : 100=0,02683 ~0,0268.
3) 70,764=776,4: 10=8,74 : 10=0,8741~0,874.

Kui juuritav on 99,9-st suurem, siis vihendame teda 100,

10000, ...korda, nii et saame arvu, mis kuuiub vahemikku 1,00
kuni 99,9, leiame siis vdhendatud arvust ruutjuure ja suuren-
dame leitud arvu vastavalt 10, 100, ... korda.

Nditeid.

1) Y841=10-78,41=10-2,900=29,0.
2) ¥3546=10-¥35,46=10-595=59,5.
3) ¥64900=100-76,49=100-2,548=255.

Juhul, kui juuritavas on rohkem kui kolm tiivenumbrit, iimardame
ta kolme tiivenumbriga arvuks ja leiame iimardatud arvu ruut-
juure.

Nidide. Y785192~7785000=100-778,5=100-8,860=_886.

244. Leia tabelist jargmiste arvude ruutjuured:
1) 1,96 2,56 3,24 4,41 5,29
2) 1,69 1,21 5,76 7,84 6,76
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245. Leia tabelist jdrgmiste arvude ruutjuured:

G g - 15 19 37 44 65

2) 47 54 59 73 87 92
246. Leia tabelist jargmiste arvude ruutjuured:

1) 5.2 8,4 9,5 12,5 22,42

2) 36,8 42,5 56,7 84,2 95,57

247. Leia ruudu kiilje pikkus, kui ruudu pindala on

1) 54 cm?, 86 cm?%, 98 cm% 14,5 cm?;, 16,8 cm2,
2) 20,5 cm?; 48,5 cm?; 59,6 em?;, 62,4 cm?;, 84,8 cm2

248. Leia tabeli abil jargmiste arvude ruutjuured:

1) 0,441 2) 0,676 3) 0,256 4) 0,0042

0,841 0,324 0,289 0,016
0,0081 0,0121 0,0144 0,0007
0,0196 0,0049 0,0036 0,0006

249. Leia tabeli abil jargmiste arvude ruutjuured:

1) 62540 2) 78460 3) 123 400 4) 725900

3600 2 500 4900 186 000
16 900 72 900 18 500 491 000
336 200 24 350 12 670 225 800
5) 73852 6) 62128 7) 50,4122
42341 5609 38,2434
12,467 4,8963 0,96125
576,95 0,28591 487632
0,58423 43,667 9,42812

N dide. Vordkiilgse kolmnurga pmdala on 22,5 cm? Kui suur on
selle kolmnurga kiilg?
Lahendus. Kasutame vordkiilgse kolmnurga pindala valemit
$=0,433 a2 { W
. 0,433 a?=22,5 =>02=225: 0,433=52,0 =>a=¥52,0=7,21.
Vastus. Kolmnurga kiilg on 7,21 cm.

250. Kolmnurga alus on 4,2 cm ja korgus on 6 cm. Kui pikk on
selle kolmnurgaga pindvordse ruudu kiilg?

251. Roopkiiliku alus on 12 em ja korgus on 5,8 cm. Kui pikk on
selle roopkiilikuga pindvordse ruudu kiilg?
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252. Trapetsi alused on a=8,4 cm, 6=5,8 cm ja kdrgus h=6 cm.
Arvuta selle trapetsiga pindvordse ruudu iimbermoot.

253. Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga pindala on 120 cm2. Kui
pikk on selle kolmnurga kaatet?

254. Tiéida jargmine tabel, kui a>0.

SRR A TR
a2 |1600] | |7056| | |9025|  |7744]
TR0 T R W R e 1

4.18. RUUTJUURE LEIDMINE GRAAFIKU ABIL

Ruutfunktsiooni y=x? graafik (joon. 77) voimaldab leida ka
arvu ruutjuure ligikaudset vdartust. Kui graafiku punkti koordi-
naadid on (x; y), siis

y=x=>x=Vy.

Antud arvu y jérgi leiame graafikul punkti, mille crdinaat on y.

Selle punkti.abstsiss x ongi Vy. y
Kui joonis 77 on valmistatud millimeetripaberile, siis saab selle
joonise abil leida ruutjuure ligikaudse vdartuse tapsusega 0,05.

100

% RS e Y

8 ]

0 . /

¥

40 ; / &ix 57
30 / i

20
P
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255. Leia joonise 77 abil kahe tiivenumbriga arv, mille ruut on

256.

257.

13- 100 200801 83 Bl k) B T T, R s

Leia joonise 77 abil jargmised ruutjuured kahe
riga: ‘

1) 120 V30 135 749 Y62
2) 190 385 379 .- Y68; --310

Ruudu pindala on

1) 18 ony . SRemh#t 50 cmé; 72 cm?; 92 cm?,
2)- 98, cm? - 82 em?;. 600 em%  Bo  cintl . . 3% c®

Leia joonise 77 abil ruudu kiilje pikkus.

Joonise 77 abil saab leida ka 1-st vdiksemate ja 100-st
arvude ruutjuurte ligikaudseid vaértusi.

Niditeid. 1) y0,35=y35:10=5,9: 10=0,59.

258.

2) 70.065=76,5: 10=26: 10=0,26.
3) ¥5500=10"y55=10 - 7,4=74.

90.

tiivenumb-

suuremate

Leia joonise 77 abil kahe tiivenumbriga jargmised ruut-

juured:

1) 15600 17800 18200
2) Y4500 14750 1’7000
3) 70,85 Y042 70,0065

4.19. RUUTJUURE LEIDMINE LUKATI ABIL

19500
17750
70,0076

Arvu ruudu leidmisel ndgime, et kui mérgime skaalal D mingi
arvu, siis skaalal A4 on niidi all antud arvu ruut. Umberp6ordult,
kui mérgime skaalal A mingi arvu a, siis skaalal D on niidi all
Va (joon. 78). Niiteks méarkides skaalal A arvu 4, on markija niidi

all skaalal D arv 2=74. Arv 9 skaalal A on kohakuti arvuga 3=79
skaalal D jne.
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100
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Joon. 78

Leiame naiteks ]/7—,6 Skaala A vasakul poolel, kus on kujutatud
arvud 1 kuni 10, margime arvu 7,6. Niidi alt skaalalt D loeme otsi-

tava ruutjuure tiivenumbrid 2—7—6. Seega }7,6=2,76.

Arvutades y27,5, médrgime skaala A paremal poolel (seal on kuju-
tatud arvud 10 kuni 100) arvu 27,5. Niidi alt skaalalt D loeme
otsitava ruutjuure tiivenumbrid 5—2—4. Seega '

127,5=5,24.

259. Kontrolli litkati abil jargmiste vorduste 6igsust:

¥2 =141 Y14,6=3,82 V6,1=2,47
120 =4,47 16 =245 134 =5,83
12,4=1,84 Y60 =775 132 =5,66

260. Kontrolli, kas alljargnevate ruutjuurte tiivenumbrid (sulgu-
des) on oiged. Leia' need ruutjuured.

YEE @3t ThS. {Tn8-3) ¥l  (B-T%
Y44 (6—6—3) 1108 (3—2-9) ' ¥1,48 (1-2-2)
¥2,65 (1—6-—3) 1395 (6—2—8) 15,22 (2—-2-9)
Kui arv, millest on vaja leida ruutjuurt, on 1-st vdiksem voi 100-st
suurem, siis toimime samuti nagu ruutjuure leidmisel tabeli abil:
suurendame (voi vdhendame) antud arvu 100, 10000, ... korda
nii, et saame arvu, mille tdisosa on kas iihe- voi kahekohaline,

leiame sellest liikati abil ruutjuure ja vidhendame (vo6i suurendame)
leitud arvu vastavalt 10, 100, ... korda.
!

Néditeid. 1) y0,0795=77,95:10=2,82: 10=0,282.

Mirkides skaala A vasakul poolel arvu 7,95, leiame niidi alt skaa-
lal D otsitava arvu tiivenumbrid 2—8—2.

2) 70,0085=785:100=9,22 : 100=0,0922.
3) ¥4550=10 - y45,5=10- 6,75="67,5.
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Mirkides skaala A paremal poolel arvu 45,5, leiame niidi alt skaa-
lal D tiivenumbrid 6—7—5.

4) Y176 000=100- y17,6=100 - 4,2=420.
5) ¥365=10-¥3,65=10-191=19,1.

6) 70,325=¥32,5: 10=5,7:10=0,57.

Kui antud arv sisaldab rohkem kui kolm tiivenumbrit, siis {imar-
dame ta kolme tiivenumbriga arvuks ja leiame sellest ruutjuure.

Niiteks }J1723=71720=10-Y17,2=10 - 4,15=415.

261. Leia ruutjuur. Sulgudes on antud vastus.

7200 (14,1) 12000 (44,7)
1230 (15,2) 15200 (72,1)
Y870 (29,5) Y137 (11,7)
Y130 (11,4) 137564 (194)
10,17 (0,412) 10,0789 (0,281)
10,017 (0,13) 10,905 (0,951)
¥0,0215  (0,147) 70,0028  (0,0529) -
70,042 (0,205) 10,5 (0,707)

262. Ruudukujulise mdnguplatsi pindala on 1840 m2. Kui pikk on
selle ruudu kiilg?

4.20. RUUTVYORRAND x°=b

Ulesanne 1. Arvuja ta vastandarvu korrutis on —9. Leia see
arv ja ta vastandarv.

Lahendus. Tahistame otsitava arvu tihega x. Vastandarv on

siis —x ja nende arvude korrutis x - (—x) = —x2 Saame vorrandi
D

—x2=-9

Selle teisendamisel saame:
x2—9=0=>(x+3) (x=3)=0=>
=>x+3=0 voi x—3=0=>
=>x=—3 voi x=3.
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Otsitav arv voib olla 3 voi —3.

Kui otsitav arv x=3, siis ta vastandarv —x= —3.

Kui otsitav arv x=—3, siis ta vastandarv —x=—(—=3) =3.
Yoastusd, ja 9.

Selle {ilesande lahendamiseks oli vaja lahendada vorrand x2—9=0,
s. t. leida muutuja x véartused, mille korral vordus x2—9=0 on
oige ehk mis rahuldavad vorrandit x2—9=0. Seda muutuja vaar-
tuste hulka kirjutame kujul {x|x>—9=0}. Ulesande lahendamisel
selgus, et see hulk koosneb arvudest —3 ja 3:

{x|x2—9=0} ={-3; 3}.

Kui soovime rohutada, et vorrandi x2—9=0 lahendeid otsitakse
ratsionaalarvude hulgast, tdisarvude hulgast voi naturaalarvude
hulgast, siis kirjutame vastavalt

{xeQ|x2—9=0}, {x&Z|x2—9=0} voi {x=N|x2—9=0}.
Esimesel ja teisel juhul on lahendite hulgaks {—3; 3}, viimasel

juhul {3}.
Vorrandis ¥2=9 esineb muutuja teises astmes.

Vorrandit, milles muutuja kdrgeimaks astmeks on teine aste, nime-
tatakse teise astme vorrandiks ehk ruutvorrandiks.

Eelnevast ndgime, et ruutvorrandi x2—9=0 lahendamine taandus
kahe lineaarvorrandi lahendamisele, mis pohjustaski kahe lahendi
olemasolu.

263. Lahenda ruutvorrandid.

1) x2—12,25=0 ) =0.09
2) x2— 6,256=0 4) x2—0,0025
Ulesanne 2. Lahenda ruutvorrand
x2=m, kus m>0.
Lahendus. Viime vabaliikme vorrandi vasakule poolele:
x2—m=0.
Kirjutame arvu m ruudu Kujul:
x2— (Ym)2=0.
Lahutame vorrandi vasaku poole tegureiks:
(x+Ym) (x—ym)=0

Viimane vorrand on rahuldatud, kui vasaku poole esimene tegur
on null voi kui teine tegur on null. Seega kas

x+Ym=0 voi x—ym=0.
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Neist vorrandeist saame
x=—Ym voi x=ym.

Tahistame saadud lahendid siimbolitega x; ja x; ning klrjutame
lahendid {ihe vorduse abil nonda:

Xyo==ym ehk {x|x2=m}={—ym; Ym}.

Niide Vérrandi x2=0,578 lahendid x;»==70,578.
Tabelist leiame, et 70,578=0,760.

Vastus. {x|x2=0,578} = {—0,760; 0,760} .

264. Lahenda vorrandid.

1), ¥2='"5,29 2) x’=0,61
w2==" 3 43 x2=0,0275
x?=363 x2=0,8464

4.21. RUUTYORRAND ax2=b

Ulesanne 1. Pool otsitava arvu ruudust vérdub 7-ga. Kui suur
on otsitav arv?
Lahendus. Kui otsitava arvu tdhistame tdhega «x, siis pool

: i
otsitava arvu ruudust on 7x2. Ulesande kohaselt vordub see aval-
dis 7-ga. Saame ruutvorrandi

1
— 2=
5 7.

Saadud ruutvorrandi lahendamiseks voime kasutada graafikut
joonisel 58. Graafikult ndeme, et ——x2 on vordne 7-ga siis, Kui

x=—23,7 voi kui x=3,7. Kontrollldes neid lahendeid ruutude tabeli
abil, ndeme, et molemad leitud arvud ligikaudu rahuldavad iiles-
annet. Seega on otsitav arv ligikaudu kas —3,7 v6i 3.7.

Vorrandi —;—x2=7 voime lahendada ka arvutamise teel, kasutades
ruutjuurte tabelit. Jagades selle vorrandi molemad pooled tund-
matu ruudu kordajaga, s.o. arvuga Lq saame x2=14, millest

x==+yl4=4374.
Seega
(x| L x2=7} = {—3,74; 3,74}.
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Tabelist saame lahendite ligikaudsed vadartused suurema tdpsu-
sega kui graafikult voi liikatilt.

265. Leia graafiku (joon. 58) abil jargmiste ruutvorrandite lahen-
did ja kontrolli neid arvutamise teel.

1) 5 x2=1- 2) 05x2=35 3) 0,5x?=5.

Ulesanne 2. Kuubi tidispindala on 27 dm? Kui pikk on kuubi
serv? ;

Lahendus. Olgu kuubi serva pikkus x dm. Kuubi tdispindala
on siis 6x? dm2. Saame vorrandi

6x2=27 ehk 2x2=9.

Graafikult (joon. 58) leiame selle vorrandi lahendid:

Kpe= =20 g =2 F

Et otsitav kuubi serva pikkus on positiivne suurus, siis x;=—2,1
pole antud iilesande lahendiks.

V astus. Kuubi serva pikkus on 2,1 dm.

Lahendades vorrandi 2x2=9 arvutamise teel, jagame esiteks ta
molemad pooled 2-ga:

x2=475.
Siit saame
x=-4+74,5=+4212.

Uldiselt, kui a ja b on samamargilised arvud, siis ruutvorrandi
ax?=b lahendamisel saame:

x2= -—I—’—=>x=il/_”
a a 2

Kui a ja b on erimargilised, siis meile tuntud arvude hulgas vor-
randil lahendit pole.

266. Lahenda graafiliselt (joon. 58) ruutvorrandid ja kontrolli
saadud lahendeid arvutamise teel. - :

Y245 =95 2) Tx-lh 3) 2x2=43.
267. Lahenda ruutvorrandid.
13 37 =363 2 Qihxe=—=140.5 3) 5x2 = 0,0716
5x2= 720 122 1728 6x2 =251
6x2= 294 0,07x2= 51,03 1,3x2 = 2,873
2x2=1568 1,02x2=294,78 0,16x2= 0,261
4x2=1444 0,17x2= 33,32 0,76x%= 0,111
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268.

269.

270.

271.

272.

273.

274.

275.

Kui pikk peab olema vordhaarse tdisnurkse kolmnurga kaa-
tet, et kolmnurga pindala oleks 100 cm??

Kui pikk peab olema vordkiilgse kolmnurga kiilg, et kolm-

nurga pindala oleks 50 cm??

Ristkiiliku alus on 5 korda pikem kui korgus. Arvuta rist-
kiiliku mootmed, teades, et ristkiiliku pindala on 320 cm?.

Kolmnurga korgus on —; alusest. Kolmnurga pindala on

24 cm2 Kui pikk on kolmnurga alus?

Ristkiiliku kiiljed suhtuvad nagu 3:5. Ristkiiliku pindala on
240 cm?2. Arvuta ristkiliku kiiljed. '

Rombi iiks diagonaal on teisest 2 korda pikem. Rombi pind-
ala on 18 cm2 Arvuta rombi diagonaalide pikkused.

Ruudukujulist hukest kummitiikki venitati nii, et iiks kiilg
pikenes tal 3 cm vorra ja teine kiilg lihenes 3 cm vorra.
Venitatud kummitiiki pindala oli 112 cm?. Kui pikk oli kummi-
tiikki serv enne venitamist?

4.22. RUUTVORRAND ax’+bx=0

Joonisel 79 on funktsiooni y=0,5x2—1,2x graafik. Leia sellelt
jooniselt:
1) missuguste x véirtuste korral funktsioon
y=0,5x2—1,2x on null ehk, teisiti, missugused on ruutvor-
randi 0,5x2—1,2x=0 lahendid;
2) missugused on ruutvérrandi 0,5x%—1,2x=2 lahendid.

Y
| | R R 6 | | |
% 1 15 [ I 1 1 T ; ln
TP SR LB
LIRER) ARERERA
| ' 3 i maE
[ [ | B
N Er bt T
t \ e L 1A
; %‘\1 ! _i,,,-,_/:
i ko et ""'jf/“:vr =
= kA Pl G x
s U
e & : Joon. 79

8 Matemaatika VIII KL 113



Ruutvorrandi
0,5x2—1,2x=0

lahendamiseks arvutamise teel votame x sulgude ette, millega vor-
randi vasak pool teisendub korrutiseks, ja kasutame siis korrutise
nulliga vordumise tingimust:

x(0,5x—1,2) =0,
x=0 voi 0,5x—1,2=0,
millest

=0 voi x2=2,4 ehk {x|0,5x2—1,2x=0}={0; 2,4}.
276. Lahenda ruutvorrand ax2+bx=0.

277. Lahenda ruutvorrandid.

1) x(x+2)=0 2) x?2—13x=0
(x—4) (x+5)=0 6x2+8x=0
(x—3) (x—7) =0 1,2x2—3x=0
7x2—8x=0 ax?+3bx=bx
5x2+5x=0 ax(x—b)=2¢cx

4.23. RUUTVORRAND ax’-+ bx+c=0

Joonisel 80 on graafiliselt kujutatud funktsioon y=0,5x2+4x—1.
Sellelt jooniselt ndeme, et avaldis 0,5x2+x—1 vordub nulliga siis,
kui x=—2,75 voi x=0,75.

Seega ruutvorrandi
0,5x24+x—1=0

lahendeiks on —2,75 ja 0,75. Teisiti:
{x|0,5x2+x—1=0}={—-2,75; 0,75}.

278. Leia jooniselt 80 ruutvorrandite

1) 0,5x2+x—1=6 3) 0,5x2+x—1=25
2) 0,5x*+x—1=4 4) 05x2+x—1=15
lahendid.

Vorrandit 0,5x2+x—1=0 saab graafilisel teel mugavamalt lahen-
dada, kui toimime jargmiseit:

1) taandame vorrandit ruutliikme kordajaga, s.o. jagame koik
tema liikmed 0,5-ga; saame

24 2x—2=0;
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2) viime liikmed, mis ei sisalda muutuja ruutu, paremale poolele;
saame

x2=0,75.

Niiiid on antud vorrandi lahendamine taandunud x niisuguste
vaartuste leidmisele, mille korral funktsioonide x%? ja —2x+2
védartused on vordsed. Esimese funktsiooni graafikuks on pohi-
parabool, mille joonestamine on kerge (eriti veel siis, kui selleks
on valmistatud sabloon); teine on lineaarfunktsioon, mille graafi-
kuks on sirge. Joonestades molemad graafikud iihises teljestikus
(joon. 81), leiame, missugustel x vaartustel funktsiocnide vaartu-
sed on vordsed, s.t. leiame nende graafikute loikepunktide abst-
sissid.

Loikepunktide abstsissid on

i =278 %= 000,
Need ongi vorrandi lahendid.
Ruutvorrandi ax?+ bx + ¢ =0 graafilisel lahendamisel:

1) taandame vérrandit ruutliikme kordajaga @, saades taanda-
tud ruutvorrandi:

b c
2 —_ — I
A ol
2) viime lineaarliikme ja vabaliikme vérrandi paremale poolele:
b c g

Rrveily ik
a a
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4

Kaks erinevat lahendit Kaks vordset lahendit Lahendid puuduvad
Joon. 82
. % £ Sote o c .
3) leiame funktsioonide y =X* ja y= o AN e graafikute

Ioikepunktide abstsissid, mis ongi antud vorrandi lahendid
(joon. 82).

Kui sirge puudutab parabooli, siis on tegemist kokkulangenud 16i-
kepunktidega. Sel korral

X=X,

s. t. antud ruutvorrandi lahendid on vordsed.

Kui sirge ja parabool ei 16iku, siis antud ruutvérrandil meile tun-
tud arvude hulgas lahendid puuduvad.

Ruutvorrandi graafilisel lahendamisel pohiparabooli ja sirge abil
ei ole tarvis iga vorrandi jaoks uut parabooli joonestada, vaid voib
kasutada iiht ja sama korralikult joonestatud parabooli. Sirge joo-
nestamise asemel voib kasutada tselluloidist, pleksiklaasist voi
klaasist joonlauda, mille iihele kiiljele on tommatud peenike kriips.
See kriips tuleb paigutada paraboolile iga vorrandi puhul nénda,
nagu sirge tuleks joonestada. Joonisel 83 on nédidatud ruutvorrandi

Joon. 83
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10x2+7x—12=0 graafiline lahendamine. Parabooli y=x? ja sirge
y=—0,7x+1,2 16ikepunktide abstsissid, mis on antud vorrandi
lahenditeks, on

x1=—15 ja x5=08.
Kontrolli, kas need arvud rahuldavad antud vorrandit.

279. Leia pohiparabooli ja sirge abil jargmiste vorrandite lahen-

did:

1) x2—x—3=0 6) x2+x—4=0

2) 2x2—x—4=0 7) 2x*4+3x—6=0 -
3) 6x2—10x—15=0 8) x2—2x+1=0
4) 8x2—7x—28=0 9) 5x2+4+4x—10=0
5) 9x2+10x—27=0 . 10) 8x2+9x—36=0

4.24. TAIELIK JA MITTETAIELIK RUUTVORRAND

Seni oleme arvutamise teel oppinud lahendama ruutvorrandeid
kujul

P= ax?=b, ax?+bx=0.

Graafiku abil oskame lahendada neidsamu vorrandeid ja veel vor-
randit kujul

ax?+bx+c=0.

Viimasel vorrandil on kolm liiget: ruutliige (ax?), lineaarliige
(bx) ja vabaliige (c). Muid liikmeid ruutvorrandis ei saagi esi-
neda. Selleparast vorrandit kujul

ax?+bx+c=0

nimetatakse taielikuks ruutvérrandiks.

Kui b=0, siis tdielikust vorrandist saame vorrandi
ax?+c=0;

kui aga ¢=0, siis saame

ax?+bx=0.

Kaks viimast vorrandit on mittetdielikud ruutvorrandid.

280. 1) Missuguse mittetdieliku vorrandi saad, kui b=c=0?
2) Missugused on vorrandi ax?=0 lahendid? :

Pirast sulgude avamist ja sarnaste liikmete koondamist saab iga
ruutvorrandi kirjutada kujul

ax?2+4+bx+c¢=0, kus a=>0.




Kordaja a ei voi olla ‘null, sest siis poleks antud vorrand ruutvor-
rand. Kui @ peaks tulema negatiivne, siis parast koikide liikmete
korrutamist arvuga —1 saame ruutliikme kordajaks positiivse
arvu. s
Ruutvorrandit, milles esikohale on kirjutatud positiivse kordajaga
ruutliige, teisel kohal lineaarliige, kolmandal kohal vabaliige ja
paremal poolel null, nimetatakse normaalkujuliseks ruutvorran-
diks. . .

281. Teisenda vorrandid
1) 2=3(x+2)(x—1), 2) 2(2—x) (x+1) =0,
3) 2(x—2)2=7—5x
normaalkujuliseks ja leia nende lahendid graafilisel teel.

Normaalkujulise ruutvorrandi

ax?+bx+c=0

lilkmete jagamisel ruutliikme kordajaga, a, s.o. vorrandi taanda-
misel a-ga, saame vorrandi '

b c
-2 Vo 1 then B SN
X2+ e T sy )

ehk, tdhistades arvud —% ja —2— vastavalt tihtedega p ja g,
x?+px+q=0,

mida nimetame taandatud ruutvorrandiks.

Nagu ndeme, taandatud ruutvorrandi ruutliikme kordaja on 1.
Ruutvorrandit, milles ruutliikme kordaja ei ole 1, nimetame taan-
damata ruutvorrandiks.

4.25. TAANDATUD RUUTYORRANDI LAHENDAMINE

Ruutvorrandi x>+ px+¢=0 lahendamiseks eraldame vorrandi
vasakust poolest tdisruudu, s.t. anname vorrandile kuju (x+6)2=
=m, leiame siit x+b ja Iopuks x.

Niaide.

2+6x+8=0=> 12+6x=—8=>x246x+9=—8+9 ="
=>(x43)?=1 => x43==41 => x=—3+1 =>

=> xX=—2; xo=—4.

Niisiis:

{x[x24+6x+8=0}={—2; —4}.
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Kontroll (=2)2+6-(—2)+8= 4—12+8=0,

282.

283.

284.

285.

(—4)2+6- (—4) +8=16—24+8=0.

Lahenda vorrandid.

1) (x—2)2=16 2) (x—14)2=336
(x+5)2= 9 (x+0,2)2=0,444
(x—9)2="529 (x__;)’:_iﬁ
(x—03)?=141 (x—8— ) =56
(x—1,2)2=144 (x__i_)2=3o_;

Kirjuta iga ruutvorrandi vasak pool kaksliikme ruuduna ja
leia seejarel vorrandi lahendid.

1) x2+4 14x+49=25 6) x2+48x+16=169
2) x2—12x+36=144 7) x2—18x+81=225
3) x2—100x+42500=1 8) x2—80x+1600=4 °
4) x2—0,8x+0,16=0,04 9) x2+1,4x+0,49=038l
5) x2—5x+6,25=12,25 10) x2+x+0,25=2,25

Liida antud ruutvorrandi molema poolega niisugune arv, et
vorrandi vasak pool oleks kaksliikme ruut ja lahenda siis
saadud vorrand.

1) x2—4x=21 6) x2— 4x=45
2) x24+6x=—5 : 7) x2+10x=-—9
3) x2—2x=125 8) - x=—
4) x2—3x=10 9) x>+ 3x= 4
5) x2-5x=14 10) x2— 7x=18

Vii antud ruutvérrandis vabaliige paremale poolele, seejérel
liida vorrandi molema poolega niisugune arv, et vasak pool
oleks tdisruut, s.o. tdienda vasak pool tédisruuduks, ning
lahenda saadud vorrand.

1) x2— 4x—12=0 6) x2—4x—60=0
2) “x2+ 6x+ 5=0 7) x2+8x+15=0
3) #2— 22+ 3=0 8) x2+4x— 5=0
4) x2—10x—11=0 \ 9) x2+3x—18=0
5) x2— 7x+10=0 10) x2— x—12=0
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Taandatud ruutvorrandi
X2+ px+4¢=0

lahendite leidmiseks saame tuletada valemi. Selleks

1) viime vabaliikme ¢ vastupidise maédrgiga vorrandi paremale
poolele:
2+px=—g, ehk x*+2- ——l;—-x:—q;

2) tdiendame vorrandi vasaku poole tdisruuduks, liites molema

poolega ( —g )2:

PO MU

3) kirjutame vorrandi vasaku poole ruudu kujul:

(4 5)'=(4)"-o

4) viimasest vorrandist saame kaks lineaarvorrandit:

R SR
x+ -5 iV(Q) g

5) avaldades x, saame valemi

T

Kirjutades lahendid eraldi vélja, saame

Py B

Taandatud ruutvorrandi lahendivalemi voib sonastada nii:
taandatud ruutvorrandi lahendeiks on pool lineaarliikme kordaja
vastandarvust =+ ruutjuur selle poole kordaja ruudu ja vabaliikme
vahest.

N idide. Lahendame vorrandi x2—x—20=0.

L ahendais.
i L 1 \2 ; e 1
x——zil/(—2—> —(—20); \'——5-_—_]/7-%-20
o Fatat



{x|x?—x—20=0} ={—4; 5}.

Kontroll (—4)2—(—4)—20=16+4—20=0,
52—5—20=25—25=0.

286. Lahenda vorrandid.
1) x2—3x+ 2=0 6) x2— 7x+12=0 -

2) x2—2x— 3=0 7) x2+ 3x— 4=0
3) x2— x— 6=0 8) »*—=Jx=210=0
4) x2+5x+ 6=0 9) x2+ 8x+ 7=0
5) x248x+15=0 10) x24+15x+56=0

Kui taandatud ruutvorrandi
x2+px+q=0
lahendite

== FT
arvutamisel ilmneb, et
(4)-+<0

siis sellel ruutvorrandil meile tuntud arvude hulgas lahendid puu-
duvad.

Kui
2
(£)-o-0
siis x1=—% ja xo=— —’;—, mis iitleb, et lahendid on vordsed.
Kui aga
2
(£)-o>o

siis on vorrandil kaks erinevat lahendit.
2
Juuritavat avaldist —p—) —gq taandatud ruutvorrandi lahendi vale-
mis nimetatakse taandatud ruutvérrandi diskriminandiks.
987. Otsusta vorrandeid lahendamata, missugusel ruutvorrandil

meie poolt tundma Gpitud arvude hulgas lahendid puuduvad,
missugusel on lahendid vordsed ja missugusel erinevad.
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288.

289.

290.

291.

292,

293.

294.

295.

296.

122

1) x2—4x—12=0 2) x2— 4x—60=0
x24+6x+ 9=0 x2+ 8x+17=0
x2—2x+ 3=0 x2—12x+36=0

Lahenda jargmised ruutvorrandid, leides lahendid tapsu-
sega 0,1.

1) x2—6x+ 4=0 6) x2+5x +4 =0
2) x2+4+8x+13=0 7) x2—9x —1 =0 _
3) x2—5x+ 3=0 8) x2+2x +0,7=0
4) x2— x—50=0 9) x24+0,8x—1 =0
5) x2+7x— 5=0 10) x245x +5 =0

Lahenda jédrgmised ruutvorrandid, arvutades lahendid kolme
tiivenumbriga.

1) x2— 9x—36=0 11) x2— 8x+ 9=0
@) X2kl Tx— T=0" 12) x24 bx— -66=0
3) x2— x—20=0 13) x24+ 4x+ 4=0
4) 2+ 2x— 2=0 14) x2+ 7x—120=0
5) x2—20x+91=0 15) x2— 3x—5—=0
‘6) x24+ 3x—19=0 5 16) u?— 6u+ 4=0
7) x2—11x+10=0 17) u?+13u— 14=0
8) 42+ 4y+ 6=0 18) v2— 0v4+42=0

9) y>+ 9y+12=0 ‘ 19) v2— v+ 7=0
10) 22— 7z— 8=0 20) w2+ 15w— 1=0

Kahe jarjestikuse tdisarvu korrutis on 156. Mis arvud need
on?

Kahe teineteisele jérgneva tdisarvu ruutude summa on 85.
Mis arvud need on?

Kahe jarjestikuse paarisarvu korrutis on 288. Mis arvud need
on?

Jaota arv 19 kahte niisugusesse oséa, et nende osade ruutude
summa oleks 181.

Jaota 16ik, mille pikkus on 30 cm, kahte ossa nii, et suurema
osa jagatis kogu loiguga oleks sama mis véiksema osa jaga-
tis suurema osaga.

Kahe arvu vahe on 6. Nende arvude ruutude summa on 260.
Leia need arvud.

Kahe jiarjestikuse paarisarvu korrutis on 6888. Missugused
arvud need on?



Taandamata ruutvérrandi lahendamiseks taandame ta esmalt ruut-
liikme kordajaga ja lahendame siis saadud taandatud ruutvorrandi
juba valemi abil.

N idide. Lahendame ruutvorrandi |
4x24+7x—2=0. ‘

Lahendus. Taandades antud vorrandit ruutlifkme kordajaga 4,
saame taandatud ruutvérrandi

oS
—2—0.

Lahendades selle vorrandi valemi abil, saame

4
x2 e
+ 4

7 49 1 5 SL 7 9
_ — — Pisa=l) —_— e ——— — e e e
” sil/4+2 e 8§ =g’
0 7 RS ;
P S b’+ ) 4—0,25,
AR o
Xo 3 8_ 2
Seega

{x|4x2+7x—2=0}={—2; 0,25}.

997. Lahenda taandamata ruutvorrand taandatud ruutvorrandi
lahendivalemi abil.

1) 9x2—54x+32=0 2) 5x2+18x—8=0
3) 2x2+ 5x— 3=0 4) 2x2+ 7x—4=0
5) 3x2—10x+ 3=0 6) 4x2+17x+4=0

4.26. TAANDAMATA RUUTVORRANDI LAHENDIVALEM

Taandamata ruutvorrandi
ax?+bx+c=0
lahendivalemi saame tuletada mitmel viisil. Esitame kaks viisi.

1. Eraldame vorrandi vasakul poolel olevast ruutkolmliikmest

taisruudu (vt. 4.12):
Sl BN P
a( Wt E) + T—O.

Saadud vorrandis viime vabaliikme paremale poolele ja lahendame
siis selle vorrandi nii, nagu lahendasime vorrandi ax?*=b (vt.
421.):
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2 L 79% 2 R
a( x+ —b) vy 4M=>(x+i) S AR

2a 4a 2a 402
o s /b2—4ac o i b Yb*—4ac .
bl 7 _i] bl bty - Spk = "
_——bi}b?-llac
gl 2a

2. Taandame antud vorrandit ruutliikme kordajaga a. Saame
b 1~ C —_—
X2+ —-5—.\+ = =0,

Niitid rakendame taandatud ruutvorrandi lahendivalemit

ol 3
*"*—zail/(m) i

Teisendame lahendi teist liiget

2y G N S B
( 2a a | 4a® a AR LT B0 3
Seega
g vn oD st b2 a0
s 2a = 2a
ehk
— b+ Vb*—4ac
e

See on ruutvorrandi tildine lahendivalem. Selle voib sonastada

jargmiselt:

ruutvorrandi lahend vordub murruga, mille nimetajaks on ruut-
liikme kordaja kahekordne ja lugejaks on lineaarliikme kordaja
vastandarv -+ ruutjuur vahest, mille saame, kui lineaarliikme
kordaja ruudust lahutame ruutliikme kordaja ja vabaliikme nelja-

kordse korrutise.

N dide. Lahendame valemi abil vorrandi
5x24+13x—6=0.
Lahendus.

—13+)13—4-5- (—6)
10

X=
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ehk

o= —13V1694120 _ —13:+1289  — 1317
10 35 { S glaiitncet
Seega
~13+ ) =
Ly

{x|5x24+13x—6} = {—3; 0,4}.

Kontrollimine nditab, et leitud arvud on antud vorrandi lahendid.

298. Lahenda valemi abil vorrandid

1) 3x2—2x— 8=0 6) 13x2—11x—2=0
2) 2x24+9x+10=0 7) 9x2+12x—5=0
3) 4x2+7x— 2=0 8) 4x2—4x—3=0
4) 2x2—5x+ 2=0 9) 8+11x—10x2=0
5) 3x2—8x— 3=0 10) 2+43x—2x2=0

Kui ilmneb, et ruutvorrandi

ax?+4+bx+c=0

lahendamisel juuritav avaldis

b2—4ac<0,

siis vorrandil lahendid puuduvad, sest meile tuntud arvude hulgas
ei leidu ruutjuurt negatiivsest arvust.
Kui aga
b2—4ac=0,
siis
e ANV hae —b+70 _ —b+0
2a Bl R

s. t. lahendid on vordsed.

Juhul kui

b2—4ac=>0,

on vorrandil kaks erinevat lahendit. Miks?

Juuritavat avaldist ruutvérrandi lahendis nimetatakse vorrandi
diskriminandiks ja seda tahistatakse tdhega D.

Seega D=b2—4ac on taandamata ruutvorrandi diskriminant.
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Kokkuvottes voime ruutvorrandi lahendite kohta titelda:
ruutvorrandil on kaks erinevat lahendit, kui ta diskriminant on

positiivne arv; lahendid on vordsed, kui diskriminant vordub nul- '

liga; lahendid meile tuntud arvude hulgas puuduvad, kui diskrimi-
nant on negatiivne arv. :

299. Otsusta vorrandit lahendamata, kas tal on lzhendeid voi
mitte. Kui on, siis kas lahendid on erinevad voi vordsed.

1) 6x247x— 3=0 2) 5x2— 4x+ 7=0
3) x248x+18=0 1) x2—12x+35=0
5) 4x2—dx+1=0 6) x2— 4x+ 4=0

Ruutvorrandi {ildine lahendivalem on rakendatav ka koigi erikuju-
liste ruutvorrandite lahendamisel. Naiteks, kui a=1, siis vorrand
osutub taandatud ruutvorrandiks x2+bx+¢=0. -

Uldise lahendivalemi jargi saame lahenditeks

 —b+)b2—-4c

o St

Rakendades aga taandatud runtvorrandi lahendivalemit, saame
SR R b \2

e

Teisendades lahendi teist liiget, saame

b 1B 1/v—dc_yb—4c
W vkt fa dekapaty dee e

Seega

—b—i yb?—4c _ —bxVb*—dc .

2 2 2

Néeme, et molemad lahendivalemid annavad ithe ja sama tule-
muse.

Naiteks vorrandi x2—2x—35=0 lahendamisel taandatud ruutvor-
randi lahendivalemi abil saame

x=12+Y1+35=1+736=146;
X1= l—6= —5, Xo= l +6=7,
{x|x*—2x—35=0}={-5; 7}.

xX==

Ruutvorrandi tldine lahendivalem annab

2hy4—4-1-(—3b) 2444140 . 2412
2 s 2 iR g hiet

xX=




Nagu na

Kui antud taanda

paaritu a

eme, tulemused on samad.

tud ruutvorrandis lineaarliikme kordaja p on

rv, siis on seda vorrandit lihtsam lahendada taandamata
runtvorrandi lahendivalemi abil, kuna sellega vildime arvutusi
murdarvudega.

300. Lahenda vorrand kahel viisil.

1)
3)
5)

301. Lahenda ruutvorrandid.

5)

x2—6x—7=0
7x2+ x=0
2x2—9 =0

x24+ 9x— 5=0
202+ y— 7=0
322— 8z+ 4=0
2u?4 3u— 1=0
3v2—10v—10=0

3x245x—2=0
2u?24-5u+2=0
s46=2s2
6a2—17a—14=0
10p—21=6p*—13p

2x2— 7x+ 5=0
x24+23x—10=0
6x24+ 4x— 3=0
3x24+18x— 8=0
4x2—13x—17=0

2). x2— bx—6=0
4)' Jxt— Jx=0.
6) 4x2—81 =0.

2) 5a2—1la+ 3=0
3624+126—17=0
6c2—13c—15=0
d2—14d+ 4=0
e2—16e+11=0

1) 4m?+45m—36=0
10n2+4+21n—10=0
9¢2+30g—24=0
1,4224-52=2,4
w?—1,60+0,3=0.

6) 7x2—42x+36=0
69x2—x—55=0
9x2+50x—121=0
1.2x2+8,3x—23,6=0
3,4x2—2,5x—6=0

302. Teisenda vorrand normaalkujuliseks ja lahenda see.

x(x+2)=35
x2=3(2x—3)

2(x2—9)=5(x—4)

(x=1)2=x+1

(142x)(1—2x) =3x

(x+7)%=28x
4= (x—5)?
(x—5)(7T—x)=1

9) x2=2(x+38) (x—6)

10) (2x—7) (x—3) =4x

11) 9x(x+1)=2(6x+1)

12) (14x)2=(1—2x)?

13) (3x—2) (2x—1)=x

14) (3—x)2=(1+3x)(9—x)

15) (2x+3)2= (3x—2) (x+8)

16) (3x—1)(x—2)=(x+2) (x—1)

(4x—1)2=(4x+1) (8x—5)
(5x+7)2— (2x+1)2=0
2(x—1)(2x+1)=(4x—1) (2x—3)
(8x+3) (4x+1)=2(x+1) (4x+3)

ax?+ (a—b)x=b

ax?+ (a+1)x=—1.

127




4.27. MURDVORRANDITE LAHENDAMINE
Vorrandit, mis sisaldab muutujat murru nimetajas, nimetatakse
murdvorrandiks.
Niéiteks vorrand

15x X 9
2x=3) - 2(x3) Yoy

on murdvorrand.

Selle vorrandi lahendiks ei saa olla arvud 3 ja —3, sest sel korral
esimesed kaks murdu kaotavad arvu tahenduse

Lahendame selle vorrandi.

Vorrandis esinevate murdude iihine nimetaja on
2(x2—9), seega vastavad laiendajad on x+3, x—3 ja 2.

Niisiis

x+3 x—3 2
15x X By =
2(x—3) 2(x+3) e =N

15x(x+3) —x(x—3) +18=0;
15x2+45x — x2+3x+ 18=0;
14x24+48x+ 18=0;
7x24+24x+9=0;
_ —24)576—252 _ —24+V324 _ —24+I1€
14 14 14 g

—24—-18 —24+18 3
v e e e

Et —3 ei saa olla antud vorrandi lahendiks, siis on tarvis ainult
seda kontrollida, kas ——3 on lahend.

Kontroll Asetades lahendi — —3— algvorrandi vasakusse poolde
x asemele, saame: '

s ( 3 ) 3 45153
i i B S T 9
v 33 i 3 8 T3 T o
2(_—7_3 2(“ 7 +3 19 A 19
LRl P 1 - ASle 1 49 4544—49 _
BT T a6 T 12 s 48 0
Nieme, et arv ———3 on antud vorrandi lahend:
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15x 2 % e, 3
{ *13=3) " 2G+3) T x2—9} “{ _‘7_} :

Antud murdvorrandi teisendamisel saadud ruutvorrandil on kiill
kaks lahendit, kuid antud vorrandil on ainult iiks lahend.

Et on murdvorrandeid, mille teisendamisel saadud vorrandi koik
lahendid ei ole algvorrandi lahenditeks, siis tuleb murdvérrandi
lahendeid alati kontrollida.

303. Lahenda vorrandid:

19x Bl eg.s 3
1 x2-1 +x-l o B
2 1 . x=2
2) x2—1 +x(l—x)_x(x+l)
1 S e 120
3) 19—5x T 5x—13 g (12—5x)2

4) 3(2x—3) —3}=(x--%) 5

o LA ety
o M ek e

6) 112 +7x— 2 =dx(x+1) +1

7) x—3 x—4 1

x+4 Mooy 12

8) 3x+42 T—x. ~Ix=1

9x—1 T 2x41 g meh i
9 xll +xl—2+x13 =
10) 5(::23—1)+ 101.:+1) =%
11) 3X8_5 5,\'9—8 =7x2—025
12) 3Ly LBy
13) 2(;:17; +:11 =;»2+_111 24
14) 74t = 2
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15) % + et 1

(x—1)2 ' x2—x = x(x—1)2

16) 4x2—1 =9(2x+l) 8x2—2
4x+2 22 2x+1
x—2 4x—8 5x—10
]7) x242x+1 ir X+2x24x3 453 2x+42x2
3242 2(x—2)  5(x2—x—1)
18) R g o R I
4x—1 _ 4x4-(4x+1) (2x—1)
19) xF2 +2= X2 +4x+4
x24-x =1 - 3(x%E2cF])
20) x2—1 +2x2+2x IR0y
21) 7x+14 8x4+16  74419x—9x2
x2—1 " x2=2x4+1  xB—x2—x+41
x+1 2x 63"
%) X4-x24x+1 +x3—x2+x—l e R

4.28. RUUTYORRANDI ABIL LAHENDUVYAID ULESANDEID

Ulesanne 1. Ristkiilikukujulise spordivdljaku pindala on 88
aari. Kui {iht tema kiilge vdhendada 2 m vorra, teist aga suuren-
dada 10 m vorra, siis saame ruudukujulise véljaku. Kui suur on
selle ruudu kiilg?

Lahendus. Olgu ruudu kiilje pikkus x meetrit. Siis ristkiiliku
kiiljed on x+2 ja x— 10 meetrit. Seega ristkiiliku pindala on ruut-
meetrites

(x+2) (x—10) ehk x2—8x—20.

Ulesande andmete jargi on see pindala 88 aari ehk 8800 ruut-
meelrit. :
Jérelikult

x2—8x—20=8800 ehk x?2—8x—8820=0.
Vorrandi lahendivalem annab:
x=4-+78836 ehk x=4+94;

seega

x1=4—94=-90 ja x,=4+94=98.
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Et ruudu -kﬁlg on positiivne suurus, siis x; meie {ilesande lahen-
dina arvesse ei tule. Ainsaks lahendiks jddb seega arv 98, mis
tahendab, et otsitav ruudu kiilg on 98 m.

Kontroll Viljaku kiiljed on meetrites 984+2=100 ja 98—10=
=88; seega viljaku pindala on 100-88 ehk 8800 ruutmeetrit
ehk 88 aari, nagu peab olema.

Ulesanne 2. Linnade A ja B vaheline kaugus on 349 km. Lin-
nast A lahkub soiduk linna B suunas. Uks tund hiljem lahkub
linnast B teine soiduk linna A suunas. Teise soiduki kiirus on
8 km vorra tunnis vdiksem kui esimese kiirus. Soidukid kohtuvad
216 km kaugusel linnast A. Kui suure kiirusega liigub kumbki
soiduk?

Lahendus. Olgu esimese soiduki kiirus v kilomeetrit tunnis:
siis on teise kiirus v—8 kilomeetrit tunnis. Kuni kohtumiseni tuli
esimesel soidukil katta 216 km, teisel 349—216 ehk 133 km. Kohtu-

: By : 216 / ! 133 :
miseni sOiduks kulus esimesel == tundi, teisel ——g lundi.
Esimese soiduaeg on teisest ithe tunni vorra pikem, seega

2 B8
v 987

Selle vorrandi lahenditeks ei voi olla 0 ja 8, sest vorrandi vasakul
poolel puudub siis arvu tédhendus.

Saadud vorrandi lahendamiseks vabaneme murdudest:

216(v—8) —133v=v(v—_8);

avame sulud:

2160 —1728— 133v=1v2—8u;

viime liikmed vasakule poolele, koondame ja korrutame (—1)-ga:
—91v+1728=0.

Vorrandi diskriminant on

912—4-1728=1369;
et see diskriminant on positiivne, siis on vorrandil 2 erinevat

lahendit. Lahendivalem annab:

9 69 91437
g NEVIZ9 . 9137

2 2 ?
seega vu;—04 ja vy=27.

Niisiis on esimese soiduki kiirus kas 64 voi 27 km tunnis ning
teise soiduki kiirus sellele vastavalt kas 56 voi 19 km tunnis.
Kontrollime tulemusi iilesande teksti varal.
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Esimese lahendipaari puhul esimene soiduk tarvitab kohtumiseni

IR i BA] 3 ] 15y, ity :
aegaaehl\ ST tundi, teine seevastu 7y ehk 2 3 tundi, aegade
vahe on 3-% =2 3 ehk 1 tund, nagu peab olema.

Teise lahendipaari puhul esimene soiduk tarvitab kohtumiseni aega
2217—6ehk 8 tundi, teine seevastu 1—1391 ehk 7 tundi; aegade vahe on
8—7 ehk 1 tund, nagu peab olema. Mdlemad lahendipaatid rahul-

davad iilesande tingimusi.

304. Ruudukujulise plastikaaditiiki iihes sihis venitamisel pikenes
see 3 cm vorra ja kitsenes 1 ecm vorra. Venitatud tiiki pindala
oli 60 cm? Kui pikk oli plastikaaditiiki serv enne venita-
mist?

305. Noukogude skreeperite D-213 ja D-188 kaevamislaiused meet-
rites on vastavalt vordsed ruutvorrandi
400x2—2400x+3591=0
lahenditega. Arvuta nende skreeperite kaevamislaiused.

306. Arvu ja tema ruudu summa on 30. Mis arv see on?

307. Arvu ruudu ja arvu enda vahe on 650. Leia see arv.

308. Kahe jérjestikuse tdisarvu ruutude summa on 545. Mis arvud
need on?

309. Kahe jdrjestikuse paarisarvu ruutude summa on 100. Mis
arvud need on?

310. Kahe arvu vahe on 7. Samade arvude korrutis on 368. Leia
need arvud.

311. Kahest arvust iiks on teisest 8 vorra suurem. Nende arvude
korrutis on 425. Leia need arvud.

312. Kas on olemas kolm niisugust jarjestikust tdisarvu, et kahe
viiksema ruutude summa vordub suurema ruuduga?

313. Leia kolm niisugust jédrjestikust paarisarvu, et kahe viiksema
ruutude summa oleks vordne kolmanda ruuduga.

314. leia 5 jarjestikust naturaalarvu nonda, et esimese kolme

arvu ruutude summa vordub jargneva kahe arvu ruutude
summaga.
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315.

316.

317.

318.

319.

320.

321.

322.

323.

324.

- 325.

Leia 7 jérjestikust naturaalarvu, millest esimese nelja
arvu ruutude summa vordub jargneva kolme arvu ruutude
summaga.

Ristkiiliku pikkus {iletab laiuse iithe meetri vorra. Ristkiiliku
pindala on 56 ruutmeetrit. Leia ristkiiliku moctmed.

Ristkiiliku imbermo6t on 68 cm ja pindala on 204 cm?. Leia
ristkiiliku pikkus ja laius.

Kui ruudu kaht vastaskiilge suurendada 3 korda ja kumbagi
iilejddnud kiilge vihendada 2 m vorra, siis saadud ristkiiliku
pindala on ruudu pindalast 2 korda suurem. Kui pikk on
ruudu kiilg?

Ristkiilikukujulise mdnguvaljaku mootmed on 8 m ja 4 m.
Minguviljaku pindala tehakse kaks korda suuremaks, suu-
rendades vordselt nii pikkust kui ka laiust. Kui palju tuleb
pikendada kumbagi kiilge?

Ruudukujulisest papitiikist valmistatakse karp mahuga
8 cm?®. Selleks loigatakse nurkadest vilja ruudud kiiljepikku-
sega 5 cm. Missuguse kiiljepikkusega on papitiikk?

Ristkiilikukujulisel papitiikil, mille pikkus on 1,5 korda suu-
rem laiusest, 16igatakse nurkadest dra ruudud kiiljega 3 cm.
Murdes iilejddva osa sobivalt kokku, saadakse karp ruum-
alaga 216 cm®. Kui suured on papitiiki mootmed?

Klubiruumi porandat, millel on ristkiiliku kuju ja mille mo6t-
med on 4,8 m ja 5,5 m, tahetakse katta vaibaga nonda, et
vaiba {imber jadks igast kiiljest iihelaiune riba porandat

vabaks, vaip aga kataks parajasti —;— poranda pindalast. Kui
suur peab vaip olema?

Ristkiilikukujulise aia md6tmed on 160 m ja 240 m. Pikuti ja
risti minevate teede alla (vt. joon. 75) tahetakse votta 2%
kogu aia maa-alast. Kui suur tuleb valida tee laius?

Raamatukappi voib mahutada 640 {ihesuurust raamatut,
igale riiulile tihepalju raamatuid. Kui igale riiulile panna 8
raamatut rohkem kui esialgu méidratud, siis jédb 4 riiulit
tithjaks. Mitu riiulit on raamatukapil?

Albumisse kavatseti kleepida 240 pilti, igale albumilehele
ithepalju pilte. Kui aga lehele mahutada 2 pilti rohkem kui
esialgu otsustatud, siis jdab 6 lehte tithjaks. Mitu lehte on
albumis?
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326.

327.

328.

329.

330.

331.

332.

333.

334.

335.

134

Kaks autobussi soidavad iihest linnast teise, mille vahemaa
on 72 km. Et esimene autobuss soidab tunnis 4 km rohkem
kui teine, siis ldbib ta nimetatud vahemaa 15 minuti vorra
lithema ajaga. Kui suure kiirusega liiguvad autobussid?

Kahe aleviku vaheline kaugus on maantee kaudu 26 km, kiila-
tee kaudu 18 km. Autobuss ja hobusoiduk asuvad iihel ja
samal ajal teele: esimene valib pikema, kuid parema tee,
teine lithema, kuid halvema. Et autobuss labib tunais 15 km
vorra rohkem kui hobusoiduk, siis jouab ta sihtkohta viima-
sest 55 minutit varem. Kui suure kiirusega liigub autobuss?

Aiand vajab 378 ouna pakkimiseks kaste. Kui igasse kasti
panna 9 ouna rohkem kui kavatsetud, siis vajatakse iiks kast
vdhem. Mitu kasti on vaja?

Turist kavatses matkata 252 km. Et ta matkas iga pdev 3 km
rohkem kui kavatsetud, siis kestis matk kavatsetust 2 pieva
viahem. Mitu pdeva kestis matk?

Raudteejaama veetorni paak tditub peapumba abil 2,5 tunni
vorra kiiremini kui tagavarapumba abil. Kui t66tavad mole-
mad pumbad, siis tditub paak 3 tunni jooksul. Leida aeg, mis
on tarvilik paagi tditmiseks peapumba abil.

Kahe erineva joudlusega traktori koostodtamisel kiintakse
kolhoosi pold iiles 8 pdevaga. Esimene neist jouaks selle pollu
tiles kiinda 12 pdeva lithema ajaga kui teine, kui nad téota-
vad iiksi. Kui palju aega kulub kummalgi selle maatiiki {iles-
kiindmiseks?

Kaks toolist 1opetavad t66 koos téotades 6—23« tunniga. Mitme

tunniga lopetaks esimene todline selle t60 iiksi tootades, kui
selle t60 tegemiseks kulub tal teisest 3 tundi vihem?

Ujula basseini tditmiseks kulub {ithe toru kaudu 20 minutit
vahem aega kui teise kaudu. Kui molemad torud avada {ihe-
aegselt, siis tditub bassein 24 minutiga. Mitme minutiga tdi-
tuks bassein, kui avada ainult esimene toru?

Hoone ehitamisel oli tarvis kindlaks tdhtajaks vidlja kaevata
8000 m3 mulda. Too lopetati 8 pdeva enne tédhtaega, sest
mullatéoliste brigaad iiletas plaani iga pdev 50 m3 vorra.
Mitmeks pédevaks olid mullatéod planeeritud?

Tee remontimisel oli t6ol kaks brigaadi. Kumbki brigaad
parandas teed 10 km ulatuses, kusjuures teine brigaad t66-



336.

337.

()
o
@

339.

340.

341.

342.

343.

344.

tas iiks pdev vdhem kui esimene. Mitu kilomeetrit teed paran-
das kumbki brigaad péevas, kui molemad brigaadid kokku
parandasid pdevas 4,5 km teed?

Paberitiikist, mille mootmed on 24 cm ja 18 cm, ldigatakse
igast neljast kiiljest dra vordse laiusega ribad. Ulejdanud

. ristkiilikukujuline paber on pindalalt just pool paberitiiki

algpindalast. Kui laiad on &raldigatud ribad?

Pilt, mille ndhtava osa moo6tmed on 20 ¢m ja 16 cm, on raa-
mis, mille esipindala on 352 cm?. Kui lai on pildi raam?

. Mootorpaat soitis joel 28 km périvoolu ning p66érdus siis kohe

tagasi, kulutades edasi-tagasi teekonnaks 7 tundi. Leia moo-
torpaadi kiirus seisvas vees, teades, et vee voolu kiirus joes
on 3 km tunnis.

Kahe linna vaheline kaugus méoda joge on 80 km. Aurikul
kulub edasi-tagasi s6iduks 8 tundi 20 minutit. Arvuta auriku
kiirus seisvas vees, kui joe voolu kiirus on 4 km tunnis.

Omblusvabrik pidi tdhtajaks omblema” 810 iilikonda. Teine
vabrik pidi samaks tdhtajaks omblema 900 iilikonda. Esi-
mene taitis tellimuse 3 pédeva, teine 6 pdeva enne tdhtaega.
Mitu iilikonda 6mmeldi kummaski vabrikus pédevas, kui teises
ommeldi pdevas 4 {ilikonda rohkem kui esimeses?

Rong lébiks 180 km pikkuse vahemaa % tunni vorra lithema

ajaga, kui ta kiirus oleks 9 km vorra tunnis suurem. Mitu
tundi soidab rong seda vahemaad?

Kui jalgrattur sdidaks tunnis 2 km rohkem, siis kuluks tal
72 km labimiseks —;——tundi vihem aega. Kui suure kiirusega
soitis jalgrattur?

Kui kuubi serva pikendada n cm vorra, siis ruumala suure-
neb v cm?® vorra.

Arvuta kuubi serva pikkus jargmistel andmetel:

1) n=2; v=9§; 2) n=14; 0v=46,424.

Risttahuka pohja pikkus on laiusest 2 cm vorra suurem. Rist-
tahuka korgus on 5 cm. Arvuta pohja mootmed, kui risttahu-
kas kaalub 882 g ja ta on klaasist, mille erikaal on 2,8.
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345.

346.

347.

348.

349.

350.

Leia korrapdrase nelinurkse piistprisma pd&hiserva pikkus,
kui tdispindala on S cm? ja prisma korgus on /2 cm.

Arvuta, kui:

1) $=170; h=10; 2). 50832, ‘h=72

Oodnsa kuubi seina paksus on | cm ja ta kaalub 189,7 g. Leia
vélimise serva pikkus, kui kuup on tehtud ainest, mille eri-
kaal on 0,7.

Kaks hoiust, millest iiks on 300 rbl. vorra suurem teisest,
olid hoiul 2%-ga. Molemad hoiused t6id 120 rbl. intresse,
sest vdiksem hoius oli I aasta kauem hoiul. Mitu aastat oli
hoiul suurem hoius?

Kahest metallist valmistatakse sulamit. Esimese metalli
erikaal on teise omast 1,5 vorra suurem. Kui esimest metalli
voetakse 20 g ja teist 40 g, siis sulami erikaal tuleb 9,4.
Arvuta molema metalli erikaal.

Ristkiilikukujulisele kooliouele rajati 2 vordse laiusega teed
nii, nagu naidatud joonisel 75. ,

Oue pikkus on 200 m ja laius 150 m.

Arvuta teede laius, kui muru alla jdanud pindala on 28 959 m?.

4.29. TAANDATUD RUUTYORRANDI LAHENDITE OMADUSED

Lahenda alljargnevas tabelis antud vorrandid. Arvuta iga
vorrandi puhul lahendite summa ja lahendite korrutis, {imar-
dades ligikaudsed tulemused kolme tiivenumbrini, ning tdida
tabel.

x2+px+q=0 Ko b Lk gl g gl g
fo !
i 3 ,
| |
! |

|
x2— 8x+15=0 '
x24+ 4x—21=0 l
x24+10x+24=0 | .
x24+10x+20=0 | §
x?—10x+18=0 | ‘

|
|
|
|

Vordle lahendite summat vorrandi lineaarliikme kordajaga
p ja lahendite korrutist vabaliikmega ¢. Mida paned tdhele?

Toestame teoreemi:

taandatud ruutvorrandi lahendite summa vordub muutuja esimese
astme kordaja vastandarvuga ja lahendite korrutis vordub vaba-
litkmega.
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Toestus. Taandatud ruutvorrandi

X+ px+g=0
lahendid on .

G B f ; Lo ™ =
x;=——’2’—]/—p4——q ja x2=——;—+ ’%——q.

Leiame esiteks lahendite summa. Et liitmisel juured koonduvad,
siis saame:
.\',+x2=.— -% +( — T):—p.

Leiame niitid lahendite korrutise: .

N |

Rakendades summa ja vahe korrutise valemit, lelame:

2
m2~ -= V———cz '=L-——+q g.
Niisiis
X XoT s Ps §a XiXo=4g.

See ruutvorrandi kordajate ja lahendite vaheline seos kannab
Viéta! (vietaa) teoreemi nime.

351. Otsusta iga vorrandi puhul:
millega vordub lahendite summa;
millega vordub lahendite korrutis;
kas lahendid on positiivsed voi negatiivsed voi on {iks lahend
positiivne ja teine negatiivne;
kui iiks lahend on positiivne ja teine negatiivne, siis kumb on
suurema absoluutvairtusega.

1) x2—11x+ 28=0 2) x2—12x—61=0
3) x24 4x—227=0 4) x2+14x+48=0
5) x24+13x+ 59=0 6) x2—16x+63=0
7) x2—13x+ 36=0 8) x2—17x—38=0
9) x2+ 8x—105=0 10) x2—19x—92=0

352. 1) Missugused on taandamata ruutvorrandi
ax?+bx+c=0

lahendite ja kordajate vahelised seosed?
I Viéta, prantsuse matemaatik, elas a. 1540—1603.
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2) Otsusta iga alljargneva vérrandi puhul:
millega vordub lahendite summa;
millega vordub lahendite korrutis;
missugused on lahendite mirgid.

1) 2x2— x— 4 =0 2) 8x2—T7x—28=0
3) 3x2+10x+ 6 =0 4) 2x2—6x+ 3=0
5) 5x?24+ 7x—17,5=0 6) 4x2—3x—12=0

4.30. RUUTVORRAND! KOOSTAMINE LAHENDITE JARGI

Ulesanne. Koosta ruutvorrand, mille lahendid on
X1 ja %

Lahendus. Viéta teoreemi jargi

X1+ xe=—p <=>p=—(x1+x2) ,

X1 Xe=q <=> =X X;.

Seega noutud ruutvorrand on

Xo— (x1+x2) x+x1x2=0 .

Nidide 1. Koostame ruutvorrandi, mille lahendid on 10 ja —8.
Lahendite summa on 104 (—8)=2. Lahendite korrutis on

10- (—8) = —80.
Seega p=—2 ja g=—80 ning otsitav ruutvorrand on
x2—2x—80=0.

Nidide 2. Koostame ruutvorrandi, mille lahendid on —%ja% ?

Antud lahendite summa on

1 = g o _‘2__~___l__'
il Y YT S caet Yy 3’
lahendite korrutis —l—)-—l';——l—

2 6 |

Iie . 2
{5 ning seega otsitav ruutvorrand on

Sl R A
Jarelikult p= 3iag

il SehRa SER
x+3,\ T 0.

Korrutades saadud vorrandi kumbagi poole 12-ga, saame samade
lahenditega taandamata ruutvérrandi :

12x2+4x—1=0.
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353. Kirjuta ruutvorrand, mille lahenditeks on:

1) 3ja 4 2)—ja0 8 2.1 8-l
4) —5jal10 ) >ja — = 6) —0,3 ja 0,2
7) oL ja gy 2 g 24} 9) —0,8 ja 0,5

10) —9ja 7 1) 45ja =09  12) Zja — =

13) 2ja—2 14) 3 ja —-;— 15) 04 ja ——_})
354. Koosta ruutvorrand, mille lahenditeks on: °

1) 1+72 ja 1-72

2) 2+¥3 ja 2—73

355. Leia kaks niisugust arvu, mille

1) summa on 14 ja korrutis on 45;
2) 2 i} —15 EE) 1 tx} 56;
] .
3) ) i) 4_2— ” i) ” 21
1 5
4) 5y ’ _3 5y tE) th) = 12 ’
5) i1 ‘ " 015 ” LE) i) _0»14-

N dide. Kahe arvu summa on ;— ja nende korrutis —T52-. Missu-
gused arvud need on?

Lahendus. Otsitavad arvud on niisuguse taandatud ruutvor-
randi lahenditeks, milles lineaarliikme kordaja on — % ja vaba-

liige — I—; otsitavad arvud on seega lahendid ruutvorrandile

_] _'_-)-— | g ’2——1 " — ==
37X~ 13 =0 ehk 12x2—4x—5=0.

Lahendades selle ruutvorrandi, saame

Do 1

KA =

L s 1
Otsitavad arvud on —;— 8w
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4.31. TEISE ASTME KOLMLIIKME LAHUTAMINE
LINEAARSEIKS TEGUREIKS

356. Korruta lineaarsed kaksliikmed ja koonda tulemus.

1) (x4+3)(x+9) 3) (3n+4)(n—T7)
2) (m+5)(m—4) | 4) (5y—2)(y—38)

Avaldisi, nagu x2+12x+27; 3m?+410m—8 jne. nimetasime teise
astme kolmliikmeteks ehk ruutkolmliikmeteks. Esimene neist on
tahe x ruutkolmliige, teine tdhe m ruutkolmliige.

Teise astme kolmliikme iildkuju on ax?+4bx+c¢, kus a, b ja ¢ on
antud arvud ja x on kolmliikme argument.

357. Mis on ruutkolmliikme graafiliseks l\u1utx:e' Kujuta graa-
filiselt ruutkolmliige x?—x—2.

Eelmises iilesandes ndgime, et kahe lineaarse kaksliikme korruta-
misel tekib ruutkolmliige. Kiisime niitid, kas ka iga ruutkolmliiget
saab esitada kahe lineaarse kaksliikme korrutisena ehk, teisiti Gel-
des, kas iga antud ruutkolmliiget saab lahutada lineaarseiks tegu-
reiks.

Lahendame kiisimuse esmalt taandatud ruutkolmliikme

x2+px+gq

kohta. Oletame, et leidub kaks lineaarset kaksliiget x—m ja x—n,
mille korrutis vordub antud ruutkolmliikmega, s. t.

(x—m) (x—n) =x24+px+gq.
Arvutades vorduse vasakul poolel seisva korrutise, saame
x2— (m+n)x+mn=x>+px+gq.

Siit ndeme, et otsitavate kaksliikmete x—m ja x—n vabaliikmed m
ja n peavad olema niisugused arvud, mille korrutis vordub antud
ruutkolmliikme vabaliikmega ja summa vordub antud ruutkolm-
liikme lineaarliikme kordaja vastandarvuga:

mn=q ja m+n=—p.

Kuid niisuguste omadustega arve me juba tunneme: need on ruut-
vorrandi

X2+ px+q=0
lahendid x, ja x,. Tdhendab

taandatud ruutkolmliige x2-+px-+gq lahutub tegureiks kujul
(x—X,)(x—X,), kus ¥, ja X, on ruutvorrandi X*4-px4qg=0
lahendid.
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Kui vorrandil x24px+¢=0 lahendid puuduvad, siis see tahendab,

et ei leidu kaht niisugust arvu m ja n, mille korrutis oleks ¢ ja

summa —p; jarelikult sel korral antud ruutkolmliige ei ole esita-
tav kahe lineaarse kaksliikme korrutisena.

Nidide 1. Lahutame tegureiks ruutkolmliikme x2—7x+6.

Lahendus. Vorrandi x2—7x+6=0 lahendamisel saame:
x=35+712,25—6=23,5+16,25=3,54+2,5;

X1=3,5+2,5=6;
x=35—-25=1.
Seega

x2—7x+6=(x—6) (x—1).

Tulemuse kontrollimiseks korrutame saadud tegurid:

(x—6) (x—1) =x2—Tx+6.

Nidide 2. Lahutame tegureiks ruutkolmliikme

u?+4u+5.

Lahendus. Vorrandi u?+4u+5=0 lahendamisel saame:
u=—247Y4—5=—2+)—1.

Et negatiivsest arvust ei saa leida ruutjuurt, siis vorrandil lahen-
did puuduvad ja seega antud ruutkolmliiget ei saa lahutada
lineaarseiks tegureiks.

358. Lahuta jargmised ruutkolmliikmed tegureiks:

1) x2— x—30 6) p*+5p—66
2) y?>— 3y—40 7) g> —8g—20
3) 22—10z—24 8) r’+8r— 9
4) u?— bu—24 9) n2— n—72
5) v2—17v+70 10) m2— m—12

Ruutkolmliikme ax2+bx+c lahutamiseks lineaarseiks tegureiks
votame esmalt arvu a sulgude ette:

ax2+bx+c=a( Pty —C) ;
a a
Sulgudes oleva taandatud ruutkolmliikme tegureiks lahutamiseks

tuleks lahendada ruutvorrand
b

x4 — x4 — =0.
a a
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Sel vorrandil on aga samad lahendid, mis on vorrandil
ax®+bx+c=0.

Leides selle vorrandi lahendid x; ja xo, saame antud ruutkolm-
liilkme lahutada tegureiks jargmiselt:

ax’+bx+c=a(x—x;) (x—xz).
Seega

ruutkolmliige ax®+4-6x + ¢ lahutub tegureiks a(x—Xxy)(%—x,),
kus X, ja X, on ruutvorrandi ax®>4-b6x-+c=0 lahendid.

Kui vorrandil ax?+bx+c¢=0 lahendid puuduvad, siis ruutkolm-
liiget ax?+bx+c ei saa lahutada lineaarseiks tegureiks.

Ndide 1. Lahutame tegureiks ruutkolmliikme '

S5u?+4u—4.
Lahendus. Vorrandi
S5ul+u—4=0

lahendamine annab:

S VTG -

i 10 R
seega

S =1 Y e _—1-9_
BEMNE IR TTR !
Jérelikult

Sulu—4=5(u— — ) (u+1) ehk 5u+u—4=(5u—4)(u+1).

359. Lahuta jargmised ruutkolmliikmed tegureiks:

1) a>2—20a+36 6) k2+k—132
2) ¢2+14c+48 7) m?*+11m—42
3) 2[2—T7f—4 8) 12n2+4+-5n—3
4) 3h?2+5h—2 9) 4p2—16p+15
5) 52— 141+8 10) 6r2+5r—1
360. Taanda murrud.
6x2—6 a?—49

1 6x2—5x—1 2) a’—ba—14

a’+3a-—4 a*—8
3) u?—3a+2 4) a?+a—56
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361. Lihtsusta avaldisi. s

3a2+7a—6  3a?—11a+6 3a+1  3a®—lla—4

1 30°—7a—6 . 3a’+1la+6 4) 3a—1 °~ 3a%+5a—2
2) a?—3a—28 = a’f3a—4 5) =1 . 3x2—20x-T7
a?2—25 = a?42a--35 3x24-8x—3 3x+1
3) a?*=a—2  3a—6 6) 2am+m?® ( 2 ” = \
a’4-6a—27 ° 2a—6 4a2—m? 2a—m )

4.32. RUUTVORRANDISUSTEEM

Ulesanne 1. Tiisnurkse kolmnurga kaatetite summa on 17 cm
ja hiipotenuus 13 cm. Leia kaatetite pikkused.

Lahendus. Olgu iihe kaateti pikkus x cm, teise pikkus y cm.
Ulesande tingimuste ja Pythagorase teoreemi pohjal saame siis-
teemi
{x +y= 17

24 y?=169,

milles iiks vorrand on lineaarne, teine ruutvorrand. Niisuguse siis-
teemi lahendamiseks avaldame lincaarvorrandist ithe muutuja

y=17—x

ja asetame leitud avaldise ruutvorrandisse selle muutuja asemele;
saame ithe muutujaga ruutvorrandi:

x2+4+(17—x)2=169,

x2—17x+60=0,

millest

X1= 12, .\'2=5.

Arvestades vordust y=17 —x, saame y,=5; y2=12.

Siisteemi lahendid on seega jérjestatud arvupaarid

(12; 5) ja (5; 12).

Otsitavad kaatetid on 12 cm ja 5 em. Lahendatud siisteemil on kiill
kaks lahendit, kuid meie iilesandele saime {ihe lahendi.
Ulesanne 2. Ristkiilikukujulise aknaava {imbermoot on 26 dm
ja pindala 40 dm?. Leia aknaava laius ja korgus.

Lahendus. Olgu akna laius x dm ja korgus y dm.
Ulesande tingimuste pohjal saame vorrandististeemi

2x+2y=26 ehk ¥kyi=13
xy=40 xy=40



Avaldades esimesest vorrandist muutuja y, saame
y=13—x.

Asetades avaldise 13—x teise vorrandisse y asemele, saame
x(13—x)=40 ehk x®>—13x+40=0.

Siit -

X1=8, X=5.

Arvestades leitud vordust y=13—x, saame

11=>5 ja y2=8.

Siisteemil on kaks lahendit: (8: 5) ja (5; 8).

Akna mootmed on seega jargmised: laius 8 dm ja korgus 5 dm
voi laius 5 dm ja korgus 8 dm. Sellel iilesandel on kaks lahendit.

Kui kahe muutujaga vorrandisiisteemis iiks vorrandeist on ruut-
vorrand, teine aga kas ruutvorrand voi lineaarvorrand, siis nime-
tame siisteemi ruutvorrandisiisteemiks.

7

Niiteks on siisteemid

% x2—2xy=232 x24+y?2=10
3+ y=10 iy=3

ruutvorrandisiisteemid.
Siisteemi nimetame ka siis ruutvorrandisiisteemiks, kui tema vor-
randeis ei esine kummagi muutuja ruuduga liiget, kiill aga liige
muutujate korrutisega. Nditeks on siisteem
gx+y=5

Xy=>5

ruutvorrandisiisteem.
Ruutvorrandisiisteemi, milles i{iks vorrandeist on lineaarne, saab
alati nii lahendada, et lineaarsest vorrandist avaldame iihe muu-
tuja ja paneme saadud avaldise ruutvorrandisse selle muutuja ase-
mele. Sel teel saame ithe muutujaga ruutvorrandi. Kui saadud ruut-
vorrandil on lahendid olemas, siis leiame need. Kui leitud muutuja
vaartused (enne iihe, siis teise) paneme lineaarvorrandisse selle
muutuja asemele, saame vastavalt teise muutuja kaks véartust.
Mone ruutvorrandisiisteemi lahendamisel saab rakendada liitmis-
votet,

Nidide 1. Lahendame siisleemi

x24-2y=37
6x—2y=18.

Ndeme, et kui vorrandite pooled liidame, siis kaob -muutuja y:
saame :
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X2+ 2y=37
6x—2y=18

x2+46x=>55;
siit x2+6x—55=0,
millest: x,=5 ja xp=—11."

Asendades x teises vorrandis esiteks vdartusega 5 ja parast vaar-
tusega —11, saame:

y1=6 ja yo=—42.
Meie siisteemi lahendid on (5; 6) ja (—11; —42).

362. Lahenda jargmised vorrandisiisteemid:

1) g.x?=y 2F F 4+ Tx=11
i+y==6 7x—3y=11
3) x2+2x=Ty+50 4) (3x242y=12
6x=7y+5 3x—2y=2
5) {.‘:2=y+26 6) (2x2+13=21y
2x=y+2 2x— 1= 3y
7) (5y*=8x 8) (x*=4y
:Sy—2=5x x+3=2y
9) (3x=24? 10) ( y»=14x4+79
{2x=4y+9 Sy=7x+ 4
11) {x2+y2=]3 12) zx2+y2=29
13) %xz-i-y?:l 14) (x2+y?>=20
T s y+x = 2
15) {x2—yi’=24 16) (x?2—y*=63
t+y =12 : x+y=9
17) %.\'2—y2=96 18) {2x2+3y2—4x+y=176
X—y = 2y—x=2
19) %.\72—y2=24 20) (4x2—3xy—3y>+4y=136
x—y = 2x+y=26

Kahe muutujaga siisteemi, mille iihe vorrandiga on antud muutu-
jate summa, teisega korrutis, saab lahendada taandatud ruutvor-
randi lahendite omaduste rakendamisega.
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Nidide 2. Lahendame siisteemi

t x+y=18
xy=56.

Lahendus. Koostame ruutvorrandi tema lahendite summa ja
korrutise pohjal:

22— 18z+56=0.

Selle ruutvorrandi lahendamisel saame:
21=14 ja z;=4.

Kui z2=x, siis zo=y, kui aga-z;=x, siis 2;=y:

%x.=14 {.\'22 4
n= 4 !/;7=l4.
363. Lahenda vorrandisiisteemid.
1) {,\'+y=15 4) {.\'+y=——5
xy=36 xp—6
2) %x+y=l2 5) (x+y=9
xy=35 ‘ XY= —36
3) (x+xy+y=11 5 0 PR el )
axy=7
Nadide 3. Lahendame vorrandisiisteemi
SR o n. AL
(3x—y) (3y—x) i 2
2.5 gl
=y 0,4.

Lahendus. Lihtsustame esimest vorrandit. Korrutame vorrandi

kummagi poole avaldisega 2 (3x—y) (3y—x), et vabaneda mur-
rust; saame

2y+6= (3x—y) (3y—x), millest 3x2+3y>—10xy+2y=—6.
Lihtsustame niiiid teist vorrandit. Korrutame vorrandi pooled aval-
disega 5 (x+4); saame

5x—by=2x+2y ehk 3x—Ty=0.

Niiiid lahendame vorrandisiisteemi

3x24+3y2— 10xy+2y=—6
3x—7Ty=0.
Rakendame asendusvotet. Teisest vorrandist saame
Ty

3x=7y, millest x=—.
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7y
Asendades esimeses vorrandis x av aldlsega , saame

R (7”) +3y2—10- LL - y+2y——6;
3--'%’—2+3y2—10§y—2+2y=—6;

49u2+3 acal /0/ +2y‘_"6

492+ 9y? —7()y +6y=—18; Yo
— 124+ 6y=—18;

22 —y—-3=0

Siit

Seega
7 3 Lild b e
W Ty Ml Rty ks e tasE S
Kontroll Esimese lahendi (3—;— : 1—;) korral saame:
P&
y+3 1= +3 i
(3x—y) (3y—x) 3.3_1_|_1_)<3 1_‘_—3—‘)
; 2 2
1 1
il ? the. 2
¢ 2
- e 2 | s = =0,5;
R S 4__—3__)
( e Figdnag
1 1
Y
2=y 2 2201
by g Sl SR 0

Teine lahend (— 2—;—; —1) annab

(3x—y) (3y—x) —(_3.2_%’_+1) (—3+2—;) {= 7+1)( —§)—

= - RO, Ry
= 3 =0,5;

3

10* 14




Nds

364.

1 1
SBELRE . Ehate ‘
X—y _ 3+= R e i)
Tox BORST R RS St |
3 =¥3

tus

| |
V1=3—2— x2=_..2_
p=1- b=

Lahenda vorrandisiisteemid.

1) [xy=32 £ 3% (8 S
X i
g =40 on
Y
- 3) [xy=32 4) (xy=30
x+y —3 x+y 11
X—= U x 5
D) [x2+y2=68 6) [x2—y2=48
11x—3y R x—2y 22_1_
x—1 y+1 2
7) [(x-2)(y—3)=1 8) [GtytD(x+y—1 4
9 xy+37
=1 e R
§—4 2x .
9) x—y=2b 10) ,\‘—y=a
x __a+b a+l
a=b "y X = gh=e()

365.

366.

367.

368.
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Téisnurkse kolmnurga iimbermo66t on 70 cm ja hiipotenuus
29 cm. Leia kaatetite pikkused.

Arvuta kaatetite pikkused tdisnurkses kolmnurgas, mille
hiipotenuus on 37 cm ja kaatetite summa on 47 cm.

Leia ristkiiliku kiiljed, kui ta {imbermdot on 20,6 dm ja diago-
naali pikkus on 7,3 dm.

Ristkiiliku imbermo66t on 20 cm ja pindala 20,6.cm® Arvuta
ristkiiliku kiilgede pikkused.



369.

370.

371.

372.

373.

374.

375.

376.*

377.%

Vordhaarse kolmnurga iimbermddt on 50 ecm ja alusele tom-
matud kérgus on haarast 2 cm vdrra lilhem. Arvuta kolm-
nurga kiiljed.

Vordhaarse kolmnurga iimbermddt on 14,4 dm ja haar on
alusele tommatud korgusest 2,5 dm vorra pikem. Leia kolm-
nurga kiilgede pikkused.

Arvuta rombi diagonaalide pikkused, teades, et nende vahe
on 14 cm ja rombi kiilje pikkus on 17 cm.

Leia rombi diagonaalide pikkused, teades, et nende summa
on 98 cm ja rombi kiilje pikkus on 35 cm.

Kaks toolist ehitasid koos todtades silohoidla valmis 12 tun-
niga. Mitu tundi oleks kulunud silohoidla ehitamiseks kum-
malgi toolisel iiksi, kui {iks neist oleks voinud selle t60 teha
10 tundi lithema ajaga kui teine?

Ajakirjanduses tehti ettepanek Tallinna linna toidujaatmete
drakasutamiseks ehitada linna lihedale sigade nuumamiseks
suurte sulgudega farm, kuhu mahuks 8000 nuumikut. Kui
kavatsetud sulgude arvu suurendada 10 vorra, siis voiks
igasse sulgu paigutada 40 nuumikut vahem. Mitu sulgu on
kavatsetud ehitada selles farmis ja mitu nuumikut on mael-
dud paigutada iihte sulgu?

Kui mehhaniseeritud suures seafarmis, milles on 8000 siga,
iihe inimese talitada oleks 400 siga rohkem, siis talitajate arv
viheneks 1 vorra. Mitu talitajat totab farmis ja mitu siga
on talitada igal to6tajal?

Rajoonidevahelises sotsialistlikus-voistluses sai 1960. aas-
tal esimese preemia Paide rajoon, teise preemia Marjamaa
rajoon. Teravilja keskmine hektarisaak oli Paide rajoonis
1,8 tsentneri vorra-suurem kui Mérjamaa rajoonis. Arvuta
need hektarisaagid, teades, et maa-ala, millelt Midrjamaa
rajoon sai saagi 1 ts, on 0,00825 ha vorra suurem kui maa-
ala, millelt Paide rajoon sai I ts.

Paide rajoonis valmistati 1960. aastal iga lehma kohta 0,7

tonni silo rohkem kui Mirjamaa rajoonis. Kui silo anda
lehmadele 100 pieva jooksul, siis peab Mirjamaa rajoonis
1 tonnist silost jitkuma lehmale 1 péeva vorra pikemaks
ajaks kui Paide rajoonis. Mitu tonni silo valmistati lehma
kohta kummaski rajoonis? Tulemused anna tdpsusega 0,1
tonni.

149



378.

379.*

380.

381.

382.

383.*

384.%

385.*
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100-kilomeetrise vahemaa so6itmisel kulutab 4,5-tonnise kan-
dejouga veoauto ZIL-151 bensiini 16 liitrit rohkem kui 2-ton-
nise kandejouga auto GAZ-63. Mitu liitrit bensiini kulutab
kumbki veoauto 100 kilomeetri sGitmiseks, kui auto GAZ-63
soidab iihe liitri bensiiniga 1,16 km rohkem kui ZIL-151?

Laeva lastimisel to6tasid algul 2 tundi 4 ithesuguse véim-
susega kraanat, seejarel liitusid neile veel 2 vidiksema voim-
susega kraanat. Kui koik kraanad olid koos té6tanud 3 tundi,
oli laev lastitud. Kui koik kraanad oleksid algusest peale
koos tootanud, siis oleks lastimiseks kulunud 4,5 tundi. Mitu
tundi oleks lastimiseks kulunud {ihel suurema voéimsusega
kraanal ja mitu tundi iihel vdiksema voimsusega kraanal?

Kaks jalakdijat hakkasid liikuma {ihest ja samast punktist
mooda risti asuvaid tdnavaid. Uhe jalakdija liikumise kii-
rus moodustas 809 teise omast. 20 minuti pédrast oli nende-
vaheline kaugus 2,5 km. Mitu minutit kulus kummalgi jala-
kdijal 1 km kdimiseks?

Kaks keha hakkavad {ihisest punktist {ihtlase kiirusega lii-
kuma mooda ristsirgeid. 10 sekundi pérast oli kehadevahe-
line kaugus 13 m. Uhe keha liikumise kiirus moodustas teise
kiirusest 2409%'. Arvuta kummagi keha liikumise kiirus.

Kaks tootajat jouavad antud t66 lopetada 16 tunniga. Kui
esimene sooritaks iiksinda —g— sellest toost ja seejdrel teine

teeks iiksinda iilejddnud osa, siis valmiks kogu t66 28 tun-
niga. Mitu tundi kuluks kummalgi iiksinda selle t66 tegemi-
seks?

Kahe kraani kaudu tditub vann 12 minutiga. Kui esmalt
sooja vee kraani kaudu taita 209 vanni ruumalast ja see-
jérel iilejddnud osa tdita kiilma vee kraani kaudu, siis saab
vann tdis 22 minutiga. Mitme minutiga saaks vann téis kum-
magi kraani kaudu iiksikult?

Segades kaks lahust, millest {iks sisaldas 48 g ja teine 20 g
kuiva joodkaaliumi, saadi 200 g uut lahust. Leia kummagi
lahuse esialgne kontsentratsioon, teades, et esimese lahuse
kontsentratsioon oli teise omast 15% vorra suurem.

Tee linnast A linna B ldheb algul {ilesmédge ja pérast alla-

mége. Tee pikkus iilesmdge on 90 km, mis moodustab 45%'

kogu tee pikkusest. Autobussi liikumise kiirus allamége on

=% v e oy = o e
20~h— vorra suurem kui {ilesmdge. Arvuta autobussi liiku-




mise kiirus iilesmige ja allamige, teades, et s6it linnast A
linna B kestab 5 tundi.

386.% Kui 20 kg 75%-list puupiiritust segada lahjema puupiiritu-
sega, milles on 60 kg vett, siis saadud segu kontsentratsioon
tuleb 10% vorra suurem lahjema puupiirituse kontsentrat-
sioonist. Leia segu kontsentratsioon.

387. Tsisternist, milles oli 4,8 tonni 609%-list happe lahust, voeti
teatud hulk lahust #ra ja pandi sama palju vett asemele.
Seejirel voeti teist korda sama palju lahust ja pandi jalle vett
asemele. Tulemuseks oli, et tsisterni jdi veel 2 fonni puhast
hapet. Kui palju puhast hapet voeti &ra kummalgi korral?

5. HULKNURKADE SARNASUS

5.1. VORDELISED LOIGUD

Kaht 16iku saab vorrelda nende pikkuste suhte abil. Nimetame
kahe 1oigu a ja b pikkuste suhet lihtsalt nende Idikude suhteks ja
a
7
arvutamiseks tuleb 16jkude pikkused véljendada samades tihikutes,
kui nad sellistena pole antud.

Niide. Ldikude a=0,8 m ja b=12 dm suhe
a:5=08m:12dm=8dm: 12dm= =

Kahe 16igu suhe & on ikka positiivne arv, sest 16ikude pikkused on
positiivsed arvud. Kui 2<C1, siis esimene 16ik on teisest lithem;
kui k=1, siis l16igud on vordsed; kui #>1, siis esimene loik on
teisest pikem.

Vaatleme niiiid nelja niisugust 1diku a, b, ¢ ja d, et 16ikude a ja b
suhe on vordne I6ikude ¢ ja d suhtega:

tihistame seda suhet siimboliga a:b vOi . Kahe . 16igu suhte

g snk

¢ (1)
Sel juhul 6eldakse, et 16igud a ja ¢ on vordelised [dikudega &
ja d.

Vérdest (1) saab selle liikmete timberpaigutamise teel tuletada
uusi vordeid, mis on antuga samavééirsed. Vaatleme kolme sama-
vairset vorret:

a ¢ PN 7 e ARLRNSI A
(T:—d_)(\_>(~;_ b )<_>( a i )
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Neist vorretest teine on saadud esimesest siseliikmete {imberpai-
gutamise teel, kolmas on saadud esimesest méiema suhte liikmete
limberpaigutamise teel. _

Nende vorrete samavadérsus iitleb, et

kui 10igud a ja ¢ on vordelised ldikudega & ja d, siis ka 16igud @
ja b on vordelised loikudega ¢ ja d ning 16igud & ja d on vordeli-
sed loikudega a ja c.

Olgu loigud a ja ¢ vordelised loikudega b ja d:

a C

A g 1R
Kui teineteisele vastavate loikude a ja b ning ¢ ja d suhet
tdhistame endiselt tihega &, siis ;

SR LAl LR
T—k ]a—d— —k,

millest 10igud a ja ¢ avalduvad nendega vordeliste loikude b ja d
kaudu jargmiselt:

a=~kb ja c=kd.

Arvu k nimetame 16ikude ¢ ja ¢ vordeteguriks 10ikude b ja d suh-
tes. Loikude a ja ¢ ning b ja d vordelisust saame avaldada kahel
samavaarsel kujul, kas vorde kujul vo6i vordeteguri abil kahe
vorduse kujul:

o et U e

(b—d)\—>lc=kd. :

Mone kiisimuse késitlemisel esineb rohkem kui kaks paari vorde-
lisi loike. Uldiselt, kui on antud kaks loikude hulka

‘¥={x11 x29 x3) oo sy xn},

Y={y1, y2 ys, ..., Yn},

mille elementidest saab moodustada vordsete suhete rea

B =g =y dfgy. - Un__ 3
£ oy

X Xg X3 Ty X
siis hulga Y elemendid on vordelised hulga X elementidega. Vorde-
teguri abil avaldub see vordelisus kujul

y1=kx,, yo=~kxs, ..., Yn=Rxn.

Kui hulga X suvalise elemendi tdhistame tdhega x ja sellele vas-
tava hulga Y elemendi tdhega y, siis vaadeldav vordelisus avaldub
kujul

Yy :x=k ehk y=*kx.

Vérdeliste 1oikude kohta kéivate teoreemide toestamisel vajame
jargmist abiteoreemi:
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kui iihe kolmnurga kdorgus on vordne teise kolmnurga korgusega,
siis kolmnurkade pindalade suhe vordub aluste suhtega.

Eeldus. CK=FL, kus CK on kolmnurga ABC kdrgus ja FL on
kolmnurga DEF l\orgus (joon. 84).

Viide. S;:S8:=AB:DE, kus S; on kolmnurga ABC pindala ja
S, kolmnurga DEF pmdala ,
Toestus. Avaldame kolmnurkade pindalad aluste ja korguste
kaudu ning arvutame pindalade suhte:

S AB2- cK- R e

S .S, AB-CK  DE.FL _AB.CK
NP T ST e N

Et CK=FL, siis tulemuse taandamisel saame:

S,:8:=AB : DE,

mida oligi vaja toestada.

Teoreemi toestuses esinevad 1oikude korrutised tahenda-
vad muidugi loikude pikkuste korrutisi, kusjuures need
pikkused on moodetud samades iihikutes.

Loikude korrutist saame tolgendada neile loikudele ehitatud rist-
kiiliku pindalana, nditeks AB-CK tdhendab niisuguse ristkiiliku
pindala, mille alus ja korgus on vastavalt vordsed loikudega AB
3L CK;

388. Uhe kolmnurga kiiljed on 12,4 cm, 8,6 cm ja 14,8 cm, teise
kiiljed 31 cm, 37 cm ja 21,6 cm. Lugedes vastavateks kiilge-
deks kolmnurkade koige pikemad kiiljed, keskmise pikkusega
kiiljed ja koige lithemad kiiljed, selgita, kas nende kolmnur-
kade kiiljed on vordelised.

389. Uhe kolmnurga kiiljed on 14 cm, 8 cm ja 12 cm, teise kolm-
nurga lithim kiilg on 10 cm. Leia teise kolmnurga iilejdédnud
kiiljed nii, et nende kolmnurkade kiiljed oleksid vordelised.

390. Kahe nelinurga kiiljed on vordelised ja viiksema nelinurga

kiiljed on 3,6 cm, 5 cm, 7,5 cm ja 12,4 cm. Arvuta suurema
- nelinurga kiiljed, kui kiilgede vordetegur on 2,5.
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391. Tédida jargmine tabel nii, et x ja y vdadrtused oleksid vorde-

lised.
| x |4 cm|24 dm| l5,4 dm| '18,5 ki
| y |6 cm| |9 dm | [10,2 m]| [78 km

392. Kolmnurgas on joonestatud {ihe kiilje mediaan. Leia tekki-
nud kolmnurkade pindalade suhe.

393. Labi kolmnurga iihe tipu on joonestatud sirge, mis jaotab
selle tipu vastaskiilje 16ikudeks suhtes 7 :5. Arvuta tekkinud
kolmnurkade pindalad, kui antud kolmnurga pindala on
102 cm2

5.2. NURGA HAARADE LOIKAMINE PARALLEELSETE
SIRGETEGA

Antud I6ikudega vordelisi 16ike on voimalik saada sellekohase
konstruktsiooni teel. See konstruktsioon pohineb jdrgmisel teo-
reemil, mida nimetatakse kiirteteoreemiks: !

kui nurga haarasid Idigata paralleelsete sirgetega, siis iihel haa-
ral tekkinud loigud on vordelised teise haara vastavate Ioiku-
dega.

Toestame kiirteteoreemi kahe l6ikaja puhul.

Eeldus. Nurga AOB haarad on l6igatud paralleelidega AB|/CD.
Vidide. OA:OB=AC :BD=0C: OD (joon. 85).

Toestus. Joonestame abisirged AD ja BC. Tekkinud kolmnur-
gad ABC ja ABD on iihise alusega AB ja vordsete korgustega,
sest aluse vastastipud C ja D asetsevad alusega paralleelsel sirgel
CD. Seega need kolmnurgad on pindvordsed:

Sasc=SasBp.

Vaatleme edasi kolmnurki OAB ja ACB. Vottes neis aluseks vasta-
valt OA ja AC, on neil {ihine korgus, mis valjub tipust B. Eespool
toestatud abiteoreemi jédrgi suhtuvad nende kolmnurkade pindalad
Soap ja Sacp nagu vastavad alused, s. t.

Soas: Sapc=0A4A AC, (1)
Samal viisil leiame kolmnurkade OAB ja BAD pindalade suhte,
sest ka neil on iihine korgus, mis véljub tipust A4:

S(:AB . SABD=OB +“BD. (2)

Et toestuse jargi Sapc=S.asp, siis vorrete (1) ja (2) vasakud poo-
led on vordsed. Kuid siis on vordsed ka nende paremad pooled:

OA :AC=0B:BD,
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Joon. 85 Joon. 86

millest siseliikmete vahetamisel jareldub, et

04 _ AC. ' :
OB  BD ° 3)
Sellega on viitest kahe suhte vordsus toestatud. Nditame, et kol-
mas suhe on vordne eelmistega. Selleks kasutame vordetegurit.

Olgu 24 _ A€ ¢ Siis 0A=k-0B, AC=k-BD.

Nende vorduste vastavate poolte liitmisel saame, et
OA+AC=k-OB+k-BD=Fk-(OB+BD)
ehk (vt. joon. 85)

e e, 5 /
OC=k-0D <=>—==k. (4)

Uhendades tulemused (3) ja (4), saame:

Jédreldus. Kui nurga haarad on loigatud paralleelsete sirge-
tega, siis loikajate 16igud nurga sees on vordelised nurga haara
16ikudega nurga tipust kuni vastava loikajani.

Eeldus. Nurga AOB haarad on ldigatud sirgetega AB|CD
(joon. 86).

Viide. AB:0A=CD:OC.

Toestus. Joonestame abisirge AE||OD. Siis nurga OCD haarad
on ldigatud paralleelsete sirgetega AE ja OD. Kiirteteoreemi jérgi
on haaradel tekkinud 16igud vordelised:

ED:0A=CD: OC. (5)

Et ABDE on roopkiilik, siis ED=AB. Asendades vordes (5) 16igu
ED temaga vordse 16iguga AB, saame:

AB:QA=CD : OC, m..0. {: L.

155



IR P R T

Joon. 87 Joon. 88

Kiirteteoreem voimaldab konstrueerida antud kolme-16igu a, b, ja
¢ neljandat vordelist, s. 0. 16iku x, mis tdidab tingimust

QU= oy .

Selleks kanname vabalt voetud nurga iihele haarale, alates nurga
tipust, 16igud a ja b (joon. 87) ning teisele haarale l6igu ¢, Edasi
joonestame ldbi 16ikude a ja c teiste otspunktide sirge ja sellele
14dbi 10igu b teise otspunkti paralleeli. Viimane I6ikab nurga teist
haara punktis, mille kaugus nurga tipust vordub otsitava loiguga
x, sest kiirteteoreemi jargi a:c=b:x ehka:b=c:x.

Ulesannet saab lahendada ka nii, et kanname 16igud a ja b nurga
ithele haarale jérjestikku (joon. 88).

394. Leia nii arvutamise kui ka joonestamise teel neljas vordeline
16ikudele a=3,2 cm, b=4,8 cm ja ¢c=4,2 cm.

395. On antud kolm 16iku: a, b ja c. Konstrueeri loigud:

'_'a—b' = be =.l£
1).x——c, 2) g 3):z b
Nadpunédide. Konstruktsiooni leidmiseks koosta vorre.
Kui nditeks x=m—p”, siis px=mn jaTZ— =—:~, tdhendab, 16ik x

on loikude p, m ja n neljas vordeline.

396. Vordhaarse trapetsi alused on 14 cm ja 9 cm, haarad on 7 cm.
Kui palju tuleb haarasid pikendada, et nad 16ikuksid?

397. Trapetsi alused on 6 ¢cm ja 3,2 cm, haarad on 3 cm ja 2,5 cm.
Kui palju tuleb iiht, kui palju teist haara pikendada, et nad
16ikuksid?

398. Kolmnurk, mille kiiljed on 8 cm, 12 ¢cm ja 16 cm, on ldigatud
koige lithema kiiljega paralleelse sirgega nii, et tekkinud uue
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kolmnurga koige pikem kiilg on 12 cm. Arvuta uue kolm-
nurga teiste kiilgede pikkused.

399. Kolmnurga kiilgede pikkused on 12 cm, 18 cm ja 20 em.
Kolmnurk on loigatud koige pikema kiiljega paralleelse sir-
gega nii, et tekkinud trapetsi lithem haar on 4 cm. Arvuta
selle trapetsi teiste kiilgede pikkused.

400. Roopkiilik, mille iiks diagonaal on 15 em, on Ioigatud selle
diagonaaliga paralleelse sirgega nii, et tekkinud trapetsi
haarad on 8 cm ja 10 cm ning {imbermdot on 42 cm. Arvuta
roopkiiliku {imbermoot.

5.3. KHRTETEOREEMI POUORDTEOREEM

Toestame kiirteteoreemi poordieoreemi:

kui kaks sirget l6ikavad nurga haarasid nii, et iihel haaral tekki-
nud 10igud on vordelised vastavate loikudega nurga teisel haaral,
siis need sirged on paralleelsed.

Eeldus. OA:0B=0C: 0D (joon. 89).

Vidide. ABI|CD.

Toestus. Oletame, et sirged AB ja CD ei ole paralleelsed.
Votame 1dbi punkti C sirgega AB paralleelse sirge CE, kus E=0B
(joon. 89). Kiirteteoreemi pohjal siis

OA :0B=0C: OE.

Vorreldes saadud vorret eelduses antud vordega, ndeme, et neis
kolm liiget on samad. Jdrelikult ka neljandad on samad: OD=OE.
Kuid siis punktid D ja E iihtivad, samuti ka sirged CD ja CE. Et
konstruktsiooni jargi AB|CE, siis ka AB||CD, m. o. t. t.

Kiirteteoreemi poordteoreem voimaldab joonestada antud sirgele u
paralleeli v 1dbi punkti A, mis ei asetse sirgel u (joon. 90). Selleks
joonestame teisel pool sirget u voetud punktist O sirged OA ja

ey
1%

Joon. 89 Joon. 90
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OD, kus D=u, leiame punkti C=0A(| u, méddame 16igud 04, OC
ja OD ning arvutame 16igu OB pikkuse vordest

OB :04A=0D:0C.

Saadud pikkusega 16igu kanname sirgele OD alates punktist O.
Nii saame punkti B, mida ldbib otsitav paralleel v.

401. Joonesta antud sirgele paralleelne sirge ldbi antud punl\tl
kasutades 16ikude mootmist.

402. Kolmnurga kaks kiilge on 6 cm ja 9 em. Neist lithemat kiilge
on 4 cm vorra pikendatud iile kolmanda kiilje otspunkti. Kui
palju tuleks pikendada pikemat kiilge iile kolmanda kiilje
otspunkti, et 1dbi pikenduste otspunktide minev sirge oleks
paralleelne kolmnurga kolmanda kiiljega?

403. Joonisel on antud nelinurk, mille kolm jérjestikust kiilge on
pikkusega 12 iihikut, 8 ithikut ja 5 iihikut. Et otsustada, kas
see nelinurk on trapets, pikendatakse kiilge, mille pikkus on
8 c¢m, kuni I6ikumiseni nelinurga neljanda kiiije pikendusega.
Kui plkk peaks olema esimesena nimetatud kiilje pll\endus
et nelinurk oleks trapets?

404. Kolmnurka loikav sirge jaotab {ihe kiilje 16ikudeks 4,2 cm ja
2,4 cm, teise kiilje loikudeks 6,4 cm ja 3,6 cm, alates nende
kiilgede iihisest otspunktist. Kas loikaja on paralleelne kolm-
nurga kolmanda kiiljega?

5.4. VEKTORI KORRUTAMINE ARYUGA

Olgu nurga O haarad endiselt 10igatud paralleelsete sirgetega AB
ja CD ning olgu OC=k-0OA (joon. 91). Kiirteteoreemi ja selle
jarelduse jargi siis OD=£k-OB ja CD=Fk-AB.

Vaatleme koiki neis vordustes esinevaid loike suunaga loikudena
ehk vektoritena, kirjutades

OC=k-0A; CD=k-AB; OD=Fk-OB.
Iga vorduse paremaks pooleks on siin vektori ja positiivse arvu

korrutis. Selle korrutise voime defineerida jargmiselt:

vektori o ja positiivse arvu R korrutis k.9 tihendab vektoriga
; samasihilist ja samasuunalist vektorit, mille pikkus vordub vek-

tori ;pikkuse ja arvu k korrutisega.

158




2

!

/o

Joon. 91 Joon. 92 Joon. 93

Niiteks 3-0 tihendab vektorit, mis on samasihiline vektoriga o
(s.t. nad asetsevad paralleelsetel sirgetel voi iihel ja samal sir-

gel), on sellega samasuunaline, kuid tema pikkus on vektori F]
pikkuse 3-kordne (joon. 92). Vektori korrutamiseks negatiivse
arvuga korrutame ta esmalt selle arvu absoluutvddrtusega ja
votame siis saadud vektori vastandvektori (joon. 93).

Jooniselt 91 voime niha, et vektorite summa korrutamisel arvuga
kehtib jaotuvuse seadys (nagu arvude summa Kkorrutamisel
arvuga):

k-(OA+AB)=k-OA+k-AB.

Toepoolest, joonise jargi selle vorduse vasak pool

k- (OA+AB)=k-OB=0D

ja parem pool

k-OA+k-AB=0C+CD=0D,

seega vorduse pooled on vordsed.

405. Joonesta vabalt voetud vektori gjérgi vektorid Q-Z b Y

ja —1,5-a.
406. Mis voib delda vektoritest AB ja CD, kui AB=—4-CD?
407. On antud kolmnurk ABC. Leia vektorite summa
AB+-L .BC+-BA.
408. Kolmnurga ABC kiilje AC keskpunkt on D ja kiilje BC kesk-
punkt E. Tee joonis ja ndita vektorite liitmise teel, et DE=

— —;A—é Mis sellest jareldub kolmnurga keskldigu kohta?
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409. Roopkiiliku ABCD diagonaalide 16ikepunkt on E. Tee joonis
ja leia jargmised vektorid:

AR

AB+—.BD; AE+—.BC+

+ BA; L (4C-2-BE).

s

I
-

5.5. HOMOTEETSUSTEISENDUS

Olgu antud mingi punkt O ja arv ks%0. Votame mingi punkti-
hulga {4, B, C} ja leiame teise punktihulga

{4”, B, C'} nii, et

OA’=k.0A, OB’=k-OB, OC’=k-OC.

Antud arv & voib seejuures olla kas positiivne (joon. 94) voi nega-
tiivne (joon. 95).

Oeldakse, et me oleme punktihulga {4, B, C} teisendanud hulgaks
{A’, B/, C’}. On arusaadav, et antud punkti O ja arvu & korral
(k5=0) saame leida igale punktile P, mis erineb punktist O, tema

teisendi P’: punktiks P’ on vektori k-OP 16pp-punkt. Punkti O
teisendiks loeme selle punkti enda.

Kirjeldatud teisendust nimetatakse homoteetsusteisenduseks ehk
lihtsalt homoteetsuseks ja punkti P’ homoteetseks punktiga P.
Punkt O on homoteetsuskeskpunkt ja arv 2 homoteetsustegur.
Osates leida punktiga homoteetset punkti, saame leida iga kujun-
diga homoteetset kujundit, sest iga kujund koosneb ju punktidest.
Homoteetse kujundi kergemaks leidmiseks on kasulik tunda homo-
teetsusteisenduse jargmisi omadusi.

Sirgega homoteetseks kujundiks on selle sirgega samasihiline
sirge. -

D

x

]

I
~\
<,

o

Joon. 94 Joon. 95
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Joon. 96 Joon. 97 Joon. 98

Toestuseks eeldame, et on antud homoteetsuskeskpunkt O ja
-tegur k. Votame esmalt sirge s 1dbi punkti O (joon. 96). See sirge
teisendub samaks sirgeks, sest kui votta sirgel s punkt M, siis

(T/Dl’=k-&ﬁ asetseb ju taielikult samal sirgel, seega ka M'=s.

Votame niiiid sirge s nii, et Ogts (joon. 97). Leiame selle mingi
kahe punktiga A ja B homoteetsed punktid A” ja B’. Joonestame
sirge s'=A’B’. Et OA’=k-0A ja O_§’=k-51§, siis kiirteteoreemi
poordteoreemi jargi s’lls. See sirge s’ ongi homoteetne sirgega s
punkti O suhtes, sest kKui votame sirgel s mingi punkti M, joones-
tame kiire OM ja leiame punkti M'=0M () s, siis nurga AOM haa-

rad on loigatud paralleelidega s ja s’ ning kiirteteoreemi jargi oM’ =

=k-(7\7l, mis fitlebki, et M’ on homoteetne M-ga. Seega, kui O<s,
siis s'=s, kui Oes, siis s§’|lls. Sirge s’ joonestamiseks juhul, kui
O«£s, leiame sirge s’ ithe punkti ja joonestame sellest 1dbi sirgega
s paralleelse sirge.

Et sirgega homoteetseks kujundiks on sirge, siis:

1) 16iguga homoteetseks kujundiks on antud loiguga samasihiline
16ik (AB ja A’B’ voi AB ja A”B” joonisel 98);

2) kiirega homoteetseks kujundiks on antud kiirega samasuuna-
line kiir voi vastandsuunaline kiir (m ja m’ v6i m ja m” jooni-
sel 99);

3) nurgaga homoteetseks kujundiks on antud nurgaga samasuu-
naliste haaradega nurk voi vastandsuunaliste haaradega nurk
(LA ja LA’ voi LA ja £A” joonisel 100);

4) hulknurgaga homoteetseks kujundiks on antud hulknurgaga
samanimeline ja vastavalt samasihiliste kiilgedega hulknurk
(hulknurk ABCD ja A’B’C’D’ voi ABCD ja A”B”C”D” jooni-
sel 101). s
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Joon. 101 s

Et vastavalt samasuunaliste, samuti ka vastandsuunaliste haara-
dega nurgad on vordsed, siis

nurga suurus homoteetsusteisendusel ei muutu.

Nii on joonisel 100 LA=ZA’" ja LA=ZLA".

410. On antud homoteetsuskeskpunkt O ja -tegur k. Leia kolme

411.

412.

162

vabalt voetud punktiga homoteetsed punktid. Lahenda {iles-
anne juhul, kui
1y k=3; '2)rk==2,3) k==15.

On antud homoteetsuskeskpunkt ja iiks paar homoteetseid
punkte. Leia homoteetsustegur.

On antud homoteetsuskeskpunkt ja {iks paar homoteetseid

punkte. Leia ainult joonestamise teel vabalt voetud punktile

homoteetne punkt.

Lahenda iilesanne kahel juhul:

1) kui vabalt voetud punkt ei asetse antud punktidega {ihel
sirgel,

2) kui vabalt voetud punkt asetseb antud punktidega iihel
sirgel.

Ndpunédited. Juhul 1 vota abiks sirge, mis ldbib iiht
antud punkti (mitte tikskoik kumba!) ja vabalt voetud punkti.



413.

414.

415.

416.

417.

418.

419.

420.

421.

7

Juhul 2 taanda iilesanne juhule 1, vottes abiks mingi punkt,
mis ei asetse antud punktidega iihel sirgel. z

Sirgel on antud jarjestikku punktid P, Q ja R nii, et PQ=4
tthikut ja QR=3 iihikut. Kui {iks neist punktidest votta homo-
teetsuskeskpunktiks ja iilejddnud punktid itheks paariks vas-
tavateks punktideks, siis saame kuus erinevat homoteetsust.
Arvuta iga homoteetsuse puhul tegur ja koosta - tulemustest
jargmine tabel. .

l};leosr‘r:;’)ltl(:lel::us- Homoteetsus I Tegur
> S 3
P PR=Fk-PQ l 1 .y

On antud homoteetsuskeskpunkt ja 16ik, mille pikendus ei
ldbi homoteetsuskeskpunkti. Joonesta antud ldiguga homo-
teetne 1oik, kui viimase {iks punkt on antud.

On antud homoteetsuskeskpunkt ja 10ik, mille pikendus ldbib
homoteetsuskeskpunkti. Joonesta antud 16iguga homoteetne
16ik, kui viimase iiks otspunkt on antud.

On antud kolmnurk ja selle sees homoteetsuskeskpunkt. Joo-
nesta homoteetne kolmnurk, kui tegur on 2,5.

Lahenda eelmine iilesanne tingimusel, et homoteetsustegur
on —25.

Kuidas nimetatakse teisiti homoteetsust, mille tegur on —1?
mille tegur on 1?

Joonesta vabalt voetud viisnurgaga homoteetne viisnurk, kui
keskpunktiks on. viisnurga iiks tipp ja homoteetsustegur

3
01’14.

Lahenda eelmine iilesanne tingimusel, et homoteetsustegur

3
on T-

Kui punkt P on homoteetne punktiga Q punkti O suhtes, siis

ka @ on homoteetne punktiga P sama punkti O suhtes. Mis
voib oelda homoteetsustegurite kohta?
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422. Milleks teisendub korrapdrane hulknurk homoteetsusteisen-
dusel?

423. Mis on ringjoonega homoteetseks kujundiks? Kuidas seda
pohjendada?

5.6. HULKNURKADE SARNASUS

Vaatleme kaht homoteetset hulknurka, néiteks nelinurki ABCD ja

A’B’C’D’ joonisel 101. Neil nelinurkadel on peale nelinurkade

iildiste omaduste veel mitmed eriomadused, mida igal nelinurga-

paaril ei ole. Niisugused omadused on néiteks jargmised:

1) hulknurkade vastavaid tippe A ja A’, B ja B’ jne. labivad sir-
ged loikuvad iithes ja samas punktis (homoteetsuskeskpunktis);

2) hulknurkade vastavad kiiljed AB ja A’B’, BC ja B’C’ jne. on
samasihilised;

3) hulknurkade vastavad nurgad A ja A’, B ja B’ jne. on vordsed
(sest kaks homoteetset nurka on vordsed);

4) hulknurkade vastavad kiiljed on vordelised (vordeteguriks on
homoteetsustegur voi selle absoluutvaartus).

Viime niiiid {ihe neist hulknurkadest mingi liikumisega (liikkega,

peegeldusega, poordega) teisele kohale. Sellel liikumisel omadu-

sed 1 ja 2 voivad kaduda, kuna omadused 3 ja 4 jddvad piisima,

sest nurga suurus ja 16igu pikkus liikumisel ei muutu.

Hulknurki, millel on omadus 1, nimetatakse perspektiivseteks.

Joonis 102 kujutab kaht punkti O suhtes perspektiivset kolmnurka,

mis pole homoteetsed.

Hulknurki, millel on omadus 1 ja 2, nimetatakse, nagu teame,

homoteetseteks.

Hulknurki, millel on omadused 3 ja 4, nimetatakse sarnasteks. Siit

selgub jargmine definitsioon:

kaht hulknurka nimetatakse sarnasteks, kui iihe hulknurga nurgad
on vastavalt vordsed teise hulknurga nurkadega ja vordsete nur-
kade ldhiskiiljed on vordelised.

[

A B¢ H

Joon. 102 Joon. 103
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Kaks mingi punkti suhtes homoteetset hulknurka on seega alati
sarnased. Seetottu nimetatakse homoteetsusteisendust ka sarnasus- -
teisenduseks, homoteetsuskeskpunkti sarnasuskeskpunktiks ja
homoteetsustegurit sarnasusteguriks. -

Kuid ka kaks mittehomoteetset hulknurka voivad olla sarnased.
Niiteks on joonisel 103 kujutatud nelinurgad ABCD ja EFGH sar-
nased, kuna

LAS=ZE ZB=/AF, LC=X£G, £D="/H*]a

AB:EF=BC :FG=CD:GH=AD : EH=2.

Seevastu joonisel 104 kujutatud tdhe M kujulised hulknurgad pole

sarnased, sest nende vastavalt vordsete nurkade ldhiskiiljed pole
vordelised.

L | ;

Kahe hulknurga ABCD ja EFGH sarnasust mirgitakse kujul

ABCD ~EFGH.

Sarnaste hulknurkade nimetused tuleb seejuures kirjutada nii, et

nende vastavate tippude tahised on molemas nimetuses {ihel ja

samal kohal. Mirkides hulknurkade sarnasust nii, saame valemist

ABCD ~ EFGH vilja lugeda jargmist:

LA LZE, ZB=ZF, £LC=/LG, £D=4LH

ja

ABEF=BC.FG=CD:GH=AD:EH.

424. Selgita, kas joonisel 105 kujutatud ristkiilik ja réopkiilik on
sarnased. Kui ei, siis miks ei ole.

425. Selgita, kas joonisel 106 kujutatud roépkiilikud ABCD ja
AB;,C,D, on sarnased voi mitte. Miks?

8 c

Joon. 104 Joon. 105

A ) D Joon. 106

426. Pohjenda viidet, et kaks vordset hulknurka on sarnased.

427. On antud, et AABC ~ AKLM. Mis sellest jireldub kolmnur-
kade nurkade ja kiilgede kohta? e
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428,

429.

430.
431.
432.

433.

434.

435.

436.

437.

166

Pohjenda véidet, et kolmnurkade sarnasusel on

1) vahetuvuseomadus, s. 't. kui AABC~ ADEF, siis ka
ADEF ~ AABC; :

2) iihenduvuseomadus, s. t. kui AABC ~ ADEF ja
ADEF ~ AKLM, siis ka AABC ~ AKLM.

Filmilindi kaadri laius on ligikaudu 22 mm ja sellest.saadud
pildi laius 3,3 m. Mitu korda on pilti suurendatud?

Suurenda mingi viisnurk 2 korda.
Vihenda mingi kuusnurk 3 korda.
Joonesta ristkiilik mootmetega 6 cm ja 4 cm ning selle sisse
teine ristkiilik nii, et nende kiilgede vahele jddks igal pool

1 cm laiune riba. Selgita, kas need ristkiilikud on sarnased.

Tabelis on antud korvuti kaks ristkiilikut oma mootmetega
Otsusta, kas nad on sarnased.

Harj. nr I ristkiilik IT ristkiilik
1 l 5mja9m |~ 45mija25m
2 | 06mija08m | 018mja032m
3 | 18cmja20cm | 60 cm ja 54 cm
4 | 810m1a45cm [ 15 ¢cm ja 27 cm
1 1 % 1 :
5 I 6—dm ja 4—-dm { 5—-dm ja 3—-dm

Risttahuka mootmed on 2 cm, 4 cm ja 8 cm. Missuguste
mootmetega tahud on-sellel risttahukal sarnased?

Ristkiilikut suurendati 2, 3, ..., & korda. Mitu korda suurenes
ristkiiliku pindala?

Suurenda mingit viisnurka 3 korda, vottes sarnasuskesk-
punktiks viisnurga tihe tipu.

Kirjutuspaberi lehtede standard-formaadid on {iksteisega sar-
nased, kusjuures iga jargmine vidiksem formaat saadakse
eelmise formaadi poolitamise teel. Nédita, et niisuguse for-
maadi mootmete suhe on vordne ruudu kiilje ja diagonaali
suhtega.



438. 1) Millal on kaks ruutu sarnased?
2) Millal on kaks korrapidrast kuusnurka sarnased?
3) Millal on kaks rombi sarnased?

439. Niita, et kujundite vordsus on sarnasuse erijuhtum.

5.7. KOLMNURKADE SARNASUSE TUNNUSED

+Hulknurkade sarnasuse definitsiooni jargi
AABC ~ ADEF, kui |

Ly LoDV DI L R -k B

AB :DE=BC:EF=AC: DF.

Néitame, et koik need viis tingimust on tdidetud, kui on tdidetud

kaks sobivalt valitud tingimust. Selleks tutvume kolmnurkade sar-

nasuse tunnustega. Nende tunnuste toestamisel rakendame peami-

selt kaht tosiasja:

1) kaks homoteetset kolmnurka-on sarnased;

2) kui kolmnurk on sarnane iihega kahest vordsest kolmnurgast,
siis ta on sarnane ka teisega.

Kolmnurkade sarnasuse I tunnus:

kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks kiilge on
vordelised teise kolmnurga kahe kiiljega ja nende kiilgede vaheli-
sed nurgad on vordsed.

Eeldus. ZA=2D; AB:DE=AC : DF (joon. 107).

Viaide. AABC~ ADEF.

Toestus. Mirgime AABC kiiljel AB 16igu AK=DE ja joones-
tame punktist K sirge KL||BC. Siis AABC ~ AAKL, sest nad on
homoteetsed (punkti A suhtes). Seetottu

AB _ AC
AKE SALY

Saadud vorde esimesed kolm liiget on vastavalt vordsed eelduses
antud vorde esimese kolme liikmega. Sellest jdreldub, et ka nende
neljandad litkmed on vordsed:

Aly=DE.

Toetudes kolmnurkade vordsuse tunnusele KNK saame niiiid, et

¢
E

/\ Joon. 107

A K 8 D ;
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AAKL=ADEF. Et AABC oli esxmesega neist sarnane, siis ta on
sarnane ka teisega:

AABC ~ ADEF.

440. Niita, et kaks tdisnurkset kolmnurka on sarnased, kui iihe
kolmnurga kaatetid on vordelised teise kolmnurga kaate-
titega.

441. Niita, et kaks vordhaarset kolmnurka on sarnased; kui iithe
kolmnurga tipunurk on vordne teise kolmnurga tipunurgaga.

442. Uhe kolmnurga iiks nurk on 70° ja selle ldhiskiiljed on 16 cm
ja 35 cm, teise kolmnurga kahe nurga summa on 110° ja
nende nurkade vastaskiiljed on 2,1 m ja 0,96 m. Kas need
kolmnurgad on sarnased? :

443. Uhe kolmnurga iiks nurk on 60° ja selle ldhiskiiljed on 10 cm
ja 15 cm, teise kolmnurga kaks nurka on 55° ja 65°, nende
vastaskiiljed 15 cm ja 20 cm. Kas need kolmnurgad on sar-
nased?

Kolmnurkade sarnasuse II tunnus:

kaks kolmnurka on sarnased, kui ithe kolmnurga kaks nurka on
vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe nurgaga.

Eeldus. LZA=/D; ZB=/E (joon. 108).

Vidide. AABC~ ADEF.

Toestus. Margime AABC kiiljel AB 16igu AK=DE ja joones-
tame punktist K sirge KL||BC. Nii saadud kolmnurk AKL on sar-
nane kolmnurgaga ABC, sest nad on homoteetsed. Uhtlasi tun-
-nuse NKN jérgi

AAKL=ADEF,

sest LZA=/D, AK=DE ja £LK= 4B= ZE (miks?).

Et kolmnurk ABC oli sarnane kolmnurgaga AKL, siis on ta sar-

nane ka sellega vordse kolmnurgaga DEF
AABC ~ ADEF.

444, Niita, et kaks tédisnurkset kolmnurka on sarnased, kui {the
kolmnurga {iks teravnurk on vordne teise kolmnurga terav-
nurgaga.

445. Niita, et kaks vordhaarset kolmnurka on sarnased, kui iihe
kolmnurga alusnurk on vordne teise kolmnurga alusnur-

gaga.

446. Uhe kolmnurga kaks nurka on 50° ja 60°, teise kaks nurka
aga 60° ja 70°. Kas need kolmnurgad on sarnased?
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447. Toesta, et tdisnurkse kolmnurga korgus jaotab antud kolm-
nurga kaheks kolmnurgaks, mis on sarnased antud kolm-
nurgaga.

Kolmnurkade sarnasuse III tunnus:

kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kiiljed on vorde-
lised teise kolmnurga kiilgedega.

AB AC BC-- %
Eeldus.BE=D—F-—E—F (joon. 108).

Viide. AABC~ ADEF.

Toestus. Mirgime AABC kiiljel AB loigu AK=DE ja joones-
tame selle 16pp-punktist K sirge KL|IBC. Siis kolmnurgad ABC ja
AKL on homoteetsed, seega

AABC ~ ANAKL,
nii et

Saadud vordsete suhete esimesed liikmed on samad eelduses antud
suhete esimeste liikmetega ja esimeste suhete teised liikkmed AK ja
DE on vordsed. Sellest saab jireldada (kuidas?), et ka {ilejddnud
suhete teised liilkmed on vastavalt vordsed:

AL=DF ja KL=EF.

Kolmnurkade vordsuse tunnuse KKK pohjal saame niiiid, et
AAKL = ADEF. Et kolmnurk ABC on sarnane kolmnurgaga AKL,
siis on ta sarnane ka sellega vordse kolmnurgaga DEF:

AABC ~ ADEF.
448. Uhe kolmnurga kiilgede pikkused on 4 cm, 6 cm ja 8 cm,

teise kiilgede pikkused aga 18 cm, 24 cm ja 12 em. Kas need
kolmnurgad on sarnased?

J
449. Uhe kolmnurga kiilgede pikkused on 0,3 m, 0,5 m ja 0,7 m,

teise kiilgede pikkused aga 21 m, 15 m ja 10 m. Kas need
kolmnurgad on sarnased?
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450. Kaks kolmnurkset maatiikki on kujult sarnased, kusjuures
ithe maatiiki kiiljed on 64 m, 80 m ja 46 m ning teise maa-
tiiki koige pikem kiilg on 360 m. Arvuta teise maatiiki iimber-
moot.

451. Kahe sarnase kolmnurkse karjakopli piiramiseks kahetraa-
dise aiaga kulus kokku 600 m okastraati. Uhe kopli kiilgede
pikkused olid 45 m, 60 m ja 75 m. Kui pikad olid teise kopli
kiiljed?

Kolmnurkade sarnasuse IV tunnus:

kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks kiilge on
vordelised teise kolmnurga kahe kiiljega ja nurk, mis iihes kolm-
nurgas asetseb nimetatud kiiljepaari suurema kiilje vastas, on
vordne vastava nurgaga teises kolmnurgas.

Eeldus. AB:DE=AC:DF; AB>AC; ZC=/ZF (joon. 108).
Vidide. AABC~ ADEF.

Toestus. Mirgime AABC kiiljel AB 16igu AK=DE ja joones-
tame punktist K sirge KL|BC. Siis AABC ~ AAKL, sest nad on
homoteetsed, ja

AB _ AC

ah - AL

Saadud vorde esimesed kolm liiget on vastavalt vordsed eelduses
antud vorde esimese kolme liikmega. Sellest jdreldub, et ka nende
neljandad liikmed on vordsed:

AL=DF.

Rakendades kolmnurkade vordsuse tunnust KkN, saame niiiid, et

AAKL=ADEF. Edasi jareldub kergesti (kuidas?), et
AABC ~ ADEF.

452. Pohjenda viidet, et kaks tdisnurkset kolmnurka on sarnased,
kui tihe kolmnurga iiks kaatet ja hiipotenuus on vordelised
teise kolmnurga vastavate kiilgedega.

453. Pohjenda viidet, et kaks vordhaarset kolmnurka on sarna-
sed, kui {ihe kolmnurga alus ja haar on vordelised teise
kolmnurga aluse ja haaraga.

454. Pohjenda viidet, et kolmnurga suurendamisel £ korda tema
korgus suureneb niisamuti 2 korda.

455. Kolmnurkade ABC ja DEF kohta on teada, et ZA=/ZD,

£C=/E,AB=10cm, DF=75cm ja BC+EF=84 cm. Leia
BG 18 EF.
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456.

457.

458.

459.

460.

461.

462.

463.

464.

465.

466.

467.

Kolmnurkade ABC ja DEF kohta on teada, et ZA=ZE,
/B=2/D, AC=114 cm, EF=7,6 cm ja AB—DE=24 cm.
Leia AB ja DE. -

Vordhaarses kolmnurgas, mille alus on 6 cm ja haar 10 cm,
on joonestatud alusega paralleelne 16ik, mille pikkus on
4 cm. Kui pikk on tekkinud trapetsi haar?

Vérdhaarse trapetsi alused on 3 dm ja 8 dm, haar on 4 dm.
Kui palju tuleb trapetsi haarasid pikendada, et need I6ikuk-
sid? '

Kolmnurgas ABC kiilg AB=6 cm ja kiillg AC=9 cm. Kiiljel
AB on voetud punkt D nii, et AD=4,5 cm, ja kiiljel AC punkt
E nii, et AE=3 cm. Punktid D ja E on ithendatud. Toesta, et
£LADE= /ACB. :

Nurga haarad on ldigatud kolme paralleelse sirgega nii, et
ithel haaral on tekkinud l6igud pikkusega 4,2 cm, 5,7 cm ja
7,2 cm. Teise haara vastavatest 16ikudest iga jargnev on -
eelnevast 1 cm vorra pikem. Kui pikad on teise haara 16igud?

Nurga haarad on ldigatud kahe paralleelse sirgega nii, et
ithel haaral on tekkinud I6igud 7,8 cm ja 12,4 cm ning teise
haara vastavate ldikude vahe on 8,05 cm. Leia teise haara
16ikude pikkused. :

Kolmnurga loikamisel sirgega, mis on iithe kiiljega paral-
leelne, tekkis trapets, mille alused on 5,2 cm ja 8,4 cm ning
haarad on 3,6 cm ja 2,8 cm. Kui pikad on antud kolmnurga
kiiljed?

Trapetsi alused on 15 cm ja 9 cm. Kui iiht haara pikendada
6 cm vorra, siis ta 16ikub teise haara pikendusega. Leia esi-
mese haara pikkus.

Trapetsi ABCD alus AB=18 cm, haar AD=12 cm, diagonaal
BD=15 cm ja £ADB= ZBCD. Leia BC ja CD.

Trapetsi alused on 16 cm ja 24 cm, haarad on 15 cm ja 11 cm.
Kui palju tuleb pikendada®iiht ja kui palju teist haara, et need
16ikuksid?

Kolmnurga kiiljed suhtuvad nagu arvud 4, 7 ja 5. Sellega
sarnase kolmnurga iimbermdot on 3,2 m. Arvuta viimase
kolmnurga kiilgede pikkused.

Kolmnurga kiiljed on 34 m, 62 m ja 78 m. Sellega sarnase
kolmnurga {imbermddt on 261 m. Arvuta viimase kolmnurga
kiilgede pikkused.
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5.8. SARNASTE HULKNURKADE UMBERMOOTUDE SUHE JA
PINDALADE SUHE

Toestame, et

kahe sarnase hulknurga iimbermodtude suhe vordub vastavate
kiilgede suhtega.

Olgu iihe hulknurga kiilgede pikkused a, b, ..., e ja sellega sar-
nase hulknurga vastavate kiilgede plkkused a,, by, ii55 e (j0en.
109).

Hulknurkade sarnasuse definitsiooni pohjal

a,=ka, by=Fkb, ... e =ke,

kus & on nende hulknurkade sarnasustegur. Olgu hulknurkade
iimberm6odud vastavalt u ja u;. Avaldades teise hulknurga {imber-
moodu u,, saame

u;=ax+bl+ b ud +el=ka+kb+ S o +k€

ehk, vottes liikmete iihise teguri £ sulgude ette ja tdhistades esi-
mese hulknurga {imberm6odu tihega u,

uy=~k(a+b+ ... +e)=ku.

Siit jareldubki, et u,: u=k, s.t. hulknurkade iimbermobtude suhe
vordub vastavate kiilgede suhtega.

468. Kahe sarnase hulknurga {iks paar vastavaid kiilgi on pikku-
sega 1,2 dm ja 1,5 dm. Arvuta teise hulknurga {imbermodét,
kui esimese hulknurga {imbermaoot on 7,8 dm.

469. Nelinurga kiiljed on 3,6 cm, 2,8 cm, 4,8 cm ja 3,2 cm. Leia
sellega sarnase nelinurga kiiljed, kui viimase iimbermo6t on
21,6 cm.

470. Kahe hulknurga sarnasustegur on 1,25 ja nende iimbermoo-
tude vahe on 20,6 m. Arvuta kummagi hulknurga timbermaot.

471. Kahe sarnase hulknurga iimbermootude summa on 7,8 m.
Uhe hulknurga lithima kiilje pikkus on 1,2 dm ja teise hulk-
nurga vastava Kkiilje pikkus 1,4 dm. Leia hulknurkade
timbermoodud.

Toestame, et

kahe sarnase kolmnurga pindalade suhe vordub vastavate kiilgede
suhte ruuduga.

Eeldus. AABC~ ADEF (joon. 110).
Vidide S8,:S:=(AB:DE)?2 kus S; on kolmnurga ABC pindala
ja S kolmnurga DEF pindala.
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a 3 a;

Toestus. Votame kolmnurkades alusteks vastavad kiiljed AB ja
DE, tombame neile korgused CG ja FH ning avaldame kolmnur-
kade pindalad:

AB . CG . DE - FH
N g | S ol ot
Seega :
S.S_AB-CG.DE~FH_AB-CG_£§_£Q'
s RSN L A¥Sg e DEoFEH . DE FH

Et 11 sarnasustunnuse jirgi AACG ~ ADFH, siis g—g-;%g— :

Kuid antud kolmnurkade sarnasuse tottu viimane suhe on vordne
nende kolmnurkade aluste suhtega.

Seega

cG_ AB

‘FH "NDE”’ 0,
2

mistottu  Si: Se=pg- 5= ehk S : So= (%)

Kui kolmnurkade ABC ja DEF vastavate kiilgede suhe on &, siis
nende pindalade suhe

S[ : 82=k2 ehk S]=k282.

Seega,

kui kolmnurka suurendada % korda, siis tema pindala suureneb
k? korda.

472. Kahe sarnase kolmnurga sarnasustegur on 2,5. Viiksema
kolmnurga pindala on 18,4 dm?% Arvuta suurema kolmnurga
pindala.
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473. Kolmnurga alus on,5 dm ja sellele joonestatud korgus 3,5 dm.
Antud alusele vastav kiilg eelmise kolmnurgaga sarnases
kolmnurgas on 3 dm. Arvuta kolmnurkade pindalad.

474. Kahe sarnase kolmnurga pindalade vahe on 60 cm? ja ne;lde
kolmnurkade sarnasustegur on 1,5. Arvuta nende kolmnur-
kade pindalad.

475. Kolmnurga kiiljed on 5,4 m, 7,2 m ja 8,6 m. Kui suured on
selle kolmnurgaga sarnase 625 korda suurema pindalaga
kolmnurga kiiljed?

476. Kahe sarnase kolmnurga pindalad suhtuvad nagu 9:25.
Viiksema kolmnurga {imbermaot on 0,48 km. Arvuta suu-
rema kolmnurga {imbermoot.

Uldistame niitid eelmise teoreemi, toestades, et

kui hulknurka suurendada k& korda, siis tema pindala suureneb
k? korda.

Eeldus. Hulknurk A;B,C,D, on hulknurga ABCD k-kordne suu-
rendus (joon. 111).

Viide. S,=k2S, kus S; on hulknurga A,B,C,D, pmdala ja S on
hulknurga ABCD pindala.

Toestus. Kasutame hulknurga ABCD suurendamiseks tema
sees asetsevat sarnasuskeskpunkti O (joon. 111). Siis kiired OA,
OB, ..., OD jaotavad hulknurgad paarikaupa sarnasteks kolm-
nurkadeks, mille sarnasustegur on k. Tdhistades esimese hulk-
nurga jaotamisel saadud kolmnurkade pindalad tdhtedega P, Q,
..+ T ja teiste hulknurga jaotamisel saadud kolmnurkade pind-
alad vastavalt Py, Qy, ..., T, saame eelmise teoreemi pohjal:

Py=R2P, Qi1=Fk%Q, ... T,=FkT.

Avaldades suurendatud hulknurga pindala, saame

S1=P,+Q+ ... +T =k P+k2Q+ ... +R2T=k2(P+Q+ ... +T).
Et sulgudesse jaanud avaldis on hulknurga ABCD pindala S, siis
S =#2S,

mida oligi tarvis toestada.

Lugedes ilma toestuseta oigeks, et iga kaht sarnast hulknurka saab
paigutada niisugusesse asendisse, et {iks on teise k-kordne suuren-
dus, saame toestatud teoreemist jargmise jarelduse:

kahe sarnase hulknurga pindalade suhe vordub vastavate kiilgede
suhte ruuduga.
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Joon.

477.

478.

479.

480.

481.

482.

483.

484.

485.

486.

111 Joon. 112

Mitu korda suureneb hulknurga' pindala, kui hulknurka suu-
rendada 2, 3, 4, 5 korda?

Mitu korda tuleb suurendada hulknurka, et selle pindala suu-
reneks 4, 10, 16, 50, 100 korda?

Joonis 112 kujutab taimerakukese 300-kordset suurendust.
Mitu niisugust rakukest katavad 10 cm?-se pindala?

Veretilgakese joonises on punased verelibled kujutatud rin-
gikestena, mille 1ibimoot%n 4 mm. Leia punaste vereliblede
1abimoot, kui joonise suurendus on 500.

Kahe sarnase ristkiiliku pindalade suhe on 13,69. Viiksema
ristkiiliku mootmed on 2,9 cm ja 5,5 cm. Arvuta suurema rist-
kiiliku mootmed.

Kahe sarnase hulknurga pindalad on 180 cm? ja 80 em?
Arvuta suurema hulknurga {imbermdot, kui véiksema hulk-
nurga iimbermoot on 48 cm.

Kahe ruudu pindalade vahe on 1 m? ja pindalade suhe on 2
Kui pikad on nende ruutude kiiljed?

Plaanil on kujutatud hulknurgakujuline maatiikk moodus
1 : 1000. Mitu korda on maatiiki toeline pindala suurem selle
maatiiki plaani pindalast? Kui suur on see toeline pindala,
kui maatiiki pindala plaanil on 158 cm??

Uhe risttahuka mootmed on 4 korda suuremad teise rist-
tahuka vastavatest mootmetest. Mitu korda on esimese rist-
tahuka pindala suurem teise risttahuka pindalast?

Kaks nisupoldu on sarnased nelinurgad, mille sarnasustegur
on 2.,5. Mitu korda saab iihelt pollult vilja rohkem kui teiselt
(eeldades, et keskmine saak hektarilt on poldudel {iks ja
seesama)?
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5.9. TEOREEM RINGJOONE LOIKAJATEST

Varem vaatlesime 16ike, mis tekkisid nurga haarade Ioikamisel
paralleelsete sirgetega ja toestasime nende kohta kiirteteoreemi.
Vaatleme niiiid 16ike, mis tekivad kahe l6ikuva sirge l6ikamisel
ringjoonega, mis ei 1dbi sirgete loikepunkti S (joon. 113), ja toes-
tame nende loikude kohta jargmise teoreemi:

ringjoone loikajate 10igud ldikajate iihise punkti ja ringjoone

vahel on poordvordelised, s.t. ithe I0ikaja loikude korrutis on
vordne teise lo6ikaja 16ikude korrutisega.

Joon. 113

Loikajate iihine punkt S voib asetseda kas seespool ringjoont
(joon. 113, a) voi véljaspool seda (joon. 113, b). Toestus on kehtiv
molemal juhtumil.

Olgu ringjoone ja {ihe 16ikaja iihised punktid A ja B, ringjoone ja
teise 16ikaja iihised punktid aga C ja D. Toestada tuleb, et -

SA-SB=SC-SD.

Viite toestamiseks {ihendame punktid A ja D, samuti ka C ja B.
Saame kaks sarnast kolmnurka:

ASAD ~ ASCB,

sest {ihe kolmnurga nurgad S ja D on vastavalt vordsed teise
kolmnurga nurkadega S ja B (nurgad D ja B on vordsed kui
ithele ja samale kaarele toetuvad piirdenurgad). Et vaadeldavad
kolmnurgad on sarnased, siis nende vastavate kiilgede suhted on
vordsed:

SA :8C=S8SD:SB.
Vorde pohiomaduse pohjal jareldub sellest, et
SA.SB=SC-SD.

Kui l6ikajate iihine punkt asetseb véljaspool ringjoont ja {iht 16i-
kajat, niditeks SD poorata l6ikajate iihise punkti S timber, kuni
sellest 16ikajast saab puutuja (joon. 113, ¢), siis loikaja 16ikudest
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saab puutuja 16ik SC=SD=p. Et sellel pooramisel 16ikaja 16ikude
korrutis jaab vordseks korrutisega SA -8B, siis :

SA-SB=p
Loikaja I6ikude korrutis vordub puutuja 16igu ruuduga.

487.

488.

489.

490.

491.

492,

493.

494.

Olgu ABCD koolnelinurk ja P sélle diagonaalide 16ikepunkt.
Toesta, et AP-CP=BP-DP.

Kahest 16ikuvast koolust ithe pikkus on 28 cm ja teine on
koolude ithise punkti poolt jaotatud 16ikudeks pikkusega
12 cm ja 15 cm. Kui pikkadeks 16ikudeks on jaotunud esi-
mene kool?

Kahest 16ikuvast koolust iihe pikkus on 32 cm ja teine on
koolude iihise punktiga jaotatud I6ikudeks pikkusega 12 cm
ja 16 cm. Kui pikkadeks 16ikudeks on jaotunud esimene
kool?

Diameeter 16ikub kdoluga 8 em kaugusel ringjoone kesk-
punktist ja jaotab kdolu l6ikudeks pikkusega 4 cm ja 9 cm.
Kui pikk on ringjoone raadius?

Diameeter, mille pikkus on 12 m, jaotab koolu loikudeks,
mille pikkused on 2 m ja 8 m. Kui kaugel on koolu ja dia-
meetri 16ikepunkt ringjoone keskpunktist?

Viljaspool ringjoont olevast punktist on ringjoonele tomma-
tud keskpunkti ldbiv 16ikaja ja puutuja. Ringjoone raadius
on 2,5 cm ja puutuja 16ik 6 cm. Arvuta 16ikaja 16ikude pikku-
sed.

Viljaspool ringjoont olevast punktist, mille kaugus ring-
joone ldhimast punktist on 6 cm, on tommatud ringjoone 10i-
kaja, mille 16igud on 9 cm ja 16 cm. Kui pikk on ringjoone

raadius?

Kui ringi diameetrit pikendada 4 cm vorra, siis selle piken-
duse otspunktist joonestatud puutuja 16ik osutub vordseks
diameetriga. Kui pikk on diameeter?

5.10. TEOREEM KOLMNURGA SISENURGA POOLITAJAST

Kolmnurga sisenurga poolitaja 16ikab nurga vastaskiilge.
Toestame, et

kolmnurga sisenurga poolitaja jaotab nurga vastaskiilje 16ikudeks,
mis on vordelised nurga ldhiskiilgedega.
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F Joon. 114

A

Eeldus. AD on kolmnurga ABC nurga A poolitaja (joon. 114).
Védide. BD:BA=CD:CA.

Toestus. Joonestame ldbi punkti C nurgapoolitajale AD paral-
leeli ja leiame punkti E, kus see paralleel 16ikab kiilje BA piken-
dust. Niiiid on nurga B haarad loigatud kahe paralleeliga AD ja
EC& Kiirteteoreemi pohjal on haaradel tekkinud vordelised 10i-
gu

BD : BA=CD : EA.
Saadud vorre erineb véites esinevast ainult {ihe liikme poolest.

Tuleb ndidata, et need liikmed EA ja.CA on vordsed.
Selleks paneme tdhele, et

£LE=/BAD
kui kaasnurgad paralleelide EC ja AD 16ikaja EA juures;
LACE= /ZCAD

kui poiknurgad ‘samade paralleelide 16ikaja AC juures. Saadud
vorduste paremad pooled on vordsed kui nurga A poolitamisel saa-
dud nurgad. Seega on vordsed ka nende vorduste vasakud
pooled:

LE= LACE,

Nende nurkade vastas on kolmnurgas EAC ka vordsed kiiljed
CA=EA.

Sellega on vidide toestatud.

N dide. Kolmnurga kiiljed on 8 iihikut, 12 {ihikut ja 14 ihikut.
Leiame 16igud, milleks suurima nurga poolitaja jaotah oma vastas-
kiilje, s. o. kiilje, mille pikkus on 14 iihikut. Olgu kiilje iiks osa x
ithikut, teine osa on seega 14 —x iihikut.

Toestatud teoreemi pohjal
x X

8 [253

Saadud vorrandi lahendamisel saame, et x=>5,6. Kiilje 16igud on
seega 5,6 iihikut ja 8,4 iihikut.

495. Kolmnurga nurgapoolitaja jaotab vastaskiilje ldikudeks,
mille pikkused on 3 cm ja 5 cm. Kui pikad on kolmnurga
teised kiiljed, kui iiks neist on teisest 6 cm vorra pikem?
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496. Vordhaarse kolmnurga alusnurga poolitaja jaotab haara 10i-
kudeks pikkusega 5 cm ja 4 cm. Arvuta kolmnurga timber-
moot. (Ulesandel on kaks lahendit.)

497. Toesta, et kolmnurga sisenurga poolitaja jaotab kolmnurga
osadeks, mille pindalad suhtuvad nagu nurga lahiskiiljed.

498. Kolmnurga kaks kiilge on 6 cm ja 9 cm. Nende kiilgede
vahelise nurga poolitaja jaotab nurga vastaskiilje 1oikudeks,
millest iiks on teisest 2 cm vorra pikem. Kui pikk on kolm-
nurga kolmas kiilg?

499. Kui kolmnurga kiilgede mootarvud on kolm jarjestikust tais-
arvn, siis nurgapoolitaja jaotab keskmise pikkusega kiilje
16ikudeks, mille pikkus on pool nurga léhiskiilgede pikkusest.
Toesta see.

5.11. PIKKUSTE KAUDNE MOOTMINE SARNASTE
KOLMNURKADE ABIL

Kolmnurkade sarnasuse iiheks rakendusalaks on kauguste ja kor-
guste kaudne mootmine. :

Punktid, millevahelist kaugust moodetakse, voivad olla ligipaése-
tavad voi iiks neist on ligipddsmatu voi koguni molemad on ligi-
padsmatud. Vaatleme iga nimetatud juhtumit eraldi.

1. Olgu A ja B kaks ligipdasetavat punkti, millevahelise kauguse
otsene mootmine on voimatu (joon. 115). Need punktid voivad nai-
teks olla jarve kaldal. Valime kaldast veidi eemal punkti O nii, et
sellest saab moota kaugusi punktideni A ja B. Olles mootnud 16i-
gud AO ja BO, pikendame neid iile punkti O nii, et AO pikendus
OD=AO0 : n ja BO pikendus OC=BO : n, kus n on iiks ja seesama
vabalt voetud taisarv. Mootes niiiid punktide C ja D vahelise kau-
guse ja korrutades tulemuse arvuga 1, saamegi otsitava pikkuse

Joon. 115
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AB. Toepoolest, kolmnurkade sarnasuse I tunnuse jargi AAOB ~
~ ADOC (pohjenda seda!), millest jareldub, et

AB A0

CD~ 0D

Et AO : OD =n, siis ka AB: CD=n, millest jareldubki, et
AB=n-CD.

2. Vaatleme kauguse moGtmist kahe punkti vahel juhtumil, kui
iiks neist punktidest on ligipddsmatu (joon. 116). Tdhistagu punkt
A saarel olevat tuletorni, mille kaugust tahetakse moota merekal-
dal olevast punktist B. :
Selleks margime maapinnal 16igit AB ristsirge ning valime sellel
punkti O ja punkti B, nii, et 1oik OB, on tdisarv n korda viik-
sem 16igust OB. Loigaku punktist B; tommatud sirge BB, ristsirge
sirget AO punktis A,. Moodame kauguse punktide A, ja B, vahel.
Selle kauguse n-kordne ongi punktide A ja B vaheline kaugus.
Pohjenda seda védidet kolmnurkade sarnasuse abil!
Ka korguse mootmisel on sageli iiks punkt ligipddsmatu. Vaatleme
néditena puu korguse kaudset mootmist tema varju abil (joon. 117):
kui puu korgus on x m, puu varju pikkus tasasel maapinnal v m,
kepi pikkus @ m ja kepi varju pikkus & m, siis sarnastest kolmnur--
kadest ABC ja A\B,C, saame, et
x=a=vp:b,
millest

av
x=—b— .
Miks kolmnurgad ABC ja A,B,C, on sarnased?
3. Sarnaste kolmnurkade abil on véimalik moota kaugusi ja kor-
gusi ka sel juhtumil, kui molemad punktid on ligipadsmatud. Néi-

-

P
Joon. 116 : Joon. 117
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Joon. 118 Joon. 119

tena vaatleme kahe faeva vahelise kauguse mootmist mere kaldal
oleva vaatleja poolt.

Olgu A ja B kaks ankrus seisvat laeva (joon. 118). Nendevahelise
kauguse mootmiseks mérgime mere kaldal kaks punkti K ja L,
millevahelise kauguse moodame voimalikult tapselt. Loiku KL
nimetatakse baasiks. Baasi otspunktidest on naha punktid A ja B.
Mb6dame baasi otspunktide juures olevad nurgad AKL, BKL, ALK
ja BLK ning joonestame vihendatud m6odus nelinurga ABLK. Kui
seejuures mooduks on 1 :n, siis toeline kaugus AB on n korda
suurem joonisel esinevast kaugusest AB.

500. Telefoniposti varju pikkus on 4,9 m, samal ajal kui 1,7 m
pikkuse kepi varju pikkus on 1,4 m. Kui korge on telefoni-
post?

501. Metallraha, mille 14bimdot on 2,5 cm ja mida hoitakse 50 cmy
kaugusel silmast, varjab parajasti ohupalli, mille ldbimoot
on 16 m. Kui kaugel on dhupall vaatlejast?

502. Leia vihendatud joonise abil joonisel 119 kujﬁtatud torni
korgus, kui torni suunas mineva baasi AB pikkus on 60 m ja
torni tipu X ning torni jalami Y korgusnurgad baasi otspunk-
tide juures on jargmised:

/XAZ=32° LYAZ=10° <LXBZ=571° £LYBZ=23"
Kui palju on Y kdrgemal rohtsirgest AB?

503. Maapinna punktist A paistab kalju dar 45°-se nurga all, aga

punktist B, mis on punktist A 50 m kalju pool, 60°-se nurga
all. Leia kalju dére korgus kalju jalamilt.
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504. Vabrikukorsten paistab 100 m kaugusel korstnajalast 30°-se
nurga all. Kui korge on korsten?

505. Kui paikese korgus silmapiirilt oli 35° siis lipuvarda varju
pikkus oli 17,1 m. Kui korge oli lipuvarras?

506. Korgepingeliini postist 20 m kaugusel margitakse maapinnal
punkt O. Selle punkti ja posti vahele 4 meetri kaugusele
punktist O asetatakse piisti m6odupuu, mille pikkus on 3 m.
Niiiid asuvad punkt O, mé6dupun ots ja posti tipp iihel sir-
gel. Leia posti korgus.

5.12. MAA-ALADE PLAANISTAMINE

Hulknurkade sarnasuse rakendusalaks on ka maa-alade plaanista-
mine. Suuremate maa-alade (néditeks maailmajao)- kaardistamisel
tuleb arvestada maapinna kui kerapinna kumerust, kuid véikse-
maid maa-alasid voib suurema veata vaadelda kui tasapinnalisi
kujundeid. Maa-ala plaanistada tdhendab sel juhtumil maatiikiga
sarnase vahendatud kujundi joonestamist. Plaani sarnasustegurit
kujutatava maatiiki suhtes nimetatakse plaani (kaardi), 6 arvmoo-

duks ja kirjutatakse tavaliselt kujul 1:7n ehk —ln—, kus n on tdisarv,

mis nditab, mitu korda pikkused plaani (kaardi) valmistamisel on
vihendatud. Tavaliseit on plaani moot 1: 10000 voi suurem sel-
lest, kaardil aga [ : 10000 voi vdiksem sellest.

100 0 100 200 300 km
et e Joon. 120

Peale arvmoodu on plaan voi kaart harilikult varustatud veel
joonmo6oduga. Joonis 120 kujutab joonmootu, mille vastav arv-
moot on 1:5000000. Kaardi joonmoot nditab vastavust kaardilt
voetud pikkuse ja vastava loodusliku pikkuse vahel. Kaardilt
voetud pikkuse tapsemaks madramiseks joonmododu abil varusta-
takse see monikord pdikmootkavaga (joon. 121). Viimane koosneb
mitmest korvuti asetsevast ruudust, mis on 14dbi I6igatud {iheksa
vordsel kaugusel asetseva paralleeliga. Peale selle on esimene
ruut 1dbi 16igatud kiimne kaldloiguga, millest igaiiks 16ikab varem
nimetatud paralleele 1, 2, ..., 9 punktides, millest iga jirgnev on

-eelnevast 0,01 ruudu kiilje pikkusest vasakul. Seega naiteks kald-

16igu 3 ja paralleelide
| vie 8 SRR

16ikepunktid on ruudu paremast kiiljest kaugusel, mis moodusta-
vad ruudu kiiljest vastavalt

0,31, 0,32, 0,33, ..., 039
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Joon. 121

Et antud joonmdddu puhul ruudu kiilg kujutab pikkust 100 km,
siis nditeks 16ik PQ kujutab pikkust 136 km. 1
Paigutades kaardilt sirkli abil voetud 16igu poikmootkava sobivale
paralleelile, saame leida moodetava pikkuse kolme tiivenumb-
riga.

507. Maiira pikkused, mida kujutavad 16igud KL, MN ja RS joo-
nisel 121.

Tuntakse mitmeid plaanistamisvotteid. Jargnevalt on toodud
moned niited neist mootmistest, mis voimaldavad plaani joones-
tamist.

1. Kiies iimber plaanistatava maa-ala, moodetakse selle kui hulk-
nurga kiiljed ja nurgad.

2. Asutakse plaanistatava maatiiki sisse niisugusesse punkti, mil-
lest on niha maatiiki kui hulknurga koik tipud ja saab moota kau-
gust igasse tippu. On selline punkt leitud, siis moodetakse need
kaugused ja maatiiki tippudesse minevate sirgete vahelised nur-
gad.

3. Tihistatakse maatiiki iiks diagonaal ja iilejddnud tippudest
sellele diagonaalile ehitatud ristloigud ning moodetakse need rist-
loigud ja diagonaali 16igud ristldikude vahel (joon. 14).

508. Kaardil mdoduga 1 : 100000 on jarve pikkus 48 mm. Kui pikk
on see jarv looduses?

509. Kaardil mooduga 1:1500000 on kahe linna vahe 43 mm.
Kui suur on nende linnade vahemaa looduses?

510. Kaarti, mille moot oli 1: 100000, suurendati 4 korda. Kui :
suur on uue kaardi moot?

511. Musta mere pikkus kaardil mooduga 1 : 18 000 000 on 6,7 cm.
Kui pikk on sama meri kaardil mooduga 1 : 3000 000?
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512. Jéarve pikkus kaardil mooduga 1 : 100000 on 2 cm. Kui suur
on kaardi moot, mille puhul sama jarve pikkus on 0,8 cm?

513. Kaardil modduga 1:500000 on jarve pindala 36,8 cm2. Kui
suur on see jarv looduses?

6. SEOSED TAISNURKSE KOLMNURGA
ELEMENTIDE VAHEL

6.1. PYTHAGORASE TEOREEM

Olgu antud tdisnurkse kolmnurga kaks kiilge, néditeks kaatetid a=
=4 cm ja b=3 cm. Joonestades nende andmete pohjal tdisnurkse
kolmnurga ja mootes jooniselt hiipotenuusi ¢, saame c¢=5 cm
(joon. 122). Niisamuti leiame jooniselt, et kolmnurga nurk A=53°
B3

‘Taisnurkse kolmnurga tundmatuid elemente saab leida antud ele-
mentide pohjal ka arvutamise teel. Selleks on vaja tunda seoseid
kolmnurga elementide vahel.

Téisnurkse kolmnurga kahe kiilje pohjal kolmanda kiilje arvuta-
mist voimaldab Pythagorase! teoreem:

tdisnurkse kolmnurga kaatetite ruutude summa vordub hiipote-
nuusi ruuduga.

B
¢ g=4cm

A b =Jom ¢ Joon. 122

Selles lauses «kaateti ruut> ja <«hiipotenuusi ruut» tdhendavad
vastavalt «kaateti pikkuse ruut» ja «hiipotenuusi pikkuse ruut» aga
ka «kaatetile ehitatud ruudu pmdala» ja «hiipotenuusile ehitatud
tuudu pindala».

Kontrollime selle teoreemi d6igsust esmalt eespool antud kolmnurga
juures:

kaatetite ruutude summa: 32+42=9+16=25,

hiipotenuusi ruut: 52=25,

seega viide on Oige (joon. 123).

! Pythagoras, kreeka matemaatik, elas u. a. 580—500 e. m. a.
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Joon. 123 Joon. 124

Toestame, et see vdide on alati dige. Selleks eeldame, et antud pik-
kusiihiku korral tdisnurkse kolmnurga kaatetite mootarvud on a
ja b ning hiipotenuusi modtarv on ¢. Kolmnurga kiilgedele ehita-
tud ruutude pindalad on siis a2, b% ja ¢ pindalaiihikut. Toestada
tuleb, et

a?+b*=c2.

Toestuseks joonestame tdisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusile-
AB korguse CD LAB (joon. 124). Saadud taisnurksed kolmnur-
gad ACD ja CBD on sarnased antud kolmnurgaga ABC, sest kum-
magi kolmnurga iiks teravnurk on antud kolmnurga itheks terav-
nurgaks. Kolmnurkade sarnasuse tottu suhtuvad nende pindalad
nagu vastavate kiilgede ruudud. Votame nendeks kiilgedeks kolm-
nurkade hiipotenuusid. Mirgime kolmnurga ABC pindala tihega
S, kolmnurga CBD pindala tdhega S, ja kolmnurga ACD pindala
tdhega S,.

Seega saame:
ACBD ~DABC=> S-= 2
&

AACD ~ AABC => % S8,

ki
Liidame saadud vorduste vastavad pooled:
Si S, a? b2 S1+S; a’+b?

c?

Et S;+S;=3S, siis viimase vorduse vasak pool on 1.
Kuid siis on 1 ka selle vorduse parem pool, s. t.
styiras: (1

Sellega on viide toestatud.
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Ndide 1. Olgu antud kaatetid a=5 cm ja b=12 cm. .
Hiipotenuusi ¢ arvutamiseks lahendame vorduse (1) ¢ suhtes:

c=Ya%+ b2
Antud juhul
c=752+122=y169=13.

V astus. Hiipotenuus ¢=13 cm.
Niédide 2. Olgu hiipotenuus c=7,3 m ja kaatet a=5,4 m. _
Avaldame vordusest (1) kaateti b:

b=yc2—a2

Asendades ¢ ja a antud véirtustega ning kasutades ruutude tabe-
lit voi liikatit, saame: '

b=77,3—5,4°=753,3—29,2=124,1.

Ruutjuurte tabelist voi liikatilt saame niiiid, et kiilje & pikkus
meetrites on

b=491=49.
a S=g°-h?
b
‘ 2
- b
a
Joon. 125 Joon. 126

Pythagorase teoreemi kasutatakse sageli ka konstruktsiooniiles-
annete lahendamisel. Niiteks saame Pythagorase teoreemi pohjal
ehitada ruudu, mille. pindala vordub kahe antud ruudu pindalade
summaga voi pindalade vahega. Nimetatud {ilesannete lahendami-
seks joonestame esimesel juhul tdisnurkse kolmnurga, mille kaate-
titeks on antud ruutude kiiljed a ja & (joon. 125), teisel juhul téis- .
nurkse kolmnurga, mille hiipotenuusiks on suurema ruudu kiilg a
ja iiheks kaatetiks vdiksema ruudu kiilg b (joon. 126). Joonestatud
kolmnurga kolmandale kiiljele ehitatud ruut ongi siis otsitav.

Kui eelmiste konstruktsiooniilesannete lahendamisel antud ruutude
kiiljed on a ja b, siis lahendamisel saadud ruutude kiilgede pikku-
sed on Ya?+b2 ja JYa®—b? kus a>>b. Seetottu sonastatakse need
konstruktsiooniilesanded ka jargmiselt:

1) joonesta 16ik x=7a%+ b2, kui a ja b on antud 16igud;

2) joonesta 16ik y=7a?—b?, kui,a ja b on antud 16igud ja a>>b.
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521.
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523.

524.
525.

526.

527.

528.

Lahenda valem a?+ b%*=¢?
1) hiipotenuusi ¢ suhtes,
2) kaateti a suhtes,
3) kaateti b suhtes.

Arvuta peast tdisnurkse kolmnurga
1) hiipotenuus ¢, kui a=3 ja b=4,
2) kaatet a, kui ¢=10 ja b=6,

3) kaatet b, kui c=13 ja a=12.

Taisnurkse kolmnurga kaatet a=2,8 cm ja kaatet 6=4,5 cm.
Kui pikk on hiipotenuus ¢?

Taisnurkse kolmnurga kaatet a=0,39 m ja hiipotenuus
¢=0,89 m. Kui pikk on kaatet 5?

Vordhaarse kolmnurga alus on 8,6 cm ja korgus 7,2 cm.
Arvuta kolmnurga haara pikkus.

Vordhaarse kolmnurga haar on 1 m ja alus 1,6 m. Leia
korgus.

Vordhaarse kolmnurga haar on 14 cm ja korgus 10 cm. Kui
pikk on kolmnurga alus?

Vordkiilgse kolmnurga kiilg on 10 cm. Leia korgus.

Vordkiilgse kolmnurga korgus on 6 cm. Kui pikk on kolm-
nurga kiilg?

Avalda
1) vordkiilgse kolmnurga korgus A kiilje ¢ kaudu;
2) vordkiilgse kolmnurga kiilg a korguse A kaudu.

Arvuta vordkiilgse kolmnurga pindala, kui kolmnurga kiilje
pikkus on 8 cm.

Avalda vordkiilgse kolmnurga pindala S kiilje a funktsioo-
nina.

Vordhaarse kolmnurga alus on 90 mm ja i{imbermoot on
196 mm. Arvuta kolmnurga pindala. .

Vordhaarse kolmnurga haar on 68 mm ja {imbermo6t 256 mm.
Arvuta kolmnurga pindala.

Vordhaarse kolmnurga haar on 8,4 cm ]a alus on pool haa-
rast. Arvuta kolmnurga pindala.
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536.
537.

538.

539.

540.

541.

542.
' 543.

544.
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Vordhaarse kolmnurga alus a on pool haarast. Avalda kolm-
nurga pindala S aluse a funktsioonina.

Ristkiilikukujulise maatiiki {iks kiilg on 70 m ja diagonaal on
74 m. Mitu aari on maatiiki pindala?

Jalgtee ldbi pargi 16ikab sellest dra tdisnurkse kolmnurga
kujulise tiiki, mille kaks lithemat kiilge on 68 m ja.l17 m.
Kui palju on jalgtee liihem teest iimber pargi nurga?
Ruudu kiilje pikkus on 15 em, Kui pikk on diagonaal?
Ruudu diagonaali pikkus on 2,4 m. Kui pikk on kiilg?
Ruudu diagonaali pikkus on 15 ecm. Arvuta ruudu pindala.
Avalda ruudu diagonaal d kiilje a funktsioonina.

Avalda ruudu pindala S diagonaali d funktsioonina.

Ristkiiliku alus on 10 pikkusiihikut. Avalda ristkiiliku dia-

. gonaal d ristkiiliku korguse x funktsioonina.

Vottes iihikuks 16igu pikkusega 1 cm, leia konstruktsiooni
teel 16ik pikkusega

x=152+4%, y=V4,72+6,52, 2=13,5°+6,8".

Vottes iihikuks 16igu pikkusega 1 cm, leia konstruktsiooni teel
16ik pikkusega

x=162—5?, y=185°—5.22, z=Y742—3,4%

- Joonisel on antud ristkiilik mootmetega a ja b. Kuidas sellelt

jooniselt saada ilma mootmiseta 16ik pikkusega ya2+52?

Joonisel on antud vordhaarne kolmnurk, mille haar on 6 ja.
alus on 2a. Kuidas sellelt jooniselt saada ilma mooGtmiseta

16ik pikkusega yb%2—a??

Rombi iiks diagonaal on 4x iihikut ja teine 6x iihikut. Avalda
rombi kiilg a ja pindala S muutuja x kaudu.

Tdisnurkse trapetsi alused on 24 m ja 14 m, kdérgus on 17 m.
Arvuta trapetsi imbermaot.

Vérdhaarse trapetsi alused on 8 cm ja 5,2 cm, korgus 4,8 cm.
Kui suur on trapetsi iimhermoot?




545. Vordhaarse trapetsi alused on 1,80 ja 1,30 m, haar 0,78 m.
Arvuta trapetsi pindala.

546. Ringi raadius on 78 cm. Kui kaugel ringi keskpunktist aset-
seb kool, mille pikkus on 60 cm?

547. Kool, mille pikkus on 7 cm, asetseb ringi keskpunktist 8,4 cm
kaugusel. Kui pikk on ringi raadius?

548. Korrapirase kuusnurga kiilg on 7,4 cm. Arvuta kuusnurga
apoteem ja pindala.

549. Korrapirase kuusnurga apoteem on 4 cm. Arvuta kuusnurga
kiilg ja pindala.

6.2. PYTHAGORASE TEOREEMI POUORDTEOREEM

Pythagorase teoreem kehtib iga tdisnurkse kolmnurga puhul.
Seetottu viljendab ta iiht tarvilikku tingimust selleks, et
kolmnurk oleks tdisnurkne. Nditame, et see tingimus on ka pii-
sav, s.t.

kui kolmnurga kahe liihema kiilje ruutude summa vordub kol-
manda kiilje runduga, siis kolmnurk on tdisnurkne.

Eeldus. Kolmnurgas kiilgedega a, b ja ¢, kus a<<c ja b<<c, on
a’+b2=c2
Vidide. Kolmnurk kiilgedega a, b ja ¢ on tdisnurkne.

Toestus. Eelduse pohjal antud kolmnurga kolmas kiilg c¢=

=Va?+ b2 Vordleme seda kolmnurka tdisnurkse kolmnurgaga,
mille kaatetid on a ja b. Pythagorase teoreemi pohjal viimase
Kolmnurga hiipotenuusi pikkus on ya?+ b2, tihendab, vordub esi-
mese kolmnurga kolmanda kiilje pikkusega. Kuid siis need kaks
kolmnurka on vordsed, sest iihe kolmnurga kolm kiilge on vasta-
valt vordsed teise kolmnurga kolme kiiljega. Et teine neist kolm-
nurkadest on tdisnurkne, siis on ka esimene tdisnurkne, mida
oligi vaja toestada.

Niisiis, seos a?+b2=c? viljendab tarvilikku ja piisavat tingimust
selleks, et kolmnurk kiilgedega a, b ja c oleks tdisnurkne.

Nidide 1. Kolmnurk kiilgedega 8, 15 ja 17 iithikut on tdisnurkne,
sest

824 152=644+225=289
ja ka
172=289.
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Nidide 2. Kolmnurk kiilgedega 4, 5 ja 6 ithikut ei ole tdisnurkne,
sest

424+ 52=16+25=41, kuid 625<41.

550. Kolmnurga kaks lithemat kiilge on 16 cm ja 30 cm. Kui pikk
peab olema kolmas kiilg, et kolmnurk oleks tdisnurkne?

551. Kolmnurga kaks pikemat kiilge on 56 m ja 65 m. Kui pikk
peab olema kolmas kiilg, et kolmnurk oleks tdisnurkne.

552. Leia kaks tdisnurkset kolmnurka, mille iiks kiilg on 8 cm ja
teine kiilg 15 cm.

553. Kolmnurga kiilgede mootarvud on:
1) 10, 26 ja 24; 4) 8,9, 3,9 ja §;
225241429 5) 110, 96 ja 146.
3) 65, 35 ja 50;

Missugused neist kolmnurkadest on tdisnurksed?

6.3. EUKLEIDESE TEOREEM

Taisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusile AB=c¢ joonestatud kor-
gus CD=h jaotab hiipotenuusi kaheks loiguks BD=f ja AD=g
(joon. 127). Neid loike nimetatakse kaatetite projektsioonideks
hiipotenuusil: 16ik f on kaateti a projektsioon ja 16ik g on kaateti b
projektsioon.

Joon. 127

8

Oldiselt, punkti projektsiooniks sirgel nimetatakse punktist sirgele
tommatud ristloigu aluspunkti ja l16igu projektsiooniks kujundit,
mille moodustavad 16igu koikide punktide projektsioonid sirgel.
Nii on punkti C projektsiooniks hiipotenuusil punkt D (joon. 127),
kuna punkti A projektsiooniks on see punkt-ise.

Toestame, et kaatetit, tema projektsiooni ja hiipotenuusi seob jarg-
mine nn. Eukleidese! teoreem:

! Eukleides, kreeka matemaatik, elas u.a. 315—255 e. m.é., andis esi-
mesena geomeetria siistemaatilise iilesehituse. " .
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tiaisnurkse kolmnurga kaateti ruut vordub selle kaateti projekt-
siooni ja hiipotenuusi korrutisega.

Toestuseks kasutame seda tuntud tésiasja, et korgus CD jaotab
taisnurkse kolmnurga ABC kaheks kolmnurgaks, mis on sarnased
antud kolmnurgaga:

ACBD ~ AABC ja AACD~AABC.
Et sarnaste kolmnurkade kiiljed on vordelised, siis

€8 _BD. AC_'AD
AP~ BC 2 ABT AC -

Mirkides nende vérrete liikmeid iiheainsa tihega ja rakendades
vorde pohiomadust, saame:

BN S SRR 4
i ST TR S
ehk

a?=cf ja b*’=cg, m.o.t. t.

Lahendame saadud seosed vastavalt kaatetite a ja b suhtes:

a=Yef ja b=Ycg.

Kummagi vorduse paremaks pooleks on ruutjuur kahe arvu korru-
tisest. Et ruutjuurt kahe arvu korrutisest nimetatakse nende arvude
geomeetriliseks keskmiseks, siis saame sonastada Eukleidese teo-
reemi ka nii:

tiaisnurkse kolmnurga kaatet on oma projektsiooni ja hiipotenuusi
geomeetriline keskmine.

Eukleidese teoreem seob kolme suurust: kaatetit, selle projekt-
siooni ja hiipotenuusi. Kui neist kaks on antud, siis kolmanda
saame arvutada.

Néditeid. ‘

1. Kui c=12 ja [=3, siis valemi a®?=cf jargi a>=12-3=36 ja a=
=736="6.

9. Kui b=8 ja c=12, siis valemi b>=cg pohjal g=0b%:¢c=8:12=
—64:12=5—.

3. Kui a=6 ja f=3, siis valemi a?=cf pohjal c=a?:f=6%:3=
=36:3=12.

554. Leia peast jirgmiste arvude geomeetriline keskmine: 4 ja 9;
16 ja 4; 25 ja 16; 0,5 ja 8; 0,9 ja 0,4.
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562.

Leia ruutjuurte tabeli abil jargmiste arvude geomeetriline
keskmine: 12 ja 25; 27 ja 38; 2,4.ja 8,5; 0,14 ja 0,3; 0,52
ja 1,2

Téisnurkse kolmnurga kaatet 6=16 m ja hiipotenuus ¢=24 m.
Arvuta kaatetite projektsioonid.

Téisnurkse kolmnurga kaatet a=8 cm ja hiipotenuus c=
15 cm. Kui pikad on kaatetite projektsioonid?

Téisnurkse kolmnurga kaatetite projektsioonid on 4,8 dm ja
2,6 dm. Kui pikad on kaatetid?

Téisnurkse kolmnurga hiipotenuus ¢=9,45 m ja kaateti a
projektsioon f=4,2 m. Kui pikk on kaatet a?

Téisnurkse kolmnurga kaateti a projektsioon on 32 cm ja
kaateti b projektsioon 40 cm. Kui pikad on kaatetid?

Arvuta tdisnurkse kolmnurga ‘kohta tabelis noutud suuru-
sed.

Harj. nr. Antud Leida
1 a=18; ¢=30 f; g
2 c=9,2; g=35 Iaal
3 f=0,15; g=0,09 chia; b
4 a=65; f=4,4 ¢ & b
3 b=1,0; c=16 o i

Toesta Eukleidese teoreemi pohjal Pythagorase teoreem.
Ndpunédide. Liida Eukleidese teoreemi véiljendavate vor-
duste vastavad pooled.

6.4. TEOREEM TAISNURKSE KOLMNURGA KORGUSEST -

Toestame, et

taisnurkse kolmnurga kérguse ruut on vordne kaatetite projekt-

sioonide korrutisega (joomn.

128).

Toestuseks avaldame kolmnurgast BCD Pythagorase teoreemi
pohjal korguse ruudu (joon. 127):

h2= a2 _fZ.
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\ w

Joon. 128

Et Eukleidese teoreemi jargi a?=cf, siis, asendades ja vottes teguri
[ sulgude ette, saame:

he=cf ~2=F (c—F).

Sulgudes olev tegur vordub kaateti b projekisiooniga g.
Téhendab

h*=fg,

mis nditab, et vaide on oige.

Teoreemi voib sonastada ka nii: tdisnurkse kolmnurga hiipotenuu-
sile joonestatud korgus on kaatetite projektsioonide geomeetriline
keskmine.

563. Missuguseid suurusi ja missugustel andmetel saab arvutada
selle valemi pohjal?

564. Arvuta tdisnurkse kolmnurga korgus, kui kaatetite projekt-
sioonid on jargmised:
1) 4 mija9 m; 2) 3 m ja 8—m;
3) 12 cm ja 18 cm; 4) 27 cm ja 48 cm.

565. Taisnurkse kolmnurga korgus on 18 cm-ja ithe kaateti pro-
jektsioon 13,5 cm. Kui pikk on hiipotenuus?

566. Taisnurkse kolmnurga iiks kaatet on 15 cm ja hiipotenuus
25 cm. Arvuta hiipotenuusile joonestatud korgus.

6.5. GEOMEETRILISE KESKMISE KONSTRUKTSIOON

Nagu teada, nimetatakse ruutjuurt kahe arvu korrutisest nende
arvude geomeetriliseks keskmiseks. Olgu need arvud antud graa-
filiselt (loikudena a ja b) ja olgu noutud leida nende geomeetri-
line keskmine samuti 16iguna. Ulesande lahendamiseks pole vaja
neid 1oike moota, otsitavat geomeetrilist keskmist arvutada ja
tulemust 16iguna kujutada, sest 16ikude geomeetrilist keskmist
saab konstruktsiooni teel leida otsekohe 16iguna. Selleks paneme

tahele, et kui @ ja b on antud 16igud, siis x=7Vab on tdisnurkse
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kolmnurga hiipotenuusile joonestaiud korguseks, kui kaatetite
projektsioonid on vordsed antud l6ikudega a ja b. Sellise kolm-
nurga saamiseks joonestame 16igu a+b6 (kolmnurga hiipotenuusi),
poolitame selle ja joonestame poolringjoone, millele 16ik AB=a+b
on diameetriks (joon. 129). Loikude a ja b {ihisest otspunktist D
ringjooneni tommatud 16ik DC 1 AB ongi otsitav geomeetriline
keskmine. Toepoolest, kui punkt C ithendada punktidega A ja B,
siis Thalese teoreemi jargi saame tdisnurkse kolmnurga ABC, kus-
juures kaatetite projektsioonid on vordsed antud loikudega a ja b.

Joon. 129 Joon. 130

567. Leia kahe vabalt voetud 16igu geomeetriline keskmine.

568. Joonis 130 niitab loikude a ja b geomeetrilise keskmise leid-
mist Eukleidesg teoreemi alusel. Kirjelda konstruktsiooni ja

pohjenda vaidet, et x=Yab.

569. Vota kaks 16iku ja leia nende geomeetriline keskmine kahel
viisil. Vordle tulemusi.

570. Joonesta ristkiilik. Konstrueeri selle ristkiilikuga pindvordne
ruut.

571. On antud vordkiilgne kolmnurk, mille kiilg on a. Konstrueeri
kolmnurga kérguse ja poole kiilje geomeetriline keskmine.
Vordle kolmnurga pindala saadud l6igule ehitatud ruudu
pindalaga.

572. Leia konstruktsiooni teel jargmised ruutjuured:
1) ¥3; 2) V5; 3) V6; 4) 18.
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7 2 Joon. 131 s

Nipuniide Va konstrueerimiseks, kus @ on antud arv,
kirjuta juuritav korrutisena 1-a (voi 2- -za—jne.), vota vabalt

iihikloik ja ehita loikude 1 jaa (2 ja —3—) geoméetriline kesk-
mine (joon. 131).

6.6. SEOSED TAISNURKSE KOLMNURGA JOONELEMENTIDE
VAHEL

Tiisnurkse kolmnurga joonelementideks nimetatakse koiki selles
kolmnurgas esinevaid loike. Oleme vaadelnud kuut elementi: kolm-
nurga kiilgi a, b ja ¢, kaatetite projektsioone f ja g ning korgust A.
Nende elementide vahel kehtivad jargmised seosed:

a+b2=¢c?
a=gf; =g
r=fg
c=f+g
ab—ch
a?=h+f% b>=nh>}g°

Kui on antud tdisnurkse kolmnurga kaks mingit joonelementi, siis
kolmnurk on miiratud ja iilejddnud elemente saab arvutada. Sel-
leks tuleb lahtuda seosest, milles esinevad need kaks antud ele-
menti ja ainult iiks tundmatu element, arvutada sellest kolmas
element, votta siis mingi teine seos, milles esineb ainult {iks tund-
matu element, arvutada see, ja niiviisi jdtkata t66d, kuni koik ele-
mendid on leitud.

Nidide. Olgu antud, et a=8 cm ja h=>5 cm. Arvutame iilejddnud
elemendid b, ¢, [ ja g. i
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1) Pythagorase teoreemi pohjal
f2=qa2—h?
ja seega
f=Va?—h?=782—52=739=6,24.

2) Eukleidese teoreemi jargi

a’=fc,
seega
c=a%:[=64:6,24=0,160-64=10,24.

3IPEL Fd g=c, siis

g=c—[=10,24—6,24=4,0.
4) Pythagorase teoreemi jérgi

et 5l 8

seega

b=Vh?+ g> =725+ 16=741=64. ;
Vastus. 6=6,4 cm, ¢c=10,2 cm, f{=6,2 cm, g=4,0 cm-

Monede andmete puhul ei leidu seost, milles esineks ainult iiks
tundmatu element. Niisugusel juhtumil tuleb vajalik seos tuletada

kahest valemist.

Ndide. Olgu antud, et kaatet 56=8 cm ja teise kaateti projekt-
sioon f=12 cm. Leiame hiipotenuusi.

Eukleidese teoreemi jargi

e —cn

Selles valemis on kaks tundmatut: ¢ ja g. Avaldame g valemist
f+g=c ja asetame valemisse b2=cg:

b2=c(c—f).

Oleme saanud iihe tundmatuga vorrandi:

2—fc—b2=0 =>c2—12c—64=0 =>

c=6+7Y36+64=64+10 =>c=16 (sest ¢>0).

- Vastus. Otsitav hiipoteniuus on 16 cm.

573. Pohjenda viidet, et ab=ch.

574. Téisnurkse kolmnurga kaatet 6=15 cm ja korgus A=12 cm.
Arvuta teised joonelemendid.

575. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuus ¢=25 cm ja kaateti pro-
jektsioon f=4 cm. Arvuta teised joonelemendid.
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Taisnurkse kolmnurga kaatetite projektsioonid on 2 m ja
3 m. Arvuta teised joonelemendid.

Téisnurkse kolmnurga kaatetid on 3 dm ja 4 dm. Arvuta tei-
sed joonelemendid.

Téisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 20 m ja korgus 8 m.
Arvuta teised joonelemendid.

Taisnurkse kolmnurga kaatet a=12 dm ja kaateti b projekt-
sioon g=9 dm. Arvuta teised joonelemendid.

Taisnurkse kolmnurga pindalé on 26,46 m? ja‘ﬁks kaatet on
6,3 m. Kui pikk on kolmnurga hiipotenuus?

Kolmnurga kiilgede pikkused on 5,3 cm, 9,0 cm ja 5,3 cm.
Arvuta kolmnurga pindala.

Korrapirase nelinurga fimberringjoone raadius on 10 cm.
Arvuta nelinurga kiilg, apoteem ja pindala.

Korrapirase kolmnurga timberringjoone raadius on 12 cm.
Arvuta kolmnurga kiilg, apoteem ja pindala.

Korrapdrase kuusnurga {imberringjoone raadius on 8 cm.
Arvuta kuusnurga kiilg, apoteem ja pindala.

Viljaspool ringjoont antud punktist on ringjoonele tomma-

. tud puutuja. Arvuta antud punkti kaugus puutepunktist, kui

on teada, et ringjoone raadius on 5 cm ja antud punkt on
ringjoone keskpunktist 1 cm vorra kaugemal kui puutepunk-
tist.

Ringjoonele, mille raadius vordub 3 cm, on tommatud puu-
tuja punktist, mis asetseb 8 cm kaugusel ringjoone kesk-
punktist. Arvuta puutepunkti kaugus sirgest, mis iihendab
antud punkti ringjoone keskpunktiga.

Joonesta kahe mittevordse 16igu aritmeetiline keskmine ja
geomeetriline keskmine. Kumb neist on pikem?

Joonesta 16ik pikkusega ¥8 cm kolmel viisil: Pythagorase
teoreemi, Eukleidese teoreemi ja tdisnurkse kolmnurga kor-
guse kohta kéiva teoreemi pdhjal.

Joonesta 16ik pikkusega ¥13 cm.
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Joon. 132 Joon. 133 Joon. 134

590. Joonesta I6ik pikkusega Y20 cm.

591. Arvuta viirutatud osa pindala joonisel 132, kui kolmnurga
ABC kiilg AC=6 cm ja AB=10 cm.

592. Joonis 133 on valmistatud nonda, et OA=AB=BC=CD=
=DE=EF=FG=GH=1, ja nurgad OAB, OBC,. OCD, .. ,
OGH on taisnurgad. Arvuta OB, OC, OD, OE, OF, OG ja OH.

593. Joonis 134 on valmistatud nonda, et OA=0K=a ja OK LOA
ning OB=AK, OC=BK jne. Avalda loigud OB, OC jne.
16igu a kaudu. :

6.7. KAHE PUNKTI VAHELINE KAUGUS

Koordinaatteljestikus on antud 16ik otspunktidega A(x; y:) ja
B (x2; y2) (joon. 135). Leiame selle 16igu pikkuse arvutamise teel.
Selleks vaatleme esmalt 16igu projektsioone koordinaattelgedel.
Punkti A projektsioon x-teljel on (joon. 135) punkt (x;; 0) ja
punkti B projektsioon x-teljel punkt (xs; 0). Seega 16igu AB pro-
jektsioon x-teljel on 16ik otspunktidega (x;; 0) ja (x;; 0). Selle
projektsiooni pikkus on [xs—x;|. Analoogiliselt saame, et AB pro-
jektsiooniks y-teljel on loik otspunktidega (0; y;) ja (0;-y2). Selle
projektsiooni pikkus on |yo—y;| (joon. 135).

N édide. Kuildigu otspunktid on A(3; —4) ja B(—2; 2), siis loigu
projektsioon x-teljel on pikkusega

9|
Y% 48
A .
Y fc
o X
;e X Joori- 136
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|—2 —3|=|-5|=5
ja 1oigu projektsioon y-teljel on pikkusega
[2—(—4)|=|2+4|=6.

Kui 16ik on paralleelne x-teljega, nditeks 16ik AC joonisel 135, siis
tema projektsioon x-teljel on pikkuselt vordne loigu enda pikku-
sega ja projektsioon y-teljel on pikkuselt 0 (on punkt): AC=
=1xs—x;|. Analoogiliselt, kui 16ik on paralleelne y-teljega, naiteks
16ik CB joonisel 135, siis tema projektsioon y-teljel on pikkuselt
vordne 10igu enda pikkusega ja projektsioon x-teljel on pikkuselt 0:
CB=|ys—y|. Olgu 16ik AB koordinaattelgede suhfes kaldu (joon.
135). Joonestame tédisnurkse kolmnurga ABC, milles tdisnurga
tipuks on punkt C(xs; y), hiipotenuusiks on 16ik AB ja kaatetid

AC ning CB on vastavalt paralleelsed x- ja y-teljega. Pythagorase .

teoreemi pohjal
AB?=AC?>+CB2.
Et AC=|x;—x1| ja CB=|ys—uyl, siis

AB?= (xa—x1)2+ (y2—y1)? ja AB=YV(x2—x1)2+ (y2—91)>

Kahe punkti vaheline kaugus vordub ruutjuurega nende punktide
iihenimeliste koordinaatide vahede ruutude summast.

See valem annab o0ige tulemuse ka siis, kui 16ik on paralleelne {ihe
voi teise koordinaatteljega. Naiteks, kui 16ik on paralleelne x-tel-
jega, siis y2=yi,

AB=V(X2—XI)2= IXQ—XII,
nagu peab olema.

Niide. Kui 16igu otspunktideks on A(4; —3) ja B(—1; 5), siis
16igu pikkus

AB=7(—1—4)%+ (5+3)2=)25+64=789=9,43.

594. Mis on punkti (—7; 3)projektsiooniks x-teljel, mis y-teljel?

595. Loigu otspunktid on M(2; —4,8) ja N(—5; 6). Kui pikad on
16igu MN projektsioonid telgedel?

596. Leia iga jirgmise punkti kaugus koordinaatide alguspunk-
tist:
1) A(4; =3), 2) B(—7; —24), 3) C(3,5; 5).

597. Anna valem punkti M(x; y) ja koordinaatide alguspunkti
vahelise kauguse arvutamiseks.
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598.

599.

600.

601.

602.

603.

604.

605.

606.

607.

608.

609.
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Ringjoon, mille keskpunkt on koordinaatide alguspunktis,

. labib punkti P(8; —15). Kui pikk on selle ringjoone raadius?

Kui pikk raadius on ringjoonel, mille keskpunkt on punktis
K(—5; 10) ja mis ldbib punkti L(0; —2)?

Koimnurga tippudeks on punktid 4(3; 0), B(7; 3) ja C(4; 8).
Arvuta kolmnurga kiilgede pikkused. Kas see kolmnurk on
tdisnurkne?

Kolmnurga tippudeks on punktid P(2; 3), Q(4; 7) ja R(13;
0). Arvuta kolmnurga kiilgede pikkused. Mis liiki kolmnurk
see on?

Leia x-teljel punkt, mille kaugus punktist (3; —8) on
vordne 15.

Leia punktidest (—1; 2) ja (5; 4) vordsetel kaugustel aset-
sev punkt, /

1) kui see punkt on x-teljel;

2) kui see punkt on y-teljel.

Niita arvutamise teel, et kolmnurk tippudega (—4; 3), (2;7)
ja (—4; 16) on taisnurkne. Leia kolmnurga pindala.

Nelinurga tippudeks on punktid (3; 2), (8 2), (11; 6) ja
(6; 6). Arvuta kiilgede ja diagonaalide pikkused. Mis liiki
nelinurk see on? Arvuta tema pindala.

Nelinurga tippudeks on punktid (0; 0), (4; 3), (—2; 11) ja
(—6; 8). Arvuta kiilgede ja diagonaalide pikkused. Méira
nelinurga liik ja arvuta tema pindala.

Loigu iiks otspunkt on (5; 2) ja teine on y-teljel. Leia lmgu
teine otspunkt, kui 16igu pikkus on 13 {ihikut.

Kui kaugel on punkt (5; —3) temaga alguspunkti suhtes
siimmeetrilisest punktist?

Korrapdrase kuusnurga keskpunkt on koordinaatide algus-
punktis ja tiks tipp on punktis (—4; —3). Joonesta see kuus-
nurk. Arvuta tema iimbermoot ja pindala.



6.8. VEKTORI KOORDINAADID

Vaatleme suunaga sirgloiku ehk vektorit, mille alguspunktiks on
A(xy; y1) ja 16pp-punktiks B(x2; y2). Vektori AB pikkust tadhista-

takse siimboliga |AB|. Et vektori AB pikkus on sama, mis 16igu
AB pikkus (joon. 135), siis vektori pikkuse arvutamine tema ots-
punktide koordinaatide pohjal toimub samuti, nagu 16igu pikkuse
arvutamine:

[AB|=AB;  |AB|=Y(xa—x1)?+ (y2—y1)%.

Selles valemis esinevaid vektori 16pp- ja alguspunkti koordinaa-
tide vahesid xs—x; ja yo—y, nimetatakse vektori koordinaatideks.

Lauset «Vektori AB koordinaadid on x;—x, ja y—y» kirjutatakse

kujul
AB=(x2—Xx1; Ya—Y1).

N édide. Kui vektori alguspunktiks on A(2; —3) ja l(')pp-punktiks'

on B(6; —5), siis ZE koordinaadid on: ;

Xo—x;=6—2=4, Yo—y;=—5—(—3)=—-5+3=-2

ja AB=(4; —2).

Vektorit tdhistame sageli itheainsa tdhega, néiteks Zf, tema koor-
dinaate siis a; ja a,, nii et Z= (ay; as). Seda kirjutust loeme: vek-

tor @ on koordinaatidega a, ja a;. Felnevast teame, et 16igu AB
projektsioon x-teljel on pikkusega |xo—x;| ja y-teljel pikkusega
[y2—y1].

Vektori joonestamine tema koordinaatide jargi toimub samuti,
nagu punkti joonestamine tema koordinaatide jargi, kusjuures vek-
tori alguspunkti voime teatavasti vabalt valida. Koige lihtsam on
votta selleks koordinaatide alguspunkt. Nii on kujutatud joonisel

136 vektor a= (—5; 3) ja tema vastandvektor —a= (5;-—3)-

B 1 2 T g O TP U T
-2 2 -7
4 Joon. 136
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Monikord on vaja leida vektorite summa voi vahe koordinaate.

Naitame, et vektorite AB ja BC summa AC koordinaadid on vord-
sed liidetavate vektorite vastavate koordinaatide summaga (joon.
137). Toepoolest, kui vektorite otspunktideks on

A(xy; 1), B(xs; y2) ja C(xs; ys).

siis
AB={(x3—x1; Y2—Y41),
BC= (x3—x3; Ys—Yy2),

AC= (xs—x1; Ys—11),
sest vektori koordinaatideks on vektori 1opp-punkti ja alguspunkti
koordinaatide vahed. Liites niiiid vektorite AB ja BC vastavad

—_—
koordinaadid, ndeme, et saame nende summa AC koordinaadid:

(%2—%1) + (X3—x2) =X2— X1+ X3—X2= X3— X1,

(Y2—y1) + (Ys—Y2) =Y2—Y1+Ys—Y2= d3— 1.

Niisamuti saame néidata, et vektorite vahe koordinaadid on vord-
sed nende vektorite vastavate koordinaatide vahedega. Kirjutame
.need vektorite liitmise ja lahutamise eeskirjad lithemalt, tahistades
vektoreid iiheainsa tdhega:

a=(a; a) } =>{ a+b=(a,+b; as+b,)
b=(bl; b2) a—b=(a]'_b1; aﬁ’—‘bg)
Niiteid 1. a=(4; 6) 2. m=(—7; —5)
b=(3; —2) 7 =(—4; 6)
a+b=(7; 4) m4n=(—11; 1)
a—b=(1; 8) m—n=(—-3; —11)

202



3.

La

On antud punktid A(3;—-2), B(—5; 4), C(2; 2) ja D(6; 4).

Arvuta vektori v=AB+CD pikkus ja kontrolli tulemust selle-
kohaselt jooniselt.

hendus. 1) AB=(—5—3; 4+2)=(—8; 6):
2) CD=(6—2; 4—2)=(4; 2);
3) v=AB+CD=(—8+4; 6+2)=(—4: 8);
4) [o]=y(—4)°+8=780=89.

Kontrolli jooniselt 138 lahenduse iga sammu.

610.

611.

612.

613.

614.

i

Ty
3
B <‘:~\ v * 418
\\ ~\ Jc/
7;7
AN e
N
A
Joon. 138

Arvuta vektori OA pikkus, kui punkt O on koordinaatide
alguspunkt ja A on

Leia vektori koordinaadid, kui vektori alguspunkt ja lopp-
punkt on vastavalt

1) (4;5) ja (=3;7), 2) (—=8;4) ja (3; =3),

3) (—3;9) ja(—6;9), 4) (48 —15) ja (24; 1).

Esita joonisel jargmised vektorid, arvuta iga vektori pikkus
ja kontrolli tulemust jooniselt:

a=(3;5), b=(2 —4), c=(—5; 4).

Arvuta kolmnurga kolmanda kiilje pikkus, kui kaks kiilgvek-

torit on AB= (7; 0) ja BC= (—2; 6). Joonesta kolmnurk ja
kontrolli tulemust jooniselt.

Arvuta vektorite a= (3; —2) ja b= (6; 3) summa ja vahe.

Esita joonisel vektorid_a,—l;,z+b ja a—b.
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615. Joonesta rodpkiilik, mille kiilgvektorid on P (6; 2) ja b=

=(1; 4). Arvuta roopkiiliku diagonaalide pikkused ja kont-
rolli tulemusi jooniselt.

616. Kolmnurga iithest tipust valjuvad kiilgvektorid on (4; 2) ja
(2; 6). Pohjenda véidet, et see kolmnurk on vordhaarne ja
tdisnurkne.

6.9. TERAVYNURGA SIINUS, KOOSINUS JA TANGENS

Eespool ndgime, et tdisnurkse kolmnurga kahe joonelemendi jargi
saab arvutada kolmnurga teisi joonelemente, kuid nurkade arvu-
tamist me ei vaadelnud. Kiisime niiiid, kuidas arvutada tdisnurkse
kolmnurga tundmatuid elemente, kui andmete voi otsitavate hul-
gas on ka nurki. Selle iilesande lahendamiseks peame teadma
valemeid, mis seovad tdisnurkse kolmnurga nurki tema kiilge-
dega. Selliste valemite tuletamiseks vaatleme tdisnurkseid kolm-
nurki, millel on iiks ja sama teravnurk (joon. 139). Need kolmnur-
gad on sarnased, sest iihe kolmnurga kaks nurka on vastavalt
vordsed teise kolmnurga kahe nurgaga. Kolmnurkade sarnasuse
tottu on iga kolmnurga kiiljed vordelised mistahes teise kolmnurga
kiilgedega, néiteks

Kui see vordsete suhete rida kirjutada kolme vordena ja neis sise-
lilkmed iimber paigutada, siis saame jargmised vorded:

a_al_ a__a,. b_b[

b b1 : c Cy y [ [

/\
A

¥ d ay 3z
e | nod saliiA
e brirmaied
b,
—b Joon. 139
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Samal viisil voime saada, et a : b=a, : by jne. Siit ndeme, et

kui tdisnurksetel kolmnurkadel on iiks ja sama teravnurk, siis iihe
kolmnurga mistahes kahe kiilje suhe on vordne teise kolmnurga
vastavate kiilgede suhtega.

Seda tosiasja iitleme lithemalt nii, et

tdisnurkse kolmnurga teravnurga andmisega on kolmnurga kiil-
gede suhted madratud.

Umberpoordult, ka kiilgede iga suhte andmisega on kolmaurga
teravnurgad maaratud, sest kui kahel tdisnurksel kolmnurgal ABC
ja A’B’C’ on kiilgede mingid suhted vordsed, néditeks (joon. 140)
AB _ A

P T

siis kolmnurgad on 1V sarnasustunnuse jargi sarnased, jarelikult
nende teravnurgad on vastavalt vordsed. Seetottu saab teravnurga

suuruse pohjal médarata kolmnurga kiilgede suhteid ja kiilgede
suhete pohjal teravnurga suurust.

8

Q

b
Joon. 140 Joon. 141

Téisnurkse kolmnurga kiilgede suhetele on antud erinimetused ja
eritdhistused. Tutvume neist kolmega:

teravnurga vastaskaateti ja hiipotenuusi suhet nimetatakse selle
nurga siinuseks;

teravnurga ldhiskaateti ja hiipotenuusi suhet nimetatakse selle
nurga koosinuseks;

teravnurga vastaskaateti ja ldhiskaateti suhet nimetatakse selle
nurga tangensiks.

Teravnurga siinus, koosinus ja tangens on teravnurga
funktsioonid, sest teravnurga igale vdirtusele vastab iiks
kindel siinuse vaartus, samuti {iks kindel koosinuse ja tangensi
vaartus.

Olgu tdisnurkse kolmnurga iiks teravnurk a ja teine p. (joon. 141).
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Nurga a siinust, koosinust ja tangensit tdhistatakse vastavalt
sina, cos a ja tan a.

Analoogiliselt on nurga B siinuse, koosinuse ja tangensi tahised
sin B, cos B ja tan .

Eespool antud definitsioonide pohjal saame:

i b
sl o= . cosa=-—-, tan a=

sin =

r\.lu- QHQ

a
, cos p=—-, tanp=

Need on nurkade o ja p funktsioonide definitsioonid siimbolites.
Vorreldes neid definitsioone, ndeme, et

sin a=cos p, cos a=sin f, tan a= Sl Sy
: 3 S

Et a+p=90° siis nurki a ja p nimetatakse teineteise taiendusnur-
kadeks (90°-ni). Avaldame iihe neist tdiendusnurkadest, niiteks B,
teise kaudu:

B=90°—a.

Asendades eespool saadud valemites nurga B tema avaldisega,
saame:

sin a=cos (90°—a),
cos a=sin (90°—a),

1

tan o= tan (90°--a)

Neid valemeid voime sonastada nii:

teravnurga siinus vordub tema tdiendusnurga koosinusega, terav-
nurga koosinus vordub tema tdiendusnurga siinusega, teravnurga
tangens vodub tema tdiendusnurga tangensi poordvairtusega.

Niiteks sin 20°=cos (90°—20°) =cos 70°,
cos 20°=sin (90°—20°) =sin 70°,

1 ?

°=
tan 20 P T

Nimetus koosinus tdhendabki tdiendusnurga siinust, sest ta on
tuletatud ladinakeelsest véljendist «sinus complementi», s.o.
«tdiendusnurga siinus», mida lithendatult kirjutati kujul co.sinus.
Mingi antud nurga, nditeks a=235° siinuse, koosinuse ja tangensi
leidmiseks ei tunne me algul muud teed, kui joonestada mingi
(mitte liiga vdike) tdisnurkne kolmnurk antud teravnurgaga,
moota kolmnurga kiiljed ja arvutada vajalikud suhted. Nii tehes
saaksime:
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sin 35°=0,57, cos 35°=0,82, tan 35°=0,70.
Kui need tulemused on oiged, siis voime oelda, et
sin 55°=0,82, cos 55°=0,57, tan55°=1:0,70=1,43.

617.

618.

619.

620.

621.

622.

623.

624.

625.

626.

627.

628.

Joonesta taisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuus ¢=10 cm ja
teravnurk a=25°. Mooda jooniselt kolmnurga kaatetid ja
arvuta

1) sin:2h°, 2) cos 25°, 3) tag 25

Leia veel

4) 'sin 65°, 5) cos 65°, 6) tan65°.

Joonesta mingi taisnurkne kolmnurk, mille iiks teravnurk on
40°, mooda jooniselt tarvilikud loigud ja arvuta sin40°
sin 50°, cos 40°, cos 50°, tan 40° ja tan 50°.

Missuguse nurga koosinus on niisama suur kui sin 15°
sin 49°?

Leia nurk, mille siinus on niisama suur kui cos 3°, cos 19°,
cos 58°.

Taisnurkse kolmnurga kaatet a=5 cm ja kaatet b=12 cm.
Arvuta kummagi teravnurga siinus, koosinus ja tangens.

Tiisnurkse kolmnurga kaatet a=4 cm ja hiipotenuus c=
=5 cm. Arvuta kummagi teravnurga siinus, koosinus ja tan-
gens.

Tiisnurkse kolmnurga kaatet =6 cm ja hiipotenuus ¢=9 cm.
Arvuta kummagi teravnurga siinus, koosinus ja tangens.

Joonesta nurk, mille
1) siinus on 0,8, 2) koosinus on 0,25, 3) tangens on 3.
Joonesta nurk, mille

1) siinus on —%— , 2) koosinus on —%— , 3) tangens on 0,6.

Vordhaarse kolmnurga alus on 8 iihikut ja haar 5 iihikut.
Arvuta kolmnurga korgus, alusnurga siinus, koosinus ja
tangens. ]

Toetudes teravnurga siinuse ja tangensi definitsioonile,
néita, et vorratus sin a<<tan a on alati oige.

Toetudes teravnurga siinuse ja koosinuse definitsioonile,
naita, et kui a<<45°, siis sin a<<cos a. :
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6.10. NURKADE 30°, 45° JA 60° FUNKTSIOONIDE
ARVUTAMINE

Nurga suuruse jargi tema funktsioonide arvutamine on iildiselt
palju aega vottev ja kiillaltki keerukas. Erandi moodustavad nur-
gad 30° 45° ja 60°, mille funktsioonide arvutamine on Gige lihtne.
Nurga 45° funktsioonid arvutame tdisnurksest kolmnurgast, mille
kaatetid on vordsed (joon. 142). Olgu kaatetite pikkus a mm. Siis
hiipotenuusi pikkus samades iihikutes on ;

c=Ya?+a*=Y2a®=ay2.

Niiiid saame, et

1.y2 i
ST S KU QOSSP
ay2 ¥2 ¥2-7y2 2
cos 45°=sin 45°:l23z0,707, tan 45°=1.

Nurkade 30° ja 60° funktsioonide arvutamiseks kasutame vordkiilg-
set kolmnurka, jaotades selle kdorgusega kaheks tdisnurkseks kolm-
nurgaks, mille teravnurgad ongi 30° ja 60° (joon. 143).

Joon. 142 Joon. 143

Avaldame esmalt vordkiilgse kolmnurga korguse h kiilje a kaudu:

a\? a? 3 a o
h= Va2—(—3) = Vt:z——‘r = V—4a2= 713

Niiiid saame:

— 1 -
sin 30°=—;—: a= ——;—, cos 30°=—;1’3 ra= ——2—}’3z0,866,
tan 30 5 21’ g A B
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Nurga 60° funktsioonid saame selle tdiendusnurga funktsioonide

kaudu:
sin 60°=cos 30°= —-}3~0,866,
cos 60°=sin 30°=—;—,

tan 60°=1: tan 30°=13=~1,73.

Koondame tulemused tabelisse:

o 30° 45° 60°
sin —:lz— ~7‘2~Y§ 1y3
S o 35, 1
cos o 3 V3 —2}’2 &3
tana | —513 1 3

629.

630.

631.

632.

633.

634.

14 Matemaatika VIII kI

Millega vordub 30°-se nurga vastaskaatet? Kuidas sellest
tuleneb sin 30° vaartus?

Kas teravnurga siinus suureneb voi viheneb teravnurga suu-
renemisel? Vordle sin 30° vaartust kaks korda suurema nurga

siinuse védidrtusega ja otsusta, kas nurga siinus on vordeline

nurga suurusega.

Kas teravnurga koosinus suureneb voi véheneb teravnurga
suurenemisel? Vordle cos 30° véirtust kaks korda suurema
nurga koosinuse vaartusega ja otsusta, kas nurga koosinus
on poordvordeline nurga suurusega.

Kas teravnurga tangens suureneb voi véheneb teravnurga
suurenemisel? Mitu korda suureneb nurga tangens, kui nurk
kasvab 30°-1t 60°-ni? Kas nurga tangens on vordeline nurga
suurusega?

Kummas vahemikus nurga siinus kasvab kiiremini, kas nurga
kasvamisel 30°-st 45°-ni voi 45°-st 60°-ni?

Vordle suhteid tan 45° : tan 30° ja tan 60°: tan 45°.
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6.11. TERAVYNURGA FUNKTSIOONIDE GRAAFIKUD

Parema iilevaate saamiseks teravnurga funktsioonide muutumi-
sest nurga muutumisel joonestame nende funktsioonide graafikud.
Seda saab teha sellekohasest joonisest saadud andmeil.

Nurga siinuse ja koosinuse graafiku saamiseks joonestame milli-
meetripaberile 90°-se kaare raadiusega 100 mm ja jaotame selle
kaare kas malli abil voi sirkliga proovides iiheksaks vordseks
osaks (joon. 144). Saadud jaotuspunktide ithendamisel ringjoone
keskpunktiga saame nurgad 10° 20° 30° . 80°. Joonestades
kaare jaotuspunktidest ristl(')igud r6htraadiusele, saame loigud,
mis kujutavad sin 10° sin 20°% ..., sin 80° védértusi, kui pikkusiihi-
kuks on ringjoone raadius.

Siinuse graafiku joonestamiseks vGtame rohtraadluse pikenduse
nurkade teljeks ja kujutame sellel nurgal 10° 20° ..., 80° vottes
10° kujutiseks loigu, mille pikkus vordub Iigikaudu 10°-se kaare
pikkusega (antud raadiuse korral ligikaudu 20 mm). Edasi kan-
name siinuse véartusi kujutavad 16igud réopliikke abil vastavasse
kohta iile (joon. 144). Nende loikude otspunktide {ihendamisel
saame siinuse graafiku vahemikus 10° kuni 80°.

Vaadeldes 10°-st vdiksemaid nurki, ndeme, et nurga suuruse ldhe-
nemisel 0°-le ldheneb tema siinus arvule 0. Analoogiliselt saame,
et nurga suuruse ldhenemisel 90°-le ldheneb tema siinus arvule 1.
Seeparast loetakse, et sin 0°=0 ja sin 90°=1.

Taiendades oma joonist saadud kahe siinuse vdartusega ja piken-
dades vastavalt graafikut, saame siinuse graafiku vahemikus 0°
kuni 90° (joon. 144).

Joonise taiendamiseks koosinuse graafikuga kasutame nurga ja
tema tdiendusnurga funktsioonide vahelist seost:

cos 0°=sin 90°, cos 10°=sin 80° jne. (joon. 144).

Saadud graafikutest ndeme, et

nurga kasvamisel 0°-st 90°-ni nurga siinus kasvab 0-st 1-ni ja koo-
sinus kahaneb 1-st 0-ni.

Joon. 144
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635. Valmista endale nurga siinuse ja koosinuse graafii( ja tdida
selle pohjal jargmine tabel.

a | 0°]10°] 20° | 30° | 40° | 50° | 60° | 70° | 80°

sin a| | | S |

90° |

cos a | e by ]

636. Vasta siinuse ja koosinuse graafiku abil jirgmistele kiisi-
mustele:

1) Kui suur on siinus 5° sin 55°, cos 28°, cos 65°?
2) Missuguse nurga siinus on 0,3, 0,57, 0,9?
3) Missuguse nurga koosinus on 0,95, 0,8, 0,24?
4) Missuguste nurkade puhul

sin a<<cos a, sin a=cos a, sin a>>cos a?

637. Otsusta siinuse ja koosinuse graafiku pohjal, kas allpool
antud vahe on positiivne, negatiivne voi null.

cos 25°—sin 25° cos 25°—sin 50°
sin 25°—cos 50° sin 35°—cos 55°
sin 70°—cos 70° cos 80°—sin 10°

638. Leia siinuse ja koosinuse graafiku abil, kui suur on tais-
nurkse kolmnurga nurk, mille

1) vastaskaatet on 8 cm ja hiipotenuus 16 cm;
2) vastaskaatet on 12 cm ja hiipotenuus 20 cm;
3) ldhiskaatet on 7 dm ja hiipotenuus 10 dm;
4) lahiskaatet on 9 m ja hiipotenuus 15 m.

Napundide. Arvuta selle nurga siinus voi koosinus ja leia
graafikult siinuse voi koosinuse vaartusele vastav nurk.

Teravnurga tangensi graafiku saamiseks joonestame millimeetri-
paberile 90°-se kaare raadiusega 50 mm ja jaotame selle endisel
viisil iiheksaks vordseks osaks. Saadud jaotuspunktid ithendame
ringjoone keskpunktiga ja pikendame neid iithendusloike ringjoone
puutujani, mis on tommatud rohtraadiuse otspunktist (joon. 145).
Nii tekib rida tdisnurkseid kolmnurki, millel ringjoone raadius on
ithiseks kaatetiks ja mille teravnurgad ringjoone keskpunkti juu-
res on vastavalt 10° 20° ..., 80°. Kui ringjoone raadius votta pik-
kusiihikuks, siis nende nurkade vastaskaatetid puutujal kujuta-
vadki nimetatud nurkade tangenseid. Tangensi graafiku saamiseks
votame nurkade telje endisel viisil ja jdtkame t66d nii, nagu sii-
nuse graafiku joonestamisel. Nurga tangensi muutumist kujutav
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Joon. 145

0° 200 40°, 60° 80°%°a

joon algab telgede alguspunktist, sest kui tdisnurkse kolmnurga
teravnurk ldheneb 0°-le, siis vastaskaateti pikktis ja sellega ka
nurga tangens ldheneb nullile. Seetottu ,

tan 00 =0:

Kui nurk ldheneb tdisnurgale, siis nurga vastaskaatet ja sellega
ka nurga tangens kasvab tokestamatult. Seetottu 90°-se nurga
tangens puudub.

639. Kirjelda, kuidas kasvab nurga tangens, kui nurk kasvab 0°-st
- 90°-ni.

640. Leia nurga tangensi graafikult,
1) kui suur on tan 35° ja tan 54°;
2) missuguse nurga tangens on 1; 2; 0,5;
3) kui palju kasvab nurga tangens nurga kasvamisel
20°-st 40°-ni ja 40°-st 60°-ni.

6.12. SEOSED UHE JA SAMA NURGA FUNKTSIOONIDE
VAHEL

Uhe ja sama teravnurga funktsioonid on omavahel teatud valemi-
tega seotud, nii et teades mingi nurga {ihe funktsiooni véartust
saab arvutada selle nurga iilejddnud funktsioonide vaartused.
Uhe ja sama teravnurga siinuse ja koosinuse vahelise seose leid-
miseks lahtume Pythagorase teoreemist (joon. 141):

a’+b2=c2
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Jagades selle vorduse molemad pooled arvuga ¢? ja teisendades
uue vorduse liikmeid, saame:

£ o8t (L)

. A e p g s b
Et esimene sulgudes olev jagatis ——=sina ja teine — =cos a,
siis saame

{sin a)2+ (cos a)?=1. l

Uhe ja sama teravnurga siinuse ja koosinuse ruutude summa vor-
dub iihega. :

Saadud lause viljendab Pythagorase teoreemi nurgafunktsioonide
abil.

Avaldades saadud valemist ithe nurgafunktsiooni teise kaudu,
saame valemid

sin a=71— (cos @)? ja cos a=Y1— (sina)

Neid valemeid kasutatakse nurga koosinuse jargi siinuse arvuta-
misel ja nurga siinuse jdrgi koosinuse arvutamisel.

Nidide Kui sina=0,28, siis

cos a=y1—0,282 =71—0,0784 =70,9216 =0,96.

Tuletame valemi, mis seob kdik kolm nurgafunktsiooni. Tdisnurk-
sest kolmnurgast (joon. 141).

4
tan a= b

Jagame paremal seisva murru lugeja ja nimetaja c-ga:
a

tan qg= i

%
c

a p . b o
EtT =sina ja — =cos a, siis

sin
cos o’

tan o=

Teravnurga tangens vordub sama nurga siinuse ja koosinuse jaga-
tisega.

See valem vdimaldab nurga siinuse ja koosinuse pohjal arvutada
nurga tangensi.
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Naide. Kui sin a=0,6, siis
cos a=71—0,62 =y0,64 =0,8.
tan «=0,6 : 0,8 =0,75.

Saadud kaks pohivalemit

(sin a)2+ (cos a)2=1 ja =
j

=fana
sSa

voimaldavad iga nurga funktsiooni pohjal arvutada iilejidnud
funktsioonid. Et kergendada tan o pohjal sin a ja cos a arvutamist,
tuletame veel ithe abivalemi. Selle saamiseks jagame esimese pohi-
valemi molemad pooled arvuga (cos a)2. Saame:

(sin a)? 1 ehik

(cos u)? A (cos a)2

1+ (tan a)?=

(cos a)? ;

Ndide. Kuitana=2, siis
1

b ik i gt :

(cos a)? 1+22=5, (cos a)2=—;—— =02

cos a=70,2=0,447, sin a=71—0,2=70,8=0,894.
“641. Arvuta sin a, kui cosa= —2— 0,3; — 41 2 &

642, Arvuta cos a, kui sin a=0,5; 0,96; l—: L;

“643. Arvuta tan o, kui cos a= —%

644. Arvuta tan a, kui sin a=0,8.

645. Arvuta sin a ja cos a, kui tan a=4.

646. Arvuta sin a ja cos a, kui tan a= Tgo_
647. Arvuta sin a ja cos a, kui tan a=0,3.
648. Avaida cos a ja tan a, kui sin a=a.

649. Avalda sin a ja tan a, kui cos a=a.

650. Avalda sin a ja cos a, kui tan a=a.

651. Taisnurkse kolmnurga iihe teravnurga siinus on 0,4. Arvuta
teise teraynurga siinus.
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652. Taisnurkse kolmnurga iihe teravnurga tangens on 2,4. Arvuta
teise teravnurga tangens.

653. On antud vorrand 4 tan x=3. Kui suur on sin x?

654. On antud vorrand 25(sin x)2—9=0.
Arvuta tan x.

655. On antud vorrand (tanx)2+3tan x—4=0.
v Leia nurga x siinus ja koosinus.

6.13. NURGAFUNKTSIOONIDE TABELID

Nurgafunktsioonide viirtuste leidmiseks on koostatud sellekoha-
sed tabelid. Tutvume koolides kasutatavas tabelitekogus leiduva
siinuste ja tangensite tabeliga (vt. V. Bradis. Neljakohalised mate-
maatilised tabelid keskkoolidele. Tabel VIII, IX ja X).

Siinuste tabelis (tabel VIII) on antud nurkade 0°0’, 0°6, 0°12’,
0°18’, 0°247, . .., 89°48’, 89°54’, 89°60’=90° siinused neljakohaliste
murdosadega, s. o. siinused nurkadele iga kiimnendiku kraadi ehk
6" jarel. Tabeli kolm parempoolset lisaveergu pealdistega 1/, 2/, 3’
voimaldavad leida siinuseid nurkadele iga 1” jarel. Neid lisaveerge
me ei kasuta.

Tabelist saadud neljakohalise siinuse vdértuse iimardame kolme-
kohaliseks, kui see arv jddb arvutuse lopptulemuseks. Tabeli algus.
ja lopp (lisaveergudeta) on jargmine.

Tabel VIII. SIINUSED

A o | e |127] 18| 24/ | 307 | 367 | 42| 48" | 54| 60/

0° | 0,0000 0017 0035 0052 0070 0087 | 0105 | 0122 | 0140 | 0157 | 0175 89°
1 0175 0192 0209 0227 0244 0262 | 0279 | 0297 | 0314 | 0332 | 0349 88°
2° 0349 0366 0384 0401 0419 0436 | 0454 | 0471 | 0488 | 0506 | 0523 87°
3° 0523 0541 0558 0576 |- 0593 0610 | 0628 | 0645 | 0663 | 0680 | 0698 86°

.............................

.............................

88° 9994 9995 9995 9996 9996 | 9997 | 9997 | 9997 | $998 | 9998 |0,9998 1
8s° 9998 9999 9999 9999 9969 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | COOO |1,0000 0°
%0° | 1,0000 I |

| 60/ | 54’ | 48" | 42 | 36’ | 307 | 2/ |18 | 12| & | 00 | A

KOOSINUSED
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Et leida tabelist mistahes tdisarv kraade ja kraadi kiimnendikke
sisaldava teravnurga siinust, leiame darmisest vasakpoolsest vee-
rust (pealdisega A) antud teravnurga kraadide arvu ja iilevalt
-esimesest reast vastava minutite arvu. Leitud rea ja veeru laike-
kohas on otsitava siinuse vdartuse murdosa. Siinuse véértuse tais-
osa on kogu tabeli ulatuses 0, vélja arvatud nurgad alates nur-
gaga 89°30", mille siinuste tdisosaks tuleb 1. Nii leiame niiteks,
et

sin 3°48"=0,0663 ~ 0,066;
sin 57°=0,8387 =~ 0,839;
sin 89°54”=1,000.

Sama tabel voimaldab leida ka teravnurkade koosinusi. Viimaste
leidmiseks votame kraadide arvu paremalt viimasest veerust (enne
lisaveerge) ja minutite arvu alt ning leiame vastava rea ja veeru
loikekohas oleva arvu. Niiteid:

cos 88°12’=0,0314~0,031;
cos 19°==0,9455~0,946;
cos 0°24’=1,000.

Tangensi véddrtuste leidmiseks on antud kaks tabelit, millest iiks
sisaldab nurkade 0° kuni 75°60” (tabel IX), teine nurkade 76°00”
kuni 89°59” tangenseid (tabel X). Molemas tabelis on tangensite
védartused antud neljakohaliste tiivedega.

Esimese tabeli ehitus ja kasutamine on iildiselt samasugune nagu
siinuste tabeli ehitus ja kasutamine. Tangensite tdisosad (mis ala-
tes nurgast 45° pole enam nullid) .on antud kas veerus pealdisega
0°( nurkadel 45° kuni 59°54”) voi otse murdosa ees (alates nurgast
60°). Niiteid:

tan 7°=0,1228=0,123,;

tan 58°54’=1,6577 =~ 1,658;

tan 74°48’=3,681~3,68.

Tabel X sisaldab tangensite vddrtusi nurkadele iga minuti jarel.
Seejuures kraadide arvu ja kiimnete minutite arvu votame tabeli
esimesest veerust (pealdisega A) ja minutite iheliste arvu iilevalt
esimesest reast. Antud nurga tangensi leiame vastava rea ja veeru
10ikekohast. Nii leiame néiteks, et

tan 77°40"=4,574~4,57,
tan 83°06" = 8,264 ~ 8,26;
tan 89°39'=163,7 ~ 164.

Tabelid IX ja X vOimaldavad leida ka tangensite po6d6rd-
vaartuste ehk kootangensite védrtusi, kuid neid me ei
kasuta. Kui antud nurga ifunktsiooni vdartust tabelis ei leidu, siis
votame sellele 1dhima tabelis leiduva nurga vastava funktsiooni
vairtuse. Néiteks ei leidu tabelis nurga 20°34’ iithtki funktsiooni.
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Sellele lahim nurk, mille funktsiconid tabelis leiduvad, on 20°36’.
Seda kasutades saame:

sin 20°34’ ~sin 20°36” ~0,352;

cos 20°34’ =~ cos 20°36” ~0,936;

tan 20°34” =~ tan 20°36’ = 0,376.

Kui antud nurk erineb iihepalju kahest tabelis leiduvast nurgast,
siis vOime kasutada iikskoik kumba neist nurkadest.
Néiteks voime lugeda, et

sin 48°45’ ~ sin 48°42'~0,751

VOi

sin 48°45" =~ sin 48°48’ ~0,752.

Neist teine vdédrtus on tdpsem, nagu selgub, kui neid vorrelda
tabelist saadavate sin 48°42 ja sin 48°48" viidrtuste aritmeetilise:
keskmisega, mis on 0,75185.

Tabelid VIII, IX ja X voimaldavad leida ka antud siinuse, koosi-
nuse voi tangen51 vadrtuse jargi vastavat nurka. Niiteks leiame
tabelist, et ‘

kui sin a=0,9598, siis a=73°42’;
, cosa=0,9598, ,, a=16°18;
. tan @=5933; ,, a=8026".

Kui antud nurgaiunktsiooni védartust tabelis ei leidu, siis leiame:
lihima tabelis antud véartuse ja votame sellele vastava nurga.
Niiteks, kui sin a=0,541, siis a=232°48’, sest sin 32°48’=0,5417 eri-
neb arvust 0,541 vihem Kui sin 32°42' = 0,5402.

Kui erinevus kahest tabelivddrtusest on i{ihesugune, siis voime
kasutada iikskoik kumba neist.

656. Leia tabeli abil iga jdrgneva nurga koik kolm funktsiooni:
1) 27°; 38°; 47°; 62°; 18°36’; 59°24"; 48°30".
2) 17°% 41°54"; 51°%; 63°12"; 79°48’; 84°30’; 46°48".
3) 5°04"; 24°44’; 68°28’; 70°15"; 86°33’; 88°53".

657. Leia nurgafunktsioonide tabeli abil antud funktsiooni vdartu--
sele vastav nurk ja selle teised funktsioonid.

1) sin ¢=0,309 cos p=0,766 tan y=0,2364
2) sin ¢=0,423 cos p=0,956 tan y=1,889
3) sin a=0,2181 cos p=0,64 tan y=0,544
4) sino=09178 cos B=0,347 tan y=6,51

658. Leia nurgafunktsmomde tabeli abil nurga suurus kui tema
1) siinus on —; 2) siinus on 25 ; 3) koosinus on—— 4) koo-
sinus on 3—(; : ) tangens on 1—, 6) tangens on ll?’ :
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. %659. Leia tdisnurkse kolmnurga nurga suurus, kui

1) nurga lahiskaatet on 24 cm ja vastaskaatet 18 cm;
2) nurga ldhiskaatet on 18 mm ja hiipotenuus 24 mm;
3) nurga vastaskaatet on 0,67 m ja lahiskaatet 1,6 m;
4) nurga vastaskaatet on 3,2 km ja hiipotenuus 5,2 km.

660. Leia tdisnurkse kolmnurga teravnurgad, kui
1) kaatetid on 5,8 dm ja 8,5 dm;
2) kaatetid on 0,82 m ja 1,45 m; .
3) {iks kaatet on 12 m ja hiipotenuus 15,6 m;
4) iiks kaatet on 0,3 m ja hiipotenuus 0,75 m.

6.14. TAISNURKSE KOLMNURGA LAHENDAMINE

Téaisnurkse kolmnurga elementide all moistame tema kiilgi ja
nurki. Kui muutuvatest elementidest, s.o. kiilgedest a, b, ¢ ja
teravnurkadest «, B (joon. 146) mingid kaks elementi on antud
(nende hulgas vahemalt iiks kiilg), siis kolmnurk on mééaratud ja
tema teisi elemente saab arvutada. Seega saavad antud elementi-
deks olla

1. teravnurk ja hiipotenuus,

2. teravnurk ja kaatet,

3. kaks kaatetit,

4. kaatet ja hiipotenuus,

sest kui {ihe tdisnurkse kolmnurga nimetatud elemendid on vord-
sed teise kolmnurga vastavate elementidega, siis kolmnurgad on
vordsed.

a

A X /I Joon. 146

b c

Nédide 1. Lahendame tdisnurkse kolmnurga, kui on antud terav-
nurk ja hiipotenuus, néiteks kui a=27° ja ¢=8,4 cm.
Lahendus.

1) p=90°—a=90°—27°=63".

9) L =sin a; e=c sin a=84-sin 27°=8,4-0,4540~3,8 (cm).

[

o>

3) L =cos @y b=ccosa=84-cos27°=84- 0,8910~7,5 (cm).

a
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Kontroll. Arvutame hiipotenuusi Pythagorase teoreemi poh]al"
ja vordleme tulemust antud hiipotenuusiga:
c=V3,82+7,52=714,4+56,2=770,6 =84,

nagu oli antud.

Vastus. a=3,8 cm; b=7,5-cm; §=63°.

661. Lahenda tdisnurkne kolmnurk, kui on antud:
1) a=39° ja ¢=15 cm; 3) p=14°18" ja ¢=6,5 dm; .
2) 0=68°30" ja ¢=0,58 cm; 4) B=>53°06" ja ¢=0,087 km..

N dide 2. Lahendame tdisnurkse kolmnurga, kui on antud terav-
nurk ja kaatet, néditeks kui a=61° ja a=8,7 cm.

Lahendus.

) B=90°—61°=29°.

2) —Z=tan B;

 b=atanp=8,7-tan 29°=87 - 0,5543~4,8 (cm).

3) sinag=-=; . i
o) T a — 8,7 ik 8,7 S : .
C=Gng _sin6l° 08746 — o7 1,143=99 (cm).

csma—a:

Kontroll Arvutame hiipotenuusi ka Pythaéorase teoreemi poh-
jal ja vordleme tulemusi:

c=78,72+4,82=775,7+23,0=798,7=9,93 ~9.9,
nii nagu varem saime.
Vastus. b=4,8 cm; ¢=9,9 cm; p=29°.

662. Lahenda tdisnurkne kolmnurk, kui on antud:

1) a=25 ja a=43 mm,; 3) p=33°45" ja b=180 m;
2) a=71°15" ja b=10,5 cm; 4) B=59°50" ja a=6,04 km.

Niédide 3. Telefoniposti tugi toetub postile 5,4 m korgusel maa-
pinnast’ Toe ja posti vaheline kaugus maapinnal on 3,7 m. Leiame-
toe pikkuse ja nurgad, mis ta moodustab maapinna ja postiga.
Lahendus. Tédisnurksest kolmnurgast on antud (joon. 146) kaa-
tetid a=5,4 m ja 6=3,7 m. Leida tuleb hiipotenuus ¢ ja nurgad’
a ning f.

1) c=Ya2+62=7547+3,72=Y29,2+ 13,7 = J42,9—6,55 ~6.6.
2) tan a= 5 =1459; a=55°30'~56°.

3) p=90°—56°=34°.
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Kontroll. Arvutame leitud B ja c¢ jirgi kaateti b:
b=c sin p=6,6-sin 34°=6,6-0,5592~3,7. '

Vastus. Posti toe pikkus on 6,6 m ja see moodustab maapin-
naga nurga 56° ning postiga nurga 34°.

663. Lahenda tdisnurkne kolmnurk, kui on antud:

1) a=15 cm ja b=36 cm; 3) a=320 m ja =180 m;
2) a=0,8 dm ja b=4,5 dm; 4) a=4,7 km ja b=1,7 km.

Nidide 4. Vaheloleva takistuse tottu saab tuletorjeredeli paigu-
tada mitte ldhemale kui 2,8 m maja seinast. Redeli pikkus on
9,2 m. Kui korgele ulatub redel ja kui suure nurga moodustab ta
korgeimas asendis maapinnaga ning maja seinaga?

Lahendus. Tédisnurksest kolmnurgast on antud kaatet 6=2,8 m
ja hiipotenuus ¢=9,2 m (joon. 146), leida tuleb kaatet a ja nurgad
a ja f.

1) a=Yc2—b2=Y9,22—2,82=184,6— 7,84 =176,76="8,76 ~88.

2) sinp=22=2,8-0,109=0,305; p=17"48'~18".

3) a=90°—18°=72".

Kontroll Arvutame kaateti @ nurga a ja hiipotenuusi ¢ jargi:
a=csina=9,2-sin 72°=9,2-0,9511=48,75.

Vastus. Redel ulatub 8,8 m korgusele ja ta moodustab siis maa-
pinnaga nurga 72° ning maja seinaga nurga 18°.

664. Lahenda tdisnurkne kolmnurk, kui on antud:

1) a=14cm jac=24 cm; 3) b=7,8m ja ¢=8,0 m;
2) a=0,9 m ja c=1,2 m; 4) 5=0,004 km ja ¢=0,08 km.

665. Arvuta tdisnurkse kolmnurga teised kiiljed ja nurge.zfd. kui
on antud:

1) a=5,2 cm ja ¢=7,5 cm; 3) b=0,64 m ja a=51°30";
2) a=28 m ja b=34 m; 4y p=72° ja c=0,286 dm.

666. Arvuta tdisnurkse kolmnurga teised kiiljed ja nurgad, kuion
antud:

1) ¢=0,85 m ja a=38°06"; 3) a=57°20" ja =0,64 m;
2) a=0,70 dm.ja 6=1,25 dm; -4) 6=0,656 m ja ¢=0,95 in.
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676.

'6.15. NURGAFUNKTSIOONIDE RAKENDUSI

Tuletorni tipp, mille korgus on 1§ m iile merepinna, paistab
merel asetsevast paadist 7° korgusel. Kui kaugel on paat
tuletornist?

Péikese korgus silmapiirilt on 32°. Kui korge on puu, mille
varju pikkus rohtsal maapinnal on sel momendil 22,4 m?

Kaldloik AB moodustab sirgega nurga o (joon. 147). Avalda
kaldloigu AB projektsiooni A,B, pikkus ja arvuta see, kui
AB=6,4 m ja a=38".

Sirge maantee touseb 70 meetri ulatuses ja moodustab
rohtsa maapinnaga nurga 16°. Mitu meetrit touseb maantee
selles ulatuses?

Raadiosaatejaama mast paistab 180 m kauguselt 26°-se nurga :
all. Kui korge on see mast?

2,5 m pikkuse teiba varju pikkus on 3,2 m. Kui korgel on
péike silmapiirilt?

Ristkiiliku alus on 14,5 m, nurk aluse ja diagonaali vahel
on 38°. Arvuta ristkiiliku pindala.

Rombi diagonaalide pikkused on 10,2 cm ja 6,8 cm. Kui suu-
red on selle rombi nurgad?

Olgu vordhaarse kolmnurga alus a, haar b ja korgus h.
Avalda alusnurga B siinus, koosinus ja tangens. Avalda poole

tipunurga —%siinus, koosinus ja tangens (joon. 148).

Vordhaarse kolmnurga haar b=8,0 cm ja alusnurk p=53°.
Arvuta tipunurk e, korgus &, alus a ja pindala S.

Nl

a
2
Joon. 147 Joon. 148
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Arvuta vordhaarse kolmnurga teised kiiljed ja nurgad, kui
on antud:

1) alus a=10 cm ja haar 6=13 cm;

2) alus a=24 m ja tipunurk a=126°
3) haar $=0,86 m ja tipunurk a=46°;
4) haar b=16,4 cm ja alusnurk p=51°.

Kui suur kesknurk toetub 7 cm pikkusele koolule rmgjoones,
mille raadius r=12 cm?

Ringi kool, mille pikkus on 42 mm, toetub kaarele 70°. Kui
pikk on ringi raadius?

Ringis raadiusega 11,2 cm on joonestatud kool, millele vas-
tav kaar on 132°, Arvuta selle ko6lu pikkus.

il
a
r m
B Joon. 149
a

Olgu korrapérase n-nurga kiilg a, apoteem m ja iimberring-
joone raadius r (joon. 149). Néita, et apoteemi ja raadiuse
vaheline nurk

_ 180°
n

ja kiilje ning raadiuse vaheline nurk
bl -rs
Tuleta kiilje a ja apoteemi m arvutamiseks valemid

5 B0 2
L ja m=rcos 2

a=2r sin

Korrapérase viisnurga timberringjoone raadius on 6,4 cm.
Arvuta selle viisnurga kiilg, apoteem ja pindala.

Korrapérase iiheksanurga {imberringjoone raadius on 12 cm.
Arvuta itheksanurga kiilg, apoteem ja pindala.

Korrapédrase kaksteistnurga {imberringjoone raadius on
6,8 cm. Arvuta kaksteistnurga kiilg, apoteem ja pindala.



Joon.
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686.

687.

688.

689.

690.

691.

150 Joon. 15!

Korraparase viisnurga kiilg on 1 m. Arvuta viisnurga apo-
teem ja pindala.

Korraparase kiimmenurga kiilg on 5,8 cm. Arvuta kiimme-
nurga apoteem ja pindala.

Niita, et korraparase n-nurga apoteem m avaldub kiilje a ja
tippude arvu n kaudu jargmiselt:
ok s 1

= e
Avalda sellest valemist apoteemi ja kiilje suhe m:a ning
arvuta see, kui n=3, 4, 5, 6, 8, 10, 12.

Korrapérase nelinurkse ptiramiidi korgus 7=18 cm ja kiilg-
serv b=25 cm (joon. 150). Kui suur on piiramiidi kiilgserva
kaldenurk pohja suhtes (nurk a joonisel 150)?

Arvuta korrapérase nelinurkse piiramiidi korgus h, kui kiilg-
serv b=4,4 dm ja kiilgserva kaldenurk pohja suhtes (nurk a
joonisel 150) on 67°.

Televisioonimasti korguse mootmiseks asetati nurgamootmise
riist 68 m kaugusele masti aluse keskpunktist (joon. 151).
Moo6tmisel saadi, et masti tipu korgusnurk a=63°50". Arvuta
masti Kérgus, kui nurgamootmise riist oli masti aluse tase-
mest 1,8 m korgemal.

Arvuta nurgamootmise riista kaugus masti aluse keskpunk-
tist (joon. 151), kui masti korgus A=120 m ja korgusnurk
a=48°10".
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7. POURDKEHAD

7.1. TAHKKEHAD JA POURDKEHAD

Eelnevates klassides oppisime tundma geomeetrilisi kehi, mida pii-
ravad hulknurgad. Joonisel 152 on kujutatud moned niisugused
kehad: kuup, risttahukas (voi réoptahukas, kui a5£90°), kolm-
nurkne piistprisma ja nelinurkne piiramiid. Tasapindade osi, mis
piiravad selliseid kehi, nimetatakse nende tahkudeks. Seepérast
kasutatakse nende kehade jaoks ka iihist nimetust: tahkkehad ehk
hulktahukad. Vaatleme niiiid mond lihtsamat keha, mille pind ei
koosne ainult tasapindade osadest voi koguni ei sisalda iihtki tasa-
pinna osa. Joonisel 153 on kujutatud kolm niisugust keha. Esimest
neist nimetatakse silindriks, teist koonuseks ja -kolmandat keraks.
Silindri kuju voib olla nditeks veepaagil (joon. 154, a). Koonuse

9 A

Joon. 152 Joon. 153

Joon. 154



Joon. 155

kuju on iimara torni katusel (joon. 154, b). Kerakujuline on nii-
teks gloobus (joon. 154,c). Silindri, koonuse ja kera kuju voime
naha ka sel teel, kui paneme sobiva kujuga plaadid kiirelt poor-
lema. Naditeks kui ristkiilikukujuline plaat poorleb kiirelt iimber -
iihe kiilje, siis ndeme silindrit (joon. 155, a). Kui tdisnurkse kolm-
nurga kujuline plaat pdérleb kiirelt iimber iihe kaateti, siis ndeme
koonust (joon. 155, b). Kui poolringikujuline plaat péorleb kiirelt
timber diameetri, siis ndeme kera (joon. 155,¢). Nende tihele-
panekute pohjal nmimetatakse silindrit, koonust ja kera péord-
kehadeks.

Seame eesmargiks 1) defineerida silinder, koonus ja kera, 2)
oppida arvutama nende kehade pindala ja ruumala.

692. Lopeta jargmised definitsioonid:

1) Kuup on risttahukas, mille . ..

2) Risttahukas on piistprisma, mille . ..

3) Piistprisma on hulktahukas, mille . ..

4) Korraparane piiramiid on hulktahukas, mille . ..
5) Hulktahukas on keha, ...

693. Kasutades sobivaid tdhistusi, kirjuta valemid tahkkeha ruum-
ala arvutamiseks, kui see tahkkeha on

1) kuup, 3) piistprisma,
2) risttahukas, 4) korrapdrane piiramiid.

694." Kuubi serv on a. Kirjuta valem kuubi pindala arvutamiseks.

695. Risttahuka léhisservéd on a, b ja c. Kirjuta risttahuka pind-
ala valem. :

696. Milliste Idikude pikkusi peab teadma selleks, et arvutada
1) piistprisma ruumala, kui prisma pohjaks on isekiilgne
kolmnurk?
2) korrapdrase viisnurkse piiramiidi ruumala?
3) korraparase viisnurkse piiramiidi tdispindala?
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697. Too néiteid kehade kohta, millel on
1) silindri kuju,
2) koonuse kuju,
3) kera kuju.

7.2. SILINDER

Olgu ABCD mingi ristkiilik. Tasapinnal, millel asefseb see rist-
kiilik, saab joonestada ainuit ihe ristkiiliku, mis on vordne rist-
kiilikuga ABCD ja millel on sellega iihine kulg AB. Joonisel 156
on selliseks ristkiilikuks ABEF.

Ruumis leidub Iopmata palju ristkiilikuid, mis_on vordsed antud
ristkiilikuga ABCD ja mille {iheks kiiljeks on 16ik AB (joon. 157).
Ristkiiliku ABCD saab sobiva poordega timber kiilje AB viia iihti-
misele iga ristkiilikuga sellest ristkiilikute hulgast. Seepérast
iitleme, et koik need ristkiilikud on saadud ristkiilikust ABCD
selle péorlemisel iimber kiilje AB. Et seejuures need - ristkiilikud
tdidavad keha, mida nimetame silindriks (joon. 158) siis voime
silindri defineerida jargmiselt:

silindriks nimetatakse keha, mille moodustab iimber iihe oma kiilje
poorlev ristkiilik.

Silinder - on maaratud, kui on antud ristkiilik, mille po66rlemisel
moodustub silinder, ja on ndidatud, missugust selle ristkiiliku
kiilge tuleb kasutada péorlemisteljena.

Kiilge, mille iimber poorleb silindrit moodustav ristkiilik, nimeta-
takse silindri teljeks. Teljeks nimetatava kiilje ldhiskiilge (ja
samuti viimase pikkust) nimetatakse silindri pohja raadiuseks.
Teljeks nimetatava kiilje vastaskiilge nimetatakse silindri moodus-
tajaks. Loik AB on joonisel 159 kujutatud silindri telg. Selle
silindri raadiuseks on 16ik AD ja moodustajaks 16ik CD. Silindri
pind koosneb kolmest osast. Kaht ringi, mille moodustavad rist-
kiiliku paigalejadva kiilje 14hiskiiljed, nimetatakse silindri pohja-

¥ A 0
0%
L
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Joon. 156 Joon. 157
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Joon. 158 Joon. 159 " Joon. 160

deks. Silindri pinna osa, mille moodustab p&orleva ristkiiliku pai-
galejddva kiilje vastaskiilg, nimetatakse silindri kiilgpinnaks
(joon. 160). Silindri kiilgpind ei ole tasapinna osa.

Tasapinnad, millel asetsevad silindri pohjad, on paralleelsed. See-
parast iitleme, et ka silindri pohjad on paralleelsed. Silindri telg
on risti molema pohjaga.

Silindri pohjade vahelist ristloiku (ja samuti selle 16igu pikkust)
nimetatakse silindri korguseks. Silindri korgus moodab tema poh-
jade vahelist kaugust. Korguseks voib lugeda néiteks telje, samuti
iga moodustaja.

Silindri ja tasapinna iihisosa nimetatakse silindri 10ikeks selle
tasapinnaga. Silindri 16iget tasapinnaga, mis ldbib silindri telge,
nimetatakse silindri telgloikeks, ja l1oiget tasapinnaga, mis on risti
silindri teljega, nimetatakse silindri ristldikeks.

698. Kaht silindrit, mida saab {ihtimisele viia, nimetatakse vordse-
teks. Mitu omavahel mittevordset silindrit maarab
1) ristkiilik, mis pole ruut?
2) ruut?

699. Ristkiiliku ABCD diagonaal BD moodustab kiiljega BC=
=12 cm nurga 30°. Arvuta selle ristkiilikuga maéératud
silindri raadius ja korgus, kui teljeks on kiillg AB.

700. Ristkiilik, mille pindala on 20 cm?, poorleb (imber iihe kiilje.
Kui pikk on sel viisil saadud silindri moodustaja, kui silindri
raadius on 4 cm? X

701. Ristkiiliku diagonaalide vaheline nurk on 60°. Arvuta selle
ristkiilikuga méaédratud silindri raadius ja korgus, kui silindri
teljeks on ristkiiliku lithem kiilg ja ristkiiliku diagonaal on
22 cm.
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702. Kirjelda silindri telgloiget ja ristloiget. Vordle silindri rist-
16iget silindri pohjaga.

703. Ristkiiliku pindala on 17 cm? Ristkiilik poorleb oma {ihe
kiilje timber. Kui suur on saadud silindri telgloike pindala?

704. Kirjelda silindri kiilgpinna ja pohja iihisosa.

705. Toesta laused:
1) silindri iga kaks moodustajat on paralleelsed ja vordsed;
2) silindri pohjad on vordsed;
3) silindri iga kaks ristloiget on vordsed.

7.3. SILINDR! PINDALA

Silindri kiilgpinna pindala nimetatakse silindri kiilgpindalaks ja
tahistatakse siimboliga Sj. Silindri kogu pinna pindala nimeta-
takse silindri tdispindalaks. Tdispindala tdhiseks on S;. Silindri
kiilg- ja tdispindala valemite tuletamiseks kasutame silindri pinna-
laotust.

Silindri kiilgpindala vordub pdhja imberm6ddu ja korguse korru-
tisega:

I Sr=2xrh,

kus r tdhistab silindri pohja raadiust ja A silindri korgust.
Toestus. Silindri killgpinnalaotus on ristkiilik, mille alus on
vordne silindri pohja iimbermooduga ja korgus on vordne silindri
korgusega (joon. 161). Et pohja iimbermoot on 2nr ja silindri kor-
gus h, siis kiilgpinnalaotuse pindala on 2nrh, seega kehtib niida-
tud valem.

Silindri tdispindala vordub pohja iimbermdddu ning korguse ja
raadiuse summa korrutisega: :

S: =2ar(h+r). i

i o

/ Joon. 161
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Joon. 162 Joon. 163

Toestus. Lisades silindri kiilgpinnalaotusele kaks silindri pohja;
saame silindri pinnalaotuse (joon. 162). Silindri pohja pindala on
Sp=mnr2 Et silindri tdispindala on

S:=8r+2S,, siis

Sy=2nrh+2nr*=2nr(h+r).

706.

707.

708.

709.

710.

A 1Ek

Silindri pdhja raadius on 2 cm ja korgus 5 cm. Joonesta
silindri pinnalaotus.

Silindri pohja raadius on 3 cm ja korgus on 10 cm. Valmista
kartongist selle silindri mudel. Selleks joonesta silindri kiilg-
pinnalaotus {ihes kleepimiseks vajalike didrtega ja loika
saadud kujund kartongist vilja. Seejdrel kleebi kiilgpind
kokku nii, nagu on naidatud joonisel 163, ja aseta kohale
pohjad.

Arvuta iilesande 707 tingimuste jdrgi valmistatud silindri
kiilgpindala, pohja pindala ja tdispindala.

Téida tabel.

r b R bl s b 8
13,0 20,0
2,5 1,2
0,70 35

Kui palju plekki kulub silindrikujulise taudahju kiilgpinna
katmiseks, kui ahju korgus on 1,3 m ja ldbimoot 0,7 m?

Joonisel 164 on antud silindri eestvaade ja pohivaade. Arvuta
silindri kiilgpindala.
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TO 1550

27 /i)

\—/ Joon. 164

On tarvis valmistada plekist silindrikujuline noéu (ilma kaa-
neta). Nou 1abimoot peab olema 24 cm ja korgus 35 cm. Kui
palju plekki kulub selle nou valmistamiseks, kui pleki kulu
valtsimiseks mitte arvestada? Vastus anda tdpsusega 5 cm?2

Silindrikujulise aurukatla 18bim66t on 1,2 m ja pikkus 4,4 m.
Kui suur on auru rohk kogu katla pinnale, kui auru rohk

on Sk—g,?
cme

Ristkiilik, mille kiiljed on a ja b, poérieb iimber kiilje a. Leia
tekkinud silindri kiilg- ja tdispindala.

Silindri korgus on & ja pohja 1abim6ot d. Kirjuta valemid
pindalade Sy ja S; arvutamiseks.

Kirjuta valem silindri korguse arvutamiseks, kui on teada
kiilgpindala Sy ja raadius r.

Avalda silindri kiilgpindala ja korguse kaudu
1) silindri pohja iimbermoot,

2) silindri pohja 1dbimoot,

3) silindri pohja raadius,

4) silindri tdispindala.

Silindri pohja 1dbimoot on 1 dm; korgus on vordne pohja
iimbermooduga. Arvuta Si.

Silindri pohja raadius on 15 cm ja kiilgpindala vordub poh-
jade pindalade summaga. Leia silindri korgus.

Silindri kiilgpindala on neli korda suurem pohja pindalast.
Silindri pohja raadius on 7 cm. Arvuta silindri korgus.

Tarvis on krohvida silindrikujulise silotorni sisepind. Torni
seesmine 14bimoot on 3,60 m ja korgus 6,80 m. Arvuta tap-
susega 0,1 m?, mitu ruutmeetrit pinda tuleb krohvida, kui
kogu pinnast tuleb vilja jatta luukide kohad; mille kogupind-
ala on 1,8 m2
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Mitu ruutmeetrit plekki kulub vihmaveetoru valmistamiseks,
kui toru pikkus on 10 m ja 14bimo6t 12 cm ning valtsimiseks
kulub 59 materjalist?

Silindrikujulise korstna kdrgus on 12 m ja 1dbimoot 0,5 m.
Mitu ruutmeetrit plekki kulub korstna valmlstamlseks kui
valtsimiseks kulub 10%' materjalist?

On vaja viérvida 100 silindrikujulist posti. Iga posti korgus
on 1,5 m ja labimoot 2,8 dm. Kui palju kulub varvimisel var-
mtsat kui 1 m? jaoks on seda tarvis 0,25 kg?

Silindrikujuline korsten on valmistatud plekist, mille ruut-
meeter kaalub 7 kg. Korstna korgus on- 15 m ja diameeter
40 cm. Valtsimiseks kulub 8%' materjalist. Arvuta korstna
kaal tdpsusega 0,1 kg.

Mitu tahvlit plekki mootmetega 142 cmX71 e¢m on vaja
20 silindrikujulise veepange valmistamiseks, kui pange labi-
moot on 30 cm ja korgus 40 cm? Pange kiilg ja pohi valmis-
tatakse tervest plekitiikist.

Silindri korgus A=7 cm ja pohja raadius r=2 cm. Arvuta
silindri tdispinnaga pindvordse ringi raadius.

Silindri telgloige on ruut, mille kiilg on 12 ¢cm. Leia silindri
tdispindala.

Silindri kérgus on 5 cm ja pohja raadius 6 cm. Kui pikk on
telgloike diagonaal?

Silindri korgus on 10 ¢cm ja p6hja raadius 5 cm. Silindrit

Ioikab teljega paralleelne tasapind 4 cm kaugusel teljest.
Arvuta 16ike pindala.

Silindri korgus on 30 cm ja pohja raadius 25 cm. Silindri

loige teljega paralleelse tasapmnaga on ruut. Kui kaugel on
l1oiketasapind teljest?

Kui suur on silindri kiilgpindala ja telgloike pindala suhe?

Silindri pohja raadius on 5 cm ja korgus 13 cm. Silindrit
l16ikab teljega ristuv tasapind. Loike pindala on kiilgpindala
osade geomeetriline keskmine. Arvuta lGiketasapinna kau
gus silindri pohjast.



7.4. SILINDRI RUUMALA

Silindri ruumala valemi koostamisel kasutame risttahuka ruumala
valemit ja Cavalieri! printsiipi.

Cavalieri printsiibi kohaselt on kaks keha ruumvordsed, kui nad
tdidavad jargmist kolme tingimust:

1) kehade korgused on vordsed;

2) kehade pohjade pindalad on v6rdsed;

3) kehade pohjadega paralleelsed 1oiked, mis on nende pohjadest
vordsetel kaugustel, on pindvordsed.

Cavalieri printsiibi alusel on kerge toestada jdrgmist teoreemi
silindri ruumala kohta.

Silindri ruumala vordub pohja pindala ja kdorguse korrutisega:

’ V =xr?h,

kus A on silindri korgus ja r silindri pohja raadius.

T
T |
| |
/‘; = > 17/ = 2
a2 | // ;
\ //’/ = \
Y

|

K,
b, 7 A TR Joon. 165

Toestus. Vaatleme koos silindriga risttahukat (joon. 165), milie
pohiservade pikkusteks on r ja mr, kus r on silindri pohja raadius.
Risttahuka korguseks votame silindri korguse h. Sellise risttahuka
pohi on pindvordne silindri pohjaga: molemal juhul S, =mnr2 Rist-
tahuka iga 16ige tema pohjaga paralleelse tasapinnaga on pohjaga
vordne ja seepdrast sellega ka pindvordne. Samuti on lugu silindri
Ioigetega, mis on paralleelsed tema pohjadega. Jarelikult on rist-
tahuka ja silindri koik 16iked, mis on paralleelsed nende pohja-
dega, pindvordsed. Siis on pindvordsed ka 16iked, mis on nende
pohjadest vordsetel kaugustel. Cavalieri printsiip lubab -niiiid
otsustada, et silinder, mille raadius on r ja kérgus h, on ruum-
vordne risttahukaga, mille mootmed on r, ar ja h. Et selle rist-
tahuka ruumala on r-mr-h=anar?h, siis ka silindri ruumala V=
=ar’h. Et ar? on silindri pohja pindala ja h sxlmdn korgus, siis
on teoreemi viide oige.

! Cavalieri, itazlia matemaatik, elas a. 1598—1647.
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Arvuta tilesande 707 tingi’muste jargi valmistatud silindri
ruumala. ‘

Mitu liitrit vett sisaldab silindrikujuline nou, mille korgus on
9 dm ja seesmine 1dbimoot 6 dm?

Leia {imara raudvarda kaal, teades, et varda 14bimo66t on
20 mm, pikkus 1,75 m ja raua erikaal on 7,8. Vastus leia
tdpsusega 10 g.

Mitu tonni naftat mahutab silindrikujuline tsistern, mille
diameeter on 9 m ja korgus 7 m? Nafta erikaaluks vota
0,85.

Silindrikujulise naftatsisterni diameeter on 12 m. Nafta pind
tsisternis on 5 m korgusel. Kui palju kaalub tsisternis olev
nafta?

Silindrikujulise kaevu 1dbimd6t on 12 dm. Mitu liitrit vett on
selles kaevus, kui veepinna kaugus kaevu pohjast on 2,1 m?

Kui palju kaalub silindrikujuline kuiv ménnipalk (erikaal
0,52), mille pikkus on 4,5 m ja labimoot 22 cm?

Pumba silindri diameeter on 126 mm, kolvikdik on 203 mm.
Kui palju vett annab pump i{ihe tunni jooksul, kui kolb teeb
minutis 30 t6okdiku? Vastus anna tdpsusega 0,1 m?®.

25 m vasktraati kaalub 100,7 g. Arvuta traadi 1abimoot. Vase
erikaal on 8,9.

Kera terastraati (erikaal 7,85), 1abimooduga 5 mm, kaalub
77 kg. Mitu meetrit on selles keras traati?

Tarvis on valmistada silindrikujuline anum, mille maht on
500 1. Kui korge peab see anum olema, kui diameeter on
76 cm? Vastus anna tépsusega 1 cm.

Silindrikujuline veendu sisaldab 180 | vett. Veenou korgus
on 1 m. Kui suur on selle veenou pohja diameeter?

Termomeetri elavhobedasammas, pikkusega 15,6 cm, kaalub
5,2 g. Elavhobeda erikaal on 13,6. Arvuta samba ristloike
pindala.

40-millimeetrilise 1abimooduga kanepikoie jooksev meeter
kaalub 1 kg. Arvuta erikaal.
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Silindrikujuline mooteklaas on kuupsentimeetriliste jaotus-
tega. Kahe jarjestikuse jaotuse vaheline kaugus on 1,8 cm.
Arvuta mooteklaasi seesmine 14bimoot.

Silindrikujulise mooteklaasi seesmine 1abimoot on 4 cm ja
iga jaotus on 5 cm3 Kui suur on kahe jérjestikuse jaotuse
vaheline kaugus?

Malmtoru seina paksus on 5 mm: selle toru seesmine dia-
meeter on 75 mm. Malmi erikaal on 7,2. Arvuta’3 m pikkuse
toru kaal tdpsusega 0,1 kg.

3 m pikkusest palgist, mille ristldige on ruut kiiljepikkusega
18 cm, on tarvis valmistada kaks 1,3 m pikkust voimalikuit
suure ldbimooduga kaevuvolli. Kui suur on seejuures puidu
kadu kuupdetsimeetrites ja protsentides?

Ristkiilikukujulist plekitiikki, mille pikkus on 1,6 m ja laius
0,8 m, saab timmarguseks toruks kokku keerata kahel viisil.
Arvuta nende torude a) ruumalade suhe, b) kiilgpindalade
suhe. :

Arvuta tapsusega 0,5 m® silindrikujulise silotorni maht, kui
torni seesmine 14bimoot on 4,20 m ja seesmine korgus
7,21 m. Mitu tsentnerit silo mahutab see torn, kui 1 m® sile
kaalub 550 kg?

Silindrikujuline teeklaas, mille seesmine 14bimo6t on 5,6 cm,
on pooleni tdidetud veega. Pérast seda, kui klaasi lasti kivi,
mis kaalus 128 g, tousis vee pind 2 cm vorra. Arvuta selle
kivi erikaal.

7.5. KOONUS

Olgu ABC mingi tédisnurkne kolmnurk. Tasapinnal, millel aset-
seb see kolmnurk, saab joonestada ainult iihe tdisnurkse kolm-
nurga, mis on vordne kolmnurgaga ABC ja millel on sellega iihine
kaatet AB ning iithine teravnurga tipp A. Joonisel 166 on selliseks
kolmnurgaks ABD.

A

L
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Joon, 167 Joon. 168 ‘ Joon. 169

Ruumis leidub I6pmata palju tdisnurkseid kolmnurki, mis on
vordsed antud kolmnurgaga ABC ja mille {iheks kaatetiks on 16ik
AB ning iihe teravnurga tipuks punkt A (joon. 167). Kolmnurga
ABC saab sobiva poordega {imber kaateti AB viia {ihtimisele iga
kolmnurgaga sellest hulgast. Seepérast iitleme, et koik need kolm-
nurgad on saadud kolmnurgast ABC selle pdéorlemisel {imber
kaateti AB. Et koik need kolmnurgad tdidavad ruumis keha, mida
nimetatakse koonuseks, siis defineerime koonuse jargmiselt:

koonuseks nimetatakse keha, mille moodustab iimber iihe oma
kaateti poorlev tdisnurkne kolmnurk.

Koonuse pind koosneb kahest osast. Ringi, mille moodustab oma
kaateti iimber poorleva tdisnurkse kolmnurga teine kaatet, nime-
tatakse koonuse pdhjaks. Koonuse pinna osa, mille moodustab
poorleva kolmnurga hiipotenuus, nimetatakse koonuse kiilgpinnaks
(joon. 168). Koonuse kiilgpind ei ole tasapinna osa.

Poorleva kolmnurga hiipotenuusi nimetatakse koonuse moodusta-
jaks.

Koonus on maératud, kui on antud tdisnurkne kolmnurk, mille
poorlemisel moodustub see koonus, ja on ndidatud, kumba selle
kaatetit tuleb kasutada poorlemisteljena.

Kaatetit, mille iimber poorleb koonust mocdustav kolmnurk, nime-
tatakse koonuse teljeks. Koonuse pohja tekitavat kaatetit (ja tiht-
lasi ka tema pikkust) nimetatakse koonuse podhja raadiuseks.
Kolmnurga tippu, mis asetseb koonuse pohja tekitava kaateti vas-
tas, nimetatakse koonuse tipuks. Koonuse tipp on koonuse koigi
moodustajate tihisosa. Joonisel 169 kujutatud koonuse telg on
AB, pohja raadius BC, tipp A ja moodustaja AC.
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Koonuse telg on risti koonuse pohjaga ja moodab koonuse tipu
kaugust koonuse pohjast. Seepdrast nimetatakse koonuse telge (ja
ithtlasi ka tema pikkust) koonuse korguseks.

Koonuse 16iget tasapinnaga, mis ldbib koonuse telge, nimetatakse
koonuse telgloikeks, ja 16iget tasapinnaga, mis on risti teljega,
koonuse ristloikeks.
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Kaht koonust, mida saab iithtimisele viia, nimetatakse vord-
seteks. Mitu omavahel mittevordset koonust méairab
1) mittevordsete kaatetitega tdisnurkne kolmnurk?

/ 2) vordhaarne tdisnurkne kolmnurk?

Téaisnurkse kolmnurga iiks teravnurk on 30° ja selle vastas-
kaatet 7 cm. Leia selle kolmnurga poorlemlsel moodustuvate
koonuste

1) korgused,

2) moodustajad,

3) pohjade pindalad.

Téisnurkne kolmnurk, mille pindala on 30 cm?, p6orleb imber
iihe kaateti. Kui pikk on sel viisil saadud koonuse moodus-
taja, kui koonuse pohja raadius on 5 cm?

Kirjelda koonuse telgloiget ja ristloiget.

Koonuse telgloike pindala on 3 dm? Arvuta koonuse moo-
dustaja pikkus, kui koonuse korgus on 2 dm.

Koonuse pohja raadius on 11 cm. Koonuse telgloikeks on
tdisnurkne kolmnurk. Leia telgloike pindala.

Koonuse pohja raadius on 8 dm. Koonust loikab tasapind,
mis on paralleelne koonuse pohjaga ja ldbib korguse kesk-
punkti. Mdéra l16ike pindala.

Koonuse korgus on 28,3 cm. Kui kaugel tipust tuleb koonust
loigata pohjaga paralleelse tasapinnaga, et loike pindala
oleks pool pohja pindalast?

Leia nurk koonuse korguse ja moodustaja vahel, kui koonuse
pohja diameeter on vordne moodustajaga.

Nurk koonuse korguse ja moodustaja vahel on 60°. Moodus-
taja pikkus on 4 dm. Arvuta

1) pohja pindala,

2) telgloike pindala,

3) telje keskpunkti lébiva ja teljega risti oleva loike pindala.
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7.6. KOONUSE PINDALA

Koonuse kiilgpinna pindala nimetatakse koonuse kiilgpindalaks ja
tahistatakse Sx. Koonuse kogu pinna pindala nimetatakse koonuse
tdispindalaks ja tahistatakse S;. Koonuse kiilg- ja tdispindala vale-
mite tuletamiseks kasutame koonuse pinnalaotust.

Koonuse kiilgpindala vordub tema pdhja poole iimbermddodu ja
moodustaja korrutisega:

Sy = arm,

kus r on koonuse pohja raadius ja m moodustaja.

Toestus. Koonuse kiilgpinnalaotus on ringi sektor, mille raa-
dius vordub koonuse moodustajaga m ja kaare pikkus vordub koo-
nuse pohja iimbermooduga 2nr (joon. 170). Et sektori pindala vor-
dub tema kaare pikkuse ja raadiuse poole korrutisega, siis koonuse
kiilgpindala

2nr . m
bR 3

Siit saamegi naidatud valemi.

Koonuse tidispindala vordub pohja poole iimbermododu ja moodus-
taja ning pohja raadiuse summa korrutisega:

S;=ar(m-+r).

Toestus. Lisades koonuse kiilgpinna laotusele koonuse pohja,
saame koonuse pinnalaotuse (joon. 171). Koonuse pohja pindala
on Sp=mnr? Et koonuse tdispindala on S;=S8x+ Sy, siis

Si=arm+nr’=nr (m+r).

L

o

Joon. 170 Joon. 171
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Joon. 172

Koonuse kiilgpinnalaotus on ringi sektor, mille raadius on
14 cm ja kaare pikkus 62,8 cm. Arvuta koonuse pohja raadius
ja korgus.

Koonuse kiilgpinnalaotus on ringi sektor, mille raadius on
10 em ja nurk 90°. Arvuta koonuse pohja raadius. Joonesta
see kiilgpinnalaotus, varusta see kleepimiseks vajalike &dar-
tega ning kleebi kokku koonuse kiilgpinna mudel (joon. 172).
Mooda saadud mudelil pohja raadius ja vordle mootmise
tulemust arvutustega. Joonesta veel koonuse pohi ja kleebi
see tema kohale koonuse mudelil.

Koonuse pohja raadius on 12 cm ja koonuse moodustaja on
4 dm. Kui pikk on kiilgpinnalaotuse kaar ja kui suur on selle
nurk?

Koonuse kiilgpinnalaotuse nurk on 120°. Koonuse moodustaja
on 15 cm. Leia koonuse pohja diameeter.

Arvuta iilesande 766 tingimuste jargi valmistatud koonuse
kiilgpindala ja tdispindala.

Koonuse korgus on 4 dm ja pohja raadius 3 dm. Arvuta
kiilg- ja tdispindala tdpsusega 0,1 dm?.

Koonuse telgloige on vordkiilgne kolmnurk, mille kiilg on
8 dm. Arvuta koonuse tdispindala tipsusega 0,1 dm?2.

Koonuse korgus 4=3 ja moodustaja m=>5. Leia tdispindala.

Taisnurkne kolmnurk kaatetitega a ja b ning hiipotenuusiga
¢ poorleb iimber kaateti a. Leia tekkinud koonuse tédispind-
ala, kui

1) a=8 cm, 6=6 cm,

2) a=15 cm, c=25 cm;

3) 6=5,30 cm, ¢=10,2 cm.

On tarvis valmistada plekist koonus, mille pohja 1abimo6t on
18 ecm ja moodustaja 15 cm. Kui palju plekki kulub, kui
materjali kadu on 10%.
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Koonusekujulise telgi korgus on 3,7 m ja pohja ldbimoot
4.4 m. Mitu ruutmeetrit riiet kulus telgi katmiseks?

Koonusekujulise katuse rdadsta pikkus on 18,5 m ja tipu kau-
gus rddstast 7,4 m. Kui suur on selle katuse pindala?

Mitu ruutmeetrit plekki kulub torni koonusekujulise katuse
katmiseks, kui katuse korgus on 2,9 m, torni 1dbimoot on
7,2 m ja valtsimiseks kulub 79% materjalist?

Leia koonuse korgus, kui koonuse kiilgpindala on 0,42 dm?
ja moodustaja 7 cm.

Koonuse korgus on 24 dm ja pohja raadius 7 dm. Arvuta
killgpinnalaotuse nurk. :

Koonuse kiilgpindala on 1 m? ja kiilgpinnalactuse nurk 120°.
Maiaédra koonuse tdispindala. :

Koonuse tdis- ja kiilgpindala suhe on 3 :2. Leia suurim nurk
tema moodustajate vahel.

Torni koonusekujulise katuse pindala on 250 m? ja pohja
14bim6ot on 9 m. Leia katuse korgus.

Vordhaarne kolmnurk poorleb oma korguse iimber. Arvuta
selle kolmnurga kiiljed, kui kolmnurga iimberm66t on 30 cm
ja tekkinud poordkeha taispindala on 60zt cm?.

Poolring on keeratud koonuse kiilgpinnaks. Leia nurk koo-
nuse moodustaja ja korguse vahel.

Ringi sektori raadius on 3 m ja nurk 120°. Sektor on kokku
keeratud koonuse kiilgpinnaks. Madéra koonuse pohja raadius.

Taisnurkne kolmnurk, mille kaatetid on 12 cm ja 5 em, poor-
leb timber hiipotenuusi. Leida tekkinud poordkeha pindala.

Kolmnurk, mille kiiljed on 7 cm, 9 cm ja 12 cm, poorleb

imber koige pikema kiilje. Leida tekkinud poérdkeha pind-
ala.

7.7. KOONUSE RUUMALA

Koonuse ruumala valemi tuletamisel kasutame 1) eeskirja piira-
miidi ruumala méiiramiseks, 2) sarnaste kolmnurkade omadusi,
3) Cavalier’ printsiipi. Toestame, et
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koonuse ruumala vordub tema pohja pindala ]a korguse iihe kol-
mandiku korrutisega:

1 2
V—an h,

kus r on koonuse pohja raadius ja h koonuse korgus.

Toestus. Vaatleme koos koonusega nelinurkset piiramiidi, mille
pohjaks on ristkiilik kiilgede pikkustega r ja sir. Piiramiidi korgu-
seks votame koonuse korguse A (joon. 173).

Vaadeldava koonuse ja piiramiidi pohjad on pindvordsed: molemal
juhul Sp=mnr?

Asetsegu vaadeldav koonus ja piiramiid iihel ning samal tasapin-
nal. Loikame neid kehi tasapinnaga, mis on - paralleelne pohjade
tasapinnaga ja mille kaugus tippudest on k. Koonuse ja piliramiidi
16iked selle tasapinnaga on kehade pohjadest vordsel kaugusel
h—*k.

Koonuse I6ige on ring; olgu selle raadius a. Piiramiidi 15ige on
ristkiilik; olgu selle kiiljed & ja c. :

Niitame, et need 16iked on pindvordsed.

Koonuse puhul leiame sarnastest kolmnurkadest ABC ja ADE:

o G L B R,
=8 =_ P = h = h .

Seega koonuse 16ike pindala S.=n£;'—:

Piiramiidi puhul leiame sarnastest kolmnurkadest KLM ja KNP:

Joon. 173
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Niiiid saame leida piiramiidi 10ike pindala:

Lo AnRAf?
82=bC‘ 0

Nagu siit selgub, on vaadeldavad loiked toepoolest pindvordsed:
Sl=82. b

Loigete kaugus & koonuse ja piiramiidi tippudest (ja seega k
nende pohjadest) on valitud téiesti vabalt. Jarelikult on koik koo-
nuse ja piiramiidi pohjadest vordsetel kaugustel asetsevad l6iked
pindvordsed.

Cavalieri printsiibi pohjal voime niiiid otsustada, et koonus, mille
raadius on r ja korgus h, on ruumvordne sellise nelinurkse’ piira-
miidiga, mille pohjaks on ristkiilik kiilgedega r ja sir ning kor-
gus on h.

Piiramiidi ruumala vordub tema pdhja pindala ja kdrguse iihe
kolmandiku korrutisega. Koonus on ruumvordne vaadeldava piira-
miidiga: tema pohi on pindvordne piiramiidi pohjaga ja korgus
vordne piiramiidi korgusega. Siit jareldame, et ka koonuse ruum-
ala on vordne tema pohja pindala ja korguse iihe kolmandiku kor-
rutisega.

Et vaadeldav koonus on valitud vabalt, siis' kehtib tulemus iga
koonuse puhul.

788. Arvuta iilesande 766 tingimustel valmistatud koonuse ruum-
ala.

789. Koonuse pohja raadius on 4,8 dm. Koonuse korgus on 1,15 m.
Arvuta koonuse ruumala tédpsusega 0,1 dm?.

790. Koonuse telgldige on vordkiilgne kolmnurk, mille kiilg on
4 dm. Arvuta koonuse ruumala tipsusega 0,01 dm?.

791. Koonuse telgloike pindala on 5,1 dm? Koonuse kérgus on
3 dm. Arvuta koonuse ruumala tdpsusega 0,01 dm?

16 Matemaatika VIII Kl 241



792.
793.

794.

-795.

796.

797.

798.

| - |
L__——-Zj————l Joon. 174

Arvuta joonisel 174 kujutatud koonuste ruumalad.
Téida lilngad jargnevas tabelis (d — koonuse pohja dia-
meeter). ‘ :
r ’ h : m l d %
& bR
Fedy e 0 b 26
o 5
EORM oo {5 v
| gg . Il 40

Koonusekujulise kiviséehunniku iimbermo6t on 5,4 m ja Kkor-
gus 1,2 m. Kui palju kaalub kivisiisi selles hunnikus, kui
1 m3 siitt kaalub 1,3 t?

Kui palju kaalub vasest koonus vees, kui koonuse pohja dia-
meeter on 4,0 cm ja korgus 5.0 cm? Vase erikaal on 8,8.

Koonusekujulise kartulikuhja ﬁmberm()c')t on 86 m ja kor-
gus 1,2 m. Mitu tonni kartuleid on selles kuhjas, kui 1 h}
kartuleid kaalub 72 kg?

Plekist on I6igatud sektor, mille raadius on 30 cm ja nurk
240°. See sektor on kokku keeratud koonuseks. Leia saadud
koonuse ruumala tapsusega 0,01 dm?.

Vasetiikist, mis kaalub 24 kg, on tarvis valada koonus; mille
pohja raadius on 10 cm. Leia koonuse korgus tdpsusega
1 mm. (Vt. iilesanne 795.)



799,

800.

801.
802.
803.

804.

- 805.
806.
807.
808.

809.

810.

Koonusekujulise liivakuhja pohja {imbermooduks saadi sam-
mudega modtmise teel 22 m. Kuhja korgus on (silma jérgi) -
9 m. Mitu soitu tuleb teha 3-tonnise veoautoga selle kuhja
dravedamisel, kui 1 m? liiva kaalub 1700 kg?

Ummarguse terava tipuga telgi 1abimoot (maapinnal) on
4,00 m ja korgus 5,00 m. Kui suure maatiiki katab see telk?
Kui suur on telgi maht?

Vordkiilgne kolmnurk, mille tipunurk on 120° ja haar 20 cm,
poorleb iimber aluse. Leia tekkinud poordkeha ruumala.

Taisnurkne kolmnurk, mille kaatetid on 12 em ja 16 cm, poor-
leb iimber hiipotenuusi. Leia tekkinud poordkeha ruumala.

Kolmnurk, mille kiiljed on 13, 14 ja 15 cm, 'p66rléb keskmise
pikkusega kiilje iimber. Arvuta tekkinud poordkeha ruumala.

Taidetud koonusekujulisest anumast, mille korgus on 0,18 m
ja pohja 1dbimoot 0,24 m, valatakse vedelik iimber silindri-
kujulisse anumasse, mille pohja 1abimoot on 0,10 m. Kui kor-
gel on vedeliku pind silindrikujulises anumas?

Koonuse telgldige on vordhaarne tdisnurkne kolmnurk, mille
pindala on 16 m?. Arvuta koonuse ruumala.

Koonuse pohja pindala on 25n cm? ja taispindala 90m cm?.
Arvuta koonuse ruumala. g

Koonuse kdrgus on 15 m ja ruumala 2000x m?. Arvuta koo-
nuse tdispindala.

Koonuse korgus on 12 cm ja kiilgpindala 65x cm?  Arvuta
koonuse ruumala.

Koonuse pohja pindala on 225n cm? Koonust 16ikab tema
teljega ristuv tasapind, mille kaugus koonuse tipust on 4 cm.
Loike pindala on 25n cm?. Arvuta koonuse ruumala.

Koonuse pohja pindala on 64n cm? Koonust 16ikab tema
pohjaga paralleelne tasapind, mille kaugus pohjast on 10 cm.
Loike pindala on 9 cm?®. Arvuta koonuse ruumala.

7.8. KERA JA SFAAR

Ringi diameeter jaotab ringi kaheks poolringiks (joon. 175). Tasa-
pinnal leidub ainult kaks poolringi, millele antud sirgldik on iihi-
seks diameetriks.

16*
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Ruumis leidub lopmata palju iihise diameetriga poolringe (joon.
176). Iga kaks poolringi sellest hulgast on vordsed, sest neid saab
ithtimisele viia sobiva p6orde abil iimber iihise. diameetri. Utleme,
et selline poolringide hulk on saadud iihest poolringist selle poor-
lemisel iimber oma diameetri. Uhise diameetriga poolringide hulk
ruumis tdidab iihe kera. Kasutame seda asjaolu kera defineeri-
misel.

Keraks nimetatakse keha, mis tekib poolringi poorlemisel oma
diameetri iimber. Kera pinda nimetatakse sfairiks.

Siéir tekib poolringjoone podrlemisel iimber oma diameetri. Sfaari
tekitava poolringjoone keskpunkti nimetatakse sfddri ja samuti
vastava kera keskpunktiks. Sfdari koik punktid on vordsetel kau-
gustel sfddri kekspunktist. Seepidrast voib oGelda, et sfadr on
ruumi {ihest antud punktist antud kaugusel asetsevate punktide
hulk.

Antud punkt O ja antud kaugus r méidravad iihe ja ainult iihe
sfadri S, samuti iihe ja ainult {ihe kera K. See sfddr S on ruumi
koigi selliste punktide hulk {X}, mille kaugus punktist O on r,
lithidalt,

S={X|0X=r}.

Samade andmetega O ja r madratud kera K on ruumi koigi selliste
punktide hulk {X}, mille kaugus punktist O on r voi sellest véik-
sem, lithidalt,

K={X|0X<r}.

Loiku, mis iithendab sfdari mistahes punkti sfdari keskpunktiga
(samuti selle 16igu pikkust), nimetatakse sfddri ja samuti vastava
kera raadiuseks. Iga kaks vordsete raadiustega sfddri (samuti
kera) on vordsed.

Lo6iku, mis {ihendab sfdari kaht punkti, nimetatakse sfdiri kooluks.
Sfédari koolu, mis labib tema keskpunkti (samuti selle koolu pik-
kust), nimetatakse sfdidri ja ka vastava kera diameetriks.
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Toestame, et
sfadri 10ige tasapinnaga on ringjoon.

Toestus. Kuiloikav tasapind 1dbib sfdéri keskpunkti, siis jarel-
dub teoreemi viide sellest, et 16ike iga punkt on iihel ja samal
kaugusel sfdiri keskpunktist (joon. 177). :
Vaatleme 16iget tasapinnaga,- mis ei ldbi sfaari keskpunkti O
(joon. 178). Olgu OM keskpunktist 16iketasapinnale tommatud
ristloik ja olgu OM=*k. Votame IGikel vabalt mingi punkti X ja
iihendame selle 1dikude abil punktidega O ja M. Olgu XM=x.
Loik OX on sfadri raadius r. Et XM L OM, siis on kolmnurk OMX
taisnurkne ja Pythagorase teoreemi pohjal

2 R2=r2=>x=71r?—k%

Viimane vordus nditab, et 16ike kdigi punktide kaugused punktist
M on vordsed. Seega on ldige toepoolest ringjoon keskpunktiga M
ja raadiusega x.

Uhtlasi jéreldub siit, et sfaari iga kaks tasapinnalist 10iget, mis
on samal kaugusel sfdari keskpunktist, on vordsed.

On selge, et kera 16ige tasapinnaga on ring.

Erijuhul, kui k=r, on x=0 ja tasapinnal ning keral on ainult iiks
ithine punkt.

Kera loiget tema keskpunkti lébiva tasapinnaga nimetatakse kera
suurringiks. Sfairil vastab viimasele suurringjoon. Naiteks Maa
ekvaator ja meridiaanid on tema suurringjooned (joon. 179).
Suurring jaotab kera kaheks poolkeraks.

811. Nimeta kerakujulisi kehi.
812. Toesta lause: kera iga kaks suurringi on vordsed.
813. Kera raadius on 30 cm. Kui suur on kdige suurem kaugus

kera kahe punkti vahel? Kus asetsevad kera punktid, mille-
vaheline kaugus on suurim?

245



814.

815.

816.

817.

818.

819.

820.

Kera diameeter on 14 cm. Kui suur on selle kera suurringi
pindala?

Maa on oma kuju poolest ligikaudu kera. Tema raadius on
6370 km. Arvuta

1) ekvaatori diameeter,
2) meridiaani diameeter,
3) meridiaani kaar ekvaatorist pooluseni.

Kera raadius on 1 m. Kera on 16igatud tasapinnaga, mille
kaugus kera keskpunktist on 6 dm. Arvuta l6ike pindala.

Mitu kilomeetrit ldbib Maa poorlemise tottu iihe tunni jook-
sul asula, mis asetseb pohjalaiusel 60°? Selgita gloobuse voi
maakaardi abil, kas Eesti linnad liiguvad sellest kiiremini
voi aeglasemalt. '

Sfdéri raadius on 5 dm. A ja B on selle sfaédri kaks punkti.
Arvuta

1) lithim kaugus A ja B vahel mooda sfdéri, kui nurk nen-
desse punktidesse tommatud raadiuste vahel on 60°,

2) koolu AB pikkus, kui vastav nurk on 120°.

Sfdéri raadius on 1 m. A ja B on sfdéri diameetri otspunk-
tid. Koolu AC pikkus on 8 dm. Arvuta

1) ko66lu BC pikkus,

2) punkti C kaugus diameetrist AB.

Tasapind loikab temaga ristuvat kera diameetrit punktis M,
mille kaugus kera pinnast on 8 cm. Punkt P asetseb sellel
tasapinnal 11 cm kaugusel punktist M. Kas punkt P kuulub
vaadeldavale kerale, kui kera raadius on i3 cm?

7.9. KERA RUUMALA

Kera ruumala valemi tuletamisel kasutame silindri ja koonuse
ruumala valemeid ning Cavalieri printsiipi.

Kera ruumala v6rdub:,§— 7 ja raadiuse kuubi korrutisega:

{

-+

V=-—ars

3
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Joon. 180

Toestus. Vaatleme koos poolkeraga sellist silindrit, mille kor-
guseks ja pdhja raadiuseks on poolkera raadius r. Silindri ithe
pohja asetame poolkera suurringi tasapinnale (joon. 180). Jétame
sellest silindrist dra koonusekujulise osa. Arajdetava koonuse poh-
jaks votame silindri {ilemise pohja ja tipuks silindri alumise pohja
keskpunkti. Vordleme jéédkkeha poolkeraga. Néitame, et nad on
ruumvordsed.

Loikame jadkkeha ja poolkera tasapinnaga, mis on paralleelne
poolkera suurringi tasapinnaga ja mille kaugus viimasest on k
(joon. 181). Néitame, et tekkinud 16iked on pindvordsed.

P 0
2=

Poolkera 16ige on ring, mille raadius x on leitav Pythagorase teo-
reemi abil:

x2=r2—Fk2

Jaskkeha 16ige on rongas (joon. 182), mille vilimine raadius on
r ja seesmine raadius & (joon. 183).

Niisiis on poolkera 16ike pindala Si=nx2=mn(r2—k?)

ja jadkkeha l6ike pindala (kahe ringi pindalade vahe)
So=nr?—nk?=n(r2—k2). Seega tdepoolest Si=8s.

! Joon. 181

Joon. 182 Joon. 183
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"See tulemus ei soltu loiketasapinna kaugusest £ (muidugi eel-

dame, et k<Cr). Jarelikult on koik pohitasapinnast samal kaugusel
asetsevad loiked pindvordsed.

‘Cavalieri printsiip lubab niiiid otsustada, et poolkera ]a jdakkeha
ruumalad on vordsed. See aga tdhendab, et poolkera ruumala saab
arvutada vaadeldava silindri ja koonuse ruumalade vahena:

Vpoolkera= Vsitinder -~ Vkoonus=
1 2
gt 3 3 3
=ar’— —nrd=—nrs
&7 8
Kera ruumala on poolkera ruumala kahekordne:

4
Viera= ‘é‘nrs-

Kera ruumala arvutamist saab lihtsustada, kui panna tédhele, et
siin tuleb raadiuse kuupi alati korrutada iihe ja sellesama tegu-
riga

4

—3—n~4,19.

Seega kera ruumala on ligikaudselt:

V=4,19r8.

Kui on vajalik suurem tédpsus, siis tuleb tegur SV véljendada

3
tdpsemalt.
Kasutades kera diameetrit saab kera ruumala valemi kirjutada ka
nii:

T
VITds '

ja et-g—z0,524, siis  Va0,524 d3.

821. Kera raadius on 1 dm. Arvuta kera ruumala.

822. Tiida jargnev tabel.

r 80 | 11l 6 \— e A8 X




v
5
}

|
3 |
l 2p Joon. 184

- 823. Teades, et r=8 cm, méidra kehade ruumalad, mille ristlgi-
ked on kujutatud joonisel 184.

824. Kerakujulise ballooni raadius on 2,1 m. Kui suur on selle
ballooni maht?

825. Kui suur on sellise kera mass, mille kohta on teada jargmi-
sed andmed:

Materjal Tihedus Diameeter

i

Puu 1,15 0,35 m ;

Liivakivi 2,33 1 dm g

Elevandiluu 1,92 4 c¢m i
Marmor 2,6 0,6 m

7.10. KUUPIDE TABEL

Kera ruumala arvutamisel on soovitav kasutada arvude kuupide
tabelit (vt. V. Bradis. Neljakohalised matemaatilised tabelid kesk-
koolidele. Tabel V). See tabel sisaldab koigi neljakohaliste tiive-
dega arvude 1,000 kuni 2,159 kuupe timardatult nelja tiivenumb-
rini ja koigi kolmekohaliste tiivedega arvude 2,16 kuni 10,0 kuupe:
samuti iimardatult nelja tiivenumbrini. Meie kasutame oma arvu-
tustes kuni kolme tiivenumbriga arvude kolme tiivenumbrini iimar--
datud kuupe. Tabeli kasutamine ei erine varem tundmadpitud tabe-
lite kasutamisest. Nii leiame, et

1,183=1,643~1,64; 3,243=34,01~=34,0; 9,063=743,7~=744.
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Kui arv, mille kuupi otsime, ei kuulu vahemikku 1,00 kuni 10,0,
siis peame temas koma nihutama nii, et saaksime sellesse vahe-
mikku kuuluva arvu. Leides tabelist viimase kuubi, peame selles
koma nihutama vastassuunas nii, et saaksime antud arvu
kuubi. Seejuures tuleb meeles pidada, et kui arvus nihkub koma
iihe koha vorra, siis arvu kuubis nihkub koma kolme koha
vorra. Uldiselt, kui arv suureneb n korda, siis arvu kuup suure-
neb n3 korda. Nii saame, néiteks:

0,35%=3,5% : 1000=42,9 : 1000=0,0429;

355 =1000- 3,5%=1000-42,9=42 900;

0,0833=28,3% : 1 000 000=572 : 1000 000=0,000572;

830%=1 000 000-8,33=1 000 000-572=572 000 000.

Leiame tabelit kasutades kera ruumala, kui l) kera raadius
r=27 ja 2) kera diameeter d=6,3.

1) V=4,19-2,73=4,19-19,7=82,56~83;
2) V=0,524-6,33=0,524- 250=131~ 130.

826. Leia tabeli abil jargmiste arvude kuubid: :
s S 1,8 3,4 1,27 247 5,96

2x.0:8 0,43 0,21 0,536 0,737 0,327
3) 35 12,8 46,9 28,4 12,6 83,5
4) 0,04 324 751 0,062 0,028 0,097

827. Kui palju kaaluvad kerad, mille kohta on teada jargmised

andmed:
Materjal Erikaal Raadius
Teras 7,83 7 cm
Tina 11,4 8,2 min
Malm 7,25 11 cm
Puu 0,62 2,1 dm
828. Kui palju kaalub korgist kera, mille 1dbim6ot on 1 m? Korgi
erikaal on 0,24.
829. Kui palju kaaluvad 1000 teraskuuli, kui iga kuuli 1abimoot
on 4 mm?
830. Mitu liitrit vett mahutab poolemeetrise libim66duga pool-
kerakujuline pada?
831. Mitu 10-millimeetrise 1dbimooduga kera saab valada tina-
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832.

833.

834.

835.
836.
837.

838.
839.

840.

841.

842.

Mitu protsenti materjali ldheb kaotsi, kui kuubist treida
voimalikult suur kera? Vastus anna tdpsusega 0,1%.

Silindrist, mille korgus vordub pohja diameetriga, on trei-
tud voimalikult suur kera. Mitu protsenti materjalist on maha
treitud? .

Kolme kera raadiused on 3 cm, 4 cm ja 5 cm. Arvuta nii-
suguse kera raadius, mille ruumala vordub antud kerade
ruumalade summaga.

Oonsa malmkera vilimine diameeter on 2 dm ja seina pak-
sus 2 cm. Arvuta kera kaal tapsusega 0,01 kg.

Oodnsa kera vilimine diameeter on 5 dm ja seina paksus
4 cm. Arvuta kera seina ruumala. )

Oonsa kera seina ruumala on 876z cm? ja seina paksus 3 cm.
Arvuta kera vilis- ja sisepinna raadiused. :

Arvuta Maa ruumala (vt. iilesanne 815).

Piikese raadius on 695400 km. Mitmel Maa suurusel planee-
dil on kokku niisama suur ruumala kui Péikesel?

Metallisulamist kera diameeter on 40 cm. Selle kera kaal on
202,5 kg. Arvuta sulami erikaal.

Kuulitoukamisel kasutatav kuul kaalub 7,25 kg. Kui kuul

" koosneb terasest, siis on ta {imbermoot 380 mm. Kui aga

kuuli siiddamik on tinast, siis on kuuli {imbermo66t 349 mm ja
kuuli katab terase kiht, mille paksus on 8 mm. Arvuta

1) teraskuuli 1dbimodt ja ruumala,

2) teraskatte ja tinatdidise kaalud.

Joonisel 185 on kujutatud veepaagi ristldige. Kui korge peab
olema paagi silindriline osa selleks, et paagi ruumala oleks
150 m3?

39m Joon. 185
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7.11. KERA PINDALA

Kera pinda (sfdidri) ei saa laotada tasapinnale. Seeparast ei saa
kera pindala valemi tuletamisel kasutada pinnalaotust. Selle
valemi saamiseks viljendame esmalt kera ruumala ligikaudselt
piiramiidide ruumalade summana ja kasutame seejirel kera ruum-
ala valemit. Tulemuseks saame, et

kera pindala vordub kera suurringi neljakordse pindalaga:

1 S—4ar’

Toestus. Valime sfdaril mingi lopliku arvu punkte nii, et ldhes-
tikuste punktide iihendamisel suurringjoonte - kaartega jaguneb
sfdar véikesteks koverpinnalisteks kolmnurkadeks (joon. 186). Iga
sellise kolmnurga kolm tippu médravad koos kera keskpunktiga
kolmnurkse piiramiidi (joon. 187).

Joon. 186 Joon. 187

Kui koverpinnaliste kolmnurkade arv on n, siis oleme sel viisil
moodustanud n kolmnurkset piiramiidi. Kera ruumala on ligikaud-
selt vordne nende piiramiidide ruumalade summaga:

Vkera = Vpiiramiidia .
Et piiramiidi ruumala on vordne tema pohja pindala ja korguse

ithe kolmandiku korrutisega, siis voime selle ligikaudse vorduse
kirjutada nii:

Viera™ — (Sthi+Salta +. . .+ Suha),

kus Sy, Sy, ..., S, on piiramiidide pohjade pindalad ja h,, hs, .. ., fin
on nende korgused.
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Saadud vordus on seda tipsem, mida vidiksemad on piiramiidide
pohjad. Seega tuleb suurema tdpsuse saavutamiseks piiramiidide
arvu suurendada. j ;
Piiramiidide arvu kasvamisel ldhenevad piiramiidide korgused
kera raadiusele. Seepérast voime kiillalt suure arvu n korral oma
ligikaudse vorduse kirjutada ka nii:

Viera ™ — (Sir+8ar-+.. . +Sar) =

= —r(S1+S2+. . . +Sn).

On aga selge, et kui piiramiidide arv on védga suur, siis nende
pohjade pindalad saab lugeda ligikaudselt vordseks vastavate
koverpinnaliste kolmnurkade pindaladega kera pinnal. Sel korral
on aga kera pindala S ligikaudselt vordne piiramiidide pohjade
pindalade summaga: .

stl+82+. s -+Sn-

Kui piiramiidide arv kasvab piiramatult, siis viga, mis on tehtud
ligikaudsetes vordustes, muutub kuitahes viikeseks. Seepédrast
peab kehtima tédpne vordus

1
Vkera=_3“ rS,

kus r op kera raadius ja S kera pindala. Et Vkera=—;—nr3, siis
kehtib vordus

| Ffe aRE &
3:rtr—SrS.

Avaldades siit pindala S, saame kera pindala arvutamiseks
valemi:

S=4nr?. :
Et nir? on kera suurringi pindala, siis on teoreem sellega toesta-

tud. ;
Saadud valemi voib kera diameetri kaudu kirjutada ka nii:

S=nd?>.

843. Kera raadius on.l m. Kui suur on kera pindala?

844. Kera diameeter on 10 cm. Kui suur on kera pindala?

845. Kera suurringi pindala on 5 dm? Kui suur on kera pindala?

846, Poolkera raadius on 6 cm. Arvuta kera pindala ja poolkera
tdispindala.
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847.

848.

849,
850.

1)

2)

851.

852.

853.

854.

855.

856.

254

Kera raadms on 357 cm? Arvuta kera pindala tapsusega
0.1 e, :

Arvuta Maa pindala (vt. {ilesanne 815).
Kera iimbermo6o6t on 31,5 cm. Arvuta kera pindala.

Téida kera kohta jargmised tabelid:

Raadius | 131 6 | 09520/ 64
Suurringi pindala I | :
Kera pindala | |

Diameeter % 0,12 , 2~‘l‘— 16

Suurringi pindala
Kera pindala

Inimese kopsud koosnevad ligikaudseit 1,6 miljardist kopsu-
mullist. Kopsumulli keskmine 14bimo6t on 0,2 mm. Arvuta
kopsumullide kogupindala.

Vorkpalli 1abimoot on 21 cm. Kui palju nahka kulub palli
kesta valmistamiseks, kui dmblusteks arvestada 129 palli
pindalast?

Euroopa pindala on ligikaudselt 10 miljonit km2 Mitu ruut-
sentimeetrit on Eurocopa pindala gloobusel, mille {imbermo6t
on 157 cm?

Mitu meetrit siidi kulub kerakujulise ohupalli valmistami-
seks, kui palli 14bimoot peab olema 10 m, siidikanga laius
on 0,90 m ja materjali kadu 12,5%? Vastus leia tapsusega
1 m.

7.12. ULESANDEID POURDKEHADE KOHTA

Silindri kiillgpinnalaotus on ruut, mille kulg on 0,5 m. Arvuta
silindri tdispindala.

Labi kera, mille diameeter on 65 mm, tuleb puurida silindri-
kujuline ava, mille teljeks on kera diameeter. Arvuta saadud



857.

858.

859.

860.

861.

862.

863.

864.

5

keha pindala ja ruumala, kui ava diameeter on 25 mm, luge-
des ava ligikaudselt vordseks silindriga, mille teljeks on
kera diameeter. .

Kera raadiust suurendatakse £ korda. Kuidas muutuvad kera
pindala ja ruumala, kui =3, 4, 5?

Koonuse tdispindala ja kiilgpindala suhe on 3:2. Arvuta
suurim nurk moodustajate vahel. .

J

-~ Joon. 188
i

Leia joonisel 188 kujutatud ballooni ruumala, kui ballooni
koonusekujulise osa kdrgus on 20 cm ja kaela pikkus samuti
20 cm. Teised mootmed on antud joonisel (sentimeetrites).

Kahe kera pindalade suhe on 3:5. Leia nende kerade ruum-
_alade suhe.

Kahe kera ruumalade suhe on 2:3. Leia nende kerade pind-
alade suhe. ;

Koonuse telgloige on vérdkiilgne kolmnurk ja silindri telg-

16ige ruut. Leia

1) koonuse ja silindri ruumalade suhe, kui nende taispind-
alad on vordsed,

2) koonuse ja silindri téispindalade suhe, kui nende ruum-
alad on vordsed.

Toesta lause: kui kolme kera raadiused suhtuvad nagu arvud
1, 2 ja 3, siis suurima kera ruumala on kolm korda suurem
vidiksemate kerade ruumalade summast.

Kuidas suhtuvad silindri, koonuse ja poolkera ruumalad, kui

silindri ja koonuse pohjade raadiused ja kérgused on vordsed
poolkera raadiusega?
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866.

867.

868.

869.

870.

871.

872.

873.

874.
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i

Kera pindala ja ruumala mo6tarvud on vordsed. Leia kera
raadius.

Leia 60nsa silindri seina ruumala, kui vélispinna diameeter
on 12 cm ja sisepinna diameeter 9 cm ning silindri korgus .
on 25 cm. ;

Tinakera, mille diameeter on 2 dm, valatakse iimber 20 korda
viaiksema diameetriga keradeks. Mitu kera saadakse? Kas

koik antud tingimused on iilesande lahendamiseks vajali-
kud?

On vaja valada tinakera ldbimdoduga 5 cm. Mitu tinakera
labimooduga 5 mm on selleks vaja votta?

/ .

Kuidas muutub silindri ruumala, kui tema korgust ja pohja
raadiust

1) suurendada 5 korda? 2) vihendada 3 korda?

3) suurendada m korda? 4) vdhendada n korda?

Kuidas muutub koonuse ruumala, kui tema pohja raadiust

1) suurendada 10 korda? 2) véhendada 5 korda?
3) suurendada 2009 vorra? 4) vdhendada 25%' vorra?

Kuidas muutub koonuse ruumala, kui tema korgust

1) suurendada 9 korda? 2) védhendada 3 korda?
3) suurendada 1009%' vorra?  4) vidhendada 759 vorra?

Kuidas muutub koonuse ruumala, kui tema

1) korgust suurendada 4 korda.ja pohja raadiust 2 korda?

2) korgust suurendada 2 korda ja pohja raadiust vihendada
2 korda?

3) korgust vdhendada 9 korda ja pohja raadiust suurendada
3 korda? :

4) korgust suurendada m korda ja pohja raadiust n korda?

- 5) korgust vidhendada m korda ja pohja raadiust n korda?

Kuidas muutub kera pindala, kui tema raadiust
1) vdhendada 10 korda?

2) suurendada 3009 vorra?

3) vidhendada 509%' vorra?

Kuidas muutub kera ruumala, kui tema diameetrit
1) vdhendada 3,5 korda?

2) suurendada 200% vorra?

3) vahendada 259% vorra?



875.

876.
8717.

878.

879.

880.

881.

882.

883.

884.

885.
886.

8. KORDAMISEKS

Kuidas arvutatakse ristkiiliku, ruudu, roopkiiliku, kolmnurga,
trapetsi, korrapdrase hulknurga pindala?

Kuidas arvutatakse ringjoone pikkust, ringi pindala?

Kuidas arvutatakse risttahuka, piistprisma, korrapérase
piiramiidi ruumala? :

Milline seos on iihtlaselt liikuva keha poolt ldbitud tee
pikkuse s ja selleks kulunud aja ¢ vahel? Viljenda see seos
valemiga, kui keha kiirus on v.

Missugune on kahekohalise naturaalarvu iildkuju, kui selle
itheliste number on a ja kiimneliste number 6?

Kahekohalise naturaalarvu iiheliste number on n. Kiimneliste
number on sellest 3 vorra viiksem. Kirjuta see naturaalarv.

Leia litkati abil:

1) 329 arvudest 28; 56,7; 42,1; 3,02; 0,98;

2) arv, kui 55%' temast on 50; 32; 13,8; 109; 0,85;

3) mitu protsenti on 3 8-st, 4 7-st; 1,2 3,9-st; 56,3 203-st;
0,89 1,02-st.

Lahenda vorrandi abil.

1) Kolme jirjestikuse naturaalarvu summa on 72. Leia need
arvud.

2) Kahest korvunurgast on iiks 4 korda suurem kui teine.
Leia kummagi nurga suurus.

3) Taara kaal on 15%' kauba kaalust. Leia taara kaal, kui
kauba brutokaal on 138 kg.

Leia vorrandi 3x—7y=3 lahendid, kui muutuja x véértuste

hulk on {—-1; ——;; 0;—5—}.

Millistes punktides ldikavad sirged x—y=3 ja 2x—3y=4
koordinaattelgi?

Leia vorrandi 3x+2y=12 naturaalarvulised lahendid.
Lahenda graafiliselt vorrandisiisteemid.

1) {3x—4y=—6 2) {4x=y+5
8x+7y=37 2y—T7=3x

17 Matemaatika VIII Kl 257
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Arvuta determinandid.

Py =84 1.2 2) 1o 3) L' ¥2d “ =3

ily
3
1

F 15,758

3
3,17 =17 ot

Lahenda vorrandisiisteemid.

1) (s+1 _x425 2) {(5x—8)(4y—3)=(4x+:7)(5y+2)+56

y+2 = y+8 (8x—7) (2y+9) = (2x+7) (3y—39)
4x—3 _ 6x—4
2y+1 3y=1
3) (4(0,1x+1)+5=1,1y 4) ‘{x:y=3:4
&> x=1): (y+2)=1:2
11403y x_5=4(_1’_1) (x—1) : (y+2)
X $
5) {y=3x—-3,5 6) (2x—y 5x+2y+7 2
ZoY 3y=2TdT 3y =
{xv=4,5+2y 3 AL 3
7) {3x—6y+3=0 8) (4x=2y | 8x—1 _20x—2 , 1
27y+12x—22=0 Ry e
l & aws

Arvuta jargnevate vorrandisiisteemide ligikaudsed lahendid
kolme tiivenumbriga:

l){9x+y=—27 2) (2,97x—y=1 3) {5,6x-—1,7y=—-9
x4+09y=—5 x—4,5y=3 0,9x+3y=4

Turist peab joudma lmnast A linna B ettendhtud ajal. Kui
turlst liiguks kiirusega 45K h , jouaks ta 51htpunkt1 2 tundi

varem; liiguks turist aga kiirusega 25— hilineks ta 1 tund

12 minutit. Arvuta linnadevaheline kaugus ja aeg, mille
jooksul turist peab selle ldbima.

2 e o
Kahe arvu summa on 77. Leia need arvud, Kkui 3 iihest

g
arvust on -+ teisest arvust.
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Metroo ehitamisel kasutati pohjavee eemaldamiseks kaht
pumpa. Kui itks pump to6tab 2 tundi ja teine 3 tundi, siis
pumbatakse vilja 102 hektoliitrit vett. Kui aga esimene pump
tootab 1 tund ja teine 2,5 tundi, siis pumbatakse vélja 69 hek-
toliitrit vett. Mitu hektoliitrit vett pumpab kumbki pump
iihes tunnis?

Kui ristkiiliku alust suurendada 4 m ja korgust vdhendada
3 m, siis ristkiiliku pindala vaheneb 20 m2 Kui aga alust
vihendada 2 m ja korgust suurendada 5 m, siis pindala
suureneb 80 m2 Arvuta ristkiiliku alus ja korgus tédpsusega
0,1 m. '

Uks ringjoon on teisest 3,45 m vbrra_lithem. Kui esimese
ringjoone diameetrit suurendada 2 m vorra ja teise diameet-
rit vahendada 0,2 m vorra, siis on esimene ringjoon teisest
0,94 m vorra pikem. Arvuta kummagi ringjoone diameetrid
tapsusega 0,01 m.

Joonesta teljestikus kolmnurk, mille tipud on A(=~7; -1),
B(8; 2) ja C(2; 8). Konstrueeri selle kolmnurga mediaanid
ja leia jooniselt kolmnurga raskuskeskme koordinaadid.

Joonesta teljestikus rddpkiilik, mille kolm tippu on antud:
A(—4; —4); B(11;3); C(8; 6). Leia jooniselt selle ro6pkiiliku
diagonaalide 16ikepunkti koordinaadid.

Lahenda graafiliselt.

1) [ x+2y=8 2) (x—2y=4
y_—__%x 1+2y=38
3) [ xy=6 4) {xy=4
x—2y=—4 x—y=3
Lahenda graafiliselt.
1) 3x24+10x+6=0 2) 2x245x+ 2=0
3) 3x24+2x—6=0 4) 4x2—3x—12=0
Avalda x.
at+b . a?—b2 _ . (a—b)?
D o et G lea )
a®—b a—b ¢ a+b
2) az—b? ol a?—2ab+b% ° a?+ab+-b?
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Liida murrud.

1 2a |
b a’+-3a-+2 + a?+4a+3 AR a?+-5a+6
2) a+6 + a+5 i 2(a+1)
<7 a?+4a-5 a?—T7a+6 a®—a—30

Arvuta avaldise vddrtus muutuja antud védartuse korral.
1) ol 2akd. a8
a’+4-2a-+4 a®+8"’

2) x2—-7x+12 = x2-9
x+4 " ox2—16"

kui a=98.

kois%=T:

Lahenda vorrand tdpsusega 0,01.
x+1,7 2

X 3 2
D 2x+4 _T+ x2+2x * -2 =0
x+2 x 4x2—35x+3
2) 2x e Py e x2—2x =0

Lihtsusta avaldis.

) 2n - n%4-3n24-3n+-1 '[l— (n—l)2]+1:n+l

n2—1 8n2—8n

+
2) 4a%—1| ( a g MU 2 )
ad—a?—a+1 "\ a?—2a+1 l—a a+1 a+1
Lahenda vorrandisiisteem.

y+3 —05 d=dy—1w |
1) (3x—y) (3y—x) a 2) 6x—11y—3 2
x=y -
¥y 04 3xy— (x2+y2) =11

Kaks rajooni olid 1960. aastal sotsialistlikus voistluses. Uhes
neist oli kartulisaak hektarilt 1,07 korda suurem kui teises,
kusjuures iihes rajoonis saadi hektarilt 8,8 tsentnerit kartu-
leid rohkem kui teises. Arvuta kartulisaagid hektarilt kum-
maski rajoonis.

Kaks hoiust, millest itks on 375 rbl. vorra suurem teisest,
andsid 215%-ga ithepalju tulu, kumbki 125rbl., sest véiksem

hoius oli 3 aastat kauem hoiul. Mitu aastat oli kumbki hoius
hoiukassas?
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Kaks miiiirseppa, kellest teine alustab tood l-—;—péieva hiljem

kui esimene, jouavad miiiiri valmis laduda 7 pdevaga. Kui see
t66 oleks antud teha kummalegi eraldi, siis oleks selle miiiiri
ehitamiseks vajanud esimene 3 pdeva rohkem kui teine.
Mitme pdevaga oleks kumbki miiiirsepp ehitanud miifiri val-
mis {iksi tootades?

Linnast A viljusid kaks autot ithes ja samas suunas, iks
kiirusega 50 k—g’— teine kiirusega 40 l(hﬂ Pool tundi hiljem

viljus samast linnast kolmas auto eelmistele jérele, m&ddu-
des esimesest poolteist tundi hiljem kui teisest. Leia kol-
manda auto liikumise kiirus. ;

Kaks todlist koos tootades 1opetasid to6 12 tunniga. Kui esi-
mene neist oleks alguses teinud pool sellest t6ost ja seejirel
teine iilejaanud osa, siis oleks kogu t66 tegemiseks kulunud
95 tundi. Mitu tundi oleks kulunud kummalgi toélisel {iksi
selle t60 tegemiseks?

Fotonegatiivide pesemiseks kasutatakse kahe kraaniga rist-
tahukakujulist vanni. Vanni seesmised mootmed on 20 cm,
90 cm ja 25 cm. Et tdis vanni tiihjendada viljalaskekraani
kaudu, mil sisselaskekraan on suletud, kulub 5 minutit
vihem aega kui tithja vanni tditmiseks sisselaskekraani
kaudu, mil viljalaskekraan on suletud. Kui aga molemad
kraanid on avatud, tithjeneb tdis vann 1 tunniga. Arvuta vee
hulk, mis voolab 1dbi kummagi kraani 1 minutis.

Karusloomafarmis kasvatatakse hoberebaseid. Praegu on
seal loomi nii palju, et kui igasse sulgu paigutada 2 looma
rohkem, siis jadks 50 sulgu tiihjaks. Kui aga igasse sulgu
paigutada 1 loom vidhem, siis tuleks viiskiimmend sulgu
puudu. Mitu hdoberebast ja mitu sulgu on farmis?

Rong pidi sdiduplaanis ettendhtud ajaga ldbima 840 km.
Poolel teel peatati rong —; tunniks. Et ettendhtud kellaajaks
pérale jouda, suurendati rongi kiirust 2 km vorra tunnis. Kui
kaua oli rong teel?

Kui kuubi serva pikkust suurendada 5,6 cm vorra, siis kuubi
ruumala suureneb 915 cm?® vorra. Arvuta kuubi serva pikkus.

Vaskpleki tiikil on ristkiiliku kuju, mille pikkus iiletab laiuse

5 cm vorra. Pleki paksus on 2 mm ja kaal 264 g. Arvuta
plekitiiki mootmed, teades, et vase erikaal on 8,8.
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Arvuta ruudukujulise pohjaga risttahuka pohja serva pikkus,
teades, et risttahuka tdispindala on 170 cm? ja korgus 7,2 cm.

Tinast valmistatud 66nsa kuubi seina paksus on 2 cm ja
kuubi kaal 1107,4 g. Leia kuubi vdlimise serva pikkus, teades, .
et tina erikaal on 11,3.

Kahest metallist, mille erikaalud erinevad teineteisest 9 vorra,
kavatsetakse valmistada sulam. Kui esimest metalli votta
120 g ja teist 300 g, siis sulami erikaal tuleb 11,56. Arvuta
molema metalli erikaalud.

Joonesta millimeetripaberile funktsiooni
y=13x+0,8

graaflk

1) Leia graafikult y vdértus, kui x=4; -—3 5; —2,5.

2) Leia x véirtus, kui y=5; 4,2; 1,4; 07 --l

3) Lahenda selle graafiku abil vorrandid:

1,3x+0,8=2,5;

1,3x+0,8=—0,75.

Joonesta millimeetripaberile funktsiooni

y=21x—14

graafik.

1) Leia graafikult y vdartus, kui x=—1,2; —1; 0,7, 2:6; 3: 3.6.
2) Leia x véartus, kui y=—4; —0,5; 1; 1,5; 2,3; 4; 4,5.

3) Lahenda graafiliselt vorrandid:
a) 2,1x—1,4=—25;
b) 2,1x—1,4=3,8.

Joonisel 187 on esitatud funktsiooni
y=x2+4x—15
graafik. Kasutades seda graafikut, lahenda jargmised iiles-
anded.
1) Leiay vaartus kui x=-5; —4; —3,5; —2; —1; 0; 1.
2) Leia x vaartus, kui y=3; 2 1,5; —1; —3; —4,8. :
3) Lahenda v6rrandid:

a) x24+4x—1,5=25;

b) x2+4x—1,56=1;

c) x244x—15=-2;

d) x2+4x—1,56=0.

Joonesta millimeetripaberile funktsiooni

y=x24+0,3x—2,7

graafik. Graafiku punktide ordinaatide arvutamiseks kasuta
alljargnevat skeemi:
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Rakendada saadud graafikut jargmiste ilesannete lahenda-
miseks.

1) Leia y vaartus, kui x=—2,5; —1,2; —0,8; 0,2; 2,1.
2) Leia x vdartus, kui y=5; 4; 2; 1,5; —1,5; —1.8.
3) Lahenda vorrandid:

a) x2+0,3x—2,7=1; b) x240,3x—2,7=
¢) x24+0,3x—2,7==0; d) x24+0,3x—0,7

0.
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Joonisel 190 on esitatud funktsiooni
y=—12x2—0,2x+3
graafik. Lahenda selle graafiku abil jargmised iilesanded.

1) Missuguste x vddrtuste korral on y vdértused positiivsed?
negatiivsed?

2) Leia y véartus, kui x=—-2; —1; 0;1; 2; 2,2.

3) Lahenda vorrandid: .

a) —1,2x2—0,2x+3=-2 - b) —1,2x2—0,2x4+3=2
c) —1,2x2—0,2x+3=1 d) —1,2x2—0,2x+3=0.

Kontrolli graafikult leitud lahendeid valemi jargi arvuta-
tutega.

Naiita, et p% arvust ¢ on niisama palju kui a% arvust p.

Arvuta peast.
1) 509 88-st 2) 259% 80-st 3) 75% 24-st
44%' 50-st 72% 25-st 489 75-st



925. Viljenda harilike murdudena.

926.

927.

928.

929.

930.

931.

932.

933.

= =

R el Sl SRRyl aTl SRS aR L snfaR Aeea aR it an
e ls12|2RIRIBI2R IS8 rB{RIR]|S
£%

b
Arvuta peast.

59% arvust 240 40% arvust - 26

10% arvust 370 50%' arvust 17,8

15% .. 32 60% -+ ,, 50

200/0 » 55 20

95% . 168 TR e

0% - 42 ;g‘(’)/o " 13%

l ”

B 1 BRI -

33,3% & 42 909% ) 12
Leia arv, millest

2% on 26; 0,5% on 2,4; '529% on 1040;
l50/0 ” 27; 396 0/0 ” 2v ’ 5v5 0/0 T 1 10;
40/0' " 28; 1750/0 ” l,8v 380/0 ”» 7600;
12% 5 90 18% 50 12 34% , 680.

Meeter iilikonnariiet maksis varemalt 9,80 rbl. Niiiid miiiiakse
seda riiet 9,25 rbl. meeter. Mitu protsenti on selle riide hind
alanenud?

Kast kaubaga kaalub 55 kg (brutokaal), kusjuures tiihja
kasti kaal on 7 kg (taarakaal). Mitu protsenti moodustab
netokaal (kauba kaal ilma kastita) brutokaalust?

Ounte kuivatamisel saadi 9 kg tooreist ountest 1 kg kuivata-
tud ounu. Mitu protsenti kahanes ounte kaal kuivatamisel?

Meeter riiet miiiidi vdljamiiligi puhul 20%-lise hinnaalandu-
sega 9,60 rbl. eest. Arvuta selle riide hind enne hinnaalan-
dust.

-Kaup miiiidi 15%-lise juurdehindlusega 8,45 rbl. eest. Leia

kauba omahind.

Lahenda graafiliselt.
1){ y=x2 2) { xy=4 3) La=1
2y—x=2 3x—2y=6 y=x2—2x—8
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934.

1935,
- keskmine raadius 6650 km. Kui suure kiirusega liikus see

936.

937.

938.

939.

940.
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1) NSV Liidu Ministrite Noukogu otsusel tosteti 1. jaanua-
rist 1961 rubla kullasisaldus puhta kulla 0,987412 grammini.

Mitu rubla maksab selle jargi 1 kg puhast kulda?
- 2) Uks dollar maksab 90 kopikat. Kui palju puhast kulda

sisaldab dollar?

Maa tehiskaaslase tiirlemisperiood oli 89,8 minutit ja orbiidi

tehiskaaslane oma orbiidil?

Mitu pdeva

kuluks linnul lennuks {imber maakera, s.o.
40000 km, kui ta lendab 3 m sekundis?

Taanda peast murrud:

1)

2)

Im2+4-6m-+1
3m-+1

4x°4-4xy+y?

2x+y

a’+410ab +25b2
a+>5b

3)

a—4
4) a?2—8a+16

Taanda peast murrud:

) o 0
p e 4
3) 9a2(—314f3b+) 136b2 8)
Y 5 9)
5 et 10)
Taanda murrud:

DSl o gtey

5)

6)

2a+3b
4a2—9b?

x2—16a2
x—4a

a?+2ab+4-b?

7)

a®+3a?b +3ab?+-b°

(2a+3b)2

4a2—9b?
2a+4-3b
5x—1
25x%—1

8a*+36a2b+54ab?+27b°

x2—2xy+y?

x*—3x2y+3xy*—y°

x3—8
x2—4

a—1

a’+a+1

2a2—5a—3
3) 2a?—3a—2

Arvuta peast avaldise vddrtus muutuja antud vaértusel:

1)

x2—8x+16
x—4

o Rl =2 ) 9023

a—1

6a+1 ’

kui a=

1

X e
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943.

944.

945.

Arvuta avaldise vaartus muutujate antud vaartustel:

a?—4

1) e < o o kui a=2 ja c=1;

9) gl kui a=7 ja x=3;
By e g e e
B e
5) x:—2x—15 | x2—x—12 kui. £=5:

x2—16 = x249x+20 °’

.. x2—6x—7 _ x*—12x+35 PRasgE
8) s TRt , kui x=10.

Lahenda vorrandisiisteemid:

1) {.\t2+y2——8x—6y=25 3) {2y2=9x
r+2y=15 3x—5y+9=0

;4 {x2+y2—10x+6y——66=0 4) {x'z—IOx—6y+l5=0
x—2y+9=0 3x+4y=12

Rombi diagonaalide pikkused on 14 cm ja 48 cm. Arvuta

rombi korgus.

Uhest ja samast punktist on ringjoonele tommatud kaks puu-
tujat. Puutuja pikkus on 156 mm ja puutepunktidevaheline
kaugus 120 mm. Arvuta ringi raadius.

Lihtsusta.

b (st} e-= 1)
e

3) [a—]H 5 a"’—a2a+l » (02—12;1(11—‘)] ! 22‘;21 % "2'2*‘2‘1

(e#Db)? a(a—b)+b2 = a®4b?
) “E=b @—p2 - (a—b)?
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946. Lahuta hulkliige tegureiks.

1) a®+a’—at—a 6) x6—x*427x3—27x
2) x6—x*+4x2—4 7) a®—4a®—8a%+32
3) 16y*+8y*—2y—1 8) n*—2n3—8n+16
4) a®—ab—a2+1 9) a®—25a+a®—25a*
5) a®—3a*+3a%2—1 10) x3+2x2—4x—8
947. Arvuta.

3 L .. -

1) 2: 45241516464
1 2 1 2 7
2) G 8ot G5 R Ay »
2 %

0,8——1%
6) 6,6:\5+32: — 7,15
5.2
7) = - —1,375

(47—}-2-2,75 ) :2l—7

14 39 \ STt G :
8) (7E-7“4?) 7.240,8: (2:0,25—3,125 - 2,4)

9) (i_}___i ;2_;_) ' 1_;+0,05; (0,1:0,125 —
—5,73:19,1)

10) [8,9: 1,78—4,8- ( |+ e — = 10,25 )] L 4,4

948. Lahenda vorrandisiisteem.

1) (,_ 75x42y _ 5244424105 2xy |
& 3y—x  5x—6y2+2xy—15y » 2y+:’;¥'

14x404y  54+9 )
x B L
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950.

951.

952.

953.

954.

955.
956.

2) 11,44+10x T e xX—y
12x2—3y—6x+6xy  2x—1  y—4x242x—2xy

. Bt
7—4x 2

Kahe erineva voimsusega traktori koostodtamisel kiinti kol-
hoosi kiinnimaa iiles 8 pdevaga. Kui.iiks traktoreist oleks
pool kiinnimaad {iksi iiles kiindnud ja teise poole molemad
traktorid koos, siis oleks kulunud kiinniks 10 pdeva. Mitu
pédeva kuluks kummalgl traktoril {iksi selle kiinnimaa {iles-
kiindmiseks?

Kolhoosi iiks brigaad, to6tades késitsi, koristas oma kartuli-
pollu 16 tunniga. Teine brigaad, kes kasutas kartulivotmis-
masinat, koristas 5 korda suurema pollu 12 tunniga. Arvuta,
mitu hektarit oli kummagi brigaadi kartulipold, teades, et
teine brigaad koristas tunnis 0,85 ha vorra rohkem kui esi-
mene brigaad.

Leia jooniselt 191 jdrgmiste ehitusmaterjalide erikaalud:
1) kuiv kuusk 5) tsement 8) betoon
2) kuiv tamm 6) kuiv liiv 9) kips

3) bituumen 7) miérg liiv 10) marmor

4) kustutatud lubi

Kuivast kuusepuust servatud laua paksus on 5 cm, laius
20 cm ja pikkus 5,8 m. Arvuta selle laua ruumala ja leia
jooniselt 191 laua kaal.

Risttahukakujulise marmorplaadi mootmed on 50 cm, 70 cm
ja 4 cm. Arvuta plaadi ruumala ja leia jooniselt 191 plaadi
kaal.

Autokoorem kuiva liiva kaalub 4 tonni. Leia jooniselt 191
selle liiva ruumala.

Leia jooniselt 191 kuue tonni kustutatud lubja ruumala.
Lahenda x suhtes vorrandid.
3 X 2mn n-+x m—x
1) m—n ¥ m-n “m—n 3) m £ n =2
Me=x & REx a-+b P e b(b—x)
2) n m 4) a+2b : b 1+ a’+-2ab
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957.

958.

959,

960.

961.

962.

a i _ bx—a
5) AR AT
6) abx?—b*x=a%x—ab, a>b

7) (a—1)x2—x=a, a< —;

B, 205 i 24ab <l 350, 50
: X b

Lahenda x ja y suhtes vorrandisiisteemid.

1) { ax+y=a? 2) { ux+by=c
t=x+1 x+y=1

3) { *x+y=ad 4) [ nx+my=0
(a+)x+1=y X+y=m=n

5) [xty_ 6 e
= y " ) lx Y=

o Ry . gl T Pl

l+a+l a 2 gy a>1

Marmoritiiki kaal on % tonni ja ruumala V m3. Avalda kjaV
vaheline seos valemina, kasutades joonist 191.

Kuiv tammepuulaud kaalub £ kg ja ta ruumala on V dm?.
Avalda k ja V vaheline seos valemina, kasutades joonist
191.

1) Leia arvutusliikati skaalade A ja B abil korrutised:

1,85-3,38 23. -1.4 17,6- 4,3
2,70-3,26 1,8-2,2 36,1-12,6
n-1.80 5,6-2,5 466 - 0,8
. 2) Leia arvutusliikati skaalade A ja B abil jagatised:
6la 127 68 :29 30,4 :0,75
55 1 m 104 : 8,6:9,1
885:::25,2 15: 385 238 :596
Lahenda arvutusliikali abil vorrandid:
x2=54 x2=385 2=6200
Y2365 x2=0,64 x2=(,846
x2=52 x2=0,0275

Kiht pingpongipalle katab karbi ruudukujulise pohja. Pérast
ithe pallirea viljavotmist jdib karpi veel 20 palli. Mitu palli
on reas?
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Kanamunad asetsevad ruudukujulises sorestikus. Parast kahe
munarea véljavotmist jddb sorestikku veel 48 muna. Mitu
muna on reas?

Joonesta joesédngi ristloige ja arvuta selle pindala jargmise
tabeli andmeil.

Kaugus kaldast
meetrites 0 1 2 3 4 5 6
o plud 04122329 21]07] o

Kevadise lumesulamise ajal tousis jérve veepind nddalaga
34,5 cm. Kui palju suurenes jarve veehulk keskmiselt péevas,
kui jérve pindala on 18,45 km??

Ristkiilikukujulise platsi katmiseks liivaga veeti platsile koo-
nusekujuline hunnik liiva. Selle koonuse korgus on 1,8 m ja
pohja ldbimoot 4 m. Kui paksu liiva korraga - saab sellest
katta platsi, kui viimase mootmed on 24 m ja 15 m?

Joonesta pinnalaotus ja arvuta pindala silindril, mille korgus
on 4,6 cm ja pohja labimoot 3,9 cm.

Kraavi ristloige on vordhaarne trapets, mille alused on 1 m
ja 2,5 m. Trapetsi haara kaldenurk aluste suhtes on 60°.
Kraav on pooleni tdidetud veega, mis voolab kiirusega 0,3 m
sekundis. Kui palju vett voolab 6opdeva véltel 1dbi selle
kraavi?

Merel on ankrus paaf. Paadisilla kohal on nurk sirge ranna-
joone ja paadi sihi vahel tdisnurk, kuid 50 m rannajoont
mooda edasi on see nurk 38°. Kui kaugel on paat rannast?

Kahe sarnase kolmnurga pindalade suhe on 3,24. Suurema
kolmnurga kiiljed on 5,76 m, 4,50 m ja 8,28 m. Kui plkad on
vdiksema kolmnurga l\ul]ed9

Téisnurkse kolmnurga pindala on 2,7 m2 Uks kaatet om
3,6 m. Arvuta kolmnurga hiipotenuusi pikkus.

Kuuse varju pikkus on 24 m. Arvuta kuuse korgus, kui 1,6 m
pikkuse teiba vari on samal ajal 2,1 m.

Euroopa kaardil méoduga 1:25000000 on Moskva kujuta-
tud ruudukesena, mille kiilg on 1,5 mm. Kui suurt pindala
kujutab see ruut?
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Mitu tonni kartuleid on koonusekujulises kuhjas, mille kor-
gus on 2,2 m ja pohja 1dbimdot 5 m, kui 1 hl kartuleid kaalub
70 kg?

Kdrrapérase kolmnurkse piiramiidi pohiserv on 6 cm ja
ruumala 72,8 cm®. Arvuta piiramiidi korgus.

Kuubi pindala on 73,5 cm?. Arvuta kuubi ruumala.

Koonuse pohja pindala on 50,3 cm? ja korgus 5 cm. Tee joo-
nis ja arvuta moodustaja kaldenurk pohja suhtes.

Kolmnurgakujulise heinamaa alus ja korgus on plaanil vas-
tavalt 6,2 cm ja 5,5 cm. Mitu hektarit on heinamaa pindala,
kui plaani moot on 1':2500?

Ristkiilikukujulise maatiiki pindala on 4,48 ha. Maatiiki pik-
kus on 509 vorra suurem laiusest. Leia maatiiki mootmed.

Ristkiiliku alus on 5,4 m. Arvuta ristkiiliku pindala, kui alus
moodustab 369% korgusest. .

Sovhoosi noored traktoristid otsustasid tidnavu vélja vedada
13000 tonni orgaanilisi vietisi. Kui korge risttahukakujulise
virna moodustaks see vietiste kogus, kui virna pohjaks votta
ristkiilik mootmetega 20 m ja 50 m ning 1 m® véetise kaaluks
arvata 0,5 tonni?

Rajooni noored mehhanisaatorid lubasid tanavu valmistada
vihemalt 20000 t silo. Kui see silo paigutada virna, mille
ristldige on vordhaarne trapets alustega 10 m ja 2 m ning
korgusega 4 m, siis kui pikk tuleb see virn? 1 m? silo kaalub
ligikaudu 600 kg.

Maja laius on 10 m. Kui pikad on maja katuse sarikad, kui
nad ulatuvad 40 cm iile seina ja moodustavad laega nurga
45°?

Leia péikesekiirte kaldenurk maapinna suhtes, kui 1,8 m
pikkuse teiba varju pikkus on 1,5 m.

Redel, mille pikkus on 2,5 m, on pandud seina najale nii,
et redeli alumine ots on seinast 1,3 m kaugusel. Kui korgele
ulatub redel ja kui suure nurga moodustab ta maapinnaga?

Mis on
1) antud punktist antud kaugusel asetsevate punktide hul-
gaks tasapinnal? ruumis?

18 Matemaatika VIII Kl 273
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2) antud sirgest antud kaugusel asetsevate punktide hulgaks
tasapinnal® ruumis?

3) kahest antud punktist vordsetel kaugustel asetsevate
punktide hulgaks tasapinnal? ,

4) antud nurga haaradest vordsetel kaugustel asetsevate
punktide hulgaks tasapinnal?

1) On antud silindri korgus n ja pohja 1abimoot d. Avalda
silindri kiilgpindala, taispindala ja ruumala._

2) On antud koonuse korgus h ja pohja ldbimoot d. Avalda
koonuse kiilgpindala, tdispindala ja ruumala.

3) On antud 14bimo6ot d. Avalda kera pindala ja ruumala.

Joonesta mingi isekiilgne kolmnurk ja leia selle korguste
1oikepunkt, mediaanide 16ikepunkt ja nurgapoolitajate loike-
punkt. :

On antud mingi 16ik. Jaota see mootmiseta osadeks, mis suh-
tuvad nagu 2 : 3. Kontrolli mootmise teel.

Ringi raadius on 18 cm. Kui suur pindala on selle ringi sek-
toril, mille nurk on 24°?

Téisnurkse kolmnurga hiipotenuusile joonestafud korgus h=
=3 ja kaateti a projekisioon hiipotenuusil f=2. Leida kolm-
nurga kiiljed ja nurgad. .

Téisnurkse kolmnurga kaatet a=5 dm ja selle projektsioon
hiipotenuusil f=3 dm. Arvuta kolmnurga kiiljed ja nurgad.

Tdisnurkse kolmnurga iiks teravnurk «=>50°48" ja hiipote-
nuusile joonestatud korgus =6 cm. Kui pikad on kolmnurga
kiiljed?

Ringjoonele, mille raadius r=18 cm, on joonestatud punktist
A kaks puutujat. Puutujatevaheline nurk on 74°30". Kui kau-
gel on punkt A ringjoone keskpunktist?

Mitu korda on vordkiilgse kolmnurga {imberringi pindala
suurem sama kolmnurga siseringi pindalast?

Roopkiiliku ABCD kiilje CD punkt F on iihendatud vastas-
kiilje AB otspunktidega. Leia kolmnurga ABF pindala, kui
roopkiiliku ABCD pindala on m ruutiihikut.

Trapetsi ABCD haara BC keskpunkt E on iihendatud haara
AD otspunktidega. Toesta, et kolmnurga AED pindala on
pool trapetsi pindalast.
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1) Toesta, et kolmnurga mediaan jaotab kolmnurga kaheks
pindvordseks kolmnurgaks.

2) Toesta, et kolmnurga kolm mediaani jaotavad kolmnurga
kuueks pindvordseks osaks.

Taisnurkse kolmnurga pindala on 720 m* ja kaatetid suhtu-
vad nagu 9 : 40. Leia hiipotenuus.

Ehita ruut, mille pindala on vordne kahe ruudu pindalade
summaga, kui nende ruutude kiiljed on 12 cm ja 15 cm.

Taisnurkne kotmnurk, mille kaatetid on 12 cm ja b cm, poor-
leb iimber hiipotenuusi. Arvuta poordkeha pindala ja ruum-
ala. ;

Vordhaarne kolmnurk, mille haar on 10 cm ja alus on
16 cm, poorleb iimber aluse. Arvuta poordkeha pindala ja
ruumala.

Ringjoonel on voetud punkt P, mis asetseb 14bimdodu ots-
punktidest A ja B vastavalt 7 cm ja 24 cm kaugusel. Kui
suur on kaugts AP, kui punkti P liikudes moodda ringjoont
kaugus BP saab vordseks 20 cm-ga?

Leia veorihmaga iihendatud kahe pbérleva ratta 14bimoo-
tude suhe, kui esimene ratas teeb minutis 1000 ja teine 375
pooret.

Raudplaadist 15igatakse kaks rida iimmargusi seibe nii, et
iga teises reas oleva loikeringjoon puudutab kaht esimeses
reas olevat ringjoont. Seibi raadiuseks on 8,5 mm. Kui
kaugel teineteisest on molema seibirea keskkohti ldbivad
sirged?-

1) Ummargusest raudvardast tuleb freesida voimalikult
suure ruudukujulise ristloikega varras. Antud varda labi-
moot on 2,6 em. Kui suur on uue varda ritsloike kiilg?

2) Ruudukujulise ristloikega raudvardast tuleb treida voi-

malikult suure ristloikega timmargune varras. Mitu prot-
senti materjalist 1aheb kaotsi?

Ummargusest raudvardast tuleb freesida varras, mille rist-
16ige on voimalikult suur korraparane kuusnurk. Mitu prot-
senti materjali ldheb kaotsi?

Mansardkorruse viisnurkne aken on kujult pool korrapérast
kaheksanurka. Leida akna pindala, kui akna raami alumise
adre pikkus on 2 m.
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Kaevukoogu pikem o6lg on 3,256 m ja lithem 6lg on 1,5 m.
Kui palju vajub koogu lithema 0la ots, kui pikema 6la ots
touseb 2,5 m?

Pendli pikkus on 60 cm. Vonkumisel tasakaalu seisust dér-
misesse seisu touseb pendli ots 12 cm vorra tasakaalusei-
sust korgemale. Kui kaugel on niiiid pendli ots vertikaalsir-
gest, mis ldbib pendli kinnituspunkti? Kui suur on nurk
pendli tasakaaluseisu ja ddrmise seisu vahel?

Kasutades joonist 191, lahenda jargmised {ilesanded.

1) Kuiv liiv on koonusekujulises kuhjas, mille pohja lébi-
moot on 4 m.ja korgus on 1,5 m.
Mitu tonni on selles kuhjas liiva?

2) Kuivast kuusepuust silindri pohja labimoot on 12 em
ja korgus 15 cm. Kui palju kaalub see silinder?

3) K]uivast tammepuust kera kaalub 2,5 kg. Leia kera ruum-
ala.

4) 2 tonni kustutatud lupja on silindrikujulises-tiinnis 1,2 m
korguselt. Leia tiinni seesmine labimoot. -

Sirgel on antud jarjestikku punktid X, P, Q ja Y, kusjuures
XP=QY. Loigule PQ on joonestatud réopkiilik PQRS nii, et
ZPQR=130° ja QR=QY. Loikude XS ja YR pikendused
vastavalt iile punktide S ja R loikuvad punktis Z. Kui suur
on nurk SZR?

Ristkiiliku ABCD kiiljele AD kui diameetrile on joonestatud
poolringjoon, mis loikab diagonaali DB punktis X. Arvuta
16ikude BD ja BX pikkused, kui AB=12 cm ja AD=9 cm.

Koolnelinurga ABCD kiilg AB labib ringi keskpunkti 0 ja
BC=CD:; Toesta, et

1) ZBDC= /CAD;
9) ZBOD=4./CAD;
3) LABD=90°—2- ZDBC.

Defineeri a) silinder, b) koonus, ¢) kera, d) sfdar.

Sonasta printsiip, mida kasutatakse poordkehade ruumalade
valemite tuletamisel.

Uhe silindri raadius on r ja korgus h, teise silindri omad on
vastavalt R ja H. Leia nende silindrite taispindalade suhe,
kui R=h ja H=r.
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Uhe koonuse pdhja raadius on r ja moodustaja m, teise
koonuse omad on vastavalt R ja M. Leia nende koonuste
taispindalade suhe, kui R=m ja M=r.

Silindri ja koonuse pohjade diameetrid vorduvad kera dia-
meetriga d. Silinder, koonus ja kera on ruumvordsed. Leia
silindri ja koonuse tdispindalad.

Vordhaarne kolmnurk, mille haar on 5 dm ja alus 6 dm,
poorleb {imber aluse. Arvuta tekkinud poordkeha tdispind-
ala ja ruumala.

Vordhaarne trapets, mille alused on 4 cm ja 14 cm ning
haar on 13 cm, poorleb {imber pikema aluse. Arvuta tekki-
nud péordkeha tdispindala ja ruumala.

Ulesandes 1021 kirjeldatud trapets pédrleb iimber lithema
aluse. Arvuta sel viisil tekkinud pdordkeha tdispindala ja
ruumala.

Kolme kera diameetritest saab ehitada tdisnurkse kolm-
nurga. Missugune seos on nende kerade pindalade vahel?

Tinatiikk, millel oli esialgu vordkiilgse telgloikega silindri
kuju, valati iimber keraks. Kuidas muutus tinatiiki pindala
ja ruumala?
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SISUKORD

KORDAMISEKS JA TAIENDAMISEKS

Hulgad
Kahe hulga elementlde vaheline vastavus

+ Sirgjoone punkti koordinaat

Tasapinna punkti koordinaadid .
Punkti kohavektori koordinaadid

FUNKTSIONAALNE SOLTUVUS

. Funktsioon ja argument

. Funktsiooni graatfik

. Funktsioon y=ax

. Funktsiooni y=ax graaflk

. Lineaarfunktsioon -
. Lineaarfunktsiooni grddflk :
o Ewikisioon“g=ai 1 .

. Funktsiooni y=a:x graaflk
. Poordarvude tabel

KAHE MUUTUJAGA LINEAARSED VORRANDISUSTEEMID

Kahe muutujaga lineaarvorrand

Kahe muutujaga lineaarvorrandi lahend
Kahe muutujaga lineaarvorrandi graafik
Kahe muutujaga lineaarne vorrandisiisteem

. Kahe muutujaga lineaarse vorrandisiisteemi graafiline lahendamine
. Kahe muutujaga lineaarse vorrandisiisteemi algebraline lahendamine
. Kahe muutujaga lineaarse vorrandisiisteemi lahendivalemid

.- Ulesannete lahendamine vorrandisiisteemi abil

RUUTFUNKTSIOON JA RUUTVORRAND

Funktsioon y=x?

Funktsiooni y=x? graahk
Ruutude tabel . .

Arvu ruudu leidmine liikati abil
Funktsioon y=ax? .
Funktsiooni y=ax? graaflk
Funktsioon y=ax*4c .
Funktsiooni y=ax?4c graaf:k

42
44
47
50
52
55
57
64

70
71

73
75
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83
84



49. Funktsioon y=a(x+m)? ja selle graafik . . . . . . . . 87
4.10. Funktsiooni y=a(x+m)?+n graafik LT T P e, SO 90>
4.11. Funktsioon y=ax?*+bx+c . . A B L, g e 91
4.12. Funktsiooni y=ax2+bx+c graaﬁk R B e N 93
4.13. Arvu ruutjuur . . . e v T BRI F S 96 -
4.14. Ruutjuure ligikaudne vaartus . . ; iy 97"
4.15. Ruutjuure ligikaudse véirtuse arvutamine Heroni \ottega BRGNS |
0. Keuthaatte omadust " . 2 - Loy DN aE e SINERIL T
4.17. Ruutjuurte tabel . LB P B N EOUTE <
4.18. Ruutjuure leidmine graaflku abil {7 v s ot B e et -
419. Runitjuure leidmine dukati -abil . - =0 o ¢ 000 Lo paial o nais Ay
4.20. Ruutvorrand x?=b AN R o o S T B R R S et
421. Ruutvorrand ax?=b SR ey S e, RS BRI T S R
4.22. Ruutvorrand ax?+4-bx= 0 [l e e £ Srin il S
4.23. Ruutvorrand ax?4-bx+c=0 . e Aty S RRITR R T
4.24. Tiielik ja mittetéielik R DR S AL e e SN A e g
4.25. Taandatud ruutvorrandi lahendamine Ry re T R e ST
4.26. Taandamata ruutvorrandi lahendivalem . . . . . . . . 123
4.27. Murdvorrandite lahendamine . . R e ey Te S -
4.28. Ruutvérrandi abil lahenduvaid iilesandeid . . . . . . . 130
4.29. Taandatud ruutvorrandi lahendite omadused . .. . . . . 136
430. Ruutvorrandi koostamine lahendite jargi . . Pty I
4.31. Teise astme kolmliikme lahutamine lineaarseiks tegurelks Tl oo F
e RO TAMBIRHRIBOR . S e iy e
5. HULKNURKADE SARNASUS

5.1. Vordelised Ioigud . SRR e
5.2. Nurga haarade 16ikamine paralleelsete sxrgetegd YRS A
5.3. Kiirteteoreemi poordteoreem . . AR R S R R e L L
0 Neldorl - KOFPRamine arviiPa . o2 5 5ot = s e Ttk . e
Do HomloteetsusteIsemius .- " L L N G 0 e TR A T
5.6. Hulknurkade sarnasus ; g T e e s e e L
57. Kolmnurkade sarnasuse tunnused . S
58. Sarnaste hulknurkade iimbermodtude suhe Ja pmdalade suhe . . 172
5.9. Teoreem ringjoone ldikajatest . . SRR T RO o TR T
5.10. Teoreem kolmnurga sisenurga poolltajast : SRR . .
5.11. Pikkuste kaudne ma6tmine sarnaste kolmnurkade abil R
b1 2 ‘Mna-ulade plagnistasgine ... o oo s 0w L N0 T LGl s S

6. SEOSED TAISNURKSE KOLMNURGA ELEMENTIDE VAHEL

6.1. Pythagorase teoreem . T L T T s U N
6.2. Pythagorase teoreemi poordteoreem et eh G e Ol S S
6.3. Eukleidese teoreem . MBSO T AT
6.4. Teoreem tdisnurkse kolmnurga korgusest gt n Ko g Sl g i
6.5. Geomeetrilise keskmise konstruktsioon . b a Saam .
6.6. Seosed taisnurkse kolmnurga joonelementide Vel 72 o i
6.7, Kghe punkii_yahelige Kmigus= ... © " 000 G Ta 50
6.8. Vektori koordinaadid . . Lo S ORT Bl
6.9. Teravnurga siinus, koosinus Ja tangens it g i) A A
6.10. Nurkade 30°, 45° ja 60° funktsioonide arv ihainine’ | <oV & iy
6.11. Teravnurga funktsioonide graafikud . N - el AR A ¢
6.12. Seosed iihe ja sama nurga funktsioonide TS TR S ISR
6:13 Nirgafunkisivoniide: ‘tabelid " -, - 73 -0 S0 0 T ol R SO
6.14. Taisnurkse kolmnurga lahendamine . . . . . . . . . 218
6.15. Nurgafunktsiootiide' rakendusi "~ .~ 1) o0 an wer e sy, a0008

279>



T POORDKEHAD

7.1. Tahkkehad ja poordkehad S PR AN s RGRRe g ¥ S
7.2. Silinder : LRSS SR R e ¥ THIREIRG S 4 R
7.3. Silindri pmdala Py ekt T e Ag e S et ST SUBTIIPRE U
ol cSilindri rupmala - D e LT S TRy sbnglin g walyd ot a8
7.5. Koonus ¥ s e e e s R RS RSN G SO
7.6. Koonuse pmdala O ae T O SRS R T R ST g TR
R, KOOIUSE FRUIMAIE 7 - s Sl A e T e w iSRRGl S
i Cr a0 SERBL ) v Ll e L s i e s e A L N D L T e
B leeva rpianala a0 L T e s el EREDE aign T Sl e
R0 ‘Kunpidetabel. iy et e an o 5l oo, e T Slte e il ST
7.11. Kera pindala . R A SRS S BT T R
7.12. Ulesandeid péordkehade kohta . . . . . . IR A S
8. KBRDAMISBIS: . o Cm G e g e L o e o R A Ten ey

Kapn‘ Apusa, OasMap B3 TBepK, AKcenr Teansrmaa, Ayryer YHAYCK,
ApHONTbZ BuUXMaH. MATEMATUKA JOJIAd VIII KIACCA. Ha 5CTOHCKOM SA3BIKE.
XynoxkectBeHHoe odoOpMIieHne P. TyHria. M3pareancTBO «Banryc» TalauH,
IIsipayckoe mocce, 10.

Toimetaja K. Kallaste. Kunstiline toimetaja H. Keigo. Tehniline toimetaja M. Tam-
mes. Korrektorid S. Vett'l« ja T. Eriksoo. Laduda antud 19. IV 1970. Triikkida antud
3. VI 1970. Kohila paberivabriku triikipaber nr. 2, 60x90/16. Trikipoognaid 17,5.
Arvestuspoognaid 14,67. Triikiarv 14 000. Tellimuse nr. 2321, Triikikoda «<Kommu-
nist», Tallinn, Pikk tn. 2. Hind 27 kop.



| g




	IDOX. hH>?A
	Cover page
	Untitled

	Chapter
	Untitled

	1. KORDAMISEKS JA TÄIENDAMISEKS
	1.1. HULGAD

	3. Leia paaritute arvude hulga ja võrratuse naturaalarvuliste lahendite hulga ühisosa.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Ordinaattelg Joon. 10
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	2. FUNKTSIONAALNE SÕLTUVUS
	Untitled
	Joon. 22 Joon. 21
	Joon. 23 Joon. 24 Joon. 25
	Untitled
	Untitled
	Joon. 30
	Joon. 31
	Joon. 33
	Untitled
	Untitled
	Joon. 35
	Untitled
	Untitled
	Joon. 38 Joon. 39
	Untitled
	Untitled
	muutuja x ja y pöördvõrdelisust saab avaldada nii kujul a kui ka kujul y = , kus aon antud arv.
	Untitled
	Untitled
	Joon. 44
	Untitled


	3. KAHE MUUTUJAGA LINEAARSED VÕRRANDISÜSTEEMID
	3.2. KAHE MUUTUJAGA LINEAARVÕRRANDI LAHEND
	Untitled
	Untitled

	3.3. KAHE MUUTUJAGA LINEAARVÕRRANDI GRAAFIK
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 49 Joon. 48
	Joon. 50 Joon. 51
	Untitled
	determinandid: järgmised


	4. RUUTFUNKTSIOON JA RUUTVÕRRAND
	ruutfunktsiooni x2 väärtuste hulgas ei leidu negatiivseid arve.
	Joon. 54
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Selgita tabeli andmete põhjal, mitu korda suureneb -j-x2, kui x suureneb 2 korda, 3 korda, 4 korda, 10 korda, 100 korda. Mitu korda väheneb ~x2, kui x väheneb 2 korda, 3 korda, 4
	4.6. FUNKTSIOONI GRAAFIK
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 63
	.loon. 65 ioon. 64
	Joon. 68 Joon. 66
	Untitled

	4.9. FUNKTSIOON JA SELLE GRAAFIK
	Joon. 69 Joon. 70
	Untitled
	Joon. 74 Joon. 73 Joon. 72
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Jagatise ruutjuur võrdub jagatava ruutjuure ja jagaja ruutjuure jagatisega.
	Untitled
	Joon. 78
	Untitled
	Untitled
	Joon. 80
	Kaks võrdset lahendit Kaks erinevat lahendit Joon. 82
	Lahendid puuduvad
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	4.25. TAANDATUD RUUTVÕRRANDI LAHENDAMINE
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	4.29. TAANDATUD RUUTVÕRRANDI LAHENDITE OMADUSED
	Untitled





	5. HULKNURKADE SARNASUS
	Untitled
	Untitled
	kui ühe kolmnurga kõrgus on võrdne teise kolmnurga kõrgusega, siis kolmnurkade pindalade suhe võrdub aluste suhtega.
	Joon. 85
	Joon. 86
	Joon. 88
	Untitled
	Joon. 89
	Joon. 90
	Joon. 93 Joon. 92
	Untitled
	Joon. 95
	Joon. 98 Joon. 97
	Joon. 101
	Joon. 103 Joon. 102
	Joon. 105 Joon. 104
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 110 Joon. 109
	Untitled
	Joon. 112
	Joon. 113
	Untitled
	Untitled
	Joon. 116
	Joon. 119 Joon. 118
	Joon. 121
	Untitled


	6. SEOSED TÄISNURKSE KOLMNURGA ELEMENTIDE VAHEL
	Untitled
	Joon. 123
	Joon. 124
	Joon. 125
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	567. Leia kahe vabalt voetud lõigu geomeetriline keskmine
	Untitled
	Untitled
	Joon. 134 Joon. 133
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	6.9. TERAVNURGA SIINUS, KOOSINUS JA TANGENS
	Untitled
	Joon. 141
	Untitled
	Joon. 140
	teravnurga siinus võrdub tema täiendusnurga koosinusega, teravnurga koosinus võrdub tema täiendusnurga siinusega, teravnurga tangens võdub tema täiendusnurga tangensi pöördväärtusega.
	Joon. 143
	Joon. 142
	Untitled
	Untitled
	Joon. 145

	Ühe ja sama teravnurga siinuse ja koosinuse ruutude summa võrdub ühega.
	Teravnurga tangens võrdub sama nurga siinuse ja koosinuse jagatisega.
	Untitled
	60' 54' 48' 42' 36' 30' 24' 18' 12' 6' 0' A
	Untitled
	6.15. NURGAFUNKTSIOONIDE RAKENDUSI
	Joon. 148
	Untitled
	Untitled
	Joon. 151 Joon. 150




	7. POÖRDKEHAD
	Untitled
	Joon. 155
	silindriks nimetatakse keha, mille moodustab ümber ühe oma külje pöörlev ristkülik.
	Untitled
	Joon. 160 Joon. 159
	Untitled

	Silindri külgpindala võrdub põhja ümbermõõdu ja kõrguse korrutisega:
	Untitled
	Joon. 163 Joon. 162
	Untitled

	Silindri ruumala võrdub põhja pindala ja kõrguse korrutisega
	Untitled
	Untitled
	Joon. 169 Joon. 168 Joon. 167

	koonuseks nimetatakse keha, mille moodustab ümber ühe oma kaateti pöörlev täisnurkne kolmnurk.
	Koonuse külgpindala võrdub tema põhja poole ümbermõõdu ja moodustaja korrutisega:
	Sk — nrm,
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 177 Joon. 176 Joon. 175
	Untitled


	Keraks nimetatakse keha, mis tekib poolringi pöörlemisel oma diameetri ümber. Kera pinda nimetatakse sfääriks.
	Joon. 179 Joon. 178
	Untitled
	Joon. 181
	Joon. 183
	Untitled
	Joon. 184
	Untitled
	Untitled

	kera pindala võrdub kera suurringi neljakordse pindalaga:
	Untitled
	Joon. 187
	Untitled


	8. KORDAMISEKS
	Untitled
	Untitled
	Joon. 190
	Joon. 191
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	List
	Cover page
	Untitled


	Illustrations
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Ordinaattelg Joon. 10
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 22 Joon. 21
	Joon. 23 Joon. 24 Joon. 25
	Untitled
	Untitled
	Joon. 30
	Joon. 31
	Joon. 33
	Untitled
	Untitled
	Joon. 35
	Untitled
	Untitled
	Joon. 38 Joon. 39
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 44
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 49 Joon. 48
	Joon. 50 Joon. 51
	Untitled
	Joon. 54
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 63
	.loon. 65 ioon. 64
	Joon. 68 Joon. 66
	Joon. 69 Joon. 70
	Untitled
	Joon. 74 Joon. 73 Joon. 72
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 78
	Untitled
	Untitled
	Joon. 80
	Kaks võrdset lahendit Kaks erinevat lahendit Joon. 82
	Lahendid puuduvad
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 85
	Joon. 86
	Joon. 88
	Untitled
	Joon. 89
	Joon. 90
	Joon. 93 Joon. 92
	Untitled
	Joon. 95
	Joon. 98 Joon. 97
	Joon. 101
	Joon. 103 Joon. 102
	Joon. 105 Joon. 104
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 110 Joon. 109
	Untitled
	Joon. 112
	Joon. 113
	Untitled
	Untitled
	Joon. 116
	Joon. 119 Joon. 118
	Joon. 121
	Untitled
	Joon. 123
	Joon. 124
	Joon. 125
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	567. Leia kahe vabalt voetud lõigu geomeetriline keskmine
	Untitled
	Untitled
	Joon. 134 Joon. 133
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 141
	Untitled
	Joon. 140
	Joon. 143
	Joon. 142
	Untitled
	Untitled
	Joon. 145
	Untitled
	Joon. 148
	Untitled
	Untitled
	Joon. 151 Joon. 150
	Untitled
	Joon. 155
	Untitled
	Joon. 160 Joon. 159
	Untitled
	Untitled
	Joon. 163 Joon. 162
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 169 Joon. 168 Joon. 167
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 177 Joon. 176 Joon. 175
	Joon. 179 Joon. 178
	Untitled
	Joon. 181
	Joon. 183
	Untitled
	Joon. 184
	Untitled
	Untitled
	Joon. 187
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 190
	Joon. 191
	Untitled
	Untitled

	Tables
	Untitled
	Untitled
	determinandid: järgmised
	Untitled
	Untitled
	Selgita tabeli andmete põhjal, mitu korda suureneb -j-x2, kui x suureneb 2 korda, 3 korda, 4 korda, 10 korda, 100 korda. Mitu korda väheneb ~x2, kui x väheneb 2 korda, 3 korda, 4
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	60' 54' 48' 42' 36' 30' 24' 18' 12' 6' 0' A
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled


