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I peatiikic
MEETRILISED RUUMID

§l. Meetrilise ruunmi m3iste

Matemaatilise analillisi {iheks pdhilisemaks mdisteks on
piirvéddrtus ja sellele vastav tehe - iileminek piirile ehk
piirprotsess. Selle tehte {ildistamiseks mistahes elementi-
dest koosneva jada juhule meenutame, et arvjada piirvddartu-
se definitsioon toetub oluliselt kahe reaalarvu (kompleks-
muutuja funktsioonide teocorias vastavalt kompleksarvu) va-
helise kauguse mdistele. T3epoolest, geomeetrilist interpre-
tatsiooni arvestades nimetatakse arvudevaheliseks kauguseks
teatavasti nende vahe absoluutvididrtust (moodulit), kuid jada
{En} piirviirtus € defineeritaksegi ju tingimusega, et
iga etteantud (kuitahes viikese) & > O korral oleks tea-
tud =n viértusest alates 1§ -€1< €. Ka piirviirtuse
paljude tdhtsamate omaduste t3estamisel el kasutata tegeli-
kult tehteid jada elementideks olevate arvudega, vaid ainult
nende vahede absoluutviirtustega.

Seda arvestades ndeme, et piirprotsessi mdiste iildis-
tamiseks (mistahes hulga elementidest koosneva jada juhule)
tuleks vaid sobival viisil iildistada kauguse mdiste. Hulka,
milles selline iildistamine on teostatud, nimetamegi meetri-
liseks ruumiks. Tédpsemalt:

Olgu R hulk, mis koosneb elementidest x,y,z, ... .
Seda hulka nimet. meetriliseks ruumiks, kui igale tema ele-



Sipis

mentide paarile x,y on iihesel viisil seatud vastavusse
mittenegatiivne reaalarv 9 (x,y) nii, et on tédidetud tin-
gimused:

' f(x,y) = 0 siis ja ainult siis, kui x = y;

- s f(x‘.y) = ?(y,x) (siimmeetria aksioom);

3° p(x,7) + @(3,2) > Q(x,2) (kolmurga aksioom).

Arvu f(x,y) nimet. elementide x ja y vaheliseks
kauguseks ning toodud aksioome 1°- 3° meetriksaksioomi-
deks (eeskirja, mis seab elementidele x Jja y vastavusse
nendevahelise kauguse, nimet. mestrikafunktsiooniks). Meet-
rilise ruumi elemente nimet. secgeli ka punktideks.

Ilmselt kujutab meetrilise ruumi R iga osahulk D
endast samuti meetrilist rTuumi,

Kauguse abil on lihtne defineerida ka piirprotsessi.
Rumi R punkti x nimet. selle ruumi elementide jada {X }

piirelemendiks, kui vastavalt igsle reaalaryule £ > O lei-
dub naturaalarv N(¢) nii, et n > N(¢) puhul

$ (x,,3) < €.
Piirelementi omavat jada nimet. koonduvaks ja kirjutatakse
'Z‘L_i&xn: x voi X, = x.

Sellega me taandasime meetrilise ruumi elementide jada
{xn} koondumise kiisimuse tegelikult resalarvude jada &(xn,x)
koondumisele, sest viimase tingimuse vfib ju kirjutada ka ku-
Jul :

'}}g?(xn,x) &0

Ruumi R niisuguste punktide x hulka, mis (fiksee-
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ritud elemendi x, ja reaalarvu « > 0 korral) rahuldavad
tingimust f’(xo ,X) < X ,nimet. lahtiseks sfadriks ja téhist.
S(x,,X). Elementi x, nimet. selle sfHiri keskpunktiks ja
reaalarvu o tema raadiuseks. Kinnine sfiar §(x°,oo de-
fineeritakse analoogselt vdrratusega f(xo',!)s . Iga lah-
tist sfddri, mille keskpunktiks on X, nimet., punkti xo
imbruseks. Kui on tarvis rdhutada selle sféddri raadiust of ,
siis kdneldakse ka punkti o ~imbrusest. Miérgime, et kui
x',x" € §(xo',c(),siis P (x',x") £ 2o (tBestada!).

Neid mdisteid kasutades vdib piirelemendi {ilalentud de-
finitsiooni sdnastada ka nii: punkti x nimet. jada {xn}
piirelemendiks, kui punkti x iga lmbrus sisaldab koik ja-
da elemendid, alates teatud kindlast elemendist, s.t. kui
iga € >0 pumul leldub N nii, et n> N korral x_e S(xg.

Piirelemendi definitsioonist jédrelduvad jérgmised liht-
gad teoreemid.

Teoreem 1. FRui jada { xn} koondub elemendiks
x, siis koondub ka iga tema osajada {x“k} samaks piirele~
mendiks.,

Tdestus: kui iga n » N puhul P(x o X)L B
siis on ammugi iga n, > N korral § (xn X)) £ 065

Teoreem 2. Meetrilise ruumi jada {x } el saa
koonduda kaheks erinevaks piirelemendiks.

T3estus. Oletame vditevastaselt, et X =X Ja
X o> T Vastavalt suvalisele reaalarvule & » 0 leiduvad

siis naturaalarvud Nl Ja N, nii, et ‘n > N, puhul

2 1
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§(x,,x)<F Ja n>F, puul §(x,,y)<§ . Jarelikult
n > N = max(N;,N,)  korral
¢ (x7) € 9(xyx) + P(x,, T E
s8.t. p(x,y) on viiksem igast etteantud positiivsest arvust.
See on v3imalik vaid siis, kui § (x,y) = O ja seega x = y.
Meetrilise ruumi R osabulka D nimet. tdkestatuks,
kui ta sisaldub mingis sféddris, s.t. kui leidub selline
punkt X, € R jaary M> 0, et iga x € D puhul ?(x,xo)gu
ehk x € S(x,,M).

Teoreem 3, Iga koonduv jada on td3kestatud.
Tdé&stus. Kuna x — x, siis {?(xn,x)} kui
koonduv arvjada on tdkestatud: § (xn,x) < M' iga n puhul.

Siis aga mistahes X, € R ja naturaalarvu n korral

9(xn,x°) < g(xn,x) + g(x,xo) < M'+ e(x,xo) = M.

Mistahes hulga metriseerimist (s.t. tema muutmist meet-
riliseks ruumiks) vdib teostada nditeks sel teel, et defi-
neerime .nootrikaftmktsiooni vordustega

0, kui x =
Tit {1: kui x # ;

Meetrikaaksioomide téidetust on siin lihtne kontrollida.
Saadud meetrilises ruumis osutub jada koonduveks siis ja
ainult siis, kui tema elemendid teatud kohast alates on
vordsed. Seega iga hulk on vidhemalt niisugusel triviaalsel
viisil metriseeritav.

Tav#liselt nimetatakse aga hulka metriseeritavaks siis,
kui temas saab kauguse defineerida nii, et sellega mddratud
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koopduvus iihtub veedeldeves hulgas varem ette antud koondu-
vusega. Niisuguses mdttes ei osutu iga hulk enam metrisee-
ritavaks.

Jirgnevas paragrahvis vastleme rea niidete varal iiksi-
kute, kdige sagedamini rakendamist leidvate hulkade metri-
seerimise wdimalusi. Sealjuures oaufub mdnikord otstarbeko-
haseks defineerida iilhe ja sama hulga korral kaugus (ning
seega ka koonduvus) mitut moodi. Vastavalt saame ka mitu
erinevat meetrilist ruumi, kuigi nende ruumide elemendid

on samad.

§2, Nd1teilid meetrilistest

ruumidest

N&dide 1. 0lgu R n-dimensionaalsete reaalsete
koordinasatidega vektorite x = (gl’gb’ s !gn)'
Y= Oays eoe Mn)s 2 = (;1,),'2. e ) hulk. Definee-
rides kauguse valemiga

"
(x,5) = (E-m )2

gy = /2 (G
saame ruumi, mida nimet. n-dimensionaalseks eukleidiliseks
ruumiks ja tdhist. Rn (juhul n = 1 saame reaalarvude ruu-

mi Rl). Esimese kahe meetrikasksioomi tdidetus on antud

Jjuhul ilmne, kolmas aga jédreldub nn. Gauchy-Bunjakovski
vorratusest

& 2, = 2 & 2
a 2
(2 % ) 2 dg 2. Pr
(tSestada!). TGepoolest, valides €, -%y.=d, Ja
W -k =px on & -L, =4, +p, ning



- =
¢ *x,2) = Z.(“k"'/’x) -Z«k*zZq,F,ﬁZ P" <
¢ +Z\/Z«- ZP.‘ *Z pr = (\,Zq +JZ [n‘)=

o = (Fx,y) + (3,02
% Kui x.= (g PRSI «5, siis koondumine x> x té-
hendab, et 11- \/ 2 (€, —_E )2 = 0, mis on samaviiirne ndudega,
et iga 1 puhul ‘-111- %L €. . Seega koondumine vaadeldavas
ruumis téhendab koondunist kdikide koordinaatide jéargi.
Ndide 2. Toome eelmises ndites vaadeldud hulga
puhul sisse teise meetrika, defineerides @ (x,y) = m:xlf,,—'?.L

Meetrikaaksioomide tédidetus on niilid tdiesti ilmne. Saadud
ruumi t&histatakse siimboliga m. Koondumine omab siin sama

tédhenduse nagu eelmises niiites.

Ndide 3. 0lgu p» 1 fikseeritud reaalarv. Defi-
neerime eelmistes nididetes vaadeldud hulga puhul kauguse
valemiga A

> »y
(Xay) s (208 =9 1)
sa W5 = fx "?K
Esimese kahe meetrikaasksioomi tédidetus on siin ilmne, kuna
aga kolmas jdreldub vahetult nn. Minkowski wdrratusest
Piae 5 1 1P (2 1 Pyt
(éldna-ﬂkl g-(é e 1P) e (2 1 out OO
(selle wdrratuse tdestus vt. ndit. [3] lk. 28). Saadud meet-
rilist ruumi tédhist. slmboliga l: .Koondumine omab temas

eelmistega iihesuguse tdhenduse. Tlmselt (,3 =R, Ja ?,n= my=
= Rl' i
N&daide 4. Koosnegu hulk R kdikidest tdkestatud
jadadest x = (§1, ,fk, .e.), 8.0. jadadest, kus

sup 1€, <% . Muudame selle hulga meetriliseks ruumiks, de-
fineerides f (x,y) = sup ! f '~ 7i! (meetrikasksioomide tdi-
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detus on ilmne). Saadud ruumi tdhist. simboliga m. Koondu-
mine téhendab selles ruumis iihtlast koondumist jada kdikide
elementide Jjargi.

N&dide 5. Paljudes rakendustes omab olulist t&ht-
sust ruumi m alamruum, mis koosneb kOikidest koonduvatest
jadadest x = (§1, ceesByy o0e)y ~13£§‘=§. Seda ruumi (kus
meetrika on defineeritud samuti nagu ruumis m) tdhist. sim-
boliga c.

Ndide 6. 0Olgu p2> 1 jdlle fikseeritud reaalarv.
Vaatleme kdikide niisuguste jadade x = (§;, ... 1§xs o)
hulka, mis rahuldavad tingimust

o
Sig <0
w=
(s.t. see rida on kooncfuv). Defineerime selles hulgas kau-

guse valemiga

[+

g

Plx,y) = (2 6= 1)
mic on vdimalik seetdttu, et > £, 1P<ca ja > l"?Klp<co
korral alati ka S 1€ -7, 1P< oo (tdestada!). Meetrikaak-
sioomide tdidetuse kontrollimine toimub samuti nagu ndites
3, lastes seal vaid n—>eo, Saadud meetrilist ruumi tdhist.
siimboliga ¢ P, Selle ruumide klassi tiéhtsaimaks erijuhuks
on nn. Hilberti koordinaatruum £ 2 (p = 2).

Ndide 7. Eelmises nidites vaadeldud ruumide eri-
juhuks (p = 1) on absoluutselt koonduvate jadade ruum ¢ .
See ruum koosneb ;jadadest X = (§L, ess +8ks coe)y MiS TR
huldavad tingimust Z_ 1€, 1< 2°, kusjuures kaugus on defi-

K=1
neeritud valemiga

2 U. Kaasik
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o0
¢ (x,y) = Zlg- T«
1 T
Meetrikaaksioomide kontrollimine ei tekita siin mingit ras-

kust. >
Néd&ide 8. Vaatleme kdikide antud 13igul [a,b)
pidevate funktsioonide x(€), y(€), ... bhulka. Muudame sel-
le meetriliseks ruumiks, defineerides
| Px,y) =31:?fb]lx(§) -y,
Meetrikaaksioomide rahuldatus on jdlle ilmne. Saadud meet-
rilist ruumi (pidevate funktsioonide ruum) t&hist. siimbo-
liga C(a,b) wdi lihtsalt C, kui mé#ramispiirkonda [a,b]
pole tarvis rdhutada. Matemaatilises analiilisis leiab see
meetriline ruum kdige enam rakendusi. Koondumine x-x
téhendeb siin, et n> N korral a;xplxn(g) -x(§)I<E , s.
Ix (§) - x(§)1<€ iga § & [a,b] puhul. Seega koondu-
mine ruumis C on funktaioonide Jjada iihtlane koondumine.
Nadide 9. 0Olgu p?» 1 fikseeritud reaalarv. Vaat-
leme kdikide niisuguste (13igul [a,b] m#dratud) funkt-
sioonide x(§) hulka, mis rahuldavad tingimust
I?x(g)lpd.fﬂw,
kus integraal on vBetud‘Iebesgde'i mdttes. Kauguse selles
hulgas defineerime valemiga

¢ (x,3) = {ﬁx(g) - y(f)lpd§}
(saab lihtsalt ndidata, et vaadeldavasse hulka kuuluvate
funktsioonide =x(§) ja y(§) pubul see integraal alati
eksisteeridb ning on 13plik). Esimese meetrikaaksioomi tdide-
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tuseks tuleb ssmastada funktsioonid, mis erinevad ilimalt
hulgal mddduga null. Teise meetrikasksioomi tdidetus on
ilmne, kuna aga kolmas jéreldub nn. integraalsest Minkowski
vdrratusest (vt. [1] 1k.347). Ssadud meetrilist ruumi t&-
hist. simboliga IP vdi IP[a,b] (Jubul p = 1 1lihtsalt

~ L). Kdige ‘enam rakendusi leiab jille erijuht p = 2, s.t.
: Hilberti funktsioonruum La.

§3 Hulgad meeotrilistes

ruumnides

Vaatleme meetrilise ruumi R mingit osahulka D < R
(ruumi R meetrika suhtes kujutab ka D endast ilmselt
meetrilist ruumi).Hulga D téiendiks nimet, ruumi R nende
punktide hulka, mis ei kuulu hulka D (t&hist. R\D).

Punkti x € R nimet, hulga D kuhjumispunktiks,kui
iga tema imbrus sisaldab véhemalt iihte x-st erinevat hulga
D punkti, Hulga D k3ikide kuhjumispunktide hulka nimet.
hulga D tuletishulgaks ja tdhist. D'. Punkti x nimet.
hulga D puutepunktiks, kul iga tema iimbrus sisaldab vihe-
malt the hulga D punkti. Hulga D kdikide puutepunktide
hulka nimet. hulga D sulundiks ja tdhist. D. Ilmselt on
hulga D iga kuhjumispunkt iihtlasi ka puutepunkt ja seega
D' ¢ D. Samuti on puutepunktideks kdik hulga D punktid,
s.t. DC D. Kuna aga sellega on kdik v3imalused ammendatud,
siis D=D'V D.

-»
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Kui D'C D, siis hulka D nimet. kinniseks (hulk,
mis sisaldab kdik oma kuhjumispunktid). Kui D <€ D', siis
hulka nimet. endas tihedaks, ning kui D = D', siis perfekt- :
seks. Hulka nimet. lahtiseks, kui ta on mingi kinnise hulga
téiend.

Hulka D < R nimet. kdikjal tihedaks (ehk t1ihedaks
ruumis R), kui D = R, Hulka D nimet. ei kuskil tihedaks
(ruumis R), kui ruumi R igas sfddris S ¢ R leidub punkt
x € S, mis ei kuulu hulga D sulundisse: x ¢ D (ehk: igas
sfadris S ¢ R leidub sfasr Sl C€ S, mis ei sisalda hulga
D punkte). Tiheduse seisukohalt Jaotatakse k3dik hulgad kah-
te kategooriasse. Hulka nimet. I kategooria hulgaks, kui ta
on avaldatav iilimalt loenduva arvu ei kuskil tihedate hui-

kade summana. KGik {ilejddnud hulgad loetakse II kategooria
hulkadeks. _ :

Me' iitleme, et ruum R on separaabel, kui temas leidub
kdikjal tihe loenduv hulk, s.t. kui leidub loenduv hulk
DCR nii, et D = R. Separaabluse mdiste on analiilisis olu-
line eeskdtt anroksimeerimise seisukohalt. Nimelt kui ruum
on separaabel, siis saab tema elemente kuitahes tédpselt ap-
roksimeerida selle loenduva hulga D elementidega. TGepoo-
lest, kuna D = DU D' = R, siis ruumi R iga punkt on kas
hulga D punkt voi tema kuhjumispunkt. Seega iga x € R
mistahes iimbrusesse tuleb vdhemalt iikks hulga D punkt, s.t.
etteantud & > O korral leidub y € D nii, et P(x,y)<& .
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Konkreetsete ruumide separaabluses veendumine toimub
enamasti sel teel, et konstrueeritakse vajalik loenduv ning
kdikjal tihe hulk. Niiteks ruumi R, (samuti ka m  Ja £,)
korral on selliseks hulgaks kdikide ratsionaalsete koordi-
naatidega vektorite hulk (tdestada!).

T3estame ruumide fF (p> 1) separaabluse. Koikjal
tihedaks loenduvaks hulgaks osutub siin punktide (§},,&n,00.-)
hulk, kus §; (1< 1€ n) on mistahes ratsionaaslarvud ja
n omandab védrtused 1,2,3, ... . Selle hulga loenduvus on
ilmne: iga n puhul on tema elemendid médratud 1dpliku ar-
vu indeksitega, mis igaiiks omandavad loenduva hulga viadrtusi;
andes indeksile n v#drtused 1,2,3, ... saame loenduva
hulga loenduvaid hulki, millede summa teatavasti on loenduv
(vb. [4] 1k. 14-15). Léhtudes niiiid mingist elemendist x =
={83v: - sEmBasap..) € 2® jo arvust £ >0 npiitame, et

. ) )
leidub nimetatud loenduve hul;a-element x} = (Foo oo s 500

0, ...) nii, et @ (x,x)) <€ . Selleks valime kdigepealt n :
nii suurena, et oleks
plx,xy) = (}_‘ 15 oF <f

kus x = (§, ... 4§, 0,0, ...) (selline n valik on vdi-
malik rea > 1§ 1P koonduvuse tdttu). Edasi aproksimeerime
iga reaalarvu € (1 é i & n) ratsionaalarvuga €’ nii, et
oleks 16—~ €1 <f{n P Valides need £.’elemendi x! koor-
dinsatideks saame ¢ (x,,x;) —(£ 'f ? i®) <z‘ ja seega
Plx,x}) € f(x,xn) + plx,, ’%)< 7t 2_ s B0 Bt

Konstrueeritud loenduv hulk ei osutu aga kdikjal tihe-
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daks ruumis m. See Jdreldub nditeks asjaolust, et isegi
punktide x = (1, a8 ,;I.,0,0, ...) Jada ei ldhene n-—sco
korral ruumi m meetrika mdttes punktile x = (1, ... ,1,
1, ...),sest §(x,,x) =1 iga n puhul. Niitame, et rum
m'ei ole separaabel.

Vaatleme jadasid, mille elementideks on iihed ja nullid.
Nende jadade hulk K on kont:l.ﬁ;umi vdimsusega, sest seades
Jadale a = (c{“dz, ees Apy ses) (=0 v3i 1) vastavusse
kahendmurru 0,4,9; «..%n... saame k3ik reaslarvud O Jja
0,111... = 1 wvahel, Hulga K iga kahe erineva jada vahe-
line kaugus on ilmselt 1. Kui niiid oletada, et m on se-
paraabel, siis peaks temas leiduma loenduv k3ikjal tihe
hulk D, Kujutame hulga D iga punkti imber sféddri raadiu-
sega é- - & ,Jkus & <i— . Kuna D on loenduv, siis peab vid-
hemalt iihes niisuguses sfﬁﬁrié leiduma enam kui iiks ele-
ment hulgast K, mis pole aga v3imalik, sest nende elemen-
tide vaheline kaugus 1 on suurem sfédédri diameetrist 1 - 2&
(£<# on mistahes positiivme reaalarv). Ssadud vastyolust
Jjareldubki, et m ei ole separaabel. Olgu aga mérgitud,
et ruumi m alamruum ¢ osutub siiski separaabliks.

Ruumide C ja 1P korral ;)sutnb kdikjal tihedaks
loenduveks hulgaks k3dikide ratsionaalsete kordajatega po-
liinoomide hulk (tdestus vt. [2] lk. 18-19). Seega ruumid -

C ja IP on separasblid.
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§4, Tdielikud meetrilised

uunmnid

Matemaatilisest analiilisist on teada, millist suurt
téhtsust omab piirprotsesside uurimisel nn. Cauchy kritee-
rium. Joomulikult on otstarbekohane kanda vastav termino-
loogia iile ka meetrilistesse ruumidesse. -

Meetrilise ruumi R punktide jada {xn} nimet. fun-
damentasal jadaks, kul mistahes & >0 puhul leidub naturaal-
arv N(E) nii, et @ (x,,;,x )<€ iga n >N ja suvalise
naturaalarvu i korral., Nditame, et iga koonduv jada on
fundamentaalne. Tdepoolest, kui x, X, siis vastavalt
reaalarvule £ >0 leidub N(€) nii, et e(xn.x)<§ , kui
-n > N. Siis aga suvalise naturaslarvu i puhul ¢ (xm_i,xk%
ja seega f(xnﬂ,xn) = g(xnﬂ,x) + g-"(xn.x)< &€ . Vastupidi-
ne viédide ei tarvitse iga meetrilise ruumi korral paika pi-
dada, s.t, mitte igakord ei oma fundamentaaljada piirele-
menti vaadeldavas rTuumis R,

Meetrilist ruumi nimet. tdielikuks, kui iga tema fun-
damentaaljada koondub selle ruumi elemendiks. K3ik iilalvaa-

. deldud konkreetsed ruumid osutuvad tédielikkudeks. Veendume
selles mdnede puhul neist.

1) Ruumi R, téielikkus Jédreldub matemaatilises ana-
liillsis t8estatavast Cauchy kriteeriumi piisavusest.

2) Ruumi ¢P t#ielikkuse niditamiseks vaatleme suva-
list fundamentasljada {x | , kus x = (f:“,’f;:) R o
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Siis vastav‘alt valitud reaalarvule £ > O leidub N nii,
et iga i korral : i :

?p(xm_i,x ) =Z Ig?‘“:) §W|P< £, (hac) O
kui n> N. Seega iga k puhul kehtib vorratus 1§, - § K&,
mis iitleb, et reaalarvude jadad (? m SR R TR
puhul fundamentaalsed. Jarelikult (ruumi Rl tédielikkuse
t5%tu) leiduvad reaslarvud €y nii, et lim £ =E.. Té-
.bistame x = (§,,§, ...) Ja niitame, et lim g(x ,X) =
(s.%. xn-’ x) ning x € P (s.t. Z. I§KIP< o). Vdrratu-
 sest 2 1 ree j"":P< €P jireldub, et iga m korral
g.,'fc) fs'p < Ep. Lastes siin 1i-»e= sgagme vdrratuse
glfk- w1P< £P nmis kehtib iga m puhul. Seega aga ka
g"f ‘fwlPSé'p, s.t. lim o(x,x ) = 0. Kuna x, ee”
t3ttu Z l§""lP< oo , siis Minkowski. vérratusest jareldub

(2 'fx'p) - <z_ (B E™) + EMIPYF o
<(£t€ -g i) + (X if, LIPS

Seega x € ¢© ja ruumi ¢F tdielikkus on nididatud.

3) Tdestame veel ruumi C téielikkuse. 0lgu {xn(f)}
suvaline fundamentaaljada. See tdhemdab, et vastavalt reaal-
arvule £ > O 1leidub N(£) nii, et ‘21?‘:2 x4 (6) - x ()<
ige naturaalarvu i Jja n > N korral. Jéarelikult jada
{xn(f)} koondub 13igul [a,b] iihtlaselt funktsiooniks
x(§), mis (kui pidevate funktsioonide ithtlaselt koonduva
Jjada piirfunktsioon) on pidev 13igul [a,b] , s.t. x € C.
Sealjuures iga t € [a,b] puhul Ix(§) - xn(f)l <&, kui
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n > N, Seega X, X ruumi C meetrika méttes ja ruum C
on jérelikult tdielik. :
Tiielikkude ruumide omaduste kohta t3estame jirgmised
kaks teoreemi.
Teoreem 1. Kui tdielikus meetrilises ruumis R
on antud kinniste sfdéride jada
8(xy,%), Blxps5), oev s B(Xp¥)s oee

kus iga jédrgmine sfddr sisaldub eelmises ja sféddride raadi-
used qn ldhenevad nullile, siis leidub iiks ja ainult iiks
punkt x ¢ R, mis sisaldub kdikides nendes sfédrides.

T3estus . Antud sfiiride keskpunktide jada {xn}
on fundamentaslne. T3epoolest, kuna iga i = 1,2, ... kor-

ral S(X;,41%,4) € 8(x,,9,), sile ka x , € 8(x ,9,) Ja
seega n > N korral 9(’n+:l'xn)‘ q/n<£. (sest eelduse ko-
haselt « —> O. Ruumi R téielikkuse t3ttu eksisteerid siis
element x = lim X, € R, kusjuures viimasest vdrratusest
n->eoo

jéreldub (i — ee puhul), et 9(x,xn) £4 ., 8.t. xe S(xn,dn)
iga n korral. Jédb veel tdestada, et punkt x on ainus
selline. Kui oletada, et leidub veel mingi punkt y ¢ R
nii, et iga n puhul y € '§(xn,¢¥n), siis ¢ (x,y) < p(x,x )+
+ Q(y,xn) £ 2q’n. Kuna see vdrratus ei sdltu n suurusest,
siis lastes n -—soo saame f(x,y) = 0,.8.8, x =¥, millega
teoreem on t3estatud.

Olgu muide mirgitud, et ruumi tédielikkust viiks defi-

neerida ka &sjatdestatud omaduse varal. Nimelt saab t3estada,

3 U. Kaasik
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et meetriline ruum on tédielik siis, kui iga teoreemis 1
mirgitud omadustega kinniste sfidride jada omab mittetiihja
ihisosa (tdestus vt. ndit. [3] 1lk. 50).

"Teoreem 2., Tiielik meetriline ruum on II ka-
tegooria hulk. :

T3estus. Oletame viitevastaselt, et tdielik
meetriline ruum R on I kategooria hulk, s.t, et ta on
avaldatav {ilimalt loenduva arvu ei kuskil tihedate hulkade
Dn summana : 4

R =,.(,J,Dn'

Teatavasti hulk Dn pole kuskil tihe, kui igas sféddris
leidub sfédédr, mis ei sisalda hulga - punkte., I&htudes
sfédrist §(x°,1), kus x € R on suvaline, leidub seega
stifir §(x,,9;) ¢ 'S'(xo,l), mis ei sisalda hulga D, punkte.
Tdsust kitsendsmata vBime eeldada, et «,<3 . Selles sfdi-
ris Z:.eidub aga omekorda’sfédir B(x,,¥,) ¢ 8(x,;,%;) (kus
%<3), mis ei sisalda hulga D, punkte jne. Nii saame sféd-
ride jada

BORL TR, Oh Y, I Tl st
kus iga jédrgmine sisaldub eelmises ja °(,,<,f'—q . Sealjuures
sféiir S(x,,q,) ei sisalda hulkade D,, D,, ... ,D Punk-
te. Teoreemi 1 kohaselt leidub seega pumkt x & R, mis
sisaldudb kdikides nendes sfédrides. See punkt el saa aga
konstz‘nktaioﬁni pdhjal kuuluda iihtegi hulkadest D, Ja Jja-
relikult x ¢ hlZDn. Saadud vastuolu tdestabki teoreemi.
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‘Osutub, et ruumi tdielikkuse eeldamine ei ole tegeli-
kult eriti range ndue. Nimelt saab iga meetrilist ruumi
vajalikkude elementide lisamise teel muuta tédielikuks, Ruu-
mi selline téielikustamine toimub sisuliselt tépselt samu-
ti, nagu ratsionaalarvude hulga tiéielikustamine reaalarvide
hulgaks.

§5. Meetrilise ruumi
tdielikustamine

Olgu antud kaks meetrilist ruumi Ro ja R', milledes
kaugusi téhistame vastavalt §,(x,,x,) Ja ¢@'(xj,x}). Rui
ruunide Ro ja R' elementide vahel saab korraldada nii-
suguse iiksithese vastavuse, et ithe ruumi mistahes kahe ele-
mendi vaheline kaugus v3rdub teise ruumi vastavate elemen-
tide vahelise kaugusega, siis ruume Ro ja R' nimet.
isomeetrilisteks. Ainult meetrikaga seotud kiisimuste vaat-
lemisel v3ib need ruumid ilmselt samastada.

Olgu niilid antud meetriline ruum Ro, mille kohta eel-
dame, et ta pole tédielik, s.t. et temas leidub vihemalt iiks
fundamentaal jada, mis ei oma ruumis Ro piirelementi. T3es-
tame, et sel juhul saab konstrueerida niisuguse tdieliku
meetrilise ruumi R, milles leidub kdikjal tihe alamhulk
R'C R, R' = R, mis on isomeetriline ruumiga R . Niisu-
gust ruumi nimet. ruumi Ro laienduseks; seega me t3estame,
et meetrilist ruumi saab laiendada tdielikuks.

Kdigepealt veendume, et (ruumi Ro) kahe fundamentaal-~
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jada vastavate elementide vaheliste kauguste jada on alati
koonduv. Olgu {x} ja { ¥y n} fundamentaaljadad. Néitame,
et arvjada {g.(xn.yn)} on fundamentaalne. Kolmnurga aksioo-
mist saame _

Po(XnTn) € PoXniXnes) *+ o Ky Tnea) * So e Ta)s
xust ;

8o (XpysTpn) = Fo(XnyssTnes) € $o(Xp1Xnyy) * $olTnegs¥n)-
Vahetades siin n ja n+i omavahel saame analoogselt

yo(xn+1'yn+i) 7 ?o(xn’yn) € ?o(xn-l-i'xn) * ?o(yn'yn-l-i)
ja seega

19 (XneqsTnes) = P (Xpo¥p)! € RolXpyq0%,) + LS AR AL
Jarelikult jada {gg(xn.yn)} on fundamentaalne ning ruumi
Rl tédielikkuse t3ttu koonduv.

Vaatleme niilid ruumi Ro kGikide fundamentaal jadade
{xa}+{7s}+ --+ bulke. Kahte fundamentesljads {x] ja
{y;k loeme sealjuures ekvivalentseks (vdrdseks), kui
&}.mnf,(xn,yn) = 0. Konstrueeritava ruumi R elementideks
valime ruumi Ro ekvivalentsete fundamentaal jadade klassid
X,¥y... . Meetrika toome ruumi R sisse jidrgmiselt: olgu
X ja ¥ kaks fundamentaaljadade klassi ning {xn} ja {yh}

nende mingid esindajad, siis defineerime
P (X,5) = 3-_1;12" f',(xn,yn).
Meil tuleb nididata, et nii defineeritud kaugus ei sdltu
esindajate valikust ja rahuldab méetrikaaksioome.
Vétame klassidest X ja ¥y mingid teised esindajad
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{xx} 38 {33} (s.t. 1m g.(x;,x}) = 2im g, (3,,7}) = 0).
Siis 19,(x,,7,) - Po (X7,77)1 < 9,(xn,x£l) + 90(7:1"1'1’" 0
ning jérelikult lim ,(x,,y,) = lim @ (x},5}).

Meetrikaaksioom 1° jéreldub ekvivalentsuse definit-
sioonist ja 2° kauguse §, simmeetrilisusest (pShjen-
dada!). T3estame kolmnurga aksiocmi . Olgu %, ¥ Ja' §
ruumi R elemendid ning {x ], {yn} ja {z] vastavalt
nende mingid esindajad. Et ruumis Ro kolmnurga aksioom on
tédidetud, siis iga n puhul

9o(xn’zn) € ?o(xn’yn) x ?o(yn’zn)'
Jédrelikult
Px,2) = lim Colx,r2,) }}‘m’eg,(xn,yn) +
+ lm @, (7,,2,) = P(X,F) + ¢(5,2).

TSestame niilid, et ruumis R leidub ruumiga Ro iso-
meetriline k¥:kjal tihe alamhulk R', Selleks scame elemen-
dile x ¢ F‘o vastavusse niisug aste fundamentaal adade klas-
si, mis koou. vu . elemendiks x. See klass pole tiiai, sest
iiheks esindajeks on vdhemalt konstantne jada ({x}. Sellise
vagtavuse iil:cihesus on ilmne, isomeetria aga lihtsalt tOes-
tatav: kui x = lim X, Joa y = lim b siis o {x.¥) =
= lim @, (x,,y,) vihemalt konstantsete jadade {xn} = {x}
ja {7} = (v} punu.

Néitame, et ruumi Ro elementideks koonduvate funda-
mentaal jadade klasside hulk R' on ruumis R kdikjal tihe.
Olgu ¥ € R fundamentaaljadade klass, mille iiheks esinda-
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jaks on { %} . Seega vastevalt etteantud reaalarvule & >0
leidub N(€£) nii, et g,(xn+1,xn)<5 , kui n > N. Téhis-
tame simboliga ‘x‘n elemendiks x € R, koonduvate funda-
mentaaljadade klassi, mille {iheks esindajaks on ilmselt
konstantne jada {xn,xn, cos oXys ..o} . Siis

P (XX = lim @ (x;,x,, ;) €€,
s.t. leidub element X € R', mis aproksimeerib elementi
X6 R ja seega R' = R,

Jédb veel tdestada, et ruum R on tdielik. Olgu {'x'm}
ruumi R elementide fundamentaaljada. Kui see jada koos-
neb ainult alamruumi R' elementidest X " = X, millede
esindajateks on konstantsed jadad {xn.xn, cee s Xy eeo}s
siis fundamentaalsus tédhendab, et iga i puhul

P g o%n) = 1B 0.(%,01%)) = §,(Xpyy %) < €,
kui n > N(&). Sel juhul vaadeldav jada koondub elemendiks
X € R, mille itheks esindajsks on jada {xl,xz. s X ,...},

n
sest n> N korral

P Xy = UB £(Xpyqey) < €.
Kui jada {X'™}sisaldsb ka alemruumi R' mittekuulu-
vaid elemente ;f'\)’ siis aproksimeerime viimased elementi-

dega fne R' nii, et

Nii saadud jade {;n} on fundamentaaslne., Tdepoolest,

§ (g o) & P Xy I + o G E3M 4 p M5 <
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2 '._3r+ g(ih'v,i‘”")b ,,_é_'
kus jads {%"}fundsmentasisuse tsttu pE™,E™M)<5 ja
killlalt suure n pubul ka X < 5 . Seega leidub ilaltdes-
tatu pshjal element X € R nii, et @(X ,X)<j , kui n> Nf)
Siis aga (valides n tarbekorral veelgi suuremana)
P ENE) <eE™T) +pE B & + <€

ja seoga 3.'1-‘?.?”= X, m.0.t.t.

Saaks veel ndidata (t3estus vt. ndit. [3] 1k. 51), et
ruum R on ruumige R kuni isomeetriani liheselt midratud,
s.t. ei leidu teist ruumi R tH#ielikku laiendust, mis po-

leks ruumiga R isomeetriline.

§6. Hulga kompaktsuse
tingimused

Hulka D € R nimet. kompaltseks, kui selle hulga
igast lopmatust jadast saab eraldada koonduva osajada (tei-
siti: kui selle hulga iga 1dpmatu osshulk omab vihemalt iihe
kuhjumispunkti). Bolzano-Weierstrassi teoreemi kohaselt on
arvsirge (s.t. ruumi Rl) iga t3kestatud 1dpmatu punktihulk
kompaktne,

Mistahes meetrilises ruumis on lihtne veenduda, et
kompaktne hulk on alati tdkestatud (t3estada!), kuid #ildiselt,
o1 kehti vastupidine viide. Nilteks ruumis ¢* on jada {x},

kus x = (0, ;:..1 40, 1, 0, ...), ilmselt tdkestatud, sest
\
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iga n puhul ?(O,xn) = 1. Fuid n #m korral ou ?(xn.xm)=
=\/2- ja seega ei saa see jada sisaldada {ihtki fundementaal-
set osajada.

Hulga kompaktsuse kindlakstegemine vahetult definitsioo-
ni varal on sageli seotud viga suurte raskustega. Sellepéd-
rast anname lihtsama kriteeriumi hulga kompaktsuseks. Selleks
toome kdigepealt sisse iihe abimdiste.

Olgu D mingi hulk meetrilises ruumis R.jJa ¢&€20
fikseeritud arv. Hulka E ¢ R nimet hulga D € -v3rguks, kui
iga x € D korral leidub vihemalt iiks element y ¢ E nii,
et @(x,y) €& . Erijuhul v3ib muidugi olla ka D = R. Nai-
teks kdikide taisarvude hulk on ruumi R, €-virk iga e;é—
puhul.

Hausdorffi teoreem. Meetrilise ruuni
R hulga D kompaktsuseks on tarvilik ning ruumi R tadie-
likkuse puhul ka piisav, et iga & » 0O korral leiduks hul -
ga D Jjaoks 1dplik & -vork.

Tarvilikkus, Olgu D kompaktne. Oletamé
véitevastaselt, et mingi &€ > 0 puhul pole hulgal D 13p-
likku ¢ -vdrku ning fikseerime vabalt punkti xle D. Siis
leidub punkt x, € D nii, et ¢ (xl,xz)>£ , sest vastasel
juhul oleks x hulga D €&-vdrk., Edasi leidub punkt x3€ D
nii, et e(xl,x3)>€ ning 9(:2,13) > 0 (muidu oleks
{xl,xz} hulga D £ -vdrk) jne. Seda protsessi jatkates saame
Jjada {x n} C D, mille iga kehe elemendi vaheline kaugus on
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suurem kui & ., Siis aga ei saa sellest jadast eraldada fun-
damentaalset (seda enam koonduvat) osajada, mis on vastu-
olus hulga D kompaktsuse ndudega.

Piisavus. Olguruum R tédielik ja leidugu hul-
gal D iga £ > O puhul 13plik & -vdrk (sel juhul deldakse
ka, et hulk D on téielikult tdkestatud). Fikseerime vabalt
mingi jada {xn} ¢ D ning niitame, et temast saab eraldada

koonduva osajada.

Valime positiivsete reaalarvude jada {Cn} nii, et
dim € = O ja konstrueerime iga £, puhul 13pliku En -
vorgu {37495 «++ » Yy} Kujutame punktide y' (k = 1,2,

g Nl) iimber kinnised sféédrid raadiusega £; ., Neid sfdd-
re (mis katavad kogu hulga D) on 1l3plik arv ja seega peadb
vihemalt iiks neist, olgu see sfair §1, sisaldama l3pmatu
osajada {x!]c {x }. Kujuteme niiid punktide 3o (k = 1,2,
o5 Nz) Umber sfééirid raadiusega &, . Et ka neid on 13plik
arv, siis mingi sfdir S2 neist sisaldadb 13pmatu osajada
{x;}c {x } jne. Nii sseme iga 1 puhul sfidri §,= S(yx €
milles sisaldub 13pmatu osajada {x("} {5 n}c P c{ I
Valime saadud osajadadest

xi,xé. 55 ’11'1’ soe

x'i,x'z', $a ,x;;, “igs

R R R I R I R N )

) _(m (n)
X 9Xos see 3Xpy cee

e secssscsvesvcnssce

4 U, Kaasik
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vilja n.5. dlsgonsaljada xj, X3, X3, ... 5 Xy ... o Kul
me osa;ladgdo valikul ei muutnud elementide jérjekorda, siis
n#m punil ilmselt x, # x, . Saadud jada on fundamentasl-
ne, sest elemendist x.  alates sisalduvad k3ik tema elemen-
did sfidris §n readiusega &,, , s.t. ?(x:‘:i),z:b £ 2€,,
Buumi R tdielikkuse t3ttu see jada koondub, millega teo-
reem ongl t3estatud. :

Hausdorffi teoreemist jdreldub, et tédieliku meetrilise
ruumi R hulga D kompaktsuseks on tarvilik ja piisav, et
iga £ > O puhul leiduks hulgal D kompaktne €E-vdrk. Tde-
poolest, selle tingimuse tarvilikkus on ilmne, kuid piisavus
jéreldub 1lihtsalt: olgu E hulga D kompaktne 3 -vdrk;
8iis Hausdorffi teoreemi kohaselt leidub hulgal E 18plik
%-vﬁrk, mis iihtlasi on aga hulga D 1dplikuks & -vdrguks.

Ka Hausdorffi teoreemi rakendamine konkreetsetes meet-
rilistes ruumides tekitab sageli veel raskusi. Sellepérast
kasutatakse mdnedes konkreetsetes ruumides oms kompaktsuse
tunnuseid, mis im;jutavad endast Hausdorffi teoreemi enam
v3i vihem vahetuid jéreldusi.

Kuna ruum C omab funktsioonide teoorias olulist koh-
ta, siis toome siin tema osahulkade kompaktsuse tingimused.
Enne tuleb ainult meenutada paari vajalikku mdistet.

Funktsioonide hulka D ={x(§)} < C(a,b) nimet.
iihtlaselt tﬁl-cestatuks, kui leidub selline konstant M > O,
et IX(§)i< M iga € € [a,b] ja x € D puhul. Kui vasta-
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valt igale reaalarvule & > 0O leidub reaalarv d > 0 nii,
ot 18'-€"1<d xorral Ix(§') - x(§")1<E iga x €D
puhul, siis hulga D funktsioone nimet. vordastmeliselt
pidevateks (geldakse ka, et hulk D on vordastmeliselt pi-
dev).

Arzela teoreem. Hulk Dc C on kompakt—
ne siis ja ainwlt siis, kuil ta on ilhtlaselt t8kestatud ja
virdastmeliselt pidev (t3estus vt. ndit. [1] lk. 66-68).

§7. Topoloogilise ruumi m3iste

Meetrilised ruumid kujutavad endast erijuhtu iildise-
matest abstraktsetest ruumidest - nn. topoloogilistest ruu-
midest.

Definitsioon 1. Hulka T nimet. topoloo-
glliseks ruumiks, kui temas on valitud vilja teatud siisteem
osghulki, mida nimet. lahtisteks ning mis rehuldavad tin-
gimusi:

1° kogu ruum T ja tithi hulk on lahtised;

2° mistahes arvu lahtiste hulkade summa on lahtine
hulk;

3° 13pliku arvu lahtiste hulkade {ihisosa on lahtine
bulk, :

Punkti x € T iimbruseks nimet. iga lahtist hulka, mis
sisaldab seda punkti. Osahulga D ¢ T kuhjumispunkt, puute-
punkt ja sulund defineeritakse niilid tépselt samuti nagu
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meetriliste ruumide puhul (vt, §3). Osahulka D ¢ T nimet.
kinniseks, kui tema téiend on lahtine hulk.

Punkti x € T nimet. jada {x | ¢ T piirelemendiks,
kui punkti x iga iimbrus sisaldab kdik jada {xh} " elemen-
did, alates teatud kindlast elemendist. Piirelementi omavat
jada nimet. koonduvaks. Vaatamata nende definitr‘oonide for-
maalsele iihtelangemisele vastavate definitsioonidega meetri-
lise ruumi puhul (vrdl. §1), ei ole jada piirelement mitte
igas topoloogilises ruumis iiheselt mé&ratud. Nimelt vdib
mdnes topoloogilises ruumis leiduda jadasid, mis koonduvad
mitmeks piirelemendiks (vastav ndide vt. [1] 1k. 17-18).

Jada piirelemendi ainsuse saavutamiseks tuuakse topo-
loogilises ruumis sageli sisse veel nn.

Eralduvuse aksioon. Ruumi T igal
kahel erineval punktil leiduvad iihisosata iimbrused.

Seda aksioomi rahuldavat topoloogilist ruumi nimet.
separaatseks ehk Hausdorffi ruumiks. Iihtne on veenduda, et

separsatses ruumis ei saa iikski jada omada kahte erinevat
piirelementi (tdestada!).

Kui topoloogilises ruumis T saab defineerida meetri-
ka nii, et selle meetrika mdttes lahtised hulgad on lahtised
ka esialgse topoloogia méttes ja vastupidi, siis nimet.

ruumi T metriseeritavaks.

Topoloogilise ruumi {ilaltoodud definitsioon ei kujuta
endast muidugi mitte ainsat voimalikku. Toome wveel kolm iild-
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kasutatavat definitsiooni, mis on samavddrsed dofinita:j.oo—
niga 1. ;

Definitsioon 2. Hulka T nimet. topoloo-
giliseks ruumiks, kui temas on valitud vdlja teatud siisteem
osahulki, mida nimet. kinnisteks ning mis rehuldavad tingi-
musi: J

1° kogu ruum T ja tithi hulk on kinnised;

2° 18pliku arvu kinniste hulkade suima on kinnine
hulk;

3° mistahes arvu kinniste hulkade {ihisosa on kinnine
hulk.

Hulka D ¢ T nimet. lahtiseks, kul tema tdiend on kin-
nine hulk.Kdik iilejddnud mdisted defineeritakse samuti nagu
{lal, kuigi vdiks anda ka vahetud definitsioonid. Niiteks:
hulga D sulundiks nimet., kdikide seda hulka sisaldavate
kinni'ste hulkade iihisosa.

Definitsioon 3. Hulka T nimet. topoloo-
giliseks ruumiks, kui igale tema osahulgale D@ T on seatud
vasta¥usse testud kindel osshulk D T, mida nimet. hulga
D sulundiks, nii, et

1° tiihja hulga sulund on tiihi hulk;

2° osahulkade summa sulund vdrdub liidetavate sulun-
dite summaga: BTU—DE = 51(/ -D—Z;

3°  sulundi sulund vérdub sulundi endaga: D = D;

4° hulk sisaldub oma sulundis: D ¢ D.
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Kinniseks nimet. niiiid hulka, mis vdrdub oma sulundiga,
kuna aga iilejdfinud mdisted defineeritakse samuti nagu iilal.

Definitsioon 4 Hulka T nimet. topoloo-
giliseks ruumiks, kui temas on valitud vilja teatud siisteem
osshulki, mida nimet. imbrusteks ning mis rabuldavad tingi-
musi: :

1° igale punktile x¢ T saab seada vastavusse vihe-
malt lhe seda punkti sisaldava {imbruse, mida nimet. punkti
x {mbruseks ja tdéhist. nditeks U(x);

2° xui punktil =x on olemas kaks {imbrust Ul(x) Jja
U,(x), siis leidub véhemalt iiks selle punkti fimbrus U3(x).
mis sisaldub léhteimbruste iihisosas: U3(x) U (x)N Uy(x);

3° kui U(x) on punkti x fmbrus Jja y e U(x),
s8iis leidub selline punkti y imbrus U(y), mis sisaldudb
imbruses U(x): U(y) C U(x).

Lahtiseks nimet. niitid hulka, mis koos iga oma punkti-
ga sisaldab ka selle punkti mingi {mbruse. Ulejéénud mdis-
ted defineeritakse jdlle endisel viisil.



II peatiikk
LINEAARSED RUUMNMID

§1.Lineaal

Hulka X elementidega x, ¥y, %z, ... nimet. rilhmaks,
kul selles hulgas on defineeritud eeskiri, mis seadb igale
Jarjestatud elementidepaarile x, y vastavusse sama hulga
mingi kolmanda elemendi, mida nim.'elenentide X oy
summaks ning tdhist, x + y, kusjuures on tédidetud tingi-

mused:

1° 1ga x,y,zeX puhul (x+y) +2=1x+ (y + z);

2° leidub element 6 ¢ X, mids nimet. nullelemendiks,
nii, et iga x € X puhul X + 6 =6+ X = x;

'3° iga x¢ X puhul leidub element -x « X, mida
nimet. elemendi x yvastandelemendiks, nii, et x + (-x) =
=(-x) +x =6.

Kui lisaks nendele on téidetud veel neljas tingimus:

4° iga x, y¢€ X puhul x+y =y + x,
siis ribma X nimet. kommubtetiivseks ehk Abeli riihmaks.

Aksioomidest ldhtudes on lihtne veendl.'xda nii nullele-
mendi kui ka iga elemendi vastandelemendi ainsuses (vt.
ndit, [1] 1k. 82).

Mdnikord on riihmas defineeritud tehet otstarbekohane
nimetada mitte liitmiseks vaid korrutamiseks ja téhistada
X.y . Nullelemendi asemel kdneldakse siis iihikelemendist

(tdhist. e) ja vastandelemendi asemel podrdelemendist




an =

(téhist. x~!). Riihma ennast nimet. sel juhul multiplika-
tiivseks riihmaks, kuna aga liitmiseks nimetatud tehtega

riihmast kéneleme edaspidi kui aditiivsest riihmast.

Hulka X nimet. ringiks (ehk algebraliseks ringiks,
vordle III ptk. § 7), kui:

@) X on aditiivne Abeli riihm;

b) hulgas X on defineeritud veel teine tehe, mida
nimet. korrutamiseks ja tdhist. x -y, kusjuures

1° x.(y:2) = (x-3) 2,

2 x-(y.-r 2) =xX-y+x-2, (X+y)z2=X-2+y-2.

Viimane tingimus (distributiivsus) on antud kahe vdr-
dusega sellepédrast, et korrutamise kommutatiivsust me rin-
gis lldiselt ei ndua. Samuti ei ndua me iihikelemendi ja iga
elemendi poordelemendi olemasolu (kul need nduded on lisa-
tud, siis ringi nimet. kog_guseks). Kui aga iihikelement e
on olemas (sel korral kdneldakse ka iihikelemendiga ringist),
siis v3ib mdne x € X puhul leiduda element x:le X (vdi

P

element ,x ‘¢ X) nii, et x-xX,i= e (Vo1 X % x = e).

Niisugust elementi :-:'.':L nimet, elemendi x parempoolseks

poordelemendiks (.x-l on vastavalt vasakpoolne poord-

element). Lihtne on niha, et kui eksisteerivad nii x',:l kui
ka .x t, siis xt = ,x 1 =x1,

Hulka X nimet., lineaaliks (ehk lineaarseks hulga.ké),
kui:

a) X on aditiivme Abeli riihm;

b) on defineeritud hulga X elementide kommutatiivne
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korrutamine reaalarvuliste skalaaridega (v3i iildse mingi
itlhikelemendiga ringi elementidega) nii, et

1° kui x € X, sils Ax e X iga A € R, puhul,

2° a(ux) = (Ap)x,

° alx +¥) =Ax +2Ay, (A + p)x =2x + px,

LRe T

Nendest aksioomidest jarelduvad lihtsalt jérgmised
omadused: (-1)+ - x = =x; O x =6 ; kui Ax =&, siis x #6
korral A=0 ja A# 0 korral x =6.

Koik eelmises peatilkis vaadeldud konkreetsed meetri-
lised ruumid on iihtlasi lineaalid. n-dimensionsalsete vek-
torite hulga (s.t. ruumide R, m, ja l:: ) puhul on see
teada kOrgema algebra kursusest. Jadaruumide m, c, " ja
{ puhul defineerime

Tx+y = 6 #7108 *No0 oo oEL F 0 eee)s

AX = (lgl' X—gag sse ,7L§n, o--)-
Lineaali aksioomide tdidetus on siin ilmne, ainult ruumi

¢¥ puhul tuleb t3estada, et x,ye € korral x +y e€f
(t3estus jareldub Minkowski yamtusest). Punktsiooniruu-
nide C Jja 1P korral defineerime

(x + y)(€) = x(€§) + y(€),

(ax)(€) = A- x(§),

s.t. tehted funktsioonidega tiédhendavad tehteid nende funkt-
sioonide vastavate vadrtustega (kontrollida lineaali aksioo-
nide tédidetus!).

5 U. Kaasik
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)

Iineaali elemente X1y Xpy eee 3 Xy nimet. lineaarselt

g8ltumatudeks, kui virdusest 7\.1x:l +7\.2x2 S e +Anxn =6
jéreldub, et A = Ay = ... =Apn = 0. Lopmatu hulga elemen-
te nimet. lineaarselt sdltumatudeks, kui iga 13plik osa .
nendest on lineaarselt sdltumatud.

Olgu x ja y kaks erinevat punkti lineaalist X.
Siis kdikide niisuguste punktide 2z = X hulka, mis on aval-
datavad valemiga

; z =ax + (1 -y,
kus O<¢ A €1, nimet. punktide x ja y vaheliseks
sirgldiguks. Kui me A muutumist ei kitsenda, siis saame
samast valemist punkte x Jja y lédbiva sirge.

Hulka D ¢ X nimet. kumeraks, kui ta koos iga kahe
punktiga sisaldab ka neid punkte iihendava sirgldigu. Nai-
teks on kdikide poliinoomide hulk kumer (ruumis C), sest
Ax(g) + (1 ~A)y(§) on polimoom, kul x(g) Ja ¥(E) se-
da on.

Kui lineaali X osahulk I sisaldab nullelemendi ning
koos elementidega x, y ka nénde summa X + y, ja korrutise
mistahes skalaariga Ax (s.t. kui D on kinnine liitmise
Ja skalsariga korrutamise suhtes), siis kujutab ka I en-
dast lineasli (lineaali X alamlineaali). Ilmselt on 1li-
neaalide iihisosa samuti lineaal. Tdepoolest, kui I =LlnL2
(L_l Ja L, on lineaalid), siis x, y e L téhendab, et
X, 5 € I’l ja =x,y € L,; seega aga X + ¥, AX € 1.1 Jja



L

X+ J,AX € L2, s.t. x + y,Ax € L.

Olgu D 1lineaali X mingi osahulk. Kdikide seda hul-
ka sisaldavate lineaalide iihisosa nimet. hulga D lineaar-
seks katteks Jja tdhist. L(D)., Hulga D lineaarse katte
praktiline konstrueerimine toimub sel teel, et moodustatak-
se selle hulga elementide kdik viimalikud lineaarsed kom-—
binateioonid A X + ... +A x . Niisuguste linesarsete
kombinatsioonide hulk L (mis tekid skalaaride A, € B,
naturaalarvu n ja elememtide x, € D varieerimisel) on-
gi soovitud lineaarne kate, sest ilmselt on I lineaal,
kuid teiselt poolt peab iga hulka D sisaldav lineaal si-
saldama ka k3ik sellised lineaarsed kombinatsioonid.

Naiteks hulga {1,€,E°, ... ,&", ...} lineaarseks
katteks (ruumis C) on kdikide reaalkordajatega poliinoo—
mide hulk P,

Kui hulga D elemendid on lineaarselt s3ltumatud,
siis nimet. hulka D 1lineaali I(D) baasiks. V3ib aga
tdestada, et kul D elemendid pole linesarselt s3ltumatud,
siis saab alati eraldada osshwlga D'C D nii, et D'
elemendid on linesarselt s3ltumatud, kusjuures L(D') = L(D)
s.t, hulkadel D Ja D' on ihine lineasrne kate (t3estuse
idee vt. ndit. [5] 1k, 33).
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§2. Lineaarne normeeritud

ruum

Lineaali X nimet. lineaarseks ruumiks, kui tema ele-
mentide teatud jadade { xn} puhul on defin‘eeritud koondu-
mine X, X nii, et

1° jada saab koonduda ainult iiheks piirelemendiks;

2° koonduva Jjada iga 13pmatu osajada koondub samaks
piirelemendiks;

3° kui x,—> x, siis iga A€ R; puhul kxn—'- A X3

4° kui Ap—A (ruumis R,), siis iga x € X puhul
Khx—wlx;

5° kui x> x Jja Yt siis x +ty, > x+y.

Kui alamlineaal L <€ X on kinnine (s.t. sisaldab kdi-
kide oma jadade piirelemendid), siis nimet. teda lineaarse
ruumi X lineaarseks alamruumiks. Kdikide hulka D< X
sisaldavate lineaarsete alamruumide iihiscsa nimet. hulga
D g;gggseks lineaarseks katteks; ilmselt vordub ta line-
aarse katte L(D) sulundiga (tdestada, et lineaali sulund

on lineaal!). Kui hulga D elemendid on lineaarselt sdl-
tumatud, siis nimet. hulka D tema kinnise lineaarse kat-
te pdhihulgeks., Saaks jédlle tdestada, et kui D elemendid
pole lineaarselt sdltumatud, siis saab eraldada lineaarselt
s6ltumatude elementidega osahulga D' € D nii, et

(") = ﬂ-ﬁ)—, s.t. nii, ef nendel hulkadel on iihine kinni-

ne lineaarne kate (ka selle vidite tJestusel me kdesolevas
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kursuses ei peatu).
Lineaali X nimet. linesarseks normeeritud ruumiks,

kui igale elemendile x € X on seatud vastavusse iiheselt
midratud mittenegatiivne reaslarv |/x|] , mida nimet. ele-
mendi X normiks, kusjuures on tdidetud tingimused:

1° x| = 0 siis ja ainult siis, kui x =6;

2° 1ga d€R, ja xe€ X pubul JAxl= IAMxI;

3° iga x, ye X pubul Ux + yl &lxl + by).

Kui lineasrses normeeritud ruumis defineerida kaugus
vdrdusega

ex,y) =lix - 7l,
8iis osutub ta meetriliseks ruumiks, sest dsjatoodud ak-
liponidest jérelduvad lihtsalt meetrikaaksioomid (tdestadal).
Koondumine '}J:L.g_ X, = X omandsb lineaarses normeeritud ruu-
mis seega tiéhenduse
nl_._.igllxh - xfl= 0,

mida nimet, ka koondumiseks normi jargi ehk Lugeveks koon-
dumiseks. Ilmselt on niisuguse koondumise puhul rahuldatud
lineaarse ruumi aksioomid (tdestada!).

Taielikku lineaarset normeeritud ruumi nimet. Banachi
ruumiks ehk B-tiilipi ruumiks. Koik eelmises peatiikkis vaadel-
dud konkreetsed meetrilised ruumid osutuvad Banachi ruumi-

deks, kui defineerida
I x| = ¢(x,6).
Seega vektori x = (§,§, , ... +§n) normiks ruumi-
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P
des R, m Ja ?

3 n On vastavalt arvud

=i ’vg gkz’

ixff = -;x lfkl
Ja - Y
bl = (F )
Jada x = (§,80 4 <. :g:‘, ves) norm ruumides m,
Zr jJa ¢ (eeldades, et x kuulub vajalikku ruumi) on
vastavalt

I < = sup 1€, 1y

S oo

X =
K=1
Jja
=l = > 18!

Funktsiooni x(§) nor;- ;.vmidos C ja IP definee-
ritakse valemitega
& I =l =§se\g’b;x(§)l
b i3
Izt = { ix(§)Pag]".
Iinesarses normeeritud ruumis on sféér §(x°,e() sel-
liste punktide x hulk, mis rahuldavad vérratust
lx - x || €% . Sf84r on alati kumer. TSepoolest, kui
x', x" ¢ B(x ), 8.t Ix' - x |4« Ja lIx" - x| <,
sils 04 A €1 puhul fAx' + (1 -A)x" - x| =
=la(x' - ."'o) + 1 -2)=" - xo)ll £ Allx - x Il +
+ (1L =-2)x" - xollé 2w+ (L -A) =, 8.%.
Ax' + (1 -2)x" € S(x Q).
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Néitame veel, et koondumisest '}go X = x Jjéreldud
lineaarses normeeritud ruumis seos }}3‘ lxna = xl.
Mistahes kahe elemendi x, y € X pubul
Ixlb=dy + (x - )l < Uyl +0x - 7i,
millest .
Il =iyl <Ix = 7.
Vahetades siin x ja y sasme
Iyl -Uxl€lly - xll=lix~ ¥
Ja seega
lﬂxl - lyllls Ix - yl.
sis aga |lx }l - Iixil| € Ix, - || ning
lmllx - xll=0 t3ttuka lm |ix |l -llxi| =0, s.t.
u;-nx,,ll = Ixll.

§$ 3L et arnan

Iineasli H nimetame vektoriruumiks, kui igale tema
Jjédrjestatud elementidepsarile x, y on seatud vastavusse
reaalarv (x,y), mida nimet. elementide x ja y ska-
laarkorrutiseks, nii, et on tédidetud tingimused:

1° (x,¥) = (7,%);

2° Ox +py, 2) = x(x,8) + puly2);

3° (x,x) » O, kusjuures (x,x) = 0 siis ja ainult
siis, kui x =6,

Kui skalaariga korrutemine on linesalis H defineeri-
tud nii, et A v3dib omandada kompleksarvulisi vidrtusi,
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siis defineeritakse ka skalaarkorrutis (x,y) kompleksar-
vuna, kusjuures sksioom 1° tuleb asendada aksioomiga
1°° (x,y) = (y—.x.).

Kui defineerida lxll = \/T;,x_), siis vektoriruum osu-
tub lineaarseks normeeritud ruumiks (tSestada!). Selle
meetrika suhtes tédielikku vektoriruumi nimet. Hilberti

* ruumiks (mdnikord lisatakse veel ndue, et H oleks sepa-
raabel).

Seni vasdeldud konkreetsetest ruumidest on R , £°
ja 1° Hilberti rumid. Ruumis R_ defineeritakse ska-
laarkorrutis tavalisel viia:ll'{

(x,7) 1%5 Kl
Kui Rn vektorid vdivad olla ka kompleksarvuliste koor-
dinaatidega, siis tuleb see definitsioon muuta jargmiseks:
(x,5) = ; gk?k'

Ruumides 02 ja I°

vastavalt valemitega

defineeritakse skelaarkorrutis

o6
(X3 =2 &y
k=1
. b
(x,7) = a{ x(8)y()ag,
ehk komplekssel juhul valemitega
(x,y) = 2. €.7
& 15 Kk
b e
(x,3) = J x(£)y(€)ag.
Kolmnurga aksioomiga ekvivalentseks osutub Hilberti

Ja

Jja



- 39 -
ruumis nn. Bunjakovski vérratus

Hx, P& lixll - Uyl
(tdestus vt. [1] 1k. 124).

Elemente x,y ¢ H nimet, ortogonaalseteks ja kirjuta-
takse x 1 y, kui (x,y) = 0. Elementi x € H nimet. orto-

gonaalseks lineaarse alamruumiga (v3i linesaliga) L C H

Ja kirjutatakse x L L, kui x on ortogonaalne iga elemen-—

9(!,1!) - m“x il ,“
YOL

nimet. elemendi x e H kauguseks alamruumist L. Tdestame,
et alamruumis I leidub iga x ¢ H puhul iiheselt madratud
element y € L nii, et llx - yi = ¢(x,L). Sellist elementi

y nimet. elemendi x projektsiooniks alamruumi L.

. Kui xe€ L, siis P(x,I) = 0 ja otsitavaks elemen-
diks on y = x. Seepdrast vdime eeldada, et X ¢ L ja
?(I,L) =;> 0.

Alumise raja definitsiooni kohaselt leidub jada
{sp} e nii, et RELNE R A =d, s.t. JS«lx - v i<

4
¢d+ &, xul n> N(E). Siis 7 (Fpeat 7,) € T t3ttu
it
hx =3 (7 q* 7025
Teiselt poolt aga n > N(€) puhul
e = 1 . -
Ix = > peg* T =gll2x - 5 -5 1<
¢3lx- Tpagll +3lx = y N < S+e

1
ja seega ,IE_.in‘.ﬂx =¥ Fpaa® bRl =d,

6 U. Kaasik
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8iit jireldub, et jada {yn\ on fundamentaalne. TSe-
poolest, n-—»e korral

l’l‘l‘i- ,nna b ((’nfi- x) ¢ (xe- yn)'(’n-ri_ x) + (x - yn)) =

= 2lx - ’n+1“2 + 2)=x - ynlz - 4fjx --i-(ym_ii- yn)ﬂz-’ [ 30
Jirelikult eksisteeridb ']..i_’.l.‘,yn = y € L, kusjuures
Ix-yhgix -yl PP yu §+0, s.t. lx-yl=5,
T3estame niilid, et element 2z = x - y on ortogonsalne
alsmruumiga I. Kui oletada, et leidub y' ¢ L nii, et
(2,3') = « # 0, siis tihistades ¥y +(;,—°:?,7 y' = y" saame

l!‘y""2’ (l‘-ry—:—'?r)y'. I"-{?:"—’r) y') =

TS T 106 D I A
et of R - ol o | (y',7")
mis pole aga y" ¢ 1 +Ottu voimalik, Seega 2z L L.

Meil on jédnud ndidata, et elemendi x projektsioon
vy€ L (jaseega ka 2 = x - y) on iiheselt middratud. Tde-
poolest, kui oleks x =y + 2 Jja x=y* + z*, kus
Y. ¥*e L Ja z,:‘.; L,siis y-y* =38* -3 'Ja

T

Ny - 1% = (3 - y*,2* - 8) = (y - y*,5*) - (7 - ¥*,3)=0,
gsest y - y*e€ L. Seega y - y* =32* -2 =6, 8.t.
Y=y ning 2z = z°.
Jérelikuit me oleme t3estanud, et kehtib jérgmine
Teoreem 1. Mistahes alamruumi L ¢ H Ja ele-
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mendi x € H puhul leiduvad {iheselt midratud elemenddd
yel ja 2l 1 nii, &t
A "Xy + S,

Hilberti ruumi uurimisel lsiab veel sageli kasutamist

Teoreem 2. Selleks, et‘n.nou.l L oleks rum-
mis B koikjal tihe, on tarvilik ja piisav, et rwumis H
ei leiduks elementi x # @ nii, et x L L.~

Tarvilikkus. Olgu L=H, mnmi
pealt, et kui x Ll L, siis ka x L L. TSepoolest, iga ele-
ment yé T on kujutatav mingi jeda {y }cI piirelemen-
‘@ina: Ny - y N 0. Kuid iga n pubul (x,7) =0 Ja
Bunjakovski vérratusest sasme I(x,y)! = I(x,y) - (x"n)"
X,y = 3,01 € UxH- Iy = 3 I —0. Seega (x,3) = 0, s.t.

x L L (iihtlasi me nigime muide, et skalaarkorrutis om pi-
dev funktsioon). Kuna antud juhul T = H, siis elemendi
x 1 L. eksisteerimine tihendab, et x on ortogonaalne
kogu ruumiga. Muuhulgas siis x . x, s.t. (x,x) = 0 ‘ehk
x =8, ' !

Piisavus. Argu leidugu elementi x # 6 nii,
et x L L. Oletame viiitevastaselt, et L # H ja valime
mingi elemendi x € H nii, et x ¢ L. Siis teoreemi 1
kohaselt x =y + 2, kus ye T ja 2. T. Muuhulgss
siis ka 2. I, kuid x ¢ L t3ttu z #6. Ssadud vastu-
olu t3estabki teoreemi.
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ga. o Pt adp'st Tunn

Tédielikku meetrilist ruumi X nimet. F-tiilipi ruumiks,
kul ta on lineaal ning meetrika rahuldab tingimusi

1° iga x,y € ¥ puhul P(x,y) = p(x =~ 7,8);

2° kui A —+0, siis A x—6 iga x ¢ X puhul;

3° kui x,— 6, siis 7lxn--6 iga A€ R, puhul.

Vahetu kontrollimisega (vt. [2] lk. 52) v3ib lihtsalt
veenduda, et F-tiilipi ruum on tihtlasi lineaarme ruum, s.t.
et on tédidetud ka lineaarse ruumi iilejdédnud aksioomid. Seda
arvestades kasutatakse toodud definitsiooni asemel sageli
Jargmist lihtsustatud sdnastust:

Lix;eaarset tédielikku meetrilist ruumi nimet. F-tiilipi
ruumiks, kui temas on tédidetud tingimus

P(x,y) = p(x - 7,0)
(ndiline lihtsustus on saavutatud liigsete eelduste sisse-
toomise teel: ndutakse lineaarse ruumi kdikide aksioomide
tédidetust, kuigi piisaks ainult kahest).

Ilmselt osutub iga B-tiilipi ruum iihtlasi F-tiilipi ruu-
miks (tdestadal). Yastupidise olukorraga aga iildiselt tege-
‘mist ei ole, mida illustreerib kasvsi jargmine

N & ide. Vaatleme kdikide (reaalarvuliste) jadade
x = (gl,fz, cos ,fn, ...) hulka ja muudame ta meetriliseks
ruumiks, defineerides

&8 I - |

g =F &~ SxTTx

k=4 2 1+ '?k —?kl
See rida on alati koonduv, sest iga k puhul
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1ot =Rt 1
ok w3,
‘ 271+ 'fk -2 x
aga rida Z ? koondub. Esimese kahe meetrikaaksioomi

tédidetus on ilmne, aga kolmnurga sksioom jéreldub vdrra-
tusest
1+ 1 < Cq] 2 g
1+ 1%484 " 1 %I 1+ 1P

(ksikasjalik t3estus vt. [1] 1kx. 25). Sasdud ruumi tihist,
tavaliselt simboliga s. Kui tehted jadadega defineerida
samuti nagu ruumide m Ja CP puhul, siis on ilmne, et
s on lineaal. Ruumi s tédielikkuse tbeétns vt. nidit. [2]
1k. 24 (tédpsemalt, vajalik tdestus on sealt lihtsalt jarel-
datav).

Tdestame, et s on PF-tiiipi ruum:

* i oo 1 'gk = 1a! %
1° fx,y) -é?——k—“ Lm0
A | A e
%12E 1+ 1€ -7, - O

=

= (x=3,9);

2° xui A, =0, siis P (A x,6) =

o
3 m.nngkl o

STET 1€, ! : \

° )
3 ki x -6, s.t. §k—90, siis
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Al e z ) ws§ 1
e —k‘1?1+ Rl?‘
Ruem 8 ei ole aga B-tiilipi ruum. Nimelt kui definee-
rida (vrdl. §2)

ixi = ¢(x,0) =kz-; P -i_i-gl_;Lk

8iis pole tdidetud normi teine aksioom, sost dldiselt

L
le“:z 1? 'Mig : S ..,.—-_ = 1<\,
k.i 1+ 'l' lgk k‘l 1l + l

Seega F-tiilipi ruum pole iildiselt normeeritav nii,
et lIlxll =¢(x,8). Sellepérast tuuakse P-tiiﬁpi rmis nor—-
mi mdiste asemel sisse kvaasinormi mdiste, mida tdhist.
ikka lixll ja defineeritakse

Izl =¢(x,0).

P-tilipi ruuml esimest akgioomi arvestades on siis
ikica téidetud tingimus lx - yil = ¢ (x,y). Kvaasinormi ise-
loomustavad jérgmised omadused: :

1° lixll » 0, kusjuures W\x|i = O siis ja ainult siis,

kul ix =6;

2° t—=xl = Ixl;

3° llx + yu <zl + Uiyl

Egimene omadus on siin ilmne, teised aga lihtsalt
toestatavad: »
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i-xl = ¢(-x,6) = ¢(0,x) =¢ (¢-(~x),0) =p (x,6) = lixll;
Ix + yl =¢(x + 7,0) ¢ P(x + 7,7) +p(7,0) =Uxi + Uyl

Nendest omadustest jireldudb vahetult, et

Nxll -yl < lix + yi.
Tdepoclest, kuma x = (x + y) + (-y), siis
Ixiglix+ yll +ll=yl=lx+ yl +1yl,

Semuti Jireldub siit kvassinormi pidevus, s.b. et
x,~ x korrel I x W- I xl (tBestadal).

Veatleme niiid P-tiipi ruumis X lbplat'ut rida Z x, .
Eul eksisteerid x = lims , kus s/ =Z X, siis nimet,
seda rida koonduveks ja elementi x tema summsks ning kir-
jut. Z X = X

’.l'bestane, et kui positiivne arvurida Z i xkll on
koonduv, siis koondub ka ridas ‘K}T-' X Ruuli X téielikkuse
t3ttu tuleb selleks tBestada jada {s | fundsmentesisus.
Kuid iga i puhul o

P(ay,q.8) =lle, - sl =uZ_xkn‘.-2'_ iz i< €,
kui n > N(€), sest arvurida Z uxkl] on :]u eelduss koha-
selt koonduv,

Niisugust PF-titipi ruumi elementide rida, mille 1iik-
mete kvaasinormidest moodustatud rida on koondrv, nimet.
absoluutselt koonduveks resks. Viimane tulemus #tleb, et
iga sbsolumtselt koonduv ride on koonduv. Seega saab F-tiiii-
pi ruwmi elementidest moodustatud rea koonduvuse selgitami=
sel teatud miiiral kasutads (positiivsete) arvuridade koon-
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duvustunnuseid. Ilmselt ei kehti aga vastupidine tulemus,
s.t. mitte iga koonduv rida ei ole absoluutselt koonduv
(t3estadal).

Lelame veel hinnangu F-tiilipl ruumi elementidest moo-
dustatud rea summa kvaasinormi Jaoks Olgu x -é X, 8.t
ix - s -ux-ézkue
kui n > N. Siis aga kvaasinormi vastavat omadust arvesta-

des

Nxh-1 3 m e bx - 3 u<E,

k=1 K=1
ehk

ixhel N+ Z n+e.
KZ_‘ xll+& < lekl 3
Olgu rida = x, abeoluutselt koonduv. Siis vdime
viimases vdrratuses lasta n-*<=, mis annab
oo -
Nl éguzkll +£.
Et € >0 on kuitahes vidike, siis saadud tulemus téhendab,
et
oo =l
It xn =ux2_‘xkns§nxku.

Saadud vérratus kehtib muidugi ka siis, kui vaadeldav
rida on tingimisi koonduv, s.t.koonduv, kuid mitte absoluut-
selt koonduv (sel juhul > hx |l = e ja vérratus triviaal-
ne).

Meenutame veel, et saadud tulemused kehtivad muidugi
ka Banachi ruumides.



S
S, Lineaarse ruuni dimensioon

Iineaarset ruumi nimet. n-dimensionaalseks, kul tema
pdhihulk koosneb n elemendist. Kui p3hihulk on loenduv,
siis ruumi nimet. loenduvadimensionaslseks (saab nimelt

tdestada, et ruumi kdik pdhihulgad on iihesuguse viimsusega
- vt. ngit, [5] k. 131). '

N & 1 d e, K3ikide polinoomide hulk P on (Weier-
strassi teoreemi kohaselt) ruumis C kdikjal tihe, .s.t.

P = C. Hulga P baasiks on aga (vt. §1) hulk _
{1,§,§2, ,§n, ...}, mis ruumile C on seega pdhihul-
gaks, Jarelikult ruum C on loenduvadimensionaalne.

Osutub, et lineaarse ruumi dimensioon on lihedalt seo-
tud selle ruumi separaablusega.

Olgu lineaarne ruum X separaabel, s.t., leidugu loen-
duv hulk Dc X nii, et D = X. Kui D elemendid pole 1li-
neaarselt sdltumatud, siis eraldame osahulga D' < D, mil-
lel on sama kinnine lineasarne kate (s.t. X) ja mis seega on
ruumi X pdhihulk, Kuna D oli loenduv, siis saab ka D'
olla ainult kas 18plik vdi loenduv (sel juhul Geldakse ka ,
et D' en {ilimalt loenduv). Seega oleme tdestanud, et se-
paraabel lineaarne ruum on iilimalt loenduvadimensionaalne.

Néitame niiiid ka vastupidi, et iga 13pliku- v3i loendu-
vadimensionaalne F-tiilipi ruum on separaabel.

1) Olgu X 1dplikudimensionsalne F-tiilipi ruum, mil-
le pdhihulk on D 5 {X;,%5, ... ,xn}. Hulga D lineaarse

7 1. Kaasik
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katte n
L(D) ={ i Jlkxk}
X.

sulund on siis kogu ruum: L(D) =
Moodustame hulga
"
: E= {% kak} ’
kus Pr on ratsionsalarvud. Ilmselt on hulk E loenduv
(pohjendada!). Néitame, et %2 on ruumis X kdikjal tihe.
Selleks piissb, kui niitame, et T on kdikjal tihe l1li-
nesalis I(D), sest IL(D) = X +t3ttu sasb ju ruumi X iga
punkti kuitahes hidsti aproksimeerida IL(D) punktidega.
" .
Olgu x= 2> A % mingi element lineaalist L(D).
K=1
Aproksimeerime reaalarvud lk ratsionaalarvudega ?k nis.
et @((A, -?k)xk,é’)g% . Siis element x' = Z P € E
aproksimeerib elementi x & L(D) tépsusega £ :

¢x,x") = g(éhkxk,lé?kxk) = (é(ak-?k)xk,e) “
<p(Z Ay yk)xk,:Z_: Ay 9107 +
*5"2,(11:‘?1;":'12,:(31:‘&"‘:’ e
+?(Zﬁ(;‘k— Pr)Ter Q=P Ix;) + pR=9)x,0) =
=§9((1k- PIX OV <E.

Seega E on lineaalis L(D) ja seega ka tema sulundis

X k3ikjal tihe, s.t. ruum on separaabel.
2) Olgu ruumi X pShihulk D ={X;,X5, +-o +Xp» }

oo n

loenduv. Siis IL(D) = Y, L, kus

Ln { z A5
Ksjatestatu pdhjal on loenduv hulk
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n
En n { é s)kxl:}
iga n puhul lineaalis I'n kdikjal tihe. Moodustades hul-
ga s
E = n'\-/' En’

on lihtne veenduds, et see on loenduv ja ruumis X kdikjal
tihe (pdhjendada!). Seega oleme t3estanud, et kehtib

Teoreem 1. F-tiilipi ruum on separaabel siis ja
ainult siis, kui ta on {ilimalt loenduvadimensionaalne.

Néiteme Jédrgnevalt, et hulga kompaktsuse ja tdkestatu-
se mdisted iangevad iihte ainult 18plikudimensionaalsetes
ruumides. Selleks tdestame kaisepealt

Lemma. Kuli L on lineaarse normeeritud ruumi X
pédrisslamruum (s.t. lineaarne alamruum, mis pole kogu X,
kuid sisaldab nullist erinevaid elemente), siis leidudb
element x'€ X nii, et lx'l =1 Jja lx' -yl>» 1l ~-E£E
iga yé€ I puhul, kus € > 0 on mistahes etteantud arv
(loomulikult vdime eeldada, et & < 1).

T6destus, Kui L on parisalamruum, siis leidub
element x ¢ X nii, et

$ =¢(x,L) = inf Jx - y ) > O.
YeL

Seega mistahes y ¢ L puhul Ix - yl » d. Teiselt poolt
peab age (slumise raja definitsiooni pdhjal) leiduma ele~
ment y'€ L nii, et IIx - y'll £ I—f_l-e— .

Valides x' = ﬁz-'—ﬂ- on lx'l| =1 jaige ye L
» SBhe 4 |



korral

PR A G LTREGTEEE .8 LR H L KN w5 R LS
Ilx - y'i Ix -y lx - y'ul

kust y" =y3' +llx - y'lly € L tdttu aga

Ix' - yﬂ=.x-1"“
ix=y'y

N

=21 =€, ot

d
g
1-¢&
Teoreem 2. Selleks, et lineaarne normeeritud
Tuum X oleks ldplikudimensionsalne, on tarvilik ja pii-
sav, et ruumi X iga tOkestatud hulk oleks kompaktne.
Piisavus. Olgu ruumi X iga tdkestatud hulk
kompaktne. Valime vabalt elemendi xle X nii, et nx1u= b
ning veatleme linesarset alamruumi I, ={a x}. Kui I =X,
siis on piisavus tdestatud, vastasel juhul leidub aga lem—

ma pdhjal element X, € X nii, et Ix0 =1 Ja Nx, - x;

21 -¢. Vaatleme niiid alamruumi I, ={ux +2.x)
(1ihtne on veenduda, et 13pliku baasiga lineaal on kinnine,
s.t. kujutab endast alamruumi - tdestus vt. [2] 1k, 60).
Kui ka niilid ei leia aset vdrdus L2 = X, siis eksisteeribd
element x5 € X nii, et llx3|\ =], ux3 - xlll P YL eEy

\\13 = x,0>1-& jne. Kui selline protsess 13peb 13pliku
arvu sammude jérel (s.t. kui mingi n puhul Ln = X7
siis piisavus on tdestatud. Kui aga oletada, et protsess
kestab ldpmatuseni, siis saame tulemuseks ldpmatu jada { xn}'
mis on tdkestatud (hxll = 1), kuid el sisalda iihtki koon-
duvat osajada, sest iga n ja i puhul || X 1" Xpll2t-€,
s.t. jada ei saa sisaldada fundamentaalset osajada. See on
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aga vastuolus eeldatud kompaktsusega.

farvilikgkxus: Dlgu X n-dimensionaalne,
pdhihulgaga {xl,xa. ok .xn} Siis iga X ¢ X on esitatav
kujul x =2 1% * .o +A o¥n* Vnatleme mingit tdkestatud ja-
da {yk}cx,kua lykI‘M,yk=3x1+...+l Ja
nditame, et leidub koonduv osajada y,. — Ty Solleks pii-
seb, kui tBestame arvujedade {27 | tOkestatuse iga 1 pu-
hul, sest siis saab neist ju eraldada Wosa;jadad

25“5) l“ ning tarvitseb vaid valida y = R xl * aas +2‘nxn

Jadade {1.-,} tdkestatuses veendumiseks niiteme summe-
de jada {lh(l"l + oeee * la:\} tBkestatuse. Oletame viitevas-
taselt, et leidub indeksite osajada { km} nii, et iga m
puhul

(Km) Km)

ml l+...+lh | =« > m,

1
ja vaatleme elemente y"‘m . Y Siis &}’135 y:(m =0, sest

by . Nle % %

; (Km) (Wi
Teiselt poolt aga ¥y =My Xyt ees HM X, kus
(Km) (Km) (Kw) (K,
PR SRR NS R Y} = 1. Seega jadad

{ /A:")} on iga i puhul takestatud s. t neist saab vilja

eraldada koonduvad osajadad { /“i o } 5.4 /41 ’ kus;]uures ilmselt
)

'/'1 y . ¥ Sidin I/' I =1, 'I‘ahistades y' /‘1 xl + o0 +/dn

on ll:l.m y""d yo y seqt

"y'-y ILl/il /"1 lllx”+...+l/4 gt
kui j—N’O

S ’) Il x 1—70
’
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Kuna {y,'(m’_} c {y;m} ja jada {y: } koondub nullele-
mendiks, siis y! =6. See pole aga vdimalik, sest elemen-
did X1y eee X, OR eelduse kohaselt lineaarselt sdltuma-

© ©
tud, aga kordajad M, ei saa tingimuse ¥y l+...+v/«£”l =1
tottu kdik nulliga vdrduda, Saadud vastuolu tdestabki jada-

)
de {71 N }k tOkestatuse ja seega jada { yk} kompaktsuse.

§6. Lineaarsed pooljidrjestatud

raogmid

Reaalarvude hulga Rl saab teatavasti tdielikult
jérjestada, s.t. defineerida seose x< y nii, et on téai-
detud tingimused:

1° iga arvu x € B, puhul kehtib fiks ja ainult iiks

kolmest seosest: kas x> O v6i x =0 voi x<O0;

2° kui x>0 Ja y> 0, siis x+ y > 0;

3° kxui x>0 ja Ay 0, siis xx > 03

4° iga arvu x ¢ By pubul leidub alati arv ye R;

nkls et ¥yH 0 Ju yrx ;

Mistahes lineaali X puhul pole selline tédielik jar-
Jestamine iildiselt lébiviidav, tédpsemalt: enamasti ei saa
seost X < y nii defineerida, et oleks tdidetud tingimusI’
Sellepédrast osutub vajalikuks vaadelda lineaalides ka sel-
liseid jérjestamisi, millede puhul tingimus 1° on ndr-
gendatud selles mdttes, et ei nduta tema téidetust iga
x € X korral (s.t. el nduta, et lineaali kdik elemendid
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oleksid vdrreldavad nulliga). Kuna niisugune ndrgendatud
jirjestamine leisb rekendusi ka hulkades, mis pole linesa-
1id, siis anname vastavad mdisted kdigepealt mistahes hul-
ga Jjaoks,

Hulka X nimet. osaliselt jérjestatuks, kui tema ele-
mentide teatud paaride puhul on defineeritud suhe x <y
nii, et

1° ki x<y, siis el . olla x =y ega x> ¥

2° xui XE>E N yoisiinils x> 8.

Osaliselt jidrjestatud hulka X nimet. struktuuriks,
kui iga kahe elemendi x,y € X puhul leiduvad elemendid
2yt €X nil, et x< %, y<€ 8, t<S$x Jo t<£y,

Iineaali X nimet., pooljérjestatud lineasliks ehk
K-linesaliks), kui tema teatud elementide puhul on definee-
ritud seos x > 6 nii, eb:

'1° kui x>0 , siis ei uea olla x =6 ega x<6 ;

2° kui x>0 ja y»>e, sile x+y>6:

3° iga x¢ X pubul leidub slement y > 6O nii, et
¥ .x (s;t. y-x26);

4° kui x>0 ja A>0, siis Ax>6;

5° iga kahe elemendi x,y € X pubul leidud element
ze€ X nii, et x< 2z Ja y < z, kusjuures iga
elomendi € X korrel, mis rehuldab tingimusi
x= %, y=< t, kehtib seos s < +t.
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K-lineaali osahulka D ¢ X nimet. iilalt tokestatuks,
kui leidub selline element y € X, et x<£y iga x€ D
korral (analoogselt defineeritakse alt tdkestatud hulk);

niisuguse omadusega elementi y nimet. hulga D iilemi-
seks tOkkeks. Kui hulga D iilemiste tdkete hulgas leidub
vdhim, s.t. niisugune element z € X, et iga x € D puhul
x< z ja iga lilemise tdkke y puhul 2z < y, siis nimet.
seda véhimat iilemist t3ket z ' hulga D iilemiseks rajaks
ja téhist, sup D (analoogselt defineeritakse hulga alumine
raja inf D), K-lineaali aksioomi 5° voib seega sOnasta-
da jérgmiselt: iga kaheelemendiline (ja jérelikult iildse
iga 13plik) hulk omab iilemise raja.

EK~lineaali nimet. lineaarseks pooljérjestatud ruumiks
ehk K-ruumiks, kui aksioom 5° on tédidetud rangemal kujul:

g iga ilalt tokestatud hulk D¢ X omab illemise

reja sup D,
Koondumine defineeritakse K-ruumis jédrgmiselt. Jada
{xn}c X suurimaks ja vdhimaks kuhjumispunktiks nimet.

vastavalt elemente

}‘?“xn = i,x:f[sup(ﬁ,xn_._l, vee )]
Jja
:{%2.'.!11 = sup [in:f(xn,ﬁ‘_l, i P

Kui lim x_ = lim x_ = X, siis jada nimet. (0)-koonduvaks,
n-ee N e

n-seo

suurima ning véhima kuhjumispunkti iihist vddrtust x selle
Jada (o)-piirelemendiks ja kirjut.
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(o)-“n:_xn =X,

Kérvuti selle pdlilise koonduwusega on K-ruwmis ots-
tarbekohane vaddeélde veel teist koenduvust, mis defineeri-
takoe jirgmiselt. Jeds fx;] nimet. (t)-koonduvaks ((t)-
piivelemendiks x), Mmi igast tems osajadast . (x, }saed
ereldada osajeds {x, } i1, e& ec"v‘;)-}_}:xms x. Sel -
(1:)-':!.1:-. x, =X

Kui EK-rvumi Sepoloogia (miiteks kinnised hulgad) de-
Efineerida (0)~koondumise abil, siis (t)-koondumine osu-
tub ssadava topoloogilise rvumi koondumiseks. Kuna pole
reske tdestada, et (0)-koomduva jada iga osajada (o)-koom-
dwb sameks piirelemendiks, siis jada (o)-koonduvusest jé-
reldub alati tema (t)-koonduvus. Se‘ega (t)-koonduﬁm on
iildisem mdiste kuil (0)-koonduvus.

Ndide 1. Vaatleme k3ikide mSdtuval hulgal
EC Rl m33tuvate ja peagu kdikjal tdkestatud funktsioo-
nide x(E) hulka S. Sealjuures virdseteks loeme funkt-
sioone, mis erinevad #ilimalt hulgal m83duga null. Ilmselt
on S lineaal. Osalise jirjeatuse i:oo-e lineaalis S
sisse Jérgmiselt: elementi x € S loeme positiivseks
(x >6), kul peagu k§ikjal hulgal E x(§) > O, kusjuures
mes E[x(§) > 0] > 0 (s.t. x(§) on positiivse md3duga hul-
gal positiivme). Osutub, et sellise definitsiooni pubul on
K-ruumi aksioomid t#idetud. Suhteliselt lihtne kontrolli-

8 U. Kaasik
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mine nditab, et (0)-koondumine téhendad niifid koondumist
peagu kdikjal ja (t)-koondumine koondumist m38du jirgi
(vral. [4] 1x. 87).

Rakendustes on kdige olulisemsteks osutunud sellised
K-ruvmid, mis on iihtlasi Banachi ruumideks. K-ruumi X
nimet. KB-ruumiks, kui

1° X on Banachi rwum;

2° 4ga x ¢ X pubm kxll = lsup(x,6) - inf (x,8)l;

P° xui x26 Jja y»6, siis Ix + yll =1Ixl + gl -

EKB~ruumis langeb (t)-koondumine iihte koondumisega
normi Jjérgi.

Nédide 2. Absoluutselt koonduvate jadade
x = (64855 +oc 4py oo0 ) TUm ¢ osutub KB-ruumiks, kui
Jérjestus defineerida sel teel, et elementi x loeme posi-
tiivseks (x >6) siis, kul iga k puhul &, > O ja vihe-
malt ilhe k korral §k> 0.

§7. Lineaarsed topoloogilised

ruumid

Lineaali X nimet. lineaarseks topoloogiliseks ruu-
miks, kul temas on defineeritud topoloogia nii, et elemen-
tide liitmine ja korrutamine skalaariga osutuvad pidevateks
teheteks (kui defineeritud topoloogia on separaatne, siis
X on iihtlasi ka lineaarne ruum).

Iineaali puhul defineeritakse topoloogia tavaliselt
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imbrugte abil (vt. I ptk., §7, definitsioon 4). Nimelt osu—'
tub, et topoloogia on lineaalis miidratav iiheainsa punkti
(ndit. nullpunkti) {mbruste, koguni nn. iimbruste baasi et-
teandmisega. Punkti x «fmbruste sisteemi {U} nimet. sel-
le punkti imbruste baasiks, kui punkti x iga imbrus V
sisaldab vihemalt {ihe imbruse U vaadeldavast siisteemist -
{v}. '

Kui on antud nullpunkti € {imbruste (ehk lihtsalt:
nulli_jmbruste) bass {U}, siis mistahes punkti x € X
imbruste baasiks on hulkade {x + xo}xeu hulk, Viimast
hulka téhistatakse muide tavaliselt simboliga {U + x}.
Analoogselt, simboliga < D thhistatakse hulka {« x}, kus
x € D (nditeks . -D on hulga D elementide vastandelemen-
tide hulk). Hulka D nimet. simmeetriliseks, kui D = -D.
Hulka D ¢ X nimet. kéitvaks, kul iga nullist erineva
x€ X puhul leidub & > O nii, et Xx € D, kul A& .,

Lineaarset topoloogilist ruumi nimet. lokaalselt kume-
raks ruumiks, kui temss leidub niisugune nulliiimbruste
baas, mis koosnedb simmeetrilistest ja kumeratest hulkadest.
Lineaal X osutub separaatseks loksalselt kumeraks ruumiks,
kui temas on vdlja eraldatud kumerate, simmeetriliste ja
kéitvate hulkade siisteem {U}, mis rahuldadb tingimusi:

1% nt L {v}, siis 1ga « > 0 pubul «h € {v}:

2° kui Uee {U} Ja TUye {U}, sits TN T, e {U};

3° siisteemi {U} hulkade {ihisosaks on nullpunkt:
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rf\uf =6. Vajalike omadustega topoloogia ssamiseks tarvit-
seb vaid sisteem (U} witte rummi nullidmbruste bassike.

Solnso nulliémbruste siisteemi OMBO voib asen-
dada nn. poolnormide shto-i m Kui lineasli
.I igale punktile x on,ontvdm tiheselt miira-
tud mittenegatiivme reselarv lixll nii, et

1° iga A€ R, pubml IAxE = IANx;

g HxA+§I<lxn +uyl, . v
siis Geldaskee, et linesalis X omn defimeeritud ppolnornm.

Fulliimbruste bassi {U} iga hulk U miidrab lokaal-
selt kumeras ruumis iihe poolnormi ll::uE , mille vdib definee~
rida nditeks jérgmiselt. Kuna Uf on eelduse kohgaelt koi-
tev, siis iga fikseeritud x ¢ X korral leidub o > O nii,
et 0<4 €x puml & x% Uy ehk xe AUy . Seda tingi-
must rahuldavate arvade A hulk omab ilmselt alumise raje
;ja seega viime defineerida

lxl(E_ =x1enf“’7\.

sest poolnormi sksioomide tédidetus on vahetult kontrolli-
tav. Niisaadud poolnormi iseloomustab asjaolu, et x € UE
puhullxlgs 1, aga llzl§< 1 korral x € Ug.

* Kui lineaalis X on antud teatud poolnormide siisteem
{nxuﬁ} , 811s lugedss nullifimbrusteks hulgad U ={llxle< 1},
a(U; Ja nende iihisosad, osutudb x lokaalselt kumemks to-
poloogiliseks rtml:lh See topaloogia on separaatne, kui
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iga x# 6 pubul leidwd € nii, ot hxhg # 0.

Kui topoloogiat midérav poolnormide hulk on 18plik, siis
wesme tegelikult Bemechi ruumi. Kui see poolnormide hulk on
sen loenfiuv, sils esslevet rumsl aimet. B —rummiks.

. N&dide. Vestleme 13igul -[a,b] mistahes jérku tu-
fistisi omevate fumibsbesnide x(§) hulka. See oswtub B -
rwemiks, kui deTineerdds poolnommide jads jirgmiselt:
Hxll, = mex{ix(a)l, ke’ (a)1, ... ,;x"“’(a)n,-;x_'x""(g)n}.
Poolnormi sksioomide tiddetuse komtrollimine ei vaimista

w



IIT peatiikk

LINEAARSED OPERAATORID
JA FUNEKTSIONAALID

§1, Lineaarse operaatori
mdiste ja pdhiomadused

Olgu antud ksks (iildiselt erinevat laadi elementidega)
hulka D ja D'. Kui hulga . D igale-elemendile x on
mingil iihesel viisil seatud vastavusse element y € D', siis
iitleme, et hulgal D on defineeritud opermator (nimet. ka
kujutuseks vdi teisenduseks) ning kiwjutame niditeks
¥y = T(x). Hulka D nimet. operaatori T ﬁﬁran}_s_oiirkon—
naks, elementi y = T(x) elemendi x kujutiseks (operaa-
toriga T), aga elementi x elemendi y originaaliks.
Olgu D, < D; siis hulka {T(x)}, kus x € Di' nimet. hulga
D, _kujutiseks Ja tdhist. T(Dl). Téiesti elementaarselt
saab tdestada, et T(D;V Dy)-= T(D,)V T(D,), s.t. hulkade
summa kujutis vérdub nehde hulkade kujutiste summaga.

Edaspidi eeldame jikka, et hulgad D ja D' kuuluvad
mingitesse F-tiilipi ruymidesse X Jja Y. Kui D = X, s.t,
kui operaator T on mddratud kogu ruumis X, siis ruumi
X kujutist T(X) nimet. sageli operaatori T kujutiseks.
Kui vastupidist| pole rdhutatud, siis loeme edaspidi ikka
D =X (D' asemel viime aga iildsust kitsendamata alati vaa-
delda kogu ruumi Y). Kui hulga D' (ruumi Y) iga element
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y omab vihemalt iihe originaali x € X, siis iitleme, et ope-
raator T kujutab ruumi X hulgeks D' (ruumiks Y),
vastasel juhul aga iitleme, et T kujutab ruumi X hulka
D' (ruumi Y).

Kui Y =Ry (iilhedimensionsalne eukleidiline ruum), siis
operaaftiorit nimet. funktgionaaliks. Erinevalt mistahes ope-
raatoritest kasutame funktsionasalide tihistamiseks edaspidi
vilkesi ladina téhti, ndit. y = £(x).

Operaatorit T nimet. pidevaks punktis X kui iga
jada {x }~x, pubul {T(x )} - T(x ). Opereatorit nimet.
pidevaks, kui ta on pidev kogu oma miiramispiirkonnas. Ka-
sutades sulundi mdistet vdib operaatori pidevust defineeri-
da ka nditeks jirgmiselt: opersatorit T nimet. punktis
x, pidevaks, kui iga D ¢ X puhul sellest, et x € D
Jéreldub, et T(xo) € T(D).

Operaatorit T nimet. adi;iivseks, kui iga x',x"¢ X
puhul

Pxt & x) =Bt ) - MxY) s
Kuma 8+6 =6, giis aditiivse operaatori T puhul
P(6) = T(6+6) = T(€) + T(6), kust T(®) =6', s.t. aditiiv-
ne operaator kujutab (ruumi X) nullelemendi (ruumi Y)
nullelemendiks. Analoogselt x + (-x) = & t¥ttu
P(x) + T(=x) = T(x + (=x)) = ™) =6’ ning seega T(-x) =
= - T(x), s.t. aditiivne operaator teisendab vastandelemen-
did vastandelementideks (vdib ka iitelda, et aditiivme ope-
raator on paaritu).



Operaatorit T nimet. homogeenseks, kul iga x € X
ja roaalarvu‘;"'z?t pubul
o P0x) =AN(x).

Aditiivset ja homogeenset opwb nimet. lineaar-
seks. Lineaarse opemaatori puhul kasut. niu'm-tatud té-
histusviisi Tx (edaspidi téhist, wd operaatoreid
tihestiku osimeste tibbedega: Ax, Bx, Cx, ...).

Féitedd I)Juml X=Y=Ry, -,t.’ kui opersa-
tor osutud tevaliseks fumkésiooniks, om linesarseks operaa-
torike funktsioon y = ax.

2) Kui X ja Y on n-dimensiomaalsete vektorite
ruumid, siis om km operaatoriks y = Ax linesar-
teisendus %, ﬂ%“nﬁ (4 =12, ... o0), kus

Y= gy eee ’?n) Ja x=(§y, ... ,E).
3) EKul ruumide X Jja Y elementideks on 13igul
[a,p] médratud funktsioonid, siis virdus
¥§) = Jx§,nxm(miar,
kus K(§,T) on sobivalt etteantud funktsioon, méérab 1li-
neaarse opersatori y(§) = Ax(g). mida nimet. Fredholmi

operaatoriks.
4) EKui X koosneb diferentseeruvatest funktsiooni-

dest, siis on defineeritav nn. diferentseerimisoperaator
7(§) = 3 x€), mis on ilmselt samuti lineaarnme.

=
5) Iineasrne on ka nn. nullopereator &, mis teisen-
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dab iga elemendi nullelemendiks: 6 x =@G.

Iineaarse operaatori definitsioonis pole ndutud pidd-
vust, kuld need mdisted pole ka tdiesti sdltumatud, nagu
Jéreldub jdrgmisest kahest teoreemist- (meenutame, et jarg-
nevas me eeldame alati, et ruumid X ja Y on vihemalt
thipi F).

Teoreem l. Kui aditiivne operaator on pidev
M punktis, siis on ta pidev kogu oma midramispiirkonnas.

T3 es tus. Olgu aditiivne operaator A pidev
punktis x , s.t. iga jada x - X, pubul Ax - Ax . Va-
lime suvaliselt mingi elemendi x€ X ja jada X, X.
Moodustame jada {x, - x + X}, mis ilmeelt koondub ele-
mendiks x . Siis 2ga A(xn-z+x°) = Ax = Ax + Ax -»
g Axo, kust Axn-f Ax, m.o0.t.t.

Teoreem 2. Aditiivne ja pidev operaator on
homogeenne,

T3estame virduse A(Ax) ='AAx kehtivuse iga
reaalarvulise A puhul jJérkjérgult:

a) kui A =n on natursalarv, siis A(nx) =

=A(X + 400 +X) 3 Ax + ,., + AX = DAX;
b) kui A = -n, siis A(-nx) = A(-X = ... =x) =
= A(=x) + ... + A(=x) = nA(-x) = -nAx;

o) kui A=32,ei18 sx=a(nE)=na(E), xust
A( %x ) = % Ax;

&) A=2 pumlnid AC2x)=nA(Ex)=3an

9 1. Kaasik
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e) kui A on mistahes reasalarv, siis leidub ratsio-

| naalarvude jada {yn} nii, et &i’!ﬁn =2 . Siis

aga AQx) = A(lim¢ x) = lim A(§ X) = limp Ax =
=AAx,

Kuna operasatori pidevust ldks meil tarvis alles vii-
masel sammul, siis oleme iihtlasi tdestanud, et aditiivne
operaator on ratsionasalselt homogeenne, s.t. vdrdus
A(ax) =AAx Kehtidb iga ratsionsalarvulise A korral.

: Kasutades hiljem (vt. §6) t3estatavat lemmat ("kui
pideva lineaarse operastori kujutis on II kategooria hulk,
siis vastavalt igale ¢ > O leidub niisugune 7 >0, et
sfidiri I xll<€ kujubis sisaldab sfédri llyll<y ") gaab
toestada veel jérgmise teoreemi.

' Teoreem 3, Pideva lineaarse operaatori kujutis
on kas I kategooria hulk vdi kogu ruum.

T3destus. Olgu A(X) = D' II kategooria hulk.
Valides mingi ¢ leidub lemma pdhjal siis 7 nii, et
8(67) ¢ A{S(6,£)} € D'. Olgu niiid y ¢ Y nistahes element.
Kuns ruum Y on vihemalt thipi ¥, siis Un =6 ning
seega n > N(7) puhul ﬂ%lléq A B %E S(O’,’l). Jéreli-
kult leidub element x ¢ S(6,£) C X nii, et Ax = I . Siis
aga A(nx) =y, s.t. y kuulub operaatori A kujutisse.
Seega juhul, kui D' on II kategooria hulk, iihtﬁb ta kogu
ruumiga: D' = Y.

Et pideva lineaarse operaastori kujutis v3ib aga olla
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ka I kategooria hulk, see jdreldub nulloperaatori konkreet-
sest nditest. Nullopereatori & kujutis koosneb ainult
~ thest elemendist (ruumi Y nullelement) ning on seega ilw-
selt I kategooria hulk.

Sellega on teoreem tdestatud.

§2. Lineaarse operaatori norm

Operaatorit y = T(x) nimet. tdkestatuks, kui leidub

selline konstant M, et iga x €& X puhul
N (xM < M- lxll.

Teoreem 1. Aditiivne operaator on pidev siis
Ja ainult siis, kui ta on t3kestatud.

Tarvilikknus. Oletame viditevastaselt, et
pidev aditiivne (ja seega ka lineaarme) operaator A ei
ole t3kestatud. Siis v3ib vastavalt igale naturaalarvule
n leida elemendi x nii, et [Ax (> nlx |. Kuna ilmselt
llxnll A0 (s.t. x #6), siis vdime moodustada elemendid

x
Eoon e
x.l'1 = =T C Vordustest “‘ﬁ" .= jéreldub kohe, et

lim x} =6 . Operaatori A pidevuse t3ttu siis ka

LS

lim Ax! =6, Seega peeks olema lim laxz| = 0, kuid
— oo

n-e0
\leﬁll="#—Axﬂ= 1 lax > —=— njx_[| = 1.
, T ol oAl T S E N |
Saadud vastuolust jireldubki opersatori A tdkestatus.
Piisavus., Olgu aditiivne operaator A tdkesta-
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tud: fAx§< Mixt iga x ¢ X puhul. Pikseerides mingli
x ¢ X valime mingi jeda {x} nii, et lim x = x. Siis
len - Axll = llA(xn - £ llxn - x| <&,
xui n > N(£), millega teoreem on tdestatud. ;
Teoreem 1 anneb praktilise tunnuse lineaarse operaa-
tori pidevuse kindlakstegemiseks. Selgitame seda paari nii-
tegea.
Nédide 1. Kui Fredholmi opersatoris

b . :
y(§) = ix(g,‘z)xmar = Ax(7)

funktsioon K(§,7) on mdlema argumendi jirgi pidev, siis
v3ime valida X = Y=C(a,b). Pidev funktsioon on aga teata-
vasti tdkestatud:

max 'K(§,7)1 = M.
Sonn £%6lab]

faxfl = yy = max Iy(§)1< M- (b~ a)ll xI,

felapl
s.t., Fredholmi operaator on tdkestatud ning jérelikult pi-
dev.

Nédide 2. Veendume, et diferentseerimisoperaator

ix = & x(8) pole pidevalt diferentseeruvate funktsiconide
hulgal ¢ C(a,b) +tOkestatud. Selleks vaastleme funkt-

sioonide x (§) = cos n %—:—-‘;-‘l € ¢ jada. Timselt ix ¥ =

= max Ix (€)1 = 1. Euid :

£ela,bl
Axnzg%-[oos'n%—EEEI] & _asinnb_gﬂ




ek

Ja seega [lAx || = 2R = B )x j~oo . Jarelikult ei
saa leiduda konstenti M > O nii, et iga x €& ¢ pubul
oleks [Ax[ < Mixt, s.t. diferentseerimisoperaator pole
. vaadeldaval hulgal pidev. <
Fui operaator A on. tokestatud, siis arv M vdrratu-
ses |lixll < Mixt! pole muidugi itheselt midratud. Et aga
kGik need arvud on positiivsed, siis peab eksisteerima
inf (M}, mida nimet. opereatori A normiks ja tdhist. | Al
Vahetult definitsiooni abil on opersatori normi sageli vda-
-5a tilikas arvutada. Sellepdrast kasutatakse praktikss ena-
masti teist teed, mille annab
Teoreem 2. Pldeva lineaarse operaatori A nor-
mi v3idb arvutada valemist

1Al = sup Il A=il.
\ [[>17S]

T3estus. Kuna definitsiooni kohaselt
WAxE < Ak kxt,
siis IxN <€ 1 puhul #HAxHl < Al Ja seega ka

sup lAxll < AN
XNl

Vastassuunalise vdrratuse nditamiseks arvestame, et
iilemise raja definitsiooni kohaselt peadb vastavalt igale
reaalarvule & > 0 leiduma element x'€ X nii, et

2% I Al > (KAT = €)0x") .
Siinjuures pesb muidugi olema x' # & . Seega vdime vitta

vaatlusele elemendi =x_ = X | Timselt lix Il =1 Jja seega
o “fixlt °
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I &x Il = le'll>Iu-e.
uxll
Lastes siin & - 0 saame ||Ax°|(> NAll ja jarelikult

sup I AxIl > NAlL.
" " xis1

Sellega aga on teoree- tdestatud.
Toodud tdestusest Jjéreldub muide (Ixol =1 t3ttu),
et operaatori ‘normi v&ib arvutada ka valemist

LAll = sup | AxIl,
ixii=1

mis mdnikord on lihtsamini rakendatav kuli teoreemis 2
antud valem.

§3. Ndi1teid operaatori normi

arvutamisest

N&dide 1. Vaatleme n-dimensionsalsete vektorite
n
ruumi lineaarteisendust 74 =Zl°‘ik§k % 1.8, ... )
valides X =Y = Kui =
m . =l = max lgkl 1, siis
lleIl:ll.axl l=maxl L4 1<
(51 KZ‘ 15k
n
m W - max Ig | max
s é B! = i %’.Mu

SQega leidub naturaslarv j< n nii, et
1axie > >
Ax (< I | = max I
K=1 3k i ét dik

Seda arvestades vitame vaatlusele vektori 3z = 3 4% S0 4|
)
kus



Ilmselt Jzll = 1, kuid
n | PR’ n
A = ] = ’
Lol = mpx 12 bl 7 12 Apdy! = 2 gy

Saadud vdrratust eelmisega vdrpeldes nieme, ot
n
Al = max Myl

1 =41
Nédaide 2, Vaatleme sama operaatorit juhul, kui
X=Y-= Bn Kirjutist y = Ax vdime niiid talggndagia nii,
et vektor y vordub maatriksi A = (Qik) . ja vektori =x
korrutisega. Vektoralgebra téhistusi kasutades saame siis:
Iaxi® = Ax - Ax = (Ax)'Ax = x'A'Ax = x'Bx = x- Bx,
kus B = A'A on simmeetriline maatriks, sest B' = (A'A)'=
= A'A" = A'A = B, Anname ruutvormile x. Bx ortogonaal-
teisendusega kanoonilise kuju, saades
1axi® = A£3% +2 £5% + ...+ 828,
kus A3 A7 ..., on maatriksi B omavirtused. Kui _
I g2 €24 L 0B 21, stis ke §12 £S5 4 Ll e
v S J
+§£ = 1 ‘ja seega :
1Axi®< A (612 + €32 + ... + £27) =2,

Sellega oleme tdestamud (lx|l = 1 puhul) vdrratuse

C A <€ya, .
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Néitame, et iihiksfddril leidub element, mille puhul
see virratus asendudb vdrdusega. TSepoolest, olgu x, oma-
védrtusele A, vastav omavektor, s.t. I xl =1, Bx, =Ax;.
Siis

“Axllla =x - Bx = 1'1-h£2I= h‘!xlka =2
Seega ‘sxua’l.uxll=m Ja
: Iat a\ﬁ: .
kus A, on meatriksi B = A'A suurim omavéirtus.

Olgu veel mérgitud, et kui A' = A (s.t. kui maatriks
A on simmeetriline), siis N All = 1M1, kus /'« on maat-
riksi A absoluutselt suurim omavdidrtus.

Vérreldes tulemust eelmise niitegea nideme, et operaato-
ri norm s3ltub oluliselt sellest, millistes ruumides me se-
da operaatorit vaatleme. ; :

Nédide 3. Valides X = m vaatleme jadade lineaar-
teisendust 0 , = g.'o(ikék (1 =1,2, ...). Selleks, et selle
opersatori viirtused samuti kuuluksid ruumi m (s.t. et
vdiksime valida Y = m), osutub tarvilikuks ja piisavaks
niisuguse konstandi M eksisteerimine, et iga i puhul
%1""11:' < M (t3estada!), Eeldamegi, et see tingimus on
téidetud,

Kui lixll = a.t(xp lgkl = 1, siis

Naxll = owp lzqikgkté ow 2 Zld | = N

Ulemise raja defin:ltsiooni arvoatades peab seega vas-

tavalt igale resalarvule &7 O leiduma natursalarv j
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nii, et

o

Z"‘;jk'> N-€.

=i
Vétame vaatlusele jada 2 = (;1'r2' s ’tn’ ees), kus

3

signol, , kulq . #0
£ _{ g g

5 e kuio(dk = 0.
Ilmselt llzl=1 jJa
> > =
= i I Yia - 2 = s
“Azl}slppr‘l‘zt_‘qikrkl > ‘é—,“?}ktk' 2. (gt > N =€

Vorreldes seda iilalsaadud vdrratusega | Axl< N nieme,
et sup llAxll = N, s.%.

ixt={ 1A )
AV = ] | 2
™ 2 '
Ndide 4. Vaatleme ruumis X = C operaatorit
Ax = | K(§,7)x(T)as.
a
Selleks, et v3iksime valida Y = C, eeldame funktsiooni .
K(§,7) pidevust (§ ja T jérgi). Kui niiid I xIl = max Ix(%)!
=1, siis E
{ [ixcg,0)
lAxll = max | | K(8 2 )x(T)ac!I ¢ IK(€,7)14¢.
£ 2 & ?!a Ev :
Kuna pidev funktsioon omandab oma maksimumi, siis lei-
dub punkt § €& [a,b] nii, et
o b f
" glK(f,Y)ldf =} IR(E,,2)1ar.
Vétame vaatlusele funktsiooni
z(T) = sign K(fo.‘t),
mis on 18igul [a,b] ilmselt m33tuv Jja tdkestatud
(12(T)1 € 1), kuid pole iildiseIt pidev. Luzini teoreemi 4
(vt. [4] 1x. 96) pShjal saab seda funktsiooni aga iga £,7 0

10 U. Kaasik
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" puhul aproksimeerida ﬁmm funktsiooniga x () nii, et
Ix (€)1 €1 Ja 2(T) # x (T) veid hulgal E, < [a,b] , kus
mes E < £ . Ilmselt siis hulgal E 12(7) - xn(‘l?)l < 2,
Valides néiteks £ = ﬁ , kus M = ;ax IK(§,T)1, saame
iga §6[a,b] korral

Azl = lix(§,‘l’)z(€')d’[l = léx(g,‘l)[z(‘!) - x (T)]at +

"

b
o 1 :
+ £K(§,‘C)xn(‘f)du < W2rgy +UALIGU = 3+ (AL Ix, D
See virratus kehtidb ka § =§  pubul, s.t.
b
glx(fo,‘l)ld‘[é % + LAl Ix, 0.

Kuna lxnll< 1, siis n—° korral saasme siit
b

§1R(¢,,T)1aT¢ Nal,
?
millega oleme t8estanud, et %
Al = max [ IK(§,7)14%,
£ 2

§4, Pidevate lineaarsete

operaatorite ruunmn

Vaatleme kGikide niisuguste lineaarsete operaatorite
hulka, mis on mi&ratud linesarses ruumis X ning millede
véddrtused kuuluvad lineaarsesse ruumi Y. Seda hulka tdhis-
tatakse simboliga {X-» Y}.

Kahte operaatorit A,B e {X » Y} loeme vdrdseteks,
kui igu xe X puhul Ax = Bx, Operaatorite A ja B
summa defineeritakse valemiga
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(A +B)x = Ax + Bx

Ja operaatori A korrutis skalsariga A valemiga
(AA)x = A- Ax,

kus xe¢ X on mistahes element. Ilmselt lineasarsete ope-
raatorite summa on linesarme operaator: (A + B)(x' + x") =
= A(x"' + x") + B(x' + x") = Ax' + Ax" + Bx' + Bx" =
= (A+ B)x' + (A + B)x"; (4+ B)ax) = A(Ax) + B(ax) =
=2AAx +ABx = A(A + B)x (t3estada, et A e {x—»r}_ puhul
AA € {X~» Y}!). Niiid v3ib vahetult kontrollida, et hulk
{x> Y} osutub lineaaliks, kusjuures nullelemendiks on
nulloperaator © , mis seab ruumi X igale elemendile vas-
tavusse ruumi Y nullelemendi (t3estada!). Lineaali {X - Y}
voib muuta lineaarseks ruumiks, kui defineerida koondumine
temas nditeks jirgmiselt: operaatorite jada {4 } ¢ {X- v}
nimet. kdikjal koonduvaks, kui leidub selline operaator
A€ (XY}, et 1ga x€ X pubul A x—Ax (ruwmi Y

koondumise ;Gttea).

Iineaarse ruumi aksioomide téidetuses on lihtne veen-
duda (tdestada!).

Kui X ja Y on lineaarsed normeeritud ruumid (v3i
F-tiilipi ruumid), siis ruumi {X — Y} eriti oluliseks alam-
ruumiks osutub pidevate lineaarsete operastorite hulk, mi-
da tihist. simboliga (X —=Y). Tlmselt on (X Y) 1lineaal,
kuid ta osutub ka linesarseks normeeritud ruumiks, kul ope-
reatori norm defineerida nii, nagu me seda dsja tegime.
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T3epoolest, definitsiooni kohaselt WAl > 0, aga normi ak-
sioome pole.raske kontrollida:

1° xut Al = 0, siis lAxE< HANNxI = O, s.t. ige

X eX pubul Ax = 6', s.t. A =0; kui A =@,
siis llAxlls 0 = O- Nxll, s.t. WAl = ‘

2° = =wp | A)xll = ,upu.uu = 1 m{unn =

At LAl
3° A+ Bl = S, (A + B)xll = sup lax '+ Bx | £
33?‘“‘” + L Bxl) = sw, naxll + sw Bxil = HAR+1BL

Teoreem. Kui Y on Banachi ruum, siis on seda
ka (¥- Y).

Tdestada tuleb siin ainult ruumi (X->7Y)
tédielikkus, s.t. ndidata, et kul on antud operaatorite fun-
damentaaljada {An}, (A ,; - A 1<E 1ga n> N(E) ja
i puhul), siis leidub operastor A ¢ (X— Y) nii, et
lim A, = Al = O. RSebtuse viime 11 kolies™vakl:

Y 1) Piiroperaatori A konstrueerimine. Iga x¢ X
ja natursalarvu i puhul
NA X - AxN&NA . - A N-lxtZ Efx,
kui vaid n > N(£). Seega operaatorite viidrtuste jada
{Anx;s C- Yo ig; x € X korral fundamentaalne ning koon-—
dub ruumi Y téielikkuse t3ttu mingiks elemendiks y € Y.
Vordus : =
linAx=y

h—o0
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seab igale elemendile x ¢ X vastavusse elemendi y < Y,
s.t. defineerib operaatori y = Ax.
2) Operaatori A pidevuse ja lineaarsuse nditamine.
. L
Aditiivsus Jéreldub vahetult definitsioonist:
' ") = v ") = 1 = L] "
A(x'+ x") &_"‘;‘.,“‘n(x + x") *Al.j;:Anz + }EeAnx" Ax'+ Ax

T3kestetuse (ja seega pidevuse) niitamiseks veendume kdige-
pealt, et jada {l A I} -on tBkestatud. Kuid

KAy -Ba | &M, -4 l<E,
kui n > N(£); =eega {lAnll}. on fundamentaalne ja jareli-
‘kult leidub konstant M > O nii, et [A Il< M iga n pu-
hul. Siis aga
lAxll =1 Yim A xU = 1lim NA Xl 1im Mixll = Mixl.
200 n-rce n R~
Sellega oleme tdestanud, et A € (X - Y).
3) EKoondumise };,.”u ? G Alf = O npiitamine. Kui
Ixll €1, siis n > N(£) pubul ﬂ%ﬁ‘x -AX &
£\ An+i - An <& Ja seege
Ax - Ax|=1lim llA_ . x- A Xl<E,
u L.tl u i=oo n+i ‘ln
Jirelikult n > N(E) korral

- = fa - It= lax - A xllse,
ha - al mt ( A )x o A8 o

s.t. jada {A} koondub normi jirgi operaatoriks A.
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§ 5. Banach-Steinhausi teoreem

Teoreem. Selleks, et pidevate lineaarsete ope-
raatorive jada {A }¢ (X Y) koonduks kdikjal Banachi
ruumis X (pidevaks lineaarseks operaatoriks), on tarvilik
Ja ruumi Y t&ielikkuse puhul piisav, et

a) jada (A} koondub rummi X mingil pshihulgal E;

b) operasatorite normide jada {lI Anll} on tdkestatud.

Tarvilikkus, Timgimuse &) tarvilikkus on
ilmne. Tingimuse b) tarvilikkuse niitamiseks oletame vdi-
tevastaselt, et jada {An", koondub kdikjal, kuid jada
{l\An\\} pole tdkestatud. Selleks t3estame k3igepealt, et
siis pole ka jada {ll Ax I} tdkestatud iiheski kinnises
sfadris S(a,%) ¢ X. Oletame veel kord vditevastaselt, et
leidub sfdér llx - al <X nii, et x & S(a,%) korral
I AxI\<M iga n puhul. Vitame vaatlusele elemendi x' =

“;L“ x + a, mis iga x € X pubul kuulub sféddri §. Siis
aga iga n korral
Tax'l = ﬂﬁﬁ Ax+ Aaléu,
kust
\\,x“ Ax|-[AalNém
ehk

P 2
|xu llA xlI< M+ Il2 L2 l1€ M.

Jédrelikult iga xe¢ X ja n=1,2, ... korral

2M
laxii< -oTuxn,
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s.t. I41& &, mis on vastuolus oletusega, et {lA i}
pole tikestatud. Seega jada {lA xll} pole tentud oletuse
pubul iheski kinnises sfédris tdkestatud.

Fikseerime mingi sfiiri S < X. Ksjatdestatu pdhjal
pea'b_ leiduma operaator An, Jja punkt x, ¢ so nii, et
; un’xl > 1. Operaatori A,, pidevuse t3ttu kehtid viimene
vorratus terves mingis sfédris sl
Jélle leiduma operaator An,_ ning punkt x, € S1 nii, et
l%ale ? 2, kusjuures see vdrratus kehtidb sfisris’ §2< §1
Jne. Seda protsessi jatkates saame sfiddride jada

§1> §2> >§k>

nii, et x € '§k(xk,c(k) korral RAnleb k. Uldsust kit-
sendamata véime siinjuures eeldsds, et 3._1.2:(1( = 0, Siis
aga (vt. I ptk. §4) leidub punkt x € X nii, et x ¢ 'é.;
iga k = 1,2,... pubul, kusjuures I!Anxxo\\a k. Seega jada
(An} ei saa punktis x, :
reemi eeldustega. Jérelikult peab jada {IAnH} olema %3-
kestatud.

P 1 i savus. Moodustame pdhihulga E lineaarse
ka;.tte“ L(E). Kui x € L(E), siis avaldudb ta kujul
x, =3 AX s kus x_e E. Néitame kdigepealt, et jada {A!}

k=1

koondub kdikjal lineaslis L(E). T8epoolest, kuna eelduse -

< §°. Niidd peab aga

koonc ada, mis on vastusius teo-

kohaselt X € E korral eksisteerib nl.i.m..Anxk = Ax , siis
x € L(E) pubul

0 m' -
o x-S A =0 ALl -
=1

K=1
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‘Z)‘kAxk
kusjuures viimast vardust voib ﬁhtlasi lugeda piiroperaa-
tori A definitsiooniks linesalis I.
Olgu nilid x e X mistahes element. Siis leidub
&

L(E) =X t8ttu elenent x, € L(E) nii, et ix - x M < ;M 5

kus £ > 0 on suvaliselt etteantud arv ja M > lIAnll'.
Seega n> N(£) ja iga i korral

Ap, s = AxI< h Ane® = An+i.x e lla,x, - Anxoll+
wlagx, =~ AxU< Mg, 0l - llx = x ) + §ela l- Ix - x i<

< M- E_ & é oM _E -
- 3 M

s.t. jada {A X} on fundementaslne ja ruumi Y tdielik-
kuse t3ttu eksisteerib piirelement "'l_i'm“Anx = AX.

Niisaadud operaator A on ilmselt lineaarne (tdesta-
da!) ning seega tuleb veel vaid t3estada. et ta on ka td-
kestatud (ja seega pidev). Kuid || Ann <M tottu iga x € X
puhul |IAnxﬂ < Miixl, millest n-—+eo korral jareldubki, et
llAx || < Mixl. Sellega on teoreem tdestatud.

Esitatud tdestusest me nigime muuhulgas ,i et kui ruum
Y on téielik, siis on ruum (X—»Y) té#ielik ka kdikjal
koondumise mdttes. ;

Banach-Steinhausi teoreemi rakendamise v3imalusi il-
lustreerid jéargmine

a4 i d e. Vaatleme ruumis C(a,b) fumktsionsali
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fx = fx(g)ag.
Selle funktsionaali (mﬁﬁ.ra:ud integraali) vidrtuste ligi-
kaudseks arvutamiseks kasutatakse praktikas nn. kvadratuu- ‘
rivalemeid, mis omavad kuju

fra > oD = tx
(néiteks trapetsvalemi pu':u; ER-a+Elb-2) 2.
< = %

n_b-a = PR e
n— 2n ’ 01- ...—cn_l-

—2). siinjuures kordajad

cp valitakse tavaliselt nii, et vordus fx = £.x leiaks
aset koikide ul:umlt n-astme poliinoomide puhul, s.t. siis,
ki x(€) —Z_o(iéi

Kerkib lmsimus. millistel tinsimustel saab madratud
integraali vddrtust iga x € C puhul vasadeldavat tiilipi
kvadratuurivalemitega arvutada mistahes etteantud tédpsuse-
ga? Sellele kiisimusele vastamiseks tuleb selgitada, millal
leiab koondumine %’:’.’..fﬁ‘= fx aset kogu ruumis C.

Kordajate cﬁ valik garanteerib vajaliku koondumise
pdhihulgal {1,§,§2, ,§n, ...}. Banach-Steinhausi teo-
reemi rakendamiseks tuleb nduda veel normide £ i t3kes-
tatust. Kuid

i£ x| = li'%@n) Zlckux(gk)l rxn - Z_lckl

ja seega If Il= Z lept. Jarelikult on kvadratuurivalemi-
te koondumiseks p':ri:av, kui leidub arv M > O nii, et iga
» n puhul :

11 U. Kaasik
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Z lepl < M.
K=0
See tingimus on alati tdidetud siis, kui °k 2 0. TGe-
poolest, kuna x(§)= 1 korral peab iga n puhul olema
fnx=fx=b-a, siia

n
Zlc =D =b-a.
X=0 nc-ock

§6. Lineaarsete operaatorite

pédoramine

Kui operaator A kujutab ruumi X iksiiheselt hulgaks
G C Y, siis saab iga elemendi y € G Jérgl midrate tema
originaali x € X nii, et Ax = y. Operaatorit, mis sead
elementidele y € G vastavusse nende originaalid, nimet.

operaatori A poordoperaatoriks ja téhist. x = A.ly.
Opersator A™L kujutab seega hulga G ¢ Y ruumiks X, s.t.

A" YAy

X
Jja
: -1
A{A™ ()}
Lihtne on veenduda, et lineaarse operaatori A e
€ { X—'Y} poordoperaator (kui see eksisteerib) on samuti
linesarne, s.t. A L€ {Y— X}. Selleks, et niidata psord-

G.

operaatori pidevust, tdestame kdigepezlt .
Lemma. Kui pideva lineaarse operaatori A kuju-
tis on IT kategooria hulk, siis leidub vastavalt igale
£ > 0 niisugune 7 20, et (F-tilpi ruumi X) sféliri



- 8] -

Ixi<€& kujutis A(Ix(<€ ) sisaldaks (P-tilipi ruwmi Y)
sfédri lyli<n,

T3 estuseks nditame kdigepealt, et vaadeldava
sfadri kujutise sulund A(lxl < &) sisaldab teatud sfiiri
Iyl<m . Vastavalt etteantud arvule £ > O moodustame iga
n pubul hulga D, ={mx'}, kus x'e 5(8,§), s.t. |xK§.
Lihemalt v3ib seda laadi definitsiooni iiles kirjutada ka
simboliga D, ={mx':ix"I<§}, mida me jirgnevas monikord
kasutemegi. Ilmselt D; = S8(9,5).

Iihtne on veenduda, et X = UD s Sest ilmselt X o>
> U D,, kuid teiselt poolt iga x € X korral lim -x- =6
ja seega leidub niisugune naturaalarv a, et | X = ||< e i
s.t. x €D, :}a jarelikult X ¢ U D+ Vottes nﬁﬁd vaatlu-
sele hulkade D, ku;jut:;sed A(Dn) =G oleme seega ndi-
danud, et A(X) = G = ng;Gn'

Kuna G on eelduse kohaselt II kategooria hulk, siis
peab seda olema ka vdhemalt iikks hulkadest Gn’ olgu see
hulk Gm' Seega leidub sféir S(yo,o(), milles Gm on kdik-
jal tihe: S(y ) C G, 2

Moodustame sfasri Sl B :_(1 ja naitame, et Sl C G_1
TGepoolest, olgu y € Sl, s.t, “y - ;—9“<;. Siis kvaasi-
normi omadust 3° arvestades

lay = I < aly - 22 <
ja seega my ¢ S(yo,c()'c G, Jdrelikult leidub jada
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{7 cc, nii, et my:}_gyk ehk y=&.13;§ . Kuna
Vi € Gy = A(D), siis leidudb x € D, nii, et y = Ax,.
Kuid x € D t3ttu x_ = mx! , kus Ix{I<§, Ja seega
Yy = mAxy ning y = lim Axy. Jirelikult y € G, (s.t.

S) € Gy), sest xy € S(6,5) = D, t3ttu Axl € A(D,) = G,.

Votame niiid vaatlusele mingi sfédri Sa(b,?) nii, et
b e Gl Ja SZC Sl. Kui >y' € 82, siis {fy* =~ b|<”? -
Seega hulk {y' -b:ye€ SZ} kujutab endast sfddri
© 8(6',m). Kuna iga elemendi y'€ S, ¢ G, imbruses leidub
element y" € Gl' s8iis y =y' - b {imbr@ises asub element
y" - b. Jérelikult sfésr lyll <% sisaldub hulga G" =
={y"-bv:3"€ Gl} sulundis: {llyll< 7} ¢ &".

Kuna y",b € Gl’ siis leiduvad elemendid x",a € Dl
(s.%. Ix"ll< % ,Hal<§) nii, et y" = Ax" ja b = Aa.
Jérelikult y" - b = A(x" - a) = Ax, kus fixll = [x" - all&
<"l + lall <&, s.t. G"cC A(Axli< &). Siis aga ka
Cic Alixii<ég) ja seega

{izli<n} ¢ AGxt<e),
s.t. leidub sfédr, mis sisaldub sféddri |x||<& kujutise
sulundis.

Néiteme niilid, et etteantud & » 0 puhul leidud '7[> 0
nii, et {IyN<7} € A(IxN<E&). Moodustame selleks jada
{€k} = {fl—:} ning leiame vastavalt igale Ek arvu 'rzk> 0
nit, et {Iyl<%,} < Allxl<E ). Uldsust kitsendamata
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voime siinjuures eeldada, et 1?1>’72> ...>'7k> see =20,
Lahtume mingist elemendist y € S(O' ,‘71 . Siis

'{lyl< ’71} C A(lxl < &,) t3ttu leidud y {fmbruses element

y, nii, et tema originsal x, kuulub sfddri lxll<€
kusjuures Ny - y i< N5 Niiiid aga leidub elemendi y - ¥y
dimbruses element ¥> nii, et tema originaal x5 ~kuulddb
sfadri llxll <&,, kusjuures I(y - ¥;) - 7, <75 Jne. se-
da protsessi jatkates sasme jada {yn} ja selle olmnﬁde
originaalide jada { xn} (kus y, = Ax ) nii, et iga n
puhul :

Iy = (g + 7o + cee + 7)<y 5 Ja WX U<E .

Siin esimene vdrratus (koos tinginmsega 2. 0) iitleb,
et leiab aset koondumine y = lim iy Z_ T kuns aga

oat 290 Ko keo K=1

teist vorratust arvestades >_ |l Xl < Z Ek = &, Seega ri-
K=1
da Zxk koondub (absolu'utselt) mingiks elemendiks x,
K= 1

kusjuures |l xl! -ﬂZ_ x|l <i“ Gl <& “Ruid one:r.aatori 'y

pidevust Jja lineaarsust a.rvestades

= A(lim Zxk) lim A(Z ZAzk

n-ree Sad K:( K=1 y.-o- 1 k

=y.
Seega lshtudes mistahes elemendist y € S(6' ,'71)-olene
konstrueerinud elemendi x € S(6,€) pii, et Ax = y. Vali-
des 7 =7, tdhendab see aga, et {Ilyll<"‘(} c Alxli< &),
millega lemma ongi t3estatud.

Banachi +teoreem. Kui pidev lineaarne
operaator A kujutab F-tiilipi ruumi X {iksiiheselt F-tiiii-
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pi ruumiks Y, siis eksisteerib pidev lineaarne pésrdope-
raator A™L,

T3estus. Kuna A on lineaarne ning kujutamine
iksiihene, siis eksisteerib lineaarne pdordoperaator A-l.
Tema pidevuse nditamiseks piisab (vt. 8§1), kui niitame pi-
devuse nullpunktis 6'€ Y,

Vastavalt etteantud arvule &£ > 0 leiame 'Q(E)> 0
nii, et sfisri Wx| <& kujutis sisaldaks sfaéri N7l|<72-
Valides niitid mingi nullpunktiks koonduva jada {yn} 4
CL&;D = @'), leidub naturaalarv N(§) nii, et n> N
korral I ynll< n- Siis aga niisuguste n vddrtuste puhul

ixt =127ty l<€,
©s.t. 1im A”ly =6. Arvestades, et . A6=9' tOttu A 19's

n~yoo

=@, oleme seega ndidanudki operaatori A-l pidevuse.

§7. Normeeritud r»ingil mSiste

Lineaali X nimet. ringiks (mdnikord ka algebraks),
kui temes on defineeritud elementide kormrt:amise tehe, mis
rahuldab tingimusi s

1° Ax-y) = @Qx): 37, x-@y) =Alx-¥);

2° (x:y)-z=x-(y-2);

?° (x+y)-2=%x-2+y-2, xX-(y+2)=x-7+
+ X 2.

Kui ringis leidub iihikelement e (s.t. element, mis
iga x € X puhul rahuldab tingimust x-e = e -x = X),
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siis kdneldakse ka iihikelemendiga ringist. Olgu muide mér-
gitud, et ilihikelemendi olemasolu eeldamine ei kujuta endast
olulist kitsendust, sest ﬁhikelemendita ringi v6ib alati
vaadelda teatava iihikelemendiga ringi alamringina. Uhikele-
mendiga ringis on korrutamise tehe teatud elementide puhul

podratav. Elementi =1

poordelemendiks, kui x- x:1= e; elementi X1 nimet. ele-

mendi x vasakpoolseks poordelemendiks, kul .x-l- X = 0.

nimet. elemendi x parempoolseks

Kui element x omab nii parempoolse kui ka vasakpoolse
poordelemendi, siis nad iihtuvad (t3estada!) ning nende
thist védrtust nimet. elemendi =x podordelemendiks Jja té-
hist. x—l. Paﬁﬁelemenu olemasolu kindlakst_egemisel osu-
tub sageli otstarbekohaseks ideaali mdiste. Ringi X alam-

hulka I, nimet. X parempoolseks ideaaliks, kui:
3 .

2° iga x,y¢ I, pubul x+ ye I,;
3° xui x ¢ I., siis iga a € X puhul _x-& ¢ I,.
Analoogselt defineeritakse vasakpoolne 1deaai +I (erine-

vus seisneb selles, et tingimuses 3° tuleb nduda, et
a-x € .I).

Ringi iikski pareﬁpoolne ega vasakpoolne ideaal ei saa
sisaldada iihikelementi. Tﬁepoolest,.kui oleks e ¢ I,, siis
iga a€ X puhul a =e-a € I., s.t. I, = X. Seda arves-
tades on lihtne tdestada, et iihikelemendiga ringi element
X omab parempodlse (vasakpoolse) poordelemendi siis ja ai-
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pult siis, kui ta ei sisaldu iiheski parempoolses (vasak-
poolses) ideaalis.

Ubikelemendiga ringi X nimet. normeeritud ringiks,
Jui

1° X on normeeritud ruum;

2% iga kahe elemendi x,y € X puhul lx- yll < Ixliyh

3% well =1,

Normeeritud ringi nimet. tédielikuks ehk Banachi rin-
giks, kui ta on téielik normeeritud ruum (s.t. Banachi
ruvm). Iga mittetdielikku normeeritud ringi‘saab tavalisel
viisil laiendada tdielikuks (vrdl. I ptk. §5).

Banachi ringis osutub psordelemendi leidmise tehe pi-
devaks, kusjuures igal podérdelementi omaval elemendil lei-
dub iimbrus, millesse kuuluvad elemendid omavad samuti
poordelemente. Kuna iihikelement alati omab pddrdelemendi
(ilmselt et = e), siis tdestame selle vdite kdigepealt
thikelemendi juhul.

Teoreem l. Banachi ringi iga element x sfdd-
rist x - el < 1 omab poordelemendi x-l, kus juures
x—e pubul x L- 6. :

T3estus., Tdhistame x - e = y. Siils x € S(e,l)
pubul iy <1 Jja seega rida Z."_hylk on koonduv. Xuid
S Saaeetind Siaet dkatent 3% weraseds 197 < Iyl*,
siis (tdhistedes 7% = e) sellest jireldud, et rida

Z(-l)kyk=e—y+y2 —.y3+ Voe

K=0
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on abszoluutselt koonduv mingiks elemendiks z. Seega
> :
z=e-y+y-33+ =e-y(e-y+y2-..-)=e-yz.

ehk (e + y)+ z = e. Analoogselt saame, et z :-(e + y) = e,

s.t. z = (e + y)-l x 1, Kuna
Ix ﬂzl-lZykl‘Zlyn
k=0 "lYI
giis Byl = [x - e <€ korral :
Ixt - el =0-yzl< iyl L20< ——y!—< f'

-1yl :
millega teoreem on tGestatud.
Vahetuks Jjdrelduseks teoreemist 1 on
Teoreem 2. Kul element x & X omab péordele-
mendi x ! ja element y€ X rabuldab tinglmust [yl <

< l—;-l-l-. siis summa x + y omab samuti podrdelemendi,

kus juures o =
Ay

Ix+ 7T -xt< - 3
1-1x iyl

T3estus vt. [1] 1k. 152,

Normeeritud ringi iiheks olulisemaks nditeks on pideva-
te lineaarsete operaatorite ruum (X—* X). Peatume lihidalt
sellel Jjuhul.

Opersatorite A &€ {X—» Y] ja B € {Y-> 7} korrutis
BA€ {X— z} defineeritakse nende superpositsioonina: iga
x € X puhul (BA)x = B(Ax). Ilmselt pole selline korruta-
mine iildiselt kommutatiivne, sest korrutis AB omab mdtet
vaid juhul Z € X, Iihtne on aga veenduda korrutamise
assotsiatiivsuses ja distributiivsuses ning selles, et 1li-

12 U, Kaasik
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nesarsete operaatoﬁte korrutis on lineaarne (tGestada!).
Selleks, et ruumi {X— Y} operastoreid sasks omavahel
korrutada, peab olema kas X = Y v0i vihemalt YC X.
Sealjuures pole raske niha, et ruum {X— X} kujuteb en-
dast ringi, milles {ihikelemendiks on nn. iihikoperaator E,
mis seab igale elemendile vastavusse selle elemendi enda:
iga x € X puhul Ex = x (t3estada, et E on lineaarnme!),
Kui X on Banachi ruum, siis on lihtne n#ha, et
(X - X) osutub Banachi ringiks. T3epoolest, kuna
I (AB)xll = HA(Bx)I < Il All- I Bx )l < WANEBURXY,
siis NABU< M AN-NBH, kuid WEl = sup I Exll = sup Ixll = 1.
, wist xigl

Ulaltdestatud teoreem 1 omandab pidevate lineaarse-
te operaatorite ruumi (X— X) puhul nditeks jédrgmise kuju:
"Banachi teoreem. Kui X on Banachi
ruum ja operaator A € (X— X) rahuldab tingimust. 0Al<1,
siis eksisteerib pssrdopersstor (E - A) L€ (X— X), kus-

Juures

IE - »™s —H -

Operaatori A € {X— Y} pdsrdopersatori leidmine on
tihedalt seotud vorrandi |
Ax =y (C))
(kus y €Y on antud ja x € X otsitav element) lahenda-
-misega. Nﬁlt: kui eksisteeridb wvasakpoolne podrdoperaator
A7) s11s virrend (¢) omsb iga y € Y puhul iilimalt ihe
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lahendi(s.t. kui vdrrand on lahenduv, siis lahend ainus);
kui aga eksisteerib parempoolne piordoperaator a7l siis
vorrand (%) omab iga y e Y puhul vihmit ithe lahendi
(s.t. vérrand on lshenduv). Tdepoolest, kui eksisteeridb
A1 ja vrrand (%) omab lshendi x*, siis rekendades v3r—
dusele. Ax* = y operaatorit .A ' saame ,A 1A = E t3ttu,
et LA 'Ax* = x* = ,A"ly, s.t. lahend avaldub kujul ,A"ly.
Kul aga eksisteerid A.', siis vdrrendi (%) iiheks lahendiks
on A'.«'ly, sest ATl = B' (kus . E' on iihikoperaator ruumis
(Y= Y))tdttu
A(A.'ly) . Bty = ¥y,

Posrdoperaatori AL olemasolu tihendab seega, et

vérrand (%) .on iga vabaliikme y puhul iiheselt lahenduv,

§8. Lineaarsete funktsionaalide

Jatkamine

Peatume jirgnevalt lineaarsete operaatorite iihe olu-
lise erijubu - lineaarsete funktsionaalide uurimisel. Kdes-—
olevas paragrahvis nditame, et mingis lineaarses ruumis 5
médratud lineaarset funktsionaali saab alati teatud viisil
Jatkata avaramasse lineaarsesse ruumi X > L. Kdigepealt
defineerime psar vajalikku mdistet.

Iineaarses ruumis X mddratud funktsionaali p(x)
nimet. pooladitiivseks, kui iga x,y € X puhul
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p(x + y) € p(x) + p(¥Y). Funktsionaali p(x) nimet. posi-
tiivselt homogeenseks, kui iga x € X ja A2 0 puhul
p@x) =2Ap(x). Iineaarse normeeritud ruumi X korral on
pooladitiivseks ja positiivselt homogeenseks funkfsionaa-
liks nditeks norm: p(x) =| xl|. .

Teoreem 1. Olgu lineaarses ruumis X antud
pooladitiivne ja positiivselt homogeenne funktsionsaal
p(x) ning linesarses alamruumis .'L ¢ X 1linesarne funkt-
sionsal fx nii, et iga x € L korral fx< p(X). Siis

eksisteerib lineaarne funktsionaal Fx, mis on mé&ratud
kogu ruumis X, kusjuures

1° iga x € X puhul Fre« p(x);

2° 4ga x € I pukul Fx = fx.

, T3destus. Ilmselt on mdtet vaadelda vaid Jjuhtu
L # X, s.t. juhtu, mil leidub element x, €X nii, et
x°¢ L. Mistahes eélementide x',x" € I puhul

fx'- fx" = £(x'- x") < p(x'- x")< p(x'+ xo) + p(=x"- xo),
ehk

-p(—x"- x) - £x"& p(x'+ x) - &x',
Siis aga (elementide x' Jja x" suvalisuse ning sdltuma-
tuse tdttu):

m =xs'3 [ot=x~- x) - fx]s;l.cnerL[p(x +x) - fx] =M.

Valides arvu M nii, et m=< Ms M, saame iga x €L
puhul
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-p(-x‘xo)-ﬁtsﬂ‘p(x+xo)-fx-. ()
Vaatleme niiid hulka L, ={x +Ax}, kus x€ L Ja 2
on mistahes reaalarv. Ilmselt on I, lineaarne ruum (t3es-
tada!), mille dimensioon on iihe vdrra suurem kui ruumil L.
Siinjuures iga element y € I.1 avaldub iiheselt kujul
y=x e-lxo, kus x € L. Tdepoolest, kui oletada, et on
veel y=x' + x'xo, iy +2.x° =x'+ A.'xo, ehk

S o :
X, = YT € L, mis on-vastuolus elemendi x,

Defineerime niiid ruumis Ll funktsionaali

valikuga.

Fly = fx +7L/u,
kus y=x +7\x° ja M on ilalnimetatud viisil fikseeri-
tud. Tlmselt on F; lineaarne (tdestada!). Naitame, et
iga y €I, puul Fy < p(y).
Kui A =0, s.t, kui y=x +2x e L, siis
Fly = fx £ p(x).
Kui aga A # 0, siis v3ttes vdrratuses (%) x asemele
%x saame < :
= = —— X -
Pl-x-x,) -FIxep s p(x+ x)) - 3 £x.
Juhul A > O jédreldub siit A -ga korrutades, et
-p(=-x —axo) - fx € A€ plx +Ax°) - fx,
ehk
Ry =2p+ fx s p(x +2.x°) = p(y).
Juhul A< 0 ennad (-A)-ga korrutamrne sama tulemuse:
-p(x +7Lx°) + fx € ~ApMsp(-x -Zxo) + fx,
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ehk
B,y = fx + Ap € p(x +2Ax,) = p(¥).

Sellega oleme me ndutud omadustega funktsionaali
konstrueerinud ruumis I,, s.t. jatkanud funktsionaali ruu-
mist I "ilhe vdrra suurema dimensiooniga™ ruumi L. Sel-
leks, et jouda kogu ruumi X, tuleb niilid kasutada tdielikku
induktsiooni, v3i, juhul kui X pole loenduvadimensionaal-
ne, transfiniitset induktsiooni (vt. [4] 1k. 323). Teo-
reem 1, mida nimet. ka Banach-Hahni teoreemiks, on t3es-
tatud.

Esitatud tdestusest jédreldub muide, et kui antud
funktsionaal f oli pidev, siis on seda samuti funktsio-
naal F, ning jirelikult ka ldpptulemusena saadav funkt-
sionaal F. Uhtlasi on ilmne, et pidevate lineaarsete
funktsionaalide vaatlemise korral ei tarvitse 1L olla li-
neaarne alamruum (s.t. kinnine lineaal), vaid v3ib olla ka
lihtsalt lineaal.

Banach-Hahni teoreemi jéreldustena tdestame veel mdned
rakendustes olulised teoreemid.

Teoreem 2. Kul lineaarse normeeritud ruumi X
alamruumis L on antud pidev lineaarne funktsionaal f,
siis leidub pidev lineaarne funktsionsal F, mis on mi&ra-
tud kogu ruumis X ning mis rahuldab tingimusi

1° iga x€ L puhul Fx = fx;

2° Nply = U£ly , kus indeks normi juures téhistab
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ruumi, milles see norm on arvutatud.
T3 estus. Defineerime funktsionaali
p(x) = [ £l -Ixil,
mis ilmselt on pooladitiivme ja positiivselt homogeenne,
Kui x€ I, siis
fx € Ifxl s nru'L-‘lx'Il = p(x).
Seega on Bdnach-Hahni teoreemi eeldused tdidetud ja jére-
likult eksisteerid ruumis VX midratud pidev lineaarne
funktsionaal Fx nii, et Px = fx, kuli x€¢ I ja Fxe
€ p(x) iga x € X puhul. Vdttes viimases vdrratuses =x
asemele -x sasme -Frs p(-x). Seega -p(=x) =
= -ufrlL-nxu < Fx < N2l Uxl = p(x),‘s.t. IFxi< Dl - hxl,
Jarelikult IIFIX < lflL, ning kuna ulatuslikumasse ruumi
iile minnes funktsionaali norm ilmselt kahaneda ei saa, siis
peab kehtima vdrdus IFIIX = (£l .

Teoreemn 3. Lineaaries normeeritud ruumis X
leidub alati niisugune pidev linesarne funktsionsal £, mis
etteantud punkti x, € X (xo # @) puhul rahuldab tingi-
musi

et £ ST S 2° fx =lx|l.

T3 estus. Vaatleme iihedimensionaalset alamruumi
T ={Ax } CX jadefineerime seal funktsionssli & Jire-
miselt: kui x =ax ¢ I, sils gx =anx5n. Timselt on €
‘linesarne (t3estada!) ja gx, =1lx |I. Tema normi sasb va-
‘hetult arvutada:
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llelly, - 7 gzl = sup U =I>8cul£1l x| =1,
Xe[,
Jatkates selle funktsionaali teoreemi 2 kohaselt kogu
ruumi X, saamegi ndutud omadustega funktsionaali f.

LKsjatdestatud teoreemist jéreldub, et igas lineaarses
normeeritud ruumis leidub pidev lineaarne funktsionaal,
mis pole kdikjal null.

Teoreem 4. EKui mingi elemendi X, € X puhul
fxo = 0 iga pideva lineaarse funktsionaali f korral,
siis x =0. :

TSdestuseks oletame viitevastaselt, et
x, #6. Siis leidub teoreemi 3 pdhjal pidev lineaarne
funktsionaal f nii, et £l =1 ja fx = llxol# 0, mis
on vastuolus teoreemi eeldustega.

Teoreemn 5. 0lgu lineaarses normeeritud ruumis
X antud lineaal I ja punkt x, ¢ T. siis leidub pidev
lineaarne funktsionaal f nii, et

1° iga xe I puhul fx = 0;

2° fx =

3° Mel=3, kus & =p(x,L).

T3estus. Moodustame lineaali I, é{ x +Ax°} S
kus x € L, ning defineerime seal funktsionaali gy = A
(kus y=x +J\.x°). Ilmselt on see funktsionaal lineaarne,

Qi =

kus juures 8x, = 1l ja x€ I puhul gx = 0. Pole aga ras-
ke veenduda ka tema t3kestatuses:
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Ayl tyk Y- =iyl
e X ; i flx,,- %)\ ¥ (x,,L) e

gyl = 1Al

Seega saime tihtlasi, et [ gl € % . Vastassuunalise vdrratu-
se sesmiseks valime jeds {x } ¢ I nii, et lim (x ,x ) =
"fJ' Siis glx) - x,) = -1, kuid lg(x - x )I<

Slsllxn - !6[!. Jérelikult iga n puhul Jligl) ifn—i_!—l'f =

millest n—soes korral sasmegi ngn,> ja seega |igll =
Jatkates saadud funktsionaali g kogu rmm:l i 2 Jamegi
vajaliku funktsionaslini £f.

Teoreem 6. Selleks, et element x,€ X oleks
lineaali 'L ¢ X puutepunkt, on tarvilik ja piisav, et
ﬁ:o = 0 iga pideva ylineaarse funktsionaali f puhul, mis
lineaalis I vordub nulliga.

Tarvilikkus. Olgu X € L. Siis leidub jada
{x,} <L nii, et limx = x, . Seega fx = lim fx = 0.

Piisavus. Olgu teada, et i'xo = 0 iga niisu-
guse pideva linesarse funktsionsali f puhul, mis lineaa-
1i I punktides on v3rdne nulliga (s.t. fx = 0, kui
x € L). Oletame viitevastaselt, et x, ¢ T. Siis leidub
teoreemi 5 kohaselt pidev lineaarne funktsionaal f nii,-
et x€¢ L puhul fx =0 Jja fxo = 1, Saadud vastuolu
tOestabki teoreemi.

Olgu veel midrgitud, et viimases teoreemis v3id lineaa-
1li I ning tema sulundi T asendada mistahes hulga D

13 0. Kaasik
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ning selle kinnise lineaarse kattega IL(D).

$89. Pidevate lineaarsete
funktsionaalide

214 kn3n mdnedes rTuumides

Eelmise paragrahvi teoreemide (eeskitt teoreemide 4
ja 6) rakéendamisel on oluline teada, millisel kujul
avaldub mistahes pidev lineaarne funktsionaal wvaadeldavas
ruumis, Osutub, et sellise ilildkuju saab leida enamiku olu-
lisemate ruumide puhul. Demonstreerime seda mdne niite va-
ral.

Ndide 1, Vaatleme ruumi ¢ . Selles ruumis osu-
tub pshihulgsks elementide e_ = (£1)§5) ... ) hulk, kus
o 1, kui'n = i
17 { 0, kui n # i.

T3epoolest, mistahes x = (§1 §2, esse )€ ¢ pubul

hx -Z £,0,l = = 1§,1—0;

ian+d

kui n— e (sest xel t3ttu on rida > 1§,1 Xkobnduv).
Seega iga element x € ¢ on avaldatav kujul

—Zgii

=1
Olgu niiid antud mingi pidev lineaarme funktsionaal
e (&> R,). Siis eelmist vdrdust a.rvestades
"Z §1f°1 ;firiv

kus arvud b‘i = tei iseloomuatmd vaadeldavat funktsio-
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naali (nad ei s3ltu elemendist x). Selgitame nende arvude
’6‘1 omadused.

Vaatleme elemente x = (§],8), ...)€{, kus

&i = {signrn, kui § =
1 0 s Kok & n.

Siis Ixnl =1 Ja fx = IfI< K£ll. Seega jada ,f"ﬂ
peab olema tdkestatud. Teiselt poolt aga tdkestatud jada
{Y‘i\ ja mistahes x ¢ ¢ korral

o -3 ”
1fx! = lt-zx.gi*i' S‘Z-tginrits sup la‘il- 'Ei' =
= i=1 ” in1
= swp l)‘ -l xk
ja seega Ifll = sup lf k. J’arelikult oleme tGestanud, et

iga pidev lineaarne funktsionsal f € (f— R;) omab kuju

e d
-2 e,
kus jeda {¥# .} .on tdkestatud (s.t. {2} € m).
N&dide 2. Ruumi ¢ pdhihulga saamiseks tuleb ja-

2)
dadele e_ lisada veel jada e = (§(f,§;, ,f omee) =

n

2 (T sXy 0ns liissade T8epoolest, Btk x = (El,fa, AR 9T
(s.t. eksisteeridb § Ain€.), siis

= -ge-Z_ (§1 f)e =

= (0,0, oo 0,8 .1 ~6€ .5 ~§,ede,
kusjuures Ix |l = sup '§1 -€1<&, kui n > N(E). Seega
lmx =6 Ja jérelikult
x=fe+ 2-7_1.-(51 -€)e,.
Mistahes funktsionsali f € (¢ -°R1.) puhul saame niiiid
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fx = fe + iZM(Ei -E)te, =&+ ‘Z;(Ei -§)%,
kus arvud ¥ = fe jJa Xi = fei ei sdltu jdlle elemendist
x . Nende arvude iseloomu selgitemiseks vastleme mistahes

fikseeritud n puhul elementi x, = (§£’§§» «vs ), kus

; {sign a‘i, kui i< n
; * i ,kui i> n.
siis lmgy =E" =0, Ix Ml =1 jJa
n

ineo
fx, =g;a'i sign), = 2"‘1" nrlnxoll; Itell.
Seega rida Z‘_lti'l peab olema koonduv <(s.t. {xilef %
Néitame, et sellest tingimusest piisadb funktsionaali
f pidevuseks. Téhistades =
¥oF© ¥ —Z y\:L

v6ime funktsionaali kirjutada kujul

g oo i
i *g' €y =iZo FET
kus £ asemele kirjutasime iintluseks € . Ilmselt iga

X € ¢ puhul
co Co o o
Ifxl = DE X 1€ > 1€ 1y 1€ suplE 1D 121 = Lxl> 181
£4%1 -é §:!17'< s fiZ AR T2 DA

1i=0 =0 i=o

ja seega blfllsgo_ 7.
Funktsionaali normi leidmiseks tdestame veel vastas-
suunalise vorratuse. Selleks vaatleme elemente x =
= (61,83, ...)€ ¢, kus
§' _{sign)*i, kui i< n
i

sign a‘o, kul 1> b,
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Ilmselt }mgi =§' = signy , Ix )l =1 ja

n oc
fx = !+ 2 . sigop « NfMAx ) = U2l
a % 3 #th g *n
Kuna see vdrratus kehtib iga n puhul, siis n-—» e= korral
saams @
oo

;u» 1< 12l
s.t, Afl = Z_lril. Seega Tuumis c¢ omab iga pidev line-

i1=0

aarne funktsionsal kuju o
fx =§»fo +‘Zi§ia*i,
kus {x‘i]e( ja Mgl = Z_lxil.

=0
Uksikasjalikke tdestusi 1ldbi tegemata esitame vastavad

tulemused veel mdnede olulisemate ruumide puhul.
Ruumi C korral avaldub iga pidev lineaarne

funktsionaal Stieltjesi integraslina
e
fx = [x(f)ag(§),
a&
kus g(f) on 13igul * [a,b] tOkestatud muuduga funkt-
sioon. Sealjuures :
b
Lty =\ g,
5 E
kus siimbol \a/ tdhendab téismuutu (vt. (4] 1k. 190).
Hilbexrti ruumis H omab iga pidev
lineaarne funktsionsal kuju fx = (x,u), kus element u€H

on funktsionaaliga f iiheselt mddratud. Sealjuures
IEl = Yuf.
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Ruumis IP (p > 1) avalduvad pidevad lineaarsed

funktsionaalid kujul .

fx = 2:(§)u(§)d§,

kus u € 12 ja q ‘on leitud vorrandist = 1. Seal-

LA
+
Q-

Juures £l = full .
14

Ruumis CP

funktsionaal kujul

(p > 1) avaldub iga pidev lineaarne

T
i=q :
kus 9 <o A 1 1
‘{ri}ét » Izl =[‘Z_l:'t1'q].' ja 5+5=1

§10. Kaasruum. N3rk koonduvus

?uumis X miAdratud pidevate lineaarsete funktsionaa-
lide ruumi (X— Rl) nimet. ruumi X kaasruumiks ja t&a-
hist. X*. Kui X on Banachi rumm, siis on seda ka X*
(vb. § 4). TEelmise paragrahvi tulemusi arvestades on
lihtne selgitada mdne konkreetse ruumi kaasruumi struktuuri.

Nditeks ruumis € omab iga pidev lineaarne funktsio-
naal f teatavasti kuju fx =§ ”1§1’ kus jada g =
= (3‘1,1‘2, ..+ ) on fuinktsionaaliga £ {iheselt midratud
Ja ge m. Kuna aga ka vastupidi, iga jada g e m mddradb
pideva lineaarse funktsionsali f ruumis ¢ , siis on ruu-
mide m ja €* vahel seega korraldatav iiksiihene vastavus.

Ilmselt see vastavus on isomorfne (tdestada!) ning seose
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-|fll,, = lgll; t3ttu ka isomeetriline.See aga tihendab, et
kdigi lineaali tehetega ja normiga (s.t. iildse koondumise-
ga) seotud kiisimuste veatlemisel voime need ruumid samas-
tada. Seega voime kirjutada ¢* = m.

Analoogselt c* = ¢,  =H 1P =1 ja ¢P"=,9
(viimastes vdrdustes % + %‘c " i

Kui X* = X (illalkirjeldatud isomeetria mdttes), siis
ruumi X nimet. enesekaasseks ehk enesekaasruumiks. Enese-
kaasruumid on n&iteks H, L2 ja ¢ 2 (viimased on tegeli-
~ kult erijuhud Hilberti ruumist H).

Lihtudes Banachi ruumist X vdime me tema kaasruumi-
le X* kul Banachi ruumile jédlle leida kaasruumi X** =
= (X*)*, mida nimet. ka ruumi X teiseks kaasruumiks.

Kui X = X**, siis ruumi X nimet. regulasarseks (vordus
on siin jédlle isomorfismi ja iromeetria mdttes). Muidugi

pole iga lineaarne normesritud ruum regulaarne (néditeks
pole seda ruum ¢, sest c¢** = ¢* = m), kuid siiski kehtib

Teoreem 1. Iga linesarne normeeritud ruum X
onr isomorfne ja isomeetriline oma teise kaasruumi X**
‘teatava alamruumiga, s.t. X c X**,

T3destus. Kuli funktsionsal £ € X* on fikseeri-
tud, siis seab ta igale elemendile =x € X -wvastavusse kind-
la arvu fx. Kui aga fikseerida element x¢ X ja muuta
:hmktéionaali f ¢ X*, siis vastab igale funktsionaalile
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[ g k_indel arv fx. Seega element x ¢ X médrab ruumis X*
teatave funktsionsali F f = fx. Niitame, et F_e&> X**.
TSepoolest, F (f' + £") = (£! + f")x = £'x + f"x =
= Fxf' + Pxf" Ja Il?xfl = Ifxt < REH-HExi,
Uhtlasi négime, et lrxl < lixll. Teiselt poolt aga (vt. §8,
teoreem 3) leidub niisugune funktsionaal £, € X*, et
lfoll =1 Ja etteantud elemendi x ¢ X korral fox =k xi.
Sellise funktsionaali puhul

IB LV = Ifxl =[xl =0xl-I£0
ja seega lle =Ixl,

Jdarelikult saab igale elemendile x ¢ X seada vasta-
vusse funkt:sioiaali F € X**. Viinmase vorduse t3ttu on see
vastavus isomeetriline, kuna aga isomorfsus on ilmme:
of = £(x'+ x") = fx'+ £x" = F,,f + Fof = (F,+ gx")g

Faxf = fax) =afx = lFxf.

Tuleb veel ainult ndidata, et vastavus x — Fx on ¥

iksiihene. Selleks nditame, et x — Yo ¥~ ¥ -Ja - Ty

y

ko;‘rul ka Fx # Fy' Oletame vaitevastaselt, et F A Fy.

Siis fx = fy, s.t. f(x-y) =0 iga f € X* puhul, mil-

Fx'+x

lest (vt. §8, teoreem 4) x = y. Teoreem on tdestatud.
Olgu X mingi lineaarne normeeritud ruum ja { X n}

jada temas. Kui leidub selline element xo € X, et

_}_:l_.,n_l“ fxn = ﬁo iga f € X* puhul, siis Geldakse, et jada

{x n" koondub ndrgalt elemendiks x, Jja kirjut. x ---x .

Ilmselt ei saa jada ndrgalt koonduda enam kui i{iheks piir-
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elemendiks. Tdepoolest, kui oleks RN g N Ja
. Hin e s.t. iga f € X* puhul

lim fx = fx_.ja lim fx = fy_,
siis f(xo - yo) = 0, millest X, = Ty Samuti on lihtne
ndha, et ndrgalt koonduva jada XS - x, iga osajada
{ 5.} koondub ndrgalt samsks elemendiks x, ning et ele-
mentide jada tugevast (s.t. normi jdrgi) koondumisest jd—
reldub tema ndrk koondumine samaks piirelemendiks (tdes-
tada!). Viimane vdide pole aga posratav (vastav ndide vt.
[1] 1k. 201). Osutub, et ndrk ja tugev koonduvus lange-
vad iihte vaid 13plikudimensionaalsetes ruumides (vt. ndit.
[1] 1. 202). :

Kui jada {x} koondub tugevalt elemendiks x, siis
teatavasti “1_1.2 Ixnl = llxll. Norgalt koonduva jada puhul
see iildiselt nii ei ole, kiill aga kehtid

Teoreem 2. Kul jada {xn} koondub ndrgalt
elemendiks x, siis jada {|l xnl} on tdkestatud, kusjuures
lxi s Iim Nx I . :

T3 estus. Vaatleme ndrgalt koonduva jada
{x,} C X elemente kui elemente ruumist X**. Siis ndrk
koonduvus Xxoorx tdhendab, et funktsionsalide jada
{xn} C X** koondub kdikjal ruumis X* funktsionaaliks x.
Banach-Steinhausi teoreémi (vt. 85) pdhjal on aga jada
{ll X, n”} seega tokestatud ja eksisteerid Enxnn.

Vorratuse I|xll< ']\.im lxn|| tdestamiseks oletame vdite-
~ oo

14 U, Kaasik
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vastaselt, et x> lim x . Siis leidub arv o > 0 nii,
ot lxl>« > Jim Ix I, kusjuures n > N(?) korral x >
lxnl. Eonstrueerime niiid pideva lineaarse funktsionaali f
oii, et £l =1 ‘ja #£x = x| (vt. §8 teoreem 3). Selle
funktsionsali puhul on f£x < N£ll-I x N =[x )l <« < Mxll =
fx iga n > N(4) korral. Seega ei saa olla &_1’11_1" _fxn =

fx, n.isb onaga vastuolus eeldusega x - - = X.
Teoreemn 3. Pidev linesarne operaator kujutab
iga ndrgalt koonduva jada ndrgalt koonduvaks jadaks. (Toes-

tada!). ;

§11. Kaasoperaator

Lineaarsete operaatorite . (eeskdtt just vastavate
opeﬁatowﬁmnﬂte) uurimisel osutub otstarbekohaseks vaa-
delda koos antud operaatoriga.veel tht teist operaatorit,
mis on antuga lédhedalt seotud ja mida nimet., tema kaasope-
raatoriks, Defineerime selle mdiste.

Olgu antud pidev lineaarnme operaator A € (X—7Y).
Fikseerides mingi pideva lineaarse funktsionaali ge Y*
vaatleme korrutist gA. See korrutis seab igqle elemendile
x € X vastavusse reaalarvu gAx Jja kujutab endast seega
pidevat lineaarset funktsionaali gA = f€ X* (tGestada
funktsionaali f lineaarsus ja pidevus!). Lastes niiiid
funktsionaalil g muubtuda, defineerib virdus f = gA
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teatava operaatori, mis seab igale funktsionsalile g € Y*
vastavusse furktsionsali £ € X*., Seda operaatorit nimet.
operaatori A kaasoperaateriks ja tdhist, A*:
: vA‘g = gA.
N”aitane, et “A* on pidev lineaarme operaator, s.t.
et A* €.(Y*— X*). "3epoolest, kuna
A*(g + h) = (g + h)A = gA + hA = A*g + A*h,
siis A* on aditiivne. Tokestatus on -samuti ilmne:
IA*gxl:= IghAx! < el -NAxl < Ngt- WAl - Kx].
Viimasest vdrratusest nieme iihtlasi, et WA*I< | Al. Vas-
tassuunalise virratuse tSestamiseks fikseerime elemendi
X, € X ning konstrueerime pideva lineaarse funktsionaali
B, € Y* nii, et ‘lgh =1 Ja g (Ax)) =lAx | (vt. §8,
teoreem 3). Siis aga
I Ax Il = gAx, = (A*g )x € NA*gNRX N <0 A*NIX |,
s.t. Al € WA*ll, millega olemegi tGestanud, et
NA*| = HAN.
Kaasoperaatorite kasutamist ja uurimist aitab sageli
lihtsustada nende jérgmiste omaduste tundmine.
1) (A + B)* = A* + B* (summa kaasoperaator vordub
liidetavate kassoperaatorite summaga). T3epoolest:
(A + B)*g =g(A + B) =gA + gB = A*g + B*g = (A* + B*)g.
2) (AA)* =2A* (tBestadal)..
3) (AB)* = B*A* , kus B € (X—7Y) ja A€ (Y—~12Z).
Kuna antud juhul g€ Z* korral gA = A*g e Y*, siis
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(AB)*g = g(AB) = (gA)B = B*(gA) = B*(A*g) = (B*A*)g.

Eriti lihtsaks osutub seos operaatori ja tema kaasope-
raatori vahel juhhl A€ (E—H), s,t. kui X =Y =H (Hi1-
berti ruum). Teatavasti omab iga pidev lineaarne funktsio-
naal g Hilberti ruumis kuju gx = (x,y), kus element
Yy € H on funktsionaaliga g iiheselt madratud. Seega -

, g(Ax) = (Ax,y).
Fikseeritud g korral on see skalaarkorrutis aga ka pidev
lineaarne funktsionaal elemendist x:
(Ax,y) = fx,
s.t. leidub element 2z € H nii, et
(Ax,y) = (x,2z).
.Sellega ongi defineeritud operaator A*, mis seab funktsiOf
naalile g (mis on mddratud elemendiga y) vastavusse
funktsionaali f (mis on mddratud elemendiga z): f = A;g
ehk 2z = A*y. Jdrelikult on operaator A oma kaasoperaa-
toriga A* Hilberti ruumi puhul seotud vordusega
(Ax,y) = (x,A*y),
mis peab kehtima kdikide =x,y € H korral. Hilberti ruumis
muide defineeritaksegi kaasoperaator enamasti selle vordu-
sega (sOnastada vastav definitsioon!).

Operaatorit A € (H— H) nimet. enesekaasoperaatoriks,

kui ta vdrdub oma kaasoperaatoriga A = A*. Hilberti ruumis
iseloomustab enesekaasoperaatorit seega vdrdus

{Ax.y) = (kv
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mis kehtib koikide X,y € H korral. Lihtne on veenduda,
et enesekaasoperaatorid moodustavad ruumis (H -+ H) line-
aarse alamruumi (tdestada!).

Kaasoperastori analiiiitilise kuju praktilist leidmist
illustreerime. kahe lihtsa nditega.

Ndide 1. Olgu x=1'r=1:2l1 ja opersator A
mddratud maatriksiga (aik), mida tdhistame samuti téhega
A (selline t#histamine on lubatav seetdttu, et operaatori
A rakendamine vektorile x tdhendab ju maatriksi A
Jja fektori x korrutamist). Kasutades niitid vektoralgebra
simboolikat ja tulemusi saame

(ix)- y=(ix)'y=X'A'y=x(A'y)
kus A' +tdhendab maastriksi A transponeeritud maatriksit.
Seega kaasoperaator A* on mddratud transponeeritud maat-
riksiga A' = (g8,4). e

Operaator A on enesekaa:operaator siis ja ainult
siis, kui teda m8drav maatriks on simmeetriline,

Ndide 2. Kui K(g,) on ruudus ge[a,b],

& [a,b] pidev funktsioo‘n, siis PFredholmi operaatoi'
Ax = !K(fﬂp)x(?)d’?
kujutad ruumi L2 iseendasse. Sel juhul

(ax,y) = fy(gurc(g )x(n)ana€ =

bmg Vg

x( )aj K(§,9)y(§)afdy =

b %
x(f)!K(f;.f)y(?)d?df = (x,A%y),
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kus A* on tummaga K(7,§) midratud Fredholmi oper;ator.
Seega vaadeldaval juhul m#irab kdasopemitori tuum, mis on
saadud léhteoperaatori tuumast argumentide vahetamise
(transponeerimise) teel. :

: Fredholmi operaator on jérelikult emesekaasne siis ja
ainul;: siis, kui K(§,7) = K(?(,g), s.t. kui. tuum on sim-
meetriline funktsioon.

§12; Td1eliknlt ‘pldevaid

operaatorid

Iga pidev lineaarne operaator kujutab tdkestatud hulgad
tokestatud hulkadeks. Tdepoolest, kui hulk D € X on tdkes-
tatud, s.t. kui leidub M > O nii, et x€ D puhul
Nxli<M, sils A€ (X—7Y) korral NAxi< NAlIzA< NANM
ja seega hulk A(D) on tdkestatud..

Mdistel "tdkestatud" ei ole aga mistahes meet;:ilises
ruumis sellist téhtsust nagu niiteks eukleidilises ruumis.
Néiteks ei tarvitse tdkestatud jada sisaldada iihtki koon-
duvat osajada (sellise omadusega on muuhulgas kdik orto-
normaalsed jadad ldpmatudimensionaalsetes Hilberti ruumi-
des). Sellepdrast vdetakseg{ lSpmatudimensionaalsetes ruu-
mides vaatlusele rangem mdiste - hulga kompaktsus (vt. T
pik: 83 Ja - §6).

Pidev lineaarme opersator sédilitab ka hulga kompakt-
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suse, s.t., kujutab iga kompaktse hulga kompaktseks hulgaks.
T3epoolest, olgu hulk D € X kompaktne. Valime suvaliselt
Jada y € 'A(D). Siis leidudb iga n puhul x, € D nii,
et Y, = Ax‘. Kuna D on eelduse kohasqlt kompaktne, sij.a
saame erald.aéa osajada {:%J c {xn} nii, et leiab aset °
koonduvus lim x, = X. Operaatori A pidevuse t3ttu aga
K->e0 K
seega eksisteeribd
: ‘l_i..l; ynx= }—iﬁounk.: A(}_{J.l- xnk) T
s.t. leidub koonduv osajeda {y, }c{y } ning'bulk A(D)
ng o )

on jérelikult kompaktne.

Aditiivset operaatorit, mis kujutad iga tokestetud
hulga kompaktseks hulgaks, nimet. tédielikult pidevaks ope-

rastoriks (tGestada, et téielikult pidev operaator on pi -

dev!).

‘ Kui lineaarse operaatori viirtused kuuluvaed 13plilku-
dimensionaalsesse ruumi (v8i alcmruumi), siis on see ope-
raator ilmselt téielikult pidev (vt. IT p'tk. §4). Vastasel
juhul aga pidev lineaarne operaator iildiselt tdielikult
pidev ei ole. Nditeks ei ole téielikult pidev lépmatudi-
mensionaalse ruumi iihikoperaator, sest ta kujutab iga sféd- !
ri iseendaks, kuid lGpmatudimensionaalses ruumis pole ju
iikski sféadar kompaktne. “

TEielikult pideva operaatori omaduste kohta taesta.ﬁe
Jjérgmised teoreemid.
"Teoreem 1, Tdielikult pidev operaator kwjutab
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iga ndrgalt koonduva jada tugevalt koonduvaks jadaks.

T3estus. EKoondugu jada {x n} _ndrgalt elemendiks
x, Jja olgu B Axn, b Axo. Oletame viditevastaselt, et
jada { ’n} ei koondu tugevalt elemendiks y . Siis leidub
arv £ >0 ja osajada (yn“} < {yn} nii, et Hynx- v l>E.

Et jada {xn} -on ndrgalt koonduv, siis on ta tdkesta-
tud. Jérelikult on tdkestatud ka osajada {xnk} ning tema
kujutis {’nx} peab olema kompaktne, Seega leidub osajada
{yn“} 1‘111, ot Toer ) Ja seda enam Bt T T4
s.t. Axn“- s y(',. Kuid A kui pidev lineaarne operaa-
tor sdilitab ndrga koonduvuse. Seega xnki- X tottu
peab olema Axn“— e - SR & s.t. y(', = ehk

. R T See tulemus on aga vastuolus vorratusega

ll;::— v li>e, mis tdestabki teoreemi.

Teoreem 2. Kui tdielikult pidevate operaatori-
te An € (X—Y) jada koondub normi jérgi operaatoriks
A Jjaruum Y on tédielik, siis operaator A on tdielikult
pidev, :

T3 estus. Fikseerime mingi tdkestatud hulga
D € X. Kuna "An - All—0, siis (vt. §4) leiab koondumine
Anx—-» Ax aset iihtlaselt kogu hulgal D, s.t. vastavalt et-
teantud arvule & > O saab leida naturaalarvu n nii, et
iga x € D puhul [ Anx - Ax|| <&, Seega mistahes elemendi
y € A(D) puhul leidub element 3z & An(D) nii, et
ly - zll<€E. Jérelikult hulk A (D) moodustab E -virgu
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hulgas A(D). Operaatori A, téieliku pidevuse tSttu on
hulk An(D) kompaktne ja Hausdorffi teoreemi (vt. I ptk.
§6) kohaselt seega ka A(D). Teoreem on tdestatud.

Teoreem 3. Tiielikult pidevate operaatorite
hulk moodustab Tuumis (X— Y) lineaarse alamruumi.
(T3estada!).

Teoreem 4, Taielikult pideva operaatori kaas-
operaator on téielikult pidev (tdestus vt. nmait. [1] 1k.
218).

Illustreerime veel iihe nditega konkreetse operaatori
tdieliku pidevuse kindlakstegemist.

N&ide. Vaatlems ruumis {° opersatorit A, mis_
on madaratud v‘érdusteg:

1 =‘2_;aik§k {2 2300 N
Selleks, et operaatori viirtused kuuluksid samuti ruumi ¢°
(s.t. et oleks A € (€°— !2)) osutub piisavaks tingimus

o0
¥ "112: oo il

ix=1
i o 2 A s
Sealjuures |Al< E 841 - Nditame, et A on tdielikult
1, k=i %

pidev operaator. Selle_ks votame vaatlusele operaatorid An

(n=1,2,...),mis on médratud vordustega

o

14 =Za‘;’:§k L S I

kus k=1

a(n)={a1k s kuli i< n
0] S o A e i R

15 ‘U. Kaasik
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Kol 3= () --- ) = A X, siis iga x € £° pubul
on M, = 0, kui vaid i > n. Seega iga operaatori An ;
véadrtuste hulk on 1dplikudimensionaalne Jja operaatorid ja-
relikult téielikult pidevad. Kuid kuna

- aaa(> 2 &2
e =nel k=1

siis lim A = A ja teoreemi 2 kobaselt on operaator A

a=re0 Il

seega tdielikult pidev.

§13, Fredholmi teoreemid

Paljudes matemaatilistes distsipliinides esinevad

vorrandid kujul

x-Ax=y,
kus A on téielikult pidev opersator Banachi ruumist X
iseendasse, y € X antud ja x € X otsitav element. Fred-
holmi eeskujul nimet. selliseid vOrrandeid teist liiki
vdrranditeks.

Nende vorrendite teooria integraalse operaatori A
(s.t. teist liiki integraalvdrrandite) puhul toéotas vilja
Fredholm. Tema tulemuste iildistuse operaatorvérrandite ju-
hule andsid F. Riesz ja Schauder. Esitame siin osa nende
tulemustest (iksikasjalikumad toestused vt. néit. [3] 1k.
i 3K3‘§o)£ teist 1iiki vdrrandi endaga osutub vajalikuks
vaadelda veel vastavat homogeenset virrandit

x - Ax =0,
kassvorrandit ;
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g-A*g=1¢
(kus f € X* on antud ja g€X* otsitav) ning humo ‘Gen-
set kaasvirrandit

e~ Ag=0",
Nende vorrandite kohta kehtivad jdrgmised teoreemid.

Teoreem 1; Teist 1liiki vGrrand on iga vabaliik-
me ye€ X pubul iheselt lahenduv siis ja ainult isiis, kui
vastav homogeenne vdrrand omab ainult triviaalse lahendi
(s.t. lahendi x =6).

Tdestame siin ainult tingimuse tarvilikkuse,
s.t. et kui teist liiki vdrrand on lahenduv iga vabaliik- :
me puhul, iis homogeenne wdrrand omab vaid *riv:isalse la-
hendi.

Kirjutame vaadeldava vdrrandi kujul

Bx =y,
kus B=E =A (E oh ruumi X iihikoperadtor) ja vdtame
vaatlusele hulgad G ¢ X (n = 1,2,...), mis koosnevad
elementidest x, mille puhul B =6 . Tlmselt on iga Gn
linesarne alamruum (tdestada!). Kui B% 'x =@, siis
B = B(B® Yx) =@ ja seega G 1€ G-

Oletame vﬁitevas?aaelt, et homogeenne vorrand Bx =@
omab mittetriviaalse lahendi x, (Bxy =6, x, # €) ning
moodustame elementide jada Xys Xy eee 5 Xy vy kus
x, on vorrandi Bx = x, lahend (eelduse kohaselt see ek-
sisteeridb), xq virrendi Bx = x, lahend jne. Seega
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= i = Pl
sz—xl,Bx3-x2,...,an-n_l,....KunaB" =

= Bn-Z(an) = Bn—2xn_1 = ...=Bx,=x # 8, siis xn¢

¢ G _;. Teiselt poolt aga ann = Bx; =0 ja seega

X, € Gh' Jarelikult Gn-l kujutab endast ruumi Gn péarig-
alamruumi.

Kasutades niiiid varem t8estatud lemmat (vt. II ptk.S$4)
nieme, et iga n korral leidub punkt Io € Gn nii, et
|ynl =1 Ja lyn =xf sl =& Aga X E Gn-l puhul. Kuna
niissadud jada {y#} on tdkestatud, siis jada {Ayh} peab
olema kompaktne. Kuid

ATne1 = ATy = Tpep ~ (Bipyp * T, ~ BT,),

kus x = By, .+ ¥, ~.By, € Gy, (sest Bl o

= B*P + Bn"'P-lyn - n+pyn =0) ja seegall Ay . - Aynn &

Tn+p n+p

=|yn+p- xll> 1 - &. Jirélikult ei sas jada {Ayn‘, sisal-
dada iihtki koonduvat osajada, mis on aga vastuolus tema
kompaktsusega.

Teoreem 2. Homogeensel vorrandil x - Ax = @
saab olla vaid 16plik arv lineaarselt sdltumatuid lahen-
deid, Sama palju lineaarselt sdltumatuid lahendeid on ka
homogeensel kaasvdérrandil.

Tdestame vaid esimese viite. Oletame viite-
vastaselt, et leidub 1ldpmatu jada lineaarselt sdltumatuid
lshendeid:
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X, = Ax, 4 et e R
Jja moodustame hulgad Dn ={dezk}, mis kujutavad endast
K= 14

lineaarseid alamruume (tdestada!). Ilmselt D,y € D,» kus-
Juures on tegemist périsalamruumidega, sest niditeks X, €
€ D, kuid xn¢ D,_,- Rakendades jédlle &sjakasutatud lem-
mat ndeme, et leidub element Y, € Dn nii, et Iynl =L
Ja Iy, -yl>» 1-¢€ iga ¥ € D,_, puhul. ‘Hulk {yn} on
tokestatud ja seega peab . {Ayn} olema kompaktne., Et aga
Ay = ¥,» siis peab ka fyn} jarelikult kompaktne olema.

See pole aga vorratuse ly - ynl ? 1 - & t3ttu viima-

n+p
11k, millega viide on tdestatud.

Teoreem 3. Kui antud vorrand on lahenduv iga
vabaliikme puhul, siis on seda ke kaasvdrrand ja vastupidi
(tBestuseta). :

Teoreem 4, Teist liiki vorrand x - Ax = §y
on lahenduv siis ja ainult siis, kui gy =0, kus g on
vorrandi g - A*g =©* mistahes lahend.

T0estame jéllegi vaid tarvilikkuse. Olgu an-
tud vdrrand lahenduv, s.t. leidub element x € X nii, et
X - Ax = y. Rakendades sellele vordusele funktsionaali g,
mis rahuldab vdrrandit g - A*g =6*, saame

gx - gAx = gy
gx - A'gx = gy
A'g)x = gy

(g
0 =gy, mo.t.%t.
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Margime 13puks veel, et toodud teoreemide kehtivuseks
pole operaatori A tédielik pidevus mitte tarvilik, veaid
ainult piisav.



IV peatiikk
MITTELINEAARSED OPERAATORID

§1. Harilik iteratsioonimeetod

Vaatleme vorrandit
% = PORY,

kus y = P(x) on operaator (iildiselt mitte lineaarne)
meetrilisest ruumist X iseendaése. Selle vérrandi lahen-
dit x* nimet. sageli ka operaatori P piisipunktiks (sest
operaator P jétab selle punkti ruumis X 'paigale). Ope-
raatori piisipunkti olemasolu tdestamiseks ja tema léhis~-
véadrtuste praktiliseks leidmiseks kasutatakse sageli nn,
harilikku iteratsioonimeetodit., Meetod seisneb selles, et
ldhtudes mingist elemendist x, € X moodustatakse jada

x = P(xn_l) & N B B R
ning toestatakse, et 1lim X x*, Sealjuures osutub, et
viimast vordust (iteratsioonimeetodi koonduvust) saab md-
nikord tdestada ka aprioorselt, s.t. jada {xn} praktili- .
selt leidmata. Selline vdimalus on eriti oluline muidugi
siis, kui on tarvis tdestada ainult plisipunkti olemasolu
(ilma teda praktiliselt leidmata). Annamegi Jérgnevalt. iihe
lihtsaima tunnuse plisipunkti olemasoluks ja iteratsiooni-
meetodi koondumiseks.

v

Oeldakse, et operaator P rshuldab hulgas D< X

Lipschitzi tingimust kordajaga q, kui iga x',x" € D
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korral

P(P(x"),P(x")) € qg(x',x").
Kui see tingimus on rahuldatud kogu ruumis (D = X) ja
qQ < 1, siis operaatorit P nimet. lédhendamisoperaatoriks
(sest operaétori rekendamine védhendab punktide vahelisi

kaugusi).

Teoreemn. Tdielikus meetrilises ruumis omab iga
léhendamisoperaator ithe ja ainult iihe plisipunkti, milleks
koondub hariliku iteratsioonimeetodiga arvutatud ;jada( xn}
mistahes algldhendi x, € X korral.

T 6estus. Koigepealt on lihtne veenduda, et ja-
da xn} on fundamentaalne. Tdepoolest, vorratust

@(xm_l,xn) = Q(P(xn),P(xn_l)) < q?(xn,vxn_l)
korduvalt rakendades saame

?(xn_,_l,xn) P q§>(xn,xn_l)é ng(x —l’xn—2) & ek

€ alr ;) = g,
kus d = ?(xl,xo) on algléhendiga X midratud konstant.

Seega

?(xnﬂl’xn)é ?(xn+i’xn+i-l) e +$9(xn+1,xn)<

P 5 n
n+i=-1 R Nl d
< q d+ .00t qd=d4aq 1———9—_q<—1-9—_q—-)0,
kui n —eo iga i pubul. Ruumi X tdielikkuse tdttu ek-

sisteerib jarelikult piirelement x* = 'Z‘Lim'xn. Néitame, et
" o *
alglédhendist X, sdltumatult on x* operaatori P piisi-
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punkt, 8011033 arvutame kauguse

P (x*,P(x*)) € P(x*,x ) + p(x ,P(x*)) =
-?(x‘,x ) + 9(P(xn_1),P(x‘))< f(x‘ .xn) + q?( _l.x‘).
Kuna natursalarv n on siin suvaline, siis kiillalt suure
n puhul saab meie v3rratuse parem pool viiksemaks igast
etteantud arvust. See aga téhendab, et ;a(x' P(x*)) =0
ebk x* = P(x*).

Lopuks tuleb veel veenduda plisipunkti ainsuses. Kui
oletada, et leidub element y* € X nii, et y* = P(y*),
siis

Px*,5*) = p(2(x*),P(y*)) < ap(x*,57*),
“millest
= q)ke(x',y') < o,
ehk @(x*,y*) = 0 Ja seega x* = y*. Teoreem on t3estatud.

Egitatud tdestusest voib lihtsalt sagda veel valemi
selle vea hindamiseks, mille me teeme, kul loeme elemendi
X, plsipunkti x* 1ldhendiks. Nimelt lastes vamtusgs.
millest jidreldus jada {xn} fundementaalsus, i-—+ee, saame

f(x',xn)‘ T(l;l::ﬁ .
Toodud teoreem on muuhulges rekendatav ke lineasrse
vorrandi
‘ x=Ax+y
' pubul Banachi ruumis. Siis P(x)
¢ (P(x!),P(x") = IP(x*) - P(x)

Ax + y Ja
lax' - ax™ | <

16 U..Kaasik
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< Az - x| = (alp(x',x").
Seega voib kordajaks q Iipschitzi tingimuses valida ope-
rastori normi WAl ning harilik iteratsioonimeetod on ra-
kendatav juhul lAl< 1.

Opersatori pilisipunkti olemasolu kindlakstegemiseks on
esitatud teoreem kasutatav ainult siis, kui leidub niisu-
gune tdielik meetriline ruum, milles vaadeldaval operaato-
» ril on parajasti iks pilisipunkt (s.t. milles see operaator
osutub ldhendamisoperaatoriks). Praktikas pole aga sell\ise
ruumi konstrueerimine sageli lédbiviidav. Sellepédrast on
piiitud leida pdrgemaid tingimusi, mis garanteeriksid ope-
iaatori plisipunkti olemasolu (vdi iteratsioonimeetodi
koondumise). Selliseid tingimusi on saadud peamiselt topo-
loogia meetodite kasutamise tulemusel (Schauder, Tihhonov
jt.), mist3ttu me nende lihemal kéisitlemisel kiesolevas
kmésuses ei peatu.

§2. Arvulise argumendiga

operaatorid

Vaatleme operaatorit x(t) resalarvude ruumist Rl
Banachi ruumi X. Selliste opersatorite juhule on lihtsalt
ﬁldisfatav-ad matemaatilise analiilisi pdhilised tehted: dife-
rentseerimine ja integreerimine.

Opersatorit x(t) nimet. punktis t diferentseeru-
vaks, kui eksisteeridb piirvédrtus
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un Xt + 46) - x(8)].

Seda piirvédrtust nimet. sel juhul operaastori x(t) tule-

_tiseks (punkbis t) Ja tihist, x'(t) vot 2 x(t).
Lihtne on veenduda diferentseeruva operaatori pidevu-

ses. TGepoolest, kui kehtib vdrdus

x' (%) = lin Z}_:[x(t + M) - x(8)],
siis
x' (%) = Z%.[z(y + A6) = x(t)] +o((t,4t),

kus lim&(t,4t) =6 . Seega
At-0

dlii_;lox(t + At) = }ti.:Jx(t) + ' (B)A6 - «(t,4 t)4t] = x(t),
s.t. operaator x(t) on punktis t pidev.
Tédlesti tavalisel viisil tGestatakse diferentseerimi-
se reeglid
[x(t) +y(e)] " = x (%) + y(8),
[Ax()] ' =2='()

(sdnastada ja tdestada!). Korrutise diferentseerimise reeg-
1i saab tGestada muidugi vaid siis, kui on defineeritud
ruumi X elementide x pidev, distributiivme ja skalaari-
ga korrutamise suhtes kommuivatiivne korrutamine vasakult
(vdi pa.remalt) mingi teise Banachi ruumi Y elementidega
Y. Sel juhul (t3estada!)

[y®)x(8)] ' = 7' (t)x(t) + y(t)x' (%)
ning analoogselt :

[x(6)3(6)] * = x* (£)y(t) + x(t)y* (t).



e

Erijuhul, kui element y & Y on konstantne, omandab

esimene valem kuju
o [yx()] = yx ().

Nidide. Olgu A€ (X—7Y). Siis on "korrutamine"
Ax(t) ndutud omadustega ja
: [ax(£)] ' = Ax'(%). ,
‘Kul aga opersator A s3ltud parameetrist t Jja element
x on konsbantne, siis

[at)x] = At (6)x.

Korgemat jérku tuletiste, samuti aga ka mitme arvuli-
se argumendiga operaatori osatuletiste definitsioonid ja
pdhilised omadused on matemaatilise amaliilisi kursusest
peagu muutusteta ildistatavad (vb. [1] k. 279 33.).

Arvulise argumendiga operaatorite juhule on iildista-
tav ka ndit. Riemanni integraali m3iste. Olgu operaator
x(t) midratud 18igul [a,b]. Jaotame selle 13igu osaldi-
kudeks punktidega a = t°< t1< N t,=b Jja moodus=-
tame summa =
2 =Ty - By,
kus T, ¢ [tk_l,tk] on suvaliselt valitud punktid. Kui
see summa omeb n:x(tk— tk_l)-') 0 puhul (tugeva) piir-
vaddrtuse sdltumata alajaotustest ja punktide "l'k vali-
kust, siis nimet. operaatorit x(t) integreeruvaks ja se-
da piirvidrtust (Riemanni) integraaliks opersatorist x(t)
(rajades a-st b-ni), mida t&hist.
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b
Ix(t)dt.
Suhteliselt mtsal': saab veenduda, et operaatori
x(t) pidevus on piisav tema integreeruvuseks (t3estus
vt. nait, [1] 1k, 285 33.).
Defineeritud mtograa]_ue on lihtne {ildistada tavali- -
se Riemni integraaili pahilm omadusi (mwms

i f[x(t) + y(t)]dt r f x(t)at + f;r(t)dt- :
rhx(t)dt »]x(t)dt.

3° kui on defineeritud ruumi X elementide pidev,
distributiivne ja skalaariga korrutamise suhtes kommutatiiv—
ne korrutamine (vasakult) ruumi Y elementidega, siis
konstentse y € Y korral b

Syx(t)dt =y jx(t)d‘c,
b

3 lj'z(t)at I < fl\x(t)l\c.,,
kus varluse ‘paremal poolel on tavaline Riemanni integreaal.
5° EKui operaator x(t) omab 13igul [a,b] pideva

tuletise, siis kehtib Newton-leibnizi wvalem
b
fx'(t)d*b = x(b) - x(a).
a
Tdestuseks rakendame vaadeldavale integraa-

lile mistahes pidevat lineaarset funktsionaali f € X*.
Siis omaduse 3° (ja tuletise analoogse omaduse) kohaselt
b b

b &
e [fxr(t)ae] = [rxr(v)at = [[ex(s)] as.
a a a
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Siin on aga fx(t) tavaline reaalmuutuja (pidevalt dife-
rentseeruv) funktsioon ja seega kehtib tema puhul Newton-
Teibnizi = valem: '
[[fx(t)l 'at = £x(b) - £x(a) = £[x(b) - x(a)].
J‘a‘relikult iga be X* korral
f[ix'(t)dt] = £[x(d) - x(a)],

millest jéreldubki (vt. III ptk. §8) tdestataw vdrdus.

6° Rui operaator x(t) ja reaalmuutuja funktsioon
g(t) on 13igul [a,b] pidevalt diferentseeruvad, siis
kehtib ositi 1ntemerim1'=e valem

Ig'(t)x(t)at - s(t)x(t)' - Jetox ras.

Toestus on tédiesti analoogiline eelmisega (1ldbi viial).

§3. Operaatori tugev Ja ndrk
diferentsi_aal

Olgu niiid y = P(x) operaator mingist lineaarsest
nomee;.-itud ruumist X lineaarsesse normeeritud ruumi Y.
Tuletise moiste iildistamisel sellele juhule tuleb kasutada
veidi teist teed kui arvulise argumendigae operaatori puhul,.
sest jagamine argumendi kasvuga pole igas ruumis teostatav.
Sellepédrast defineerimegi operaatori P(x) diferentseeru-
Vuse analoogselt mitme muutuja funktsioconide diferentseeru-

Vusega matemajbilises analiilisis,

S
Operaatorit P(x) nimet. kohal x diferentseeruvaks,
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kui leidub selline pidev lineaarne operaator Lxé (> YY),
et :
P(x +4x) - P(x) = Axdx +o (x,4%),

x,4%) _ - z =
kus ajfi‘-.o ~ g O'. Elementi A;AX € Y nimet. operaato

ri P(x) tugevaks (ehk Frechet') diferentsiaaliks kohal
x kasvuga dx ja tihist. dP(x,dx). Opersatorit A_ ni-
met. vastavalt operaatori P(x) tuletiseks kohal x ja
téhist. P*(x). Seega

dP(x,dx) = P'(xMx.
Ilmselt on operaatori pidevus tema diferentseeruvaseks
tarvilik (pdhjendada!).

Néitame, et operaatori tuletis on toodud definitsioo-
~ niga iliheselt mddratud. Selleks oletame, et leidub veel ope-
raator B, € (X=>Y) nii, et

P(x +4x) - P(x) = BxAx + /3(x,Ax),

X AX) . 1 e = c
m.}}.‘.‘,{,ﬂl_déﬁ_ =@ "', Téhistades Ax B, = cxc (X—7)

saame siis dex = p(x,4x) - (x,4x) ja seega

C dx
=9'.
Mok TAET
Meie viite t3estamiseks tuleb ndidata, et [C_| = O.
Oletame viitevastaselt, et leH > 0. Vastavalt etteantud

arvule lcxl >& >0 leidub siis element x € X nii, et
x

o

|Cxxoll > (ke ll - e x | . Moodustame elemendid x = =

Et X, = nx , siis viimane vorratus omandadb kuju
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nfc x [ > adlc !l - € )lxnll,
ehk :
I—l%‘ﬁ-l-' >lel -£> o
Sellest tulemusest nihtub, et li'l'zﬁi #0', kuigi
Aim x = 6. Tekkinud vastuolu tdestabki, et IC | = 0 ja
operaatori tuletis on seega ilheselt midratud.

Erdijubul, kui P(x) = Ax on lineaarne operaator, saa-
me iga x € X puhul ’

A(x +4x) - Ax = Adx..
Seega o (x,4x) = 6' ja A' = A igas punktis x € X: pide-
va lineaarse operaatori tuletis on vdrdne opei-aatori endaga
(s3ltumata vaadeldavast punktist).

Operaatori P(x) diferentseeruvuse saab defineerida
aga ka arvulise argumendiga operaatori diferentseerimise
kaudt. Selleks fikseerime elemendid x ja dx (€ X). Siis
P(x + tdx) = y(t) on arvulise argumendiga operaator (ruu-
URED g

Operaatorit P(x) nimet. kohalb x ndrgalt diferent-
seeruvaks, kul eksisteerib tuletis :

' - y = b3 o
7'(0) = 2 P(x + tdx)lt:o- }i%-f[?(x + t4x) - P(x)].

Elgi!gz;fi y'(0) € Y nimet. sealjuures operaatori P(x)

ndrgaks (ehk Gateaux') diferentsisaliks kohal x kasvugs
dx ja téhist. DP(x,AxY. Opersatorit, mis seab elemendile
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dx € ¥ vastavusse elemendi DP(.x,Ax) € Y, nimet. operaa-
tori P(x) ndrgaks tuletiseks ehk gradiendiks punktis x
(téhist. P;). Ilmselt on gradient homogeenne operaator
(pShjendadal).

Teoreemn 1. Kul operaator omadb tugeva diferent-
sisali dP(x,4x), siis omab ta ka ndrga diferentsiaali,
kusjuures DP(x,4x) = dP(x,4x).

T3 estus. Tugeva diferentsiaali olemasolu korral

P(x +4x) - P(x) = aP(x,dx) + A(x,dx),

xus 1im XXX) _ o1 pixgeerides kasvu Ax on 1lim tdx=
Ax~o 14x1 t=0

= @ ja tugevalt diferentseeruvuse tingimuse v3ib kirjuta-
da kujul
P(x + t4x) - P(x) = dP(x,tdx) + (x,tdx) =
= tdP(x,dx) + o(x,t4x),

kus tl_i.né-d%-ﬂ-%-)- =@'. Siis aga

et + tho) - P(x)] = ap(x,tx) + EXsbhx)

millest ndemegi, et vajalik piirvddrtus eksisteerid, kus-
Juures
DP(x ,4x) =t];’inol%[P(x + ox) - P(0] = ap(x ).
Norgalt diferentseeruv operaator ei ole {ildiselt tu-
gevalt diferentseeruv, kiill aga kehtib

Teoreem 2., Kul operaator P omab punkti x
mingis limbruses ndrga diferentsiaali, mis on pidev nii x

17 U. Kaasik
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kui ka 4 x subtes, siis omab see’operaator tugeva dife-
rentsiasali, kusjuures dP(x,4x) = DP(x,Ax).

T3estus., Koigepealt nditame, et tehtud eeldus-
tel on operaatori ndrk tuletis pidev lineaarme operaator.
Selleks tuleb veenduda vaid tema aditiivsuses, s.t. et

pP(x,Ax +4x') = DP(xAx) + DP(x,Ax").
Kuna .
DP(x + tdx,4x) = d—:'P(x + thx + t'Ax)'}t.eo' =

d 4
- P t+ b oy = — P : 38
rrmeriaat £y i el s S Px+ iz

siis (vt. 5° §2) ~

2 p(x +TamAT = [ DP(x +Tdx,dx)ar=
0

-+

P(x + tdx) - P(x) =

= tDP(x,Ax) + |[DP(x +Td4x,Ax) - DP(x,4x)] a7,

OO —

Analoogselt

P(x + t@x +4 x')) - P(x + tAx) = tDP(x,4x') +

t
+ “:DP(x + tdx +T4x' 4x') - DP(x,4x')]aT
2 A

ja

P(x + t@x +d4x')) - P(x) = tDP(x,4x + Ax') +
¢ h

+ ‘[m(x +T@x +4x'),4x +Ax') - DP(x,4x +4x')] a4t
o

Kuna DP(x,Ax) on eelduse kohaselt x jérgi pidev,
s8iis valides suvaliselt € > O on kolme viimase integraa-
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11 integrandide normid kiilllalt véikese t > O korral
(siis O T £ t) vdiksemad kui %’-«E. Seega nende integraa-—
lide (jérgnevas tihistame neid liihiduseks simbolitega ¥,,
7> ja 33) normid on vdiksemad kui % t.

Lehutades viimase vdrduse kahe eelmise summast saame

0 = tDP(x,4x) + tDP(x,4x') - tDP(x,Axtdx') +

. 2 yl > y2 o y3.

Jérelikult
[oP(x,4x) + DP(x,Ax') - DP(x,dx +4x)l = %:lyl*' Yoo 73u <€,
millega ndrga tuletise aditiivsus on tGestatud ja
ibtlasi P! € (X->Y). TSestame niiid, et P! = P'(x), s.t.

et
P(x +4x) - P(x) = DP(x,Ax) + o(x,4x),

kus 11! v('x xf =@Q'. Tdepoolest,

P(x +4x) - P(x) = DP(x,Ax) +
- I[Dp(x + t4x,Ax) - DP(x,Ax)]dt,
0

kus
op(x + tdx,4x) - DP(x ) = IPL ¢ 4dx - x|l =

= M(PL pax~ PRI < IPL g PrlldxN
Ja Py pidevuse téttu x Jjargi

- prl =
Aii:al x+tax lel

Teoreedon tdestatud. 2
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§4, Poliilineaarsed operaatorid

0lgu X;,X,, ... ,X, sdltumatult muutuvad elemendid
ruumist X. Kui nende muutujate igale valikule on-iihesel
viisil seatud vastavusse mingi element y ruumist Y,
siis geldskse, /et on defineeritud n ‘argumendi operaator
ruumist X ruumi Y Ja kirjutataskse niditeks

y = P(x.l Xy eee ,xn). Jirgnevas me vaatleme ainult juhtu,
mil X ja Y on lineaarsed normeeritud ruumid. Sel ju-
bul n argumendi operaatorit F nimet. poliilineaarseks

ehk tépsemalt n-lineaarseks operaatoriks, kui ta rahuldab
tingimusi:.
1° F on aditiivne iga argumendi suhtes, s.t. iga
=12y 53. o puhygl

L e 2Xj_q0%] + XY, E T ,xn) =

= FlXys e X5 70X 5% 00 oo X, ) +

+

F(xl, ,xi_l,x;,xi+1, ,xn);

2° P on tékestatud, s.t. leidub konstant M > O
nii, et iga X19%X5y eee ,xne X puhul
lr(xl,xz, ,:Fn)ﬂ < Mlxllllle v lxnll 5
Tingimustest . Jja 2% Jjéreldub n-lineaarse ope- :
raatori pidevus kdikide argumentide jérgi. TGepoolest, kui

({4 ; K)
X, =X, (1= 1,28, <iv-8), 8118 Ix(i—-» xll— 0 Ja
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®) (¥ )
"F(Il Xy g eee .xr.(1 ) -IF(xl,x e ,xn)"'=

x) ) (x)
e 'F(xl = xl’ 22 -~ 22, ese .xn = xn)n <

(K) .(®) Ly
£ Mlxl = xlﬁ "xz— x21| len - xnll -0,

s.t.
e ®) " (®) (x)
F(Xl 1X5 5 ees HX )—’F(xl’xav oo 'xn)'

n
Kui n-lineaarses operaatoris fikseerida mingid n - 1
- Sy ERESE SRS
BEEWINUL X R Xy e R T Wiy Ty T Tyagweei
x, = g, siis sesame tavalise operaatori vabaks jddnud ar-
gumendist x,3 :
o
F(xg, ,xigl,xi,xigl, e ,xn) ~ Fixi'
Ilmselt on Fi aditiivne ja ttkestatud (sest
Il Fixill £ Mlxgll o .Ixiflll llxiglﬂ sl xg I+ lixsl ) ning seega ka
homogeenne: :
FAx; = AF;x, .
Siit aga jédreldub vahetult, et n-linesarne operaator

on homogeenne iga oma argumendi suhtes:

PO %) 2%, S ,hnxn) =22, ...AnF(xl,x R ,xn).
Samuti nagu lineaarsete operaatorite puhul kasutame
ka n-lineaarsete operaatorite jaoks edaspidi lihtsustatud
kirjutusviisi, kirjutades F(x),x,, ... X ) asemel
Fxlxz...xn.
n-lineaarse operaatori norm ||Fll defineeritakse vdr-
dusega
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UWFll = sup IPx.x, ... x Il
o e S
_ Ilmselt on niidefineeritud norm véhim arv, mis rahuldab
vorratust
|
IPxyx, ... x| € KRNl Il ... Ox

iga XX, +eo X, € X puhul (tdestada!).

Defineerides n-lineaarsete operaatorite vdrdsuse,
liitmise ja skalsariga korrutamise tavalisel viisil, kuju-
tab kdikide n-lineaarsete opersatorite (ruumist X ruu-
mi Y) hulk endast lineaarset normeeritud ruumi., Kui n-
linesarses operaatoris fikseerida iiks argumentidest, siis
sasme ilmselt (n - 1) -lineaarse operaatori jne. Sellepé-
rast on n-lineaarsete operaatorite ruumi loomulik t&his-
tada siimboliga

=2 (X ., > (XT=>TFL. )

~
n

Monikord kasutatakse siin ka lihtsustatud simbolit
(x®— 1),

mille digustamiseks tuleb aga selgitada simboli X~ té-

hendus (sellel me kdesolevas kursuses ei peatu).

Téhbsa alamruumi n-lineaarsete operaatorite ruumis
moodustavad nn, _s_i_{glg_eetriliaed n-lineaarsed operaatorid,
mis rahuldavad tingimust: -

33 B X, oon X vadrtus ei muutu argumentide mista-

hes permuteerimise korral.

Sageli tuleb ~n-lineaarsete operaat&rite rakendamisel
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tegemist teha juhuga, mil k3ik argumendid on vordsed: Xy =
=Xy = oeee = X, = X. Sel juhul kirjutatekse Fxx...x ase-
mel enamasti ldhidalt Fx". Uldsust kitsendamata v3ib siin
eeldada, et -P- cnzxuﬁmneetriline-. Tdepoolest, kui F ei

ole simmeetriline, siis defineerime uue n-lineasarse ope-

raatori

Lok
6x X, .. X = ;TZ_’H,E ceeXy
kus summeerimine toimub ile k3ikide permutatsioonide in-

deksitest 11,12, voe ,in. Tlmselt on G slUmmeetriline,

ning
Gxx...x = Fxx...x = FX°.

. Uhe argumendi opersatorit Fx" nimet. (n-ndaks)

astmeks. Astet iseloomustavad jérgmised omadused:

1) P@x)® =2A"R";

2) IR < IFHIxE®;

3) Paxspy)® = ‘Zno (i‘)hn-ifil?x,; T8 D ATITE £
Neist easimesed kaks omadust on ilmsed, kolmas aga téesta-
takse pohimdtteliselt samuti nagu v?atav valem (Newtoni
binoomvalem) algebras (tdestada!

Kui on an';md jada poliilineaarseid operaatoreid {Fn}’
kus indeks n = 1,2,... téhendadb iihtlasi operaatori argu-
mentide arva, siis ¥v3ib plistitada kiisimuse (ruumi Y ‘ele-

mentidest moodustetud) rea

p e > 3

n=1q
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koondumisest. Niisugust rida nimet. argumendi x suhtes
astmereaks. Lihtne on néha, et koos elemendiga x sisaldad
selle rea koonduvuspiirkond ka kdik elemendid kujul A x,
kus -1< A < 1, Osutub aga, et astmerea koonduvuspiirkond
ei ole iildiselt sfddr ega isegi mitte kumer hulk.

§5. KSrgemat Jjéarku tuletised.
Anagalititilised operaatoriad.

Definitsiooni kohaselt on operaatori y = P(x) tule-
tis P'(x) ruumi (X-»Y) element. Sama simbolit P'(x)
kasutame aga ka selle operaatori tédhistamiseks, mis antud
P puhul seab igale elemendile x (operaatori P dife-
rentseeruvuse piirkonnast) vastavusse pideva lineaarse ope-
raatori P'(x) ¢ (X—=7Y). Sée operaator (ruumist X ruumi
(X—7Y)) pole enam iildiselt lineaarne ja vdib plistitada
kiisimuse tema (Frechet') tuletise leidmisest. Operaator
P'(x) on kohal x diferentseeruv teatavasti siis, kui
leidub selline pidev lineaarne operaator

Py € (X~ (X X)),
et
P'(x +4x) - P'(x) = P"(x)x +«(x,4x),

kus (element) o« (x,4x) € (X —>Y) rahuldab tingimust

d(x,4x) _
Alxige MAaxh s
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Operaatorit P"(x) nimet. operaatori P teiseks tuleti-
g88ks (ehk teist jérku tuletiseks) kohal x. Seega ope-
raatori teine tuletis on bilineasrne (2-lineaarme) operaa-
tor. Néditame, et ta on ka siinmeetriline, s.t. et
P"(x)dxfx' = P"(x) x'x.

Kuna tugev diferentsiaal on iihtlasi ka ndrgaks dife-

rentsiaaliks, siis
C P(xMxdxt = g Pr(x + w0

Ja -
P"(x)Mx'Ax = a—%,P'(x + t'Ax’ Mx,t,“ .
Rakendades tuletise puhul veel kord sama valemit saame
P'(x + t4x)Ax' =. 31;, P(x + tdx + t'Ax')It,=o
Jja
P'(x + t'4x")4x = ,a% P(x + tdx + t4x')| Sac
Seega 2
P*(x)Axhx"' = a—ta,—a; P(x + thx + t'Axl)ltz-t':o :

" (x)4xUx

2
3‘1:%5"’ P(x + tdx + t'A_x')It=t'=°

Ja teise tuletise pidevusest jdreldubki vajalik siimmeetria.
Analoogiliselt defineeritakse ka kdrgemat jarku tule-
tised ja ndidatakse, et
~m
Pl e X @E—... >(X~1)...)
on siimmeetriline n-lineaarne operaator. Sealjuures saadakse

valem

18 U. Kaasik
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=,,.=% =0 ,

K=1 n

s, . fx e el Bxe > tyn,)|
x)Ax sz x+

: x2 n 'bla peeeOly tl
mille parem pool kujutab endast operaatori P(x) ndrka
n-jérku diferentsisali kohal x kasvudega Ax,, .. .Axn
(seda tdhist. ka siimboliga D"P(x; X, ees s X)), Viimase

vorduse vasakul poolel oleva tugeva n-jérku diferentsiaa -

liga on ndrk diferentsisal vdrdne jillegi vaid siis, kui
ta eksisteerib punkti x mingis limbruses ja on pidev kdi-
kide oma argumentide suhtes (s.t. kui P on n korda tu-
gevalt diferentseeruv).

Operaatorit P(x) nimet. punktis x, analiititiliseks,
kui ta omab selles punktis igat jéarku tuletised ja on punk-
t1i X, mingis limbruses esitatav astmereana

P(x +dx) =ZF]!= Pm)(xo)Ar“,

kus P(O)(xo)dxc’ = P(x,). Seda rida nimet. ‘operaatori P
Taylori resks punktis X, Oeldahe, et operaator .on ana-
liilitiline hulgas D, kui ta on analiilitiline igas punktis
x°€ D. Saab tGestada, et operaator on hulgas D analiiii-
tiline siis Jja ainult siis, kui ta omab selle huliga igas
punktis kGiki jédrku tuletisi ning leiduvad konstandid o
ja P nii, et iga x€ D puhulb

1PVl < nwp?  (n=1,2,...).
Praktikas on sageli tarvis asendada analiiitilist ope-
raatorit tema Taylori rea osasummaga. Sellise asendsmise
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puhul peame aga oskama hinnata tehtavat viga. Tuletame-
gl jargnevalt avaldise analiilitilise éperaatori Taylori rea
jaakliikme jaoks.

Kul P on punktis X, tugevalt diferentseeruv, siis
teatavasti (vt. §3) \

P (x g+ t4x)Ax = E% P(x, + t4x).
Analiiitilise operaatori jaoks sasme iga n puhul samuti
valemi
W(x + tAx)AX" = :1-4 I?-u(x + t4x)Ax*",

Newton-Leibnizi valemi (vt. 5° §2) kohaselt

fP'(x + tAx)Axdt = j
ehk

d
T P(x + tdx)dt = P(x + 4x) - P(xq),

L
P(xo+11x) = P(xo) - bfp'(x°+ tdx)4xdt.

Kasutades niiiid ositi integreerimise valemit (vt. 6° §2, kui
se?l votta g(t) = t - 1) saame

SP'(XO"‘ t4x)Axdt = (t - 1)P5(x°+ tAx)Ax‘ +
o 1 o
- )4 pr -
¥ 5)(1 t)dt P'(x + tix)Axdt =
P'(x )Ax + 5(1 - B)P(x + tAx)Ax%at.
£

Saadud integraali integreerime jdlle ositi (niitid
8(8) = - 3 - ©):

1
j’u - BP"(x ¢+ t8R)ARaL = - 3(1 - ©)%Pn(x + tAARY 4
&)

=

1 - ©)%2 Pr(x + tA0Aas = 1 Po(x Mx®

Nll-‘
Q&
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+ %{(1 ~ t)ZP"(x°+ tlx)Axat jne.

Asendades kdik need tvlemused esialgsesse vdrdusesse
saame valemi

P(x°+dx) = P(x ) + P'(xoldz + %— P"(xo) B

1
cio # —r r (x U+ L T g(l - t)an“()xof- t4x)x" at.
Siin integraal
Ry, (x,) = I(l - (x B tAx)Ax“"'ldt

kujutabki vajalikku avald.ist jaakliikme jaoks. Kui Snnestub
leida hinnang
™ x + Az
Roey M 1P Go e
(analiilitilisuse puhul on see alati voimalik), siis jadk-
liikme normi hindamiseks saame valemi (vt. 4° § 2)

; 3

3 n+l n - | n+l

ﬂPh+1(x°)l( < = i Mn*l-lle“ g(l‘t) dt m’—; Mn+1'Axl .
§6. Teoreem ilmutamata

ope-raatorist

Vaatleme kahe argumendi pidevat operaatorit
F(x,y) = % € Z,
kus x€ X ja ye€ Y. Elementide paari (x,y) vdib siin
vaadelda kui ruumide X ja Y otsesumma X + Y elementi.
Kui viimases deﬁ.néerida norm niéiteks vdérdusega
I(xygsy = xly + Il iy o
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siis X + Y osutub lineaarseks normeeritud ruumiks (tSes-
tada!).

Kui fikseerida iiks argumentidest, nditeks x, siis
F(x,y) osutub tavaliseks operaatoriks ruumist Y ruumi 2
ning tarbekorral v3ime arvutada tema tuletise (kui see ek-
sisteerib)

F}(x,y) € (Y—12),
mida nimet. ke osatuletiseks argumendi y Jérgi.
Jirgnevas eeldame, et X = Z Jja vaatleme vOrrandit
F(x,y) =6.
See vorrand annab (1ilmutamata kujul) teabud seose elementi-
de x€ X ja y€ Y vahel ning loomulikult kerkibd kiisi-
mus: millal on éeb seos vidljendatav tavalise operaaterigs,
s.t. millal eksisteerid opersator y = P(x) ruumist X
ruumi Y nii, et F(x,P(x)) =® iga x€ X korral? Vas-
tuse sellele kiisimusele annabd

Teoreem 1. Olgu tédidetud tingimused:

1° F(x,,7,) =63 A

2° punkti (x,,7,) {mbruses omsb F(x,y) pideva osa-

tuletise .F;(x,y);.

3° eksisteerid pédrdoperaator [f;(xo.yo)]'l.

Siis leiduvad arvud d >0 Jja 9> O ning pidev ope-’
rastor y = P(x), mis on mddratud sféédris |=x - xoﬁccf .

nii, et:
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a) P(x) =33

b)) kui [Ix xollécs\ , siis F(x,P(x)) =6;

¢) kui lx - xollsé‘ , ly - yollﬁ‘q ja Mx,y) =6,
siis y = P(x).

TSdestuseks kasutame harilikku iteratsiooni-

meetodit. Selleks tuleb ainult vérrand F(x,y) =@ teisen-
dada enne sobivale kujule.

Teatavasti (vt. III ptk. §7) normeeritud ringis
poordelementi omava elemendi lédhedased elemendid omavad sa-
muti péordelementi. Seega kui (x,y) asub .(xo,yo) tmbru-
ses (llx - x I € Jo’ ly - v I<7,), siis eksisteerid
[F‘,',(x,y)l—l-

Téhistame . x = x, + h,y=3, +k, fikseerime h ja
otsime vorrandi
1 F(x°+h,yo+k)=0

lahendit kujul k = K(h) (siis y = P(x) = P(xo + h) =

=3, * K(h)). Rakendades selle vorrandi mdlemal poolel ope-
-1 . .
raatorit -[Fs',(xo + h, yo)] ja liites elemendi k saa
me vorrandi
_l o
k - [F}(xo +h, y)] F(x, + b,y +k) =k,
ehk
¢ mp =x,
kus
-1 4
P k) = x - [Br(k, + ny )] FCx, + Byy, + X =
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-~[F' I h,yo)]-l F(xo + s+ k) - F‘)',(xo + h,yo)k 3
Valides algldhendi k 4 =@' arvutame
k, =P1,0M, k =Pk, ... .
Teatavasti (vt. §1) see jada koondub vdrrandi lahendiks,
kui on tédidetud Lipschitzi tingimus kordajaga q < 1. Kor-
daja q leidmiseks arvutame vahe

P,k -Pa,x") =
= [F&(x,yo)l-lfF,!,(x,yo)k'— F(x,y, + k') -

- F'(x,y k" + F(x,y + k")] = [F'(x,yo)]-l,
[y et k) - SF'(x,y + k" t(k'- k")) (k'- k")at] =
=[Fy(x,7, )] 1J[F'(x,y ) = By(x,3 +k"+t(k'-k"))] (k'- k")t .

Kuna F& .on eelduse kohaselt pidev, siis
€ = mgx “F}(x,yo) - F}(x,y°+ k" + k- k")) | .
" saab kuitahes vdikeseks, kui vaid Ilk'l\S’rz < Mo ja
uk"lls"qg Mo, on kiillalt viikesed. Seega
NP n,k') -dn,xm| < Melk'- x|,

kus M = | [F}(x.yo)] e I v’l sobiva valiku puhul q =

i

= Mg< > . Niisuguse kordajaga Lipschitzi tingimust rahul-
dab P(h,k) jarelikult kinnises sfasris Nkl <. Seda
sfédri voime vaadelda omaette meetrilise ruumina (sama
ueetrikaga, mis ruumis Y), tuleb vaid ndidata, et P Iku-
Jutab selle sfédri iseendasse. Olgu Ikﬂé"z . Siis
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IP )l € IPn,k) -P(n,8) +I (n,0M<

< alkl + I[E)(x, + h,y,)] " AR(x, + B,y IS

3
< -z-lkll + MIF(x  + h,y ).

B lim F(x, + h,y,) =6, siis valides Inl<d  killlalt
vaikesena on l(lF(x + h,y )l[< 7 Ja seega ICP(h k)l"7
Jérelikult iteratsioonimeetod on rakendatav (q < 2) ja
element ,El._:l..a kn = k = K(h) {iheselt mddratud. See tdhendab,
et leidub operaato;:- P(x) = ¥, + K(h), mis rahuldab tingi-
musi a), b) jae). Tuleb veel ainult ndidata selle operaa-
: tori pidevus punktis X ehk operaatori K(h) pidevus
punktis h =0.

Iteratsioonimeetodi vaatlemisel (§1) me saime, et

aq®
e - k, s s=———
kus d = llk ky, - kou =|lklll. Vdttes selles vérratuses n = 1
saame qs% tottu
- &
e - k0l £ lklll,
millest
ot & = &
Ikl l|k1|(~ e = %, < HK,N,
ehk

Lkl < 20k = 2p(n,00.
Et aga "lixgllcb(h,e)n = 0, siis jarelikult
-
1im Ikl = 1im ||R(R)]| = O.
h-»8. h=6

Teoreem 2, ‘Olgu lisaks teoreemi 1 eelduste-
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le taidetud veel tingimus:
40 F(x,y) on kohal (xo,yo) diferentseeruv, s.t.
leiduvad pidevad lineaarsed operaatori\d A € (X—X)
ja Be€ (Y—+X) nii, et

F(xo + b,y + k) - F(xo,yo) = Ah + Bx +(h,k),
kus

, d(h k) o
ll-.ﬁ'ﬂol ’ =g

Siis vorrandiga F(x,y) =& m#dratud operaator
¥y = P(x) on kohal x, diferentseeruv.
Toestus. Vdttes k =6' saame
F(xo kS h,yo) - !(xo.yo) = Ah + & (h,0'),

millest A = Fi(x ,y,). Analoogselt B = F&(xo,yo). Arves-

tades veel, et tingimuse 1° kohaselt F(xo,yo) =0,

omandab diferentseeruvuse tingimus kuju

F(xo + b,y + k) = Pz .y

2(Xg17)h + Fi(x 57, )k + X(h,k).

Rakendades selle v3rduse mdlemal poolel operaatorit
[F&(xo,yo)] "l saame:

(7 (x,07 )] MRex, + B3, + ) = [Ex,07 0] R x, 7 b +
-1
+ k + [F}(xo,yo)] "o(h,k)
ehk (kui k = K(h), s.t. B k = P(xo + h))

' =1ln - ' i
k= = [E1x),7)] 2Ry, 7 b = [B =g,y )] (R,

19  U. Kaasik
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Kuna siin k = P(xo + h) - P(xo) ja

e [r(x,.3,)] “Le(n,k)

e en3 b

giis oleme seega tdestanud, et P(x) on kohal x = X, di-

ferentseeruv, kusjuures

P! (x,) = _[Fyt'(xo’yo)] -1F§(x°,y°).
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