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I peatükk

MEETRILISED RUUMID

§l. Meetrilise ruumi mõiste

Matemaatilise analüüsi üheks põhilisemaks mõisteks on

piirväärtus ja sellele vastav tehe - üleminek piirile ehk

piirprotsess. Selle tehte üldistamiseks mistahes elementi-

dest koosneva jada juhule meenutame, et arvjada piirväärtu-

se definitsioon toetub oluliselt kahe reaalarvu (kompleks-

muutuja funktsioonide teoorias vastavalt kompleksarvu) va-

helise kauguse mõistele. Tõepoolest, geomeetrilist interpre-

tatsiooni arvestades nimetatakse arvudevaheliseks kauguseks

teatavasti nende vahe absoluutväärtust (moodulit), kuid jada

piirväärtus defineeritaksegi ju tingimusega, et

iga etteantud (kuitahes väikese) f > 0 korral oleks tea-

tud n väärtusest alates < 6
. Ka piirväärtuse

paljude tähtsamate omaduste tõestamisel ei kasutata tegeli-

kult tehteid jada elementideks olevate arvudega, vaid ainult

nende vahede absoluutväärtustega.

Seda arvestades näeme, et piirprotsessi mõiste üldis-

tamiseks (mistahes hulga elementidest koosneva jada juhule)

tuleks vaid sobival viisil üldistada kauguse mõiste. Hulka,

milles selline üldistamine on teostatud, nimetamegi meetri-

liseks ruumiks. Täpsemalt:

Olgu R hulk, mis koosneb elementidest x,y

Seda hulka nimet. meetriliseks ruumiks, kui igale tema ele-
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mentide paarile x,y on ühesel viisil seatud vastavusse

mittenegatiivne reaalarv (x,y) nii, et on täidetud tin-

gimused:

1 = 0 siis ja ainult siis, kui x = y;

= (süanaeetria aksioom)

+ > (kolmnurga aksioom).

Arvu nimet. elementide x ja y vaheliseks

kauguseks ning toodud aksioome 1°- meetrikaaksioomi-

deks (eeskirja, mis seab elementidele x ja y vastavusse

nendevahelise kauguse, nimet. meetrikafunktsiooniks). Meet-

rilise ruumi elemente nimet. sageli ka punktideks.

Ilmselt kujutab meetrilise ruumi R iga osahulk D

endast samuti meetrilist ruumi.

Kauguse abil on lihtne defineerida ka piirprotsessi.

Ruumi R punkti x nimet. selle ruumi elementide jada

piirelemendlks, kui vastavalt igale reaalarvule E > 0 lei-

dub naturaalarv N(€) nii, et n N(E) puhul

< 6.

Piirelementi omavat jada nimet. koonduvaks ja kirjutatakse

Ilm x v3i x x
n

Sellega me taandasime meetrilise ruumi elementide jada

koondumise küsimuse tegelikult reaalarvude

koondumisele, sest viimase tingimuse vsib ju kirjutada ka ku-

jul

lim^(x_,x) = 0

Ruumi R niisuguste punktide x hulka, mis (fiksee-
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ritud elemendi ja reaalarvu cf > 0 korral) rahuldavad

tingimust ,nimet. lahtiseks sfääriks ja tähist.

S(x°,Q(). Elementi nimet. selle sfääri keskpunktiks ja

reaalarvu o( tema raadiuseks. Kinnine sfäär de-

fineeritakse analoogselt võrratusega o(. Iga lah-

tist sfääri, mille keskpunktiks on nimet. punkti

ümbruseks. Kui on tarvis rõhutada selle sfääri raadiust c( ,

siis kõneldakse ka punkti o(-ümbrusest. Märgime, et kui

x',x"€ Š(Xo,<X),siis 2o( (tõestada!).

Neid mõisteid kasutades võib piirelemendi ülalantud de-

finitsiooni sõnastada ka nii: punkti x nimet. jada jx&
piirelemendiks, kui punkti x iga ümbrus sisaldab kõik ja-

da elemendid, alates teatud kindlast elemendist, s.t. kui

iga > 0 puhul leidub N nii, et n > N korral

Piirelemendi definitsioonist järelduvad järgmised liht-

sad teoreemid.

Teoreem 1. Kui jada koondub elemendiks

x, siis koondub ka iga tema osajada /x samaks piirele-
t

mendiks.

Tõestus: kui iga n> N puhul
,

siis on ammugi iga > N korral ,x) 41
.

Teoreem 2. Meetrilise ruumi jada ei saa

koonduda kaheks erinevaks piirelemendiks.

Tõestus. Oletame väitevastaselt, et X&—*x ja

Xn_-+y. Vastavalt suvalisele reaalarvule leiduvad

siis naturaalarvud ja nii, et n > puhul
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n>!?2 Järelikult

n > N = korral

(3c.y) + 6 .

a.t. f?(x,y)on väiksem igast etteantud positiivsest arvust.

See on võimalik vaid siis, kui y(x,y) = 0 ja seega x = y.

Meetrilise ruumi R osahulka D nimet. tõkestatuks,

kui ta sisaldub mingis sfääris, s.t. kui leidub selline

punkt Xp € R ja arv M> 0, et iga x€ D puhul (x,x°) M

ehk x € Š(x°,M).
Teoreem 3. Iga koonduv jada on tõkestatud.

T 3 ä s tu s. Kuna x, siis kui

koonduv arvjada on tõkestatud: p M' iga n puhul.

Siis aga mistahes x € R ja naturaalarvu n korral

f <Xn'X<>) M'+

Mistahes hulga metriseerimist (s.t. tema muutmist meet-

riliseks ruumiks) võib teostada näiteks sel teel, et defi-

neerime meetrikafunktsiooni vordustega

fO, kui x= y
P(x,y) = /

L l, kui x% y.

Meetrikaaksioomide täidetust on siin lihtne kontrollida.

Saadud meetrilises ruumis osutub jada koonduvaks siis ja

ainult siis, kui tema elemendid teatud kohast alates on

võrdsed. Seega iga hulk on vähemalt niisugusel triviaalsel

viisil metriseeritav.

Tavaliselt nimetatakse aga hulka metriseeritavaks siis,

kui temas saab kauguse defineerida nii, et sellega määratud
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koonduvus ühtub vaadeldavas hulgas varem ette antud koondu-

vusega. Niisuguses mõttes ei osutu iga hulk enam metrisee-

ritavaks.

Järgnevas paragrahvis vaatleme rea näidete varal üksi-

kute, kõige sagedamini rakendamist leidvate hulkade metri-

seerimise võimalusi. Sealjuures osutub mõnikord otstarbeko-

haseks defineerida ühe ja sama hulga korral kaugus (ning

seega ka koonduvus) mitut moodi. Vastavalt saame ka mitu

erinevat meetrilist ruumi, kuigi nende ruumide elemendid

on samad.

§2. Näiteid meetrilistest

ruumidest

Näide 1. Olgu R n-dimensionaalsete reaalsete

koordinaatidega vektorite x =

y = = *"*]*.Definee-

rides kauguse valemiga -

tmerutuni, mida nimet. n-dimensionaalseks eukleidiliaeks

ruumiks ja tähist. (juhul n = 1 saame reaalarvude ruu

mi
. Esimese kahe meetrikaaksioomi täidetus on antud

juhul ilmne, kolmas aga järeldub nn. Sauchy-Bunjakovski

võrratusest

(toestada!). Tõepoolest, valides jn

?*-?t=/3h on



* )t'i -- K-1 *-1?

siis koondumine x tä-

= 0, mis on samaväärne nõudega,

it iga i puhul Ilm
. Seega koondumine vaadeldavas

*-*<**'- *-

rwmis tähendab koondumist kõikide koordinaatide järgi.

ruumi tähistatakse sümboliga Koondumine omab siin sama

tähenduse nagu eelmises näites.

Näide 3. Olgu p 1 fikseeritud reaalarv. Defi-

neerime eelmistes näidetes vaadeldud hulga puhul kauguse

valemiga <

p(x,y) = 'P *-
Esimese kahe meetrikaaksioomi täidetus on siin ilmne, kuna

aga kolmas järeldub vahetult nn. Minkowski vSrratusest

(selle võrratuse tõestus vt. näit. f3] lk. 28). Saadud meet-

.Koondumine omab temas

Ilmselt - ja

rilist ruumi tähist, sümboliga

eelmistega ühesuguse tähenduse

= Rl<
Näide 4. Koosnegu hulk R kõikidest tõkestatud

jadadest x = ... ...), s.o. jadadest, kus

sup '
. Muudame selle hulga meetriliseks ruumiks, de-

fineerides p(x,y) = sup (meetrikaaksioomide täi-

Näide 2. Toome eelmises näites vaadeldud hulga

puhul sisse teise meetrika, defineerides =

Meetrikaaksioomide täidetus on nüüd täiesti ilmne. Saadud
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detus on ilmne). Saadud ruumi tähist, sümboliga m. Koondu-

mine tähendab selles ruumis ühtlast koondumist jada kõikide

elementide järgi.

Näide 5- Paljudes rakendustee omab olulist täht-

sust ruumi m alamruum, mis koosneb kõikidest koonduvatest

jadadest x= (,
...,,

...), lim . Seda ruumi (kus

meetrika on defineeritud samuti nagu ruumis m) tähist, süm

boliga c.

Näide 6. Olgu p 1 jälle fikseeritud reaalarv

Vaatleme kõikide niisuguste jadade x = ...
...)

hulka, mis rahuldavad tingimust

< co

(s.t. see rida on koonduv). Defineerime selles hulgas kau-

guse valemiga
1

p(x,y) = (Z. 'P)*,

mis on võimalik seetõttu, et <P< co ja

korral alati ka (tõestada!). Meetrikaak-

sioomide täidetuse kontrollimine toimub samuti nagu näites

3, lastes seal vaid n-*<*o.Saadud meetrilist ruumi tähist,

sümboliga fP. Selle ruumide klassi tähtsaimaks erijuhuks

on nn. Hilberti koordinaatruum (p = 2).

Näide 7. Eelmises näites vaadeldud ruumide eri-

juhuks (p =1) on absoluutselt koonduvate jadade ruum
.

See ruum koosneb jadadest x =
... ...), mis ra-

huldavad tingimust kusjuures kaugus on defi-

K*i
neeritud valemiga

2 Ü. Kaasik



p(x,y) =

K-1

Meetrikaaksioomide kontrollimine ei tekita siin mingit ras-

kust.

Näide 8. Vaatleme kõikide antud lõigul

pidevate funktsioonide x(^), ... hulka. Muudame sel

le meetriliseks ruumiks, defineerides

p(x,y) = max !x(t=)- y(&)'.

Meetrikaaksioomide rahuldatus on jälle ilmne. Saadud meet-

rilist ruumi (pidevate funktsioonide ruum) tähist, sümbo-

liga C(a,b) või lihtsalt C, kui määramispiirkonda [a,b]

pole tarvis rõhutada. Matemaatilises analüüsis leiab see

meetriline ruum kõige enam rakendusi. Koondumine

tähendab siin, et n> N korral - x(t=)<<6
, s.

t. - iga [a,b] puhul. Seega koondu-

mine ruumis C on funktsioonide jada ühtlane koondumine.

Näide 9. Olgu p > 1 fikseeritud reaalarv. Vaat

leme kõikide niisuguste (lõigul [a,b] määratud) funkt-

sioonide ) hulka, mis rahuldavad tingimust

kus integraal on võetud Lebesgue'i mõttes. Kauguse selles

hulgas defineerime valemiga
b 1.

(saab lihtsalt näidata, et vaadeldavasse hulka kuuluvate

funktsioonide ja puhul see integraal alati

eksisteerib ning on lõplik). Esimese meetrikaaksioomi täide
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tuseks tuleb samastada funktsioonid, mis erinevad ülimalt

hulgal mõõduga null. Teise meetrikaaksioomi täidetus on

ilmne, kuna aga kolmas järeldub nn. integraalsest Minkowski

võrratusest (vt. 1k.347). Saadud meetrilist ruumi tä-

hist. sümboliga iJ? või (juhul p = 1 lihtsalt

L). Kõige enam rakendusi leiab jälle erijuht p = 2, s.t.

Hilbertf fimktsioonruum

§3. Hulgad meetriliste

ruumide

Vaatleme meetrilise ruumi R mingit osahulka D c R

(ruumi R meetrika suhtes kujutab ka D endast ilmselt

meetrilist ruumi).Hulga D täiendiks nimet. ruumi R nende

punktide hulka, mis ei kuulu hulka D (tähist. R\D).

Punkti x e R nimet. hulga D kuhjumispunktiks,kui

iga tema ümbrus sisaldab vähemalt ühte x-st erinevat hulga

D punkti. Hulga D kõikide kuhjumispunktide hulka nimet.

hulga D tuletishulgaks ja tähist. D'. Punkti x nimet.

hulga D puutepunktiks, kui iga tema ümbrus sisaldab vähe-

malt ühe hulga D punkti. Hulga D kõikide puutepunktide

hulka nimet. hulga D sulundiks ja tähist. D*. Ilmselt on

hulga D iga kuhjumispunkt ühtlasi ka puutepunkt ja seega

D' C D. Samuti on puutepunktideks kõik hulga D punktid,

a.t. DC D. Kuna aga sellega on kõik võimalused ammendatud,

siis D = D' U D.
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Kui D' C D, siis hulka D aimet, kinniseks (hulk,

mis sisaldab kõik oma kuhjumispunktid). Kui D c D', siis

hulka nimet. endas tihedaks, ning kui D = D', siis perfekt-

seks. Hulka nimet. lahtiseks, kui ta on mingi kinnise hulga

täiend.

Hulka DcR nimet. kõikjal tihedaks (ehk tihedaks

ruumis R), kui D = R. Hulka D nimet. ei kuskil tihedaks

(ruumis R), kui ruumi R igas sfääris S c R leidub punlct

xc S, mis ei kuulu hulga D sulundisse: x D (ehk: igas

sfääris S c R leidub sfäär c S, mis ei sisalda hulga

D punkte). Tiheduse seisukohalt jaotatakse kõik hulgad kah-

te kategooriasse. Hulka nimet. I kategooria hulgaks, kui ta

on avaldatav ülimalt loenduva arvu ei kuskil tihedate hul-

kade summana. Kõik ülejäänud hulgad loetakse II kategooria

hulkadeks.

Me ütleme, et ruum R on separaabel, kui temas leidub

kõikjal tihe loenduv hulk, s.t. kui leidub loenduv hulk

DCR nii, et D = R. Separaabluse mõiste on analüüsis olu-

line eeskätt aproksimeerimise seisukohalt. Nimelt kui ruum

on separaabel, siis saab tema elemente kuitahes täpselt ap-

roksimeerida selle loenduva hulga D elementidega. Tõepoo-

lest, kuna D = D U D' = R, siis ruumi R iga punkt on kas

hulga D punkt või tema kuhjumispunkt. Seega iga x 6 R

mistahes ümbrusesse tuleb vähemalt üks hulga D punkt, s.t.

etteantud 6 ?*0 korral leidub y 6 D nii, et f>(x,y)<& .
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Konkreetsete ruumide separaabluses veendumine toimub

enamasti sel teel, et konstrueeritakse vajalik loenduv ning

kõikjal tihe hulk. Näiteks ruumi (samuti ka ja

korral on selliseks hulgaks kõikide ratsionaalsete koordi-

naatidega vektorite hulk (tõestada!).

Tõestame ruumide (p 1) separaabluse. Kõikjal

tihedaks loenduvaks hulgaks osutub siin punktide

hulk, kus i n) on mistahes ratsionaalarvud ja

n omandab väärtused 1,2,3, ... . Selle hulga loenduvus on

ilmne: iga n puhul on tema elemendid määratud lõpliku ar-

vu indeksitega, mis igaüks omandavad loenduva hulga väärtusi

andes indeksile n väärtused 1,2,3, ... saame loenduva

hulga loenduvaid hulki, millede summa teatavasti on loenduv

(vt. M lk. 14-15). Lähtudes nüüd mingist elemendist x =

= jäärast näitame, et

leidub nimetatud loenduva hui;ja -'element =
, ...

0, ...) nii, et . Selleks valime kõigepealt n

nii suurena, et oleks
,

= (Z *

kus
... 0,0, ...) (selline n valik on või-

malik rea JE, koonduvuse tõttu). Edasi aproksimeerime

iga reaalarvu (1 i n) ratsionaalarvuga nii, et

oleks Valides need elemendi koor-

dinaatideks saame = ja seega

+ '
m-o.t.t.

Konstrueeritud loenduv hulk ei osutu aga kõikjal tihe-
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daks ruumis m. See järeldub näiteks asjaolust, et isegi

punktide x& = (1, ... ,1,0,0, ...) jada ei lähene

korral ruumi m meetrika mõttes punktile x = (1, ... ,1,

1, ...),sest = 1 iga n puhul. Näitame, et ruum

m ei ole separaabel.

Vaatleme jadasid, mille elementideks on ühed ja nullid.

Nende jadade hulk K on kontiinuumi võimsusega, sest seades

jadale a =
...

...) (qf.=o v3i 1) vastavusse

kahendmurru saame kõik reaalarvud 0 ja

0,111... = 1 vahel. Hulga K iga kahe erineva jada vahe-

line kaugus on ilmselt 1. Kui nüüd oletada, et m on se-

paraabel, siis peaks temas leiduma loenduv kõikjal tihe

hulk D. Kujutame hulga D iga punkti ümber sfääri raadiu-

sega -6 ,kus € . Kuna D on loenduv, siis peab vä-

hemalt ühes niisuguses sfääris leiduma enam kui üks ele-

ment hulgast K, mis pole aga võimalik, sest nende elemen-

tide vaheline kaugus 1 on suurem sfääri diameetrist 1-26

on mistahes positiivne reaalarv). Saadud vastuolust

järeldubki, et m ei ole separaabel. Olgu aga märgitud,

et ruumi m alamruum c osutub siiski separaabliks.

Ruumide C ja I? korral osutub kõikjal tihedaks

loenduvaks hulgaks kõikide ratsionaalsete kordajatega po-

lünoomide hulk (tõestus vt. f2] lk. 18-19). Seega ruumid

C ja LP on separaablid.
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§4. Täielikud meetrilised

ruumid

Matemaatilisest analüüsist on teada, millist suurt

tähtsust omab piirprotsesside uurimisel nn. Cauchy kritee-

rium. loomulikult on otstarbekohane kanda vastav termino-

loogia üle ka meetrilistesse ruumidesse.

Meetrilise ruumi R punktide jada nimet. fun-

damentaaljadaks, kui mistahes > 0 puhul leidub naturaal-

arv N(€) nii, et n> N ja suvalise

naturaalarvu i korral. Näitame, et iga koonduv jada on

fundamentaalne. Toepoolest, kui x, siis vastavalt

reaalarvule €>o leidub N(c) nii, et
,

kui

n N. Siis aga suvalise naturaalarvu i puhul p

ja seega + f . Vastupidi-

ne väide ei tarvitse iga meetrilise ruumi korral paika pi-

dada, s.t. mitte igakord ei oma fundamentaaljada piirele-

menti vaadeldavas ruumis R.

Meetrilist ruumi nimet. täielikuks, kui iga tema fun-

damentaaljada koondub selle ruumi elemendiks. K3ik ülalvaa-

deldud konkreetsed ruumid osutuvad täielikkudeks. Veendume

selles mõnede puhul neist.

1) Ruumi täielikkus järeldub matemaatilises ana

lüüsis tõestatavast Cauchy kriteeriumi piisavusest.

2) Ruumi täielikkuse näitamiseks vaatleme suva-

list fundamentaaljada ,
kus ...)c f .
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Siis vastavalt valitud reaalarvule ( 0 leidub N nii,

et iga i korral

kui n> N. Seega iga k puhul kehtib võrratus

mis ütleb, et reaalarvude jadad ...) on iga k

puhul fundamentaalsed. Järelikult (ruumi täielikkuse

tõttu) leiduvad reaalarvud nii, et = Tä-

histame x = ja näitame, et = 0

(s.t. XR->x) ning (s.t. Võrratu-

sest järeldub, et iga m korral

Lastes siin !-***=' võrratuse

mis kehtib iga m puhul. Seega aga ka

s.t. lim = 0. Kuna f

tõttu
, siis Minkowski võrratusest järeldub

Seega x e ja ruumi täielikkus on näidatud.

3) Tõestame veel ruumi C täielikkuse. Olgu

suvaline fundamentaaljada. See tähendab, et vastavalt reaal-

arvule leidub N(E) nii, et max -

iga naturaalarvu i ja n ? N korral. Järelikult jada

koondub lõigul fa,b] ühtlaselt funktsiooniks

x(^), mis (kui pidevate funktsioonide ühtlaselt koonduva

jada piirfunktsioon) on pidev lõigul fa,bj ,
s.t. x <*C.

Sealjuures iga t 6 [a,bj puhul -

,
kui
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n N. Seega x ruumi C meetrika mõttes ja ruum C

on järelikult täielik.

Täielikkude ruumide omaduste kohta tõestame järgmised

kaks teoreemi.

Teoreem 1. Kui täielikus meetrilises ruumis R

on antud kinniste sfääride jada

Š(Xl'<*l), S(Xg,afg), ... ,

kus iga järgmine sfäär sisaldub eelmises ja sfääride raadi-

used 9(3 lähenevad nullile, siis leidub üks ja ainult üks

punkt x 6 R, mis sisaldub kõikides nendes sfäärides.

Tõestus
. Antud sfääride keskpunktide jada

on fundamentaalne. Tõepoolest, kuna iga i = 1,2, ... kor-

rai siis ta S(x„,<r„) ja

seega n> N korral (sest eelduse ko-

haselt qfn*-* C). Ruumi R täielikkuse tõttu eksisteerib siis

element x = lim s R, kusjuures viimasest võrratusest

järeldub puhul), s.t.

iga n korral. Jääb veel tõestada, et punkt x on ainus

selline. Kui oletada, et leidub veel mingi punkt y f R

nii, et iga n puhul y < S(x ,9*), siis p(x,y) p(x,x )+

+ Kuna see võrratus ei sõltu n suurusest,

siis lastes n-*<*o saame = 0, s.t. x = y, millega

teoreem on tõestatud.

Olgu muide märgitud, et ruumi täielikkust võiks defi-

neerida ka äsjatõestatud omaduse varal. Nimelt saab tõestada

3 Ü. Kaasik
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et meetriline ruum on täielik siis, kui iga teoreemis 1

märgitud omadustega kinniste sfääride jada omab mittetühja

ühisosa (tõestus vt. näit. [3] lk. 50).

Teoreem 2. Täielik meetriline ruum on II ka-

tegooria hulk.

Tõestus. Oletame väitevastaselt, et täielik

meetriline ruum Ron I kategooria hulk, s.t. et ta on

avaldatav ülimalt loendava arvu ei kuskil tihedate hulkade

summana

B = t/D .

Teatavasti hulk D pole kuskil tihe, kui igas sfääris

leidub sfäär, mis ei sisalda hulga punkte. lähtudes

sfäärist Š(x ,1), kus x f R on suvaline, leidub s

sfäär Š(xi,Ti) c S(Xp,l), mis ei sisalda hulga punkte.

Üldsust kitsendamata võime eeldada, et
.

Selles sfää-

ris leidub aga omakorda sfäär *- (kus

mis ei sisalda hulga D2 punkte jne. Nii saame sfää

ride jada

S(Xi,<*i), ... , ,

kus iga järgmine sisaldub eelmises ja -
Sealjuures

sfäär ei sisalda hulkade D2, ... punk-

te. Teoreemi 1 kohaselt leidub seega pjnkt x <=R, mis

sisaldub kõikides nendes sfäärides. See punkt ei saa aga

konstruktsiooni põhjal kuuluda ühtegi hulkadest ja jä-

relikult x (7D
. Saadud vastuolu tõestabki teoreemi.

' n
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Osutub, et ruumi täielikkuse eeldamine ei ole tegeli-

kult eriti range n3ue. Nimelt saab iga meetrilist ruumi

vajalikkude elementide lisamise teel muuta täielikuks. Ruu-

mi selline täielikustamine toimub sisuliselt täpselt samu-

ti, nagu ratsionaalarvude hulga täielikustamine reaalarvude

hulgaks.

§5. Meetrilise ruumi

täielikustamine

Olgu antud kaks meetrilist ruumi ja R', milledes

kaugusi tähistame vastavalt ) ja Kui

ruumide ja R' elementide vahel saab korraldada nii-

suguse üksühese vastavuse, et ühe ruumi mistahes kahe ele-

mendi vaheline kaugus võrdub teise ruumi vastavate elemen-

tide vahelise kaugusega, siis ruume ja R' nimet.

isomeetrilisteks. Ainult meetrikaga seotud küsimuste vaat-

lemisel võib need ruumid ilmselt samastada.

Olgu nüüd antud meetriline ruum R°, mille kohta eel-

dame, et ta pole täielik, s.t. et temas leidub vähemalt üks

fundamentaaljada, mis ei oma ruumis piirelementi. Tões-

tame, et sel juhul saab konstrueerida niisuguse täieliku

meetrilise ruumi R, milles leidub kõikjal tihe alamhulk

R' C R, R' = R, mis on isomeetriline ruumiga R . Niisu-

gust ruumi nimet. ruumi laienduseks; seega me tõestame,

et meetrilist ruumi saab laiendada täielikuks.

Kõigepealt veendume, et (ruumi R ) kahe fundamentaal-
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jada vastavate elementide vaheliste kauguste jada on alati

koonduv. Olgu ja fundamentaaljadad. Näitame,

et arvjada on fundamentaalne. Kolmnurga aksioo-

mist saame

kust '

- ?.<*n+i-y3+l' *

Vahetades siin n ja n+i omavahel saame analoogselt

*

ja seega

'P.tin+fFn+i) * *

Järelikult jada on fundamentaalne ning ruun?L

täielikkuse tõttu koonduv.

Vaatleme nüüd ruumi R kõikide fundamentaaljadade

Mk.. K<üit. j.

loeme sealjuures ekvivalentseks (võrdseks), kui

= 0. Konstrueeritava ruumi R elementideks

valime ruumi R ekvivalentsete fundamentaaljadade klassid

i,y,... . Meetrika toome ruumi R sisse järgmiselt: olgu

i ja y kaks fundamentaaljadade klassi ning

nende mingid esindajad, siis defineerime

p(x,y) =

Meil tuleb näidata, et nii defineeritud kaugus ei sõltu

esindajate valikust ja rahuldab meetrikaaksioome.

Võtame klassidest x ja y mingid teised esindajad
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Siis - °

ning järelikult lim = lim

Meetrikaaksioom 1° järeldub ekvivalentsuse definit-

sioonist ja 2° kauguse sömmeetrilisusest (põhjen-

dada!). Tõestame kolmnurga aksioomi 3°. Olgu x, y ja ž

ruumi B elemendid ning {x^], ja vastavalt

nende mingid esindajad. Et ruumis kolmnurga aksioom on

täidetud, siis iga n puhul

Järelikult

P(x,ž) = lim lim €.(x ,y ) +

+ lim p.(yn'Zn) = + p(y,z)
Tõestame nüüd, et ruumis R leidub ruumiga R iso-

o

meetriline kõikjal tihe alamhulk R'. Selleks seame elemen-

dile x € P vastavusse niiswaste fundamentaaljadade klas
o

si, mis koone.v& .elemendiks x. See klass pole tühi, sest

üheks esindajaks on vähemalt konstantne jada {x}. Sellise

vastavuse ühsühesus on ilmne, isomeetria aga lihtsalt tões-

tatav: kui x = lim x_ ja y = lim y . siis f. (x,y) =

= lim vähemalt konstantsete jadade =

ja = {?)
Näitame, et ruumi R elementideks koonduvate funda-

mentaaljadade klasside hulk R' on ruumis R kõikjal tihe

Olgu x 6 R fundamentaaljadade klass, mille üheks esinda-
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jaks on { . Seega vastavalt etteantud reaalarvule g> 0

leidub N(€) nii, et
,

kui n > N. Tähis-

tame sümboliga elemendiks € 5° koonduvate funda-

mentaaljadade klassi, mille üheks esindajaks on ilmselt

konstantne jada ... *"} '
Siis

s.t. leidub element € R', mis aproksimeerib elementi

x & R ja seega R' = R.

Jääb veel tõestada, et ruum R on täielik. Olgu

ruumi R elementide fundamentaaljada. Kui see jada koos-

neb ainult alamruumi R' elementidest = millede

esindajateks on konstantsed jadad ... * .

siis fundamentaalsus tähendab, et iga i puhul

P<*n+l'Xn' '

kui n > N(6). Sel juhul vaadeldav jada koondub elemendiks

xg R, mille üheks esindajaks on jada ... ,

sest n y N korral

Kui jada sisaldab ka alamruumi R' mittekuulu-

vaid elemente siis aproksimeerime viimased elementi-

dega R' nii, et

Nii saadud jada on fundamentaalne. Tõepoolest,

+f
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4

kus jada tõttu ja

küllalt suure n puhul ka . Seega leidub ülaltões-

tatu põhjal element x € R nii, et ,
kui N(t)

Siis aga (valides n tarbekorral veelgi suuremana)

< + < 6

ja seega lim x
, m.o.t.t.

Saaks veel näidata (tõestus vt. näit. [3] lk. 51), et

ruum R on ruumiga R° kuni isomeetriani üheselt määratud,

s.t. ei leidu teist ruumi R° täielikku laiendust, mis po-

leks ruumiga R isomeetriline.

§6. Hulga kompaktsus

ting 1 m u

"Hulka D C R nimet. kompaktseks, kui selle hulga

igast lõpmatust jadast saab eraldada koonduva osajada (tei-

siti: kui selle hulga iga lõpmatu osahulk omab vähemalt ühe

kuhjumispunkti). Bolzano-Weierstrassi teoreemi kohaselt on

arvsirge (s.t. ruumi iga tõkestatud lõpmatu punktihulk

kompaktne.

Mistahes meetrilises ruumis on lihtne veenduda, et

kompaktne hulk on alati tõkestatud (tõestada!), kuid üldiselt

ei kehti vastupidine väide. Näiteks ruumis on jada

kus = (0, ... ,0, 1,0, ...), ilmselt tõkestatud, sest
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iga n puhul = 1. Kuid n % m korral oa

- ja seega ei saa see jada sisaldada ühtki fundamentaal-

set osajada.

Hulga kompaktsuse kindlakstegemine vahetult definitsioo-

ni varal on sageli seotud väga suurte raskustega. Sellepä-

rast anname lihtsama kriteeriumi hulga kompaktsuseks. Selleks

toome kõigepealt sisse ühe abimõiste.

Olgu D mingi hulk meetrilises ruumis R ja 6 ? 0

fikseeritud arv. Hulka E c R nimet hulga D €-võrguks, kui

iga x € D korral leidub vähemalt üks element y e E nii,

et $ 6 . Erijuhul võib muidugi olla ka D = R. Näi-

teks kõikide täisarvude hulk on ruumi f-võrk iga

puhul.

Hausdorffi teoreem. Meetrilise ruumi

R hulga D kompaktsuseks on tarvilik ning ruumi R täie-

likkuse puhul ka piisav, et iga €> 0 korral leiduks hul-

ga D jaoks lõplik f -võrk.

Tarvilikkus. Olgu D kompaktne. Oletame

väitevastaselt, et mingi 6 > 0 puhul pole hulgal D lõp-

likku -võrku ning fikseerime vabalt punkti D. Siis

leidub punkt D nii, et
*

sest vastasel

juhul oleks hulga D f-võrk. Edasi leidub punkt D

nii, et ning 0 (muidu oleks

hulga D f-võrk) jne. Seda protsessi jätkates saam<

jada C D, mille iga kahe elemendi vaheline kaugus on
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suurem kui i.. Siis aga ei saa sellest jadast eraldada fun-

damentaalset (seda enam koonduvat) osajada, mis on vastu-

olus hulga D kompaktsuse nõudega.

Piisavus. Olgu ruum R täielik ja leidugu hul-

gal D iga & ;>0 puhul lõplik 6 -v3rk (sel juhul öeldakse

ka, et hulk D on täielikult tõkestatud). Fikseerime vabalt

mingi jada C D ning näitame, et temast saab eraldada

koonduva osajada.

Valime positiivsete reaalarvude jada nii, et

lim =0 ja konstrueerime iga puhul lõpliku

võrgu ... , }. Kujutame punktide (k = 1,2,

,
ümber kinnised sfäärid raadiusega . Neid afää-

re (mis katavad kogu hulga D) on lõplik arv ja seega peab

vähemalt üks neist, olgu see sfäär sisaldama lõpmatu

osajada c Kujutame nüüd punktide (k = 1,2,

...,Kg) ümber sfäärid raadiusega .Kt ka neid on lõplik

arv, siis mingi afäär neist sisaldab lõpmatu osajada

{xja} C jne. Nii saame iga i puhul sfääri

milles sisaldub lõpmatu osa jada C
...c '

Valime saadud osajadadest

M Cfl <w

*n*

4 Ü. Kaasik

*i'*2 -

*n'
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välja n.ö. diagonaaljada ... , ... . Kui

me osajadade valikul ei muutnud elementide järjekorda, siis

n % m puhul ilmselt Saadud jada on fundamentaal-

ne, sest elemendist alates sisalduvad kõik tema elemen-
n

did sfääris raadiusega ,
s.t. -

Ruumi R täielikkuse tõttu see jada koondub, millega teo-

reem ongi tõestatud.

Hausdorffi teoreemist järeldub, et täieliku meetrilise

ruumi R hulga D kompaktsuseks on tarvilik ja piisav, et

iga f > 0 puhul leiduks hulgal D kompaktne E-võrk. Tõe-

poolest, selle tingimuse tarvilikkus on ilmne, kuid piisavus

järeldub lihtsalt: olgu E hulga D kompaktne -võrk;

siis Hausdorffi teoreemi kohaselt leidub hulgal E lõplik

Y -võrk, mis ühtlasi on aga hulga D lõplikuks E -võrguks.

Ka Hausdorffi teoreemi rakendamine konkreetsetes meet-

rilistes ruumides tekitab sageli veel raskusi. Sellepärast

kasutatakse mõnedes konkreetsetes ruumides oma kompaktsuse

tunnuseid, mis kujutavad endast Hausdorffi teoreemi enam

või vähem vahetuid järeldusi.

Kuna ruum C omab funktsioonide teoorias olulist koh-

ta, siis toome siin tema osahulkade kompaktsuse tingimused.

Enne tuleb ainult meenutada paari vajalikku mõistet.

Funktsioonide hulka D c C(a,b) nimet.

ühtlaselt tõkestatuks, kui leidub selline konstant M >O,

et M iga Ea,bT ja x6 D puhul. Kui vasta-
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valt igalereaalarvule 6 > 0 leidubreaalarv J 7 0 nii,

et korral !x(s')-x(§")'<E- iga xeD

puhul, siis hulga D funktsioonenimet.võrdastmeliselt

pidevateks(öeldakseka, et hulk D on võrdastmeliseltpi-

dev).

Arzela teoreem. Hulk DcC on kompakt-

ne siis ja ainult siis, kui ta on ühtlaselt tõkestatud ja

vördastmeliselt pidev (tõestus vt. näit. [l] lk. 66-68).

97. Topoloogilise ruumi mõiste

Meetrilised ruumid kujutavad endast erijuhtu üldise-

matest abstraktsetest ruumidest - nn. topoloogilistest ruu-

midest.

Definitsioon 1. Hulka T nimet. topoloo-

giliseks ruumiks, kui temas on valitud välja teatud süsteem

osahulki, mida nimet. lahtisteks ning mis rahuldavad tin-

gimusi:

1° kogu ruum T ja tühi hulk on lahtised;

2° mistahes arvu lahtiste hulkade summa on lahtine

hulk;

3° lõpliku arvu lahtiste hulkade ühisosa on lahtine

hulk.

Punkti x c T ümbruseks nimet. iga lahtist hulka, mis

sisaldab seda punkti. Osahulga D c T kuhjumispunkt, puute

punkt ja sulund defineeritakse nüüd täpselt samuti nagu
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meetriliste ruumide puhul (vt. §3). Osahulka D e T nimet.

kinniseks, kui tema täiend on lahtine hulk.

Punkti x € T nimet. jada c T piirelemendiks,

kui punkti x iga ümbrus sisaldab kõik jada elemen-

did, alates teatud kindlast elemendist. Piirelementi omavat

jada nimet. koonduvaks. Vaatamata nende definitsioonide for-

maalsele ühtelangemisele vastavate definitsioonidega meetri-

lise ruumi puhul (vrdl. 31), ei ole jada piirelement mitte

igas topoloogilises ruumis üheselt määratud. Nimelt võib

mõnes topoloogilises ruumis leiduda jadasid, mis koonduvad

mitmeks piirelemendiks (vastav näide vt. fl] lk. 17-18).

Jada piirelemendi ainsuse saavutamiseks tuuakse topo-

loogilises ruumis sageli sisse veel nn.

Eralduvuse aksioom. Ruumi T igal

kahel erineval punktil leiduvad ühisosata ümbrused.

Seda aksioomi rahuldavat topoloogilist ruumi nimet.

separaatseks ehk Hausdorffi ruumiks. Lihtne on veenduda, et

separaatses ruumis ei saa ükski jada omada kahte erinevat

piirelementi (tõestada!).

Kui topoloogilises ruumis T saab defineerida meetri-

ka nii, et selle meetrika mõttes lahtised hulgad on lahtised

ka esialgse topoloogia mõttes ja vastupidi, siis nimet.

ruumi T metriseeritavaks.

Topoloogilise ruumi ülaltoodud definitsioon ei kujuta

endast muidugi mitte ainsat võimalikku. Toome veel kolm üld-
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kasutatavat definitsiooni, mis on samaväärsed definitsioo

niga 1.

Definitsioon 2. Hulka T nimet. topoloo-

giliseks ruumiks, kui temas on valitud välja teatud süsteem

osahulki, mida nimet. kinnisteks ning mis rahuldavad tingi-

musi:

1 kogu ruum T ja tühi hulk on kinnised;

2 lõpliku arvu kinniste hulkade summa on kinnine

hulk;

3° mistahes arvu kinniste hulkade ühisosa on kinnine

hulk.

Hulka D c T nimet. lahtiseks, kui tema täiend on kin-

nine hulk. Kõik ülejäänud mõisted defineeritakse samuti nagu

ülal, kuigi võiks anda ka vahetud definitsioonid. Näiteks:

hulga D sulundiks nimet. kõikide seda hulka sisaldavate

kinniste hulkade ühisosa.

Definitsioon 3. Hulka T nimet, topoloo-

giliseks ruumiks, kui igale tema osahulgale Dc T on seatud

vastavusse teatud kindel osahulk D c T, mida nimet. hulga

D sulundiks, nii, et

1° tühja hulga sulund on tühi hulk;

2° osahulkade summa sulund võrdub liidetavate sulun-

dite summaga: (7 = L/ D2;
3° sulundi sulund võrdub sulundi endaga: D= D;

4° hulk sisaldub oma sulundis: D c. D.
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Kinniseks nimet. nüüd,hulka, mis võrdub oma sulundiga,

kuna aga ülejäänud mõisted defineeritakse samuti nagu ülal.

Definitsioon 4. Hulka T nimet. topoloo-

giliseks ruumiks, kui temas on valitud välja teatud süsteem

osahulki, mida nimet. ümbrusteks ning mis rahuldavad tingi-

musi:

1° igale punktile x g T saab seada vastavusse vähe

mait ühe seda punkti sisaldava ümbruse, mida nimet. punkti

x ümbruseks ja tähist, näiteks U(x);

2** kui punktil x on olemas kaks ümbrust ja

siis leidub vähemalt üks selle punkti ümbrus

mis sisaldub lähteümbruste ühisosas: c

3° kui U(x) on punkti x ümbrus ja y g U(x),

siis leidub selline punkti y ümbrus U(y), mis sisaldub

ümbruses U(x): U(y) C U(x).

Lahtiseks nimet. nüüd hulka, mis koos iga oma punkti-

ga sisaldab ka selle punkti mingi ümbruse. Ülejäänud mõis-

ted defineeritakse jälle endisel viisil.



II peatükk

LINEAARSED RUUMID

§ 1. Lineaal

Hulka X elementidega x, y, z, ...
nimet. rühmaks,

kui selles hulgas on defineeritud eeskiri, mis seab igale

järjestatud elementidepaarile x, y vastavusse sama hulga

mingi kolmanda elemendi, mida nimet. elementide x ja y

summaks ning tähist, x + y, kusjuures on täidetud tingi-

mused:

1° iga x, y, z e X puhul (x +y) + z= x + (y + z);

2° leidub element 6€ X, mida nimet. nullelemendika,

nii, et iga x e X puhul x+ 6 =0 + x = x;

'3° iga x6 X puhul lejdub element -x <<X, mida

nimet. elemendi x vastandelemendiks, nii, et x + (-x) =

= (-x) + x = 0.

Kui lisaks nendele on täidetud veel neljas tingimus:

4 iga x, ya X puhul x+y= y + x,

siis rühma X nimet. kommutatiivseks ehk Abeli rühmaks.

Aksioomidest lähtudes on lihtne veenduda nii nullele-

mendi kui ka iga elemendi vastandelemendi ainsuses (vt.

näit. [l] lk. 82).

Mõnikord on rühmas defineeritud tehet otstarbekohane

nimetada mitte liitmiseks vaid korrutamiseks ja tähistada

x.y .
Nullelemendi asemel kõneldakse siis ühikelemendist

(tähist, e) ja vastandelemendi asemel pöördelemendist
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1
(tähist, x ). Rühma ennast nimet. sel juhul multiplika-

tiivseks rühmaks, kuna aga liitmiseks nimetatud tehtega

rühmast kõneleme edaspidi kui aditiivsest rühmast.

Hulka X nimet. ringiks (ehk algebraliseks ringiks,

võrdle 111 ptk. § 7), kui:

a) X on aditiivne Abeli rühm;

b) hulgas X on defineeritud veel teine tehe, mida

nimet. korrutamiseks ja tähist, x- y, kusjuures

1° x-(y.z)=(x.y)z,

2° x* (y +z)= x -y +x' z, (x + y)- z=x.z + y * z

Viimane tingimus (distributiivsus) on antud kahe võr-

dusega sellepärast, et korrutamine kommutatiivsust me rin-

gis üldiselt ei nõua. Samuti ei nõua me ühikelemendi ja iga

elemendi pöördelemendi olemasolu (kui need nõuded on lisa-

tud, siis ringi nimet. korpuseks). Kui aga ühikelement e

on olemas (sel korral kõneldakse ka ühikelemendiga ringist),

siis võib mõne x € X puhul leiduda element X (või

element *x X) nii, et x- x7**= e (või x = e).

Niisugust elementi x,**"nimet. elemendi x parempoolseks

pöördelemendiks (*x on vastavalt vasakpoolne pöörd-

element). Lihtne on näha, et kui eksisteerivad nii kui

ka ,x"l, siis = .x'***-

Hulka X nimet. lineaaliks (ehk lineaarseks hulgaks),

kui:

a) X on aditiivne Abeli rühm;

b) on defineeritud hulga X elementide kommutatiivne
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korrutamine reaalarvuliste skalaaridega (v3i üldse mingi

ühikelemendiga ringi elementidega) nii, et

1 kui xcX, siis Xx<X iga puhul,

2° = (a/*)x,

3° A(x + y) + Xy, (A + =Xx

4° l-x=x.

Nendest aksioomidest järelduvad lihtsalt järgmised

omadused: (-1)- x = -x; o*x = 6*; kui Ax =<?, siis x 3

korral A.= 0 ja A. o korral x =6?.

Kõik eelmises peatükis vaadeldud konkreetsed meetri-

lised ruumid on ühtlasi lineaalid. n-dimensionaalsete vek-

torite hulga (s.t. ruumide ja ) puhul on see

teada kõrgema algebra kursusest. Jadaruumide m, c, ja

puhul defineerime

I* y= <31+71'32*12 ---'-

Xx = ...)

Lineaali aksioomide täidetus on siin ilmne, ainult ruumi

puhul tuleb tõestada, et x,y e korral x + y ef?

(tõestus järeldub Minkowski võrratusest). Funktsiooniruu-

mide C ja korral defineerime

(x + = +

= A.x(f),

s.t. tehted funktsioonidega tähendavad tehteid nende funkt-

sioonide vastavate väärtustega (kontrollida lineaali aksioo

mide täidetus!).

5 Ü. Kaasik
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Lineaali elemente
... , nimet. lineaarselt

83Itumatudeks, kui võrdusest +
*'*

*

järeldub, et Ag =
...

= =O. Lõpmatu hulga elemen-

te nimet. lineaarselt sõltumatudeks, kui iga lõplik osa

nendest on lineaarselt sõltumatud

Olgu x ja y kaks erinevat punkti lineaalist X.

Siia kõikide niisuguste punktide z = X hulka, mis on aval-

datavad valemiga

z = + (1 -

kus 0 A. $l, nimet. punktide x ja y vaheliseks

sirglõiguks. Kui me A muutumist ei kitsenda, siis saame

samast valemist punkte x ja y läbiva sirge.

Hulka D c X nimet. kumeraks, kui ta koos iga kahe

punktiga sisaldab ka neid punkte ühendava sirglõigu. Näi-

teks on kõikide polünoomide hulk kumer (ruumis C), sest

+ (1 * on polünoom, kui ja se-

da on.

Kui lineaali X osahulk L sisaldab nullelemendi ning

koos elementidega x, y ka nende summa x + y, ja korrutise

mistahes skalaariga Ax (s.t. kui D on kinnine liitmise

ja skalaariga korrutamise suhtes), siis kujutab ka L en-

dast lineaali (lineaali X alamlineaali). Ilmselt on li-

neaalide ühisosa samuti lineaal. Tõepoolest, kui L=L* 0

ja L 2 on lineaalid), siis x, yg L tähendab, et

x, y e ja x,y e seega aga x + y, Ax ja
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x + y, Xx € Lg, s.t. x + y, Xx 6 L.

Olgu D lineaali X mingi osahulk. Kõikide aeda hul-

ka sisaldavate lineaalide ühisosa nimet. hulga D lineaar-

seks katteks ja tähist. L(D). Hulga D lineaarse katte

praktiline konstrueerimine toimub sel teel, et moodustatak-

se selle hulga elementide kõik võimalikud lineaarsed kom-

binatsioonid +
- * + Niisuguste lineaarsete

kombinatsioonide hulk L (mis tekib skalaaride g

naturaalarvu n ja elementide D varieerimisel) on-

gi soovitud lineaarne kate, sest ilmselt on L lineaal,

kuid teiselt poolt peab iga hulka D sisaldav lineaal si-

saldama ka kõik sellised lineaarsed kombinatsioonid.

Näiteks hulga {l, 2, ... ,
lineaarseks

katteks (ruumis C) on kõikide reaalkordajatega polünoo-

mide hulk P.

Kui hulga D elemendid on lineaarselt sõltumatud,

siis nimet. hulka D lineaali L(D) baasiks. Võib aga

tõestada, et kui D elemendid pole lineaarselt sõltumatud,

siis saab alati eraldada osahulga D' C D nii, et D*

elemendid on lineaarselt sõltumatud, kusjuures L(D') =

s.t. hulkadel D ja D' on ühine lineaarne kate (tõestuse

idee vt. näit. [s] lk. 33).
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§2. Lin rne n o r rit u d

ruum

Lineaali X nimet. lineaarseks ruumiks, kui tema ele-

mentide teatud jadade { puhul on defineeritud koondu-

mine x^—y x nii, et

1° jada saab koonduda ainult üheks piirelemendiks;

2 koonduva jada iga lõpmatu osajada koondub samaks

piirelemendiks;

3° kui x, aiis iga A 6 Rj puhul A.x;

4° kui (ruumis siis iga x e X puhul

Ax;

5 kui x ja y, siis + x+ y.

Kui alamlineaal L c X on kinnine (s.t. sisaldab kõi-

kide oma jadade piirelemendid), siis nimet, teda lineaarse

ruumi X lineaarseks alamruumiks. Kõikide hulka D X

sisaldavate lineaarsete alamruumide ühisosa nimet. hulga

D kinniseks lineaarseks katteks; ilmselt võrdub ta line-

aarse katte L(D) sulundiga (tõestada, et lineaali sulund

on lineaal!). Kui hulga D elemendid on lineaarselt sõl-

tumatud, siis nimet. hulka D tema kinnise lineaarse kat-

te põhihulgaks. Saaks jälle tõestada, et kui D elemendid

pole lineaarselt sõltumatud, siis saab eraldada lineaarselt

sõltumatude elementidega osahulga D' C D nii, et

L(D') = L(D), s.t. nii, et nendel hulkadel on ühine kinni-

ne lineaarne kate (ka selle väite tõestusel me käesolevas
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kursuses ei peatu).

Lineaali X nimet. lineaarseks normeeritud ruumiks,

kui igale elemendile x € X on seatud vastavusse üheselt

määratud mittenegatiivne reaalarv Mx]} ,
mida nimet. ele-

mendi x normiks, kusjuures on täidetud tingimused:

)]xj]= 0 siia ja ainult siis, kui x=o ;

2 igaAeßi ja x< X puhul }]A.x!(=!A.U[x],;

3° iga x, y€ X puhul }[x+ yH )[x)]+ Hy)}.
Kui lineaarses normeeritud ruumis defineerida kaugus

võrdusega

=Üx - y((,

siis osutub ta meetriliseks ruumiks, sest äsjatoodud ak-

sioomidest järelduvad lihtsalt meetrikaaksioomid (toestada!)

Koondumine = x omandab lineaarses normeeritud ruu-

mis seega tähenduse

limttx - xtt=O,

mida nimet, ka koondumiseks normi järgi ehk tugevaks koon-

dumiseks . Ilmselt on niisuguse koondumise puhul rahuldatud

lineaarse ruumi aksioomid (tõestada!).

Täielikku lineaarset normeeritud ruumi nimet. Banachi

ruumiks ehk B-tüüpi ruumiks. Kõik eelmises peatükis vaadel-

dud konkreetsed meetrilised ruumid osutuvad Banachi ruumi-

deks, kui defineerida

#x!/ = p(x,F)

Seega vektori x = normiks ruumi-
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,P
des R,m ja L on vastavalt arvud

nn "

=/X
[)xK = max

ja j_

Jada x= ...
---) n°r"

ja f (eeldades, et x kuulub vajalikku

ruumides m,

ruumi) on

vaatavalt

K=l

ja

Iil)

Funktsiooni norm ruumides C ja definee-

ritakse valemitega

C xQ = !

ja
b j.

[[xR =

S(x sel-Lineaarses normeeritud ruumis on sfäär

listepunktide x hulk,mis rahuldavadvõrratust

t!x- . Sfääron alatikumer. Tõepoolest,kui

x',x"<S(Xo,.(),s.t. ltx'-x°]!mt ja Hx"-xj]jgc(,
siis 0 1 puhul + (1 -A.)x"- J] =

= - + (1- A)(x" - A,))x'- +

+ (i -a.)!(x"-x f! AA+ (i -a.)<x= s.t.

3.x' + (1 - A)x"
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Näitame veel, et koondumisest lim x järeldub

lineaarses normeeritud ruumis seos lim Mx f]= f[xH.
<*.-***n

Mistahes kahe elemendi x, y € X puhul

Hx!] =

millest

HiH-NyN4Ux-y![.
Vahetades siin x ja y saame

!) -![xN&Hy-xN = ]f x - y (!

ja seega

Siis aga - $ - x({ ning

lim "XÜ=O tõttu ka lim -

= 0, s.t.

LiM)lXn[[ = Nx!!.

§3. Hilberti ruum

Lineaali H nimetame vektoriruumiks, kui igale tema

järjestatud elementidepaarile x, y on seatud vastavusse

reaalarv (x,y), mida nimet. elementide x ja y ska-

laarkorrutiseks
, nii, et on täidetud tingimused:

1° (x,y) = (y,x);

2° (Xjt+/<y, z) = A.(x,z)

3° (x,x) 0, kusjuures (x,x) = 0 siis ja ainult

siis, kui x =O.

Kui skalaariga korrutamine on lineaalis H defineeri

tud nii, et v3ib omandada komplekaarvulisi väärtusi,
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siis defineeritakse ka skalaarkorrutis (x,y) kompleksar-

vuna, kusjuures aksioom 1° tuleb asendada aksioomiga

(x,y) = (y,x).

Kui defineerida Uxft = (x,x), siis vektoriruum osu-

tub lineaarseks normeeritud ruumiks (tõestada!). Selle

meetrika suhtes täielikku vektoriruumi nimet. Hilberti

ruumiks (mõnikord lisatakse veel nõue, et H oleks sepa-

raabel).

2
Seni vaadeldud konkreetsetest ruumidest on R,%

n

2
ja L Hilberti ruumid. Ruumis R defineeritakse ska-

laarkorrutis tavalisel viisil:

Kui vektorid võivad olla ka kompleksarvuliste koor-

dinaatidega, siis tuleb see definitsioon muuta järgmiseks:

Ruumides fja defineeritakse skalaarkorrutis

vastavalt valemitega
oa

(k.y)
k*i

3*
. t

(x,y) = f
ehk komplekssel juhul valemitega

(x,y) = J

Kolmnurga aksioomiga ekvivalentseks osutub Hilberti
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ruumis nn. Bunjakovski võrratus

!(x,y)t $ !!xü -!!y)(

(tõestus vt. [ll lk. 124).

Elemente x,y @ H nimet. ortogonaalseteks ja kirjuta-

takse x -Ly, kui (x,y) = 0. Elementi x € H nimet. orto-

gonaalseks lineaarse alamruumiga (v3i lineaaliga) Lc H

ja kirjutatakse x J-L, kui x on ortogonaalne iga elemen-

diga y € L. Suurust

P (x,L) = inf Hx - yH
*

y*L

nimet. elemendi x € H kauguseks alamruumist L. Tõestame,

et alamruumis L leidub iga x € H puhul üheselt määratud

element y€ L nii, et t!x- yt!= f(x,L). Sellist elementi

y nimet. elemendi x projektsiooniks alamruumi L.

Kui x € L, siis = 0 ja otsitavaks elemen-

diks on y= x. Seepärast võime eeldada, et x L ja

f(x,L) =<T> 0.

Alumise raja definitsiooni kohaselt leidub jada

C L nii, et ,limjx -

= cT,s.t. x
-

<J+ g
,

kui n > N(E). Siia L tõttu

"*

Teiseltpoolt aga n > W(6) puhul

"* *?<?.+!+ '

?n+l-

z
- yn+i" *

ja seega =

6 Ü. Kaasik
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Siit järeldub, et jada on fundamentaalne. Tõe-

poolest, n-**o korral

< Yj - y.) -(Tn+l- X) + (T - y.)) *

* 2"* - y,+ill2 t 2lfi - - 4ÜI 0.

Järelikult eksisteerib lljz = y L, kusjuures

- yH + 0, s.t. ü x - yH =

Tõestame nüüd, et element z =x - y on ortogonaalne

alamruumiga L. Kui oletada, et leidub y' € L nii, et

(z,y') = 0, siis tähistades y *(yrjyry y' =y" saame

* <* - *
'

lyHyT) y'' =

. II.1(2 _ 11.1,2._zL. 4

(y',y') (y',y*) (y\y')

mis pole aga y" < L tõttu võimalik. Seega z J-L.

Meil on jäänud näidata, et elemendi x projektsioon

y€ L (ja seega ka z=x- y) on üheselt määratud. T3e-

poolest, kui oleks x= y + z ja x= y* + z*, kus

y,y*6 L ja z,z*± L, siis y- y* = z* - z ja

Hy * = (y - y*,z* -*) = (y- y*,z*) - (y- y*,z)=o,

sest y - y* € L. Seega s.t.

y= y* ning z =

Järelikult me oleme tõestanud, et kehtib järgmine

Teoreem 1. Mistahes alamruumi Lc H ja ele-
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mendi x € H puhul leiduvad üheselt määratud elemendid

y€L ja zj.L nii, et

x= y +

Hilberti ruumi uurimisel leiab veel sageli kasutamist

Teoreem 2. Selleks, et lineaal L oleks ruu-

mis H kõikjal tihe, on tarvilik ja piisav, et ruumis H

ei leiduks elementi x % 6 nii, et x J.L.

Tarvilikkus. Olgu T= H. Veendume kõige*

pealt, et kui x JLL, siis ka x J-L. iga ele-

ment y 6 L on kujutatav mingi jada c L piirelemen-

dina: Ay - Kuid iga n puhul = 0 ja

Bunjakovski võrratüsest saame !(x,y)) = t - (x,y )!c

'(x,y * Üx!!- " Seega (x,y) = 0, s.t.

xJL L (ühtlasi me nägime muide, et skalaarkorrutis on pi-

dev funktsioon). Kuna antud juhul L = H, siis elemendi

x± L eksisteerimine tähendab, et x on ortogonaalne

kogu ruumiga. Muuhulgas siis xJL x, s.t. (x,x) 0 ehk

x =9.

Piisavus. Ärgu leidugu elementi x % 6 nii,

et x 1 L. Oletame väitevastaselt, et L % H ja valime

mingi elemendi x€ H nii, et x L. Siis teoreemi 1

kohaselt x= y + z, kus y e Y ja z -I.L.Muuhulgas

siis ka z J.L, kuid x L tõttu z 6. Saadud vastu-

olu tõestabki teoreemi.
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§4. F-tüüpi ruum

Täielikku meetrilist ruumi X nimet. F-tüüpi ruumiks

kui ta on lineaal ning meetrika rahuldab tingimusi

1° iga x,y e X puhul f>(x,y) = - y,&);

2° kui 0, siis iga x < X puhul;

3° kui XR—siis 71X3—*# iga A. 6 puhul
Vahetu kontrollimisega (vt. lk. 52) võib lihtsalt

veenduda, et F-tüüpi ruum on ühtlasi lineaarne ruum, s.t.

et on täidetud ka lineaarse ruumi ülejäänud aksioomid. Seda

arvestades kasutatakse toodud definitsiooni asemel sageli

järgmist lihtsustatud sõnastust:

Lineaarset täielikku meetrilist ruumi nimet. F-tüüpi

ruumiks, kui temas on täidetud tingimus

f(x,y) = f(x - y,O) '

(näiline lihtsustus on saavutatud liigsete eelduste sisse-

toomise teel: nõutakse lineaarse ruumi kõikide aksioomide

täidetust, kuigi piisaks ainult kahest).

Ilmselt osutub iga B-tüüpi ruum ühtlasi F-tüüpi ruu-

miks (tõestada!). Vastupidise olukorraga aga üldiselt tege-

mist ei ole, mida illustreerib kasvõi järgmine

Näide. Vaatleme kõikide (reaalarvuliste) jadade

x = '**
**') hulka ja muudame ta meetriliseks

ruumiks, defineerides ,

? (i.y) =2l 4
1 * 'fk -?k'

See rida on alati koonduv, sest iga k puhul
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*

'

1

aga rida / -c koondub. Esimese kahe meetrikaakaioomi

täidetus on ilmne, aga kolmnurga aksioom järeldub võrra-

tusest

)*=f+At )o(! )A!
i

+
L

1+ !<l+p! 1+ !<*! 1+

(üksikasjalik tõestus vt. fl] lk. 25). Saadud ruumi tähist,

tavaliselt sümboliga s. Kui tehted jadadega defineerida

samuti nagu ruumide m ja puhul, siis on ilmne, et

s on lineaal. Ruumi s täielikkuse tõestus vt. näit. [2]

lk. 24 (täpsemalt, vajalik tõestus on sealt lihtsalt järel-

datav)
.

Tõestame, et s on F-tüüpi ruum:

1. ,

R-l? 1+

= y_-c< 5k (k
= (x-y,g);

+ 0.

2° kui A* 0, siis Q(\x,o) =

n) n '

)\ nž )

=22-]- 3 —-)0;
1

3 kui s.t. siis
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25 1 !7J

Ruum s ei ole aga B-tüüpi ruum. Nimelt kui definee-

rida (vrdl. §2)

oo 1 )&!
Mxi[ = =s* -c ——

'

1+

Hiis pole täidetud normi teine aksioom, sest üldiselt

'33'6.' '&J
* 'A"txu.

1 + 1 +

Seega F-tüüpi ruum pole üldiselt normeeritav nii,

et Hx[[ Sellepärast tuuakse P-tüüpi ruumis nor-

mi mõiste asemel sisse kvaasinormi mõiste, mida tähist,

ikka Hx H ja defineeritakse

[txt(=s>(x,#)

F-tüüpi ruumi esimest aksioomi arvestades on siis

ikka täidetvl tingimus Hx - y)]= Kvaasinormi ise-

loomustavad järgmised omadused:

[ = o siis ja ainult siis,

kui x =6 ;

2° !(-x)t = [!x));

3° !!x+ yH3Htxtf + ][y![.

Esimene omadus on siin ilmne, teised aga lihtsalt

tõestatavad:
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H-rõ

Kx + y][= + y,a) + y,y) *p(y,o) = ]{xH + HyH.

Nendest omadustest järeldub vahetult, et

MxM-HyH&Hx +ytt.

TÕepoolest, kuna x = (x + y) + (-y), siis

ÕxH Mx +yH + M-yA= Hx +yM + !]yü.

Samuti järeldub siit kvaasinormi pidevus, s.t. et

x korral ! BxM (tõestada!).

Vaatleme nüiid ruumis X lõpmatut rida x. .

Kui eksisteerib x = lim kus s =<X x. , siis nimet.
n-*oo n n jc

seda rida koonduvaks ja elementi x tema gummMit-Rning kir-

jut. JE x. = x.
)Cml oo

Tõestame, et kui positiivne arvurida JE.H on

koonduv, siia koondub ka rida x...Ruumi X täielikkuse
K-t x

tõttu tuleb selleks tõestada jada { fundamentaalsus.

Kuid ige i puhul

K=h*t <r=n+{

kui n 7 N(^), sest arvurida on ju eelduse koha

selt koonduv.

Niisugust F-tüQpi ruumi elementide rida, mille liik-

mete kvaasinormidest moodustatud rida on koonda, nimet.

absoluutselt koonduvaks reaks. Viimane tulemus ütleb, et

iga absoluutselt koonduv rida on koonduv. Seega saab P-tüü-

pi ruumi elementidest moodustatud rea koonduvuse selgitamis-

se! teatud määral kasutada (positiivsete) arvuridade koon-
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duvustunnuseid. Ilmselt ei kehti aga vastupidine tulemus,

s.t. mitte iga koonduv rida ei ole absoluutselt koonduv

(tõestada!).

Leiame veel hinnangu F-tüüpi ruumi elementidest moo-

dustatud rea summa kvaasinormi jaoks. Olgu x = s.t.
n. K<=i *

" k-1

kui n N. Siis aga kvaasinormi vastavat omadust arvesta-

des

RxH - H x. ))& [)x - X. H< 6
,

k-1 K=t
ehk

M x N < ][ +
*

Olgu rida absoluutselt koonduv. Siis võime

viimases võrratuses lasta n-***, mis annab

Et E>o on kuitahes väike, siis saadud tulemus tähendab,

et

N x !! = tt 3L M h x. tt.
*r*4 x x

Saadud võrratus kehtib muidugi ka siis, kui vaadeldav

rida on tingimisi koonduv, s.t.koonduv, kuid mitte absoluut

selt koonduv (sel juhul = <*=* ja võrratus triviaal-

ne).

Meenutame veel, et saadud tulemused kehtivad muidugi

ka Banachi ruumides.



47

§5. Lineaarse ruumi dimensioonr

Lineaarset ruumi nimet. n—dimensionaalseks, kui tema

põhihulk koosneb n elemendist. Kui põhihulk on loenduv,

siis ruumi nimet. loenduvadimensionaalseks (saab nimelt

tõestada, et ruumi kõik põhihulgad on ühesuguse võimsusega

- vt. näit. [5l lk. 131).

Näide. Kõikide polünoomide hulk P on (Weier-

strassi teoreemi kohaselt) ruumis C kõikjal tihe, s.t.

P = C. Hulga P baasiks on aga (vt. §1) hulk

... ...j, mis ruumile C on seega põhihul-

gaks. Järelikult ruum C on loenduvadimensionaalne.

Osutub, et lineaarse ruumi dimensioon on lähedalt seo-

tud selle ruumi separaablusega.

Olgu lineaarne ruum X separaabel, s.t. leidugu loen-

duv hulk D c X nii, et D= X. Kui D elemendid pole li-

neaarselt sõltumatud, siis eraldame osahulga D' C D, mil-

lel on sama kinnine lineaarne kate (s.t. X) ja mis seega cn

ruumi X põhihulk. Kuna D oli loenduv, siis saab ka D'

olla ainult kas lõplik või loenduv (sel juhul öeldakse ka
,

et D' en ülimalt loenduv). Seega oleme tõestanud, et

paraabel lineaarne ruum on ülimalt loenduvadimensionaalne.

Näitame nüüd ka vastupidi, et iga lõpliku- või loendu-

vadimensionaalne F-tüüpi ruum on separaabel.

1) Olgu X lõplikudimenstonaalne F-tüüpi ruum, mil-

lepõhihulkon Ds/xi.Xg, ...
Hulga D lineaarse

7 tt. Kaasik
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HD)

sulund on siis kogu ruum: L?D) =X.

Moodustame hulga

kus fk
ratsionaalarvud. Ilmselt on hulk E loenduv

(põhjendada!). Näitame, et ta on ruumis X kõikjal tihe.

Selleks piisab, kui näitame, et E on kõikjal tihe li-

neaalis L(D), sest L(D) = X tõttu saab ju ruumi X iga

punkti kuitahes hästi aproksimeerida L(D) punktidega.

Olgu x = x. mingi element lineaalist L(D)
K*l x K

Aproksimeerime reaalarvud ratsionaalarvudega ?k nii*

et 5 ' Süs element x'

aproksimeerib elementi x 6 L(D) täpsusega 6 :

<=l **l K=E4

Seega E on lineaalis L(D) ja seega ka tema sulundis

X kõikjal tihe, s.t. ruum on separaabel.

2) Olgu ruumi X põhihulk D ... ... j
loenduv. Siis L(D) = kus

Äsjatõestatu põhjal on loenduv hulk
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iga n puhul lineaalis kõikjal tihe. Moodustades hul-

E =

n

on lihtne veenduda, et see on loenduv ja ruumis X kõikjal

tihe (põhjendada!). Seega oleme tõestanud, et kehtib

Teoreem 1. F-tüüpi ruum on separaabel siis ja

ainult siis, kui ta on ülimalt loenduvadimensionaalne.

Näitame järgnevalt, et hulga kompaktsuse ja tõkestatu-

se mõisted langevad ühte ainult lõplikudimensionaalsetes

ruumides. Selleks tõestame kõigepealt

Lemma. Kui L on lineaarse normeeritud ruumi X

pärisalamruum (s.t. lineaarne alamruum, mis pole kogu X,

kuid sisaldab nullist erinevaid elemente), siis leidub

element x' € X nii, et Hx'M = 1 ja !fx'- yM ? 1- 6

iga y g L puhul, kus > 0 on mistahes etteantud arv

(loomulikult võime eeldada, et

Tõestus. Kui L on pärisalamruum, siis leidub

element x g X nii, et

= = inf )[x -y H 0.

Seega mistahes y 6 L puhul t)x- yH ? d. Teiselt poolt

peab aga (alumise raja definitsiooni põhjal) leiduma ele-

ment y' g L nii, et t[x-
*

Valides x' = — on ))x'![ =1 ja iga y 6 L

)!x-y'M
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korral

x' -y = *X' -y =

* (7' +
=

x-y"

!tx-y'H Bx-y't Kx-y'H

kust y" =y' + !!x - y'](y 6 L tõttu aga

Mx' -yf[ = —
—-X''"

= 1 - g
,

m.o.t.t

Teoreem 2. Selleks, et lineaarne normeeritud

ruum X oleks lõplikudimensionaalne, on tarvilik ja pii-

sav, et ruumi X iga tõkestatud hulk oleks kompaktne.

Piisavus. Olgu ruumi X iga tõkestatud hulk

kompaktne. Valime vabalt elemendi x^ 6 X nii, et [[ = 1

ning vaatleme lineaarset alamruumi = Kui X,

siis on piisavus tõestatud, vastasel juhul leidub aga lem-

ma põhjal element Xg € X nii, et ](XgM = 1 ja -

1 -C . Vaatleme nüüd alamruumi Lg = +

(lihtne on veenduda, et lõpliku baasiga lineaal on kinnine,

s.t. kujutab endast alamruumi - tõestus vt. E2] lk. 60).

Kui ka nüüd ei leia aset võrdus Lg = X, siis eksisteerib

element X nii, et = 1, - 1
,

-Xg t( 1- & jne. Kui selline protsess lõpeb lõpliku

arvu sammude järel (s.t. kui mingi n puhul L = X),
n

siis piisavus on tõestatud. Kui aga oletada, et protsess

kestab lõpmatuseni, siis saame tulemuseks lõpmatu jada J,
mis on tõkestatud (HxH =1), kuid ei sisalda ühtki koon-

duvat osajada, sest iga n ja i puhul f!

s.t. jada ei saa sisaldada fundamentaalset osajada. See on
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aga vastuolus eeldatud kompaktsusega

Tarvilikkus. Olgu X n-dimensionaalne,

põhihulgaga , ... ,x^. Siis iga x X on esitatav

kujul x = +
...

+ A x . Vaatleme mingit tõkestatud ja-

da & M, = + ...+ ja

näitame, et leidub koonduv osajada y*.-* Selleks pii-

sab, kui tõestame arvujadade { tõkestatuse iga i pu-

hul, sest siis saab neist ju eraldada koonduvad osajadad

ning tarvitseb vaid valida = /ix + * +

f
Jadade { j tõkestatuses veendumiseks näitame summa-

de jada + ...
+ j tõkestatuse. Oletame väitevas-

taselt, et leidub indeksite osajada nii, et iga m

puhul

< + ...+ ! m,
1 n m

ja vaatleme elemente y' = . Siis lim y' =O, sest

"y\J' S *

fK*J
Teiselt poolt aga kus

(K<*) (K*)

=/ti ja t +
...

+ t = 1. Seega jadad

VA-hf on iga i puhul tõkestatud, s.t. neist saab välja

eraldada koonduvad osajadad , kusjuures ilmselt

* 7*n"' = Tähistades +
...

onlim
.

= ,sest

"4*-
kui j .
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Kuna c ja jada koondub nullele-

mendiks, siis = See pole aga võimalik, sest elemen-

did ... on eelduse kohaselt lineaarselt sõltuma-

tud, aga kordajad ei saa tingimuse = I

tõttu kõik nulliga võrduda. Saadud vastuolu tõestabki jada-

de tõkestatuse ja seega jada kompaktsuse.

§6. Lin rsed pooljärjestatud

ruumid

Reaalarvude hulga saab teatavasti täielikult

järjestada, s.t. defineerida seose x< y nii, et on täi-

detud tingimused:

1° iga arvu x € puhul kehtib üks ja ainult üks

kolmest seosest: kas x > 0 või x = 0 või x<o;

2 kui x? 0 ja y 0, siis x+ y 0;

3° kui x? 0 ja X ? 0, siis Xx >0;

40 iga arvu x g puhul leidub alati arv y e

nii, et y > 0 ja y> x.

Mistahes lineaali X puhul pole selline täielik jär-

jestamine üldiselt läbiviidav, täpsemalt: enamasti ei saa

seost x < y nii defineerida, et oleks täidetud tingimus 1?

Sellepärast osutub vajalikuks vaadelda lineaalides ka sel-

liseid järjestamist, millede puhul tingimus 1° on nõr-

gendatud selles mõttes, et ei nõuta tema täidetust iga

x 6 X korral (s.t. ei nõuta, et lineaali kõik elemendid
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oleksid võrreldavad nulliga). Kuna niisugune nõrgendatud

järjestamine leiab rakendusi ka hulkades, mis pole lineaa-

lid, siis anname vastavad mõisted kõigepealt mistahes hul-

ga jaoks.

Hulka X nimet. osaliselt järjestatuks, kui tema ele

mentide teatud paaride puhul on defineeritud suhe x< y

nii, et

1 kui x< y, siis ei saa olla x= y ega x y;

2° kui x> y ja y > z, siis x > z.

Osaliselt järjestatud hulka X nimet. struktuuriks,

kui iga kahe elemendi x,y € X puhul leiduvad elemendid

z,t € X nii, et t<6x ja t y.

Lineaali X nimet. pooljärjestatud lineaaliks ehk

K-lineaaliks', kui tema teatud elementide puhul on definee-

ritud seos x > 6 nii, et:

1 kui x>o
,

siis oi haa olla x= 0 ega x<o ;

2° kui x? 6 ja y> e
,

siis x+y ? g ;

3° iga x c X puhul leidub element y> 0 nii, et

y-x?e);

4° kui x>6 ja X>o, siis Ax>o;

5 iga kahe elemendi x,y 6 X puhul leidub element

z € X nii, et z ja y< z, kusjuures iga

elemendi t € X korral, mis rahuldab tingimusi

t, y t, kehtib seos s< t.



54

K-lineaali osahulka D c X nimet. ülalt tõkestatuks,

kui leidub selline element y€X, et x y iga x 6 D

korral (analoogselt defineeritakse alt tõkestatud hulk);

niisuguse omadusega elementi y nimet. hulga D ülemi-

seks tõkkeks. Kui hulga D ülemiste tõkete hulgas leidub

vähim, s.t, niisugune element z € X, et iga x e D puhul

x z ja iga ülemise tõkke y puhul z y, siis nimet.

seda vähimat ülemist tõket z hulga D ülemiseks rajaks

ja tähist, sup D (analoogselt defineeritakse hulga alumine

raja inf D). K-lineaali aksioomi võib seega sõnasta-

da järgmiselt: iga kaheelemendiline (ja järelikult üldse

iga lõplik) hulk omab ülemise raja.

K-lineaali nimet. lineaarseks pooljärjestatud ruumiks

ehk K-ruumiks, kui aksioom 5° on täidetud rangemal kujul:

s°° iga ülalt tõkestatud hulk D C X omab ülemise

raja sup D.

Koondumine defineeritakse K-ruumis järgmiselt. Jada

suurimaks ja vähimaks kuhjumispunktiks nimet.

vastavalt elemente

=

ja

Mg.Xn = sup [inf ...)].
Kui lim x& = lim =x, siis jada nimet. (o)-koonduvaks,

suurima ning vähima kuhjumispunkti ühist väärtust x selle

jada (o)-piirelemendiks ja kirjut.
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(o)-üm 36 = x.
tv-*—R

Kõrvuti salle põhilise koonduvusega on K-ruum±s ots-

tarbekohane vadAe&de veel teist koonduvust, mis defineeri-

järgmiselt, Jada nlnet. (t)-koonduvaks ((t)-

piirwlemendiks x), kui igast twe osajadast

eraldada osajeda Ai, et (o)-lim =x. Sel

kirjutatakse

(t)-lln x = x.

Kui K-ruumd topoloogia (näiteks kinnised hulgad) de-

fineerida (o)-koondumise abil, siia (t)-koondumine osu-

tub saadava topoloogilise rütmi koondumiseks. Kuna pole

raske tõestada, et (ö)-koonduva jada iga osajada (o)-koon-

dub samaks pürelemendiks, siis jada (o)-koonduvusest jä-

reldub alati tema (t)-koonduvus. Seega (t)-koonduvus on

üldisem mõiste kui (o)-koonduvus.

Näide 1. Vaatleme kõikide mÕÕtuval hulgal

E d mÕÕtuvate ja peagu kõikjal tõkestatud funktsioo-

nide hulka S. Sealjuures võrdseteks loeme funkt-

sioone, mis erinevad ülimalt hulgal mõõduga null. Ilmselt

on S lineaal. Osalistejärjestuse toome lineaalis S

sisse järgmiselt: elementi x € 3 loeme positiivseks

(x >6 ), kui peagu kõikjal hulgal N 0, kusjuures

mes > o] > 0 (s.t. on positiivse mõõduga hul-

gal positiivne). Osutub, et sellise definitsiooni puhul on

K-ruumi aksioomid täidetud. Suhteliselt lihtne kontrolli-

ü. Kaasik
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mine näitab, et (o)-koondumine tähendab nüüd koondumist

peagu kõikjal ja (t)-koondumine koondumist mõõdu järgi

(vrdl. lk. 87).

Rakendustee on kõige olulisemateks osutunud sellised

K-ruumid, mis on ühtlasi Banachi ruumideks. K-ruumi X

nimet. KB-ruumiks, kui

1° X onßanachiruuh;

2° iga x * X puhul Kxü = Nsup(x,6) - inf (x,#)R;

3° kui 0 ja ,
siis Hx + y!t= Kx" + "y'L

KB-ruumis langeb (t)-koondumine ühte koondumisega

normi järgi.

Näide 2. Absoluutselt koonduvate jadade

x - "* *" mm* f osutub KB-ruumiks, kui

järjestus defineerida sel teel, et elementi x loeme posi-

tiivseks (x ) siis, kui iga k puhul 0 ja vähe-

malt ühe k korral 0.

§7. Lin rsed topoloogilis

ruumid

Lineaali X nimet. lineaarseks topoloogiliseks ruu-

miks, kui temas on defineeritud topoloogia nii, et elemen-

tide liitmine ja korrutamine skalaariga osutuvad pidevateks

teheteks (kui defineeritud topoloogia on separaatne, siis

X on ühtlasi ka lineaarne ruum).

Lineaali puhul defineeritakse topoloogia tavaliselt
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ümbruste abil (vt. I ptk., §7, definitsioon 4). Nimelt

tub, et topoloogia on lineaalis määratav üheainsa punkti

(näit, nullpunkti) ümbruste, koguni nn. ümbruste baasi et-

teandmisega. Punkti x ümbruste süsteemi {u) nimet. sel-

le punkti ümbruste baasiks, kui punkti x iga ümbrus V

sisaldab vähemalt ühe ümbruse U vaadeldavast süsteemist

(ui.
Kui on antud nullpunkti 0 ümbruste (ehk lihtsalt:

nulli^ümbruste) baas /u}, siis mistahes punkti x°6 X

ümbruste baasiks on hulkade {x + hulk. Viimast

hulka tähistatakse muide tavaliselt sümboliga {U + x^.
Analoogselt, sümboliga D tähistatakse hulka /<*xj, kus

x € D (näiteks -D on hulga D elementide vastandelemen-

tlde hulk). Hulka D nimet. sümmeetriliseks, kui D = -D.

Hulka D C X nimet. köitvaks. kui iga nullist erineva

x 6 X puhul leidub > 0 nii, et Xx € D, kui .

Lineaarset topoloogilist ruumi nimet. lokaalselt kume-

raks ruumiks, kui temas leidub niisugune nulliümbruste

baas, mis koosneb sümmeetrilistest ja kumeratest hulkadest.

Lineaal X osutub separaatseks lokaalselt kumeraks ruumiks,

kui temas on välja eraldatud kumerate, sümmeetriliste ja

köitvate hulkade süsteem {u}, mis rahuldab tingimusi:

1° kui {u}, siis iga -<> 0 puhul {u};
2° kui ja siis

3° süsteemi {u} hulkade ühisosaks on nullpunkt:
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= O. Vajalike omadustega topoloogia saamiseks tarvit-

aeb vaid süsteem (u) võtta ruumi nulliümbruste baasiks.

Sellise nulliünbruste süsteemi etteandmise võib asen-

dada nn. poolnormlde süsteemi etteanCmimega. Kui lineaali

X igale pmürtile x on seatud vastavusse üheselt mäara-

tudmittenegatiivnereaalarv õxü nii, et

1 iga puhul

2 Bx + yt!<;!x!]+KyH,

siis öeldakse, et lineaalis X on defineeritud ppolnerm

Nulliümbruste baasi {u) iga hulk määrab lokaal-

selt kumeras ruumis ühe poolnoimi mille võib definee-

rida näiteks järgmiselt. Kuna on eelduse kohaselt köi-

tev, siis iga fikseeritud x€ X korral leidub T? 0 nii,

et 0 < puhul x ehk x€ . Seda tingi-

must rahuldavate arvude A. hulk omab ilmselt alumise raja

ja seega võine defineerida

N = inf Ä,
f

sest poolnormi aksioomide täidetus on vahetult kontrolli-

tav. Niisaadud poolnormi iseloomustab asjaolu, et x €

puhul M 1, aga !]x{]< 1 korral x g IL.

S S 5
' Kui lineaalis X on antud teatud poolnormide süsteem

siis luged:s nulliümbrusteks hulgad

ja nende ühisosad, osutub X lokaalselt kumeraks to-

poloogiliseks ruumiks. See topoloogia on separaatne, kui
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iga x% 9 puhul leidub nii, et

Kui topoloogiat määrav poolnormide hulk on ISplik, siis

saame tegelikult Bamachi ruumi. Kui see poolnormide hulk on

aga loenduv, siis saadatvat ruumi nimet. B^-ruumiks.

Näide. VaatAeme IBigul (a,b j mistahes järku tu-

omavate funlrtwAnentrln hulka. See osutub

ruHHaiks, kui defineerida poolnormide jada järgmiselt:

... ,

Poolnomd. aksioomide täidetama kontrollimine ei valmista

siin raskusi
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LINEAARSED OPERAATORID

JA FUNKTSIONAALID

§l. Lineaarse operaatori

mõiste ja põhiomadused

Olgu antud kaks (üldiselt erinevat laadi elementidega)

hulka D ja D'. Kui hulga D igale elemendile x on

mingil ühesel viisil seatud vastavusse element y 6 D', siis

ütleme, et hulgal D on defineeritud operaator (nimet. ka

kujutuseks v3i teisenduseks) ning kirjutame näiteks

y = T(x). Hulka D nimet. operaatori T määramispiirkon-

naks, elementi y = T(x) elemendi x kujutiseks (operaa-

toriga T), aga elementi x elemendi y originaaliks.

Olgu C D; siis hulka {T(x)j, kus x 6 nimet. hulga

Dl kujutiseks ja tähist. T(Di). Täiesti elementaarselt

saab tõestada, et T(Di</ = T(Di)U T(Dg), s.t. hulkade

summa kujutis võrdub ne)idehulkade kujutiste summaga.

Edaspidi eeldameilkka, et hulgad D ja D' kuuluvad

mingitesse F-tüüpi ryitmiidesse X ja Y. Kui D = X, s.t.

kui operaator T on määratud kogu ruumis X, siis ruumi

X kujutist sageli operaatori T kujutiseks.

Kui pole rõhutatud, siis loeme edaspidi ikka

D= X (D* asemel võime aga üldsust kitsendamata alati vaa-

delda kogu ruumi Y). Kui hulga D' (ruumi Y) iga element
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y omab vähemalt ühe originaali x € X, siis ütleme, et ope-

raator T kujutab ruumi X hulgaks D' (ruumiks Y),

vastasel juhul aga ütleme, et T kujutab ruumi X hulka

D' (ruumi Y).

Kui Y = (ühedimensionaalne eukleidiline ruum), siis

operaatorit nimet. funktsionaa 11ks. Erinevalt mistahes ope-

raatoritest kasutame funktsionaalide tähistamiseks edaspidi

väikesi ladina tähti, näit, y - f(x).

Operaatorit T nimet. pidevaks punktis kui iga

jada { -* puhul -s T(x^). Operaatorit nimet.

pidevaks, kui ta on pidev kogu oma määramispiirkonnas. Ka-

sutades sulundi mõistet võib operaatori pidevust defineeri-

da ka näiteks järgmiselt: operaatorit T nimet. punktis

x pidevaks, kui iga Dc X puhul sellest, et x g*D
oo

järeldub, et € T(D).

Operaatorit T nimet. adikiivaeks, kui iga x',x"g X

puhul

T(x' + x") = T(x') + T(x")

Kuna 3+ 3 =3, siis aditiivse operaatori T puhul

T(6) = T(# + # ) = T(e) + T(6), kust s.t. aditiiv-

ne operaator kujutab (ruumi X) nuilelemendi (ruumi Y)

nullelemendiks. Analoogselt x + (-x) = # tõttu

T(x) + T(-x) = T(x + (-x)) = T(6) =6* ning seega T(-x) =

=
- T(x), s.t. aditiivne operaator teisendab vastandelemen-

did vastandelementideks (võib ka ütelda, et aditiivne ope-

raator on paaritu).



62

Operaatorit T ninet. homossenaoks, kui iga xgY

ja reaalarvu A. puhul

KAx) =XT(x).

Aditiivset ja homogeenset operaatorit*aimet, lineaar-

seks. Lineaarse operaatori puhul kasut. lihtsustatud tä-

histusviisi Tx (edaspidi tähist, lineaarseid operaatoreid

tähestiku esimeste tähtedega: Ax, Bac, Ox, ...).

Näiteid. A) Juhmi X = Y = s.t. kui operaa-

tor osutub tavaliseks funktsiooniks, on lineaarseks operaa-

toriks funktsioon y = ax.

2) Kui X ja T on n-dimensionaalsete vektorite

ruumid, siis on lineaarseks operaatoriks y =*Ax lineaar-
n.

teisendus I*2, * kus

= <7l ?n'
3) Kui ruumide X ja Y elementideks on lõigul

Ea,bJ määratud funktsioonid, siis võrdus

=

kus on sobivalt etteantud funktsioon, määrab li-

neaarse operaatori = mida nimet. Fredholmi

operaatoriks.

4) Kui X koosneb diferentseeruvatest funktsiooni-

dest, siis on defineeritav nn. djferentseerimisoperaator

=
ais on ilmselt samuti lineaarne.

5) Lineaarne on ka nn. nuiloperaator , mis teisen-



63

dab iga elemendi nullelemendiks: x = .

I&neaarse operaatori definitsioonis pole nõutud pide-

vust, kuid need mõisted pole ka täiesti sõltumatud, nagu

järeldub järgmisest kahest (meenutame, et järg-

nevas me eeldame alati, et ruumid XjaY on vähemalt

tüüpi F).

Teoreem 1. Kui aditiivne operaator on pidev

ühes punktis, siis on ta pidev kogu oma

Tõestus. Olgu aditiivne operaator A pidev

punktis x , s.t. iga jada x-* x puhul Ax -* Ax_. Va-
o mo m o

lime suvaliselt mingi elemendi x e X ja jada x.

Moodustame jada {x& -x + x°}, mis ilmselt koondub ele-

mendiks Xp. Siis aga -x + x^) = - Ax +

-* Ax
,

kust Ax, m.o.t.t.
o* n

Teoreem 2. Aditiivne ja pidev operaator on

homogeenne.

Tõestame võrdvse A(Ax) =A Ax kehtivuse iga

reaalarvulise A puhul järkjärgult:

a) kui A, = n on naturaalarv, siis A(nx) =

= A(x +
... + x) = Ax +

...
+ Ax = nAx;

b) kui A- 3 -n, siis A(-nx) = A(-x -

... *x) =

= A(-x) + ...
+ A(-x) a nA(-x) = -nAx;

c) kui A = siis Ax =A( n ) = nA( ), kust

g = g

d) puhulnüüdA(Bx)=nA(ix)=2Ax;
m m mm

9 ü. Kaasik
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e) kui A. on mistahes reaalarv, siis leidub ratsio-

naalarvude jada nii, et limj?=?L. Siis

aga A(Ax) = = lim = =

=

Kuna operaatori pidevust läks meil tarvis alles vii-

masel sammul, siis oleme ühtlasi tõestanud, et aditiivne

operaator on ratsionaalselt homogeenne, s.t. võrdus

A(a.x)= AÄx kehtib iga ratsionaalarvulise A korral.

Kasutades hiljem (vt. §6) tõestatavat lemmat ("kui

pideva lineaarse operaatori kujutis on II kategooria hulk,

siis vastavalt igale > 0 leidub niisugune >O, et

sfääri M x)[< kujutis sisaldab sfääri Hy MG.??") Saab

tõestada veel järgmise teoreemi.

Teoreem 3. Pideva lineaarse operaatori kujutis

on kas I kategooria hulk või kogu ruum.

Tõestus. Olgu A(X) =D' II kategooria hulk.

Valides mingi leidub lemma põhjal siis nii, et

S(6,i?) C A{S(6,E)} G D'. Olgu nüüd ye Y mistahes element

Kuna ruum Y on vähemalt tüüpi P, siis ning

seega n > puhul )] [! ,
s.t. C Järeli-

kult leidub element x 8(0,&) c X nii, et Ax = . Siis

aga A(nx)=y, s.t. y kuulub operaatori A kujutisse.

Seega juhul, kui D' on II kategooria hulk, ühtub ta kogu

ruumiga: D' = Y.

Et pideva lineaarse operaatori kujutis võib aga olla
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ka I kategooria hulk, see järeldub nulloperaatori konkreet-

sest näitest. Nulloperaatori kujutis koosneb ainult

ühest elemendist (ruumi Y nullelement) ning on seega ilm-

selt I kategooria hulk.

Sellega on teoreem tõestatud.

§2. Lineaarse operaatori norm

Operaatorit y = T(x) nimet. tõkestataks, kui leidub

selline konstant M, et iga x€. X puhul

[]*[].

Teoreem 1. Aditiivne operaator on pidev siis

ja ainult siis, kui ta on tõkestatud.

Tarvilikkus. Oletame väitevastaselt, et

pidev aditiivne (ja seega ka lineaarne) operaator A ei

ole tõkestatud. Siis võib vastavalt igale naturaalarvule

n leida elemendi nii, et Kuna ilmselt

Mx M 0 (s.t. x /8), siis võime moodustada elemendid
n n

*
VSrdustest = - järeldub kohe, et

lim = . Operaatori A pidevuse tõttu siis ka

lim Ax' =
. Seega peaks olema lim Ax' =O, kuid

** = =

Saadud vastuolust järeldubki operaatori A tõkestatus

Piisavus. Olgu aditiivne operaator A tõkesta-
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tud: MRxH iga x e X puhul. Fikseerides mingi

x € X valime mingi jada nii, et = x. Siis

tfAxR - AxH =)! - x)[)& - x[( ,

kui n 7 N(t), millega teoreem on tõestatud.

Teoreem 1 annab praktilise tunnuse lineaarse operaa-

tori pidevuse kindlakstegemiseks. Selgitame seda paari näi-

tega.

Näide 1. Kui Fredholmi operaatoris

y(s) = J = Ax(r)
a

funktsioon on mõlema argumendi järgi pidev, siis

võime valida X = Y-C(a,b). Pidev funktsioon on aga teata-

vaeti tõkestatud:

max = M.

Seega

]{AxK =y yV = max !y(^)' M - (b -a) (!xt!,

s.t. Fredholmi operaator on tõkestatud ning järelikult pi-

dev.

Näide 2. Veendume, et diferentseerimisoperaator

Ax = pole pidevalt diferentseeruvate funktsioonide

hulgal c'"c C(a,b) tõkestatud. Selleks vaatleme funkt-

sioonide x^(^) = oos n jada. Ilmselt =

= max !x_(^) t = 1. Kuid
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ja seega = i)
. Järelikult ei

saa leiduda konstanti M 0 nii, et iga x Cpuhul

oleks f)Ax MM, s.t. diferentseerimisoperaatorpole

vaadejdaval hulgal pidev.

Kui operaator A on tßkestatud, siis arv M võrratu-

ses Müxü pole muidugi üheselt määratud. Et aga

k3ik need arvud on positiivsed, siis peab eksisteerima

inf {M}, mida nimet. operaatori A normiks ja tähist. HAK

Vahetult definitsiooni abil on operaatori normi sageli vä-

ga tulikas arvutada. Sellepärast kasutatakse praktikas ena-

masti teist teed, mille annab

Teoreem 2. Pideva lineaarse operaatori A nor

mi v3ib arvutada valemist

N A[[ = sup M A? i[.

T 3 e s tu s. Kuna definitsiooni kohaselt

HAxü < iiAÜ - !txü,

siis )!xH 1 puhul f!Ax!< & llAit ja seega ka

suu RAxti MA!'.

Vastassuunalise võrratuse näitamiseks arvestame, et

ülemise raja definitsiooni kohaselt peab vastavalt igale

reaalarvule € > 0 leiduma element x' < X nii, et

!!Ax')!>aA!]-E.)nx'!t.

Siinjuures peab muidugi olema x' % # . Seega v3ime v3tta

vaatlusele elemendi = . Ilmselt Mx !t= 1 ja seega
° Hx'H °
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ü = — ÜAx'H > ÜAt! - €
° Hx't!

Lastes siin & 0 saame !!Ax ü !SAÜ ja järelikult

sup ])AxÜ üAü.

Sellega aga on teoreem tõestatud.

Toodud tõestusest järeldub muide = 1 tõttu),

et operaatori normi võib arvutada ka valemist

MÜ = sup [[Axtt,
!xn=i

mis mõnikord on lihtsamini rakendatav kui teoreemis 2

antud valem.

§3. Näiteid operaatori normi

arvutamisest

Näide 1. Vaatleme n-dimenaionaalsete vektorite

ruumi (i = 1,2, ... ,n),
valides X = Y = Kui f]xü = max = 1, siis

HAxtt = =

max !- max ) = max Z.
.

* **lL *
1 3-t lk

Seega leidub naturaalarv j n nii et

K Axf[= max y

Seda arvestades võtame vaatlusele vektori z =
. )

kus
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=rsign<*jk, kui

k 1 1
,

kui = 0

Ilmselt tz[f=l, kuid

!Az, = ?

Saadud võrratust eelmisega võrreldes näeme, et

j!AÜ = mauc *

*
*<=?<

l-K

Näide 2. Vaatleme sama operaatorit juhul, kui

X = Y = Kirjutist y = Ax võime nüüd tõlgendada nii,

et vektor y võrdub maatriksi A = .ja vektori x

korrutisega. Vektoralgebra tähistusi kasutades saame siis:

= Aje- Ax = (Ax) 'Ax = x'A'Ax = x'Bx = x * Bx,

kus B = A'A on sümmeetriline maatriks, sest B' = (A'A)'=

= A'A" = A'A = B. Anname ruutvormile x- Bx ortogonaal-

teisendusega kanoonilise kuju, saades

...

kus ...
on maatriksi B omaväärtused. Kui

. ... = 1, .11. k. .
... .

+&*2 = i ja seega

+
...

Sellega oleme tõestanud (t!x)t= 1 puhul) võrratuse

KAx[[ < \/Ai .
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Näitame, et ühiksfääril leidub element, mille puhul

see võrratus asendub võrdusega. Tõepoolest, olgu oma-

väärtusele vastav omavektor, s.t. = 1, =

Siis

= -

Seega sup Ax H = ja
XX!!-t . r—-

!!A!t=VÄi ,

kus on maatriksi B = A'A suurim omaväärtus.

Olgu veel märgitud, et kui A'=A (s.t. kui maatriks

A on sümmeetriline), siis ÜAt) = kus on maat-

riksi A absoluutselt suurim omaväärtus.

Võrreldes tulemust eelmise näitega näeme, et operaato-

ri norm sõltub oluliselt sellest, millistes ruumides me se-

da operaatorit vaatleme.

Näide 3. Valides X= m vaatleme jadade lineaar-

teisendust (i = 1,2, ...). Selleks, et selle

operaatori väärtused samuti kuuluksid ruumi m (s.t. et

võiksime valida Y = m), osutub tarvilikuks ja piisavaks

niisuguse konstandi M. eksisteerimine, et iga i puhul

M (tõestada!). Eeldamegi, et see tingimus on

täidetud.

Kui Hxtt = sup = 1, siis

Ülemise raja definitsiooni arvestades peab seega vas-

tavalt igale reaalarvule E. 7 0 leiduma naturaalarv j
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nii, et

N-6.

.e jada z = ...), kusVõtame vaatlusele jada

_rsigno(jk ,
0

*1
1 ,kui°(jk = O

' Ilmselt Nz(t=l ja

= sup "<jk'> " -

Võrreldes seda ülalsaadud võrratusega )Ax N näeme,

et sup HAxt! = N, s.t.
oo

f!AB= sup y*
.

i *-1
i*

Näide 4. Vaatleme ruumis X = C operaatorit

Ax = [

Selleks, et võiksime valida Y = C, eeldame funktsiooni

pidevust jaT" järgi). Kui nüüd !!xt)= max

= 1, siis
b b

HAx!)= max < f )x(T)d?!& max f<K() tdf.

Kuna pidev funktsioon omandab oma maksimumi, siis lei-

dub punkt 6 [a,b] nii, et

Võtame vaatlusele funktsiooni

z(r) = sign

mis on lõigul ilmselt mÕÕtuv tõkestatud

(!z(*C)! 1), kuid pole üldiselt pidev. Luzini teoreemi

(vt. L4] lk. 96) põhjal saab seda funktsiooni aga iga 0

10 ü. Kaasik
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puhul aproksimeerida pideva funktsiooniga nii, et

1 ja z(T) / vaid hulgal <-[a,b] , kus

mes 4. . Ilmselt siis hulgal E ,z(T) -

x (?)' 2.
nn n n

Valides näiteks 8 =—, kus M = max ), saame
n

2nM

iga 6 korral

b

!Az! = = +

h
&

+ + = +
.

See võrratus kehtib ka
o

puhul, s.t.

fI+ KAH-Mx !t.
a >o' n n

Kuna (t 1, siis n -**** korral saame siit

HAU,

millega oleme tõestanud, et

!AÜ =

§4. Pidevat 1 i n rset

peraatorite ruum

Vaatleme kõikide niisuguste lineaarsete operaatorite

hulka, mis on määratud lineaarses ruumis X ning millede

väärtused kuuluvad lineaarsesse ruumi Y. Seda hulka tähis-

tatakse sümboliga {X -*Y}.

Kahte operaatorit A,B e {x -*Y} loeme võrdseteks,

kui iga x e X puhul Ax = Bx. Operaatorite A ja B

summa defineeritakse valemiga
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(A + B)x = Ax + Bx

ja operaatori A Korrutis skalaariga A valemiga

(AA)x = A.-Ax,

kus x € X on mistahes element. Ilmselt lineaarsete ope-

raatorite summa on lineaarne operaator: (A + B)(x' + x") =

= A(x' + x") + B(x' + x") = Ax' + Ax" + Bx' + Bx" -

= (A + B)x* + (A + B)x"; (A + B)(Ax) = A(Ax) + B(Ax) =

= AAx + žtßx = ž(.(A+B)x (tõestada, et Ae (x Y) puhul

€ {X-) Nüüd võib vahetult kontrollida, et hulk

osutub lineaaliks, kusjuures nullelemendiks on

nulloperaator O
,

mis seab ruumi X igale elemendile vas-

tavusse ruumi Y nullelemendi (tõestada!). Lineaali ->Yj
võib muuta lineaarseks ruumiks, kui defineerida koondumine

temas näiteks järgmiselt: operaatorite jada Y}
nimot. kõikjal koonduvaks, kui leidub selline operaator

A € (x-* Y}, et iga xg X puhul —>Ax (ruumi Y

koondumise mõttes).

Lineaarse ruumi aksioomide täidetuses on lihtne veen-

duda (tõestada!).

Kui X ja Y on lineaarsed normeeritud ruumid (või

F-tüüpi miumid), siis ruumi eriti oluliseks alam-

ruumiks osutub pidevate lineaarsete operaatorite hulk, mi-

da tähist, sümboliga (X-*Y). Ilmselt on (X-*Y) lineaal,

kuid ta osutub ka lineaarseks normeeritud ruumiks, kui ope-

raatori norm defineerida nii, nagu me seda äsja tegime.
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\

TÕepoolest, definitaiooni kohaselt HA [[ 0, aga normi ak-

sioome pole raske kontrollida:

1° kui ÜAt] = 0, siis ttAKttxi) = 0, s.t. iga

x€ X puhul Ax = 6', s.t. A= #; kui A = %?,

siis ttAx tt=? 0= 0- !tx!t, s.t. RA[[ =0;

2° = sup !t H = sup i)A Ax!t = !A* sup R Ax! =

mrü<=l

3° ÜA + BR = sup R(A + B)xt) = sup HAx + BxR
Hxt!=l

< sup (SAxü + ttßxü) = sup HAx!! + sup MBxH = AAB+ BB!L
Axn-i UX!=t

Teoreem. Kui Y on Banaohi ruum, siis on seda

ka (%-> Y).

Tõestada tuleb siin ainult ruumi (X -*Y)

täielikkus, s.t. näidata, et kui on antud operaatorite fun-

damentaaljada
,

- <E. iga n > ja

i puhul), siis leidub operaator A 6 (X-* Y) nii, et

lim ÜA - At!= 0. Tõestuse viime läbi kolmes osas.

1) Piiroperaatori A konstrueerimine. Iga xg X

ja naturaalarvu i puhul

- - EÜx!),

kui vaid n > N(&). Seega operaatorite väärtuste jada

c Y on iga x 6 X korral fundamentaalne ning koon-

dub ruumi Y täielikkuse tõttu mingiks elemendiks y g Y.

Võrdus

Ilm = y
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seab igale elemendile x ( X vastavusse elemendi y <gY,

s.t. defineerib operaatori y = Ax.

2) Operaatori A pidevuse ja lineaarsuse näitamine.
e

Aditiivsus järeldub vahetult definitsioonist:

A(x'+ x") = lim A^(x'+ x") = lim A x' + lim A x" = Ax'+ Ax"

Tõkestatüse (ja seega pidevuse) näitamiseks veendume kõige-

pealt, et jada {H on tõkestatud. Kuid

l"An+i'i

kui n > N(&); seega {R on fundamentaalne ja järeli-

kult leidub konstant M ? 0 nii, et & M iga n pu-

hul. Siis aga

t[Axt)= ttYim = lim H $ = Mttxt!

Sellega oleme tõestanud, et A 6 (X-* Y).

3) Koondumise lim - Ait= 0 näitamine. Kui

siis puhul

* sees**

lIAx - = Ilm HA„+iZ - g .

Järelikult n > N(E.) korral

HA - A !(= sup H(A - A )x!!= sup ÜAx - A xt!<€
,

t. jada koondub normi järgi operaatoriks A.
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§5. Banach-Steinhausi te o r

Teoreem. Selleks, et pidevate lineaarsete ope-

raatorite jada C (X Y) koonduks kõikjal Banachi

ruumis X (pidevaks lineaarseks operaatoriks), on tarvilik

ja ruumi Y täielikkuse puhul piisav, et

a) jada koondub ruumi X mingil põhihulgal E;

b) operaatorite normide jada on tõkestatud.

Tarvilikkus. Tingimuse a) tarvilikkus on

ilmne. Tingimuse b) tarvilikkuse näitamiseks oletame väi-

tevastaselt, et jada koondub kõikjal, kuid jada

pole tõkestatud. Selleks tõestame kõigepealt, et

siis pole ka jada tõkestatud üheski kinnises

sfääris S(a,<t)C X. Oletame veel kord väitevastaselt, et

leidub sfäär Mx - nii, et x 6 Š(a,*() korral

t! < M iga n puhul. Võtame vaatlusele elemendi x' =

= x + a, mis iga x 6 X puhul kuulub sfääri Š. Siis

aga iga n korral

kust

" AV'- "V""
ehk

f?jjllA„illgM + liViig a*

Järelikult iga x a X ja n = 1,2, ...
korral

ttx![,
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S-t. '
mis on vastuolus oletusega, et (UA&H}

pole tõkestatud. Seega jada A^x![] pole tehtud oletuse

puhul üheski kinnises sfääris tõkestatud.

Fikseerime mingi sfääri S c X. Asjatõestatu põhjal

peab leiduma operaator ja punkt < nii, et

> 1. Operaatori pidevuse tõttu kehtib viimane

võrratus terves mingis sfääris ( Nüüd peab aga

jälle leiduma operaator ning punkt s nii, et

!t 2, kusjuures see võrratus kehtib sfääris

jne. Seda protsessi jätkates saame sfääride jada

nii, et x e korral x)t> k. Üldsust kit- .

sendanata võime siinjuures eeldada, et limo( =O. Siis

aga (vt. I ptk. §4) leidub punkt X nii, et

iga k = 1,2,... puhul, kusjuures k. Seega jada

ei saa punktis x° kooneuda, mis on vastuolus teo-

reemi eeldustega. Järelikult peab jada olema tõ-

kestatud.

Piisavus. Moodustame põhihulga E lineaarse

katte L(E). Kui x e L(E), siis avaldub ta kujul
m O

koondub kõikjal lineaalis L(E). Tõepoolest, kuna eelduse

kohaselt € E korral eksisteerib = siis

L(E) puhul

**i K-l
'
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X

kusjuures viimast võrdust võib ühtlasi lugeda piiroperaa-

tori A definitsiooniks lineaalis L.

Olgu nüüd x e X mistahes element. Siis leidub

L(E) = X tõttu element x t L(E) nii, et !x - xJt < —

° ° 3M

kus 6 > 0 on suvaliselt etteantud arv ja M

Seega n> N(E) ja iga i korral

"*n+i= * * *n+i*o" " - A,x°H+

+'t - M< -Hx - x°)l + ttx- x°R4.

— + - + M-— =6,
3M 3 3M

s.t. jada on fundamentaalne ja ruumi Y täielik-

kuse tõttu eksisteerib piirelement lim = Ax.

Niisaadud operaator A on ilmselt lineaarne (tõesta-

da !) ning seega tuleb veel vaid toestada, et ta on ka tõ-

kestatud (ja seega pidev). Kuid < M tõttu iga x6 :

puhul millest n—*<*° korral järeldubki, et

Mtfxti.Sellega on teoreem tõestatud.

Esitatud tõestusest me nägime muuhulgas, et kui ruum

Y on täielik, siis on ruum (X-* Y) täielik ka kõikjal

koondumise mõttes.

Banach-Steinhausi teoreemi rakendamise võimalusi il-

lustreerib järgmine

Näide. Vaatleme ruumis C(a,b) ftmktsionaali
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fx = f

Selle funktsionaali (määratud integraali) väärtuste ligi-

kaudseks arvutamiseks kasutatakse praktikas nn. kvadratuu-

rivalemeid, mis omavad kuju

K=O

(näiteks trapetsvalemi puhul = a + -

=
...

= =
--T-— ). Siinjuures kordajad

cP valitakse tavaliselt nii, et võrdus fx = f x leiaks
n

aset kõikide ülimalt n-astme polünoomide puhul, s.t. siis,

kui
i-0

Kerkib küsimus: millistel tingimustel saab määratud

integraali väärtust iga x e C puhul vaadeldavat tüüpi

kvadratuurivalemitega arvutada mistahes etteantud täpsuse-

ga? Sellele küsimusele vastamiseks tuleb selgitada, millal

leiab koondumine = fx aset kogu ruumis C.

Kordajate valik garanteerib vajaliku koondumise

pßhihulgal ... ...}. Banach-Steinhausi too-

reemi rakendamiseks tuleb nSuda veel normide ]]f tSkes-
n

tatust. Kuid

«-0 K-o

ja seega f)[ )c°!. Järelikult on kvadratuurivalemi-
"

K=O
*

te koondumiseks piisav, kui leidub arv M> 0 nii, et iga

ri puhul

11 ü. Kaasik
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te?) M.

n
See tingimus on alati täidetud siis, kui 0. Toe-

poolest, kuna = 1 korral peab iga n puhul olema

f x = fx = b -a, siis
n. Jk

K=o K-o

§6. Lineaarsete operaatorit

pööramin

Kui operaator A kujutab ruumi X üksüheselt hulgaks

G c Y, siis saab iga elemendi y e G järgi määrata tema

originaali x e X nii, et Ax = y. Operaatorit, mis seab

elementidele y e G vastavusse nende originaalid, nimet.

operaatori A pöördoporaatoriks ja tähist, x = A****y.

Operaator kujutab seega hulga G c Y ruumiks X, s.t

A"l{A(X)} = X

ja

A{A"l(G)} = G.

Lihtne on veenduda, et lineaarse operaatori A e

6 {x—*Yj pöördoperaator (kui see eksisteerib) on samuti

lineaarne, s.t. A /Y-*x}. Selleks, et näidata pöörd-

operaatori pidevust, tõestame kõigepealt

Lemma. Kui pideva lineaarse operaatori A kuju-

tis on II kategooria hulk, siis leidub vastavalt igale

> 0 niisugune ?0, et (F-tüüpi ruumi X) sfääri
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üx(f<6 kujutis ) sisaldaks (F-tüüpi ruumi Y)

sfääri ! yN < 7?.

Tõestuseks näitame kõigepealt, et vaadeldava

sfääri kujutise sulund A(t)x)[<6 ) sisaldab teatud sfääri

Hyt(<7?. Vastavalt etteantud arvule f 0 moodustame iga

n puhul hulga = { nx'}, kus x' € S(#,^y),s.t. .

Lühemalt võib seda laadi definitsiooni üles kirjutada ka

sümboliga = mida me järgnevas mõnikord

kasutamegi. Ilmselt =

Lihtne on veenduda, et X = t/D
. sest ilmselt X

c
n

2? L/ kuid teiselt poolt iga x 6 X korral lim - =

ja seega leidub niisugune naturaalarv n^, et H )]< ,

s.t. x€ D ja järelikult Xc UD . Võttes nüüd vaatlu-
n- n=t n

sele hulkade D kujutised A(D )= G oleme seega näi-
n

oo

nn

danud, et A(X) = G = U G„

Kuna G on eelduse kohaselt II kategooria hulk, siis

peab seda olema ka vähemalt üks hulkadest olgu see

hulk G . Seega leidub sfäär S(y .o(),milles G on kõik-
m "o' '

m

jal tihe: C

Moodustame sfääri ja näitame, et C

Tõepoolest, olgu y€ s.t. ity - Siis kvaasi

normi omadust 3° arvestades

Kmy -7.)! m[]y - j]<

ja seega my 6 S(y ,o() C G . Järelikult leidub jada
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0

[y, ]C G nii, et my = limy. ehk y = lim— .Kuna

y. € = siis leidub x. € nii, et y, = Ax.
.

k m m k m k k

Kuid € tõttu =
,

kus ja seega

= ning y = 3Am Järelikult y € (s.t.

C sest € = tõttu C =

Võtame nüüd vaatlusele mingi sfääri nii, et

ja Kui y'€Sg, siis

Seega hulk {y' -b: y' 6 j kujutab endast sfääri

Kuna iga elemendi y'6 Sg c ümbruses leidub

element y" € siis y = y' - b ümbrüses asub element

y" - b. Järelikult sfäär )[y!]< sisaldub hulga G" =

={y" - b : y" € sulundis: {)[ytt< C G".

Kuna y",b € siis leiduvad elemendid x",a 6

(s.t.üx")[<
,

ttaX< nii, et y" = Ax" ja b = Aa.

Järelikult y" - b = A(x" -a) = Ax, kus ()x[)=f(x" *

itx"!t+){aH<6, s.t. G" C A(Rx]]<€ ). Siis aga ka

G''C.A(hx!t<6) ja seega

{Hyl!<l)cA(Kx!!<E)
s.t. leidub sfäär, mis sisaldub sfääri Hx}!<*6. kujutise

sulundis.

Näitame nüüd, et etteantud f 0 puhul leidub 0

nii, et d A(nxß<&). Moodustame selleks jada

ning leiame vastavalt igale arvu '

nii, et üldsust kitsendamata
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v3ime siinjuures eeldada, et

lÄhtume mingist elemendist y e Siis

A(Hxü < tõttu leidub y ümbruses element

nii, et tema originaal kuulub sfääri

kusjuures Ny - y^![< Nüüd aga leidub elemendi y
-

ümbruses element nii, et tema originaal kuulub

sfääri }[x!t<f
2* kusjuures H(y - -

7*2 ü Se-

da protsessi jätkates saame jada { ja selle elementide

originaalide jada (kus = nii, et iga n

puhul

Hy - + 72 + +

Siin esimene võrratus (koos tingimusega —*o) ütleb

et leiab aset koondumine y = lim =y. ,
kuna aga

teist võrratust arvestades ttx H-<= d . Seega ri-

da x, koondub (absoluutselt) mingiks elemendiks x,

kusjuures )tx!! x, <6
.

Kuid operaatori A

pidevust ja lineaarsust arvestades

Ax = A(lim y = lim ) = Ilm = lim

Seega lähtudes mistahes elemendist y oleme

konstrueerinud elemendi x € S(6,E) nii, et Ax = y. Vali

operaator A kujutab F-tüüpi ruumi X üksüheselt F-tüü-

des tähendab see aga, et C

millega lemma ongi tõestatud.

Banachi teoreem. Kui pidev lineaarne
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pi ruumiks Y, siis eksisteerib pidev lineaarne pöördope-

raator A \

T 3 e s t us. Kuna A on lineaarne ning kujutamine

üksühene, siis eksisteerib lineaarne pöördoperaator A*l.

Tema pidevuse näitamiseks piisab (vt. §1), kui näitame pi-

devuse nullpunktis 3' € Y.

Vastavalt etteantud arvule leiame 0

nii, et sfääri Hx(!<.& kujutis sisaldaks sfääri Myl!<y
Valides nüüd mingi nullpunktiks koonduva jada C Y

(lim = leidub naturaalarv nii, et n > N

korral * Siis aga niisuguste n väärtuste puhul

s.t. lim A =O. Arvestades, et A&=Q' tõttu A =

= $, oleme seega näidanudki operaatori pidevuse.

§7. Normeeritud ringi mõiste

Lineaali X nimet. ringiks (mõnikord ka algebraks),

kui temas on defineeritud elementide korrutamise tehe, mis

rahuldab tingimusi

1° A(x* y) = - y, x * (A.y) = A.(x - y);

(x -y) - z = x * (y z);

3° (x+ y)-z = x-z + y*z, x-(y+z)=x*y +

+ X -

Kui ringis leidub ühikelement e (s.t. element, mis

iga x c X puhul rahuldab tingimust x-e =e-x = x),
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siis kõneldakse ka ühikelemendiga ringist. Olgu muide mär-

gitud, et ühikelemendi olemasolu eeldamine ei kujuta endast

olulist kitsendust, sest ühikelemendita ringi võib alati

vaadelda teatava ühikelemendiga ringi alamringina. Ühikele-

mendiga ringis on korrutamise tehe teatud elementide puhul

pööratav. Elementi nimet. elemendi x parempoolseks

pöördelemendiks, kui x< e; elementi ,x nimet. ele-

mendi x vasakpoolseks pöördelemendiks, kui ,x
1.

x =e.

Kui element x omab nii parempoolse kui ka vasakpoolse

pöördelemendi, siis nad uhtuvad (tõestada!) ning nende

ühist väärtust nimet. elemendi x pöördelemendiks ja tä-

hist. x"l. Pöördelemendi olemasolu kindlakstegemisel osu-

tub sageli otstarbekohaseks ideaali mõiste. Ringi X alam-

hulka I, nimet. X toolseks ideaaliks, kui

1° I*#Y;

2° iga puhul x + yg I,;

3° kui x<l,, siis iga a<X puhul x*ae I*

Analoogselt defineeritakse vasakpoolne ideaal ,1 (erine-

vus seisneb selles, et tingimuses 3° tuleb nõuda, et

a- x ,1).

Ringi'ükski parempoolne ega vasakpoolne ideaal ei

sisaldada ühikelementi. Tõepoolest, kui oleks e 1,, siis

iga a € X puhul a = e* a g I*, s.t. I, =X. Seda arves-

tades on lihtne tõestada, et ühikelemendiga ringi element

x omab parempoolse (vasakpoolse) pöördelemendi siis ja ai-
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nult siis, kui ta ei sisaldu üheski parempoolses (vasak

poolses) ideaalis.

Uhikelemendiga ringi X nimet. normeeritud

kui

1° X on normeeritud ruum;

2 iga kahe elemendi x,y € X puhul <tx * ytt !xHMy(t;

3° !te!t= 1.

Normeeritud ringi nimet. täielikuks ehk Banachi rin-

giks,
kui ta on täielik normeeritud ruum (s.t. Banachi

ruum). Iga mittetäielikku normeeritud ringi saab tavalisel

viisil laiendada täielikuks (vrdl. I ptk. §5).

Banachi ringis osutub pöördelemendi leidmise tehe pi-

devaks, kusjuures igal pöördelementi omaval elemendil lei-

dub ümbrus, millesse kuuluvad elemendid omavad samuti

pöördelemente. Kuna ühikelement alati omab pöördelemendi

(ilmselt e
1

= e), siis tõestame selle väite kõigepealt

ühikelemendi juhul.

Teoreem 1. Banachi ringi iga element x sfää-

rist õx - eM < 1 omab pöördelemendi xl, kusjuures

x-* e puhul x e

Tõestus. Tähistame x
- e =y. Siis x 6.5(e,1)

puhul HyH < 1 ja seega rida )!y!) on koonduv. Kuid

o kk
kuna normeeritud ringi aksioomi 2 kohaselt Õy ][

,

siis (tähistades y° -e) sellest järeldub, et rida

(-l)ky* = e - y + y2 - y3 +
...

K=o
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on absoluutselt koonduv mingiks elemendiks z. Seega
2 3 2

z-e-y + y-y+...=e-y(e-y + y- ...)=e-yz,

ehk (e + y)*z = e. Analoogselt saame, et z *(e + y) = e,

s.t. z= (e+ =x*^.Kuna

V =Hzõ = =—-—
,

K*O Kcp 1-Ry!

siis Myõ=)x-eR<& korral

ff -eü = U -yz!f Hy). !zQ ,

l-!yü 1-<E

millega teoreem on tõestatud

Vahetuks järelduseks teoreemist 1 on

Teoreem 2. Kui element x 6 X omab pöördele-

mendi ja element y€ X rahuldab tingimust %yõ <

< —l—-
,

siis summa x+ y omab samuti pöördelemendi,

.1 -i.
Jl-iHI-Iy]

M(x+ y) i-x !< -

Tõestus vt. [l] lk. 152.

Normeeritud ringi üheks olulisemaks näiteks on pideva-

te lineaarsete operaatorite ruum (X -+ X). Peatume lühidalt

sellel juhul.

Operaatorite A < (x-* Y? ja B € (Y-* korrutis

BA €{x z] defineeritakse nende superpositsioonina: iga

x 6 X puhul (BA)x = B(Ax). Ilmselt pole selline korruta-

mine üldiselt kommutatiivne, sest korrutis AB omab mõtet

vaid juhul Z C X. Lihtne on aga veenduda korrutamise

assotsiatiivsuses ja distributiivsuses ning selles, et li-

12 Ü. Kaasik
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neaarsete operaatorite korrutis on lineaarne (toestada!).

Selleks, et ruumi -* Y } operaatoreid saaks omavahel

korrutada, peab olema kas X = Y või vähemalt Y c X.

Sealjuures pole raske näha, et ruum {x ** x} kujutab en-

dast ringi, milles ühikelemendiks on nn. ühikoperaator E,

mis seab igale elemendile vastavusse selle elemendi enda:

iga x € X puhul Rx = x (tõestada, et E on lineaarne!).

Kui X on Banachi ruum, siis on lihtne näha, et

(X-*-X) osutub Banachi ringiks. Tõepoolest, kuna

Ü(AB)x!! = Att- HAmßK!tx!t,

siis Ü )! A!! -!! Bü, kuid NE(! = sup M ExH = sup tf x!! = 1.

ÜlaltÕestatud teoreem 1 omandab pidevate lineaarse-

te operaatorite ruumi (X -* X) puhul näiteks järgmise kuju:

Banachi teoreem. Kui X on Banachi

ruum ja operaator A € (X -* X) rahuldab tingimust &A)t 1,

siis eksisteerib pöördoperaator (E -A) kus-

juures

"s -

Operaatori A 6 (x — pöördoperaator! leidmine on

tihedalt seotud võrrandi

Ax = y

(kus y € Y on antud ja x 6 X otsitav element) lahenda-

misega. Nimelt: kui eksisteerib vasakpoolne pöördoperaator

*A 1, siis võrrand W) omab iga y€ Y puhul ülimalt ühe
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lahendi(s.t. kui võrrand on lahenduv, siis lahend ainus);

kui aga eksisteerib parempoolne pöördoperaator siis

võrrand omab iga y Y puhul vähemalt ühe lahendi

(s.t. võrrand on lahenduv). Tõepoolest, kui eksisteerib

ja võrrand (*) omab lahendi x*, siis rakendades võr-

dusele Ax* = y operaatorit *A*l saame = E tõttu,

et =x* = *A*ly, s.t. lahend avaldub kujul ,A****y.
Kui aga eksisteerib siis võrrandi üheks lahendiks

on A^y, sest =E' (kus E' on ühikoperaator ruumis

Y))tÕttu

= E'y = y.

Pöördoperaatori olemasolu tähendab seega, et

võrrand (*t)on iga vabaliikme y puhul üheselt lahenduv.

§B. Lineaarsete funktsionaalide

jätkamine

Peatume järgnevalt lineaarsete operaatorite ühe olu-

lise erijuhu - lineaarsete funktsionaalide uurimisel. Käes-

olevas paragrahvis näitame, et mingis lineaarses ruumis L

määratud lineaarset funktsionaali saab alati teatud viisil

jatkata avaramasse lineaarsesse ruumi X > L. Kõigepealt

defineerime paar vajalikku mõistet.

Lineaarses ruumis X määratud funktsionaali p(x)

nimet. pooladitiivseks, kui iga x,y X puhul
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p(x +y) p(x) + pCV). Funktsionaal! p(x) nimet. posi-

tiivselt homogeenseks, kui iga xtX jaA&O puhul

= Ap(x). Lineaarse normeeritud ruumi X korral on

pooladitiivseks ja positiivselt homogeenseks funkfsionaa-

liks näiteks norm: p(x) = )]x)t.

Teoreem 1. Olgu lineaarses ruumis X antud

pooladitiivne ja positiivselt homogeenne funktsionaal

p(x) ning lineaarses alamruumis L C X lineaarne funkt-

sionaal fx nii, et iga x 6 L korral p(x). Siis

eksisteerib lineaarne funktsionaal Fx, mis on määratud

kogu ruumis X, kusjuures

1° iga X puhul Fx*Sp(x);

2° iga x € L puhul Fx = fx.

Tõestus. Ilmselt on mõtet vaadelda vaid juhtu

L / X, s.t. juhtu, mil leidub element x° € X nii, et

L. Mistahes elementide x',x"€ L puhul

fx'- fx" = f(x'- x") p(x'- x")p(x'+ + p(-x"- x°),
ehk

-p(-x"- - fX"< p(x'+ - fx'.

Siis aga (elementide x' ja x" suvalisuse ning sõltuma-

tuse tõttu):

m = -p(-x - x°) - =$ [p(x +
- fxj =M.

Valides arvu nii, et m M, saame iga x

puhul
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-p(-X - -fx < /n < p(x +
- fx.

Vaatleme nüüd hulka =-fx +A
,

kus x 6 L ja 1

on mistahes reaalarv. Ilmselt on lineaarne ruum (tões-

tada !), mille dimensioon on ühe võrra suurem kui ruumil L

Siinjuures iga element y € avaldub üheselt kujul

y = x kus x < L. Tõepoolest, kui oletada, et on

veel y = x' + A'x
,

siis x+ Ax = x' + A'x
,

ehk

x = . x_*Zx mis on vastuolus elemendi valikuga.
° A.-A* °

Defineerime nüüd ruumis funktsionaali

= fx + A/M,
kus y = x + ja on ülalnimetatud viisil fikseeri-

tud. Ilmselt on lineaarne (tõestada!). Näitame et

iga y 6 Li puhul p(y).

Kui -A
= o, s.t. kui y = x+ Ax L, siis

F]y =fx p(x).

Kui aga A / 0, siis võttes võrratuses x asemele

x saame

- Xp) - + x°) ' fx-

Juhul X> 0 järeldub siit A -ga korrutades, et

-p(-x - A )- fx p(x + - fx,

ehk

= +fx p(x + = p(y).

Juhul A< 0 annab (-A)-ga korrutamine sama tulemuse:

-p(x + + fx sp(-X + fx,
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ehk

Fjy = fx + p(x + = p(y).

Sellega oleme me nõutud omadustega funktsionaali

konstrueerinud ruumis s.t. jätkanud funktsionaali ruu-

mist L "ühe võrra suurema dimensiooniga" ruumi Sel-

leks, et jõuda kogu ruumi X, tuleb nüüd kasutada täielikku

induktsiooni, või, juhul kui X pole loenduvadimensionaal-

ne, transfiniitset induktsiooni (vt. lk. 323). Teo-

reem 1, mida nimet. ka Banach-Hahni teoreemiks, on tões-

tatud.

Esitatud tõestusest järeldub muide, et kui antud

funktsionaal f oli pidev, siis on seda samuti funktsio-

naal ning järelikult ka lõpptulemusena saadav funkt-

sionaal F. ühtlasi on ilmne, et pidevate lineaarsete

funktsionaalide vaatlemise korral ei tarvitse L olla li-

neaarne alamruum (s.t. kinnine lineaal), vaid võib olla ka

lihtsalt lineaal.

Banach-Hahni teoreemi järeldustena tõestame veel mõned

rakendustes olulised teoreemid.

Teoreem 2. Kui lineaarse normeeritud ruumi X

alamruumis L on antud pidev lineaarne funktsionaal f,

siis leidub pidev lineaarne funktsionaal F, mis on määra-

tud kogu ruumis X ning mis rahuldab tingimusi

1° iga x € L puhul Fx = fx;

2° FÜy =
,

kus indeks normi juures tähistab
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ruumi, milles see norm on arvutatud.

Tõestus. Defineerime funktsionaali

p(x) = y

mis ilmselt on pooladitiivne ja positiivselt homogeenne.

Kui x€ L, siis

fx < !fx) < - p(x).

Seega on Banach-Hahni teoreemi eeldused täidetud ja järe-

likult eksisteerib ruumis X määratud pidev lineaarne

funktsionaal Fx nii, et Fx = fx, kui xc L ja Fx<:

< p(x) iga x 6 X puhul. Võttes viimases võrratuses x

asemele -x saame p(-x). Seega -p(-x) =

= =p(x), s.t. !Fxt

Järelikult liFty Rf ,ning kuna ulatuslikumasseruumi

üle minnes funktsionaalinormilmseltkahaneda ei saa, siis

peab kehtima võrdus = llf
.

Teoreem 3. Lineaarses normeeritud ruumis X

leidub alati niisugune pidev lineaarne funktsionaal f, mis

etteantud punkti 6 X (x° /0) puhul rahuldab tingi-

musi

l°!tf!! = l
,

2°

Tõestus. Vaatleme ühedimensionaalset alamruumi

L C X ja defineerime seal funktsionaali g järg*

miselt: kui x=Ax 6 L, siis gx = j].llmselt on g
oo

lineaarne (tõestada!) ja = Tema normi saab va-

hetult arvutada:
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!!g)!-r= sup tgx! = sup t/HMx H = sup ]}x!) = 1
Hxtm o HxHci.

L

Jätkates selle funktsionaali teoreemi 2 kohaselt kogu

ruumi X, saamegi nõutud omadustega funktsionaali f.

Äsjatõestatud teoreemist järeldub, et igas lineaarses

normeeritud ruumis leidub pidev lineaarne funktsionaal,

mis pole kõikjal null.

Teoreem 4. Kui mingi elemendi g X puhul

I*o = 0 iga pideva lineaarse funktsionaali f korral,

siis x =õ.

Tõestuseks oletame väitevastaselt, et

#- Siis leidub teoreemi 3 põhjal pidev lineaarne

funktsionaal f nii, et Mftt= 1 ja = 0, mis

on vastuolus teoreemi eeldustega.

Teoreem 5. Olgu lineaarses normeeritud ruumis

X antud lineaal L ja punkt x° *L.Siis leidub pidev

lineaarne funktsionaal f nii, et

1° iga x € L puhul fx = 0;

2° fx =1
o

3° !ifü =

J ,
kus <T

Tõestus. Moodustame lineaali ={ x+ A
,

kus x €L, ning defineerime seal funktsionaali gy =A-

(kus y = x Ilmselt on see funktsionaal lineaarne,

kusjuures gx° = 1 ja x € L puhul gx =O. Pole aga ras

ke veenduda ka tema tõkestatuses:
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, ,
'*'MyK HyH ty# ttyf(

I.*S ?<*..-X* <S*

Seega saime ühtlasi, et Üg!t. Vastassuunalise v3rratü-

se saamiseks valime jada ( L nii, et =

= tT. Siis - x°) = -1, kuid 'g(Xg * <

!g! - xJt. Järelikult iga n puhul ))gH
- ..,

"il

millest kõrrel saamegi j. ja seega ))gtt=y.
Jätkates saadud funktsionaali g kogu ruumi X jõuamegi

vajaliku funktsionaalini f.

Teoreem 6. Selleks, et element x g X oleks
o

lineaali L c X puutepunkt, on tarvilik ja piisav, et

= 0 iga pideva lineaarse funktsionaali f puhul, mis

lineaalis L võrdub nulliga.

Tarvilikkus. Olgu x° L. Siis leidub jada

L nii, et lim = Seega = lim fx& =O.

Piisavus. Olgu teada, et = 0 iga niisu-

guse pideva lineaarse funktsionaali f puhul, mis lineaa-

li L punktides on võrdne nulliga (s.t. fX = 0, kui

x € L). Oletame väitevastaselt, et x° L. Siis leidub

teoreemi 5 kohaselt pidev lineaarne funktsionaal f nii,

et x g L puhul fX = 0 ja fX° = 1. Saadud vastuolu

tõestabki teoreemi.

Olgu veel märgitud, et viimases teoreemis võib lineaa-

li L ning tema sulundi L asendada mistahes hulga D

13 ü. Kaasik
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ning selle kinnise lineaarse kattega L(D).

9 9. Pidevate lineaarsete

funktsionaalide

üldkuju mõnedes ruumide

Eelmise paragrahvi teoreemide (eeskätt teoreemide 4

ja 6) rakendamisel on oluline teada, millisel kujul

avaldub mistahes pidev lineaarne funktsionaal vaadeldavas

ruumis. Osutub, et sellise üldkuju saab leida enamiku olu-

lisemate ruumide puhul. Demonstreerime seda mõne näite va-

rai.

Näide 1. Vaatleme ruumi .
Selles ruumis osu-

tub pohihulgaks elementide = ...
) hulk, kus

f li kui n = i

1 0, kui n % i.

Tõepoolest, mistahes x = *** f puhul

Hx f t!= 0'

kui n-* — (sest xe f tõttu on rida kobnduv).

Seega iga element x6 / on avaldatav kujul

1-1 ii

Olgu nüüd antud mingi pidev lineaarne funktsionaal

f & Siis eelmist vordust arvestades

kus arvud 3*. = fe. iseloomustavad vaadeldavat funktsio-
i i
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naali (nad ei s3ltu elemendist x). Selgitame nende arvude

omadused.

Vaatleme elemente x& =
,

kus

j"sign 7"
,

kui i = n

= 1

0
,

kui i n

Siis =1 ja fxR = Seega jada {y-jj
peab olema tõkestatud. Teiselt poolt aga tõkestatud jada

'fx' = spp 'gi'

= sup U x]{

ja seega Mf t[= sup Järelikult oleme tõestanud, et

iga pidev lineaarne funktsionaal f € (f —* R-^) omab kuju

i*=t 3-3-

kus jada on tõkestatud (s.t. m)

Näide 2. Ruumi c põhihulga saamiseks tuleb ja-
,(i),ca.)

dadele lisada veel jada e = (sl*s2' * '?n* *" =

= (1,1, ... ,1, ...). Tõepoolest, kui x= c

(s.t.eksisteerib= siis
i—. i

XR = =

= (0,0,... -Ž'-)"'

kusjuures < =
,

kui n 7 ). Seega

lim x = ja järelikult
n

Mistahes fuhktsionaali f € (c —* puhul saame nüüd
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.

kus arvud y =fe ja y = ei sõltu jälle elemendist

x
. Nende arvude iseloomu selgitamiseks vaatleme mistahes

fikseeritud n puhul elementi = )'

rsign ~
kui i n

c n -
J i

i
( 0 ,

kui i>n.

Siis =&" = 0, t[x H = 1 ja

- signy < nf = !tf!!.

Seega rida peab olema koonduv (s.t. ).

Näitame, et sellest tingimusest piisab funktsionaali

f pidevuseks. Tähistades

y- = y - y

võime funktsionaali kirjutada kujul

kus asemele kirjutasime ühtluseks Ilmselt iga

x 6 c puhul

i-O

ja seega )tf H ty.' .

Funktsionaali normi leidmiseks tõestame veel vastas-

suunalise võrratuse. Selleks vaatleme elemente x =

n

= *-*)6 c, kus

kui ij& n

(sign kui i n.
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Ilmselt = - = 1 ja

fx 't.' + = KfH.

Kuna see võrratus kehtib iga n puhul, siis n-+ korral

saame

JEj < Mf!!,

s.t. Hf!] = Seega ruumis c omab iga pidev line-

aame fuhktsionaalkuju

kus ja =

L=-a

Üksikasjalikke tõestusi läbi tegemata esitame vastavad

tulemused veel mõnede olulisemate ruumide puhul.

Ruumi C korral avaldub iga pidev lineaarne

funktsionaal Stieltjesi integraalina
b

fx =

kus on lõigul [a,bj tõkestatud muuduga fuhkt

sioon. Sealjuures
b

üf" = V g,

b

kus sümbol V tähendab täismuutu (vt. [4] lk. 190).

Hilberti ruumis H omab iga pidev

lineaarne funktsionaal kuju fx = (x,u), kus element u€H

on funktsionaaliga f üheselt määratud. Sealjuures

t[ftt=!u[[.
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Ruumis I? (p > 1) avalduvad pidevad lineaarsed

funktsionaalid kujul
b

fx = j

kus u € 1,3 ja q on leitud võrrandist —+ — = 1. Seal-
p q

juures )f{{ = [{u[[„ .

L 3

Ruumis (p?l) avaldub iga pidev lineaarne

funktsionaal kujul

kus
, [[f)t ja

§ 10. Kaasruum. Nõrk koonduvus

Ruumis X määratud pidevate lineaarsete funktsionaa-

lide ruumi (X-> nimet. ruumi X kaasruumiks ja tä-

hist. X*. Kui X on Banachi ruum, siis on seda ka X*

(vt. § 4), Eelmise paragrahvi tulemusi arvestades on

lihtne selgitada mõne konkreetse ruumi kaasruumi struktuuri

Näiteks ruumis f omab iga pidev lineaarne funktsio-

naal f teatavasti kuju f± kus jada g =

= (2?Y , ...
) on funktsionaaliga f üheselt määratud

ja g € m. Kuna aga ka vastupidi, iga jada g 6 m määrab

pideva lineaarse funktsionaali f ruumis f ,
siis on ruu-

mide m ja f * vahel seega korraldatav üksühene vastavus.

Ilmselt see vastavus on isomorfne (tõestada!) ning seose
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= tõttu ka isomeetriline.See aga tähendab, et

kõigi lineaali tehetega ja normiga (s.t. üldse koondumise-

ga) seotud küsimuste vaatlemisel võime need ruumid samas-

tada. Seega võime kirjutada f *
=m.

Analoogselt c* =€
,

H* = H, I?*= ja ?P*=
(viimastes võrdustes — + i = 1).

P Q

Kui X* = X (ülalkirjeldatud isomeetria mõttes), siis

ruumi X nimet. enesekaasseks ehk enesekaasroomiks. Enese

kaasruumid on näiteks H, ja g (viimased on tegeli-

kult erijuhud Hilberti ruumist H).

Lähtudes Banachi ruumist X võime me tema kaasruumi-

le X* kui Banachi ruumile jälle leida kaasruumi X** =

= (X*)*, mida nimet. ka ruumi X teiseks kaasruumiks.

Kui X = X**, siis ruumi X nimet. regulaarseks (võrdus

on siin jälle isomorfismi ja isomeetria mõttes). Muidugi

pole iga lineaarne normeeritud ruum regulaarne (näiteks

pole seda ruum c, sest c** = f* = m), kuid siiski kehtib

Teoreem 1. Iga lineaarne normeeritud ruum X

on isomorfne ja isomeetriline oma teise kaasruumi X**

teatava alamruumiga, s.t. Xc X**.

Tõestus. Kui funktsionaal f X* nn fikseeri

tud, siis seab ta igale elemendile x < X vastavusse kind

la arvu fx. Kui aga fikseerida element x 6 X ja muuta

funktsionaal! f & X*, siis vastab igale funktsionaalne
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f kindel arv fx. Seega element x g X määrab ruumis X*

teatava funktsionaali = fx. Näitame, et

Tõepoolest, Fg(f' + f") =(f + f")x = f'x + f"x =

= + ja = tAct

Ühtlasi nägime, et HxH. Teiselt poolt aga (vt. §B,

teoreem 3) leidub niisugune funktsionaal 6 X*, et

ttfpH=l ja etteantud elemendi x g X korral =([x](.

Sellise funktsionaali puhul

= = txH- !!f)K
ja seega

Järelikult saab igale elemendile x e X seada vasta-

vusse funktsionaali X**. Viimase võrduse tõttu on s<

vastavus isomeetriline, kuna aga isomorfsus on ilmne:

Fx'+x"? = = f*'* = Fx'? *** = Fx")f'
= f(3x) =

Tuleb veel ainult näidata, et vastavus x-* on

üksühene. Selleks näitame, et x-*Fg, y-* Fy ja x / y

korral ka / Fy. Oletame väitevastaselt, et Fg = Fy*
Siis fx = fy, s.t. f(x -y) = 0 iga f e X* puhul, mil-

lest (vt. §B, teoreem 4) x = y. Teoreem on tõestatud.

Olgu X mingi lineaarne normeeritud ruum ja

jada temas. Kui leidub selline element g X, et

lim = fx° iga f 6 X* puhul, siis öeldakse, et jada

{ koondub nõrgalt elemendiks ja kirjut. x& x&.
Ilmselt ei saa jada nõrgalt koonduda enam kui üheks piir-
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elemendiks. Tõepoolest, kui oleks - ja

limfx =fx ja lim = fy .

n o n o

siis f(x° -

= 0, millest = JSamuti on lihtne

näha, et nõrgalt koonduva jada - iga osajada

koondub nõrgalt samaks elemendiks ning et ele-

mentide jada tugevast (s.t. normi järgi) koondumisest jä-

reldub tema nõrk koondumine samaks piirelemendiks (tões-

tada !). Viimane väide pole aga pööratav (vastav näide vt.

Cl] lk. 201). Osutub, et nõrk ja tugev koonduvus lange-

vad ühte vaid lõplikudimensionaalsetes ruumides (vt. näit.

[l] lk. 202).

Kui jada koondub tugevalt elemendiks x, siis

teatavasti ,lim H = HxÜ. Nõrgalt koonduva jada puhul

see üldiselt nii ei ole, küll aga kehtib

Teoreem 2. Kui jada koondub nõrgalt

elemendiks x, siis jada /1! on tõkestatud, kusjuures

Hx ii lim hx!) .

n-*-. 11

Tõestus. Vaatleme nõrgalt koonduva jada

C X elemente kui elemente ruumist X**. Siis nõrk

koonduvus - -tx tähendab, et funktsionaalide jada

CX** koondub kõikjal ruumis X* funktsionaaliks x.

Banach-Steinhausi teoreemi (vt. §5) põhjal on aga jada

seega tõkestatud ja eksisteerib

VÕrratuse lim toestamiseks oletame väite

14 Ü. Kaasik
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vastaselt, et üxM > Ilm x . Siis leidub arv oc> 0 nii,

et HxÜ> °(> ]im kusjuures n > N(<t) korral « >

. Konstrueerime nüüd pideva lineaarse funktsionaali f

nii, et Hf)[= 1 ja fx = Hx!!(vt. §8 teoreem 3). Selle

funktsionaali puhul on =

= fx iga n > korral. Seega ei saa olla lim fx =

= fX, mis on aga vastuolus eeldusega x.

Teoreem 3. Pidev lineaarne operaator kujutab

iga nõrgalt koonduva jada nõrgalt koonduvaks jadaks. (Toes

teda!).

§ll. Kaasoperaator

Lineaarsete operaatorite (eeskätt just vastavate

operaatorvõrrandite) uurimisel osutub otstarbekohaseks vaa

delda koos antud operaatoriga veel üht teist operaatorit,

mis on antuga lähedalt seotud ja mida nimet. tema kaasope-

raatoriks. Defineerime selle mõiste.

Olgu antud pidev lineaarne operaator Ae (X-* Y).

Fikseerides mingi pideva lineaarse funktsionaali g 6 Y*

vaatleme kerrutist gA. See korrutis seab igale elemendile

x a X vastavusse reaalarvu gAx ja kujutab endast seega

pidevat lineaarset funktsionaali gA =f€ X* (tõestada

funktsionaali f lineaarsus ja pidevus!). Lastes nüüd

funktsionaalil g muutuda, defineerib võrdus f = gA
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teatava operaatori, mis seab igale funktsionaalne g * Y*

vastavusse futktsionaali f 6 X*. Seda operaatorit nimet.

operaatori A kaasoperaatoriks ja tähist, A*:

A*g = gA.

Näitame, et A* on pidev lineaarne operaator, s.t.

et A*€ (Y*—*X*). Tõepoolest, kuna

A*(g + h) = (g + h)A = gA + hA = A*g + A*h,

siis A* on aditiivne. TÕkestatus on samuti ilmne:

!A*gx' =

Viimasest võrratusest näeme ühtlasi, et 11A[[.Vas-

tassuunalise võrratuse tõestamiseks fikseerime elemendi

Xp 6 X ning konstrueerime pideva lineaarse funktsionaali

gp€ Y* nii, et = 1 ja =llAXptl (vt. §B,

teoreem 3). Siis aga

MAxJ] = =

s.t. millega olemegi tõestanud, et

!)A*H =RAtt.

Kaasoperaatorite kasutamist ja uurimist aitab sageli

lihtsustada nende järgmiste omaduste tundmine.

1) (A + B)* =A* +B* (summa kaasoperaator võrdub

liidetavate kaasoperaatorite summaga). Tõepoolest:

(A + B)*g = g(A + B) = gA + gB = A*g + B*g = (A* + B*)g.

2) (I.A)* (tõestada!).

3) (AB)'= B*A*
,

kus B < (X-*Y) ja A €

Kuna antud juhul g a Z* korral gA = A*g 6 Y*, siis
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(AB)*g - g(AB) = (gA)B = B*(gA) = B*(A*g) = (B*A*)g.

Eriti lihtsaks osutub seos operaatori ja tema kaasope-

raatori vahel juhul A € (H — H), s.t. kui X = Y = H (Hil-

berti ruum). Teatavasti omab iga pidev lineaarne funktsio-

naal g Hilberti ruumis kuju gx = (x,y), kus element

y 6 H on funktsionaaliga g üheselt määratud. Seega

g(Ax) = (Ax,y)

Fikseeritud g korral on see skalaarkorrutis aga ka pidev

lineaarne funktsionaal elemendist x:

(Ax,y) = fx,

s.t. leidub element z € H nii, et

(Ax,y) = (x,z)

Sellega ongi defineeritud operaator A*, mis seab funktsio-

naalne g (mis on määratud elemendiga y) vastavusse

funktsionaali f (mis on määratud elemendiga z): f = A*g

ehk z = A*y. Järelikult on operaator A oma kaasoperaa-

toriga A* Hilberti ruumi puhul seotud võrdusega

(Ax,y) = (x,A*y),

mis peab kehtima kõikide x,y € H korral. Hilberti ruumis

muide defineeritaksegi kaasoperaator enamasti selle võrdu-

sega (sõnastada vastav definitsioon!).

Operaatorit A c (H-* H) nimet. enesekaasoperaatoriks,

kui ta võrdub oma kaasoperaatoriga A = A*. Hilberti ruumis

iseloomustab enesekaasoperaatorit seega võrdus

(Ax,y) = (x,Ay),
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mis kehtib kõikide x,y g H korral. Lihtne on veenduda,

et enesekaasoperaatorid moodustavad ruumis (H —* H) line-

aarse alamruumi (tõestada!).

Kaasoperaatori analüütilise kuju praktilist leidmist

illustreerima kahe lihtsa näitega.

Näide 1. Olgu X= Y = ja operaator A

määratud maatriksiga (a^), mida tähistame samuti tähega

A (selline tähistamine on lubatav seetõttu, et operaatori

A rakendamine vektorile x tähendab ju maatriksi A

ja vektori x korrutamist). Kasutades nüüd vektoralgebra

sümboolikat ja tulemusi saame

(Ax)- y = (Ax)'y = x'A'y = x -(A'y),

kus A' tähendab maatriksi A transponeeritud maatriksit

Seega kaasoperaator A* on määratud transponeeritud maat-

riksiga A' = (&ki)-
Operaator A on enesekaa:operaator siis ja ainult

siis, kui teda määrav maatriks on sümmeetriline.

Näide 2. Kui on ruudus

€ [a,b] pidev funktsioon, siis Fredholmi operaator

Ax = J ,?)x(?)d7
2

"

kujutab ruumi L iseendasse. Sel juhul

(Ax,y) = / =

b b

= f x(!y)J =

t*
r

= J = (x,A*y),
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kus A* on tuumaga K(^) määratud Eredholmi operaator.

Seega vaadeldaval juhul määrab kaasoperaatori tuum, mis on

saadud lähteoperaatori tuumast argumentide vahetamise

(transponeerimise) teel.

Eredholmi operaator on järelikult enesekaasne siis ja

ainult siis, kui - s.t. kui tuum on süm-

meetriline funktsioon.

§ 12. Täielikult pidev

operaatorid

Iga pidev lineaarne operaator kujutab tõkestatud hulgad

tõkestatud hulkadeks. Tõepoolest, kui hulk D <cX on tõkes

tatud, s.t. kui leidub M > 0 nii, et xc D puhul

siis A<= korral

ja seega hulk A(D) on tõkestatud.

Mõistel "tõkestatud" ei ole aga mistahes meetrilises

ruumis sellist tähtsust nagu näiteks eukleidilises ruumis.

Näiteks ei tarvitse tõkestatud jada sisaldada ühtki koon-

duvat osajada (sellise omadusega on muuhulgas kõik orto-

normaalsed jadad lõpmatudimensionaalsetes Hilberti ruumi-

des). Sellepärast lõpmatudimensionaalsetes ruu-

mides vaatlusele rangem mõiste - hulga kompaktsus (vt. I

ptk. §3 ja §6).

Pidev lineaarne operaator säilitab ka hulga kompakt
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suse, s.t. kujutab iga kompaktse hulga kompaktseks hulgaks

Tõepoolest, olgu hulk D d x kompaktne. Valime suvaliselt

jada A(D). Siis leidub iga n puhul D nii,

et = Kuna D on eelduse kohaselt kompaktne, siis

saame eraldada osajada c {xj nii, et leiab aset

koonduvus lim =x. Operaatori A pidevuse tõttu aga

seega eksisteerib '

lim y = lim Ax = A(lim ) = Ax,
*-*<*? n„ K_— ii*

s.t. leidub koonduv osajada {y& ning'hulk A(D)

on järelikult kompaktne.

Aditiivset operaatorit, mis kujutab iga tõkestatud

hulga kompaktseks hulgaks, nimet. täielikult pidevaks ope-

raatoriks (tõestada, et täielikult pidev operaator on pi-

dev!).

Kui lineaarse operaatori väärtused kuuluvad lõpliku-

dimensionaalsesse ruumi (või aDmruumi), siis on see ope-

raator ilmselt täielikult pidev (vt. II ptk. §4). Vastasel

juhul aga pidev lineaarne operaator üldiselt täielikult

pidev ei ole. Näiteks ei ole täielikult pidev lõpmatudi-

mensionaalse ruumi ühikoperaator, sest ta kujutab iga sfää-

ri iseendaks, kuid lopmatudimensionaalses ruumis pole ju

ükski sfäär kompaktne.

Täielikult pideva operaatori omaduste kohta tõestame

järgmised teoreemid.

Teoreem 1. Täielikult pidev operaator kujutab
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iga nõrgalt koonduva jada tugevalt koonduvaks jadaks.

T 3 e s tu s. Koondugu jada nõrgalt elemendiks

ja olgu y& = = Oletame väitevastaselt, et

jada ei koondu tugevalt elemendiks Siis leidub

arv E> 0 osajada c nii, et

Et jada on nõrgalt koonduv, siis on ta tõkesta-

tud. Järelikult on tõkestatud ka osajada } ning tema

kujutis j peab olema kompaktne. Seega leidub osajada

(y_ ) nii, et y —y' ja seda enam y_ -*y',
k "o " "n„i "o

s.t. - * Kuid A kui pidev lineaarne operaa-

tor säilitab nõrga koonduvuse. Seega x -+x tõttu
n«i o

peab olema Ax_ = y , s.t. y' = y ehk
o *?o ''o

- - y . See tulemus on aga vastuolus vorratusega
o

Teoreem 2. Kui täielikult pidevate operaatori-

te A& 6 (X -*Y) jada koondub normi järgi operaatoriks

A ja ruum Y on täielik, siis operaator A on täielikult

pidev.

Tõestus. Fikseerime mingi tõkestatud hulga

D C X. Kuna - AM—*O, siis (vt. §4) leiab koondumine

aset ühtlaselt kogu hulgal D, s.t. vastavalt et-

teantud arvule saab leida naturaalarvu n nii, et

iga x€ D puhul Ax- Ax [[<& . Seega mistahes elemendi
n

y t A(D) puhul leidub element z A (D) nii, et
n

tty- &. Järelikult hulk moodustab E -võrgu
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hulgas A(D). Operaatori täieliku pidevuse tõttu on

hulk kompaktne ja Hausdorffi teoreemi (vt. I ptk.

§6) kohaselt seega ka A(D). Teoreem on tõestatud.

Teoreem 3. Täielikult pidevate operaatorite

hulk moodustab ruumis (X—* Y) lineaarse alamruumi.

(Tõestada!).

Teoreem 4. Täielikult pideva operaatori kaas-

operaator on täielikult pidev (tõestus vt. näit. [l] lk.

218).

Illustreerime veel ühe näitega konkreetse operaatori

täieliku pidevuse kindlakstegemist.

Näide. Vaatleme ruumis operaatorit A, mis

on määratud võrdustega

(1 = 1.2,...).

Selleks, et operaatori väärtused kuuluksid samuti ruumi

(s.t. et oleks A 6.(%'—** osutub piisavaks tingimus

-

i,X= 1
*

Sealjuures a.?
. Näitame, et A on täielikult

V ix

pidev operaator. Selleks võtame vaatlusele operaatorid

(n = 1,2,...),mis on määratud võrdustega

?i <t = 1.2....).

kus K**

(rt) ( a., kui i n
! =

iR-

m (0 ,kui

15 U. Kaasik
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Kui y = = x e

on = 0, kui vaid i > n. Seega iga operaatori

väärtuste hulk on lõplikudimensionaalne ja operaatorid jä-

reliktilt täielikult pidevad. Kuid kuna

siis lim A& = A ja teoMemi 2 kohaselt on operaator A

seega täielikult pidev.

§ 13. Fredholmi teoreemid

Paljudes matemaatilistes distsipliinides esinevad

võrrandid kujul

x-Ax=y,

kus A on täielikult pidev operaator Banachi ruumist X

iseendasse, y 6 X antud ja x € X otsitav element. Ered-

holmi eeskujul nimet. selliseid võrrandeid teist liiki

võrranditeks.

Nende võrrandite teooria integraalse operaatori A

(s.t. teist liiki integraalvõrrandite) puhul töötas välja

Fredholm. Tema tulemuste üldistuse operaatorvõrrandite ju-

hule andsid F. Riesz ja Schauder. Esitame siin osa nende

tulemustest (üksikasjalikumad tõestused vt. näit. (3) lk,

143 jj.).
Koos teist liiki võrrandi endaga osutub vajalikuks

vaadelda veel vastavat homogeenset võrrandit

x-Ax =
,

kaasvõrrandit
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g - A*g = f

(kus f € X* on antud ja g6Y* otsitav) ning homo sen-

set kaasvõrrandit

g-A*g=6*.

Nende võrrandite kohta kehtivad järgmised teoreemid.

Teoreem 1. Teist liiki võrrand on iga vabaliik-

me y € X puhul üheselt lahenduv siis ja ainult niis, kui

vastav homogeenne võrrand omab ainult triviaalse lahendi

(s.t. lahendi x =3).

Tõestame siin ainult tingimuse tarvilikkuse,

s.t. et kui teist liiki võrrand on lahenduv iga vabaliik-

me puhul, s*lishomogeenne võrrand omab vaid triviaalse la-

hendi.

Kirjutame vaadeldava võrrandi kujul

Bx = y,

kus B=E - A (E on ruumi X ühikoperaätor) ja võtame

vaatluselehulgad G C X (n=1,2,...), mis koosnevad
n

elementidest x, mille puhul =O. Ilmselton iga

lineaarne alamruum (toestada!). Kui =O, siis

B&x = =0 ja seega

Oletame väitevastaselt, et homogeenne võrrand Bx =(?

omab mittetriviaalse lahendi = 0 /9) ning

moodustame elementide jada ... , ... ,
kus

on võrrandi Bx = lahend (eelduse kohaselt see ek-

sisteerib), võrrandi Bx = lahend jne. Seega
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Bx- =x- , Bxo = x^,, ... ,Rx = -

, ... . Kuna
**

2 1 J 2 n n*i

=
3*l-2

= ... = = /0, siis

Teiselt poolt aga = =6 ja seega

G .
Järelikult G kujutab endast ruumi G_ näris

n n n—l n

alamruumi.

Kasutades nüüd varem tõestatud lemmat (vt. II ptk.§4)

näeme, et iga n korral leidub punkt € nii, et

X = 1 ja C - x[) 1 - iga x € puhul. Kuna

niisaadud jada on tõkestatud, siis jada peab

olema kompaktne. Kuid

'

=
' '

"By, ' <3est =

= - =6) j. seega II =

= 1 Järelikult ei saa jada sisal-

dada ühtki koonduvat osajada, mis on aga vastuolus tema

kompaktsusega.

Teoreem 2. Homogeensel võrrandil x-Ax = 0

saab olla vaid lõplik arv lineaarselt sõltumatuid lahen-

deid, Sama palju lineaarselt sõltumatuid lahendeid on ka

homogeensel kaasvõrrandil.

Tõestame vaid esimese väite. Oletame väite-

vastaselt, et leidub lõpmatu jada lineaarselt sõltumatuid

lahendeid:
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= (k = 1,2,...)

ja moodustame hulgad j, mis kujutavad endast

lineaarseid alamruume (tõestada!). Ilmselt D c D
,

kus

juures on tegemist pärisalamruumidega, sest näiteks 6

6 kuid Rakendades jälle äsjakasutatud lem-

mat näeme, et leidub element y e D nii, et )tyK = 1

ja IJn * yt!? 1* E iga y f puhul. Hulk on

tõkestatud ja seega peabolema kompaktne. Et aga

= siis peab ka järelikult kompaktne olema.

See pole aga võrratuse Ü - > 1 - & tõttu võima-

lik, millega väide on tõestatud.

Teoreem 3. Kui antud võrrand on lahenduv iga

vabaliikme puhul, siis on seda ka kaasvõrrand ja vastupidi

(tõestuseta).

Teoreem 4. Teist liiki võrrand x - Ax = y

on lahenduv siis ja ainult siis, kui gy - o, kus g on

võrrandi g - A*g = <9 * mistahes lahend.

Tõestame jällegi vaid tarvilikkuse. Olgu an-

tud võrrand lahenduv, s.t. leidub element x e X nii, et

x-Ax = y. Rakendades sellele võrdusele funktsionaali g,

mis rahuldab võrrandit g
- A*g =o*, saame

gx - gAx = gy

gx-A*gx=gy

(g - A*g)x = gy

0 = gy, m.o.t.t.
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Märgime 13pukB veel, et toodud teoreemide kehtivuseks

pole operaatori A täielik pidevus mitte tarvilik, vaid

ainult piisav.



TV peatükk

MITTELINEAARSED OPERAATORID

§l. Harilik iteratsioonimeetod

Vaatleme võrrandit

x=P(x),

kus y = P(x) on operaator (üldiselt mitte lineaarne)

meetrilisest ruumist X iseendasse. Selle võrrandi lahen-

dit x* nimet. sageli ka operaatori P püsipunktiks (sest

operaator P jätab selle punkti ruumis X paigale). Ope-

raatori püsipunkti olemasolu toestamiseks ja tema lähis-

väärtuste praktiliseks leidmiseks kasutatakse sageli nn.

harilikku iteratsioonimeetodit, Meetod seisneb selles, et

lähtudes mingist elemendist x° 6 X moodustatakse jada

ta =1.2,3,...)

ning tõestatakse, et lim = x*. Sealjuures osutub, et

viimast vordust (iteratsioonimeetodi koonduvast) saab mõ-

nikord tõestada ka aprioorselt, s.t. jada praktili-

selt leidmata. Selline võimalus on eriti oluline muidugi

siis, kui on tarvis tõestada ainult püsipunkti olemasolu

(ilma teda praktiliselt leidmata). Annamegi järgnevalt ühe

lihtsaima tunnuse püsipunkti olemasoluks ja iteratsiooni-

meetodi koondumiseks.

Öeldakse, et operaator P rahuldab hulgas DC X

Lipschitzi tingimust kordajaga q, kui iga x',x" € D
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korral

Kui see tingimus on rahuldatud kogu ruumis (D =X) ja

q < 1, siis operaatorit P nimet. lähendamisoporaatoriks

(sest operaatori rakendamine vähendab punktide vahelisi

kaugusi).

Teoreem. Täielikus meetrilises ruumis omab iga

lähendamisoperaator ühe ja ainult ühe püsipunkti, milleks

koondub hariliku iteratsioonimeetodiga arvutatud jada(
mistahes alglähendi & X korral.

T 3 e stu s. Kõigepealt on lihtne veenduda, et ja-

da { on fundamentaalne. Tõepoolest, võrratust

korduvalt rakendades saame

<

= q**d,

kus d = on alglähendiga määratud konstant.

Seega

n.
_

1 - dq° -

a=q d+... + qd = dq < 'j_' -*q
*

kui n —°° iga i puhul. Ruumi X täielikkuse tõttu ek-

sisteerib järelikult piirelement x* = lim x . Näitame, et
n

alglähendist sõltumatult on x* operaatori P püsi-
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punkt. Selleks arvutame kauguse

+

= f(x*,k.) +

Kuna naturaalarv n on siin suvaline, siis kullalt suure

n puhul saab meie võrratuse parem pool väiksemaks igast

etteantud arvust. See aga tähendab, et = 0

ehk x* = P(x*).

Lõpuks tuleb veel veenduda püsipunkti ainsuses. Kui

oletada, et leidub element y* € X nii, et y* = P(y*),

siis

=p(P(x*),P(y*))
millest

(1 - q)p(x*,y*)o,
ehk = 0 ja seega x* = y*. Teoreem on tõestatud

Esitatud tõestusest võib lihtsalt saada veel valemi

selle vea hindamiseks, mille me teeme, kui loeme elemendi

x& püsipunkti x* lahendiks. Nimelt lastes võrratuses,

millest järeldus jada fundamentaalsus, isaame

Toodud teoreem on muuhulgas rakendatav ka lineaarse

võrrandi

x = Ax + y

puhul Banachi ruumis. Siis P(x) = Ax + y ja

= HP(x') - P(x")lf = !ix' - Ax"Jf

16 ü.-KAasik
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- x"K =

Seega võib kordajaks q Lipschitzi tingimuses valida ope-

raatori normi RAM ning harilik iteratsioonimeetod on ra-

kendatav juhul !Aü <l.

Operaatori püsipunkti olemasolu kindlakstegemiseks on

esitatud teoreem kasutatav ainult siis, kui leidub niisu-

gune täielik meetriline ruum, milles vaadeldaval operaato-

ril on parajasti uks püsipunkt (s.t. milles see operaator

osutub lähendamisoperaatoriks). Praktikas pole aga sellise

ruumi konstrueerimine sageli läbiviidav. Sellepärast on

püütud leida nõrgemaid tingimusi, mis garanteeriksid ope-

raatori püsipunkti olemasolu (või iteratsioonimeetodi

koondumise). Selliseid tingimusi on saadud peamiselt topo-

loogia meetodite kasutamise tulemusel (Schauder, Tihhonov

jt.), mistõttu me nende lähemal käsitlemisel käesolevas

kursuses ei peatu.

§2. Arvulis rgumendi

peraatorid

Vaatleme operaatorit x(t) reaalarvude ruumist

Banachi ruumi X. Selliste operaatorite juhule on lihtsalt

üldistatavad matemaatilise analüüsi põhilised tehted: dife

rentseerimine ja integreerimine.

Operaatorit x(t) nimet. punktis t diferentseeru-

vaks, kui eksisteerib piirväärtus
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Seda piirväärtust nimet. sel juhul operaatori x(t) tule-

tiseks (punktis t) ja tähist. x'(t) või x(t)
dt

Lihtne on veenduda diferentseeruva operaatori pidevu-

TÕepoolest, kui kehtib võrdus

x'(t) = lim -rr{x(t + Jt) * x(t)]
,

siis

x'(t) = " +o((t,Jt),

kus limo((t,Jt) =6
. Seega

Z!t-*O

jLim x(t + = * x'(t)Jt = x(t),

s.t. operaator x(t) on punktis t pidev.

Täiesti tavalisel viisil tõestatakse diferentseerimi-

se reeglid

[x(t) + y(t)]' = x'(t) + y'(t),

[ '
= (t)

(sõnastada ja tõestada!). Korrutise diferentseerimise reeg-

li saab tõestada muidugi vaid siis, kui on defineeritud

ruumi X elementide x pidev, distributiivne ja skalaari-

ga korrutamise suhtes kommutatiivne korrutamine vasakult

(või paremalt) mingi teise Banachi ruumi Y elementidega

y. Sel juhul (tõestada!)

= y'(t)x(t) + y(t)x'(t)

ning analoogselt

[x(t)y(t)J '
= x'(t)y(t) + x(t)y'(t).
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Erijuhul, kui element y€T on konstantne, omandab

esimene valem kuju

[yx(t)] ' = yx*(t).

Näide. Olgu A € (X-+Y). Siis on "korrutamine"

Ax(t) nõutud omadustega ja

[Ax(t)J ' = Ax' (t).

Kui aga operaator A sõltub parameetrist tja element

x on konstantne, siis

[A(t)x] ' = A* (t)x.

Kõrgemat järku tuletiste, samuti aga ka mitme arvuli-

se argumendiga operaatori osatuletiste definitsioonid ja

põhilised omadused on matemaatilise analüüsi kursusest

peagu muutusteta üldistutavad (vt. [l] lk. 279 jj.).

Arvulise argumendiga operaatorite juhule on üldista-

tav ka näit. Riemanni integraali mõiste. Olgu operaator

x(t) määratud lõigul [a,bj. Jaotame selle lõigu osalõi-

kudeks punktidega a = t°< ...< = b ja moodus-

tarne summa

jX - *k-l'<
kus T 6 [,tJ on suvaliselt valitud punktid. Kui

see summa omab ** 0 puhul (tugeva) piir-

väärtuse sõltumata alajaotustest ja punktide vali-

kust, siis nimet. operaatorit x(t) integreeruvaks ja se

da piirväärtust (Riemanni) integraaliks operaatorist x(t)

(rajades a-st b-ni), mida tähist.
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J x(t)dt.
a

Suhteliselt lihtsalt saab veenduda, et operaatori

x(t) pidevus on piisav tema integreeruvuseks (tõestus

vt. [lj lk. 285 jj.).

Defineeritud integraalile on lihtne üldistada tavali-

se integraali põhilisi omadusi (tõestada!):
b b b

1° ffjcft)+ y(t)Jdt = Jx(t)dt + Jy(t)dt;
a

t,

2° f*x(t)dt = A.Jx(t)dt;

3° kui on defineeritud ruuni X elementide pidev,

distributiivne ja skalaariga korrutamise suhtes kommutatiiv-

ne korrutamine (vasakult) ruumi T elementidega, siis

konstantse y 6 Y b

Jyx(t)dt =

4° ! Jx(t)dt]! (Hx(t)Mdc,
a a

kus võrduse paremal poolel on tavaline Riemanni integraal.

5° Kui operaator x(t) omab lõigul pideva

tuletise, siis kehtib Newton-Leibnizi valem

b

Jx'(t)dt = x(b) - x(a).
a

Tõestuseks rakendame vaadeldavale integraa-

lile mistahes pidevat lineaarset funktsionaali f € X*.

Siis omaduse 3° (ja tuletise analoogse omaduse) kohaselt

b b b

f[*jx'(t)dt]= j'fc'(t)dt = J[f±(t)]'dt.
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Siin on aga fx(t) tavaline reaalmuutuja (pidevalt dife-

rentseeriv) funktsioon ja seega kehtib tema puhul Newton-

Leibnizi valem:
b

= fx(b) - fx(a) = f[x(b) - x(a)].
a

Järelikult iga f € X* korral
b

f [jx'(t)dt] = f[x(b) - x(a)],
a

millest järeldubki (vt. 111 ptk. §8) tõestatav võrdus.

6° Kui operaator x(t) ja reaalmuutuja funktsioon

g(t) on loigul [a,b] pidevalt diferentseeruvad, siis

kehtib ositi integreerimise valemositi integreerimise valem

b S b

jg'(t)x(t)dt = g(t)x(t)) - Jg(t)x'(t)dt.
a a

Tõestus on täiesti analoogiline eelmisega (läbi viia!)

§3. Operaatori tugev ja nõrk

diferentsiaal

Olgu nüüd y = P(x) operaator mingist lineaarsest

normeeritud ruumist X lineaarsesse normeeritud ruumi Y.

Tuletise mõiste üldistamisel sellele juhule tuleb kasutada

veidi teist teed kui arvulise argumendiga operaatori puhul,

sest jagamine argumendi kasvuga pole igas ruumis teostatav,

sellepärast defineerimegi operaatori P(x) diferentseeru-

vuse analoogselt mitme muutuja funktsibbnide diferentseeru-

vusega matemaatilises analüüsis.

Operaatorit P(x) nimet. kohal x diferentseerivaks,
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kui leidub selline pidev lineaarne operaator 6(X Y),

et

P(x +Z!x) - P(x) =

kus lim o'. Elementi 6 Y nimet. operaato

ri P(x) tugevaks (ehk Frechet') diferentsiaaliks kohal

x kasvuga Zlx ja tähist. Operaatorit ni-

met. vastavalt operaatori P(x) tuletiseks kohal x ja

tähist. P'(x). Seega

- P'(x)dx.

Ilmselt on operaatori pidevus tema diferentseeruvuseks

tarvilik (põhjendada!).

Näitame, et operaatori tuletis on toodud definitsioo-

niga üheselt määratud. Selleks oletame, et leidub veel ope

raator (X-*Y) nii, et

P(x +/Ax) - P(x) = +

kus =(9'. Tähistades A - B = C <f
xxx

saame siis = /s(x,dx) -°((x,2!x) ja seega

C Jx
lim =<9'.

Meie väite tõestamiseks tuleb näidata, et = 0.

Oletame väitevastaselt, et > 0. Vastavalt etteantud

arvule jt 0 ü> > 0 leidub siis element x 6 x nii, et
x o

x

ÜC xM > (tfC - 6)ftx!
.

Moodustame elemendid x =— .

x o x" o nn

Et = siis viimane võrratus omandab kuju
on'
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n](C x[[ n(K CH - f )Hx M,
xn x n

ehk

W> *°i"

C x

Sellest tulemusest nähtub, et lim -- o', kuigi
n-*o(]Xn"

=o. Tekkinud vastuolu tõestabki, et t! =0 ja

operaatori tuletis on seega üheselt määratud.

Erijuhul, kui P(x) = Ax on lineaarne operaator, saa-

me iga x 6 X puhul

A(x + x) - Ax =

Seega c<(x,4x) =6' ja A' = A igas punktis x X: pide-

va lineaarse operaatori tuletis on võrdne operaatori endaga

(sõltumata vaadeldavast punktist).

Operaatori P(x) diferentseeruvuse saab defineerida

aga ka arvulise argumendiga operaatori diferentseerimise

kaudu. Selleks fikseerime elemendid x ja (6 X). Siis

P(x + tdx) - y(t) on arvulise argumendiga operaator (ruu-

mi Y).

Operaatorit P(x) nimet. kohal x nõrgalt diferent-

seeruvaks, kui eksisteerib tuletis

y'(0) = P(x + lim + tdx) - P(x)].

Elementi y'(0) e Y nimet. sealjuures operaatori P(x)

nõrgaks (ehk Gateaux') diferentsiaaliks kohal x kasvuga

Zx ja tähist. Operaatorit, mis seab elemendile
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zjx € X vastavusse elemendi DP(x,Jx) g Y, nimet. operaa-

tori P(x) nõrgaks tuletiseks ehk gradiendiks punktis x

(tähist. P'). Ilmselt on gradient homogeenne operaator

(põhjendada!).

Teoreem 1. Kui operaator omab tugeva diferent-

siaali dP(x,4x), siis omab ta ka nõrga diferentsiaali,

kusjuures DP(x,4x) = dP(x,4x).

Tõestus. Tugeva diferentsiaali olemasolu korral

P(x +Jx) - P(x) = dP(x,Jx)

kus liin = o*. Fikseerides kasvu Zx on lim

= 0 ja tugevalt diferentseeruvuse tingimuse võib kirjuta-

da kujul

P(x + - P(x) = dP(x,tAc) + o((x,tZx) =

= +e((x,tAc),

kus lim =6'. Siis
t-*O

I[p(x + t4x) - P(x)] = dP(x,/lx) +
,

millest näemegi, et vajalik piirväärtus eksisteerib, kus-

juures

DP(x,4x) = lim l[p(x + t4x) - P(x)2 =

r-*ot

Nõrgalt diferentseeruv operaator ei ole üldiselt tu-

gevalt diferentseeruv, küll aga kehtib

Teoreem 2. Kui operaator P omab punkti x

mingis ümbruses nõrga diferentsiaali, mis on pidev nii x

I'7 t). Kaasik
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kui ka /jx suhtes, siis omab see operaator tugeva dife-

rentsiaali, kusjuures dP(x,4x) =

Toestus. Kõigepealt näitame, et tehtud eeldus-

tel on operaatori nõrk tuletis pidev lineaarne operaator.

Selleks tuleb veenduda vaid tema aditiivsuses, s.t. et

DP(x,4x +<dx') = + DP(x,4x').

Kuna

DP(x + tdx,4x) = — P(x + tAx + t'dx)L =

dt'

= — P(x +(t + t')dx)[ . P(x + tZr),
d(t+t') it+t-t at

siis (vt. 5° §2)
*

P(x +
- P(x) = j P(x +T4x)dT = j DP(x

0 0

t

= tDP(x,dx) + -

o

Analoogselt

P(x + +4x')) - P(x + t4x) = tDP(x,4x') +

t

+ + tdx - DP(x,Jx')]d?'
o

ja

P(x + t(Zx +Jx')) - P(x) = tDP(x,Zx +Ax') +

t

+ + Zx'),dx - DP(x,4x
o

Kuna DP(x,dx) on eelduse kohaselt x järgi pidev,

siis valides suvaliselt € > 0 on kolme viimase integraa-
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li integrandide normid küllalt väikese t > 0 korral

(siis o*6 T t) väiksemad kui . Seega nende integraa

lide (järgnevas tähistame neid lühiduseks sümbolitega

Lahutades viimase võrduse kahe eelmise summast saame

0 = + tDP(x,4x') - tDP(x,4xt4x') +

+71+72*73
Järelikult

!rp(x,4x) + - DP(x,43t+4x')(( = jp**

millega nõrga tuletise aditiivsus on tõestatud ja

ühtlasi € (X-*Y). Tõestame nüüd, et = P'(x), s.t.

et

P(x +4x) - P(x) = +o(.(x,4x),

kus lim -
Tõepoolest,

P(x +4x) - P(x) = DP(x,4x) +

1

+ + t4x,4x) - DP(x,4x)]dt,
0

kus

ÕDP(x + tZx,Zx) -

=
-

=

=

ja pidevuse tõttu x järgi

lim !P'
..

- P'[t= 0.
x+t<4x x

Teoreem on tõestatud.
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§4. Polülin rsed operaatorid

Olgu x^,x^, ... sõltumatult muutuvad elemendid

ruumist X. Kui nende muutujate igale valikule on ühesel

viisil seatud vastavusse mingi element y ruumist Y,

siis öeldakse, et on defineeritud n argumendi operaatorLendioperaator

ruumist X ruumi Y ja kirjutatakse näiteks

y =
... ,x^). Järgnevas me vaatleme ainult juhtu,

mil X ja Y on lineaarsed normeeritud ruumid. Sel ju-

hul n argumendi operaatorit F nimet. polülineaarseks

ehk täpsemalt n-lineaarseks operaatoriks, kui ta rahuldab

tingimusi:

1° F on aditiivne iga argumendi suhtes, s.t. iga

i = 1,2,
... ,n puhul

... + xp Xi+l- ... .X") =

= ... .Xi_i,x!,Xi+i, ...
+

* ?<*! *n''

2° F on tõkestatud, s.t. leidub konstant M > 0

nii, et iga ... 6 X puhul

... ,x )/]< MMxJ[)[x ][... )!x][.
12 n 12 n

Tingimustest 1° ja 2° järeldub n-lineaarse ope-

raatori pidevus kõikide argumentide järgi. Tõepoolest, kui

fK) (KJ
(i = 1,2, ...n), siis x^])—* 0 ja
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1

...

- F(x-.,Xp, ... ,x ))!
12 n 12 'n

< <K*
=

- - -

-

... 0,

S.t.
(K) (") (K)'

,
.

F(x- , ...
)—

...

1 '

n 'n

Kui n-üineaarses operaatoris fikseerida mingid n -

argMMmtl = x°,
...

= =
....

= x°, siis saame tavalise operaatori vabaks jäänud ar-

gumendist

?<*l --- =

Ilmselt on aditiivne ja tõkestatud (sest

]] Müx°U..
...[[x°]]- ) ning seega ka

homogeenne:

=

Siit aga järeldub vahetult, et n-lineaarne operaator

on homogeenne iga oma argumendi suhtes:

=*l*2

Samuti nagu lineaarsete operaatorite puhul kasutame

ka n-lineaarsete operaatorite jaoks edaspidi lihtsustatud

kirjutusviisi, kirjutades
... x ) asemel

12 n

3*l*2'--*n-
n-lineaarse operaatori norm )tFÜ defineeritakse v3r-

dusega
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!)FH = stq) {[Fx-x ...x [[.
t!X{!=l n

Ilmselt on niidefineeritud norm vähim arv, mis rahuldab

võrratust

...xj ...
t!xü

iga ...
X puhul (tõestada!).

Defineerides n-lineaarsete operaatorite võrdsuse,

liitmise ja skalaariga korrutamise tavalisel viisil, kuju-

tab kõikide n-lineaarsete operaatorite (ruumist X ruu-

mi Y) hulk endast lineaarset normeeritud ruumi. Kui n-

lineaarses operaatoris fikseerida üks argumentidest, siis

saame ilmselt (n -1) -lineaarse operaatori jne. Sellepä-

rast on n-lineaarsete operaatorite ruumi loomulik tähis-

tada sümboliga

,(X-* (X-*
... ... )).

n

Mõnikord kasutatakse siin ka lihtsustatud sümbolit

(xn_> Y),

mille Õigustamiseks tuleb aga selgitada sümboli X& tä-

hendus (sellel me käesolevas kursuses ei peatu).

Tähtsa alamruumi n-lineaarsete operaatorite ruumis

moodustavad nn. sümmeetrilised n-lineaarsed operaatorid,

mis rahuldavad tingimust:
,

3°
...

väärtus ei muutu argumentide mista-

hes permuteerimise korral.

Sageli tuleb operaatorite rakendamisel
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tegemist teha juhuga, mil kõik argumendid on võrdsed: =

=X2 = ... = = x. Sel juhul kirjutatakse Fxx...x ase-

mel enamasti lühidalt Üldsust kitsendamata võib siin

eeJdada, et F on sümmeetriline. Tõepoolest, kui F ei

ole sümmeetriline, siis defineerime uue n-lineaarse ope-

raatori

kus summeerimine toimub üle kõikide permutatsioonide in-

deksitest
... ,i Ilmselt on G sümmeetriline,

-L * n

ning

&xx...x = Fxx. ..x = Ft&.

Ohe argumendi operaatorit nimet. (n-ndaks)

astmeks. Astet iseloomustavad järgmised omadused:

1)

2)

3) F(ix = y
i=o t-i

'

Neist esimesed kaks omadust on ilmsed, kolmas aga tõesta-

takse põhimõtteliselt samuti nagu vastav valem (Newtoni

binoomvalem) algebras (tõestada!).

Kui on antud jada polülineaarseid operaatoreid

kus indeks n = 1,2,... tähendab ühtlasi operaatori argu-

mentide arvu, siis võib püstitada küsimuse (ruumi Y ele-

mentidest moodustatud)

—- n
w-t
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koondumisest. Niisugust rida nimet. argumendi x suhtes

astmereaks. Lihtne on näha, et koos elemendiga x sisaldab

selle rea koonduvuspiirkond ka kõik elemendid kujul x,

kus -1 < % < 1. Osutub aga, et astmerea koonduvuspiirkond

ei ole üldiselt sfäär ega isegi mitte kumer hulk.

§5. Kõrgemat järku tuletised.

Analüütilised operaatorid

Definitsiooni kohaselt on operaatori y = P(x) tule-

tis P'(x) ruumi (X—*Y) element. Sama sümbolit P'(x)

kasutame aga ka selle operaatori tähistamiseks, mis antud

P puhul seab igale elemendile x (operaatori P dife-

rentseeruvuse piirkonnast) vastavusse pideva lineaarse ope-

raatori P'(x) € (X-*Y). See operaator (ruumist X ruumi

(X—*Y)) pole enam üldiselt lineaarne ja võib püstitada

küsimuse tema(Frechet') tuletise leidmisest. Operaator

P'(x) on kohal x diferentseeruv teatavasti siis, kui

leidub selline pidev lineaarne operaator

P"(x) €

et

P'(x +4x) - P'(x) = P"(x)4x

kus (element) of(x,4x) € rahuldab tingimust

Hm = o.
,ax-*e
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Operaatorit P"(x) nimet. operaatori P teiseks tuleti-

seks (ehk teist järku tuletiseks) kohal x. Seega ope-

raatori teine tuletis on bilineaame (2-lineaame) operaa-

tor. Näitame, et ta on ka sümmeetriline, s.t. et

P"(x)dx4x' = P"(x) x'Zx.

Kuna tugev diferentsiaal on ühtlasi ka nõrgaks dife-

rentsiaaliks
,

siis

= P' (x + tAx)Ax'j _t._o

ja

P"(x)dx'4x = + t'4x'Mx]_t.,_o
Rakendades tuletise puhul veel kord sama valemit saame

P'(x + t4x)4x' = P(x + tdx + t'4x')(t.,--o
ja

P'(x + t'4x')4x = p(x + tdx +

Seega

= P(x + tZtx+
,

P"(x)Z!xÜx = P(x + tdx +

ja teise tuletise pidevusest järeldubki vajalik sümmeetria.

Analoogiliselt defineeritakse ka kõrgemat järku tule-

tised ja näidatakse, et

(TÜ
P (x)€ 'X-i(X-*...-*(Xr*'Y)...))

on sümmeetriline n-lineaame operaator. Sealjuures saadakse

valem

18 Ü. Kaasik
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(n.) \D .

mille parem pool kujutab endast operaatori P(x) nõrka

n-järku diferentsiaali kohal x kasvudega

(seda tähist, ka sümboliga ... , Viimase

võrduse vasakul poolel oleva tugeva n-järku diferentsiaa

liga on nõrk diferentsiaal võrdne jällegi vaid siis, kui

ta eksisteerib punkti x mingis ümbruses ja on pidev kõi-

kide oma argumentide suhtes (s.t. kui Pon n korda tu-

gevalt diferentseeriv).

Operaatorit P(x) nimet. punktis x° analüütiliseks

kui ta omab selles punktis igat järku tuletised ja on punk

ti x° mingis ümbruses esitatav astmereana

P(x°-*lx)

kus PMx° = P(x°). Seda rida nimet. 'operaatori P

Taylori reaks punktis x . Öeldakse, et operaator on ana-

lüütiline hulgas D, kui ta on analüütiline igas punktis

x°€ D. Saab tõestada, et operaator on hulgas D analüü-

tiline siis ja ainult siis, kui ta omab selle hulga igas

punktis kõiki järku tuletisi ning leiduvad konstandid

ja nii, et iga x € D puhul

!P (n=1,2,...).

Praktikas on sageli tarvis asendada analüütilist ope-

raatorit tema Taylori rea osasummaga. Sellise asendamise



137

puhul peame aga oskama hinnata tehtavat viga. Tuletame-

gi järgnevalt avaldise analüütilise Operaatori Taylori rea

jääkliikme jaoks.

Kui P on punktis tugevalt diferentseeruv, siis

teatavasti (vt. §3) '

t4x)Ax = + tJx).

Analüütilise operaatori jaoks saame iga n puhul samuti

valemi

+ = P (x +
°

dt
°

Newton-Leibnizi valemi (vt. 5° §2) kohaselt

L 1

fp'(x + tZlx)Axdt = [ -1 P(x + tZx)dt = P(x +4x) - P(x ),
o ° dt o oo

ehk

= + Jp'(x°+ tJxMxdt.

Kasutades nüüd ositi integreerimise valemit (vt. 6° §2, kui

seal võtta g(t) = t -1) saame
L 1

(p'(x + t±c)Axdt = (t - l)P'(x + tAx)Axi +

o
°

1
° "

+ j (1 - t)-l P'(x + =

t <p dt o

+ j(l - t)P"(x +

oo

Saadud integraali integreerime jälle ositi (nüüd

g(t) =
- 1(1 -

1 2

j*(l- t)P"(x + = - 1(1 - t)2p"(x + t4x)4x2[ +

0 1
° 'o

+1-
=

1
+
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+ - jne.

Asendades kõik need tulemused esialgsesse võrdusesse

saame valemi

= + P'(x°)Zlx + I x2 +

+ f(l -

Siin integraal

Rn+l(x.) = Id *

kujutabki vajalikku avaldist jääkliikme jaoks. Kui Õnnestub

leida hinnang

(analüütilisuse puhul on see alati siis jääk-

liikme normi hindamiseks saame valemi (vt. 4° § 2)

ET =

§6. Teoreem ilmutamat

operaatorist

Vaatleme kahe argumendi pidevat operaatorit

F(x,y) = z Z,

kus x € X ja y 6 Y. Elementide paari (x,y) võib siin

vaadelda kui ruumide X ja Y otsesumma X + Y elementi.

Kui viimases defineerida norm näiteks võrdusega

= KxMy + ÜyHy ,
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siis X + Y osutub lineaarseks normeeritud ruumiks (tões-

tada!).

Kui fikseerida üks argumentidest, näiteks x, siis

F(x,y' osutub tavaliseks operaatoriks ruumist Y ruumi Z

ning tarbekorral võime arvutada tema tuletise (kui see ek-

sisteerib)

€ (Y-* Z),

mida nimet. ka osatuletiseks argumendi y järgi.

Järgnevas eeldame, et X = Z ja vaatleme võrrandit

F(x,y) =&.

See võrrand annab (ilmutamata kujul) teatud seose elementi

de x e X ja y e Y vahel ning loomulikult kerkib küsi-

mus: millal on see seos väljendatav tavalise operaatoriga,

s.t. millal eksisteerib operaator y = P(x) ruumist X

ruumi Y nii, et F(x,P(x)) =(s iga xc X korral? Vas-

tüse sellele küsimusele annab

Teoreem 1. Olgu täidetud tingimused:

K*°.y°) =6;

2° punkti ümbruses omab F(x,y) pideva osa

tuletise .F'(x,y);
o

y
-i3° eksisteerib pöördoperaator

Siis leiduvad arvud J> 0 ja 7? > 0 ning pidev ope-

raator y = P(x), mis on määratud sfääris ]!x -

x

nii, et:
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a) P(x )
- y ;

oo

b) kui ]tx-
,

siis F(x,P(x))

c) kui Mx - ])y- ja F(x,y) =O,

siis y = P(x).

Tõestuseks kasutame harilikku iteratsiooni

meetodit. Selleks tuleb ainult võrrand F(x,y) teisen-

dada enne sobivale kujule.

Teatavasti (vt. 111 ptk. §7) normeeritud ringis

pöördelementi omava elemendi lähedased elemendid omavad s

muti pöördelementi. Seega kui (x,y) asub ümbru-

ses (t)x- Ry - siis eksisteerib

Tähistame- x=x° +h, y = +k, fikseerime h ja

otsime võrrandi

+ h, + k) = 0

lahendit kujul k = K(h) (siis y = P(x) = +h)

= + K(h)). Rakendades selle võrrandi mõlemal poolel ope

raatorit +h, y°)j js liites elemendi k saa

me võrrandi

k - [F'(x + h, y )] + h,y + k) = k,
**y O O <* O O

ehk

(h,k) = k,

kus

<p(h,k) = k - + + + k) =
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= + h,y, t k) - + h,y°)k
Valides alglähendi k =&' arvutame

kl =<%)(h,e'), kg
Teatavasti (vt. §1) see jada koondub võrrandi lahendiks,

kui on täidetud Lipschitzi tingimus kordajaga q< 1. Kor-

daja q leidmiseks arvutame vahe

= F(x,y° + k') -

-

t F(x,y° k")J =

- k"+ t(k'- k"))(k'- k")dt]

= - k")dt

Kuna F' on eelduse kohaselt pidev, siis
y

E = max -k" + t(k'- k"))H

saab kuitahes väikeseks, kui vaid ja

on küllalt väikesed. Seega

-3>(h,k")([ k")t,

kus M = ]) 1]! ja sobiva valiku puhul q =

= . Niisuguse kordajaga Lipschitzi tingimust rahul-

dab <%>(h,k) järelikult kinnises sfääris Seda

sfääri võime vaadelda omaette meetrilise ruumina (sama

meetrikaga, mis ruumis Y), tuleb vaid näidata, et ku-

jutab selle sfääri iseendasse. Olgu Siis
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!t<%)(h,k)!(H<p(h,k) -<&(h,6)

q[]kC+ + h,y^)]*-*-[[ +

+ +

Et lim F(x. + =O, siis valides küllalt
h-*e oo

väikesena on + ja seega

Järelikult iteratsioonimeetod on rakendatav (q ja

element = k = K(h) üheselt määratud. See tähendab,

et leidub operaator P(x) = + K(h), mis rahuldab tingi-

musi a), b) ja c). Tuleb veel ainult näidata selle operaa-

tori pidevus punktis x°, ehk operaatori K(h) pidevus

punktis h =O.

Iteratsioonimeetodi vaatlemisel (§1) me saime, et

dqi
"* —

'

kus d =
-

= Võttes selles võrratuses n = 1

saame q $ tõttu

millest

ehk

ü = 2[]<()(h,e)!!
Et aga limf!<b(h,6)n = 0, siis järelikult

t.-,e
lim Hkt! = lim )]K(h)[[ = 0.

Teoreem 2. Olgu lisaks teoreemi 1 eelduste-
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le täidetud veel tingimus:

4° F(x,y) on kohal (x ,y ) diferentseeruv, s.t.
oo

leiduvad pidevad lineaarsed operaatorid A €(X-+X)

ja B€ (Y-*X) nii, et

+ h,y° + k) -

= Ah + Rx +c((h,k),

kus

Hm d(h,k)

Siis võrrandiga F(x,y) = määratud operaator

y = P(x) on kohal diferentseerus.

Toestus. Võttes k = ' saame

F(x + h,y ) - F(x ,y ) = Ah +

millest A = Analoogselt B = Arves-

tades veel, et tingimuse 1° kohaselt =O,

omandab diferentseeruvuse tingimus kuju

F(x° + h,y° + k) = + +

Rakendades selle vSrduse mSlemal poolel operaatorit

L^y^o-yosaame:
[^^o*^o" "-y." = "

+ k +

ehk (kui k = K(h), s.t. y + k = P(x + h))
oo

19 Ü. Kaasik
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Kuna siin k = P(x +h) - P(x ) ja

e*

siis oleme seega tõestanud, et P(x) on kohal x= di

ferentseeruv, kusjuures

P'(X.) =
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