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Sissejuhatus

Integraalidega seotud keskvairtusteoreemidest on koige tuntum ja lihtsam jargmine
teoreem.

Teoreem 0.1 (integraalarvutuse lihtne keskvéirtusteoreem). Kui f: [a,b] = R
on pidev funktsioon, siis leidub ¢ € (a,b) nii, et

b
/ f(t)dt = f(c)(b— a).

Integraalarvutuse lihtne keskvéartusteoreem 0.1 on vahetu jareldus jargmisest diferent-
siaalarvutuse Lagrange’i keskvéartusteoreemist.

Teoreem 0.2 (Lagrange’i keskviirtusteoreem). Olgu F': [a,b] — R pidev funkt-
sioon, mis vahemikus (a,b) on diferentseeruv. Siis leidub selline ¢ € (a,b), et

Toepoolest, kui f: [a,b] — R on pidev funktsioon, siis seosega

F(x) = /xf(t) dt

médratud funktsioon F': [a,b] — R on diferentseeruv ja F'(x) = f(x) iga = € [a, ]
korral. Kuna funktsioon F' rahuldab Lagrange’i teoreemi 0.2 eeldusi, siis leidub selline

ce€ (a,b), et .
fo=ro == L [ a

b—a

mis on teoreemi 0.1 véide.
Teoreem 0.1 on erijuht jargmisest {ildisemast véitest.



Teoreem 0.3 (integraalarvutuse (esimene) kaalutud keskviirtusteoreem).
Kui funktsioon f: [a,b] — R on pidev ja g: [a,b] — [0,00) on Riemanni mdttes
integreeruv funktsioon, siis leidub ¢ € |a,b] nii, et

b b
/f@WMh#@/gwﬁ

Termini kaalutud keskvddrtusteoreem pohjenduseks vordleme keskvéértust f(c) kaalu-
tud keskmistega. Olgu py, ..., p, > 0 sellised, et > pp > 0. Arvude x4, . .., x, kaalutud
k=1

keskmisteks (kaalude py, ..., p, suhtes) nimetatakse arvu

Teoreemis 0.3 on kaaludeks funktsiooni g vaartused g(x) (z € [a,b]) ja arv

1 b
ﬂd=ﬁagélfwﬂwﬁ

on funktsiooni f kaalutud keskmine.

Teoreem 0.4 (integraalarvutuse (teine) kaalutud keskviirtusteoreem). Kui
f: [a,b] = R on monotoonne funktsioon ja g: [a,b] — R on Riemanni mdttes integ-
reeruv loigus |a,b], siis leidub ¢ € [a,b] nii, et

[ 105w ar= 50 [ g+ 1) [ g0yan

Punkti ¢ igas eespool esitatud keskvédrtusteoreemis nimetame edaspidi keskvéartust
maéadravaks punktiks. See punkt ei ole iildjuhul ithegi teoreemi korral {iheselt méératud.
Kaéesoleva bakalaureusetto eesmérgiks on kirjeldada nende punktide kaitumist protses-
sis b — a. Selleks sonastame keskvairtusteoreemid suvalises 16igus [a, x], kus = € (a, b],
ja kirjutame eespool toodud seosed vastavalt kujul

few) = — [ rwa

Tr—a

1 x
) = iy |, SO0



ja
T c(z) x
[ sawar=st) [ awars s [ ot
ning piitiame leida piirvaartust
. clxr)—a
lim ———.
T—a Tr—Qa
Seejuures piirvadrtuse lim all me métleme parempoolset piirvaéartust lim+. Analoogi-
T—a T—a
liselt tdhendab jargnevas valemis f’(a) parempoolset tuletist 16igu otspunktis a:

Edaspidiste tahistuste kohta méargime veel, et me kirjutame
w(r) =o0(r —a) (x— a),

kui

1 . w(z)
=o(1 t.1
—w(@)=o(1), st lim ——

=0.

Kaesolev bakalaureusetto koosneb kolmest peatiikist. Esimeses peatiikis vaatleme liht-
said keskvaartusteoreeme. Lahtume B. Jacobsoni [1] poolt toestatud teoreemist, mille
kohaselt keskvadrtust méadrav punkt liheneb protsessis © — a astimptootiliselt 16igu
la, z] keskpunktile, kui eksisteerib nullist erinev tuletis f’(a). Esimeses alapunktis esi-
tame selle teoreemi toestuse ning toestame tema iildisema versiooni, kasutades Taylori
valemit. Seejuures on meil aluseks Zhang Baolini t66 [6]. Teine alapunkt on piithendatud
J. G. Nikonorovi [3] poolt tostatatud probleemile. Nimelt osutub, et lihtsa keskvéértus-
teoreemi puhul leidub keskvédrtust méadravate punktide hulgas suurim ning Nikonorovi
teoreem viidab, et see punkt ¢(z) rahuldab tingimust

— 1
r—a r—a €

Teine peatiikk keskendub kaalutud keskvéirtusteoreemidele. Lahtume M. Polezzi [4]
poolt toestatud teoreemist, mis iitleb, et esimese kaalutud keskvéartusteoreemiga 0.3
médratud punkt c(z) rahuldab tingimust

. c(x)—a 1

lim = ,

x—=a T — Q e +1
kui funktsioon f: [a,b] — R on punktis a k korda diferentseeruv, kusjuures f’(a) =
.= f* (@) = 0ja f*(a) £ 0, ning g(a) # 0. Esimeses alapunktis, mille aluseks



oli T. Trifi t66 [7], toestame selle teoreemi iildisema juhu ning lisaks uurime, kuidas
kéitub punkt ¢(x) teise kaalutud keskvéértusteoreemi 0.4 puhul. Teises alapunktis uuri-
me integraalarvutuse Cauchy tiiiipi keskvadrtusteoreemiga maaratud punkti ¢(x) ning
nditame, et diferentseeruvate funktsioonide f ja g korral

y [ gydt 1

voa [Tg(t)dt 2
See tulemus pohineb P. R. Merceri artiklil [2].
Kolmandas peatiikis uurime samuti kaalutud keskvéirtusteoreemidega méaratud punk-
ti c(x) kditumist, aga pisut avaramatel eeldustel. Aluseks on W. J. Schwindi, Jun Ji
ja D. E. Koditscheki artikkel [5]. Esimeses alapunktis tdestame selles artiklis esitatud
teoreemi ning teises alapunktis selgitame teoreemi konteksti konkreetse fiitisikalise si-
suga néite abil, mis samuti périneb artiklist [5].
Kéesolev bakalaureuseto6 on referatiivne.



1. Keskvairtust miarava punkti
kditumine lihtsate
keskvairtusteoreemide puhul

1.1

Olgu f: [a,b] — R pidev funktsioon. Nagu me eespool kokku leppisime, nimetame
edaspidi arvu ¢(z) € [a, 2| teoreemi 0.1 valemist

1
r—a

fe(@)) =

| foa e ) (1.1)
integraali f; f(t)dt keskvidrtust mdadravaks punktiks. Uldjuhul neid punkte leida ei
onnestu, kiill aga monel lihtsamal erijuhul.

Niide 1.1. Kui funktsioon f : R — R on defineeritud seosega f(z) := z, siis valem

(1.1) saab kuju
1 T 2 _ 2
c(x) = /tdt: i :x+a‘
r—a ), 2(x —a) 2

Antud funktsiooni f puhul on keskvadrtust madravaks punktiks 16igu [a, x| keskpunkt.

Osutub, et suure osa punktis a diferentseeruvate funktsioonide f korral liheneb integ-
raali [T f(t) dt keskvédrtust médrav punkt protsessis  — a astimptootiliselt 16igu [a, z]
keskpunktile 4%, Nimelt kehtib jargmine B. Jacobsoni [1] poolt téestatud teoreem.

Teoreem 1.1. Olgu funktsioon f pidev loigus [a,b]. Kui f on diferentseeruv punktis a,
f'(a) # 0 ning c(x) € |a,z] on integraali [ f(t)dt keskvidrtust mdidrav punkt, siis

lim ) =0 _ L (1.2)

z—a T — a 2




Toestus. L’Hospitali reegli abil saame, et

i B SO d =@ +af(@) @)= f@) _ )

T—a (:c — a)2 T—a Q(x — a) 9

Teisalt, kuna lim ¢(x) = a, siis teoreemi 0.1 pohjal

o e f@)dt—zf(a) +af(a) . f(e(@)(z —a) - o) —a)
z—a (x —a)?  ioa (z — a)?
lim f(e(x)) — f(a) i fle(x)) = fla) c(z)—a
rT—a Tr—a _:I:—m C(ZE)—CL T —a
— f’(a) li C(l’) —a

Niisiis kehtib vordus

!/
1 _
f'(a) lim ——— 5
ning, kuna f'(a) # 0, siis
. c(r)—a 1
lim =
T=a T — a 2

— 1
Mirgime, et seose (1.2) kohaselt cz)—a =5+ o(1) ehk
r—a

c(x):%(a;—a)+a+0(x—a): a—;x

+o(x — a)

protsessis  — a, mis tdhendabki, et integraali fax f(t)dt keskvidrtust mddrav punkt
c(x) liheneb protsessis  — a asiimptootiliselt loigu |a, x| keskpunktile.

1997. aastal laiendas Zhang Baolin artiklis [6] Jacobsoni poolt tdestatud teoreemi Tay-
lori valemi abil sellistele funktsioonidele, mis on punktis a kaks korda diferentseeruvad.
Ta toestas jargmise teoreemi.

Teoreem 1.2. Kui f on pidev funktsioon loigus |a,b] ja kaks korda diferentseeruv
punktis a nii, et f'(a) =0, f"(a) # 0, ning c(x) on integraali [ f(t)dt keskvidrtust
mddrav punkt, siis

c(x)—a

i 1
m ——-- = —=.
T—a T — Q \/3



Zhang esitas oma t60s toestuseta iildisema véite, mille me jargnevalt toestame. Alus-
tame jargmise teoreemist 0.3 jirelduva lihtsa lemmaga.

Lemma 1.1. Kui p on mittenegatiivne tdisarv ja w: |a,b] — R on selline pidev funkt-
sioon, et lim w(t) =0, siis
—a

/ w(t)(t —a)P dt = o((x — a)P™") (z — a).
Téestus. Teoreemi 0.3 kohaselt leidub iga x € (a,b) korral selline ¢(z) € [a, z], et

w(c(:z:))

p+1

/arw(t)(t —a)’dt = w(c(z)) /j(t —a)Pdt =

(z —a)

Kuna glgl_r)rcllw(c(x)) = 0, siis

et —apd 1 _
glcl_If(ll (gj — Q)P'H B p+1 glcl_I)I}L W(C<x>) =0

Teoreem 1.3. Olgu f: [a,b] — R pidev funktsioon, mis punktis a on k korda diferent-
seeruv. Kui f'(a) = ... = f*Y(a) = 0 ja f®(a) # 0 ning c(z) on integraali [ f(t) dt
keskvddrtust mddrav punkt, siis

lim c(x) —a 1

rma T —a VE+1

Toestus. Lahtume funktsiooni f Taylori valemist punktis a jadkliikmega Peano kujul:

£(8) = f(@) + F(@)E — @)+ @) =@+ + 2 F O @)~ @)+ R (0,0),

kus B
lim k+1(a,t) —0.
T—a (t — a,)k

Seega voime jdikliikme Ryyi(a,t) esitada kujul (t)(t — a)*, kus lim £(¢) = 0. Kuna

f,(a) =...= f(k’_l)(a> =0, siis t—a

(t—a)®

o +e)(t—a) (t€ a,b]). (1.3)

F(t) = f(a) + f¥(a)



Integreerides funktsiooni f iile 16igu [a, z], on tulemuseks seos

k+1

/m f@)dt = fla)(z —a) + fP(a) (gzk_f)l)! + /x e(t)(t — a)* dt. (1.4)

Vattes seoses (1.3) t = ¢(x), kus ¢(x) on integraali [ f(t)dt keskvéidrtust médrav
punkt, saame valemi

(c(z) — a)*

f(c(@)) = f(a) + P (a) o +e(e(@))(c(x) — a)F,

seejuures lim ¢ (c(z)) = lim £(z) = 0. Teoreemi 0.1 pohjal
Tr—a T—a

[ @an = (@) e - @) = fa) o —a) + 50 L= o)
+£(c(z))(c(z) — a)*(z — a).

(1.5)

Seostest (1.4) ja (1.5) tuleneb, et

%_f)l; + / o)t — a)F dt

— fa)(e —a) + F9@) 0D (0 a) 4 e(efa)) (e) — )2~ )

fla)(z = a) + " (a)

ehk

xT

f(k)(a)@ — )"+ (k+ 1)!/ e(t)(t —a)k dt

= (k+ 1) f%(a)(c(z) — a)*(x — a) + (k + 1)l e(c(z)) (c(z) — a)f(z — a).

Niisiis,

f®(a) + (k +1)! Jo @)t = a)*dt

(;c — a)k—H
b
" (k+1)(c(z) —a)*
(k) a . + clr)—a
f ()(1 (@ —a) ) .
fafc 5(t> (t — a)k dt B E(C($)>(C<x) _ a)k B .
+(k+1)!< (z — a)k+! (@ —a) > = 0.



Lemma 1.1 pohjal

- [Fe)(t —a)tdt _

T—a (x — a)kt!

ning kuna (c((;)_;)k) <1ja 91052 e(c(z)) =0, siis ka
i N,

Tanu eeldusele f*)(a) # 0 tuleneb seosest (1.6), et
1 o k
lim (1 _ B+ 1)(e(z) —a) ) _0

z—a (z — a)F

ehk

li =
7o (x —a)k k+1

mis on samavédrne vordusega

i c(m)—a: : 1
z—=a T — a kE+1

Teoreem on toestatud. O

1.2

Olgu f: [a,b] = R ja z € (a,b]. Teoreemi 0.1 kohaselt ei ole hulk

pi={selodllfa) = [ rar]

tithi. Kuna hulk D on iilalt tokestatud, siis leidub w := sup D. Néitame, et w = max D.
Vastavalt iilemise raja definitsioonile leidub hulgas D selline jada (z,), et lim z, = w.
n—oo

Kuna funktsioon f on pidev punktis w, siis hm f(zn) = f(w), seega

f<w>=,}££.zf<2n>—,};%ox_a/ S z_a/ fr

Jéarelikult w € D ja w on hulga D suurim element.
Téhistame selle peatiiki 16puni siimboliga ¢(z) seda suurimat keskvadrtust méédravat
punkti, s.t

/:C f(rydr (t € (c(z),x]). (1.7)

T —a

10



Teoreem 1.4. Kui f: [a,b] — R on pidev funktsioon, siis

c(x) —a

v

) 1
lim sup -,
T—a r—a €

s.t

lim sup
l—a z€(a,l) r—a

Toestus. Koigepealt veendume, et iildisust kitsendamata voime eeldada, et [a,b] =
[0, 1]. Oletame, et viide on tdestatud 1digus [0, 1] pidevate funktsioonide puhul, ning
niitame, et siis kehtib ta ka suvalises 16igus [a, b] pidevate funktsioonide korral. Selle
jaoks tahistame

r—a

Ti= st z=(0b—a)T+a,

ja
o(r) = f(z) = f((b —a)T + a) (t €10,1)).

Kuna v = fow, kus w(7) := (b — a)T + a, ning f ja w on pidevad funktsioonid, siis v
on pidev 16igus [0, 1]. Eelduse kohaselt leidub selline ¢(7) € (0, 7), et
ja

Olgu

Siis, téhistades t := (b — a){ + a, saame, et

f(c(a:)) = f((b —a)é(T) + a) = 0(6(7)) = 1 /OTU(f)df = %/OTf((b —a)é + a)d£

:abc:Z/xf(t)d(zt):D:xia mf(t)d(t—co:xia " Fwd)
ja

1ghms,up@:hmsup (C(x)_a)(b_a)ZIimsup c(x) —a

e P T e —g T e

Seega piisab, kui vaadelda juhtu, kus f: [0,1] — R. )
Teiseks voime iildisust kitsendamata eeldada, et f(0) = 0. Uldjuhul, kui f(0)

I
Q

11



moodustame uue funktsiooni f: [0,1] — R seosega f(z) := f(z) — C' ning pane-
me téhele, et talle vastav funktsioon ¢: [0,1] — R langeb kokku funktsiooni f poolt
médratud funktsiooniga c¢: [0,1] — R:

Niisiis eeldame jirgnevas, et f: [0,1] — R on pidev funktsioon omadusega f(0) = 0.
Defineerime funktsiooni g: [0, 1] — R nii, et

0, kui z = 0,

g(x) = éforf(ﬂdﬂ kui 2 € (0,1].

On selge, et igas punktis z € (0,1) on g diferentseeruv ning

s =(2) [war s ([ sar) L= [ smar 4 12

_ % (xf(:z:) - /Oxf(T)dT)

ja siit saame, et

ehk

Viimase vorduse kohaselt on funktsioon ¢’ vahemikus (0, 1) pidev.
Téhistame
E:={zx€(0,1)]| ¢ (z) =0}

ja paneme téhele, et

iga x € E korral. Teiseks mérgime, et véide kehtib, kui inf £ = 0. Siis leidub hulgas E

selline jada (z,), et lim z, =0, ja kuna f(z,) = = [ f(7)d7 ehk c(z,) = x,,, siis
n— 00 "

c(x)

. , c(x
limsup —= > limsup M =1>-
z—0 X n—00 Tn e

Jargnev osa toestusest késitleb juhtu, kui inf £ > 0.
Olgu inf £ > 0. Siis leidub selline ¢ € (0,1), et ¢'(z) # 0 iga = € (0,¢) korral.
Funktsioon ¢’ on pidev, jarelikult siilitab ta mérki. Seega voime iildisust kitsendamata

12



eeldada, et ¢'(x) > 0 vahemikus (0, ¢).
Oletame vastuviiteliselt, et mingi k£ > e korral

c(z)

limsup —= <

(1.8)

1
xz—0 x k '

Meie eesmérgiks on jouda vastuoluni, teeme seda jargnevate sammude kaupa.

A. Toestame jérgmise viite:
(*) leidub selline § € (0,¢], et iga x € (0,0) korral

g(kz) — g(x)

< 1.
zg'(x)

Oletame vastuviiteliselt, et sellist arvu § € (0,¢] ei leidu. Siis saame moodustada
jada (x,) nii, et z,, € (0,¢), lim z, =0 ja
n—0o0

g(kxn) — g(n)
Tng'(Tn)

> 1. (1.9)

Kuna z,, ja ¢'(x,) on positiivsed, siis kehtib vorratus g(z,) < g(z,) + z,9'(z,), seo-
se (1.9) kohaselt g(z,) + x,¢'(x,) < g(kz,). Kuna g on pidev funktsioon, siis te-
ma véirtuste hulk {g(z) |z € (0,1)} on intervall. Jarelikult leidub iga n € N korral
Un € [@n, kxy| nii, et g(y,) = g(zn) + 9 (z,). Nitlid aga saame, et

F(elyn)) = 9(yn) = g(@a) + 2y (20) = f(@n).
Siit jareldub vorratus ¢(y,) > x,: kui oletada, et ¢(y,) < x, < yp, siis tingimuse (1.7)

kohaselt f(xz,) # 1w f(r)dr = g(yn) = f(c(yn)). Vorratusest c(y,) > x, tuleneb,
Yn Jo

et
(Yn) o w0 _ 1

lim su ,
ool yn Kz, K

mis on vastuolus seosega (1.8). Sellega on viide (*) toestatud.

B. Moodustame funktsiooni ¢: (—1,0) — R scosega ¢(a) := (1 + @)= ning paneme
tahele, et )
lim (14+ o)~ =e

a—0
ja

1
lim (1—}—04)é = lim = 0.

a——1 a——1 (1 + Oé)%f"

13



Kuna ¢ on pidev funktsioon, siis tema véértuste piirkonnaks on vahemik (e, 00), niisiis
leidub vorduse (1.8) kohaselt selline o € (—1,0), et

(1 "—C(o)% = k.

Defineerime funktsiooni h: [0, g(d)] — R nii, et h(g(z)) = 20, teisisonu

hy) = (97 W)™ (v €10,9(5)).

Funktsioonidel g: [0,0] — R ja z — 2z on pidev tuletis, seetdttu on ka funktsioonil h
pidev tuletis vahemikus (0, g(§)), seejuures

W (g9(x))g'(z) = apz™ ' <0 (z€(0,0))

ehk
W(y) <0 (ye€(0,9()).

Peame silmas, et iga € (0,9) korral ¢’'(x) > 0. Jérelikult on funktsioon h vahemi-
kus (0, g(6)) rangelt kahanev.
Kuna

(kx)™ — 2% = 20(k* — 1) = qpz™ = 20 *

ja
h(g(kz)) = (kx)™,
siis seose (1.9) pohjal iga = € (0, 2) korral
h(g(kz)) — h(g(2)) = (kz)* — 2% = 2g/(x)h' (g(x)).

Siit tuleneb vordus

(ke) — g(x)  hg(ke) = h(g(a))

) g
W (g(x)) = 2q'(2) g(kz) — g(x)

(1.10)

Lagrange’i keskvéidrtusteoreemi 0.2 kohaselt leidub suvalise x € (O, %) puhul selline

(@) € (9(2), g(kx)), et
h(g(kx)) — h(g(z)) = h' (¥ (2))(9(kz) — g(z)).

k) —
Pidades silmas, et funktsiooni h tuletis on negatiivne ja % < 1, siis saame
seosest (1.10), et iga z € (0, 2) korral
glkz) — g(x
W (g(x)) = 2FD 9@ i) s (w(a)). (1.11)

zg'(x)

14



C. Olgu

M := min {h’(y) |y € [g (%) 79(5)] } :

Néitame, et M = min A/ (y).
y€(0,9(9)]

Oletame vastuviiteliselt, et leidub selline y, € (0, g (%) ), mille korral A'(yo) < M.
Téhistame v := M — W (yo) > 0 ja néitame, et sellisel juhul iga y € (yo,9(d)] korral
h'(y) > M — ~. Moodustame jada (y,) € (yg,g(%)} nii, et

tim g =g ( 2
v =9 (%

ja oletame, et h'(y,) < M —~. Kuna b’ on pidev, siis

st (o (9) 2

Pidades silmas, et h’ on kahanev funktsioon, siis

M 1) 2 W) 2 0 (9 (7)) 2

aga M % M ja jarelikult oleme joudnud vastuoluni. Seega kui v = M — h/(yg) > 0, kus
Yo € (0,9 (2)), siis iga y € (vo, 9(2)] korral h'(y) > M — 7.

Naitame, et iga y € (0,9(5)) korral h'(y) > M. Olgu zq € (0, 1) selline, et g(xo) = yo.
On ilmne, et zo < 2. Seose (1.11) pohjal leidub ¢ (zg) € (g(0), 9(kzo)) C (o, 9(9)),
mis rahuldab tingimust h/(yo) = A’ (g(z0)) > h'(¢(z0)). See téhendab omakorda, et
W (¥(zo)) < M — 7, agaigay € (yo,g(%) korral h/(y) > M — ~. Jarelikult joudsime
vastuoluni ja iga y € (0, g(d)) korral A'(y) > M.

D. Kasutades vordusi A/ (g(:v))g’(x) =ar®tja M= I(Iolir(ld)] h'(y), jouame seoseni
ye(U,9

az® ' =N (g(x))g'(x) > Mg'(z) (z€(0,8]).

Integreerides seose ax®~! > M¢'(x) molemaid pooli iile 16igu [p, q] C (0, 4] ja pidades
silmas integraali monotoonsust, ndeme, et

a/q 7 tdr = a(q™ — p*) > Mg(q) — Mg(p)

ehk
q“ — Mg(q) > p* — Mg(p). (1.12)
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Niitid fikseerime ¢ ja paneme téhele, et kuna lin% g(p) = 0 ja o < 0, siis seosest (1.12)
p—

saame, et

¢ = Mg(q) = lim (4" = Myg(q)) = lim (p" — Mg(p)) = lim p" = oo,

aga ¢ — Mg(q) € R. Seega oleme joudnud vastuoluni ja teoreem on toestatud. O]

Teoreemi 1.4 toestas J. G. Nikonorov [3] 1993. aastal.
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2. Keskvaartust miirava punkti
kditumine kaalutud
keskvairtusteoreemide puhul

Keskvéaartust méadrava punkti asiimptootilist kditumist integraalarvutuse esimese kaa-
lutud keskvadrtusteoreemi 0.3 korral uuris esimesena M. Polezzi [4], kes toestas jargmise
teoreemi.

Teoreem 2.1. Olgu f ja g loigus [a, b] pidevad funktsioonid. Eeldame, et f on punktis a
k korda diferentseeruv ning f'(a) = ... = f*&(a) = 0 ja f®(a) # 0. Olgu g selline
funktsioon, et g(a) # 0 ning ta ei muuda mdarki loigus [a,b]. Siis seosega

[ roga=ew) [ oo @e o) 213
mdadratud punkt ¢(x) rahuldab tingimust

lim c(z) —a 1

rsa T —a VE+1

2.3

Teoreem 2.1 on erijuht jargmisest tildisemast teoreemist, mille tdestas T. Trifi [7].

Teoreem 2.2. Rahuldagu funktsioonid f,g: |a,b] — R mingite n € N ja k € NU {0}
puhul jargmaist tingimusi:

(1) f on loigus [a,b] pidev ja punktis a n korda diferentseeruv funktsioon ning f'(a) =

= 0D (a) = 0 ja f(a) £ 0;

(ii) g on loigus [a, b] mittenegatiivne integreeruv funktsioon, kusjuures punktis a on ta
k korda diferentseeruv ning ¢'(a) = ... = g%V (a) = 0 ja g*¥ (a) # 0.
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Siis
hmc(x)—a:n/ E+1 .
T—a T — n+k-+1

Téestus. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et f(a) = 0. Toepoolest, vastupidi-
sel juhul asendame funktsiooni f funktsiooniga f: [a,b] — R, mis on defineeritud
vordusega f(t) := f(t) — f(a), ning paneme téhele, et kui funktsioon f rahuldab tin-

/ " f(t)glt) dt = F(e(x)) / gt dt.

siis on tingimus (2.13) taidetud ka funktsiooni f jaoks:

gimust (2.13), s.t
[ rsa= [ (F0)+ r@)otor
= (Ffet@) + @) [ gttt = f(e(@) [ g(orae.

Niiiid eeldame, et funktsioonid f ja g rahuldavad tingimusi (i) ja (ii) ning f(a) = 0
Taylori valemit kasutades voime kirjutada, et

(g
= 1 )(t—a)”—i-w(t)(t—a)”,

f(t) p
k) (q
g(t) = g k'( >(t —a)* 4+ e(t)(t —a), (2.14)

kus w ja € on 16igus [a, b] pidevad funktsioonid ning Pm w(t) = lim e(t) = 0. Seega
—a —a

™ (q)a® (g
F(0g(e) = PRI gy )0 - aye, (2.15)
ks () (k)
v =1 !(a)s(t)+ g k!(a)w(t) +e(t)w(t).

Siis v on pidev 16igus [a, b] ning %im v(t) = 0. Seose (2.15) molemat poolt integreerides
—a

saame vorduse
r (n) (k) "
/a fltlgle) di = n{k!(fzazrg k J(rai) (w =)+ / (t)(t — a)™t* dt,

—a)"™dt = o((z —

kusjuures lemma 1.1 kohaselt [ y(¢)(¢ a)" 1) protsessis = — a.

Seega
™ (a)o® (g
S (a)g™(a) —a)""") (= a). (2.16)

[ a0t = O = 0 of (o
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Analoogiliselt jouame valemist (2.14) lahtudes seoseni

T (k) a
/g(t)dt: J ().(x—a)kﬂ—i—o((x—a)kﬂ) (x — a).

Kuna

ja 0 <c(x) —a <z —a, siis

. ™) a® (g
f(c(x)) /a g(t)dt = %j}_l;‘)(m —a)* () —a)" + 0(($ — a)"+k+1) (x — a).

Ténu seostele (2.13) ja (2.16) saame protsessis * — a seose

f™(a)g®(a i o fM(a)g®(a e .
ey = ) ela) — o) = O = 0t o = 0,
n!(k+1)!

korrutades on tulemuseks seos

mille mélemaid pooli teguriga Frla) gk (a) (@ — a)r ke

<c(m)—a)n_ EXL L) )

r—a n+k+1 ¢
ehk
hmc(m)—a:n/ k+1 .
x—a T — Q n -+ ]{} + 1
Sellega on teoreem toestatud. O

Teise kaalutud keskvéartusteoreemi 0.4 puhul uurime integraali

xT

T c(x)
/ F(t)g(t) dt = f(a) / ot dt + f(x) / g(ydt (z € [ab)). (2.17)

()

keskvédrtust madravat punkti c(x). Seda kirjeldab jéargmine Trifi poolt tdestatud teo-
reem.

Teoreem 2.3. Rahuldagu funktsioonid f,g: |a,b] — R mingite n € N ja k € NU {0}
puhul jargmaist tingimusi:

(1) f on monotoonne ja punktis a n korda diferentseeruv funktsioon ning f'(a) = ... =

fe=D(a) =0 ja f™(a) #0;
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(i) g on loigus [a, b] mittenegatiivne integreeruv funktsioon, kusjuures punktis a on ta
k korda diferentseeruv ning ¢'(a) = ... = g* "V (a) = 0 ja g®™(a) # 0.

T G Rt ey
Ta T —q n+k+1

Toestus. Koigepealt paneme téhele, et vorduse (2.17) saame esitada kujul

Siis

seejuures voime iildisust kitsendamata eeldada, et f(a) =0, vastupidisel juhul asenda-
me (nagu eelmise teoreemi toestuses) funktsiooni f funktsiooniga f: [a,b] — R, mis
on defineeritud vordusega f(t) := f(t) — f(a). Niisiis ldhtume seosest

xT

/“ﬂwmwwzfu)/ o(t) dt. (2.18)

(z)

Nagu eelnevas toestuses saame protsessis x — a funktsioonide f ja g Taylori ridade
abil valemi

. ™ (q)o® (g
/a f(t)g(t)dt = n{k'(fz :—gk j_ i) (z — a)" ™ 4+ o((z — a)" ). (2.19)
Paneme téhele, et .
1) = D ay w@ya — oy
ja
T x C(w)
/( )g(t) dt = / g(t)dt — / g(t)dt
®)(a k+1 k+1 ®(a k+1
= (i +(1§!(x—a) +o((x — a)F*) - —5{ +(1§!(c(x) —a)

+ o((c(z) — a)k“)

®) (g
— 5{: +(1§! [(z — @)™ = (c(z) — a)*™] + o((z — @)

protsessis * — a, mistottu
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Seostest (2.18) ja (2.19) saame seose

™ (g)a® (q 1 3
L e = (o = @ (elo) — )]

™) ()™ (q 1 o
e = A G A IR

Kuna f™(a) # 0 ja g™ (a) # 0, véime vérduse mélemaid pooli korrutada teguriga

f(n)(a)g(k)(a) (a: — a)"+’f+1’ nii jouame seoseni

1_<c<x>—a)’“+l_&+ (1)

T —a Cn+k+1 0

ehk k+1
c(x) —a n
= 1 —
(a:—a) n+k+1+0() (z = a),

niisiis

lim clz) —a —oenf .

Ta T —Q n+k+1
Teoreemi vaide on toestatud. O
2.4

Selles alapunktis votame vaatluse alla sellise integraalarvutuse keskvéartusteoreemi,
mis tuleneb vahetult diferentsiaalarvutuse Cauchy keskvéartusteoreemist.

Teoreem 2.4 (Cauchy keskviirtusteoreem). Olgu F': [a,b] — R ja G: [a,b] - R
pidevad funktsioonid, mis on vahemikus (a,b) diferentseeruvad, ning olgu G'(z) # 0
iga x € (a,b) korral. Siis leidub selline ¢ € (a,b), et

F(b) — F(a) F'(c)
G(b) — G(a) G'(c)

) _
)

Esitame teoreemi 2.4 integraalse versiooni.

Teoreem 2.5 (integraalarvutuse Cauchy tiiiipi keskviirtusteoreem). Olgu f
ja g loigus |a,b] pidevad funktsioonid ja olgu g(x) # 0 iga x € |a,b] korral. Siis leidub
selline c¢(z) € (a,b), et

o(e@) [ 50t = () [ oo
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Toestus. Tahistame

= [T f(t)dt ja G(z):= ["g(t)dt (€ [a,b]).
Kuna f ja g on pidevad 1igus [a, b], siis funktsioonid F' ja G on diferentseeruvad 16igus

[a,b] ning nad rahuldavad Cauchy keskvdartusteoreemi 2.4 tingimusi. Seega leidub
c(x) € (a,b) nii, et

F(z) — F(a) _ F'(c(x))
G(r) —G(a)  G'(c(x))
ehk
(F&) - F@)G (cle)) = F/(cle)) (G(0) — Ga). 220)
Kuna F'(z) = f(z) ja G'(z) = g(x) ning
F(z) = F(a) = [, f(t)dt ja G(z) = [, 9(t)

siis saamegi seosest (2.20) vorduse

) / CF(t)dt = f(ela) / Cg(tdt.

]

Jargmisena esitame ja toestame teoreemi, mis uurib keskvéartust médrava punkti
kaitumist Cauchy tiitipi keskvaartusteoreemide korral. Peatiiki aluseks on P. R. Merceri
artikkel [2].

Teoreem 2.6. Olgu f ja g sellised loigus |a, b] diferentseeruvad funktsioonid, et g(a) #
0 ja [f'(a)g(a) — f(a)g'(a)] # 0. Kui c(z) € (a,z) rahuldab seost

) / " pe)dt = f(e(a)) / Cot)d,

UL

voa [Tg(tydt 2

8118

Téestus. Eelduse kohaselt g(a) # 0 ja tdnu g pidevusele on voimalik leida selline § > 0,
et g(x) # 0iga x € [a,a + §) korral. Seega voime iildisust kitsendamata eeldada, et
g(x) # 0iga x € [a, b] korral. Funktsiooni tuletise definitsiooni pohjal

#'(a) :limM ja  ¢'(a) =lim 9(t) — g(a)

t—a t—a t—a t—a ’
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seega

f(t) = fa) + f'(a)(t —a) +£(t)(t — a)

ja
olt) = gla) + (@)t — ) + (2)(t — )
kus
o) =02 ) o = 029D ey e (o),

Paneme tihele, et Pme(t) = me(t) = 0 ning € ja w on pidevad funktsioonid poolldigus
—a —a
(a, b]. Kui defineerida

f) = fla) ,
e(t):{ .~ f'la), kuit#a,
0, kui t = a,
ja
w(t) = w —9¢'(a), kuit#a,
0, kui t = a,

siis on funktsioonid € ja w pidevad 16igus [a, b]. Integreerides funktsiooni f(t) rajades
punktist a punktini x, saame, et

/x f@)dt = f(a)(x —a) + f’éa) (x —a)®+ /mg(t)(t —a)dt. (2.21)

Kuna
g9(c(2)) = g(a) + ¢'(a)(c(z) — a) + w(c(@))(c(z) — a),

siis seosest (2.21) tuleneb, et

o(e@) [ 50t = gl @) - )+ 9@ o - 0

+g'(a)f(a)(c(x) = a)(x —a) + p(),

f'(a)

(z — a)X(c(x) — a) + g(a) / Ce(t)(t - a)dt
+dl@)el@) —a) [ C(t)(t — a)dt + f(a)(x — a)w(c(e)) (elz) — a)

+ f’éa) (z — a)’w(c(2))(c(z) — a) + w(c(z)) (c(z) — a) ' e(t)(t — a) dt.
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Me teame, et ¢ ja w on 16igus [a, b] pidevad funktsioonid. Lisaks mérgime, et kui z — a,
c(x) —a

r —a

siis ka ¢(x) — a, ja et < 1. Selle tottu

tim 20 i g(0) gla) [ e()(t —a)dt

(c(z) —a) + lim

T—a (ZL‘ — CL)2 T—a 2 T—a (ZL‘ _ a)?
I }}E}l g'(a)(c(z) lx@)_fz;(t) (t—a)dt N glﬁliré fla)w (c(;)_) f(m) —a)
 tim 200 0)) o) — 0) + tim LD ED - o) f) c(t)(t — a) di
= 0.

Jérelikult voime kirjutada, et

oleta)) [ #0)dt = gl @) - ) + )1 o - 0

+4'(a)f(a)(c(x) — a)(z — a) + o(x — a)*.

Integreerides funktsiooni g iile 16igu [a, z] ja korrutades saadud vérduse arvuga f(c(z)),
saame analoogilise arutelu pohjal seose

1(e@) [ o0d = fagla)e - @)+ F@ L e~ oy
+ F@)gfa)(cla) — a)e — a) + ofz )"

Kui teostame lahutamistehte

o(e()) / "Rt dt— f(elx) / "yt de

ning kasutame teoreemi 2.5, jouame seoseni

0= = [ @gta) ~ F(@) (@)] + (ela) ~a)(a—a) g (@) f(a)~ F (a)o(@)] + ol —a)”
Korrutame vorduse molemat poolt teguriga (:):——la)Q' Kuna eelduse pohjal [ f/(a)g(a)—
f(a)g'(a)] # 0, siis on tulemuseks

5= C(f:a +o(l) (z— a).
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Niitid

c(z g/(a') 2 2
[ gtyae sa)(ea) — o) + L elw) — )+ ofele) — a)
z = 7 .
Ja 9(t) dt g(a)(x —a) + g éa) (x —a)? +o(x —a)?
Jagame murru lugejat ja nimetajat teguriga g(a)(z — a) ning samal ajal peame silmas,
clx) —a . : . .
et < 1ja kui x — a, siis ¢(z) — a. Nii saame, et
T—a
cle) —a , g(a)c(z) —a)* +o(c() — a)*
i g(t) dt _ r—a 29(a)(z — a)
[Fg(t)dt g'(a)(z —a) + o(x — a)?
a 1 +
29(a)
c(x) —a
+o(l) 4
4 =-+o(1)
1+o0(1) 2
protsessis © — a. Jarelikult oleme tdestanud teoreemi viite. O

Mérgime, et kui teoreemis 2.6 f(a) # 0, siis

[ rwydt 1

lim=t—"—"— = —

r—a far f(t) dt 2
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3. Keskvairtust miirava punkti
kditumine avaramatel tingimustel
kaalutud keskvairtusteoreemi puhul

3.1

Selles peatiikis esitame teoreemi, mis kirjeldab keskvéartust méarava punkti kditumist
kaalutud keskvéaartusteoreemide puhul, aga laiematel eeldustel, kui eespool toestatud
teoreemis 2.2. Jargnevas W. J. Schwindi, Jun Ji ja D. E. Koditscheki [5] poolt toestatud
teoreemis funktsioonile f: [a,b] — R esitatud tingimusi rahuldavad ka funktsioonid

, 1

Schwindile, Junile ja Koditschekile kuulub ka teises alapunktis toodud fiiiisikalise si-

suga naide, mis kirjeldab toestatava teoreemi iihte voimalikku rakendust konkreetses
fiitisikalises situatsioonis.

Teoreem 3.1. Olgu funktsioon [ pidev poolloigus (a,b] ja funktsioon g integreeruv
vahemikus (a,b). Olgu g(t) > 0 iga t € (a,b) korral. Kui eksisteerivad nullist erinevad
purvddrtused

C = lim j;it)_—_a)K (3.22)
Ja
Gy := lim (tg_(ti)s (3.23)

mingite konstantide K, r ja s puhul, kus r # 0, s > —1 jar + s > —1, siis kehtivad
Jargmised viited.

(a) Iga x € (a,b] korral leidub selline c(x) € (a,x], et

/I f()gt)dt = f(c(x)) /Ig(t) dt. (3.24)
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(b) Kehtib vordus

M e—a Vi (3:29)
Toestus. Tahistame
S - K g(t)
e1(t) = t—ay C1 ja e(t) == Gi—ap
f) =K+ Ci(t—a)" +e1(t)(t —a) (3.26)
ja
g(t) = Co(t — a)® + eo(t)(t — a)’. (3.27)
Seega
f()g(t) = (K + Ci(t — a)" +e1(t)(t — a)")(Ca(t — a)® + &2(t)(t — a)®)
= KCQ(t — a)s + Kﬁg(t)(t - CL)S + O1C2(t — CL)T+S (328)

+ 0182<t) (t — (l)H_s + 0261 (t) (t — CL)T+S + &1 (t)ng(t) (t — CL)T+S.
Eelduste (3.22) ja (3.23) kohaselt

lim ey (t) = Pm go(t) = 0. (3.29)

t—a —a

(a) Vaatleme koigepealt juhtu, kui r > 0. Seosest (3.26) on lihtne niha, et %imf(t) =K.
—a
Defineerime funktsiooni F': [a,b] — R seosega
t), kuite b
Py o {10, uite @il
K, kui t = a,
ja funktsiooni G: [a,b] — R seosega
o(t), kuit € (a,0)
G(t):=< L, kuit=a,
LQ, kuit = b,

kus L; ja Ly on positiivsed arvud. Kuna funktsioon F' on pidev 16igus [a,b] ja funkt-
sioon G on mittenegatiivne ja integreeruv 1digus [a, b], siis teoreemi 0.3 pohjal leidub
selline ¢(z) € (a,x), et

/x F(t)G(t) dt = F(c(x)) /x G(t)dt.
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Seega

/I ft)g(t) dt:/x F(t)G(t)dt = F(c(x)) /x G(t)dt = f(c(x)) /Ig(t) dt.

Niiiid vaatleme juhtu, kui r < 0. Siis on [ f(¢)g(t) d¢ pératu integraal ja meil on vaja
veenduda, et see integraal koondub. Selle jaoks néitame, et ta koondub absoluutselt,

s.t integraal
[ 1tate) a

koondub. Lahtudes tingimusest (3.29) leiame sellise § > 0, et kui a < t < a + 0, siis
ler(t)] < 1jalea(t)] < 1. Kuna mtegraal [5 1f(t)g(t)| dt eksisteerib, siis seose

[ st a= [ 1seoras [Cswso) @

kohaselt piisab veenduda, et péaratu integraal ff |f(t)g(t)| dt koondub. Seose (3.28)
kohaselt

6
/|f t)| dt = KC’g/(t—a) dt + K |52 | (t —a) dt+0102/(t—a)’”+8dt

a

+Cl/ |82 _ r+sdt+c«2/ ‘81 _a)rJrsdt

v [l a

0 ¢ 5 5
SKCz/ (t—a)dt+ K (t—a)sdt+ClC’2/ (t —a)"** dt

a 5 a 5 a )

+C1/ (t—a)r+sdt—|—02/ (t—a)r+sdt_|_/ (t —a)"t* dt

J 5

=(K02+K)/ (t—a)Sdt+<clcz+cl+cz+1)/ (t — )™t dt.

Vastavalt eeldustele s > —1 ja r + s > —1 pératud integraalid fj(t — a)*dt ja

fj(t— a)"*% dt koonduvad. Vordluslause pohjal on siis ka pératu integraal fj |f(t)g(t)| dt
koonduv.

Teoreemi viite (a) tdestuseks vaatleme eraldi juhte C; > 0 ja C; < 0. Paneme téhele,
et kuna g(x) > 0, siis 1ntegraah monotoonsuse tottu kehtib vorratus 0 < [ g(t) dt.
Edaspidi eeldame, et 0 < [ g(t) dt, sest kui [ g(t)dt = 0, siis g(t) = O iga t € [a x)
korral ja sellisel juhul véide (a) kehtib.
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Esiteks olgu C; > 0. Siis ym f(t) = oo ja seega leidub § € (a,b) niimoodi, et iga
—a
t € (a,a + 9) korral
Jo f()g(t) dt
Jo 9(t)dt

Jarelikult, kui leidub ¢(z), mis rahuldab vordust (3.24), siis see ei kuulu vahemikku
(a,a+9). Iga h € (a,a+0) korral on f pidev funktsioon 16igus [h, z], millest jéareldub,
et funktsioonil f leidub miinimum selles 16igus. Poolldigus (a, h] kehtib seos (3.30) ning
seega

f(t) > (3.30)

in f(t) = min f(t).
t?ﬁ;ﬁ]f() tg[lgg}f()

Naitame, et
Jo f(t)g(t) dt
Jog(t)dt T ie(aal

Oletame vastuviiteliselt, et

J, ft)g(t)dt .
Temar im0

ning téhistame
“ft)g(t)dt
d:= min f(t) — —f“ J:( J9(t)
te(a,x] f g(t) dt

a

>0
ja

[7g(¢) dt 2" [Tg(t)dt 2
Siis f(t) ¢ U iihegi t € (a, z| korral, kuna

[ fg(tydr s [ fgt)yde
[T g(t)dt Fg<of [To®)dt  ictan) F(#).

Moodustame sellise jada (z,), kus z, € U ja lim z, = a. Loigus [z,, z] on f pidev ja g
n—oo

- <fff<t>g<t> dt 5 [Tt %),

integreeruv funktsioon, seega saame teoreemi 0.3 pdhjal leida sellise ¢, (x) € (z,, x), et

/ " F(0)9(t) dt = cale)) / * )t

Paneme téhele, et

lim f(ea(z)) = lim J2 fwgyde  Jim [ SWatdt e g i
novee T nooo [ g(t) dt lim [ g(t)dt JTgltydt

n—o0
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Seega leidub indeks ng € N nii, et kui n > ny, siis

F(en()) — fffg t) dt <g

mis tdhendab, et f (cn(x)) € U, aga see on vastuolus meie oletusega, et f(t) ¢ U iihegi
t € (a,x] korral. Jarelikult

max f(t) > f(h) > ff n f(t) = min f(#).

te[h,z] f gt te(a x] te[h,a)

Funktsioon f on pidev ja g integreeruv ka 1oigus [h, x|, seega rakendades teoreemi 0.3,

saame leida sellise ¢(x) € [h, z] C (a, z], et kehtib seos
[ twgde= (@) [ avar
h
Teiseks toimime analoogiliselt olukorras, kus C; < 0. Sellisel juhul Pm f(t) = — ja
—a

seega leidub ¢ € (a, b) niimoodi, et iga t € (a,a + (5) korral

Jo F(®g(t)dt
ft) < e dt (3.31)

Jarelikult, kui leidub ¢(x), mis rahuldab vordust (3.24), siis see ei kuulu vahemikku
(a,a+9). Iga h € (a,a+0) korral on f pidev funktsioon 16igus [h, z], millest jéareldub,
et funktsioonil f leidub maksimum selles 16igus. Poolldigus (a, h] kehtib seos (3.31)
ning seega
t) = t).

Rl el
Naitame, et

Cf(t)g(t

Lo JWa®dt .
fa g(t) dt te(a,x)

Oletame vastuvéiteliselt, et

Ju f(t)g(t) dt
[T g(t)dt te(aa]

ning tdhistame

ja
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Siis f(t) ¢ U iihegi t € (a, z| korral, kuna

t)dt t)dt
max () = da JBIOA o [ fWeB)dt o
te(asal [ g(t)dt C[Tgydt 2
Moodustame sellise jada (z,), kus z, € U ja lim z, = a. Loigus [z,,z]| on f pidev ja

n—oo
g integreeruv funktsioon, seega leidub teoreemi 0.3 pohjal ¢, (z) € (z,, z) nii, et

/’” f()g(t)dt = f(cn(z)) /xg(t) dt.

Paneme téhele, et

lin £ (en(e) = lim 2d D90 ﬁzﬂaffg>“:ﬂﬂwwﬁ
n—00 n n—00 fzn g t lim fzn g t faac g(t) dt

n—0o0

Seega leidub indeks ng € N nii, et kui n > ny, siis

t)d 5
f(cn<x>) f ff g g ! §a

mis tihendab, et f(c,(z)) € U, mis on vastuolus meie oletusega, et f(t) ¢ U iihegi
t € (a,z] korral. Jarelikult

. . f(t)
Jnin f(t) < f(h )<—f 0) i <f§ax]f<t)_£}$§]f()

Funktsioon f on pidev ja g integreeruv ka 1oigus [h, x|, seega rakendades teoreemi 0.3,
saame leida sellise ¢(x) € [h, 2| C (a, x|, et kehtib seos

/f ﬂmwAZ@ﬁ.

Sellega on viide (a) toestatud.

(b) Ténu seostele (3.26) ja (3.27) saame vorduse (3.24) vasaku poole esitada kujul

T B CQK(CL’ _ a)s—l—l C102(x _ a)r-i—s-i—l
[ f0(eyae = SEEIT SO

+ 02 /gj 81(t)(t — CL)T+S dt + K ’ 62<t)(t — a)s dt (332)

+ Cy /x ea(t)(t —a) T dt + /x e1(t)ex(t)(t — a) t* dt.
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Teiselt poolt, samamoodi ténu seostele (3.26) ja (3.27), on meil voimalik vorduse (3.24)
parem pool esitada kujul

f(e(x)) /xg(t) dt = CQKS:_I@)H + C1Cy(c(x) S—f);@ —a)st

L Geale@)(e(@) o)y (@ —a) o / Ceslt)(t—a)at

s+1
+ Ci(c(z) —a)” /x ea(t)(t — a)* dt + &1 (c(z))(c(z) — a) /x go(t)(t — a)® dt.
’ ’ (3.33)

Kuna kehtib viide (a), siis saame seoste (3.32) ja (3.33) pohjal kirjutada, et

0102 (x _ a)r—i—s—i—l

Lo / el(8)(t — a) T di + C / eat)(t — a)™ dt

r+s+1

+ / &1 (t)€2(t)(t — a)H_S dt

_ Cyer(e(@)) (e(x) — a)(x — a)™H! N C1Cy(c(z) — a)"(x — a)st!

B s+1 s+1
+ Ci(e(x) —a)" / go(t)(t —a)’dt
+ a1 (e()) (elz) — a)" / ea(8)(t — a)" dt.

: . . . s : s+1 .
Kui korrutame saadud vorduse molemaid pooli l&bi teguriga siis

0102 (II? — CL)T+S+1’
saame vorduse
s+1 (s+1) [Tea@)(t—a)tdt  (s+1) [Text)(t —a)tedt
r+s+1 Ci(z — a)rtstl Co(x — a)rtstt
(s+1) [Ter(t)ea(t)(t —a)tdt
C1Co(z — a)rtstl
e1(c(x))(c(z) — a)" N (c(x) —a) N (s+1)(c(z) —a)" [Tea(t)(t —a)*dt
Ci(x —a)r (x —a)r Co(x — a)rtstl
N (s + Der(c(@)) (c(z) — a)" [Tea(t)(t — a)® dt
C1Co(z — a)rtetl :

Viimasest seosest tuleneb, et

U(gc)M = V(z), (3.34)

32



e1(c(z)) N (s+1) [Teat)(t —a) dt N (s + ey (c(x)) [ ea(t)(t —a)*dt

U(Jf) =1+ Ol CQ(?L’ — CL)S'H Cng(x — CL)S'H
ja
V() s+1 (s+1) [Ter()(t—a)T=dt

T rts+1 Ci(x —a)rtstt
N (s+1) f o(t)(t —a) e dt N (s4+1) [T ei(t)ea(t)(t —a) T dt
( a)r+s+1 0102(]3 _ a>r+s+1 :

Cd(t)(t — a)™ dt
Kuna |¢(z) —a| < |z —al ja lemma 1.1 pohjal lim J, d@)(t — a)
z—a (ZE — a)m-l—l

= 0, siis me saame,

et
: 1 s+1.  [Tet)(t—a)dt
V@) =1 g ima ) + g i 2
L5t 1 . e1(c(@)) [Teat)(t — a)* dt .
01C2 T—a (JI — a)5+1

ja

, s+1 s+1..  [Te(t)t—a)tedt

1 = lim =2

e Vie) r+s+1 * Ch s (x —a)r+stt

s+1. [Tet)t—a)ttdt  s+1..  [Tel(t)ea(t)(t —a) e dt
+ lim =2 lim =4
Cy z—a (x — a)rtstt C1Cy z—a (x — a)rtstt
s+1
= ——7>0.
r+s+1
Seega seose (3.34) kohaselt
lim U(SL’)M = lim V(x)
z—a (J} — a)r T—a
ehk
lim c(x) —a _ o) s+ ‘
T—a T — G r+s+1

Sellega on viide (b) téestatud. O

Kui teoreemis 3.1 votta g(t) = 1 iga t € (a,b) korral ja s = 0, siis saame leida sellise
r>—1,r#0,et
c(x) —a 1

lim =9 .
T=a T —a r+1
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Mérgime, et vordus on sarnane teoreemis 1.3 esitatud vordusega, aga antud seoses
r € (—1,00)\0, samal ajal kui teoreemis k € N.

Paneme téhele, et teoreem 2.2 on erijuht teoreemist 3.1. Olgu meil tdidetud teoreemi 2.2
tingimused. Siis, kasutades n — 1 korda I’Hospitali reeglit, saame, et

O =fla) . SOV [0 = 7))

I —lim i =] — 0.
D (t—a)  ivenl(t—a)  ive nl(t — a) a7

Jarelikult on tédidetud teoreemi 3.1 eeldused, kui g(t) = 1 iga ¢ € (a,b) korral ja s = 0.

3.2

Selles alapunktis kirjeldame eelneva teoreemi sisu konkreetse fiiiisikalise néite abil.
Koigepealt mérgime, et tdnu seosele (3.25) voime kirjutada, et

c(r)—a ] s+1
r—a  Vr4+s+1

s+1 (z)
— =:¢(x).
r+s+1
Kasutame jiargnevas néites tapse valemi (3.24) asemel ligikaudset seost

/z f()g(t)dt =~ f(é(x)) /m g(t)dt. (3.35)

ehk

clz)=a+(r—a)y

Naiide 3.2. Vaatame tsentraaljoududega seotud probleemi, kus mingi keha massiga m
pannakse vedru abil liikuma vertikaalses suunas. Keha asetatakse vedrule ning su-
rutakse alla, seejirel lastakse vedru vabaks. Arv U(y) kirjeldab vedru potentsiaalset
energiat, kui keha on maast kaugusel y. Kui eeldada, et energiakadusid ei ole, siis on
siisteemi koguenergia F jadv. See tdhendab, et kehale mojuvad ainult konservatiivsed
joud: raskusjoud ja vedru elastsusjoud. Saame kirjutada jargmise valemi:

m(y(T))*
2

E= +mgy(T) + U (y(T)). (3.36)
Murd %(T))Q kirjeldab kineetilist energiat ja mgy(T') on gravitatsioonist tingitud po-
tentsiaalne energia, s.t energia, mida on vaja massi tostmiseks korgusele y. Kui dife-
rentseerida seost (3.36) aja T jargi, pidades silmas, et E on konstant, jouame seoseni

_ 2my/(T)y"(T)

0
2

+mgy'(T) + U (y(T))y (1),
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mille pohjal saame vélja kirjutada keha liikumist kirjeldava valemi:

_Uwm)

y'(T) = - -

Siin y”(T) on kogu kiirendus, g on vabalt langeva keha konstantne kiirendus ja murd

w kirjeldab kiirendust, mille pohjustab vedru deformatsioonienergia. Tédhistame
stimboliga y, kohta, kus y/(7") = 0. Siis seose (3.36) kohaselt

E =mgy, + U(ys). (3.37)
Avaldame valemist (3.36) y/(T):

2F 2U (y(T))

y'(T) = E—ng(T)— -

Kasutades muutujate eraldamist, saame seosest

\/_ oy~ 20 D)

m

vorduse

d(y(T))

dT = .
— 2gy(T) — 22D

Integreerides mélemaid pooli iile vastavate 16ikude ning kasutades seost (3.37) saame,

et
0 i \/% — 2gy(T) — 2T

I d(y<T>) - a(y(1)
v \/3g \/m% _ U@) T Vg \/ — y(T) — YD)
/ y(T))
\/_ \/mgberU(yb . T) _ U™
_ / d(y(T)) |
V29 Ju g = (1)) + 5 (Uw) - U(T))
Teostame muutujavahetuse y(T) = 1) ja saame valemi
d(¢)
. (3.38)
=g, S =0+ L Uw) - Uw)
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Siin T'(y) on aeg, mille jooksul keha massiga m on joudnud korgusele y, ja integraal
kirjeldab vahemaad, mille keha on ldbinud ajaga T'(y) alguspunktist y; 16pp-punkti y.
Niiiid kasutades valemit (3.35) voime leida T'(y) ligikaudse vaartuse.

Uritame leida aega, mis kulub massil liikumiseks asendist y,, kus vedru on véimalikult
suure pinge all, mingisse teise asendisse y. Selle jaoks votame seoses (3.38) y; = yp.
Lisaks proovime seda probleemi lahendada voimalikult viikeste teadmistega vedru po-
tentsiaali funktsiooni U kohta. Sellisel juhul on véimatu lahendada iilesannet seosega
(3.38), aga téanu valemile (3.35) saame leida ligikaudse védrtuse.

Selleks, et rakendada teoreemi 3.1, esitame vorduse (3.38) integreeritava funktsiooni
kahe funktsiooni f ja ¢ korrutisena. Ulesande ligikaudne viirtus soltub funktsioonide
f ja g valikust.

Vaatame esmalt juhtu kui

91(?/) =1
ja
1

o =)+ 5 Uw) - Uw)

Sellisel juhul s; = 0 ning vottes K = 0 ja eeldades, et piirvédartus

. Uy) = Uy
U = lim ——==
(s) P —

fily) =

cksisteerib ja U'(y) # —mg, saame, et 1, = —1. Paneme téhele, et kui U'(y,) = —my,
siis v (T') = 0, s.t kogu kiirendus asendis y, on null. Antud juhul on y, algpunkt ehk
asend, kust keha liikuma hakkab, ja seal punktis on kiirendus null. Niiiid kasutame
valemit (3.35) vorduse (3.38) ligikaudse lahendi leidmiseks. Me saame, et

N Y—U
Ti(y) = :
V29 (96— &) + 5 (U () = U(e1())

kus é1(y) = yo + 5y — w)-
Teiseks vaatame juhtu, kus

1
92\Y) =
2(v) Y=Y
ja
1
) = 1 (Uw) - Uy)\
L (S t)
myg Y—"U
Siin s, = —3. Kui analoogiliselt eelmise juhuga eeldame, et piirvédrtus U’(ys,) eksistee-

rib ja U'(yy) # —myg, siis saame votta K = lim fy(y). Véértuse ro médramiseks pole
Y=Y
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meil piisavalt palju informatsiooni funktsiooni U(y) kohta. Kui rakendada I’'Hospitali
reeglit funktsioonile U’(y,) ja oletada, et piirvddrtus

U"(yb) — lLm U’(y)(y - yb) : (Ugy) - U(yb))
Y= (v — u)

40 (3.39)

eksisteerib, siis 1 = 1. Kui aga U”(y,) = 0, siis rakendame uuesti I’'Hospitali reeglit ja
me saame, et kui piirvdartus

oy — i L@ = ) — (U )y —we) — (U(y) — Ulw)))
v (yb) B yl—% (y - yb)3

£0

eksisteerib, siis 7 = 2. Eeldame, et kehtib seos (3.39). Kasutades valemit (3.35), saame
teise ligikaudse vastuse vordusele (3.38), milleks on

Ty(y) = ! Yooy
1 (U(y) — Uéa(y)\ Jo V¥~ W
\/%\/_1 ! m_g ( c2(y) — v )
- 2y —
1 (U(y) — Uea(y))
\/%\/_1 ! m_g ( ca(y) — v )

kus ¢(y) = yp + 5(y — W)-

Molemal juhul on omad miinused ja plussid. Teine lihenemine annab tdpsema vastuse,
aga see skeem nouab rohkem teadmisi vedru potentsiaali kohta, et leida vaartust r.
Esimene ldhenemine ei ole nii tdpne kui teine, aga esimesel juhul saab arvu r mééarata
minimaalsete teadmistega vedru potentsiaalist U, sest ¢1(y) = 1. Seega lahenduskéigu
valik soltub andmetest ja tulemuse soovitud tépsusest.

Teoreemi 3.1 iiheks voéimalikuks rakenduseks on ligikaudse aja leidmine, mis kulub
kehal massiga m liikumiseks vertikaalses suunas mingist algpunktist y; 16pp-punkti y.
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The Mean Value Theorems for
Integrals: the Asymtotic Behaviour
of Intermediate Points

Summary

The purpose of this thesis is to study the asymptotic behaviour of intermediate points
in mean value theorems for integrals. The most simple mean value theorem states that
if f: [a,b] — R is a continuous function then there exists a number ¢ € (a, b) such that

b
/ F(t)dt = f(c)(b—a).

In the case of the simpler mean value theorems for integrals the intermediate point ¢(x)
asymptotically approaches the midpoint of the interval [a, x] and in addition
c(x) —a
lim sup L
r—a r—a
The simplest weighted mean value theorem for integrals states that if f: [a,b] — R is
a continuous function and ¢: [a,b] — [0, 00) is an integrable function then there exsists
a number ¢ € [a, b] such that

/ F(Hg(t)dt = £(c) / o(t) dt.

In the case of the weighted mean value theorems for integrals the intermediate point

asymptotically approaches the value a + (z — a) { where k£ € N is the number of

1
k+17
times the function f differentiable at the point a. Also when f and g are differentiable
then the intermediate point satisfies the equation

c(x)
t)dt
lim—faz 9(t) = 1
e=a [Tg(t)dt 2
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If the conditions set on the functions in the weighted mean value theorems for integrals
are expanded to functions that aren’t differentiable at the point a then the approximate

value
s+
c(x)Na+(:L’—a)\/—T+8+1,

where 7 € (—00,0) U (0,00), s € (—1,00) and r +s > —1, can be used to provide close
approximiations to certain physics’ problems.
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