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esitatava multikategooria moisteid. Veendutakse, et mittekommutatiivne lineaarloogi-
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naidatakse, et mittekommutatiivne lineaarloogika koos oma multiplikatiivse konjunkt-
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Sissejuhatus

Lineaarloogika to6tas vélja Jean-Yves Girard varasemate loogikasiisteemide (klassikali-
se ja intuitsionistliku loogika) tdiendusena ning avaldas tulemused t66s [3] aastal 1987.
Téaiendused seisnevad néiteks klassikalise konjunktsiooni ning disjunktsiooni lahuta-
mises nende multiplikatiivseteks ja aditiivseteks osadeks. Sellest tulenevalt réaédgitakse
tihti loogika multiplikatiivsest voi aditiivsest fragmendist. Samuti késitleb lineaarloogi-

ka valemeid kui ressurssi, mis teeb selle paljusid elulisi olukordi paremini kirjeldavaks.

Toestusi loogikas saab vaadelda morfismidena teatud kategoorias, kus loogika struk-
tuur dikteerib kategooria struktuuri. Bakalaureuset6dé eesmérk on veenduda, milline

kategooria struktuur kirjeldab lineaarloogika multiplikatiivset fragmenti.

To6 alguses tutvustatakse pogusalt lineaarloogika tehtemérke ning tuletussiisteemi.
Tuuakse vélja ka moned erinevused teistest loogikasiisteemidest, mis voivad olla lu-
gejale tuttavamad, néiteks kursusest Matemaatiline maailmapilt voi Diskreetne mate-

maatika I. Ulejadnud t66 jaguneb sisuliselt kaheks.

Esimeses osas kirjeldatakse tiiiibitud lineaarset termarvutust, mis modelleerib teatud
viisil lineaarloogikat. Seejarel tuuakse sisse multikategooria ning vaba multikategooria
moisted. Pohitulemusena néidatakse, et kirjeldatud termide siisteem moodustab vaba
multikategooria. Teises osas lisatakse varasemale termarvutusele rohkem struktuuri, et
modelleerida tehtemérke sisaldavat loogikat. Kirjeldatakse esitatava multikategooria
moistet ja toestatakse, et kirjeldatud termide siisteem moodustab esitatava multi-

kategooria.

Lugejalt eeldatakse, et ta on tuttav kategooriateooria pohimoistetega, nagu nt kate-
gooria, funktor, loomulik teisendus. Kui pole 6eldud teisiti, siis lahtutakse t60s kate-

gooriateooria moistete osas konspektist [8].



1 Lineaarloogika

Lineaarloogikas on klassikalised konjunktsioon ning disjunktsioon 166dud lahku nen-
de multiplikatiivseks ja aditiivseks osaks. Naiteks véljendab A ja B multiplikatiivne
konjunktsioon, et kehtivad molemad korraga. Nende lausete aditiivne konjunktsioon
tdhendab, et kehtib iiks neist, kuid saame ise valida, kumb. Samuti eristab lineaarloo-
gikat lausete ressurssidena késitlemine. Naiteks kehtib intuitsionistlikus ja klassikalises
loogikas arutlus, kus lausete A ja A = B toesusest jareldub lause B toesus. Sealjuu-
res siilib A toesus. Reaalses elus selline mottekiik aga kehtida ei pruugi. Kui lause
A tahistab véidet ,mul on 5 eurot” ja B véiidet ,mul on Sokolaad”, siis voib A = B
véljendada, et ostan 5 euro eest Sokolaadi. See aga tdhendab, et lause A on nii-6elda

wara” kulutatud. [11]

Samuti ei saa lineaarloogikas ressursse pohjendamatult kaotada. Kui meil on niiiid ka
néaiteks lause C, mis tahistab védidet ,,mul on pudel limonaadi”, siis ei jéreldu lausetest
A A = B,C lause B. Jarelduvad aga hoopis laused B ja C, sest pudelit limonaadi

me ,dra” ei kasutanud.

Kéesolevas t06s keskendume mittekommutatiivsele lineaarloogikale. See tdhendab, et
lausearvutuse valemite jarjendites on valemite jarjekord oluline. Naiteks, kui kehtib, et
lausetest A ja B jareldub C)| siis ei pruugi lausetest B ja A jarelduda C'. Samuti ei ole A
ja B konjunktsioon sama, mis B ja A konjunktsioon. Kommutatiivset lineaarloogikat
modelleeriva kategooria struktuur on keerukam kui mittekommutatiivsel juhul. Antud

t00s ei joua me kahjuks sellele keerukamale struktuurile keskenduda.

Et bakalauretoos kasitletakse ainult lineaarloogika multiplikatiivset konjunktsiooni ja
multiplikatiivset toesust, siis kirjeldame samuti vaid neid, lahtudes allikast [3]. Tut-

vustame tehteméarke:

e multiplikatiivne ,,ja”; tdhistatud ®;

e multiplikatiivne ,toene”, tahistatud 1.

Lineaarloogika toestused on iiles ehitatud toestuspuude abil. Anname esialgu mitte-
formaalse meeldetuletuse lausearvutuse sekventsiaalse esitusviisi jaoks. Seejarel kirjel-

dame konkreetselt vaadeldava lineaarloogika fragmendi reegleid.



Definitsioon 1.1 (|9, definitsioon 1.103]). Lausearvutuse sekventsiks nimetatak-
se stmbolite jarjendeid kujul Fyi,...,F, G (n € NU{0}), kus Fi,...,Fn, G on

lausearvutuse valemid, mis ei sisalda ekvivalentsitehet.

Valemite jarjendit Fi,...,F, nimetame sekventsi eesliikmeks ja valemit G nimetame
tagaliikmeks. Sekventsi Fi, ..., F, - G voime moista viitena, et valemitest Fi,...,F,
jareldub valem G. Edaspidi tdhendavad suured kreeka tdhed suvaliste lausearvutuse

valemite jarjendeid.

Definitsioon 1.2. Lausearvutuse tuletusreegliks nimetame eeskirja saamaks sek-

ventsidest I'y = Gy, ..., T, F G, sekventsi A = H ja tdhistame seda

I'+-a r,+g,

AFH

Sekventse I'y = Gy, ..., [, F G, nimetame reegli eeldusteks ja sekventsi A - H jarel-
duseks. Kui tuletusreegli eelduste hulk on tiihi, siis iitleme, et tegu on aksioomiga.
Kui tahame reeglile anda nime, mille abil sellele hiljem viidata, siis kirjutame selle

tuletusreeglist vahetult paremale.

Definitsioon 1.3. Lausearvutuse sekventsi F,...,F, = G toestuspuuks nimetame
lopliku arvu tuletusreeglite jarjest rakendamist sedasi, et viimane jdreldus on sekvents

Fi,..., Fu B G ja iga haru algab aksioomist.

Anname tuletusreeglid lineaarloogika kahepoolse sekventsiaalse tuletussiisteemi jaoks
vaid tehtega ®. [1, ptk 3.2] Hiljem saame tuua néite konkreetsest toestuspuust, mis

on konstrueeritud nende reeglite jargi.

IAFB
AX — 1R — 1L
AFA -1 I1,AFB
'-A AFB T A B,AFC
®R ?L
I'AFA®B IA® B,A+ C

Kirjeldame liihidalt, kuidas iga neist reeglitest voiks moista:

o AX igast reeglist jareldub alati ta ise;
e 1R alati jareldub tiihjast valemite jarjendist toesus;
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e 1L kui valemite jarjenditest I ning A jareldub valem B, siis valemite jérjenditest

I', 1 ning A jareldub valem B;

e ®R kui valemite jarjendist I' jareldub A ning jarjendist A jéreldub B, siis jér-
jendist I, A jareldub A ja B multiplikatiivne konjunktsioon;

e ®L kui valemite jarjendist I', A, B, A jireldub valem C| siis valemite jarjendist

'y A® B, A jareldub samuti valem C.

Naide 1.4. Olgu antud lausearvutuse laused A, B ja C'. Saame lineaarloogika multip-

likatiivsete reeglite abil konstrueerida toestuspuu sekventsile A, 1, B,1,C + (A B)®C

AX AX
AFA B+ B
QR
A BFA®B
1L AX
Al BFA®B cCrHC
QR
AL B,CFH(A®B)®C
1L

A1,B,1,C+(A®B)®C



2 Tuubitud lineaarne termarvutus

Bakalaureuset6os uurime lineaarloogikat termarvutuse vaatepunktist. Sellise ldhene-
mise keskne idee kannab nime Curry-Howardi vastavus ning selle sisu tutvustame

lugejale jooksvalt koos uute moistete sisse toomisega.

Jargnevalt on meil vaja radkida koigi hulkade kogumist. Samas teame, et me ei saa
seda nimetada hulgaks. Sellest probleemist iile saamiseks vaatleme lisaks hulkadele
kogumeid, mida nimetame klassideks. Iga hulk on klass, kuid iga klass pole hulk. Koigi
hulkade kogum on klass. Sarnaselt tahame radkida koigi klasside kogumist. Selleks
vaatleme kogumeid, mida nimetame universumiteks, mis on antud analoogiliselt.

Koigi klasside kogum on universum, kuid pole klass.

Edaspidi tdhendab suvalise hulga X jaoks kirjapilt X* hulka, kuhu kuuluvad parajas-
ti hulga X elementide loplikud jarjendid. Jarjendiks loeme siin ja edaspidi ka tiihja
jarjendit ehk jarjendit pikkusega 0, mida téhistame (). Kui on néiiteks antud hulk
X ={a,b, c}, siis kuuluksid hulka X* jargmised elemendid:

(), (a), (a, a), (b, c), (a,b,¢), (b,c,a), (a,c,b,c),...
Definitsioon 2.1 (|7, Ik 64]). Signatuur X on paar ¥ = (3, F), kus

e X on klass;

o F on eeskiri, mis seab igale paarile ((Ay, ..., A,), B) € ¥* X X vastavusse hulga
F(Ay,..., Ay B) sedasi, et kui ((Ay,...,An),B) # ((C1,...,Cn), D), siis on
hulgad F (A4, ..., Ay; B) ja F(C,...,Cuy; D) loikumatud.

Hulga ¥ elemente nimetame tiitipideks ja hulga F(A;,..., A,; B) elemente ope-
raatoriteks tiilipidest Ay, ..., A, tiilipi B. Tiiipe tdhistame suurte ladina tdhtedega
A, B,C, ... ning operaatoreid vaikeste ladina tdhtedega f, g, h, . ... Edaspidi kirjutame
feF(A, ..., A,; B) asemel ka (f : Ay,..., A, — B) € ¥ ja iitleme, et f on n-aarne
operaator (erandjuhtudel n = 0, n = 1 ja n = 2 iitleme vastavalt, et tegu on nullaarse,
unaarse ja binaarse operaatoriga). Nimetame arvu n € NU {0} operaatori f aarsuseks

ja kirjutame ar(f) = n.

Kuigi kirjapilt voib seda soosida, siis ei peaks lugeja motlema operaatoritest kui funkt-
sioonidest voi tiilipidest kui hulkadest. Kirjeldame hoopis teist intuitsiooni signatuuri

definitsiooni moistmiseks loogika vaatepunktist.
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Naide 2.2. Olgu meil antud mingi hulk lausearvutuse valemeid L. Olgu antud ka hulk
aksioome, mis voimaldavad mingist hulga L loplikust arvust lausetest jdareldada tihe
hulga L lause. Sellega saame defineerida signatuuri £ = (L, A), kus A on funktsioon,
mis igale L* x L elemendile (L, ..., Ly,); R) seab vastavusse hulga aksioomidest, mis

voimaldavad lausetest Ly, ..., L, jareldada lause R.

Naiide 2.3. Olgu ¥ = {Nat} ja F(Nat,Nat; Nat) = {+, x} ning muid operaatoreid

ei ole.

Eeldame jargnevalt, et meil on fikseeritud mingi signatuur ¥ = (3, F).

Definitsioon 2.4 (|7, Ik 66]). Fikseerime iga tiibi A € ¥ jaoks mingi loenduva hulga
XA nui, et kui A # B, siis on hulgad X4 ja Xpg lotkumatud. Hulka X4 nimetame

A-titipt muutujate hulgaks ja selle elemente A tiiiipi muutujateks.

Kirjutame edaspidi x € X4 asemel ka x:A ja iitleme sellisel juhul, et muutuja x on A
tiitipi. Hulka

X = U X4
AeX

nimetame tiitibitud muutujate hulgaks iile signatuuri.

Definitsioon 2.5. Termid on parajasti sellised avaldised, mida saab koostada jirg-

maste reeglite abil:

o kui x € X, siis x on term;
e kui f on n-aarne operaator ja ty,...,t, on termid, siis f(ti,...,t,) on term.

Niide 2.6. Olgu meil antud signatuur nagu ndites 2.3. Fikseerime muutujate hulga

XNat = {n1,n2,...}. Termid on siis nditeks:
ns, +(n1,ng), X (ng, +(n1,11))

Definitsioon 2.7. Kontekstiks I' ile signatuuri ¥ nimetame jarjendit paarikaupa

erinevatest muutujatest koos nende titpidega (nt T' = x1:Aq, ..., x,:A,).

Kui on antud kontekstid I' = z1: Ay, ..., 2,: A, ja A = y1:By, . .., Ym: B, siis tdhistame
VA =x1: Ay, .. 20 An, y1:Be, ..., Ym: B, Kui kontekstide I' ja A muutujate hulgad

ei loiku, siis on jarjend I') A samuti kontekst.



Definitsioon 2.8. Olgu I" kontekst, t term ja B tiiip. Siis nimetame kolmikut (I',t, B)

sekventsiks iile signatuuri X.

Sekventsi (', ¢, B) tdhistame edaspidi I F ¢ : B, kus siimbolid I ja : eraldavad kolmi-

ku komponente. Formaalselt eristame termarvutuslikke ja lausearvutuslikke sekventse

teineteisest. Siiski voime tuletusreegli ja seventsi toestuspuu moiste defineerida samuti

kui peatiikis 1. Utleme, et term ¢ on kontekstis ' histi tiiiibitud ja tiilipi B, kui

saame sekventsile [' - ¢ : B konstrueerida toestuspuu, kasutades jargnevaid reegleid.
It Ay r,+t,: A,

—— D f
ARz A Ly, T F f(ty,. . ty) = B

kus termid t; : Aq,...,t, : A, on hésti tiiiibitud kontekstides I'y,...,I",. Siin ei
viita reegel f iihele konkreetsele operaatorile, vaid analoogiline reegel eksisteerib meie

siisteemis iga signatuuris leiduva operaatori f jaoks, kus f: A;,..., A, — B.

Naide 2.9. Kui x:A,y:B, z:C on muutujad ja f : A,A,B — B, g: C — A on ope-
raatorid, siis term f(x,g(z),y) on hdsti tiibitud kontekstis x:A, z:C,y:B, sest saame

konstrueerida jargmise toestuspuu:

—— D

z2CkFz:C

—— D g —— D
ARz A 2CFg(z): A y:BFy:B

A, z:C,y:BF f(x,9(2),y): B

Term g(y) on hasti tiibitud kontekstis y:C, kuid mitte kontekstis x:A,y:C. Term
f(z,x) ei ole hasti tiibitud theski kontekstis, sest hasti titibitud termis ei saa muu-

tujad korduda (vt lemma 2.19).

Koigi termide hulka, mis on mingis kontekstis hésti tiitibitud, tdhistame 7'(X) ja kut-
sume neid hésti tiiibitud termideks tle signatuuri ¥. Kui edaspidi on antud term
sekventsi kujul, siis eeldame, et see term ongi vastavas kontekstis hésti tiitibitud. Sisu-
liselt kui me anname mingi sekventsi, siis tdhitab see pigem véidet, et see konkreetne
kolmik on tuletatav iilaltoodud reeglite abil. Termis esinevaid muutujaid nimetame
vabadeks muutujateks. See terminoloogia omab rohkem tdhendust péarast peatiikki
4, kus kirjeldame ka seotud muutujaid.

Loogika vaatepunktist voib sekventsi x1:Ay, ..., x,:A, F t: B lugeda kui vaidet , Fel-



dusel, et meil on toestatud laused Ay, ..., A,, saame neist konstrueerida toestuse lause-
le B”. Hasti tiitibitud termi ¢ kontekstis olevatest muutujatest x1,...,x, voib moelda
kui toestustest, mille olemasolu eeldame. Term téhistab mingit toestust lausele B.
Toestus on konstrueeritud eeldustest (ehk muutujatest) ja teadaolevatest jareldumis-

test (ehk operaatoritest).

Naide 2.10. Olgu meie signatuuris tiuibid A ja B, operaator f : A — B ja muutuja
x:A. Tdahistagu A vdidet ;mul on 5 eurot”, B wvdidet ,mul on Sokolaad” ming f 5 euro
eest Sokolaadi ostmise tegevust. Siis saame konstrueerida hdsti titbitud termi x:A =
f(z) : B. Muutujast x:A véib siin moelda nt 5-eurosest rahatihest, mis toestab, et
vaide A kehtib. Kulutades selle muutuja tegevuse f kaudu dra, saame toestuse vditele

B ehk nt sokolaaditahvli.

Hasti tiilibitud termid on defineeritud induktiivselt, kus muutujatest voib moelda kui
baasist ja operaatoritest kui sammust, mille abil hésti tiiiibitud termidest luua uus
hésti tiilibitud term. Samuti on hésti tiiiibitud termide toestuspuud defineeritud in-
duktiivselt. Baasjuht on siis aksioom ID ja reegel f on viis kuidas toestuspuid suure-
maks toestuspuuks kokku siduda. Seetottu anname hésti tiiiibitud termidel voi nende
toestuspuudel moisteid ja toestame viiteid tildiselt samuti (struktuuriliselt) induktiiv-

selt.

Lause 2.11. Iga hdasti tiibitud termi t jaoks on theselt mdaratud kontekst I' ja tiiip

B sedasi, et '+t : B.

Toestus. Toestame viite induktsiooniga termi ¢ struktuuril.

BAAs. Kui t = x on muutuja, siis on ta saadud aksioomi ID abil. Seega talle vastavas

kontekstis ongi vaid iiks muutuja x koos oma tiilibiga B ja ka term ¢ on tiiiipi B.

JUHT t = f(ty,...,t,). Olgu term kujul t = f(ty,...,t,), kus f : Ay,..., A, — B.
Induktsiooni eeldus on, et vaide kehtib termide ¢4,...,t, korral. Ainus voimalus on,
et termi toestuspuu viimane reegel on reegel f. Reegli eeldustes on termid tq,...,1%,
oma iiheselt maaratud sekventsidega I'y - ¢; : Ay, ..., T, F ¢, : A,. Kusjuures nende
termide tiiibid peavad olema A;,...,A,, et reegel f oleks rakendatav ja termil ¢
leiduks toestuspuu. Reegel f méarab iiheselt termi ¢ konteksti I' = T'y, ..., '), termidele

ti,...,t, vastavatest kontekstidest ja reeglile vastav operaator f mééarab iiheselt termi

t tiiibi B. [l
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Lause 2.12 (|10, lemma 2.4.3|). Iga hdsti tiibitud termit toestuspuu on iheselt mdd-

ratud.

Toestus. Kasutame toestamiseks induktsiooni termi struktuuril.

BAAs. Olgu term ¢ muutuja, siis saab talle vastav toestupuu ilmselt kasutada vaid

reeglit ID.

JUHT t = f(t1,...,t,). Olgu niiiid t = f(t1,...,t,), kus f : Ay,..., A, — B, ja
eeldame, et viide kehtib t¢,...,¢, korral. Iga muutuja kontekstist I' esineb tapselt
ihes termidest t1,...,t, (vt lemmasid 2.18 ja 2.19). Sellest saame tiheselt méérata I’
muutujate jaotuse kontekstidesse I'y, ..., I',,. Et t toestuspuu viimane reegel on ilmselt
f, siis on see jaotus ka sobivalt jarjestatud (s.t T'=T,...,T,) ningigai € {1,...,n}
korral on I'; F t; : A; hésti tiiibitud. Eeldusest on lisaks I'; F t; : A; toestuspuud

itheselt maaratud. O

Oleme néidanud, et term méaéarab iiheselt talle vastava sekventsi ja toestuspuu. Jéreli-
kult on need kolm esitusviisi tegelikult samavadrsed. Siiski on standardne esitada hésti

tiiiibitud terme vastavate sekventside kujul.

Termidel defineerime substitutsiooni moiste. Kui s,t on termid ja y on muutuja, siis
intuitiivselt tdhendab substitutsioon s[t/y], et igas kohas, kus termis s esineb muu-

tuja y, asendame selle termiga t. Formaalselt konstrueerime selle termi induktiivselt

reeglitega:
t, kuix=y
zlt/y] =
r muidu
[l )ty = flt/y), - talt/y)),
kus x on muutuja ja ti,...,t, on termid.

Naide 2.13. Kui x1:A1, x2: Ao, y:C on muutujad ja f : A1,As — B, g : C — Ay,

h:C,A; — Ay on operaatorid, siis

o f(x1,22)[g(y)/z1] = f(9(y), x2);
o f(x1,9)[M(y, 71) /2] = f(21, My, 71));
o f(x1,22)[g(y)/x1][P(y, v1)/22] = f(g(y), x2) [Ny, x1)/22) = f9(y), My, 1))
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Definitsioon 2.14. Utleme, et muutuja x on termi t suhtes vérske, kui ta ei esine

termais t.

Defineerime hasti tiiiibitud termidel ekvivalentsiseose =2.

Definitsioon 2.15. Hdsti titbitud termide t1 : A jaty : A jaoks kirjutame t1 =ty . A,
kut leidub loplik arv termade t1 ja to suhtes varskete muutujate subtitutsioone, mis need

termid vordsustavad.

Seega voime termidesse asendada vaid muutujaid ja vaid selliseid muutujaid, mis ei
esine juba kummaski termis. Kui ¢; & t,, siis {itleme, term #; on termi ¢, teisend®.
Margime ka, et kui ¢; = t9, siis enamjaolt ei ole need termid hésti tiiiibitud samas

kontekstis.

Naide 2.16. Olgu antud muutujad x1:A, x9:A, x3:A, 24: A, y1:C, y2:C, y3:C' ning ope-
raatorid f,g: A, A,C — B, siis

o 11 =y A, sest xq|xs/x1] = x3 = ma|r3/X0);

i f(xlax%yl) = f(1'1,95373/2) : Bﬁ sest f(fUlaiUz,3/1)[954/1'2][3/3/1/1] = f<$1,$4,y3) =
f(@y, s, y2)wa/ws][ys /ya];

o kui f # g, siis f(a1,a2701) F g(abGz,Cl) : B.

Voib veenduda, et = on toepoolest ekvivalentsiseos. Kirjeldatud ekvivalentsiseose idee
seisneb loogika vaatepunktist selles, et kui me mingis toestuses (ehk termis) ¢ : B
peame kasutama varasemat lause A toestust, siis ei ole toestuse ¢ : B konstruktsiooni

vaatepunktist oluline, millisele konkreetsele A toestusele me viitame.

Lemma 2.17. Koikide termide t € T(X) ja muutujate v € X puhul tjx/z] =t.

Toestus. Kasutame induktsiooni termi ¢ struktuuril.
BAAs. Olgu ¢t muutuja. Sel juhul saame vaadata kahte varianti. Kui ¢t = z, siis t[z/z] =
x, ning muul juhul ¢[z/x] = t.

JUHT t = f(t1,...,t,). Olgu t kujul f(¢y,...,t,). Induktsiooni eeldus on, et viide
kehtib t1,...,t, korral. Siis t[z/z] = f(t1[x/x],... talx/x]) = f(t1... t,) = L. O

Yingl variant
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Lemma 2.18. Kui konteksti I, termi t € T(X) ja titibi B puhul T+ t : B, siis

kontekstis I esinevad parajasti need muutujad, mis esinevad termis t vabalt.

Téestus. (=) Olgu z:A € I', kasutame induktsiooni termi ¢ tdestuspuu struktuuril.

BAAS. Olgu viimane reegel t toestuspuus ID. Jarelikult on sekvents I' -t : B tegeli-
kult kujul 2:A F x : A, kus t = x on muutuja ning vaide kehtib. JUHT f. Olgu termi
t toestupuus viimane reegel f. Jarelikult ¢ = f(t1,...,t,) ja me eeldame, et viide
kehtib tq,...,t, korral. Selles olukorras I' =1',...,T,, kus term ¢; on hésti tiiiibitud
kontekstis I'; iga i € {1,...,n} korral. Kuna x:A € I, siis mingi j € {1,...,n} korral
x: A €T jaseega see muutuja esineb termis ¢; vabalt ning ka termis ¢ vabalt.

(<) Olgu = muutuja, mis esineb termis ¢ vabalt, kasutame induktsiooni termi ¢ toes-

tuspuu struktuuril.

BAAS. Olgu t saadud ID reeglit kasutades. Siis on ¢ ise muutuja ning I' = x : B ehk

muutuja x toepoolest esineb termi ¢ kontekstis I'.

JUHT f. Olgu niitid termi ¢ toestpuu saadul reegli f abil, kus (f : Aq,..., A, — B) € &
on mingi operaator. Jarelikult ¢ = f(¢,...,t,) ning me eeldame, et viide kehtib
t1,...,t, korral. Selles olukorras I' = I'y,...,T",, kus term ¢; : A; on hésti tiitibi-
tud kontekstis I'; iga ¢ € {1,...,n} korral. Mingi j € {1,...,n} puhul esineb seega
muutuja z termis ¢;. Jarelikult esineb ta vastavalt kontekstis I'; ja sellest kontekstis

r=Ty,....T,...,T, O

Jargmine lemma teeb ilmsemaks defineeritud termarvutuse ja lineaarloogika lineaar-
sed aspektid. Viimases késitleme eeldusi samuti ressurssidena, mida saame kasutada

jarelduste tegemisel vaid korra.

Lemma 2.19. Kui term t on mingis kontekstis hasti tutubitud, siis selles termis ei

esine tikski vaba muutuja korduvalt.

Toestus. Kehtigu I' - ¢ : B. Kasutame induktsiooni termi ¢ toestuspuu struktuuril.
BaAs. Kui ¢ on saadud reegli ID abil, siis on ta ise muutuja ning viide kehtib.

JUHT f. Olgu niiiid vastav toestuspuu saadud reegli f abil. Jarelikult ¢t = f(¢y,...,t,)
ja me eeldame, et véide kehtib ¢,..., ¢, korral. Selles olukorras I' = I'y,...,T',,, kus
term t; on hésti tiitibitud kontekstis I'; iga i € {1,...,n} korral. Oleme eeldanud, et

termides ¢; ei esine iikski vaba muutuja koduvalt. Samuti ei saa nende termide vabade
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muutujate hulgad loikuda. Vastasel juhul loikuksid ka nende kontekstide muutujate

hulgad tdnu lemmale 2.18 ning siis ei oleks I' kontekst. [

Jargmised kaks lemmat ja toestusideed on périt allikast [10]. Nendes lemmades eel-
dame vaikimisi, et erinevate termide muutujate hulgad on loikumatud. Hilisemates
konstruktsioonides, kus neid lemmasid rakendame, teeme sama eelduse. Ilma selleta ei
pruugiks hésti tiiiibitud termide substitutsioon enam hésti tiiiibitud olla, nagu ndha

naitest 2.13.

Lemma 2.20. Kui eksisteerivad termid I' F t @ A ja A,x:A,® - s B, siis leidub
term A I, @+ s[t/x] : B.

Toestus. Kasutame induktsiooni viite A, z:A, ® F s : B toestuspuu kujul.

Baas. Olgu viide A, z:A, ® F s : B saadud ID reeglit kasutades. Sel juhul kontekstid
A, ® on tithjad, s =z ja B = A ning viide I' - ¢t : A ongi ise sobiv, sest z[t/x] = t.

JUHT f. Olgu A, x:A, ® F s: B toestus kujul

I'kFs;: Cy I',Fs,:C,

f
| I e o O =

kus : tdhistab mingi tdestuspuu olemasolu. Siis leidub j € {1,...,n} sedasi, et I'; =
Ay, 2: A, Ay ning kehtivad A =17, ..., T4, Ay ja ® = Ay, T'j4q,..., T, See tdhendab,
et konkreetsemalt on eespool toodud toestuspuu kujul

Jj—1 . . n

le_SZO,L - Al,QEIA,AQ'_SjZCj Fll_SlCZ

i= i=j+1
f

A A,dF f(s1,...,8,): B

Eeldame, et toestatav vaide kehtib I'; = s; : C; korral. Sellest eeldusest lahtuvalt
leidub toestuspuu sekventsile Ay, T', Ay = s;(t/z] : C;. Saame konstrueerida puu

Jj—1 . . n

Fil_SlCl Al,F,AQI—sJ[t/x]C’] Fil_SZCZ
i=1 i=j+1 f

AT, @ f(s1,...,8j-1,8[t/x],Sj41,...,8,) : B
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Kuna ténu lemmale 2.19 esineb muutuja z termis ¢ kuni tiks kord, siis s[t/z] =

f(s1,- o ysp)lt/x] = f(s1,..., 81, 8[t/x], Sj41,s - .o, Sn)- O

Jareldus 2.21. Histi tidibitud termidel on lubatud® reegel

n
i=1

(Fll_tlAl) LEliAl,...,Jjn:An'_t:B

C
Fly-“an l—t[tl/xl][tn/xn] - B

Toestus. Olgu lubatud reegel C ning leidugu toestuspuu sekventsile I' - s : B. Me
néitame, et siis leidub sellele sekventsile ka toestuspuu, mis ei kasuta reeglit C. Nime-
tame neid toestuspuid edaspidi C-vabadeks. Teeme seda induktsiooniga selle sekventsi

toestuspuu struktuuril.

Baas. Olgu sekvents saadud reegli ID abil. Siis kehtib I' = s:B ja toetuspuu ongi
C-vaba.

JUHT f. Olgu sekvents saadud reegli f abil, kus (f : Ay,..., A, — B) € ¥ mingite
titipide Ay, ..., A, korral. Sel juhul s = f(¢1,...,t,) ja' =T'y,...,I[',. Eeldame, et
igai € {1,...,n} korral leiduvad sekventsile I'; - ¢; : A; C-vabad toestuspuud. Saame

konstrueerida C-vaba toestuspuu

Fll_tliAl FnktnAn

f
Ty,....,TnF f(t,....t)) F B

JUHT C. Olgu sekvents saadud reegli C abil. Siis esitub kontekst I' = I'y,... T,
ning term s = t[ty/x1] ... [t,/x,]. Me eeldame, et iga i € {1,...,n} korral leidub C-
vaba toestuspuu sekventsile I'; = t; : A; ja et leidub C-vaba toestuspuu sekventsile
x1:Aq, .. oA, F o B Rakendame lemmat 2.20 n korda ja saame, et leidub C-vaba

toestuspuu sekventsile 'y, ..., T, & s[ty/x1] ... [t /2] : B. O

Eesti keeles voib reeglit C nimetada loikereegliks. Meie viitame sellele edaspidi siiski

kui reeglile C. Téhis C tuleb ingliskeelsest sonast ,,cut”.

2Lubatud (ingl admissible) tihendab siin, et saame reegli C abil toestada ainult viiteid, mida
saaksime toestada ka ilma selleta.
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3 Multikategooriad

Uldjuhul lihtume kategooriateooria pohimdistete osas allikast [8], kuid teeme erisu-
se kategooria definitsioonis suuruse osas. Allikas [8] nimetatakse objektide kogumit
klassiks ning juhul kui see klass on hulk, siis nimetatakse kategooriat viikeseks ka-
tegooriaks. See, et objektide kogum on klass, mitte hulk, on vajalik paljude tiiiipi-
liste kategooriateoreetiliste ndidete tarvis. Bakalaureusettos soovime aga réakida ka
multikategooriate kategooriast (vt definitsiooni 3.8), seetottu nduame, et kategooria
definitsioonis oleks objektide kogum universum ja objektidevahelised morfismide ko-
gumid klassid. Kui objektide universum juhtub olema klass, siis iitleme, et tegu on
keskmise suurusega kategooriaga ja kui universum juhtub olema hulk, siis iitle-
me, et tegu on vaikese kategooriaga. Kategooriate suuruse jargi klassifitseerimise
info on iilevaatlikult jargmises tabelis 1. Rea ,Objektid” lahtrid titlevad, mis kogumi
moodustavad veeru péises nimetatud suurusega kategooria objektid. Rea ,Morfismid”
lahtrid iitlevad, mis kogumi moodustavad paises nimetatud suurusega kategooria iga

kahe objektide vahelised morfismid.

Tabel 1: Kategooriate suurused

Kategooria Keskmise suurusega Viike kategooria
(ehk suur kategooria) kategooria

Objektid | universum klass hulk

Morfismid | klass hulk hulk

Definitsioon 3.1 (|5, definitsioon 2.1|). Multikategooria M koosneb jargmistest

andmetest:

1. klass Ob(M), mille elemente nimetatakse multikategooria M objektideks;

2. hulk M(X1,...,X,;Y) koigi objektide X1, ..., X,,Y jaoks (kus n € NU{0}),
mille elemente nimetatakse morfismideks objektidest Xy, ..., X, objekti Y (eri-

guhul n = 0 tdhistame seda hulka M(;Y));

3. morfismidx € M(X; X) iga objekti X € Ob(M) jaoks, mida nimetatakse objekti
X thikmorfismiks;

4. kujutus, mis morfismile f € M(Xy,...,X,;Y) ja morfismidele
a1 c M(le e ,lel;Xl), ey Qn c M(an, Cen 7XnmnaXn)
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seab vastavusse morfismi
fol(gr, - vgn) EM(Xa1, o, Ximyy o, Xty s Xoom,3 Y5
mida nimetatakse morfismide gy, ..., g, ja f kompositsiooniks,
mis peavad rahuldama jargmisi tingimusi:
1. mistahes morfismi f € M(Xy,...,X,;Y) korral kehtib
folidx,,... idx,) = [ =idy o(f);
2. mistahes morfismide

f < M(Xl, e ,Xn;Y),
h'ij € M(Xijla ce 7Xijpij;Xij)7 1€ {1, N ,n},j S {1, c. ,mi}

korral kehtib

(fo(g1,---y9n)) 0 (h11,- s hom,)
:fo<glO(hlly---ahlml)a---ygno(hnla-'-ahnmn))-

Me nouame, et multikategooria objektide kogum oleks klass. Jéllegi on see vajalik
paljude tiiiipiliste néidete jaoks, sealhulgas ka jargmine, kus vaatleme objektidena

koiki vektorruume.

Naide 3.2. Fikseeritud korpuse K korral voime vaadelda multikategooriat FinVec,

kus:

1. objektideks on loplikumootmelised vektorruumid V' dle korpuse K, kusjuures iga

vektorruumiga kaib vaikimisi kaasas ks fikseeritud baas € = {e1, ..., e,};

2. morfismideks Vy,...,V, — W on multilineaarsed kujutused ehk sellised funkt-

stoonid f Vi X - xV, = W, et vordus
for, .. av; +bvl oo vn) = af (v, 4y, 00) F0f (01,0 U 0y,

kehtiks iga a,b € K,v; € Vi,...,v, € V,, ning v; € V;, kusi € {1,...,n}, korral

(kusjuures kui n = 0, siis loeme otsekorrutiseks Vi x -+ x V,, tihe-elemendilist
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hulka {*} ning siis on morfismid f : {x} — W iiksiiheses vastavuses W elemen-

tidega);
3. iga vektorruumi V' dihikmorfism on identsusteisendus Iy -V — V;

4. komponeerimine on defineeritud loomulikul viisil

(gO (fl;---7fn>)(U117--~;U1m1;U217-~~7v2m27--~7Un17-~~7vnmn) =

g(fl(UM, e 7U1m1)a f2<v21a cee >U2m2)7 S fn(vnla e avnmn)>7

kus fi : Vig X <+ X Vi, = Wi ning vy € Vir, .o Vi, € Vi, tga i € {1,...,n}
korral ja g : Wi x -+ x W,, = Q.

Naide 3.3. Iga keskmise suurusega kategooriat C saame vaadelda multikategooriana,

kus:

1. objektideks on kategooria C objektid;

2. morfismid on parajasti kategooria C morfismid (s.t kuin # 1, siis on morfismide

hulk C(Xy, ..., X, Y) tihi);
3. dihikmorfismid on samad, mis kategoorias C;
4. morfismide kompositsioonid on samad, mis kategooras C.

Naiide 3.4 (|5, niide 2.2|). Olgu antud keskmise suurusega kategooria C. Defineerime

multikategooria C,. jargmiselt:

1. objektideks on kategooria C objektid;

2. morfism f € Co (X1, ..., X Y) on morfismide jada (fi1, ..., fn), kus f; € C(X;Y)
igai € {1,...,n} korral;

3. tihtkmorfismid on samad, mis kategoorias C;
4. morfismide f:= (f1,..., fn) € Co(X1, ..., X;Y) ja

gy ‘= (911, e ,glml) € C»(XH, e ,lel;Xl), e

gn = (gnl» s 7gnmn) S Cb(ana s 7Xnmn7Xn)
kompositsioon f o (glu cee 7gn) on jada (fl °gi1, f10 912, fn Ognmn)'
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3.1 Termid ja multikategooriad

Definitsioon 3.5 ([10, Ik 206]). Multikategooria My signatuuril ¥ = (X, F) on
paar Ms = (M, [—]). Paari moodustavad multikategooria M ning eeskiri [—], mis iga-
le tiiibile A € ¥ seab vastavusse objekti [A] € Ob(M) ja operaatorile (f : Ay, ..., A, —
B) € ¥ seab vastavusse morfismi [f] : [A1],...,[A] = [B]. Samavddrselt voib delda,

et eeskiri [—| koosneb kujutustest [—]o : X — Ob(M) ja

koigi paaride ((Ay,...,A,), B) € ¥* X ¥ jaoks.

Teoreem 3.6. Hdsti titbitud termid dle signatuuri ¥ = (X, F) muutujates X =

(X 4)aexs moodustavad multikategooria T(X) jargnevalt antud viisil:

1. OWT(Z)) = 3;

2. T(X)(Aq,...,Ay; B) elemendid on selliste hdsti titubitud termide t € Tp(X) ek-
vivalentsiklassid [t]~, mille jaoks leiduvad mingid muutujad 1, ..., x,, et kehtiks

1A, . Ay E it By
3. iga objekti A € X jaoks on thikmorfism [x]x~, kus x on muutuja titpi A;
4. morfismi [t]l~ € T(X)(A1, ..., An; B) ja morfismide

[Sl]g € T(E)(AH, .. 7A1m1; A1)7 cee [Sn]g & T(E)(Anl, c.. 7Anmn7 An)

kompositsioon on morfism [t[s})/x1] ... [s) /xn]]x, kus sY, ..., s on valitud sedasi,
et

o S| =y, 8 = sy

o termide t,s),..., s, muutujate hulgad oleksid paarikaupa loikumatud.

Kusjuures multikategooria T'(X) ja eeskiri, mis igale operaatorile (f : Ay, ..., An; B) €
Y seab vastavusse morfismi [f(xy, ..., xn)|~, kus x1:Ay, ..., x,: A, on mingid paarikau-

pa erinevad muutujad, on multikategooria signatuuril X.

Toestus. Esiteks méargime ara, et kompositsiooniks sobivad ekvivalentsiklasside esin-

dajad leiduvad tédnu muutujate hulkade loenduvusele. Saadud term on hésti tiiiibitud
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sobivas kontekstis tdnu reeglile C:
(xi1:Aila . ,.Z'imi:Aimi F 8; : Az) ,fI}'lZAl, Ce ,xn:An Ft: B
i=1
C
110 AL, - Ty, A, EE[SY /1) S, /2n] - B

Néitame, et komponeerimine on hésti defineeritud. Olgu

A, ., At B
ry Ayl A B,

kus ¢ = ¢'. Olgu ka sy =2 &} : Ay,...,s, = s, : A, sedasi, et nii termide sy, ..., s, kui
termide ), ..., s, muutujate hulgad on paarikaupa loikumatud. Tdnu lemmale 2.18
esinevad termides [t[s1/z1] ... [sn/xn]]~ ja [t'[s} /2] - . . [s), /), ]]~ parajasti need muutu-
jad, mis vastavalt termides s1,...,s, ja s],...,s,. Seega saame teha substitutsioonid,

mis vordustavad termid sy, ..., s, termidega s},..., s, . Toestuses kirjutame edaspidi

[t]~ asemel t ning eeldame, et erinevate termide muutujate hulgad ongi 16ikumatud.
—_—

Samuti kasutame [a1/x1] ... [a,/x,] asemel téhistust [a;/x;];, kui indeksite hulk on sel-

ge. Kontrollime, kas antud siisteem rahuldab multikategooria tingimusi. Olgu antud

morfism z1: Ay, ..., z,: A, F t 1 B. Siis kompositsioon ¢ o (ida,, .. .,ida,) esitub

—— 1D
(:Ci:Ail—a:i:Ai ) 1A, Ay EE B
=1 C
x1: Ay, xg Ay ot /a0 B

ning on vordne morfismiga ¢ tdnu lemmale 2.17. Kompositsioon idg o (¢) on kujul

D
x1:Ay, Ayt B y:BFy:B

r1: Ay, A Eylt/y] - B
ning on samuti vordne morfismiga ¢. Olgu niiiid lisaks antud morfismid

l’ﬂiAﬂ, Ce ,ximi:Az’mi F S; . Az 1 E {]_, N ,n}

x’ijl:A’ij17 e 7‘rijpz‘j:Aijpij l_ Uij . Az] 1 € {17 e ,n},j c {1, e ,mi}
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Siis kompositsioon ¢ o (s1,...,s,) esitub

Ay o T Aimy Eosi A ) . 1A, . oAy B B
1= I
xll:A117 Ce wrnmn:Anmn }_ t[Sl/SIZ‘zZ : B

tahistame seda toestuspuud T-ga. Seega (t o (s1,...,5,)) © (V11, - -+, Unm,,) ON kujul

m; n

xijl:Aijla e amijpij:Aijp,-j F Vi - Aij =1/ T
= i=
\

\

Kompositsioonide s; o (v;1, . . ., Vim,;) tOestuspuu on iga i € {1,...,n} korral

m;

Tt Asit, ooy Tiins . Agin. U5 0 Ags (xijiAz‘j> Fs; 0 A
ij1-4Li51, y LiJpij 1JPij i 17 j=1 Je{L,mi)

—~ C
T A, - 7xim¢pimi:Aim¢pimi s [Uij/xij]j L A
mida edaspidi tdhistame 7;. Kompositsiooni
to (810 (Vity s Vlmy )y« 0 (Unly -y Unmy,))

toestuspuu esitub siis

n

(’E) r1:A, . Ay E L B
=1 s C
r111: A1, - - ,ﬂfnmnpnmniAnmnpnmn - t[si[vil/xil] - [/Uzmz/xlml]/zzjz : B
Sellises olukorras kehtib
tls1/x1] .. [sn/xn][vin/z11] - - - [Vnm,, /T, ]
= t[s1[v11/x11] - - [V /Tima ]/ x1] - [Snlvna /Tn] - [Vnm, [ Tam, | /0],

sest iga @ € {1,...,n} korral esinevad termis s; parajasti muutujad x;1, ..., ZTin,. Sa-

muti on 7 # j korral s; ja s; muutujate hulgad loikumatud. Seega on substitutsioonid

soovitud viisil assotsiatiivsed.

Igale tiiiibile A € 3 seame vastavusse multikategooria objekti A € Ob(T'(X)). Igale

operaatorile (f : Ay,..., A, — B) € ¥ saame méadrata morfismi [f(xy,...,2,)]~, kus
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x1:A1, ..., T, A, on mingid paarikaupa erinevad muutujad. Siis toepoolest
[f(l’l,..., )]g Al,...,A — B

kategoorias T(X). Seega on paar T(X) koos kirjeldatud kujutusega multikategooria
signatuuril X. O

3.2 Termid ja vaba multikategooria

Definitsioon 3.7 (|7, definitsioon 1.6.1]). Signatuuride kategooria, mida tihistame

Stig, defineeritakse jargmiselt:

1. Stig objektid on signatuurid;

2. morfism b objektist ¥ = (X, F) objekti X' = (X', F') koosneb funktsioonist
o : X — X ja iga hulga ¥* X X elemendi ((A; Ay), B) jaoks funktsioo-
nist wAl ..... An;B - ‘F(Ala . 7AnyB) — ‘F/(w()( ) B 7w0( ) ¢0( ))

3. kui: X =X jay ¥ — X, siis nende kompositsioon on ') : X — X kus
(V)0 = g 0o ja (V') ay,. A = ¢¢0(A1) Yo(An)io(B) © YAy, AnB;

.....

4. thikmorfism signatuuril ¥ = (X, F) koosneb identsusteisendusest Iy, ja iga hulga

¥* x X elemendi ((Ay ..., Ay), B) korral identsusteisendusest Ira, . .a,.B)-

Definitsioon 3.8. Multikategooriate kategooria, mida tihistame MCat, definee-

ritakse jargmaiselt:

1. MCat objektid on multikategooriad;

2. morfism H multikategooriast M multikategooriasse N koosneb kujutusest Hy :
Ob(M) — Ob(N) ja iga klassi Ob(M)* x Ob(M) elemendi ((X1,...,X,),Y)

korral kujutusest
HX1 ..... XY - M(Xl, . ,Xn, Y) — N(Ho(Xl), . 7H0(Xn)7 H()(Y)),
sedasi, et mistahes morfismi f € M(Xq,...,X,;Y) ja morfismide

g1 S M<X117 LR Jlel;X1>7 --y0n S M(an, ] 7Xnmnan>
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korral

H(f)o(H(g1),---,H(gn)) = H(fo(g1,.-,n))

ning mistahes objekti X € M korral Hx x(1x) = 1, (x);
3. kompositsiooni defineerib kujutuste jdarjest rakendamine;

4. thikmorfism koosneb identsusteisendustest.

Oleme néidanud, et saame igal signatuuril defineerida multikategooria. Sisuliselt on
multikategooria lihtsalt signatuur koos lisastruktuuriga (komponeerimise ja tihikute-
ga). See annab alust rafkida unustavast funktorist nende struktuuride kategooriate
vahel. Unustav funktor U : M Cat — Sig kujutab multikategooria signatuuriks, mille
tiitibid on kategooria objektid ja operaatorid on kategooria morfismid. Multikategoo-

riate morfismidel kditub U identsusteisendusena.

Definitsioon 3.9 (|8, Definitsioon 6.1]). Olgu A ja B kategooriad. Adjunktsioon
kategooriast A kategooriasse B on kolmik (F,G,¢) : A — B, kus F : A — B ja

G : B — A on funktorid ning ¢ = (0a,B)4,B)cAyxB, 0N bijektiivsete kujutuste
vap:B(F(A),B) - A(A,G(B))

stisteem, mis on loomulik A ja B suhtes. Kui (F,G, ) : A — B on adjunktsioon, siis
ttleme, et F' on G vasakpoolne kaasfunktor ja G on F parempoolne kaasfunktor

ning kirjutame F 4 G.

Definitsioon 3.10. Unustava funktori U : MCat — Sig vasakpoolse kaasfunktori
kugutises olevaid multikategooriaid (ismorfismi tipsuseni) nimetame vabadeks mul-

tikategooriateks signatuuril 3.

Kasutame jargnevalt kaasfunktoriteks olemise kontrollimiseks lihtsustavat teoreemi.

Enne seda anname vajaliku definitsiooni.

Definitsioon 3.11 (|8, Definitsioon 6.2]). Olgu G : B — A funktor ja A € Ay.
Universaalne morfism objektist A funktorisse G on paar (u, B), mis koosneb ob-
jektist B € By ja kategooria A morfismist u : A — G(B), nii et iga paari (g, B'), kus
B' € By jag: A— G(B'), jaoks leidub selline iheselt médratud morfism f: B — B’
kategoorias B, et G(f)u = g.
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Teoreem 3.12 ([8, Teoreem 6.5|). Adjunktsiooni (F,G,p) : A — B mddravad tdieli-
kult dra funktor G : B — A, iga A € A korral objekt Fy(A) € By ning universaalne
morfismna : A — G(Fy(A)) objektist A funktorisse G. Siis funktor F' on objektidel an-
tud kujutusega Fy ja morfismidel k : A — A’ defineeritud vordusega G(F (k))na = nak.

Edaspidi motleme morfismi ¢ : ¥ — M all signatuuride kategooria morfismi ¢ : ¥ —
U(M). Selline terminoloogia on digustatud, sest signatuuri U (M) tiiiibid on kategoo-
ria M objektid ning operaatorid selle kategooria morfismid. On selge, et kui leidub
morfism ¢ : ¥ — M, siis ongi paar (M, ) multikategooria signatuuril ¥. Teoreem 3.12
iitleb, et kui see morfism rahuldab vastavat universaalomadust, siis on M ka vaba mul-
tikategooria signatuuril ¥. Niiiid on meil vajalikud teadmised, et toestada jargmine

teoreem.

Teoreem 3.13. Multikategooria T(X) on vaba multikategooria signatuuril X.

Toestus. Olgu U : MCat — Sig unustav funktor ja 7' : Sig, - MCaty, £ — T'(X).
Me defineerime signatuuride morfismi 7y : ¥ — U(T'(X)) jargmiselt:

1R

Y

(772)141 ..... AmB(f) = [f(mla cee wxn)]

kus A, Ay, ... A, BE€X, (f: Ay,..., A, = B) € Zjax:Ay, ..., 1z, A, on muutujad.
Miérkame, et teoreemi 3.6 toestuses véitsime toepoolest sarnasel arutlusel, et 7'(¥) on
multikategooria signatuuril ¥. Niitid veendume, et paar (s, 7' (X)) on ka universaalne
morfism. Taas téhistame toestuses morfisme [¢]~ lithemalt lihtsalt ¢. Olgu antud paar
(Y, M) sedasi, et ¢ : ¥ — U(M). Me defineerime multikategooriate morfismi H :
T(X) — M jargmiselt:

o Ho(A) = ¢o(A);

e kui x on muutuja tiitipi A, siis Ha.a(x) = 14;

o kuit= f(t1,...,t.)ja f:Cq,...,C. — B € X, siis

HAl ,,,,, An;B(t) = 77Z}Cl ..... Cy~;B(f) o (H(t1)7 R H(tr))

Néitame induktsiooniga, et H on korrektselt defineeritud. Selleks kontrollime, et kui

ty = ty @ B, siis H(t1) = H(tz). Kul termid ¢;,t, on muutujad, siis Hg.p(t1) =
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lp = Hpp(ty). Olgu siis t1 = f(s1,...,s,) ja ta = f(v1,...,0v,). Sellest, et t; = ¢y

~Y

peab kehtima, et s; = v; iga ¢ € {1,...,n} korral ning me eeldame, et iga i korral
H(s;) = H(v;). Sel juhul H(t;) = H(f(s1,...,5:)) = ¥(f) o (H(s1),...,H(sn)) =
W(f)o (H(v1),...,H(v,)) = H(f(v1,...,v,)) = H(tz). Lisaks kehtib U(H) o g = 1,

sest

(
=Ha,, a,8(f(z1,...,2,))

Néitame, et H on iiheselt méédratud. Oletame selleks, et leidub ka H' : T'(X) — M
sedasi, et U(H')ong = 1. Siis H)(A) = (U(H')ong)o(A) = ¢o(A) = Ho(A) iga A € &

korral. Induktsiooni abil nditame, et koigi Ay,..., A,, B € ¥ korral H), 4 p(t) =

7777

BAAs. Kui t = x: A on muutuja, siis
Hy 4(v) = Hya(1a) = 1gray = Ly = Haalz),

sest H ja H' on kategooria MCat morfismid.

JUHT t = f(x1,...,2,). Kui t = f(z1,...,2,) : B, kus f : Ay,..., A, — B ja

r1:Aq, ..., T, A, on muutujad, siis

Hy,  anp(f(@y, o wn)) = UH ) ons(f) = &(f) = Hay..a,8(f (21, 70)).

.....

JUHT t = f(t1,...,t.). Olgu t = f(t1,...,t,), kus t; : C1,...,t. : C, on termid. Siis
onigai € {l,...,r} korral t; : I'; = C; sedasi, et I'1,...,[', = Ay, ... A,. Eeldame, et
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iga t; korral H{. . (t;) = Hr,c;(t;), sellest

(f(tr,. . t) = Hy, o oa,p(flzr,. o xp) o (b, .. 1)
= Hp, _o.p(f (21, ,xr)) (Hr,.c, (t1), -, Hp, 0, (1)
= He,,..op(f(@1, ... 7)) © (Hryse, (t), - - Hrye, (60)
= Hayonp(f(zr, @) o (b 1) = Hayoas (f(t o 80),

sest H ja H' on multikategooriate morfismid ning seetottu komponeerimist siilitavad.

Ténu teoreemile 3.12 on meil sellega méaaratud adjunktsioon 7" U. O

Sellest toestusest jareldub otse jargmine véide.

Jareldus 3.14. Leidub morfism ng : ¥ — T(X) sedasi, et iga multikategooria M

ja morfismi ¢ : X — M korral eksisteerib unikaalne multikategooriate morfism F :

T(X) - M nii, et Fong = .

) = y T()
® EF
M

Tuletame meelde, et intuitiivselt voib lugeja moelda tiitipidest kui lausearvutuslikest
lausetest. Iga hésti tiitibitud term x1: A4, ..., z,:A, F t : B modelleerib toestust véitele
B, kui eeldame, et on antud mingid toestused véidetele Ay, ..., A,. Tihti nimetatak-
se lineaarloogikat ilma lausearvutuse teheteta multikategooriate sisemiseks keeleks
(ingl internal language). Saame antud lausete ning aksioomide korral (ehk fikseeritud
signatuuril) defineerida vaba multikategooria ning seega oma loogika siisteemis kasuta-
da teadmisi, mis kehtivad koigis multikategooriates. Samuti saame vabas multikategoo-

rias toestada teoreeme, mis universaalmorfismi abil kehtivad koigis multikategooriates.
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4 ®-termid

Seni oli meie modelleeritud loogika struktuur iisna lihtne. Kui tahame vaadata loogikat
ka naiteks koos tehtemarkidega, siis peame andma rohkem struktuuri nii termarvu-
tuslikule esitusele kui neid modelleerivatele multikategooriatele. Selles peatiikis lisame

modelleeritavale sekventsarvutusele jargmised reeglid:

I'NAFB
— 1R — 1L
F1 I1,A-B
'-A A+ B I'NAB,AFC
®R ®L
NAFA®B I'N'A® BJAFC

Lugeja voib moelda lausest A ® B kui lausearvutuslikust A ja B konjunktsioonist.

Stimbol 1 tdhistab lausearvutuslikku toesust.

Olgu jéllegi antud signatuur ¥ = (X, F). Laiendame jargnevalt tiilipide moistet, et

rohkema struktuuriga loogikat modelleerida.

Definitsioon 4.1. Konstrueerime ®-titipide hulga X% :

e kui A on tiiip, sits A on ®-tiiip;
o kui Ay, ..., A, on ®-tiibid, siis A1 ® -+ ® A, on ®-titp (n € N);
o 1 on ®-tuip.

Definitsioon 4.2. Fikseerime iga ®-tiiiibi A jaoks loenduva hulga X§ sedasi, et kui
A # B, siis on hulgad X% ja X§ lotkumatud. Hulka X% nimetame A-tiiipi ®-

muutujate hulgaks ja selle elemente @ -muutujateks titipi A.

Kui z € X§, siis iitleme, et ®-muutuja z on tiiiipi A. Hulka

x®:=J x3

Aex®

nimetame ®-tiiibitud muutujate hulgaks. Konteksti defineerime samuti, kui eel-

nevalt, kuid lubame neis niilid esineda ®@-muutujatel.

Definitsioon 4.3. ®-kontekstiks I ile signatuuri ¥ nimetame jdarjendit paarikaupa

erinevatest @-muutujatest koos nende tiipidega.
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Definitsioon 4.4. Olgu I" ®-kontekst, t ®-term ja B ®-tiip. Siis nimetame kolmikut
I'-t: B ®-sekventsiks iile signatuuri X.

Praegu ei ole meil aga iihtegi reeglit, et konstrueerida terme, mis oleks tiiiipi 4; ®---®

A, voi tiilipi 1. Seega soovime lisaks laiendada oma termide definitsiooni.

Definitsioon 4.5. Konstrueerime ®@-termad jargmiselt:

o kuix € X%, siits x on ®@-term;

e kui f on n-aarne operaator ja ty,...,t, on ®-termid, siis f(t1,...,t,) on &-
term;

o kuity,...,t, on ®-termid, siist; ® --- ®t,, on ®-term;

e kuit on ®-term ja v on ®-term, kus esinevad @-muutujad x, ..., x, vabalt, siis
on match(t;xy ... x,.v) @-term;

o x on -term;

o kuit ning s on ®-termid ja A ning ® on kontekstid, siis matchajo(t;s) on ®-

term.

Lisame kaks reeglit ka histi tiiiibitud ®-termide konstrueerimiseks. Utleme, et ®-
term t ®-tiilipi B on hésti tiitibitud ®-kontekstis I', kui saame jargnevate reeglite abil

konstrueerida toestuspuu ®-sekventsile I' -t : B.

n

(FlktzAz)_l fAl,,An%BEE
——— D = f
ARz A Ly,..., T F f(th,...,ty) : B

Fll_tliAl Fnl_tnAn

&1
Fl,,Fnl—t1®®tnAl®®An

't A® --®A, A, x: Ay, oAy, P s B

XE
AT, ® F match(t;xq ... x,.5) : B

I'-t:1 A d®Fs:B
11 1E

Fx:l A, T, ® - matchaje(t;s) : B
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[ga ®-tiitibi A jaoks on seega méaratud hulk, mille elemendid on ®-termid tiitipi A
ja mida tdhistame T (X®). Koigi ®@-termide hulka, mis on mingis kontekstis hésti

tliibitud, tdhistame T®(X®).

Kuna selles ja jargmises peatiikis raagimegi vaid ®-termidest, siis ei ole meil ilmutatult
vaja teha vahet varasematel moistetel ja selles peatiikis defineeritud ®-moistetel. Seega
edaspidi kui on juttu tiilipidest, siis motleme selle all ®-tiilipe, termide all motleme ®-
terme jne. Samuti kui kirjutame x:A voi ¢ : A, siis motlemegi vastavalt, et ®-muutuja

x on ®-tiilipi A ja hésti tiiibitud ®-term ¢ on ®-titipi A.

Tuletusreeglitest tdhendvad reeglid ®I ja 1I tildiselt vastavate stimbolite toestusesse
sisse toomist, kus I viitab ingliskeelsele sonale ,,introduction”. Duaalselt tdhendavad
®E ja 1E stimbolite dra kaotamist, kus E tuleb sonast ,,elimination”. Lisatud reegli-
test modelleerib ®1I lausete Ay, ..., A, vastavate toestuste tq,...,t, no ithendamist.
Sel viisil saadud term t; ® --- ® t, on toestus lausete Ay, ..., A, konjunktsioonile.
Reegel @E kirjeldab, kuidas lausete Ay, ..., A, konjunktsiooni toestust ¢ rakendada
toestuses s, mis viitab nende lausete toestustele eraldi. Reegel 11 toob sisse kanoonili-
se toestuse x lausearvutusliku toesuse 1 jaoks. Reegli 1E intuitsioon voiks olla see, et

lausearvutusliku toesuse 1 saame alati triviaalselt dra kasutada.

Naide 4.6. Olgu meie signatuuris titibid:

A= mul on 5 eurot”
B = ,mul on Sokolaad”;

C = ,mul on pudel limonaadi”,

operaator f : A — B ja muutujad x: A, y:C. Operaator f tdhistagu b euro eest Sokolaadi
ostmise tegevust. Saame konstrueerida hdsti tiibitud termi x:A,y:C + f(x)®y : BC
ehk toestuse, et meil on sokolaad ja pudel limonaadi. Jallegi voime moelda muutujast
x kui 5-eurosest rahatdhest ja muutujast y kui limonaadi pudelist. Kui meil on ka
teine muutuja x':A, siis saame konstrueerida hdsti tiuibitud termi x':A, x:A,y:C +

TR f(x)Ry: AQ BRC ehk toestuse, et meil on 5-eurone, Sokolaad ja pudel limonaadi.

Termis match(¢; zy ... x,.s) nimetame muutujaid zi,...,z, seotud muutujateks.
Termis seotud muutujad ei esine selle termi kontekstis, nad on seotud termi enda

poolt. Paneme aga téhele, et need muutujad on vabad termis s.

Oleme eelnevalt faktoriseerinud terme ekvivalentsiseose = jéargi. See véljendab ideed,
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et hésti tiitibitud termi struktuuris ei ole vabade muutujate tdhistused olulised. Sar-
nast motet tahame anda edasi ka seotud muutujate jaoks. Intuitiivselt voib seotud
muutujatest moelda kui selle termi mottes lokaalselt defineeritud muutujatest. Paral-
leeliks toome niiteks kahe muutuja funktsiooni R? — R, mis kujutab (z,y) — = — .
On selge, et voime funktsiooni panna kirja ka kujul (a,b) — a — b ning see viljendab
sama funktsiooni, kuigi on stintaktiliselt erinev. Samas nt funktsioonid (z,y) — =z —y
ja (a,b) — b — a ei ole vordsed, sest muutujate imber nimetamine muudab siin arvu-

tusskeemi tahendust.

Oeldakse, et termid ¢, ja t, on a-ekvivalentsed ja kirjutatakse t; =, t,, kui nad on
vordsed seotud muutujate tahistuste siisteemse iimber nimetamise tapsuseni. |6, defi-
nitsioon 1.17| Selles t66s me a-ekvivalentsusele formaalselt liialt tahelepanu ei poora.

Lugeja voib piirduda vaid intuitiivse arusaamaga, toetudes jargnevale naitele.

Naide 4.7. Olgu x,y, z,q muutujad ja ty,ty termid, siis

e match(ty; zy.x @ y) =, match(ty; yr.y @ x);
e match(te; xy.x ® y) =, match(te; 2q.2 @ q);

o match(te; xyz.x @Y ® 2) P match(te; xyz.y @ x  z).

Jargnevalt vaatame koiki hésti tiiiibitud terme a-ekvivalentsi tdpsuseni. Seega kui
t; &, to, siis moistame seda kui t; = t5. Lisaks eeldame koikjal jargnevates toestustes,
et koigi vaadeldavate termide koik seotud muutujad erinevad koigist vaadeldavatest
vabadest muutujast (sisuliselt valime sellised a-ekvivalentsiklasside esindajad, et eel-
dus kehtiks).? See eeldus lubab meil viltida keerukamaid erijuhte hilisemates konst-
ruktsioonides. Naiteks teoreemi 5.6 toestuses morfismide kompositsiooni defineerituse

kiisimusi.

Laiendame niiiid ka varasemalt defineeritud substitutsiooni moistet ®@-termidele, téien-

3Kirjanduses nimetatakse seda Barendregti konventsiooniks (ingl Barendregt convention).
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dades selleks reegleid:

t, kuixz=y
zft/y] =
x muidu

[l )ty = falt/yl, - talt/y));
(tr @ @ tn)[t/y] = (L[t/y]) © - - @ (talt/y]);
match(vlt/yl; @1 . .. 2. (s[t/y])),
match(v; xy ... 2,.5)[t/y] = kuiy & {z1,..., 2.}
teistel juhtudel on substitutioon defineerimata
*[t/y] =%
matchaja(s;0)[t/y] = matchaja(s[t/y]; vft/y]),

kus x,xy,...,2,,y on muutujad ja s,v,ty,...,t,,t on termid. Termil struktuuriga
match(v;xy ... x,.5) oleme substitutsiooni defineerinud vaid siis, kui asendatav muu-
tuja on vaba voi ei esine termis. Substitutsiooni moiste sisse toomise peamine eesmérk
antud t60s on termide poolt moodustatava multikategooria komponeerimise defineeri-
mine. Et komponeerimine realiseerub vabade muutujate kaudu ning oleme juba eelda-
nud, et need erinevad alati seotud muutujatest, siis on selline osaline definitsioon meie

eesmarki silmas pidades oigustatud.

Niide 4.8. Olgu x1:A,x9:A,y1:B,y2:B, z1:C' muutujad jo f : A - B,g: B,C — A

operaatorid.
o (11 ® f(@1))[w2/21] = 41 ® f(22)
o (match(f(z1);y1-9(y1, 21)))[w2/21] = match(f (x2); y1.9(y1, 21))

Ekvivalentsiseos = on hésti tiilibitud ®-termidel defineeritud samuti nagu eelnevalt.

Definitsioon 4.9. Termide t; ja ty jaoks kirjutame t1 = ty : A, kui leidub loplik
arv nende termide suhtes vdrskete vabade muutujate subtitutsioone, mis need termid

vordsustavad.

Kuna seotud muutujate siisteemse iimbernimetamiseni loeme terme niikuinii vordse-

teks, siis on vaja seost = vaadelda vaid seoses vabade muutujatega.
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Laiendame niitid ka eelnevalt toestatud lemmasid. Eeldame koikjal, et kui on jut-
tu substitutsioonist, siis on termid valitud sedasi, et substitutsioon on defineeritud.

Toestatud tulemusi rakendame samuti vaid sellistel juhtudel.

Lemma 4.10. Koikide t € T®(X) ja muutujate x € X puhul t[xz/z] = t.

Toestus. Kasutame induktsiooni termi ¢ struktuuril. Olukorrad ¢ = x (kus x on muu-

tuja) jat = f(t1,...,t,) on toestatud lemmaga 2.17.

JUHTt =t ®---®t,. Olgut =t; ® --- ® t, ja eeldame, et vaide kehtib t,,..., ¢,
korral. Siis t[z/z] = (t1z/2] @ - - @ tp[x/z]) = (L@ - - @ t,) =1t.

JUHT t = match(v;x;...z,.s). Olgu niitid ¢ = match(v;x; ... xz,.s). Eeldame, et
viide kehtib termide v ja s korral. Siis t[z/x] = match(v|z/z]; 21 ... 2, 8[x/x]) =

match(v;zy ... x,.8) =t, kus o &€ {xy,...,2,}.
JUHT t = . Kui t = «, siis kehtib véide ilmselt.

JUHT t = matchpje(v;s). Olgu ¢t = matchaje(v;s) ja me eeldame, et vdide kehtib

termide v ja s korral. Siis

tlr/x] = matchaje(vx/x]; s[r/x]) = matchae (v s) = t.
[

Lemma 4.11. Kwi termi t korral I' =t : B, suis kontekstis I' esinevad parajasti need

muutujad, mis esinevad termis t vabalt.

Toestus. (=) Olgu x:A € I'. Kasutame induktsiooni termi ¢ téestuspuu struktuuril.

Olukorrad t = x (kus = on muutuja) ja t = f(t1,...,t,) on toestatud lemmaga 2.18.

JUHT ®I. Olgu term t saadud ®I reegli abil. Seega t = t; ® - - - ® t,, ja me eeldame, et
véide kehtib termide ¢4, ..., t, korral. Sel juhul B=A4;®---® A, ning'=1,...,T,,
kusigai € {1,...,n} korral I'; - ¢; : A;. Seegaleidub j € {1,...,n} sedasi, et 2:A € I';
ning eeldusest jareldub siis, et muutuja z esineb termis ¢;. Jarelikult esineb muutuja
rkatermist =4 ® - @t Q- Q.

JUHT ®E. Olgu niiiid ¢ saadud reegli ®E abil. Seega ¢t = match(v;x; ... x,.s) ning
me eeldame, et viide kehtib termide v ja s korral. Selles olukorras kehtib I' = A, W, ¢
sedasi, et VFv: A ®---® A, ning A, x1:A,...,2,:A,,® F s : B mingite muu-
tujate ja titpide x1:Aq,...,7,:A, korral. Kuna =z € A, ¥, &, siis on kaks varian-

ti. Kui z € U, siis induktsiooni eeldusest esineb x termis v vabalt ning ka termis
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match(v;xy ... x,.s) vabalt. Teisel juhul kehtib x € A, ® ning sel juhul esineb indukt-
siooni eeldusest muutuja = termis s. Teame ka, et © & {z1,...,z,}, muidu oleks z
jarjendis A, x1:Aq, ..., x,:A,, ® korduvalt ning tegu poleks kontekstiga. Seega on z

termis match(v;z . .. x,.s) vaba.
JUHT 1I. Kui term ¢ on saadud reegli 11 abil, siis ei esine kontekstis I' muutujaid.

JUHT 1E. Olgu termi toestuspuu viimane reegel 1E, seegaon I' -t : B kujul A, ¥,  +
matchaje(v;s) : B, kus W ov:1jaA ®F s: B. Me eeldame, et véide kehtib termide
v ja s jaoks. Jallegi vaatame kahte juhtu. Kui kehtib x € W, siis eeldusest esineb ta
termis v, ja kui x € A, ®, siis esineb ta eeldustest termis s. Molemal juhul esineb z
termis .

(<) Esinegu muutuja z:A termis ¢ vabalt. Kasutame induktsiooni termi ¢ tdestuspuu
struktuuril. Olukorrad ¢ = = (kus x on muutuja) ja t = f(¢1,...,t,) on toestatud

lemmaga 2.18.

JUHT ®I. Olgu term t saadud reegli ®I abil. Jarelikult t = t; ® - - - ® t,, ja eeldame, et
viide kehtib termide ¢4, . .., t, korral. Siis B = A;®---®A, ning igai € {1,...,n} kor-
ral T; Ft; 0 A Sellest T =T4,...,T,. Kunat = t; ® - - - ®t,, siis leidub j € {1,...,n}
sedasi, et x esineb termis ¢; ning induktsooni eeldusest siis x:A € I';. Jarelikult esineb

muutuja :A € I'; ja ka x:A €T

JUHT ®E. Olgu niiiid term ¢ saadud reegli ®E abil. Seega t = match(v; zy ... z,.s) ning
me eeldame, et vaide kehtib termide v ja s korral. Jallegi I' = A, U, ® sedasi, et U I v :
A1 ®---® A, ning A, x1:Aq,...,2,:A,, P F s B mingite muutujate x1:Aq, ..., x,:A,
korral. Kuna z esineb termis ¢t = match(v; z; ...z,.s) vabalt, siis on selge, et saame
vaadata kahte varianti. Kui x esineb termis v, siis leidub see muutuja ka termis ¢ =
match(v; zy ... x,.5) ning induktsiooni eeldusest x:A € W. Teisel juhul esineb muutuja
x termis s, kuid = & {x1,...,x,}. Induktsiooni eeldusest z:A € A, x1: Ay, ..., z,:A,, P
ning seega v:A € A, ® ehk x:A € AU, D,

JUHT 1I. Kui ter ¢ on saadud reegli ®I abil, siis ¢ = % ja temas ei esine muutujaid.

JUHT 1E. Olgu termi toestuspuu viimane reegel 1E, seegaon I' -t : B kujul A, ¥, ®
matchaje(v;s) : B, kus W ov:1jaA ®F s: B. Me eeldame, et véide kehtib termide
v ja s jaoks. Kuna muutuja z esineb termis ¢, siis saame vaadata kahte juhtu. Kui
muutuja x esineb termis v, siis induktsioonist ka kontekstis ¥, ning kui ta esineb

termis s, siis kontekstist A, ®. Molemal juhul esineb ta termi ¢ kontekstis. O]
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Lemma 4.12. Kui term t on mingis kontekstis hdasti tutibitud, siis selles termis ei

esine tikski vaba muutuja korduvalt.

Toestus. Kehtigu I' = ¢ : B ning kasutame induktsiooni selle sekventsi toestuspuu
struktuuril. Olukorrad ¢ = = (kus x on muutuja) ja t = f(ty,...,t,) on toestatud

lemmaga 2.19.

JUHT ®I. Olgu viimane reegel toestuspuus ®I. Sel juhul t = ¢; ® --- ® ¢, ning me
eeldame, et védide kehtib t,...,t, korral. Iga i € {1,...,n} korral on siis term ¢;
hésti tiitibitud kontekstis I'; sedasi, et I' = I'y,...,I',. Oleme eeldanud, et termides
t; ei esine iikski muutuja korduvalt. Samuti ei saa nende termide vabade muutujate
hulgad loikuda. Vastasel juhul loikuksid tdnu lemmale 4.11 ka vastavate kontekstide

muutujate hulgad ning siis ei oleks I' kontekst.

JUHT ®E. Olgu niitid sekvents toestatud ®E abil ehk ¢ = match(v;x; ... x,.5) ning
me eeldame, et termides v ja s ei kordu vabad muutujad. Selles olukorras I' = A, W, ¢
sedasi, et VFv:A;® --® A, ning A, x1:Aq,...,x,:A,, P F s: B mingite muutujate
r1:A1, ..., T, A, jaoks. Peame néitama, et kui mingi muutuja z:A esineb nii termis v
kui termis s, siis ta pole termis ¢ vaba ehk x € {z1,...,x,}. Oletame vastuviiteliselt, et
x:A esineb termides v ja s, kuid « & {x1,...,2,}. Sel juhul 2:A € ¥ ning 2:4 € A, P,

siis aga ei oleks I' kontekst, mis on vastuolus eeldusega.
JUHT 1I. Kui term ¢ on saadud reegli 11 abil, siis ¢ = x ning vaide kehtib ilmselt.

JUHT 1E. Olgu termi toestuspuu viimane reegel 1E, seegaon ' ¢ : B kujul A, ¥, ®
matchae(v;s) : B, kus U Ev:1jaA ®F s: B. Me eeldame, et viide kehtib termide
v ja s jaoks. Lisaks ei saa nendes termides esinevate muutujate hulgad loikuda. Vastasel
juhul loikuksid lemmast 4.11 ka vastavate kontekstide muutujate hulgad ning I ei oleks

kontekst. O

Lause 4.13. Iga hdasti tiibitud termi t jaoks on theselt mddaratud kontekst I' ja tiiip

B sedasi, et '+t : B.

Téestus. Olukorrad ¢t = x (kus x on muutuja) jat = f(tq,...,t,) on toestatud lausega

2.11.

JUHT t = 1 ® - -+ ® t,,. Olgu term kujul t = t; ® --- ® t,, ja me eeldame, et viide
kehtib termide tq,...,%, korral. Termi toestuspuu viimane reegel peab siis olema ®I,

mille eeldustes on termid tq,...,%¢, oma iiheselt méaratud sekventsidega. Reegel ®I
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maéadrab iiheselt termi ¢ konteksti ja tiitlibi termidele ¢4, . . ., ¢,, vastavatest kontekstidest

ja titipidest.

JUHT t = match(v;z; ... x,.5). Olgu t = match(v; x; ... xz,.s) ja me eeldame, et viide
kehtib termide v ja s korral. Ainus voimalus on, et termi ¢ toestuspuu viimane reegel on
®E, mille eeldustest on termid v ja s oma iiheselt maaratud sekventsidega. Kusjuures
lemmast 4.11 teame, et termile s vastavas kontekstis esinevad muutujad 4, ..., x, ning
selleks, et reegel @E ka rakendatav oleks, esinevad nad korvuti. Reegel @E méérab
itheselt termi ¢ konteksti termidele v ja s vastavast kontekstist ning termi ¢ tiiiibi

termile s vastavast tiitlibist.
JUHT t = *. Kui term on kujul ¢ = %, siis kehtib véaide ilmselt.

JUHT ¢ = matchpje(v;s). Olgu term kujul ¢ = matchaje(v;s) ja eeldame, et viide
kehtib termide v ja s jaoks. Ilmselt on term saadud reegli 1E abil, mille eeldustes on
termid v ja s koos oma iiheselt méaratud sekventsidega. Kusjuures selleks, et reegel
ka rakendatav oleks, peab s olema hésti tiiiibitud kontekstis A, ®. Term ¢ mé&éarab ise
termi s konteksti sobiva jaotuse A, ® ja sellest omaenda konteksti A, ¥, &, kus v on

hasti tiitibitud kontekstis W. Termi tiilip on maaratud termi s poolt. O

Lause 4.14 (10, lemma 2.4.8). Iga hdsti tiibitud termit téestuspuu on tGheselt mdd-

ratud.

Toestus. Lauset saab toestada induktsiooniga termi struktuuril. Lausest 4.13 on termi
t jaoks tiheselt maaratud sekvents I' - ¢ : B. Igal sammul on termi ¢ struktuuri poolt
madratud toestuspuu viimane reegel. Tuletusreegli eeldused on iiheselt maaratud reegli
poolt ning me eeldame, et nende toestuspuud on unikaalsed. Selleks, et ¢ oleks ka hésti
tiitibitud ja reegel rakendatav, esinevad eeldustes sobivate kontekstide ja tiilipidega

termid, mille méa&rab ara t sekvents. O

Taas eeldame jérgnevas kahes lemmas, et erinevate termide hulgad on omavahel 16i-

kumatud. Ka hiljem neid tulemusi rakendades teeme samad eeldused.
Lemma 4.15. Kui termid t ja s on hdsti tiibitud vastavalt kontekstides ' =1 : A ja
Az AdFs: B, siis AT, @+ s[t/x]: B.

Toestus. Kasutame induktsiooni sekventsile A, z:A,® F s : B vastava toestuspuu
struktuuril. Olukorrad ¢ = = (kus x on muutuja) ja t = f(t1,...,t,) on toestatud

lemmaga 2.20.

35



JUHT ®I. Olgu term s saadud reegli ®I abil. Seega on iilaltoodud sekvents tdpsemalt

kujul I'y, ..., T F 510 -+ - ®s,: C1 ® - -+ ® C), ning vastav toestuspuu on kujul

s :Cy I, Fs,:C,

®I

I Tk s1® - @8, A1 Q- Q A,
Kuna 2:A € I'y,..., T, siis leidub j € {1,...,n} sedasi, et I'; = Ay, 2:A, Ay. Sellest
kehtivad A =T'y,...,T';_1, Ay ja & = Ay, T'j44,..., I, See tahendab, et konkreetse-
malt on eespool toodud toestuspuu kujul

Jj=1 . . n

Fll_SZCZ ) Al,ﬂfiA,AQ'_SjZCj Fll_SlCZ

i=1 i=j+1 QI

A APEs;® - ®s,: A R---®A,

Eeldame, et toestatav vdide kehtib I'; I s; : C; korral. Sellest eeldusest leidub toes-
tuspuu sekventsile Ay, I', Ay F s;[t/z] : C;. Saame konstrueerida puu

j—1 . . n

PZI_SZCZ ) Al,F,AQI_Sj[t/.I'] ZCj FZI_SZCZ

i=1 i=j+1 ol
AT P51 ® - ®s5j-1Q8[t/x] 841 Q- @8, : B

Kuna ténu lemmale 4.12 esineb muutuja x termis ¢ kuni iiks kord, siis kehtib
sit/r] = (51 @ @ sp)[t/2] =51 R+ ® 5521 @ 84[t/x] @ Sj11 ® -+ @ 5y

JUHT ®E. Olgu niitid termi s toestuspuu viimane reegel ®E. Seega on iilaltoodud sek-
vents tdpsemalt kujul Ay, U, Ay - match(v;zy...z,.u): Bykus VkEv: A ®---® A,
ja Ay, 212 A, ..., Ay, As B w0 B mingite muutujate x1: A4, ..., z,:A, korral. Kuna
x:A € A, U, Ay, siis saame vaadata kahte varianti. Olgu esimesel juhul x:A € ¥ ehk
UhEov:A® --®A, ontidpsemalt ¥V, 2:A, Vs v : A;®---®A,. Kasutame niiiid termi
v sekventsil induktsiooni eeldust, millest kehtib W4T, Wy - v[t/x] : A1 ®---® A,,. Saame
sekventsidele W1, I', Uy Foft/z] : Ay ® - ® Ay, ja Ay, a2 Ay, .o 20 Ay, Ao s B ra-
kendada reeglit ®@E ning kehtib Ay, Uy, T', Wy, Ay - match(v[t/z]; 2 . .. 2p.u) : B. Ténu
lemmale 4.12 ei esine muutuja z termis s korduvalt ning oleme ka eeldanud, et vabad ja

seotud muutujad on erinevad, seega toepoolest s[t/x| = match(v[t/z|;z1 ... x,.u). Tei-
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sel juhul z:A € Ay, As. Eeldame, et x:A € A; (juhul 2:A € Ay on tdestus analoogiline).
Seega Ay = Qp, 2: A, Qs.

UhFv: AA® --®A, O, 1:A, Qo x1: A, ..., Ap, Ao Fu: B

QK

Ay, W, Ay F match(v;zy ... x,.u) @ B
Rakendame induktsiooni eeldust sekventsile Qq, x: A, Qo, x1: A1, ..., 2, A, Ao Fu: B
ning saame, et Oy, Qo 21:A1,. .., 2, A, Ag F ult/x] © B. Rakendades niitid eelne-
vale sekventsile ning ¥ F v : A ® -+ ® A, reeglit QE, saame 2,1, s, U Ay
match(v; zq ... x,.uft/z]) : B. Tdnu lemmale 4.12 ei esine muutuja x termis s kordu-

valt. Lisaks erineb ta seotud muutujatest, siis kehtib s[t/x] = match(v; z; ... z,.ult/z]).
JUHT 11. Siis on termi s kontekst tiihi ning vaite eeldused ei kehti.

JUHT 1E. Olgu niitid termile s vastava toestuspuu viimane reegel 1E. Seega on téapse-

malt sekvents A, 2:A, ¥ I s : B hoopis kujul Ay, U, Ay - matchy,a, (v;w) : B ja vastav

toestuspuu
Uhko:l A, AoFu:B
®RE
Ay, W, Ay F matchy s, (v u) : B
Saame jalle vaadata kahte juhtu ning toestus on analoogiline ®E juhule. O]

Jareldus 4.16. Hdsti titibitud @-termidel on lubatud reegel

n
i=1

Ty, .. T b t[ti /1] .. [ta/an] : B

(Fll_tlAz) $12A1,...,.’En3An|—tiB

C

Toestus. Olgu lubatud reegel C ning leidugu toestuspuu sekventsile I' - s : B. Me
néditame, et siis leidub sellele sekventsile ka C-vaba toestuspuu. Teeme seda indukt-
siooniga selle sekventsi toestuspuu struktuuril. Jarelduse 2.21 toestusest saame reeglite

ID ja f juhud.

JUHT ®I. Olgu term saadud reegli ®I abil. Sel juhul s = $; ® - - - ® s,, mingite termide
S1,.-.,8, korral ja T' = T'y,...,T,. Eeldame, et iga ¢ € {1,...,n} korral leiduvad
sekventsile I'; - s; : A; C-vabad toestuspuud. Kusjuures siis B = A; ®---® A,,. Saame

konstrueerida C-vaba toestuse
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' sy A I, Fs,:A,
®I

Fl,...,rnl_51®---®3n;Al®...®An

JUHT ®E. Olgu termi s téestuspuu viimane reegel ®E. Siis s = match(v;z ... z,.u)
mingite termide v, v ning muutujate z1, ..., x, korral. Eeldame, et sekventsidele ¥ I~
v:A®---® A, ja A xAy, . 1, AL, @ F ou o B leiduvad C-vabad toestuspuud.

Kusjuures siis I' = A, ¥, ®. Saame konstrueerida C-vaba toestuspuu

VhEov: Ai®---QA, A xi:Aq, . AL, PHu B
b2

A, ¥, ¢ F match(v;zy...x,.u) : B

JUHT 1I. Kui termi toestuspuu viimane reegel on 11, siis ongi toestuspuu C-vaba.

JUuHT 1E. Olgu termi s viimane reegel 1E. Siis s = matchaje(v;u) mingite termide
v ja u korral. Eeldame, et sekventsidele ¥ v : 1 ja A, ® F u : B leiduvad C-vabad
toestuspuud. Kusjuures siis I' = A, U, ®. Saame kontrueerida C-vaba toestuspuu, ra-
kendades neile sekventsidele reeglit 1E. Kui termi toestuspuu viimane reegel on C, siis

on pohjendus analoogiline jarelduse 2.21 vastava juhu argumendile. O]

Hasti tiitibitud ®-termidel defineerime niitid uue ekvivalentsiseose. Olgu = viahim ek-

vivalentsiseos, mis rahuldab jargmisi tingimusi: 2]

kui £y = ty, siis ) = ty;

match(t; ® -+ @ tp; Ty ... Tpt) = [ty /1] .. [t/ T0]; (B)
match(v; &y ... Zp.t[z @ - @ 2, /y]) = tv/yl; (n)
match(x; 1) = t; (B1)

match(v; t[x/y]) = t[v/yl; (m1)

kui s = ¢, siis t[s/x] = t[s'/x].
Viimane vordus tagab, et saame ekvivalentsi = viia kuitahes stigavale termi struktuuri.
Selle vorduse abil kehtib néiteks (match(x;t)) @t =t @ t'.

Mirkus 4.17. Selleks, et S-reegli abil saadud term t[ty/x1]. .. [t,/xy] alati hdsti tid-
bitud ja defineeritud oleks, eeldame, et termid ty, ..., t, ei sisalda (ei vabalt ega seotult)

muutujaid x1, . .., x,. Saame alati valida sellised termide tq, . .., t, ekvivalentsiklasside
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esindajad, et soovitud eeldus kehtiks. Edaspidi teeme [3-reeglit rakendades selle eelduse

vaskimisi.

5 Esitatavad multikategooriad

Definitsioon 5.1 ([5, Definitsioon 8.3]). Utleme, et multikategooria M on esitataw,
kui 1ga M objektide jarjendi Xy, ..., X, korral eksisteerib morfism

TXy,..., Xnin,...,Xn—>X1®...®Xn

objektidest Xy, ..., X, objekti X1 ® --- ® X,, sedasi, et kujutus

M(Zh...,ZT,Xl®"'®Xn,Zr+1...,Zm;Y)

M<Zh-'-7ZT7X17'"7Xn>ZT+17---7Zm;Y)

on bijektiivne.

5.1 Naited

Vaatleme néidet 3.2. Olgu antud loplikumootmelised vektorruumid Vi, ..., V,, koos
vastavate baasidega ey, = {€11,...,€1m - -rev, = {€nts- -, Enm, . Saame konst-
rueerida vektorruumi Vi ® - - - ® V,, baasiga ey, X - -- X ey, . Vektorruumi V; ® --- @V},
nimetatakse ruumide V4, ..., V, tensorkorrutiseks. Tuletame meelde, et kui n = 0, siis
loeme baaside otsekorrutiseks ey, x - - - X ey, lihe-elemendilist hulka {*}. Sellise baasiga

vektorruum on isomorfne korpusega K, seega ongi n = 0 juhul tensorkorrutiseks K.

Naide 5.2 (|4, ptk 25]). Multikategooria FinVecy on esitatav.

Vaatleme naidet 3.4. Leidugu kategoorias C algobjekt ning iga kahe objekti jaoks
nende kokorrutis. Olgu antud objektid Xi,...,X,,. On teada, et kategoorias leiduvad
binaarsed kokorrutised ja algobjekt parajasti siis, kui leiduvad koik loplikud kokor-
rutised. (|8, duaalselt lause 5.8]) Olgu seega antud objektide Xi,..., X, kokorrutis
(X1+--+ X, 7x,,-..,7x,). Objektiks X; ® --- ® X,, valime X; + ---+ X, ja mor-

fismiks 7y, . x, morfismi (7y,,...,7x,). Sel juhul leidub iga morfismi

.....

(gla'--7g'r‘>fl7"-;fnagr+17-"7gm):Zl;--'aZraXla"-aXn7ZT+la---aZm_>Y
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jaoks unikaalne originaal (g1, ..., Gy, [ Gri1,- ..+ gm) sedasi, et

(G1s- s Grs f1y ooy frs Graty oo s Gm)
= (gl,...,gr,f:,gr+1,...,gm>O(ile’...,Z‘dZT,(ﬂ-l,...77Tn),Z’er+l...,idZm>
= (1, Grs f O M1y T0) s Grits e ooy Gim)
= (g1, g, (fomi, ., fOm) Grits s Gm)
= (

gl?"'7g7‘7foﬂ-17"'7fo7rn7g7"+17"‘agm)7

kus f unikaalsus tuleb kokorrutise universaalomadusest. Erijuhul n = 0 on objektiks

X| ®---® X, kategooria algobjekt.

Naide 5.3. Multikategooria C,. on esitatav parajasti sis, kui kategoorias C leidub alg-

objekt ning iga kahe objekti jaoks nende kokorrutis.

5.2 ®-termid ja esitatavad multikategooriad

Lemma 5.4. Olgu x,y, z sellised iiksteisest erinevad muutujad ja t, s sellised termaid, et
muutujay ei esine termis s. Kui termid t|z/yl[s/x], t[s/x|, t[s/z]|[z/y] on hdisti tiibitud,
8118

tz/ylls/x] = t[s/x] = t[s/x][z/y].

Toestus. Loomulikult ¢[z/y] = t. Oleme juba ndidanud, et substitutsioon on hésti de-
fineeritud ekvivalentsiklassi esindajatel seose = jargi (vt teoreemi 3.6 toestuse algust).

Sellest
tlz/yl[s/x] = t[s/x].

Ekvivalentsiseose = definitsioonist on ka

tls/x] = t[s/x][z/y].
[l

Lemma 5.5. Olgu x,y teineteisest erinevad muutujad ja t, s, v sellised termid, et x,y

et ole termis t seotud. Siis

tls/x][v/y] = tlv/ylls[v/yl /=],

Toestus. Lemma saab toestada induktsiooniga termi ¢ struktuuril. Baasjuhul, kus ¢

on muutuja, saame vaadelda kolme juhtu: t = z, t = y voi t # x voi t # y. Muudel
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juhtudel jareldub toestus otse induktsiooni eeldusest.

Markame, et kui lisaks muudele eeldustele muutuja y ei esine termis s, siis iitleb
lemma, et substitutsiooni rakendamise jarjekorda voib muuta. Seda seetottu, et siis

slv/y] = s. O

Teoreem 5.6. Hasti titibitud ®@-termid dle signatuuri ¥ = (3, F) muutujates X® =

(X%) aexe moodustavad esitatava multikategooria T®(X) jirgnevalt antud viisil:

1. OWTE(D)) = £2;

2. T®(X)(Ay, ..., A,; B) elemendid on selliste histi tiibitud termide t € T (X)

ekvivalentsiklassid [t|=, mille jaoks leiduvad mingid muutujad x4, ..., x,, et keh-

tiks x1:Aq, ..., 2 A, Et: B;
3. iga objekti A € X° jaoks on ihikmorfism |x]=, kus x on muutuja tiipi A;
4. morfismi [t]l= € T®(X)(A4, ..., Ay; B) ja morfismide

[81]5 € T®(2>(A11, e 7A1m1; Al), <y [Sn]E S T®(2)<An1, e 7Anmn7An)

kompositsioon on morfism [t[s}/x1]...[s) /xn]]=, kus s}, ..., s on valitud selli-
sed, et:

o | X5y, 8 sy

o termide t,s),...,s, vabade muutujate hulgad ja seotud muutujate hulgad

oleksid paarikaupa lotkumatud.

Toestus. Eeldame jérgnevalt, et termid on valitud komponeerimiseks sobivalt (iilaltoo-
dud viisil). Oleme juba veendunud, et kompositsioon on hésti defineeritud ekvivalentsi
2 suhtes. Veendume niilid, et sama kehtib ka uue ekvivalentsi = suhtes. Teame seose

= definitsioonist, et kui s = ¢, siis

t[s/z] = t[s'/x]. (1)
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Seega piisab veel niidata, et kui on antud

1AL, oAy EE B xi: A, oA FY B

Y1 Ay Yy Ay B s Ay Y Aty Yimg - A B 8/1 t A

Yna - Anla <o Ynmy, Anmn - Sp - An Yna - Anla s Ynmy, Anmn = S;—L : An7

kus t = ¢/, siis

t[sl/:EJ Et/[sl/sz (&S {L?n} (2)

Sellest jareldubki tédpselt nagu vaja, et kui t = t/,sy = s,...,5, = s}, siis t o
(81,..-,8,) =t o (s),...,5,), sest

t =1t = tlsi/m] =t[s1/x1] = t'[s}/x1] (2jal)

= t[s1/21][s2/w2] = [ /21][50/ 0] = ¥[8 /1][53/ 2] (2jal)

= t[s1/x1] .. [Spo1 /T = V[ 21] .. [S),_1 /0] (2jal)

= tls1/z1] ... [sn)/zn] = [s)/21] ... ]S,/ Tn) (2jal)

Veendume, et omadus 2 kehtib viimase viie vorduse korral, mille abil on seos = antud.

1. kui t = match(t; ® -+ ®t,; 21 ... 2,.q) jat' = q[t1/z1] ... [tn/ 2] €hk t =t reegli

[ kaudu, siis

t[s;/2;] = match(ty ® - -+ @ ty: 21 . .. 2.q)[5:/74]
= match((t; ® -+ Q@ t,)[si/xi]; 21 - - - Zn-q[si/xi])
= match(ti[s;/2;] @ - - @ tu[si/ai]; 21 - .. 2noq[si/24])
= qlsi/xl[ta]si/@] /=] - [tnlsi/xi]/ 20 (8)
=qlt1/z1] ... [tn/2n][s:/ %] (lemma 5.5)
= t'[si/xi]

2. kui t = match(v; 21 ... 2,.¢[z1 ® - - ® 2,/y]) (kusjuures valime sellise esindaja ¢,

et y # x; ja muutuja y ei esineks termis s;) ja t’ = g[v/y| ehk t = ' reegli n
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kaudu, siis

t[s;/x;] = match(v; 21 ... 2,.q[21 ® - -+ ® 2, /y])[8:/ %]
= match(v[s;/x;]; 21 ... 2,.q[21 @ - -+ @ 2, /y][8:/ xi])
= match(v[s;/x;]; z1 ... zn.q[si/xi][21 @ - -+ ® 2, /Y])
= qlsi/wi][v]si/xi] /Y]
= qlv/y][si/xi]

= t'[si/ 2]
3. kui t = match(x; ') ehk t =t reegli 51 kaudu, siis

t[si/x;] = match(x; t')[s; /2]
= match(x[s; /x;]; t'[s;/x;])
= match(x; t'[s;/x;])

t'[si/ ]

(lemma 5.5)

()
(lemma 5.5)

(1)

4. kui t = match(v; s[x/y|) (kusjuures valime sellise esindaja ¢, et y # x; ja muutuja

y ei esineks termis s;) ja t’ = s[v/y| ehk t = t' reegli n; kaudu, siis

t[si/x:] = match(v; s[x/y])[s:/ ]
= match(vs;/xi]; spe/yllsi/zi])
= match(vs;/xi]; slsi/zi][x/y])
= slsi/xi][v][si/xi] /Y]
= s[v/yllsi/xi]

:t'[sl/xl]
5. kui t =wv[s/x] jat' = v[s'/x], kus s = ¢/, siis

tsifa.] = vls/a][s: ]
— ofs/a]ls/a]
= vfs;/xils /2]

= t[s'/]

(lemma 5.5)

(m)
(lemma 5.5)

(5.5)

Jarelikult on komponeerimine hésti defineeritud. Teoreemi 3.6 toestusest saame niiiid,

43



et termid moodustavad kirjeldatud viisil multikategooria. Kuna komponeerimine ei
soltu ekvivalentsiklassi esindajast, siis edaspidi tahistame morfismi [¢t]= lihtsalt ¢, kus

klassi esindaja t on teoreemi sonastuses antud viisil sobivalt valitud.

Tarvis on veel toestada, et see multikategooria on esitatav. Tiilipide A4, ..., A, € X¢

(kus n # 0) jaoks konstrueerime termi (ehk morfismi)
/n—Ala"-»An : Al? LR 7An — Al ® o .. ®An

jargmiselt:

1D ID
xl:Al F I Al cee l’niAn F Iy - An

®I
r1A oA E i ® Qe AR ® A,

Téhistame lihemalt 7 := w4, 4,. Néitame, et niitid on kujutus

T®(E)<Cl, e 7OT7A1 R X An,cr+1 e ,Cm,B)
lt*—)to(idcl yeenstdoy. ,ﬂ,idcr+1 ...,idcm)

T®(E)(Cl, ce ,Cr, Al, ce >An7 Cr—i—l» ceey Cm; B)
bijektiivne. See tdhendab, et iga morfismi
tlCl,...,Cr,Al,...,An,CT_H,...,Cm — B

korral leidub itheselt mésratud morfism¢ : Cy,...,Cp, A1 ®---®A4,,Cyiq,...,Cy — B

sedasi, et t =t o (ide,, .. .,idc, 7, ide ., idg,,). Olgu siis antud morfism

r+1 *°
y1:C1, ooy Cry Ay oo Ay Y101, - YO 2 B
Parema loetavuse jaoks toome sisse tahistused

A =y:Cp, .y Cry Ti=ap A Ay @ =000 1, YO,

Defineerime termi ¢ = match(z; 2, ... x,.t), mis on saadud jargnevalt:

1D
AR QA Fr AAR-®A, AT, ¢+t: B

RE
Az:A Q- ® Ay, ®F match(z;zy ... 2,.1) 1 B
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Sellisel juhul toepoolest

to (Z'dcl7...,idcr,71',l'dcr+l ...,idcm)

>

a/w] - [yl © - @ 2] (2041 Sy - [2m /Y]
tr) @+ @ /2] (lemma 5.4)

= match(z;zy ...z, 0)[11 ® -+ @ 1, /7]

= match(z; ® -+ @ Tp; 21 ... Tp 1)

=tz /x1]) .. 10/ T0) ()
=t.
Veendume, et selline ¢ on unikaalne. Olgu siis antud morfism ¢;:C4, . . ., ¢u:Cy, y:A; &

e ® Aanr+1:Cr+17 s

Sellest

match

>
I

match

= match

= elz/y]

= €.

T;x7 -

(

= match(x;z; ..
(r;2q ..
(

T;x7 -

,Qqm: Cm e @ B sedasi, et

e o (chl7 Ce ,idCT,ﬂ-,idCr+l e ’chm) = t.
Tp.t)
.XLp.€0 (idcl, e ,Z‘dor,ﬂ',idcﬂ_l R ,idcm))

Tnelz/aq], . [ /@ ]T @ @ T fyl[zr1 /Gra] - - (2 dm])
Tpelr] @ R 1y, /Y]) (lemma 5.4)

(1)

Erijuhul n = 0 defineerime morfismi 7y := %, kus % : () — 1. Olgu antud morfism

y1:C1, e Y Cry Y 1:Coi 1, -y G H 2 B

Parema loetavuse eesmargil tdhistame

A= y:Cy .y O D=y 1:Criq, o YO

Konstrueerime antud termile originaali # = matcha ¢(z;t) eespool kirjeldud kujutuse

suhtes jargnevalt:
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rlkx:1 Ad+Ht: B
1E

A, z:1,® F matcha ¢(z;t) : B

Termi ¢ unikaalsus ning originaaliks olemise toestused tulevad analoogiliselt eespool

oleva iildise juhuga. O]

Eelnev teoreem iitleb, et termarvutus, mis modelleerib mittekommutatiivset lineaar-
loogikat vaid tehtemérgiga ® ja toesusega 1, moodustab esitatava multikategooria

signatuuril.
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Kokkuvote

Bakalaureuset6os kirjeldati lineaarloogika multiplikatiivset fragmenti. Tutvustati teh-
temérkideta loogikale vastavat termarvutust ning selle moningaid peamisi omadusi.
Seejarel toodi sisse multikategooria ja vaba multikategooria moisted. Veenduti, et
termarvutus, seeldbi ka vaadeldav lineaarloogika fragment, moodustab need struktuu-
rid. Teises osas lisati vaadeldavale loogikale multiplikatiivse konjunktsiooni tehteméark
® koos primitiivse toesusega 1 ja laiendati selle interpreteerimiseks ka termarvutuse
struktuuri. Toodi sisse esitatava multikategooria moiste ning viimaks toestati, et li-

neaarloogika koos tehtemérgi ® ja toesusega moodustab esitatava multikategooria.

Kaesolevas t60s jouti kirjeldada lineaarloogikat kahjuks vaid {ihe oma tehtemérgiga.
Jargmise sammuna voiks néidata, et kirjeldatud termarvutus moodustab samuti va-
ba esitatava multikategooria. Edasi voiks sisse tuua ka multiplikatiivse disjunktsiooni
margi % ja uurida, millise lisastruktuuriga multikategooria vastab molema tehtemér-
giga ® ja & loogika fragmendile. Just see samm pakub autorile endale koige rohkem
huvi. Samuti jai uurimata kogu lineaarloogika aditiivne fragment koos aditiivsete teh-

temérkidega.

Autor ténab Emmat, kes on viimased kolm aastat helgeks teinud.
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