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Einleitung. 

+! 
D i e  wiclitigsten und schwierigsten Aufgaben der Geometrie und Mecha- 

nik, wie die Qiiadratur der krummen Linien und ihre Rectification, die 

Quadratur der krummen FIächen,- die Berechniing des Irihaltes unrcgel- 

mässiger Körper, die Gesetze der Bewegung eines freien Systems von 

Körpern urid dergleichen mehre, waren den alten Mathematikern, so lange. - 
man sich der synthetischen Methode bediente, entweder ganz unzugäng 

\- 

lieh, oder wtwden von ihnen tbeilweise mit der grössten M ~ h c  aufgelöst. 

A r c l i i n i e d e s ,  C a v a l i e r i ,  T o r i c e l l i ,  R o b e r v a l ,  P a s c a l ,  F e r m a  

11. a.- rn. konnten bei all ihrem Genie, das sie zu grossen Entdeckiingen 

leitete, das nicht leisten, was Ne  W t o 11 lind L e i b  n i t z  diirch die Erfin- 

dung der Differential- und Integralrecliniing fiir jene Wissenschaften ge- 

leistet haben. Mit diesen Männern beginnt daher, wic eine neiie Epoche 
- - 

& tiberhaiipt eine ncue Aera flir alle Zweige der reinen lind angewand- 

ten Mathematik. Der mensciiliche Geist dringt seit dieser Zeit mit FIulfe 

der siibtilsten lind abstractesten analytischen BetracRtungen tief in die Na- . 

tur, und eine- grosse Reihe' von Katurerscheiniingen, die man Jalirhiinderte 

hindiirch als Räthsel betrachtet hatte, stellten sich jetzt dem zersetzenden . 
- Verstande ins hellste Licht. E s  entstanden neue Theorien, welche wieder * 

zii neuen Entdeckungen den Weg bahnten; so dass dadurch die Infinite- 

_ simalrechnung gleichzeitig ein neues -Moment zu ihrer ,weiteren Ausbil- 



6 

: dring und Vervollkonimnung erhielt. Die ersten Schriftsteller, welclie die 

Analysis auf die Geometrie und Mechanik anzuwenden versuchten, waren 

W a l l i s  in seiner A r i t h i n e t i c a  i n f i n i t o r i i m ,  M e r c a t o r  iind H u y -  

gens .  Zuletzt erschienen L a  Mbthod ,e  d e s  F l u x i o n s  von M a c l a i i -  

r in und eine Reihe verschiedener Schriften von N e  W t o n ,  L e i b n i  t e 

und B e r n o 11 11 i , welche die Wissenschaft mit den wichtigsten Entde- 

ckungen bereicherten und ziigleich die Basis bildeten, auf welcher das 

ebenso kolossale als glänzende Gebäude der neuereh Mathematik aiifge- 

fi~lirt werden sollte. Im XVIII Jahrhundert macht E u l e r  allein eine 

Epoche in der Geschichte der Differential- und Integralrechnung aus, denn 

seine Arbeiten zeichnen sich. besonders dadurch aus, dass er vor allen an- 

deren die analytisclie Methode qu vervollkommnen suchte, indein er die 

, Ansichten der reinen Geometrie immer mehr entfernte. E r  stellte zuerst 

das Beispiel jener Dediictionen auf, in  welclien die Bedingungen des Pro- 

blems erst mit Hiilfe algebraischer Symbole ausgedrlickt werden, und ! 
dann das Rechnen allein alie Schwierigkeiten zu entwickeln und besiegen ; 
hat, und zeigte hierbei einen so aiisserordentlicheii Scharfblick und einen 

ebenso tiefen als schüpferischen Geist, dass er  eben dadurch seiner Wis- 

senschaft eitre ganz neue Gestalt gab. Auch behandelte er  die Mechanik 

durch die Analysis, und indem er so den Umfang dieser Wissenschaft er- 
! weiterte, vervollkommnete er ziigleicli die Differeatial- und Integralrech- 

nung. Ferner bearbeitete E n 1 e r  ') mit besonderer Vorliebe die bestimm- 

ten Integrale, und7 wird daher mit Recht als Schöpfer dieses wichtigen 

Thcils der höheren Analysis angesehen. Endlich ausser der Findung ei- 

ner Menge sehr wichtiger Integrale dieser Art, gebührt ihm insbesondere 

die Ehre des Entdeckers einer ganzen Theorie der bestimmten ~ n t e ~ r a l e ;  

1) Inrititutionum Calculi Integralis T. I. Cap. Vn, VIII, M und T. N. 



die später ~ e ~ e n d r e  ) , , e u l ~ r s c h e  In tcgra legg  benannte, dieselben 

dadurch noch mehr entwickelnd lind erweiternd„ dass er die Theorie der 

Elliptischen Functiorien init ihnen verband und zur Berechnung beider 

Arten der IntegraIe Tafeln inittheilte. Das classisclie Werk von Legendre 

und die raschen Fortschritte der angewandten Bfatliematik haben mit 

Recht die Aufinerksairikeit der neueren Mathematiker Frankreichs iirid 

Deiitschlands auf dieser) Gegenstand gelenkt. Unter den erstern zeichnet 

sich C a ii c'li y ') aiis durch seine zahlreichen Memoiren und Schriften 

über die bestimmten Integrale, die eine RIenge sehr interessanter und filr 

die verschiedenen yhysikalisclien Theorien sehr wichtiger Untersuchungen 

enthalten. Er hat iiin die höhere Analysis besonders dadiircli grosse Ver- 

dienste, dass er den Werth der bestimmten Iiitcgrale in dem Fall,  wenn 

die zu integrirende Function zwisclien den gegebenen Gränzen Unterbre-. 

chuiigen der Caiitinuität erlcidet oder unendlich wird, genaiier untersiicli- 

te, lind Alles auf die Integrale zwischen imaginären Gränzen anwendete; 

so dass man ihm eine vollständige und ganz allgemeiiie Theorie dieser 

Integrale verdankt. Weiter haben sich L a p l a c e  3 ) ,  K r a i n p  4, und 
- P o i s s o n J) theilweise mit  diesem Gegenstande beschäftigt und es -ist 

. ihnen gelungen mittelst der bestimmten Integrale die allgemeinen Siimmen- . 
ausdriicke (Fonctions genkratrices) melirerer Reihen zu finden lind da- 

durcli einige der PartialgIcichungen zii integrircn, welclier Methode ba- 

1) Exercices de Calcui ~ntegral parkegegbndre T. I. pag. 2%)-301. Paris 1811. 

2) Exercices de krathdmatiques an vielen Or%n und Minioire snr Ies Ihdgrales deftnies prises entre de8 fi- 

mites imaginaires. Paris 1825. 

1 3) Thborie analytique des Probabilitks, Rag. 13-36. Pans 181h. 

4) Analyse df: Refractions astronomiques et terrestres. 1799. Chap Ii l ,  

5) nlbinoires de I'dcadcmie des seiences. 1816. 



sonders F o u r  i e r  *) in seinen Vntersuchungen aber die ll'änne, um die 

Bestiininung willkürlichen Constante zu vermeiden, sich bedient hat, in- 

dem er ihr zugleich eine tiefere Entwickeliing und grössere Vollkommen- 

heit gab. Aiich können wir  die wichtigen Entdeckungen, nicht mit 

Schweigen iibergehen, welche in der iieusten Zeit J a C o b i 2) und A b e I 3 )  

iin Bereich der bestimmten Integrale durch Bearbeitung der Elliptischen 

Fiiiictionen gemacht haben ; obwohl dieser intressante Gegenstand wegen 

seiner ausserordentlichen Ausdehnung in unserer Disserfation nicht aufgc- 

nommen werden konnte. Ferner hat unser vaterländischer Mathematiker 

0 s t r o g r  a d s k y mehrere schätzbare Memoiren der Petersburger Akade- 

mie der Wissenschaften iiber die bestimmten Integrale mitgetlicilt, die 

grosses Aufsehen auch bei den bakanntesten franzüsischen Mathematikern 

.erregten. Endlich Iiaben a ~ c h L e j e u n e ~ D i r i c h i e t  4, und G r u n e r t  S, 

einige Beweise vervollkommaet. . . 

Indem wir hiemit ziim Schlusse eilen, figen wir noch ein Paar 

Worte Uber den Plan der Dissertation hinzii. Sie enthält zunächt d r e i  

Capitel ; in deren e r  s t e m  sie sich rnit den Eigenschaften, die allen Inte- 

graIen mit einer Veränderlichen ziikominen, beschäftigt. Das z W e i  t e Ca- 

pitel aber enthält niir einige von Ca11 C h y 6, in dem M e in o i r  e s u r  
l e s  i n t e g r a l e s  d h f i n i e s ,  l u  a I ' I n s t i t i i t  l e  2 2  Aoi i t  1 8 1 4  etc. 

vorgetragene SBtze. Das d r i t t e endlich behandelt die verschiedenen 

Methoden, die zur Entwickelung der Wwthe des . .  bestimmten Integrale 

- # 

1) ThBorie de 1a Cbaleur par Fonrier. Paris 1822. . 

2) gundamenta nova Theoriae functionum ellipticarurn. ,4899. 

3) Prhcis d9une theorie des fonctions elliptiques, ein unvollendetes Werk. 

41 Creiies Journal der reinen und angewandten Malhematik. B. IV. . 
5) Supplemente eu  G. S. Klügels WIirterbuche der reinen Mathematik. B. I. - 6 136-283. 

6 )  Mbmoiree pr6sentes par diveri savang a 17Academie de scienes. Paris 1827,- X. i. p. 601 ctc. 



führen, und setzt ausser inehren merkwitrdigeii Integrale die Theorie der 

E U l e r s C h e 11 aiiseinander. Ich kann nicht leugne11 , dass das Thema, 

welches ich zum Gegenstand meiner Arbeit gewählt habe, sehr umfassend 

ist, und vielleicht für den vorliegenden Zweclr nicht ganz passend er- 

schcirit; weil jedes von den hier erwähnten Capiteln so wichtig und reich 

an Quellen ist, dass es bei gehöriger Miisse, und Bearbeitung einen scliwer 

zii erscliöpfenden Stoff zu einer vollständigen Dissertation darbieten 

könnte. &eine Absicht aber w a r  in  der kurzen Zeit die mir noch zu 

Gebote stand, wenigstens einen fIiichtigen Ueberblick Uber die ganze 

Lehre der bestimmten Integrale zii geben, weshaIb ich inicli auch so viel 

als möglich an die allgemeinen Methoden und Theorien gehalten habe. 

In die Uniersiichang des Werthes der einzelnen Integrale konnte ich inich 

natiirlicli nicht einlassen. 



uber die allgemeinen Eigenschaften der bestiniinten Siitegrale.' - L 

$ i. Det umstand,  dass man nach der vol l~ndeten liitegration' eines Differentials zu 

deiii erhaltenen Ausdruck immer eine constante Grösse hinzufügen muss um ihm alle nöthige 

Allgemeinheit zu verschaffen, macht einen solchen Ausdruck zweifach unbestimmt? E r  i s t  

erstens insofern unbestimmt, a ls  seine veräriderliche Grüsse alle mögliclien JVerthe annehmen 

-'kann, und zweitens, weil die hinzugefügte Constante, aIs völlig willkürlich betrachtet wer- 

- -,, den soll. I n  der angewandten, ja sogar i n  denjenigen Wallen der reinen Mathematik, wo es  

darauf ankömmt den nnmerisch'en W e r t h .  eines Tntcgrals 2u wissen, kelchen es  für einen 

jeden gegebenen TVerth der Veränderlichen aniiimirit, wird die Allgemeinheit eines solchen 

Ausdrucks dadurch , beschriinkt, ' dass man der willkürlichen . Constante einen bestimmten 

IVerth beilegt, der etwa so gewählt ist, dass das Integral mit  der Veräiiderlicl~en zugleich ver- 

schwindet oder ähnlichen Bedingungen entspricht. 
.- 

E s  sey uns  aus den Bediugungen der Aufgabe, ode; sonst. auf irgend eine W e i s e  be- * 

kannt, dass das Integral Y= fXdx, wo X irgend eine Punction von x bedeutet, für x = x ,  . 

den W e r t h  hekommt. Dnrch I n t g r a t i o n  des Diff&entialausdrncks Xdx ergiebt s ieh,  in- 

dem wir mit Q(x) die unmittelbar dadurch erhaItene Function bezeichnen ~ o l l e n ,  

. = J X d x  = @(.X) + Coolzst. 
f 

: also für X = xo -- 
V = @ ( X ~ )  + Gons, w o r k s  COns..= s -, ~ : x , )  

nnd 



. . Nehmen wir ,nun an, dass X der Reihe nach folgende Wbrtke erhllt 
* - 

$ 0 ,  X , ,  X „  . . Xn-9, X n - t ,  X n '  - I . 
deren jeder seinen vo&ergehenden um eine beliebig kleine Qu,mtität i übertrifft, so d a p  

! ~ ~ f ~ ~ - / - i ~ ,  x ~ = x ~ z ' ,  x l = k p + i 2 ,  9 , . x n = x n - r  + i n - „  
$ .  . . .  

wo z„ z , ,  E*, . . in -#  Mi Allgemeinen sehr kleine positiven Grössen sind. Die Eie- 
- ,  _ 

hente --- - - .  --- 
- - . - 

& _ _ L_ . 4' - X,-%„ x r - x X ,  x ~ - x , ,  ..:_. ~ n ' - ~ n - t  

i n  ntelehe d ~ r  wnterschied Xn - xo dadurch verlegt wird, haben alle einerlei Vorzeiclie;~,' 

iind sind positiv, wenn S n  > xo ist. Bezeichnen wir den Wertli,  welchen das Integral 

= JXdx für X = X ,  erhält mit 7 ,  so ergiebt sich aus den Gleichungen (1) und ( 2 )  nacli- 

dem wir darin .T = x r  setzen 
i 

\ 

. . V ,  = @(X,),+ , = * $ @ ( x d  - @(.T01 
- > ,  

(4 

~ u & t ~ o n ' &  f io) n a c k  dem Tajlor'schen Lehrsatze entwickelt giebt, . indem mau r = X,, 

setzt: 

wo Q', @", @'I' . . . die derivirten Functionen von bedeliten. Vernachlässigt nian die 

zureite und alle höheren Potenzen von io wegen seiner Kleinheit, so hat man fiir n, folgeu- 

- den WJerth 

v x  =W + ~ ' ( x o ) i o l  (4) I 

Eben auf dieselbe Weise ,  wie man aus dem Werthe V des Iritegrals den Wer th  V ,  ab- 

geleitet hat, kann man .aus diasem- wieder den Wer th  n, für = X ,  al ld ten ,  und so bis 

rfi fortfaliren. Dadurch erhalt man folgende Reihe von Werthen,  welche das gegebene Inte- 
/ \ 

gral-y =JA% annimmt, indem-nar& und nach X = X , ,  X = X , ,  . . . bis zuletzt r = xn - - .  
gesetzt wind : - -- - - 

, T -  = C + $'(X,) 

7z- = 8, . + Q1~xo)~ ' ,  - 
= V =  4- @'(cx)iz ?/? ., 4 % 



Da aber io r X ,  --ro, it = x2  - X ; ,  . . . i n - r  = x n  - S n - # ,  SO ergiebt s b h ,  indem wir 

den W e r t h  von V ,  in ~5 und den dadurch erhaltenen Wert11 von r ] ,  wieder in  9, substitni- 

ren und so weiter fortfahren: 

r r ~  = r + @'(X,) (x1 - x0). 

3 2  = 90 -+ P ' ( x ~ I  ( X ,  - 5 0 )  + @(X=) ( ~ 2  - 5 1 )  

V ,  = 7 + P'<xo> ( X ,  - X , >  -I- @'(X,) ( X ,  - X I )  4- ~ ' ( x p )  (33 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
- - 

-P ~n = 7 4 ( X ,  - x O )  + @'(X,) ( X ,  - X,) + . . . PXxn-,)  ( ~ n - ~ n - t )  (6) 
Der letzte Ausdruck tritt dem TVerthe des Integrals y = f X d x  fü r  X = xn desto näher, je  

I .  

kleiner die Elemente X ,  - xo , X ,  - X ,  , . . . X n  - xn - I  sind. 

3 2. Um noch auf einem anderen Wege  zu zeigen, dass die so eben für qn gefundene 

Reihe bei Abnahme der Differenzen X ,  - X „  X ,  - X „  etc. . . . sich einer bestimmten 

Grlnze ii%:iert, wollen wir. folgende von C a n  c h y zuerst angegebene Umformung dieser Reihe 

anführen. Betrachten wir genauer den Ausdruck 

QIZ - v=@'(xo) ( x i - xa )  $ @'(xI) ( X ,  - x I )  $ qp(xZ) (xt  - x ~ )  f . . Q' (x~ - I )  ( ~ n -  ~ h - t )  (7) 

welchen wir der Kürze wegen mit S bezeichnen wollen, so ergiebt sich*leicht, dass @'(X,), 

Q'(x,), @'(X,) . . . Q ' ( x ~ - r )  alle einerlei Zeichen haben, wenn @(X)  zwischen den Gränzen 

x = x6 und X = x n  bestiiudig wächst oder abnimmt und ausserdem noch eine sGtige Fun- 
P- 

* j- ction ist ,  oder mit anderen Worten eine solclie Fuuction ist, welche sich unendlich wenig 

ändert, wenn ihre veränderliche GrGsse X einen unendlich kleinen Zuwachs bekommt. Die  

Fanctionen 

können wir noch so schreiben: 

' 
dadurch bekommen wir lauter positive oder lauter negative Brüche, deren Zähler und Nenner - 
addirt und die Summe der ersteren mit der Summe der letzteren dividirt, uns egnen Mittel- 

- brucli giebt, oder was dasselbe ist, einen mittleren Wer th  der Functionen p1(xO), Qf(n,) . . . 
Qf(xn-t), welchen wir mit ~ ' [ x ,  -f B(xn- xo)l bezeichnen wollen, wo 8 eine positive zwi- 

schen 0 und 4. liegende Grösse bedeutet; so entsteht folgende Gleichung 

B "  



I = $'[X* + Q b n  - x,>l, 
die den Werth  von S verwandelt 

S = @'[X,  + o(xn- X,)] (x~-x , ) -  (8) 

MTenn wir aber in dem Ausdrucke 

8 = @'(X,) (X ,-X,> + @'(X ,) ( X ~ - X , )  + @'(X,) ( X  q - ~  2) +. + qr(xn-f) ( ~ n  - x n - r ) ,  

welcher, wie 6s aus dem Obigen erl~ellt,  gleich QIP[xo + Q ( x n - X , ) ]  (xn-xo) ist, statt 

~ ' ( x l ) ,  @'(X,), @ ( X , ) ,  . . . überall QI1(x0) substituiren , so verwandelt er sich in  

(xn - S O )  @'(xo), (91 - 
so als ob der Unterwhied xn - X ,  gar nicht in Elemente zerlegt wzre; folglich kiinnen wir 

rückrvarts schliessen, dass der Ausdruck in welchen (XE - xk-I)  9 ' ( x k - I ) ,  bei Eintheilung 

in  noch kleinere Elemente übergeht, die Form ~ ' [ x k - I  3- 0I-r  ( X L  - x k - r ) ]  ( x l  - X & { )  

annehmen kans,  wo Bk-r eine GrGsse bedeutet, welche kleiner als 1 ist. Jetzt ist es leicht 

zu übersehen, dass der Ausdrnck (7) für 8 noch folgenderm~ssen dargestellt werden kann, 

. nehmlich 

B= (x1-xo)  g'Cx0 + 4 " ( ~ 1 - ~ 0 ) 1 +  ( x r - x r )  P'Cxi + g,(~a-xJI . 
- . + ( x n - x n - r )  Pt[xn-, + On11 (~n-xn-r)]> 

- 

iFo B,, B „  8„ B, . . . On+, zwischen 0 und 1 liegende Grössen sind. 

Setzen wir in  der letzten Gleichung 

+ ~ o ( x i - x o ) I  - = & @I, Q,'[xI + 4, (~2-x ,>I  = (P'(%,) & 6 

. . . Qt[xn-t + 4n- , (xn i~n- , ) ]  = Q'(xn-r) & mn-r i 

so verwandelt sie sich d$durch in  . . -- 

8 C (x~-xo> [ ~ ' ( X I , )  .f_ @J + (X,ZZI> [ ~ ' ( X I > .  & @ I ]  + * 
. .+ (xn-xn-f) [Pt(xn-r )  & ~ n - , ]  7 

- oder nacli der Ausführung der M ~ l t i ~ l i c a t i o n  wird 
- 

- S= ( ~ x - x o )  c P t ( ~ o )  + ( ~ 2 - ~ 2 . 1 >  qr(x,> $- (%,-X,) ~ ' ( x J  + . . : $- (xn-xn-,) Q'(%;) 

! 

sein. Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem Ausdrucke (7) für S, so ergiebt sich, dass -. : 
die Summe 

+? 



+ 7x,-x0) W~ $' (~2-x')  (x3-x2) ~i 2 * & (xn-xn-r) ~ n 4 . i  - 
den Zuwachs ausdrückt, welchen S durch die Annahme, dass jed,es der Elemente X, -X„  " 

X,-X„ &,-X„ . . . aus einer bestimmten Anzahl noeli kleinerer Elemente bestehe, ep- 
.." 

halten hat. Sind aber die numerischen 'CVerthe der Elemente X,-so, X,-X,, -x,-xo, 

. . . hinreichend klein, so worden auch die Quantitäten wo,  W, ,  U„ . . ,- (p-1 wenig 

von Null abweiahen; folglich wird aiich die Summe , . . - 8 

- &-- - +- (x,-x0) WO & (x,-x,) U ,  -1: (xJ-x,) ~2 & & (xn-X,-,) W;-, 

welche gleich .ist der S u m e  der Elemente (xn-X,)  multiplicirt mit einem mi&Ieren Wectk 

der Grössen wo, U „  w„ w„ . . . wn-I, welchen wir m>t wp bezeichnen wollen, oder (xß -X , )  rp, 

eire sehr kleine Zahl sein. Daraus k h n e n  wir scliliessen, dass, wenn einmal der Unter- 

schied (xn-.X,) in hinreichend kleine Elemente zerlegt wurde und die Summe 

gefunden worden war, die Annahme noch kleinerer Elepiente einen unmerklichen Einfluss 

auf den Wertli von S hat, welcher Einfluss zuletzt ganz aufhiirt, wenn die Elemente unend- - 

liclt klein geworden sind; so dase dann, man mag noch so kleine Elemente nehmeu, S im- 

mer constant bleibt, dnd sich nur mit der ~ r ö ~ s e ~ ~ o n  und xn iindert. Die Gränze, wej- 
, ̂ _  - ' C 

eher die summe S auf's@& !veisc-sicli' nähert, peiint man b e s t i m m t  e s  I n t e g r a l ,  und . - 
dii- mer the  X ,  und Xn bezi6hnet man mit' dem Hamen der G r a n  z i n  ipr i s c  h e n e 1- 

c h e n  d a s  b e s t i m m t e  I n t e g r a l  g 6 n o m m s n  war.  
- - -- - -  -. - 

_ - \  . . , .. . .. 7 -  , - 
% 3. ks, i%- ferner leichj - - zu übersehen, -. dass der ~ u s d r n c k  ' 

L. 

= p ' i ~ ~ j  + ~ x ~ - x , ~ P ' ~ x , )  + c x & o  + . . .-(xa-xa-.) Q ' ( x ~ - ~ )  

noch folgendermassea dargeskllt werden kann '. 

. S = 22 @(X) Ax, - 
t . - -  (12) ' 

aus welchem er abgeleitet wird, indem man nach und nach &x = X,-x, lind X tr so, 

ß x  3 ~ ~ 3 - x ~  m d  4 =X,,. -Y 6 und zuletzt AX k ~ n -  x8-1 und X G #ja-+ setzt, aad die, 

auf solche Weise  erhaltenen Glieder 3 . , - 1 _ - __-  -. 

, Cq~xd q!(-g) 9 (xP-EI) Q'Cxx) ~xFxJ ~ ( x J  t (ir71"sn=~> P'(%) 
addirt, aao durch das Summenzeicheii P angedeutet wird. Die,  Griinze, welcher sich S ..- - 



stets G i e r t ,  wenn die Elemente X,-X„ X;-xi, x3nxt3  . . . immer kleiner und klei- 

ner werden, bezeichnet man gewöhnlich so .- 

-' X, 

'J. WO stdtt des griechischen 2' ein lateinisches f pbraucht Gid, um zu zeigen, dass das letzte 

Summenzeichen sich quf die unendlich kleinen Elemente, welche hier mit d x  bezeichne 

sind, bezieht. Stat t  des angegebenen ~ e i c b n s ' b e d i e n t  man sich auch, zur Bezeichuung. der 
2 ' . . 

bestimmten Integrale, folgender , -. :: - . . 
1 

- - -- < ., . " -  
Die  erste Bezeichnungart.aher, die F; u r  i e r  ;;erst gebraucht h t ,  ist die brqaemste und 

fast von allen jetzt, lebenden Mathematikern arigenommen. 

StUnde in der Formel (12) statf @'(X) eine constante 'qrüsse, a z. B., so .wiir,de 

' Folglich 

X n  

' .&n. ZaAx = fa& = U(%,,-so). ' 

X 0  

Ist n 4 ,  so bekommt man 

i . -. 
oder wenn man x-fly), & =f&) dy s e h t ,  so dass für y = V , ,  X = xo und fiir y 

X = xn ist, s 6  ergiebt sich 

Woraus erhellt, da'ss der- Wer th  des 3~te i ra1s  f X& = @(;) + $ zwischen den- Granzen. 

X, und an gefunden wird, wenn man in der Function @(X) erst X =I X, dann X = xn setzt 
d .  

nnd das erste Resultat von dem zweiten abzieht; ivodura man 
.P. 



J& = Q (X,) - 9 (X.). 

.- X0 

bekommt, wo die Constante g 2 n ~ i i ~ h  verschwunden ist. 

4. W i r  haben in 2 gesehen, dass die S u n ~ m e  

s = ( ~ 1 3 ~ 0 )  p ' b o  + oO(xL-x")l+ ( ~ 2 - ~ 1 )  @ [ X I  + e l ( x r x l ) l +  * . . , 
+ (xn-xn-t) qr[xn-f + h-t(xn-xn-+)I 

- 
sich desto mehr der Griinze f $ ~ ~ l d ~  niihert, jh kleiner die Elemente 

~ i n d .  Setzt man in dieser Formel erst 8. = 8,  = B, = . . . On-t =-0 und dann 0 , ~  0; 
4, = dn-, = f , so erlialt man dadurch für S zwei verschiedeqe Ausdrücke, welche wir 

mit So und S, hezeiclinen wollen: 

8, = (.i-x0) @ ( X $ )  + (*;-X,) @ ( X , )  + ( X ~ X ? )  qt(x2) + . . + (xn-xlz-f) P1(xn-0 

8, = (xl-xo) P' (x~)  + (x2-x1) P' (d  + (x3- X*) Prix3) + . (xn-xn-I) Pr(xn)* 

Der erste ist derselbe welclien wir i m  8 1. gefunden liaben, der zweite unterscheidet 

sich von jenem dadurch, dass in ihm alle Functioiien um einen Wer th  von X vorgeriickt 

f Sn 
aind. E s  ist aber klar dass beide das bestimmte Iutegral @(%)dx zur Grgnze haben. Da 

.f X', 

nun von der anderen Seite das Integral . - _ - .  -* . 

diese Summe aber = - 8, ist,  so ist ,dasselbe Integral = - Lim 8, = - G m  Sq, 
folglich haben wir . 

^ 

Um die Berechnung der - bestimmten Integrale zu vereinfachen, nimmt mau gezvölitilich 

an, dass die Grössen X „  x„ w „  . . . xn eine Arithmetische Reihe bilden, i n  welchem 



Fall die Elemente-X,-so, X,--&„ xS-*x;, *.. .-, die wir der Kiirze we,p mit E„ i „  

S n - X  -i„ . . . in-, bezeichnen wollen, alle gleich sind, m d  jedes von ihnen dem Bruche -! 
n 

eutspricht, dessen Werth  mir im Allgemeinen mit i andeuten wollen; wodurch+die FomiaIa 

für So ntid 8, folgende Gestalt bekommen: * < .  

I 

Dehnt man diese Annahme auf den früher schon von nn8 gebraushten Ausdruck für S,  nam- 

aus, wo B i ,  O x ,  e„ . . . unbestimmte Grössen bedeuten, die aber kleiner aIs i sind, so 

verwaudelt sich derselbe in . . 

dessen Werth  offenbar zwischen So und S, liegt, wenn @'(X) zwischen den Gränzen x=xo 

- und X = xn ununterbrochen wächst oder abnimmt, und dabei stätig bleibt. Folglich ist er 
I 

' ein\Mittelwerth zwischen. zwei Grössen Se und S, m d  das bestimmte Integral 
e - 

die Gr,?hze,.- welcher s k h  Sr, nähert, wenn in = i n grösser und grösser %wird. 
n 

\ 

Nimmt man für den Wer th  des bestimmten IntegraIs die halbe Summe von,S, 
- - -  

und S,  au, so ergieht sich' 

, .k?dx = Lim i [f Qp(x0) + @*(X& + I )  f @'(X. + 2i) +* 4. ~' (xn- i )  + f @'(xn)Jj : (t8) 
, 

welche Grüsse weniger als um den halben Unterschied zn~ischen Se und 8, 



= - 4- ; [Q'(%n) - q'(x0)J ' 

von dem wahren Werthe  des Integrals, LZm Sp, abweicht. - 
S 5. Um Alles, was in früheren 98 gesagt wurde, durch ein Beispiel ZU - erleutern, 

' 1  

wollen wir den geaiiherten 'CVerth des Integals 

welches E u l e r  in I. B. Instit. CoI. Integ. behandelt hat, zwischen den ~ & n z e ~  -X = 0 uhd - 

X = n bestimmen. Bekanntlich , 

X J+= Arc. tnng - n -t Canrt; 

DR aber für X E O  das Integral verschwindet,. so irrt die C~nstante  gleich Nun, also 

Nehmen wir an, dass die Veränderliche w der Reihe nach folgende Werthe  bekomme 

wobei der Function @'(X) die Werthe 

n a n n n 
a2+(n-i)' ' na+n2 

entsprechen; so geben uns die ForqeIn (16), welche wir im voriger 8 entwickelt haben, für 

die genaherten Werthe  des Integrals folgende Aysdriicke: 
- ,  

* 

- 
-* and - 

L 

von denen der prste grüsser, der zweite aber kleiner, als sein wahrer Wer th  ist. Das 

arithmetische Mittel aus beiden, giebt uns den mittleren zwischen zwei goniiherten WertIien, 

welcher ist 



und sich deste mehr der Wahrhe i t  nähert je kleiner i ist. Ist aber n eine ziemlich grosse 

Zahl  im Vergleich mit i, so  sind je zwei niif einander folgende Glieder .der Reihe 

nicht sehr verschieden von einander, and  man kann sogar zur Erleichtre~iag der Bereclioung 

i = r setzen, wodurch 
, . 

Ailgenommen n = r und x = 4 ,  so ergiebt sich aus der vorliergehenden Formeil 

- *  also r = 3. Für n = o  tind n= 2 erhalt man 

oder = 3, 4. Ferner, Wr 4 = 3 nnd n = 3 hat  man 

- 
woraus r=3, 4230. 1st zuleizt n= 6 uud n=6, SO bekommt ntaer 

oder (;-+&4-2,,'o&-/- :z-k5~If+T443 

Abi diese W e i s e ,  Iierecknet man x ,  den haIben Umfang des Kreises, dessen RiIBins ist, 

desto genauer, je griisaer 4 und - n genommen werden, welche Griisse z q e i c h  deu m7erth - .  . . 
n 
ndx 

des bestimmten I i legraIs  a o a d r ü c k  

0 



5 G .  TVill man der1 IVerth des Integrals y = f X d x  ganz genau berechnen, oline die 

Anzai~l der Elemente, i i t  welclid der Uiitersc1i;ed sn -  X, zerlegt wurde, za r ~ e l r e n ,  so 

iniiss man bei der Entwiclielung der'eiiizelneu Werthe V„ 8 ,  ) . . .  rn des infegrals . 
fiir X = .Y,, X = xz ,  X =  X,, ... nach dem Taylor'schen Lelirsntze, wie e s  iu 8 1. ge- . 

. sclielien ist :iuch die Iiiilieren Potenmn von i,, i, , i„ . . .  ,berücksichtigen, Dadurch . 
1s 5* I 

iielimeu die dort entwickelten Formeln (5) folgende Gestalt pp: 

Zn-r in-r " in-, 
rn = qn-t + @ ' ( ~ n - r ) - ~  + @%n-r)- . - 4.2  + @"%n-t)- 4.2.6 + i : - 

- 
Addirt ninn diese Gleichungen zusammen, indem nian zugleich voraussetzt, dass alle Elemente 
. . .  . . .  P„ J „  z*,  in-< gleich sind, deren gemeinsclinftliclie Grüsse wir mit i bezeicliiien wol- 

len;  str Iielien sich von beiden seiteh die gleichen Grössen auf, q n d  es bleibt 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
- Erliilt d i r  Veränderliche X die Iver the ,  welche zwischen X, und .i.n liegen in einer umge- 

. . .  Belirten Ordnung, nehmlich x n ,  Sn-#, X,, X„ so wird 
/ . . 

l i  ... Sn-r = ~ n - i n - r )  Xn-a= Xn-r-in-$, XI T X S - I x 9  X,= St - ZO-) 

weun xn 7 X, ist ;  und es ergiebt sich, indem man die frühere Bezeichnungsart beibelGilt, 

iind die in 1. augestente Betrachtungen auf deii jetzigen Fa11 anwendet, Folgendes 
. 



- Durcli Addition dieser ~ h i c h u n g e n  b j i  der oben gemachten. Voraussetzung dass i,, = i, = i2 
- - ... =in-, erhält man 

. Fiir den E:ill, anss keine vou den Functionen pr(x), @ " ( X ) ,  @"'(X) ... zwischen den G&- 

zen x = X,' und s=-xn ilir Zeichen ändert, l iegt der  wahre W e r t h  des Integrals zwischen 

den Leiden Summen (19) und  ( f l O ) ,  aus  welchen das arithmetische Mittel den richtigen genl- 

herten W e r t h  gisbt., ii2mlicli - -- 

8 .7. U m  died.bige F ~ r t n e l  auf ein Beispiel anwenden z u  können, nahmen 6 ir  mit 

5 



', 

lj! n 1 er das Integral y und bestimmen sein Werth zwischen den GrBazen. x r 

I 
nnd = f. burck einfache Integration bekommt man 

P 
= IX = rn(x), .]SO />$ = I$, . - 

4  

. weil für x = 4 ,  = o ist. E s  scyen die Werthe, welcIie X von 4 an bis f der Reihe 

nacli erhält: 
L 

a - 
P ,  ++iY r f a i ,  r + 3 i ,  . . . f-ii f. 

In unserem Fall sind die derhirten Fiiuctionkn von @(X) foIgende 

welche fiir 'einzeliie Werthe von ;T werden: 1 
I 

X = r .; 4 4 - i ;  r+o i ;  ' - 44-3i; f-i; d 

2 2 -  -- 2 P -. 2 
; - 

"*"X'= m*; (r+*z,I  mi * ' *  (f-i) " - f 
* 

Substituirt man diese Grössen in die Formel (21), so hat mnil 



.für den genäherten .Werth des gegebenen Integrals. .Wi rd  i= gesetzt, wo n irgcnd eiue 
/ 

m 

positive ganze Zahl  bedeutet, so verwandelt sich der letzte Ausdruck in 

$ 8. - W i r  haben bis jetzt den Fall betrachtet wo @(X) zwischen den GMuzcn ,~c = x0 

und X = Xn einc stätige und beständig wachsende positive Function war, so dass 

S n  

immer eine Grösse ist. Suchen wir nun den Werth  des Integrals 

den, indem @'(X) zwar zwischen den. Gränzen X = xo und X = Xn stätig bleibt, aber wecli- 
' 

selweise tviichat und abnimmt. E s  giebt also zwischen diesen Grsnzen für @'(X) ein m.axi-  

m u m  und ein m i n i m u m ,  welches wir mit ~ ' ( x m )  und 9 '(xlJ bezeichnen, so dass Renu 
I I 

man in dem obigen Ausdruck 
-; '- 

erst iiberaIl ~ ' ( x m )  und dann @'(.rk) setzt, 
- 



- .  - s X0 

n ird. Folglich liegt das gesuchte Integral zwischen ( ~ n -  xo) pr(xm) und (SA - xO) Q'(xk3, 

und seiu TVbrtli kann dargestellt werden durck 

.- WO 4 eine positive Crüsse bedeutet, die kleiner als , ist. 

9. Wir nehmen mit C a u c h y  an, dass @(X) eine Fnnction i i t ,  welche zwisihen 

deu Gränzen X = X, und X = Xn, WO X n  > X,, positiv bleibt und fortwnhrend wnchst oder 
- abnimmt; und ferner dass R eine Flache bedeutet, welche einerseits von der krummen Linie, 

deren Gleichiing y=@(x) ist; und von der Axe X eines rechtrvinkliclikn Coordinntengstems 

+ begränzt ist, und anderseits von den Ordinaten y = @(X,). und @(xn)-eingeschlossen wird: 

Diese Fläche ,. welche xn-X, zur Bas-is hat, ist grösser, als das Rechteck (xn-X,) Q:x,) 

.und kleiner, als das Rechteck (xn-,X,) sie s;leiclit also einem Rechteck, welches 

dieselbe Basis xn-X, hat und auf einer mittleren Ordinqte, die wir mit $[X, $d(~n-X,)] 
I 

=., ,-: liezeichnen wollen, construirt is t ,  so dass dann * . --- - 
I 

= (xn-xJ..p[x, + d(xfi-xJ1, 
< 

(2 2) 
i 

wo 4 eine zwischen 0 und 1 liegende Grösse bedeutet. W i r d  die Basis in unendlich kleine 

Elemente X , - x o ,  X, - X = ,  . . . xn-xn-r zerlegt, so zerfiIlt die FIache in eben so vieI 

Elemente, r,, r„ r„ r„  . . . rn-f ,  die zu Folge der Gleichung (23) folgendennassen 

ausgedrückt werden können : . . -= 
, 

= (X,-X~> Q[xo + dJx,-~~)l; r, = (X+,) Q~x,  + +,tx2-x,)J; . -. --- 
- 

rn-t = (xn-Sn-r) PCxn-i $. On-r (xn-xn-t) i- - 
0 ,  , , bS ,' . . '; kn-r , wie früher, die Grossen bedeuten, die zwischen 0 und i liegen. 

D a  aber die Summe von allen diesen Elementen gleich R ist ,  so hat man 



. - 
= (X,-X,) (P[%, + ~ u ~ x 1 - x o ) l +  ( x 2 - x r )  + d , ( x , - x t ) l +  . . . 

( x n - x n - r )  91%-r + On-r ( x n - x n - r l l *  ' (231 

Sind in diesem Gusdnick die Elemente X , - X „  X , - X „  . . . xn-xn-t unendlich klein, 

so erreicht sein Wer th  eine Gränze, welche wir oben bezeichnet hilben. Daraus . - 
- X a  

ergiebt sich, dass 

Setzt man in  der Formel (23) 4, = 0, = d, =. . . dn-r = so ist 

X 0  

weil es, wie leicht zu übersehen ist, die Summe der i n  n e r  h a 1 b der krummen Linie liegenden 

Rechtecke darstellt. W e n n  man dagegen in derselben Formel d,, = d, = d,  = . . . da-, = 1 - 

' setzt, so wird 

- .4 
X n  

( ~ I - x o )  ~ ( x J  + ( 2 2 - 3 1 )  ~ ( x 2 )  + . . + (xn-xn-f) (P(xn) > f ? ( x ) d x 9  (26) 

X0 

weil die Summe der a u s  s e r h a l  b der krummen Linie liegenden 'Rechtecke grüsser als R 
ist. Woraus folgt, dass der Werth von R zwischen diesen zwei Grüssen liegt. W a s  SO- 

gleich erhellt, wenn man in allen drei Ausdrücken (23), (25), (26) die Elemente X , - X „  
I 

% , - X „  . . . xn-xn-, = i annimmt, wodurch man wieder die in 5 4; angegebenen For- 

meln (16) und (17') erhält. Daraus können wir schliessen, dass das bestimmte Integral 
- - 

/$(x)dx2den Inhalt der o b e i e r w ~ h ~ t e n  ~ l ä c h e .  darstellt. 

X 0  - 

5 10. - W i r  haben in  5 3. für jede beliebige, zwischen den Gränzea X ,  und xn stätige 

Fonction gefunden, dnss 
6 



X@ 

woraus sogleich folgende allgemeinen Eigenschaften der bestimmten Integrale sich ergebep : 

uebrigens muss man bemerken, ' dass der letzte Ausdruck nicht immer g i t ,  soi n., B. i.t 

Xg-<G 

nur &inn richtig, wenn xn-<G und X,-a einerlei Zeichen haben. Ausser der oben ange- 

f ih ten  Methode, das bestimmte von lauderen Integralen abl8ngig zu me- 
. - 

d e n ,  giebt es noch andere. Wenn  iiiirnlich 
. - \  

- -  - 

so hat man zwischen den GrRnzen X E X ,  und X = S n  

(xl-~r>) Q:xJ + (XL-XI )  @(X, )  + b + (xn-xn- i )  @;xn-1) = 



-.)1 ( ~ I P I - U X ~ )  ~ ( $ 0 )  + ( ~ z - z l )  X(xI)  + $- ( x n - ~ n - r )  ~ { x z - r )  

+ (x.-'xol 4 x o )  + (x2--x4) + . . . + (x,-xn-,) W:X~-E) - - 
+ .  . . . . . . . . ,  ' . . . .  . . . . .  . b . .  

Werden  die Elemente X, -xo ,  X , -X„  * , - X „  :. . unendlich klein genommen, s o  

kann man stntt jener Summen,  die Cr lnzen ,  welchen sie sich nähern, nehmen, und e s  

wird 

X n  3 n  $74 .rn , 

w ( x ) d x  ,+. . . .,> p ( x ) d r  = f i x ) d x  f 4- /' , .  (30) 

X e  - X0 "0 X 0  . \ .  
W e n n  wir daher mit u, V ,  W ,  . , . die verschiedenen Functionen von X bezeichnen, so 

L 

folgt aus  dem Vorhergehenden, dass 

- 2 

* t ;  wo a, b ,  C; . . . die consbnten Grössen bedeuten. - .  
9 ,  

2% $2, Man kann noch das Integral $ ( x ) d x  i n  eine bemibimmte Anzahl anderer zerlegen, .T x o  

wenn man den Unterschied X n - X o  i n  eine beliebige aber e n d l i c h e  Anzahl der Elemente 

X , - X , ,  X , - X , ,  . . . x n - x n - t  tlieilt und die Summe bildet, welche wir iti den friiheren 

$8 mit  S bezeichnet Iiaben, nlmlich: 

S= (X,-X„ @ ( X „  + (&*-XI) Q(x, )  + 6 *. $ ( x n - x n - c )  $ (xn- r ) .  (31) 
i V i r d  nun jedes von den Elementcii x,-x0, X,-%„ . . . xn-xn-9 wieder i n  unendlich 

. viele noch kleine Elemente zerlegt,  und nach demselben Gesetze wie vorher die Summen - i I 

x n  

- , , , . . . an-, gebildet, so n:iliert s i h  die Summe 8' der 

X 6  

die einzelnen ßliedek derselben 6,, s;, 8„ . . . <,,+, werden die bestimmten Integrale 
I 



$28 
zu ihren Granzen haben. Man erhalt also folgende Gleichung 

xn ' 

A- • * • -&-P(~ )dx -  (32)' 

Xo X o .  : -  XI - Xa. ., xn-r 

S o  ,ist z9 B. immer 

-I-f 0 - +f 

--f . -P ?, . 0 

-' Diese Eigenschaft der bestimmten In tegale  ist sehr wichtig, da sie uns darauf hinleitet, 

die Integration zwischen den gegebenen Grlinzen auch auf solche Functionen ausdehnen zu  

können, welche zwischen diesen Gränzen für die gewissen Wer the  der veriinderlichen Griisse, 

eine Unterbrechung der Continuitnt (Solution de Continuith), erleiden. Finden nämlich zwi- 

schen den Grhzen  X = X ,  .und X = xn für die Werthe  xlnJ X 7 ,  X 3, . . . Unterbrechungen 

der Continuitlit der Function @ ( X )  statt, so wollen wir mit C au c h  y unter dem zwischen 

den angegehenen Gränzen genommenen Integral von @(X)& die Grunze verstehen, welcher 

sich die Grösse . - 
- 

F r -  X&+- Xn 

~ ( x ~ d x  + ~ ( x ~ l c  + @ ( X ) ~ X  + . . . + f i ( x ) d x  

xo xIn&& x r k ~  F& 

die oberen oder unteren Zeichen genommen, je nachdem x, kleiuer oder grüsser als xn ist, 
' 

nähert, aenn  e, das immer als positiv angenommen wird, sich der Null nahert, oder unend- 

lich klein wird. Auf solche Weise  haben die Mathematiker bie Schwierigkeiten, welche 

die discontinuirlichen Functionen bei verschiedenen physiscli-matliematischen Fragen ihnen 

darboten, aus dem Wege gerlumt, und jene Functionen auf die continuirlichen zurückgeführt. 



Über den Gebrauch der imaginären Grössen ziir Umformuiig dep 
bestimmten Integrale. 

J 4 2. Wenn @(X)  eine beliebige, zwischen den Gränzen X rc r o  - niid X = xn  statige , 

Function bedeutet, so ist nach § 3. : 

X 0  

wp X, nnd Xn reele und rationale Grüssen sind. Wird nun die Definition, welche in 8 2. 

über das bestimmte Integral zwischen den reelen Giinzen ausgesprochen wurde, auch auf 'den 

Fall, wenn sie imaginären Grössen sind, wie z. B. x = X,  + yoT-r und X = x a + y n ~ - r  

noge~endet; so hat man noch: 

+ [Zn-xn-r (yn-yn-#)T-f I q(xn-r+yn-r~-f > 
Der zweite Theil d ies~r  Gleichung wird desto geoauek dem ersten ent~prechcn, je klei- 

I net die Intervallen C - w  

xx-x0 9 X2-Xx XO-XO) Xn-r-Xn-2, Xn-Xn-r, 



sind; oder mit anderen Worten,  je weniger in jeder der zwei R e h  

die unmittelbar nach e inkde r  folgenden Glieder sich unterschreiden; so daaa man in diesem 

Fall annehmen kann, dass zwei Fanctioneu X = ~ ( t )  und y = &(t) durch ununterbroclienes 

Wachsen ilires gemeinschaftlichen Argumentes t  von t = t ,  an, bis t = tn  aiese zwei Rei- 1 

hen gebildet haben. - E s  seyen die Werthe -. . . 
L 

to,  t „  t „  t a ,  . .  tnif ,  tn, . / 
welche t in beiden Functionen nach und mich annimmt; so ist ' 

X, = % ( L o ) ,  X, = ~ ( t , ) ,  X, = ~ ( t , )  : . xn = X(&) i 
. .i. . yn = $(tn), yo = w o 1  9 yx = &(tl),  y z  = &(t*) -. 

, Man hat ferner, nliherungsweise 

wo X'(.&) und <t'(t,) die derivirten Functionen'von ~ ( t , )  und 4(to) bedeuten. Bezeichnet 
- 1 . .  - -  

man nun den % - W e r t h  des IntegrnIs (2) mi t  M+Nr-r und setzt darin statt X , ,  X„ . . .; - .-.- -- - . 1-  + 

%--so: XZ-XX, . . .-und y o ,  y x  , Y=, . . .; Y , - y o ,  Y,-y„.  . . . ihre Werthe  aus 
- .  

i3) ond (4) ;$0' erhalt maii , . I . r ,-- - - .  
M+N7-f = (t,-tO) [x'(tCJ + Y- 1 3 / ' ( 0 1  pix(to> ,+ r-1 $(t,,)l 

- + (t,-tll Cx'(t,> 7 - 1  $'t)(t,)l q [ x ( t , )  + r-I $(t,)l 
+ . . . . . . . . . .  ' . . . . . . . .  
' $- (tn-tn-r)t~'(tn-t)+r-i q(tn-~)lqC~(tn-#>+r-f $(tn-,)l. ( 5 )  

Vergleicht mati diesen Ausdrdck mit @), so sieht man' gleich ein, dass er im Allge- 
* 

meinen dem bestimmten Integral 

1. 
, gleish ist,  oder. 



. , to - - ' P  

Wird  aber Kürze %'(t) = X', tJ'(t) f y' gesetzt, so hat man zafetzt folgende \ 

0 

\Voraus erlieIlt, dass die bestimmten &tegrale mit imaginirrn Grnnzeii immer auf Ge  mit 

reelen euriickgefihrt werden köunen. 

, ' 
J 13. ' w i r  wollen nun mit Cauchy zeigen, dass der Wertl i  des Integrals (2), oder 

L: 

&?+T-rN, wenn die Function @ ( x + ~ r - # )  continuirlich ble"it, solange s'zu-ischen den , 
U" 

Cranzeu x, und xn ,  und !zwischen y, und yn b&riffen sind, von der Form der beiden 
- 

aillkürlicheri Functionen X = x(t) und y = <)(G) unabhängig ist. Bezeichnen wir namlieii 

mit u und V zwei beliebige Functionen von G, die aber so beschaffen sind, dass s"ir fiir t=f, 

und t =  tn verschwinden; und lassen wir ~ ( t )  und 4(t) um die Qnantitiiten hu und Au 

wachsen, wo h eine unendlich kleine positive Gi;össe bedeutet; so ist im Allgemeinen, wenn 

%an in  (6) statt X ,  $+X; imd statt y, y+hu.setzt und ebenso mit X' und y' verfalirt; 
, 

- ' - 
fn 

Entwickelt- man Function @[a+yT-4 $ X<u+vr-r)] nach dem Taylor'schen Lehrsa- 
. 

tze , indem man X:u f vT-r )  als ZuwacLs welchen das Argiiment erhalten hat, betracltct, 

so ist 

h(u+vr- 1 )  
~[x-f-~r-t+h(u+r-fv)]  = p(xS-y-T-l) -- 

I I s' c~'(x+i+ I) 

WO Q', Q'), 9'': . . , 'die erste, die zweit? U. s. Q. derivirtep Functionen vom @ bezeiclinea, 

Woraus sich sogleich ergiebt: 



f n -'ln . 
f ' + - f  dt + hfu'+&*f-r)@(+.-fy& 

t ,  f o  

f n  r ,  1 tn + h/?wf ur- f (x'fy'r-1 ) p'(lcfyr-,lr~t + ho/u'+v'pf) Ql(x+yr-i)dt f . . . 
t 0 t o  - -  -7 

Also 

10 

ist, weiin man h2 und alle hoheren Potenzen ~ o n  X wegea ihrer I<leinhoit, a l s  Null be- 

trachtet. Ferner erliiilt man durch pnrticulare Integatlon : . 

folglich : - - *  ! 
" P 

t n t n  

- /&'+vtr-f)p(x+yr-r )dt = -=+W-r ) (x '+ / r - f )~ ' (x+~r - f )d t  ; . 
t 0 t 0 

weil die Fiinctionen U ,  V ,  für t r to und t = tn verschbinden. Folglich 
' .P 

iilt+r- / N' - (M+r-f N )  = o , (7) 
oder, mit anderen Worten ,  die kleine aber immer endliche Aerrderung, welche die Functio- 

non ~ ( t )  und 40) erleiden, hat auf den Werth  des Integrals (6) einen uoendlich kleinen 

Einfluss, oder Null. I n  dem Fall  aber, wo die Function @(x-J-vg) f i r  irgend einen Wertli 

Z.  8. t = 8 die Unterbrecliungen der Continuitnt erleidet, so dass f'iir s = ~ ( 8 )  E n. und 

Y = &(J) = I > ,  Q(x+yTh)  unendlich wird, hat Cauchy gezeigt, dass der Unterschied 

B'+r-t N' - (M+r- 1 H) 



-53 
. 

im Allgemeinen gleieh i s t  der Snmma so  vieler I n t 6 g r a l  s s i n g U 1 i 6 r e s ,  wie er s ie  n e d  

n i e  viel gleiche W u r z e l  von der Form z = a  + 'T - r  b die Gleichung 

-euthiilt.. - 

14. E h e  wir nun zu der 1Jntersuchung der  TVertlie der bestimmten Iiitegrale überge- 

hen, entwickeln wir mit C a u c h  y einige der allgemeinen Formeln, welclie dazu dienen, diese 

Integrale zu transformiren, und die Bestimmung ihres W e r t h e s  zu erleichtern. W e n n  nlim- 

lieb z eine Funct ion von X und y bezeiclinet und @(r) wieder eine beliebigc Function von . 

z'bedeutet ; so i s t  _ im Allgemeinen das lutrgral Jp(z)dz irgend eine Function von z. D a s  *, '. 
Differential von diesem lntegral i n  Bezug auf X i s t  

und in Beeiig auf y 

Differentiirt man wieder diese zwei Functiouen, die erste i n  Bezug auf y und die z ~ e i t e  

-- in Bezug auf X,  so ergiebt sich : , 

dz  
d C W  -J . d2z dz d~ dy = @(z)---- + 9I(z)-. - 

dx dydx dy dx' 

W o r u n s  durch V e r g l e i c h ~ i n ~  der beiden letzten Ausdrücke, folgt: 

DieSe 'Gleichung i s t  für jedes beliebige e richtig. W e n n  man daher Z = U  5 vr-f  nimmt, 

, so wird i m  Allgemeinen 

sein. Setz1 m a n ,  f e r n v  



du 

dv d u  - du du- V , + V , x - Q ,  -U- + V - - S i  
du dy - 

so ist nach 

. &L".+ e, g!. F+ * f  --.W 

d y  - C& dx - dx ' 
* " - ** 9. , . 

oder zuIetn 

: -=- aP- d . ; i d d ~ - d s  . __- 
dy dx d y  dx* 

+ Muliiplicirt man diese zwei ~leichu.gen von beiden Seiten mit d x d y ,  i o  erhält " 
d R  dO dS (41) ' edy.dx  = -dx.dj, -Idy.dx =-dx.dy, 

d~ cEx: d y  dx 
oder wenn man zwisclien den Gränzen o und X und o, und integrirt, wird 

- > 

0 0 

wo p ,  q die Werthe von P, Q, und r ,  s die von R, S bezeichnen, wenn i n  den ersteren 

y = o und in  den letzteren X = o gesetzt wird. Integrirt man von R'euem die vier letzten 

Gleichungen, so ergiebt sicli, indem man auf die Gleichungen ($1) Rücksicht nimmt: 
,+ 

§ 15. Um dieses allgemeine Resultat auf einige speciellen Falle anwenden lpa kennen, 

nimmt C a u c  h y zuerst U = X ,  V = Y. w o r a u s  

z = x C y T-r  , ~ ( x k y r - l )  = U 4  7 ~ - f  F - 



- Setzt man ferner p(x) un& q(f yr- f )  = t f t' r-I , wo t und t' die \Ver& von 

U und V fär x = o und W den Werth vfin U Ur y = o bezeichnen ; so hat man nach (13) 

und die Gleichungen (12) bekommen folgende Gestalt . 

-X = Y" 
Angenommen, di~ss @(x)  = e . ist, rw, ist t&r-#) = e und 

.~ (x+yY- . r ) "  -ra y2  - x a  T =  
Q(x+yr-r>=e . = e . e Cos(2xy)-r-r e . e Sin(*xy) t 

also - -, '\ 

r'. - 

t = e  , t '=o. 

Durch Substitution dieser ~ k r t h e  in (15) ergeben sich zuktzt folgende Relationen: 



oder 

I 
' .  y - .. 

weil die Glieder e . i n ) ,  ;T:/.:: Cos(ixi)dy gleich Null  sria werden, 
0 0 

wenn man dmin X = CO setzt. Auf diese W e i s e  bat mau die  gegebenen Integrale von zwei 

anderen nbhGngig gemacht, deren W e r t h e  z u  finden i m  dritter, Capitel gelehrt wird. 

8 16. S e h t  man aber u = r  Cos y und V = %  Sin Y,  so  i ~ t  e = x ~ o s ~ & x ~ n . Y ~ - ~  

und 

q(z )  =Q(x Cosy f  rFf x a i n y )  ;- Uf Yy&. 
- s.3.- 

[i 7) 

W o r a u s  maa .. >* 
- 

P= U C o s y  - 7 S i n y ,  R =- U X Sin y - Y x  Cosy, 

Q = U S i n y + ~ ~ C o s y ,  S =  U x C 0 . s ~ - Y x S i n y , ,  
erlialt. W i r d  nun i n  (17) 0 gesetzt, so  is t  @Cx)? &, - w o  u> d e p  W e r t h ,  welchen 

fur Y = o annimmt, bezeichnet, da der i m q i n s r e  The i l  g84zlich verscliwiiidet. Rlan hat 

ferner für = o  und X = o 

p F w ,  r=oy  
\ 

u n d  die in  3 14. entwickelten allgemeipen Formeln (12), für den vorliegenden Fall,  vernan- 

deln sich in- - 
X X 

. f i  - x  = - s j $ ~ ~ i n y + - ~ ~ ~ s ~ > ~ ~  
0 0 ,- * .  0 = -  4 . 

~ U S i ~ y y Y C o s y ) d x  - - V - 
0 0 



-X 

\ S e i  q(x) = e' , so ist . 7 - - .- _ 
- - ( i ~ 0 8 y ~ f - r x ~ i n ~ )  -xCfosy + ~ - r x S i n ~ ,  - 

Q ( X  Cosy f r-r X Siny) = e - - e  . e 7 

oder, wenn man von beiden Seiten die letzte Gleichung mit Cos y & 'T-r Sin y multipllcirt, 

. 
Durch l7erg1eichang der reelen und imaginären Theile dieser Gleichung mit einander, er- 

I 

giebt sich 

welche Werthe in (18) substituirt 

X 1 Y - 
-xCosy : 

COS (y-X sin dx - f ~ r  dx = - X f 8 . , &in Cy-X Sin y) d y  
/ 0 0 0 

L, *:, * ,J, 

Bin (y-X sin y) dx = X /exCob .CO& ~ r j c  Si? y) C& 
. . @-- 4 0  , ?  . < 0 

- geben. Da aber - 

-X 

0 

-xCos y 
~os (Y-xS iny )dx  = . fCosydze  . ~ o s ( x 8 i n y )  

-xCos y 
\ 

.--+ + J s i i y  dx e . Sin ( X  Sin y) ' 

~ - x c o s y  -xCos y - - - e  . , Cos(xSiny)-.  / S i n y  dx e , Sin (X Siny) . 
. , 



\ 

-xCoa p , - 
COS  in dr = t -e . , Co8 (X Sin y), ,) < -,- a-. f ' . - 

- 

- Vermittelst dieser Reductionstonneln, werden, wie man sieht, ohne Miihe , ziemlich cÖmI)li- 
' 

$ ' cirte Integraie gefunden, deren Entwickeluog auf dem andekn Wege  vielleicht manclie 
" r 

Sohwierigkelten darbietet. -- - 
$j 17. Die in  5 14. entwickelten Bedingu~igs~leichun~en (i0) hat C a  u c h y verscliede- 

nen Transforwatiquen unterworfen und dadurch ist ihm gelungen neue Reductionsformeln zii . . * -- -. 
bilden, in  det Art, -&G die allgemeinen -J?or&n (12) gebildet wurden. Setzen n i r  nun, 

ihm folgend, 

X =  m Cosn, (20 )  
wo X ,  m und n beliebige Punetionii von r beieichnep. Durch/Suhstitiition der ' ~ r i i s s e  

U & V Y-f , wo u und V irgend welche Functionen von X und y sind, in  (20) statt .V er- 

hält man im Allgemeinen d 
- 

xr-vq Fr-f  
ni = M &  M' .C-1 

n = N + N'r-I.  - 
Also wird äie GIeTchnn (20) von der Form 

Uf Pr-I ,F (M+ M ' r - I )  CO& (Nf N'r-1) - 1 

V 

seyn, die durch Anwendung der bponentialgrössen noch so dargestellt iverdeii kann, . 

, 



nonus mnii sogleich folgende Gleichungen erhnlt: I 

i%' - h1 
aV=(bf 'Cos2CT-AlS inn .>e+( f i l 'CosN+MSinN)e  ,' 

, welche Wetthe. von U und 7 in (9) siibstitilirt, uns geben 

1 wo P„ C;, B.,  8.; durch die Gleicliungcn 

. und P,, Q,, Rn, SI durch die Gleicliungen 

~ ? f &  

P, (&I Cos N - M' Sin A7) - (M1 Cos N + .&I Sin A7) * - - - ,, 4 , . clx. - ' C .  .- --3 
dv 

Q. = ( M C ~ ~ N - I E * S ; , A - ) ~  + c ~ ~ c o s ~ + i u s ; n ~ ; , *  czx 
I 

Llt 6 dv R. = ( M C O S N - ~ J ' S ~ ~ . ~ )  - - ( M ' C Q . N + M S ~ ~ N ) -  (Ii % C ~ Y  

df~  s, = ( M G ~ N - ~ c I ' s ~ ~ ' A ~ )  + ( M * c ~ N + ~ w s ~ > ~ N ) ~ ~  4 
bestimmt sind. Da aber die Bedingiingsgleichungcn 410) für nlIe Werthc von P, Q, R,' S- 3 

gelten, so ist in dem vorliegenden Fall 



-. <,+ - 
N' R;' -N -h-' 3 -. 

-, cl(e . P,) - d(e P R,) d(e P,) = dce . Rp) .. 
. - s ,  - 

C ~ Y  clx C~Y dx 
- 
. J - >  . und (22) UL (33) 

N' N' -N' -N' 
. L d(e . Q,) - d(e.  8,) --- Q )  d ( e . 8 )  d L . 2  ---. 1 - 

cip. - dx d~ dx 
eil nur diejenigen Grössen , welche i n  gleiehttamigen Exponentialgriissen muitiplicirt sind, 

einander aufheben können, s o  dass s tat t  zwei früheren Bedingungsgleichungen, nun vier an- 

dere denselben .ihiilich entstehen, welche wieder durch eine iihnliche Transformation auf acht 

neiie redocirt werden IiGnnen U. s. W. S o  sieht mau e i n ,  welch eine wenge  bestimmter In- 

tegrale niittelst dieser Metliode gefunden nerden kann. 

lMiiltiplicirt mau erst die Gleichungen (22) mit dx dy, und integrirt von o bis s und 

von o bis p i n  der Art, wie es  i n  3 14. geschehen is t ,  so erhalt man folgende Gleichun- 

g e n ,  welche den Gleichungen (12) ganz analog sind: 

X 
X ;  - Y -  3 .rf: P,& - ./L:.pld~ = R,r& - r$y - 

, \ -  0, 0 0 0 

-4 * - ' ,J  * ." "d; 
(2.1-1 

X Y , -  Y 

- J'?:Q,dr - J .  = .f?.„ - .f z'.a,dy, 
0 0 0 0 

wo p , ,  q , ;  die W e r t h e  von P,, Q , ,  u n d - r „  6,,. n', die yon B , ,  S„ wenn in den 

ersteren = o und in den letzteren X = 0 gesetzt wird, hezeiehnen. Ebenso bekommt man 

aus den Gleichungen (23) - 
X Y Y - 

> / 

>-n >-Nt #-n' 
6 L 

, . .  JTNP~A - J e .  P , ~ X  - J e  . x2dy - J e  . r2dy -- 
0 - 0 0 0 

.\ - (25) - :.. , X 
r - , 

- -.) .r?&dX - - l;?SLdy - . f e: qJ1x lr . - 
0 0 0 . Q  

Aus diesen ;vier Hnuptreductionsformeln lassen sich viele andere herleiten, wenn man namlich 

fiir u und V nach und nach verschiedene Functioiien von X uild y annimmt. 



D r i t t e s  C a p i t e l .  

~ntwickelun~ der Werthe- der bestimmten Integrale. 

-9z. 

8 18. Es giebt vier Methoden, deren man sich gewühnlich in der'höheren Analysis he- ,. 
dient um zu dem Werthe der bestimmten Integrale zu gelangen. Die e r s t e  Methode be- 

stelit darin dass man .das Integral,, wo es möglich ist, unter irgend einer Form vollständig 

darstellt, oder wenigstens auf ein Integral r e  d u c i r t ,  bei welchem dieses möglich ist. Eine 

z W e i  t e Methode beruht darauf, dass man aus der Eigenthümlichkeit der zu integrirenden 

- Function, Gleichungen ableitet zwischen den Werthen, welche das gesuchte Integral für 

verschiedene Werthe der in ihm vorkommenden Grössen annimmt. Nach der d r i t t e n  Me- 

thode leitet man aus dem schon bekannten Werfhe eines bestimmten Integrals durch Diffe- 

rentiation in Bezug aüf die Constanten, welche es enthalt, andere Integrale ab. Die v i e r t e  

' Methode endlich benutzt die doppelte Integration um durch Umkehrung der Reihenfolge, in  

welcher solche ausgeführt w i d ,  von einemtfntegral auf ein anderes ZU gelangen. Man muss 

übrigens bemerken, dass es selten gelingt, wenn man ansschliesslich nach einer von diesen 

vier Methodeh verfährt, zum Werthe eines Integrals zu gelangen, daher führen meistentheils, 

eine glückliche Verbindung von zwei Methoden, bei zweckm5ssiger Umformung durch Sub- 

stitutionen des gegebenen Integrals, und andere in der höheren Analysis gebräuchliche brunst- 

griffe, am sichersten &um Ziele. 

sey uni das gegeben, dessen Werth  man zwischen den Gränzen 

> X = o und X = f bestimmen will. Durch eine einfache Differentiation ergiebt sich 

10 



oder 

< - 
.- 

-- .- 
wenn man mxm-fdx )/r-xa mit r f - x 2  mnltiplicirt und darauf dividirt. Integrirt man 

nun die letzte Gleichung, ao wird - . 

welches Integral zwischen den GrHnzen X =o und X S= e: genommett, giebt 

4 4 

xm-rdx 

0 0 

setzt mhn in diesem i%usdruck statt rn, m-n ; so wird :., 

Es ist f b i ~ l i t  'tli Übersehen, dass man dietlea W e g  verfolgend zu zwei verschiedenen Integra- 

1 

Pen gslaagt, QIXI welchen das Integral 'xmt'dr abhiiagig wird. Ist nämlich m+, ciua 

ungerade Zahl, z. B. = onfr  , so hat man 



für m-/-I =In einer geraden Z a h l ,  wird 
. 

Bekanntlich i s t  . 

0 

wo rr den halben Umfiing eines Kreises bedeutet, dessen Radius gleich 4 ist. Se tz t  man . 
ferner r - X  * = zz" , so is t  X CZX = - z ds. Also 

0 

D i e  Formeln (3) und (4), n e n n  mir darin d ie  Ordnung der Factoren umkehren und statt 

I 9 

X dx dx 
Jli= und f ih re  W e r t h e  substitnireo, nehmen folgende Gestalt a n :  

4-so 

0 0 

-* , I r 

8 19. Nachdem wir den W e r t h  des Integrals für jede beliebige positive m 
4-.!Ca 

\ 

gefunden haben, sind wir nun im Stande das bestimmte Integral zu einer Reihe 

0 

zu entwickeln. E n l e r  giobt diesem Integral folgende Form I). 

1) Euleri Insiitutionum Calculi Iiitegralis. T. I. Pap. 2OG. . 



indem er aus  4-x4 =(4+xa) (#-xa)  den Factor (4 + S O )  absonderte. Also nach dem bi- 

nomischen Lehrsatze 
i 

f 4 - 4 4 f - 
xm+f clx - 4 L 3 ~ p " ' 7 d x  +... 

2.4 -X* 2.4.6 yT-72 
0 0 0 0 ,  , ' 0 

S e t z t  man m+r einer geraden Zahl  z. B. 2n gleich, so  sind m+3= nn+o, m+5= 2n+4; 

U. 8 .  f. lauter gerade Zahlen ,  folglich sind alle i n  der obigen Reihe vorkommende Iategrale 

nur  specielle Fä l le  der Formel (6). Es wird also . -- - - 

wenn' nt+r = 2n+f einer ungeraden Z a h l  gesetzt wird. 

20, a u r c h  eine zweckm~ssige Anwendung der vorhergehenden Integrale, hat  Enler 

die W e r t h e  mehrer anderer Integrale bestimmt, und sehr 3iele merkwürdige Relat io~ien ~ w i -  

scben denselben entdeckt,, die wir später bei Gelegenheit antiihren werden, Jetzt  wollen wir 

noch durch ein Beispiel zeigen, wie die Ehtwickelung i n  Keihen uns  manchmal zu dem - 
wahren Wert l ie  des Jptegrals führen kann. Aus der Lehre der Kreisfunctibnen is t  bekannt, 

(~r- f -@Y- I ~ r - ~  9 r - g  

e ,+ e e - e \ 
dass W @  = - --- und Sin @ s --, 40 e die Basis der nakürlichen Loga- 

2 2 7 -  4 



rithmen und @ irgend einen Bogen des Kreises ,bezeichnen, s i ~ h  zu Producten von unziihligen 

Factoreu entwickeln lassen. Kämlich : 6 - 
8" Q Q 2  G a  . V -  Sin @ = Q(4-  ;) (,-;--& (4--=) (d-- 
r 9% 46zs)* . *  , X 

- ( ? @ P  @ @ .  @ 
' ~ - < 0 ' 4 3  ( 4  +;I ( 4 - 3  ' 4 + d  (#+-I 3" . . 

und 
- 4q2 4qz 4P1 4P2 1. 

cos P = (P--=) ( 4 - - 7 )  (P--) ( 4 - . - y )  . .< -. - <: 

9" 4.5% - ,  

WO IC den halben Umfang des Kreisks, desseu Radius 4 ist, bedeutet. 

Setzen ,vir nun in diesen Formeln @ = irx, so wird 

2 X 2x 2 s  2 X 2 X 
cosnx = (4--1 - 4 ( 4 - 3 - 1  ('+Y). . . 

oder 
X X 

1 Sin F = Z m + l ( 4 - - )  + J(,+?) + Z(4-;) + z(,+:) + ~ ( ~ - 2  f . . . - 

wenn man den natürlichen Logarithmus von beiden Theilen dieser Gleichungen nimm't. 

 voraus durch blosse Differentiation sich ergiebt - 
r - (70s *X - - --2+-L-L+--- I 4 4 

X . 4-X r+x 2-3 2+x +X 
+... 

Sin * X  

l ~ S i n l r x  - 7' 

2 2 2 2 - - C -  --- 2 

2 # + 2 X + 3 - 2 ~  S+~X+~=X- . e i .  Cos r x  

X 
Die iweite Gleichung kann noch durch Substitution darin - statt X folgende Form an- 

2 

nebmen ; 

Sin 4 ax 2 2 2 2 2 - --- 
Cas * X  ,-.T 4 + x + ~ x - 3 + x + + j ,  +**.  . 

Ferner, ist 6 

r Cos r s  n 8Sin 3 n.x - ?s COS =X =(I-COS * X )  , r 
--I- - --- 
Sm r r  -CO~ 4 %X Sin a + Sin r x  Sin a' 

I I  



- 
4 4 9r 4 0 4 .-= -$----- 

8inr.v x i -x  4 4 - X  2 : x + ; + x f ~ - ' <  (71 

Nun künnen wir den Werth des bestimmten Integrals h den Gi' itiizen 

X = o und x = co bestimmen. Durch eine einfache Division, bekommt man 

Integrirt mrn die beiden Theile der Gleichung, so wird 

rm-fcJx ~m $m+n X m t z n  . xmt3n _ --- ---- 
m m+n + m+nn m+3n ' . '5 (8) 

oder zwischen den Gränzen x = o und X = oo genommen, giebt etwas Unbestimmtes , man 

muss also diesen Ausdruck erst gehürig umformen. Wenn  man Zähler und Nenner des 
< 
s - xm-rdx 
- Brnches -- mit xn dividirt, so ist 

4 + x n  
t 

folglich um diesen Integral zu einer Reihe zu entwickeln, braucht man nur in der früheren 

Reihe iiberall statt m,  m-n und statt n ,  -n zu substituiren, dadurch erLClt man 

Nun aber nach 8-31, 

- -.. 
Die obige Reihe'ist =;o fw X = CO, wenn-n pasitiv und 2'6- A b  



und 

0 

wie es aus der Formel e) durch Substitution der Crsnze sich ergiebt. Folglicli 

4 4 I 4 .  d -+-  ---P 

m  n-m n+m Sa lm + 
m 

, Setz t  man i n  (7) X = - so  is t ,  nachdem man von beiden Se i ten  mit n dividirt hat;  - 
n '  

- .* 4 4 - 4 . 4 

m n  - ~ + n Z G i - n ~ z - & + z  + * - 4 .  
n Sin - 

n .. ~ 

woraus folgt : 
s 

9r 

m n  
o n  Sin - n  

W i r d  n  r 4 gesetzt, so  erhClt man für jedes m < n oder C (,. ' - 

D e r  Beweis dieses merkwürdigen Integrals, welchen wir hier mitgetheilt haben, ist  ans  

K 1 ü g e l  s matliematischem Wörterbuch ') entlehnt. W e g e n  seiner Einfachheit und p n z  
I 

elementaren Methode haben wir ilin dem eulersclien Beweise vorgezogen, da es  diesem gerade 

an jcnan Eigenschaften gebricht. Jetzt  wollen wir noch mit einigen Bemerkungen die Be- + 

00 

trachtung des bestimmten Integrals /*:55$ schtiessen. Duich Differentiation wurde oben 

0 
/ ,  

gefunden -, -, , - J - .  -- -- 
I. 

1) Supplemente %U G. S. Klügel'e \VÖrterbnclie. F. 1, p. 154. 



cn Cosrx - g I 4 = - - - * -  +---L 4 
/ 3 z - -  - t m g * x  X 1-X # + X ?  2-X +- 2+x - - - ... 

m woraus folgt, wenn man X = - setzt, -und alle Glieder der Reihe mit n dividirt 
X .  

'X - 4 _ - - -  . 4  4 
--P - 4 --- 4 

m r  n-rn +n+m ~n-rn + .n+m 3n-m + *.*  
n tang - 

n 

xm-f-j.n-m-4 
Dieselbe Reihe wird erhalten wenn man die Fonction -dx nach den steigenden 

4-xn 

Potenzen von X entwickelt und die einzelnen Glieder zwischen den GrUnzen x = o  und 

X ~4 iotegrirt, so dass dann 

kmr+xn-m-r 
lTerfihrt man dagegen auf dieselbe Weise  mit dem Integral f --- 

r+xn , d x ,  so wird 

xm- t+~n-m-r  4 --dx .!-f L - - - -  4 * . ,  . r + X .  
+- - + ... = 

W n-m nSm 2n-m nn+m 
0 

m*' 
n Sin - 

n 
P-t * 

- ,  

. ,forans sich sogleich folgende merkwürdige Relation ergiebt: - 

Da aber 



. 
3 21. W i r  kommen nun -z;r Untersuchung einiger der merkwürdigsten ReIationen, die . 

aus-den Gleichungen zwischen meien oder mehreren bestimmten Iiitegalen entdtehen. Dazu 

wählen wir hauptsiichlich die zwei Arten der Integiale, welche in der höheren Analysis un- 

ter dem Namen E u l e r ' s c h e  bekannt sind, und eine reiche Quelle zum Auffinden be- 

stimmter Integrale darbieten, Vorher aber untersuchen wir den ,Werth des Quotienten 

4 

JXxp-I dx 
o m-n 

zwoie~ bestimmten Integrale, wo X =  (4-xn) n der Kürge wegen gesetzt ist. 

~jsieth 
0 

Angenommen y = x p  (4-xn)r, wo p und r grösser als o sind, so hat man 

woraus dnrch Integration sich egiebt 

m weil für X = r und X o, y = o Ist, Setzt man r = - 80 wird 
n y  

m-n m-n 
(a-xn) = 

0 0 

oder 

4 

P 

< . I  ' .. . 
, -  

L'! 

Wird  in dieser Formel wieder statt P, p+n gesetzt, so ist 



Verfahrt man ~ u f  dieselbe Weise weiter, so wird dadurcli das gegebenti"~ntegr;tl zu einer 

Reihe von Factoren entwickelt, welche in die Unendliclikeit fortgesetzt werden kann. 

wo i eine unendlich g o s s e  zahl  bedeutet. E b n  so wird 

wo p ,  q ,  m und n positive Grössen sind. 

Setzen wir nun 
I 

50 dass dann 

ist, weil aus der Gleicliung (13), t'iir p = a, sich ergiebt , . , 

m-n 

oder auch 



"" .f m-n 
m-n - fip+Jn-rdx ( „ n ) n  = x p t 3 n - f d x  ( f  - x n ) ~ ,  J p + n - u ~ x  ( < - r n ) n  - 

0 - 0 .- - 0 
& k \ 

wenn r n y  statt p successive p+n, p t p n ,  ~ 3 . 3 ~  . . . substituirt, so kann nian im, All- 

gemeinen 

4 .I 
m-n m-n 

f iP+~- ,& ( <  -xn)n  = / i s j i n - f d x  ( r - x n ) ~  . 
setze;, -wo P, q,-m, ld beliebige positive aber endliahe Grossen bedeuten und i eine unend- 

lich grosse z a h l  ilt. Nimmt man von beide.'~heilen der Gleichung (17) den nrtiirlichen 

Logarithmus, es wird 

welche GleiChung für alle positive Werthe  von p, q ,  n, n gilt, und gelten muss, yenn . 
such eine oder mehrere von diesen Grossen als veränderlich befrachtet werden. Aendert sich 

2." B. p, indem q ,  m, n constant bleiben, so Hudert sich auch P allein uiid Q bleibt con- 

P 
staut. Das Differeutial von der obigen Gleichung in Bezug auf p,  welches wir mit dP  be- - 

zeichnen wollee; wird 

L 

Um die ~ u i n m e '  dieser i\nendli+en Reihe zu finderi,.setzt man 

C P-- 
dP 

so dass für z = 4 ,  Q(r) =-P . Differentiirt man @%), in Bezug auf z, so Iiat man - 



E s  ist leiclit-zu übersehen dass der letzte Factor der Gränzs sich nähert und 
4 - a n  

wird desto richtiger je mehr man in  dem oben erwähnten Factor Glieder nimmt. Integrirt 
man die letzte Gleichung, so wird 

, 
4 

wo die Function @(z) für n 5 4 ,  :der Hr)  dem bestimmten Integral 

ist, oder ' 

4 -  i: 
& 

I 

D a  aber ii P=JXxp-ddx .das Integrdzeichen. sich auf die verlnderliche r berielt, 
0 

so können wir nach der bekannten Regel unter dem Integralzeichen in Bezug auf p differen- 

tiiren und es wird 

P .  t 
dP -i= JXxP-rlx dx. 

0 

Setzt man in der Formel (i8) statt' PKW und P ihre Werthe, so ist 

I 
oder im Allgemeinen, wenn man z=Ix setzt und auf beiden Seiten mit J--.& multi- 

0 .  

prickt 



5 22. Ehe wir nun zu der Un~rsucLung verschiedener- bestimmter Integrale, welche 

aus dieser me~kwürdigen Relation' entstehen, übergehen, wollen wir ein Paar IVerthe bestim- 

men, welche in  besonderen Fiillen die oben mit P und Q bezeichneten Integrale, annehmen. 
, 

f f - \  

Wird  nümlich p = n, so verwandelt sich das Integral J X X P - f d x  in JXxn-fdx.  Setzt man 
0 0 0 

nun xn =Y, so ist 
. . m-n -' . 

X , =  ( f - y ) n ,  b n - f d X = i d y j  
n 

s e t z t  man ferner ;-Y = a ,  dadurch erhlilt man 

weil für y = o,  5 = 4 und für Y=  r , z = o ist. W i r d  dagegen p = n-m, so i s t  der 

f X 

Werth des Integrals f 'xn-rn-gdx zu suchen. S e i  y = r , woraus sich sogleich', er- 
o ( I  - ~ n ) n  

g:eb<, dass für x = o  auch y = o  ist und für X = < ,  y = m  wird; ferner 

xn-tn m-n 
yn-m = n-m F xn-nq,-xn)X = Xxn-m, 

( r - x n ) n  

X 

Da aber ans y = r folgt xn =L, oder wenn man den natiidichen Logs- 
(‘-xn); f + f n  # ,  

rithmus nimmt ~ z l x  = nly - l ( r  + y n )  . Differential davon ist 

13 

1MILf- 



& -=*-4n-'d~ - - ~ J Y  . -  = . X Y 4+yn  y(a+yn)' 

wblchen Werth, wenn man in 'den obigen Integral substituirt, so wird- 

- - I Xxn-mi& = 
n-m)* '- ~ t n  (22) 

o o - a n Szn ----- n Sin - 
n n . - 

wie wir es in 8 20. gefunden haben, 

23. Angenommen dam- m s 4 and n = o, so bekommt die Formel (19) folgende 

I . Gestalt 

XP-fds I x  _ . dx - 
- . 4 =  . # + X '  (33) 

0 0 0 

woraus sicb sogleich ergiebt, fiir p = 4 

dx 

0 0 
L - V 0- 

wo bekanntlich 
-, 

oder 

folglich 

Wird d;igpgen iii dem Ausdruck (23) p =  2 gesetzt, ao bat man 

a I 4 

- ' xdx .T& S"E$ =,--.J G- 
o O O 

, 



x d x  _ Da &er f - 4 , wie es aus dem 18. erhellt, und 
#-EZ - 

0 " *  - 
f 

dx 'XCZX - f @$ = PS--) = X-Z(d + E ) ,  oder / ,T - 4 - b ~ ~  . - f + x  f + x  - 
' 0 

' 3 24. Setzt mau in dem Ausdruck (10) m = 3 und n = 2 ,  so ergiel~t sich daraus fol- 
gende Relation : 

die noch vereinfitclit werden kniin, wenn man darnuf Acht giebt, dass 

iiit , aoven das Integral zliischeti den Griinzen x  = o und X = 4 grnomn~en, gicbt 

Substituirt mau diese11 IVertli in (2G), so erliiilt ninu 



Ferner is t  

- aIao 

- 9r d x l x  y'.-x' = - 2 (;+l2). .r: (28) - 0 

Ant  diesen1 W e g e  findet E u l e r  P die W c r t h e  noch vieler anderen bestimmten Inte- 

g r d e ,  indem er für p, rn und n inimer n e Grössen nimmt. 9d 
§ 2.5- E i n e  kfenge treflicher Memoiren, die Eule r  zu verscliiedeneu Zei ten der Peters- 

d 

burger Akademie der  Wissenschaften Eber die bes<ihmten Integrale mitgetheilt llatte) haben 

den bekannten franzGsischee W t h e m a t i k e r  L e g e n d  r e veranlasst, mit diesem \richtigen Theil 

der hiiheren Analysis sich besonders zu besc11Rftigen. Jn seidem W e r k e  E X e r  c i  C e s  de  

C a l c n l  I n t e g r a l  T. X., S. 221 etc. betrachtet e r  zwei Arten der Integrale, die er unter 

dem Namen die E u l e r 3 s c h e  I n t e g r a l e  der e ~ s t e n  und der z w e i t e n  A r t ,  unterscheidet. 

Z u  der ersten Art gekiiren die i n  dem Ansdruck 

(ivo n, p und q gmize positive Zalilen bezeichnen) enthaltenen bestimmten Integrale, und zu 

der zweiten Ar t ,  die in  dem Ausdruck 

(wo 1 immer den natürlichen Logarithmus bezeichnen sol l ,  und n als  positiv angenommen 

$1 Euleri Instit. Cal. Integralis. T. IV, p. '175 etc. 



wird, sonst aber jede rationale Griisse bezeichnen kiinn), enthaltenen bestiiiimtai 1ntegr:ile. 

Legendre gebraucht im angeführten ,Werke der Kurze wegen eine'besondere Bezeichnungart, 

die wir hier beibehalten wollen. Es ist  niimlich nach ihm 

P WO eine Punction von a bezeielnet, und n als benthdig, in allen Punitiouen ( 1, 
4 

welche für verschiedene Werthe p und q entstehen, betrachtet wird und darum iu dem Zei- 

chen der-Funetion nicht vorkommt. 
i 

if 26. +Suchen wir nun, Legendre folgend, verschiedene Eigenschafteu der beiden Arten - 
xp-fdx 

E ol  er 's  c Ii e r Integcale zu entwickeln. W i r d  nRmlich in dem Ausdruck 9- - 
' 0 

'r--,xn = yn gesetzt, so hat man 

n-P -- ti 

XP-ldx = - (r-yn3 n. yn-fdy * Y( , -xn)n-y  = yn-q 

weil für X = o ,Y = r und für X =7 , y = o ist; oder allgemein, kenn man itatk y t  X 

setzt und nach 9 3, die Ordnung der Griinze umkehrt, oo ergiebt sich 

C : -  
woraus man, zufolge der angenommenen Bezeichnungsa~t erliiilt , dass 

ist. Setzt man dagegen xn = c und bezeichnet nach der Analogie XP-*dx (4-xn)g-f,mit 
' I  . f / 



( P ,  Y), wo p und g positive, sonst beliebige rationale GrUssen sind, .so wird in unserem 

Fall 

sein, oder was dasselbe ist 

dso  nach Legendre's3hen Bezeichnung - 

- 
- wenn man nämlich .. = (P , 9) s&t. 

n n 

, 
f 2'7. W e n n  wir weiter auf dieselbe Weise  fortfahren und y = xk(r-xn)~setzen,  

- wo E und r giisser als o sind, so wird dy = ~ x ~ - f d x ( r - - ~ n ) r - r  -(L+rn) xHn-f~i?x(r-~n)r-r, 

woraus durch Integration sich ergiet~t 

y = 
\ * 

oder 

weil für x = r und x = o , y = o ist. Nimmt man E+n = p  und r = 9 so folgt dass 
4' 

ist, oder nach der eingeführten Bezeichnung - 

Woraus folgt, wenn man statt p ,  p+n setzt, 



pS.9 P* (P )  = -(-  ). 
Y P 4 

~ i f  -dieselbe Weise  erhslt man ferner 

bis zuletzt 

'wo E i qend  eine positive ganze Zah l  bezeichnet. E s  wird also 

sein, oder stirtt p ,  p+r gesetzt, 
\ 

< 
, , 

- Der Quotient von diesen zwei Reihen Factoren ist 

. _. .( . . . . . . , . . . . . . .  . 
- 

1 sp-fdx 
a--- 

ist Betrachten wir nun was geschieht mit der Function wenn d a i n  

p immer griisser und grösser wird, indeni q und n unverändert bleiben. Da  das bestimmte 

Integral zwischen den Griinzen X = o und X = 4 genommen sein muss, so kann man es 



nncIi dem was wir schon früher gezeigt haben, als eins Summe betracliten, die aus unuihlig 

xp-f dx - -. vielen Gliedern bksteht, welche gebildet 'werden wenn man i n  der Function n 
--Y r(r -xn)n-q 

alle Werthe, die zwischen o und r liegen, nach und nach substituirt. Ihre Summe wird , % 

dso ,  bei der oben gemachten ~oraussetzung,  desto kleiner ausfallen, je grijsser p ist. Man 

hat daher 

wenn r positiv und kleiner als n ist. Woraus sogleich folgt, dass der Quotient 
6, 

. ist;' Ferner ergbbt sich aus der Formel (39, wenn man darin statt p, p+n+kn setzt: 

2 2  

oder auch 

$< 

I Dieser Quotient ist also zwischen r und entbalte~.  TVilI man daher'$ass er die . p+X*n 
4 Einheit nicht mehr i t l ~  um - wo m eins beliebig gksse  positive Zahl bedeotGt, iibertrelfe, 
m' 

so braucht man nur 

EU setzen, ' ~ 0 ~ ~ s  folgt, dass E = (Y-4)m-p genommen sein muss. Für m unendlicli n 

-. wird 



Folglich 

ff 

Setzt man in  diesem Ausdruck überall statt q ,  r und umgekehrt, so erK5lt man wieder 
I 

Bis in die Unendlichkeit, weil die Quotienten Q„ Q„ Q„ . . . durch diese Substitution 

sich nicht andern, wie es aus ihren Werthen erhellt. Man hat daher folgende merkwürdige 

- von Euler gefundene Relation, . 

webhd, wie L e g e  n d r e bemerkt, eine Art von Gleichung zwischen endlichen Differenzen - 
- 

P  ist, und fast die ganze Theorie der Transcenden/n (-) in sich einschliesst. 
Y 

tj 28. Nachdem wir die Haupteigenschaften der Euler'achen Integrale der e r s t e n  Art 

P auseinander gesetzt haben, wollen'wir jetzt zn der Entwickelung der Function (-) überge- 
4  - 

hen. Dlwu betrachten wir erst zwei besondere Fälle, nämlich: wenn p oder q gleich n ist,' 

und dann wenn ihre Summe p f q  = n ist. Im ersten Fall ,  wo q = n ist, hat man iinmit- 

telbar 
, . 

4 

4 P *- 

Wird  dagegen p f  q = n, so ist g = n-P, und die Function 



Macht man darin r-x1* = xn yn, SO b e k o ~ m t  die Transcendente (P), folgende rationale 
4 

T . Form, 

weil fiir X = o, Y.= XI und für X =  4 ,  Y= o ist. Da aLer in 8 30. gezeigt wurde, dass 

' ist ; cs wird daher, wenn man 2 s = U setzt? 
n 

\ 

sein. Mittelst der beiden letzten FormeIa erhält man den genniien Werth  von (E)  in allen 

den F2lIei1, w o  eine der beiden Grössen p, q.  oder ihre Summe = n ist. Man hat hierbei 
5.7. 

- 
, nur iioch zu merken, dass nach (29) und (33) 

ist. - 

g 8. W i r  wollen jetzt einmal voraussetzen, dass der Werth von (E)  auch in  allen den 
a 
J 

F l l e n  bebttnt  sei, wo p+q = n-r , d. L. wo q = a  und p = n-a-, ist; so ergeben 

sich neue merkwürdige ~edoctionsfiirmeln, wobei wir der Kürze wegen 
<. 

n-a- I (y) = A n  (W 
- setzen wollen. Es ist also für dic vencbiedenen Werthe  von a ,  welche der Bedingunp- . 

gleicliung p+q = n-J Genüge leisten 



nird allgemein 

A a  = An-o-r. 

Für n = >  z. B. hat man die 'werfhe folgender Transcendenteh. 

n-4 - 3 .  
denn b . 6 1  &t T - - = 3, für n ungerade. Wird  aber n = r o einer geraden 

2 - 
nLo - 40-2 - Zahl genoinmeir, so sind die Transcendenten an der Zahl - - - = 4 nRmlicli : - 

2 2 * 
% - 

t 30. Jetzt -ist  es .leicht den Werth von ( E )  fiir die zwei folgenden Fälle ZU bestim- L 

5' .' 
- men, n"a1icli für p+q<n und p+q>n. Sei  nun zunächst p+q <n. Aus der Formel (32) 

ergiebt sich, wenn man darin p = n-a-r , q = a u n d  r= r seb t  

tn= n-r 
E-n-r n-a )*(y> a - ) (7); 

da aber &eh (34) und @G)-- . - - 
d 

n-a-r n-n n-r 0 ,  
(o)=~a,ty)=snnw, (-1 = ,G 

ist; so ergiebt sich durch Substitution dieser Grüssen in die letzte Gleichung 

n-n-r Aa Sin aa 
(-1 = 

&?L W 

f .4ber nach dem Obigen An-a-,= Aa, und weil iu =- a ist: n 

Sin (n-a-r)u Sin [s-(n+4)O] * Bin ( n f  r)o. 



Wenn man also in (37) der Einfachheit wegen überall für n,n-n-r setzt und denacli 

s h t t  Sin (n-a-r)~ seinen Wer th  substituirt, so erhält man 

n -  AaSin(n+r>w (7) = -. Sin W 

Setzt man ferner. in der Formel (32) p = n-a-m, q = n ngd r = V ,  so wird 

(n-n-m -m 
n-a-m n-n- 

n I + ) = (  4 I (-- Ct m f 4 ~ ,  

wo m eine positive ganze ZahI bedeutet, welche def Bedingung - - n-m<n oder m>o ent- 

sprechen muss. Each (37) aber 

n-m - Amt Sin(m-#)on, -i-na Aa+m-4 Sin(n+m-#)U (--I - --- 
4 Sin a, 2 r 4 1 = Sin P, - 

ist; wenn 'mnn daler diese Werthe  in  die obige Gleichung substituirt, so ist 
- 

Durch suceessive Anwendung dieser Reiation ergipbt ekh _ 

r n - m  Aatnrr Au+-- . . . Aatt SinOlCm-+)W . . . Sin(a+ r ) w  n-a-4 ) = ---- -- . - - 
c-6 An4 A m .  . . A, Sin(m=-r)~ . . . Sin iinn Sin r (7 

* 
1 (39) 

n-a-.r wo der letzte Factor (-1 = Aa ist. Daraus ersieht man, '.dass die Transcendente (P), 
n 4 

wenn p+q<n immer vermittelst der Transcendenten A a  ausgedrückt werden kann, nach der 

allgemeinen Formel (39), welche Legendre gefunden hat. 

8 31. Für den Fall ,  wo p+q>n ist, hat man nach (34,  wenn darin p = n-n+m, 

q = n und r = 4 gesetzt wird 

Nach (31) ist aber; 

bei der ~ o r a u s s e t z u k ~ ,  dass p = n f m  und q = r ist. Ferner nach (37) und' (38) ist 



~ - 4 - m )  = Au-m-r Sin(a-m-4); (3) _ A m  Silz(rn+r)o 
I Sin W f Sin 1~- ' 

Also 

Da nun nach (32), wenn man p = n-G, q = n,  r = r nimmt 

ist, und ferner nach (39, (35), (37) 

W C?!?) = n n-n Aa-, Sin(n-#)W 
Sin nw' $1 = g, (7) = Sin w I i ) .  

ist; so hat man 

W Sin W C*) I -- 
n Sin nu Sin(n- c )  w' 

Durch successive Anwe~idiin~ der vorher gefundenen Relation, 

n-n+m+r m -) = -- AmSin(ni+r)u ,C-a fm 
( n m+r'Aa-m-r Sin(n-m-r,w . n 1 

+ 
egiebt sich aber 

Sin 2 w  Sin3a Sin 401 . . . Sinmai Sira(m+r)u -- n-hfr  
4-)* X s;n(n-2). ~ i n ( a 4 ) u  ... SitzCa-m-2). Sin(a-m-8). n 

Diese zweite allgemeine auch von Legendre gefundene .Formel, bekommt noch eine einfachere 

n-n+ 4 Form, wenn man dnrin s b t t  rn, m-r und statt (---- ) seinen Werth substituirt; es 
n 

wird nZmlicb 

p-n+m ) = - - P  A*A,P3- 4 ~ S i n w S i n ~ w  - ...' Sinmai 
a m'Aa-o Aa-3. . . AG-m Szng~~Sin(n-r) . . . Sin(a- m)w ' (40) - 

% / .- 

5 32. Aus Allem nun was bisjetzt  Über die Euler'sche Integrale der ersten Art gespro: 

chen wurde, erhellt, dass, nur zwei Fiille ausgenommen, niimlich für p oder q gleich n 



P iliid für  pf q = n ,  wo der W e r t h  der Transcendenten (-) sich unmittelbar ergiebt; i n  allen 
4 

anderen Fällen e r  nur  vermittelst einer bestimmten Anzahl anderer Transcendenten A„ A„ 

A, , . . . , die mqn als  bekannt betrachtet, ~ i u c h  (39) und (40) ermittelt werden kann. D a  

- m;,n aber für den Wrertk der Transcendenten An A„ A„ . . . deren Anzalii von n 
* 

n-2 n-r 
abhlingt und gleich - oder - ist,. je nachdem n gerade oder ungerade ist, keine allge- 

2 P 

P meitie Ausdrücke Iiat ; ao , folgt, dass avsser jener zwei Fällen, die Functien (-) im Allge- 
q 

meinen nur nllierungsweise gefunden werden kann. W i r  molleii daher die Formelu 

entwickeln, -welche zur Berechnung des genäherten W e r t h e s  des bestimmten Integrals 

' ( F )  dienen kiinnten. 
' 4 

I sp-fldx 
I PP- 

1Jm zu dem geiiälierten W e r t h e  der Fnnction (E)  = . zu gelange11 tlieilt 
4 

E u  1 e r  *) dieses Integral i n  zwei Thei le  , eitis nimmt e r  von 3 n = o bis zu dem xn = :, 
das andere vou xn = % bis Z U  dem ~n = 4 , und ent\vickelt beide nach dem Kei.vtonsehen 

Lehrsatz. Man ha t  nämlich 

'  der durch die  Entwickelung zu einer Reibe 

Rhltiplicirt  man diesen ganzen Ausdruck niit ~ ~ - 4 ( l x  und integrirt darriif; so wird 

XP-fdx XP n-q X ~ + P  n-q cnLg.x"+p n-q 2n-y 3n-q x 3 n i ~  --+ -.-+- .- P - -  . . -  . . (4i) 
p n n+p n t n  2>r+p+ T qn 3n' 3n3-p 

C )  

oder zwischen den Gränzen X = o lind X = 4 genoinnien , giebt: 
~ - 

~ - 

1) Eubri Instit. Calculi Integralis T. k. p. 322. 

\ . .. 



4 n-q.2n-q. n-q zn-9 3n-9 r (P = ; + "39.- . . -  -I- n* 2n 3n 3n+p +. .. n+p+ n tn+p 
T, . > 

welche Reihe, wie man leicht ersieht, sehr wenig convergirt. Um die Convergenz derselben :: 
zu erhiihen, nimmt Euler 

an;  so ist nach 1 10. 

4 - P _- 
Ferrier ergiebt sich aus (M), wenn man darin X = ($)a nud XP = z TZ setzt 

I n  8 26. wurde gezeigt, dass 

ist ,  wenn n'imlich 4 - X n  = yn gesetzt wird, oder durch die Umkehrung der Grznien er: 

giebt sich 

gach (41) erlililt man sogleich, wenn man nur darin überall statt P , .  q lind statt q ,  p setzt, 

folgenden Auädrnck : - 
\ > ,. 

G' - <;(L + n-P1->L f n-P 2n-P 2- n-p'ln-p 3n-p r 
Q =  q ,2n n+q 2n 4n ~rn+~+ 2; *T 6n03n+~ + * * +  



n-p on-p o f --. 
2ra 4n '2n-+q 

Ist p = q = a, so nimmt die obige Formel folgende einfachere ~ e s t a l t  an r 

a a n-a a n-non-a a 
(--I = s'-Z(r + - -, - n-a SR-a 3n-(E a 

4 - 
P 2n n + n + ~ * 1 n * ~ r a + a ~ ~ * 4 n ' ~ * 3 ~ a + * ' * )  -. 

9 33. W i r  wollen jetzt zu den Euler'schen Integralen der e W e i  t e n  Art übergeheo, und 

daher betrachten wir das Integral 

+ 

0 

Durch particulBre Integration erhZlt man 

- Folglich, wenn m und n positiv sind 

Ist uun n eine ganze Zahl; so erhat  man durch mehrfache Anwendung dieser Relation - .  
4 

Wird dagegen n eine gebrechene Zahl, so gelangt man mittelst der Form (43) zu dem Aus- 

4 

r P-r druck F m - f d r  (l;] , WO a einen Pchien Bruch bezeichnet, welcher Aoidruek nichts an 

0 

seiner Allgemeinheit verliert, wepn man rn ;t r setzt, weil dnrch die Annnbms das x m  = z 

ist, sich ergiebt 
- - 
I+_ I 



0 0 

Woraus  erhellt, dass die En twicke lu i~~  des obigen Integrals lediglich auf der Bes$mmung 

des Euler'schen Integrals der z<weiten Art beruht, womit wir uns sogleich beschäftigen wollen. 

t - 
34. setzen wir nämlich' 

Durch blosse Dikrentiation erhRlt man 

4 < 6-2 - 
dy = dx (1;) - a dx (1;) , 

oder, wenn man zwischen den Gränzen X= o und X = r integrirt 

weil f i r  x = o und x = 4 , y = o ist, wenn a eine positive Grösse bedeutet. Wendet man 

hier die von Legendre eingefihrte Bezeichnungsart für die Euler'sche Integtale der zweiten 

Art an, so entsteht folgende merkwürdige Relation: 

Wqians sich sogleich ergiebt, dass , . 

für = r , wird 



Durch successlve Subsdtution der. Werbhe r , 2, 3, 4, . . . i n  ,der Formel (46) statt n er- 
I 

- ,  

hält man \ . ,  

r(a) = 4. 2. 3. 4. 5. . . . (a-2)(a-r), (47) 

wenn 7 e h e  positive ganze Zah l  bezeichnet. Die Gleichung (46) ist  me&a.rdig in der 

Hinsicht, dass man mittelst derselben, die Fnnction ro), wo b grüssci itls r ist auf die 

Function I?(%) reduciren kann, wo x schon ein ' ~cb te r  Bruch wird, 
. - , 

g 35. Wäs h e r  am fi6rkwiirdigsten bei den ~iler 'schen integralen der heiaen Arten 

erkheint, ist die innige Verbindung, in welcher sie mit einander stelien,.so dass die eine 

Art immer vermittelst der anderes Art der IatPgrale ausgedriicbrt werden kann, i a e  wir nun 

zeigen wollen. S e i  
- y = XP (r-x)q-~~. 

wo p nnd q positive ganze Zahlen sind; so ist, 
- - . - +  

dy = pxp-fdx(r -x )~ - ' - (~ -~ )xP  dx(i-X)P-n 

> Integrirt man zwischen den Gränzen & =* und X = r ,W verschwindet y, weil q eiue po- 

, w e  daaze Zahl &t, utui es bleibt 

. oder . - 

Setzt man nun nach ~ind  nach in  dieser Formel statt q ,  9-4, 9-2, q%-3, . . . und be- 

4 

zeichnet~p-.dx(4-x)q-f  mit (py-4) ,- so e'6aItman 



wenn q eine ganze Zahl ist, .oder auch 

Auf dieselbe Weise  ergiebt sieh, dnss 

4 

0 ,  

wenn p eine ,ganze Zahl ist. Da aber. 

xp-fdx(r -%)CI-# = ~ q - f d x ( 4 - s ) ~ t  S 
0 ' 0 J' 

'ist, wie ninn sich leicht daron überzeigen kann, wenn man in einem' der beiden  heile dir 
ser Gleichung X =  4-z setzt und gehörige Substitutionen vornimmt. Also nach der Legen- 

dre'schen Bezeichnung wird 
- - 

(P,$') = ( 4 , ~ )  
b 

sein. Ferner halle0 wir gefunden, wenn P eiue ganze ZahI i@ . 

also 

1 - I 

Man übersieht leicht dnss der Ausdruck (49) Überliäupt gilt, wenn eine der beiden Grör- -7' 

een p und q eine g n z e  Zahl ist. Run ist aber nach dem binomisclren Lehrsatze 



T '  Folglich, da p eine positive Grösse ist 

- eine Reilie,~ welche in's Unendliche fort lbft ,  wenn q keine ganze Zahl ist. In  diese Reihe 

miiss sich also nach (49) 

- ! 

. (wo wir uns unter den mit bezeichneten Grüssen ganz allgemein die entsprechenden Eu- 

ler'scheu Integrale der zweiten Art denken), entwickeln lassen, wenn 2.- E. p eine g.lnze 

- Zahl ist. Denken wir uns aber nun die Entwickelung von ro fiir jedes p und q 
I'@ +q1 

- gnnz allgemein ausgeführt; so ist klar, dass, so lange p und q ganz allgemeine Symbole 

hleiben, die Form der allgemeinen Reihe nicht von der Form der Reihe Fir einen besonderen 

Fa11 verschieden seyn kann. Man sieht also, dass aoch fur jedes passive p und q sich 

in die obige Reihe entwickeln l a w n  muss, und d a ~ s  folglich die allgemeiuen. 
, R49tq)  
Entwidiel~ii~gen von 

rc„> U q )  xp-td.rr(,-x)q-r = (P, q)  und --- .F W + 4 )  
0 

für jedes pnssive p und g zii denselben Reihen führen müssen, welches uns berechtigt fiir 

, 'jedes positive P und q zu setzen: 

. 
Aep der Formel (30), welche in 5 26. beniesen wurde, folgt daher 



U-oraus erhellt, dass die Euler'schen Integrale der ersten Art immer durch die der zweiten - 
Art ausgedrückt werdea künnen. 

$ 36. Se i  p+q=&, so ist nach (50) ' 
- - -  0 . .  

Nultiplicirt man diesen Ausdruck mit dem Ausdruck (50) für ( P ) ,  so ergiebt sich 
4 

D: der zweite Theil dieser Gleichnng sich nicht ändert, wenn inan zwei von den Buchsta- - 

I ~ r n  p , q , r mit einander verwechselt ; folglich 

ist, wie wir es schon früher auf anderem W e g e  gefunden habea. Ferner nach (X)), wenn 

q = n-p gesetzt wird, ist 

oder 
X ,  

% 
wenn r = - und & ist. Für  n = $ z. B. hat man [i'(rr);' = s; also 

n n 

r(2) = y Z  (5% 

§ 37. W i r  wollen uns jetzt mit der umgekehrten Aufgabe bescliäftigen, d. h. die Eu- 

ler'schen Integrale der zweiten Art durch Euler'schen lntegrale der ersten Art ausdrücken. 

W e n n  wir daher in (50) p = 4 setzen und darnuf für q nach und nach die Werthe 4.  2. 3. 

4. . . . bia q = n- 4 ,  nehmen ; so entstehen folgende Gleichungen : 



2 n;) r(;) 13;) 17(;9 rc+ F(;) 3 
(3 = - V-- 

f& (f) z -- 
2 3 3 '  (f) = 4 9 ;@F(; nr(;) - .  nUn) 

* . . . . . .  i . . ' . . . ~ . ~ e . r . r - i . i . .  
1 + 

Hultiplicirt man die ersten (n--r) Gleicliiingcn in einander; so orhiilt man 

Bildet man das Prodiict aus allen n-r- Gleichungen, so entsteht fulgeride Relation: 

oder 

welcher Wertli vUn r(L) in (54) siibstituirt, 
n 

- - - 4 . rZ+)(r)($) .-. („)I 
= 

n-a 

- n: [(+I(;)(+) (&)I - 

n 
gieht. Also aiit diese Weise ist die Function F(n)' WO n > n  ist, viillig bestimmt. . . 



8 38. Die  Theorie der Euler'schen Entegrale der zweiten Art  begreift i n  sich, a ls  spe- 

ciellen Fa l l ,  eine Gattung höchst merkwürdiger Integrale, mit  welchen K r a m  3 und , 
L a p l a  c e  a) sich viel bescliiiftigt haben. S i e  sind unter der allgemeinen Form 

WO e die Basis der natürlichen Logarithmen und m und n ganze positive GrOsseii bezeichnen, 

entlinlten. Se tz t  man niimlich t sn+l=  z ;  so ist 

m wenn &=- 
I: ' 

gesetzt wird, und das gegebene Integral nimmt folgende Form an 
2nf r 

Er bleibt niin den W e r t h  des Integrals 

L - 
-&k , 

zu siichen. Se tz t  man daher e . = X ,  so  ergiebt sich 

und wenn man diese W e r t h e  in  (57) snbstituirt, 
* 

nelciies Integral zwischen den Grenzen x = r und X = o -genommen sein niuss, weil für 

t = o ,  x = l  und tZr t = m ,  x = o  ist. Folglich /- 

I )  -4na1j-Qe de Refractions astronomiqurs et terrestres; par K r a m p ,  1799. Chap. 111. p. G l t .  

3) Theorie Analitique des Probabilit&s, par L a p l a e e  1814, P. 96. - 



wenn maii statt b seinen W e r t h  setzt und Legendre's Bezeichnung gebraucht. S o  z. B. für 

n = o uud m = 2 ,  ha t  man nach (53) =) 

Betrachtet man nocli hier t als negativ, so ändert nur dt sein Zeichen und es lvird 

0 

f F? dt = $771: 
-00 

Bekanntlich aller is t  

+a .o 7.a 

t = J:!= dt + .f F: dt ;  
* ' 0  . 

also 

+W 

f C = - rn, 
-a 

(60) 

8 39. W e n n  i n  einem bestimmten Iiitegrale uuter dem Iritegralzeichen melircre nill- - 
hiirliche Griissen vorkommen, so kann  man sie ,  a ls  ve~nnderlich und das Integral selbst, als 

eine Fnnction von eben so vielen Argumenten, die von einander iii~abliiingig sind, betrnch- 

ten. Darauf beruht die Methode, nneh welcher man -unter dem Integralzeiclien diFrentiiw11 

kann, und die wir sogleich entwickeln wollen. S i e  i s t  eine reiche Quelle zum Auffiiiden 
- des I'Verthes vieler i n  der hiiheren Analysis 'sehr n.ichtigen bestimmten Integrale. Nehmen 

1) Man findet am Ende des erwähnten Werkes von Kram y , eine Berechnung diese8 Integrals von 0,01 ' 

. a - t e  
ZU o , O i  angegeben, nur welcher man eisieht , dass f c  . dt , dessen IYsrth ?Tn = 0,886226~9 rui- . 0 

scben deu Granzen t = o und t r o~ ist, fiir t = 3 schon auf o,oooofg5y799 reducirt I\ ird. 



wir  an, dass $(i, y) eine twisehen den GrSnzen n = a und X = A continnirliche ,Fnnction 

sei, und dass mittelat der Integration 6 Bezng auf X,  w;llirend y als constant betrachtet 

wurde, gefunden war : 

A 

so ist, wenn sich jetzt y um h ändert, 

n 

Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, und bezeichnet den Z<witehs, welchen das 

_ Integral erhalten. hat, mit y)dx,  so ist 

n 

A 

~ f w ,  Y)& = +CY+~)--$(.Yb 
a - 

Ebenso bekommt man noch I 

AQ(x, = @(X, ~+h)-Q(x, Y), 
oder wenu man mit dx multiplicirt und daranf  wischen den angegebenen Gränaen integrirt, 

Da aber 

. ist, so ergiebt sieh zuletzt 



Entwickelt man diese identischen Fnnctionen nach dem Taylor'schen Lehrsatze, so er- 

wo Ii ganz willkürlich ist, und die einzelnen Glieder, dieser identischen Reihen unabhüngig 

von h respective gleich sein müssen, folglich : 

8 40. E s  bleibt uns noch übrig durch einige Beispiele zu zeigen, wie man mittelst der 

Differentiation des bestimmten Integrals in Bezug auf die willkürlichen Constnnten, welche 

dariti vorkommen au--dem Werthe desselben gelangen kann. W i r  wählen zu dem Ende zu- 

erst das Integral 

; Differentiirt map er in Bezug auf-n, so hat man 

- , .. a -.&a dz- - - f e .  r h ~ i n n x .  

Durch particulare Integration ergiebt qich 

\ -xL ' - X =  

fee.X'xdr&~ = ; B  . SUIN-C B f e . dx(>oanr, 
oder 

- 4 ~ F ~ ' ~ &  Si X = -- CO$ Tm, 
4 

& - ,*. 
0 - 0 

weil das Glied auaaer dem Integrrilzeiehen, fijt beide Gränren Null wird. Da aber .+- 



ist ; 'so entsteht folgende Dilferentialglei~linn~ 

Sondert man darin die veriinderlichen Grössen Z u n d  n von einander ab, und darauf inte- 

grirt, so hat man - 

n 2 n* -- z = ~ e - 7  oder . / ! ~ : ~ d ~  C O ~  nx = Ce 4, 
0 

wo C die Constante bezeichnet, welclie gefunden wird, wenn inan in der letzten Gleichung 

n = o setzt; woraus nach (59) 

0 

also 

n 2 -- 
.fi-?'dX Cos nx = $W e 4 .  

L a p 1 a C e *) Leweiset dasselba Integral mittelst der Euler'schen Integrale der zweiten 

Art auf fdgende Weise. W e u n  man statt Cosnx seinen Werth 

setzt; so erhtlt man 

Das dlgemeine Glied dieser Reihe der lutegrale / ~ ~ ~ ~ m d ~ ,  irt nach (58) on+ r 

0 

= 

woraus folgt; 

1) Memoires de la Classe dea sciences mathimatiqnes de 1'Institut. 1809. p. 367. 



oder 

Differeiitiirt man nun mehrere RlaIe nach dem in 8 39. bewiesenen Satze das bestimmte In- 

tegral (62) unter dem Integrnlzeichen und  seinen W e r t h  i n  Bezug auf n, so erKilt mau fol- 

gende Reihe der Integrale: 

woraas erhellt, dass man i m  Allgemeinen, den W e r t h  des Inteprqls 

wo 'M und* zwei Funetionea von r* bezeiclinen, bestimmen kann. 

\ 4L. W i r  -- kol lep  noch das me&iiirdige Integral P a$~ , wo ?L eine positive 

t 0 
1 

ganze Zihl bezeichnet und 6. - 4 - Int C'os 9 +. rna i s t ,  entwickeln. E u l e  r I) war der 



4 - 
erste, welcher es bewiesen hat und L e g e d r e  derjenige der seine Beweisart später vervoll- , 

kommnete. E r  mimmt niimlich folgende Gleichung an : 

woraus sich nach der Methode der unbestimmten Coefficienten eigiebt 

/ . , * < . . .  ' . * 2 *  C ' .  . - 0  . . U . . . . 
- " - .  

Folglich 

4-m9% = 4 + m ~ o s ~ + m ' ~ 0 s 2 Q + m ' ~ 0 8 3 ~ + m * ~ o s . 1 ~ +  ;. . 
4-2 rn Cos cP f n12 

~ u l t i ~ l i c i r t  man diese Gleichung mit 2 ,  und ziehtt von beiden Seiten 4 ab, so hat man -. 

- - 

Das allgemeine Glied der Reihe kann nur von der Form 2- r m ~  C O ~ A P  .ein. b l e r  
4-mf 

I rnl in(A+@9 + Sin(X-i)7 - -  
I-na2 Y A+d X-B P , .  

für Q = o  und g = a  immer Null wird, wenn X und ganze von einander verschiedene 

Zahlen bedeuten, nur den Fall  ausgenommen, wenn &=X, wo dann 

R 
?. 

?? 

= m J 
rm A 

dP Cos hQ 2 C'os xp = - 
- I-m2 (I 3. Cos ~ X Q )  = - 

4-ma' 
t> 0 0 

welchen VC'erth wir  mit P, bezeiehnen wollen, so dass 
20 



das einzige Glied i s t ,  welches nach der Integration zwischen den angegebenen GrKnzen zu- 

rückbleibt. Aus P, kiinnen wir nun mittelst der Dnerentiation P„ P„ P, . . . Pn fol- 

gendermassen herleiten. Differentiirt man die Gleichung Pn = - - - in Bezug auf - 

0 

m , so bekommt &an , 

lr W - 
nd@ Cos X0 

(2Ckep-2m) = 
0 . ' /  0 

oder - 
. - 

dPn - I2 4 - - (J -  n2)Pn& - -Pn , woraus Pntt = - n dPn 
(Pn +-.-) 

dm , n ri.2 t 4 -ma _ m  dm 

oder, wenh man zum einerlei Nenner reducirt und Zähler lind Nenner mit rnn-r multiplicirt 

GieLt mau npn dem ,& in dieser Formel nach k d  s a e h  die Werthe  r 3 2 ;  3, 4, -. . so er- 

geben sieh folgende Ausdrücke : 

Legendre drückt das allgemeine Gesetz, nach welchem jedes beliebige Pn gebildet. wird fol- 

&ndermnssen, aus , - 



:2 wo AR wenn man mit (12-4):~, (n-4) (n-r) :3 C C '  * ' *  nach der Reihe die Binomial- 

coefficienten der (12-r)ten Potenz bezeichnet, folgenden Wer th  bat 

Setzt man z. B. X= 0 ,  so hat man folgenden merkwüfdign Aus,~mck: 

, 
. 5 42. Ausser dieser drei allgemeinen Xethoden, die wir hier dargelegt haben, und 

welcher sich besonders Euler znr Entwickelung des Werthes der bestimmten Integrale be- 
* 

dient hatte; giebt es noch eine vierte nSmlich die Methode der doppelten Integration, a?elche 

dnrauf berillit, bass das Resultat der successiven Integrationen in Bezug auf zwei veränderli- 

che Grüssen im Allgemeinen von der Ordnung, in welcher diese Integrationen vorgenommen - 
werden, unabhiingig ist. W i r  haben in 5 39. gefunden, dass 

ief; woraus man sogleich erhält 

Setzt man 

wo Y eine willküdiche Function von y bedeutet, sd i r t  . 

A 



folglich 
1 

/;Y fdf*x = @CA, y)-@(a,  1.1 + Conat. 
* .  

a 

oder 
B A 

~ y . f d f ( x ~  = $(A, B) - $b, B) - 9(A, b) 4- P@, b). 
dy 

(64) 

m t n  

Man bat ferner, wepa man 

annimt, und mit X eine willkürliche Fünction von X bezeichnet, 

Blultiplicirt man nun diese. Gleichung mit dx und integrirt darauf zwischen den Giiazen 

s = A und X = a, so ergiebt sich dadurch 

Da aber 
i _ A 

f i x ,  =X@(*, Y> 4- .Y, Pb, y)dr = HA, y ) ~ @ ( n , y ) '  
a 

ist; folglich 

A B  

J;i, /Gx , NA,  B) =-~,ia, m - U, b) + ~ ( n ,  6). (66) 
n b  

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem (M), und setst i n  dem letiten statt 4f(x, Y? 
- dy 

- aeinen Werth aus (65), so erhzlt man das was an beweisen war, nPmlich 



f 43. Um diesen Satz auf ein Beispiel anwenden zu können, n2bIen wir aus La- - 
p ' l a c e  =) das doppelte Integral ,;*Yds >"I"' 

¶ 

0 0 
i 

- wo e die Basis der natürlichen Logarithmen und n irgend eine positive rationale Zahl be- 
- zeichnen. Integrirt man ea erat in Bezug auf a, wobei X ds constant betrachtet wird, so i s t  

-s ( l+xn)  . 
F e  - -s(r+xn] - -- 

/ 
e 

f +E" 
+ Cone. 

Q 
voraus man erhiilt 1 

a Qas letzte Integral aber hat nacrh (9) Qr seinen Wer th  - , als@ 
n Si7t - 

n 

, 
, Man kehre nun die Ordnung der Integration um, so dass man erst X aIa vedndorlich,.be- 

tracbtet, und setze gxn = t ,  BO ist 



- .  

Da in diesem Ausdruck die Veränderliche s jede beliebige GrGsse darstellen kann, so ist 

man berechtigt s = l n  zu setzen. E s  wird daher 

0 0 

sein. Aber nach (67) TdX / ' " ( 4 f  "n' 
,- da? = e ds 

0 0 0 0 

ist; folglich 

. IC n/>rtntn-q& = -. .n 

0 0 n Sin - 
- n 

S o  hat man z. B. für n = 2 ,  

09 ,tZ f 

oder />e dt = f nv, 
2 Sin - 

0 2 0 
*- 
I wie wir schon früher auf anderem W e g e  gefunden haben. Setzt ma-n noch in (69) statt n, . 

n ' _ _ .  so ist 
r - 4  ' 

-Substituirt man wieder in  diesem Ausdruck iiberall statt t, t r - 4 ;  so erhiilt man zuletzt ful- 

gende merkwürdige Relation : 

OC! -t - 
. tr-2dt / e tn-i* r= n 

r-4 

- o o . Si~z(-)% n 

5 44. W i r  müssen iibrigens hier erwähnen, dass die Methode der doppeIten Integration 

in einigen Pillen unzuverl~ssig ist ,  und uns zu falsclien Resultaten verleitet. C a u C h y 

nämlich hat gezeigt, dass die successiven in  zwei' verschiedenen Ordnungen vorgenommenen 

Iiitrgrntionen zu zwei ui~gleiehen Resultaten iüliren jedesmal, wenn die Function unterm Jn- 



-- 
tegralzeichen für zwei bestimmten Werthe der Veriinderlichen , d u r ~ h  Unendlichkeit zu dem 

iinbestimmten Ausdruck 8 Übergeht. Diese Eigenschaft erkannte cr an dem doppelten Integral 

b' a' 

I n 

yt-x" 

WO, LrifrY2)fl wenn man zugleich X = o  und y = o setzt, wird, oder wenn man erst 

4 - x = o  setzt, so hat man = +CO fiir y = o ,  und -- 
Y X = 

- - QO für X = o , wenn man 

zuerst y = o  gesetzt bat. Um sich von der e rwln ten  Eigenschaft des obigen Integrals zu 

überzeugen ., sei 

so ist 

Y U = Arc. lang -, 
X 

Iutegrirt nian nun erst in Bezug auf x, so hat man 

, Multiplicirt man diesen Ausdruck mit dy und integrirl-daranf, so wird 
3 - 

Y Y = Are. tang -, - Arc. tnng -. 
4 n 

Folglich . 

B' d 
h' b' I> 

f d y  f = Arc. Lang. - Arc. fang - - slrc. tang T + Arc. tang 0 ' (70) 4 n n n ' 
I n 

.- Verfiihrt man auf dieselbe Weise nur in umgekehrter Ordnung, so ergiebt sich '' 



X X Arc. fang - - Arc. tnng -,, 
I .  I 

und zuletzt, 

n 6 

Die beiden Formeln (70) nnd (7l)  sind identisch so lange a,  L ,  n', <, keinen bestiwmten 

TVerth erhalten. S e t z t  man aber n = b = - r und U'= b'= 4 ,  so  bekommen die erwiihn- + 

ten Ausdrücke folgenden ungleichen TVerthe : 's 

T h e , s  en, 
1. Die angewandte Mathematik ha t  vielfach beigetragen die Lehre  von den bestimmten 

Integralen zu erweitern. 
11. Es scheint viel richtiger, ein immerwährendes Vorhandensein von Kräften, als die 

Ursache der Bewegung, und das Nichtvorhsudenseiti derselben, a ls  Ursache der Rc? e der Ma- 
terie, anzunehmen; als  i h r  die Tregheit zuzuschreibeu. 

111. D i e  Wahrscheinlichkeits-Rechnung kann die Philosophie des practischen Lebens 
ge&nnt werden. I 

1V. Es oiebt keine abrolut unendlich grossr und unendlieh k&eine Griissen. 
T'. D i e  k e t h o d e  der Gränzen ist jedenfalls der Methode der unendlich Kleinen vorzu- 

ziehen. 
Vl.  Nur durch die Mathematik bekommen Phys ik  und Astronomie eine strenge ~xissen-  

schaftlielie Form. 
V11. D i e  physikalischen Versuche und astronomischen Beobachtungen lassen noch im- 

mer einen Zweifel iibrig , und nur das kann als  richtig i n  jenen Wissenseliaften angesehen 
werden, was mathematisch bewiesen worden iet. 

TrIII. Alle Compensetions - A'  parate für die ausdehnende W i r k u n g  der MT5rme haben 
nocli nicht den letzten Grad der 6dllkornmenheit erreicht, und lassen noch Manches in die- 
ser Hinsicht zu wünschen übrig. - -- . 


