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Einleitung.

: N~
Die wichtigsten und schwierigsten Aufgaben der Geometrie und Mecha-
nik, wie die Quadratur der krummen Linien und ihre Rectification, die
Quadratur der krummen Flichen, die Berechnung des. Inhaltes. unregel-

missiger Korper, die Gesetze der Bewegung eines freien Systems von

- Kérpern und dergleichen mehre, waren den alten Mathematikern, so lange.

man sich der synlh\gtisclien Methode bev‘diente, entweder ganz unzuging.
lich, oder wurden von ihnen theilweise mit der grdssten: Mithe aufgeldst.
Archimedes, Cavalieri, Toricelli, Roberval, Pascal, Ferma
u. a.-m. konnten bei all jhrem Genie, das sie zu grossen Entdeckungen
leitete, das nicht leisten, was Newton nnd Leibnitz durch die Erfin-

dung der Differential- und Integralrechnung fir jene Wissenschaften ge-

~ leistet haben. Mxt dlesen Minnern beginnt daher, wie eine neue Epoche

so Gberhaupt eine neue Aera flir alle Zweige der reinen und angewand-
" ten Mathematik. Der menschliche Geist dringt seit dieser Zeit mit Hulfe

der subtilsten und abstractesten analytiéchen Betrachtungen tief in die Na-
tur, und eine- grosse Reihe von Naturersaheiﬁungen, die man Jahrhunderte
hindurch als Réthsel betrachtet hatte, stellten sich jetzt dem zersetzenden

. Verstande ins hellste Licht. - Es entstanden Tene Theorien, welche wieder

zu neuen Entdeckungen den Weg bahnten; so dass dadurch die Infinite-

" _simalrechnung gleichzeitig ein neues Moment zu ihrer “weiteren Ausbil-
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dung und Vervollkommnung erhielt. Die ersten Schriftsteller, welche die
Analysis auf die Geometrie und Mechanik anzuwenden versuchten, waren
Wallis in seiner Arithmetica inf'initorum,.Mercat.or und Huy-
gens. Zuletzt erschienen La Méthode des Fluxions von Maclau-
rin und eine Reihe verschiedener Schriften von Newton; Leibnitz
und Bernoulli, welche die Wissenschaft mit den wichtigsten Entde-
ckunget; bereicherten und zugleich die Basis bildeten, auf welcher das
ebenso kolossale als glinzende Gebiude der neueren Mathematik aufge-
fuhrt werden sollte. Im XVIII Jahrhundert macht Euler allein eine
Epoche in der Geschichte der Differential- und Integralrechnung aus, denn
seine Arbeiten zeichnen sich.besonders dadurch aus, dass er vor allen an-
deren die analytische Methode zu vervollkommnen suchte, indem er die
Ansicintép der reinen Geometrie immer mehr entfernte. Er stcllte zuerst
das Beispiel jener Deductionen auf, in welchen die Bedingungen des Pro-
blems erst mit Hiilfe algebraischer Symbole ausgedrlickt werden, und
dann das Rechnen allein alle Schwierigkeiten zu entwickeln und besiegen

hat, und zeigte hierbei einen so ausserordentlichen Scharfblick und einen -

ebenso tiefen als schipferischen Geist, dass er eben dadurch seiner Wis-
senschaft eine ganz neue Gestalt gab.  Auch behandelte er die Mechanik
durch die Analysis, und indem er so den Umfang dieser Wissenschaft er-
weiterte, vervollkommnete er zugleich die Differential~ und Integralrech-
nung. Ferner bearbeitete Euler *) mit besonderer Vorliebe die bestimm-

ten Integrale, und wird daher mit Recht als Schopfer dieses wichtigen -

Theils der htheren Analysis angesehen. Endlich ausser der Findung ei-

ner Menge sehr wichtiger Integrale dieser Art, gebithrt ihm insbesondere-

die Ehre des Entdeckers einer ganzen Theorie der bestimmten Integrale,

1) stitntionum Caleuli Integralis T, X. Cap. VII, VI, IX und T. IV.



die spiter Legendre 1) ,eulersche Integrale“ benannte, diesclben
dadurch noch mehr entwickelnd und erweiternd,, dass er die Theorie der
Elliptischen Functionen mit ihnen verband und zur Berechnung beider
Arten der Integrale Tafeln mittheilte. Das classische Werk von Legendre
und die raschen Fortschritte der angewandten Mathematik haben mit
"Recht die Aunfmerksamkeit der neueren Mathematiker Frankreichs und
Deutschlands auf diesen Gegenstand gelenkt. Unter den erstern zeichnet
sich Caué’hy %) aus durch seine zahlreichen Memoiren und Schriften
tber die bestimmten Integrale, die eine Menge schr interessanter und fir
die verschiedenen physikalischen Theorien sehr wichtiger Untersuchungen
enthalten. Er hat um.die hohere Analysis besonders dadurch grosse Ver-
dienste, dass er den Werth der bestimmten Integrale in dem Fall, wenn
die zu integrirende Function zwischen den gegebenen Grinzen Unterbre--
chungen der Cantinuitiit erleidet oder unendlich wird, genauer untersuch-
te, und Alles auf die Integrale zwischen imaginiren Grinzen anwendete;
so dass man ihm eine vollstindige und ganz allgemeine Theorie dieser
Integrale verdankt. Weiter haben sich Laplace 3), Kramp 4) und
Poisson 3) theilweise mit diesem Gegenstande beschiiftigt und es ist
ihnen gelungen mittelst der bestimmten Integrale die allgemeinen Summen- -
ausdriicke (Fonctions génératrices) mehrerer Reihen zu finden und da-

durch einige der Partialglcichungen zu integriren, welcher Methode be~

-

Sarnimasn——

1) Exercices de Caleul Intégral parLegéndre T. I pag. 221 =301, Pars 18if,
2)  Exercices de Mathématiques an vielen Ortéa und Mémoire sur les Intégrales définies prises entre d;s’li-
" mites imaginaires. Paris 1825. ‘
' 3) Théorie analytique des Probabilités, pag. 13—36. Pars 1814,
4) Analyse de Réfractions astronomiques et terrestres. 1799, Chap II.

5) Mémoires de I’Académie des sciences, 1816,
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sonders Fourier ) in seinen Untersuchungen dber die Wirme, um die
Bestimmung willkiirlichen Constante zu vermeiden, sich bedient hat, in-
dem er ihr zugleich einc tiefere Entwickelung und grossere ‘Vollkommen-
heit gab. Auch kénnen wir die wichtigen Entdeckungen. nicht mit
Schweigen Uibergehen, welche in der neusten Zeit Jacobi 2) und Abel 3)
im Bereich der bestimmten Integrale durch Bearbeitung der Elliptischen
Functionen gemacht haben; obwohl dieser intressante Gegenstand wegen
sei'ner ausserordentlichen Ausdehnung in unserer Dissertation nicht aufge-
nommen werden konnte. Ferner hat unser vaterlindischer Mathematiker
Ostrogradsky mehrere schitzbare Memoiren der Peicrsburger’ Akade-
mie der Wissenschaften tber die bestimmten Integrale mitgetheilt, die
grosses Aufsehen auch bei den bekanntesten franzisischen Mathematikern
erregten. Endlich haben auch Lejeune- Dlrlchlet 4) und Grunert §)
einige Beweise vervollkommnet.

Indem wir hiemit zum Schlusse ellen, fiagen wir noch ein Paar
Worte ither den Plan der Dissertation hinzu.  Sie enthilt zunicht drei
Capitel ; in deren erstem sie sich mit den Eigenschaften, die allen Inte-
gralen mit einer Verdnderlichen zukommen, beschiftigt. . Das zweite Ca-
~pitel aber enthilt nur einige von Cauchy °) in dém Mémoire sur
les ihtégralesv définies, lu a PInstitut le 22 Aodtit 1814 etc.
vorgetragene Sitze. Das dritte endlich behandelt die verschiedenen
Methoden, die zur Entwickelung der Werthe der bestimmten Integrale

oot
1) Théorie de 1a Chaleur par Fourier. Paris 1822, . v
) Fundamenta nova Theorize functionum ellipticarum, \1829.
3) Précis d'ane theorie des fonctions elliptiques, ein unvollendetes Werk.
4) Crelles Journal der reinen und angewandten Mathematik, B, IV.
5) Supplemente zu G. S. Kligels Worterbuche der reinen Mathematik, B. I, p. 136—-283.

6) Mémoires présentés par divers savans & FAcademie de sciemes. Pans 1827. r. 1. 1. 601 etcs
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fuhren, und setzt ausser mehren merkwirdigen Integrale die Theorie der
Eulerschen auseinander. Ich kann nicht Ieugnen, dass das Thema,
welches ich zum Gegenstanﬂ meiner Arbeit gewihlt habe, sehr umfassend
ist, und vielleicht fir den vorliegenden Zweck nicht ganz passend er-
scheint; weil jedes von den hier erwihnten Caplteln so wichtig und reich
an Quellen ist, dass es bei gehoriger Musse und Bearbeitung einen schwer
zu _ erschopfenden Stoff zu einer vollstindigen Dissertation darbieten
kénnte. Meine Absicht aber war in der kurzen Zeit die mir noch zu
Gebote stand, wenigstens einen fliichtigen Ueberblick tber die ganze
Lehre der bestimmten Integrale zu geben, weshalb ich mich auch so viel
'alslmiiglich an die allgemeinen Methoden und Theorien gehalten habe.
In die Untersuchung des Werthes der einzelnen Integrale konnte ich mich
natiirlich nicht einlassen. |




Erstes Capitel

Uver die, ;;llgemeinen Elgenschaftén der bestimmien ‘l‘_ntegralg{ :

§1. Der U;rlstnnd dass man nach der vollendeten lutegmtion‘»eines Differentials zu. -
dem erhaltenen Ausdruck immer eine constante Grosse- hinzufiigen muss um ibm alle nothlge ‘
Allgemeinbeit zu verschaffen, macht einen solchen Ausdruck zweifach unbestlmmt Lr ist
erstens insofern unbestimmt, als seine veriunderliche Grisse al}e miglichen Werthe annehmen
_“kann, und zZweitens, weil die hinzugefiigte Constante, als véllig willkiirlich betrachtet wer-
_ den soll. Tn der angewandtén, ja sogar in denjenigen Fillen der reinen Mathematik, wo es
darauf ankémmt den numerischen Werth™ eines Tntegrals zu wissen, welchen es fir einen
jeden gegebenen Werth der Veriinderlichen annimmt, wird die Allgemeinh'eit eines solchen
Ausdrucks dadurch beschrinkt, " dass man der w1llkurhchen "Constante einen bestlmmten |
Werth beilegt, der etwa so gewihlt ist, dass das Integral mit der‘er.mderhchen zogleich ver-
schwindet oder &hnlichen Bedingungen entsprickht.

Es sey uns aus den Bedingungen der Aufgabe, oder somst_ auf irgend eine Weise be-
kannt, dass das Integral y = fXdx, wo X irgend eine Function von x bedeutet, fir x =x,
den Werth » hekommt, Durch Integration des Differentialansdrucks Xdx ergiebt sieh,. in-
dem wir mit Cb(x) dle unmlttelbar dadurch erhaltene Function bezeichnen wollen, » ]

_fy = _[' Xdx = @(x) + Const. : 1))
“also fir ¥ =ux, ’ » '

¥ = @(xe) + Cons, woraus Cons,.= » ~&xe)

.

und

v = @) + 1~ @lxo) = -+ Olx) — @lxy) @
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- Nehmen wir nun an dass x der Reihe nach folgonde Werthe. erhalt

. xo: Xy xz) o0 Xn-2y XN~y Xn

5
deren jeder seinen vorhergehenden um eine beliebig kleine Qu’mtltat z uberlnﬂ't s SO dass

‘xx-—-xo—l—lo, x,=x;+7;, xa-—k‘ F i,y 0 o Xn=xn-s +ln-:,
Wo.%g, 2,5 z,, vie zn_, rm Allgememen sehr kleine posmven Grossen smd " Die Ele- .
mente : S

- L
. xz"‘"x,,r ‘x‘;“—"xzj L) xn‘—&\"n-l

in welehe der Unterscliied-xﬁ‘# xo dadurch zerlegt wird ,vh‘aben alle einerlei Vorzeichen,”
wnd sind positiv, wemn xn > x, ist. Bezeichnen wir den Werth, welchen das Integral
y =/ Xdx fir =, erhilt mit y; so ergiebt sich ans den Gleichungen (1) und (2) nach-
dem wir darin v = x, setzen , o . , .

v—¢(x,>+0‘ = @) — Blro) @)

- s

Functlon ¢(x'+zo) nach dem Taylor’ schen Lehrsatze entwickelt giebt, mdem man x = x,

setzt: : . , :

¢(xo + lo) = ¢(x1) = ¢(x°) + ¢ (xo)— + ¢"( o)—"‘ + ¢"’( o)-— o3 + oo

wo @, @/, " ... dle derivirten Functionen von @ bedeuten. Vernachlissigt man die
zyeite und alle hiheren Potenzen von 7, wegen seiner Klemhelt » 80 hat man fiir », folgen-
den Werth _

7, =n+ @lxo)o )

Eben ;l_llf dieselbe Weise,. Wié‘man aus dem Werthe # des Integrals den Werth .n, ab-

geleitet hat, kann man-aus diesem- wieder den Werth #, fir o= x, ableiten, und so bis

wn fortfabren.  Dadarch erhiilt man folgende Reihe von Werthen, welche das gegebene Inte-

gral~y = [ Xdw annimmt, indem nach und nach &= xo, & =x,, , .. his zuletzt & = xn

. gesetzt wird: - ~~ - T

' - =C o+ 9lxo)

7, == P,

4y Sy _+ LA By

.'.oo-..~.
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- T . . - } 7‘.’ . - . . N . - » N >h ,«7.
Da aber 7ot &y = Hoy I ==X, —— Xyy + o + In-1 == Xn — Xn-¢, S0 ergiebt sich, indem wir

den VVerth von ; in n5 und den dadurch erhaltenen Werth von 7, w1eder ln AL substjtui-.
ren und so weiter fortfahren:

% + ¢’(xo) (xt _ xo)‘"
1o -+ P'(xe) (v, — x0) + ¢’(x1) (x, — xy) ,
7, =1 + P(xy) (xy — xo)_\+ P'lwy) (xg — x4) + P'(x,) (3 — x,)

It

"z

it

L F3

. . . . ¢« e e ¢ s e e . L . . . . . . . . .

= 1 + (D(xo) (xy — ®o) + () (x, — xg) +. .-(D(xn-f) (xn — &n-1) ©®
Der letzte Ausdruck tritt dem Werthe des Integrals y = fXdx fiic x == x» desto ndher, Je

kleiner die- Elemente x; — %y, &, — X2y ¢ + + ¥n — Xn-s sind. . :

§ 2. Um noch auf einem anderen Wege zu zeigen, dass die so eben fiir #» gefundene

“Reihe bei Abnahme der Differenzen x; — xo, x,— x,, ete. . . . sich einer bestimmten

Grinze nilert, wollen wu' folgende von Cauchy zuerst anvegebene Umformunv dleser Reihe
anfithren. Betrachten wir genauer den Ausdruck

”‘_”"¢(x°)(xx x°)+¢(x,)(xz-'x,)+¢(x,)(x,—x,.)+-.¢(xn—1)(xn—xn-¢) ¥

welchen wir der Kurze wegen mit S bezeichnen wollen, so ergiebt su:h lelcht dass ¢(x°),

P(xy), P(xs) + + « @P'(xns) alle emerlel Zeichen haben, wenn @(x) zwischen den Grinzen

x = x4 und x = xp bestiindig wichst oder abnimmt und ausserdem noch eine stitige Fun-

ction ist, oder mit anderen Worten eine solche Function ist, welche sich unendlich wenig

indert, wenn ihre verinderliche Grisse x einen unendlich kleinen Zuwachs bekommt, Die
Functionen

4¢'(xor)9 P'(xs)s P(xy)y o @' (xn-1)

konnen wir noch so schreiben:

3 PG ey Ple) (ra—wd) ACH) (xs—-xz) ., Plenn) Gon—an-n)
M ) - ] .. .

X1—%o i X,—Xy Xg——xp - ' Xn— Xn-1

dadurch bekommen wir lauter positive oder lauter negative Briiche, deren Zihler und Nenner
addirt und die Summe der ersteren mit der Summe der letzteren dividirt, uns einen Mittel-
bruch giebt, oder was dasselbe ist, einen mittleren Werth der Functionen @xo)y P(Xg) oo
@'(xn-s), welchen wir mit @'[x, + é(xn—xg,)] bezeichnén wollen, wo 4 eine positive zwi-
schen O und 1 liegende Griosse bedeutet; so entsteht folgende Gleichung -

, g
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‘P(&o) (-*'x“ Xo) + ¢(xx) (‘”z_x,)+¢(xz) (x3i=2,) 4« + @' (xn~1) (xn—-xn-/) =

Xn—%g
=[xy + lxn ~ o)),
dle den Werﬂx von' § verwnndelt in : ,
. =¢ [xo + 0(xn-—- x0)] (xn --xo) ()]
Wenn wir aber in dem Ausdrucke ) '
=@ (xo) (x1—50) 4 P'(%,) (xa—25) + @(x,) (x 1~ %2) ‘{"_- v« + O (&n-1) (X0 — 2n~1),

Welcher, wie és ans dem Obigen erhellt, gleich @Tx¢ - dHxn—x,)] (xn—x,) ist, statt

'(x,), ¢f(x,), @'(x3)y - + . iiberall '(x,) substituiren, so verwandelt er sich in

(on — o) @lae)y ©

’ 'sio'\als ob der Unterschied x; — x, gar nicht in Elemente zerlegt wire; folglich kénnen wir

rickwirts schliessen, dass der Ausdruck in welchen (x& — xk-s) @'(xi-s), bei Eintheilung
in noch kleinere Elemente iibergeht, die Form @'[xt-s -+ 0k-¢ (b — xk-1)] (XF — xk-0)
annehmen kann, wo 4i-, eine Grosse bedeutet, welche kleiner als 4 ist. Jetzt ist es leicht

zn iibersehen, dass der Ausdrnek (7) fir § noch folgendermassen dargestellt ‘werden kann,

. nehmlich

8= () @l AGew0] A () Pl D] e
7 + (®n—2%n-,) ¢ ) + 91;—1 (Xn—%n-¢)1» ‘ ({0) -

WO 0,5 0,y 0,5 0, « « #n-¢, zwischen O und 1 liegende Grossen sind,

Y]

Setzen wir in der letzten Gléichung ‘
@'z, - go(xl —5)] = @(x) + @,y PLx, 4 0, (x—w)]= Ple)t o, oos
oo ¢ [n-r + an-f(xn"—xn—f)} - ¢ (xn-l) + @pey 5 7

20 verwandelt sie sich -dadurch in
S=(x %) @' (x) % @] +(x -2x) [Px) > ol4...
+ (Xn—%n-s) [¢ (%p-e) T t wneel,

oder nach der Ausf‘uhrung der Multiplication wird

S""‘ (‘1 """xo) ¢ (xo) + (xe_—'a’x) ¢ (xl) + (x3—x2) ¢ (xz) + sev + (xn—xn-') ¢ (an)
i (x,—x,) w, __I_"_ (x,—x) w,_i (xg—xz) Wy __"t e ,"_l" (Xp~—2n-1) wp-1 (11)

sein. Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem Ausdrucke (7) fir §, so ergiebt sich, dass - ‘

die Summe .
3

NS



chen das bestlmmte Integral gcnommqn war.

+(x o) w, T , (x=—x,) fl)p+ (x3""x2) Wz 3~ +.. + (X Xp-s) Wnr!

ARTHRINT e

den Zuwachs ausdriickt, welchen § durch die Annahme, dass jedes der Elemeute xx—xo,f

Ky—Xy, -"'3 Xay o o o AUS einer bestlmmten Anzahl noeh kleinerer Elemente bestehe, er-

balten hat. Sind aber die numerischen Werthe der Elemente X, —Xg x,—x,,'x,—x,,

. - » hinreichend klem, so werden auch die Quantititen wg s w,, Way e v v @Rt sehr wemg

von Null abweichen; folghch wird auch die Summe . i
SN i(xg"— ) W _'*_' (x— 1) Wy I + (x “%,) wz + B + (-"'n*’xn-l) wn—n ‘

welche gleich ist der Summe der Elemente (xn— x,) multiplicirt mit einem mittleren Werth

e RS X
der Grissen wy, wy; wyy Wy o o v wn-1, welchen wir mit o, bezeichnen wotlen, oder (xrn—xo) wy, -

eine sehr kleine Zahl sein.  Daraus konnen wir schliessen, dass, wenn einmal der Unter-

schied («n=—1,) in hinreichend kleine Elemente zerlegt wurde und die Summe

S = (x —'xo) ¢I(xo) + (xZ_xl) ¢ () + (Hy—2x,) @ () + cou ‘, "—~xn—1) ¢'(xn-3)

gefunden Worden war, die Annahme noch kleinerer Eleplente einen unmer’khchen Elnﬂuss»

auf den Werth von S hat, welcher Finfluss zuletzt ganz aufhirt, wenn die Elemente unend-

lich klein gewox:d‘en l'sindé s0- dass dann, m'in _mag noch s0- kleine Elemenfe nehmen, S im;

‘mer constant blelbt, ind snch nar mlt der Gmsse yop o und xn andert Die Grinze, wel-

e

‘cher die Summe S auf solcfxe VVelse swh nahert, pel‘mt man bestlmmtes Integral, und

die Werthe xo und xn bezelchnet man mit dem Namen der Granzen zw1schen ‘wel-

N &3 A

§ 3. Fs 1st ferner lemh; zu uhersehen das;s der Ansdruck
= (x —a5) @' (%) + (x—) @'x,) + (xs“'xz) @'(x) + vos (xn“xn-l) Q' (%n-)

noch folgenderm'zssen dargestellt werden kann ' - v

, - . -

8= EqD(x) Ax, : “uz) -

. . . . / L
aus welchem er abgeleltet wird, indem man nach .und -pach Ay =xy—x, und =,y

Ax_e_xz_.x: und BT Xgy. ek and. zuletzt Ax-—xn-—xn., und & = x5-4 setzt, wnd die

- auf solche Weise -erhaltenen . Gheder

i xx'i"‘.@o) ¢(xq), f;(x xx) ¢ (x:)) (x,{"‘xz) ¢ (xz)i vde ( ""xn-i) @ (xn-l)

addirt, was durch das Summenzeichen = angedeutet wird, _Dles Grinze, welcher sich § {
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T s

=

I

" stets nihert, wenn die Elemente x,—x,, &;—&yr, £3=—%3, » + . immer kleiner und klei-

“ner werden, bezeichnet _man gewiihlilich 50 T i

e
-

Lzm. =Q (x) Ax = QD (x) dx, : (-1_3)\

Xo ’
wo sttt des’ gmechxschen % ein lateinisches f gebraucht w1rd um zu zeigen, dass das letzte
Summenzelchen sich auf die unendlich klemen Elemente, welche hier mit dx bezeichnet

sind, bezieht. Statt des angegebenen Zelchens bedxent mau sich auch zZur Bezelchnung der

T M

bestlmmten Integrale  folgender. - « ;

ﬁ(x)dx{%} uderﬁ(x)d&‘[izzo]

Die erste Bezelchnunn‘sart aber, die Fourier zuerst gebraucht hat, ist die bequemste und

fast von allen jetzt lebenden Mathematikern angenommen.

Stiinde in der Formel (12) statt ¢'(x5 eine constante |Cr('isse, a z. B., so 'wﬁrdé

S =SalAx = a[(wl--xo) -|— (—2x,) ... 4 (x,,——x,,_,)] = a(vnmx )
. Folglich T ‘ _

X7 -
" Lim. SalAx = [adx = a(x,—=x,).
. | %o
Ist 2=, so bekommt man '

e S H
[ dx = xp—x,;

oo

oder wenn man x'= ﬂy); dx = f’(y)dy sétzt, so dass fir Y=10, x==x, und fir y =4s"

- % ==un ist, sd"ergiebt sich

f (.7) fly f(n») -—ﬂnc)

Tg. .

T

Woraus erhellt, dass der” Werth des integrals f de“"¢(x) + C zwischen der Griinzen

%o und ®n gefunden erd, wenn man in der Functwn P(x) erst, x—- x, dann x = xa setzt

- A N

wnd das erste Resultat van dem zwetten “abzieht; “odmﬂn man
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Kt = @) — () (14)

Xo

bekommt, wo die Constante ginzlich verschwunden ist, =

§ 4. Wir haben in § 2 gesehen, dass die Summe :

§= (xt_"xt)) @,[xo + oo(xx_xo)] + (xz_xx) ¢‘[xl + ,6,(xz—-—x‘)] + "' '
+ (xn‘—xn—/) @Txn-l + on-t(xlzf‘xn-f)]
sich desto m;hr der Griinze f (x)dx nihert, Je deiner die Elemente
‘ Yo . .

,‘x!‘——xo,,xz - x,, X xz, oo o Xp—Xps

~sind. Setzt man in dieser Formel erst §, =4§, =4, =. ¢+8zy =-0 und dann §,=0,=

9; =. .l == > S0 erhiilt man dadurch fiir S zwel verschiedene Ausdriicke, welche wir ’

mit §, und S, bezelclmen wollen:

S, =(» —xO) @'(x, ) + (=, ‘xx} @ (x ) + (x"-' a) @ (xz) + + (x”—'x”"’) ¢ (x"")v
8, = (w—) @) - (w—) @) - (=) @) A+ oo+ (n—sn-) @)
" Der erste ist derselhe welchen wir im § 1. gefunden haben, der zweite unterscheidet

sich von jenem dadurch, dass in ihm alle Functionen um einen Werth von x vorgeriickt

N

Xn .
sind, Es ist aber klar dass beide das bestimmte Integral [@'(¥)dx zur Griinze haben. Da
v o

nun von der anderen Seite das Inteﬂral

ﬁ (x) d“ = Ll’n [(xn-f_xn) % (xﬂ) + (xn-ﬂ—"xﬂ-’) @ (xn") + see + (xo_xx) @ (xx)]

diese Summe aber = — Sx ist, so ist_ dasselbe lntegral = — Lim 8 = — Idm So,
folglich haben wir '

/ZD (x)dx = — [@'(x) du. ~(45)
Xn 7 X
Um die Berechnung der- bestimmten Integrale zu vereinfachen, nimmt man gewdhnlich

an, dass die Grossen x4y ;5 ¥,, « « . a7 eine Arithmetische Reihe bilden, in welchem



Fall die Elemente_x,~—xg5, X3—&y, &3—%g5, v-o» , die wir der Kiirze wegen mit 7y, 7,4

?‘ia, '+ + + in-r bezeichnen wollen, alle gleich sind, und jedes von ihnen dem Bruche s
n

catspricht, dessen Werth wir im Allgemeinen mit & . andeuten wollen; wodurch die Formeln

~ fir S, und &, folgende Gestalt bekommen

"

S —l[¢(xo)+¢(-ﬂo+l)+¢(x°+95)+“-~+¢(xn—l)] (6 L
8, =[x 7 )+¢<x°+ez>+¢(xo+3z>+-..+¢(xn—z)+¢(xn)] } ) =

Dehnt man diese Annahme anf den ﬁ-uher schon ven ung gebrauchten Ansdruck fir §, nam-

4o

i O

lich auf . BN ) ’

8= (&y—20) Plxa+ boles—rc)] -+ (£amrs) ¢'tx' O lra—a )+
. L {’ e + (xn"—'xﬂ-l) @ [xn-1 + an—/(xn—xn-v)],

aus, wo 90, 0,,0,, ... unbestimmte Grissen bedeuten, .die aber kleiner als 1 smd , §O

verwandelt sich derselbe in

.Sﬂ="{¢_'[xo+9°ﬂ+¢'t<xo+i>+9,z1JE Pleo+2) 40,1+ . .
R ...+¢'[(xn—i)+9n—fl]§ RN - an

Y

dessen Werth offenbar zwischen S, und S, liegt, wenn ¢'(x) zwischen den Granzen PEER

,und x = xn ununterbrochen wiichst oder abnimmt, und dabei stiitig bleibt.  Folglich ist er

'lem *Mittelwerth zwischen. zwel Grossen So und §; wnd das bestimmte Integral ¢(x) dx ist
R oo Xo

. ' v A . " Sk xXn=——X — . . . .
die Grinze,- welcher sich Su nihert, wenn in S = { n grosser und grosser 'wml.

~

Nimmt man fir den Werth ‘des bestimmten Integrals ﬁ'(x)dx die bLalbe Summe von. 8,
. ] xy ‘ B

und S any so ergiebt sich’

a -

(b(x)dx Lzmz[2¢(x°)+¢(xo+z)+¢(x° + 22) -}-».;.tp(xn-—z)-l—-;‘P(xn.)], z (f&f
Zo Co

-

v.elche Grosse wemger als um den halbeu Unterscbled zwxschen Se und S



18

L o
=+ L1¢(an) — @e))
von dem wahren Werthe des Integrals, Lim Su, abweicht,

§ 5. Um Alles, was in friheren §§ gesagt wurde, durch ein Belsplel -zn _erleutern,
wollen wir den geniherten Werth des Integrals

=/ adx
Welches Euler in I B. Instlt. CoI Integ. behandelt hat, zmschen den Gr.mzen x=0 uhd ~
% =n bhestimmen. Bekanntlich )

adx Y. - ;
ﬁw‘= Arc.\ tfzng pl -+ Const. ‘

‘Da aber fir 5=0 dasrlniegral verschwindet, so ist die Constante gleich Null, also
| ) x Sa
gy = Are. tang - = (=), P i @ (x).

Nehmen wir an, dass dxe Veranderhcbe  der Reihe nach folgende Werthe hekomme

o'? 7y ‘22, 31, 41\, (n~—z'),\n,
wobei der Fanction ¢'(x) die Werthe

a a e T a. e
a®’ a*+4it’ a4t "0 arl(ni)?? adtac

entsprechen; so geben uns die Formeln (16), ‘welche wir im \’orige; § entwickelt ’hal‘)é'xyl‘, fir
n

die génﬁherten/Werthe des Integrals ﬁ;_f:% ; ful;gende Ausdriicke: .

o

B 1 e ‘. o 'v: . Ty .«
Netemtormtage T Yot t az+<n-f)=)'

wd T

-3

N 1 ¢ ) G 1\
a (a’-}-i‘2 + a*-}-4i2 + R teeet a2 +(n—7)* +ﬁa’+r’z’) '

von denen der erste grisser, der zweite aber kleiner, als sein wahrer Werth ist. Das

arithmetische Mittel aus beiden, giebt uns den mittleren zwischen zwei geniiherten' Werthen,
welcher ist



L

" retamelma (e e 1 N
..4]'0. tanga (ll(zaa + a‘-}'—i' + a2+4i2 + WY + ag+(n-i)2 + !((le‘*‘nz))’
und sich desto mekr der Wabrheit nihert je kleiner 7 ist, Ist aber @ eine ziemlich grosse

Zabl im Vergleich mit Z, so sind je zwei auf einander folgende Glieder der Reihe

y . 4 ;

4 k) : 4
!‘ZE + a*fi? + a®-}-4it +eet a*4+(n—1i)? T3 (a*+4-n2y

nicht sehr verschieden von einander, wnd man kann sogar zur Erleichterung der Berechnung

i = s setzen, wodurch

4 ~

n ‘_:_4__‘» K BT 4“ p
dre.tang G = (35 ‘+4 Y ant et aramy tieg)
" Angenommen @ = ; und _x= 7, S0 erglebt sich aus der vorhergehenden Formel

Ahc.tang. = —..._(, +L. T)-—; $+1=3
also vr."-"' 3. Fir ;(z):z and =2 erbhiillt man
FErG M=+ is

oder 7 =3, 4. Ferner, fir a=23 und n=3 bat man

—3(1'3 + 'fo +T'3 +':‘!3)’

o)*

woraus # =3, s230. Ist zuleizt a=¢6 nnd n._6‘ so bekommt man

By

. 1 _‘1___/ ‘ i - 4 i ' - V ! ’"- ‘._...— i' __.’____
6:(%:3‘,'+36‘+4 + w54 TF Hofo. t X6 fﬁﬂﬂ@* 1 %Tw
oder = = 24 (7£+"§7+ao+4s s!+of+?44)

= 086'086'2_96'32 il PO e
2’ 2490"9394360 -‘?’ ’368'!'— g -

Oh

At diese Weise- berechnet ‘man , 'den hdlben bmfanv des Kreises, dessen Radins s ist,
desto genauer, je grusser a und n genommen werden, welche Grisse zdglewh den W erth,
n .

- des bestimmten Integrals / ansdrﬁpkf._

2+‘——2
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§ 6. Will man den \Verth des Integrals y = fXdx ganz genau bereclmen, ohne die
Anzabil der Llemente, in welche der Unterschied ¥pn— xq zerlegt wurde, zu vermelren, so
muss man bei der Entwickelung der’ einzelnen Werthe #n,, #,, 7]3; .+ . o des infegrals -
flir 2 =g, = X3y X=X, ¢+ nach dem Taylor’schen Lehrsatze, wie es iu §1. ge-
schehen ist anch dle hiheren Potenzen von 755 z,, i, . - .- bericksichtigen, Datlurch

nelhmen die dort entwwkelten Formeln (5) folgende Gestalt anp:
—_— , iO " ioz ) e l'os .
gy =1 40 (xo)— + 1 (xo)— + @ (‘”0)‘2_" F.0

vy 4 P ) +<p(a.>—+¢'"< R +

o == e + ¢<x,,-,>f"—‘ + ¢"< n-o‘”" + ¢"'<xn-o’"‘ gt

Addirt man diese Gleichungen zusammen, indem man zugleich voraussetzt, dass alle Elemente
Yos iys Eay o « » in-s gleich sind, deren gemeinschaftliche Grisse wir mit 7 bezeichnen wol-

len; so heben sich von beiden Sgiteﬁ die gleichgn Grossen auf, ‘und es bleibt
tn—n =S, = [@(xo) + Oa ) + @ w ) + o v s+ @lan-n)] “f‘ =
. t . : by - B
F[0"(o) + @)+ O (x) oo Pl (9,

\ o 1y ' B e lﬂ A
+ [¢m(x°) 4@ (xx) + ? (xz) + Tt + ¢ 0] ;Tl;'?

+ L L R B T S

- Erhalt duv Verinderliche x die Werthe, welche zwischen x, und xn liegen in einer umge-
Kelrten Ordnung, nehmlich xn, Xn-ry o o » 2,5, %, 50 Wird :
1

Xnt T AR —1In-ry Xn-20=S Xn-s=—1In-3y o« » ¢ XyT=Xz3—Ilg, Xo=a&y—1los
wenn xn > x, ist; und es ergiebt sich, indem man die frilhere Bezeichnungsart beibelilt,

und die in § 1. angestellte Betrachtungeﬁ auf den jetzigen Fall anwendet, Folgendes

Tn-v

-1 = W = @(xn)__ 4 '(x n)ln-l — " (x )ln;33 + e

.



in-2%

"'(xn-f) P SURDES

. PR
H12=2 2 Y = ¢ (xn_,)l— "la

—cp’"( n-J)”“** s

MM-3= -2 — @ (xn-.e)-’l?- -+ ¢ (xn-2) ';

¥ e e . . . . o @ %o . . - . . .'. v . . . _ _

. ” = ¢'(xx)lf, =+ ¢”(xx):l 5 ¢m( x) 2.3 + e

- ) o { . .
Durch Addition dieser Gleichungen bei der oben gemachten. Voraussetzung dass z,==¢, ==7,

= ... =in-¢ erhialt man

S

™ n = S_i = [‘P'(x\x) + ¢'(x3) +¢'(x3) +eee ¢'(xn)]—z-

- [@"(x,) + 0w + ¢"<x3) ook 9" (x n>] ) Qo)

-

-+ [‘P"'(xz) + 0"(x,) + ¢ (x 3) + -l— ¢"(xn. )]

' - C e
— e s e @ e e o' e e e PR Y . . . .

"t

Fiir den Fall 5 Jass keine von den Functionen @'(x), ¢"(x), o (x) ... zwischen den Griin-
zen ¥ =X, und =« ihr Zeichen dndert, liegt der wahre Werth des Integrals zwischen
den beiden Summen (19) und (20), aus welchen das atithmetische Mittel den richtigen genéi-

herten Werth gicbt, nimlich L -

aa — 1= S :’@'% +¢'<x,> + @)+t @ nr) + 59

+ 3P (x) — (p"(xn)];’; o s :
B )+ )OO ) ey (26)

~

. - ' 217, i‘ .
+ 0" (o) — 20" (n)) 532 |
»+.-i.d 2., ¢ & & W e e o Q" o e o 9 ;-o O‘.\.\n « -

§ 7. Um die obige Formel aunf ein Beispiel anwenden zu konnen, nehmen wir mit
5



=2
- Eunler das Integ_ral y= f — und bestlmmen sein Werth zw1schen den Grinzen. x—-e

und “x ——f Durch einfache Integratlon bekommt man
y=lx=0(x), also /"i—”———ls, j
Do :

. weil fir x==4, ly==0 ist. Es seyen die Werthe, welche x von~ ¢ an bis # der Reibe
nachierhii_lt:' : ‘ v ' i

- 877 i:, 1417, 1+9i,'4+3i, o —1iy f-“

In unserem Fall sind die derivirfen Function’én von @(x) folgende
’ — ! ‘/A ” _,__‘ ’ 1 ‘ " .‘.’ ey . 6
P =y F=——3, P =—, ¢ (x)—',—;z,-‘ff;

welche fiir einzelne Werthe von & wérden :

&= 43 ¢ tais :.,' ,’4—}—34'; S 3 TR 1
\ - F} - P ’ g Vi '
Plo)= . &3 /. ==35 . =——3 5 —y 35 FaneE Fi
( )= ,f"‘ T r-i—z, ?-{-’Qi’“/ ;_’:-J - 4-}-31’ - —’ o
- - . B Y a
T e—g R ey N L — —e

Py = — 15
: J

G, <,+3,>=’, =T

®= 2% ory Ry G T @& B
6 —6 .. =6 =6 . —6

PIN==0 oo G Gyset U @Y

- Substituirt man diese Grossen in die Formel (21), so hat man

1

dx 7 ] ¢ o T
f [z+,+,+71c';ﬁ:;§:-+“:+m+??]“4‘[7“?51;

1

S+ [=+<4+z)=+c4+az)°+(«+3z>3+” +<z )’+§f=] 8[ =7

_,+ [‘+(v+l)‘+(4+w)‘+""+(£ z)‘+%é‘] 1,2-[' f‘]
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fiir den genaberten Werth des'gegéb(enen Integrals. . Wird i=7—;—L gesetzt, wo m irgend eine
positive ganze Ziahl bedeutet, so verwandelt sich der letzte Ausdruck in

L4

<

— e > I
/)—h—lf [’m+m+4 m+2+"'+5 —m ’é “[m mage]

+ [z +(m+4)3+(m+2)3+ +(£ m)3+ zég —é[—m—i—m'_T{;]

) N Lt 1 1
+‘g[§ +(m+ )S+(m+2)§+”'+($ m)‘+a£s] 11[,72:6—;"75?‘6],

§ 8. "Wir haben bis jetzt den Fall betrhchtet wo @'(x) zwischen den Griinzen x = x

und x == xp eine stitige und bestiindig wachsende positive Function war, so dass

. -
.

ﬁ'(x)dx == (x;—xo) ¢'(5&'o) + (xf—x,) W(x;) + s -l—.(xn——x,,‘_,) @'(xn_,);' -

-\
Xn

P

immer eine positive Grisse ist, Suehen wir nun den Werth des Integrals fq)'(a\v) dx zu fin- ~ |
- i : . xo ¢ :

_den, indem @'(x) zwar zwischen den Grinzen x=xo und x=wxn stiitig bleibt, aber wech-
selweise wichst und abnimmt, Es giebt also zwischen diesen Griinzen fiir @'(x) ein maxi-
mum und ein mu/umum, welches wir mit ¢(xm) und (D(xlc) bezeichnen, so dass wemn
. ‘ xn ‘

man in dem obigen Ausdruck fir /‘q)'(x)dx, statt

B . - -~ e . e

xo

| ), P, P e Pland)
erst iiberall. @’(wm) und d’ann Pller) seﬁzt, -

(x —%,) ¢ (xm) + (xz_'xjxp (xm) +(x3- 2) 0] (xM) + vew

- xXn -

+ (x,.-x.,-o @ o) = (xn—xa (en) > [é @dx

D



(CA —xo) @) + (xz—xx) ¢ (xzc) 4 (wo—=) (p (CoE

¢

+ (xn—xn-f) @(08) = (2n—r) @(xy < qD (x)dx

- xo

‘wird. Folghch liegt das gesuchte Integral zw1schen (xn—x0) (p(xm) und (up — x0) ®'(x8),

und sein ‘Verth kann darvestellt werden durch-

ﬁ:’(x)dx = (r—25) @'[% + a—2)],

“wo # eine positive Grisse bedeutet, die kleiner als 4 ist.

-§ 9. Wir nehmen mit Cauchy an, dass ¢(x) eine Function ist, welche awischen
den Griinzen ¥ = x, und x==an, W0 xn > x,, positiv bleibt und fortwihrend wiichst oder
abninimt; und ferner dass R eine Fliche bedeutet, welche einerseits von der krummen Linie,
deren Gleichung y=@(x) ist, und von der Axe x eines re-chtwinkliéhten Coordinatensystems -

begrinzt ist, und anderseits von den Ordinaten y=@(x,). und y==@(x») eingeschlossen wird:

_ Diese Flache ,. welche x5 —xo zur Basis hat, ist griosser, als das Rechteck (xn— o) @lx,)
“:uud kleiner, als das Rechteck (xn— o) @(xn); sie gleicht also einem Rechteck, welches

dieselhe Basis xn— xy hat und auf einer mittleren Ordinate, die wir mit @[xo - 0(xn— x,)]

e

hezeichnen wollen, construirt ist, so dass dann - ,7"‘-

R= (-"n"a’u) @[a'o + a(xn—xu)] » - 7- . (2 2)
y ) ‘

wo # eine zwischen O und 1 hegende Grosse bedeutet. VVu'd die Basis in unendlich kleine
Elemente ¥, — %o, x,—%3, + + « &n—xn-s zerlegt, so zerfillt die Fliche in eben so viel

Elemente, 7oy 7'zy T2y T3y o « « I'n-ry die zu Folge der Gleichung (22) folgendermassen

ausgedriickt Werden konnen:

T ea
B~ 4

ro -_— (x _xo) ¢[xa + 0 (xx‘f' o)]) r,— (xa—xz) ¢[x + 9 (xz ;)]}' . "7.} K ;

rn—l — (xn_xn-l) @[xn_f + Qn_,(xn_xn_,) . : .. .

WO 0,y 0y, 00y 0 s 0,,_4, wie frither, die Grissen bedeuten, die zwischen O und 1 liegen.

Da aber die Summe von allen diesen Elementen gleich R ist, so hat man

.-
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R.= (xl_'xo) @[xo + gu(xl—xo)] + (xz—x,) ¢[xx + 91<x2_x')] + ‘e ’ |
, + @ne=2n-1) PLwn-s - 8- (Bn—25-0)]- o (23)

- Sind in diesem Ausdruck die Elemente x,—x,y X;—%33 « « » Xn—2n-s unendlich klein,
, xn

so erreicht sein Werth eine Griinze, welche wir oben mit /@(x)dx bezeichnet haben. Daraus ~

Xy

ergiebt sich, dass
o ’ xn
R= ﬁ(x)dx. (24)
Xo ’
Setzt man in der Formel (23) bo=0,=0,=...04-y =0, 50 ist

= () Q) () Q) o () Plne) < [P, (25)

Xo

weil es, wie leicht zu iibersehen ist, die Summe der innerhalb der krummen Linie liegenden

Rechtecke darstellt. Wenn man dagegen in derselben Formel =0, =0, =...0,.,=1 .
setzt, so wird '
e’:;'./ ‘ o xn w0
T @) Q) - () @) - W ne) Plaa) > [Pla)d,  (26).
) ) . xo .
‘weil ‘die Summe der ausserhalb der krummen Linie liegenden Rechtecke grifsser als R
ist.  Woraus folgt, dass der Werth von R zwischen diesen zwei Grissen liegt. Was so-
gleich erhellt, wenn man in allen drei Ausdriicken (23), (25), (26) die. Elemente x,—x4,
X,—%,y + ++ Xn—%n-s =7 annimmt, wodurch man wieder die in § 4. angegebenen For-
meln (16) und (17) erhilt. Daraus konnen wir schliegsen', dass das bestimmte Integfal
. xn ‘ - - h\
ﬁ(&)dx “den Tnhalt derVobe;lerwiihnlten Fliche R darstellt.
o :
§ 10. “Wir haben in § 3. fiir jede beliebige, zwischen den Grinzen .:ico und xn statige

Function gefunden, dass

6 -




[owydn= Lim: T~ @) 4 (5i—) @) -+ A (nmsin-) Q)]

Woraué sogleich folgende allgemeinen Eigenschaften der bestimmten Integrale sich ergeben:

Xn
/t’z¢(x)dx_.Lzm ‘al(x, —-x,,) P(xy) + e oo Wn—2an-0) ¢(xn-¢)] =a / ¢(x)d£ @7
Xe o xo '

Z L

/é<x+a>dx = Lim. [(s=2) O3, +a> + A @a—tiner) Qlarnta)]

Xo

.‘rn+a o
= /q'xx)dx -(28)
wo-{-a o
/é(x-——a)dx (= /(’p(x)dx. - (29)
: N xg—a

Uebrigens muss man bemerken, dass der letzte Ausdruck nicht immer gilt, so z, B, ist

. Xn——a

/’dx /’dx =7 ( n“‘(l)
xr—a, X o0

Xo—a

nur dann richtig, wenn ;'rn—a und xo—a einerlei Zeichen haben. * Ausser der oben ange-
L ' an o

Vf"qﬂguv;teni‘l\let‘hode, das bestimmte Integral ﬁ(x)dx von anderen Integralen abhiingig zu ma-
f.chen, .glebt es noch andere. Wenn nimlich

¢\x>—¢<x>+x<x>+w<x>+

so hat man ‘zwisch\en den Griinzen x == x, und ¥ = xn
(2—,) Q) 4 (w.—~2,) Q=) -+ ++ - (tn—pes) P{2nes) ==
=(xl-xd) \,"(xu) + (xz"""xl) \p:xl) + te + (xn'_x'f") ‘p(x“-“’)
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-i‘ (xx'“ 0) X(x0)+<x2— x) X(xx) +- ve + (xn""xnéf‘) X(x)v—i)
+ (xx-'\.xo) @(xo} +- (wy—a,) q)(x,) 4. oo (@ 2ner) @00-4)

Werden die Elemente a;—ox,, 'x,--;-x,,} %3—%,5 '« . unendlich klein genommen, so

kann man statt jener Summen, die Grinzen, welchen sie sich nihern, nehmen, und es

wird _
’ xXn ‘ Xn N xu : - . ‘K‘n . ’ . ¥
/¢(x)dx = fands F funris + wwide o N ;)
xo Fo xo Cre L

- \Venn wir daher mit u, oy w, .o o die verschledenen Funcuonen von x bezeichnen, so
folgt aus dem Vorbergehenden dass '

Xn ' ’ x

" ; ' an
ﬁau+bv+cw+...)dx = ﬁdx 4 b/’dx 4 ofwds +
xo ) - . xo “‘c

© . sty wo @, by €5 ;o die constanten Grissen bedeuten.

e PR ; xXn

cg:41, Man'kann noch das Integral ﬁ(x)dx in eine bestimmte Anzabl anderer zerlegen,

¢

*o

wenn man den Unterschied an~axo in eine beliebige aber endliche Anzahl der Elemente

Xy—Xgy Xp=—Xgy « « o Xn—xn-s theilt und die Summe bildet, welche wir ‘in den- friiheren

§§ mit § bezeichnet haben, niéimlich: ‘ . ‘
82 (x,—24) Plwo) + (£a—2) Olx) 4 oo o o (wn—2n-0) Plan-r):  +  (B1)
Wird nun jedes von den Elementen x,—%qy &y—2xy, o . Xn—Zxn-y Wieder in unendlich

viele noch kleine Elemente zerlegt, und nach demselben Gesetze wie vorher die Summen

Xn

‘803 '?",," 8y + » + 8n-s gebildet, so nihert sieh die Summe S,.id:er‘Griinze fQD(x)dx und

£

dle einzelnen Ghedei‘ derselben 803 S35 s,, ) werden dxe bestlmmten Integrale
Xy Xn

. /;(.?)dx /lqo(x)dx ﬁ(x)dx, i ﬁ(x)'dx

Xo . \ : Xn~t
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Farch)

gzu ihren Grinzen haben. Man erhiilt-a;lso fqlgend& Gleichung

/&x)dx = ﬁmdx + /5<x>dx + /éwdx Aot ev(x)dx: @y
*o ) xO' s L NN Xn=t k
'So ist z, B, immer . -
i ot 4z
fowas = fowis  + (p(x)dx
z-%fw SET —5.1,5’{;‘ %
to o U 4w

ﬁ(x)dx = /(-Z‘)(x)dx o tp(x)dx.;

L Racaad? 2] —00 [0

=" Diese Eigenschaft der bestimmten Integrale ist sehr wichtig, da sie uns darauf hinleitet,
die Intégration zwischen den gegebenmen Griinzen auch auf solche Functionen ausdehnen zu
kinnen, welche zwischen diesen Griinzen fiir die gewissen ‘Werthe der verinderlichen Grisse,
eine Unterbrechung der Continuitit (Solution de Continuité), erleiden. Finden nimlich zwi-
sehen den Griinzen x=x, und x = xp fir die Werthe xm, xr, s, + » » Unterhrechungen
der Continuitit der Function @(x) statt, so wollen wir mit Cauchy unter dem zwischen

den angevebenen Griinzen genommenen Integml von @(x)dx die Griinze verstehen, welcher

s1ch die Grosse -

xm-{-i x,--l-e xs_'__g S L R
'xo xmif—" : xrj__s ) o xuj-_

die oberen oder unteren Zeichen ge;lbmmen, je nachdem x, Kleiner oder griosser als xn ist,
nihert, wenn ¢, das immer als positiv angenommen wird, sich der Null nihert, oder unend-
lich klein wird.  Auf solche Weise haben die Mathematiker e Schwierigkeiten , ‘welche
die discontinuirlichen Functionen bei verschiedenen physisch-mathematischen Fragen ihnen

darboten, aus dem Wege geriumt, und jene Functionen auf die continuirlichen zuriickgefiibrt.




-Zweites Capitel

Uber den Gebrauch der imaginiiren Grissen zur Umformung der
bestimmien Integrale,

§ 12, Wemn @(x) eine beliebige, zwischen den Grinzen x = x5 ubd x == xz stitige

Function bedeutet, so ist nach § 3,

ﬁ(x)dx= (w2—%0) Q%) + (x3=2 1) Plwy) + (w3—x2) Plx) + . . (xn-’-xn-f)fb(xn-d,' )
,xo | v .
w9 x, und xn reele und rationale Grissen sind. Wird nun die Definition, welche in § 2.‘
iiber das bestimmte Integral zwischen den reelen Gr'z'mzen ausgesprochen wurde, auch auf den
Fall wenn sie imaginiren Grossen sind, wie z, B, x =% - yo7-s und x=xn+yn'r.4
_angewendet; so hat man noch: o
xn+ynf-
o) = mmsiy - (=] ¢(xo+yof—r)
~Ftmyor-1 ,
-+ [xz""xl + Cyz—ﬂ’x)'f‘f ] ¢(x1+.7 1) L 6
+ [%—%7-s + (}’n—:}’n-f)‘f-f 1 ¢(xn-f+yn-ff“’ )

Der zweite Theil dieser Gleichung wird desto genamer dem ersten entsprechen, je klei-

~

ner die Intervallen R RO

Xy=—Xoy Xp—X3y Xzg=Xgz3 oo Xn-g==Xn-zy Xn~—=xner,

Yi—Yos Ya=¥1s ¥s—Vas oo Yn-t=Yn-25 Yn—yn1s .
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siljd; oder mit anderen Warten, je Weniéer in jeder der zwei Reiken

Koy Xgy Xgy Xgzy o Jo Xnery xn

Yo> Yx» ¥as ¥ss v Yuets yn
die unmittelbar nach einatlxder folgenden Glieder sich unterschx;eiden; so dass man in diesem
" Fall annehmen kann, Adass zwei Functionen x = x(¢) und y = J() durch uﬁ;mterbrochenes
Woachsen ihres gemeinschaftlichen Argumentes £ von £=1¢, an, bis £=¢» 8iese zwei Rei-
hen geblldet haben. - Es seyen die VVerthe ‘ \

Loy Zxs €4, ta y ses tn;{; f.f"a “
welche £ in beiden Functionen nach und nach annimmt; so ist

¥o =x(lo)y x:1=x{1), *a2==x(t2) oo & =xtn)s
,950;4‘(50)7 .}’x=4'(t.), yz=d‘(t¢) "' . .’}’n"——'d’(t_n),

b

}(3) |

- Man- hat ferner, niherungsweise .
By =y —L0) % (bo)y Hamtty=(baitg) (s o+ o Hn—Xnes=(tn—itn-1)x (bn-1) g
Fr—Ys =t o) ¥ L), yﬁy,=(t —) Uy e s Yn—Yner = (bntns) ¥n-0)

wo x(to) -und eL(to) die derlvn'ten Functionen von x(¢,) und ¢(¢,) bedeuten. Bezelchnet '

“man nun den Werth des Integrnls (2) mit M-{-Nr-; und setzt darin statt x5, Xy, « o o5

‘&

xo, FyTHxy e und yq, y,, 'yz, <0} y,-f-yo, y.——v,, <. lhre Werthe aus

(3) nnd (4), s0 erhilt man e ) -.’ i

-

M4-Nr-1 = (t —,) [x @)+ r-1 xlz(to)] ¢[x(to) + 1 \L(t )]
o @) @) -1 V@I Q) - -1 )]
‘+ (tnf‘ n—'f)[%'.(tn—f)'l"f“’\p’(tnft)]¢[%(tn-l)+f” \Ktn~t,)]- (3)

Vergleicht man diesén Ausdrack mit (1), 86 'sieht man’ gleich ein, dass er im Allge-

meinen dem bestimmten Integral

in
i@ 4 -1 Qi) + v-1 @0t
25 -
gleich ist, qdet:



M+v—1N-= ﬁx <t>+f—: xp (0] OIx () + - vt beonae

to R . T
Wird aber “der Kurze wegen x(t)=-'x y xb(t)-—- y gesetzt, 50 hat man znletzt folgende «

Glelchung e

P

M+T-IN = [« +yr-f) P +yf—f)dt ' (6)
o '
Woraus - erhellt, dass -die bestimmten Integrale mit imaginiren Grinzen immer auf dje ‘mit

" reelen zurlickgefiilhrt werden kiunen.

- § 13 \Wir wollen nun mit Cauchy zeigen, dass der Werth des Integrals @), oder
M-}—T—:N wenn die Function ¢(x+3T-4) contmmrlmh blelbt, solange x~ zwischen den~ =
Grinzen x, und &7, und y.zwischen y, und yy bégriffen sind, von der. Form der belden

. ‘ullkurhcheu Functionen x = x(#) und y=J(;) unabhingig ist. Bezelchnen wir nimlieh
mit u und v zwei beliebige Functionen von £, die aber so. besch'lffen sind, dass sie fir 1==¢,

und t—tn verschwinden; und lassen wir () und ¢(#) um die Qoantititen Az und Ap

wachsen, wo A eine unendlich kleine positive Grisse bedeutet; so ist im Allgemeinen, wenn =

fnan in (6) statt x, x-FAu wnd statt ¥ y+)~v -setzt und ebenso mit " und y’ verfihrt:

Lo ! -

’+r- / —[—y -1 —{-}\(u'-[-v T-1 2) (p[x-{-y-rb 7 +A(u+vr~ 1 )]dt.

' Ent’wickelt' man . Functlo'n ¢[«+y‘r -1 4+ MutoT-0)] nach dem‘Taylor schen Lehrsa-
tze, indem man k(u'—f-vf—‘;)' als Zuwachs, welchen das Argnment erhalten hat, 'betraehtet,‘
- so ist Lo L :

¢[x+yr—:;FA(u+r?; o)1= Q(ehyr=1) + ’\—(ﬁ}w—_ﬂ Platyr 1)
M g

wo ¢, @, @, . . . die erste, die zweite u. s. w. derivirtep Functionen von @ bezeichnen.

Woraus sich sogleich ergiebt:
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7 . 7 : = in
M +r -1 N' = /(x+yr- ,<P x+yr—l)dt + A f +vr—7)¢\x-{—y~r—1)dt

- ' ) {n 4
+ A [@tvr-0) (& f-/)¢(x+yr—f)dt+ A f +vr-f)¢(x+yf—/)dt+ es
ﬁ to e
: Also _
. e ’ tn
M +r—/N'——(M+r—/N) =A[( +v-f-/)¢(x+y-r—1)dt
o

v

+a <uJEv~r—1><x+yr f>¢<x+yr-f>dt
2

ist, wenh man 7\2 und alle hoheren Poﬂmzen von A Werren ihrer Klemhut <als Naull be-

~

trachtet, Ferner erhilt man durch particulare Integratlon :

f (udror=0) (Fy r-0) @' (atyr-1)dt = (u-l-vr-f) Patyr-1)-
S —f('u +'r-1) @latyr-1)dt ;

folglich: T C S E
o -
- fa +vr—f)<p<x+yr—f>dt =— [<u+vr-f><x +w—/)¢> (ayr-r)de;
to te v
weil die Fuuctlonen Uy v, tir t=1, und ¢=1{s verschwinden. Folglich ;b
| M'4r-1N'— (M-r-1N)=o, NG

oder, mit ande}en Worten, die kleine aber immer endliche Aemderung; welche die Functio-

nen x() und d(¢) erleiden, hat auf den Werth des Intevrals (6) einen unendlich kleinen

Einfluss, oder Null. In dem Fall aber, wo die Function @(x-}-y7-¢) fiir irgend einen Werth

z. B, t=1¢ die Unterbrechungen der Conﬁnuitﬁt erleidét, so dass fir x—=x()=a und

y=UH=0, ¢lxtyr=-1) unendlich wird, hat Cauchy gezeigt, dass der Unferschied
o M'A-r-1 N — (M4-r-1N)



im Aligemeinen gleich ist der Snmme so vieler Intégrals singuliéres, wie er sie xiepa"t,/

wie viel éleiche Warzel von. der _Fon"n ‘z=ga - T-¢+ b die Gleichung

A=
: ?(z)

~enthilt.. . . _ ; - . g

§ 14. Ehe wir nun zu der Untersuchung der Werthe der bestimmten Integrale iiberge-.
vixen, entwickeln wir mit Cauchy. einige der al]geméinen anheln, welche dazu dienen, diese
Integrale zu transformiren, und die Bestimmung jhres Werthes zu erleichtern. Wenn piim-
lich 5 eine Function von x und y bezeichnet und @(z) wieder eine beliebige Function von
Z bedeutet; 'so ist;i}n ‘Allgemeinen das Integral f@(z)dz irgend eine Function vog z. Das

Differential von diesem lntegral in Bezug aut x ist

d
S ] ¢(z)d_2 )
und in Beziig auf y-
. Lo clz

Differentiirt ‘man wieder diese zwel Functmnen, die erste in Bezug auf y und die zweite

m Bezug auf x, so ergiebt sich: -

dl¢(z) ]
: dx dz dz

PN /4
d[¢(z) -
dy’ - d2z de dz
-~ dx (p(z)dyd + 0% >dy dx’

- Woraus durch Vergleichung der beiden letzten Ausdriicke , folgt:
dz. dz S
die(2) ;-] _ d [‘P(Z) "Z:'Z] ) ®
dy . dx '

Dlese ‘Gleichung ist fiir jedes beheblge ¢ richtig,. Wenn man daher z=u +vv-7 nimmt,

so wird im Allgememen
PR =U+FVr-r

- sein, Setzt man, ferner -



dx o d ‘ ad , c—l; -
pdv | odu_n pde Al o
QZ?;’FP%_Q’« t{dy/+V¢Ty“S". O
so ist nach (8} o \_
L P . dQ_dR das.
i i + yei @-._—.-}-i‘(vl o
- [ e ~ EREPS PO
oder zuletz = - wToas
olP dR d d() dS '('40)2

dy " dx “.“ dy ~ d=
Multiplicirt man diese zwei Glelchunven von beiden Seiten mit dx oly 5 80 erhilt man

dpP dR : ds -
—dy = -.-.‘-_ Ve g N - - C 11
dyd} dx = Tx dx d_x, 3 dy‘ dx dxdx d‘y, S ( 4)
oder wenn man zwischen den Grinzen o und x und o und y. integrirt, wird
. o
ydP dR

dy = P—*p, y ‘—i——dx = R—r,

9 ) ) ; o .

dS
fd‘dy—-Q g, [Cdr=5=s,
0 -
wo p, g die Werthe von P, Q, und rys dle von R, S bezeichnen ; wenn in den ersteren

y=o0 und in den letzteren x ==o gesetzt wird, Integrirt man von Neuem die vier letaten

" Gleichungen , so ergiebt sich, indem man auf die Gleiéﬁﬁngen (11) Riicksicht nimmt:

/l”d’x - /dx = /E‘Zdy - /r?dy,
Jde - /’dx =/67’dy'-— fdy

§ 15. Um dieses allgemeine Resultat auf einige speciellen Fé‘\lle anwenden 78’ kinnen,

(12)

nimmt Cauchy zuerst u=wx, v=v, Woraus

z=x+y T-1, Qlatyr-nN=U+ Vr-i, y



du_ . ode_ du_,  de_
dx= 1 dxfo’ dy ™ 7’ dy .1’.
P=U =—p,
- ? - — e

Setzt man ferner @{x) = w und ¢(i'7’f—l) =1 j—_ V-1, wot und ¢’ die Werthe von
U und ¥ fir x==0 und s« den Werth von U fiir y = o bezeichnen; so hat man nach (13)
/ p=w, r=-—t,
' qv=‘o, §=1; CEON

und die Gleichungen (42) bekommen folgende Gestalt o
£ - x oy YA, N
; /bclx —_ /tlvdx ﬁdy. — /"de;v
" % rAE S
e T L o — fin
I Yo

- s, -
B

—

(15)

-

—2 y2
Angenommen, dass @(x)==e ist, so ist P(y¥-/)=e¢ und-

—(atyr-r —xtyr —=xy®
Mxtyr-)=e _ = = Te . e Cos(2xy)—T-1¢ . e Sin(exy)s
also e E D s >
—x2 43 —_—2 g2 —yp®

U=e . ¢ Cos(axy); F=—e . € Sin(2xy),,;?=e .

‘Durcli Substitution dieser Werthe in (15) ergeben sich zuletat folgende Relationen :

R —x? - =% y* _ ?—x2
e ‘/" e . Cos(exy)ds — e . ./ e . Sin(axy)dy = ./j e . da=,
0 o , o o

Ty oL

T —xz :}'5/2 A . “9,! x-—-xz ) ] yyz I
e . fe . Cos(exy)dy + e . fé . Sin(exy)dx = fe T dy,
‘ . e - on

(s 20



oder

- -

o0
,yz 2
€ €
o -

r 4 -

O

wenn man darin x = ®© setzt.

y: : _._x2 . "
e e . Cos(nxy)dx =
o S

—_X

well dle Glieder e . e. Sm(axy)dy, e

o6

on

——x2

e .
[¢] 1

dx, o

P

s g (16)
Sm(&xy)dx = fe dy, |

-

2 2 ‘ T
. /. g . Cos(2xy)dy gleich Null sein werden,

(o]

Auf diese Weise hat man die gegebenen Integrale von zwei

anderen abhingig gemacht, deren Werthe zu finden im dritten Capitel gelehrt wird.

und

Q(z) = @(x Cosy + Tei X -S'my)

Woraus man

du __ 4 dv .

dx =Cosy, (—E—Smy,
=UCosy—¥ Siny;

Q USmy-I—VCosy,

. erhilt.

ferner fiir y=o und x=o

-

Vs q"_o,

d

p=w;
N

§ 16, Setzt man aber u=x Cosy und v=ux Sin 9;,‘50 fst z:xCosyixé?nyr—f,

un

U+kwj

-—xSmy,_ J—;‘szosy,
=—UxSiny— ¥ xCosy,

S'" UxCosy —¥ xSiny,

Wird nun in (17) y = o gesetzt, so ist ¢(x):— w, wo w den Werth, welchen U~

" fir y =0 annimmt, bezeichnet, da der imaginire Theil ginzlich verschwindet.

Man hat

r=o,

s=o,

und ‘die in § 14. entwickelten allgemeinen Formeln (12), fir den mrheg.enden Fall, verwan-

deln. smh in-

L
/(Ucoay—ngpy)dx ~ fwas

o

X
) ﬁUSz:n‘fy 4 7 Cos y)ydxs
0 T N

y v
=, - ./(,USiny-i-V(f’qsy)d_y{
.. e s

/.U(osy——-VSmy)dy. _‘
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~ geben. Da aber -
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: ) —%
Sei @(x) =e’ 2 s‘o ist
) ——(xCosy"‘T‘wamy) -—xCos_y +T-4xSmy
(p(xCosy+-r—:szny)=e _ =e . ,

—xCosy -

; o U Fr-1=e .. [Cos(x an ¥) Fr-1-Sin (x S"z'n‘y)lj“,

oder, wenn man von beiden Seiten die letzte Gleichung mit Cos y =+ r-¢ Sin y multipllcirt,
—x Cosy
ULV r<1)(Cosy L r-1 Siny) =e . [Cos(y-xSiny) +-1-1 Sin (y-xSiny)].
Durch Vergleichung der reelen und' iihaginiiren Theile dieser Glei;hnng mit einander, er-
giebt sich ; -
-—xCos_y ""“‘CO&

- UCos y—V Siny==e . Cos(y—xSm Y)s USin y+-FCosy=e . Sin(y-xSiny),. |

welche ‘Werthe in (18)l substltulrt

x o
%

—-xCos y | f~xCos ¥
/ Cos (y-x Szny) de — | e . dy=-=x Sm (y-x Siny) dy

0

——xCos y | - -—xCos _y
/ . Sm (y-xSin y) dx f—; f e Co&(y—x&ny) dy

- ~

X
—% TR

.fe cdx = 1-e ',

[ P

—xCosy ~ ) ~xCosy - = .
f Cos (y-x Siny) de = Cos ydre . Cos(xSiny)
. :. —xCos osy -~
DT + Sinydxe . Sm (x Siny)
—xCosy - —xCos y

=—e ., Cos(xSiny),—'—. Smydxe . Sin(xSiny) .

g —xCosy . '
+f$inydx,,e' . Sin(x Siny)



F 4 ~
—xCosy - —xCos y

e . ‘C'os(y—xSmy)dx = 4-e . Cos(xSmy),

-—xLosy ‘
= e .. &n(xSmr),

. ' --xCos ¥y <
e Cos (x Szn y) -e ]

S 19

I

. ~xCosy :
€L Cow—x&ny)dy = te . Sin(xSing) .7

Vermittelst dieser Reductionsformeln werden, wie man sieht, ohne Mihe, ziemlich compli= .~

cirte Integrale gefunden 5 deren Enthckelung auf dem anderen Wege vxellelcht manche

Schwierigkeiten darbietet. - coL T e

§ 17. Die in § 14. entwickelten Bedingungsgleichungen (10) hat Caunchy verschiede-
nen Transformatlonen unterworfen ‘umd dadurch ist ibm gelungen neue Reductionsformeln zu

bilden, in der’ Art, wie dle allgemeinen Formeln ) gebxldet wurden,  Setzen wir nun,
ihm folgend, ’ 7

= mCosn, - (20)
‘wo X, m und n beliehige Functioﬁgﬁ von_ bezeichnen.  Durch’Substitution der Grisse

u+ vTr-7, wo u und ¢ irgend welche Functmnen von x und y sind, in (20) sthtt ¥ er-
hilt man im Allgememen ) !

- XU+ Vrer
.m —‘MJ+ M -1
n=N+ N"f—/.
Also wird de Gleichung 20) von der Form '
UtVor-1 = ,(Mim'f-,)cas'(zvizv'r_,)

seyn, die durch Anwendung der Exponentialgrossen noch so dargestellt werden kann, -

il
N
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. NN N —N .
U+ Vf_,_m-}—m'r./)[ooszv(e + e ’+smN<f;___ =11,

woraus man sogleich folgende Gleichungen erhiilt: R

N' ' —N'
sU-—-(MCos.N-}-M SmN)e+(]le s N — M" SmN)e )

o N N'4

QV_,(.M s]V-—-ﬂISmN)e-i—(lll CosN+MSan)e .
welche Wgrtl;e;‘,in U und 7 in (9) substituirt, uns geben 5
| - N’ =N N =N
P= P +%P.,, R=SR. %R,

N =N N N @h)

()=§Oz+ % Qz’ S?z Sl + % Sz‘

wo P,, Qg N R,, ;,S,,, durch die Gleichungen

P = (MCaN4MSinN)% — W CosN— M Sin My 2

C: = MGy cN+M Sin N)“;", e sN-Msnm"“

Ry = (MCosN rl— M’ Sin N) -[-~ — (M’ Cos N — M SinN) d—"

L dv du

5, = (MCosN-}-M’SmJ\) %+ (O CosN— M Sin Ny G

ond P,, Q54 R;, S, durch dle Gleichungen -

du

P, = (MCosN—M'SinX) Gl — (M Cos N+ M Sin N)"‘;—”

e

Q,’:‘: (ML.sN—M smz\)d RERNG 74 CosN—{—.MS N){;“

‘B, = (MCosN—M Sin N)‘Z;‘ Y CoaN-{-MSmI\‘)q;

S, = (MCosN— MSmZ\’)— -+ (M (osN—l-MSm]\/)

2

bestiﬁlmt sind. . Da aber dle Bemnoungsglelchun"en ~(lO) fir alle Werthe von P Q, R S

gelten, so ist in ‘dem vorliegenden Fall



A0

RIS N N —N' —N =
T ‘dle. Py) _dle, R)) dle . Py __dle . Ry)
ST dy T dw S dy T dx. '
:', o -~ . ' und . (22) u, (23)
5 E } N, .N, . ""N' -NI . .
de.Qy) _ de. Sy) dle . Q) __de . 8,) N
dy =~ - dx dy ~  -dx )

weil nur diejenigen Grissen, welehe in gleichiamigen Exponentialgrissen multiplicirt sind,
einander aufheben kinnen, so dass statt zwei fritheren Bedingﬁngsgleichungen, nun vier an-
dere denselben ibnlich entstehen, welche wieder durch eine iihnliche Transformation auf acht
neue reducirt werden kiénnen u. s. w. So sicht man ein, welch eine Menge bestimmter In-
tegrale mittelst dieser Methode gefunden werden kann. .

‘Multiplicirt man erst die Gleichungen (22) mit dx dy, und integrirt von o bis x und
von o bis y in der Art, wie es in § 14. geschehen ist, so erhilt man folgende Gleichun-

gen, welche den Gleichungen (12) ganz analog sind:

- o . N, nr '7[
PR ‘/qe.l?,dx - /e p,dx f Rdy — /e rdy ~
AT 0; 0 N
S S @4
R Eains ,_n* - : y
e V:L ,AI _N' - n'
SR e.Qdx — fe q,dx =. J e, Sdy — _/.e.s,dy,
.- O o . 0.

Wo P,y gy die Werthe von Py, Q,, und-r,, s,, 75 die yon R,, Sr, N, wenn in den
ersteren y =o und in den letzteren x ==o gesetzt wird, bezeichnen. Ebenso bekommt man

aus den Gleichungen 23)

T x x y y R
i /tl.N' =n I —N' _—n .,
L ‘v:’,)‘:“;, . e . Pzdx — ./e . p‘dx == /e . dey —— ./e « rzdy . N
o T o . 0 o T o -

ST e SN \ , | 25
L N I X X . . x 3 ’ y.

£l =N —n L e —n' .

L ) e Rde — e, gdx = _[ e.Sdy — ‘/, e . s, dy.

N o - o -0 S /]

‘ \

Aus diesen vier Hanptreductionsformeln lassen sich viele andere herleiten, wenn man niimlich

fir 22 und v nach und nach verschiedene Functionen von x und y annimmt.




Drittes Capitel

Entwi"‘(:keliqng der Werthe- der bestimmten Integrale.

§ 18. Es giebt vier Methoden, deren man sich gewéhnlich in der Hoheren Analysis be-
dient um zu dem Werthe der bestimmten Integrale zu gelangen. Die erste Methode be-

steht darin dass mah -das Integral, wo es miglich ist, unter irgend einer Form vollstindig

. darstellt, oder wenigstens auf ein Integral reducirt, bei welchem dieses moglich ist. FEine

zweite Methode beruht darauf, dass man aus der Eigenthiimlichkeit der zu integrirenden

-- Function, Gleichungen ablejtet zwischen den Werthen, welche das gesuchte Integral fiir

. verschiedene Werthe der in ihm vorkommenden Grissen annimmt. Nach der dritten Me-

griffe am swhersten zum Ziele.

thode leitet man aus dem schon bekannten Werthe eines bestimmten Ihtegrals durch Diffe-

rentiation in Bezng auf die Constanten, welche es enthalt, anders Integrale ab, Die vierte

' Methode endlich benutzt die doppelte Integration um durch Umkehrung der Reihenfolge, in

welcher solche ausgefiihrt wird, von einem-Integral auf ein aunderes zu gelangen. Man muss
iibrigens bemerken, dass es selten gelingt, wenn man ausschliesslich nach einer von diesen
vier Methodefi verfihrt, zum Werthe eines Integrals zu gelangen, daher fihren meistentheils,
eine gliickliche: Verbindung von zwei Methoden, bei zweckmiissiger Um{orrhqng durch Sub-
stitutionen des gegebenen Integrals, und andere in der hoheren Analysis gebriuchliche Kunst-

7 . \ -
dx = gegeben, dessen Werth man zwischen den Grinzen

\

Es sey uns das Integral
y g r

L x=o nnd % == 4 bestimmen- will. Durch eine einfache Differentiation ergiebt sich

10




A2

— xm+ldx
— Tat] = “ai —
dlxmY 4 x 1] = mem‘ldxr: x 'Ya—x*
oder ) p i N
~ —_— mxm=1ds m amtedye -
dlsm} "] = )

rf—x’ rl-—-x“ ?
wenn man mam-fdx rc—x_’_ mit ¥ r—ax2 multiplicirt und darauf dividirt.

Integrirt man
nun die letzte Gleichung, so wird

xmteda

xmrg——xg + _7?!::_ xm~¢dx V
m-t1

— e ——e
YV i—x2 m-t+ Y i—=%

welches Integral zwischen den Grinzen x 320 und x =, genommen, gieht

1 ’ 1
xmt1dx m xm-1dx -
) == +o )
—x2 Vq—x
Setzt man in diesem Ausdruck statt my m—e; so wird ::
q
xm-tdx _m—2 xm-3(lx

S P T r._xz’

o

odor ;. weht ah in (i) statt ;'_" dx& seigenr Werth substituirt,
—x2

.
g xm‘l’fdx — m\m—a) xm-3dx

e

YV i—=x2* - (ntalm—i) . };4-—x3' . (2)
0

Es st leicht #u tbersehen, dass man dfegen Weg verfolgend zu zwei verschiedenen Integra-

ten gelangt von welchen day Integral / xr'f‘fdx abhingig wird, - TIst nimlich m-/ efve
—x3?

ungerade Zahl s Zo B. =2n+}+, so hat man

. A

xsn+/dx - 2n(en—2a)(2n—4). .. 8.6.4.2 :/ P xdx
P ,r;_--x_z_ - {eniXam—r)(20—3) s v 0 91 9.5.3 }/»4'-—-:3'3’, ,(.3)
_ 0 : o X
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fir m-}¢ = 2n einer geraden Zahl, wird

e K I . LT ’ - -

xondx __\' (o‘n——:)(gn-—.?) ces 8300 de @
Y —a? T en(en—2)(2n—4) ... 642 J Y i—x2 ‘
. 0
~ Bekanntlich ist
- dx = Arc.Sinx; fo]whchf = :,/ bb
V==t rl—x3 27 .

wo # den halben Umfang eines Kreises bedeutet, dessen Radius gleich ¢ ist.  Setzt man N

ferner 4—2x2 = 22, so0 ist x dov —= — zdz. Also
. L4
xdx zdzs __ Y xdx
e = — [ = g = — V —x3, ——— = 4.

YV i—a? Jo2 o S Vera?
* - o N

Die Formeln (3) und, @, Wenn;wir darin die Ordnuné der Eactoren umkehren und statt

L4

wdr und f e xhre \Ve:tbe substituiren, nehmen foloende Gestalt an:
Y‘4——x= r«—x

1 -
x2onticdx 2.4.6.8...(an—2) 2n

rt—-::‘&m 3.5.].9 ea (23— 4)(2n4#) . )

: - |
.ri’nclx __1.3.5... (2n-—3)(m-4) 4 6
}’r—x’ 2.4.68...(en—2)2n Py (0
‘ ¢
" § 19, Nachdem wir den Werth des Intenralsf}x;nig-l—i- fir jede beliebige positive m
«—x2 :

T 0
! 1

xm+ldx

—x%

zn einer Reihe

gefunden haben, sind wir nun im Stande das bestimmte Integral

v 0
zu entwickeln. Euler giobt diesem Integral folgende Form 1),

1) Euleri Institutionum Calculi Integralis. T. I, Pagz, 200.



A4

1 . E .
amtidy _ e a3 '/x"rl’ldx ey 3 9.5 6
| Vv-—x* ('+x > F Y —s* it + 27‘." 2465 9

o
indem er aus 4——x“=(1+x’)(1—x3) den Factor (4 +x2) absonderte.  Also nach dem bi- ‘

nomischen Lehrsatze ,
!

1. : . : ’ : e
xm+'(lx xmtidy  amtddx .3 xm+5dx 1.3.8 xmtrdx wmtzde 4

rl—-—x“ r:r’ * rn—x* + o 24 rl——xz— 2‘._43‘ r:-—-x3

Setzt man m-} ¢ einer geraden Zahl z, B. 2n gleich, so sind m+3 = an-t 2, m+5-—-2n+4'
u. s, f. lauter gerade Zahlen, folghch sind alle in der obigen Reihe vorkommende Integrale
"nur specielle Fille der Formel (6). Es wird also

Lo mee
L= NlTDT

amdx _ w (38.5... (en—s) _ [ B5.5...(n+0)
J ¥ 1=zt {2.4.6‘...(9n—'—2)2n , '59.4‘.6‘;. o (end2)
D - \
.3 1.38.5...0en+3) 135 35.5...Cnt+H

1

'+2.4 2.4.5...(2n+4) 246‘2.46‘...(2n+6)+"'
and o - £
:Ix9h+ldx _2.4.68.., 2 2 4.6...(2n+}2) |

r,’:ﬁ— 3.5.5 ...(en-{-:) *357 c(ent+3)

0

ﬁ9.4.6...(2n-F4) ' 435246‘...(2n+6)+
2.4 3.5.7...(2n+38) 94635]...(2n+7) o

wenn 74 == 2n-}-+ einer ungeraden Zahl gesetzt wird, ;o _:

S+

§ 20, Durch eine zweckmissige Anwcildung der vprhergehenden Ir;tegrale, haf Euler

die Werthe mehrer anderer Integrale bestimmt, und sehr viele m'erkwiirdige Relationen zwi-
schen denselben entdeckt, die wir spiter bei Gelegenheit anfithren werden, Jetzt wollen wir
noch durch ein Beispiel zeigen, wie die Entwickelung in Reihen uns manchmal zu dem
" ‘wahren Werthe des Integrals fiihren kann. Aus der Lehre der kreisfunc’tibnen ist bekannt,

¢>r— —QT-1 ¢~r-4 —@Y-s
dass Cos'¢ = :_

RT,-I

atiirlichen Loga-
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rithmen und @ irgend einen Bogen des Kreises bezeichnen, sich zu Producten von unziihligen
Factoren entwickeln lassen. Nimlich:

T 2 2 . 2 E ‘a } i*f
Sin® = 96— (—L (D) t—ty it

1612 BRI

9
L= Db =D rhe—putd. ..
- und . : : ,
G = P2 49° 402 492 e
Cos® = (+ ) 9”3) (¢ ~5.3) (4—~4§”2) o CE s

Tw

= =200+ (=29 (12 (=20 (422

= (=)0 3,0 03 =50 Gtz)ees

wo » den halben Umfang des Kreisés, dessen Radius s ist, bedeutet,
Setzen wir nun in diesen Formeln @ = »x, so wird

Si(z wx = f%(‘_ti:) (4—}-":) (4—-2) (4+§) (I—g) (4-}—%) i

Cosox = (=D ADCPUHDNE—D 0+ ..
oder

1Sinexs = lﬂx+l(4‘—§)+Z(4+§)-l-l(f—ﬁ;)-']—lb-]-%)—[—l(/——%)—!—..\. g

1Cosnz = _ K=Y+ U425 + U~ + U+ + ...

_'b wentt man den natiirlichen Logarithmus von beiden Theilen dieser Gleichungen nimmt.

‘Woraus durch blosse Differentiation sich ergieht

-~

wCosmx __ "1 4 1 v 1 _
Sinzx & . 4-—x+4 x 2—-x+2+x 3—-x+"'\

. rd
= Sinwx __ 2 ;

2 + 2 2 + ] -
Cos ©.5 —2x eFax ' 3—e2x  34ox | S—ax %

Die zweite Gleichung kann noch durch Substitution darin Z statt x folgende Eorm an«

nebmen ; ) .
#Siniex __ 2 2 + 2 2 F 2 + )
Cos L nx —%  1+x ' F—x Ftx ' S—ax 1T
Ferner, ist . ;
x Cos ex + wSintsxy _ wCosax | a(4—Cosnx) _ . =
“Sinnx Cosinx  Sinsx Sinxx _ Sinex’

11



also_
- ! ‘ ¢ 1
Sinox x ' 1—x itx 2-—x

2+x + 3—x e ',,f )

de. .
“zwischen den Griinzen

Durch eine einfacke Division, Lekommt man
xm-ldx —

’+x" = am-1dx — am‘*‘n"dx + xm+3""dx — e

Nun kinnen wir den Werth des bestimmten Integrals /'.xrr-z*-.c

x=o0 und x = bestimmen.

Integrirt man die beiden Theile der Gleichung, so wird

xm~1 5 am xmtn amtan © gmidn | o
= e - —_ T s (8)
PER m m4n ' mten  m+3n Teot
oder zwuchen den Grinzen ¥ =0 und x= genommen, giebt etwas Unbestlmmtes, man
muss also diesen Ausdruck erst gehong umformen.

Wenn man Zihler und Nenuner des
m-1
Bruches ¥ dzx mit a7 dividirt, so ist
- '+xn N

i

e

S Pam-1dx o xm-n~1x
JooetEr s

¢ fxn’
rd .

S .
folglich um dieses integral zn einer Reike zu entwickeln, braucht man nur in der fritheren
" Reihe tiberall statt 7, m—n und statt n, —n zu substituiren, dadurch erhilt man

-

/‘lxm-fdx xm-n. xm-2n am-3n
— = SR
J 1=

— ey
m—n “m—an ' m—3n C

Nin aber nach § T4,

o 17

xm-1dx /'xm-'(lx + x""’dx
_/4-{—.70" = ) igan’ fc-}-x’t
0 0

Die obige Reihe’ist'=0 fir x = o, wenn-n positiv und >‘ m. Als;)

®
/'xm-fdx —- + !
= —_—— — .
Tan - m—n ' m—an m—3n m-4n =
AL bk




und

- T

C am-tdx ¢ ‘ v -
-_/. Fx®  m mitn + men~ m+3n T

/]

wie es aus der Formel (8) durch Substitution der Grinze sich ergiebt. Folglich

a1 dx ’ 1 ‘ ‘ ’
R —_ -+ -~ 4 — e
g etan m m—n m+n ' m—aan ' m+tan

LN

9
] 15’ f ! ‘ ¢ U 4 .
= ntim n+m ~ 2n—m + antm + n—m "
Setzt man in (7) £=—"5 80 ist, nachdem man von beiden Seiten mit r dividirt hat; -~

~ -

- " ] 4
. mn m
nSin —
n

rl 3 e +"\§.a-

1 R
n—m _ ntm  en—m nm

woraus folgt -

-

* w,' - ) . ! -
/’xm~'dx' _ ” )
WAE L L= T . mn .
° - nSin - PRI

Wird 2=+ gesetzt, so erbiilt man fiir jedes m < n oder < V..

o) : ’ .

j“"’;é&' = T ooy

e Fx T Sinme - S
o v C

Der Beweis dieses merkwiirdigen Integrals, welchen wir hier mitgetheilt haben, ist aus
Kliigels mathematischem Warterbuch *) entlehnt. Wegen seiner Einfachheit und ganz
elementaren Methode hahen wir ilin dem eulerschen Béweise vorgezogen, da es diesem gerade
an jenen Eigenschaften gebricht.  Jetzt wollen wir noch mit einigen Bemerkungen die Be- -

0

. m-¢, . , L . .
trachtung des bestimmten Integrals / g -l:x(? schliessen. Durch Differentiation wurde oben
’ by l . -
B 0 RN
- - /‘ Q-
gefunden e =7 b

O

1) Supplemente 2u G, S, Kligel's Worterbuehe, F. 1, p. 154.
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a8

xCosnx __ = _ 4
0 Sinwx tangsx T & +—x 4+x 2—x | 2+4x

woraus folgt, wenn man x = t—;—z setzt, und alle Glieder der Reihe mit 7 dividirt

~

- ‘ v < e 1 1 . -
s m a—m T ntm  2n—m + 2n4-m 3n—-m o
ntang — y
n : 0
. P . . xMel—gnem-t
Dieselbe Reihe wird erhalten wenn man die Function ~————————dx nach den steigenden

Je X 1B

Potenzen von .x entwickelt und -die einzelnen Glieder zwischen den Grinzen x==o0 und

x 7= integrirt, so dass dann

f - [

ametmgnmet g 1 4 _ g L
i/‘ 1—xn —dx = m  n—m + n+m  2n—m + ent+m._  In—m e
[4] ) v
R 1 n~m-
Verfikrt man dagegen auf dieselbe Weise mit dem Integral x_":_-%‘__dx’ so wird
4
. ‘ . « 7 N . - )
i i P S R S N I
v-+an me« n—m n+m wn—m 2n+m . m=
° n 8Sin —
woraus sich sogleich folgende merkwiirdige Relation ergiebt :
- ; . , ) N
Alﬂ—f-}-xﬂ-m-—l _ Ixm~tddx
f - an 9w = / sfxn -UD
o’ ) o
Da aber . .
1 ;
m~{ CB-m-~1 m—ldx n-m=1
f x——4-+i——-dx — % s / al dx’
. 14an PRy 1Fan
o P
L) . N o
. xm-ldx: _ xm—l'd,:v + xm"dx
otan T ) it PR
i Q \ o ; )
so ist ) .
o £
xm-tdx - Nan-m=1dx .2
_'/ I+x" = f 14 xn ¢ 12
v o

, ) R
e 3

5o
P



49
~ § 2. Wir kommen nun - zur Untersuchung einiger der merkwiirdigsten Relationen, die -
aus_den Gleichungen zwischen zweien oder mehreren bestimmten Integralen entstehen. Dazn - °
wihlen wir hauptsichlich die zwei Arten der Integrale, welche in der hoheren Analysis un-
ter dem Namen Euler’sche bekannt sind, und eine reiche Quelle zum Auffinden be-

stimmter Integrale darbieten, Vorher aber untersuchen wir den Werth des Quotienten

PR .
JXxp-1dz

o ) : : : m-n '
aweier bestimmten Integrale, wo X'= (+—a7) n der Kiirze wegen gesetzt ist.

1
JXxg-1dx T
o . R

Angenommen y=dp (+—an)r; wo p und r grosser als o sind, so hat man

dy = pxp-1dx(s—xn)r-t = (p-trn) xptn-1dy (4 —xn)r-1,

woraus darch Integration sich ergiebt -
Zy:P xp-1dy (,_;.xn)r-f - f(p_l_rn) ' xp'hz-fdx (,'-..,g;n)r-i ,-

oder

R
-, -,

| ﬁl’*”,’-'dx (4—.4‘-1'{_\)_:"'2 “"' '-_E;;z ﬁ}’"dx (4—an)r-1,

p
o o

a

] Wéil fir x==¢ und =0, y=20 ist, Setzt man r=%’, so wird
g U
m-n y m-n
+n- —yn)— = P ~tdx (¢=—2n)
-/.‘;'p n-1dx (1—an) 5m fx'P dx(¢=—2n)5",
o 7 0 _
oder

- - S -, /
ﬁxp-ldx = '.% ﬁxr}n-fdx, 3
“ o : o k

Wird in dieser Formel wieder statt p, p-+n gesetzt, so ist -
12
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7 ‘
“/_&{P_’{'ﬂ"dx = ’l‘.i’.’.‘i‘ll . /Xxp‘i"n-’dx;j
)

n+p
alay
- ) 1 a‘.;" S .
[)t(xp-'dx = (mt-p)ontntp) ﬁxp*‘ﬂn-'f&x. (i)
. T plntp) .

Verfihrt man auf dieselbe. Weise weiter, so wird dadurch das gegebene Integral zu einer

Reihe von Factoren entwickelt, welche in die Unendlichkeit fortgesetzt werden kann.
Nimlich:

-

o (m+p)(m+n+p)(m+9n+}7) (m+zn—n+p5 Xxptin-rds,

et P Far 3 9
o, o o -
wo i eine unendlich grosse Zahl bedeutet. Eben so wird
1 ' - Co
. _ (m+q)(m+n+q)(m-l-2n+q) (m+zn———n+q) tin- {
/,;qu 1dx = ST G GTan)- (q+m-—-n) Xwxgtin-idx  (16)
’ ’ o
wo ps g, m und 7 positive Grossen sind‘.;
Setzen wir‘ non
D T ‘.
 fXap-tde =P und JXx9-1dx =.Q,
0 o -
~ go dass dann
' P _ (m+pyg (mntpXqdn) (n+antp)gtan) ar
.Q p(m+4-q) (p+nm)m+n+q) (p+2n)(m+2n+q) R
- sty weil aus der Gleichung (13), fix p =, sich erglebt
‘ . ) B ‘ 7 R . ) ‘-‘
ﬁp-idx (l—xn)ﬂ%‘n = /.;pi'n-'dx (r-x'l)zl—n

o (]

oder auch
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ra ’ ' I B . o ) : 1
. : . m-n ! m-n m-n
ﬁp+n—vdx'(4-=—xrz:)'—'; = [apton-1dy (q—an) = /;P”ﬂ"'dxu—x")T,

o s O

 wenn man statt p successive p+n, pteon, p-;l-3\n oo substituirt,‘\ so kann man im, All-
gemeinen » .
‘ 4 Y a ’ e oL
/;Pﬁ"-’dx (4-x")".i;g = / x9+m-1dx (4—.&'72)E2
_ setzen, 5 _Wo. ps q, iy 1 beliebige positive aber endhche Grossen bedenten und i eine untend-
lich grosse Z ahl ist.  Nimmt man von belden Theilen der Gleichung (1’7) den nnturhchen

Logarithmus, es wird

IP—IQ=1 (m+p)—lp+'l(m+p+n)—-l(p+n)+l(m+2n+p)—l (ptem)+...
+ lq——l(m-l—-q)+l(q+n)—l(m+n+q)+l(g+2n)—-—l(m+2n+q)+... ‘
welche Glelchung fiir alle positive. Werthe von p, ¢, m, n gilt, und gelten muss, 'wenn

‘auch eine oder mehrere von diesen Grossen als veriinderlich betrachtet werden. Aendert sich

z. B. P, indem q, m, n constant blelben, so indert sich auch P allein und Q blelbt con-

stant, Das Differential von der obigen Gleichung in Bezug auf p, “elches wir mit dP be-
} zelchnen wollen ) wird
e _

.er N R - . . —_ ”."'
P mip p+ m-tntp - ntp + mtantp* entp + .

Um die Summe’ dieser ynendliqhen Reihe zu finden, setzt man

o) = gmtp P g gmtnd zmtntp - gntp T gmtontp
z) = il Rl ——— via
’ m+p R mtntp  ntp " mfmip T °

sn dass fir 2=y, ¢(4)=—-P» . Differentiirt man ¢’z), in Bezug auf z; so hat man

z i R ) . . . R .
do(z) = zm+P-l——zP-'+zm+n+p-f_.zn+prf+ 5m+2n+p‘—1_z2n+p-r+ cee

'____: (s m.}.p-,_zp-f)(,_*_zn +zﬁz z3n-l- o) b

. -
- s

- A
'
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_’ ~ sich nghert und

‘Es ist leicht_zu iibersehen dass der letate Factor der Gr’énze‘
. N - L)

d¢(2) = (am+p~'—zP-7)

g—zh :

wird desto richtiger je mehr man in dem oben erwihnten Factor Glieder mmmt. Integrirt

dz ‘ fzp-l(zm—-4)dz
= = Lot
—l of—2zN .

‘man die letzte Glelchunv so wird

9= = f(amtp-r—zp-1).-

' .
2p-1(zm—4)dz
n

“wo die Funection (?(;z) fiir z-‘}" ¢, oder @(+) dem bestimmten I.ntegral s gleich
. - S v
ist, oder-
\ A p ‘
‘ _¢_i_€ - zp-1(zm—4)dz 8)
. P - f g —zn .

Lo

e
_

, S s e :
Da aber in P=fXxp-idx das Integralzeichen.sich auf die verinderliche v ‘bezieht,
g ! . :
so kinnen wir nach der bekannten Regel unter dem- Integralzeichen in Bezug auf p differen-
tiiren und es wird A
. .
dP f Xwp-rlx de.

Setzt man in der Formel ({8) siatt’ pdP und P ihre Werthe, so ist ' -

4
JXxp-1dx Ix 1
= ZP"(Z”‘—I)SJ_Z\
U o : 11—z -
JXap-tdy .o S
Ao _ ” .
. . - ’ B
oder im Allgemeinen, wenn man z="x setzt und auf beiden Seiten mit JXxp-rdxe  multi-
. o,
plicist ’
iy C A e RA « 1’ de
- . - * r f ) 1 —
JXxp-tdele = [Xap-ide [ 22! Ex - x—;—'.)_f 9
) E [] ST AT N .

0



§ 22, FEhe wir nun zu der Untersuchung verschledener bestlmmter Integrale, welche

aus dieser merkwurdlgen Relation’ entstehen, iibergehen, wollen wir ein Paar Werthe bestim-

men, welche in besonderen Fillen die oben mit P und Q bezeichneten Integrale, annehmen. 7

e : N

. 1 - . 4 ~.
+ Wird nimlich p=rn, so verwandelt sich das Integral fXxp-tdx in SXxn-1dx, Setzt man
: 0 S
nun x7 ==y, so ist
X = (1=y)yn, - ixn—ldx:r—;d_y-
- folglich’ ' -

Ly
fv/}.{xn—ldx ﬁy(f—’ﬂ n
w io .

- Setzt man ferner s-—y = z, dadurch erhilt mian -
, P B . V O‘ ’
O S M | m-n 1
./jfxn-fdx = -ﬁ”n dz = pout) (20
el - o ) .
‘weil fir y=o0, z=4 und fir y=y, PP ist. -

- ] “ ‘ x
"~ Werth des Integrals [Xxn-m‘-fdx zu suchen. Sei y= 1 , -worans, sich sogleich . er-

(1—axn)n ’
’ glebt dass fir x=o0 auch Y=o ist und. fﬁr =y, y © wird; ferner

7 - xn—m . ' : m-ri - )
yn-m = nem = xn—m(i—-xn) n o= X.agn-m s
(4-——xn) n

also-

f Xxn—m-/dx f n—m‘i;x 1)

x
Da aber aus y="_ - ; folgt an = s
' (+—2x7)n 'yn

oder wenn man den natiirlichen Loga«

rithmus nimmt nlx = nly — l(+-+yn). Differential davon ist ‘
13-

RS NS Sl S A)

Wird dagegen p=n—4m, s0 ist der

<=



f}f,_..é[ yo-tdy _ dy -
— . x Yy "+9’" J’(1+J’")

we]cben Werth, wenn man in den obwen Integral substltuu-t, s0 Wll‘d’

3 - = — -~ dy g ‘ ST L4 ) .
Xagn-m-tdx = f e = yn = TSR @0
/ S ‘ J \}’(l—H") S E=Z  nSin (n—m)= nSi n"'."_" 020

wie wir es in § 20. gefanden haben.

§ 23. Angenommen dass m=4 und n=g2, so bekomm¢. die Formel 9 folgende
. Gestalt

o :
xp-tdxlx /’xp—ltlx .'/’xp-'dx (‘03)
’ }’:4-:-;? E —x2 14 . -
O - v P

woraus sich }soglei'c-h ergiebt, fiir p: -

lvdx = [ . clx
Y';—x’- . r:—-’x’ . 4'+~x’

{fo beknnntlich X

_ _____ !u smx.;_c" dx l(4+x)+C'
o r.;-wxz K 1+-’\'f‘
oder
‘ ‘ . 7 d -
dx = “ x P
kal; . d —e. l?"‘
J¥i—=x? 7 ote T
o 0 . =
folglich
#i’f’;y -

Wird dagegen in dem Ausdruck (23) p=2 gesetzt, so hat man

‘. ] . * : ¢ -
x dx lx - A xdx . /(".wl.x*
Vios® o Vimar J Fa

o . o

\
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S

Da aber ‘ rxdx ==1; w1e es aus dem § 18 erhellt und
g—x2 ‘
[ xdx cdx | g xdx _ '
.’T‘Fx = ﬁdx——’—_—}:}) = x-—-—l(¢+x),’odcr./1—_—*’—x— = s—l2, .
. . : R N SN 0 ‘ -
also o
’ .
x dx lx

TN = la—<q: 25
,rt~x’ "': @
LA .

T § . Setzt man in dem Ausdruck (19) m=23 und n==2, so ergiebt sich dargus fol-.
"ende Relatmn ‘

,47 o ¥ ) ¢

. , S » S et ,
’ /";P“'-"Jx IxY 1i—x? = /xp"clx Vi—x2. /'xf_'%i;z_;_)_‘_i_f S Q26).
o o 0 ’ '

die noch vereinfacht werden kann, wenn man darauf Acht giebt, dass

& xp-f(.r’—-—_@tj._x__x’—: xp-rdx (x’+x+4)xp fdx -
—x? T x—4 4+ = o i+ (71-}-———)dx

ist, woven das Integral zwischen den Grinzen x =o und &=/ genomnien, gieht

‘ o o
/':rp,—ldx(ii—'-/) — (__4_ +/'vp—'dx
ST =T T \pte T it

o ST e e 0
g S

Substituirt man diesen Werth in (26), so erhilt man -

7 !

/U’"d,x Ix Y-l—.x = — fap- fllx}//——x’ . (l’+l +/’a:):*:<ix) - \7(2.7);

(¢] O

) B '
oder fiir P=

1

.o - N ‘
i /dx V=22 = — G4l [de V=5

.0 0



Ferner ist

ﬁ . A=Y _ [ da 7’__, wide
xri—-x - rt-—x’ o VZF V=2

und

f e 2dx - _" 7 ” _';. ‘”Ai;‘
Yf*x’ rf—-x* P T4

also -

- ' :
fizlyi=a = — % GHo. @8)
S .OA « X ’ R . . 7 B N
Aui diesem Wege findet Euler ¥).die Werthe noch vieler anderen bestimmten Inte-

grale, indem er fir p, m und # immer n/e{tfe Grissen nimmt.

§' 25. Eine Menge trefflicher Memoiren, die Fuler éu verscjdédenen‘ Zeiten der Peters-
burger Akademie der Wissenschaften iiber die bestimmten Integrale mitgetheﬁt hattes haben
den bekannten franzésischen _Mathematike'r;Le‘gendre veranlasst, mit diesem wichtigen Thgil
der hiihereritAn'alysis sich besonders zu beschiiftigen. In seitem Werke Exercices de
Calenl Iﬁtégral T. L, S. 221 etc. betrachtet er zwei Arten der Integrale, die er unter
dem Namen die Euler’sche Integrale der evsten und der zweiten ‘Art, unterscheidet.
Zu der ersten Art gehiren die in dem Ausdruck ‘

: | L .
. Co = xp-tdx -

\ o ig—or=4
\/ ~ ) °
(wo n, p und q ganze positive Zahlen bezeichnen) enthaltenen bestimmten Integrale, und zu

der zweiten Art, die in dem Ausdruck

ﬁ(l"”

(wo [ immer den natirlichen Logarithmus bezeichnen soll, und @ als positiv angenommen

1) Euleri Instit, Cal. Integralis. T. IV, p. 175 ete, -
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'wird, sonst aber jede rationmale Grisse bezeichnen kann), enthaltenen hestimmten Integrale. -

Legendre gebraucht im angefihrten ‘Werke der Kiirze wegen eine besondere Bezeichnungsart,

die wir Lier beibehalten wollen. Es ist pimlich mach ihm

A xpds - 5 ar -
/ =& wa /dx(lfc) = Ia),
Yo Y (1+—an)n-q 1 P oo

wo I'(a) eine Function von a bezeichnet, und n als bestindig, in allen Functionen (° )5

welche fiir verschiedene Werthe p und ¢ entstehen, betrachtet wird und-darum in dem Zei-

chen der Funetion nicht vorkommt.

N

- § 26. -Suchen wir nun, f.egendre folgend5 verschiedene Eigenschaften der beiden Arten

L xp-t dx
Euler’scher Integrale zu entwwkeln. ‘Wird mmhch in dem Ausdrnck / s
: Y (—x7n)n-g.

ye—xn = yn gesetst, so hat man

- = A
apidx = — (1—ym) ne yrrdy, V(—anyg = yng

e = — -
o Yl—xmm-q- - % YV (i—yn)rp
weil fiir x=o‘,)y';—= ¢ und fiir xr;‘7, y=o ist‘; oder allgemein, Wenn man statt ¥y x

setzt und nach § 3. die Ordnung der Grinze umkehrt, so ergiebt. sich

3

X xp-tdx r xq-1dx

Jr——" [ —

X xp-tdx S yi-tdy
S —

ot

weraus man, zufolge der angenommenen Bezeichnungsart erhilt, dass
& = ¢ | @9
q N ‘ o
E)

ist. Setzt ‘man dagegen x» = £ und bezeichnet nach der Analogie /;p-ldx (s ~—xn)g~1. mit

4




- L e AT :: - 19

@, 9> wo p und g posntwe, sonst beheblve rationale Grossen sind, so wird in unserem

Fall .
‘”.P- 1 dx

/ }’(4-—-.1:")"-9‘
sein, oder was dasselbe ist '
L xp-1di

(52 i [

o ¥V (i—an,n-q

also nach Legendre’schen Bezeichnung

—(’3)' =

L 9
&, 5,

LB BN

R

‘r., 7.

Lyt
wenn man niimlich [ &7 dx(/—-x)" .= (p q) setzt.

)

= —-/ "" dz(:—z)"-’

(30)

h § 27. Welin ‘wir weiter auf die‘se‘ibé Weise fortfahren und yF'xk (+—an)r_setzen,

‘wo £ und r grisser als o sind, so wird dy =% x’f-fdx@ —xn)r-4 --(l:—l—-rn) xktn-1dx(gmzynyrs,

" _worans durch Integration sich er«neht

y = lfk—lde—x")fﬂ-—(.é-i—rn)/,Hn-ldx(f—-xn)r-

oder.

~

R 4
Eoop

‘/;H'n-fdx (1—an)r-1 = farpemty | sk-1dx (4=xp)r-1,

(o]

weil fiir x =+ und x=o, y=o ist. Nimmt man £4+n=p und r

ist, oder nach Qér eingefiihrten Bezeichnung
- ) ‘(’_).) — _P_(l_’__lly
- ¢  ptg—n
~ Woraus folgt, wenn man statt p, p---n setzt,

q, so folgt dass

T xp-tdx ' X xp-n-tdx

/n R R i /'n i s
Yo Y (—am)ng p+q——n Y G=xn)ng ‘

@n
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&) = B,
Auf dleselbe Weise erhiilt man ferner

(P-l-n ptgtnpten,

ptn g g )
’( +2n) — ptqt on(E-]—é’n
. p-2n q

. bizs zuletzt

p—}-q-l—[,é—-;]n p+l'n)
2

(pr-}r[b—'.-q]n)

' q ptlk—dadn q

“wo % irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet. Es wird also l
& = ptaptqgtnpteten L p,fq+££—«]n(p+£n)

: 9 p ptr  pten p-l-[l?—-_-f]n q

~ sein, oder statt p, p-}r gesetzt, ‘ ;

%

P

(p+ otry p+q+rp+q+r+np+q+r+2n p+q+r+[b—4ln,p brtn,
ptr prrdn ptrden U ptrdli—dn T g

~ Der Quotlen‘t von diesen zwei Reihen Factoren ist

s . -

4 (pj'q—@) )
—_— = Qs Qz: Q, ". o Qtey ————,
BEREX N : q -
wo :
0, = @Xein o5 @retmpdrin
T plptgtn o XE @+m@+gtr+n)’
0, = (p+g-+2n)p+r+an) 0. = (p+q+3n)(p+r+3n)
2 (p+2m)p+gFrtamy’ e <p+3n><P+q+r+3n>’ '
i ' | | - I wp-tdx
ist, Betrachten wir nun was geschieht mit der Function (E) = / T, wemn darin
: q r(4._.xn)n—q

p immer grosser und grosser wird, indem g und 7 unverindert bleiben. Da das hestimmte'

Integral zwischen den Grinzen x==o0 und x=/, genommen sein muss, so kann man es
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nach dem was wir schon frither gezeigt haben, als eine Summe betrachteni, die aus unzihlig

4 . ‘ xp-1dx

vielen Gliedern bésteht, welche gebildet 'werden wenn man in der Function 7 .
: Y (+—xn)n-q
alle Werthe, die zwischen o und . liegen, nach und nach substituirt. - Thre Summe wird
also, bei der oben gemachten Vorﬁussetzung, desto kleiner ausfallen, je grésser p ist. Man

- hat daher

(Lt‘”) > <”-—-——+’q"fb’> wd (2 +"+l”> < (“3““';“Z ) < &thny,

9.
wenu 7 positiv und kleiner als n ist. Woraus sogleich folgt, dass der Quoﬁént
‘ ‘ kn
N W
q .
. >
v (p+r +'l”')
(istli Ferner ergiebt sich aus der Formel 31), “3enn man darin siatt,p, p+n+,€n‘s¢tit§. '
3 p-+én . -]-n-l-bz
= p+ﬁn (p _

oder auch

<p+q+lm o
ptin

(p-l;lm (p+r+ln)

Dieser Quotient ist also zwischen s und }%:g—nb-" enthalten,  Will man daher dass er die .

Einheit nicht mehr als um ;;‘—, wo m eine beliebig grosse positive Zahl bededtét,ibertreﬁe,

so braucht man nur

T p-l-l‘n-[—g 1
T ptkn = '+m

L A — YIn— ' . . ) .
zu setzen, woraus folgt, dass &:g-q——-—,)z—-—l-) genommen sein muss. Fir 2 unendlich

wired

(”““") (”*’q“"‘) = ..




ol

. Folglich
(’é’) -
= Qu Qz- Qs Q-
_+r) ) , T e

R .
Setzt man in diesem Ausdruck iiberall statt g, 7 und umgekehrt, so erhiilt man wieder

&S | -
= Q:. Qs Qs Qq, ';;" '
ety o S
- r e .

bis in die Unendlichkeit, weil die Quotienten Qy, Q,, Qq, ... durch diese Substitution

_sich nicht indern, wie es aus ihren Werthen erhellt, Man hat daher folgende merkwiirdige

_von Euler gefundene Relation,

Py Pta, — Py oEr ' :
OEH=QCES, - | (32

- welche,, \wiefLeg,endré bemerkt, eine Art von Gleichung zwischen endlichen Differenzen

ist, und fast die ganze Theorie de'-r Transcendenten (g) in sich einschliesst,

§ 28 Nachdem wir die Haupteigenschaften der Euler’ schen Integrale der ersten Art
auseinander gesetzt haben, wollen’ wir jetzt zn der Fntwwkelunv der Function (Z ) fiberge-.

hen. Dazu betrachten wir erst zwei besondere Fille, nimlich: wenn p oder g gleich n ist,”
und dann wenn ihre Summe p+4-g=r ist. Im ersten Fall, wo ¢=n ist, hat man unmit-

telbar
(”) _./;c -rde = 2 - (33)

1 . p

-

" Wird dagegen p+g-n, so ist q—n—-p, und die Function (p) '—fp*fdx(f—xn) ..
15
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-t T

62,

Macht man darin s—xn == xn yn, so hekommt die Transcendente (g), folgen;le rationale

e »
‘ 14 ynp-tdy /‘yn?"c_l!
_ (n—p) g e TS i
, 3

weil fir x=o0, y=w und fir x=s, y==0 ist. Da aber in § 20. gezeigt wurde, dass

~

T T (a— p) nSin“[i’-'
72

o n Szn

s . 1
ist; es wird duher, wenn man — » =u setzt,
i n -

¥ \ ,'_p_ .= :—.- L 4
- L (n—p) Sin pae S

i

sein,  Mittelst der beiden vletvz'ten F_ormeIn erhilt man den geninen Werth von (B) in allen

den Fidlen, wo eine der beiden Grissen p » - oder 1hre Summe =n ist. Man hat hierhei
nur noch zu- merken, dass nach (29) und (33) ' »
¥
Ey = (i> <
. q 9
1st,

'$ 29. Wi‘lj wollen jetzt einmal voraussetzen, dass ggr Werth von (Ié) auch in allen den

Killen bekawnt sei, wo ptg=n—s, 4. h. wo q‘=a und p = ni—a—+ ist; so ergeben

sich neue merkwiirdige Reductionsformeln, wobei «wir der Kiirze wegen. ,

n—a—1

(—— )"‘444 : o i 36

setzen wollen, Es ist also fiir die verschledenen Werthe von @y Welcbe der Bedingungs-
gleichang p-{-q—n-—/ Genuge lelsten

&=y = (—’-—) = 4, = Ans

4 n—2

n—3

) = (——§) A,—/fnqa'



63

<3)_<——2)—-J,-=.4n4

[/
u. s. f. . s f.
und allgemein E
Aa = An—a-l. :

Fur n=y 2. B. hat man die Werthe folgender Tratscendenten
G = () = 4 = 4,
@O=@=4a,=4d,
H=@ =4, =4,

-

., N1 — » . . .
deren Anzahl ist — = 7——2— = 3, fir n ungerade. 'Wird aber 7= s0 einer geraden

N ' ‘L '] . » ) \““ 2
Zahl genommert, so sind die Transcendenten an der Zahl r_z_g_g = 40-2—

= 4, namlich:
=@ =4, = 4,
(%) = (‘;‘) = -Az = -‘4')
D=@ =4, =4
Q=@ =4, = 4,.
8§ 30, Jetzt ist es.leicht den Werth von (Z ) fir die zwei folgenden Fille zu bestim-

men, nimlich fir p+-g<n wnd p+g>n. Sei ngn zuniiehst pt+g<n. Aus der Formel (32)

ergiebt sich, wenn man darin p=n—a—s, ¢g=a und 7= ¢ setat

n—-a—;l n—i4s,. __ Ji—Q—1 A n—a .
() )—-‘\(‘ )4 ),.\
da aber nach (34) und (36)‘ '

n—a—

(

)-—~Aa,( T et Ty = 2

a - Sitnaw’ 4 N
ist; so ergiebt sich durch Substitution dieser Grissen in die letzte Gleichung

n-—-—a—-4) Aa Sin aw

P Sinw

( 37
Aber nach dem Obigen An-a-s = Aa, und weil wz—;- # ist:

8Sin (n—a==1)a = Sin[e—(a+)u] = S;'n fa—{-c)u.

e
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- Wenn man also in '(37‘) der Einfachheit wegen iiberall fiir a-,\n-—-a,—-d setzt und danach

" statt Sin (Il‘—'(l'—l)w seinen Werth substltulrt, so erhilt man

¢ = TR, @

Setzt man feruer in der Formel Y p =n—-a;m', g=a-upd r=v, so wird

n—a—m (n—-m) = (n—-a——m) (n-—a—m-{-:); 7

a ¢ 7 a

(

wo m eine posmve ganze Zahl bedeutet, welche del’ Bedmgung n-——m(n oder m>o ent

sprechen muss. Nach (37) aber

n—m Am»-l Sm(m—f)u (n—-a-—m - Aatmi-e Si)i(a+m—1)w
(-—‘_) = Sin Sz
[ ) in w

“ist; wenn ‘man da’her diese Werthe in die obige Gleichung substituii:t, so ist

(n——a—'m) Aatm-1 Sm(a-l-m—;)w (n-——a——m—l-l

a = Am-1 E’m(m—w)u

Darch suceessive Anwendung dieser Relatlon ergtebt swh

'7 (n——_a—m — Aatm-t Aatm-2.+ . Aatq Sm(a—}-m—;)w o oo SinCa-¥ o n—a—

Am-¢ Amsen Ay Sln(mLOw s Sln 2w 8in w ( a ) 39 \

)-—_/]q ist, Daraus ersieht man, -dass die Transcendente (¥ )

£

wo der letzte Factor (

wenn p--q<n immer vermittelst der Transcendenten 4o ausgedriickt werden kann, nach der

allgemeinen Formel (39), welche Legendre gefunden hat.

§ 31. Fiir den Fall wo p+q>n ist, hat man nach (32), wenn darin p = n—a-m,

g=a und r= gesetzt wu'd

L

n a+ )(n-l—m — (n-—ci—}-m) (n—a-{‘;m-b_).
Nach (314) ist aber; -
n-l—m . m m)

)\— m—{-—; 1

bei der Voraussetzung, dass p=n+m und q= ist. Ferner nach (37) und (38) ist
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(n—a-}-m — Aa-m-s Sm(a—m—:)w (_nz) Am Sm(m-{—,)w
'Sinw ? %y Sinw .

Also .
(n-—a-l-m-l-: m Am Sin(m+1)w n—a+m

—) = m+¢ Ao-m-¢ Sin(a—m—iq)w’ a e

Da nun nach (32), wenn man p=n—a, g=a, r =+ nimmt

EDHG = (u)(” oty

ist, und ferner nach (34), (35), (37

m—a W n __ . n—ea Aa- Sin(a—a)e
(na )= Saw P=0 = Sinu
ist; so hat man. S
) (n—-a—{-;) __ wSinw
= Ada-1 Sin aw Sin(la—1)u"

Durch successive Anwendung der vorher gefundenen Relation,

n—a-+m--+ m Am Sin(m+ 1) n—a-+m i

() = € )

m+4..Ala-m-1 Sil;(a—-m—v,'u. N ¢4
ergiebt sich aber :

n—a+m+te _ 0.2.3. .. (m~0m Ay Ay Ay Ay oo Amy Am
a T 234 ...mimt1Y da-g Aa-3.Aab ... Aa-m-s ;Aa-rn‘-f

(

Sin 2w Sin3u Sindw . . - Sinme Sin(m--¢)w - ne—w4y
Sm(a——z)w Sinla—3)w .. Sm(a-—-m-—g)m Sin(a—m—1)e’ a ).

Diese zweiie allgemeine auch von Legendre gefundene Formel, bekommt noch eine einfachere

. T2 . o
Form, wenn man darin statt 72, m~—s und statt ( ’a+4) seinen Werth substituirt; es

wird namlich ) . ‘ )
n—a-+m ¢ Ar Ay Ay oo Ay wSlanLan . Sinme

( a ) = 5'2:;:.4;-3 . Aa-m’ Smaw\Sm(a—d Szn(a—m)w' G

§ 32. Aus Allem nun was bis\]etzt iiber die Euler’sche Integrale der ersten Art gespro- '

chen wurde, erhellt, dass, nur zwei Fille ausgenommen, niimlich fir p oder g gleick »

16

Ly
o -

=

85
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/, xP::d_L — ap + n—-—q xn"’p n_q "’l_(] xontp + n,-—q gn—q 3,1,—(’ xntp

4 [ - Lo . . . N o
~ 66 - e L \
. . - .

und fir p4q=n, wo der Werth der Transcendenten ({—1)) sich unmittelbar ergiebt; in allen

anderen Fillen er nur vermittelst einer bestimmten Anzahl anderer Transcendenten 4, A4,

Ay o005 die man als bekannt betrachtet, nach (39) und (40) ermittelt werden kann. Da

- mun aber fiir den Werth der Transcendenten 4,, A4,, A4, ... _deren Anzall von n

s -2 n—t . . . .
abhiingt und gleich- '—1—;—? oder ! st je nachdem 72 gerade oder ungerade ist, keine allge-

meine 'Ausdrﬁcké hat; so. folgt, dass ausser jemer zwei Fillen, die Function (l-q)) im Allge-

meinen nur niherungsweise gefunden werden kann. ~ Wir wollen daher die Formeln

entwickeln, _welche zur Berechnung des geniherten Werthes des bestimmten Integrals

“(g) dienen kinnten.

- . - I' a,p_’dx
Um zu dem geniherten Werthe der Function & = / B - zu gelangen theilt
1 r(l—-x”)"'q

Euler l) dieses Integral in zwei Thelle, eins nimmt er von 172 ==o¢ bis zu dem an =1},

das andere von a7 =3} bis zu dem a7 =,, und entwickelt heide nach dem Newtonschen ‘

Lehrsatz. Man hat namhch

. e
- _ -,;—-1— — = (s—an) ",
Y —anyn-q
“vder durch die Entwickelung zu einer Reihe
v — Q_—: g 2n—q rz-——q m——q 3n—q s :
= ¢+ ~ + o :m+ FrRti .xn—{-...

7 o ———— ——————
¥V (e—an)ng

Multiplicirt man diesen ganzen Ausdruck mit ap-¢dx und intevrirt darauf; so wird

n —_— -— - -
Vommye D M TR T mEpTom T o

. (41)

oder zwischen den Grinzen x = o und. x =, genommen, giebt:

1) Euleri Instit, Calculi Integrahs T. & p. 322

i
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p. _ ¢ n—=q n—-—q 2n—q n—q2n—q 3n—q __1 i
&)= o+ n-l-p n —}n 2n+p+ n " en " 3n 3n+P+”.‘

- welche Reihe, wie man leicht’ erswht , sehr wenig convergirt, Um die Convergenz derselben

zu erhihen, nimmt Euler

/

=t gy P il
n T = P  ud f 2=
S yoww ro—

an=3

an; so-ist nach § 10.

A Eprdw 2
n_ =) P+Q
[r(,-—xn)n-q q )

A ‘ : - ! 4
Ferner ergiebt sich aus (41), wenn man darin x:(g)n nud xp =2 # setzt

' i SR o’ gzn——q ‘ n—q m—q ' 3n—q ¢ )
P=2 ( T n+p m' zn+p+ 2n = 4n ' On 3n+p+ )

In § 26. wurde gezeigt, dass

xn/:: xP"’ilj‘___; o y =0 yq-ldv
xn——!r(’—xn)n-g E f r(f“-y”)"‘l’

yr=3z

ist, wenn nimlich s—x7 = yn gesetzt wird, oder durch die Umkehrung der Grinzefi er:

giebt sich

an'=1 :
X xg-rdx°
Q == f n —
. — xn)n-
. xnzor(' xn)n-p

Nach (41) erhiilt man sogleich, wenn man nur darin iiberall statt p, g und statt g, p setzt, :

folgenden Ausdruck:

Q= ,‘f}(i +'.‘_"_'E ..i._ n—p ’”"’i’ _  nm—pan=p 3” P ‘ :
, 7

J2n ntq ' 2n” 4n 2n+q+ en ' 4n " 3n.+q+ an

o



+.~-)“

Alsjo ‘
>-I-,- 1 n—q 4 l n——q Qn—-q
p. o 2 n(F +7r7 'n+p on " 4n 2n+p
(';I‘) = o R ' 42
n—p n—p zn—E y
: + 2n'4n 2n+q+"')

_2 1
T n(Tj + 2n n+q

Ist p=g=a; so nimmt die oblge Formel folgende einfachere Gestalt an:

ﬁ;—a an—~a a. |, n—asn—ad3n—a a
+ L] 4’1 L4 6\n 3’1—]—“ + . .)

a n—a a
(1; (G) ('+ Ton n+a+ an ° 4n ’2n+a 2n
§ 33. Wir wollen jetzt zu den Euler’ schen Integralen der zweiten Art iihergehen, und
daher betrachten wir das Integral
' /.;'m-fdx (l-'-)n,
. X
o

Durch particulire Integration erhilt man

: . __xm_en  n
ﬁm—uzx 0" = T+

! ‘
xm;:dxj,(l-;) .

Folglich, wenn m und r positiv sind
. v '
4 N=- II (43)

f K
) /}m-vdx ' =2 fo-ldx 3
- ° ! 0
Ist nun 7 eine ganze Zahl; so erhilt man durch mehrfache Anwendung dieser Relation

1
n(n-;)(n—-—e) ee 3.0 (44

. B
Srmian @' = MmO

o
Wird dagegen 7 eine oebrocbgne Ziahl, so gelangt man mittelst der Form (43) zu dem Aus-

4
druck [am-1dsx (l AN , wo a einen dchten Bruch bezeichnet, welcher Ausdruck nichts an

P
seiner Allgemeinheit yerliert, wenn man 7=+ setzt, weil dorch die Annabme das xm=1z

R

ist, sich ergiebt
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Camerdy= L d'z,“\’ L = Ll
nnd ' ‘
i [
fm°fdx (l—'—)a "= ﬁz(l? a '-.
o
Woraus erhellt, dass die Entwickelung des obigen Inte_grals lediglich auf der Bestimmung

destuler’schen Integrals der z{weiten Art bernht, womit wir uns sogleich beschiftigen wollen,
‘§% 34. Setzen wir nﬁmlich
IR T1.8
o y = x(lf;) .
Durch blosse Differentiation erhilt man

PN 2 5N

dy = dx (l-—) —ads (=)

oder, wenn man zwischen den Grinzen x=o und x =, integrirt

b

ﬁx (l-—) —afdx (l—'—)ad, @) =

weil fir xy=ound x=+, y=o 1st, wenn a eine positive Grosse bedeutet. Wendet man
hier die von Legendre eingefiihrte Bezeichnungsart fir die Euler’sche Integrale der zweiten

Art an, so entsteht folgende merkwiirdige Relation:

Lat+9 = alla). 46)

~ Woraus sich sogleich ergiebt, dass .

T = ﬁ ",

©tur g =4, wird

LY

F(l) = [dx

[~

i1



0 t

Durch successlve Substitution der Werthe ¢, 2, 3, 4, ... in _der Formel (46) statt a er-
hilt man -t - ; ' ‘_ ~ o

\
\.

T'e) = ‘2. 3 4 be o0 (@—2)(a—1)y - “n

wenn d ‘eine positive ganze Zahl bezeichnet. Die Glelchung (46) ist merkwiirdig in der
Hmsncht dass man mittelst derselben, die Fanction 1"{1:), wo £ grosser als ¢ ist auf die

'Functlon F(x) reducn-en kann, wo x schon ein achter Bruch wxrd,

535 Weis"w’é‘bei' am fnérkwﬁrdigstén 'i;ei den Euler’sché’n Integralen der heiden Arten
erscheint, ist die mnwe Verbindung, in welcher sie mit einander stehen, so dass die_eine
Art immer vermittelst der anderen Art der Intégrale ausgedriickt werden kann, “as wir nun

zeigen wollen. Sei -

DLy =y

- Wo p und g positive ganze Zahlen smd 80 lst

dy = pxp-fdx(4-—xJQ“'—-(q——4)xPdx(:—-x)?-? )
= pxp-fdx(:—x)q-f—I—-(q——f)xP"dx“(f—x)q'7~Cq1-4)xP-fclx(f—x)q-'-(q—y)xpclx(:-—x)q-ﬂ
= (p+q-—r)xP‘fdx(f-—x)ﬂ-'-(q——oxp—fdx(f--x)q-s

-

* Integrirt man zwischen den Granzen % =@ und x= 4,wso vérschwmdet y, weil g eine po-
sitive’ ganze»Zahl ist, und es ~b1¢1bt‘/

}‘ > - — - l ,'.
(p-!—q——:) xP-’dx(t—-—x)q-tﬁ(q— ;) xpﬂdx(v-—-a&)?vﬂr* o,
0.~ - Q0
. oder
C. N T
o/lx p—’dx('-x);m.:{fl. p-l-q xp-fdx('—x)q-:
. o =

Setzt man nun nach und nach in dieser Formel statt g, q—v, g—2, q—-?, v+ und be-

P B - e ‘

zeichnet fxp*ldx(f—-x)q-jl mit (p35~q)5°so erhilt man’




e

Al et N S !

o lg—Xg—=a(g—) . B 2
© 9 = (pt+9—p+g—2) ... (p+1J wbrdu
N T o

wenn q eine ganze Zahl ist, oder auch

(q—;)(q;e)(q—ﬁ 3;;_ L
@+9—0ptg—2) ... (p+0'p’

Auf dieselbé Weise ergiebt sich, dass

(48) «

L4

edfo—mips = = == (p—3) ... 2.0 1
f;ﬂ ‘dali—a)pct = (g5 P) TGt gtp—a) . L @t

o - \
© wenn p eine ganze Zahl ist. Da aber.
ﬁp*'dx(4—x)§~f = [xg-tdx(i—x)p~*
o ‘o -
ist, wie man sich leicht davon {iberzetgen kannv, wenn man in einem der beiden Theile dig-
ser Gleichung x = ¢—z setzt und gehirige Substitutionen vornimmt. Also nach der Legen-

~

dre’schen Bezeichnung wird
3 =

@9 = (4 p)

:  sein, Ferner haben wir gefunden, wenn p eine ganze Zahl ist

® 9 = \ o= p—2)p—3)...3.2.4 :_
2 :.(9‘1‘1?- v)fq—f—p-f—n? ceilgt g
und nach (46) und (47) o T

T (g+q) = (g+p—)G+p—2)... g+ )9l (g)
T(p) = (p—f)(p%23(p—3) oo 32ty

~alse ,

N _ I :
P, q),‘ = T%;—.}-—%' 49 &

' . t . !
Man iibersieht leicht dass der Ausdruck (49) ﬁberha_qpt gilt, wenn eire der beiden Gros- -~

" sen p und ¢ eine ganze Zahl ist. Nan ist aber nach dem binomischen Lehrsatze



»

2 -
7 ap-tda(i—x)9-1 = xp'fdx-j%? xpdx +@:3'(ZlﬂxP+'_dx—.

Folglich, da p eine positive Grosse ist

L4

e —a\g- _L_é—l ¢ (g—)g—2) « _
./;p Gl = S T T TR T

0
eine Reihe, welche in’s Unendliche fortliuft, wenn q keine ganze Zahl ist, In diese Reile
muss sich also mach (49) ’ . '

- T(p) L'(m)
Tp+q)?

. (wo wir uns unter den mit I' bezeichneten Grossen ganz allgemein die entsprechenden Eu-

ler’schen Integrale der zweiten Art denken), entwickeln lassen, wenn z. B. p eine ganze

Zabl ist, Denken wir uns aber nun die Entwickelung von 1;‘(8)) -l[: ;')) fir jedes p und ¢

ganz allgemein ausgefiilrt; so ist klar, dass, so lange p und g ganz allgemeine Symbolve

“hleiben, die Form der allgemeinen Reilie nicht von der Forni der Reihe fiir einen besonderen

Fall verschieden seyn kann. Man sieht also, dass auch fiir jedes passive p und g sich

?_(p) ') in die obige Reihe entwickeln lassen muss, und dass folglich die allgemeinen

T+q9)

Entwickelungen von

‘

' . Y L) g
Jrrdse—are = @y 0w e

o B

fiir jedes passive p und g zn denselben Reihen fithren miissen, welches uns berechtigt fir

“jedes positive p und g zu setzen:

Aus der Formel (30), welche in § 26, bewiesen wurde, folgt daher

Pyrd
&y = 2 o
7 nr(giq) : -
n



s

adgs

b1
woraus erbellt, dass die Euler’schen Integrale der ersten Art immer durch dle der zweiten

- Art ausgedriickt “erden konnen.

§ 36. Sei p+q £, 8o ist nach (50)

Eipely  pdEd ey
‘(i _ réyrdy  réthrd,
- r

p(é-rr, S siax iy

-

Multiplicirt man diesen Ausdrack mit dem Ausdruck (50) fir (}—q)), so ergiebt sich

Pyr(dy T
r&HThrey

pipte
(BE- =
(=D ,nfr(ll_‘t,q;ﬂ)

Da der zweite Theil dieser Gleichung sich nicht indert, wenn man zwei von den Buchsta- -

hen Prq T mit einander verwechselt; folglich

(P >(10+q) - (P)(P+"

V ist, wie wir es schon friiher auf anderem Wege gefunden haben, Ferner nach (50), wenn

¢ =n—p gesetzt wird, ist

G- DEHYTED

Py= S 2 n _n (51
(n——p) Sinps . nl'G) 4 )

oder L o -
Sinaz = T@Te—a), G

wenn w:i% und gza ist. Fir ¢=3 z. B. hat man [['(a)}® = =; also
'y = v= - (53)
'§ 37 Wir wollen uns jetzt mit der umgekehrten Aufgabe beschiftigen, d. h. die Eu.
ler’schen lntevrale der zweiten Art durch Euler’schen Integrale der ersten Art ausdriicken,

Wenn wir daher in (50) p =+ setzen und darauf fir ¢ nach und nach die VVerthe 1. 2. 3. -

-

“#i +.. bis g=n-1s, nehmen; so entstehen folgende Gleichungen: SR

18 -
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eyl TTE C Tdard
. F(n)r(n)N o l(n)l(r;) | F(;’)F(;)
@ ==, )=, B =
Al) nl'(=) _oAen

y Py -

n— R ot
‘ o alCy
n
Multiplicirt man die ersten (a—7) Gleichungen in einander; so erhilt man

R X4 ;)]

?V

DOBR e (—) = ——
f TAFTAT] ‘a'—'l na—lr(2)3
n
woraus - , .
w . mon
I‘(,';) = — — S G4
n“"(%)(i)(%)(%)---(a —)-
—4
Bildet man das Product aus allen n—« Gleichungen, so entsteht folgende Relation:
o, e
(:—)G)(‘%)-"“(;:')/ ,=.( - ﬂﬁ'? >
- oder
. m |
1y = ) v (T
iy = al Loem .-G, -
welcher Werth von F(-;T) in (54) substituirt,
HO@ - 1 o
. a ; -1 .y
ré = — T &2

s 4 )
giebt.  Also ant diese Weise ist die Function I"(Z), wo n>a ist, villig bestimmt,

o

SN - N . -
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§ 38. Die Theorie der Euler’schen Integrale der zweiten Art begreift in sich, als spe-
ciellen Fall, eine Gattung hichst merkwiirdiger Integrale, mit welchen Kramp *) und

Laplace 32) sich viel beschiftigt haben, Sie sind uuter der allgemeinen Form

—m
J e . tndt, (56)

o
wo e die Basis der natiitlichen Logarithmen und 7 und n ganze positive Grissen bezeichnen,

enthalten, Setzt man niimlich z22t/ =z; so ist

2 PR
tondt = = im — gk
U andg z 5

2 wemn 1:=2n T gesetzt wird, und das gegebene Integral nimmt folgende Form an

-
‘ y .
Mt J € - dz.

, : o
Es bleibt nun den Werth des Tntegrals

-—-zk
J e dz (6X))
0 _ -
—k

zu suchen. Setzt man daher e . =x, so ergiebt sich

-

7

k - m—
1 R 1,0 8 dx
e = ;, Z-——(l;) Py dz = '—- z(l;) —;,
und wenn man diese Werthe in (57) substituirt, '
o )
- a9 I >y E
A e. dz = —-'—/l(ll) dx,
o b; x

welclies Integral zwischen den Grinzen x=—¢ und x=—o0 genommen sein muss, weil fiir

t=o0, x=4 und fir ==, x=o ist. Folglich : e

v

1) _Analyée de Refractions astronomiques et terrestres; par Kramp, 1799. Chap. L p. G4.

2) Théorie Analitique des Probabilités, par Laplace 1814, p. 96.
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e onts ) . )
_tm ; ./' '——m -1 . +
2n — L AR N X aval g
o e . t*dt = me (lx) . dx = mI‘( - )s

(58).

wenn man statt £ seinen Werth setzt und Legendre’s Bezeichnung gebraucht. So z. B. fir

n=o0 und m =2, hat man nach (33) *)
- 0 :
42
e . dt = Zrm.
e ‘
Betrachtet man noch hier ¢ als negativ, so andert nur d¢ sein Zeichen und es wird
or ) - - i}“
—1? ,
“e. dt = Zrm
o :
Bekanntlieh aber ist

-+ 0 . +®

—f2 B —i2

Joe. dt = e. dt 4 Je. dt;

0 . —®m 0 .
also.

+o

—f2 R

Jedodt = vz

Yo o

(60)

§ 39. Wenn in einem bhestimmten Integrale unter dem Integralzeichen mehrere will-

kiirliche Grissen vorkommen, so kann man sie, als veriinderlich und das Integral selbst, als

e¢ine Function von eben so vielen Argumenten, die von einander unabhingig sind, betrach-

ten. Darauf beruht die Methode, nach welcher man unter dem Integralzeichen differentiiren

kann, und die wir sogleich entwickeln wollen,  Sie ist eine reiche Quelle zum Auffinden

des Werthes vieler in der hiheren Analysis sehr wichtigen bestimmten Integrale.  Nehmen

1) Man findet am Ende des erwihnten Werkes von Kramyp, eine Berechnung dieses Integrals von 0,01 °

@D _p2

zu 0,01 angegeben, aus welcher man ersieht, dass f e . dt, dessen Werth 1Yz == 0,88629692 zwi-

d
schen den Guinzen £==o0 uhd f= 0 ist, fiir £== 3 schon auf 0,00007957739 reducirt wird.

- T -
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wir an, dass’ @(x, %) eine Zwischen den Grinzen x =a und x = A continuirliche Function

sei, und dass mittelst der Integration ih Bezug auf x, wihrend y als constant betrachtet
wurde, gefunden war: ' t

oA
S0, nar = V)
= o

so ist, wenn sich jetzt ¥ wm % andert,

A
o, st = Yn).

- Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, und bezeichnet den Zuwachs, welchen das .
-~ Tnfegral erhalten, hat, mit ‘f/l 9z, y)dx, wo ist
, p .

A
Af P Nde = d+R—Up)

" Ebenso bekommt man noch . R

B0, YAy = G,y —(x, 1), -

oder wenu man mit dx niultiplicirt und daranf zwischen den angegebenen Grinzen integrirt,

e 4 A
806, s = [0, ytis— [ oz, ya
P4 ‘@ - Q..

" Da aber

A o A
S o, ythrds = Yow, [0, yas = o)
a . a o K
1§f, so ergiebt sich zulefzt
4 4
S0, pds = 8f 0 pan,
P T .

¢ 9
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Entwickelt man diese identischen Functionen nach dem Taylor’schen_x Lehrsatze, so er-
‘h&lt man . - o . .
A . . A - - — A . -
Y 2 hs Y
‘ fA(D(x, ydx = ; d (x, y)dx + — [d ¢(x, NNdx =3 [d’¢(x,y)dx+
a @ a a :

. 4 - ‘;4 4

k37, ‘ hY Y ;
tf oz, )dx = “d /' 0z, y)dx + ~=d> / 0Cx, s + —=d? /' 0z, y)dx 4 ...
a a a

@

hZ

-

wo / ganz willliirlich ist, und die einzelnen Glieder, dieser identischen Reiben unabhiingig

von % respective gleich sein miissen, folglich:
"y J ‘
[not, pds = @ [0t . 61)

§ 40. Es bleibt uns noch iibrig durch einige Beispiele zn zeigen, wie man mittelst der
Differentiation des bestimmten Integrals in Beiug auf die willkiirlichen Constanten, welche
darin vorkommen zu—dem Werthe desselben gelangen kann. Wir willen zu dem Ende zu-
erst das Integral ;

i 4 ao__xz )
AR f dx‘ Cos nx.
B
Differentiirt man es in Bezug anf’n; 8o hat man
@
‘fifv \-- o fe fxd_sz'nnx.
o .
Durch particnlare‘ Integration ergiebt sich

2 : N _.x:

N - _..x! ) —p .
- - n ,
: f . xdxSinnx = 3¢ . Sinnx— ;fe . dx Cos nx, . .

\ T D 2 ‘ L R 7 “
. ) n >
- fe . xdemnx = —3 /e . dx Cos nx,

0 . : o

weil das Glied ausser dem Integralzeichen, fii_: beide Grinzen Null wird. Da aber
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D 2 . Qg o az
/e . dxCosnx = Z; --/e. xdx Sin nx = G
o o
ist;‘sd entsteht folgende Differentialgleichung
‘ dZ _n
@G L=

Sondert man darin die verinderlichen Grissen Z und.n von einander ab, und daranf inte-

grirt, so bat man

o]
n2 —_—2 _nz
Z=2Ce* oder [ e. dxCosnx = Ce 4,
e ,

wo C die Constante bezeichnet, welche getunden wird, wenn man in der letzten Gleichung

n = o setzt; woraus nach (59)

fH—xz /
C = e. dv = Lrw;
7 P
_ also '
___xl ) _nz
e. dvCosnx = Yym e 4, 62 .

4]

Laplace *) beweiset dasselbe Integral mittelst der Euler'schen Integrale der zweiten

Art auf folgende Weise. Wenn man statt Cos nx seinen Werth

L nzxz : n§x4 1826

‘T 2 T a3dTizasetr

setzt; so erhidlt man -

0 2 ’ ) ‘
X n3y2 ntxs néx®
Zz _‘/e. dx G — 2 +2.3.4—7m+”')
S ‘ !
. w_.xz
Das allgemeine Glied dieser Reihe der Iutegrale / € . xmdx, ist nach (58) =§F(m+'); -
, . 2 77

o
woraus folgt;

1) Memoires de Ia Classe des sciences mathématiques de I'Institut, 1809. p. 367, ¢

i L man T e P,



. . 3 2 a
. Z = u—gts ~2364+"“’
oder .
i n?
. Z = Zfe 4.
2

iDifferentiirt man nun mehrere Male nach dem in § 39. bewiesenen Satze das bestimmte In-

tegral (62) unter dem Integralzeichen und seinen Werth in Bézug auf 7, so erhilt man fol-

gende Reihe der Integrale: *
B —x? . n?

e . xdx Sinnx = e ‘n

5 ‘ .

’ DV 2 ‘ : z » e

- . e e v xE - n2- .
e . x*dxCosnx = %€ (1 —==)

o
SR - JE S z a2 :
Je. wdnSinnz = §e T (3T
o - ’ ;
O —x2 . #‘E 2
/e . xideCosny = g e 4(3-—-3112-{——-)
J : 8
RN - ST B ’
/ xsdeznnx =zé 4(/5 5n*+ )
.0 : . -

worans erhellt, dass man im Allgemeinen den Werth des Integrals
©

—a2 :
/ (M Cos nx + Nx Sin nx)dx, :

0 .

" wo'M und °N zwei Functionen von x? bezeichnen, Bestimmbn’ kann.
. . xrai i o R f Cos i it
§ 4. W ir .wollen moch das merkwiirdige Integral /Z‘_@_A%S_Q, wo A eine positive
3

ganze Zahl bezeichnet und A =, —am Cos @ + m? ist, entwickeln. Euler ')y war der

——

1} FKuleri Institutionum Calculi-Integralis T, IV, p. 194,
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* erste, welcher es bewiesen hat und Legendre derjenige der seine Beweisart spiter vervoll-

kommnete. Er nimmt niimlich folgende Gleichung an:

—1—mCosp
a—2mCos@+m? -

A+ B 4 Cm® + Dm® + Em* 4.0

woraus sich ’naéh der Methode der unbestimmten Coefficienten ergiebt

A= A o N C = 20C083¢ — ¢+ = Cos 2
B = 2Cosp — Cos® = Cos® D= 4Cos"¢——3Cqs¢ = Cos3p

- Folglich-

| ‘4—:;?ofgsimz =« +mCos¢ + m‘Coaz¢+m’Coa3¢+m4C a4¢+ v

» Mulﬁ'p’lieirt man diese Gleichung mit 25 und zieht von beiden Seiten ¢ ab, so hat man

D a—m?
4—2mCos¢—[-m=

= +~+42mCos® -} 2m*Cos2@ + 2m?Cos 3p ;}-; .o
alsb

, /d¢ COSNP /"dﬁb 0037@( -+ 2m Cos @ + 2m2Cos 29 + um'Cos3¢ +%

" Das allgemeine Glied de_r Reihe kann nur von der Form f d¢ Cos ¢ mk Cos k9 sein, Aber

[

4—-m" ﬁ(DCos?\(PLosl'(b = 4—m‘ [ ﬁ¢coscx+b)¢ + ﬁ(p(}os(x—-,é)cpJ

mk  [Sin(+BHo n Sin(—4)p PR
1—m? Ak A—£ ’

—
—

- fir =0 und ¢ =+ immer Null wird, wenn A und % ganze von einander verschiedene

Zahlen bedeuten, nur den Fall ausgenommen, wenn I:-—?\, wo dann

. o

T deCos® . ) Y _

f A ’_f_mz./'d¢Cos?s¢2Cos7\¢ =
~ o

L4

A

m"

+ Cos arg) =

welchen Werth wir mit P, bezeichnen wollen, so dass
: 20
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\
P, = 2, (63)

1—m?

das einzige Glied ist, welches nach der Integration zwischen den angegebenen Grinzen zu-

riickbleibt. Aus P, kénnen wir nun mittelst der Diferentiation P”, P,, P, ... Py fol-

gem.i:ermassen herleit{n. Dlﬁ'erentmt_ man dle G:Iemhtmnr Pn f d¢C°’9>‘¢ in Bezug auf-

'm , % bekommt man

.dPn_ — /'nd¢ 0033@( (,oa¢—2m) — /nd¢ CosZ@ 4_-_m’l._A

dm A’Fh Arte
, o e
oder -
% "é"";’—z-(t——-rryz*)PrfF};-r 2P, ’ ' woraus Pn-l-l = ( n -l-:; c‘lil;;;

oder, wenii man zum emerlel Nenner reducirt und Zihler und Nenner mit mn-1 multlphcm

J" nmn-andm+mndPn _';_ d(m"Pn)
_g=——-m* nmm=tdm (4——m=)(dmn)

P,,+, =

Giebt man nun dem 7 in dieser Formel nach und mach die Werthe- 13- 2, 3y 4y o S0 er-
geben sich folgende Ausdrucke :

o , A BTN '
P, = (—;”_’%—,)—,_[cx+4>-—mé<x—e¢)1
- l N ‘ . 7‘ ., > . .
— 1 - zm o : . ;
P, = T =y T+ z)(xrhz)—zm=(>.+ 2)(x—s)+m4o,—2)(x—4)]
A .
Pe= 23@”" D} [<1+4><’\+2><1+3>«3m2<x+n)o-+3)<m—3>+3m40+3>0~—-3>(x—e> :

» —m"x—.?)(x——m(x——f)] ‘ ;

‘Legendre dritckt das allgememe Gesetz, nach Welchem Jedes beliebige Pn gebildet wu'd fol-

gendermassen , AuS

p, = m™ (1+4)’1+2)(7\+3)...(7t+n-—4) y
on (s—m2)2n-1" 12,3 ¢0n (n——s)(n——l) i "
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. : 12 13 ' . o
wo An, wenn man mit (z—/) ;, n—z1) e (n—¢) JORER nach der Reihe die Binomial-

coefficienten der (n—s)ten Potenz bezeichnet, folgenden Werth hat

n—: 2 — ——

_ (n--%—f)(n-—l-?)
AT L 4) m“

T O 4)(7\-1-2)

“ ’."

) - 3 (n—-).——:)(n——?u——Q)(n-—K—-.?)
Ty m OF T2 FDH +eo

- Setzt man z. B. ,Kio, so hat man folgenden merkwiirdigen Ausdruck:

%?; el [;+((n—4)’;)zr{z’+ ((n_,)=2)°m4 -l;l(cn-—f)’z)zw V+ ] |

§ 42, Ausser dieser drei allgemeinen Methoden, die wir hier da\trgelegt haben, und
welcher sich besonders Euler znr Entwickelung des Werthes der bestimmten Integrale be-
dient l:atte; giebt es noch eine vierte namlich die Methode der doppelten Integration, welche
darauf beruht, dass das Resultat der successiven Integrationen in Bezug auf zwei verinderli-
che Grissen im Allgemeinen von der Ordnung, in welcher diese Integrationen vorgenommen

lwerden, unabhiingig ist. Wir haben in § 39. gefunden dass

dy /f.(x, y)dx f dﬂx’ J )dx

'

lsf' woraus man sogleich erhilt
. N A A '
d ﬁ(x, y)dx = dy f gf%ﬂ)dx, /j‘(x, Yide = /iy / dfts, y. (;’ Dds -+ Const.
.. Y . A ly
a a ) ) a . . a
Setzt man B
JRws s = 05 + Y,

wo Y eine willkiirliche Function von y bedeutet, so ist

A
ﬁzx,.y)dx = A4, y)—0a, 1);

a
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folglich
A
/(} /’df(x, 9()dx = ¢(A, »—=oa, 5) + Const.
' ode1;
[ [ Lae = ott, By—tta, By 00k, B 00 B b

Man hat ferner, wenn man

df(xs , ’

l%,—ﬂ = Y,y (65)

apnimt , ond mit X e}ne willkirliche Function von x bezeichnet,
- fle, = ﬁ(x, Ny + X
B | ‘

4 Bﬁ(x; Ny = ftw; By—fix, b.

Multiplicirt man nun diesé. Gleichung mit dx und integrirt darauf zwischen den Granzen

x=4 und x =a, so ergiebt sich dadurch

A B A 4
ﬁxfb'(x, ydy = /j’cx Bydx — ﬁ(m, byds.
P P 4 |

Da aber ,
- | 4
ﬁ(x, .Y)dx =I0(x, ) +.Y, ff(x, Ndx = ®d; vy~ 8, 9

) 4 , o

ist; folglich ‘
: ﬁx /x;(x,o’)dy LS ¢(A B= ¢(a: B);-§A, ,b)‘v-l- ¢(a., ;b'), Co66)

Verglexcht man diesen Ansdruck mit dem (64), und setzt in dem letzten statt f (x, '

seinen Werth aus (65), so erhiilt man das was &u benelsen war, n.zmhch

e T T [ T W Y
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A4 B B 4 S
) /t}x /J:(x, Ny = /dy ﬁ(x, y)dx (67)

543 Um diesen Satz auf ein Beispiel anwenden zu kinnen, “ahlen wir aus. La- ~

/ dx f -S(’%xn ),

wo ¢ die Basis der natiirlichen Loganthmen und 7 irgend eine positive rationale Zahl be-

place ) das doppelte Iutegral

zeichnen. Integrirt man es erst in Bezug auf s, wobei x als constant betrachtet wird, so ist

, -—8(4+x") . , —s(s4an) -
fds e ., = — prraperlly + Cons.
P —slsfan) -,
S i~
o - .

B —strpam) %
fdx fds ‘ hf«-&—x’i

Das letzte Integral aber hat nach {9) fiir seinen Werth

woraus man erhilt 3

= also
n Szri —

® —-.s(:-}-.xn) B ":f'

fdxf _ ;;;’E_. (68)

Man. kehre nun die Ordnung der Integratlon um, so dass man erst & aIs veranderhch be-

trachtet, und setze sam = ¢, so ist

©,~s(st-an) < —s 4 O_ym ; ,v
/e o oodx = e :'nfe de, -
° o o }
L. @ g, an) Cms ¢ Bpn
,»/lds\/)e_ dw =-/e sndnfe dt.
o o o 7 o ‘ o

1) Théorie Analytique des Prodabilités , par Laplace. 1814, p. 94, 2
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Da in diesem Ausdruck die Veriinderliche s jede beliebige Grisse darstellen kanm, so ist

man berechtigt ¢ == {7 zu setzen. Es wird daher

@ —in ‘0 —in

@ B, —s(s-an)
r/qu/’e ( dx = n/e t"-’cl;fe de
° o ‘ ‘ o o - 0 .

sein. Aber nach (6',7); : .

. f & 7’ T e = 7’d;7?w+x;)'ds ,

ist; folglich

n f e tr-adt / e. dt = . (69)
y 0 " - n
So hat man z. B. fiir n =1, -

w)‘,"tz 2
di =
B 2(5/8 t)

wie wir schon friher auf anderem Wege gefunden haben. Setzt man noch in (69) statt 7, .

w__tl \ .
, oder /16 dt""::: 17,

. 7
2Sm;— o -

n .
—=3 S0 1st
r—q¢°

" n 2
O v ,T;" © _yr-r

n’/.e Ki dt/e _dt. = -1(-"—;—:’—);-.,
hs o - Sin(—n—- )=
-Substituirt man wieder in diesem Ausdruck fiberall statt £, &-7; so ‘erhilt man zuletzt fol-
gende inerkwiirdige Relatién:» o

O _tn . ‘

R w._t S .
»n‘fe tr-sdt./e trdt = — T
o :

o Sin(%—’—)x ‘

§ 44. Wir miissen iibrigens hier erwihnen, dass die Methode der doppelten Integration
in einigen Fillen unzuverlissig ist, und uns zu falschen Resultaten verleitet. Cauchy
nimlich hat gezeigt, dass die successiven in zwei verschiedenen Ordnungen vorgenommenen

Integrationen zu zwei ungleichen Resultaten fiihiren jedesmal, wenn die Function unterm In-
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tegralzeichen fiir zwei bestimmten Werthe der Veriinderlichen, durch Unendlichkeit zu dem

unbestimmten Ausdruck £ iibergeht. Diese Eigenschaft erkannte er an dem doppelten Integral

/'/(x*+y’)’ s b
yi—z

[=] 73
wo, m, wenn man zugleich x =0 und y == o seizt, § wird, oder wenn man erst

1 . " - ‘. P _ .
x==o setzt, so hat manJ—/; = 4 o fiir y==0, und — 3 = — © fir x==0, wenn man

zuerst y = o gesetzt hat. Um sich von der erwihnten Eigenschaft des obigen Integrals zu .

iiberzeugen , sei

u = drec. lang %,

so0 ist »
‘d_u'__ Ly du _ & d*u __ yrex? 2
de = T &ty dy T FP R dedy T RN T

Integrirt man nun erst in Bezug auf %, so hat man

fzdx = | -izi‘.d - fl_‘_‘ - _x
—.J dxdy ¥ = dy = x24y*

a

' Iy — a_ - _a

E

a

Multiplicirt man diesen Ausdruck mit dy und integrirt-darauf, so wird

al
: ) a'dy - ad
S [ = =
.a . ) ' .

= Are. tang %’ — drc. tang :,;

F olglich

fdyfztlx = Arc. tangﬁ — Are. tang — LA Are. tang + Are. tang - f’ " (0)

* Verfibrt man auf dieselbe Weise nar in- umgekehrter Ordnung, so ergiebt sich "



b
o bdw b'*dx
-fdxb/.“.ly _“.fx=+b=“ I

Are. tang % — Arc. tang g,,

und zuletzt,

(L' b; N
: a a a R e .
ﬁx f 2@y = Arc.tang 7 Are. tang T Are. tang 3 -+ Are. tang y (74)
a b ' - '

Die beiden Formeln (70) nnd (74) sind identisch so iange a, b, @y by keinen bestimmten o

Werth erhalten, Setzt man aber a==b= ~, und a’= 0= ¢, s0 bekommen die erwihn- _
ten Ausdriicke folgenden ungleichen Werthe : ‘ ’

® %, 7 =
gttt ==

Thesen.

1. Die angewandte Mathematik hat vielfach beigetragen die Lehre von den bestimmten
Integralen zu erweitern. )
1L Es scheint viel richtiger, ein immerwihrendes Vorhandensein von Kriften, als die
Ursache der Bewegung, und das Nichtvorhandensein derselben, als Ursache der Re'e der Ma-
terie, anzunehmen; als ihr die Tragheit zuzuschreiben. ‘ :
' 1II. Die Wahrscheinlichkeits - Rechnung kann die Philosophie des practischen Lebens
genannt werden. !
1V. Es giebt keine absolut unendlich grosse und unendlieh kleine Grissen.
. hV. Die Elethode der Grinzen ist jedenfalls der Methode der unendlich Kleinen vorzu-
ziehen. | .
: V1. Nur durch die Mathematik bekommen Physik und Astronomie eine strenge wissen-
schaftliche Form. -
VII. Die physikalischen Versuche und astronomischen Beobachtungen lassen noch im-
. mer einen Zweifel fibrig, und nur das kann als richtig in jenen Wissensehaften angesehen
. werden, was mathematisch bewiesen worden ist.
VIII. “Alle Compensations- Apparate fiir die ausdehnende Wirkung der Wirme haben
_noch nicht den letzten Grad der Vollkommenheit erreicht, und lassen noch Manches in die-
ser Hinsicht zu wiinschen iibrig, ‘ ' '

A




