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BVorrede

Sd) wiitbe mid) nidye Teicht gur Herausgabe cines Hands
budyes der Diffeventials und Integral: Redynung entfcyloffen
baben, wenn nidyt das langft gefiiblte und ausgefprodyene
Bebiirfnif meirter Jubdrer an bev biefigen allgemeinen Baus
fchule michy dagit vevanlafit, und bdie hobe vorgefetsre Bebirde
diefer Unftale ein -foldhed Unternchmen fite” groevbmaia - et
achter, baber aud) gur Beforderung beffelben Sich . bewogen
gefunden Biitee.  Nady. einmal - gefafitem Eritfchlufic wiinfdyte
id) jedod) nicht, ein gar qu- biirfrig ausgeftattetes Compens
bium gu liefern, fondern atte. die Ubficht, dem:Buche efuen

-gewiffen Srad von BVollftandigeit su geben, weldyer daffelbe

nidyt allein fiie meine Bortrige brauchbar machen; fondeim
thm vielleicye auch noch andere Sefer gewinmen foiltte.. Jroar
1t fich niche annchmen, daf Unfinger in der. Differentials
Rechnung diefes Budy, obne Diilfe cines Lehrers, fofore mit
einiger Leichtigeit gu lefen im Stande feitr foerden, ba dags
felbe vielmebr beftimme ift, dur) Wortrdge feine Erldutes
ung 3u erhaltens. vielleicht aber Esmmten einige - Lecbrer fich
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Deffelben bei xbremunremcbrebebtencn oder ¢ fonnten
aucy Lefer, die fchon einige Ucbung befigen, daraus NRugen
sichen.

Was ben Jnbalt beriffe, fo habe ich, um die Diffes
vential - Rechnung nidhe fofore, wwie Jebt toicder baufiger ges
fchieht, auf die Borftellung des Unendlich: Kleinen ju griit
den, Den Differential quot:enten al8 ben Werth cines gewiffen
DBerhaltniffes, deffen “Slive Befbe “Full werden, erfliine,
nachber aber qudh, in §. 3., bie Bebeutung diefes Werthes
durd) eine Deftimmte @cﬁmrwn, die fidh etwa Dder RNerton:
Adjen Flurionensheoric am. meiften amébere, feftjuftellen ges
fucht. - €8 wittde der Darftellung bei einigen Selegenbeis
tett farderlidh: gevoefen- feinn, neben dem . von Heren Srelle
-febe: gofferd: gewablten Nomen »Ubleitung “ nod) einen an
-Derett)jeevaDefinition: mebr entiprechenden, gu_befigen; lei:
Dewaber beton: fidh mir, bei, Auffuchung eites foldhen, nur
Adjrerfdllige Bufemmenfesungen dar.. Da iibrigens die aus
dericSBorftellung des Unendlich Klcinen Herffammenbe. Begeich
1G4l Die- gewibnliche Nechnung mit Diffeventialen unter
~aligie Almfinden beibehojten und gerechtfertigt wetben mugte,
o ift anfoerfdyiedency Stellen darauf- qufmerkfam gemadht
“yoetden, 00 man immer aut mit BVerhaltniffen verfchroinden:
ber Juttaines; % b mit Ableiungen recdmet. S det Sns
egral s Redymung? fiibre, digfer Gang allerbings fiiv den Ans
fanger moglidermeife ben- “Anfdhein betbei, als ob dag Jn-
tegeal /fxdx Null fein miifie; alfein derfelbe wird bei ¢inis
gem-RNachdenfen leicht bemerken, dag, wenn dx als Null

vu
angefeben witd, das Jntegral /Txdx ein Product von der
Sovm .0, alfo 5 ift, Deflen Werth ju finden, chen die
Aufgabe deé Jritegrals Rechnung ift.  Sn der Rolge Habe
iy bas Unendlich: Kleine, bei  geomerrifchen Anvendungen;
wo 8 fid), tofe von felbft, als die cinfachfte uind Eiigefte
Betradytungdieife darbictet, fowobl in die Sonfteuction als
in die Rechnung eingefiber. €8 fhien mir nidye erlaubt,
mefiten Lefern die Nachweifung cines fo widhtigen Hiilfsmit:
tel ‘vorjuenchalten, weldyes ofc faft unmittelbar Refuleate
glebt, die man, nad) anderen Methoden, nur mit Hiilfe weis
laufiger Quuiiftungen binterher su beweifer vermag, chue die
Annabme des- Unendlich - Kleinen abev vielleicht nicmals qes
funben haben iirde.

ISbon Bitchern, deven i) mid) bediente, nenne ik bes
fonders die Junceionen:Lebre von Lagrange, von soelcher
xd) Die llcbcrie(;ung mit Unmerfungen von Crelle benugte;
die lecons de calcul infinitésimal und den Caleul dif-
férentiel von @.aud)r), dbie analyse infinitésimale von
Jint (Paris 1834.), wovon i) aber den gociten e,
weldyer die JntegralsRechnung enthalten foll, bi jeBe nidye
gefeben f)abe, die disquisitiones circa superficies curvas
von. @auﬁ, vevfchicdene Abbandlungen in Crelles Sours
mal; dic Supplemente ded Kliigelfdhen Whorterbud)es von
Grunere; unter den Lebrbiichern befondes das won Las
croir, fo wic die Hohere Seometric vou Brandes. Man
witd indeflen aud) verfhichene, diefemn Budye cigenthiimlide,
Darflellungen  bemerfen Eunen.  Die Riickficht auf die
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Stetigeit der Functionen ift mebr, alg in den meiften Lebr-
biichern gefhiche, nad) dem Borgange von Caudyy, nas
mentlich auch in der Snregralamed;nung bei der Beftim:
mung der Sonflanten, als unerlaflic) Hervorgehoben woors
ben.  Jn die Lebre von ben qusgeseichneren Puncten ebener
Curven Habe i) etrag mebe €ogif gu bringen gefudye, als

ih in den miy befannten Darftellungen derfelben batte
wabnehmen Ednnen; dod) war fiir eine ‘vollftandige Uncers.

fudhung niche Diag vorbanden. Da iiberhaupt bei gang

foeciellen. Gegenftinden nicht lange verweilt werden durfre,
fo Founten 3. B. bdie verfdhiebenen Lransformationen, weldye

man jur Berechnung des Jntegral s Logarithmen aufgefun:
ben bat, nidt mitgecheilr werden; dod) fab ih midy im
Stande, durd) eine bochit cinfache Dleffung des Feblers,
teldher bei ber Beredynung ber  Gonftante aus der in
§. 100, mit fu begeichnesen Reibe begangen wird, der Dars
ftellung eine gemwiffe Abrundung ju geben.  Bon beftimm,
ten Jntegralen wollte ich nur soenige aufuehmen, roeil diefer
Gegenftand fdyon einigermaagen iiber bie Gremgen meines
Unternehmens hinaug gu liegen fhien; indeffen Bemog mid)
bie Einfachbeit und Steenge einer Methode, weldje mit
Herr Profefior Ditidylet vorfdhlug, deffen einfidytavollem
Ratbe i) audy bei mehreren anderen Gelegenpeiten gefolgt
bin, §u bem Uebrigen nod) die Haupteigenfhaften bder
Sunction I" bingugufigen. Sy per £ehre von der Jntegras
tion bder SDiffetentiaIgIeid)ungen, woritber Lacroir ausfiibrlis
dyer ift, babe idh mid auf einige der cinfadhften Sage und

1X
auf Deifpiele befchrante, vor llem aber nagh Klacheit fiie
ben Anfinger geftrebt.  Auch - die Variations s Rechnung
Dabe i) in aller Kiige moglichft. flar darguftelien mid) bes
miiht, und Ddabei cbenfalls auf eine gewiffe Allgemeinbei
vergicheet, toeldye fiie Anfanger niche erfprichlicy- ju fein
fhien.  Die Tbeorie der Surven des Fiirgeften Umringes,
als DBeifpie! in bdie Q?ariatiosfﬂicd)nung\gu,fger;pmmen, .gab
sugleich) Gelegenbeit, die Sase von Qanpret'ii‘ber pie Abs
wicelung Frummer Linien von Fldchen mitgu’tbéilen, Deven
Detleitung bier- auf denjenigen Srad der Einfachheit aes
brady fein biiefte, deffen fie, mic Hiilfe des Unendlich s Keis
nen, fabig ift. ) will jebod) bei Crwdbnung diefer Sins
gelnbeitenr, denen nody anbdere befsufiigen waiven, nid)t langer
verwweilen, fondern iiberlaffe Kennern, die etwa vorhandenen

Cigenthiimlichbeiten des Budyes ju bemerben und gu bes
urtheilen,

Sern bacte id) auf bdie Berbefferung des in febr furs
gev Jeit ausgearbeiteten Vudyes, wiche allein in Beereff
ber Sadyen, fondern aud) der Darftellung und des Yuss
drucfes, nody langere Jeit geroendet; aber die Riickfidye anif
bag Bediirfnif meiner Borrrdge veranlafite midy ju baldis
ger Herausgabe.

Obgleid) i) dem miibfamen Sefchafte der Sorrectur
bicle Sorgfalt gewidbmet habe, fo it dod) leider nod) cine
grofe Angabl won Feblern fiehen geblicben. Dureh ein
genaues Bergeichnif, weldyes id) meine Lofer nidye ju iibers
feben, vielmebr fchon vor dem Lefen sur Berichtiauna su benugen
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bringend: bitte, :Habe idy- dicfem Uebelftande, fo viel als
moglid),* abgubelfen gefucht. Die pingen angebingeen Sus
fage, die jur Erlduterung ¢iniges Stellen dienen, in mwels
dyen idh, fiic meine Qefer, nicye ausfiblich genug gerefen
gu fein glaubte, bitre i) gleibfalls nidhe u iiberfeben.

Der jweite  bdie Mechanit  betreffende  Jpeil foll im
Sayfe bes fiinftigen  Sapres erfcheinen,

Berlin im Auguft 1836,
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Der Verfafyer.
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34w 204, oL — vor der Gten, 10ten u. 7ten Potens von x,
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&. 30. 3. 15. v, o, 1. 20+3 [ an43.— 3.19. v,0, i ndbeen 1, ndbest.
&, 3l 3. 4o v w fy sinx siny 1. sinx cosy, T e
@. 34. B.:19, v. 0. ft. CoS (T4~X)e==sinx |. 008 (Tf-X) ==~ Cos x. "
€. 49, 3. 2. v. u. . jugelidhy [ jugleidh.
©.75. 5. 4. 9. 0. . 49. 1. 40. — 3. 6, v, u. ft. feine I, feien. .
©. 78 3,10 v w { y'—v, L y'—v/, — 8. 2 9, p, ft. w(y-4-6k)
L 4/(y4-Gh),
©. 80. 3. 5. v, 0. 1. verfhwinden,
©. 88. 3. 7. v. 0. ft. diejenigenl. dicjenige. — 3.9 0.u, g——; L 3%

&.90. 3. 2. 0. u f 39, [ 40.

&. 92. 3. 8. v. 0, yweimal, . p—al a—p,

€. 101. 3, 5. v. 0. ft. fm—1(c) und fm—1(¢) g, fm-1(c) ypd fm—1(c),
©. 108, 3. 14. v, 0. ft. die I, fic.

S. 121, 3. 11, v, o. ft. naberen I nibern.

©. 135, 3,9, v u ft. pp L Aq.

&, 147, 3. 10, v. 0. t. Fig. 16, |, Fig. 18,
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@158 3.8 v.o. b it |, ¥R Vnoy

Xn—X, Xn—Xn—1
6. 161, 3~ 3. v.0, ﬂ- xx [. Xje
©. 166. 3. 3. v, u. ft. witd [, werde.
&. 173, 3. 4. v. u. im Newner ft, n—1 | nopt,
&. 176, 3. 2. v. u. ft. Functionen 1, ‘&unctton, u. ft. £f(x,y) 1. fxm).
©, 183, 3. 12. v. 0. flreidhe die Worte: fir em pofitives h
@~ 186' 3 5 Y. U, ﬂ —u 'o =u,
&, 187, 3. 4. v, 0. fehlt dx unter vem Jntegalieichen.
©, 199, 3. 1. v. 0. . Bellebigen I belichigen.
©. 224, 3. 4v. u. f, rIcosy L —r>cosy, wobei ju bemerfen ift, baf
bag Jeiden — weggelaffen werden fann,
©. 222, 3.9.u 10, v, 0. 1t %asrauelewebuml Par - alle[empebum
. 223. 3. 1. v, o, ft. LMGl LMN,

©.228. 3. 9.0, 0, ft. x-—— L x--i-
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©, 233. 3. 3. v, 0. ft. Bx>4-B,x4B, L Bx’-+-B.x+B,.
©, 236, 3. 10. v, u. ft. cben I, oben.

©. 242, 3. 6. v, u. fleeidpe 5.

€. 247. 3. 12, 9. u. . 2,1 Gum memn Male) Loy

©. 259. 3. 10, v, u. flreidhe =0.

&. 270 i odf af dy o dt
: 70. 3. 10, v, 0, I, oder aus f(x,;y,¢)=0, &t =Y o=

- &, 272 8. 13. v. @t ft. befinden I, finden, _ '
. ©.279. 3. 3. v, 0. ft. nach L. noch von. — 3. 9. v. u. ft. Die [, die.
Y AN
. €.283. 3.7 0. u ft. AN I, -
- €. 284. 8. 13, v. u. ft. ethalten I enthalten. — 3 8. v. 4. ﬂ 149. 1, 143,
- @. 286, 3.3. v o, ft. 144. . 144,
" &. 296, 3. 3, v, g. ft. Daf I das.
€. 309. 3. 13, u. 14, v, u. [ wicder dic Summe der Gi.
: df dy , df dy
€. 310. 3. 2. v. 0. ft. &y'de "y de
- ©. 311, 3. 11, v, 4. ft. pox4-qdy, [ pIx,-+qdy,.
Aus sufalligen @riinden ift flic , unendlich) gro ¥ suerft dag 3¢fd)m o
nadher” o gebraudt worden,

=0.

L3

Nachtrag um BVerzeichniffe der
Bevichtigungen.

©. 1.3 1 v o fatt Tk L fx.

@. 91. 3. 11. v, w. ft. die vorigen Annahmen L. die vorige Annalyme.
&. 159. 34l v e L (Xn—X4).

©. 200. 3. 8. v. w. neben arc sin }% ftreiche 1.

©.203. 3.8 v.0.ft.s.fds. — 3 14 v oo, dx= P22

(713 und
nadber . dz2? I dz,
@.227. 3. 4. w3 10,0, 0. ftonten 1 (ne—D)ten,

T8, 208 8,6, 0. 1, ft. Ky4-4A, LK, A,
© @278, 3. 11, vt fimmelid) 1, nidht conftant, alfo.
C©. 284 3.3 00w, vor g fest! fehlt: von x.

- &. 288, 3.8, v, u. I, qx—py=0 und nachlyer q='%.

€. 306 5. 9. v, u . oy 1. Lo

©. 309, 3. 11, v, 0, . y+v(i—l);-d‘c Ly ‘l’ I ge.
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Rifferential ~ Redynung,

1. Obgteicb der Jwek der Diffevential: Redhnung am
Elavften aus ifr felbfe und ihren zahlreichen nnd ivichtigen Un-
wendungen erfannt wird; fo (4t fih daciber dodh vorldufig
im Algemeinen fagen, Daf diefelbe bei mathematifchen Vetracdy-
tungen {fmmer nuv dann eintreten fann, tenn cinige det vorfom:
menden Grdfen ald des Wadhfens oder Abnehmensifahia, fiber:
baupt al8 veranderlich gedadht twerden, und o8 darauf
anfomuint, 3u unterfuchen, toelchen Einfluf die Berandberung ges
wiffec Grdfen auf die Werthe anderer, von . jenen abhangiger
Grdfen austbt.  Jn fo fern der Werth einer . veranderlichen
Grofe durcdy den Weeth ciner anderen veranderlichen Srofe bes
ftimmt toicd, oder von diefem abhangt, nennt man jene eine Fun:
ction von diefer. So find 3. B. x, log x, sinx Functionen von
X, . . fie andern ifre Werthe, wean x den feinigen andect, und
stoar jede nach einem ihr eigenthiimfihen Sefege.  Diejenigen
Grofen aber, deren Werthe al$ unverdndetlih angenommen twers
den, Heifen Deftandige Grdfen oder Conftanten.

Gine Function von x wird entroeder durdh einen anderen
Budftaben, 3. B. y, ober cud) durd f(x), p(x) u. dgl. begeich-
net. @8 ift cinfeuchtend, daf cine Srdfe audy von mehreven
Bevanderlichen 3. B. x, z, t abhangen Fann; eine folde wird
durd) f(x,z,t) bejeichnet.  Bon den Bier al$ befannt voraussu:
fegenden Avten Der Junctionen entfteht ein betrachtlicher Theil
dadurch, dafi dic verdndeclichen und die beftandigen Grdfen durch

1
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die Operationen dee Addition, Subtraction, Multiplication und
Divifion mit einander verbunden, und daf die verdnderlichen
Grofien, entweder eingeln, oder in Berbindung mit beftandigen,
su Potengen von unverdnderlichen Erponenten erhoben wer:
den. Boraudgefent daf die Angahl der nothigen Opecationen diefer
Art eine endliche ift, oder doch darauf gurlicgefahret werden fann, fo
Heifen diefe Functionen algebraifde, und, wenn nur gange Poten:
gen vothanden, vational ¢, oenn aber gebrodhene Erponenten vor:
handen, alfo Wurseln ahge;eigt find, die nicht auf rationale Junctio:
nen gurictfommen, irrationale Sunctionen.  So find ;. B.

a-bx? — , . , ,
el Vag4x algebraifcye Sunctionen, die evfte rational,

die gweite irrational. Aufer diefen terden nodh die logarithmiz
fben, epponentiellen und trigonometrifchen Functionen alé vor
laufig befannt angenommen, von denen log x, a*, sin x umd
cos x die einfachften Formen find.

Sm Allgemeinen bedeutet alfo £(x), ober auch, ohne Klams
mern, fx eine @rdfie, die durch eine getwiffe Reihe von Dpevatio:
nen aud x und ausd beftandigen Grdfien gebildet wird. Wenn
die Bejeichnung diefer Opevationen irgend eine Unbeftimmtheit
brig 136t, wie 5. B. L'x in Hinficht des Seichens == jtoeideus
tig ift; fo ift auch, fir denfelben Werth von x, die Function fx
mehrever Weethe fahig, oder dad Seihen fx ftellt meHrere
Sunctionen jugleich dar, weldhe, um alle Unflacheit ju befeitigen,
nach Umftanden von einander su fondern find, —

Sunctionen von einer veranderlidien Grosse.

2. Benn die Grdfe x, von weldher eine Sunction fx un:
tevfucht terden foll, um k gunimmt, alfo in x-+k d{bergeht,
fo verrandelt fx fidy in f(x4-k), dndert fich alfo um

fx4k)—Ix.
Diefe (pofitive oder negative) Sunahme von fx wicd offen:

3

bar RNull, wenn k=0 wicd, mwie audy dic Sunction fx ubri:
gens befpaffen fei; fo lange diefelbe aber ftetig Oleibt, Hat fie
die Gigenfhaft, daf ihre Bunahme f(x4-k)—1fx Fleiner als
jede gegebene Grofie gemadht werden fann, indem k mehr und
mefye der Rull genahert wird, ohne jedody mit diefer jufammen:
gufallen.  3ft Dieg bei irgend cinem Werthe von x nicht der Fall,
0. h. gefcbieht ivgend einmal die Sunaiyme der Sunction fprung:
weife; fo miffen, in der jest folgenden Unterfucbung, foldye befondes
ven Werthe als ausgefdyloffen betrachtet merden. 3. V. die Function

1., e , ¢ ,
X fovingt ploslich von —co I 4-co uber, indem x durch

Jull geht.  Hicr findet alfo eine Unterbrechung der Stetigheit

, , 1 1 , —k )
Statt, indem die Junahme FraR—— b G5 fich
niht mit k jugleich dec RNull ndbhert,. wenp x =0 ift. Sie it

vietmehr, fobald x=0, afllemaf -._:—L

—_1
x»k— 0
aud) k fei. )

Jndem die Junahmen k und f(x4+k)—1fx  beide jugleich
Eleinev al8 jede gegebene Grdfe genommen weeden, Hbren fie
goar, jede cingeln, auf, einer Sablenbeftimmung fahig su fein;
Ocffen ungeachtet aber fann ibr Beehdltnif, d. h. der Duotient

f(x 4+ k) —fx

R
fortroahrend, wie flein aud) 3ahler und Nenner Deffelben werben
mbdgen, eine beftimmte Grdfe Haben.

€8 fei 3. B. x=ax—+b, fo toitd f(x+k)=a(x+k)+b,
daher K%)';f’fza; 0. 0. die Junabme von fx=—ax4b
vechalt fih ju der von x, wie grof oder wic Flein diefelbe audh
genommen toird, immer wie a:1. Man fann daher fagen,
Vaf, wabrend x gleihmafig wadf, ax-b cbenfalls gleidhyma:
Big, und gwar immer a mal fo fravt wadft af3 x.

@8 fei fx=x2, fo wicd x4k =x> 42k +k?,
1 *

wie flein
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fﬁ’i‘.':T]?.__—"a{-_:k+k. Atfo verhalt fich die Sunahme von x*

su der von x, D i f(x4+k)—fx:k immer twie 2x-4-k:i.

Gndem man fid) ticder x als gleichmagig wachfend vorftellt, fo

wadft x* nidt mehr gleichmafig, fondern das BWerdhaltnif jrois
fpen gtoei gufammengehdrigen Sunahmen von x* und x ift vers
anbeclich, und man fieht jugleich, daf e dem Berhaltniffe 2x:1
beliebig nabe gebracht mwerden fann, toeil man fich die Junahme
k fo Flein denfen Pann, af8 man will, Diefer Grengroerth, tvels

dem fih das Berhaitnif beider Junahmen defto mehr ndbert,
" je fleiner k wird, d. i. Das Berhaltnif 2x:1 zeigt an, daf x*

defto ftacfer wadbft, je ardfer x fchon gevorden ift, wenigftens
fo lange x pofitiv bleibt. Betrachtet man aber die Function x?
in ifhrem gangen Umfange, indem man fih x von —oco bis
~+co Deftandig gleichmagig wadhfend denft, fo ritd das Bers
baltnif 2x:1 negativ, fo lange x negativ ift; d. . wahrend x
pon —oco big 0 wadft, nimmt x2 ununterbrochen von —4-co

bis 0 ab, aber Defto fhmwacher, je ndber x der Null Fomumt, bis

bei x=0 bdag BVerhdltnif 2x:1 fein Seichen wechfelt, und in-
dem die Ybnahme von x? in Junahme ubergeht, wihrend x von
0 bi8 oo gleidmafig ju wadfen fortfahrt, x2 ebenfalls jus
nimmt, und jwar mit wadfender Starfe, weil dag BVerhiltnif
2x:1 pofitio und in beftandigem Sunehmen ift. —

3. Wligemein deicft der Quotient CHO=IE pog g,
baltnifs der cinander entjprechenden Sunahmen von fx und x aus.
@8 foll fofort an mefreven Beifpielen, und nachher in grofe

vec Allgemeinheit nachgerviefen werden, daf das Berhaltnif

f(x4-k)—fx
~ k

Grenge dejto mehr ndhert, je fleiner k genommen :
wird. (In dem obigen Beifpiele tar fx=x?, und die Grenge,
der das Berhaltnif der beiden Junahmen ficd niherte, 2x:1). |

fih einer beftimmten, von k unabhangigen '

5

Diefelbe giebt den Werth an, welchen der Nuotient m—:{ﬂ*.ﬁ

fir k=0 echalt, indem fein S&hler und Nenner sugleidy ver:
fboinden.  Diefer Werth von f("\'*‘l]?__f‘ fir k=0 detdt

offenbar nidht mehr dag Berhaltnif weiec Qunahmen von fx
und x aus, fondern er fann nur angefehen toerden als das
Maaf der vecdnderlidhen Starfe, mit welder fx
wadft, wahrend x gleidmafia wadf. G ift pofitio,
wenn fx und x beide gugleich roachfen, negatis, wenn fx ab-
nimmt, indem x wadbft.  Man nennt ihn die Ableitung von
fx, und beeichnet ihn mit £(x), oder audy ohne Klammern f’x,
fo daf die Ableitung f'x Dev Werth ift, toclden der Suotient

f — [ [
_(_3#_@ fur k=0 erhalt. —

Da kund f(x+k)—fx, fiir ein belicbiges k, stoei einan:
der entfprechende Sunahmen oder Differengeu von x und fx
find, fo roerden fie oft durd) Borfesung des Budhftabens A bes
geichnet, fo daf Ax=k die Sunabme oder Differens von x,
Afx=f(x4fx) —lx=fx4+Kk)—1fx i Diffeeny von fx
andeutet.  RNady diefer Beyeichnung muf dag Verhdltnif

f(x4-k)—F
E‘j——k)——x Dies fihrt

auf eine entfprechende Begeichnung der Ableitung fx, toeldhe in
vielen Fallen vovjuichen ift. Namlich die Adleitung fx ift der

durdh %% audgedelicft roerden.

Werth, roeldyen dag BVerhaltnif Afof echalt, toenn die Diffe:

veny Ax, und mit ibe jugleich die Differeny A fx verfchtvindet.
€ine im Berfdhwinden gedachte Differeny feift ein Differen:
tial, und wird jur Unterfheidung von der Differeny A mit d
begeichnet.  Demnady ift dx vas Differential von x, dfx das
Differential von fx. Gin Diffevential ift mithin, fue fid allein betrady-
tet, feine Srdfe mehr, oder ed ift, in Hinficht auf feine Quan:
titat, Null; e8 hat nuc noch Bedeutung in feinem BVerhdltniffe

P
\
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su cinem andeven Diffeventiale. Das BVerhdltnif der beiden Dif:

feventiafe dfx und dx oder der Differentialquotient %‘;_x

priacft alfo, nur vollftandiger zugleich feinen Hefprung aus fx
andeutend, daffelbe aus, roas unter der Ableitung f'x ju vecftes
ben ift, oder man hat

» dfx

— =f'x.

. dx
C°5tatt_'ﬁ§ﬁ"m fcbreibt man aud) oft dfx=Fx.dx, tveif
biefe Formel offendar ebenfalls nur das BWerhaltnif der Diffeven:

tiale dfx und dx ausfpridt.

Wenn alfo  fx=ax—+b ift, fo witd fx=a, oder
?: QM:'\, oder audd  d(ax~-b)=adx. — Obder
X dx
- 2
poenn fx=x?, fo wirtd fx=2x, oder (:Tf:= d((;‘x)=2x, obet

auch dix=d(x?)=2xdx. —

@8 fei, um nod) andere Veifpiele anjufihren, fx=x?, fo
wird f(x k) —fx=3xk 4~ 3xk* 4-k¢?, c%fo

f—(x—_'———:%-)—_—fi=3x"+3xk+k"; daber, fir k=0, [x=3x2

3
Alfo ift (—]-E]"(x——)ziix’, oder  d(x*)=3xdx.

P O (G e S A | 1
€8 fei fx==, fo twird - = k(x+k_"x—)

k
: Y f(x+k)—Fx 1
=—;(—x¢k—); alfo far k=0, £—T—=—;T, bens
1
a(+ .
1
nad ;x =—%, obder audh d(T)__—"%'

€8 fei fx=L"%, fo wird fx+k)=V's4k. Man fin:

aber feidht, daf |/ x4k —} 5= k

VermwavellL A

Vixbk—1x 1 PO
K Ve Ok fie k=0 =57
. d(Vx) 1 , dx

Daher ift I s oder  d(}/ )_2l/x'

4. Anmerfung. Dev BVegriff und die angegebene Ve
seichnung eined Diffecentials find von Leibnig in die Mathema:
tif cingefifiet torden, der fidh unter einem Differentiale, toie
dx, dix, cine Grdfe dachte, die, in beftandiger Anndherung ges
gon Null begriffen, fleiner al$ jede gegebene Grdfe, b. b un:
endlich Elein toicd.

Da nun dag BVerhaltnif der beiden Sunahmen von fx und
x fidh dem Werthe f'x defto mehr nahect, je fleiner beide genom:
men weeden, fo foll, twenn x die unendlich fleine Sunahme dx
erhalt, die entfprechende unendlich Fleine Junahme von fx, d. i.
dix durd) fx-dx ausgedricft werden. Bergleicht man aber den
in § 12. gegebenen allgemeinen  Musdeuct der Sunahme
fix+k)—fx, fo fieht man, daf x-k nur das erfte Glicd dies
fe8 Ausdrudes ift, und daf mithin fx-k, wic Flein audh k fei,
niemal8 genau die Sunahme von fx angicbt. Oder, um ein
fdbon bier verftandliches Beifpiel ju geben, dic Sunahme von x?
ift nicht 2xk, fondern 2xk 4-k2. Indem aber k al8 eine un:
endlich Fleine Brdfe gedacyt mwird, fo wicd der Ginfluf des jweis
ten @licdes k* gegen das ecfte immer unbedeutender; man (aft
baber k* al8 eine unendlich fleine Grdfe der jweiten Ordnung,
gegen das Ddie erfre Poteny von k enthaltende Glied 2xk, cin
unendlihy Kleines der erjten Ordnung, bhinweg, und drickt die
Sunahme d(x?) blog durd) 2xdx aus. Wegen diefes Weglaffens
gewiffer: Glieder, eignet fich diefe Anficht roeniger fite eine ftrenge
Darftellung der Differentialvechnung, weshalb diefelbe in diefem
fehrbuche nidht ju Grunde gelegt worden ift.  Indeffen ift ju
bemecfen, daf fie, gefdrig verftanden, immer richtige Refultate
liefert, und befonders dic Anwendung der Rechnung auf Geome:
trie und Mechanif fehe ecleidhtect; daher fie audy aus diefem
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Pefjrouche nicdt ganslich ausgefchloffen, fondern vietmepr, jebod)
coft fpatec, nach vollftandiger Begrindung der Differentialvech?
nung, gebraudyt weeden foll.  Fivr jest alfo bleibe der Pefer bel
ben Deftimmungen der vorigen §. frehen.

5. Die Ableitung einer beftandigen Grdfe a ift offenbar

Rull, weil ihr gar feine Junahme beigelegt rerden fann; affo -

d

?&:0’ wofite man audy fhreibt da==0. —  Wenn ferner

die Ableitung von fx, d. i. f'x gegeben ift, und a einen conftans

ten Factor bedeutet, fo fieht man leicht, daf af'x die Ableitung
von afx, oder daf d(aflx)=adfx=af'xdx ift.

Um aber nacdbuteifen, daf der Duotient f_____(x+t)—fx’

weldper gur Abfrjung, teil cv eine Function von x und k ift,
mit F(x,k) Gegeichnet toerden mag, fir k=0 micflich im Al
gemeinen einen beftimmten Werth bHat, oder daf e8_eine bleis
tung von fx giebt, foll jest gejeigt werden, daf, wenn die
beidben Functionen fx und ¢x Ableitungen Haben,
aud ihre Summe, Differen;, ihe Product und Quor
tient Ableitungen Haben.

Fir cin Deliediges k fei f(x+

P(x4k) — x
———

[
k) fX=F(x,k)=F, und

=0xK)=, fofind F und @ srvei Functios

nen vbon x und k, von denen befannt ift, daf fie, fir k=0,

in die Deftimmten und gegebenen Functionen fx unmd ¢'s
ibergehen.

a.  Um die Abdfeitung der Summe oder Diffeveny fx Lgx
gu finden, bat man juecit

f(x+k)i(p(x+k)—(fxi—fpx)_F 0.
k L —— b

=fxE¢%, d. O die Ablcitung der Summe oder Difs

ferens grocier Functionen ift die Summe oder Diffes

alfo, fir k=0,

9

veny der Ableitungen diefer Functionen.

Mithin it
d(fix2=gx)__ dix_,_dox
d

] man
dx  — dx” dx opn audy, toenn
ftatt der Ableitungen Diffeventiale {Hreibt:
d(fx £ gx) =dfx = dpx=fxdx 4+ @'xdx.

b. Die Ableitung des Productes fx.qx ift der MWeeth
de8 Quotienten

f(x4k)  p(xt-k) —fx+ px
k

Nadh dem Obigen ift aber f(x+k)=fx4-kF,
Px4K)=@x4+-k®; fegt man diefe Werthe in den vorfrehens
den Quotienten, fo ticd derfelbe:

fx- @4 @x . F+4+k.F.0;
mithin, fir k=0, indbem F in fx, @ in ¢'x ibergeht,
d(fx-t;ox).
dx

Alfo: Die Ableitung ded Productes jweier Fun:
ctionen ift die Summe der Deiden Producte, welde
entftehen, wenn jede der Functionen in die Ableitung
der andeven multiplicict wicd. Daber ift aud:

d(fx+ px)=fx - dgx 4 px - dfx.

=f’xi(p'x;

fir k=0.

fxp'x+@xfx=

: ’ fx ,
c. Die Ableitung des Duotienten 5’;( ift der Werth von

Tkl fxop oy {0t man 1o ;
PGHk)  gx fir k=0. Sdreibt man twieder fir fx4-k),

P(x+k) ihre obigen erthe, fo gebt diefer Ausdeudk, auf ei
neclei Nenner gebracht, dber in:
Pxe F— fx- @

daber, fiur k=0, in

fx
ox« f'x —{x. (p'x__d q;) .
(gx)* dx

———
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T fx\ _ gxdfx — fxdepx

~SJ?tt{)m ift auch d(ﬁ =
Afo: Die Ableitung cined Quotienten twird ger
funden, wenn man den Nenner mit der Ableitung des

3ablers, den Bahler mit der Ubleitung des Nenners

multiplicict, das fegtere Product von dem erfteren

abgieht, und den Untecfcpied durdh das Quadrvat des

Renners dividirt,

6. @3 fei ferner eine Sunction einer Function o(fx) gege:
ben; fo (3Bt fich die Ableitung derfelben folgendermagen finden,
enit @'x und f'x befannt find:

Man fege, wie friper, {4k =(x4kF; und
_ @(x4kF) — o (fx)
Q=IEHD -7

Jun fei fx=y, kF=h, fo wird
—2G+h) —apy
Q_*_Tx—_—“ F.

Offenbar aber wird, fir k=0, gugleidy h=0, mithin

(y+h)—q ' ' .
2’.-_!1_15_’ =9y, und  zugleich folglich

=¢q'y.fx, wo y=fx,

Ulfo: Um die Ablcitung von ¢(fx) su finden, Detrachte
man guerft @p(fx) al$ eine Gunction von y="Fx, und nehme die
Ableitung von Py nady y; diefe Ableitung @'y mit der Ablei
tung {x von fx multiplicice, giebt @'y-Ix al8 die gefudyte
dbleitung von  @(fx)=qy. Man Hat alfo

dpy _ dopy d
d—f{"—-: aﬁrl-ﬁ:q;’y.[*x; oder d(9py)=¢'y-dfx =¢y-lx-dx.

F=[Ix;

8. . die Adleitung von x* war 3x%, und die von )% war

l.a

ves FNun fei y=bx=x3, und gy=V"y, alfo Py =(fx)

s

Man bat Py—=g— = und

i1

oodo(fx) 1 2 — 3T
fx=3x2, folglich —qi =9 y-f'x:;\/——;; WP =3V'x;

X
folglicp it d(V/x*)s=2}/x.dx, ober d(ﬁ):g(x%)dx.

7. Bermittelft diefer Sage foll sundchft die Ableitung oder
das Diffevential von x» Heftimmt werden, — 3u dem Enbde
nehme man dag Diffecential Ded Productes fx.px nady §. 5. b.
€3 toar ©d(fx e px)=fxdpx +px.dfx,

Dividict man auf beiden Seiten mit  fx.x, fo Fommt
—“d(fix.';”:):gg +%- — @8 fei nun ox felbfe das Pro-
duct grocier Junctionen, deven Differentiale beFannt find, und die
mit v und w, fo wie fx mit u, jur AGFirgung beseichnet wer:
den follen; fo folgt:

d(u-v-w)_d_g d(VWV)_(_]_l} dv dw.
WeVeWw u Vew a v w

Die in vorfehender Fovmel enthaltene Negel fir die Vil
dung ded Diffeventials eined Productes gift offenbar fir eine be:
liebige Anzahl von Factoven. &ind diefe fammtlichen Jactoren
einander gleidy, und ifre Anzahl n, fo erhalt man

d(u“)_(ﬂ du _ du du ., AN a1
BT TR —“—+--=n—u—, mithin d(u™)=nu"—'du.
Gt insbefondere u==x, fo ift das Differential davon dx
dxm_  dx

(oder dic Ableitung ift =1); mithin ift —Z“=n—, wenn

n cine pofitive gange Sahl; oder d(x")=nx"—1.{x,
€8 fei ferner nz% ein Brudy, Bﬁblec p und RNenner q

. 2 L
gange pofitioe Jahlen; man fee z==x9, 2'=(x4k)7; fo

ergiebt fich der Wecth des Duotienten Z;Z

, fir k=0, twic

1 1
folgt: Man fege x1=u, x+k)T=u-4h, fo ticd, da
k=x4-k —x=(u+4h)1—u¥;
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2—z_ (u+'—u’  (uh)’—uf | (ug1)'—a"
K 7 (ub)i—utT h )
Sur k=0 mwird aber audy h=0, mithin, da p und ¢

P__ P
(n+h:l u =Pup—-1,

gange pofitive Sablen find,

(u+h)q— ul

0 =qu?™’; folglid toird, fir k=0,

z'—z _ pup——l p

P
P et SR
ToquittT g ’ l—‘.lux‘ ’ alfo

k
L L
d(xq _—_qﬁ.xq I-dX, oder d(x") =nxr—1dx.
Um ferner das Diffevential von x— ju finden, two n ties

L Nadh §. 5. c. findet man

—_
X% xn’

biervon das Differential, tenn man fx=1, px=xn,
dfx==0, dpx=nx"—!dx fest; woraus fid) ergiebt
: 1 d(xm) nx"—! dx ‘
dn=a(g)=— T =—S0_tan
Hievaus geht Hervor, daf allgemein, der Gyponent n mag
pofitiv oder negativ, gang oder gebrodyen fein, d(x")==nx"—1dx,
d(xm)

o =t

der pofitiv, fege man fie

mithin

oder die Ableitung

Ufo: Die Ableitung von x» ift dag Product des Grponen: ’

ten n in die (n—1)te Poten; von x.

8. Mit Hilfe vorftehender Sage fann man das Diffeven-

tial (oder die Ableitung) jeder algebraifchen Sunction  finden,

0. . diefelbe Diffeventiiven, &8 fei 3. V. y=(a~4bx),
fo feie man a+bxn=‘-z-;~3r-_—_:zp; al8dann wird dy =pz"'dz,
dz =bnx""dx, folglich dy=pbn.2"*.x""dx
=pbu(a+bx")P'x""'dx, —  Undere, jum Theil etrwas ver.
wicfeltere Deifpiele, twoflr aber die im Borigen enthaltenen Res
geln Hinveidhen, find:

13

xdx P— xth
WA= s VT =—

Vi
——e ds P
d(x-+V/14x?) = Vi—\i? x+V 14 ] .

d[\/1-*-x_._\/1—_—;]_ o
Vit V1) T VAW Vi
P 7 —dx o dx s .
VASHI—Vi—) Sy
9. Wenn der Duotient f.(.?‘_":‘Q:_f_-‘ £

t k=0 cinen

beftimmten MWerth erhdlt; fo wird diefer die Ableitung pon fx
oder Die gweite Ableitung von £x fein, und foll mit fix pes

seidnet werden. Mon Hat alfo %—%:[”x, oder df'x=1{"x.dx.

Um aber die Entftehung der stoeiten Ableitung aus der utfpriing:
lichen Function fx anfchaulidyer davjuftellen, Detracdhte man ju-
nadyft die Differen; Abs=f(x4+Ax)—fx. —  24ft man in
derfelben x nodymals um Ax wadyfen, fo erhalt fie eine Suz
nahme, tveldye al8 Differen; eincr Differeny, ober jveite Diffes
veny mit AAfx, odec Plrser mit A’fx bejeichnet rerden Pann.
Diefe Junabhme ift offendbar;:

A= [4-240 — fx4-Ax)] — [{(x-4+-Ax) — fx]
oder A fx = f(x+2Ax) — 2f(x~}-Ax) - fx.
Dividirt man Afx mit (Ax)?, fo fommt :

fOx+240) — fx+AX) — fx4-Ax) — fx

Azf!( — Ax - Ax

(Ax)* = Ax T
Sndem nun die Differeny Ax nur in ifrem Berfchroinden be=
tradbtet wird, fo geht fie in vas Differential dx dber; bdamit
vecroandelt fidh der Sahler auf der vechten Seite in bdas Diffes
vential von £x, und folglich der gange Duotient auf der rechten

Seite in UX_px. Dies it alfo ver Weeth, welben der




14

¥ 2
Duotient ?Tg”»fﬁ” ein verfhroindendes Ax erhalt; indem man

2
aber A mit d vertaufdt, fann man ihn durdy %f—f begeichnen,

dzfx

fo daf alfo oor =1"% oder d*fx=f"x.dx>.

Das Jeichen ddfx oder d2fx Deseichnet das Differential der
groeiten Ordnung, oder das jroeite Differential von fx, und
fein Veehaltnif su dx® ift die Ableitung von Fx oder Dt
groeite Ableitung pon fx. Um alfo dag zweite Differential von
fx u finden, braucdht man nuc dag erfe Differential, d. i.
dfx=Ffx.dx, fo ju bifferentiiven, al8 o6 dx auf der rvechten
Seite ein conftanter Factor wave. Dadureh erhalt man:

sdfx=dfx-dx, und weil dfx=1f"x.dx,
ddfs=d?fx = f"x . dx?2,.
Dierbei ift angenommen, daf x al8 gleidhmafig wadfend ges
dacht titd; Ddenn nur untec diejer BVorausfeung fann man
dx mwie cinen conftanten Factor behandeln, —

RNad) decfelben Regel fortfabrend, evhalt man das dritte
Diffevential d3fx=df"'x+dx?={"x+dx3, oder die dritte Ab-
d3fx
dx?

= f”’x,

leitung

und allgemein dag nte Differential von
, , drfx
fx, drfx=frx . dx", oder die nte Hbleitung W:'f"x‘ —_

Beifpiel.
dy =nx"~1dx,

Dasd  erfte Diffevential von
Hiecvaus folgt tweiter:

y=x" fvar

d’y=n«(n~1).xn-2. dx?, d®y=n+(0n—1).(n—2).x"¥dx3,

u. f. f.; allgemein

d®y=n-(n—1)«(n—2) s (A—m—f-1)  Y-m, dxmn,
&l das Folgende tird eine firgere Begeihnung der Soefficiens
ten in Diefen Ableitungen ndthig fein, bie bier fogleich bemerft
werden mag.  Man begeichne dag Product aller pofitiven gans

15
an Jablen von 1 bi8 m mit m!, fo, daf 3 V. Bl=1.2.3
fei; und fee:

nen—1.p—2
1\———-- 57 3.—2113,
nen—q4.n—2.1.—3
o3 ="w
Nel—1] e n=—2ees n—m1--1 ‘ .
1. 2. 3. .. m =hai fo echalt man
die Ableitungen von x» der Reilye nach, wie folgt:
20n,x"2; 3lp e-3;

A" mlpxrem,

allgemein

n, «x"ly
alfgemein die mte Ableitung von

Man bemerfe ugleid, daf

(n4-1)00 4 ==(0—wm)ny,, d.h. 3 B. 3eny=0—2)n, ift, -

10. Wenn man die Hdheren Abfeitungen einee Function 3u
finden vermag, fo 1aft fihy mit Hife derfelben die Sunahme
f(x+K)—fx, fir endlihe Werthe von k, auf eine fehr vor:

_theilbafte und bei viefen Unterjuchungen fogar unentbehliche

Wkeife ausdriicfen.  Um aber ju diefem Ausdrucfe gu gelangen,
If't folgender &ap nbdthig, dec fidy fbrigens aus dem Begriffe
einer Ableitung mit LeidhtigPeit ergiebt:

Wenn fx eine frerige Sunction ift, deven Ableitung fx fiv
alle Wecthe von x, die rvifdyen den Grengen x, und x, licgen
(w0 xo Fleiner al8 x,, v. . die Differeny x, —x, pofitiv ift)
lauter enblidye, Oeftimmte Werthe von gleidyen Bei;

, f(x,)—f(x
den hat, fo bat der Duotient E;l_fx(*_v_) nothvendig dasg:
172

felbe Seidyen, wie die Ableitung f'x. — €3 ift ndmlich fchon
im Anfange bemerft wotden, daf ein pofitiver Werth von f'x
angeigt, daf die Sunahmen von fx und x in demfelben Sinne
gefchelen ein negativer dagegen, daf beide in entgegengefeitem

Cinne Statt finden. Wadft alfo x von x, big x,, und bleist
fx fite alle yroifchen diefen Grengen befindlichen Merthe von x endlich
und pofitiv; fo wachft audy fx von fx, bis fx,, affo ift fx, grofer
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fx, —fx,

alg fx,, folglichy find und fx Dbeide gugleich pofitiv.

Wenn aber 'x tberall 3wifden den angegebenen Grengen endlidh)
und negativ ift, fo nimmt fx von fx, nach fx, hin fortwafrend

ab; alfo ift B —tfx,
Xy

negativ, fo tie fx o8 ift. —

‘ 11. S?un fei fx eine Qunction, deven Ableitungen big s
jeder beliebigen (nten) endliche Werthe Haben und als bePannt
angefehen toerden. Man fepe x4k =z, alfo k==z—x und

4K —fx__ fz—{x__
k === =

mithin
fz—=1fx4Q(z-~x). a).

Der Quotient Q ift offenbar eine Function der beiden Grdfen
X und z, die von einander vdllig unabhangig find, tveil k gang
willfdclich ift. €3 ift daber geftattet, nur eine derfelben, nam
lih x, al8 veanderlih, die anbdece 2 aber al8 beftdndig angufes
hen, fo daf Q cine blofe Function von x ift.  Mit Hilfe ves
Regeln des §.5. wicd man im Stande fein, beliebige Ableitungen
von Q nadh x gu nehmen, d. h. diefelben durch die Ableitungen
von fx auspudritcen. Um aber Gberfidtliche Formeln zu echal?
ten, und namentlichy Briiche ju vermeiden, bediene man fich der
Bleidung a). Danamlich fz—fx und Q(z—x) jrvei gany ider
tifche Functionen find, fo mifen aucd ihre Ableitungen, nach =
genommen, rdfrend z al8 beftandig gefest wird, identifd fein.

Diefe Aleitungen find —f'x und 2 (2—)—Q; mithin it
L d
_fx=—d—(x2(z—x)—Q

obet Q=tx+ 0. 1w,

BWird diefer Weeth von Q in die Gleichung a) gefest, fo fommt:

fz =fx4-f'x(z—x) - %ga(z_-x)* . c).
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Nimmt man toieder die Ableitungen auf beiden Seiten von b),
Weldye cbenfall gang identifh fein miffen, fo fommt:

dQ_ ¢, 1°Q d
=+ W(Z—X)—T?, oder

dQ__ . . d?
2 i =Mx+ d,T?(Z—")' d).
Diefer Werth dQ i
xerth von e in ¢) gefebt, giebt

— . n, (L—X ? d"(\) —x)?*
fz.._fx+f'x(a-x)+f x(_._-fl—-i_—d-xT(zT‘) .e)

Wird von d) auf's Neue die Ableitung genommen und qug dey:

d'l
felben %3- enttoicfelt, fo folgt:

4470 Q

dx? dxs z—x), 1))

weldyer Werth in ¢) gefest, giebt

=0"x4

d2
ix

4. £ —x)

fz=fx+f’x@ £ (Z—x)? . . (z—x)3
1 -+ X +f’ X _%dxa ._1.2.3 .

1.2 1.2.3

Man ecfieht Hievaus leiht, nach twelcher Regel der Ausdeud fir

deOUQ(?)mfi" du Dilden ift.  Wicd namlicy angenommen, daf
n—1i dn
n_(TF:T=f"x+ ag(z—x) fei, fo folgt davaus, indem man

Vie folgende Ableitung nimmt:

dn+1

drQ
(n+1)Tx:—_—fn+l(x)+ I _S (z—x),

woraus die Allgemeingdiltigheit der Annahme fich ergiebt,  Mit
Diitfe diefer Formel folgt dann weiter:

e Z— 10 —x)? " —x)3
fe=tebp "(‘TF) +f (—2—) + (T) +-

-(tg_ (z__x)n+l .

(z—x)n
(1) ﬂ______
+frx o oo 5

2
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denn toenn in diefer Fovmel dev obige Wertl von %S;Q gefet

wird, fo cehaft man cinen neucn Ausdeuct fiiv fz, der aber wies
vet dicfelbe orm Dat; mithin ift dev vorftehende allgemein.

12. Die Glicder diejes Husdrudes fur fz befolgen eint
feicht fafliches Gefes, von melchem nur das legte, dev Reft der
Reibe, cine Ausnahme madpt.  Um den Ausdrud fie denfelben
beftimmter gu entwicfeln, bilde man dic Function

: aQ

/ lpx-_-.(C—— dx:) (z—x)"+1,
in welder C eine Ocliebige Deftandige Geofe ift. Nimmt man
die Adleitung von @x, fo fommt ‘

: drQ d"+1Q n
¢x= [(u+1) T (Z—X)W — (n+1)C] [z—x]",

0 - dn+lQ

dn
mithin, da (n+1)a—£"f=—ml—'(z—x)+f"+'(x) toat,

@'x=[{"+H(x)— (41DC][z—x]"
@8 toird angenommen, daf die fammtlichen Ableitungen fx, f'x,
u. {. f. big f"+(x) an und jwifchen den Grengen x und
z—x--k nut endlidye beftimmte Werthe Haben. €S fel
G bder grdfite, K dev fleinfte Werth von fr+1(x), swifcen dics
fen Grenjen. Sesit man (n41)C=G, fo toitd die Differens
frH1(x)—G fir alle jwifchen den angenommenen Grengen bes

finblichen Weethe von x negativ fein, und da jugleidh z—x fie -

alle diefe Werthe von x (indem z unverdndert bleibt) fein Sei
den nicht ndert; fo toicd auc) ¢'x Deftandig daffelbe Qeichen

behalten. —  MWied dagegen (+1DHC=K gefesst, fo toied

fr+1(x)—K  fortrwdheend pofitiv fein, mithin ¢'x gleichfalls ein
beftindiges, dem wvovigen aber entgegengefeftes Seichen
Haben.

q—)—z—_-—:-d-:f entgegenaefente Seichen echalten, wenn man dag einé

Daher wicd, nach dem Sage §. 10, die Function
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Mat in demfelben C—-—(}- b 5' pere Maf C= K t
=t a8 andere Mal C==—7 fetst.

Da aber pz=0 ift, fo folgt, daf —% unter diefer doppelten Anz
nafyme entgegengefeste Seichen erhalt, mithin daf endlich die beiz
Den, diefen AUnnahmen entfprechenden, Ausdeiicte von @x, o

G (]"(;)' R K dn
- gyt (G —G) G

entgegengefeste SQeichen haben.  Daber liegt die Svofe
dn
(n+1)m(—;);— nothroendig joifden G und K, d.h. jwifchen dem

grdfiten und vem flcinfren Weethe von f*+1(x), der fidhy inners
Haeb der angenommenen Grengen befindet.  [ndem nun f+1(x)
cine ftetige Qunction ift, fo wird e8 jwifden x und z=x-k
toenigftens einen Werth x' geben, fir weldhen genau

drQ
(D) - =+(x)  wird, und dicfer Werth fidh duedh

le-ek' begeichnen faffen, toenn unter ® eine Grdfe verfranden
toird, die nidht auferhald der Grengen O und 1 fallen fann.
Daber erhalt man (n+1)——d(;3 = +1(x40k), und jugleid,

foenn man in dev obigen Reibe fir fz, x-+k ftatt z und k fratt
z—x fdhreibt:

’ 2 n
fx4-K) =x4-kfx4 %— f'x g con +]1% frx

kn+1
+ ey I OB, (020, <),

eine Reihe, weldhe unmer gilt, foenn die fammtlichen bleitungen
901'1 fx, bi8 jur n--1ten, fur die Werthe x und x-+k und aflfe
gwoifdhen ihmen Defindlichen, endlich und ftetig {ind, —

Der Ausdrud fie den Neft dev Reihe 1ft fich nody auf,

ei'ne inbete Avt darftellen. TMan begeichne diefen Neft, der ald
cine Junction von x detracbtet werden fann, in fo fern 2 uw
vecanderlich gedacht toird, mit @x, und fege bemnadh:

2 #*
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(z—x)?

fr = fx4-(z—x)f 54~ "_2——-f"x+... + (z—x)"

——l‘l-!—~f"x+q:x.

Die Function ¢x Hat erftens die Gigenfdhaft, daf fie fiir x=12
verfdhroindet, wie offenbar ju fehen ift.  Gerner mwenn man von
vorftehender Reihe die Ableitung nach x nimme, _Dabei aber 2
alg unveranderlich anfieht, fo Heben fich die Ableitungen von fx,
big auf cine, gegen cinander auf, und man echalt, wie cine fehr
feichte Rechnung lefyot:

o (Ll'l;,"l fr+1(x) =0,

1)

roodurch der Werth von ¢'x gegeben ift. Weiter aber hat man

Pz=p(+2—3)= Px+4(z—x)P'(x+A(z—x)),
toenn unter 4 eine Jabl verftanden wird, die nidht augerhalb der
Grengen 0 und 1 fiegen fann, cben fo tie friher ©; und do
9z=0, fo echalt man:

o Px = — (z—x)@'(x-A(z~X)).
Man fdreibe jest jur Abfurjung y ftatt x4-A(z—x),
fo ift Px=—(z—x)¢'y. 2). ‘
Get man aber in der Gleihung 1) y fratt x, fo ergicht fich
gy =~y

n!

mithin aus 2) q>x=+(i:‘)lf,z~_y23fn+l(y). 3) E
RNun fege man k ftatt z—x, alfo x4k ftatt y, und bemerFe, daf ,

(2—x)(z—y)» =k(z—x—Ak)P==kr+1({ ) ift,
fo folgt aus 3) q»x:li;i(i_x)nfm(x...zk),

weldes dev neue Ausdruct des Reftes ift. Demnadd hat man:

2 3
f(x4-k)=fx+kfx4 % x4 %—, % o0

n kn+1
so e !;-; frx -

- (A=Al AK).
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Wenn fich nadyweifen 146t
Reftausdrdce, ndmlich
kn+1
(n4=D)!
mit radfendem n fidy der RNull nabert, fo fann man. fegen:

Daf ciner dev Deiden angegebenen

) kn+t
fn+l(‘\+®k) oder T (1_1)nfn+l(‘+lk)

2 n
f(x+k)=fx+kf'x+-l§?f"x+m+:‘?f"x+... in inf,,

.;man fann f(x--k) in eine Reihe nady Potenyen von k ent-
wideln, und die Summe der n erften licder der Reihe rird
der gangen Summe f(x+4k) Ddefto genauer gleich Ffommen, je
grofier n genommen toird; oder die Reihe ift convergeny, —
Wenn insbefondeve fx und deffen fammtliche Ableitungen fip
x=0 endliche Werthe behalten, weldhe durcy 10, £0, 0, wu. f.f..
begeichnet roerden, fo tagt fx in cine Reihe nodh) Potengen von x
entwice(n, indem man x =0 fegt, und ftatt k, x fdreibt, namlic:
B0+ o feri(ex)

(n-1)! e
ibi’e obige unendliche RNeiye fire f(x-+k) beift die Taplovide.
€ie bedarf im Alfgemeinen der Hinsufiigung des Reftes, deffen
Ausdeuct Lagrange gefunden bat.  Die Hier befolgte Herleis
tung tecfelben ift von Ampeére, die des jtoeiten Reft - Ausdru:
e von Caudvy gegeben worden.  Die Reibe ift fav die ge:
fammte Analvfis von der grdften Widptigfeit, —

13. @8 fei  fx=x", foift allgemein
FO=m! npxrm, (5. 9.); mithin ethalt man nady dem
Q?Dlol‘fd)t‘n Sage, wenn der Reft vorldufig durd) R angedeutet
wird, folgende Reife, roelche die binomifdye Reihe genannt rwicd :

(x+k)“=x"+n,x"—1k+n2x"“2k2+-"+n“‘*-“'-"‘k'"+1{._ )
R Diefer Reihe werde fofort x=1, gefett, und fratt k, x ges
fdhrieben; fo bleiben die fammtlicyen Ableitungen von x», file
x=1, offenbar ‘endliche beftimmte Grofen, und es evgiebt fich:

(x)"=14n X0, X205 X3 eoe en xR,

xn
n!

fx:f()+x['0+§-f”0+ oofe

f’x:nx“—',
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Der Reft fann entroeder nadh der erften, oder nady der jrocitert

Gormel ausgedrictt werden. Die evfte giebt

R—= l]m+1(1+®x)u-—m—l xm+1, .

die 5wcite R=(m+'l)n,.,_,_1(1—7»)"‘(1+lx)"—'"—1 X+

1—2A)x , ,
Man fete %-iji‘\=u’ und (1+lx)"—1x=P,l fo toivd
ber jweite Ausdruck, indem man jugleich  (n—mnn  fiie
(m--1npy, fﬁét:

R=(n—m)n,u™.P,

, A .
Nun ift u=x (1 —_— i::ﬂf) offenbar ein achter Brudh, fo lang?

x ¢in foldser ift; und swar liegt u immer jwifdhen 0 und x, el
dhen Wertl, swifdhenCund 1, 2 aud) haben mag; alfo ift Der pofitive
Werth des Reftes nothroendig fleiner ald der von (n—m)nux™P,
twenn man x™ fiv u™ {dreibt. Man hat ferner

(Mm—m)npx™ ==

. (h—1Ax (0—=2)x (n—wk J(o—p—1)x  (n—m)x,

1 2 # pt1 m
Sn diefem Producte Fann g immer fo angenommen werden, daf
(n—:‘_l)x =—x(1—£ ,  fo wie alle nachfolgende Factoeen

ves Productes achte Briiche roerden; und die fepten diefer Bl

e nahern fich dem Werthe von x defto mehr, je grdfer m g¢

nommen witd, E¢ fei daber v dev grdfte unter den m—p+4

(n—)x (n—m)x

big  ———,

acdbten Brichen von

®

von dem Seihen derfeloen; fo ift i Product, ebenfalls ofhnt
Rictfiht auf das Jeichen, Fleiner ald vo—s+1, und nébect i
daber ned) mehr, af$ diefe Potens, mit wacbfendem m dec Null
Da nun P fortwdhrend, wie auch m wadfe, eine endliche Gedft
bleibt, fo nabert fich Dag Product (—mInpx™.P mit wad’
fendem m Dev RNull; um fo mehr nahest fidh alfo der Reft B

abgefefed-
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bec, RNull, ober die Neibe fir (A4x)" convergict, tenn fih
X innechalh dee Grengen 41 und —1 befindet.

Anmerfung. Wenn n ein Brudy ift, o ift (14-x)" cine
mefrdeutige Srdfie. Die vorftehende Reihe giebt nur den cinen
(pofitiven) Werth, toelher Statt findet, in fo fern 1n=1 ge-
fegt wird. Bgl. §. 25. ‘

, ‘ : 1\m
14, BWird der Ausdeud A= (1+E) nacdh dem Dbinos
mifhen Sape entwickelt, fo findet man

1 mem-1/1\? em-1:m-271\3
A=14me—g 0" mem-1-m-aft
+m m i3 m) 1+ 2. 3 m)+"'+P‘

=t (=) (1) (- 2) f

:E?ie vorftehende RNeihe bricht nothendig ab, wenn m eine pofi-
ttbe gange Jabl ift.  Jft diefe Iahl aber betradhtiich grof, fo
(agt fich seigen, daf man fih Dem Werthe von A beliebig ans
nahern fann, wenn man nur eine hinceichende Angah! (n) von
Sliedern der Reifhe, vom erften an, in Rechnung bringt; welcbe

Anzabl n viel Fleinee fein darf al8 m.  Man fdreibe ndmlich
den weggclafienen Reft R wie folgt:

A= ()= 2)- (- D, e 5=
(- D (D) (-2 iy
Da die Differengen 1-—;111—, 1_—%, u. f. f. alle jwifhen 0 und

1 tiegen, fo ift der vorftehende Reft offendar Fleiner, al8 Dder
Werth, welden man erhalt, twenn man ftatt diefer Differenzen
Bberall 1 fegt. Dabher ift audy um fo mehe

1 1 1
P\<n![1-|"n+1'+-(*n:-T)-E-'l—m]

;ﬂb fblglfcb,.menn man fich) die geometrifhe Progreffion in den
lammern bis in das Unendliche fovtgefest denft und fie fums
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I—:—.n—ﬂ 2Benn nun die Sabl m feht

grof gedacht wird, fo Fann n als belichig flein, gegen m, ange*
feben toerden; alfo ndbern fich mit gunehmendem m dic Ve

miet, fo findet man R

1 2
Cmm I?T der Null, und folgfich A der Summe:
1 1 1 1

Der Fehler, toeldher begangen wird, wenn der Werth von A,
filt m=ocv, diefer Summe gleichgefent toird, ift pofitiv und Fleir

nev alg I-li—l.n_:_‘}; nébert fid alfo mit wadhfendem n der Null.

Daber erhalt man, fur ein unendlich grofed m:
1\™ 1 1 1 1 ..
(1-}-1—;) =1 +—1-+§—!—|--m+4—!+--- ininf,
Die Reihe vedhts liefect offenbar einen endlichen beftimmten Wevth,
der mit e Degeichnet wird; man findet feidht e=—=2,7182818..
ft m Feine gange 3abl, fo fdyreibe man m—-o ftatt m, wo
o cin pofitiver adpter BVrudh) und m tvieder cine gange Iahl ift.

fsdann liegt offenbar :l+——1— soifchen

m-f-w
1 ' 1 3\ 1y\m
: 1+nT|-—1" alfo (1+m———_l_a) wifchen (1+Tﬁ) und

1 \» 1 \m+ 1
(1+n_l-|:1) =(1+m+1) -1+_1—;
m--1
beide Grengen ndbern fich dem naralichen Werthe e, mit wady
fendem m; folglih nabert fih auch

(1 + mi—a)m-w: (1 + m—-i-—a)m (1 + m—:-a)a

mit wadfendem m dem Werthe e. Alfo nabert fidy immer A
dem Werthe e, fobald m fehyr grof ift.

mh )
15. Gntwidelt man ferner den Ausdruct (1+Iiﬁ) nadp
dem binomifchen fefrfate, fo fommt:

14 -1— und
m

Der Reft ift

Y
ot

(1+-1 mk:
m
mk «mk-1 1)" mkomk-1amk-27 13
I4+k+ 1. 2 (m + 1. 2. J—(E) e

N 1y k 1 2\ k
—“"""(k‘ﬁ)ﬁ"‘(k“a)(“‘"ﬁ)?ﬂ"“"
Sieht man auf beiden Seiten die Einbeit ab, dividiet durcy k,

und fest k=0, fo fommt

(1 1 mk
) a1
kK —_2—11;'-'_31112 Fm: e

fir k=0. e grbfier m witd, defto gemauer erhilt man auf
der rechten Seite 4, auf dew linfen e ftatt (’1+1%) 5 aljo ift

ke q
e—k—=1, fir k=0.

.. extk _ex "ok .
Run ift K C —e le R 1J:e" fur k=0, alfo
ift e* die Ableitung von e*, oder d(e")=-c*dx.
halt man gufolge der legten Reihe in §. 12.:

Hievaus ey

X x‘: x3 > 4
e =1+"+‘_[+§_!+Z—1+'" -+ R.
e@x.xn R .
LT und nabest fidh offenbar, fiir jedes x, mit
toachfendem n der Null (ogl. die Bemerfung dber den Ausdrud

o1 i §. 185 0. . die Reihe convergivt i jeden Weety von x.

Entwidelt man den Yusdruct (1+%) nad) dem binomi:
fden Lehrfage, und fest Diccauf wm unendlidy groff; fo erhalt
man genau die namtiche Reifie, toie dic vorfiehende fiie ex; da-
ber ift (1+—;‘in) I:e“, fiir m=cv.

16. Run fei ex ==y, fo heift x det Cogarithmus vony,

duc Grundiah( e, baufig auch der natididye fogarithmus,
weldyer durdy log begeichnet werden foll, fo daf, renn y=¢¥,
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d .
x==log-y ift. Da fevner dy=e*dx, foift auch y—y=dx=d logy)
alfo d logx:d—:( . Dierdurch erhaft man die Adleitungen von log *

. 1 1 2 3! ,
der Reihe nad o —w T W f. f., die nt¢

ERAY
(—1)““191;,.“'; mithin, nadh dem Raplorfchen Sape, twenn

roieder der jroeite NAusdrud ded Neftes benust wird:

k k*  k* k¢
log(x+k)=logx+-; —gatym— gt

. (1_)’)n-—-lkl“
+(—1) 1 (X—l—lk)"
Wird x=1, k=x gefetst, fo fomiat, da log 1=0,

x? x32 (1_l)n—1xn
log(U4x)==x— g g — ek (A~ e

Sn diefen Formeln Dejeichnet A immer einen pofitiven adhten
Brudh (oder audh) 0 oder 1); aber Feinedweges denfelben in
beiden.  Die Neifhe convergirt, fo lange x ein adhter Bruch ift-
@8 1aft fich aber davaus ecine Reihe fur log x erhalten, die fmv
met convergent gemacht toerden Ffann.  Namlih man fene
x=y®, fo witb logx=mlogy, alfo

—1)?
logx=m log(1+y——1)=m[y—-1 —gz—2-2—+...] =

' _1 __1 2 ( _1)3

@8 toird vovausgefest, daf x pofitiv ift. Nimmt man nun ft'xf
m cine fehe Hobe Potens von 2, m=2", fo fann y=x*"
durh nmaliges Aussichen der Quadrattoursel aus x der Cins
heit, alfo y—1 der Rull beliebig gendhert toerden, dabher die
vorftehende Reihe rafd convergicen muf. Denft mon fih w

unendlid grof, fo wird 4 — Z’-zf-i- 4 (_y:D’

—-—_...-_—"1/

inbem
y—4=0, und man erhalt
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log x=m(y—1) =m(x%-—'-1) ’

fir ein unendliched m. Oben war gefunden e"=(1+%,‘ 5

witd x=log y, y=e* gefetit, fo fommt y= (1j+l°fn y) H

1
fibereinftimmend mit der Formel log y=m (y“'—1) die fo
¢ben gefunden worden ift. Man Hat alfo fir ex und log x die

beiden merfronrdigen Ausdriche: er= (1 +":% )m und

1
log x= m(xm—l), fic m=co, welde cine BVergleihung
dicfer Gunctionen mit den algebraifchen Functionen gerwdhren,
indem fidy, ifnen gemdf, e* al$ eine Poteny von unendlih gro:
fiem, log x al8 eine Poteny von unendlich Fleinem Epponenten
Detradyten [aft.

Sehr brauchbare Reihen jur Beredhnung der natielichen
fogarithmen crhalt man auf folgende Weife. n der Reilye
log (14x)=x—Ix?p1x® —Ixtpee  fdhreibe man —x
fatt x, fo fommt log (I—x)==—x —3x? = Ix3 e Ixt oo}
mithin durdy Subtraction:

log (1:1) =2 A X T e ]
14-x 24k
T—_ z '

Man fete

o () =2 [+ () 1 k) ]
ooer:

k k 3 kK, ~
I O—loes [ 1 af X J
8+k)=log -2 Qz+k+3(21+k) +5(‘Zz+k)+

Wird in diefer Reihe z=1, k=1 gefest, fo Fommt
log 2=2[4 431 +1Q) 4];
fur z2==3, k=1, fommt
log 3==log 242 L+ 4+ 1D 4+ 3+ T3

O
fo tird =5 und




28
fﬁl‘ Z=4/ k=1l )
log 5=2 log 24+2[} 4101 4 L() " 1(3) T v

Um von den naticlidhen Logarithmen ju den gerodhnlichen, des
ven Grundzahl 10 ift, wbersugehen, berecdhne man

log nat 10=lognat 24-log nat 5=2,302585093 +

E
Man fese ferner M= == 0,43420448 oor, fo it alls’

ngnat 10
gemein logvulg x=M-lognatx. — Goll endlidy dic Funcs
tion a* diffeventiivt werden, in weldyer a verfchieden von ¢, aber
pofitiv ift, fo fee man  eP=a, alfo b=log a; badburd
itd aX==ebx, und d(a*)=d(e"*)=e"bdx=a"loga-dx.—

17. Um die Ableitungen der trigonometrifchen Functionen

sin x und cos x ju finden, fonnte man fih jwar der aus der

Zrigonometrie DeFannten Gigenfdhaften derfelben Dedienen; da
aber bierdurd) die Unterfudung jum Theil auf geometrifdhe Bes
teachtungen gegeimdet toerden wirde, fo ift vorjuzichen, von den
teigonometrifchen Functionen rein analptifdhe Definitionen ju ges
ben, nadber aber bderen Uebereinftimmung mit den befannten
Conftructionen nachuweifen.  Diefes BVerfahren ritd audy afs
DBeifpict dev Unterfudung ded Sanged einer Function dienen
Eonnen, — S dev Reibe fir ex (§.45.) fdhreibe man xi fratt x, too
i Die pofitive imagindre Ginfeit V/_( bedeutet.  Die auf diefe
Weife entftehende Reifhe wird ficdh, nach der Analogie, durdy e
bejeichnen laffen, fo daf die Reibe alé die Definition deg Jeiz
cens eX anjufehen ift. Man Hat alfo:

. e g g
c"'=1+xi+('\') +("_“,) —l-(\l? ~f-eesininf,,
2 3! 4!
oder, el i*=—1, P=—i, i‘=-1, u. f. f.

.{4 '\\._\.G ‘8 - ‘(l()

x? 3 b b N
. 1_2—'+1F-k(7+ git gt in inf,
eY' = K x5 g7

- x? 3 9 .
i ~x—§—?+—5—!+7-!+g—-!—— esee in luf.]-
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Diefe Reihe jerfalit, wie man fieht, in swei Theile, deven crfrer
der Qofinug, der gweite, mit Weglaffung ves Factors i, der Sie
nus von x genannt oerden foll.  Demnacy ift:

x* x4 xS

3 xn L.
cos x==1— —2—+q—’—!— 6—£+--°-+(~1)" ‘;n!.m in inf.

sin x==x XX X (—1) X2+l i
X=X — —— aee 10 weee ininf,
37357 g+ Gy in ik,

und cos x-i sin x=e,

llm in der Folge mit imagindren Grponenten rechnen ju fonnen,
feine x und y sroei beliebige veelle oder imagindre Gedfen, und,
nady der Definition,

2 -3 -1
=l xS b S
2 7 3! n!
-2 3 n
e~"=’1+y+z_—+;z'-+...+l.+...
2 " 3! n!
Multipliciet man diefe beiden Reihen in cinander, fo Fommt:
- 2 3 n
c*X.eY=1 +(x+y)+.(ii;l)_ +(____x-—;_'v) +...+(x-:;v)—+...

-Sﬁémlid)' vas aligemeine (nte) Glied bdes Productes ergicht fich
durdy die Multiplication gleich

xn xn—1 v XU—2y; 2 xn—mym n
— —e el LYY m‘y 'v -
n! + (n—1)!1 + (u—2)!2!+ + @—=—m)m! " n!

n!

1 - -
T B e d

1
=E(X+y)"«

Da die Neibe, welche vas Product e ev angiebt, offenbar nichts
Unberes ift, afs e+ fo folgt daf efeeY==el+y)  yelde
Regel der Multiplication affo aucp. dann gilt, wenn die Ggpo-
neRten X und y imagindre Grdfen find, — Hieraus ergiebt
fih dann roeiter, wenn h eine veelle Sedfe bejeichnet,
(e'==eh*, x mag reell obec imagindc fein.
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18. @8 foll juerft betviefen toerden, daf die vbigen Reifen
fiv sin x und cos x wirflich fir jeden endlichen Werth von x
einen Deftimmten Werth haben, gegen den fie convergiven. S
vem €nde bemerfe man Gberhaupt folgenden Saf: IWenn die
Bablen  a,, ay, ay,eea, fammtld pofitiv find und jede fols
gende Fleiner al8 die vorhergehende, an aber mit wadfendem n
fih ver Null naheet, fo convergict die Reihe

S==a,=—a,+ta;—a,4as—agd see —(—1)"a, «ses ininf.;
oder, mit andeven orten, jede Reibe, toelche abnehmende, det
Null fid nahernde Glicder mit abwedfelnden Seichen hat, cons
vergict. —  Denn e8 fei R der Reft dev Neihe, fo cehlt man,
wenn n ungerade,
R =(all—'an+l)+(an+2—an+3)+ ey

wofle man aud f{dreiben fann:

R=an—(an+1—an42) — (aﬂ+3"‘ Ay g)— oo
Sn diefen Deiden Yusdricfen fur R find die in Klammern einz
gefcloffenen Diffevengen fammtlich pofitio; daber folgt aus dem
erften, daff R pofitiv und aug dem jweiten, daf R Fleiner ift
ald a,e  Da nun a, mit wadfendem n fich der RNull néf)erﬁ;
fo nabert aud der Reft R fih der RNull, d. h. die NReihe
convergict.

@8 fei ferner x eine Delicbige veelle Rabhl, bderen pofitiver
Werth joifchen den gangen Sahlen v und u4-1 fiege; pugleich
fei n eine gange pofitive Sahl und grdfer ald u--1, fo ift
X X X

u ol w2 n

X" X X X X
-—:——-.—-—.:—— sse
n!l” 1 2 3

Die Factoren diefes Ausdruckes find, von ;‘ﬁ an, offenbat

dcbte abnehmende Briche, deven Product defto ndher an Rull

, . , . X"

fommt, je grdfier n genommen twitd; folglich ndhert fich =i
mit wacdhfendem n der Null, wie grof auch x fei. —

immt man von den Reifen fiir sin x und cos x eine
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gewiffe Anzahl von Gfiedern, vom erften an, fo lafien fidh die
Refte von beiden darfrellen durch die Formel

n -2 xh+4 NG

X X N e ]
1‘~_. nl ("+2)!+(n+4)! ([]+6)!+ lnll]f. ’
in weldyer n fiie cosinus gevade, fir den sinus ungerade ift.
Diefe Reihe Hat immer abwechfelnde Seiden, x mag pofitiv oder
negatio fein, und, twenn n grof genug genommen witd, aud
abnehmende Glicder; fie convergitt mithin, und jwar nahert fich,
nady dem Vorhergehenden, ihre Summe R mit wadyfendem n
ber RNull, was ju beweifen war.

19. Sdreibt man in den Reifjen fir sin x und cos x,
—=x ftatt x, fo ergiebt fich
cos (—x)==cos x, sin (—X)=-—sin x;
watr, o folgt
Nimmt man von diefen beiden Glei-
dungen da8 Product, fo fommt
0§ x* 4 sin x%=1.
Dievaus it ju ffiefen, daf die Werthe von cos x und sin x
far feinen reellen Werth von x die Grengen 41 und —1 dber:
fchreiten Fonnen, — Multiplicict man ferner die Gleicdhungen:
€0S X4 sin x=—=e™
Cos y=i sin y=¢vi
mit cinander, fo folgt
COs X cosy— sinx sin y+i (cos x sin y- sin x cos y)
=eXHi= cos (x4-y) i sin(x+4y); telche Sleichung,
da x und y, mithin aud) die darin vorfommenden sinus und
cosinus, f&mmtl§® veell find, nue dadurch beftehen Fann, vaf
cos (x+y)=cos x cos y—sinx sin y,
_ sin (x4-y)=sin x Quyy +cosx siny.
Denft man fich in diefen Formeln y al$ eine belicbig Fleine Sus
nahme von x, fo erfieht man aus den Reihen, daf, je Fleiner y
wird, defto naher cos y=1, sin Y=y twitd; mithin

und bda o8 x-i sin x=—exi
€08 X—1 8in x=—e—xi,



32

cos (x4y)=cos x—y sinx, und sin(x-k-y)==sinx-+y cosx,

te(che Ausdricke nur dagu dienen follen, um das fretige us

nefmen Der Functionen sin x und cos x augenfdyeinlich ju ma-

den. —  Fir y=0 wird offenbar

cos (x4-y)—cos x . sin (x-y)—sinx
y =-—sux, y

alfo find —sinx und cos x die Ableitungen von cos x und
sin x, b. b.

=~ cos x;

d(cos x)==-sin x+dx; d(sin x)=-4cos x-dx.
‘Hieraus folgt auch noch
d(e*)=d(cosx+4i sinx)=(—sinx+i cos x)dx

=(i cosx—-i? sin x)dx,
ober s

d(e*)=i(cosx+isinx)dx=ie®.dx; alfo d(e*)=ex.idx,
wodurd die Regel dev Differentiation der Erponentialgrdfe ex aud
auf imaginare Egponenten ausgedehnt roird. Aug dem Faplor:
fdhen Sate evgeben fich, mit Hulfe der Hidheven Ableitungen von

sin x und cos x, die folgenden fur jeden Werth von x und k

convergivenden Reifyen
2 k3 4
sin (x4-k)=sinx+4k cosx — 5 Sinx — 3T cosx -+ ) sinx
k 5 6 7 k 4n s
+5,— cosx— & SinxX — o COS Xefm 000 +m sin(x4-0k),
k 2 k 3 . k 4
€0s (x4-k)=cos x—k sinx — -5 cosx +3ysinx—+4- 17605
ks | 6 k7, kén
—gysinx— (li—"- cosx+—7—,- S‘"""""""'@ cos (x-0k),
wenn man bet der 4nten Potens von k ftehen bleibt, — Fevs
3
ne ift ju ertodbhnen, daf

exi + e_xi eﬁ —_— e-Xi

2i
toie aus den Formeln cosx4-i sinx=e", cosx~—isinx=e—*

C0S xX=——=

’ Sin xX=—
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fofoct folgt. —  Aus denfelben Formeln crgicht fich audh, renn
n eine gange Sabl ijt,

(cos x~4-i sin X)"=(e*)" ==e"i = cos nY4-1i sin ny,
alfo (cosx i sin X)" = cosnx—4-i sinnx,

und eben fo  (cosx—isinx)"== cosnx—i sinnx.

. s sinx . , $X .
JNennt man die Duotienten —— die Tangente, und 25X pie
cos X s x

Contangente von x; fo daf

to x sin x ote
= ——, (olgx==
8 cosx’ o

COSX |
sin x’

fo gicbt die Diffeventiation, nadh der Regel §. 5. c.

cosxdsinx —sinxdcosx 2 inx?
d1gx= osxdsinx sinxdcosx=cosx +s:nx dx,
cos x? cos x
o dx dx
mithin ditex= ~ und 1 o —
b g pyee eben fo  dcotgx o
, , , X‘Z X‘
20. Giebt man in den Reihen cosx=1——2—-|-17_..

3 5
und S'"X=X—§—!+2—,--- der 3ahl x Delicbige Werthe jtvi

fd)e,n, 0 tmb 1; fo fieht man feicht, daf fotoobl cos x al8 sin x
pofitive acpte Beddbe mwerden.  Fir x=0 ritd cos x=1,
sin x=0; fiir x==1 ethalt man

11 01 1t 1 1.1
COS1=1_§_+4___!__6—!HM, 81111=1—3'—!+5_!—Fi"‘!+-9—!u'l

Woraus ju erfefien ift, Daf aud) cos 1 und sin 1 pofitive achte
Briide find.  Ferner erhalt man ducrch Subtraction:

sini—-cos1=%+ (%— %)"' (6!7 - 81_’) + (51—'— i%—')
KR (T})—! — T;—') ~}-+erininf.;

Daee ife die Diffeveny sin 41— cos 1 pofitis, affo sin 1 grdfier
a8 cos 1.

3



d sinx
dx
pen Grengen O und 1 von x Deftdndig pofitio; Daber wadft
sin x ununtetbrodhyen von 0 big sin 1, indem x von 0 b8 1

Nun ife die Ableitung von sin x, =cosx, pwifchen

d—i&ﬂ:—-sirlx,
fo fange sin x pofitiv bleibt, Defedndig negativ; mithin nimmt
cos x von 1 bi8 cos 1 ununtecbrodyen ab, indem x von O bi8
1 widft. Da fecner, rie bewiefen, sin1>>cos 1 ift, fo folgt,
dag 8 jrifden 0 und 1 cinen, und nur einen Werth von x
geben mufl, fiic welchen genau sinx=cosx ift. Man begeichne
diefen Werth mit L7, fo it cosim=sin}x, und weil affge:
mein  cosx 4-sinxt=1, foift coslzr=sintr=+431V"2,
indem beide nothrendig pofitiv find. —  Aus den aligemeinen
Ausdeien fiir cos (x-y), sin(x-4-y) ergicht fih, wenn y=x
gefent toied,
c082x == cosx* —sinx?, sin2x=2 sinx cosx.

wadft. Dagegen ift die Ableitung von cosx,

Dabher findet man cos 1x=0, sinjn==13; weiter cosx=—1,
sint=0; cos2x==1, sin27=0. Bermdge Ddiefer Werthe
toird cos (A-g-x)=—sinx, sin(zw-x)==cosx;
€o8(7T4-x) = ——m, sin(4=x)==—sinx; cos(2x-4x)=cosx,
sin (2m-4-x)=sin X.

Daber find sinx und cosx periodifdye Functionen; die
Peviode ift ==27; und tvenn m eine belicbige gange pof. oder
neg. 3abl, fo ift

€08 (2mm--x) = cosx, sin(2ma-x)==sinx *).

¥) Wenn x unendlid) grof gedadyt wird, {0 hovt sin x auf einen be

ftimmten Werth ju baben, und Pann bann jeder believigen Sabl jwifdhen

—1 und 41 gleity fein. Gben fo cos x. Denn beide Functionen hiingen
eigentlidy nur von demt Refte ab, weldyen x duvd) 2z Dividirt, [aft, . b. wenn
x=207~+a, («>>0 und «<2x7), von «. Diefer Reft « wird aber offen:

bar gdnglidh unbeftimmt, fobald x unendlich grof Iit. —  Daher ift’ audy
der Werth von sin (?1‘-) fiir x=0, sm(::::) filr x=<a, unbes

frimmt.
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Man findet ferner €03 (} T4-x) == (cosx — sinx) 1172,
Sin(rr--x)==(cosx+-sinx) 312, Jndem nun x von 0 big
17 wadit, nimmt cos x von 1 big 1172 Deftdndig ab, sin x
von O bi8 172 Deftandig u; Ddabei bleibt die Diffeveny
cos x —sin x_immer pofitiv; folglich bleiben foroodl cos(Lax4-x)
alg aud) sin (f+4-x), indem x von O bis 37, alfo lm-x von
17 b8 37 widft, beftandig pofitiv, bis firr 1n der cosinus=—0
und der sinus=1 wicd. Daher DLleibt die Ubleitung von sinx,
0. i cos x, Deftandig pofitiv, und die von cos x, d, i, —sinx,
beftandig negativ, fo fange x fidy goifchen O und L pefindet;
und mithin wadft sin x ununterbrochen von 0 bi8 1, nimme dage:
gen cosx ununtecbrodhen von 1 big 0 ab, wahrend x von O big ir
wadft. Daferner cos(3m4x)=— sinx, sin(Ar4x)= cosx;
fo nimmt cosx von 0 bi8 —1, sinx von 1 big 0 ab, indem x
von 37 bi8 m wadft. Folglih nimmt cos x von 1 bid —1
ununtecbrodhen ab, indem x von 0 big = wadft. Dagegen
nimmt sin x von —1 bi8 -1 ununterbrochen ju, indem x von
—37 bi$ 1z wadft.

' S’qunert’ung. Aus den Formeln ver §§. 19. 20. laffen
fih die ubrigen trigonometrifchen Formeln leicht finden, wie 3 B.
€08 (3T —x)==sinx, sin (31— x)==cos x;

ig(x+y)=1t~g_—xtgt;§;; ; U f. f.,
Die a8 befannt porausdgefest werden, wenn ihrer audh bier nidht
ausdrictliche Crroahnung gefhehen ift. —

21. Jndem x von —i7 bi8 437 widf, fo durchléuft
die Function sin x beftandig wadyfend alle Werthe von —1 bis
1. MWenn folglich = eine beliebige Jah! jwifhen —1 und 41
ift, fo giebt 8 jwifchen —ix und 44w eine, und immer nut
cine 3ahl x, welche o bejhaffen ift, Daf sin x=z. Diefe
Babl x beife arcus (sinus=1) odet ffwaet arc sin z.

Wenn fecner x von 0 big # DR, fo nimmt cosx von 1 bis
—1 ununterbrodyen ab; begeidhnet alfo z eine belicbige Jah! iz
fben —1 und 41, fo gicbt 8 immer einen cingigen Iectly von

3 *
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x, pwifden 0 und. 7, - fiw welden. cos x=1z. - Diefer Werth
o x heife arcus (cosinus=z) odev arc cos .

$Wenn x von’ L7 big -l wadhft, fo durdlaufe die
Function tg x, indem fie fortwafrend ftetig bleibt, alfe Wecthe
pon —co bi§ 4-co, und jwar beftandig wadyfend, weil die Ab:
feitung d—:iix=c—(:9—g beftandig pofitiv ift.  Begeichnet folgs
lid z cine beliebige Sahl, fo gubt 8 wifchen — Lz und 4w
eine eingige Sabl x, fir welde 1g-x=z wird. Diefe Jahl x
heifie arcus (tangens=1) odev arctgz. Cndlid wenn x
von 0 bi8 7 wadit, fo duedlauft cofg x, uberall ftetig blci-
bend, alle Werthe von 4o bid —oo, und war bcftanblg ab:
niehmend, toeil die Ablcitung dcotg x pgz* = Sl.: x
ift.  Sft folglih z eine Delicbige Bahl, fo gicot ¢s jroifchen O
und 7 ecine eingige ahl x, fir welde cotg x=z. Diefe Jaht
Beifie arcus (cotangens==z) oder arc cotg z.

mgatlb

Wenn nun erftend z=sinx, dz=cosx-dx; babel X 30z
fben — L7 und 3m; foift COSX'—+‘/1-—-23 mithin

dx=

d : v .
\/1-Z-z’ ' alfo, da X= arc sin z,

, dz
d(arc sinz) = \/]:_2_2
Wenn jroeitend z=cosx, dz-——sznxdx, x 3toifchen O
y _ =—dz
umd 75 fo ift sinx—=- \/1—1 , alfo dx= Viso
b. h. d(arc coszj=_\/_;]_i-;§. .
, dx e 1 .
Drittens toenn z==igx, da= o5, O8N =7

' dz
fo folgt  dx=d(erctgz)= T

, ' dx
Biestens wenn z=cotgx, dz=— prape fo folgt
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dz
i = d(ar C cotg 7)o e I_—FLZ— .

©8 foi o cine’ geachene b oifchen —1x und 4-1m;
man veclangt alle Werthe von x, die der Gleihung sinx =sino
gentigen. —  Stellt x frgend einen diefer Weethe vor, fo fei
nw dag ihm am nddyften fommende Birifache von 7z, alfo
x=n7-4f, f 3mlfcbcn ~—47r unb‘ TRy Ulsdann ift
sin (H7r+§ )=cos nw- st WB=sin . S fo[g[td) n gerade,
fo witd cosnw=4, : mithin sin f=sin &, alfo P==a.
Sft aber n_ungerabde; ., cos ng==—1, fo titd
—sin (3_-sm (—B)=sin «, alfo, —f=e, f=—a.
Qabet find , qlle mégucben Werthe vop x  in Dew Formeln
x=2n74a umd x=(m41)7xr—oa cntf)alten, in welden
n cine beliebige gange Jabl ift. —

@8 fei’ o vine be[nebige 3abl jtoifchen O und a3 man ver:
fangt die fammtlichen Hufidfungen dev Slcidung cos x =cos &,
Man fepe  x=2nxA=(3, [ pwifden 0. und =  gedadt; fo
witd . cos x:cos(?nn‘iﬁ)-cos(-’-ﬁ)—v cos B==cos &
fein maffen, mithin p==o. 15olghd> find alle. %cttf)e von x in
der Formel x=2nwXd enthalten.

© @8 fei o eine Delicbige Jah! swifchen —~ L1z und +—7r, man
veclangt alle Sl[uﬂbfungm ber Bleihung tg x==tg ... Man
fege  x=n7-p, arolfdpcn —37m und 375 fo. toird
tg x=ig (nn—i—p)'—t" _fﬂ o fvlgllcb B=a. @abec
ift x=nr4-oa. - L .

@8 fei o eine belicbige gabl 5wlfcf)en 0 und 7w, man ver:
langt x aus der Gleidung cotgx==coiga.  Man fege

x==nzx45, 3 wifden 0 und =, fo ift . |
cotg x=cotg (n’r+[8)_cofb {)‘_cotg a;  daber B:a,
und x=nn’+oc. T

22 G8 ift nod ubmg, den §IBcctf) oon 7 ju finden. Su

dem Gnbde foll jent dic Function arctgx in eine Reibe enttoiz
celt wecden,
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@8 fei z=arctgx, fo ift dz._i-_i:-_f;; Nun ift x4

bag Product der beiden Factoren x-i und x—i; (=V'—1);"

dabher findet fich:.
dx T Ax? T bx—i x4+l 2

. d . )
MNimmt man die Ableitungen von —‘;Z, fp evgiebt fih leicht:
d’z ] 1 (x-l‘l)’—-(x—l)’]
& [ (x——l)’+(x+l)‘ T2 (1-4x2)? ’
"" 17 121G =),

=] {(X-*-l) (x+|)”—| - (14-x*)? ]’
und fo foct; aligeiein: ' '

d 'z, ny (— — DI G4-)"— x—i)"
—"( i) 1 l (1+x‘z)n ]

Nun fege man x——-\/1+x ccosp, 1= \/1+x sing,

(die ®edfe |14 immer pofitiv genommen); fo wicd
‘Xepi=V/14x*(cos p+i sin §),

alfo . (xqiyr=(V/14x?)"(cosngp+isinng),  (§ 19;

bedgleidhen  (x—i)r == (V/14+x?)" (cosnp—isinng); .

folglio  (xepiye— (e—iy =2i()/Tx*)" sin ng.

Da ferner 1 n, fo echalt man

. | (\,,/1+X )= (sin )",
an 1 n
dxn*(""i)""(““l) sinng-sin ",

Hicraus ergicbt ficy

z=arci‘g(x+k)_z_|_dZ k+:ll f ;++R—
3

24-sing? .k ,—'sin2q?sin'¢p’ -1—;—+Si"3‘}’ sing® %‘

39
( k“
— sin A sin @4+ eoo - (—1)—Lsin ng sin@"s —
n+1
4+ (—1)"sin(n4-1)¢ sin p+1. v

Dag fegte Bfied frellt den Neft dev Reihe dar, in weldem fratt
x, x40k, und mithin ftatt ¢ einc andere Jah! gefest twerden
mufi, die 0lo8 durdy ¢’ begeichnet ift.

Wird insbefondere x =0 gefet, fo ift audh 2=arc1g0=0,
und  sin =1, cos p=0, alfo  P=i=, sin2¢=0,
sin 39 —=—1, sind¢=0, allgemein sin 2ngp =0,
sin(2n41)p=(—1)"; folglihy, wenn man x==0 fegt, und
fue k, x fdreibt: ‘

x3 xb x’l
z__alcigx=x-——+-5—-—-,-7—+....
xm+L
H(—1)"sin (n4-1) @'« (sin ¢ )""'l o’

oo der Weeth von ¢’ fo Deftimme ift, daf
@x—\/1+®" ccosg, 1= V 1402 « sin ¢,
© cin pofitiver adpter Bruch, —

Vorftehende Neihe convergict immer, twenn x ein ddpter
Brudy ift; wird x=1 gefest, fo ndbhert fich swar der Neft, dec

fih joifchen den Grengen _—':f—) befinden mufi, ebenfalls der Full;

die Gonoergeny ift jedoch cine fehr langfame.  Man cehalt in:
deffen in diefem Falle, da fir x=1, arcigl=1=47 wird,
Im=1— 44t — It — 15— 15 ininf
Um vafdyer convergivende Reifen gu cchalten, muf man auf die
@igenfchaften der Functionen tg x und arctg x juridgehen.
@8 feien u und v gwei arcus, jeder jwifden —ix und 43w
enthalten, und ihre Summe u--v werde —mnm 4w gefest, 1o
w ebenfall8 swijdyen — Lz und -+ 57 liegen foll, fo daf n ents
toeder -1, oder 0, oder —1 ift; fo hat man
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tg(mr+w)=tgw=tg(u+v)__: tgu-tgv

‘, 1—tguitgv
?IB?{UI alfo  arctgx-arctg y=nn-arctgz if,
fo folgt - a==XF¥ .,
T 1—xy
Gbenfalls wenn'  arctgx —arc tgy=nr-arctgz ift,
fo folat L g XY,

- 14xy

JNun bevehne man mit Hilfe der obigen Reife den Werth von
arc tgx 3. B. fir x=1%; bderfelbe fei A, Alfo tgA=],
1
tg2A= 1?§=%' Da ferner  tgir=1, fo fete man
2A—1m=1, und es ergicbt fich g B=1 Man berecyne
daher  B=arcigl  aus bder Neife, und ehlt dann
P=2A—TB;, - oder:. :
I=2[— @) A1 —T @)+
— =3P @) =D A ]
Auf demfelben Wege Fann man nod) fchneller convergivende Reiz

hen erbalten. Man berechne 3. B.  A==arcigl, fo wicd

g A=Y, tg2A="yy,, tgM=1}. €8 fi B=dA—im,
fo-folgt g B=r18" moraué B=uarctg(;:15)- fich bevedys
nen 6t Mithin findet fich
‘ 4A-B—»'—rv——4[‘ O O O
=l =G G D
‘g"“"“g “’)alt man den gefud)ten Werth von
T = 3 1415926535 +ee-

Anm. @xe @(ﬂd)ungm sin(x-f-y)=sinx cos y-4-cosx siny
gnb c0s (\y)==cosx cosy —sinx siny gelten beFannt:
lih von den in der Qcigononne;ﬁie vorfommenden  sinus und
cosinus, unabhangig von der_angenommenen, Winfeleinheit, alfo
eben fo 1wobl, tenn der. Winkel x 3. B, in Graden, al8 wenn
ec durd) dag Pangenverhltnif feines Kueisbogens jum Halbs

0

p 4
meffer ausgedeict wird.  Man eehalt aus ihnen
: sin (x+];) — sinx =cosx- Si’;]-( _ sinx .1—Eosk |
= oS X+ 2 sinxe *‘kk' sin 3k,

tweil 1—cos k==2(sin T}k)ﬁ ift.  Wenn nun x und k Bo:
genfdngen, fiir den Haldmefer =1, Degeihnen, fo, toicd
f%‘g—“:l fir k=0, tcil das BVeehaltnif des Bogens uc
@ebne fidy defto mehr der Einbeit naheet, je Fleiner dev Bogen
genommen wird.  Unter diefer Borausfepung ¢rgiedt fih cos x
al8 die Ableitung von sin x, indem man in dem obigen Ausdrucke fir

sin (X'HI?—SI"‘X, k=0 fest. uf diefelbe At folgt audy,

daff —sin x bie Ableitung von cos x ift; und Hievaus witd man,
wie in §. 19. am Sdluffe, die Reihen fie  sin(x-4k) und
cos(x+k)  mit Dilfe des Taplorfchen Saties finden.  Sebt
man ferner in diefen Reihen x==0 und fdoreibt x fratt k, fo
ethalt mau genau Ddicjenigen Reiben fire die trigonometrifdhen
sinus und cosinus, von denen dic obige analytifche Unterfuchung
audging.  Folglich fimmen Diefe Reihen mit den trigonometriz
fchen Functionen sin x und cos x unter der %orauéfegung voll:
ftandig sufammen, daf bei den lesteren dev Winfel x nidt 3. B,
in Graden, fondern durd) das Qangenverhaltnif feined Bogens
sum Halbmeffee gemeffen wetde.

‘3. ©5 fol joit, ols Beifpiel que Uebung im Diffeventii-
ven, dag Diffecential der Function

fx=[log A4x2)] """ (arc tg 1)n

gefucht toevden. (log bedeutet den natfrlidhen Logavithmus, jur
Grundzahl e.) Diefelbe befteht aus groei Factoven, deven 1ebev
bgfonbcté su Dehondeln ift, Man fege alfo
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p=[log (1+x’)]a'm" * und $= (arc tg )—1‘—)" .
9
im do ju finden, werde log (14-x?)=ev, alfo ==cuorcsins
gefent, fo wird
dp=-e"e5xd(u are sin x)=rp[arcsin x+ du4-ud (arcsinx)].
(64 l’ft aber u=log-log (1+x"),

=d log(1+x’)_ d(14x?) _ 2xdx .
log (14x*) = (qxDlog+x*) " (1+xDlog(1+x*)’

d(arcsinx)-_—ﬁ-ﬁ s mithin

= o

1—x
dp — 2x « arc sinx log- log (1+x")
P=9 [(1+x")log(1+x") V1—x? ]d

n—1
Seener d‘!f“—-“n(arctgi—) darctg— , und

)

d(awt" )"' 14 (1) EET

voe n—1 :
mithin dlp::—-n(arctg;) 1%7 —  Das gefammnte

Differential von  fx=g+¢ ift aber  dix=Jdp-+pdd;
alfo cehdlt man:

. n—1
dix = [log (14-x?)]™e . (arc ig 1)

2x arc sinx log«log(14x%)
[((1+X“>logu+x‘>+”g‘v”{%_“)
Cinige Sufdge jur heovie der trigonometrifden
Sunctionen.

24. Gine beliebige Potens von cosx oder sinx (aft fih
immer in eine Reihe entwideln, weldye nad) den Cofinus oder Six
nug der Biclfadyen don x fortgeht. Der Raum geftattet jedody nidht,
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biefe Entioicfelung biev in voller Allgemeinheit ju geben, fondern

ndthigt, diefelbe auf pofitioe gange Egponenten ju bejchranten.
@8 {ci demnach) m eine pofitive gange Jaht; man fefe

. . 1
oS X1 smx=—u, COSXx—1 sznx.—:a;
. o e VR |
fo ift cosmx—-isinmx==u™; COSMX—I SinWMX= -

Man Hat 2cosx=u+1—; mithin
1

-2
2 00 X == U, U2 eeo DU T 0

’

1
jugleich aber audh, wenn man fchreibt 2 cosx=~u;

1 1 m.
2m conm_.l +mlum-—2+ e m"__———+-oo+u

m——l

folglich dbuech Addition, toeil um-4- 1—1!;‘=2 €O0S X,

9m, 005 XM == cos MX-}-m, cos (m—2)x-}m; C0S (m—4)x4-oe-

1, cos (M—2¢)x~ore4-m, COS (m—2)x-} cos mx;
oder, menn man die gleihen Glicder diefes Nusdrudes jufams
mennimmt:
Im—1 cosx™ == cosmx —-m, cos(m—2)x

+m, cos(m—d)x 4o+,
Das dued v begeld)nete fete ©lied diefes Ausdruckes ift
m!
—-m(m_l) . COSX—ml
2 T2

cosx, toenn m ungeeade ift;

)
m.
Dagegen ift v=-,—-m(m)__§o‘—“——l;—‘ mwenn m gerade it

2'2°
Daher erhdlt man 2cosx? ==cos 2x+1.
4 cosx® ==cos 3x+3 cosx.
8cosx* = cosdx+44cos2x+3.
16 cosx® =08 x5 cos 3x-+10cos x.
u . f Vi oem X T e b
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Schreibt man in dev obigen Formel flir cos x™, Iw—x ftatt x,
fo echdlt man die Entwidelung von sinx™ Man fege ur
Abfurgung m—2:e==n, fo ift cosn(%n—x):sinl—]é—n sin nx,

menn n, mithin m, ungevade ift, dagegen  cosn G —x)
nw

==€0s-5-cosnx, toenn m gevade ift.  Alfo echalt man, roenn
m ungerade ift:

"y , (D
20— sinxm—sin %z: sinmx-fm, smgn—z)~7r sin (m—2)x 4= +++
. —2 .
~}-m, sin gm—T,QZE Sin (M—2p ) X=f <o
(m—2u)7 mr

oder, toeil sin 3 L =cos uw Sin 5 ift, fo fommt:
2m—1 ginxM=—

sin % [sin mx-m, $irt (Mm-2)x4= o (-1 my.sin (n-24) xu] .

Dabher 4sinx3 =—sin3x43sinx.
16 sinx® ==sin3x— b sin3x+4-10sinx.
u. f. f.
Auf abnliche Weife echalt n'wn, toenn m gerade ift,
2u—L sin XM ==

mzx -
COST €OSMX-m, COS(m‘2)x-u+(-1)"m“ cos(m—?y,)x srectey l,

m 1

Dad fete @led v ift ==~
2°2°
Dahee  2sinx®=— cos2x 1.
Bsinx*=cosbx—4c0os2x-4-3.
328in;{°f=-.. cosbx-46cosdx—15 cos 2x 410,
u f{.t

25. Die Formel cosx~f-isinx=ex Ffann benugt e

5

den, um die nten, Wuvgeln dey pofitiven odee negativen Sinbeit,
b. h. die fammtlichen Seethe des  viedeutigen  Ausdruces

1
(4=1)", wo n eine ganje pofitioe Jahi, ju finden. Set man
o

namliy  z=(FE1)", fo witd z"==k4, und ¢ Fommt
mithin auf dic Aufidfung der peiden Gleibungen  2"41=0
and  zi—1=0 an. Sind die fammtlichen Wurseln derfelben
befannt, fo erhalt man damit aud die Werthe ded vieldeutigen

Nusdrucfed (= a)T'_, in weldhem a ivgend cine pofitive Jahl, m
und n aber jroci gange Sablen bedeuten, und n immee pofitiv
ift. Denn man  beyichne den veellen pofitiven Werth von

()" mit b, fo find die fammtlichen Weethe ded Ausbrucfes

(F=a)" in der Form h(:'_—l); enthalten. —

Um juecft z"4-1=0 aufsuldfen, fefe man 7= cosx-}-isinx,
fo toitd, da n cine pofitive gange Babt ift, 2" = cos nx--i sinnx.
Soll nun zn=—1 {ein, fo muf cosnx=—1, sinox=J),

(2m+1)7t, and

alfo nx=(2m~1)x gefeit werden; mithin X=—

2m—4-1 7
2= C0S g—l——n:'—)i+i sin QE’—-:;—)—’-E; toraus zr=—1 folgt.

®iebt man in dicfem Ausdrucfe der Jah m alle Werthe
von 0 bi8 n—1, fo echilt man fammtliche n Wurgeln der vors
gelegten Gfeihung zn4-1=0; fet man fir m andere gange
Rablen ein, fo erhalt man immer qur diefelben Wurseln rwieder.
Die Wurgeln laffen fich paactoeife verbinden; namfid) wenn man
in dem vorfichenden Yusdruce fiv z, m mit n—m—14 vee:
taufdyt, fo Fommt cine rocite Turgel

cos Qo—2m—1)7 _2::]—1)75+ isin (_—-2[1_2::’—1_)_@

= cos ______(21n-:1)7r__ isin (--—2‘“_:—-—1)” .
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Diefe beiden Wurgeln geben ufommen einen veellen Factor
des srociten Sraded von z"4-1, ndmlich

(z — cos (_2_1'1:&) ’ -+ (.s'in QE_'I:_'_QZ.I) :

Qm+D7

—

=122—2z cos

+1.

Um nun die fammtlidhen veellen Factoven ded weiten Grades
bon z"-+1 4u finden, fege man fi wn alle ganse pofitive Jabhs
len, fur toelde 2m--1 nicht grdfer ald n witd.  Fft n unge:
vade, fo twitd 2m4-1=n fiir m=n——;—1; algdann giebt e8 aufer
den veellen Factoren des jweiten Grades audh einen reellen Factor
Ded erften Grades (z+1), weil fir 2m-p-1=n,

2 1 . . .
cos( m:. )n+x sm(Q'—n:;i)nzcosn=—1 wird.

DBeifpiele.
3 1= 2—-2 _ﬂ_: .
VAL (z+1) (z z 0083 +1)

241 =(2%—2z cos %+1)(z"—2z cos 34—"+ 1) .

3 — 2 T 3x
2541 —(Z+1)(Z —2z 0083+1)(z’—2z cos—5—+1) .
.Z°+1= (z’—?z cos%‘+1)(z‘—-2z cos:%r+1)

: (z’—-2z coség+1), I©.

Auf Diefelbe MWeife findet man die Wurzeln von z"—1=0.
Man fege  z=cosx—isinx, z"=cosnx-isinnx=1; fo

muf nx=2mr, x=2“x'1” fein. Die Wurseln find alfo alle

. 2u . . 2mm
von der Form: z=cos—n'—7r+ isin=——; und e8 ergelil®”

fip mwicber veclle Factoren deg srociten Grades von der Form:
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2mn
n

22—27 cos

+1,

in mweldyer Formel fir wm alle pofitive gange Jablen gu fefen
find, fhe weldpe 2m nicht grofer ald n wird.  Jft n ungerade,
fo wid, fix m=0, z—1 cin ecingelner reeller Factor; ift n
gerade, fo erhalt man aufer Diefem nody einen jroeiten (z-+-1)
fur 2m=n.

Beifpiele. -
22— = (z—1)(z+1).

: 2
"3 — 2__9, paiihd o
w1 == (a—1) (2122 cos o +1)
28] = (z—1)(z41)(224+1).
4
2t ] =(z2—1) (z’—?z cosgér+1) (z"—?z cos -575+ 1) .

2t —1=(z2—1)(z41) (z’—?z cosQ—é—r+ 1)
(z’—?z cos%+1). 0.

26. Da cosx4-isinx=cY, und, tenn m eine beliebige
gange Sabl ift,
cos (2mn--x)==cosx, sin (2mr-4-x)=sinx,
fo hat man s
cos (2mm—x)4-i sin (2m7r-4-x) = e@nm+0i == cos x~}isinx.

Grwoeitert man daher den Begriff der Logarithmen fo, daf audy
imaginave Ggponenten von e als fogarithmen betradtet roerden;
fo ift log (cos x—4-i sinx) =(2mm+x)i. Solglich, wenn
x==0, 1=, = gefet wird, fo folgt log (1)=2uni,
log()=2m+Y)7i, log(—D)=C2m+D7i. 8 fei a ecine
beliebige pofitive Jabhl, und b ihr veeller natirlicher Logarithmus,
fo baf eb=a; alsdann ift allgemein loga=b+log1
==b +2wnzi, log (—a)=b-+log(—1)=b+(2m-1)7i,
log(ia)==b+(2m - )i, log(—ia)==b4-m-3)xi. &8
feien ferner a und b groci beliebige veelle Sahlen, fo echalt man
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den Pogarithmus von a+bi auf folgendem Wege: Man fese
den pofitiven Weeth von L a’h?—r, und fudye dizjenige ah

groifchen 0 und 27, fie mweldhe cos(p_r, sin(p= b, mithin

b ., , ,
tgp=- tird; cine folche ift immer, aber nue eiumal, oifden
ben angegebenen Gvengen porhanden; alsdann wird |

atbi=r(cosp4-ising)=reei;

folglich log (a4-bi)=log ()4 (2mr4-@)i; '
o unter log(r) der veelle LWerth ju berfteben ift. — @8 Dat
alfo jede Deliebige veelle odev imagindre Sahl z unendlich viele
fogarithmen, . b. ed gicht unendlich viefe Epponenten p u o,
elde ducdy Neifenentwicfelung dev Poteny e die verlangte
3ahl z geben. Unter diefen Oefinbet fidd aber nuv in dem Falle
ein eingiger vecller Gpponent, tvenn die Jabhl z reell und po-
fitio ift, —

Endlih da  d(ex)=e¥idx, und log(cosx—-isinx)
=Qmnr+x)i ift; fo folat
d(ex) cl(g)s X+ sinx)
¢ T cosx+isinx '
rooraug aligemein pergeleitet werden fann, daf dag Diffevential

eine$ imagindren fogavithmen cben fo tvie dag ecines reellen
gefunden toicd, —

dlog(cosx+i sinx) =idx=

Sunctionen vow mehreren pevinderliden Srissen,

27. Wenn in einer Function sroeic verdnderlicher Grdfen
x und y, f(x,y), die cine x um k vermehrt wird, fo entfreht
die Sunahme f(x-4-k,y) — ().
Jndem man fih nun den FWerth von y unverdnderlidy denft,

witd i(x,y) al8 eine blofe Sunction von x ju betrachten fein,
und der Weeth, welcdhen
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f(x+k I,V) — f(‘;_V)
k

fir k==0 echilt, ftellt Die partielle Ableitung von f(x,y)
nad x, dar, die mit (%f) begeichnet wird, tenn man jur Ab:
Ficjung £ fratt f(x,y) fest.

Desgleien, wenn x ungeandert bleibt, y aber um h ju:
nimmt, crgiebt fich die pacticlle Ubleitung von f nad y,

_ alg der Werth von

f(‘(,v+h) —f(x,y) (df)

Wenn aber x um k, y und h jugleiy roacdpfen, fo entfteht die
Sunahme f(x+k, y+h)—Iixy).

@3 werde  f(x4-k,y4-h)=f(x,y-+h)-+kP gefett, fo ift flar,
da, fir k=0, P in dic A0litung von f(x,y4h) nad) x, 0. 5.

n (@%ilﬂ) {ibergeht. Geenee fei £(x,y-+b)=={(x,y)-+-hQ,

h=0, 0=("5")=(g,)-

Man Hat allgemein:

fG+%, y+4-h) —f(x,y) =kP+hQ.
Wenn die beiden Grofien x und y von einander unabhangig find,
fo ift aud) dag Berhaltnif dec Junahmen h und k gany will:
Biclich; man begeichne e8 mit q, fo daf h=Lk-q; fo wird

f(x+k, y-+h) —f(‘f-V)-_—_P-i-q <Q.
k ~

et man jugleich h=0, k=0, fo gebt g in dag Werhdltnif

d
der verfdymwindenden Sunahmen von x und y, O i a—{

fo wird, fir

f *
fber, und da jugelich P u. Q in ( n ) und (d ) fibevgshen,
fo erhalt man



f(x+k, \+M—f(x,v) ( (d[ dy
dx dy/dx’

fir k=0, b=0.  Dicfer Ausdeuct ift die ooﬂftbnbige 9Ablei-
tung von f(x,y).  Dicfelbe ift undeftimme, fo fange —; willfie:
lich Dleibt; toitd aber beftimmt, tenn v al8 eine Function von
x betradhtet 1ird, woven dann %{ “bic Ableitung ift. ~ Man
fonnte aber audy chen fo qut x af$ cine Function von y anfes
ben, und wiirde dann, auf demfelden Wege, wie oben, erhalten
Mh)—fﬁ ¥) (df) (df dx

v i - fiir h=0, k=0.

Um diefe Willfar ju vermeiden, fd)tcxbt man fommetrifcher die
fbtffetentlalc fratt dev Ablcitungen. Namlidhy die Differens

fx+%, v+h)-—-f(\,v)

qebt fie becfc{)mm*enbc k unb b in bas vollftandige Diffe-
rential di(x,y) von f(x,w) fiber, und man cehalt

aice )= )d +( & )h

giee i (41)ax, (i’f)dy bie particllen Diffeven:

tiale von f nach x und y, und dic Formel jpricht den Sap aus:

' Das vollftandige Diffecential einee Function von x und y
ift die Summe ibrer particllen Diffeventiale. — Man fieht leicht
¢in, Do diefer Sap aud) fiic mehr ald gwei vevandecliche Srd-
Ben gilt. 3. B. wenn cine Function von drei veranderlichen
Srofen f(x,y,2)=1 gegeben ift, fo hat man

=Wy ()i (.

als 'Qlué‘otuof bed vollftandigen Differentiales von f, durch die
pattiellen cibxffe;entiale. —  Der Beroeis berubt gany auf den:
felben Grinden, wie bei e veranderlichen Grdfen. —
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Beifpiel. €8 fei f(xy)=xmy", fo ift

( )—111\“‘— y", (d )-—nxm n—t

df=mxm—! yrdsf-nxmyn—tdy =xm-tys-1(my dx--nx dy)

28. @icrnad) laffen fid) Die battieﬁcn Abfeitungen (vder
aud) tie pacticllen Differentiale) hHoherer Ordnungen ciner
Sunction von mehreven BVeranderlichen finden.  9Ran begeichnet

12f ... . , . ,
dued) -5—— dicjenige Function, die gefunden wird, wenn man

xdy
sucrft die partielle Adleitung von { nacdh x nimmt,: d. i jf
d(df
, 12f
und von diejer die pactielle Adleitung nah y, —: dy di p y

a

@ben fo ift %\*f die Function, toclde entfieht, wenn die pact,
11

T i di .

Ableitung nad) x von ( dx) genommen toicd.

. f
3. V. fur f=x"y" toar -‘(}—‘=mx'"~1 yt, mraus folgt

sz-— —=mx™ ! eny"!, . d f —=mem—1_1 x"2y"
dx dy. dx?
z d2f -2
audy it oz=n en—71.xmy"-2,
’ azf Qe

Su bemerfen ift, daf HJ;:J;(];’ 0. b dafi o8 gleichoiel

ift, ob man die Ableitung guerft nacdh x und dann nady y, oder
suerft nach y, dann nach x nimmnt, was fidh fo beroeifen [aft:
Nad) dem §. 412, Fann man fegen (XK ) = Ix4-k F (x4-©K) 5
affo, indem der Werth von y alé unverdndertich) angefehen, und
sugleich juc AbFlrjung x+-k=x" gefetit wird,
: (]f(x—l—@](,y)
dx

(<, )= [xy)+k

’

49!-
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diejenige Gunetion bedeutet, roeldhe

. diix+-06k,y)
wo das Seiden i

entfteht, toenn in der particllen Ableitung g{, x-0k fatt x
gefent toied.
Berwandelt fih nunmehr y in y'=y+h, fo wicd

- o A0 kY
fx,y) = (x,y )4k _,QS:*'_(.{X_',.L),

folglich ift
(<, y)—f0y) ', v) —1(x,)

K K
Q= h
di+0,k,y) _ df(x+6k,y)
_ dx dx .
- h

gl k==0 geht aber die Grofe auf der rechten Geite dber in
di¢x,y) __ dftx,y)

dx dx
h
> i e fie h=, n 211
und diefe wicderum fur h=0, n Icdy
Daher ift 4 ver Werth, toeldhen der Quotient Q fie

dx dy
k=0 und h=0 erhalt. Huf dicfelbe At ergiebt fich aber auch
1f(x,y-+~h)
i) =1 )+ h ),
wo A ein pofitiver achter Bruch; und
dy

. i, y)Y= ', y)+ h 5
mithin wiederum

Iy — i3y _ fGy) =y
h - h

Q= A
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diGx’, y+4h) — di(x,y4-4h)
Yy dy
- k ’
folglicy, fir  h=0, k=0, Q= b Daber it
tolglidy, —U, A==V, 4 (lydx' ) |
% coenfalls dee Werth des Duotienten Q, fdv h=0,

e o d?
k=0; und folglich eineclei mit J{{'J}'
Hicraus folgt weiter, daf aucdh filv partielle Ableitungen
hdherer Ovdnungen die Folge der Diffeventiationen einevfei ift.

™ , 4 dazf raud:
Denn ¢3 fei &71;:5?& =q, fo folgt hicvaus:
dq__ 4% 4

dy— dxdy’ dydsdy
f ,
Segt mon fodann %} =p, foift
o
ef ap _ ap _“\aGy)_
dydxdy " dxdy— dydx~ dydx ~ dy*dx’

aef  af A3 b
dxdy* T dydsdy ™~ dy?*dx’ . §. O .

aljo:

29. Diffeventiitt man jum jweitenmale den Ausdrud':

df dfy o
ai=(%) dx+(a})dy,
fo crgiebt fich as jweite Diffevential von f. Wigd. dabei x als

unabhéngig verdnderliche Grdfe, und y als cine Function der:
feben angefehen (diefe Function mag: nun. gegeben fein oder nicht);

fo ift g{ chenfalls eine unction vor x, und um die hHdheren

Diffeventiale von

df::[(g{) + ((;—’},)- g—:—(—] dx -
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su finden, braudht man diefen Yusbruct nuv fo ju diffeventiiven,
als ob dx conftant, mithin d2x==0 rare.

Unter diefer Borausfetung diffeventiivt, giebt die Gleidhung

If 1t
= (‘_ .
‘ (dx) de+ (l_v)d'v
die folgende:

20 d3f df
d*f= (—-)dx +z(d x dy +(i ,)d ‘+(dv)d”y
al8 vollftandiges sweites Dxffcxentxal von f.

Wenn  aber x und y Deide ald Funstionen einer drits
ten unabhingig verandectichen Grdfe t follen angefehen rers
den, wie e nidht felten der Fal ift; fo Darf man tves
der d?x nady d*y Null fegen, und cehalt alfo in einem foldhen
Falle in dem Yusdoucte fie @1 nocy ein Gied (L) sz, o

durdh derfelbe gany fommetrifch toicd.

Beifpict. Fhe f=xmy" wac oben
df =mx™—1 yrdx - nx?y"Ady 5
baber vollftandig:
d*f=mxm~tynd?x4-me m—1ex" 2 y dx? 4-2mnxm 1 y*—tdxdy
+n n—l-\'" y2dy *4-nxmy"—1d%y,
oder d2f=x“‘*2y""2[mxy2dzx+m‘m—1'yzdx2+2mnxydxdy
-+n n—1x*dy’+nx*yd?y],
in weldem Ausdrucfe d’x=0 su feten ift, twenn x al8 unabs
hhngig vecdndectiche Grdfe betrachtet wird.

30. Wenn swifchen x und y eine Gleichung befteht, die
dued) £(x,y)=0 beseichnet wecden mag, fo muf, indem x und
k, y und h junchmen, juifchen den vednberten x und y ebens
falls die Gleichung x4k, y+h)==0 gelten; d. . mit x muf
aud) y fid) andern, aber fo, paf f unverdndert bleibt. Hier:
aug folgt, dafi in diefem Falle das Diffcvential von f RNull fein

[>]]
[+1]

mu§; d. . df——-( )dt+(%£ dy=0

und oac fie jeden befiebigen Werth von x und y. Diefe Glei:
Hung dient daher, um das Berhaltnig %\X oder e Abfeitung

von y nach x, ausgudeaden. Feener wuf d*f=0 fein, affo,
wenn man den Ausdvud fite df differentiivt, und dx=0 fett,
b, b x al$ unabfhangig verdnderliche, fortwahrend gleichmafig
wadfende Gudfe, und y ald Function Devfelben  beteadhtet,
fo fommt

d‘f——(d f)d‘a 2(l iy)‘IX(I‘Y+( f)d ‘+(df)d y=0;

welche Gleicdhung dient, um mit Hatfe der vovigen bie yroeite S’Ib

‘17

, d , , .
feitung von y, d. i %R; su beftimmen.  Duedh weiteve Diffe:

ventiationen tocrden auf afjnliche Weife die Hoheren Ableitungen
pon y nadhy x befimmt. enn aber x und y Deide af8 Functio
nen ciner dritten ®udfe t fo gegeben find, Daf ihre Ausdricke
der Gleiung 1(x,y)==0 gentigen, fo dacf bei ten Diffeventiaz
tionen toeder dx nodh dy al8 beftandig, mithin weder d?x nod
dy Jull gefetit weeden; doch miiffen die Bleichungen

df=0, d*f==0, d*f=0, u. f. f.
fammttich ODefuiedigt werden, toenn man die Werthe Der Ablei:
dx dy d*x d’v ,
'd_t‘l “a'E/ 'd—t-')./ dt.a . f f’l we‘d)e f‘d) auf’ bm%!ué:
deiifen i x und y in t ergeben, cinfest.

Um cin ‘%cifpic! su geben, fei

—_ —b)?
f(x,y)—-(( 2)’ —i—(y li‘)) -1=0,

tungen

fo fofgt durch Diffeventiation:

(x—a)dx  (y—] ——b)dy ,
TR PO =",
Yociter s ‘
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dx? . dy?*  (x—a)dx —byd?v
FwCx | y=bdly_

ATt e 0.
Jri diefer Gleihung ift d2x==0, wenn x al8 unabh. verdnbdert.
Ordfe betradptet witd. —  Man fann aber der vorgelegten

Bfeidhung Benirge leiften, toenn man x—a= Acos t, y—b=Bsint
fegt, wovaus folgt:

dx=—Asint.dt, dy=" cost.dt,
Px=-2Acost.dt?, d’y =-—Bsint.di2.
Bei Ddiefer Unnahme it t al8 unabhangig Detrachtet, affo
d%t=0 gefent.  Set man Ddie  vorftehenden Werthe fie
dx, dy, d2x, d*y in die obigen Gleichungen, fo dberseugt
man fidy leicht, daf fie denfelben Genige leiften.

Anmerfung. Wenn man in ivgend ecinem Ausdruce, der
die hdheren Diffeventiale von y, d. i. d*y, d’y, u. f. f. ents
bhalt, wahrend d2x=0 gefeht ift, x nidht mehr al$ unabhangig
betradhten, fondern cine andeve unabhangige BVerandegliche t eins
fuhren will, von toclder x und y Functionen find, fo ift e3 leicht,
den neuen Ausovruct qud dem vorigen fo u erhalten, daf man
beenady nue die Ubleitungen vow x und y nad t in denfelden
cinfeien darf, um fofort feinen erth su Haben. Man darf

2 xr
fid) nue evinnern, daf :—1&% das Berhaltnif der Diffeventiale

I

d .
d(Tf) und dx unter dev Bedingung anseigt, daf dx atdunverdnders
lich angefefyen rizd. $Hebt man diefe Bedingung auf, fofind dy, dx
ober, enn man licher toifl, die smteitungmfld—’t', %—’f verdndetlihe Grids

fen, und der Quotient %X muf daper nach der Regel §. 5. c.
X
diffeventiict werden. nap findet demnach
dv) _ dxd?y —dydax
d(dx) - dx?
d?y

Iy 1 (dy , dxd?’y—dyd?x
dx? fﬂém (—Rd(&)’ b L T

, und muf alfo

ftatt
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o aber dy linfs und rechts nicht mehr diefelbe Bedeutung bat;
ndmlich d?y fings begicht fich auf die grocite Adleitung von y nadx;

2 .
rechts aber ift ¢S Dev Sahler von %T;Y' b. h. e8 beyieht fich auf

die rocite ADleitung von y nad t. Schreibt man affo die Abs
Ieitungen, und nidyt die Diffesentiale, fo ift
de &2y dr &
d?y de T de dt?
X dxy?
)

Man fieht, daf die Ausbriice dadurdy fehe an RKirye verlicren,
und daf e8 bequemer ift, die Diffeventiale fu fd)reff’en, toenn
man nuc die jedesmalige Bedeutung derfelben gehbrig beachtet.

3 1 dﬂ ) .
IMan findet toeites gx%=3£d(a}‘¥) und indem man fie

g-g feinen obigen Werth fegt,
‘.]:X—-_i.d dxd’y—-dy'd’x)
dx® — dx x3
_dx"d“y-—dxdyd“x——iidxd’xd"y+3dyd"x"
- dx*®

@3 tat 3. D. oben
d!f:%dx2+2ﬁ%-dxdy+§;—£—-dy’+%d’y=0.
lSnbem man nun fratt &%y freidt: M—ESX&,

echalt man:
d*f= g;dx=+2 -‘%f)-, dx dy+§§:£- dy*

dx
- 2
df (dxd?y—dyd x) 0.

dy dx
' df daf ,
Hatte man aber die Gleidung df:&dx""?l'ydy:o fogleich

voliftandig, audy in Bezug auf dx differentiict, fo Hatte man exhalten:
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df 4 d?f 2

A=A dy? d3f df ., .
f= g dPx+Gady +23Fyd"dy t E}'_‘dy""@d‘y =0.
Diefes fimmt in der That mit dem Borigen, wie 8 fein muf,

¢ ] P df dV df ,
uberein, todil BT ift. — Jm Allgemelnen ift 8

beffer, bon vorn fecein vollftandig gu diffeventiiven, roeif die Hus:
vrice dadurh an Symmetrie gewinnen.

31. Man Fann die Gleidung 1(x,y)==0 mit ihree Ablci-

df  di
tung ‘K+‘E . %.——.—.0 Delichig vecbinden, um aus ifnen ic:

‘geftb eine in Geiden vocfommende Grdfe ju eliminiven.  Wenn
insbefondeve in der Gleicdung f(x,y)=0 ecine Conftante a vor:
Fommt, fo fann diefe au$ der Abfeitung tweggefchafft, und cine

Bleihung gwifden x, y, ‘J’l;' echaften weeden, dev dic vorgelegte

Gleidung (x, y, a)=0 immer Gendige thut, roeldher Fevth
auch der Gonftante a Deigelegt toerden mag.
@8 fei 3. B. y==ax, fowitd dy=adx, mithin xdy=ydx,
cine Differentiatgleihung, die immer Defteht, wenn y
dem x proportionict ift. €8 fei y’—2ax-x>=a®, fo folgt:
ydy—adx-4xdx=0 odet ydy-xdx=adx.

Witd mit Haffe diefes Ausdrucfes a aus dev urfpeinglidyen
Bleidung weggefchafft, fo Fommt die Diffeventialgleichung:

(P y?)dx? = (xdxy dy)?4-2(x dx-y dydx dx,
oder, nady Potensen von dy geordnet:

y*dy dxy dy dx-(2x*—y Ddx* =0.

Diefe Sleichung ift in Bejug auf g‘?;’ vom jtociten Grade,

fo ’mie bie vorige Differentiatgleichung vom crften Srade war,
Q}elbe enthalten aber nue die ecfte Ybleitung von y nadhy x, und
find deshald von evfter Orvdnun g —

Bevmittelft dec HOheren Ableitungen fann man mefree
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Sonftanten toegfchaffen, toenn folche in der gegebenen Gleichung
porhanden find. €8 fei 3 B. y=a-c*4b-e*, fo witd
dy.—:.(ae"—he'*)dx,
d’y:(ae‘+be“")dx’, ober d"y_—_ydx"‘,
cine Differentialgleichung proeite Ordnung (yugleidh in Hins
d'z
fibt auf die hHdchfte Ableitung &T}; vom erften Grade), aud

roelcher die Conftanten a und b beide verfchrounden find.

32. @ndlich ift noch gu errodfhnen, daf Vie Junabhme einer
Gunction jroeicr Berdndecticher fich auf dhntiche Weife nady Pos
tengen .ber Sunahmen k umd h von x und y entwicfeln (aft,
toie Dei einer Junction von x nacy Potengen von k gefhehen ift.
SMan fese gur AbPGrzung f(x,y)=u, f(x,y4-h)=u', fo wird,
nadh dem Zaplorfhen Sage, twenn man den Reft blod duech r
andeutet: °

, odu k24 ke dmo’
x4k, y+h)=u4k + 5 g5 4+
du _ h*d%u h" d"a
erne - i e e ot 00 o —— .
Ferner aber ift o' =u~-h dy+ 5 dyz+ +nldy"+n
do du d*a _ h? d3u h® d"*+'u .
P T T T K N T T T
allgemein
dny’ dm™u  ,d™+u he _d"+"a

+h-a-;l;a§_+"’ +-1T' 'E{;a;"—- +TI'm.

—————
dxm T dxm

Werden diefe Weethe von u', %%, u. f. f. eingefest, und gef)bs

tig georbnét, fo folgt:
dao  k?*d’n  Kk¥diu
x4k, y+nh)=u+ka;+“§' oyt
du d*n  k?h 4%u
+h b e goay T

\
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h?*d?u  kh? d3u
2 dy? + 1720 dx dy +
he dtu
31dy”®
Dad allgemeine Blied diefes Yusdructes, von der Ordnung n-4-m,

1ot fid durdy S(:%: %;%) beseidhnen, fo vevftanden,

daf fir n und m affe pofitiven gangen Sablen, mit Ginfchluf
von Mull, su fegen find, toelche cine unverdnderliche Summe
n-km geben.  Yudy fire den Reft (aft fich cin abnlicher Aus:
druc angeben, tie bei der Entwictelung von f(x-4-k), der jedoch
biec fbergangen werden foll. —  Gine dhnliche Neifenentwicke:
fung findet queh Gei Functionen von mehr ald sroci vevdndeliz
der Brofien Statt.

+o-

Hnterfucpung beforders ousgejeidineter Werthe
einer Sunction.

33, Dicjenigen Werthe von x, fie weldhe fx Null, oder uns

endlich grof roird, findet man durch die Aufidfung der Sleichun=

gen {x=0, ?1;
Unterfuchung des Ganges einer Function, auf folce Werthe ad-
ten, fie welde die Ableitungen fx, f'x, u. f. f Tull oder un:
endlich grofy werden, Yn dem [lepteven Falle vertiert die Tap:
forfhe Reibe ihre Ghltigheit. Wenn jedodh 3. B. I"x unendlich
witd fit x=a, fx, fx, f'x aber fir alle Werthe von x jwiz
fden den Grengen a ynd b, jwifchen welden ¢ und ok
ligen, endlich und fretig find, fo fann man immer nodh
fegen:

=0. uficr ihnen muf man aber audy, bei der

2
f(ot-k) =fa- kf'a+%—f"(‘a+®k) 3

nue darf die Entwidelung nicht big auf die dritte Ableitung ausd:
gedefut werden, weil, nach der Ynnahme, " unendlich ift.
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Menn nun die Ableitung f'x, for x=c, RNull ift, fo peigt
dies an, daf die Function fx, wihrend x von dem Werthe @
aus im Wachfen gedacht wicd, fich in einem augenblicfliden Stills
ftande Defindet, indem die Ableitung I'x, oder das Maaf dev vees
dndertidhen Starfe, mit welder fx wadft, wahrend x gleihmas
fiig wadft, fir x=c, RNull ift.  Dat jugleich f'a cinen endliz
en, von Null verfchicdenen Werth, fo ift, indem fo verfdhindet,

fla4-k)= foz+]—;-;f"(a+6k) und fla—k)= fa+~l-;—2 f’(a —Ak),

(O und 2 joifchen O und 1),
Nun fann k fo flein genommen werden, daf die Werthe
'(aq4-@k) und f'(e—Ak) dem Werthe f'a beliebig nabe fom:

- men, alfo beide gleiche Seidhen mit ' cchalten, Alsdann hHa-

ben audd die Unterfdbicde f(at-k)—fo und fla—k)—fx mit
cinanber und mit "o gleidhe Jcichen.  Jft diefes Jeidhen pofitiv,
fo ift foo Eleincr al8 f(a4-Kk) und f(a—k); ift e8 aber negativ,
fo ift fo grdfer al8 fla4-k) und fla—k).

Wenn demnach fa Null, und "« endlih und verfdicden
von Null ift, fo ift der Werth von fo entrweder grofer ald die
ihbm u beiven Seiten benachbarten Werthe von fx, oder Fleis
ner, je nachdem der Werth von '« negativ oder pofitiv
ift. Sn vem erften Falle findet, indem x al8 wadyfend gedadt
toitd, ein Webergang dev Function aqus dem Wadfen in das
Abnehmen, d. h. ein Magimum, in dem weiten cin Ucbergang
au8 dem Adnehmen in das Wadbfen, cbenfalld bei wadhfenden
x, d. h. ein Minimum Statt.

Wenn aber mit o gugleich f'e Null wivd, "« aber cinen
endlichen FWerth Hat, der nicht Null ift, fo Fommt:

3
f(o-k)—for =§», f"(e-+-k),
k 3
fle—k) = fa—m 31 f"(x—2k).

Sndem daber k Hinweidhend Flcin genommen witd, fo daf
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f"(at-0k) und f"(a—2k) gleiche Reichen erhalten, fo erhals
ten die Deiden Differengen auf der finfen Seite entgegengefente
Seichen; daber findet weder ein Magimum nody ein Minimum,
fondern nue ein augenblicflicher Stillftand der Function Statt,
nad) roeldhem die Function ju radhfen oder absunehmen forts
fahet, wie vorher,

Ferner tvenn mit fo, £'a jugleich ['o verfdhtoindet, dage:
gen f¥a endlich und pon Null verfchieden ift, fo roird

fla4-k)—fa= ‘]-i—!f”((l-i-@k)

k* .
flo—k)—fa= i f1¥(a—A4k);

e8 erhalten dafer, fobald k Dinveichend Elein genommen twird,
die Diferengen f(at-k)—fo und f(a—k)—fo wicder gleidhe
Seidyen; daher findet toicderum file x==c cin Magimum odec
Minimum von fx Statt, je naddem {Vo negativ oder pos
fitio ift.

Auf dicfe Weife gelangt man ju dem allgemeinen Scluffe:
Wenn i einen IWerth « von x eine ungerade Anzahl dev
Ableitungen von fx, von der crften an, gleichaeitig verfchwinden,
alfo fa==0, 'a=0, {"x==0, « Pr=1(c)=0 witd, die fol:
gende Ableitung 12n(x) aber cinen endlidyen, von Null ver:
fdiedenen TWerth Hat; fo ift der Werth von for ein Magimum
oder ¢in Minim., je nacdhdem {2(c) negatio od. pofitiv ift.

Wenn aber fir x==c cine gevade Anzahl von Ableitungen
von fo an vecjhinden, fo Daf die erfte der nidht mehe ver:
fchtoindenden von ungerader Ordnung ift, fo findet jroar ein
augenblictliher Stillftand der Function, aber fein Wedpfel dev
Ab- und Sunahme Statt.

Beifpiele. €8 fei fx=x(a—x), {o Witd fx=a—2x=0
fie x=4a, feener f'x==—2; folglich ehalt fir x=,;a die
Function fx=x(a—x) ihren grbfgten Werth 1a?,

@8 fei fx=xr=err*; fx=x*[1+logx],
flx__xx [1_'_(1_'_10 .)'l
—_—al X g/) . -
Set man  logx+1=0, alfo x=e—l=-1-, fomitd fx=0,
und vffenbac sugleich £'x cndlich und pofitio.  Folglich ﬁnbet
fie x—'—— (e=2,7182818, 1_0,3648 195) cin Minimum be:

Function xx Statt, deffen Werth etwa 0,6922006 ift. :

€8 i x=(a—x)°, fx=—3(—x%)" ['xz=46(a—x),
f"x==6a; fo. wird, fiir x==a, fa==0, {'a=0, ["a aber nicht
RNull; biee ift alfo ein Stillfeand der Function, die fonft fort:
wahrend, mit twacbfendem x, abnimmt, toie fdon daraus: exil:
let, Daff der Werth von I'x fir jedes x negativ ift, wabhrend zus
gleich ie Kunction offecnbar immer ftetig bleibt.

34, Wenn die Ableitung fx, fir x=c, einen unendlidh
grofien Werth erhalt, fo muf man die Befchaffenbeit dec Fun:
ctionen fx und fx, in der Nahe des Werthes x==c;, unterfu=
den.  Die Yblitung f'x fann 3. B. fir x==a-k, vin
andered Jeichen Haben, ald fir x=—a-4-k, fo lange k
eine fehe Fleine Grdfe ift. Aldann witd die Junction fx, wenn
fie 3 BD. von x=c--k bi8 ju x=o Wadft, von x==a abneh:
men, oder umgefehrt; 8 wird alfo bei x==e ein Weehfel tvi:
fhpen A6z und Junahme, v. §. ein Magimum odee Winimum,
Gtatt finden. Dices ift 3. B., wenn fx=(x—b)*, mithin
f'x::%(x—-—b)—% ift, der Fall fir x=b, wo fx=co wird.
Die Ubleitung ift negativ, fo lange x<<b, und tird pofitiv,
tenn x>>b wicd; bdie Function geht aljo aud dem Abnehmen
in das Wachfen fiber, und der Werth fx=0 fiix x=Db ift cin Mi-
nimum. Diefer Uebergang ift aber niht, wie in den Fallen des
§. 33., mit einem augenbliflidhen Stillftande verbunden. — Sn
andecen Fallen wochfelt die Ableitung fx ihr Jeichen md)t ; inz
dem fie unenblwb ticd; 3. B. flr f\_..(x-b)“ wird

fx=2(x—b)" ¢ i fie x==b unendlich grof. Hier ift b der
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Werth, bei weldhem die Junction fx abbridht, d. h. aus dem
Reellen in dag Fmagindve fbergeht, —  Jm Ullgemeinen ift
die Taplorfche Reibe nidht anroendbar, fobald die Werthe der
Ableitungen unendlich grof terden, d. h. die Junahme fx—4-K)—ix
(a6t fich, fiie folche Werthe von x, nicht mehr nady gangen Potengen

vonk enttoicfeln. So giebt fx=(x—b)% fie x=b, f(x+]'\)-—fx=k%;
melche Formoffenbar mit derjenigen dec Taplorfchen Reihe unvertvags
fidh ift. @8 fei nody fx=1)/a’—x?, fo witd fx==co fix x=a;
felit man-nun x=a—k, fo fommt fla—k)=V"k-}/2a—k,
woeldyer Wecth fich nicht nach ganzen Potengen von k entwickeln (afit.

€8 mag hier audy bemerft erden, daff bei mandyen Fun:
ctionen Unterbrechungen der Stetigheit vorfommen, toahrend die
Ableitungen decfelben immer endlich und ftetig find.  Dabin ge:

o . 1 . 1 ’
hbet die Function arc tg -, deven Ableitung (— 1—_'—_7) be:

ftindig endlich und negativ ift, und welde alfo, fo lange
fie ftetig bleibt, beftandig abnehmen muf.  Bie wird aber
MNull fie x=——co und fiir x=—4co. Bei nalerer Bes
tradtung findet man leicht, daf fie, indem x durch Full geht,
nicbt fretig bleibt, fondern pldglich von dem Werthe — 1z ju
dem Werthe 417 gelangt. Diefe Function nimmt alfo, indem
X bof —co big 0 twadft, von 0 bi§ —ix, hierauf aber, wah:
rend x von O bi8 4-co wAdf, von 1w bis O, beftdndig ab.
1

2
Betvadhtet man indeffen ihre Ableitung - { Senauer, bes

xz

- , '
vov fie noch auf die einfachere Form g gebracht ift, fo fieht

man, dafi diefelbe, flix x=0, die Form c% erhalt, wodurdh fi

der Werth x==0, a8 cin foldher, e nabere Unterfudung ers
fordect, hinreichend Fund giebt. 1eberhoupt toird der Werth von
o(fx) fir x=a immer ndher su unterfuchen fein, toenn der
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Werth a cin foldee 1ft, fiv weldhen die Function fx unendlich

ticd, ober dberhaupt eine befondere Abweichung ihres Ganges
davbietet.

35, Oft erfdbeint dev Werth einer Funetion in unbeftimm:

tee Gorm, ungeachtet ein beftimmter Werth wivflih Statt fin:

, 1 —fx ¢
det. So witd _(E'_':k_),__‘? fue k==0, 2; der Werth aber
ift, tie befannt, die Ableitung fx. — €8 feien @x und Px
stoei Functionen, die fir x==a beide jugleich verfhwinden, fo
witd ihr Quotient y=%§, fie x==a, §.  Um den Werth ju

finden, weldhen y fiir x==a echalt, fege man ¥ Yx=¢x, und
nehme die Ableitung diefer Bleichung, fo fommt,

dy e e o) :

gy PxHyvE=9%, ,
mithin, fic x=a, yWa==g'a ober yz%ﬁ; . . der Wecth
von % fiir x=a, wenn ga und Ya gugleich verfchwinden, ift
ber Suotient aus den Werthen der Ableitungen @'x und Y,

1
fir x=a. @8 fei 3. B. y=11r——3, fo witd y=3% fie

COSX
x=1x; nimmt man aber die Ableitungen, fo ift die bes 3abh-
ferg =—1, die de8 RNenners = —sinx=~1, fix x=4=, alfo '
, . in(x*—a? .
y=1 ber ricbtige Weeth. @ fel y=§i%, fo it

2xcos(x*—a?) 2a
sin(x—a) 0’
d. i unendlih grof, tenn nidht a==0 ift. Fitv a== aber wird
sin(x?) __2xcos(x*)__0
1-= cosx'—' sinx —"0
fir x=03 affo aufs RNeue unbejtimme.

Man muf daher auf den Quotienten

der Werth von y, fir x=2

¢x __ 2x cos (x*)
Yx  sinx
toieder Die obige Regel anwenden, oder den MWerth %—g fuchen.
5
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e 2y__4x? sin(x?
Derfelbe cegiedt fich aleicd 2_”’_‘(*_)0_0?4%2"_(1_’ b =0,

, , sin(x®) .
y 000 —— =0. —
a_lfo gleich 2; 0. h. e8 ift 1_60“_2 fur x=( @3
fei nod y_—_a—:E, fo wird y=12 flr x==0; bev ricbtige
Werth aber it y=loga—Ilogh. — Um den Werth von

(a4xy*—a*
T xr

fir x=0 s finden, muf man 5tveima[ hinteveinanber die Ab:

—

leitungen nefhmen, worauf man y— erhilt.

Dicfe Regel ailt jedoch nur dann, wenn diejenigen Ablei-
tungen von gx und Yx, welde den Weeth des Duotienten :%

nidyt mehr =9 geben, nicht toieder auf andere MWeife einen un:
beftimmten Wecth liefesn, 3. B. % S einem foldhen Falle,

1o, toie befannt, @Gx=+k), WYix-k) fich nidht nach Potengen
von k entwicfeln laffen, muf man eine andere Form der Cnts

- widelung fudhen, um den Quotienten @— fir x=a, u erhal

ten. @8 fei 5. B. px=)/x2—a’, 1,Ux=\/ x3—a?, fo toitd
y=%=g flie x==a, wifhrend ¢'a und P'a unendlich roers

den. Man erhdit aber

3 3
PaH)=Vk .}/ 2apk, Wa+)=Vk:V3a'+3ak+k?,

' @ (a+k) vk V/2a4-k
M =
Vk /327 4-3ak+k?
. VxiZlaa
Atfo ift 3x :a= ,  fie x==a.
x3—a?

=0, fir k=0.
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Sft soifhen x und y eine Gleidung f(x,y)=0 gegeben, fo
folgt durch S*’.thferenturung devfelben:

d d¥+ df dy—O

Werden nun, fur einen beftxmmten Werth von x, und einen ent:

fprechenden von y, die pactiellen QIbIeitungen %f und dyf beide

sugleich Null; fo bleibt das Q}erf)a[tmﬁ unbeftimmt,  Diffe:

ventiict man abet jum jum joeitenmale, mpem man d2x=0
fest, fo fommt

2 2 df
d——fdx"+2 d*f d‘(dy+j E dy? a——d’y_—_O.

Fur die in Rede fte[;mbm Weethe vom x und v twitd aber

a(‘lyf="; alfo Fommt die quadratifbe Gleichung:

d’f dy d’f Jdy | 4
(dx) 25dy ax T o ="
monad) emen doppeften Werth exhalt. — MWenn aud) diefe

Gfeichung den Werth von g; noch unbeftimmt lc'xf;t, fo mug

man ju den Glicdern hdherer Ordnung fortgehen, oder audh,
nad) Umftdnden, andere Fovmen der Entwicfelung von
f(x+k, y4h) fudpen, wenn die Taploridhe Reihe unjuldffig ife.

Beifpiel. @ fei f(x,y)=0x 4y ")’ +2a%(y*—x?)=0.
Durh Differentifven echalt man
(x24-y ?)(xdx4-y dy)-+2°(y dy—x dx)=0,
oder (xf+y’4ia’)ydy+(x’+y2—-a’)xdx=0.

. , d , y .
§ir x=0, witd y=0, alfo d—i:g Diffeventiivt man aber

toeiter, fo fommt:
5 *
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(x24-y 42 ?)yd g8y *4xa?)dy 2 --4xy dx dy
H(y 2 4-3x2—at)dx? =0,

affo, fie x=0, y=0, dy—dx? =0, T==t1.

36. Gin MWerth von fx fann auch unter andeven Formen
0 .
als & vecftedt fein, 3. B. o-co,'% 0 0° u.dgl,, und muf

dann durd) geeignete Transformationen, @ntwidelung in Reiz
hen, oder auf anbderem Wege exmittelt toerben, rooviber fich nicht

toohl allgemeine Megefn geben lafen. 3. B. das Product
xlogx witd 0.co flir x=0; fein Werth ift aber in dicfem Falle

Null. Denn man fege logx=—z, x=e7%, fo ift
A — .
x log x= 5= YR ’
14245tz

¢fn Quotient, der fir z==co, offenbar Null rird. — Der Werth
on 0° ift nicht immer . gleich 1.  Hllerdings ift xx=1 fir

1
x==0; dagegen ift 3 B. X T =e, fiix jeden Weeth von x,
alfo audy fix x==0, wo die Formel in 0° nibergeht.  Jn der

Shat fann man fegen  0°=0t—2=0".0-1 =g—; affo ift 0°

¢ben fo unbeftimme al8 g—

37. Gfr die Antoendung find diejenigen grdfiten oder Fleins
fen BWerthe von fx, von denen in §. 33. gehandelt worden, die
widtigen.  Hiufig ife die Function, von weldher ein folcper
Werth gefudht wird, unter der Form f(x,y) gegeben, d. h. von
swei vevanderlidhen Grdfen x und y abhangig, iwifhen weldyen
aber eine Gleidung p(x,y)=0 befteht. In foldyen Fallen Fann
man jwar y mit Hilfe der Gleidyung @ =0 aus { eliminiven, und
algdann nach §. 33. verfafjren; man fann aber audy, um ju finz
ven, 0b ein Magimum oder Minimum vorhanden ift, ohne Auf:

69

(dfung der Gleihung ¢ =0, das Diffevential
df
dx
fetien, wenn man gugleid) becddfichtigt, dag audy
do
dy

df
df= dx+a} dy=0

dog —
H)—‘-dx+ dy—0

, . dy
fein muf. Gliminict man fodann <7, fo Fomnhey

df dp_ df d¢_,

& 'dy dy dx~ '
eldhe Gleichung, verbunden mit @==0, die gefudhten Werthe
pon x und y liefern muf. — Um gu entfcheiden, ob diefelben
micflih grofte oder Ffleinfre Wecthe find, muf man die jweiten
Ableitungen entwicfeln; nicht felten aber ift e8 fchon aus der Na-
tur der Nufgabe flar, dof ein Magimum oder Minimum vor:
Banden fein muf, und in foldhen Fallen Fann man die Entroicfe:
Iung der Ablcitungen jweiter Ordnung unterlafien.

Beifpiel. In ciner Ehene ift ein Winfel p und ein Punct
gegeben; man foll durd) den Punct eine gerade Linie fo sichen,
daf das gwifhen den Schenfeln ded Winfels befindliche Stirek
verfelben moglichft Flein fei.

Man nchme den Scheitel des Winfels » sum Anfange,
und feine Schenfel ju Apen der Cordinaten, und nennc x und
y dic Stiicke, weldhe die gefuchte Gerade von den SchenFeln ab-
fhneidet. @8 feien ferner a, b die Goordinaten ded gegebenen
Punctes; fo ticd die Gleihung dev gefudten Geraden fein:

:—:—+§;=1 (two u, v die laufenden €oord. find), und, da fie

uz==a, v=b mecden muf, damit die Linie durd) den gegebenen
b .

Punct gehe, %+§ =1, ober ay-+bx=xy. Gerner echilt

man fic dic Lange 1 deg abgefchnittenen Staefes:
12 = x4y ?—2xy cosy.
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Da 1, und mithin 1* moglidhft flein fein foll, fo muf man Ha:
ben 1d1=0, alfo:

(x—y cosy) dx+4-(y — x cos y)dy =0;
gugleid aber:  (y—b)dx-(x—a)dy=0; folglih al$
Endgleichung: :

(x—y cosp)(x—a)=(y—x cos¥)(y—b).
G‘fliminirt man_y* mit Hilfe der Gleihung ay-+bx=xy, und
1aBt man den Factor x weg, welder die Aufldfung x=0,
y:}.O, 1=0 giebt, die fich von felbft verfteht; fo fommt die
@Ie@ung (x—a)?—Db cosy (x—a)*--ab cosy (x—a)—ab?=0,
durch deren Nufidfung x beftimmt toerden muf. —  Jft 3 B.
der Winfel y=1x, cosy==0, fo folgt: )

3 _ 3
x=a-+}/ab? und eben fo y=b-4V'ba?,

al8 die abgefhnittenen Stircfe der Hpen. —  Jft a=b, fo
folgt x=2a=y. = -~

88. Gs Fann aber auch veclangt toerden, daf f(x,y),

¢in Mag. od. Min. fei, ofhne daf groifdhen x und y irgend eine AbHan-

gigFeit beftehe. Man fege u=1f(x,y), W=I(x+k, y-+h), fotwird

, df df 4*f k? 43 d*f h?

wenn man bei den Glicdern der jtveiten Ordnung frehen bleibt.
@fobalb fio nun x und y fo beftimmen laffen, daB ugleich
d !

&zﬂ, d~;=0, die Glicder der sroeiten Ordnung aber nidt
verfdroinden, fo Fann ¢in Magimum oder Minimum vorhanden

fﬁi:;f Man fege jue AbEarsung %3—“:5=a/ afi':(TfJ",:?b/
%Ez=c, fo geben die Gficder der jweiten Ocrdnung, mit
Weglaffung der Hdheven,

w'—u==ak? 42bhk 4ck?, .
ro man h und k binveichend Flein nehmen muf, damit die ho-
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Deren Glieder Feinen @influf auf dg8 Reichen der Differen; w'—u
austiben. Damit nun u ein Mag. Io. Min. fei, muf die Differeny
u'—u e Beidben nicht dndern, wie audy die Jeidyen von k und
b geandert werden mbgen. Man exhalt aber aus dev vorfiehens
don Gleidung, vorausgefent, daf a nidt RNull ift,

, u__(ak-q—bl1)2+(ac—b’)h2 __f(aq+Db)® 4 ac—b? L2
= —_— T ——————— ]}
a

u-—
a

’

wenn k=qh; tovaus Hervorgeht, daf die Differen; u'—u ihe
Seichen nur dann nicht dndeen wird, renn ac—b? nidt <0 ift.
Denn ware diefer Werth negativ, fo Fonnte man der gany un:
beftimmten Groge q forohl Werthe geben, die den Jabler pofi:
tiv, al$ anbdere, die ihn negativ madhten. §ft aber  ac—b?
>0, fo fann offenbar tedec a nady c gleich Null fein, und
beide miffen gleihe eichen haben; alsdann witd u'—u pofitiv
obet negativ, je nachdem a pofitio oder negativ ift.

. Gin Magimum oder Mimimum der Function f(x,y) findet
f f , , ,
alfo Statt, roenn :—;:0, % =0, bdie OGlicder der oeiten

Ovdbnung  ak®~42bbk4-ch? aber fo befhafen find, daf
ac—b? pofitiv ift. Und jwar findet das Map. Statt, wenn
a, und mithin aud c, beide negativ; dag Min,, tvenn a und
¢ beide pofitiv find. Aud giebt e ein Magimum oder Mi
nimum, toenn ac—b?==0 ift, ohne daf a und c, beide jugleich,
RNull find, — Werden die Glieder der rweiten Ordnung mit
denen der erften jugleich Null, fo muf man ju den Hodheren Ord-
nungen fortgehen, um gu entfcheiden, ob dberhaupt ein May.
oder Min. vorhanden ift, und reldhed von beiden.  Dies foll
jedoch Bier nicpt rociter ausdgefiibet roerden.

Beifpiel. €3 fei f(x,y)=xy(m—x—y), fo toird
dt , df
g =% (n—x—2y), ;1;=.Y(m—y—2X)- Die Glicder jtociz
ten Ordnung find —2yk?4-(m—2x—2y)kh—2xh2. Man
cehalt Daher jur Beftimmung ded Grdfiten oder Keinften
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m—x—2y =0, m—y—2x=0, woraus x==y=jm. Die
Gtlicder der rociten Ordaung find

—m(k*3kh+h?)= — 3m (k410" -+ 1275
vafer findet cin grdfiter Werth Statt, wenn m pofitiv, ein Flein-
3
ftec, wenn m negatiy ift. Dev Weeth von £ ift dabei ('53) .

39. Das mwidptigfte Hierher gehdrige Beifpiel ift die Mes
thode de Pleinfren Quadrate, Deven man fid) bedient, um
aus ciner grofien Anzahl von Beobadtungen dicjenigen Refultate
§u echalten, weldye mit der Sefammtheit der Beobadtungen am
beften dbercinftimmen. ©$ fef 3. B. y cine Function von x von
folgender Gorm: y==ax™-bx"4-cxP; man Fennt die Erpo-
nenten m, n, p, weldbe Haufig 3. B. die Jablen 0, 4, 2, oder
1, 2, 3 find; und jur Beftimmung der Coefficienten a, b, ¢ hat
man fir jahfreiche Werthe von x die entfprechenden Werthe von
y beobachtet. Bdren diefe Werthe von y genau, fe braudhte
man deren jur Beftimmung der drei Goefficienten a, b, ¢ nuc
drei; da fie aber alle mit Beobadhtungs - Jehlern bebaftet find,
fo titd, wenn man fich filr a, b, ¢ die richtigen oder wenigs
frens die der Fahrheit mdglichft nabe Fommenden Werthe, fire
x-und y aber die sufammengehdrigen Beobachtungswerthe ges
fett denft, die Gfeihung jroifhen x und y niemald genau e
- filit werden, oder die Diffeven; '

axP-bx"fexP—y=u
witd niemals genau Null fein, fondern Dafd einen pofitiven, bald
einen. negativen Fepler dacfiellen. Man Fann fie aber nidht unz
mittelbar al8 dag Maaf des Feblers anfehen, weil ¢8 in der
Ratur dev Sade fiegt, daf Das Maah ded Feblers immer po-
fitio fein muf, in roelhem Sinne derfelbe audy Statt gefunden
habe; indem fonft ein negativer Fehler als ein BWortheil, im Se-
genfate eines pofitiven Fehlers, angefehen toccden mitfte, was
offendbar widerfinnig ift. IMan wahit demnach das Quadrat vos
u jum Maafe ded Feblevs, und beftimmt die unbefannte Werthe

3

pon a, b, ¢ fo, daf die SGumme aller durd) die Duadrate von
u gemeffencn Gepler, mdglicft Elein fei. Man fege demnad
851+blll+dl'—y1=ul,
ag, 4-bh, 4 cl, —y2=u,,
allgemein:  aga+Dbhad-cln — Yn==ta; ,
in welden Glcidungen g,, by, 11 die Werthe bedeuten, toeldye
die Potemgen  x™, x», x»  fle x=%, erhalten, roobei y, dev
beobadhtete Terth von y ift; chen fo wie gy, hy, 1, dem
Werthe x, entfpreben, fiv welden ya der Deobacbete Terth
von y ift; w. f. f. fiic die @brigen. 9(tsdann foll alfo die Sum:
me uy2ouy?A-eeu,?  ein Minimum fein; odee v
(agl-l-bb,-l-cll—yl)’+(ag,+bh2+c1,-—-72)’+'“=Min.
Da die Werthe von a, b, ¢ unabhangig von einander find, fo
muf, um vorftehende Quabdratfumme moglichft Elein ju machen,
jede ifyeer Drei Ableitungen nacd a2, b, ¢ fic fid RNull gefett
merden.  SNimmt man alfo die Abfeitung guerft nach a, und fest
fie Jull, fo erhalt man folgende Bleichung:
(agl'l'_bhx+dr—Y)g'1+(ag-z+bh2+C12—'Y2)52+‘"=0,

*cldhe guc AbFirgung folgendermafen gefchrieben tverden mag:

azg?-bzhg 4 czhl=xgy.
Auf diefelbe Weife cchalt man nody sroei Gleichungen, indem
man die Ablcitungen nach b und ¢ Rull fest, namlich:

azgh~-bzh? +czhl=zhy.

aZgl+b2hl+ csl?=7sly.
Aus diefen drei Gleichungen find die Werthe von a, b, ¢ ju bes
technen, welde fid der Gefammtheit der Beobachtungen am be-
ften anfcliefen. Wil man ficd noch uberseugen, daf Ddiefe
Werthe wicflich die Fleinfte Duadratfumme liefern, fo fege man
a0, bpB, 4y  fir a b, c; alédann geht w, in
u,4g1o+h, B+, ud. Quadratfumme u, ?—4ug e un’
ober Tu? in  s(u-tgobp+1y)? lber. Gniwicelt man die:
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fen Yusdbruct, fo Fommt Zu--3(ga-th3+1»)2,  toeil die
Glicder der ecften Ordnung, nimlihy 2su(ge+hs+ly) oder
20zug+28zuh+2y5al Null find. Man fieht alfo, daf die
Glicder dev jrociten Ordnung, namlich “(ga-t-hi+ly)? immer
pofitiv bleiben; daf alfo wirflich ein Minimum von su? Statt
findet.  Jnbdeflen ift ¢s fchon von felbft einfeuchtend, daf die
Quadratfumme einen beftimmten grdfiten Werth nidht hat, ei:
nen Flevim'ten Dagegen Haben muf.

Anmerfung. Wenn nur eine Grofe x gefudt wird, fic
welde man bei verfchicdenen Beobachtungen die Werthe
a1y @y, w2, gefunden hat, fo muf man, nacdh diefer Regel,
x fo beftimmen, daf

(x—a, )2 -(x—25) = ++s 4-(x—an)? == Min.

witd,  Hievaus ergiebt fich fofort x-=a‘-!'a":"'+a"

’b. h. das a:i_tf)metifd)e Mittel aus den beobachteten Werthen.
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Anwendung der Diffeventiolredmung auf die Theorvie
der Anmen Liniew und Sladyen,

Gbene Curpen.

40. Q:.SBenn jut Beftimmung einee Curve die Sleichung
i(x,y) =0 swifdpen rechtroinflichen Goordinaten x und y gegeben

ift; fo wird angenommen, daf reder die Gunction f(x,y), nody
af  df 4

irgend cine ihrer partiellen, Ybleitungen, wie v &y &’
u. f. 0. vieldeutig fei, fondeen daf, roenn fite x und y Delie-
bige IWerthe gefent roerden, die Function £ und ihre Ableitungen
jedesmal nut cinen beftimmten Werth erhalten. it alfo die vor:
gelegte Gleidyung algebraify, fo madpe man fie vational; fiber:
haupt aber befeitige man jede Bieldeutigfeit, welde dad Jeidhen
fiie ivgend eine Operation nody ubrig laffen Fonnte, durd) eine
beftimmte Annahme dber die Bedeutung defjelben. Deflen unge:
adytet - giebt €8 guroeilen noch . einjelne TWerthe von x und y,
roelche die Function £ oder ifre Ableitungen unbeftimmt madyen
Eonnen (vergl. Unm. ju § 2005 man wicd aber [eidht erfehen,
in wie weit die folgenden Sage fie folde befondere Werthe ju
gelten aufbdren, Ddeven Gbrigens funftig nidt teiter crwdbut
werden foll.

n der Curve f(x,y)=0 feine gwei Puncte a und b belie:
big, aber doch fo gerahit, daf swifden ihnen ein Bogen ab
ununteebrodben forttauft (Fig. 1.)- Werden dic Coordinaten die:
fer Puncte duedh x, y; x, y' bescidwnet, fo ift die Bleihung der
Sehne ab: ’

v_y_—z—,—};(u—-x). (u und v find laufende Coordinaten.)
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Dreht man diefe Serade um den feftbleibenden Punct a fo, daf
der sroeite Durdfhnitt b fidy dem evften immer mehr nahert,
fo wicd deefelbe (b) endlih mit diefem (a) sufommenfallen.

Dabei geht der Duotient Z—__}:=§£ dburch eine ftetige Folge
von Werthen endlich in das BVerhaltnif der verfdyroindenden Juz
nahmen von y und x, d. i. in % uber; und man erhalt die

folgende Gleidhung fite dicjenige gerade finie, mwelhe die Ridy:
tung der verfdhwindenden Sehne in a bejeichnet:

d
V—y= a—)-;(u—x).

Diefe gecade tinie heift die Berdhrungslinic ob. Tangente.
Die Gleichung ciner im Berdfhrungspuncte auf ihr fenfrecht fte-
Henden Geraden (der Normale) ergicht fidh Hievaus fofort:

u—x+g—§(v-y)=0.
Um das BWerhaltnif g—i su finden, Draucht man- nue bie'@ilei:

dung f=0 zu differentiiven, und hicvauf die Coordinaten des

Punctes a cingufesen. Schreibt man fiir :ile feinen SWevth, roic

i df | df dy
P "ec o : ur Y ? e
L fio aus dev Gleichung -+ oy =0 ergiebt, fo echalt

man eine andere Form fiie dic Gleichung dev Tangente, namlich
df ., . .

K(u—x)-}.g’ (v—y)=0. Um mithin fir jede beliebige
Gurve die Gleihung der Iangente. ju crhalten, diffeventiive man
bie @leiung der Gueoe; Dies giebt

{dvcibe Diecauf u—x fatt dx, und v—y fratt dy, — Rie
Gleidung der Normale (36t fid) {reiben: -

df
dx+E§dy=0, und

daf - af
(E, (u"‘x) ='d—x (V—y)o .
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©8 fei o der Tinkel, toeldhen die Tangente mit der Are dec
x einfcliefit und der alfemal in dem Sinne von der pofitiven
e der x nadh dev pofitiven Age der y gesdhit werden muf, fo

ift tg a:..—%l;. Werden alfo 3. B. Ddicjenigen Tangenten ver:
langt, welche gegen die Age dev X Die gegebene Neigung o has
ben, fo echalt man jur Beftimmung et fammtlidhen Berifhrungs:
puncte diefec pavallelen Tangenten die beiden Gleichungen -

df
dx

Fhe diejenigen Puncte indbefondere, w0 die Tangente der Abfciffe

‘ df
f(x,y)=0 und +3y tg a=0.

pacallel ift, wicd % =1ga=0; bda aber, WO fie der Ordi-
nate pacallel ift, wird ‘g;-‘, =cotga==0. — Dabei findet 3. %

. . , . dy dfy

¢in Magimum dev Ordinate Statt, toenn, indem —=0, —3
dx dx

nicht Null, fondecn endlich und negativ ift, ein Minimum, roenn

i b .,

a;’;r pofitiv ift.

Beifpiel. Die Gleibung fir einen Kegelfchnitt,
y?=2mx-nx*,  giebt diffecentiict: ydy =(m-}nx)dx;
mithin die Gleidung der Tangente: y(v—y)=(m—+nx)(u—x),
oder yv—(m-+nx)u=my, weil y?—nx’—mx=mx ift;
wo x und y die Soordinaten Des Berlhrungspunctes, u und v
die Goordinaten cines belicbigen Puncted der Tangente bedeuten.

44, Anter allen Geraden, roeldhe durd) einen Punct a der
vorgelegten Curve geogen toerden fonnen, {dlieft fidy die Sans
gente am nddften an die Curve an, fo Dag fidh Feine andere
®erade in der Nahe des Berdhrungspunctes jwifchen ihe und
der Gurve hindurchgehend gichen 1a8t. Denn 8 feien x'=x-+k,
y'=y-h, bdie Coordinaten eines dem Beviihrungspuncte belies
big nahen Punctes der Curve; man denfe fid die Gleihung
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f(x,y)==0 nad y aufgeldft, und e8 fei y=g¢x der Ausdruct
fic den Aft der Curve, in weldhem fid) "a Dbefindet; d. b.
y==ox ftelle diejenige Wurgel dev Gleichung (x,y)=0 vor,
welde, fobald fir x die Abfeiffe des Punctes a gefest tird, die
Ordinate deffelben Punctes alg den Werth von ¢x giebt; — fo
fhat man

¥ =90a+k) = x4k’ (x-+0k); (® jwifchen 0 u. 1),
vorausgefest, daf ¢'x fir den Punct a nicht unendlich grof
witd.  Die Gleihung der ZTangente an demfelben ‘puncte ift
v—-y_tpx(u_x), mithin, u=x'=x+k, und v=v' gefeit,
V=¢x-4¢'x.k. v eine andere durc) a gehende Gevade fei
v—y=A(u—x), und wieder, u—x=k, v—y=v, gefesit,
vi=gx4+Ak. Daber betragt der Unterfchied groifcben dec O
dinate der Gurve und der Jangente, fir den Punft, deffen A6-
feiffe x'=x+4k ift, y'—v'=[¢'(x4+0k)—¢'x]k; dagegen dev
Unterfchicd roifchen der Ordinate der Curve und der Seraden,
fir diefelbe Abfciffe x', y'—v.=[¢'G+GK)—AJk. Jnbdem
nun k fich der Null ndhert, ndhert fih audh) @'(x-+-0k)—g'x
offenbar der RNull, dagegen @' (x-+Ok)—A  dem von Rull ver:
fchicdenen TWerthe ¢@'x—A; Daher wird nothroendig fir fefye
Fleine Werthe von k, der Unterfchied y'—v{, b. . die Ybtvei-
dung der Surve von ihrer Tangente, in der Ridtung ver Or.
dinate gemeffen, Fleinec af$ die Dev Curve von der Seraden;
folglih fann die Gerade nicdht ywifcden der Curve unb ibrer Tan-
gente binduvchgehen; 1. 3. b w.

g,lﬂmerfung, MWenn g—%’:go’x unendlich grof ift, fo fin-
det Die obige @leidung y' =—gx+P(+0K) -k nidt Statt;
algdann fann man aber umgefehrt x al8 Function von y be:
tracbten, fo daf & 7o=0, upd x=vy, X=Yy+¢'(y+6h)-h
3 fegen ift, motauf ber Beteis der namliche bleibt.

- / : P
’ A o . Lo v
FEPRNCERIY 5% ST UG R A
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d ‘1
42, Bovausgefent, dab d—v—q) Y o S Y —¢'x reelle urid

endliche Werthe haben, fann man fegen:

Wy =geHR =gk kg ok £
Da nun fir bie‘ Rangente  vV'=¢x-+@'x.k ift, fo dridt
y'—v'=(p"(x+@k)% den Untecfdhied groifchen dec Ordinate

bec Guroe und der Tangente in der Nabe des Verdhrungs-
punctes aus, reldher Unterfdied mithin ftet8 gleiches Seichen mit
cp”(x+®k) fat. Man Fann k immer fo flein annebmen, daf
y' und v' gleihe Seichen haben. Ferner liegt offenbar dle Tane
gente auf der der lefcx,ﬂ'e sugefehrten Seite Der Curoe oder auf
der davon abgefehuten, je nadhdem der Werth von y, abgefchen
vom Reichen, grdfier oder Feiner ift, a8 der von v'. Sn dem
erfteven Falle haben y' und y'—v' gleidye Jeichen, in dem jrveiz
ten Falle (roenn y' ndber an Null ift als v') Haben fie verfdic:
dene Reidhen; mithin Haben aud y' und @"(x4-0k) in dem
erften Galle gleiche, im roeiten verfchiedene Jeidhen, und folglich
(ba man allemal den Werth von k fo Flein nebmen fann, daf
y und y', ¢"x und @"(x+-0k) gleiche Jeichen Haben), toerden
2

auch y und gv"x=d—(;¥ gleihe oder ungleiche Seichen bHaben,
je nachdem die Tangente auf der der bfeiffe jugefehrten oder
auf der davon abgefehrten Seite der Curve liegt. Da aber die
Fangente fich immer auf Dder erhabenen 6exte der Curve befin:
bet, fo erhalt man folgenden Saf:

Sn irgend cinem ihrer Puncte fehrt die Curoe der Ape x
ibre etf)abene oder Hohle Seite gu, e nacbbem fire diefen ‘})um‘t

die bnbmatc y und ihre groeite %Ib(ettung o g[excbe oder uu*
gleiche eidyen haben. — Wenn y=gx durd) Rull I)mbum

‘l
gehend fein Seichen’ dndert, baben aber g-—; =¢"x  endlide
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and vor Null verfdicdene Werthe von gleichen Seichen behalt;
fo febet Die Curve auf dev einen Seite ihre Hoble, auf dev ans
dern ihre echabene Seite der Abfeiffe gu, toobei fie in ihrem
gaufe gar Feine Aenderung erleidet (Fig. 2.).

2 '
Wenn aber gT{ RNull wird, y mag gleichfalls verfchroing -

oder nidht, fo fdhliefit die Curve an b}efet Stelle fih enger an
die Sangente an, mit der fie cine Bevhhrung der jweiten Ovd:

nuhg bat. Verdndert da:;‘é," bei diefem Durdygange durch Null

fein Seichen, fo geht die Curve von einer Seite dev Tangente
auf die andere dbec; cin foldper Punct beifit ein Wendepunct;

behitt abet ‘;—x!’ fein Beichen, fo bleiot die Curve auf derfelben

Geite der Tangente, und 8 findet nue eine Beruhrung grocitec
Ordnung Statt. |

m Nligemeinen findet dberhaupt eine PBecitheung nter
Ordnupg mit der Tangente Statt, fobald die fammtliden AOs
- leitungen von y==¢x bon der jtociten @"x b8 jur nten @x
jugleid verfchroinden. Dabei toirtd, wenn teder ¢'x  nodh
gr+1(x) unendlidy find, fire die Curve:

kn+1
y =¢x+¢'x kg H(x40k)- (o0

und fiie die Tangente v'=@x-4-@'x-k. Diecaus ergiebt fic,
vaf allgemein der Unterfhied der Ordinaten
' kn+t
y'_v'=(pn+l(x+0k) . G_—.H_)—!

I

in ber Nacdhbarfhaft des Puncted (x¥) fein Qeichey an:
vert, je naddem kn+t gl fehr fleine Weethe von k, mit
ungleihen Seichen, entgegengefetite Jeichen erhalt, ober nicht;
mithin je nadhdem n-p14 ungevade oder gevade ift.  JIn
vem ecften Falle mwird die Gurve von dev Tangente in dem
Berihrungspuncte jugleiy gefchnitten, in dem groeiten nicht. 2Alfo
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ift fberhaupt mit ciner Bevuhrung nter Ordnung ein Wenbde:
punct verbunden oder nidht, je nadhdem n gerade oder ungerade,
oder je nachdem Die crfte nicht mehr verfdyroindende Ableitung
(bie n--1te) vou ungerader oder geraber Ordnung ift.

¢ < 1 d 2 4
Beifpicl. Fir y=x® wid =3y, g?}—“ﬁ"’
3 _
g’_‘%f:& @O[}Et ﬂt‘lbtt ffw x_o, y=0 c¢ine %erﬁbrung

srociter Ordnung mit der Ape der Abfeiffen, und ugleich ein
Wendepunct Statt.  Uebrigens fehrt die Curve uberall ifhre er:

, d:
habene Seite der Abfeiffe su (Fig. 3.), weil y und de’

all gleiche Seichen haben.
Flr y=x* ticd

uber:

d*v

dx?

2
dy 4% &Y _ g0

dx dx?

dx?

Daber findet im Anfange der Coordinaten eine Berhihjrung der
dritten Ordnung, aber Fein Wenbepunct Statt (Fig. 4.).

4
— 24y, ‘;—X{-=24.

43. @3 toird, toie bisher, angenommen, daf die erfte Ub:
, dy ,
leitung von y, a—i, einen endlichen Werth hat. (BVgl. Unm. 3u

§ 41.) Ylgdann ift ein merfrofirdiger Punct angeeigt, twenn
Die_sroeite, odev iiberhaupt eine Hdhere (nte) Ableitung unendlich
grofy toitd, indem._die_vorhergehenden endlich Dleiben. — Um die
Befdbaffenheit eines folden Punctes mit grdferer Klarheit u
beftimmen, foll die Unterfuchung auf algebraifche Junctionen be-
fchrantt werden. E8 fei alfo f(x,y) eine algebraifche, rationale,
gange Gunction von x und y, und I(xy)=0 bdie vorgelegte
Bleihung der Gurve. G ift Flar, daf die fammtlichen partielien
Ableitungen von £ nach x und y ebenfall vationale und gange
Qunctionen find. Nun fei A der grdfte gemeinfhaftliche Factor

df df

. df
der beiden Polpnome i und dy’ alfo "= deg,

6
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(—lf—zl'll’/ ‘wo 4, ¢, P drei gange Functionen von x und v

dy”
find, von denen die Oeiden fegten Feinen  gemeinfehaftlichen

Kactor haben. €8 ift mithin

dy aft df |
'&—_&.a;—— (]JJP,

und man fibevjeugt fich feicht, daf bei fortgefester Diffeventia:
L e e ,an ,
tion die Hoheren Abfeitungen toie (&% von der Form % fein

mifien, in weldper P und Q groei gange Functionen von x und
y find, Q aber nuc eine Poteny von Y fein fann. Wenn nun
fiir ivgend einen endlichen Wertl) von x und einen entfprechenden

endlichen Werth von y, %% unendlich groff wicd, fo muf offen:

bar Q und mithin Y=0 fein. Teil aber %ffw diefe Werthe

von x und y, weldhe ¥ perfchoinden madhen, einen endlichen
Wecth behalt, fo muf augleich audh o veefhroinden; mithin muf

if ,
fir foldpe FWerthe gugleich %—E:O und é—;:o fein, alfo der

Werth von :ilz, unmittelbar aug der algebraifchen rvationalen
X

Sleidung f(x,y)=0 genommen, untee der Form ¢ erfcheinen.

44, Diefer Sa darf jedody nicht umgefehrt werdens v. .
der Werth von g—y fann Ddie unbeftimmte Form g erhalten,
X

ohne Ddaf desroegen Hdhere Ableitungen unendlich groff tverden.
Um die Bedeutung der Form § feftsuftellen, feien a und b Wer:

, df
the von x und y, fir welde sugleich i(x,y) =0, 37::0'
df , . ,
5§=0 witd. Seht man junachfe blos fir x feinen Werth a

in biefe Gleichungen, fo ricd der sugehdrige Werth b von y die
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beiden Gleichungen f(a,y)=0 und (‘;—;:0 sugleich Defriedigen.

Wenn aber ein Werth b von y ivgend ein ganzes Polpnom ¢y
und jugleich feine Ableitung @'y verfchroinden madht, fo L3t fich
leicht geigen, daf die Gleichung Py=0 toenigftens jroeimal die
Wursel y==b enthalten, aljo durdy (y—b)" theilbar fein muf,
wo n tenigftens gleich 2 ift.  Denn nach der Vorvausfesung ift
Ppy=(y—b)y, und jugleiy ¢'y=(y—bFy, too v und F ric:
der gange Polynome find; mithin, roenn man die Ableitung ded Aus:
druckes fir oy nimmt, wicd ¢'y=F—bWy+yPy=(y—b)Fy;
daber muf auch Yy durdh y—b, alfo @y durd) (y—b)? theil>
bar fein, w. 3. b. w0, :

Demnady giebt in dem bier befprochenen Galle die Gfei-
dung f(x,y)=0, fiix den Werth x=a, mehrece gleiche Werthe
b von y, und da jeder Weeth von y, der demfelben Werthe von
x entfpricht, einem anderen Yfte der Curve jugehdrt, fo mifen
in dem Puncte x=a, y=Db mehreve Nefte jufammentreffen;

oder der Punct, wo %:% witd, ift cin vielfader Punct.
@in foldh vielfacher Punct fann oft der geometrifhen Anfdau:
ung und Seihnung adnglich entgehen. I. V. die Gleichung
yo=x® giebt 5 Werthe von y, alfo ebéw fo viele Yefte der
Guroe, von denen aber nur einer veell ift, wifhrend die Gbrigen
vier tiberall fehlen, aufier in dem Unfange der Eoordinaten, 1o
die Gleidhung y*=0 finf gleiche Wurseln giebt. Diefer Punct
ift mithin als ein vielfacher Punct angufehen. —  Aug dev Glei:
dy 0
&0

-2
5

dung y® =x* echalt man: By‘dy=3x"dx, alfo

dy

3
fite x==0, y==0. Getst man aber y==x", fo Fommt L= 5

i
w|es

=38y? =0 flr x=0, y=0; ferner

Daber wedfeln in diefem Puncte x und

6 *

/gr I
- ‘)‘
LK
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‘:.L" indem crjteres durc) Null, fepteres durd) oo geht, beide
dy

2/

sugleich ire Seihen, welche fir pofitive y pofitiv, filv negative
y negativ find; mithin Fehrt die Surve, die Aye dev'y augleich
perithrend und fdneidend, devfelben fberall ihre crhabene, oder
ver Age der x ifjre hohle Seite gu. Der Anfang der Coords A ift
mithin gugleich ein Wendepunct (Fig. 5

Sn anberen Kallen abev geigt fih ein folher Punct, fie

toeldhen -x unter dev Form o erfcheint, wirklich als ein vielfas

dec Punct, toorin fich mehreve Acfte fchneiden, die entweder u-
gleih in demfelben abbrechen (cine Spite), oder durdh ihn
hindurchgehen (ein Knoten).

, d .
Die Gleihung y* =(x—2)(x—3)* giebt %=3 fiie

x=3. £oft man fic aber auf, fo fommt

3x—17 d*y _ , 3x—b
Vi— &y __ g ox—f =2 .
(=3 % dx 2)/x—2 & 4\/x OTY

mithin fir x=3, y=0, ———-ii,@—-ii S diefem
Puncte P fchneiden affo die beiden Aefte der Curve BCPD und
BEPF cinander; ¢8 ift ein Snoten (Fig. 6.). Fhr den Seheic
tl B it AB=x=2, y=0, %:0. e dic Puncte C
ud E ift

d 2 dy :
=} dy— ) V=T33 axE '—:':Jf‘/:;’

die Curve ift affo an diefen Stellen der Adfciffe parallel und der
Werth der Ordinate ein Magimum. . Uebrigend behalten die hod-
heven Ableitungen % u. f. f. fie x=3, fommtlihy end-

fiche Werthe. ’
Die Gleidhung (y—x2)?==x" giebt diffeventiivt j-—f:»g fie
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x=0, y==0. Bird fie aber aufgeldft, fo fommt y=x* 3

d ?— (l2y :l‘ e , Ve
(%—-2:(_,\", ax? =2=k'Px%  Fir x=0 wird mithin

:}%’-_—_0, ‘: Y =2, dagegen die dritte Ableitung unendlich gro.
Hier brechen die beiden Aefic der Curve, indem fie jufammen:
treffen, ab, weil x nicht negativ toerden Fann, und eg entfteht
eine Gpite (A, Fig. 7.). Der cine dicfec Aefe, AB, fir wel:
den in der Gleichung das Seichen + gilt, bat fortrwdhrend po-
fitive und wachfende Ordinaten, und Fehrt feine echabene Sceite
gegen die Abfeiffe. Der andere Uft ADEF ift gegen die Abfciffe

t 8\?
cehaben big ju dem Wendepuncte C, wo %:0, x=(1_5) ,
dy__2(8Y* o @ . "
i _.3( 15) ift, hievauf fteigt ev bis ju dem Puncte D, two

, . , , dy 4\*
ein Magimum von y Statt findet, indem K‘_"O’ == 5) ,

2 .
%Z-:—l ift, und fenft fich fodann, big ev bei E, wo x=1,

die Abfcific durdidhncidet, von twelder ev fich dann auf der an:
deven Seite immer mehr entfernt.

, . o . dy x—2x3

P 2y .yt e e —
Die Bleidhung y*=x*—x* giebt "=y
fiie x==0. Witd fie aufgeldft, fo Fommt y==%Vx?_x¢,
dy . 1= &%y NG S )L S S '
NEECI T S Ynfange e

, , ly I*y .

Sootdinaten ift daber :—;‘;:il, ;1;2“:0- Die CGurve hat

mithin biee cincn Knoten, in toeldon fid roci sfcftc febneiden,
und jeder von diefen jugleich cinen Wendepunet. Biv x=1
1oitd y==0 und die Tangente der Ordinate parallel. ~Dagegen
fiir x2=21 toird y?=1 und dic Tangente der Abfciffe pavallel.
Uebrigens ift die Gurve in einem endlidhen Roume enthalten, va
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x? nicht gedfer ald A und y? nicht grofer ald | tverden fann,
und fie febret dec Abfciffe tberall die Hohle Seite ju (Fig. 8.).
Sutoeilen giebt 8 Werthe von x, weldhen ein veeller Werth

pon y entfpridht, fiiv den aber die erfte, ober fiberhaupt irgend
eine Ableitung, imaginde twird. BVon einem foldhen Puncte ift
gav fein Fovtgang auf der Curoe moglich; e8 ift eingelner, der
Guroe gugeordneter Punct. 3. B. wenn y =41V x—2,
fo fangt die Gurve da an, o x=-+2, filr Fleinere und nega-
tive Adbfciffen aber wicd y imagindr. Sest maw jedoch x=—1,
fo witd y—0; bdies ift ein cingelner  jugeordneter Punct
D, Fig. 9.). Man erhatt

dy  306—1) Ay 3(x—3) |

&2y /x—2 dx* T 4)/x—2"
" die Wevthe diefer Ableitungen werden imagindr fir x=AD=—1.
Fiie x=AB=2 tvird die Gurve der Ordinate parallel; fie ift
gegen die Abfciffe Hob! bis ju dem Wendepuncte C, wo x=3,

Gl y=(+DVxH2  wird

dy_, Gx=D(G+1) d%y __ 36x*—1dx+-5),
dx—— 2\/—)(___.5 ! dx? - 4\/&:_2)3

’ 2
e x=—1 witdb y=0, :TZ imagindr; diefe Werthe geben

alfo einen gugeordneten eingelnen Punct. Gin Wendepunct ift

Da, w0 5x?_14x4-5=0, alfo x=7+;/24 toird.

45. Wenn eine Gurve Aefte hat, die fich in das Unendliche evs

fvecten, fo nebmen diefelben oft, je weiter fie fovtgehen, Defto -

mefr cine Deftimmte Richtung an.  Diefe Ridhtung twicd durdy
cine gevade Linie begeichnet, toelcher fid die Curve in ihrem Laufe
mehr und mehr anndbert, und die al$ dic Tangente cined uns
endlich entfernten Punctes gu betracyten ift.  Cin Beifpiel iers
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von licfert die Hyperbel, weldpe beFanntlich roci geradlinigte
Afpmptoten hat. Soldpe gevadlinigte Afpmptoten giebt es aber
audh bei viclen andeven Curven, und um fic ju finden, muf man
untecfuchen, ob, fir uncndlich entfernte Puncte der Curven, die
Tangente eine beftimmte Ricdytung erhalt, ob alfo die Curve fich
fibechaupt ciner gevaden inie mehr und mehr anndhert, oder
nicht.  Man unterfucht affo juerft, ob e8 julaffig ift, in dev
Gleidhung der Surve eine der Soordinaten x, y unendlich grof
su fegen, und roclchen Werth dann Die andeee echalt.  Hievauf
ift ju untetfuchen, ob die allgemeine BGleihung der Tangente

v—y=%_’(u—x) fiic folche Puncte eine Deftimmte Linie giebt,

e , , d
toogu crfordeclich ift, daf in der Sleidhung \f:a';i u+y—% B
, . dy dy . .
die Srofen i und y— X beftimmte endlidhe £Berthe cvbal:

ten, @8 fei 3 B. dic Gleidung y*4yx*=hbx* gcgeben, fo
cehalt mon By?4x?)dy—2(b—y)xdx=0),
dy __ 2(b—y)x
dx 7 3yl4-x2’
_dy __ 3y®+4-3x?y—2bx* bx?
unb Y dx x= 3y2+x‘l = 3y‘z_'_x2 ¢

@ett man nun x unendlidy, fo fann, vermdge der Sleidhung
. .

x=_—__—by_y, y}nut =Db twerden, da flir y=ocv, x* negativ
werden wirde.  Die Annahme, x=co, y=b, gicbt ‘11_X=0’
{ax
1 bx* PR : ,
y—-% x= ;’;—:b. Solglich it v=b dic Glcidyung cinct

Afpmptote, die mithin ver Ubfcifie pavallel ift. —  Uebrigens
.. d

wird d——iz.‘l va wo x=0, y==0. Wenn man aber die Gleidhung

@By?+-x2)dy=2(b—y)xdx um gweitcnmale diffcventiict, und
, dg\ 2

bicvauf x=y=0 fesit, fo Fommt (ﬁ) =0. &8 ift alfo
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eine Spige im Anfange A der Coordinaten, bei weldher gugleich
¢in Minimum der Ordinate Statt findet, von weldhem aus
die Guroe gegen die Ufpmptote y=Db auffteigt (AB=Db.
Fig. 10.).

Beviihrende Curven.  Brimmungshreis.

46. Gine Gleichung, die nur jroei Conftanten enthalt, mwie
dicjenigens der geraden Linie, fann im Allgemeinen nur eine finie
ausdeiden, elhe mit eincr vorgelegten Curve in {rgend einem
Puncte eine Beriihrung erfter Ordnung, alfo flie denfelben Werth

o x, diefelbe Ordinate y und denfelben Werth der Ableitung %}X ,

tie die Gurve, hat. Cnthilt aber die Gleidung eincr Curve
mehr at8 jwei Sonftanten, fo Fonnen Diefelben im Allgemeinen
fo beftimmt toerden, daf swifchen ihr und einer vorgelegten Curve
dine Berfihrung Hoherer Ocrdnung Statt  finde. @8 feien
fx,y)==0 und @(x,v)=0 Ddie Gleichungen jrocier Curven,
in deren erfter (A) jur Abfeiffe x die Ordinate y, in der jtoeis
ten (B) ju derfelben Abfciffe x die Ordinate v gehdet. Alsdann
findet jwifhen A und B cine Berdhrung nter Ordnung Statt,
wenn e biefetoe Wi x, vy, =S, C¥=CY

dx —dx’ ax® T dx*’
RS wid. €8 Yx,w)==0 die Sleichung ecince

dritten Gurve €, welche mit A in dem Puncte, deffen Abfeiffe
x ift, eine Berdifjrung von ecinet niedrigeren Ordnung als der
. m m
nten babe, fO baﬁ y__—:‘v, :—}E—:{l—l‘g’ esee ;‘%’-: :;‘—“‘lv, (m<n);
fo wird, wenn x in x=x--k, und mithin y, v, w in y’, v\, w/,
fbergehen, und gugleicy y=Fx, v==Px, w="Tx gefesit tird,
alfo Fx=@'x="¥, y, {. ., veemdge ded Taylorfchen Saped:
kn+1

Y=V =[FriGetok) — Br+(c+0k)] s

dny dry
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' [ F’“*‘(X;i-(')k)- qu+l(‘ ) _1‘1*:__

y—w = x+-6k)] (1)’
in toelchen ormeln © cine 3abl gwifdyen 0 und 1, aber nicht
fiberall diefelbe, begeichnet. —  Da m fleiner al8 n angenom:
men ift, fo witd offendar, roenn k febr Elein ift, y'—v' der RNull
nafer Fommen, al8 y'—w'; alfo die Curve B fih) naher af$ die
Gurve C an A anfdliefen. Wenn Dafer die Cueven A und B
mit einander cine Beriihrung nter Ordnung Haben, fo fann in
ver Nahe ded Berlihrungspunctes Feine andere Curoe C jtois
fhen A und B Hindurchgehen, roelcpe mit A cine %ew)cung
von niedrigerer af$ der nten Ordnung pat.

47. $hufig find die Coordinaten einer Gurbe A a8 Fun:
tionen einer dritten Bevanderlichen t gegeben, fo daf man Hat
x=gt, y=yt. Soll nun cine Curve B, deven Gleichung
fxv)=0 fei, mit A ¢ine Berdhrung nter Ordnung Haben, fo
muff tie oben, fiie daffelbe x,

v 5‘._‘7‘_(_11'. ase gllz-——-..d'_‘y:
VEYY T A& T A T dxe
jein. BVetvachtet man x, y und v fammtlich af$ Functionen von

o dy dy dx , , , "
t, fo ift YT abTl folglich, wenn man tociter diffceentiict,

dy dy dx

und wicder TP fammtlich al8 Functionen von 1

Detvachtet,

——

(%)
Aty “\ix .(dx)2+dy d"x__d"!)' «lx)2+(1)' d*x

(lt'-'- = I~ -(T-t ;l—; . ;ﬁ_j—dhz m :{;.HF/
d*y  d%y (h()3 Sdty :l_x (_1_‘_‘_(‘ (.li AL
4 dx* \dt +3d_x" dr dez U dx Qs u. f. w.

@ben fo ift

dv__dv dx d_’_!___d”_"z_ ‘_‘_‘_t)z dv 4%
s e\ taa, vk
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Da nun
dy __dv A% v
dx T dx’ dx? g’
fein foll, fo crgiebt fih aus der Bergleihung dev votftchenden
Foemeln, daf aud
dv_dy av_aty vy
dt™T Q) AT A’ At T ae
fein muf, toenn cine Berdhrung nter Ordnung Statt finden foll.
Um daher die Confranten in der Bleihung f(u,v)==0 det Curve
B fo‘u beftimmen, daff B mit A in dem Puncte x,y cine Be:
vibrung nter Ordnung Habe, darf man nue u mit x, v mit y
vertaufdhen, und die entftehende Gleihung f(x,y) =0 nmal dif:
feventiiven, indbem man x und y al8 Functionen von t betvach:
dx dy 4%k d?y
a-tl (‘_ﬁ‘l mlat—gl u. f' f
die Werthe ju fegen, roelde fih ausd den Sleichungen der Curve
A, x=¢t, y==1t, ergeben.

w f. w,

tet, hievauf aber firr die Ableitungen

48. Die Gleidung cines Kreifed (u—a)?4-(v—b)2=r?
enthalt deei Conftanten, namlich den Halbmeffer r und die Coor:
dinaten des8 Mittelpunctes a und b, Man fann daber im AU:
gemeinen durch einen gegebenen Punct x, y ciner Curve einen
Rreig (Kedmmungsfreis genannt), fo legen, daf derfelbe
mit der Curoe cine Becihrung grociter Ordnung habe.  Ju dem
Gnde fete man die Gleidung

1. (x—a)’4(y—b)*=1"
und Diffeventiive fie jtweimal, indem man a, b, r al8 unocrander:
tich anfieht; fo Fommt:

2. (x—a)dx4(y—b)dy=0,

3. (x—a)d’x+(y_b)d‘1y+dx"+dy’:0.
. Die Gleichung 2. jeigt, daf der Mittelpunct des Krimmungs:
freifes in der JMormallinie fiegt. (BVgl. §. 9B die Gleichung
der Normallinc.) ol
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Sn der Gleichung 3. fann man nue dann d3x=0 fchen,
wenn x al8 unabhngig verdnderlihe Grdfe Detvachtet toird.
Man exhalt aber cine grdfere Allgemeinheit und Spmmetrie der
Ausdeiicke, wenn man weder d>x nody d2y Rull fept. — Loft
mén die vorfiehenden drei Gleicdhungen auf, fo erhalt man:

__(dx?4dy)dy b=— Wx24dy?)dx |
—a—dx(l"y—dyd2x' dxd?y—dyd®x’
und fir den Halbmeffer deg Krummungsfreifed (KRrdmmungs:
halbmeffer) aus 1.

X

3
(dx?4-dy*)*

— s e
F===dxdy —dyd*x

St insbefondere d?x=0, fo toird

dx?4-dy?)dy _ (@x?g-dy®)dx
a=x—( dxd*y b=y+ dxd?y.
3
2 232 d 2+‘]Vz)73'
r=at D g rma (R
ey d 2d(—
dx

weldher Ausdvud audh fae die borige’ thaf)meﬁ gilt, wonach
dx nidbt af8 unverdndeclicy betrachtet rourde (§. 30.). — Das
Beidpen, weldes man dem Ausdruce file r beilegt, ift millfﬁ'r:
lih; wenn man jedody eine vorgelegte Curve untenfucbf, fo ift
s ndthig, bei dev einmal  getroffenen Wah! ded SBcichens ju

Dehareen,

Beifpicl. e die Pavabel, deven BGleidyung y'zzsz,‘
cchalt man ydy:pd}x, yd*y+dy*=0; bdaher
dx’+dy’=(‘Y—,—;;l-,—Ei dx’=(2-‘;—T,2x)dx’,
und d’y:-—%—:dx".

Daher  a=3x4p, ptb=—y" r=l/ -
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49. Wenn man fih an jeden Punct einer Curve den Krdms
mungsfreid gelegt denft, fo liegen die Mittelpuncte aller diejer
Rueife in ciner Curve. Um Ddiefe ju finden, muf man aug den
usdeiden fir die Coordinaten a, b diefer Mittelpuncte, mit
Hiulfe ver Sleichung f(x,y)=0, die Srdfen x und y climiniven.

3. O. flie die Pavabel erhalt man x=a;p, y.—:-(p?b)';';

fegt man diefe Werthe in die Gleidung y2=2px, fo Fonunt
2p(p— 2
Jﬂfs—h):(pﬁb)% oder 8(&—P)3=27pb2 alg Gleiz

dung fiir die Surve der Kritmmungsmittelpuncte der Parabel.
Allgemein find offenbar der Halbmeffer des Krammungsfreifes,
und die Coordinaten feined IMittelpunctes, welche durch die Slets
dungen 4. 2. 3. §. 48. beftimmt werden, cben forwohl als y,
Sunctionen von x, toenn man x al8 unabfhangig veranderliche
Grdfe betracdhtet. Diefe Gleihungen maifen fur jeden Dbelicbigen
Werth von x identifch beftehen; man Fann fic dafer nad) x Dif:
ferentiiven, indem man nicht allein x und y, fondern audh a, b, v
alg verdnderlich anfieht. Diffeventiivt man die Gleichung 1., fo
fommt (x—a)dx-+(y—b)dy=(x—a)da4-(y—b)db--rdr,
folglich, toegen 2,
(x—a)da4(y—b)db4-rdr =0. 4.

Diffeventiivt man ferner die Gleihung 2., und Oderhckfichtigt die
Gleichung 3., fo ergiebt fich
db dy

da“dx—

dacds4-db.dy=0 ober 1 0 5.

Nun ift »v—y:%‘%(u—‘\) dic Gleichung der Tangente dev

b ,
vovgelegten Surve, und v—b=j—a(u—a) dic der Tangente

der gtoeiten Curve, in weldher die Krummungdmittelpuncte liez
gen; Deide fehen, twie aug der Gleichung 5. folgt, fonfredt auf
cinander; affo ift die Rovmale ciner Curve ugleidhy T an=
gente der Surve ihrer Keimmungsmittelpuncte.
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lim diefes anfdhaulich gu machen, denfe man fich (§ig. 11.)
in mehreven fefr nabe auf cinander folgenden Puncten a, b, ¢, d
cinee Guroe die Novmalen cvvidtets o8 fdynciden fich je el auf
cinander folgende Normafen, a und b fn «, b und ¢ in £,
¢ und d in p, u. f. w3 fo bilden die Durdhidynittspuncte o, B,
v, ein Polygon, deflen Seiten o, By u. f. f. find. Je naher
nun die Puncte a, b, c, d,+ einander gebracdht rerden, defto
genauer fallen die Durchfchnitte o, B, ¥, benadbbarter Not:
malen mit den Krdmmungsmittelpuncten, und die unendlicy Fleiz
nen Geiten «B, By, mit den Tangenten dev Curve der Keim:
mungsmittelpuncte ufammen, in welhe Das Polpgon oBy ..
endlich fidergeht.  Dieraus erfieht man audy, Daf die Curoe
abed - fid) Detrachten [afit al$ entftanden dued) die Adbwickelung
eines tber die Gueve der Svimmungsmittelpuncte (efy <) ge:
fpannten Gadens. Die leptere (oPy) twird daher aud) die Evo-
fute der crfteren (abed), diefe Dagegen die Gvolvente von
jenee genannt.  Bgl. nodhy §. 106.

50. Beifpiel. Die Curve, weldhe von irgend cinem

Puncte eined Kreifes befchricben wird, der obne ju gleiten, auf

¢iner geraden inie fortgewalzt witd, Heift Epcloide. €8 fei
oucch die Drehung des Kreifes der Defchreibende Punct C
(Fig. 12.), aus der anfanglichen fage A, in dic age C gefom:
men, und B der tieffte Punct des Kreifes; fo ift dev Kreisbogen
CB der fange der Geraden AB gleid). &ind daher AM=x,
MC =1y dic Goordinaten cines Punctes C. der €pcloide, der dem
Drehungswinfel CDB=q entfpricht, und wird der Hafbmeffer
des todlzenden Qreifes durc) a bejeichnet, fo hat man:
x=—AB—MB —=AB — CK=ag—asing,
und y=DB—BK=a—acos@, ‘
alfo x==a(¢—sing) und y=a(l—cosp) als Sleichun:
gen der Gpcloide. —  Differentiict man diefelben, fo Fommt:
dx=a(1 — cos p)dp=2a(sin }¢)*dp,
dy=asingpdp=2asin ;p cos3p dp;
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mithin, al8 Gleidbung dee Langentc:
v—y==cotg lgp(u—x).
Gevner fir die Sehne CB, von dem befchreibenden Puncte €

nacy dem Stiigpuncte B, echalt man, da ag und O dic Coor:
dinaten von B {ind,

v—y__ u—x . ap—xX___ sing
0=y ap—x oder tweil =T—cos g
u—x—+-cotgigp(v—y)=0. Daber folgt, daf die Sehne CB auf
ver Rangente in C fenfrecht fteht, oder daf fie jugleich die RNov-
male in C ift.

Aug den Werthen fiir dx und dy ergiebt fich
dx?-dy? =a%dg*[(1—cosp)*~sing*]=2adp*(1—cosp),
oder: dx?4-dy? =4a*(sintp)*dgt.
Ferner, wenn @ als unabhdngig veranderliche Sroffe betvadhtet,
ud mithin  d2@p=0 gefet mwitd, d*’x=asinpdg?,
d’y=acospdep?, mithin

dxd?y —dyd®x=a?d@?[(1—cos ) cas p— sin ¢ sin ]

dxi4dy? 2
dxd“y—dyd’x———@'
@etit man dicfe Weethe in die allgemeinen Ausdrucke ur Be:
fiimmung de¢ Krimmungsfreifes (§. 48.), fo fommt:
u=a(¢— sin@)+2asinp=a(P-+4sing);

v==a(1— cos ) — 2a(1— cos @) =—a(1l—cos ) ;
wenn man durch u und v Ddie Soordinaten ded Krimmungs:
puncte8 (d.i. a und b in § 48.) begeihnet; und fir den
Krimmungshaldbmeffer r=—4a sin3¢.

Die beiden Gleichungen u=a(@p~ singp) und

ve=—a(l—cos®) beftimmen die Evolute Der Epcloide. Man
fege u um=am, v'—v=2a, fo erhalt man:

=cotg 1o ift,

—=-—2a%sinyp)?de?; alfo

u==a(r—¢)—asing und v'=a-acosy,

oder, wenh 7—P=¢" gefetst ticrd,
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wW=agp'—asing, vV'==a-—a cosq'

Daler ift die Evolute eince Sycloide toieder eine Eycloide von
derfelben Geftalt, in dev fage, wic Fig. 13. zeigt.  Hicr ift
ABC cine Gycloide, wic fie durch einmafige Umbdrehung des wals
senbden Rueifes a entfteht; bei fortgefebter Walzung ded Kreifes
entftefyen immer wieder gleihe Bogen, wie ABC, mwelchen Um:
ftand auch die Gleihungen der Curve ausdrddten.  Ferner ift
AC=2ar, AD=ar, BD=DE=2a, und AEC bdie €vo-
[ute ober die Curve der Keimmungsmittelpuncte von ABC, aus
soei epcloidifchen HAlften Deftehend. — Die Normale an
itgend einen Punct F der Cycloide berdhrt gugleich die Goofute
AEC in cinem entfprechenden Puncte G.
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Meber Die Jluffindung dev Wurieln algebraifdyer Slei-
dyymgen mit ciwer unbehamten Grosse.

o3

51. . Ym Golgenden foll der toefentlichfte Theil einer Me-
thode vorgetragen twerden, nac) weldher der frangdfifche Acade:
mifer Fourier, in der 1831, nad) feinem Tode, erfhicnenen
Analyse des équations déterminées, bdie Jablentoerthe dev
reellen Wurgeln algebraifher Gleichungen von belicbigen Sraden,
mit einer verhaltnifmafis febr grofen Leichtigfeit finden gelehre
pat.  Die Hevleitung diefer Methode toitd, twie angemeffen ift,
ein afgebraifd fein; da aber auch gemwiffe geometrifche Conz
ftructionen, roelche die Refultate febr anfdautid maden, nidt
ju fbergehen taven, fo mufite die Rheorie dev ebenen Curven
vorausgefest toerden, und dicfe Darftellung ihren Plag nady
derfelben echalten. :
@8 fei fx ein afgebraifched Polynom vornten Grade, namlich:

fx = x"feax" X2 o oo - k-],

vefien Hochftes Glied x» den Coefficiertten 1, deffen fibrige Glie-
der aber gegebene reelle Sahlen su Coefficienten Haben.  Fede

il Babl @, welde an die Stelle von x gefest, den Werth von for

gleid Null macht, Heift eine Wurgel dev Gleichung fx=0.
Wenn 8 eine folche Sahl o giebt, unid das Polpnom fx mit der
Differen; x — e dividict twird, fo ift Der Duotient ein ganges
Polpnom vom n—4 ten Grade; denn da fo=0 ift, fo ift

fx fx—fa greor
foemr o= a0

X0t X—0 X—0 x—

woraud das Behauptete folgt. Sept-man daher fx==(x—o)Px,
fo muf, wenn dic Gleihung noch eine grocite Wurzel B Dat,

xn—l_ on—1

p +uo+k’
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Yp=0, alfo yx duch x—F, und folglich fx durc) das Pro-
duct (x—a)(x—P) theilbac fein.  Jft p==o, fo ift fx durch
(x—a)? theilbar, oder die Gleidung hat 2 gleiche Wurgeln o
St fiberhaupt fx dued) (x—e)™ theilbar, fo Hat die Gleichung
m gleiche Wurgeln o Asdann fft fx==(x—a)mgx, mithin
fx==m(x—0)" L x4 (x—o)"PT, . f. .5 daber ift nicht allein
fa=0, fondern audy fa==0, f'o==0, « fn—1(0)=0, tweil
alle diefe Ableitungen den Factor x—o entbalten.  Dagegen ift
die folgende Ubleitung fm(x) fir x=o nidt mehr Null, vors
ausgefent, daf ga nidht Nul, alfo @x nidt durch x— e theif-
bar, oder die Wurgel o nicdt mehr a{$ mmal vorhanden ift;
viemehe ift f(c)==m! @a. DHieraus folgt, daf die Sleichung
fx=0, fobald fix x=o« Ddas Polynom fx und feine m—1
nadftiolgenden Ableitungen RNull toerden, die folgende f™(«) aber
nicht, m_gleiche FWurgeln o haben muf.  Denn hatte fie die
SBurgel e mehr als mmal, fo mafte fu(o) noch Hull werden;
und hHatte fie diefelbe woeniger ald mmal, fo fonnten nidht alle
Abfeitungen Hig gu ' (e) RNull fein; nacdy dem eben Be:
toiefenei. '

52. Diefe @ape, und nody mehreve anbese, decen hier nicht
cowahnt oecden foll, geigen, daf bei der Auffuchung der W
jeln der Gfeichung fx==0, die Kenntniff der Wucseln fhree Ab:
feitungen x, {'x, u. f. f. von Rupen fein Tann, Nady der -
Gouricefchen ethode muf man in dec That, um die Wurseln
der Gleiung x=0 j3u finden, die fammtlichen Ableitungen von
fx in Betvadht giehen. .

SMan' bitde die fammtlichen Ablatungen von .

X, =f K== xraxt i ebx" e e p iyl ;= o ;“h
ndmlicy : Xl:=f'x=nx"—’+a(n-’-‘-1)x“*2+-..+k,. o
X,=f"x:=n-n——1ox“—2+.....
X, =fx=nl
Sept man in alle diefe Ableitungén unbd in die Function fx eis

-

i
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nen jehe grofien negativen Werth, oder — oo, flie x ein, fo fieht
man leidt, daf der Werth ivgend einer derfelben fo(x) oder
X, pofitio oder negativ ift, je nachdem dev Egponent n—m ded
pochften Sliedes von X, gerade ober ungerade ift. Fangt man
alfo von der unterften X, an, fo ift diefe, toieifar jeden Werth,
pofitiv, die folgende X,_; negativ, Xu_» wicder pofitiv, u. f. f.
Sdyreibt mun diefe Seichen, von dem der nten Ablcitung X
anfangend, in cine Reihe, fo beginnt Viefe mit -, worauf —,
pann wieder +-, u. f. f. abroedfelnd folgt; oder die Reihe der
Seichen hat, fir x=—co, n Jeidenwedfel. — Sest man
dagegen x—=-4-cv, fo werden alle Ableitungen und die Function
pofitiv, und die Reibhe der Beichen fix x=-4-c0, enthilt daher
n Seidhenfolgen. Fndem alfo x von —co bis oo wadft,
gehen n Seichenwedfel in den Reihen dev Jeichen vetloven.

%eiyfpie[. X =x3=5x2—7x—4. X,=3x*—10x—T7.
X, =6x—10. X;==6.

Man bilde folgende Tafel:
X, X, X, X
+ - + -
4+ + + +
Sn ver erften Seichenreife, filv x=—oco, ted)feln die Jeichen
dreimal, in der jtweiten, fir x=--co, gar nicht, oder alle Jeis
dentecfel find, filr x=-4-cv, verloren gegangen.

53. Berden in die Reihe Xa, Xn—i, *== Xy Xy, X jroci
erthe a und b von x gefest (von denen b die untere, a die
obere Grenge des Intervalles b—a heifen foll, wenn die Difs
feveny b—a pofitiv ift), die fo befchaffen find, daf weder fur fie
nody fite ivgend einen swifchen ifnen liegenden Werth von x, die
Gunction fx odec eine ifyrer Ableitungen Jull 1wicd; und roerden die
den Weethen von a und b entfpredyenden Jeichenteifhen gebildet ; fo
fonnen diefe nicdht von einander verfchicden fein. Wenn fid das
gegen Dei a und b eine Becfchicdenheit in den Seichenreiben fins
det, fo fann fie nur daber rvifhren, daf jwifhen den Gren:

Xm==C0
X=—4c0
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jen des Sntervalles wenigftens eine der Functionen X, X,
X,, w Xp_u ibr Seichen geroecfelt hat, und affo fiw einen ges
riffen Werth von x RNull gerwvorden ift.  MWelche BVerfchiedenheit in
den Reichenreihen bei a und b nun audy Statt finden mag, fo
ift einer der Hauptfage, auf welde das Vevfahren, die Wurgeln
3u finden, fich frigt, fofgender:

Die Angahl der Seichenwechfel an der unteren Grenge b
fann niemalg grdfier fein, ald diejenige an dev oberen Grenge ai

Denn ¢8 werdefbrftens angenommen, af pifden a und b die -

Sunction fx einmal verfdinde, fur x==c, aufecdem aber in
diefem Snteroalle weder fx nody einmal, nod) ivgend eine Ableis
tung von fx MNull rerde. Atedann muf offenbar jede Ableitung
in dem Qntervalle b—a ifr Jeiden unverandert behalten, und
¢8 fann Gbcehaupt nur bei dem Durdgange von fx durd
fo=—0 eine Menderung der Seichen eintveten. Begeihnet man
vemnach durdh de eine Delicbig Eleine pofitive Grofe, und bildet
man die Seichenceifen, welche den Werthen c—de und c+de
entfprechen, fo ftimmen diefe it alle Ableitungen ganylich dbers
¢in, und um den Unterfchied der Jeichenwedhfel ju finden, braudht
man nut die Werthe von X und X,, fir x=c—dc und fic
x=c—4dc in Betradt ju gichen.  RNun ift aber fc=0, folglich
f(c+dc)=f0+dcfc=+dcf’cf wenn man Ddie Hdheren Po:

* tengen von dc toeglaft, weil dc beliebig flein, und f'c nicht Jull

ift; bagjegen f(c—dc)=—dc-fc. Man echalt Ddaher fol
gende Rafel:
T VD
c—de ] -+ .« .« « fc —dcfe
¢ S I ¢ 0

c4-dec e o o o o o fo defe

SRan denfe fich hier fratt Fe und def'c Gbcrall Hlog die Jeicdhen
diefer Grofen gefent, fo ift augenfceinlidh, daf, welches Seichen
audy f'c haben mag, die Deiden Glieder an der oberen Srenge
c—dc, einen Seichentvechfe!, Dagegen die an der unteven Grenge
c4-dc, eine Seichenfolge darbieten, und da die brigen eichen

7o

YT
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in beiden Reihen diefelben find, fo bietet die Reibe an der un:
teven Grenge einen Seihentvedfel toeniger dar, ald die an der
obeven Grenge; folglich geht, indem fx FNull wicd, ein Jeichen:
echfel verloren.

- b4, Man nehme feener an, die Gleihung bhabe mehreve
gleiche Wurgeln ¢, 3. B, drei, fo ift fe=0, lc=0, {'c=0.
Bovausgefest nun, daf Feine andeve Ableitung jugleich noch Null
witd, gehen audy immer eben fo vicle Seichenwechfel verloren,
al$ gleiche Wurgeln da find. €8 wird hineeiden, dies nur an
dem Beifpiele von duei gleichen Wurgeln ju seigen.  Man findet

2 3
f(c+dC)= fC+dCf,C+ -d‘—:- f”c__l__ (i(f‘;__ fmC,

mit Weglaffung der Hoheren Potengen; alfo, weil  fe=0,

3
fce=0, {'c=0, f(c+dc)=+§c f"c, und eben fo

dc?

f(c—dc)=— 'y fc; ferner I'(e-dc) =d—;'~2 f'c,

'(cHdc) =dcf"c, u. f. w, Hicvaus ergiedt fich fol-
gende Jafel:

. . Xf’ -XQ X . X
111 lc? —de3 .
C— 1 « o o f —_— o) _'_;(_ o, TOOC en
dc ¢ —dcf"c 5 f"ec G ¢
[ « e e fmc 0 0 0
. s a
C+dc . . . f"'c +dcf”’c +gc f’"c —_"'_g_(i_fmc

mocau§ augenfcheintich ift, daf bei c—dc drei Jeichenroedfel
mehr find, al8 bei c-4-dc, alfo, toenn drei gleidhe Wurseln vors
handen find, audy drei Reichenrweddfel verloren gehen, we 3. b. w.

55. Man nehme ferner an, daf flir x=c eine Ableitung

“perfchroinde. Alddann ift fm(c)==0, und {m(c~4-dc)=dcf"*+!(c),
fm(c—dc)==—dcf*+1(c); daher erhalt man folgende Fafel:

e e o o Xpt Xm XmIl . o o
c—do 1 - - » »to*t(e) —dcfm+i(c) fo-1(c) -
Y I I s O
cde| ¢ ¢ - fo+i(c) S-defm+1(c) fm—1(c) « o -
Wenn nun f=H(c) und fo-1(c) gleide Jeihen Haben, fo ent:
ftefen folgende Seidyenreihen, je nachdem die Seichen beide pofis
tiv oder negativ find:

sooXimt1 X Xm_1 ,'“Xm+l Xm Xm—10e

c—dc jeee 4 o e c—dc e — 4= — e
R (T B 0 A4 o c foo— O — ase
cqde frode A A e Cde e —  — = e

Sn jedem diefer Falle ift offendar, vaf die Neihe bei c—dc zwei
Seichentechfel mehr hat, a8 die bei c-4-dc, oder daf, indem die
Ableitung fm(x) Null wird, rodfrend die beiden benachbarten
gleiche Jeichen haben, M Seicdhentoechfel vecloven gehen.™ oA

Haben aber fo+1(c) und f-*(c) ungleiche Seichen, fo ents 7.,
fteht immer eine der Oeiden folgenden Scichenceifyen:

o Xmat X Xim ooe wXoet Xm Xmo e

c—dc [eee - _— CdC |o0e — = = oo

[V see + 0 — G008 c 280 — 0 + a0

c+dc e + + — ese c+dc "0"e = — + e
Sn diefem Falle find oben fo viele Seichenwedpfel als unten, oder .
8 geht fein geicbenmed)fe[ perloren, =0 = 2ierw ot

56. Tan nchme feenee an, daf mehrere Ableitungen Hin

" ter cinander verfdmwinden, die Function fx und die ibrigen Yblei:

tungen aber nidpt. @8 fei
() =0, 1 (©)=0, (22 =0, =+ fr(c)=0;
fo fat man offenbar, roeil f=+'(c) nidht mehe Nul ifr,
2
fn(oede) =dcfo+(c); fm—l(c+dc)=‘1;—fm+1(c); u f. w.

i1
fm—*(c4-dc)= %7 fm+1(c),
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Sdyreibt man in vorfiehenden Formeln —de ftatt de, fo erhalt
man die Werthe der Ableitungen fliir c—dc.

Die flir x=c verfdmwindenden Ableitungen erhalten alfo

an dev oberen Grenge. c—dc. abwedfelnde, an der unteren c4-de

gleicdhe eihen.  Wenn nun die Anzahl -1 Biefer verfchwins
venden Ableitungen gevade ift, fo Haben  fm—*(c—dc) und
fm—"(c4dc) gleiche Seichen; und mithin enthalt die Reihe an
der oberen Grenge p+1 Beichentoechfel mehr af8 die an der uns
tecen Grenge, oder e8 gehen p—4-1, . i eine_gerade Anzahl von
3. 9B, verforen. Wenn aber die Angahl Der verfchroindenden
Ableitungen ungecade ift, fo Haben f2-*(c—dc) und f*—*(c4-dc)
entgegengefeste Seichen, und bilden demnach mit der folgenden
nicht verfchroindenden Ableitung f=—+—1(c), die eine eine Jeichen-
folge, die andere cinen Seichenwechfel.  BVefindet fih diefer Jeiz
denwechfel an der oberen Grenge c—de, fo entfpridht ibm an
der unteren Gvenge cine Seichenfolge; und ed gehen mithin p4-2
Seidhenroechfel verloren.  Lefindet fich dagegen an der oberen
Grenge gulent eine Seidenfolge, fo entfpricht diefer an der unte-
ven Gvenge ein Seichentoedfel, und die Anzahl der Jeidhentved):
fel, weldpe im Gangen vecloven gehen, betrdgt pt-1 —1=p.
Diefelbe ift, wie man fiecht, in beiden_Fallen gevade. — Wenn
endlich der Werth x=c mehrere Gruppen auf einander folgende
Ableitungen in- verfdbiedenen Iheilen Dder Neihe verfdwinden
madt, fo ift flar, daf man, um die Anzahl dev Seidhentwedfel
gu finden, die im Ganjen an der unteren Grenge verloren gegans
gen find, nuc die vorfteherden Sage auf jede eingelne Sruppe
verfchroindender Ableitungen anguwenden braudi.  Daber folgt
alfgemein:

1. Un der unteren Grenge fonnen nie mehr Seidhentwedfet
vorhanden fein, af$ an dev oberen.

2. o oft fx Null wird, geht allemal cin Seidentechfel vers
verloven.

3. @o oft nuc Ubleitungen Null werden, fx aber nicht, geht

nE
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immee cine gerade Angabl von Ieihentwedifeln verloven,
die auc) Rull fein fann.

Wenn nun die Bleidung des nten Grades; fx=0,n veelfe
Wuejeln Hat, fo fann fein Scidentoechfel verloren gehen, ofne daf
sugleich fx Tull wird, Denn €8 geben  {berhaupt pon —co
big -co nur n Seichenwedhfel verloven, und fo oft fx Rull
wicd, geht immer ein 3, B, verfoven. — Wenn die Gleichung
n—2 reelle Wurgeln hat, fo mifen grwet Beichenwedyfel verloven
gehen, obne daf fx Tull wicd; affo mifien diefelben duvch das
Rerfdywinden von Ableitungen beide ugleid verloren gefen, —
Wenn die Gleidhung n—4 reelle Wurgeln hat, fo mifen vier
Seichenroechfcl purch das Verfehoinden von Ableitungen verfoven

PR S h

gehen.  Ucbechaupt fehlen ver Gleichung fo viele Paave von
- Wurgeln, ald Paare von Seichenroedhfeln p_urcb das etfd)mmzq
den von M0leitungen verfoven gehen, Howe d fr
e v:,il(' e Wt Tang wha <-=»."' ooy, tde A “

“ BT Diefe Amegelh ‘fD[‘Iet.l “moicder auf die obige Blcidung

NP —Bx?—Tx—4=0 angeroendet werden. Man bilde alfo die
Aecichenveihen, inbem man far x nadh und nady freigende Werthe,

3 B. —oo, —10, —1, 0, 1, u. f. f. einfet, roie folgt: *=7< -
. R €3 S
X, X, X, X A
— Q0 -+ - -+ — 3 8. m. &
—40] + - + - 33 B
— 1) + — 4+ - 33 %.}2 9. et
3B, verll
ol 3 - - — 13w’
_ - — 13 sm.}
t + ‘ 1 3. I8. verl.
0] + + + + 03 R 3

&8 gebt affo goifhen —oo und —1 fein 3. IW. ver:
foren, Dagegen goei 3. 2. gifchen —1 und 0 und ciner wiz
fben 1 und 10, Da aber bei der ®renge 10 alle Seichenwed)-
fel veefchrounden find, fo fann soifhen 10 und oo Feiner
mefe vecloven gehen. Jn einem Sntervalle, in roclpem Fein 3.
. verloren geht, ift audy Feine Wurgel gu fuden. Daber fon:

jo

3
1o + -
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nen fich, ver vorfiehenden Fafel jufolge, die Wuegeln nur i
fben —1 und O und jwifhen 4 und 10 befinden.  Swifchen
—1 und 0 gehen goci 3. MW, pevforen; man Ffann alfo noch
nict wiffen, o0 ies blof Folge des BVetfdymwindens einer Ableis
tung ift, oder o0 ft in Dicfem Sutervalle jroeimal Null roicd;
ob alfo Die beiden angeseigten Wurgeln fehlen oder vorhanden
find.  Jroifhen 1 und 10 geht ein 3. W. verloren, alfo ift.es
ficber, daf zwifchen diefen Grengen fx einmal RNull rird; Jenn
oirden nur Ableitungen Full, fo mufite eine gevade Anzaht von
3. . verfoven gehen. Mehr al$ eine Wurgel fann fih) aber
awifden den Grengen 1 und 10 nicht efinden, fo toenig -als
swoifhen —14 und 0 mehr alé jwoei, weil fo oft fx RNull wicd,
auch allemal ein Seichentwedfel verloren geht.

Alfgemein Fann eine Gleihung in Feinem Sntervalle mehe
Wuryeln haben, ald in demfelben Jeidhenwedfel verloven gehen.
St die Angahl der verloven gehenden Jeichentechfel ungerade,
fo ift cine ober eine ungerade Anzahl von Wurseln in dem n:
teevafle porhanden.  Jft aber die Anzahl Der verlovenen Seichen:
wechiel gevade, fo Fann fich in dem Jnteroalle nur cine gerade
Mnzahl vor Wurseln befinden, die audy RNull fein fann.

Die Hufgabe zercfallt fomit in zwei andeve: Ecftens zu ent:
fcheiden, ob angegeigte Wurjeln fehlen oder vorhanden find;
socitens die vorhandenen ju bevechnen. .

~ Fud. 9

58. Die erfte dicfer Aufgaben findet gav nidht Statt, twenn
in einem Jntecvalle ein 3. 2B verforen geht; denn alsdann ift
eine Wurgel in demfelben unjweifclhaft vorhanden.  Gehen aber
in einem Jntervalle jroei 3. 8. vecloren, fo fdnnen fich entmwes
dew groci Wurseln darin befinden, oder beide fehlen. Sn diefem
Salle 3ahle man guerft, wic victe PWusgen nidt allein von fx,
fondern auch von jeder der Ableitungen fx, f'x, o, in dem Sne
tervalle angeseigt find und fchreibe die Sabhlen oder eiger.,
weldye diefed angeben, gioifdhen die Reihen dev eichen. Su dem
Gnde braudt man nuc gu 3ablen, wie viele 3. IV, ‘von (x)
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bis su jeder Adleitung an der oberen ®renge mehr  find ald an
der unteren.  Sn dem obigen Beifpiels war

X, N, X, X

- —
0 0 1 2 EEE
ol + - - - .o -

Die jrocite Ableitung X, hat alfo Eeine Wurgel wifdyen —1
und 03 dagegen hat Ddie erfte eine, weil die Jeichen der Ableiz
feitungen X5, X,, X, Dei —1 cinen Wedhfel mgf)r datbicten al8
bei 0. Feener find 2 Wurgeln der BGlkidung X=0 angescigt;
daber entfteht die Reihe dev Refaer

o o 1 2.

Ueber Diefe _Stei[)e,ﬂ_.;be’:mgeig.% i‘fgninhgf/u(g}c'xncinen ju bemerfen,
daf i auf ‘einander ﬁa’lgenbe RJeiger nie um mehr al8 =1
perfchicden fein fonnen; oder, roenn z der Jeiger von {™(x) ift,
d. . die Angah! der in dem Jntervalle angejeigten Waurgeln der
Gleichung F"() =0, fo ift der Jeiger det nadftfolgenden Ab-
feitung fm—1(x) enttoeder wieder z, odec z-1, oder z—1; denn
durd) das Hinjutreten der Ableitung fm—1(x) fann ju den voviz
gen Seidhentwedhfeln entroeder oben und unten ein Seichentwefel
ober audy cine Seichenfolge Hingutveten, twodurch der Jeiger z
nidyt geandert rird, oder e§ fann oben cin Seidyentoechfel, unten
¢ine Seichenfolge entftehen, toodurdy dec Beiger z+1 fich evgiedt,
oder oben eine Seichenfolge, unten ein Beichentwed)fe!, wodurd
der Reiger z—1 witd. — Atfo fann 3. B. einem Jeiger 2
nicdht 0, fondern nur 1 oder 2 oder 3 vorhregehen oder folgen.

San betrachte gunachft den Fall, in roeldhem die Reihe der
Beiger ) mit 0, 1, 2 cuvigt, auf e heenach alle dorigen ju-
viigefiibet mwerden follen. Diefer ‘80['( flnbe't, toie man fieht, in
dem potgeicaten Beifpicte Statt.  Die Gleichung 'x=0 Hat
alsdann fcine Wurgel in dem Jntervalle; roeil der Jeiger von X
Null ift; dagegen Hat fx eine. Wurgel, die nidht fehlen fann,
und von fx find swei Wueseln angejeigt. In diefem Falle mif:
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fen bdie Reiben der eichen an den Grengen a und b des In-
terpalles fidh nothroendig auf eine der beiden folgenden Arten
endigen:

X 2.

1. c o X, X, ++ X, X, X
a"'-—+___ a...+ _+
0 1 2 0 1 2

bleee - — — bleeed 4

Offenbar namlidh maffen 'a und {'b gleihe Seichen Haben, den
hatten fie ungleiche Reichen, fo mirfte die Junction X, swifdhen
diefen Grengen dag Seichen toecdfeln, und affo Null werden, was
nidht dev Fall fein fann, weil dev Jeiger von X, Rull ift. Wenn
alédann im Gangen noch e . W, verloven gehen follen, fo
Fann dies nur dadned) gefhehen, daf die Folge der drei Slieder
f'a, T'a, fa goci Seicdhenroedhfel darbictet, dagegen die Folge {'b,
fb, fb gar feincn; toraus Dervorgeht, daf Ddie Jeicdhenreihen
entroeder toic in 1 obder toie in 2. endigen muffen.

Gefet e8 befinden fich gtoci veelle Wurgeln o und 5 i
fdhen a und by fo fei, wofern nicdbt Deide einander gleich find,
f>>o; mithin e>a und b>B. Man fee a=a-u,
p=b—v, fo find u und v pofitic und man hat f(au)=0,
f(b—v)=0, b b

fad-uf(a+0u)=0, {b—vl(b—ev)=0.

(® ift nicht in beiden Fovmeln diefelbe Jah!, aber immer cin po:
fitiver achter Brudh).

Dafer folgt
’ —fa fb

uzm—é—a— unb V=m.

us den obigen Fafeln 1. und 2. erfieht man fofort, daf

—fa

fa
o8 ebenfalls find, fo folgt, daf fa und f'(a+06u), fo wic fb und
f(b—0Ov) gleihe Seidhen haben.  Fecner aber ift ju fdliehen,

f , .
—— und %’) pofitio find, und, da die Werthe von u und v

4
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—fa
baf; ——1.2‘
Rafel 1. ift, nimmt £x von fa bis £b befténdig ab, weil '
negativ ift; affo ift fa geofier al8 der ebenfall$ pofitive Werth
pon [(a4-0u'; findet aber dev Fall 2. Statt, fo it —fa pos
fitip und grofer ald der gleibfalld  pofitive Werth von
—f(a40u), weil —fx von a bis b abnimmt, indem —f'x

negeiiv ift; alfo ift in jedem dicfer beiden Falle T£< u.

fleiner af8 u ift.  Denn, wenn dee Fall derjenige in

~

fb
Auf ahnliche Weife findet man, daf f—.5<v tit. Qolglich ift

a+:%£i’<a+u, b. i. fleiner al$ die Wuryel o, dagegen

b-—f—f,g>b—v, v. i grdfier al8 die Wursel B3 und mithin {ind

fa v fb
a—a—-—  umd b=b—g

die Grengen cines neuen §ntervalles b'—a’, in weldem die Wur:
jeln o und B liegen, und toeldhes fleiner ift, al$ das vorige

b—a. Man bHat alfo
fa fb
a>a—g2,  B<b—pp
—f: fb
obet “_a>'f"§3' b—B>rrs
mithin durcy Addition
—fa {b
(b—a)—(—)> 7+ 1p
—fa f1b
oder b—a>ﬁ—a+—f‘?+ﬁ),

Sn dicfer Fovmel ift p—o Rull -oder pofitiv, daher um fo mehe

i

- —fa _fb P S
b—a> E—'-f_f) x{n,z;:r,ui‘l»«m '

59. Dic Bedeutung diefer Formeln (aft i duvdh die
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Reichnung derjenigen Curve, deven Gfeidung y==fx ift, fehr
anfdaufich maden. €8 ift flar, daf die Wurgeln dev Sleichung
fx=0 den Abfciffen Dderjenigen Puncte entfprechen, in toetden
die Are x von der Curve gefchnitten wird, und die Wurgeln der
Ableitung f'x Denjenigen Puncten, in weldhen die Tangente der
Gurve der Abfciffe pacallel twirtd. Sobald ferner die Curve eis
nen Wendepunct Hat, muf f'x=0 fein; im Allgemeinen aber
fehrt die Curoe der Are x die erhabene oder hohle Seite :u, je
nadydem fx und f'x gleiche oder ungfeiche Jeichen haben. Be-
trachtet man nun den Bogen der Curve, toelder fich in dem Fn-
teevalle jwifdben a und b Defindet, in roeldhem f'x feine, fx
eine, fx joei (mbglicherrveife audy fehlende) Wurzeln hat; fo be:

. merft man, nach . 1. und 2. ded §. H8., daf die Surve fos

wohl bei a a8 bei b gegen die Abfciffe echaben ift, daf pie
ferner, obne joifdhen diefen Grengen einen LWendepunct ju Has
ben, in einem Puncte der Ubfeiffe parallel wird. * Sind die beis
den Wuegeln von fx in dem [ntervalle vorhanden, fo rwird der
Pogen von der Are x weimal gefdhnitten (Fig. 14.), fehlen fie
aber, fo tiegt derfelbe gang auf ciner Seite diefer Ape, ohne von
derfelben gefchnitten oder bertifrt ju tverden (Fig. 15.). Nun
fege man in Den Puncten A und B der Gurve, welde den
Puncten a und b dev Are entfprechen, 'Tangenten Aa’, B, fo
Jdft 3. B. die Gleidung der Tangente in A folgende:
v —fa=fa(x—a).

Man findet die Abfeiffe des Punctes a’, in weldem die Tan:
gente die Ype x trifft, indem man y=0 fetit, namlich

o fa , ; , ~—fa
X=ma—g—, und die Differeny x —a==aa'= T (Den Ab-

-{chnitt aa’ der Ape, swifcdhen der Ordinate und der Tangente cir

nes Puncted A, pflegt man audy die Subtangente ju nennen.)

- uf diefelbe Art findet man, vermittelft der Gleicbung fie die
Rangente an B,

y—fb=fb(x—b)
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vie Abfciffe x von b’ gleich b—i—,;—’, und folglich b—x=%=b’b.
$8enn nun die beiden TWurgeln o und B vorhanden find, alfo
die Gurpe von der Ape gefdnitten wied (Fig. 14.), fo ift augens
fdeinlich, wie nabe aud) A an o, B an 3 gelange, fo lange «
und 8 pwifden A und B Dleiben,

ad o +bb<<ab, ’an. é’oi,. ,me,/ﬁ./w
?. §. in algebraffcher Form:

—fa fb _
ﬂl_.|.((3_oc)+ﬂ—)<(b a)

und um fo mehr aa'4-b'b<lab, b. b
—fa b
Ta -+ {,—b-<(b—a).

$Benn aber die beiden Wurgeln fehlen, oder Feine Durcdhidnitts:
puncte vorhanden find, fo néfern fich die Werthe von a und
'b defto mehr dec Null, je naber die Puncte a und b von beis
den Seiten demjenigen Puncte ¢ fommen (Fig. 15.), in weldyem
f'x==0, ober die Tangente der Abfciffe pataflel wicd. Alfo muf,
indem dfe_beiden Grengen a und b, jwifchen denen eine Wurgel
pon Fx i beftdndig befindet, einander ndher viden, die Summe
der Subtangenten aa'-+b'b, d. h. }'{—?4—% fehe bald dem
Sntervalle b—a gleicy Fommen, ‘ober daffelbe tbetreffen, und
wenn bied ift, {o folat, dap die Curve on der Age nidt gefchnitten
toicd, oder daff die beiden Wuegeln fehlen.  Die beiden Tangens
ten fchneiden einanbder alsdann sroifchen der Axe x und der Curve.

Wenn alfo in cinem Intervalle swoei Jeichentoechfe! verlos
ven gehen, und die Reibe der Beiger fich mit 0, 4, 2 endigt, fo
berechne man, um 3u entfcheiden, ob Die Deiden angegeigten W=
seln fehlen oder vorhanden find, vie Werthe von fa, fa, b,
fb, und bifde die Summe :

—fa fb
fa +ﬁ)
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rocldye, fo wic jeder eimgelne ihrer Summanden, pofitio ift. Fin:
det man, daf Ddicfe Summe dem Jntevvall b—a gleidh ift, vder
daffetoe abertrifft, fo ift bewiefen, daf die beiden Wurzeln felh-
fen.  Findet man Ddiefelbe aber Fleiner al$ dag Sntervall, jo
find die GSrengen a und b einander noch nidht nabie genug, um
iber die iﬁutav(n ju entfcheiden. UlSdann fege man eine belies
bige’ abl- ¢ jwifdhen @ und b ein, wodurd)y das Sntervall in
gtoei fleinere getheilt wird., Auf diefem Wege rerden entroeder
die Ociden Wureln von einander getvennt, tvenn fie vorhanden
und ungleih find, oder man findet bald, daf die nadhy der obi:
gen Formel bevechnete Summe ter Subtangenten dem  entfpres
chenden ntervalle gleichfommt oder e8 Ubertrifft, alfo die beiden
Wurseln fefhlen. Nur wenn die beiden Wurgeln vorhanden und
gleidy find, laffen fie fich nicht trennen. Um in diefer Vejichung
—fa Db
) Ta tTh
fich noch fleiner findet, ald8 b—a, alfo das LVorhandenfein der
Wurseln nodh unentfchiecden ift, bevor man engere Srengen cin.
fept, unterfuchen, ob fx und f'x ecinen gemeinfdhaftlichen Factor
haben.  Findet fich ein folcher, fo (3t fich auf ihn die in den
bigherigen und nody folgenden §. vorgetragene Methode anwen:
denn, um gu entfcheiden, o0 er jwifhen b und a Null wird,
Wird ev in diefem Intervalle Rull, fo find die beiden gleichen
Wurgeln gefundeny wird ev e8 aber nidht, fo giebt e$ Feine glei:
den Wurgeln, und man ift verfidert, daf man durd) Einjegung

ein fiheres BVeefahren 3u hHaben, Fann man, fobald

 engerer Grengen enttoeber die beiden Wurzeln von cinander trennt,

oder die Bedingung :f,aﬁ+f,—ll}<b—a nidt mehr  befriediat

findet, wodurd) betwiefen wivd, daf die Wurgeln fehlen.

Jn dem obigen Veifpiele waren groci Wurzeln jwijden —1
und O angegeigt, und die Reife er eiger endigte mit O, 1, 2.
Man findet
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N g X'E X' X
e - 4+ -
Ly + 6 3 3 4 _
o+ - = = or7-t
7 4

Die Weethe  [(—D=—3, (=D=+6, (O)=-—4,
f(0)=—17 find in Diefer Fafel beigefigt. Das Intervall b—a
ift =1, die Summe

—fa fb_3 4_ .

fa ti—6t7 7
aljo fehlen die beiden angegeigten Wurseln.

60. Wenn in cinem Sntervalle jroci Reidhentvechfel verfo:

ten gehen, aber die Reihe dev Jeiger fidy nidt mit 0, 1, 2 en:
digt, oder toenn mehr als stoci Seichenwedhicl verloven gefen, fo . .«

fitd man fmmer roicder auf die vorige RNegel guricgefihet,
“ixl{ﬁlati entfcheiden, ob dic angeseigten Wurgeln fehlen oder vors
handen find, Macydem ndmlich die Neihe der Jeiger aebifdet
ift, aehe man in derfelben von der Rechten nad) der finfen su:
vicf, b8 man gum ecften SMale den Beiger 1 trifft.  AlSdann ift
der gunacdft vorhergehende Jeiger redhts nothoendig 2, toeil er
nicht grofier als 2 und nicht gleich 1, oder gleich Null fein fann;
denn todre er Null, fo mifte vechts davon fehon einmal dev iz
gee 1 porgefommen fein, was gegen die Annahme ift. Linfs
aber von Diefem Seiger 1 fann entreder der Beiger 0, oder 1,
oder 2 ftehen. St Diefer (infg folgende Jeiger 0, fo hat man
unter drei auf cinande folgenden Abteitungen Xumar, Xm Xmer,
die Golge der Beiger 0, 1, 2. Alfo hat alddann Xo\\ in dem
Sntervalle feine Wurgel, weil fein Seiger 0 ift, Xm Hat cine Wur:
3l () und von Xp—y find swe Wurgeln angeseigt, Hber weldpe
man allemal nady dev Negel des vorigen §. entfcpeiden Fann,
indem man untecfucht, ob Die Summe
—fm—1(a) ﬁ’___‘(b)
TR b)Y
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grdfice ift af8 das Jntevoall b—a, oder ob die beiden Wurgeln

- der Bleichung Xm—1=0 pothanden ﬁnbﬁ}lecnn Diefe beiden Wur>

seln von Xui feblen, fo ift berwiefen, af auch jwei der anges

geigten Wurzeln der vedhts folgenden Ableitungen Xn—a, Xu—s/
X, fo wie der Function X felbft, fehlen. Denn alsdann gehen,

durd) das BVerjhwinden der Ublcitung f=(x), flir x=1, jwei
Qeichenwechfel qugleich vgrloven; alfo feblen el Wurgeln von
fx.  Man jiehe ."fofort-’bon allen Seigern unter den Functionen
Xm—ty Xz, «+ X,, X gtoei Ginheiten ab, fo echalt man eine
neue Reifie von Seigern, in roelcher der Jeiger 1 roeiter nadh) der
rechten Seite forrgerncft ift, und e8 ift toieder auf diefelbe Weife
31 untevfuchen, ob von den nod) angeseigten Whurgeln ein jrociz
ted Paar fehlt, wenn: der leste Jeiger in der neugebildeten Reibe
noch grofier al3 1 ift.

. Wenn aber dle beiden Wurgeln von X,y vorhanden und
ungleih find, fo laffen fie fid auch durd) Einfefung engever
®rengen von cinander oder von den Wurgeln der nachftehenden
Ableitungen Xm—2, Xm—3, 4. f. f. trelnypen i joodurd) unter allen
Umftanden der Seiger 1, weldper dem st & Reigerveihe am
ndchften fam, weiter nach) der vechten Seite fortgericft wird.
@ind bagegen die beiden Wuvseln von X,y vorhanden und
gleich, fo unterfuche man, ob Ddiefe Wurgeln auch die folgenden
Qunctionen Xm—a . f+ f. 0i8 X Stull machen; man toird dann
immer finden, toie viele Jeichentechfel durch das Berfchtoinden
von Ableitungen verloven gehen, und wie viele gleiche Wurseln
von X vorhanden find.  Wird Feine der Sunctionen X2,
Xmes oo+ X mit Xy gugleich Rull, fo gehen durch das gleichs
seitige Berfdhwinden von Xm—z und Xm groei Jeichentoedhfel vers
foven, mithin find sroei Wuvseln ald fehlend angegeigt.  AlS
pann jiche man mieder, wie vorhin, swei Einfpiten von den Jeiz
gern 00n Xm_1, Xp_g, «o X ab, und untecfuche die dadurd
entftehende neue Reihe dev Jeiger.

$enn aber dev finfs von 1 ftehende Jeiger nicht Null ifts
fo fann er 1 oder 2 fein; 0. h. rodhrend roei Wurjeln von
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Xm_1 angeseigt find, und eine von X, fo fann audy cine, oder
¢8 fonnen joei urseln von Xy angegeigt fein, die abee nies
mal8 fehlen fonnen. Wenn namlich in cinem Sntervalle fo viele
Wurgeln von X porhanden, al8 angeseigt find, fo find nothiven:
dig auch alle in diefem Jntervalle angeseigten Wursetn der Ab:
feitungen von X vorhanden, toeil fonft Jeidbenwedyfef durdy vas
Berfchroinden von Ableitungen verloren gehen, alfo auch) Wur:
seln von X feblen miften, Wendet man diefe Vemerfung auf
den votliegenden Fall an, wo eine Wucgel von Xu angeseiat und
mithin audy vorhanden ift, fo folgt, dap audy die Wuryeln von
Xmys, toenn deven proci angejeigt fein follten, nidt feblen £dn:
nen, wie eben behauptet ift.  Ferner fonnen die Wurjeln pon
X,, und Xmyr nicht cinander gleich fein, tocil dies zroci gleiche
Bureln von Xm vorausfeten toircde, rodhrend nur eine Wur:
sel vorhanden ift.  Folglich roird man die Wurgeln von Xy
und X,. allemal von einander trenncn, oder den Seiger von Xy
auf RNull bringen Fonnen, indem man joifchen die Srengen
des ntervalles neue Werthe cinfest.  Dadurc) weeden entroe:
ber die beiden Wurgeln von X, von einander getvennt, d. h.
ver dem @nde der Reihe jundchft frehende Jeiger 1 dem Enbe
der Reife nod naber gebradht, alfo teiter nah der Nechten
fortgerticft; ober e8 wird, wenn dies nicht gefeicht, die Folge
ver Reiger 0, 1, 2 echalten, worauf nacy dem Borhergehenden
su verfahren ift. Durd diefe Mittel gelangt man immer dabhin,
entroeder die TWurgeln von fx von cinandev ju tvennen, oder ju
finden, daf Seichenmwechfel purd) das Berjhwinden von Abfei:
tungen verforen gehen, twodurd allemal eben fo viele Wuryeln,
alg der verforenen 3. . waren, fich ald fehlende evgeben.
Bei dem Cinfepen der Wecthe von x fann ‘vorfommen, daf
fiie einen Werth c von x cinige Ableitungen Null, und mithin
ihre Reichen unbeftimmt toerden. Man fete dann, wie fdon
oben melrmalg gefchehen, sroei dem ¢ unendlich nabe Wecthe
¢—dc, c4-dc ein, und beftimme biecauf die Anzahl von Jeidens
wechfeln, tocldhe in diefem unendlich fleinen Jntevvatlle verfoven
S



114

gehen. St fo nidht Tull, fo ift diefe Angaht nothroendig RNull
ober gerabe; und e8 feblen cben fo viele Burseln al$ fie @in:
feiten enthalt.  Sft aber jugleicy fo Rull, fo gicbt dev Uebers
fcouf der Angabl verlovener Seichenwedhfel wber die Angabl dev
porhandenen Wurgeln (=c), dev immer cine gerade Jahl und
nie Eleince a8 RNull ift, die Angabf dev in diefem ntervalle fe
fenden Wurzeln.

61. @8 fei 3 B. die Bleidung x*4-x—1=X=0
vorgelegt; fo echalt man
X, =bHx*+41, X, =20x", X;==60x?, X, =120x, X, =120.

X, X, X, X, X; X

—10 |4+ — + — + —
A | ~- 4 — + - 5 3. BW.
0|4+ 0 0 0 + =

114+ + + + + + 03 %8

Sufolge diefer Tafel find die Wurgeln nue stoifden —1 und 414
su fuchen, weil alle Seichenroechfel in diefem Snteroalfe verfoven
gehen. Da aber der Werth x==0 mehrere Ableitungen jugleich
perfchroinden macht, und mithin ihre Jeidhen unbeftimmt (agt, fo
fese man cinen unendlic) Fleinen negativen Werth (<0) und
einen unendlich Eleinen pofitiven Werth (>0) ein; fo exhdlt man
folgende vollftandigere Zafel:

X, X, X, X, X, X
{4 — 4+ — + -
<0|+ — 4+ — + — 53 W
0Ol4+ 0 0 0 + —
>0 4+ 4+ 4+ + + — 133
1+ + + + + + 038

Sn dem unendlich Fleinen Sntervalle von <0 bis >0 gehen
alfo vier Seichentoechfel durch bas BVerfchtvinden von Ableituns
gen vecloven; mithin fehlen vier Wurzeln.  Die finfte Wargel
aber befindet fich 3wifdhen O und 1.
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Die vorgelegte Bleidhung fei
X=x4 —8x" 4 24x2 }-2x -1 =0.
Man findet:

X, =4x*—24x* - 48x+2. X,=12x’—-4§x+4&
X, =24x—48. X, =24

X, X, X, X, X
-0 + — + - -+
—l+ - 4+ - + 43 B
o o o 1 2
0o} + + + + 23®
1|+ — 4+ + + 233
0o 1 2 2 2
0 + + + + + 03B

Sifden —1 und 0 gehen groei 3. 8. verloven, und jwifchen
1 und 10 ticder jwei.  Man bifde in beiden JFntervallen die
Reihen dev Jeiger; diejenige swifchen —1 und 0 endigt, tvie ju
fehen ift, mit 0, 1, 2. Demnad) berechnie man

f(—1)=32, fi(—1)=—"174, f(0)=1, (0)=2,
fo ergieht i FEor D =ttt <t
Die Grenjen find demnady nody nicht eng genug, um uber die
SWurgeln su entfcheiden. Bevor man aber engere Grengen einfest,
fiberseuge man fidy, daf Ix und fx feinen gemeinfhaftlichen
Gactor haben, und mithin gleiche Wurgeln nicht vorhanden find.
Da bdiefed in der That der Fall ift, fo fege man —21 swifchen
—1 und 0; 8 findet fich

X‘ X:; X'j Xl X

—1 - 4+ - -+
+ 0 0 1 2

of + — + + +

Die Wurseln find demnach tvifhen —1 und —§ angegeigt.
8| *
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Rugleich ift dag Jntervall =1, ferner
(— =" [(—HD=19}, (~1)=32, {(—1)=—74;

32, T4 » o
74+T§—" =35 mithin fehlen die beiden Wurgeln.

€8 find nody jtvei Wurzeln swifdhen 1 und 10 angejeigt.
Hier ift die Reihe der Jeiger 0,1, 2,2, 2. Man berechne demnach
'(1)=12, f"’(1)__—24 £'(10)=768, {"(10)=192;
fo findet man 1247889, WAlfo find die Grengen noch nicht
eng genug, @I)e man aber engere Grengen einfetit, unterfudye
man, ob X, und X, einen gemeinfchoftlichen Factor Haben, der
awifden 1 und 10 RNull wird.  Ein foldher ift vorhanden, ndm:
lich x—2. Man fege alfo den Werth 2 ein, und jugleid jrvei
andeve ibm unendlich nabe (<<2 und >2); fo ergicbt fich

X, X, X, X, X

<2 |+ - + + +

2 + 0 0 4+ <

>2 + 4+ <+ 4+ -+
Jn dem unendlidh Fleinen Jntervalle jwifdhen <2 und >2 ges

ben alfo 2 3. . verloven, ohne daf fx Rull wird; alfo fehlen
die beiden Wurgeln.

Die vorgelegte Gleihung Hat mithin  gar Feine veelle
Wurgel.

62. @8 fei gegeben:
X —-x‘—3x‘—24x3+95x’—»4GX—101__0
X =5Hx* —12x3 — 72x* - 190x — 46,
X, =20x3 — 36x? — 144x -190.
X3 ==60x2? — 72x — 144.
X, =120x —72.
X, =120.
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X, Xy X3 X; X, X
10| + — + — + — 53 W
-4+ - - + -+ 4 ,
ol + — — + — —3
1|+ + — + + — 3
0o 1 2 2 3
0 + + + + + + 0

@8 licgt demnad) eine TWurgel sroifhen —10 und —1, eine
sweite goifden —14 und 0, roeil in jedem Ddiefer Fntervalle ein
3. . verloren geht. Ferner find gwifchen 1 und 10 drei Wur:
seln angejeigt, von denen. eine geroiff vorhanden ift, fo daf nur
ju entfcheiden b(etbt, ob ble beiden andern ebenfalld votbanbm
find oder fehlen. Sn e Reifje der Jeiger findet man 1. jum
erftenmale, von Dder Redoten aus, untev X, ; unter X, ftehet 2,
unter X, 0 a8 Seiger, fo daf die Folge 0, 1, 2 porhanden ift.
Man bevehne demnad f'(1)=30, f{"{1)=—156,
f'(10)=15150, I"(10)=5136;  fo findet man

30 15150
TE)F_F 5130
dhen.  BWorher ibergeuge man fich aber, daf X, und X, Feinen
gemeinfchaftlichen Factor Haben, und mithin die Deiden Wurgeln
von X, nidt gleih fein fonnen. Da es einen folden nidht
gicbt, fo fege man §. B. x=3 cin, fo fommt

Xb X.4 X3 Xz Xl X

<9; man muf alfo dag Jntervall enger mas

1} + + — + 4+ — 33.BW.
o 0 1 1t 2 2

3 +++'—_""1 ”

0| + + + + + + 0,

@3 liegt mithin eine Wurgel jroifcden 3 und 10; und jroci find
wifben 1 und 3 angegeigt.  Die Reibe der Jeiger ift

001122; affo die olge 0, 1, 2 nicht vorhanden. Man
muf daher durdh Ginfegung engever Grengen die Wursel von
X, von der von X, trennen. Man fete x=2 ein, fo fommt
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Xs Xd Xs X') xl X
1|+ + - + + =
2 |+ + - - 4 -
-0 1 0 1 2
3 + + — _ -

Zbe'r Jeiger 1 ift dadurc) von X, nad) X, fortgerticft, und die
Reibe der Jeiger swifcdhen 2 und 3 endigt mit 01 2.  Man
beredhne  f(2)=—=—21, £(2)==30, £(3)=32, f(3)=43;

fo fommt 3(1,4-3; >1; mithin fehlen die beiden Wurgeln.

Die Gleichung Hat alfo drei veelfe Wureln, die vollftdndig
getrennt find; eine jwifdden —10 und —1, eine jwifden —1
und 0, ecine goifhen 3 und 10. Die beiden Ubtigen Wur:
gefn febfen.

Die vorgelegte Gleidung fei

X=x*—x*4-4x? f=x —4=0;
fo fommt
X, =4x®—3x 4-8x4-1, X,=12x"_6x+8‘
=24x—6, X, =24.

3
X, X, X, X, X
-0 + - 4+ — + 43 %
~—1 + - + - + 4 .,
0y + — 4+ 4+ — 3 ,
o 1 2 2 3
tl+ + 4+ + + 0 ,

Iwifden —1 und O liegt eine Wuegel; wifden 0 und 1
find drei angezeigt.

Man findet den Jeiger 1 jum erftenmale, vort der Rechten
aus, untet Xy 5 rehts davon 2, linfé 0; alfo die Folge 0, 1, 2.

Man Deredhne  '(0)=s, f'(0)=—6; fo ift fon
—f'0) _8 .
BXONa T
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, f'd e
affo ift e8 nicht ndthig, nod f,,——él—% gu beredhnen.  Die beiden

Wurgeln feplen. * Man jiche von jedem der Jeiger unter X,
X,, X, 2 Ginbeiten ab; fo erhalt man die Seigerreife
Xd X:} X'l Xl X

0}..001
1

Swifdhen 0 und 1 Haben alfo X, und X, Feine reelle Wuryd,
X aber cine, tocldhe vollftandig von den ubrigen getrennt ift.

63. @8 ift nodh fibrig gu peigen, wie eine Wurgel bevechngt
tocrden mug, bne! von allen ubngen getvennt ift.
alfo ein Sntervall, in weldem fich eine einjige veelle Wurgel von *
fx befindet, affo die Reihe der Seiger fih mit 1 endigt.  Alg:
dann Eonnen nodhy Wuezeln von £x und von f'x in diefem [ns
teroalle vorhanden fein; durd) Einfeung engerer Grengen wer:
den fich diefelben aber von der Wurgel trennen laffen, toenn nicht
gerade der befondere Fall eintritt, daf fx und {'x cine Wuvsel in
diefem Jntervalle gemein haben.  Dagegen Ednnen fx und fx
nicht diefelbe Wurzel haben, reil fonft roei gleiche Wurzeln von
fx vorhanden waren, gegen dic Annahme. Man unterfude alfo,
ob fx und {'x einen gemeinfchaftlichen Factor Haben, dev in dem
Sntervalle Null wird.  Fft ein foldper gefunden, fo fiefert er
audy die TWuvsel von fx; giebt 8 aber einen foldyen nidht, fo
theile man das Sntervall, bi8 die Wurgel von fx von denen von
Px und f'x getrennt ift, affo dic Reibe dec Sciger fih mit 0,
0, 1 endigt.

%n dem Beifpicle des §. 57. lag cine %urge[ 5mlfd)en 1
und 10, und man fHagte: 7

XR X'Z Xl X
1! + - = =
0 1 1 1
10 +~ + +  +

@3 Hat alfo foroohl X, al8 X, nod eine Wursel swifdhen 1

,

Mait Habe i



120

und 10, Seht man x=5 ein, fo Fommt

Xa X-) X| X

1 -+ — —_— —_
5 -+ -+ -+ —
0 0 1

10 + + + +

Der Jeidpenwedyfel geht alfo gwifden 5 und 10 verloven, und
gwifden diefen Grengen hat fx eine, fx und f'x haben Feine
Wurgel mehyr, oder die Reile der Jeiger endigt mit 0,0, 1.

Sind die Grengen a und b einander fo nabe gerictt, dag die Reihe
der Jeiger fih mit 0 0 1 -cndigt, alfo tweder Ix nody 'x in dem
Sntervalle Null werden, fo mifen fa und £b, fo wie £'a und
f'b gleidge 3eihen haben.  Da nun die Neihe bei a cinen Beiz
dhenweehfel mehr darbieten muf, alg die RNeihe bei b, fo Eons
ner dic Deiden Seidyenreihen, twenn die drei lesten SJeiger 0 0 1
fein follen, nur auf eine dev vier folgenden Yrten enden:-

1. e X'l Xl X 2. e Xz X‘ X
a o.o+ + —_— a L - — +

6 0 1 0 o0 1

bt 4+ + + bleee — —
3 X X, X 4 X, X, X
a -a.+ -— + & LI Y gr— g

0 o0 1 0 0 1

b 0-¢+ -— — b 08 —m + +

Man bemerft, daf in jedem diefer vier Fdlle fx und f'x an dev
cinen Grenge gleiche, an der andeven Grenge ungleihe Jeidhen
baben; ndmlidy in den Fdllen 1. und 2. fHaben fb umd f'b
gleidbe, fa und f'a ungleidhe Seichen; dagegen find in den Fallen
3. und 4. die Jeichen von fa und {"a gleih, und die von Ib
und f'b verfdhicden. Seidhnet man den Vogen der Curve
y=fx, welder fih von x=a bi¢ x==b erftrectt, fo Hat dets
felbe reder einen Wendepunct, noc wicd er der Ape an einer
Gtelle parallel; ferner Fehrt ex der Age an der cinen Srenge,

21

wo fx und 'x gleiche Seichen Haben, feine cchabene, an der an:
deren @renge, 1o fie ungleidhe Jeihen haben, feine hohle Seite
ju. Die Grenge, bei toelcher ex gegen die Ape erhaben ift, heife
die dufere, dic, bei weldper er gegen die Aye hobl ift, dic ins
neve ®renge.  3n den Fallen 1. 2. ift alfo die obere BGrenye a
sugleich die inneve, die untere b “jugleich die dufere; in den
Galten 3. 4. ift die obere Grenge jugleich die dufere, die unteve
jugleih die innere.  Dicfen Fallen entfprechen der Reihe nach
die Figuren 16, a. 3. 2. 6

64. Man fann fich der Wursel forwohl von der duferen,
al$ von der inneren Grenge aus n&f)ec’h, aber auf veefdbicdene
Acten. @8 fei die untere Srenge b pugleich die dufere, die obere
a die innere, twic in 1. und 2.

Man begeichpne die Wurge! «
ducch b—p, fo ift B pofitio, und, reil f(b—p)=0,
fb

p:m. Gindet nun der Fall 1. Statt, fo ift Fx pofi-

tio, und adft von fa bis b, weil f'x pofitiv ift; folglidh ift
fb>f(b—e3). Gft aber der Fall 2. eingetreten, fo ift —fb
pofitio und —f'x wadft von —fa big —f'b, weil — 'x pofitiv
ift, alfo ift —fb>—f(b—©3). Sn beiden Fallen ift

fb .. , fb |
7 pofitic und Fleiner als ﬁ=m,

folglich ift b'=Db —% fleiner al8 b, aber grdfer ald b—pg;

daher ftellt b’ cine neue untere Grenge der Wurgel dar, die der
Furgel nahee ift a8 die Svenge b, und diefe Grenge b’ ife ju-
gleich toieder eine dufere.

Man gehe fodann von det oberen und inneren Grenge a
aus. Der Wecth dee Wurgel fei a4, o ift o pofitiv, und
a={—,(;—_—'_%;-5. Gindet nun dev Fall 1. Statt, fo ift fx
pofitio, und wadf von fa bi8 Fb, tweil 'x pofitio ift; alfo
ift fh>f(a-+-©x). §indet Dagegtn der Fall 2. Statt, fo ift
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—f'x pofitiv, und wadft von —fa big —fb, weil —f'x poftiv
ift; affo it —fb>—f(a4-@a). Sn beiden Fallen T po:

fitio und Fleiner al$ o3 daher ift a'=a—-f.—,% eine neue obere

und innere Grenge, welde der Wurgel a+-o ndher ift, als die
vorige Grenge a.

€8 fei ferner die obere Grense a jugleich die dufiere, tvie
in 3. und 4. Qn beiden Fdllen fieht man feicht, daf der po:
fitive MWerth von fa grdfer ift, ald alle andere Werthe, weldye
fx in dem Sntervalle von a biS b erhdlt.  Wird daber dic
Wursel tieder mit a-f-o beseidnet, fo ift « pofitio, und

fa , —fa - ,
afa=—a—m—— f(a+®a), sugleih aber T pofitiv und Fleiner
alg a=——f1—- daber ftellt a'—'u—f—a ¢ine neue obere

fla46x)’ —" T fa

und ufiere Grenge dar, welde der Wursel ndher ift, als die
Grenze a.

Geht man endlich von der unteven und innecen Grenge b
aus, und fest ticder die Wurgel aleih b—p, fo ift audh

. » , fb
toieder pofitiv und gleidh fh—e3)" Serner ift der Quotient

fb s , , ,
a pofitio und Fleiner ald8 B, weil der pofitive Werth von Fa

grdfier ift af8 der pofitive Werth von f(b—OB); bdaher ift

b'=b—% eine neue untere und inncre Grenje, toeldhe dev

Wurgel ndbher fiegt, als die Grenge b.

Wenn alfo dberhaupt e die dufere, i die innere Grenje bes
geichnet, gleichoiel, roelche von beiden die obere oder Die untere
fei, fo erhalt man jtvei neue engeve @venaen ducd) die Formeln

' fe . fi

=e—52, j=—mim—q
fe’ fe!

von denen ¢’ toieder eine Gufeve, i wicder cine inncre ift.
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Diefes 14ft fih aud durch Confrruction anfdaulich ma:
den. @8 feien (Fig. 17.) e und i die Abfciffen der Puncte e
und i der Age, odber E und J der Qlll'be‘ fo lege man an den
Punct E, oeldper der auferen Grenge entfpridy, eine Tangente
Ee', und siche aus J eine Parallele Ji', mit derfetben. Die Glei:
dung der Tangente ift

v—fe=fe(u—e)
und die der Parallelen:
v—fi=fe(u—i).
Rhic v==0 erhdlt man bei der Tangente u==e’, bei der Paraile:
len u==i'; mithin
o fe . fi, . 1. b, 1
e'=e—g5_, i=i—g-3 . 3¢ b. tO.

65. Tan fann aud) die Convergeny diefer Anndherung
auf folgende Avt meffen: €8 fei 3. B. die untere Grenge b gus
gleicy die Gufere, die obere a ugleidy die innere, fo ift

' fa ) fb
a'=a—gp und b'= h_fT,’
Man begeidhne das Intervall b—a mit §, und das folgende
b'—a' mit &, fo find & und ¥ pofitio und ¥<<d. Man hat
¢ ' ! fb—fa
= —-a_..b—-a-—-—f,—B—-,
ober, toenn man a=b—3 fest, lmb

fa=f(b—3)==fb—3fb + f"(b-—@d)

entwicelt, fo Fommt, indem fic) mehreve Slieder auffeden,

. f'(b—ed)
¥=7 "6

Der Quotient _(_?bGS) ift offenbar pofitiv.

®efetst man Habe die Grenjen a und b cinander fo \nahe



124

gebradbt, l?aﬁ nif:bt allein fx, f'x, fondern auch noch "x Feine
Q’Butsel groifchen ihnen habe, fo bleibt die Function £'x von ["a bis
ﬁ,,b um'mtcrbtowen entweder twadyfend oder abnehmend, rocil

X, 5wtfd)”en aund b, fein Jcihen nicht toechfelt.  Daher ift
entoeder {'a oder {'h, abgefehen vom Jeichen, der grdfte unter
aﬂe‘n‘ %erfben von f'x, jroifchen den Grengen a und b, Diefer
ioﬁtlbe gtoﬁte Werth von 'x terde mit g begeichnet. Ferner fei

dev Fleinfte der beiden Werthe von {'a u. b, ebeﬁfaus ohne Ricf-

fidt auf dag eichen, fo ift offenbac der Ouotient {5- grofer
1

3 ) f” ; ¢
al8 der Quotient £ fur alle Werthe von x und y, die nicht

f(x)’
aufechalbd betv @teqaen‘ a und b liegen. Man bejeichne 2 mit
F'b—6h) . 2h .

g, fo it q> ~5fp und mithin  §'<<¥?q. Nachdem

der Weeth von q ein fitr allemal bevechnet ift
bfefc}t Fosmel fofoet ein- Maah fir die fnvtfd;cii;e:;?g;h?g?ru‘:rué
die immer fchneller erfolgt, - twenn einmal dag Sntervall fo F[egl
gemorbcin ift, daf nidt allein 3, fondern auch 3q ein 6cbtm
%'cuc? n‘t.‘ Die Srengen des neuen §ntervalles, o ux?b b ge:b::
Cn:zmhcb emsn neuen Werth q' ftatt q, und fir das f,o(genbc
Jntervall 6" erhalt man §'<<§'%.q'; allein dDa nadh dem Obis
gen ‘!' nothoendig fleiner al8 q ift, fo ifc um fo mehr §"<<§'%.
folglidy braucht man den neuen Werth q' nicht 3u berecben fo;:
dern fann q fortroafrend beibehalten. o
] 66; Beifpiel. Oben rar gefunden, daf die Gleichung
X°—0x?—7x—4=0 ecine Wurgel swifden 5 und 10 pat.
gaab(:mb bieff Gvengen nod) fehr weit find, fo fege man einige
; lmbn 70[5i:;|tf.cbcn~; -man findet leicht, dafi die Wurseln wifdhen

X3 ’ X, X| ' X
6 l -+ -+ -+ —
6 26 4 10

7l++(++
6 32 0 4
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Man Gevechne gugleich die Sahlenwecthe von fx und feinen Ableis
tungen fir x=6, x=7, 4 . ()=—10, fE)=4, u.{. .
die hier untecgefchrieben find. Da ber grdfte Werth von I'x
gleich 32, und det fleinfte Werth von fx gleihy 41 ift, alfo
, g 16
g=32, h=41, fo twitd qzﬁzn, alfo q==1. Daher wicd

Dei jeder folgenden Ynndhirung das neue Sntervall & Fleincr als
bas Quadrat ded vorigen, vder 0'<<d”. Um engere Grensen ju

~ erhalten, bevechne man nach den Formeln

fa ., fb
h'=b— b

10 43 ., 45 89
die Werthe a'.-_—_(i+—,;6=—§—, b =7——7T)=ﬁ’

’
a——a-—7sn
b’

alfo a’'>6,4 und b'<6,4. Um aber fofort ein nodh fleinered

oall gu echalten, fee man 6,2 und 6,3 ein. Man findet
0/2 2 1y ) 012 3 10 -

6= 10)+02- 10+ L2 1@+ LT ®=—1272,

dagegen, auf die namliche Weife, £(6,3)=-43497; alfo liegt

die Wursel ywifdhen a==6,2 und b=6,3. TMan berechne nodh

£(6,3); der Werth ift 49,07; und man erhalt

1272 .

2-9—,0—7__6,22

Da 0=0,1 wat, fo ift nunmehr '<<0,01; daber braudht man

nue die beiden erften Gtellen von a’ ju berechnen, und dic Wur-

Snte

a'=—=6,2

© el fiegt jwifchen 6,22 und 6,23+, Man berechne

1(6,23)=1(622)+ 001 - £ (6.22) -+~
Soun war 1(6,2)=—1,272; {(6D=1632; I'6D=272;
Folglich 1(6,22) =1(6,2)+0,02* £(6,2)4 +++=—0,340152,
fernce f’(6,22)=46,8652; '(6,22)=217,32;
daher ift f(6,‘23)=f(6,22)+0,01 <1(6,22) - o0
— 0,301 04686 o oo
offenbat pofitio; affo liegt pie Wurge! jwifchen 6,22 und 6,23,

Man berechne noch
£(6,23)=146,8652-4-0,01 +27,324-(0,01)? - 3=47,1387,

»
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' /340152
fo fommt a =6,22+m =6,2272..

47 1387
Das Jntervall I war 0,01, affo F<0,0001; daher nur 4
Stellen bevechnet find.  Ferner findet man
1(6,2272) = {(6,22)4-0,0072 - £(6,22) 4 -+
=—0,340152+0,0072-4‘6,8652+(0,0072)2-13,66+-(0,0072)3
=—0,002014052352,
Dagegenift £(6,2273)=1(6,2272)-4+0,0001 - £(6,2272)4---
=—0,0020 - -} 0,0047 «+ 4+
offenbar pofitio, alfo liegt die Wurjel jwifden 62272 und
6,2273. Man hat nody £(6,2273) =47,06479587; alfo die
neue untere Grenge
0,002014052352
47,06479587
und jugleich &' <<0,00000001; alfo ift dic Wursel grdfer als
6,22724279, aber fleiner als 6,22724280...
Man findet aber den Werth von
1(6,22724280) == —0,0020140 +.c -} 0,00004280-47,062 ¢+ 4«
=——0,0020140“'+0,0020142-u+n.
offenbar pofitiv; mithin ift die Wurel, bis auf 8 Stellen berechnet,
folaende: x=6,22724279,
Ber vorteefflichen Methoden, welcbe Fourier angiedt, um bei bes
liebiger Goctfegung der Annndherung die Decimalftellen auf dem

Pirseften Wege, mit Bermeidung aller entbehelihen Rechnung,
i erhalten, Fann Bier nicht rociter erwwahnt wecden,

a'=6,2272 4 =6,227240,00004279.. .

——e

s RS

g ——

A
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127

Curoen i Raume wd Slachen,

67. man denfe fich drei auf cinander fenfrechte Ghenen, ‘
und nehme ifre Durdyfchnittslinien ju QIEC," f?ﬂfved)'tev Goordina-
ten x, y, z an.  Gft nun ivgend cine @Ield)}mg gwifchen x, y, =z
geaeben, woeldye durd) f(x,y, z)=0 oder aud) durd lf=o De:
gticbnct toerde, fo liegen alle Puncte, Dderen @vorbmlaten der
Bedingung f=—0 genfigen, auf ciner Flade. Sind aber
twei Gleichungen der Art jugleich gegeben, tie f(x',y,z)-_TO
und g(x,y,z)=0; fo licgen dic Puncte, deren @oo::bmatcn ih:
nen beiden geniigen, in dem Durdhfchnitte gweier Flachen, o'ber
in cinee Gurove, roeldye, wenn fie nidht gang in eine Ebene fallt,
Yoppelt gefrimmt genannt wicd.

Insbejondere toird cine Ebene durd) cine Gleichung von
der Form  ax+by-cz=k ausgeociicft. Dividict man diefe
Gleihung mit der Wurgel aus der Duadratfumme der drei
Coefficienten a, b, ¢, b. i. mit V/(a*+4-b?4-c*)=m, fo fann
man drei Winfel «, B, v beftimmen durd) die Sleidhungen

elche  gugleidh
Die Bleidyung

k
o8 o+ X €08 By 4 cos y-z:;,

c a B b cos y=—
08 ov== — cos p=—=—, yv=
‘n’ m l&

€0s a? 4 cos 32+ cos yi=1 ergeben.
der Gbene roicd

und in diefer Gorm bedeuten Ddie Coefficienten von x, y, z der
Reibe nady vie Cofinus ver Reigungen der Ebene gegen die Gbe:

Wen yz, xz, xy; fernce 1}1{ den fenfredhten Abftand der Ebene

om Anfange der Goordinaten. Hat man die Sleichungen gveiee
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Ebenen ax4-by4cz=k, ax4by4-cz=k

fo wird ihre gegenfeitige RNeigung i durch die Fovmel
aa'4bb'4c¢

Va2+b2+cz.v;rz+b'2+c"l

beftimmt, oder wenn  a’4-b?4-c*=1, a=cosa, b=cosj,

c=cos ¥, und ¢hen fo a?’4-b'?4-c'?=1, a'=cos &,

b'=cosf, ¢'=cosy’ ift, fo wird

cos 1=

C0s i==cos & cos &' 4 cosP cosB -+ cosy cosy.

Dicfe Formeln, von welden man haufig Gebraud) u machen
Gelegenbeit Hat, find hier nue in Crinnceung gebracdyt, werden
“aber aqus der analptifcdhen Trigonometrie ald befannt voraus ge:
fegt, — A8 ein jweited Beifpiel von befonderer WidytigPeit
dient die Gleihung (x—a)?4-(y—b)?4+(z—c)?)==r?, telde
eine Kugel bedeutet; a, b, c find die Coordinaten ifres Mittels
punctes, und r der Halbmeffer.

Oft ift e8 vortheilhaft, die Coordinaten der Puncte einer
&lade als Functionen jrocier Veranderlihen p, q auszudriden.
Hat man ndmlid x=I«p,q), y=0¢@,Q, z=Y(p,q), fo
fann man jwifden diefen drei Gleihungen p und q climiniven,
um die Gleihung dev Flacdbe ju erhalten. @8 fei 3. B.

x—a==Acospcosq, y—b=Bcospsinq, z—c=Csinp,
fo ergicbt fich durdh Elimination

<—a)? —b)? —o)?
(‘IA;‘I) +(.YB2) +(Z(‘:) __=,1,

die Gleichung eines € ({ipfoides.

68. Wenn man aus den beiden Sleichungen fliv eine Curoe,
{(xy,2)=0, ¢(x,y,2)=0, bdas eine Mal 3. V. z, dag andere
Mal y eliminict, o echift man swei andere Gleichungen, dic
eine jwifdhen x und y, die andere pwifden x und z.  Diefe
vricken Die fenfredyten Projectionen der Curve auf die Gbenen

xy, X2 aus. —  Fernec fann man aud) die Coordinaten dev
Puncte einer Curve al8 Functionen eincr neuen BVevdndevlicher

129

t dacftelfen, fo daf, x=fit, y=¢qit, z=Yt cbenfall8 cine
Sorm der Gleichungen ciner Curve ift, indem man durd) Glis
mination von t groci Bleichungen wifdyen x, v, z echitt.  Gin
cinfaches Beifpiel liefern die Gleichungen:

x=at+4-¢, =bt+45, z=ct--7,

die offenbar eine gevade inic ausbrucfen. Die Glimination von t

X—0 _ y—f z—Y

giebt

= !

a b ¢
eine getodhnliche Form der Gleichungen der gevaden finie im
Raume. Sest man wicdee  Va b 4c*=m,

a b c ,
€08 A==, cosui=—, cosv=—; fo find 2, ¢, » die Nei:
o £ o’ m’ f f oy Ly Nei

gungen dev Geraden gegen die Aypen x, y, z, wovon dic analptiz
ffbe Irigonometrie ndhere Rechenfchaft giebt.  Hat man fir
eine gevade Pinie den Ausdruct:
x—a__y—p__z2—¥
a b T ¢

und fle eine Gbene ax4-by-fcz=k, fo fichen dic Linie und
Die Gbene auf einander fenfrecht.

’

69. @8 fei eine Gurve im Raume vorgeleat. Iieht man
durch jtoei Deliebige Puncte a und b derfelben, deven Goordina:
ten x, y, z und x', y', 2’ heifen modgen, cinc Sehne, fo crhilt
man folgende Gleidungen dicfer Seraden

Uu—x_V—y w—7

x'—x=y'-—_v—z'—z
St}bem man fid) wicder den Punct a feft denft, mwahrend die
Sh?()tung der @ehne ab fo gedndert witd, dag b auf der Curve
blelbe'nb dem a immer nafer i, und endlidy mit ihm sufams
menfallt, fo gehen, bei dem Sufammenfallen, die Berhiltniffe
X=X1¥—y:ize—z in dic Differentialoerhaltniffe dx : dy : dz
uber, und man echite fiic die Sangente im Puncte a: '

9
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u——x__v—_v__w—z

dx 7 dy T dz )
Die Rerhdltniffe dx : dy : dz  findet man durc) Diffeventia:
tion dev Gleidungen der Curoe. §ft 3 B. x=lt, y=¢t,
z=1t gegeben, fo twicd desdysdz=friq'ty't; alfo

u—ft __v—gt__ w—Yt
fe = gt = Wt

flie die Tangente. ‘
Bine auf die Tangente fenfrechte, duvch den Verihrungs:
punct gelegte Gbene Heift die Novmal:Cbene, und ihre Gfeis

dung ift: (a—x)dx4-(v—y)dy4(w—2z)dz=0.

70. Durch je drei Puncte einer Curve, welche nicht in e
ner ®craden liegen, fann man einen Kreid legen.  Je naher die
drei Puncte einander liegen, defto mehr nabert fich diefer Kreid
einem Rreife, welcher mit dev Curve eine Berlthrung roeiter Ord-
nung Hat. Gin folder Kreis heift der Krimmungsfreis,
) _vgpie bei den ebenen Gurven, und feine Ebene die fich dev Curve
anfdliefende Gbene. Sie bleibt beftdndig diefelbe, twenn die

Gurve eben ift, wedpfelt aber von einem Puncte jum andeeen,
bei Guuven doppelter Keitmmung.
Um den Reiimmungsfreis ju finden, fege man folgende
swoei Gleidhungen:
(u—a)*4-(v—b)4-(w—cy =¢? 1.
A(u—a)+B(v—b)+(l(w-7-c)=0. 2,
Die erftere begeichnet eine Kugel vom $Haldbmefier o, die grocite cine
durh) den Mittelpunct der Kugel gelegte Gbene; alfo beide jus
fammen nen Kreis in diefer Sbene, der jugleich. ein grdfiter
Kreid der Kugel ift. ©8 find mithin 6 Srdfien ju beftimmen,
némlich die Goordinaten a, b, ¢ ded Mittelpunctes, der Halbmeffer
o des Krdmmimgstreifes, und die Berhaltniffe A: B:C, von
welchen die fage feiner Gbene abhangt. ‘
Damit ecftens der Krei durc) den Punct x, y, z 8ehe
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mug fein:  (x—a)*H(G—bY4(z—c) =, 3.
A(x—a)+B(y —b)4+C(z— ) =0, 4.

Serner maiffen diefelben Werthe dev erften und jtoeiten Ubleitun:
gen von x, ¥, z fowohl dem Kreife alg der Gurve sufommen
Man darf dabher nur die beiden Gleichungen 3. y. 4. jede mei: |
mal diffeventiicen, fo erhalt man die nody ndthigen @(eid)utigen’

. 7

namlid:  (x—a)dx4-(y~ b)dy4(z—c)dz=0, 5.
. Adx+4Bdy+4-Cdz=0. 6.
(x=a)d2x4-(y-b)d? y4-(z-c)d*24-dx*+dy*+dz? =0, 7,
Ad?x<4-Bd%y + Cd*z=0. 8.

ubtrabict man die Gleichung 4. von 2., fo fomme die Gleichun
der anfchliefenden Ebene: ’
A(u—x) B(v—y) ~+ C(w—2z)=0, 9.
Aug 6. und 8. findet man fofort:
A=dyd?z—dzd?y, B=dzd’x—dxd?z,
C=dxd*y—dyd’x. -
(Man fieht, daf e8 nur auf die Werbdltnife  A:B:C  ans

Fommt). Werden ferner a :
, us 5. und 7. x—a, y—b
Reihe nady weggefchafft, fo Fommt: y—b, z—c der

B(Z—C)—C(y-—-b)=dx(dx’+dy"‘+dz’). 10.
C(x—a) —A(z—c)=dy(dx24-dy24-dz?). 11,
A(y—hb)—B(x—a)=dz(dx*4-dy>4-dz?), 12,

von n?elgen Gleichungen jede eine Folge der beiden anderen ift.
fmu[tlplwirt man 4. mit A, und fegt filr A(y—b) u. A(z—c)
ibre Werthe qus 11. und 12., fo Fommt: .
(A2+B2+C2)(x_a)—_,-(Cdy_de)(dx2+dy’+dzz).
Desglcichen ift; ' |
(A2+B’+C2)(y-b)4_—.-(Adz—Cdx)(dx’-}—dy’-l—dz?).

, .
(A" B4 C2)(z-¢) = (Bdx-Ady)(dx 4-dy -4 dz?).
Addirt man die Duadrate dicfer Sleichungen, und bemerft, vaf

9%

13..
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(Cdy—Bdz)*4+(Adz—Cdx)? 4 (Bdx—Ady)* =
(A"+B"+C2)(dx2+(]y2+dz’)—(z\dx+de-}-(,‘.dz)’,
ferner Adx+Bdy+Cdz=0 ift, fo fommt, mit Rircficht auf 3.
(A24-B24(2)? = (dx>-dy24-dz?)"
Demnach cehalt man folgenden Ausdruct fir den Kedmmungs:
palbmejfer o:
(dx"+dy2+d7")7
O =y P dadTy) A dzd - dxd 2y (e y Ay d 0]
Dee Nenner diefed Ausdruces (aft fid audy, twenn man die
Quadrate entwicelt, auf folgende Form bringen:
V[(ds24-dy>4-dz?)(d*x*+d?y 2d?z?)—
(dxd*x4-dyd*y~-dzd*®z)* ]

Anm. Gn der Folge toird gutvcilen von dem umgefehrten

Werthe von g, namlidh) §, al8 dem Maafie der Krimmung,

oder fchlechthin der @tummung der Guroe, in ivgend einem
Puncte, die Rede fein.

71, Beifpiel. Dic drei Gleidungen  x=m cos ¢,
y=m sin ¢, 2=n¢ deacken eine Schraubenlinie aus, die fid
auf einem geraden Cylinder Defindet, deffen Grundfiache ein Kreis
pom Halbmefier m ift. Betradhtet man ¢ al8 unabhangige Srdfe,
fo witd dx=—msingpdp=—ydp, dy=mcospdp=xdgp,
dz=ndg, d*x=—xd¢?, i*y=—ydp, d*z=0, weil d>¢=0;
mithin exhalt man: dx:dy:dz=—y:x:n; alfo flie die Sangente:

u—x VvV—y_ W—1Z
—y x  n
und fir die Normalebene: —y—x)4xF—y)+n(w—z)==0,
odet uy—vx—-n(w—z)=0. &ind o, B, » die Neigungen dev
RNormalebene gegen die Ehenen yz, xz, Xy, oder, twas daffelbe
ift, die Neigungen der Tangente gegen die Apen x, y, z, f0
findet man, mit Racdfiht auf die Bleidung x*4y?=m?,
=Yy X n

CO0S A=—========, (08 P=r—F="""""0 COS Ym= o= *
V' n?4m?’ P Vn?4m? Vn*4m?*
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Gammtliche Novmalebenen Haben alfo gegen die Gbene xy, oder

fammtliche Sangenten gegen die Ape dev z, gleiche Neigungen,

teil der Werth von cos y fir alle Puncte der Curve derfelbe ift.

Man echdlt feener A=dy d’z—dzd2y=nyd¢s’
B=—nxdgp?, C=(X2+y2)dtp3=m2d¢3,

fobann Cdy—Bdz=>*4m*)xdg*,
Adz—Cdx=(u*4m?*)ydp*, Bdx—Ady=0,

und A<’ fody’dz? = (0’ x*+y )P =(n’4-m?)dg?;

mithin entfteht folgende Gleichung dev anfdlicfenden Goene:

ny(u—x)—nx(v—y)4+m?(w—z)=0,

ober: Dyu—nxv - m?*(w—z)=0.
Dicfe Sbene ift alfo gegen (xy) unter dem beftandigen Winkel,
deflen Cofinus m* ..

Vn?y 4n?x*4mt]’ D. & Violgm®’
geneigt. Feener echalt man  A%4-B2+4-C2=m*(n’*4-m*)dg*
und bhieraus den Keimmungshalbmeffer @ und die Eoordinatén
a, b, c feines Mittelpunctes, toie folgt:

x——a=(.___,_n2+m2)x‘ b— (n’+4m?)y
, y—b=r T

7 z2—c=0, -
m m? N4 »
n 2 2
oder:  asm=—DX pe B .o Dickm?
m? me’ c=17; 0= p- .

@eit man in die Werthe von a, b, ¢ fratt x, y, z wicdee
m cos g, msing, ng, fo fommt:

n? cos @ n® sin

, b—=— (p, c=ng,

Die Kedmmungsmittelpuncte liegen demnad) wicder in einec

Scraubenlinie, die fich auf einem Cplinder vom Halbmeffer »?
m

befindet, deffen Yre mit dev Ded vorigen Cylinders vom Hald-
meffer m einerlei ift,
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Fladen
72. Gine Flade toerde durch ecine belicbige Ehene gefchnit:
ten; man fudt die Gleihungen der Tangente an einen Punct
(x, y, 2) Der Gurve des Schnittes. — Nadh dem Vorigen ift
fiie die Tangente an einer Curve allgemein:
H—X _ V—y'_ WwW—12Z 1
Tdx T dy T dz :
Die Gleidhungen dev Flache (x,y,2)=0 und der fchneidenden
Gbene ax4-By+yz==k geben differentiict: '

af, df , df. . 2
.(_];dx—'-(—l—y- d\' -+ i dz=0. .
ads 4 Bdy ydz =0. 3.

Hicraus erhalt man

df df, df df, _df df
dX.dy.dZ:’}/a}—-[dE,aa—ya_ﬁa_aﬁ,

toelche Bechaltniffe in den Ausdrudt fiv die Tangente (1) einge:
fent werden Fonnen.  Statt aber diefes gu thun, fege man die

dy v—y dz__w—z
Werthe dx u—x’ dx u—x

halt man die Gleidung jrocier Cbenen, deven Durdhfchnitt die
Rangente ift, namlidy:

aus 1, in 2. und 3, fo er:

g{(u—-x)q—%(v—y)-]—%(w—-z):ﬁ; 4.

a(u—x) 4 Bv—y) + w(w—z)=0. R
Die Gleidhung 5. deicft offendar die Ebene des durdhy (x, y, 2)
gelegten Sehnittes qus. Die Gleidbung 4. Ddagegen frellt. einc
@bene dar, rocldhe ebenfalls durdd den Punct (x,y,z) geht; dbriz
gens aber von der fage des Schuitted gany unabhangig ift.
Wie daher audy die Ghene des durdy (x,y,z) gehenden Schnit-
tes liegen mbdge, fo liegt die Tangente Deffelben, fire diefen Punct,
immer in der Gbene 4., oder dieje Ebene ift der Ort der Tan:
genten, tocldhe fih an beliebige ebene Schnitte, die durch denfelz
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ben Punct dev Flache gelegt werden, in diefem Puncte siehen
laffen.  ie feife die Berdhrungdebene der Flace.

Dic auf dev Verithrungsebene im Bevihrungspuncte fent
vecht cevichtete Pinie heift Noemale, und ihre Gleichungen find:
u—x_v--y_ Ww—z
[T

dx dy dz
Wird z alé Function von x und y angefehen, und rwerden feine

. . dzy . dzy . ; ,
partiellen Ableitungen (d—\) mit p, (Tl?) mit g Degeichnet, fo ift
d

di
dz=pdx - qdy, und pedn ol =0, fo roie

dx
df af , ¢ y
o+ =0 Unter dicfer Borausfesung echalt man fae die
Beruhrungsebene die Gleidhung
w—z==p(u—x) =+ q(v—y),
ud fur die RNovmale:
| u-p—x = Y-—(;—X = — (w—1),
oder auth) u—x-f-p(w—z)==0, v—y+4q(w—z) =0.
73, US Bleidhung fic irgend eine Leliebig durch die Not:
male gelegte Clene fei angenommen
X 4Py t+yz=k
fo fiebt man leiht, daf y=—=op-+pPr: fein muf, damit der
Schnitt cin Normalfehnitt fei, d. h. duec) die Rormale gely,

€8 foll jept die Keimmung (%) diefes Schnittes, in dem

Puncte x, y, z, beftimmt roerden.
Der allgemeine Ausdrud far dad Duadrat des Keim:
mungsmaafes, ift nach §. 70., folgender: ‘
}_;(dyd’z—d’ysz+d'“’,V2+(]'zz'2
‘ Q‘z_ (dx2+dy2+d7‘2)3 ’
‘é"‘". d’x=0 gefetst wird. - Die Gleidhungen des vorgelegten
rittes find die der Flacdhe f(,y,2)==0 und der fchneiden:
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den Goene ox-+By-+rz=k. Durd) Diffeventiivung derfelben etz
patt man: dz=pdx-qdy, edx+4pdy+ydz=0,

d*z=rdx® 4-2sdxdy 4-tdy* 4qd*y,

( & d%z t___d’z
=’ 7 dxdy —Iy—*)
("3(1’5/'-]—’)’(12120.
Hicvaus ergiedt fich
dy_ opy dz__pB—qe
d<™ " BAqy’ dxT pdqy ]
und tvenn jur ALGFIrzung gefesit toird
Iy dy\?
r+2s:—&+t(a§) =h,
dfy  —hy dlz__ b3
A2 7 Baqy’ dx® T B4-qy
Sn den vorjtehenden Ausdraden muf man fih die Weethe ein:
gefest denfen, weldhe p, q, r, s, t in dem vorgelegten Puncte
evhalten. Da die fdhneibende Ebene zugleih durch die Normale
diefed Puncted geht, fo muf aud
y=aop-+iiq
gefest werden, toie oben {chon bemerft ift. Hierdurdh erhaft man:
d® 4-dy’4-dz® (B4 q)’ 4 (24-p?)” +(pB—q)*
dx? - B+97)*
Wicd dev 3ahler auf der rechten Seite entwidelt, und der obige
Werth pon » berhdkjidhtiat, fo findet man denfelben
== (1q? )42 (1 +p*)H2(xpHPOV-Hp -9 )y * ~2pqaf
=@ P2 4y YA+ p*-q")— P’ — B¢ —2pqap4-p*
= (@ Ly )1 p*+q") = (0 By I,
penn nod)  A4-p?q==1% gefest wird. Daher
didy2 e de? _ 1%(0?-HB+y?)
_ dx? - ()t
Ferner echalt man
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odyd’z—ded’y _ —E(atp)ty(pp-qe), _ __ch
T & (G+q)? =g
dy___ oh 4%z g
CdxETT T Bqy’ AT e’
d’y\?, (172}’ __ («?4B24yM)h?
? _—) =T
woraus  Q +(dxz) +(dz) Crp B.
und, mit Hulfe der Sleichungen A. und B.
1 h*4en
0* T IP(ar P2 +r")"
odet 1___ h@+gn)? C.

RN ==
gefunden toird.  Multiplicict man jedes Slicd der Sleidhung A.
mit dem auf der namlichen Seite befindlichen von C., und ents

toicelt %, fo fommt

l_ hdx? ]
0 I(dx*4-dy*-4-dz?)

Man fdreibe jur A6Firyung e fic gﬁ}: , und fese fiiv dz feinen

Werth  pdx-4-qdy  oder (p4-geddx, und r-2se-i-te?
fie b, fo fommt
4 r2sete? D
¢ 1A+t +(p+qe)?)’ ’
der Ausdeuc fir die Kedammung irgend eined Normalfdhnittes.
Die fammtlichen Novmalfchnitte unterfheiden fid von einander
durd) die verfchicdenen Werthe, weldhe dag BVerhlltnip £ :

fir jeden bevfelben erfangt. Da aber £=gz=_a+p7’
X B4qp

=ap+4-Bq, fo fieht man, daB fih & nach den verfhiedenen
gagen de8 RNormalfdhnittes mit dem BVechdltniffe B: e jugleich
andect.  Man fann demnach dicjenigen Novmalfchnitte fuchen,

welden die grofte oder Fleinfte Krlimmung jufommt, oder viel:

me, genquer gu reden, dicjenigen, in roelhen ein Wechfel dec
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96: und Sunahme der Kreimmung, in Hinfiht auf die benadh-
bacten Normalfchnitte eintvitt.  Diefe Noemalfdnitte follen in
vec Folge Hauptfdhnitte genannt werden. Um fie ju finden,
vacf man nur aud D., die Ubleitung von % nad & nehmen
und gleidh Null fegen. &8 war
o(r4-2se-te?) =1(14&>4(p4qe)?).
Wird diefe Gleichung nadh) ¢ und & diffeventiict, de aber Null
gefet, fo echalt man fofort:
o(s4te)=I(e4-(p4-q&)q),
und folglich, toenn aus den beiden vorftehenden Sleihungen o
eliminict woicd: . ‘
r-f-2sc 4~ te? _1+'£"'+(p+qs)"".
s+te  ~ pq+e(t—q*)
Gntivickelt man diefe Bleichung nadh Potengen von &, fo fommt,
indem fich die Hdchften Glicder auffieben:
[s(14-q*)—-tpqle? +-[r(14-q*)-t(14p*)Je -+ pyqr-s(1-4-p*) =0.

74. Diefe Rechnung fesit offendar voraus, daf die Ableis
tungen p, q, I, 5, t in dem gewdbiten Puncte fammtlich be:
ftimmte Wevthe haben, indem mehreve Schliffe ungiltig i
den, wenn ein befondever Punct der Flade vorhanden und ge:
wabit roare, fir welden dicfe Annahme nidt Statt fande. Jm
Aligemeinen alfo gieOt e§ el Hauptfhnitte, toie vorfehende
quadtatifdhe Gleichung fehrt.  Man Ffann ferner Detveifen, daf
die Gbenen diefer Hauptfchnitte immer fenfredt auf einander fte-
hen. Denn man denfe fih) den vorgelegten Punct jum Anfange
der Coordinaten, und die Beriihrungdebene davan jur Ebene der
x, ¥ 0der u, v gewdhit. Die allgemeine Gleichung der Berithy
vungsebene an einen Punct x, y, z ift w—z=pu—x)4-q(v—y);
in dem angenommenen Falle ift fie aber die Sbene u, v, alfo ifhre
Gleidung w=0; fo da nicht allein x=0, y=0, =0, fon:
dern aud p=0, q==0 ift. :
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Bird in der obigen Sleichung fir &, in Folge der ermahn:
ten Annahme der Coordinaten, p==0, q==0 gefest, fo Fommt:

.vs"-l-r—_——_—t-e—l:(),
S N
welde Gleichung offendar immer jroei reelle Whucgeln  pat.

RNun war e:{}-‘}(; e8 fei ferner y=xtgp dic Gleidung
cined der Deiden gefuchten DHauptfchnitte, fo toicd ‘Ly___t

dx — 8 &
Jtlie den jtoeiten Hauptfdhnitt fei y==x-+tg u'; fo find tgu
und tg ' die beiden LWerthe von &, welde fid aus der vorfte:
benden Gleichung ergeben, und man hat:

’ t— '
tenttgu' = r, tgutgp =—1.

S
Die lepte diefer Gleichungen gieht cos p Cosi 4 sinp sinp' =0,
oder  cos(u—p)=0, alfo wu—p'==1lz, toraus ber:

borgeht, daf die beiden Haupticdhnitte fenfredit auf einander
fteben, w. 3. b. 1.

75. @8 ift noch fibrig, die Kriimmun

’ It , gdmaafie der DHaupt:
fdnitte aligemein aussudricfen, $u toelchem Swede & aus den
beiden Gleichungen:

()(r+238+te’)=l(1+£2+(p+qe)’)
0(s+te) =l(pq+(1+4q*)e)
du climinicen ift.  Bur Beveinfadung fese man nody p=2
fo Hat man ,
Ar4-2se-t6?) = 14-p>+2pge-H(1-4-q*)e?,

N As4-te) =pq+(14q™e.
f lmt'nt Man ten Weeth von & aud dev jtociten Gleichung und
¢8t ibn in die erfre, fo Fommt:
Alr(14-q2 —
(15_ ( 2—)1?11 it)*+2.s(1+q’—-lt)(ls—-pq)+t(sl——pq)’]=

P9 —2024-2pq(1+q°—2)(As—pq)

+(14q*)(As—pp™.
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Diefe Sleichung bringe man auf Null, und bdemerfe, daf alé:
dann  14-q*—24t  cin gemeinfamer Gactor aller Glieder tvicd,
der offenbar im Allgemeinen nicht Null fein fann, roeil fonft e

I i avof fei
Weeth von a__mt entroeder unendlich grof fein, oder der

3ahler As—pq mit dem TNenner jugleich verfchroinden mifte,
mwas allgemein nidht der Fall ift; fo erhalt man, indem man den
anderen Factor gleich Null fept:

Ap*—A)(4q* —A)—(pg—2s)* =0,
mithin:
(rt—s*)}ﬂ-—[r(1+q’)—2pqs+t(1+p2)}l+1+p’+q2=0,
ober, wenn toieder fur 4, (li eingefabrt titd, to
I=V14p*+q* ift,

(rt—s2)p* —[r(1-+q—2pgs -+ t(1-+-pH)]le-+* =0.
Durch diefe quadratifche Gleidhung werden alfo die Kriimmungs
hatbmeffer der Hauptfdnitte beftimmt.  Mennt man den cinen
diefer beiden Srimmungshaldmefier @', ben andern o”, fo ift:

Moo [T(1+q2) —2Pq§+t(1 +P2)]l 01911 —_— 14

Z ’ - 2 °
t—s rt—s

o+0

76. Da die Gbenen der beiden Hauptfchnitte fenfrecht auf
cinander ftehen, fo Fann man fie, die Gbene xy twieder als Bes
tiifhrungsebene genommen, ju Gbenen der xz und yz toahlen.
Alsdann witd nidht allein  p==0, q==0, fondern audh

s=0. Um bdied eingujehen, Darf man nur auf die BGleis

dung & +1-E—t.e.—1=0 suriicfgehen, von welder g ¥
und tg 1 die beiden Wurgeln mwaven.  Man  Hatte

tgp+tg,u'=££—t. Nach der jest gefchehenen Wah! der Soot?
binaten muf aber w=0, w=1m7, alfo tg ' unendlicy grof:
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und mithin, tocnigftens fofern r, t endliche Werthe haben, s=0

fein, Durdy diefe Annahme verrvandelt fidy dev allgemeine Auss
. 1 . r-te

deucf der Krummung ° in e (§- 73. D.); ober, menn

e==tg v gefet wird, alfo » die Neigung der Ebene eines Ror-

malfchnitted gegen die Ebene xz auddridt, erhalt man:

a:r cosv? -t sinv?,

i die Hauptfdhnitte wictd v==0, y==>47; mithin g'=_:.,
" 1
0 = alfo:

1__(sin 1?2 (cos 7v)? .
() — ()I ()II 7
Durd) diefe Formel findet man die Keimmung eined beliebigen

Rormalfchnittes (der mit dem Hauptfchnitte, defen Kedmmung

1 ¢
¢ ift, den Winkfel v cinfdlieht), wenn man die Krummungen

1 1 , , :
Py und P der beiden Hauptfchnitte Fennt,

i tinen auf dem vorigen fenfrechten Mormalfchnitt vers
wandelt fih v in v4-1m, affo (cos)? in (sin¥)?, und
(sinv)? in (cos¥)?, und mwenn fein Krimmungshaldbmeffer o,
ift, fo Fommt:

1 _ (cosM?  (sin)*,

— 7 7 )

(1 0 0
1 1 1 1
worausd fofort folgt: =4 —==-F 75 D i ¥
fofort folg 0+()1 a¥o i. die Summe

Der @rﬁmmungémaaﬁe grocier auf einander fenfredhten Stoi:ma[;

ﬁbnitte ift, fir einen Dbeftimmten Punct der Fidche, bejtandig
Diefelbe,

77. Cudlid) ift nody ju seigen, wie fich Hieraus die Kvdm:
Mungen andever Schnitte finden laffen, die gegen die Tovmals
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ebene beliebig geneigt find. Man denfe fich einen fchiefen Schnitt
E, nehme feine Tangente, . i, feinen Durdyfchnitt mic dev Bes
vihrungsebene gur Uge der x, und die RNovmale dev Flade juc
9fgeder £. Der Kelimmungshalbmeffer des Novmaljchnittes xz rwird

3
2 2\7Z
nad §. 48, durd %—)—

Are der x jugleich STangente an die Curve des Normalfchnitted

ausgedeacft. Da aber Die

ift, fo toird, file den Anfang der Coordinaten, %:-:0; alfo ift

.2 .
()=g’;~l ver Krimmungshalbmefler ded Normalfhnittes. Rimmt

man ferner eine jtoeite Ape z' ebenfalld fenfredht auf x in der
Gbene E an, fo wird der Krummungshaldmeffer ¢’ des Schnittes E

3
2 122 '
(dx*4-dz'?) ausgedriict, oder toel ((i—z-; ebenfalls

burd ¢ ="gear
2
Null ift, durd g';{ . @8 fommt alfo nur davauf an, das Ber:

fiie den Unfang Der

dx? ‘dx*
Gootdinaten ju finden.  Ju dem Enbde beseichne man mit i die
Neigung der Ebenen xz und E, oder dev Aren z und 2’ gegen
einander; fo ift y=0 die Gleidyung der Cbene xz, und y=ztgi
die ber Gbene E.  Sede diefer Gleichungen ift mit der Gleis
dung f(x,y,2)=0 bder Flache su verbinden, um die Curve des
Sdnittes ju erhalten. FWied nun vorausgefest, daf der vovges
fegte Punct der Flache Fein befonderer Punct ift, firr relchen die
Ableitungen auffhdren, endliche und veelle Werthe ju Haben, fo
(aft fi) z als Gunction von x und y nac) Potengen diefer Grds
fen entwicfeln, fo daf

__(dz dz , (422
v=(3) <+ () 7+ (&) w +
. d d?
oder toeil -&z-:p=0, g—y?_:q:o/ E;:r, u f. f,

2= (rx? 2sxy +ty?),

2 2
altni§ der Werthe von d*z und 4’z
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wenn man afle Glieder, die in Begug auf x und v von Hdbherer
alg der jwociten Ordnung find, twegldft, weil fie, wie man aus
der folgenden Rechnung deutlich erfeben tird, Feinen Ginfluf auf
dag Refultat haben Fonnen.  Betradhtet man nun cejtens den
Rormatfchnitt xz, filr weldyen y=0 ift, fo wird fir denfelben

d?z .
z—=1rx?, alfo =" far x==0. Jir den fchicfen Schnitt

Eift y=ztgi, ober, wonn man z'=Vy"4z? einfipet,

foift y=z'sini, und z=2'cosi. Werden wvorftehende

Werthe von y und 2 in den odigen fur z gefest, fo fommt:
22’ cosi==rx?-4-2sx2’ sini-}tz'? sini?.

Differentiivt man diefe Gfleichung sroeimal, indem man 2z’ afe

Sunction von x Detradhtet, und fest bicvauf x=0, 24=0,

(IZ’ ¢ dzl’ ¢
T==0, fo erhalt man den Werth, welden FEL fur den Un:

fang der Coordinaten erlangt, ndmlich:

122’ .
ax2 2 * COS1==T.
i e 972 .__d’z e 2
Bolglich ift dx? tcosi=q=, und mithin, da ¢'= di—:z”

x? ‘
0=z, Mar, 0'==¢ cosi, d. b. der Keimmungshalbmefer ¢’
b8 fchiefen Schnittes E ift die Projection des Kedmmungshalom,
bet} durd) die Tangente von E gelegten Noemalfdnittes, — Diefe
Sage enthalten Alles, was ndthig ift, wm die Kedmmung eines
beliebigen Sdynittes einer Flache, in einem gegebenen Puncte ju
ﬁnb?n: unter der Borausfepung, daf die Ablcitungen p, ¢, r,
;;utf gur dicfen Punct nur endlihe und Deftimmte Werthe haben.
S efonbfre Puncte aber, firr roelche die Ableitungen unendlich

¢ unbeftimmt werden, find fie nicdht aussudehnen.

8. Wenn in cinem Puncte der Flache die Keimmungs:

1
m ~ 1 . .
aafe g und g Ve beiden auptfcbnitte gleiche eichen haben,
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fo folgt aug der Formel des §. 76.

1 sinv?  cos v?

e ¢ e’
daf auch das Krfimmungsmaaf jedes befieigen Mormalfchnittes
daffelbe Seichen Hat. Alsdann find, in diefem Puncte, alle Ror:
malfdnitte nady decfelben Seite Hohl, oder die Beriihrungsebene
fiegt gany auf einer Geite der Flache. MWenn aber die Krim:
mungsmaage der Hauptfchnitte entgegengefese Jeichen haben, fo
Febrt Dder eine die Hohle, der andeve die erhabene Scite nad) ders
felben Richtung hin, und dag Krimmungémaaf wecbfelt, fure
einen jroifchen Den beiden Hauptfchnitten befindlihen RNormalz
fcbnitt, indem e8 ducch Null gebt, fein Jeichen. Alsdann licgt
die Beriihrungsebene nidht gang auf einer Srite der Flade, fonz
der® fdneidet diefe, und swar in dem Normalfchnitte, deffen
Keammungsmaaf Null ift.  Soldye (concav - convepe) Flachen
entftehen 3. B. durd) Umbdrehung einer Curve, wenn diefelbe der
Drehungsage ihre erhabene Seite jufebrt,

Stoifchen den Gladen, die uberall concavzconcav, und des
nen, die fibeall concap:conveg find, liegen, al8 eine Mittelgats
tung, dicjenigen Flachen, von denen der eine Hauptfchnitt, in jedem
Puncte, das Quimmungsmaaf Null hat. Seht man von irgend eis
nem Puncte einer foldhen Flache in der Richtung diefes Hauptfchnittes
31 einem unendlich naben Puncte fort, und von da ju einem jtociten,
. f. to., fo echalt man eine finie in der Flache, deren Keimz
mungsmaaf fberall Null ift, und die mithin nur eine gerade
¥nie fein fann. Da nun die Berlihrungsebene jugleid) die Tans
gente jedes Formalfchnitted enthdlt, fo mug fic aud dicfen ges
radlinigten Hauptfcnitt berihren, und die in Rede frchenden
Klachen Haben mithin die Gigenfehaft, von dee Berihrungsebene
{ibevall nicht blof in einem Puncte, fondecn in allen Puncten ¢
ner gevaden Pinie berdfhut ju toerden.

RNennt man, (nadh GSauf) daé Product aus den Ky

mungémaafen :7, 91, der beiden Hauptfdnitte das KReams
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mungémafgﬁ ber Flacye, fo ift diefes, fir -dic eben erwdbnte
et von Flachen, Rull.  RNun ift aber, nach §. 75., das. Keiime
1 " . -
my i ade —— i ;o Tt—s? .
ngérftaafs emef Slache o allgemein gleid T flglich
muf, fie die Flachen, deven Krimmungdmanh Null ift,
dx?* dy* m) =0"""fein.
Dies ift eine fehr bemerFensroerthe Gleichung swifchen den pae
tielen Ableitungen gweiter Ocdnung von z, weldyee die Gleichuns
gen der erw&f)ntm Glachen fammtlich Gendige. thun mifjen,

rt—s?2=0 ober

79 Man fann aber audy eine allgemeine Form fir' afle
Viefe ®leihungen finden. &8 fei ju' dem Ende an’ einen Punct
(%, y, ) einer foldhen Flache eine Verithrungdebene gelegt o des
ren Gleichung . ; :
w—z=p(u—x)-q(v—y)
W—pU—(V=1z—px—qy .
fein wicd,  9Man fann nun auf der Flache fo fortachen, daf
gan gugleid auf der Berbhrungdedene 0Oleibt, weil,»_»‘nﬁ@ dee
2’0'”01;51'{511"9,)& Slache von diefer Gbhene in einer, ger@be,it
inie berubet toird; alfo Fonnen die Werthe von x, y, z fo ges
dnbdect weeden, daf die Gleichung dec berdhrenden Goene diefelbe
!)Iet?t, odet p, q, z—px—qy ungedndert bleiben. Damit dieg
in jedem Deliebigen Puncte der Flache moglich fei, muf - noth:
wendig die Sleihung der Flahe fo befchaffen fein, daf jwei der
Sredfen p, q, z—px—qy Functionen dér dritten find, alfo 3. B.
q=9p, z—px—qy=1p;
Wo @ und 1 swei gany beliebige Functionen von p begeichnen.
?e @[eic'l)uftg fic die Bertihrungsedene der Fladhe, an icgend
nem Delicbigen Puncte, ift demnach '
e W—pu—@p V=1p.
%:t; die @Ie‘icbung der Gecaden ju finden, in roelcher diefelbe die
de berithet, denfe man fich diefe Gerade afs die Grenge,
10

obder
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weldher dev Durchfchnitt gtocier in benachbarten Puncten geleg
ter Berihrungsebenen defto naber fommt, je mehr diefe Puncte
fico dem Sufammenfallen ndhern. €8 muff demnady fir diefen
Durchfchnitt nidyt allein die obige Gleidhung gelten, fondern auch
dicjenige, toelche man echalt, tvenn man von ihr die Abfcitung
nacdy p nimmt, u, v, w aber ungeandect (aft. Diefe ift
u+¢p-v+y¥p=0.

®iebt man der Grdfe p ivgend einen beliebigen Werth, fo v
Halt man aus den beiden porftehenden Gleidungen eine der in
der Flache Defindlichen Geraben.  Gliminirt man aber p aud

beiden, fo echalt man eine Gleidhung stoifchen den €oordinaten
u, v, w, toelhe Den Ot aller diefer Seraden, d. b bie ver:

langge %lad)e ausdrict.
Man fchreibe x, y, z ftatt u, v, w und o ftatt p, und
betrachte in den Gleichungen fiv die Flache, namlich:
T—OxX— o s y =Y und xy@a4-yoa=0,
x und y -al8*unabhingig pecandeclihe GSedfien, mithin z und o
alé unctionen derfelben.  Man nehme nun die partielle Abfeis
tung nach x, fo fommt:

d: ' ' do
a§—¢=(x+y<}>a+1l’°‘)d—x,

. ' , dz__.

oder tweil x4yPatPoa=0; ——==o.

Wird ferner die Ableitung nachy y genommen, fo echalt man
'—l-——tpa_o alfo ift —-_qo( o ), oder, nach den frdhes

ren Beeidhnungen q=gpp. Nimmt man von diefer Bleichung
toieder die ﬁb(eitungen vna'cb x und y, fo fommt:

dx dy )
a_ (4, 2
('1')',7-—9’ dx/ dxdy’
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oder, flujer begeihnet, s==¢'psr, (==¢'p.s, mithin, durdy
Elimination von qo'p° =
, Lt s =0, o s :
Die in den  Sleihungen I—OXm—oiy=tpa i
x+4-ygaPe=0 enthaltenen Fladen gendgen alfo fammmt:
liy e oben gefundenen Gleihung rt—sg?=2p, odir faben
das Keummungémaaf Null. gt ‘

80. Man ftelle fih im Raume ein beliebiges geradlinigtes,
aber nidt in einct Eberie . enthaltenes Polygon ABCDE pot
(3ig. 18).  Werden die Geiten dber die Spiken hinaus vers
!&nqert und ducch je joei auf cinander folgende Seiten Ebenen
gelégt, fo eiitfteht ein ‘Dolt)eber, deffen @renaﬂacben in ber Sigur
durd) GBH, HCK, KDE batgefte[[f werden.  Denkt man fid)
nun die ecfte diefer Grenzfldchen, GBH, feft, und drebt den bes
nachbarten Iheil dev Polpederflache um die Kante BH, His die
nadyfte Grenyfidche HCK in die Gbene der vorigen GBH fallt;
reht Bievauf den folgenden Fheil der Polpederfidche um die
Kante DK, bi8 ‘die Grenzflache KDE oieder mit den beiden vo:
vigen in einec Gbene liegt, u. f. f.3 fo roied Die- ganje Polpeder:
flahe in eine Gbene ausgebreitet oder abgewidelt, .Diefes
gilt, toie Flein auch die Seiten des gégedenett Polpgones ABCDE
werden mdgen, .und befteht affo audh noch, . oenn. dag ‘].!olt)gon
in ¢ine Gurve Gbcrgeht. AlSdann verwanbeln fich die %etlénge,
tungen ber Geiten ves Polpgons in die Tangenten dey Curpe,
und dag gange Polneder in cine abwidelbare Flacde, von
welcher die Grenzflachen des ‘Doloeberé beritfrende Cbenen  wers
Den.  Um bie @leichung diefer Fldche ju finden, feien. y=f,
z=Fx pje @Slexcbungen bec @utbe, fo find
N—y W—Z
:e (f‘S[IEi:[)ungen ibrer Tangente, meld;e fich .aupp Mrewen (affen,

ie folg

u—-x__.

10 *
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w—uFx=Fx—xFx.: "
v—uf’x = fx—xfx. ,
aBicd x aus diefen beiden Gleichungen: eliminirt, fo echalt man
tje Gleihung der abtmcfelbarm Slad)e, mnfdpen den.. Coors
dinaten w, v, w... T
- Man bet:elba mtebec X, y, z. ftat: u, ¥, W unb B ftatt X,
fO Pommt AR AL PT SIS LS
z—xF'j3 —Fﬁ—{iF'ﬁ
o y—xfB==ip—pRe . - SRRTE
SDtefe @Ie:cbimgm find 5ma: dont “den im’ boagm § gefunbemn,
n&m[zcb : z—ax-—tpa y"""l/d 'llnb x+y(pa+1pa-'—-0
der 5orm nad) nerfcbxeben, brud?en “aber mefenthcb nw. buej‘elben
Flachen aus. Shmmt man, nam[ndp bie %Ibleuuhgen berfefﬁen
nad; x unb ‘nad) y, fo fommt ‘ ' L
{3

_ p—F'ﬁ—'(x-ﬁ)F"r3 é‘—, q:(x-p}p"p.
‘,,“5“3"'1[-f[3 (x_m{”ﬁ._l‘; 1_({ 3){,, p
folalich- butd} SDwtf o i |

= B' obge 'p—.-f*',f}'%%"’r?""ﬂ an=’1;;§

=i -—"f"?
motaus burcb @bmmatwn b‘o‘ti’ ;3, md)té fvettér fo!qt, als daf q
einé 8ttnctwn bon p lft, mxe vorf)m

‘J)?an fann dbet aud) “dle @Iefd)ung der abmde[baren
3(&cben fofort in ber @eftalt det in § 79. erhaltenen Sleichuns
gen finden,” menn man von det %embrung&bene derfelben auss
geht.  Diefe Berihrungsebene ift namlicy Feine andeve, af8 die
anfdliefende Gbene -Der Curve y=fx, z==Fx, deren
Rangenten die Flade erjeugen.

Die Gleihbung fir die anfcdliefende Gbene evgieht fich
nacd §. 70:
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o (Fr e fix—fx  Fi)—O4-F 'x(vim fx)-f"x(w—Fx) == 0.
Man fEQE F’x.f"x—fx~F"x=’F’x-d,' F"X:f"x-(pa, )

—(F "“f"‘—f"‘F"‘f)x —F xfx4-"xFx = f'x . N
und: fheeive x, ¥, z fatt u, v, W, fo erb&[t die @Ietdpung der
am‘cbueﬁenben @bone die Form:

’ z—a\—qmc y =,

in me[d)et: ¥, unb Yo owec 8unctwnen pon o find, bereu Sorm,
nadh %efd;aﬁenf;ext der, @Ieuc{mngen der, @uwe, y=fx, z=Fx,
verfchicden fein. . %mmt man von vorftehender Gleidhung tie:
et bxe QJb[mtung Do nadz , fo echdlt man die Sleichung fite
itgend einc Tangente der Gurve, ndmlid

x+y(p a+tpa-—0

xxxxxx

umgefef)rt ?anm man aud, teno die @letcbungen ciner ab:
m(d’e[bacen Slade,

L z-—-ax~rpa )-—zpa ud x4-y¢'at-o=0
gcgeben find - die” @S‘teld)ungen der Quroe finden, durd bncn
Tavigetitén fie evjeuat wied. Denn die beiden vorftehendert Gfeiz
dungen dritcken, fir irgend einen Werth von o, eine diefer Tan:
genten aus, und man echalt mithin die Goordinaten eines Pun:
ctes Dev verlangten €uroe, twenn man den Durdpfchnitt jrocier
auf eiander folgenden Tangenten fudgt, d. h. von den beiden
borftehenden toieder die Ableitung nadh « nimmt. RNun ift aber
die jtoeite fchon dic Ableitung der erften, nady a; alfo fommt
Ij}lr nod> dic Ableitung der jroeiten hinguy, namhd)

: , rp”a-{-tp '0=0.
QBwb aus blefcn drei Gleihungen o eliminict, o echalt man
jroei. Gleichungen swifden x, y, z, welde die Curve fiefern, de:
ven Fangenten die qbmicelbate Fladhe ereugen.

Umnod) eine andere Gntftchungstocife dev abmwictelbaren Slachenan:
sugeben, Denfe man fich auf einer belicbigen Fladye eine Curve befcheies
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ben: Die Berihrungdebene dev Flacpe, an cinen Punct diefer
Gurve gefegt, Hat die Sleichung IR
w—z=pu—3) 4 q(v—y) "t
Sn diejec Gleidhung find, vermdge Dev Gleidungen dep Suene,
v, 7, P, q fommtlih Functionen von x; fie ift alfo von dev
Form w—au—g@o.v=1ya, 00 @, gx, Yo Functionen von
x find. Denft man fich nun in fammtlichen Puncten der Curve
vic Berdifrungdebenen an die Flacdbe gelegt, fo bitden die Durdy-
fdbnitte decfetben eine abmwickelbare Flache, deren Gleichung man
erhalt, toenn man von der vorftehendent” die HBteitung nach x,
ober nadh «, nimmt, v. i utv@apa=0 fegt, und biers
auf « eliminitt. L e .

§2. Gine clindrifche Flache entfteht, wenn eine gevade
finie, ciner gegebenen Gevaden beftdndig parallel bleibend, an ciz
ner Gurve fortbetvegt twitd. — Die Gleichungen der Geraden
feien y—ax=qa, z—bx=§; fo {ind a und b gegebene bes
ftandige, « und @ verdnderliche ®rdfen. RNun feien x', ¥, 2’
die Goordinaten eines Punctes, in weldhem die Gurve von der
Gecaden getroffen witd, fo muff, indem y' und 2z’ Functionen
von x' find, sugleid audh

v—ax'=u, 2 —bx'=3
fein; mithin find o und B ¢benfall Functionen von x und affo
B cine Function von a, B=ga. Folgliy muff auh z—bx=3
eine Function von y—ax=c fein, affo ift
z—bx = @(y—ax)

die Gleichung ciner Defiebigen Eplinderflache. —  RNimmt man
von decfelben die Ableitungen nacdy x und y, fo Ffann man die
Function @ eliminiven; ndmlich toeil '

p=—b=—g'(y—ax)+a, q=¢'(y—ax);
fo folgt: p—b+-ag=0, odet p+aq=Dh.
Dies ift eine pactielle Diffeventialgleichung dec erfen Ordnung,
toeldher jede Gleidhung gentigen muf, die cine Cylinderfléche dars
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frelit. —  Diefe Gleidung geniigt audh der Bedingung
rt—s*==0, . f. alle Eplinderflachen find abwidelbar. (Man

ceinnere fidy, daf 3—%=r/ ﬂg_éﬂ=s, dj—:t ift.)

man namlid von dev Gleidung p-4ag=b bdie Ableitungen
nach x und y, fo Fommt:

r+as=0, s4-at=0, alfo rt=s%, 1. ; b, .
Die geometrifhe Bedeutung der Gleidung  p4-aq=b ift
feine andere, af8 daf jede Verihrungdebene der Cylinderfiache
cince geaden Sinie parallel ift, von telder y=ax, z==bx die
Gleichungen find,

83. Wenn cine Gervade, indem fie an eine Curve fih feh:
nend forteiicft, jugleich immer duech einen feften Punct geht, fo
befchreibt fie cine Kegelflade. -

' @8 feien a, b, ¢ die Soordinaten Des feften Puncted, und
die @leichungen der Geraden:

y—b=—a(x—a), z——c=p(x—a).

et man fic Xy, 2 Werthe, dic gugleih dev Curve angehd:
ren, fo' ergeben i:tcb o und 5 al$ Functionen von x, weil v und
z ¢8 find; alfo ift f=ga, mithin ’

t—c__ f(y—b

i—a P\ a)
bie Gleihung aller Kegelflachen. —  Nimmt man die Ableityn:
sen nadh) x, fo fommt:

(x—a)p —(z—c) . .(y——b) v—b
— /\ e B
(x—a)*’

(x—a)?* Xx—a
N — Y

und, wenn man die Ableitung nady y nimmt, q=q>’(‘v _b)‘
. 3 » x_ ’

m'ltbm ".t, p(x—a)4-q(y—h)=z—c¢ ’

die particlie Differentialgleichung aller Kegelfidcben. e bedeus
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tet, baf fommtlice %ec&f)tungéebenen ver Flache durch den
SPunct (a, b, c) gehen.

Alle Kegelfiachen find abwidelbar. Denn nimmt man ovon
vorftehender Gleichung die Adleitungen nach x und y, fo fommt:

s(y—Db)4r(x—a)=0,
s(x—a)+t(y—b)=0;
mithin ‘s*=rt, w. § b. W.

Anmerfung. Sn den vorfehenden Beifpiclen dev Eplins
der: und ﬁege( Sladhen urde eine gany willfurliche Function
bon x und y, welde fich in dev urfpringlichen Sleidhung befand,
nach Gntroicfelung dev Husdricfe fiar die pactiellen Ableitungen
von z, nadp x und y, eliminict, und man’ fam Ddadurd) auf
Gleichungen swifdhen den partiellen erflen Ubleitungen p und p
von z, welde man pactielle Diffeventialgleichungen dev erften
Ordnung. nennt.  Dagegen -enthilt die Gleihung der abrvickelba
ren Flachen nicht eine, fondern zwei willfdrliche Functionen, und
um diefe gu eliminiven, mufte man bi8 auf die pacttiellen Ablei:
tungen der jrociten Ordnung von z, nadh x und y, suriicfgehen,
twodurdh die Glimination der willfarlichen Functionen, in dies
fem Dbefonderen Falle, gelang, und man eine particlle Diffes
rentialgleichung oeiter Ordnung, ofne willfheliche Junctionen,
echielt. Obige Beifpicle geben eine Borftellung von der vielum:
faffenden geometrifdyen Bedeutung, deven die partueuen Diffeven:
tialgleichungen fabhig find.

Jutegral - Nedhnung.
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' zmtwral~ﬁtd)nung.

84. fehriasg. Bmei Kunctionen fx und @x, tweldye dies
felbe Ableitung fx Haben, Eonnen nur um eine beftdndige Grofe
bon einander verfdhicden fein. -

Denn man fege fx—px=Fx, und nehme die Ableitung,
fo it fx—g@x=Fx=0, fiir jeben Werth von x, teil
Fx=¢'x; mithin ift audp F(x+4-k)=Fx4-kF(x4+6k)=Fx,
weil F'(x4-6k) Null ift; d. h. die Function Fx dndect ifren Werth
nidt, mwenn x den feinigen andect, ober Fx ift ift eine von x
unabhangige, mithin beftandige Brdfe; w. 3. b. 1w,

Solglich ift, wenn C eine Geliebige Coniftante Hedeutet, allemal

fx =gx+4-C,
fobald, fiar jeden Merth von x, fx=g'x ift.

@ine Junction yx, deven Ableitung die gegebene Function
fx, oder Decen Diffevential fxdx ift, Heift das ntegral Diefes
Diffeventiald (oder auch die Stammgrdfe diefer Ableitung),
und wird durd) DBorfegung de8 Buchftabens s begeichnet, fo
dag, wenn dys=fx «dx,

Px =[x dx

ift. Die Operation des Jntegrivens, toelde durdh / angedeutet
wird, ift afjo die umgefehrte des Difeventiivens, indem fie durch
Diefe aufgepoben micd. Der Urfprung des Reichens /; toelches
eine Summe andeuten foll, wird nadbbher angegeben werden. —
PWenn irgend eine Sunction YPx gefunden ift, rwelfche die Ablei-
tung fx Bat, fo fielt wx4C (C eine beliebige Gonftante) die

om vor, in weldyer jede Function enthalten ift, die fx gur %bs -
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feitung hat. Diefe Form beifit das allgemeine oder aud) das
pollftandige Sntegral von fx; aug ihm fann man fo viele
pefondere Sntegrale erhalten, af$ man toill, indem man dec
Gonftante beliebige Werthe beilegt.

@in conftanter Factor a der Ableitung Hat auf die Operas
tion des ntegrivens feinen Ginfluf, und fann mithin auerhalb
de8 SntegralJeichens gefept werden, d. h. man hat

Safxdx=affxdx.
Ferne ift Sb4-gx)dx=/Txdx+/ pxdx, toie leicht eingufelyen.
Sn diefen Yusdricken muf man fich dic willfuclihe Sonftante
alg in der Begeidhnung des Sntegrals entba[ten Yenfen, toie aud
suroeilen im Folgenden.

Rennt man dag Diffevential einer Sunctwn, fo I)at man in
der feteren audy fofort das Jntegral jened beﬁerentmlé, 3 B
da dext=nx""ldx ift, fo fo{gt oy

A nx“"‘dx:x“+c ; ober QUdD W ! di= i11— x+C.

Ghen fo ift

a +C,

dx : = K 5=
f;=10gnatx+(u Serdx=e*+C, fa‘dk:lognata ‘

S cos xdx=sinx4+C, [ sinxdv=—rcosx+C,-
dx o T
v fm—ta“"(‘ u. f 1.
Durch Diffecentiation dberscugt man fich leidht von Ddet Dttd)tt@
Feit Der vorftehenden Formeln.

85, Wenn allgemein [Ixdx=yx+C gefet ift, fo fann
man die Gonftante C einer Delicbigen Bedingung untevroecfen,
 die fih in der Regel aus der %efd)aﬁenf)ent der Yufgabe von
felbft evgiebt.

Botausgefeit, daf die Function Px von x==a bis ju wstnb
cinem Werthe von x endlich und ftetig bleibt, fo fann mdn wers
fangen, daf bas Jntegeal fir x==a verfchinde, - odev-vol
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x==a anfange. Damit dies der Fall fei, muf die Eonftante C

aus der Bedingung
C4ya=0

beftimme weeden, wélhe C==—1pa giebt. 1im auég’ub’vﬁcf’m,
Vaf ein Jntegeal bon x==a. anfangen foll, figt man dem Reis
dheri / ben Buchftaben a unten beis - und wenn man noth den
Werth angeben will, weldyen x nach vollendeter Jntegration ecs
balten foll, fo fchreibt man auch diefen noch:oben binga, wnd
joar in folgenbec %etfe

f fxd_\_lp‘(l—l,l}a,

d. h. das Jntegral ffxdx, fo genommen, daf 8 flic x==a vers
fdhoinde, und b ju dem Werthe x, ausgedehnt, oder dag Ins
tegral ffxdx, genommen 5mfd)en den Brengen’ x==a und x=x,,

wird duivch f fxdx be3ezcbnet, und ift g[exd) ’pr, --1,Ua
Diefes ~gntegm! erba(t cinen beftxmmten Werth, fobald die

@rengm a, und x, beftimmte Werthe erhalten, und mwird dann

ein beftimmees Jntegral, oderein Sntegraltwerth gemannt,
Man fat 3. B. ,

Vo
Y.

Sx*de=} 3+L
alfo ift fk’dx=§x3,k und fx"dx_f, " u. dgl. m.
€3 feien x,, x5, X2 Drei Werthe von X, ,nmfcben denen Wx be:
ﬂ&nbtg endlich und ftetlg bleibt, und nacy dem Borigen:

,,,,, f fxdx.._tpx,——l,bxo, f f\dx__szz_qp,“
f f)gd,\_lpx,—l/lxo,
fofolge fxdx_f 'fx dx +f *fxdx,

i?,ﬂgl tman alfo bas ntetba[I der @rmsm, swifipen MW“

¢ megm; genommen ecden foll, in beliebige Sheife theilt, fo

o an 0as. gange JIntegral ald. die Summe der btefen Sibﬂ’
entfprechenden utegeatwerthe anfehen.
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@3 war: f:’fxdx:_-sz‘—'lpxo. A

. P, =Wy o, , .
Der Quotient Y& =¥, ird befanntlid), tenn, wie voraus:

1—Xy
gefett ift, Wx immer endlich und fretig bleibt, defio genauer gleich
der Ableitung von Y, fir x==x,, je fleiner x,~x, ift. Wenn
folglih xo, X,, xg,ee0xn Delicbige auf einander folgende Weethe
von x find, fo ift
f:"fxdx=j:'fxdx+f:’fxdx+-...+f:" lfxdx:
t [ 1 . n-— ¥
—_ YX . wxn*wx -
(x1—%0) °£%:_';%*—()‘-l"" A (Xn=Xn—1) * 'm?H 1.
und diefe Summe naheet fich der folgenden: '
(x4 —xo)fxo+(xz_x Ofx, 4 "'+(xn'-_xn—-l)fxn—l

defto mehe, je fleiner die Differengen x,—xo, Xa—X1, U f. f-
genommen toerden, weil it der Abnabme ;. ®B. ol X, —Xe

dex- ﬂuotiént ¥ —;,Ux,, fich dec %lb[eitimg pon ybx,,fﬁn X==Xq,

xl— 0

d. . dem MWecthe fx, nahect.

86. Umgefehrt (afit fich betoeifen, ba, tenn fx endlich
und feetig bleibt, die Summe

j;:' = (x; —Xo )Xot (Xa—X 1 )X o + (Xo—Xn—1)Xa_1

fid einer beftimmten endlihen Srenge ndbect, wenn die Jnters
palle x,—x,, Xp—Xy, U. f. f., welce swifchen den dufecften
MWerthen x, und xa liegen, immer fleiner roerden, — €8 roicd ans
genommen, daff die Weethe Xo, X1/ XzyoeXa Der Grdfe nady
auf einander folgen, affo die Differengen x;—,, X3—Xy, U f. fo
fammtlicy aleicbe Seichen Haben, Die man ficdh, der Ginfachheit
wegen, pofitiv denfen Pann.

Untec einem Mittelrerthe von fx foll ein MWerth pecfranden:

werden, toelher swifchen dem grdften und. dem Fleinfren dee

Sevthe liegt, Die fx in einem gegebenen SIntervalle, 3 B. port-
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Xo b8 xn crhalt.  @in folder (46t fih immer durd
f(xo-+0(xu—x,)) beeichnen, wenn © eine Rah! ife, die nicht
auferfyalb der Srengen O und 1 liegt. —  Der aufgeftelite Sas
(3t fich nun folgendermagen Dereifen

Die Summe fo" liegt offenbar jwifhen den beiden Pros
ducten, die man echdlt, wenn man die Summe alfer Differenyent
Xy —Xo, Xo—Xp, U f. f, O i Xa=Xo mit dem. grdften, und
wenn man fie mit dem Fleinften unter allen Werthen von fx,,
By, o« fxn1 multiplicive,  Folglich ift fo gleich cinem Producte
aug cinem Mittelwerthe von fx in x—x0, O i,

n!

Jo = Ga=2)(x o 4+0(xn—x,))e _
RNun theile man jedes dev Intervalle von x, bis x,;, x, bis x,,
u. f. f. wicder in Ffleinere Intervalle, und bilde die Summen
{q', JSi u. f. f., nady demfelben Gefege, nady weldyem /' ges
bifdet war; fo erhilt man wieder:

f,,l=(xl—xo)f(xo+6,(xl——xo))

£ =0 —x x40, (x,—5,)); W f- f.
Man fege ferner ,
[(xo401(x1—xo)=fxo4-¢,, (X102 (x;—x, ))={x, 432,
u. f. f.; fo erhalt man:

1 2 n n '
oS et =S A S —Xo ) (XX, ) - on

) , +€n_|(x,,—‘\-n_l).
SD'ne Summe dec mit &,, &,, u. f. f. multiplicicten Gfieder ift
wieder gleidy dem Producte aus der Summe der Yntersalle, b i
8 Xa—x, in cinen Mittelroerth & vor &g, &y, wue 8.._1;’ m.it;

. bln ‘ft j;)l+/:,2+..+j:‘_l=_/:+6(xn—xo).

o : !

:ee Fleiner nyn fammtlige Jntervalle x,—x,, x,—x, u. f. f.

qlnommen werden, defto mehr ndbern fih &y, &, - “der Rull,
fo defto genauer wird audy £==0, und
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. 1 Vi ] L]

' /0+j1 +"f-ﬂ:-x=/;)'
Hiermit ift bewiefen, daf, toenn jebes der Fntervalle x,—xo
x,—X,¢ wieder in Delicbige fleinere getheilt, und die Summe
der ,‘Dgpbutte aug den Sntervallen in Die entfprechenden IWerthe
pon fx 'genomm_en 1icd, b,fief'e", si}:).jobuc‘t:_@_umme'bec porigen f(: '
defto. nafer . Fommt, je Eleiner die- 3nterb&ﬂe Xy —Xg, Xg-—X1 ***
waren.  Nui- denfe. man_ fih eine Deliebige anbdeve Gintheilung
bes Yntervalles xa—x,, und bilde die ifr gufommende Products
SGumme, toelche mit z_(';‘beaeid)net erden mag, jo Ffann man

cine dritte Cintheilung annehmen, toelche forvobl von der erften,
al8 von der gwoeiten Cintheifung eine Untereintheifung ift; die

Product-Summen /), S, nabern fidy alsdann beide Der ju dies
fec’ dritten Eintheilung gehdvigen Product:Summe; alfo ndbern fie
fih etriander; tv. 3. bow. e

87. Das JIntegral S ’:".fxdx (it alfo gleich dem Werthe,

welcdhem fich die: Summe /:," nahert, indem die Diffevenzen
x,—Xq, Xa—Xp o fich der RNull nahern. So lange fx endlich
und ftetig leibt, und wenn das Sntervall x,—x, endlich ift, ift
diefer Werth ebenfalld ein beftimmter und endlicher, und jroar
gleich Dem Producte aus einem Mitteltoerthe von fx in das Jns
tervall x,—x,; daher ift aucdh das Sntegral

f:" fx dx = (Xn—X o )i(X o+ OXa—%,)).

Menn die %uu&ion fx innetb@lb ber Grengen x, und xa nicht
fberall endlih und jretig ift, odev auch toenn das Sntervall
x.—xX, unendliy grof ift; fo wicd der Merth des ntegrald
j, xdc in manden Gdllen unendlic) grof, in andern ganglic

unbeftimm, in noch anderen endlich und bejtimmt. Kennt man
cinen allgemeinen Ausdruct x des Jntegrald JSixdx, fo erhdlt
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man den Jntegralerth fx " fxdx, fo fange x endlidy und fre:
tig Bleibt, allemal durch die Formel:
./'xyfxdxztpxl—szo, -

Qoba{b bfrtgegen fur einen Werth a von x, swifden x, und «
die 8ur!1ctx’on Px nidyt gugleich endlich und feetig ift, '?p m{,ﬁ;é
man Haufig fehlevhafte Refultate aus der Antoendung der por-
ftehenden Fovmel erhalten. €8 roerde . B. das Integeal J'_‘l‘f
oon x,=-—m &i§ x, =n perlangt, wo m und n pofitio ﬁn;

o '
Man Hat allgemein f—g:log x3  alfo
Y(n)=log (n), Y(—m)==log (—m); woraus

n
dx n
-m X —1n

f:rgen wﬁrbci cin imaginaver Werth, der offenbar falfdh ift. —
;E: goe!nc@:n‘ 80[1::1 muf man Dbei der Deftimmung der Sonftan:
bred)un:z nt:g:n @;Be’rtr)‘a von x beadyten, bei twelchem die Unter:
Snte e mante;x‘gl’;tt der Junction wx Statt findet. Ju dem
o e um;e Werthe der Jntegrale ffxdx von x=x,
; ¥=a—u, 1 b?n X=f1:+—v bi8 x=x,; u und v bedeu:
en gtoei beliebig fleine pofitive Grdfen, und e ift angenom:

men, daf x, >x, ift. Der Werth des Integrals f" hodx if

T!IX o= log X,

al$dann derjenige, weldhen die Summe

a—u

J. fxdx+t[‘:vfxdx=U’Xl—’:”(a’f"’)'i‘w(a‘u)"W(xo)

fur u=q, v=0 epatt.

Um 3. 8. fiber den Weeth von f n dx ,

- . — u e , :

des Jnte . L x U enticheiden, el
gral oben angeflfrt tourde, fudhe m an, ba fir

X==a=—= — i i
a==0, log x==—cv wird, dic Summe

11
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-—-u(—]l n“—l;‘
o/ —m X —‘: v X !

roelche gleich
log (—u)—log (—m)+log (n) —log (V)=

e (21 ()= (2) ()

ift. Da fir u=0, v=0, diefer Werth unbeftimmt ift, fo ift
auch der Des vorgelegten Sntegrales unbeftimmt.

. 1
Man pat ,/;de‘- =Lonst.—-;—;

dx 1 1 —udx 1 1
alfo ift ./:;z'—':;“‘ﬁ"t/:m;?—u—m’

flglcs /: :%=3?+%”%‘% e u=0, v=0; mithin
ift diefes ntegral unendlich grof (u, v, n, m find al$ pofitiv
su Denfen, mie vorhin).

Gin (ehrreiches Beifpiel ift nod) folgendes: Man bHat

dx ,
d arctg X= folglich

x dx '

J; ﬁ.—{f:arc igx—arciga,
¢in MWecth, der fidr jeded beliebige x und a gilt, toeif die Function
arctgx (die brigend immer gwifen 437 und —370 ju ney:
men ift, §. 21.) von x=—co b8 x=-4© ftetig bleibt.

Diffeventiivt man aber den Ausdrud arcig I%-%’ fo erhalt

man das Differential 1_‘::‘,, indem a fHerausfallt, rie man
. ) , X=—a ¢
durd) die Rechnung finden wicd. Da nun  arcig TFax fue

=a JNull wirtd, fo Linnte man allgemein fegen:

x dx 1o X2
./:. T — %% Tax

163

Diefer Werth ift aber nur fo lange ridtig, und mit dem obigen

arc tg x — arc tg a  Wbereinfimmend, afg die Function
X—a ’ 4 .

arc tg g—— fietig bleibt.  Betvadytet man den Gang diefer

Sunction naber, fo wird man finden, daf, indem x von — co

1, , , wtod o
bis —— wadft, die Function von arc g < 0i8 417 wadft;

. 1
vaf diefelbe aber, fir X==——, bon bem Werthe 17z gu
dem Werthe — L pldslich dbergeht, und bicrauf, indem x pon

1 ’ ¢ ~ I3 e
- Di8 oo wadit, von — iz b8 arc fg:— wadft. RNam:

lih man fepe x::—;-—u (u pofitiv gedadht), fo wird

1 u
x—a 45—
arclg ——=arctg " — =47 fur u=0;
ift aber x= — 1 ides poit i
oL Xx=— - Tty v wiedes pojitiv gedacht, fo 1ird:
1
a a

—a
arctg T3ax =arctg
v

da befanntlid) arctg (4 o0)==—-4m, arc 1g (—oo)=—1x ift.
Wenn nun dev Nenner 1-4-ax gwifdyen den Srengen der Ynte:
SFation nidgt Null wicd, fo ift dad obige Integral richtig. §lr
Die erfte Grenze (a) e Sntegrald ift aber 14-ax==1-4-a?
Pofitiv; affo ift dag obige Jntegral vidhtig, wenn 1--ax fiir den
Werth von x an der jtociten Srenze des Integralg, pofitiv ift.

X—a
‘«I'an aber der Brud T
tion fein Reichen redyfelt, indem ev durd) dag Unendlidbe geh,
foag gefcbieht, wenn der Menner 1-4-ax durc) Null aus dem
:?')ﬁtwen in dasg 'énegative iibergeht, fo giebt die obige Formel
't mehr den ridytigen Westh des Jntegrals,

11 *

goifchen den Grengen der Sntegra:
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Xx—a
1—ax
enthalten, wenn man die Conftante gehorig beftimmt.  Man finz

Ynbdeffen ift decfetbe immer in dec Formel arclg -+ Counst.

1 .
det, wenn — jwifden a und x liegt,

x dx X—a
—_ Rl T
1/; e e i "
Das obere Jeichen gilt, tenn a negativ, das untere, fwenn a
pofitiv ift.
Diefe Werthe ergeben fich, toenn man bas Qntegral theilt,

, 1 ..
und von x=a bis x=-—%, hievauf von x=—— big x=x

berechnet; da aber die anbere orm arctgx—arctga immer
den ricdhtigen Werth giebt, fo ift 8 nicht nbthig, bei diefem Beis
fpiele langer ju vertveilen. Bei der Beftimmung der Conftanten
der Sntegration, oder der Werthe von ntegrale wifdyen geges
benen Grengen, find die Bemerfungen biefes § su beachten.

Yntegration vationaler Functionen, und ei’niget ans
pecer, die fidh auf foldye guridfuhren laffen

88, Sede rationale Function von x (aft fidh, vermittelft
ver algebraifhen Divifion, in el R heile zevlegen, von denen dec
eine e¢in ganjes Polpnom, der andere ein algebraifdher Gchter
Brudy ift, d. H. ein Quotient aus swei Polpnomen, defen Nennet
von hdherem Grade ift, ald der 3aplec.  Die Jntegration des
gangen Polpnoms gefchieht fofort nady der Formel

xn+l

Sxndx= 1+C; 3 B.

J(ax*4-bx4-¢)dx =1ax? 4 3bx*+-cx - Const.
Dagegen bedarf es jur Integration des gebrochenen Theiles ef#
nee Borbereitung. Namlich e fei % ein algebraifher adter
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Brudy, defen 3ahler und enner Ffeinen gemeinfamen Factoe
Daben; fo muf vovausgefest toerden, daf der Nenner ox in
veelle Gactoren des erften und jrociten Grades jerlegt fei; toelde
Serlegung, toie die Algebra ju beweifen Bat, immer mbz;licb ift.

AlS £ LI

dann Fann man den Brud 7x in eine Gumme einfacher

Brade zeclegen, wie folgt:

@8 fei ev!’tené px=(x—a)Px; PYx ¢in Polpnom, weldyes durdy

);—a nidht mebr theilbar ift; fo ift Der vorgelegte Brudh

k__ K& fx—fa PYx—

= Gy Man fege  ———=U, x_:l’a= Vv,

fo find U und V gange Polpnome, und man hat:
fx=U(x—a)4-fa, Yx=V(x—a)t-Ya;

mithin, wenn A cine nodh unbeftimmte 3abl angeigt,
L—Ayx=(U~AV)x—a)4fa—Ara.

Run beftimme man A fo, dag fa—Awa=0 fei; fo wird fx— Ayx

burh) x—a theilbar, oder

' ' fx=AyYx4-(U—AV)(x—a)
fein, mithin, wenn man durdh) @x=(x—a)yx Dividitt,

Px x—a + wx

Do gx=(x—aYx, f0ift @x=(x—a)¥x-+¥x, mithin
. ' i f
Ya=g'a; folglich A=——a—=—f—,a—; und man fann dem:

Ya @
nady feggen:
fx_fa Q
gxga-(ma) T
20 ('; ein  algebraifches Polpnom von niedrigerem Grade als
X Ut.
@3 fei q)x—(x_a)ﬂlpx gbx nid)t meb i
Px= , ¢t durd x—a theilbar
::;bbn gleih 2 oder grofer ald 2. Man fege x—a=y, f_c;
0 x=g(aty), Px=ya+y). Platy)=y"Y(a-y)-

1.
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f(a+y)

sntroicfelt man den fusdbrud = dur algebraifde Di-
@ntwidelt man Tty & algebraifd)

vifion nadh fteigenden YPotengen von y, und beseichnet die n evs
fren @lieder e Quotienten mit U, fo echalt man
faty) _ gy Q¥ .
Y(a+y) W(a+y)
Der Reft muf dued) y» theilbar fein; veshalb ift er durd Qy”
beeichnet. TMan hat demnach
ix__faty U, Q
gx @Gty Y Ya+y)'
fx U Q. 9
——:-—-——— ——"’ )
px T (—a)' | Yx
U und Q find gange Polynome, und jroar ift U von n—1ten
Grade. 2Wenn alfo der Nenner Px gleiche Factoren enthalt, fo

13§t fich der Brud % nach vorftehender Formel, mit Hilfe ez

ner blofen algebraifden Divifion, jeclegen.

oder

89. @8 fei fevner P=(x—a)*43? ¢in in veelle
Factoven nidht mehr jerlegbaver Kactor Des  weiten Srades
pon ¢x; und  @x==Peyx,  Yx durh P niht mehe
theilbar., Man fese U=A-+B(x—0), fo fann man imme
vie Deiden veellen Sablen A und B fe beftimmen, Daf

fx —UyPx
ducd) P theilbar tocede.

Denn man dividive das Polpnom fx—Ugpx durd P, 8
fei O der Quotient, und m-n(x—a) der Refe der Divifion,
(m und n find jwei reelle Sahlen, und unabhingig von x); foift

fx—Uyx= QP-m--n(x—o).
Man befimme nun die Coefficienten A und B fo, daff mit P=0
jugleicy x—Uyx=0 toird; d. b da P=(x—a)?+3*=0
aefegt, x==o-Bi  gicht, (i===V/—1), fo, daf

f(a4-3i) — (A-B3)Y(e-Pi) =0
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fei. Gntricdelt man diefen Ausdruck, indein man den Duotienten
fot-pi)

Yot B3i)

auf die Form M--Ni bringt, in weldher M und N reelle Jahs
len find, fo erhalt man .

A+ B3i=M+Ni;

. N
t —_— e
mithin A=M, B=7 3.
Danun fiir x=o4-pi, fx—Uypx=0, P=0, fo folgt, da§ auch
m--nfi=0

fein mug, und mithin m=0, n==0 ift. Alfo ift, wenn bdie
Coefficienten A und B auf die angegebene Weife beftimmt find,
x—Uyx durdy P theilbar, und man hat, indem Q, toie oben,
den Quotienten der Divifion bedeutet,
fx—Uyz=0QP, U=A+B(x—a);

mithin, da P.yPx=gs,

x_U_ 0Q

ox '17+ _l,l}—x. 4.

' 90. Wenn der Nenner px einen ungerlegbaren Factor des
stociten GSrades [::(x—-a)2+[32 auf einer Hoheren ald der
erft’en Poteny enthalt; fo fei @x==Pr.yx, x durd P nidt
theilbar, Alédann fann man {mmer ein Polynom U vom
2n—1 ten Grade finden, weldes fo befchaffen ift, daf

fx—Uwx
gltd) P': theilbar ift.  Namlidy jedes Polynom vom 2n—1 ten
\ tade I,aﬁt fid durdh fortgefeste Divifion mit dem Polpnome
U"3 sroeiten Grades P auf folgende Form bringen:
=A+Bx—a))4[A 4B, (x-2)]P+[A,4B,(x-2)]P -+

" ' A[An_ 4B, (x—a)]P"L
fti‘?n nun die 20 Goefficienten A, B, Ay, By, u. f, f. fo gu bes

men, Raf fr—Uwx durd) P theilbar werde, beredhne man
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suerft A und B nadh 3. fo, daf
fx — [A4-B(x—a)Jyx

durch P theilbar toerde; der Quotient fei Fx, fo ift
fx—Un ,
XU B A s+ B, (s— )+ (A gt B xm)P-pern .
Veftimmt man fodann A, und B, toieder fo, daf

FX—[A B (x—a)]yx
durd) P theilbar ticd, fo fei F,x der Duotient diefer Dioiz
fion. Man erhalt:
fx—Uwx
alfo ift fx—Uwx durd P theilbar gemacht. Werben fer:
ner A, und B, fo beftimmt, dafi K

Fox —[A;4-B.(x—a)]yx
duech P theilbar toitd, fo toicd fx—Uyx durh P? theilbar,
uf diefe Weife fortfahrend, beftimmt man alle Coefficienten von
U fo, daf fx—Uyx ducd Pr theilbar witd. Demnadhy ec-
palt man fx —Uwx=0QP", und tweil ~gx=Pr.yx,

=F ,x—[A,4B.(x-a)4{As4B(x—a)JP 4 e Jyx;

K_Y + Q oder
q)x - Pn /lpx
fx _ A4-B(x-a) = A, 4B (x—a) , A,4B,(x—a)
px Po + pn—1 + -2 +oe
An-—l+Bn-—l(x—-a) Q
~+ P -+ w—\ . 9.

Sndem man die ndmlichen Regeln auf den nodh ungerlegten dchs

ten Brud % antendet, muf man dabin gelangen, den

{5
Brudh — in cine Summe von Briden s geclegen, e

@x
ven cingelne Gfieder Feine andere Form bHaben Fdnnen, ald
A4-B(x—0a) , ,
1 btt —— ., ] .
(x—a)" ° (x—a)? BT (u cine pof. gange 3aht.)

169
8 fei insbefondere der Nenner
px=(x—a)(x—a, )(x—a,) » (x—a,)
cin Product aus fauter ungleidhen Factoven des epfien Grades,
fo folgt, daf der Bruch % in cine Summe von folgender
Jorm jerlegbar fein muf:

5 A A
‘c'— + Al au+ +¢u+i.

PxX X-—a X—a, Xy X—a,

Man veveinige fdmmtliche Briche auf der vedhten Seite, mit

Ausnahme eines eingigen, in eine Summe, welde durd % be:
seidhnet werde, fo daf fei:
_A L OQ
Px  x—a,  Yx
und  gpx=(x—a,)Wx. Aus der vorftehenden Sleidhung folgt
fx=A. Yx4 Q(x—a.), .

welde Gleidung fir jeden Weeth von x identifd) beftehen mug,

roeil die Berlegung, wie bewiefen, mdglich ift. Sest man nun
x=a,, fo folgt

fa =A,- Ya,,
oder, toeil Ya, =0@'a,, A= qf)‘,’“ .

Demnach erhalt man folgende erlegung des Brudbes g, in
X

bem angenommenen Falle:

x__ fa fa, fa,
‘I’x'—tp’a(x—a)+¢p'al(x—a,)+ +M' 6.

91. WBeifpiele. 1. €8 fei
fr=20"-7x43, @x=(x-2)(x-1)(x+3) =x*-Tx4-6, @'x=3x*-T7.
Man bevechne die Werthe von fx und ¢'x fiir x=2, x=1,
X=—3, und fithre viefelben in die Fovmel 6. des §. 90. ein,
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fo echalt man:
(2— Tx43 -3 1 21
2)(‘\3——7?\'-:_5 5= T ia=n T +3)
2. fx=2x—3x44. Px=x>—x?—Tx43
= (x—3)(x+14+V D (x+1—-1"2).
fx 13 154-1912 15—19,"2
ﬂ=m+m+2———8(\+1—l/ﬁ
3. fh=x’—243. gx=0G—2)’(*—1).  Man fefe
x—2=y, Yx=x2—1, fo fommt
fx=f(aty) =3+2y+y?, Yx=P2+y)=3+4y+y";
moraus durd) Divifion:
Q+Y) g gy s 2648V

TG Rt A T7C X =5
folgt. (Bal. §. 88. Formel 2.)
Aljo ift
x2—2x+4-3 1 _2‘__1____'_2._!_._ 10+4-8x
G—2)*(x*—1) TE=2)?F T =" x—2 Yx*—1)
1 ., 1 o, 1 1 1.
=amar e e
4. fx=2x"-3x+44. (;>X=[(x+1)’+2][(x-2)"+3j. (©.8.89)
fx A4-BG+1) | A4+B(x—2) .
px - GHDH2 T =23
@8 muf demnady  Ix—[A-+Bx-+D]Px=0 werden fur
s=—1+4 V=2, Yx=0G—2)"+3.

Man echaft B -
f(—14+V =D =5—T7V/—2. W(—1+V —2)=10—6}/—2.

—=_ 572 67-20\/—2 67 —20
A+BY 2= =—g5 5 A=gp B=g5

ouf &hnliche Feife, oder audy durc) Divifion, findet man
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A":g—g , B= :ga
2x?—3x-4-4 67—20(x4+1) = 454-20(x—2)
=D 86+ +2) F 8602y 3y
5. fx=x’41. @ex=( 44x4+5)*(x242), — Man fege:
Co s = (x+2)"+1=P,

U=A+BGA42)+(A, B, (x+2)P+(A, 4B, (x4-2))P?;
fo find die Coefficienten in U aus der Bedingung zu beftimmen,
daf fx —UGx*+2)
durdh) P2 theilbar fei. Demnach ift (§ 90.) ju fepen:
Ix—[A4-B(x+4+2)][x*+2]=0 fitr x==—2-4i, tvoraus folgt:

4—4  36—4i 36 4
A+Bl—'-—-4l 41 ’ A=4—1-, B_—H.

mithin

Dividict man

o [B6—4042)Ix*+2] _ 4x’4-43x*+-8x—15
1 = a1

durd) P, fo fommt Fx—— 7 13. Man macdhe fecner

Fx—[A 4B, c+2)][x*+2]=0 fir x=—2i,
o —1--4i  —T1—24i
fo fommt A,+B11__41(5_4i)__ IrTRRE
—1 o —2
1.4’ 'Tae4n”

24x+423 ,
41-41 unb; lnb?m man

A=

Dieraus findet man weiter F,x=

Fyx~[A 4B, (x4+2)][x?+2]=0

fegt file x==—241, A, = oat, By b+
Man findet endiich

Fux— Ayt By (o D 2= "0 200,
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tooraus fich folgende Serlegung crgiebt:
x*+41 L 36—4(x+2) _ TA2A0+2)
OB P (42T U +4+D)° 41-41.(x*+4x+5)*
221 —20(x+2) 261—20x

~ AL A5) T Tl AL+

ix
92. RNadhy erlegung des Bruches P fhat man nur nod

Kunctionen von der Form:
A b A4-B(x—a)
o= " [ bT

ju integeiven.  Sft n=1, fo ethalt man
/‘—11—(— = log nat (x—a);
*

X—a

ift aber n bcrfcbicbcn von 1, fo ift

\m das Sntegral des grociten Ausdruced ju finden, betrachte
man jeden feiner Zheite befonders, namlich
[(x—a)*+b*]* [(X’Fa) +b' T

Dag Integral ded leten diefer Deiden Ausdricfe findet man am
Teidyteften. Man fege x—a=y, dx=dy, fo tird

(x—a)dx .VdY' .
JE(x_a)z_'_b'ZJn fy +b3)n

@t man nun nody y?4b?=z, fo witd ydy=jde, und

ydy 1 dz 1 1
f 2pbiyn ;/:_z_'-‘ T 2n—2 zn-t

odee, toenn wieder flic z fein Weeth (x—a)?-4-b? gefest roird:

(x—a)dx 1 . 1 .
. [[(x-a)*+b*]n'— Const. — 505 ' [G—a)yit b P
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€8 bleibt alfo nodh das JIntegral J.L(\ a)‘+ b ju fins
den. @8 fei guerft n=1, fo ift ﬁa%— das vorge:

legte Sntegral. Seit man x—a=by, dx=bdy, fo fommt
dx 1 [ dy
‘_/Ex—--a)“+b2 b. 1+_v_—- b arctgy - Const.=

% arc tg (‘_E_)+(]cnst.

Allgemein ift, wenn x—a=bhy,

dx 1 dy .
'ﬁl(x“a)2+sz"—b2u—1. (1+y2):,-

dy . , ,
Das Sntegral0 /€1+§ T fagt fih durch cine Methode, von

oeiher aud) bei andeven Gelegenleiten Hiufig Bebraud) gemacht
wird, auf ein andered von derfelben Form bringen, in toeldhem
der Gpponent n um eine Gineit nicdviger ift.  Diefe Methode
ift Die der theilmweifen Jntegration, und beftehit in Folgen:
dem: €8 feien u und v jtoei Junctionen von x, fo ift

d(uv) = udv +- vdu ; folglich ift, toenn man integrict,
usv=/ udv-/vdu, oder

fudv=u-v—fvdu.

Durd diefe Formel twird das Jntegral fudv auf ein anderes Svdu
suricgefihet. Sn dem gegenwactigen Falle (aft fich davon folgende

Untoendungmachen : Man fee v=y, u=

1
—d+y z)../ fo ift dv_.._dv,

—2nydy _
und  du (TTZ—)-“‘:‘-; daher nach der obigen Formel:
i T
1+y2)" (1+,y e (dg-y 2 n+i”
Run ift ‘
y? 14y2—1 1 1

('l+y2)n+l = (1+y2)n+1_' (1+y2)n - (1+y )+l 3
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mithin:

dy ___ ¥ dy P dy
/(.T-Ffz')?"(1+y2)"+2“ﬁi+y2)" o) @y

Y eun [
wora$ 2 f ey = ey + @) s

folat. Sdreibt man n—1 ftatt n, fo fommt:

— dy _ __ Y 2n—3 J‘ v |
@) [ = et + 0, [y
Dies ift die verlangte Reductionsformel.  Segt man Ddarin
n=2, fo fomm¢

dy =1 =4 +.l../‘ dy =
(1+y2)~3—'2 1+yz 2 1+y2

3 I—_—i—y—;+} arc tg y+ Const.

&hr n=3 findet man

dy =1 b +§_l__}’___

./E1+y’)“ Ty T 4204y
u. f. w.

Mit Hilfe der gefundenen Jntegrale fann man, nady vollbrach-

tee Serlegung in cinfache Bridhe, jede rationale Function inte.

griren. ¢ toerde nodh bemerft, daf, tvenn man die imagind:

ren Factoren ded erfen Grades gu Hulfe nimmt, aud die Jn:

dx
tegrale von der Form fmﬂi

,/£1 :xz) fih al8 algebraifche und fogarithmifche Functionen
X o

ergeben.  Man Hat namlich, wenn n=1,

__.__1 _—1 .—1—— ._1— .
14x* " % (1+xi+ 1—xi) !

, * dx dx dx
folalich ./;"_+x*="f o +xi+% [/;——_xi,

oder, toenn man ie getodhnlich integrict:

oder einfacher

+%:—%arctgy+ C. .

o __1 1-4-xi
o T 4T 8 x= 5 log r:,d)'

welder Ausdrud von arcigx, durd) imagindre Logarithmen,

$u merfen ift.

93. Jntegrale, deven Ybleitungen nicht rationay find, laffen
fich guroeilen durc) BVertaufdyung der verdnderlichen Grofie mit
eiger andeven, auf §ntegrale vationafer Functionen sutlictfihren.
Dabin gehdet dag Fntegral /[ix,y)dx, wenn fx,y) eine ras
tionale Function von x und y, y aber cinen itvationalen yg;
druct von folgender Form bedeutet :

1

V=(1tlg)7

N m-4-nx
oo q eine gange Sahl.

Cett man namlic ;"_'"_2“

myl—a

X= —

by’

=v1, {o witd

folglich fann man x und g—; vational durch y ausdricfen; wo-
durd) man

Sy ds =/ .i’_‘dv
SPy * g, 9y

echalt, in welem Ausdruce rpy-giy‘ eine rationale Junction
bon y ift, die fic) nach den Regeln der vovigen §. integriven lafit.

Man fann diefen Sas nody etwas allgemeiner madben. Gs

:  a-}bx 1t 1
el ———— — y ’ "
f manyx — W und X=I(x, u¥, u?, ut”, ..)

tionale Gunction von x und betiebigen Wurgeln von u; ¢, o, q’, e
Janse Bahlen; fo.fucpe man dag Fleinfte gemeinfcbaftlidhe Biel-

falcbe der Jabien q, q', uof. f.; Diefes fei p; algdann fege man

eine pa-

ur — ' L4 \ ‘ .
bon‘y, fo 'fmb ud, u?’ u. f. f. fammtlihe gange Potensen
Y, und die vorgelegte Function geht in eine rationale Gunction
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pon x und y 8bers daber fich, nad bem éBorigen, das ‘jntch:al
SXdx auf ein anderes /Ydy Dringen [aft, in weldhyem Y cine
vationale Function von y ift.

94. Sntegrale, deven Ablcitungen rationafe Functionen von
< und von der Quadratrourel aus einem ganjen Sp‘ott)nome besd
gweiten Srades find, laffen fich ebenfall8 immer vatwnael m:ad)eu.
Man fanu diefen Sap auf den Des vorigen §. guchcfubren.

2 T ohvtc 3

Némlich 8 fei u=V ax’-12bx—+-c; fo gerfege man dasd ‘Do:

fpnom  ax®42bx—+-c in jtoci Factoven des erften ®raded
ox-- und yx-+3, o bafi o
- yX+S
u=\/(ax+:’3)(7'x+5)=(OCX+(3)l/ o

wird.  Borausgefett, paf Diefe beiden Factoren veell find, fege

yx+3 ‘o pationale Gunction von x
man y=]/ax+(3' fo geht die t §

und u offenbar in eine tationale Sunftion'f(x,y) von x unt? y
fiber; und dag JIntegral Sixy)dx (gt fid, nad dem ?mgﬂt
§., in ein andered pon dev 8ocn'f Joydy ?ermqube,ln , in wels
dem @y eine rationafe %unctton‘ pon y'lft, die fich ngd) b?[;
porheegehenden Sagen integriven [3fit. Diefe S)ZIe,tf)obg :ft alub‘
antoendbar, wenn die beiden Gactoren von u imagindr find;
man fann indeffen gu der verlangten Cjn’tegvatmn auf an‘bece‘n}
TWege gelangen, ofne das Polpnom u® in Factoven ju Lex[e_g;tlt

Die rationale Function f(x,u) von x’unb u=\/ax?42bx4-¢
(4§t ficy immer auf folgende Form bringen:

f(x,u)=M-+Nu,

wo M und N rationale Gunctionen von x find. Offenbar nant?

{(h Ednnen toeder im Jahler noch im RNenner Hodheve ipot'enae;:
pon u vorfommen, al8 die cefte, weil u? wieder eine rationd

: . W P+Qu T
Gunctiory von x ift.  Fun feéi F&0=y7 15 P QR

rationale Functionen von x; fo braudt mon nur im 34k
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fer und RNenner mit R—Ta 3u multipliciven, um im Nennce
eine rationale Function von x ju erhalten, namfich R2—'1%u?.
Sddafit man nodhy im Jahler bas Duadeat von u toeg;, fo er:
giebt fich die Form f(x,0)=M-Nu, w. % b. to.

Die Aufgabe Fommt alfo immer auf die Qutegration von
einer Function der Form fxou jurdef, in weldyer fx cine ratio:
nale Junction von x bedeutet. Statt Ddiefes: Ausdeucted Fann

fx.u?  ¢x
=

man aud o fdreiben, weil  gx=fxeu? picder

tational ift.

95. @8 fei demnad) dag ntegral %’—(dx vorgeleat, twor:
. [

it u=\/ax>42bx4-c, @x cine rationale Function von x ift.

Man nehme erftens an, daf a pofitie fei, und fege ax4-b=az,
ac—b*==ah, f{o wird

u* =ax*-2bx4-c== (ax4-h)*Hac—b?

a

==a(z*+4h)
und dx=dz;

daher Das Fntegral folgende Sotm annimmt:
fz.dx ‘

JV 2 0’
RNun fese man

wotin {2 cine cationale Function von z ijt.

Vitaph==v—g,
Mithin  2ph==vi—2ez473, oder h=vi—2yy,
feventiiet man dicfe Gleicbung, fo Fommt

odep i‘l~iz_ ,
v Sy und tocil

Difs
(v—2)dv=vdz,

dv dz

v 1% Z;;}-ll'
Sugleidy ift Z:L;:_l‘, fz:f(VQ_h

ST =y

- v fv, cine ratienale
Sunction pon v alfo -

12



178

fzedz _ gqvedv
172 -|;h v
die verfangte rationale Fovm.
RQrocitens fei a negativ.  Man fchreibe —a fratt a, fo wird

“'l =C+2b(— 2 —l(j_w_—gg‘_b).z

’

Q
in weldhen Formeln a rieder pofitiv ift. €8 fei ferner
ac4b?=a’h, ax—b=az, mithin v>=ath—z*). Jn dics
fec Formel muf h pofitiv fein, roenn nidht u Deftandig imaginde
fein foll. 9Man fdreide daher h* fratt h. Dad vorgelegte Jns

dz
tegral fommt mithin auf Die ‘{form ——7——_——= 5urud’ in wel:

V'h?
der @z cine rationale Function von z ift. ‘:Run fee man
V'hit—z?=v(h+z),
affo  (h4-z)v?=h—z.  Diffeventiict man diefe Gleichung,
fo fommt (14-v?)dz4-2v(h4-2)dv=0,
dz 2dv
v(hgz)~ A4v?’
obet, teil v(h42)=Vh*—z* if,
(]Z _ _Q_QV_
Vii—zz | 14VE

alfo

Jener ift z= (1 ), folglich toixd durdy diefe Subftiz

tution, das vorgelegte Jntegva[ auf bdasjenige cince vationalen
Sunction gurticgefiihet, wie verlangt rourde.

» dx
\/;2:-[1
fege v=— x+\/§i:|:lf,' fo echalt man nacy dem DBorigen

dv . o
A V = :—\, mithin ift das Fntegeal gleich log v Consty

€ fei 3. B. vas Jntegral porgelegt.  Man

dx STy . )
ober "/\/T-i-ﬁzl()g G4V x*4-h) 4 Const.
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Sft dagegen dag Integral 9
v |/ i — gefeft werden; woraus fih —r_____2dv
l h"v-—-x2 1+V“
evgiebt ; mltf)m
C dx ._Const —Zarctgv_..Const —2arcto h—x
Vh’ h-x

LWeclangt man, daf diefes Jntegral flir x=0 verfdrinde, fo
eyb&lt man, el fir x=0

arctg ]/L—— =arcigl=qm

wird,

==1ig—2arc tgl/h—x ,
\/h2 x? h—4-x

oder audh, wenn man hx fatt x fehreibt:

dx tm—2arct, 1—x
V1—x Viee: 5 14-x
- Jriber war gefunden  d arcsin x= vf_x._-_' mithin

dx .
f 1_{;=a’ csinx, tweldes Jntegral gleichfalls von Null
anfangt. '

1—x
Demnadh muf arcsinx=4371—2arctg V1+x,

ober arc fg]/-i—l—t:}n —Larcsinx

fin, Wivd arcsin x=u gefest, alfe x=sinu, und
arclg :—E_—‘E:%w——;}u,

fo folgt ;_-_.l—__——tg( 7|-__.~u)

N
St der Zhat ift, wic defannt,
12 *
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1—sinu

g (im— ’“).—+V1+smu
inberit das pofitive Betd)en gcmablt weeden muf, roeif-der Wevth
port w Fwifhen L und 1w fiegt, affo - w—‘ll vvfmv

und Eleince alg ‘n ift.

Man Fann qudy baé gtocite det eben behandelten Jntegfa[e
al$ cine inmagindee Fotm des etften anfcf)m C’d)mbt sman
namlih in der {Sotmel N TR I LA

f > —=log (\+\/h +x2) + Comt
k/h +\

xi ftat x, fo cehalt man: ‘

\/112b~\ ;
Goll dies Sntegral flir: xx==0"verfhinden;. fo Eommt

. ey
x dx xi4- V" h*—x? Lo, X
—— —l (-~—-‘——I—-—-——-—-—— ):—._ ar@sing,
0 \/h‘—\‘ » \ Froh

o h pofitiv ju .ncomqp_ifr.

96. @6‘mcr‘bc noh das Integral
verlangt. Sﬁaﬁ fégc
'V h x> =u—x,
fo fommt, nacy dem Obigen, )

i | u?4-2au—h?
-2
mithin
dx 2du _ \2du

(1+\)\7|T:|:;= n 4-2au—h*  (u4-a)*—a*—h*

i__ﬁi‘ du - _ da __M__J
»/ at4-h? ll+;|—\/2\i‘__—}:l>17"- u+a+\/a"+h" ’
und dag gefuchte Integral gleich

A ppe (xiap VR 4 Const. 0

dx .
N ey
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\/—‘———I:h ut-a1 v he
oder, wean man fitv u feinen Weeth in x feg,

J‘ dx _
(Ol h2pxt

7 1 log a4V gx? \/h’-l—-d
Va*4-h? sat )/ 124+ hiat
Sdreibt man —x fratt x, und —a fratt a, alfo audy —da
ftatt dx, fo Dleibt dag Sntegral linfs unverandert, wahrend fein
Weeth vehts eine andeve Jovm erhalt, namlich:

A —
(a=x) }/ h24-x2

1 'x4-a—|/ h24-x? ‘fa’ .

- - lolr x+4-a ‘// } +"+‘/h~ +t“4 -+ (,1()“5[.
V az4-h? ya—V W=V higa®

AdDirt man diefe beiden Werthe, und nimmt dag Product untee
Yem Logavithmenjeichen, fo fommt:

1, [u+a—vd +0h? l

]+L0mt

2 L S
l/(.il+.\')\/h 2 px?

1 ax-h24-V W gaz V higex®
T lo‘r i, :_ﬁ 174X (: N
\/hz_'_,l b [:\X—hz—‘//hz—l‘ilz'V)h"_}-‘\'-’- - C.onst.
oder wenn man den Nennee vational macdht, und bemeeft, dag
. (ax—h?)?—(h24-a?)(h?4=x* )= — D *(x~}a)"

ijt,
J' dx _
GOV hixt
1 ax—h*4- /higate \,/}‘,7;';\-
Vhigat log [ *\KQ\+&)' } -4+ Const. A,

efbt.cibt man ferner in A, si ftatt v, ai ftatt o (i=)V"—p),
o idx fratt dx, fo Fommt
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f dx -
a+x)\/h’—-x’—
w—AY e b 2 _—al . L
th ax—h +\/l’:+aa Vhi—x ]+Const.

Dicfe Fovmel gilt, wenn V' h>—a* veell ift.  DHat aber Diefer
usvrud cinen imaginaren Werth, fo fdreibe man i}/ a*—h?
ftatt V'h*—a?; woraus folgt:

G S
N e v
1 loe l—ax-—h’-{-—i\/az-—h2 Vhi—x?

iVai—h: 8 x-4-2a

Man fdreibe i2(ax-+h?) fratt —ax—h?, und Ddividive un:
ter dem Logarithmengeichen mit hi, fo fommt

G- S
J£a+x)\/ h*—x?
1 ] (ax+h2)i4} a2 —h? . V' h2—x?
: s oS —
i}/ a?—h* h(x-ta)
tun toerde, toeil -
(ax-+h?)*4-(a?—h?)(h?—x?) ==h?*(x+2)* ift,

Var—h?.}/h2—x? ax-+-h?

h(x-t-a) =005 Y h(xa)
gefesit, fo ecb&lt das vorftehende Jutegral die Form

] +- Const.

] + Const.

=siny

log(cosy+lsmy)—“/ 3—1—
a‘—I1

alfo 1 \/a

dx 1
fa+x)\/h 2_ g2 \/a artfs [h(+ ]+Lonst ¢

Jn diefer Fovmel ife b pofmb ju nehmen.
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Sn der Fovnwl A. fdhreidbe man 2=hi ftatt L, jo fonunt:

dx
z/.a+\')\/\(’——lr2~ -

1 axHh?)/ at—h? . /X
\,—_;zg/a’.—h“ log[ a ]+ Const. D.

Diefe Fovmel gilt, wenn a2=h? pofitiv ift. Jft aber a?—N?
negativ, fo fdreibe man in der Formet C. ai, xi, Zhi fatt a,
x, h; man erhalt:

dx 1 n\+h ]
JZa+Y)Vx —h"=i\/h’—-a2 arcsin] i \(x+4-a) Const

Sn diefer Formel fann, in fo fern h pofitiv gedacht witd, nue
eines dev beiden vorgefesten Seichen, und jroar fiar alle Fatle nue
bas namlidhe, gelten. Wied a==0 gejest, fommt:

d 1 ar esiuh + Clonst
e T ‘CSsi— 4 8t

x}/ x2—h? h X

indem man leicht findet, Daf Dhicr foeein-pofittsedr, nur das

negative Seichen gilt.  Daber gilt auch ober dad negative Jei
den; alfo ift, wenn h2>>a?

f & =] wrésin a\+h] Const.
(a+x)\/x2—h’ \/h’—a,"a ’ -+a) + Y

ober tocil immer  arcsin z=-;,r'; —arccosz ift,

dx
’/(.a+\)\/x \/h‘ e () ot

Die vorftehenden 8otmcln weeden unbeftimmt, fobald L2 —=a2.
3n diefem Falle echatt man, nady den allgemeinen Regeln :

J‘————-—d——z::z— = Coust.— 1[/“'_" .
(a4x)Va? a¥V a4

J‘—-———L—:—ﬁ_( onst. + /\—“.
(4x)V/ x2—a* x4
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Neber die theilweife Sntegration, und einige andere
mittel jur uffindung von Fntegralen. BVeifpiele
pon Jntegralen (ogarithmifder, epponenticller
und tvigonometrifder Functionen.

97. Die {hon in §. 92. erwahnte Methode der theiltotifen
Qntegeation, fihet auf Entoicfelungen, durd) teldhe man oft
dabin gelangt, porgelegte Jntegrale allgemein ausyudricen, . h.
durch die befannnten Glementarfunctionen daczuftellen; oder folche,
weldye fidh nicht auf diefe Weife darftellen laffen, und die man
deshalh transfcendente Functionen nennt, auf einfacheve Fov=
men gucnciufihren.

Wenn u und v groci belicbige Functionen von x find, fo ift
alfgemein (§. 92.)

Sudv=va—fvdu.
du , d*a " . . ,
Man fege =" =y f. f-5 fo erbalt man bHicraus
Sudv=vu—fu'vdx. S
Fun fann man roicder die theiltweife Jntegration auf die Fors
mol fu'vdx anwenden, indem man fvdx an die Stelle von v,
und o' an die Stelle von u fegt.  Dabei Fann man fidh in dem
Beichen Jvdx cine Delicbige Sonftante enthalten denfen.  Man
eehalt Su'vdx =u'fvdx —/(fvdx)du’
oder, twenn man jur AbElrgung Svdx==v,, bicvauf
Svidx=/ffvdx®*=v, u. f f fest,
Suvdx=u'v, —/fvu"dx
Su'v dx=u"v, —fv,u"dx. 2,
u. f. f.
Suv,_dx=umv, —fv,uHdx.
Die Addition der Formeln 1. und 2., mit abroechfelnden [eis
dyen, giebt

Sudve=uesv—u'v v, oo UV, T futHydy, 3.
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ln
o ur die nte Ableitung :T; von u, v, dag nte Jntegral
Juvdx" von v bedeutet. :
9Benn man in dicfer Fovmel bei jeder ntegration eine
willficliche Conftante Hingufigt, fo miffm fih alle dicfe Con:
ftanten in eme eingige veuuugen fafien, teil das Jntegral nue
cine fofdhe enthalten Fann, €8 (Bt fich audh leicht durch die
Rechnung nadtocifen, dafh dies wicklich gefeicht. Man fese 3. B.
Svdx=v,+C, fvdx*=v,+Cx+C,,
fogeht fudv=uv—u//vdx—+u'/. vds 2 —/u" dxf,vdx?
Uber in Sudv=uv—u'v,4u"v,—/u"vydx
—Cu'4-Cu"x—C/fu"xdx
+C,u'—C, fu"ds.
Die Ausdride u’—fu"ds, —u'fd-u"x—/u"xdx find aber ent:
toeder Null oder, wenn man wil, Oelicbige Conftanten; daher
giebt der gamge von den himgugefigten Conftanten abhingige
Rheil des Integrald nur cine Sonfrante.
(x—a)?

v, =fvdx =,

@8 fel v=x—a; man fege 5

x—a)®
f"ld“"" 37— % f+ fo fo fommt, wenn man nod) fx

ftatt u fcreibt, aus 3.,

(X“—z'a_)_‘- f’x b'a) i‘”‘( cern

(x—-a)" — _ f*x—a)yx
N I(X)*JAT dx.

Wenn diefes Integral fitr x==a verfhwinden foll, o fege man
Sixdx=1x, mithin fx:lp'x; man echalt

Slxdx == (x—a)fx—

v s — O e E
(x " (=) yYmHI(x). dx
= lp X Q/a n!
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odet

(a— X) (a— X)

'lme' o
Yrx — ] J: (@—x)"yYr+i(x)dx.

@8 wetde a==x-4k gefest, fo fommt, indem man jugleich die
Grenjen des ulept frehenden Integrald umtehre:

Pa= YxA-(a—X)Y'x 4= ~—
RS

w" +

2
1P(X+k)=."t[Jx+kt/.l'x+l—r‘2—- U &
Ty S——

FNady vollendeter Yutegration muf in dem fegten Gfiede
a=x+4k gefest werden. Sept man x+k=z, o echalt man

1Pl—'1If!r+(z—x)t,bx+(—-- o WY'Koees

+(Z;!x) 4;"){ EIEZ——X)"QI"""(X)-GX‘

Man ficht, daf diefer Ausdruct nicdhts anderes ift al8 die Tay:
forfche Meihe, deren Reft fidh bier durdy cin jroifchen Deftimm:
ten Grenjen ju nehmendes Integral ausgedritet findet.

9S. Wendet man die theilrocife Integration auf das Jntes
gral  fx™~tdx(a4-bx")P an, too m und n el ganse
Sablen, p cine belicbige gebrochene Jahl, fo fann man perfdies
deite Reductionen defelben echalten. 3. D. febe man

' x"—‘dx(a+bx“)l’—-dv xM-tazy,

fo ift v= b( +1 gy,
1 o ™" (abxmeH
Sty ==—p S
n;‘(’[’:ﬁl)‘/‘xm—n-—l dX(d-l-bx“)" b,

Run ift aber
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xm—n—t (a +bxn)p+l = gxm—n—1 (a+bx")P+bx“"“ (a+bx")l’ 5
daher echalt man

(1 + n(p+1) Sertdx(actbxdp ==

xm—n(a-bx")P+t  (m—mda . .
Db(p+1) . nb(p+1)fx t(a-bx )P#

oder
Sxet dx(a-bx" P =
Xm0 (a—f-bx?)p+1 —(m—n)a/’ xm—n—1dx(a-4-bx")e .
b(mn-4-0p)

ind 3. B. m und n pofitiv, und m>n, fo toicd der Epponent m
auf m—n, dann auf m—2n, u.f.f. gebradt, big alle in m ent-
Daltenen Bielfachen von n roeggefchafft find. Jft m cin genaues
Wielfaches von n, fo echalt man ein algebraifdyes Sntegral, toie

audy noch in ecinigen anberen Kallen, die biee aufsuzdhlen 3u
weit{Gufig rodre.

Die vorftehende Formel auf das JFutegral \7x-:=d——§———=,‘
: : —X
angetoendet giebt:
x,mﬂ),{ —_ _xm—l‘ /{—x?2 (m_i) m—2 3y
\/.1—x" m + m \/1...30

Sft m negativ, fo folgt aus diefer Formel, durch Berfegurg dec
Glieder, wenn man noch) —m ftatt m fehreibt:

J‘ dx . Vi1—x + m dx
)1yt QuADxtt T mde) yml g :

Dabher 3. B.
x2dx Voru
—m—— e TS e 1—){ + flICélnX
Vi xVy 2 - Const.
x?dx —
v1:;a=—(»§X’+%>V1—X’ + Const.
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. - d . 2
f X ,-=—V1x X +4-Const.

x?}/1—x?
dx_ Vl—\ J’

T S e - ConSt, 5
v,/’.‘ Vi—x? 2 )/ 1—x? ?
Vl—xi—
dx 0g Vi—x2—1 4-C

wobej U be_mepfen, dag:

x\/i_—_—i2 X
ift. Dies egicbt fich, toenn in der Fovmel B. § 96, a=0,
h=1 gefet roird.

09. @8 werde noch Dag ntegral S (sin " (cos x)"dx

beteadhtet, in welhem n und m goci Deliebige gange Jahlen find.
Gest man cosx=Y, sznx___\/i—v , dx= :'__'i‘_[ -,
| Vi—y*

fo vcpwanbc(t fib das vorgelegte Sutegral in

n—l

fA—y) * ymdy,

me[d)es fich nach §. 95., twenn n—1 ungerade ift, auf dag Sntegrat
cinee vationalen Function bringen (aft.  Durd) theilreife Integras
tion fann man aber auch das vorgelegte Jntegral fofort finden.

Man fese cos x™edx==cos x"L.dsinx, fo fommt
durd tr)exlwelfe Sntegration

© fsinx"scos xmdx=cos x"~"+sin xdsinx==

n—i—“—H cosx™1sinx"+! 4 T j sinx"+* cosx™—2 dx.
Da aber  sinxt+2cos XM =sin " COSX
fo erhalt man

m-—2

2—sinx"cosx™,

cosxm—-l Sin xn-i—-l

fsinx” cosxdx = —
n-1

m—1 m—
g e fsinx® cos M2 AX———— fsinx* cosx™dx,
wri/’ +1f

oder tenn man dic Sticder gehdrig sufammenteelt:
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S sin x" cos Xy =

coss™—1 sin L / smx" cosx™-2dx. A

m-n m—-n;
Diefe Formel dient, um den Gpponenten m von cosx auf m—2,
ober auch, enn m negativ ift, m—2 auf m-ju bringen. Man
fann aud eine andere erhalten, in wwelder der Epponent m un-
verdndert bleibt, dagegen n auf n—2 gebracdht wicd. Man fins
det, durc) Ynwendung der ndmlidhen Methode, wie vorhin:

[ sinx® cos xmdx = 0

—

sinx"—1cosx"m+t  p—1
——— Jsin X2 cos x‘“dt. B. -
m4n m-fn oy

?xe Formeln A. und B, geben Feine é)\ebumon, toenn m—4-n=90:
iit. 9Afadann hat man eines der beiden Jntegrale . S (g x)™dx,
und  f(cotg x)>ds.  gu fuchen. . Set, man: | by Xx=2,

fo fommt S (tgx)“d(-- ‘/;Z dz |

d:
dz— L dx‘—_-
[o1/]

<z’
\ . -—dz
Gegt man  cotgx=1z, dx='—-—1 rwny fo Fommt
f(COfg x)"dx—-___/'7"(lz . .7‘". _ . '_z—"i"'i
1422 . Da i—_—i-\-;:_ 21t _-1+—Z“§"

fo echalt man: S

:'7:'1(1}———__‘—1 n—1 %on—2dz

i4-z*" n—1 T

Utfo 3. B.
Man Hat nod

Sltg)dx= /wn xdx f(l coSX __
o) cosx o) cosx

S (cotgx)dx=log sin x+ Const.

??an bemerfe nody die folgenden Jntegrale, auf tocldye man durd
te %orme(n A, und B, gefiihet wivd:

/(g x)*dx=tgx—x+ Const.

— log cos x4~ Const,
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J‘znxdx dcosx —
fmx sinx i—cosx®
1lo g1+cosx+c logtg%x+C.

Geit man in diefem Integral 37-+x fratt x, fo fommt

d .
J;o: = logtg Ga4ix)+4C.

" fsinx cosx dx==1 fsin2xdx = { cos2x - C.
dx d2x
—r e [—=—=logt onst,
,/inx coox—J sn2x 05 g X+ Const

Um die Sntegrale fsinx™dx, fcosx™dx 3u finden, fann man
fith auch der Entwicfelungen von cosx™, sinx™ bedienen, toelche

in § 24. gegeben find. FNach denfelben hat man 3. B.
cosx*=1 cosdx+Lcos2x+-3, sinx* =} cosdx —jcos2x+3;
folgli® fcos x4 dx =7 sin 4x-} sin2x+4x - Const.

[sinx*dx ==y sindx— % sin2x4-5x~+ Const.

100. Durch das Mittel dev theiltweifen Integration findet

mon 3. B, S (logx)dx=x logx —x; " allgemeines:
f(log X)ndx _—_X(logx)n_n f(lOgX)""l dX,
und dx ___ % n dx
Tog = dogxy + ') Uog

odet, tenn man die Glicder verfest, und n4-1 mit n vertaufdt:

f Tdx 1 x 1 . X .
(log_XT"_ n—1,/J (logx)** n—1 (logx)"~*
Alfo 3. B.

Sogx)?dx=x (logx)*—2x log x42x 4~ Const.

dx dx X
ﬁ@”ﬁi -—(/._o—g—)—c —Toga
Dag §ntegral f

ift eine teandfcendente Gunction cigener Att,
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toelche man den SntegralzPogarithmus nennt, und -von deven
Lheorie hice nur Folgendes crmdhnt werden Fann:

@4 fei x' cin belicbiger pofitiver dchter Beudy, fo ift Far,
, R ,
dafi die Junction logx fic alle Weethe von x wifhen 0 und

X endli® und fretig bleibt; daher das Jntegraf * dx
: o logx
cinen endlichen WWerth Haben muf. Um Diefen u finden, fete
man log x=-—u, fo toitd dx=— cl:, und  u==co fie
x==0; alfo
¥ dx

v du
_J; u‘c‘:"

W u'=—logx' eine pofitive Jah! ift

o logx

Man hat =

u

1-. 1 1060
u +2 3’+'

3 4

mithin j—d——C onst. +logu—u+ ul_u -I-,"
ue 2127337 4a

Die »orftebgnbe immer convergivende Reibe

u? u

toerde mit fu Degeichnet.  Da dag Integral fir u=co Null

werden foll, fo muf Const.4-f(F)=0, alfo Const.—=—1{(})

log u~—u-

fein; und s fommt davauf an, diefen Werth ju finden.  Es

du
e fu—Ia,

fei a cine Oeficbig grofie pofitive Sabl, fo ift

und, wenn man die Ableitung nimmt, fu= Man fese

u-et’

1
fﬁu=—(e—=_e—u), fo ift gu=_ s daber offenbar, for

batd a1, u>a, ift gu>>fu. Folglich wadyen die Funs
ttionen fu—{fa und gu Dbeide jugleich ftetig von RNull an, indem
U bon a Dis in das Unendlidhe wacdft; fu—[fa aber langfamer
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’ '] ) ’ 7 1
alg gu, teil Fu<g'aift; wnd da ¢@D=7T7 muf,

a«c®

fein.  Bevediet man demnady den Wt der Reihe fu fiie eine
pinveihend grofe Rahl a, und fet f(H)="la—4¢, fo ift damit
auch dev Werth von 1(1) big auf einen Fehler & gefunbden, tel:

flc!f uz=g

der pofitin und Fleiner al8 571; ift. Stimmt man 3. B. a=10,
fo ift 8<W49_0, b, i e<000001; mithin findet man
durd) diefe Rechnung (weldpe Brandes in feinem Lehrbudhe der
Hoheren Geometrie, Th. 2. &. 69. ausfubet) den Werth von
f(1) bis auf 5 Decimalftellen genau. Auf andeven Wegen Dat
man die Conftante Ded vorgelegten Sntegrald genauer gefunden
= C=—1(1)=0,5772156649+ - 4 '
Demnady echalt man L
u dun o u? u* u“f N
_—=C+logu——u+2—[—2-— 3—!'34— muu’

o ,uce"

oder wenn man u=—Tlogx {cht, vovausgefest, baf x gwifchen
0 und 1 ficgt,
x dx (logx)? , (logx)®

0 Ingz("*‘l"z‘»’(“"’g")‘*‘log""" sre T3yt

Will man ¢ine Formel finden, woelche brauchdar {ft, fodald x die
@inbeit aberfteigt, fo fobe man u=log x; man cchalt, fur
ein pofitives u, o

o(]X u 2 tuf
_fc du:logu+u+ 211'-2+3u_'3+" Const,, 00¢t

logx u

adx o (ogx)? | (logx)?
logx_._Const.+loglogx+ log X+'T;@"+'”§TT+ *

Berlangt man den Weeth von f X_d_x," fobald x'>1, fo mu
Jologx" '

man dad Sutegral theilen,
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€8 feien v und w woci belicbig Fleine pofitive Srdfen; man fepe

X dx =!/“—V’ dx +J'" dx
oJ o logx o logx 1+wlogx=

CHlog(—log(A—v)+log(1—v)g--..
212
—loglog(1-4-w) — log (14-w) — «ee
fo cehalt man, fir v=0, w=0,
YA (g tog 80—
log (14-w)

+-loglogx' 4 logx'+

(log x')?
212

ese

+-loglogx'+logx'+

, T@{Taﬁ;‘) ndfert fich dem Verhiltnifie =,
dem v und w fich der Null ndheen, und wird, fur v=0,
W‘=’0, unbeftimmt, weil jwifdhen v und w Feine élbr)&nz
gigkeit irgend einer At befteht.  Folglih ift audy tas vorlics
gende Jntegral, sroifdhen den GSrengen 0 und v, foba(ﬁ x'>1,

unbeftimmt, & xodx
Das Integraf J:.. Tog hat alfo nur dann einen

§e1txmmten BWeeth, wenn fich swifchen den (pofitiven) Grengen
Xo und x, Der Weeth 1 nidht Defindet.

Das Verhaltnif

. 5)101 Der porige §. fiefert cin Beifpicl von dem Sebraudhe
t Reifen guc Darfteilung der Jntegrale.  Hat man eine Fun:
;Ewn fx auf fvgend eine Weife in eine Reihe entroicfelt, relde
n‘::naﬂbe Werthe von x goifdhen x, und x, convergict, fo erhalt

urd) Sntegration der Reihe allemal audh dag Yntegral

X,
. /: ofxdx durch eine convergente Reibe ausgedrictt.  Denn s

toe : i
etrbe §er Reft der Reihe, nach Hintwegnahme der n erften Glie-
u;“tput Pnx becgeid)net; fo muff, nady der BVorausfebung, die
ion @,x, fliir alle Weethe von x jwifden x, und x,, mit

13
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wadpfendem 1 fidhy der Null ndheen; woraud felgt, baf aud)

per Weuth des Jntegrals Gurds ficp mit wachfendem n ev

Xo
Stull ndbeet, weil ev eincm SMittelocethe vorn ¢, multiplicist
in das Sntervall x,—x,, gleid) it Diefesd Snteroall mug abet
endlich fein.
Man fann audy die Reihe fue fx nod mit ciiicr Function
Fx multipliciven, welche soifchen den Grengen X, md x, bz
fih und fretig Ofeibt, fo crhalt man dadureh cine ebenfalis cons

vergirende Reihe fir bas Sntegl‘a[!ﬁfx.bx.dx.

Man hHat 3. D.

1 12 L 1.3-95 6 .
\/I.‘:;z—l'*‘z +ag gt T
i v dx
mithin JoV R
3 1.3 x® 1.3.5 %7
arcsinx=x+3- 3+ 5+ ae 7T

Um bdas Sntegeal (L —x)mdx in eine Reihe ju entwicfeln,
fir die Falle, in roclcben cin usdruck deffelben in endlicher Form
nichyt gu exhalten ift, jege man:

(1—=x)"=1—m,X g-m T x P oo

mithin  x"(4—x)™ =x"—1 (X e, X X0 e

fo ift
1 xn+2 xn+3

fx"(ifx)mdx=Const.+m —my s e

Sin andeces Beifpiet liefert die Meibe

X o i dyg == x“+1_ xn+? xn+3 x"+_4 ceee
Jfexex"dx==Const.+ IT__;1+-11+2+ 2(‘11+3)+ 3!n+4'_
weldye man findet, roenn man die Reibe C‘=1+‘+):7+""

mit x» multiplicict, und dag Product integtivt.
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Anmecfung, Sest man x=log y,
Sxrerds = f(log y)-dy,

moriber §. 100 ju vergleichen ift.

o toird

’ 102, @8 fei {(x,a) cine Function von x, weldye jugleich
cine unbeftimmte Conftante a enthalt. Kennt man dag Jntegral

‘f(x,a)dx.: Y(x,,2)— Y(Xe,2) 5
Xo

e
fo faffen fich aus demfelben andere Jntegrale ableiten, indem
Man das vorftehende nacdh a Ddifferentiivt, wahrend x, und x,
unvcrdndert bleiben.  Offenbar namlich ift, tenn a in a4k

W0ergent :
a f(x, a4k —1(x,a)
'/X0 ( T )dx:

1,["(,\' 1 Ia+k)_ U'(x 1 Ia) 1,!'(X 0 /a+k )_IP(X 0 Ia)
‘ K - k ;

aher fir k=0,
Ji’l(lf(x,a) dx=d!,l!(x[,a) _ d(x,,a)

x da da da
Man hat 3. B. /“_L 1 X
ks oJo a‘z_'_x‘z—a—(ll'(:fg;-
RNimmt man die Adleitung nadh a, fo fommt:
Jox —2adx 1 x 1 x
o @A) A arda ar e 5

mithinf* A 1 x X
J o (a,+x2)2—2a2.a2+}7+2?07'l?fga—-
o 3. . fie a=1,

ux—__(-]i_—‘_-‘ < ‘
i o (A4x2)2 2 le__;j+f.5 arcigx,
WBereing: ) '
/:’temftm:]menb mit §. 92. uf diefem Wege wirde man 5. B.
- dx
¢ Qaen)/ 2o, 2 aus Dden Formeln deg §. 96. fiir

13 *
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./‘____,_‘“;’_‘T,?,f: durdy Differentiation nach a leicht finden.
(a4x)V hi=x

Geener fann man aud) Das Sntegral f(x,a)ds, alg eine

Gunction von a betracptet, mit da multipticiven, und nady a inz
tegriven. Dabei geht 8 aus dem Begeife eines Jntegrald, als
¢inet. Gumme, Hervor, daf die Ordnung, in weldyer die ‘jntegrqf
tionen porgenommen toerden, einerlel ift; menigftend wenn ?w
Qunction f(x,a) gwifchen den Grengen dec Integration in @nﬁ
fibt auf x und auf a, wberall endlich und fretig bleibt. &8 feien
vemnach o und § die Grengen dev Sntegration in Vegug auf a,

f:la/“f‘(x,a)dxzf}lx f(x,a)da.
¢ a 8/ Xy o/ Xy o

Diefer wichtige Sat [3ft fich auch auf folgende Act berocifen:

fo hat man

Man fege ff(x,y)dx:lll'(x,y), und ﬂ'%;};ﬂ:(f(xl}');
fo ift /‘?(x,y)dx =U(x,¥) —P(@,¥);

V K — U a,v X
baber e (lvlf’(d'i}—}] ——-. /:(/)(le)d\I

woraus folgt:
w(xly)—ll«'(a,y):-_; / :1y‘ / :(p(x,y)dx.
mithin: '
Sy [tV D,
Seenee ift .
oy)=/g(x,y)dy s, / ;ﬁ(xfy)dy=f(x,y)—f(x,a);

/.:ix (yf(x,y)dy =J.xf(x,y)dx —./a.?(x,oc) dx ==
Py — W) — W) e s
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» ox X y

mithin J ii):/ Pp(x,y)de= adx a(P(x,y)dy; . 3 b. o

€3 folge hicr ein Beifpiel von der Anwendung diefes Sated.
t 1 .

j: xm-! dx=l-n—, toean m- pofitio ift.

Multiplicict man mit dm, und integrict, fo ift

1 gt dm
Jdnxlfx“‘—l dx=f dx/dm- x"‘“‘=f—a‘ =log m--Const,
(1] 0

xm—1
W o xM—1 — fa(m—1)log'x [
fernee aber fdm.x=—t=fe dm Tog x

Man  pat

.
b

folglich, toenn das Sntegral von m==p bis m=q genommen wird,

J'ﬁm.xm_l=x‘l—xp'
P xlogx
e 1 L
und mithin f dnrJ xm~tdy = f dJ xm—tdm=
P 0 0 P

1 ] x‘l_xl’_ q
,/;dx.xlog x—logi;
Man Hat demnady folgenden bemerfenstoerthen ntegralmertl):
' 1xq _xp __ q
(/(: i—l;g_xdx‘log I) .

Mehreve Anroendungen ded obigen Sases fehe man in §. 120,
und den folgenden.
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Anwendungen der Integral-Ledyrung aut
pie @eometric,

Quadratur und Rectification der Curven.

105. ®e i (§ig. 18) CEE' cin Bogen ciner Guroe,
AD bdic Ype der x, AB=2, AD=x, Orbdinate BC=fa,
DE=fx; fo ift der Fladchenraum BCDE offenbar eine Function
pon x und aj oder, toenn man fidh a unveranderlich denft, eine
Sunction vor x5 alfo BCDE=ux. fafit man xum DD'=Ax
wadyfen, fo fann man immer Ax fo flein annchmen, dafy die
Orbinate fx poifthen x und x-4-Ax beftdndig roachft oder bes
frandig abnimmt; daber ift bdie Grofe Des Flacdhenvaumes
EDDE =Avys jwifden den Grengen

fxeAx und  fx4Ax) - Ax,
'
folalich audy der Duotient AA};—X sifcden fx und {(x4-Ax) ents

falten.  Hievaus folat, roenn die Differeny Ax im Werfchroinden
gedacht witd, Yx=fx; 0. h. die Ordinate fx ift die Ableis
tung der den Fladenvaum augbriicfenden Function Yxe  Dabet

wird der Flachenvaum CBDE durdh das Fntegral f fxdx an?
a

gegeben, roenn  die  Abfciffen an feinen Gremgen  AB=2
AD—=x, find.

Um die Formel fiur den Fladenzaum i Polarcoordinaten
su entwicbeln, fei (Fig. 19.) AC=r et Leitfteahl, L CAB=@5
AB=rcosg=x, CB=rsing=y. BWidft ¢ um Ap=
CAE, fo geht AC=r in AD=r-Ar libcr, und wenn von c
vas foth CE auf AD gefafit toicd, fo ift Decied CAE=
1r% cos APsin AP, Bejeichnet man die Glade A’AC mit W(9)
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oder fvyer mit Y, (indem man AA’ al3 einen bellebigen feften,
AC al8 cinen beeglichen Leitftrabl und mithin A’'AC al$ eine
unction von @ anjieht), fo fann man twicder, nach der Me:
thode der Grenjen, berveifen, daff dad Veehdltnif von CAD=
A gu dem Dreiete CAE fich Defto mebr der Ginbyeit nabert,
je Fleiner Ajp wird; mithin muf
Ave
Ay
1

. ee 1w
fein fir Ap="0; tooraus folgt: ETI(—I;=2Y’; atfo

sinA
Ay

:%r""-COS Ap-

=3 /rtde.

Dicfes Jutegral deicft, jwifhen den gehorigen Brengen genom:
men, dag von el Leitfteahlen und dem swifchen ihnen befindiiz
den Bogen Degrangte Fladenftact (A’AC) aus.

Mus den Gleidbungen x==rcos¢g, y=r sin @,

dx=cos p-dr—ydep und dy==sin @dr4xdp;
und hHieraus findet man
xdy —yds=r*d¢,
daher dic Fladhe A'AC aud) durch dag Integeal 1 f(xdy—ydx)
audaedriicft erden Fann,

Anmerf. Alle diefe Ausdricfe erhalten vermittelft ded un:
endlich Kleinen eine Flave geometrifche Vebeutung, die ju merken
ift. @telit man fidh ndmfich unter dx eine unendlich Fleine Ju:
nahme der Abfciffe x vor, roeldye in Fig. 18. durdh DD’ ange:
deutet fei, fo dricdt das Product fx-dx das Redhted aus ED
in DD’ qus, weldes bid auf ein unendlich Kleines der reiten.
DOtdnung, der Figur EDD'E' gleich ift. Das Jntegral /fxdx
deicft dafyer den Flachenvaum ald eine Summe von unendlich
ielen Glementar - Rechteen aus.

@ben fo findet man, voenn man in dem Dreiecte CAD den
Winfel bei A (Fig. 19.) unendlich flein und gleih dep, jugleidh
CA=r, CD=r-dr fet, und dic @ehne CD jieht, den Fla-
r(r4-dr) sin dp
-2

folgt

Denvaum des gevadlinigten Deeieds CAD=
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welcher Ausdruc, mit Weglafung aller Glieder jtoeiter und ho-
21,

feeer Ordnungen, auf den einfacheren r-?d'f sucuctfommt, den

man fofort fiir dag Glementar s Deciet CAD des Flachenraus
meg der Curve ju nehmen Hat.

104, @8 fei (Fig. 20.) AC ein Bogen eince Pavabel,
A der Sdeitel, AB=x, BC=y; y*==2px; fo ift die Glade

ACB gleidh f Vax. Da y=V/2px, fo if
[}

AT [ dx=1 2px=tnys
e/ O L4
b & ACB=2. AB-'PC

Gite die G(lipfe ift > +b,_1, alfo y= b!/1__

a?’

AB=x, BC=y (§ig. 21.) AD=a, AE=Db; alfo der Raum

X . x 2
EABC gleich fydx oder gleidh lf V1—§;-dx.
Py 4] 0

. s Y * dx L] x’dx
Nun it fdxV 1—x? _—_;/———(——“-—- =
gt VI—x* of Vi—x2
‘X\/ —x2 —-r-larcsun, (§. 98,

affo L/dxa/l_x_ 1= 1—-%+7‘z—arcsin§, und

f

E/;ﬁxi//i_’;_;_—_ab g/ 1—= +){¢ucsm J
Fir die Ftache unter dem elliptifhen Quadranten (EAD) ift
x==a, alfo die Flache Labmw, oder Der bon dev gangen Eltipfe
begrenste Raum gleich aba.

Wenn man die Afpmptoten AD, AE ciner Hyperdel ju
pen tee Coordinaten nimmt (Fig. 22, alfo AB=x, BC (pas
vallel mit AE) gleiy v fet, fo ift xy==a® bdie Gleidung dev
Hyperbel. €8 fei der Afpmptotentoinic! EAD=c, Bb=dx
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eine unendlich fleine Junahme der Abfeiffe x; man siche be paz
rallel mit BC; fo dricft das Product ydx sine die Flacde des
unendlich fhmafen Streifens CBbc aus; folglidy ift

o s dx . ‘
-dx esinox=a’sina | —=a’sina logx - Const.
Jy s
e X

ver MusdrucE der von dev Hyperbel Degremsten Fladhe, Soll
Diefelbe von der Ordinate FK ded8 Sdpeiteld K ifren Anfang
nehmen, fo ift die entfprechende Abfciffe AF=a; mithin die

feol B an N2 o R o }:_ N
Sladhe KFBC=a® sin «-log (a)

e die Gpcloide war (§. 50.) x=a(@—sing)=AB,
y=a(l—cosp)=BC (Fig. 23.). Betracdptet man die Fladpe
ACB afg cine Function von ¢, und begeichnet fie mit ¥, fo ift
dF dF dx d\{
E[; dx d(p d(p

:}q\)_a(l—cos ), foift

alfo, ba  y=—a(l—~cos¢), und

¥F=a?f(1—cosp):dp=a*/[} +gg_922_qj —2cos¢]dg

ehe B‘:ABC:a’(e}qJ+Si';2(p—-2sintp);
oo das ntegral fo genommen ift, daf e8 fir x==0, d. h. fue
¢ =0, verfchroindet.

Flr @=2m echalt man die gange Flade der Eycloide
gleidh) 3a’x.

Um noch cin Beifpiel von der Quadratur in Polarcoordinas
ten gu geben, fei die Gleichung eince gewdbhnlihen Epivale
r=agp vorgelegt. Man erhalt daraus den Fladyencaum, twels
den der Leftftrahl r wabhrend feiner Drehung von Lo=a bis
P=0 ubcrftreicht, gleich ‘

+ fi%q}:%a’lf&zdw:%az(q)3-a3);
LJ 3 3

alfo 3. B., fir «=0, den Fladenvaum Ja?g*=1r?m.
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103. 8 fei AB (Fig. 24.) cin iberall conveper Vogen
einer Gueve, und in demfelben cine Sehne AB aejcichnet,  Man
siche in A Dic Sangente und verlangere fic bis jum Durdicdnitte
F mit der Ordinate EB von By fo ift der conbere Bogen AB
gudfier afs die Sehne AB und Eleiner alé die Summe dev einz
fblicgenden Linien  AF 4 BI Man fann died entroeder ald
Grundfa annehmen, oder aud) beweifen, twenn man die fange
pes Vogend AB ald die Grenge des cingefdyriebenen Polpgons
definiet. Nun foi AC=Ax, CB=Ay, LFAC =g, fo ift

1g o= dy und Sehne AB = \/AT’——Q?/

fo dx’

AF+FB=;%$&+L\x tg« — Ay. Seit man den Bogen

AB gleidhy As, fo liegt das Beehaltnif %—E swifden
Y e b i)t A
i/“'(m) und 1+ (5) + 0 T Ax

i N A 1 _ (ly-;
toeil Is*=4x" cos a_!/i—'_((—ﬁ)

ift. i ein verfroindendes Bogenelement ds fallea diefe beis
f

. N , Av Ay .
den Grenzen sufammen, indem A;(: P oird, und man cehalt

C
_ ) . ds e dy *
die Ableitung des Bogens a;——i/i'*'(dx) :

Gtatt deffen (3t fid auch freiben: ds==V/dx*4-dy?,
mas, in Worten auggedriicft, nichts Andeves Deift, alg dafi cin
unendicy Fleines Bogenclenent ds als sufammenfallend mit feiz
ner Sefne |/ dx*-dy* angefehen weeden muf.

@ind Polarcoordinaten geroahit, fo daf X==T C0S ¢,
y=rsin ¢, fo ift
dx=cospdr—r singpdy, dy =sinpdr4-r cos pdy,

within ds=V/ dx*dy? = Vari4rrdg®. ,
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Der Vogen s toitd alfo durdy dic JIntegrale
Tyt o TS
efi/1'+Tx .dx  ober /‘l,/1+,‘2‘71‘f_2..dr
ausgedridt.
Beifpicte. Dic vorgelegte Curve fei ein Kreis; die Gleix
dung deffelben x*4-y?=r?, foift xdx+ydy=0, alfo

dx'z(x'z_*_y.Z) . l.'z(]xz

d* - dy?= =ds?,

mithin, oenn man dad pofitive Jeichen wahlt,

rdx rdx

S S=—

T VE e
, . X
Hicraud folgt s==rarcsin F+C°“St" und wenn der BVogen

. X
pon x==0 anfangen foll, s=r arcsin=+

Mus der Gleichung der Parvabel  y*=2px  folgt

/1_)—:2_)(
2%

ydy=pdx, mithin ds==dx Um Ddiefe Fovmel

3u integriven, fege man ]/P'*‘_Qx=z, fo witd x= 3P

2)( Zz —1 ’
—pz dz 172 dzX
dx=— (—L—l—:—i), und ds:% . Durd) Serlegung in

cinfacdhe Bradye findet man:

2? __1[____1____. __L S L
v LR KOV it et |
daher durd) Fntegration

7241 ipz
7—1 + z2t—1’

s=Const.- ip log
oder, wenn man fir z feinen 2Werth in x fest;

Ve ]
Vp+2x—V2x 2x

s= Const.4-plog
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&oll der Begen im Scheitel anfangen, fo muff fiv x=0 bdas
Sntegral ull werden; alsbann exhdlt man Const.== 0, und
den parabolifhen Bogen vom Sceitel an:

‘/p+2‘{ +\/‘2‘< +x E—E
Vp+2\-—\/2x 2x

Kiir die @Ihpfe ift - +b= =1, 1 +yl;13r_0 woraus,

s=1ip log

a*—h? . , 2t _e’x?
enn ~—az—~—=e’ gejetst toied, ds=dxl/"az ex;‘

folgt, roopon das Sgntegral eine tranéfcendente Function ift.
Bringt man die Gleichung der Ellipfe in die Form x==a cosp,
y=Dbsingp, fo wird

ds? =(a® sinp*—+-b? cos p*)dg?
oder ds=al/1—e? cos ¢*« dg.
Sdreibt man in den vorftehenden Gleihungen —b* fratt b?,
a?4b?
fo daf e*= "
ves Bogend der Hoperbel:

ds = dx E/l—i‘——d |

witd, fo echalt man das Differential

Fie die Cpcloide war dx=a(l—cosp)dp, dy=asingdy
(§. 50.), folglich
ds? = dx>4-dy? =2a%(1— cos p)dyp* =4a’ sin3@® . dp*;

odet  ds=—2asinipdyp, s=const.-+4acosigp.

Soll der Bogen im Scheite! G der Eycloide anfangen (Fig. 23.),
fo muf fir @=rm, s=0 werden, woraus Const.=0 und
s==4acos lp folgt. (Sn dem Ausdrucke fir ds ift das ne:
gative Seichen gewahlt, toeil, untee der gemadyten Borausfe:
gung, der Bogen GC abnimmt, wahrend ¢ wadift.)

Man hatte  y—a(1l—cos@)=2asinip?;  sugleidh
s?=16a? cos } 9?, folglich, duedh Climination von ¢,
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s 4-Bay=—16a%, oder s*==8a(2a—y); d. p. das Quadrat
des Bogeng GC gleich dem Redptede aus dem vievfachen Durd-

meffer Sa Des roalzenden Kreifes in den Hihenabftand GI feis
nes Endpunctes G vom Sdyeitel G.

106. Sn §. 48. 49. bedeutcten a, b die Coordinaten ded
Keimmungsmittelpunctes, r den Kcummungshalbmeffer einet
ebenen Guroe.  WWerden aus den Gleidungen 1. 2, 4. 5. der

genannten §. die Grofen x—a, y—Db, z—}% climinivt, fo echalt
man  (x—a)db=(y—b)da (aus 2. und 5.); folglih qus 4.
(y—b)(da?~4db?)=— rdb dr.
(x—a)(da’4db?) =— rdadr.
oddict man die Quabdrate diefer Gleidhungen, und fepit
(x—a)’4-(y—h)*=r?,
fo fommt da?4-dh?=di?.
Das Vogenelement der Surpe dev Krimmungémittelpuncte oder
der Gvolute (\/ 'da’*4-db?) ift demnach dem Differentiale dr ded
Kuimmungshalbmeffers gleich, wie ¢8 auch fein muff, da Ddev
Krummungshalbmeffer der Goofpente bei der Abwidelung der

Goolute Deftandig um die Lange des abgewicelten Vogens
sunimmt.

enn die Gleichung cince Curve in cinem endliden, nicht
teansfeendenten Yusdrude enthalten ift, fo fann man offenbar
audy ifren SKrimmungshalbmefier und die Coorbinaten des
Srfmmungsmittefpunctes immer genau ausdricen; und va das
Diffevential des Krimmungshalbmeffers jugleich das Bogeneles
ment der Goolute ift, fo fofgt, daf die Gooluten nicht transfeenz
denter Gurven vectificabel find. So war 3 B. fir die Evos
lute der Parhbel die Gleichung 8(a—p)®==27pb?  gefunden
@ 49). Sett man a—p=x, b=y, 27p=8m, fo fommt
my?=x®, mithin ' ’
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sl It 1+

dy=%'—\3/"in_)§’ ds=V dx"‘+dy"=d"V'l+4T:1’
affo der Bogen

3
C )
4_):,)) - Const,
@ben fo muf dic Cpcloide rectificabel fein, wie audy oben gefuns
den tourde, weil ifre Coofute twieder eine @pcloide ift.

@6 toerde bier nodh bemerft, wie man den Ausdruct fov
den Keimmungshalbmefier r durd) Gonftruction, mit Hulfe ded
unendlich RKleinen, finden Fann. @8 fei (Fig. 25.) AB=ds cin
Bogenelement, CA=r dev Keiimmungshatbmefier, fo fann man
AB einem Kreigbogen vom Halbmeffer r afeichfeen. €8 fei ¢
ver Winfel, welcdhen die Fangente in A mit dev Ape x bifdet,

alfo tg (p=z—iz; fo witd ¢@-4-dp bdie Neigung der Tangente

X
in B gegen die Age x fein, und folglih dp=DBDE ber Win-
Pel, den die Tangenten in A und B mit einanber Difden.  Die:
fev Winfel ift aber Dem Winfel am Mittelpuncte € gleich; alfo
LC=dgp, und Bogen ds=rdq.

8
s_—2—7m (1+

, (
Nun ift tg(p:i—l%i, alfo

dp=d (ﬁ——i)-cos @t=d (le_:r‘)(%)”’

e dxy ? dy
mithin ds==r - T -d(ﬁ),
ds®
ober r=-——""
dy
()

wie feiber gefunden ift.

Den Ausdeuct fir das Bogenelement einer Curve dop:
pefter Kcdmmung findet man, indem man toieder an Ddie
Gtelle cines unendlich fleinen Bogens die Sehne fest:
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ds=V dx* + (I;Tm,
in weldem Auideuce dic Werthe dev Differentiale dx, dy, dz
aus den Gleidyungen der Gurve cingefesit werden mitffen, oz
durdy derfelbe auf das Differential ciner Junction von ciner verz
nbdeclichen Grdfe gebracht wird, welhes fodann integrivt twers
den muf.  Man cehdlt 3 B far die Sdraubentine, deven
Bleidhungen x=mcos¢, y=mu sing, z=ny taren (§.71.)

ds=V} n*4m?.dyp, alfo s= V/ﬂ2+";?‘ ¢ 4 Const.

Quabdratur der Ftaden.

107. Da cin unendlicy fleincr Vogen cinet Curve ald ju-
fammenfallend mit feirer Sehne betvachtet toerden muf, fo folgt,
daf cin nady allen Richtungen unendlich Fleined Element eincr
ftetig geframmten §lache af8 cben anjufehen ift. Wird daffelbe
némlic) durch beliebige Gbenen gefchnitten, fo fallen alle durd
Diefe Schnitte entftehenden unendlich Fleinen Vogen mit ihren
@ehnen jufammen.  Die Schnitte des Flachenclemented mit bes
liebigen @benen {ind mithin al§ geradlinigt, und folglih) ift
basd gange Flachenelement al eben ju Detvachten.
~ Werechnet man unter diefer Vorausfegung den Fladenvaum
des Glementes, und nimmt die Summe alfer auf dicfe Weije be:
rechneten Glemente ecined vorgelegten Etihctes der Flade, fo er-
balt man den gefammten nbalt deffelben.

@8 feien Ddie techtrvinflichen Coovdinaten der Flade als
Junctionen grocice veedndetlichen Gréfen p und q ausgedrift,

alfo x=1(p,q), Y=¢(P,q)/ z=Y(p,q).
Gehen nun p,q in p4dp, g+dq iber, fo evhalt man, mit
Weglafjung der Glieder hdherer Ordnungen

dx=adp+a'dq

dy=hdp-+Db'dq

dz==cdp 4 ¢'dq.
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Soerden die Duabdrate dicfer Ausoenicfe abdbivt, fo ergicbt fich dev
ofusbrudt flr cinen unendlich Fleinen auf der Flache gecichneten
Bogen ds, namfich

ds® =d){'z—i-dy"’—«|—dz2 ::Edpz-l-Qde dq-{—(}dq’,
wo E=a®4-bh?4-c? F = aa'+bb'+4cc, G=—a'?4b"?4-c"*
gefetst ift.

Srgend ein Punct A Det Rlache (ig. 26.), deffen Eoordis
naten x, y, z find, fann als Durdfcdnitt gocier in der Flacbe
liegenben Gurven petrachtet werden, von denen die cine entfteht,
wenn p fich andect, mwafhrend q ungedndert Dleibt, die andere,
wenn q fid) andert, fabrend p ungeandert bleibt. @6 fei AB
dag Bogenclement v Gurve, fue welde q conftant bleibt, fo
ricd die Sange Deffelben durd VE-dp ausgedract, weil
dq=0 ift. Gben fo fei AC dad Clement der Gurve, fur el
e dp=0, fo ift \V/G-dq der Ausdeud feiner Lange. Man
giehe aus vem Puncte B, deffen Soordinaten x+adp, y-+bdp,
zcdp find, eine Sinie BD, faie weldpe iederum nue q fich
anbert, todhrend der $Wertl) von p, der fir diefen Punct B
p-+dp ift, ungeandert bleibt, und aus C ¢ine Sinie CD), fur
weldhe q-+dq beftandig Oleibt, wahrend p fi andect.

Peide Yinien treffen in dem Puncte D jufammen, fir toel:
den fih p um dp, q um dq gendert hat. Um die fange von
BD ju finden, darf men in dem Yusveude fiar AC, d. i.
VG.dg, nur p-dp fratt p fegen, todurd man ehalt

pp= (VG +idV—;)§ dp) dq,

alfo, mit $Weglaffung der Glicder groeiter und Hdhever Ordnuns
gen, BD=V/G-dg=AC. Auf &huliche Weife, toenn man
in E q+dq ftatt q fegt, findet man CD=\/E-dp=AB.
Man Hat ferner noch :
AD’:Edp’+2dedq+qu2.
Sun fei der Winfel CAB gleidy « fo erhalt man
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AD?=AB?42AB-BD.cosw4BD?,
oder weif  AB=V'E«dp, BD=V'G.dq ifs,
AD? =Edp?4-2V EG +cosw - dp- dq4 Gdq®.
Bergleicht man diefen Ausdeuct fir AD® mit dem obigen, fo

. ethitt man fofort  V'EG-coso=F,

tooraus fich ergieht R
V EG—=F*
VEG
Die Flache des al$ eben ju betractenden Qieredes ABCD ift
aber gleih) AB-BD.sinw; folglich gleich
o — JEG—F?
ViEidp -V Gdq - ‘__—-—-
f 1 VEG
alfo gleich VEG—F2. dpdq.
%Eeé ift dev allgemeine Ausdruct fir ein Clement einer ftetig ge-
?ummten Qlabe.  Sntegriet man denfelben mit Rudtficht auf
ie Grengen cines vorgelegten Flabenfticfed, fo exhalt man den
Jnhalt deffelben gleidh

LVEG¥- dp dq.

sin 0=

108. Gewdhnlich ift fur die Flade cine Sleidhung roifden
vehtwinflidhen Cootdinaten x, y, z gegeben.  Um in Ddiefem

Ralle den Ausdruct ded Flachenelementes ju erhalten, muf man
e der Goordinaten, 3. V. x und y an die Stelle der Brdfen
P und q feen, und die dritte z al Function derfelben betrad):
ten. Demnadhy hat man

mithin dz= zi—lé) dx+(%) Rk
w21 g s o

+[1+(F) o
14 o
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= Edx? 4-2Fdx dy 4 Gdy* s

alfo E=;+( ) F= d\) dv) G= -1+(‘(—:§ y

dafyer EG—F* .—.—.1+(5;) +((—§) ;

mitbin al Ausdruct des Flachenelementes:

]/1+( )+(—-—) «dxdy. a.

Werden fratt der Coordinaten x und y %olatcombmatcn rund @
in der Ebene xy u Grunde gelegt, fo daf vermbge dev Gleis
dung der Flache z eine Gunction von r und ¢ ift, {o hat man:

X=rcosQ, y=rsin¢q, z={(r, )

dx=cos @ +-dr —rsinp-dp

Demnad ift
dy =sin¢«dr-t-rcosp- do

dz=(((%) dr-+ (g—;; dg;
2

Yy dz\? L __dz dz dz
mltf)m E=1+(—(Tl“) ’ F—-'(F'a(—p, (’—'2+(d_ql— ,

und ds? =Edr? 4-2Fdr dg 4 Gdg?;
ferner das Flachenelement gleich

VG @) G )-Cete) Lwan
,__,_______
oder l/[r’+r2 %:—)2+(‘£ I-drdc’p.

Werden endlich Polarcoordinaten im Raume jur Beflimmung
ver Flade gebraudpt, fo ift

x==rcost cos¢p, y=rcosy sing, z=rsiny.

glisbann 146t fich, vermdge der Gleichung dec Flache, r alg cine
gegebene Function von @ und Y anfehen. Man echalt
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(9 s si
dx= (d(p cos p—r Sin q)) cospdy
dr
-+ (d-'#’ oS W —vsin 1,0) cosp di.
dy= ( ((llfl/) sin -1 cos (p) cosydg
(—i—,; cosY —rsin Ip) sin @d.

dr r, !
dz =dg sinydp 4 (@sm Y4-rcos 1,!;) dy,

Durdy Addition der Duabdrate diefer dre Ausdracke erhalt man
Dag Bogenelement

ds? =Edg?4-2Fdg dy+Gdy?,

N . __dr dr G dr\?
wo E==r’cosy +(dfp) =y 1y’ :_r"+(al—p—

_Dievaus findet fidy

LEG—F%=r? [1 wsl,ll’+(d ) coﬂp’+(dq)) I
mithin der Ausdeud des Flachenelemented:

rdpdy l/[r cosy1'2+(dlp) 6081}124-( )] c.

Die Formel b. faft fich mit Bortheil bei Flachen antvenden, die
durdy Umdrefung entftanden jind. &S fei namlich z die Umbdre:
Bungsage, weldye in Hinficht auf die erjeugende Curve als b
feiffe betrachtet werden fann, deven jugehdrige Ordinate r ift.
Stellt nun f(z,r)=0 die Bleichung dev erjeugenden Curve vor,
io echalt man die Gleichung det llmbrtf)ungéﬁad)e in vechtroinf:
lihen @oordinaten, roenn man ftatt T, V/x24y? {dreibt, alfo
f(z, V5" y?)=0. Behdit man aber Polarcoordinaten in der
@be'ne xy bei, D. . fest man, tie oben, x=rcosq, y=rsing,
foift f(zr)==0 aud afé die Sleihung der Umdrehungsfiace
M betvachten, permdge deren z unabhangig von ¢, alfo eine
14 *
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blofie Gunction von 1 ift. Man Hat demunady in der Formel b.

g%)::(l, alfo -

rdrdg g/ 'l+(((]{——:).z
afé den Ausdruc ded Flachenelementes.  Diefe Gormel Fann
man fofort in Bejug auf @ integriven, toeil r und z, mithin
audh :]—1?, unabhangig von ¢ find. Integrict man von ¢=0
0i8 @=2w, fo erhalt man den Ausdruck emes cingfdrmigen

Glementes der Flache gleich

dzy\?,
dr

2z ordr !// ;-l— (

1/ TdaE ,
Man bemerfe noch, dafs drl/ 1+(:T—':f) nichtd anderes ift, ald

ber dusdruct des Bogenclementes  ds=)/ drig-dz®  der er:
seugenden Curoe; mithin Fann man den Nusdruck ves ringfdrmiz
gen Flachenelementes audh fdreiben 27reds; tocldhes Diffevens
fial nacdbher in der vovgefchriedenen Ausdehnung  ju  intes
griven ift.

Anmerfung. Die in BVorjtehendem angegebenen Flachen:
Differentiale miffen jroifchen Srengen integrict roctden, Die fich
aus den Bedingungen der Aufgabe ergeben. €9 fei Das Jnte
gral  f/f(x,y)-dxdy 3u integriven nad) y bon y=@,x bis
Y==0.x, WO @ox und ¢.x proci gegebene Functionen von X
find, und fodann nadh) x von X=X, bi8 x==x,; fo Fann man
entweder Die angeeigten Jutegrationen unmittelbar  vollzichen,
oder audhy, was oft voctheilhafter ift, folgendermagen verfahren.
Um_Die crfte Jntegration nach y 3u vollgiehen, bei weldper x
al8 conftant angefehen tird, fege man

y=¢ox+(¢lx—‘¢0x)ur
fo witd, fit y==@ox, u==0, und fiv y=@,x, u=1. Man
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fetse ferner, indem man X al$ conftant anfieht, dy =(g,x-@o\)du,
fo bat man

Py x 1
z/mufxx'y ) dy—_:: Uf[x,cpox+(<p 1X=@oX)u]+ (@ x—@,x)du,
und mithin, toenn man hievauf von x==x, bi§ x=x, nad
x integrict:
fff(x,y)dydx=ﬂf(x,¢ox+(¢ 1X—00 X)) (@1 x—@,x)du - dx,
weldyes teansformirte ntegral proifchen u=0 und u=4, und
swifden x=x, und x=x, genommen weeden muf.

109. Man veclangt 3. B. ein gegebenes &tud der Kugel:
flahe ju quadriven, Die Gleidung diefer Flade ift befannt:
lih, tenn rechtrinfliche Soordinaten ju Grunde gelegt toerden,

2 2 pRe—— i d_z__‘_f_ (12—_2,-
xtpyiat =at; folglld e=—7 Gp=—y
dz 2 (1Z 2 32
) dz\? | (dn\?_a®,
nd 1"'_(dx) +(dy) T2
mithin adudy _ __advdy

z _\/;'z_'_xz_:;,'z
der Husdrucd eines Elemented der Kugelfladhe.
9Bird nun Das Stad veclangt, weldes fich roifchen der
Gbene yz, und cinem derfelben pavallel in dem Abftande x=h
gelegten ¢benen Schnitte Defindet, fo nehme man bag Jntegral
dxdy

Var—x—y*
duetft soifchen den dufierften Werthen, welde y fle ein gegebe:
nes x echalt, d. h. von y=—V"a’x* bi8 y=-}/a2x7
(lpobuvd) die Klache cincr unendlich fhmalen Jone exhalten wird,
die jtvijchen sroei dev Gbene vz pavallelen benen enthalten ift,)
und fodann pon x==0 bi8 x=h. Man Fann audy juerft von

=0 big v=\/a?—x?, dann von x==0 bi§ x="h integriren,
tenn man feenad) den erhaltenen Werth verdoppelt. Um- diefe

a
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Jntegrationen auf das leichtefte ausjufihyren, fefe man
‘Y—_—"-\/?’—:"z -u, (]}f:\/;;:,{?-du,
a?—x?—y?=(a’—x*)(1—u*),
fo gebt das vorgelegte Integral wber in
h 1 du t du '
af dx [ -2 ——=ah [ ———===7ahm;
j: X/, Vi ah J | Vice 1ahm;
welches doppelt genommen, die verlangte $Hatfte einer Kugelzone

gicbt =——ahxy. Sft h==a, fo echilt man a*w af8 dic Dberflache
ved piecten Theiles der Kugel.

Aus den allgemeinen Fovmeln erhlt man noc) mehrere an
vere Yusdricke fiur das Clement der Kugelflache. 3. B. dee
Ausdeud fir dag Element ciner runden Klache giebt, ba fur die

Rugel z2-r?=a?, mithin \/dr2+_5—z7=3;]—r ift, fur das Eles

ardrdp__ ardrdo

z  Val—r
in Hinfidt auf ¢ von 0 bis 27 integrict, fur eine unendlich
fdbmale [one jwifchen swei auf der Ape z fenfrechten Cbenen:

d , .
T . Qntegrict man den Yusdrud von r=0 bis

2amw Varr
r=r, fo fommt Qan(a—)/a*—r?), die Oberflache ded durch
ven Parallelfreie, in der Entfernung Var—r? vom Mittels
puncte, abgefcnittenen Kugelfegmentes.

Gine andere Form flr das Diffevential der Kugelflache e
halt man, wenn man Polavcoordinaten ju Grunde fegt. Da

. , o (4
r=a bdi¢ Gleichung der Kugel ift, fo ift (IE;)=0’ (a% =0,

mithin geht der Ausdruct c. des Fldchenelementes fir die Kus
gel uber in:

ment diefer Flade

—, odet, toenn man juerft

a® cos Ydyde,
welder ein unendlicy Pleines fpharijches Bieveck ergicdt, deffen
Geiten ady und acos yde find, von denen Ddie erfte einem
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grofiten Kreife, Die greite einem Ddarauf fenfrechten Pavallel:
Qecife vom Dalbmeffer a cos Y angehdet.  Fntegrirt man von
o= bi§ p==0", und von Y=y’ bi8 Y=y, fo erhalt
man  a(¢'—@ ) (sin W'—sin Y ald Flacbe eines Bievectes,
eldyed von jroci einander pavallelen cbenen Schnitten, und jroei
davauf fenfrechten groften RKreifen, die mit einander den Winfel
o'—¢' bifden, eingefcloffen toird. Get man 3. B. ¢'=0,
¢"=2m, fo ehalt man Die Kugelzone von der Hihe
h=a(sin " —sin’) gleich 2arh, ie befannt.

110. Die Gleichung (z—e)’=%+gr;- ftellt einen Re:

gel jwoeiten Grades vor, Deffen Are in der Are z, und deffen
©pitie in der Hohe e uber dem Anfange der Goordinaten liegt.
Die der Gbene xy parallelen Schnitte find, wie man fieht, Gl
lipfen. Um die Oberflache diefes Regel8 ju finden, fegge man
x=oe—1z) C0S @, y=p3(e—z)sing,
toeldhe Annahme mit dev Sleihung des Kegels ubecinftimmt.
Hierdurdy echalt man
dx=—=—acospdz—a(e—z)sin ¢do,
dy = —Bsin ¢ dz+B(e—z) cos ¢dg, dz=dz;
mithin
ds? = dx?4-dy?dz? =Edz*4-2Fdzde-4-Gdo?,
tvo E=1-t0a? cos @* +3* sin ¢*,
F=(e—2)sin @ cOS @ (a?=—3%),
. G =—(e—1z)*(a? sin @B cos p*
mltf)ill ( ¢ 9@ )/
EG—F? =[(14-«? cos@*+B* sin @™ Xa* sin@*+3" cos ¢*)
—(«*—3*)?sin®* cos p?)[e—z1*
@ntroictelt man diefen Husdrud rociter, fo findet fich
EG—F* =[o?sin @ 43 cos @+ 3% cospt4-sind?)
+2073% (sin ¢* cos o[ e—2]",
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odber  EG—F? =[a? sin@*p* cos o B> J[e—2z]%,
roeil cos @it sin g 42sin @? cos p* =(cos prsing®)*=1.
Pemnad exhdlt man fir das Glement der Oberflache des fehies
fen Kegeld o
VEG—F?dzdp =

\//WES‘[OS(;? ;"tl'-;'?(; :‘ch—-z](l'L dep.
Sntegrict man in Begug auf z von =0 big z=e, fo echalt
man :‘zezf \/;‘—s;l_(;r-[:‘;‘éos (p"}o&’fﬁ «dep
alé Yusdruct fie die tber dev Ebene xy, big jur Spige, fid
erftrecfende Regelflache, in weldhem bas §ntegral von =0 bi¢
¢=27 genommen wetden fann, roenn man die gange Flache
veclangt, ober von ¢=0 bi3 p==1lv, toenn man nuc einen
Quadranten veelangt.  Sest man  cos 29 =0, fo toird

. A4u . 1—u
cos ¢*=—5 ,sm'l“‘:———2—-, dy —m——

und das ntegral gept in folgendes ubet:

T DT B
_ef V[ [

- [4
1—u?

welches von u=1 bi§ u==—1 genommen, den viecten el
der gefuchten Kegelflache giebt.  Dies Sntegral ift cine trans:
feendente Function, die verjenigen am nacbften Fommt, durd
weldhe der Bogen der Ellipfe audgedrnct wird.  Jft a?=p?,
fo hat man cinen geraben Kegel mit freisformiger Grundfidche,
deffen Oberflade durdh

' le?e a\,-'/I:l-:a“‘ « ¢ 4 Const.
ausgedriicft wicd., Nimmt man diefes Sntegral von ¢=0 Di¢
=27, fo fommt -

)/ 14-o*ee?em

alg dic Oberfladye des gevaden Kegels, von der Hibhe ¢ Deffen
Grundflade cin Keeis vom Halbmeffer  «e ift; tole anders
weitig Oetannt.
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111. Deicft man an Clipfoid durdy folgende Gleidyun:
gen ausd:
x—a cos @ coS Y, y=b sing cosyY, z=c sin Y,
jo fommt dx=— asin ¢ cos Ydp—acosPsiny dy
dy=bcosgcosPdp—bsingsinpdy
dz= ccosyydy;
hieraus
dx2-dy?4-dz’ = Ed¢?42Fdedy+Gdy?,
in welchen Formeln
E=(a? sin p*+b? cos 9?) cos Y2,
F=(a? —b?) sin¢ cos siny cosy,
G =(a? cos 9*+b? sinp?)sinP*+-c’cosP?;
EG—F*=
[(a*sine®?+b%cos 9*)(a’cos ¢2+b2sing?)-(a®-b?)*siny*cosp?]
X (sin Y* cos Y*?)
+(a?sing?4-b? cosp?)c? - cos YP*
=[a’b?sinY*4-(a2c? sing?-t-b?c? cosp*)cos P Jcos Y5
oder \/E(;T:ﬁ“—_—:
abe - cos w'i/ I_Cosw’afosw"_l_sinw’b(iosw’ +sir::,b*]
mithin alé Yusorud fic ein Flachenelement des Ellipfoides:
abe-cos dwdvl/rws Waios LA (plc-,os w +_“i’:‘f’z] .
@8 fei a=Db, oder das Ellipfoid cin durd) Umbdrehung um die
Ae ¢ entfrandencs (cin Sphéroid), fo echilt man

—_—
aac-dg«dy . cos Y ]/QS—%— +sz___nw_’

a? c*

tooraus folgt

-

k]

fite das Flachenelement des Sphacoides, et man sin Y=v,
fo roitd dag Differential
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dy-cos ID, Cos” ﬂ_____
! .dl c)
/’,I [ 2— 5
IRV el Vs
a Cc a’ a c”

und, wenn ¢*—a? pojitio, d. h. das Sphareid durd) Umdres
fung dev Gllipfe um ihre grofe Ape entftanden ift, fo hat man,

c?—a’

pe: =e? gefest: ‘
._/'%‘X\/i-—‘e?;{= ‘;:Tcl_ev \/1—'62"2 ~+-arcsin ev] .
Demnacy erhalt man flr die Jone des Spharoids, von =0
big 4=y und von ¢=0 bis =27, den Ausdrud:

%E[e sin yV/ 1—e*sin i 4arcsin(esin d/)] .
Gie d=im, sind=t, erhilt man die Hatfte der Oberflache
ve8 Spharoids gteld

acr — .
e [e\/1—ez 4 arcsin e] ,

ober T (a’+ Bi sarcsin
Vc*—at

St bag Spharoid durc) Umbdeehung der Ellipfe um die Pleineve

Ape entftanden, alfo c*—a® negativ, fo wird Dde Ausdrud der

Kladhe logarithmifh. Will man von diefen Fovmeln jur Rugel

fibergehen, fir welde c*—a®==0 ift, fo muff man bemerfen,

baf, fiie e=0, 2D — iy i,

V (‘7:;;2) .

Gubatur der Kdrper.

112. Ginen von einer beliebigen Flache begrengten Forperliz
den Raum denfe man fich in unendlich fleine vedhtmwinflihe Pa-
vallefepipede jerlegt, deren Kanten dx, dy, dz den Coordinaten
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pavallel find; fo gicbt die Summe der Fnhalte aller diefer Pa:
vallclepipede, d. f. dag Jntegral

S/ dxdydz

joifchen den durd die Befdhaffenheit dev Grenyfladye beftimmten
Grengen genommen, den gefucbten Eorperliden Jnbhatt.  Jntes
geict man 3. B. in Hinfit auf z, fo echdlt man z.dxdy, 0. i.
bas Bolumen eines Prismas von der Grundflache dxdy, Hipe
2z wird hierauf z mit Hilfe der Gleichung der Flade als
Gunction von x und y ausgededeft, fo gicdt Dad Doppeite n:

tegral - ffzdxdy a,
dasg verfangte Volumen.

@ind alfgemein die Cootdinaten x, y, 2 al8 Functionen von
p und q gegeben, fo ift, nach §. 107. VEG—F*.dpdq bet
Yusdeucd eines Elementes der Oberflache. €8 fei i die RNeigung
diefes Glementes, oder, was cben fo viel ift, dle Neigung der an
daffelbe gelegten Berithrungdebene, gegen die Ebene xy, fo ift

1

' / dz\? dz\?*
Vi (8) + d—y)
man das8 Flachenelement mit cosi, fo erhalt man feine Pro:
jection auf die Gbene xy; und multiplicict man diefe mit z, fo

echalt man dag Bolumen eines tber diefer Grundfiache befindli-
dhen Glementar- Prismas. Run ift allgemein

dz dz
dzz(&)dx-i-(a} dy;
fest man in diefe ®leicdung Die Weethe von dx, dy, dz, aus
§. 107, fo ethalt man

befanntlich cos i== Multiplicict

d ' dz
cdp4-cdq= (,T)z—((adp+a dq)+ ('&)(bdp-l—b'dq);
und da dag BVerhaltnif f—lg aanglicd  unbeftimmt bleiben muf,

fv&brenb viefe Gleihung immer Statt findet; fo jecfallt diefelbe
in folgende jrwei Gleidyungen:
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(@) (#)=c «(@)+¥ ()=

aus denen man findet:

d_z__c'b—cbf ﬂg_c'a—ca'.

dx— ab—ab’’ dy  b'a—ba’
Die Gleichung der Beriihrungsebene in dem Puncte x, y, 2 i,
toie beFannt:

wer= () w0+ (-

@ept man in diefelbe die obigen Werthe von (g;() und (%),
fo fommt:

(b'c-—hc’)(u-—x)+(c'a-—ca')(v—-y)+(a'b—ab')(w—z):.().
Man bemerFe nodh, daf

(a'’b—ab)? 4 (c'a—ca)? ~+4(b'c—bc)*=

(a’+b’+c’)(a"‘+b"‘+c'’)—(aa’+hb'+cc')’=EG—-F2
ift. Demnady ift, for die Neigung i ver Bevlilhrungdebene ge:
gen die Cbene xy,

ab—ab’
VEG—F*’

€osi=
fnd folglich
VEG—F?.dpdq-2 cosi=1z(a’b—ab’)dp dq

ber Ausdruct des Glementarprismas, oder das Bolumen des
Kdepers gleich ‘

dy dx _dy dx), 4
./];@'dq dq dp)dp ¢ b

@ind 3. B. fratt x und y Polavcoordinaten in der Ebene ge:

wahit, fo daf x=rcosqp, y=rsing, fo hat man
dxy __ dyy __ . dxy ,
(a;) ==cosq, (HF) =g, ((—@) =—rsing,

(%)_—:r cosqp; demnady geht dic vorftehende Formel, roent
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man fratt p und g, @ und r fchreidt, Aber in
S/ zrdrdg, c.

weldbe man audy feicht unmittelbar finden Pann, indem rdrdg
ein vectanguldves Flachenclement in der Gbene xy darfrelt, el
deg mit z multiplicict, das @fementar = Pridma von der Hhe z
giebt. . ]
Gine andere Darftellung des Edrperlichen Elementes erhilt
man, tenn man das Fladenelement in feinen fenfredyten Ab-
ftand vom Anfange der Soordinaten multiplicict.  RNimmt man
den dritten Theil ded Productes, fo hat man den Inhalt einer
Pyramide, deren Grundflache das Glachenclement, und deren
Spige der Anfang der Coordinaten ift. us der oben gegebenen
Gleichung der Tangentialebene erfieht man, daf der fenfredhte
Abftand diefer Ebene vom nfange der Coordinaten folgendev ift:
(b'c—bc)x4(c'a—ca v+ (a’'b—ab)z .
VEG—F*
Wird decfelbe mit dem dritten Theile des Flachenelementes, d. i.
1V EG—F?.dpdq multiplicict, fo echalt man folgenden Ausz
druct des gefuchren Wolumens, welder daffelbe nit ald cine
Gumme pacalleler Prismen, - fondern im Anfange der Coordinas
ten gufammenftofender Pyramiden darftellt:
L fT(b'e—bc)x+4-(c'a—ca)y-+(a'b—ab’)z]dp dq. d

dx

- . . . ,dx
Sn dicfem Ausdruce ift, nacdh §. 107, =g =g f.f.

Sind 3. B. Polarcoordinaten gewablt, wie in §.108. c., fo Hhat
man p==g, q=1 s fegen, und danach die Werthe von a, b,
U f. f. au$ den dortigen gfusdricten fir dx, dy, dz ju entneby:
men. Man findet davaus .

(b'c—bc’)x+(c’a-—ca')_v+(a'b—ah')z =t cog W,
und folglich den Ausdruct des Bolumens e
1/ cospdipdy. e.
Denfelben Ausdrud fann man audh auf folgende Art aus dev
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Formel c. Ved § 108. ableiten. Man denfe fich innerhald des
su Derechnenden Bolumens ein beliebiges Stack einer Kugelflddde,
decen Mittelpunct in den Anfang der Coordinaten fallt, und des
ren Halbmefier v ift; und driicfe nach der genannten Formel ein
Glement w diefer Rugelfldche durdy r* cos Ydgdy aus. Denft
man fidh nun clne jweite concentrifhe Kugelflache vom Halb:
meffec T4 dr, fo Fann man das Element dev Poramide, deren
Ranten die durc) die vier Gcfen ded unendlich Fleinen Bicreed
W gehenden Halbmeffer find, offenbar al8 ein vechtwintliches Pas’
‘/faﬂelepipebum pon der Grundfidche w und der Hihe dr betrad):
ten, und demnady burd 17 cos Pdgdipdr ausdrucden. Jntes
guict man diefen Musdrud jucrft nach r, fo erhalt man den obis
gen Ausdrud der Elementar-Pocamide, namlidh 1r® cospdpdip.

113. &et man, fie ein Ellipfoid,

X=—acosQ co&tp, y=bsing cosy, z=csiny,
fo echalt man aus den Yusdeucten fir dx, dy, dz (§. 111.)

%-%-ﬁ%-%:ab sin cos,;
und mithin, alg Ausdruct des Clementar-Pridmas iber dev Ebene
xy, Veffen Hdhe z ift, nach §. 112, b.
abcesin Y? cos Y- dydg.

Sntegrict man 3. B, Ddiefen Ausdruct in Hinficht auf ¥ von 0
bis v, fo fommt Labc.sin¥®-dy. Um diefe Formel richtig
$u verftehen, fef (Fig.27.) BCD ber Durchfchnitt des Ellipfoids
mit der Goene xy; fiiv alle Puncte deffelben ift z==0, alfo v=0,
und x=acos g, y==disinp. Man jiche aus dem Mittclpuncte
A cinen Kveis mit dem Halbmeffer AD=a, in der Ebene BCD;
nehme in der @Uibfc BCD cinen Punct K, dejflen Soordinaten
x=AG=acosp, y=GK=Db sing find, und verldngere die
Orbdinate GK big zu ihrem Duedfcdnitte E mit dem Kueife.
Sieht man nodh AE, fo ift LEAD=¢. Hendert fih nun @
um EAE =dg, fo fei K' der dem gednderten ¢ entfprechende
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Punct der Gllipfe, und s weede AK' gejogen. Ferner foi LM
die Projection dec Ellipfe, welcbe” entfteht, wenn dag Ellipfoid
durdy eine Gbene pavallel mit xy in dev HOhe z—csinv ge-
fconitten witd; daber Ali==acos ¥, AN=b cosy die Haupt:
agen diefer Gllipfe davftellen. Alsdann wird dee fiber der Grund:
flade MM'K'K befindliche forperlihe Raum des Ellipfoids durch
die Formel YFabce sin yidy ausgedeact.  2aft man ferner v
ungeandert, und integrirt von =0 b8 ¢, fo echalt man
Labesin ¥* g af8 Ausdruc des ber dev Grundflacbe LMKD
befindlichen Raumes. Jntegrict man 3. B. b8 va=lm, fo ift
Labe.o der Roum fber KAD, und nimmt man ¢==iz, fo
Labc.7 alé der Rauminhalt des tiber dem Duadranten CAD
liegenden Sten Theiles des Ellipfoids, mithin it sabcer Dder
Snhalt des gangen Elipfoids.

114. @8 fei (z—e)*==a?x?p%y? Ddie Gleidung cines
elliptifhen Kegeld; man fudt den Jnhalt desjenigen Sticfes,
weldes jwifchen der Gbene zy und einem decfelben pacallel in
dem Abfrande x gefegten Schnitt, abee dev bene xy bis ur
@pige Hin, fich erftrecft. Su dem Ende fude man das Integral

V=f/‘(e_\/a2,"1+ﬁzyz)dxdy’
Ver—arx?

B !
bis x=—=x, toclches, rsic man ficht, die Halfte des verlangten Yn:
balts gicbt. TRan fege By =.\/e’—e=*x”u,
Bdy=)/e*—a?x?-du; fo fommt

%=jc—V'a’x§'+r3“§")dy=
eV er_aixd 2 _oix? e
; a*x _\/e poc X(/(:du‘/a2x2+(c’l__agx2>ug.
vfdll\/A’-j}-Bzu“:»

1 S , .
273(]311\/1\7-}-]3’u"+Az log[Bu4-}/A? +B*u?)),

genommen von y==0 bi§ y= und von x—0

RNun ift aber
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l .
mithin J; dul/A?4B*=

B4V A4B%\
A'_""—'— 9

1 A2 B2, 3
2—E(B\/A +B*4-Alog |
fet man a?x? fir A% et—alx? fic B?, fo echalt man

1
Jn du)/ x4 (e —a’xu’ =
0

e a?x? e+) e? —a?x?
5+ =1 ; ’
2 7 2}/ et—a’x? ox
mithin fofort: ) 7
2.2
d_y____e\/e’—oc“x2 _ a"?c’ log e-l—\/e:j-a x?
dx 23 23 X
WUm das Sntegral diefer Gunction nach x 3u finden, fehe man

dv o dV , .
ax=eq, fo fommt ——= _.E(i’ und Hievauf:

s —— 14V 1—q*
V=ig f [Vi—q‘—q’log 1 ]dq~

Man hat S dq-\/1—q2=r}q\/i-—?+.~} arcsingq. geener
durd theilweife Sntegration:

A+ Vi—¢*
J:lq-q’ log +‘/ 1=
1+\/ ﬁ,,dlo 1+\/1_q

3q° log

_ dq
Fun ift dlog1+\/q q =——-q\/i:q7,, mithin

FEPT)
ﬁ’dqdog 1+V1_q =
+\/1—q P

Vi

1q? log

=
1 log]—-'——““'a"‘ﬂ“'*‘W arcsing—tql/1—q>.

Demnadh findet man:

Vzéf——[ arcsmq+3q\/1_q —~1q° lool""/i—q —I

o
und, wenn man file q wicderum feinen Werth T fetit:

oc\'\/ez--—oc"x2

e
V=3 —;[ arc cm—-+ 3

a’x? c+\/e‘-—oc X
¥ log J,

3 e’ ox

weldhes Fategral fur x=0 vecfhroindet, wei x* log ax fir
x=0, Rull ift.

Berlangt man dad ganze uber dem clliptifchen Quadvanten
liegende BVolumen beg Kegels, fo ift \—-i- ju fegen, toodurch

Ve _1_ e’r
12" a3 mithin, fac den gangen Kegel von der @runb,

ﬁad)e -(;'-E 7% und der o@éf)e e, 4V=_1_.ﬂr

— erhalten wicd,
3
toie befannt ift.
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Mecdponildye Quadratur,

Qa man Haufig nidt veemag, ¢in vorgelegtes I
Rehnung braudhbare 9Qeife alfgemein
varjufrellen, fo pedarf man cinet Methode, um wenigftens den
angenabgeten gablenmertf) eines feldhen Sntegrals, poifchen 8¢
gebenen Grengen, 34 finden.  Man nennt diefelbe gewdhnlid die
mechanifche Quadratut, in fo fern padurdh, vermittelft der Bez
technung einiger Qablentoerthe von fx, eine Curve quabdrirt toird,
veren Ordinate fx ift.

@8 fei fx cine pelichige Function ©
(endlichen) ®Grengen a und b von x

ah
fx dx.
a

115,
tegeal auf cine fiw Dic

on x, wefdhe aroifchen den
endlich und fretig bleibt;

man veclangt den ‘3ntcgra[mcrt’b
.
gefett, fo Fommt, toeil fur

@8 werde x==a--(b—aj
ferner dx=(b—a)du ift:

x=a, u==0, und fir x=b, u=1,

f B dx=(b—2) L/; Hat-(p—a)u) du.

Man fan demnach das porgelegte Sntegral allemal auf die Gten
3en O und 1 bringen; was Juv Bereinfacdhung als gefchehen an’
~ genommen 1oerde, fo Daf ¢8 fid um dic Berechnung e Jntes

i
grals ﬁ fx.ds  fHandelt.

SRan berechne den Werth ©0

folaende Werthe von X, ywifchen
. a, begeichnet twerden mbgen, und fudye cine rationale ganit

Function ¢x von X, welche mit dev Function fx die n Terth
fa,, fag, = T gemein Habe, fo vaf fei:

n fx fir mebrere auf einandet
0 und 1, roelde mit a,, 2a/

= 22

um bit‘fe’lb ¢af—fal’,¢ai=fa2/ oo Q"an:.fa 7
¢ gu finden, Dilde man dag Tolomom be;.

Stellt nun wx—-(x_fll)(x—a’)("*as) nten Grades:

@x cin beliebiges Polynom po

echalt man durd
b Fer e
Sormel 6, Seclegung in cin

we (xmap).

LY
m
fache %‘*jtm Grade vor, fo
| tude, nadh §. 90.,

,(%:# iy
X W G—ap PGy T e

’an(Xsan) M

Man fee
] Pa,=fa,, pa,==fa,, «- QPa,=fa,:
A
((x—a3 ’t,lfaz(x-——a.,)—l_m_l—?/l'a\((\:")]
A\ Amay )

ein ol "n
Polynom vom ‘néen Grade, welches offenbar fie

X:al, Ay, eee a,

die MWerthe fa,, fa f
. / i dy, Id, DR kI
echalt, ie veelangt tourde. ! 1

Da der Unterfchi
¢ s Dei :
tfchied der beiden endlidhen und fretigen Fun
R z

ctionen fx ynd
i , Px, swoifde
wied, fo ift einf , $wifdhen 0 und 4, n
, eu , nmal der ,
fein toitd, wenn g??';f,;.b;’f devfelbe dberhaupt ﬁberasgufgr sgrmfb
tradtlich gro  m3abl ter Devechneten Wer )e tan
grof und ihre Adfrinde Flein gm,[f};?e ;Bon x Des
) M enn man

alfo t l PX dx
r fatt Des sntegva[éffx dx das Jllt(‘gl’a[:l/Al d

¢ ( b"l‘cd z

o ¢ )

g(b 7 u d) /. (f\"

ausgedeiicft v :
gleicg[) i:':&;epmﬁv;, yettbﬂxt}tt‘bin ‘einem (SJJ?ittcrmcrtr)e von fx
naten werden, b Cf;o} {C“nw die S)jbfttmb(‘ der beredyneter \;‘Pf
8efprochen, Fo’mmt bmﬁ’)t der Null ndbern muf. — @, ) “?Fk
der Gurve yor ag Bevfahren daveuf hingug, o ;ijetuyd)
=fx eine Curve y=@x u fciﬁcn,, in 1'0(‘;;1%;‘”'[‘
ol

Dung

g @x dme pat

mit der bogmta@twnale gange unction von x ift, und

Dat, @iefeéf ueoe eine gewifie Angahl pon . 1I‘L‘ld?e

ann aber nue dann mit Grfolg SD.E"““" gemein
g g

15 *

Px) dx

ehen, wenn
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oie Gueve y=Ix toifchen den Grengen der Integration feine

ht.
Spigen bat, fondern ftetig fortge
Rue Berechnung ded vorgelegten Sntegral8 bedient man ficdh

am haufigften gleich weit abftehender Ordinaten, . h. man bes
vechnet die Werthe von fx fie
1 2 n—1

—0, =, = « —, 1
X o , L.
n’ n’ n

Beeichnet man dicfe Werthe guc ALEIrgung mit Ao, Ay Ay
we Ay, und jeft nach dem Obigen

1’)3(-—x(\— —)(\ —Z) e x—1);

fo echalt man ,
A, ax A, Ux Av  Yx

’P‘=W)'T+ w(u) ;_1.+ +1p(n) x—1’
n

1] <y __l’b R
in welder Formel dev Weeth, den P'x fiie x=1 ethatt, gue
AbEHrzung mit «,J’(u) beseichnet ift.  Sntegrict man von O big

1, fo erbalt ) / ?J_\_ offenbag einen endlichen  bes
ll

frimmten °33€rt[), der mit K. Degeichnet roerde; und 8 crgicht
fih der gefud)te Naherungs - Werth von f fx dx, namlich:
J.q’xdx=K0A0+K1A +K2§Az+-"+K A,

3. B. ¢ feincn drei Ordinaten, fiie x==0, 3, 1 Derechnet, fo ift
Ux =x(x—pE—D=x 3 —Ix2gx,
Man echalt wO)=1 YD=—"% Y)=4;  ferner

1yx sxDdx=-1:
f dx—f(x —ixp)dx=+5;
®
" yx Jn AT
/) X—7%  dx=—3; 0 x—1 =1

AY

'
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mithin  Ko=1; Ki=3; Ka=!; unp folglich

sdo3A, +{A,
al8 den Ndherungstoert) des Sntcgtalé .;x dx.

116. Die Verehnung der roﬁtcwntcn K, K,, -« K
ift, wic man fieht, mit Feiner Shrvicrigteit verfnupft, ;nb la},.t‘
fich noch durch die Bemerfung abfiivsen, dag allgemein K ,—K
K, =K.,_,, fibechaupt K, =K, . ift. 0

My

[T 1 IR T/IN
Da namlich K“_LT(#) _Fjd\'
o ife K= Ix
o lr’(“*M)J _ n——;c

RNun ift, wie man (it findet, wenn man in der Sunction y-,
1—x ftatt x fehreidt,

) —t —2
A== A=) (57 =) (B = 5 ) (= (o
folglich

1}'(1-““‘1)—-':(—1)"'/".&; oder  ¥x=(—1)"V'(1—x);
dabyer, fire x=§—, V() = (=)' (n—p).
man ftatt x, 1—u fchreibt,

1_1,:7.(])_._;/“ It —u) d J"'/’U—-u)du
0 x_‘l Il—!L
n

teldher Werth, reil

Seenee ift, tvenn

P(1—u) . Y
P S A, 1) ———-—-r-— i (=1 ___\L
1:’1'_‘1 == ) 5 D Vo m _M([u

n

Wbeeght. Daher ift

lu}( (]V () 4 1""(]x
w(u)f e w(u_,‘)e/ ="

n—p

n
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oder Ku=Ku-w; ™. 3 0. w. Man pemerfe ferner, dafy
Ko+Kk, +K2+‘"+K"=

/?11“\"(1‘{5———1 —i———'—""1 —— e - 1 —]'
Jo T L) ,pr(g(x_%) P()x—1)

Die in Klammern cingefhlofene Summe von Bridyen ift abev

offenbar gleidh %\; folglich Hat man nech

(3]
K‘,+l{1+---+1\'u:‘-/{“d-“=1~

Kolgende Fafel enthait die gur Anwoendung der Methode nodtlhi
gen Rablenwerthe der Cocfficienten:

Anzahld. berechneten Ordinaten. MNaherungsoerth. (A,u=f(§)°)

¢ -’\(;'I"Al

2. R

. A, +4M A

3. A S

A E3A3A A,

4, - .

5 TA 327 120, 432A,4-TA, .

- 90

6 19A,+75A | +50A . +-50A 2 FTOA 4-19A .
) 288

" A1A 2+ 216A 4 2TA ,+272A ,+27A 2164 4174
) 840

8 751A0+3577A.+13'23;_\ 2 2989A 5 = oeee .
’ 17250

9 989A ,4-5S88A , —928A 24-10496A , —4540A -+
) 2835

10. 2957 A 415741 A, 4-10S0A , 193447, 4-5TT8A o2 |

89600
i1, 16067A 41063004, -48525A ,+-272400A ;-260550A +4273684 4= |
595752

Dic in den Formeln 8 —11, weggelaffenen Gficder Fann man
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leicht agﬁ den angegebenen ergdngen, wenn man auf die Spm:
metvie adptet, wocldpe in Diefen Ausdracten, wic aligemein vorhin
betvicfen wovden, Statt finden muf.

Um nue ein fehr cinfadyes Beifpiel ;u aeben, fofl der AWertl

1

dx
bon P ceechne : Ther . i
e bevehnet werden, weldyer, nie e

log nat 3=0,4054651 .-+ ift.

fannt, gleidh

Man fege x=1y, fo ijt das

, 't da |
vorgelegte Sntegral gleich 3 L J L
Sntegeal gleid) 2o 141u o Tga Berednet
lan % fue u=0, &, 4, i, 1; fo echalt man die Wertpe
! J‘ 2 { 1
P YRR YA WY R 14
und mithin, nach der odbigen Tafel, fix 5 Ordinaten, den Nabe-
rungstoerth : '

TEADAB2( 4 1202
s g:) L ) 4034656 +ee

ber bi8 auf 6 Decimalftellen vidhtig ift.

U7 Dbgleich die coen behandelte Methode der mechaniz
fcpen Quabdtatur am Haufighen ongewendet wird, weil fie fir
die Rechnung febr bequem ift, fo ife c8 doch angemeffen, ficr
nodh einee anderen Methode ju crwahnen, nady mwelcher nidt
tt?ie porhin, gleih tocit abftehende Ordinaten bevedhnet ,i fonbm;
die ju berechnenden Ordinaten, nady einem gewifen, fogleicy ans
sugcbenden, Gefichtspuncte, auf die fire die Anndherung bortheilz
Daftefte Weife ausgervdhit woeeden.  Diefe fehyr intcrcﬁamc Me-
thode ift von Gauf erfunden, die Hicr folgende Hevleitung Dec:
fetben aber von Facobi gegeben worden. T

€3 fei, wie in §. 115.

lLX =(X—'—'ﬂ 1 )(X—'a 2) soe (X—ﬂ,‘),

unb @X:J,x -*_.____fal — »a-—*-fa ‘2. N A rﬂll
Y (x-a,) + ‘Lli'z(x‘ag)-r et mm
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dicjenige Function, mwelde mit dev gegebenen fx, deven Jutegral
pon O bi8 1 gefudht wird, die n Werthe fa,, fa,, = fan ge
mein bat.  Man fese

fx-_:qu+V-xLX,
fo wird dev Fehler dev angendherten Jntegration dureh

1
j;xdx-—/(;)xdxz Vidxedx
[§] 0 [¢]

ausgedeiet.
tlm einen allgemeinen Ausdruct diefed Feplers, und dadburch

¢in Maaf der Ynndherung gu erhalten, denfe man fih fx in
einer Reihe nach Potengen von X entwicelt, namlich:

fx = CA-C xHCox? rorr - Coux roee
Wird diefe Reihe dueh dx dividirt, fo ift, nach der Formel
fx=—=gpx—4Vedx
V der Quotient, gx der Reft der Divifion. Um V ju crhalten,

entroicfele manben Brud 5’:‘: nach fallenden Potengen von x, namlicy

B B B B, . .
£§;=,F+§III+§T\£‘7+'"+,F-U+"' ininf.,
multiplicive dicfe Reife mit der Reibe fic fx und laffe alle Blies
per toeg, tocldhe negative Potengen von X enthalten; fo ift V
ver Snbegriff Der dbrigen Glieder. (Die Glieder mit negativen Pos
tenzen von x frellen dend achten Bruché %i, in eine Reihe ents

widke(t, dar.) Man findet dadued ‘

V = C, B4Copr1B1HCrraBa o

+[( ;n+1B+Cn+QB \HCnsBy 4o Ix

-1~ [Cn+2B‘|"Cn~I-3B 1+Cn+4B P ---])i?"

4 o in inf.
oder, nadh den Cocfjicienten € geordnet:
— CaB4-Cogt (BB )4 Cri2(Bx? 4B x4-Bo )0,

cine Reife, deven Gefery leicht su wberfehen ift.
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Daher ift der Fehler der Integration

‘fVlnL'd B [ ‘ e
Vi x=C, '[:\LX([X+(.‘n+lJ(:(BX+Bl)1Lxdx

1
Cn x2
i ol OPWE) ) (Bx +BxX+B!F)xLxdx+--- in inf.

un lafien fih die Werthe a,, a
ayy 29, Ag,cva,  Jtoi
fo todblen, daf die ntegrafe ithen O unb 4
SIxdx, fxdxdx, fx2dxdy, o Sx*1xdx,

stoifchen den Grenzen 0 und 1 genommen, fdmmtlich Nyl toers
den.  Afsdann fallen die Cocfficienten C,, Cogey, Cot2,e-C,
aug dem obigen Ausdrucfe ded Fehlers Hinweg, fo daf der g"e;
Ie't n’uz: noch von den nachfolgenden Coefficienten der Reihe fx
NAMlih Can, Canrs, u. f. f. abhingt.  Dics it dec Gefichts

punct, nady weldhem die gu bevechnenden Ordinate A
n
weeden follen. getvahilt

118, Wird in der Forme! fir Sudv

) . 97, u=x*
v=/{xdx gefett, fo fommt & R
Sxdxdx=x" s X dg—mgex—1 axdx 2 ope ¢ gt x4/, Pxdx 3

, , ok (=10 fipadxdxety,
%[‘ué t?chcr Fovmel folgt, dag, twenn man {4x fo beftimmen ann, daf
Die vielfachen JIntegrale von dx, vom 1ten bis jum nten, namlich

SIxdx, [odxdx?, e fidxdxn

goifchen den Grengen 0 und 1 verfdroinden, afsd
, , alsdan '
fammtlichen Sntegrale ’ " aud bie

1 .1 1
e[:d,xdx,./;x\pxdx, "'ﬁ-“""daxdx

Rull find, wie veclangt toird.

RNun fei 3. 1 = = ;
1 wun fei 3. B, J; dxdx=x(x—1)==x?—x, {5 ift offenbar
_ /(:\!/x dx=0.  Aligemeiner fei
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f dxdx" = (> —x)"

d(xz ——-X)“
i f drdest=nGl o) D=
'«Lx Axn—2 =« n-4 (x3-3)"2(2x-1) 20 (e -x)"
n—?2
d 2 (x‘.! ——X)"
odut dxde =g

e n—2
ds(xt_x)n
f dxdxr = — g
¢/ n-3
. . ., endlich . )
n_._l(x'z___x i
'/‘Q/de.‘::-—--——a;;:"—
dn(x?—x)"
K=
dx®
Die Ableitungen von (x*—x)7, von det erften bis gur (n-—-i)ter.x,
enthalten offenbar fammtfih den Factor x*—x, und 'weciben aljo
FRulf fir x=0 und fic x=1; alfo werden “",d’ die Jntegcale
Fyxdx, oo Sudxdxt,  bei der leggten Sntegration von 0 big 1
genommin, alle Sull, und mithin veefdywinden audh die Integrate:

1 1
JliLxdx,fx‘Lxdx, mfx“—ldxxdx,
0 0 ]

toie veclangt mwurde. ‘
Man hat, nacy dem binomifchen Satie

— 2n—3 4. vea
(x’—-x)“:x’“-—n1x2“”1+nzx2" e TR Sl o

folglich exhalt man durch nmalige Diffeventiation, rocan man

' .
nadber noch duvdy den Cocfficienten 2% bes picpfin ©liedes

dividiet, n! dn(x3-x)"__
2n! dx"
n'n'@n-1)! n!'n! (Qnt__2)._',__
RV CE o MR T CEICaDIpT
' n'n!@n-3)!
LR i A
3(a—3) (n—3)i2n !

n--2

x“—-3 + e

235

Diefed Polpnom fesie man =dx; fo geben die Wurseln der
BGleidhung Yx=0,
welche fammtlich pofitive, ungleide dcbte Bridye find, wic ous
ber Gntftehung dev Bleidung x=0 leidt ju fcblicBen ift, die
verlangten Werthe von

ay, ag, ag, *** an,
su toeldhen die Ordinaten

fa,, fa,, fag, «- fa,
berechnet toerden mufen.

Man fese nodh

Uodxdx , t Jxdx
o TamnGman— vt algemen f oS =K.

fo ift dec angendhecte Tertl) bes Jntegrals f frds fogenber:
0

1
tfu(px dx =K1fa 1+I{2faz+ Ladd +anano

119, Werden 3. B. nur jwei Ordinaten bevebnet, fo ift
2 a
ety T e oy
alfo find a,=3—V75 und a, =14+
Die 9bfciffen, gu roclchen die Ordinaten berechnet tverden mifen,
Man findet daraus leiht K, =K,=4, fo daf der angenss
Decte Werth ded Jntegrald folgender ift:
fal -+ f32
—t 52
RNach den obigen Formeln ift folgende Tafel bevechnet, telde
dur Amwendung der Methode dient, toofern niche mefir al8 5
Ordinaten gebraudyt toerden:
Anzahl dev Oedinaten,
2. a,=021132487. K, =K, —
a,=0,78867513.
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3. a, =0,11270167. K,=K, ==
a,==0,5. K,=4
a,=0,88729833.
4. a, =0,06943184.

a, =0,33000948. =K, —0,17392742.
0, ==0,66999052. K, =K,=0,32607258.

a, =0,93056816.

5. a, =0,04691008. K,=K,=0,14846341.
a, =0,23076534. K,=K,=0,23931434.
a;=0,3. K ,==0,28444444.

a, =0,76923466.

a, =0,95308992. '
tm nue ein Beifpiel ju geben, toelches faft gar feine Recdhnung
eefordert, veegleiche man dic Werthe, welhe dasd fchon gben bez

rechnete §ntegal £ liﬁ—_x—; echalt, wenn nur swoei Ovdinaten, fo2
wob! nach dev porigen, al8 der jekt angegebenen Methode, in
Rechnung gebracht werden. RNady der vorigen Methode ift Diefee
Werth 14D ==0416-;

wo nuc die erfte Decimalftelle vihtig ift; nady der groeiten Mex
thode echalt man denfelben gleidh

. 1 1 1 1
=12=0,405405-"3

affo viee vidhtige Decimalftellen.
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Anbang diber einige beftimmie Integrale

120. «Durd) fehr mannigfaltige Mittel, 3u welden bejon:
b'vcé die Anwendung de8 Saged in §. 102. gehdet, BHat mo -
eine betrachtliche Anzahl von beftimmten Integralen, d ‘;n
Werthe von ntegralen, die jwifdhen beftimmten @ren;en.gz;
nommen find, gefunden, und jroar, wad fehr ju bemerfen ift
D’f)ne cinen affgemeinen Ausdrucf diefer Fntegrale, fir bcrénbcr:
Iu'i)e Grengen, ju befien, oder roenigftens ju Hulfe ju nehmen
Gin Beifpiel diefer Art ift {hon in §. 108. gegeben tworden; et;
folgen Biew nodh cinige. ,

Man fudt den Werth von f z—*‘dx, der offenbar cine

0

pofitive endliche 3ah fein muf, die mit A bejeichnet toerde, fo
x
vaf A=£c—"-dx. 1.

6d>‘reibt man yu ftatt x, und fieht u af8 vecanderlih, v als
beftandig an, fo titd ydu fatt dx ju fegen fein, und da fiie
u=0f ’x=0 und flix u=w, x=® witd, vorausge(est, daf
¥ pofitio ift, fo echalt man audh ’

O
A= j e Yydu. 2.
0

Man multiplicive beide W i
erthe von A mit e—yd ,
: . ¥, und integeir
ton y=0 bis y=w, fo echalt man ’ egeire

f erdye o . ®
e~r'dy :/l e—*dx =_J e—d vt
e o 0 0 { Oe yu ydu. 3.

Jn diefer Gleidhung ift offendar der Augdrucd linfs ==A*



238
Rechts aber darf man, nad §. 102., die Ordnung der Jntegras

tionen uméehren, alfo suerft nach y, fodann nady u integiven.
Dadurd erhalt man aug 3.

(v 4] v 4
Al !/.dlé/ e~ Yty dy.
) (4]

RNun ift, y2=z gefent,

230 oL d
eVt ydy =7 / e—=(1-ru? g
/U y y 20 Y] g

e

und j : o2+ dz = 1_f_:i:+u2\
" . 1
folgtidh J *‘(1+“’)dz—~—1—_—l__—l;;,
.ao
daher A ju 2(1+ i) = L
und A:——: / “e-“’dx=%\/7r.

@
121. @8 fei y=ﬁe—"z cosaxdx, 1.

o gine beliebige veelle Sabl, fo echalt man durch Diffeventiation

nach o, _ )
)
by J e sinox xdx, 2
de™ o
Nun findet man aber, durd theilweife Integration:
Sfe—*sinoxoxdx=—}e ™ sinox4-1ofe cosox+dx. 3.

Werden die Jntegrale in 3. von x=0 bi8 x==w genommer,
fo ift e—*sinax an bden Gvengen RNull; daher echalt mary
wegen 1, und 2.

d
dy Loy =0; 4.
. d . =
mithin 3,}—’+%ada=(), oder log y=const.—go*. D
gir a=0 wid, nad) dem vorigen §. y=3iv/m, folglid
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log 3}\/n=const,, alfo, nach Wegfhaffung der Pogarithmen:

@
r= e = —x3
y I‘ e UC cogqx.dx’ 6.

welches der verlangte Integralwerth) ift,

v
\3 r o
€8 fei A —‘—;/U.e’“" cosxdx, B =.,/1 e=*X sinxds, "
Y] N

o veel{ und pofitio. Man echatt leicht durdh theiltocife Integration:
Je—*cosxds=¢—**sinx--ofe**sinxdx,
Se—* sinxdx = —e—** cosx—afe** cosxdx. ]

%ev?cn die Sntegrale jvifden den Grengen 0 und o genommen,

ﬁ: witd e—*sinx=0 fir x=0, x= o, und —e~*cosx=0,

fiv x= o, und =—1 fiir x==0; daher folgt aus 8.
A=aB, B4aoA=1,

: 1 o
folglich B__—1 il A= Tt alfo
J‘m—&x . 1 ® a
& sin xdx = i/ '/U.e—-ax cosxdx'—‘:m . 9.

RNun integrive man rofeder vorftehende Jntegrale nadhy «, von 0

bis *, fo fann man linfs
guerft die Sntegrati ,
hen, und echatt, roeif Sntegration nach o volljics

,f P T o i

0 x '
(1—e—)__

j; sinxdx ~———— . =arcig ¢, 10.

@
(1—e—%) |
j)cos.xdx ” )=—2- log(14-a?). 1,

Getit man in dem evften diefer Integrale o unendlichy grof, affo
X
e~*=0, arctg a=4}n, fo fommt Das bemerFensterthe

Sntegral:
J' sin X4 7T
=5 12,
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122, @8 terde ferner der Integraltoerth

Psinax  dx
z : L4 "2_—'—.‘ 1.
0 x  biqx

gefudt, tootin e toieder eine pofitive, bon x unabhingige Srdge
ift. Nimmt man die Ableitung jrocimal nach ¢, fo Fommt.

dz ® dx

a;: 0 COSOX e m 2,
d2z '/‘ @ ax xdx 3
(_l;—z sin b +X .

Man multiplicive 4. mit b?, und giche 3. von dem Producte

ab, fo fommt:
+ ) J‘ sznax-dx

bzz_d’z__ .sznocx-d\{
. . dX dy' ’ ¢
@8 fei ax=y, fo tird =7 alfo, teil fir x=0, y==0

a?z_ 0 b2+x

und fiir x= o, y= o,
o
fl@“_xdx% s’"‘fdy_g— . 121,

0o X
folgli b—TI=T g
Man fele b“z—————-b“u, fo roied T d 2 ‘3 5 ¢ mithin aug 4.
éﬁl:b’u‘ 5.

Sn diefer Gleidhung fchreibe man ftatt o, aIfo d{i2 ftatt

da?, fo fommt folgende:

d%u

'(“3—2:1], G'
toelcher der Ausdeut u=—Ael4Be—?, mit den willfirlichen
Conftanten A und B, Genitge leiftet (vgl, §. 31., am Schluffe,
ober audh § 139.). Schreibt man wicder b ftatt B, fo Fommt
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n==Aeb* 4 Be—b« 7.
al8 das Jntegeal von 5. Hieraus folgt
= E=beeBetg; g
folglih muf ber’ Werth des Integrals 2. n borftehender Form
(8.) enthalten fein. Um die Gonfranten A und B 5y beftimmen,

bemerfe man erftens, daf das Jntegral 2. offenbap nicdht grofe

. P dx , ,
fein fann, afs B Ok —7%, tie §Uof auch e fei. gy

nun in 8. A nidy¢ Jzuu fo tourde dag Glied Aebe ypp mit ihm
der ganje Werth von (—— fie febr grofe Werthe von o iber

alle Srengen hinaus radhfen.
muf A=0 fein.

dz 7
-=2~b=——bB, roodurd) B Deftimmt ift.

Da dicfed nidht zuldfiig ift, fo
Seener erhalt man fie a=0,

€8 ift demmady gefunden:

/‘mcosax-dx_n e
o/ 0 br‘-l-.‘T-‘Z‘b.e - 9.

Multiplicict man auf beiden Seiten mit do, und inteqrict von
0 big o, fo Fommt, tweif )

. —:?l_nﬂ “_ o .__1—0_’)“ %
j:cosax do= xS © bedo = 5 ift,
sinox « dx
— —p—Dba
=/, e
123, Gine der merfrodrdigfien transdfeendenten Sunctionen

ift dicjenige, melche mit I'p Degeichnet gu toerden pflegt, und die
in folgendem Sntegrafe enthalten ift:

— —x o xP—!dx. .
!/D.e X X 1.

Man findet juerfe durch. theiltveife Jntegration :
J e~*xPdx = —e~*xP4-p fe~*xr—! .
16




242

RNun fei p cine veelie pofitive Iahl, fo witd e*xp=0 fir
x=0 und fiir x==co. RNimmt man alfo dic Leiden Fntegrale
in vovftehender Formel von 0 big o, fo fommt, vovausgefest,
vaf p pofitiv ift,

® @®
fe—xxpdx=pfe—‘xp—1dx
0 0

oder, nadh der angenommenen BVejeichnung,
I'(p+1)=pIp: 2.

@8 fei « eine belicbige pofitive Bahl; man fdhreibe in 4. ax ftatt
x, fo Dleiben die ®rengen dev ntegration ungedndert, und man

® . e 2} )
erhait: fz‘“‘-(ax)P~1 adx= af/. e—xxr—1dx=1I"p,
0 0

® I'p .
oder f e—xp—ldx=-P. 3.
0 op

Demnach ift auch, in fo fern 14z pofitiv bleibt,

@ Fp
—(14-z)xgp—1 —_——,
ﬁe e dx (1 l Z)p

Diefe Bleihurg toerde auf beiden Seiten mit z9-'dz  multipliz
cict, und fodann von z=0 bi§ z= oo integrict, o Fommt,
toenn linfs juerft nach z integrivt wird,

® H®
f '/‘e—xxp’ldx o g—X220—1dz =
[{] ]
®

I‘q;[:e—hxp—q—ldxz I'q-I'(p—~q); “ﬁt\_‘

. ® . Tq
toeil '[: e M2ildz=—

ift. (q und p—q miffen pofitiv fein, wie p).  Jndem man
aber auch auf dev rechten Seite der, Gleidung 4. mit zi-1dz
multiplicict, und Hiecauf integrict, fo Fomme:

® 79-1dz,
F . -E———=F ’F —(] e
S, Gy 40
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S0 diefer Gleichung fege man p=—q--r
oen eiten mit I'p=1I(q+r); fo fommt

@ za-1q __I'q.Iy
oJ o (1+Z)q_+r—l_—§—‘(q+l‘). 5.

Diefer merfrodedigen Gleidhung, durd welche die von gwei e
ntenten q und r abhingige transfcendente Sunction auf der [,’n:
fen @ate,‘ auf eine fehr einfache BVerbindung drejer Sunctionen
Ff bel‘t:l‘t Jede nuv von einem Glemente abhangt, suedcgefife
wicd, giebt man Haufig audy folgende, ctwas verdnderte Seftalt

und dividire auf bei:

vy X ’ <
€8 fei Z=7—, fo witd x=0 fir z==0 und x==1 fire

1—

dx
= =g
BWeethe in 5. gefest, und O und 1 afs Grenzen pev Jntegration,

Wie gehorig, genommen, fo fommt:

1 e
f e ytvq 1. Lqe 1T
’/(:(1—'\) Ixa J(IX_TT(E-E. 0.

Z=»; ferner lgz—

Werden  diefe

124. @3 fei n eine pofitive ganze 3ahl; man fepe die Reihe
1‘|‘‘305"‘I’+CO-‘>'2'}>+cos3g0+u-+cosnrp=S. 1.
Die Summation diefer Reihe wird nachher gebraudbt werden, um

nody eine Gigenfdhaft dev Function I bersuleiten. ,
Wicd obige Reife mit 2 cosg multiplicict, fo Fommt
2c0s o205 P +2 €05 P €052 -+
—+2cosep cosnP=2Scosqp. 2,
S?}xn ift 2cospcospup=cos(it—1p+cos(u-+1)gp;
Mthin 20502 = 1+4-cos29; 2cosp cos2p == COSP—t-cos3p ;
2cos 9 cos3p=cos2p-+cosdp; u, fo w. ’
2¢c05 9 cos(n—1)p=cos(n—2)P4-cos ng;
2¢cos p cosng=cos (a—1)P -4-cos(n-1)gp,
b@e;‘ét man diefe Q,Bectf)e in 2., fo cgbélt man, ie leidht ju fin:
; lft,,auf et fiufen Seite die Reibe S doppelt, und nody ei
Mge Glieder, fo daf folgende Gleidhung entfteht :
16 *
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25— cos P 4 cos (n4-1) ¢ — cosnp—1=2S cosp,

— g Cosngp-cos(n-+D)p__ sin(n—43)p,
oder 25=14— 1—cosgp m sinte
1
obet L G LY

2sin 5@
Multiplicict man die Reife 1. auf beiden Seiten mit dep, und
mtegnrt man @=—r bi8 rp-—rp, fo fommt

wtan fetre
sin (p+§1—'12‘p 81'133¢...+@I?T=U, 4.
fo toird L/: Sdp =gp—=+U. 5.

Der Werth von S ausg 3. gicbt durch Jntegration:

_ nn(n+,)(p
detp_,(lp—ﬂ)t[: 2sin 3@ ¢
IRan findet aber durch theilteife Fntegration, toel

d( 1 )__ cosypdop i,

sintp/ T 2singg*

rsin(nDe
./: Foinlg P

cos(n43)p vcos (=3P coeqq>
T @niDsintg oJ » Qo412 singp*
¢ cos(n—4-)p
do [ Slg=4o="~ GazDroiniy
vcos(n+3)P cos3P
<. @12 sinig? dg. 6

Go lange ¢ fih innerhalb der Grengen O und 2 befindet,

L

cos (1) -

witd sin 1@ nidt Nuff, bleibt alfo der Duotient ——=
8”17‘?
cine endliche Grofe.
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1

Seener ift S?Z?(I:ﬂ beftandig pofitio, twenn ¢ gwifden
0 und 7 liegt.

Begeichnet man daher mit G den gréften Werth, weldhen
cos(n+3)p wifden den Grengen de Jntegration x und @'
eclangt (' gwifden O und 7 angenommen), urd mit K den
lcinfeen, fo ift fite alle Weethe von @ gvifchen = unp ¢

~ €08 Y cos Lo
- 0s(n . d
sin I(p‘>c (D¢ sin Lo

und . o539 t i"_izﬂ.
K Sl.n%lpz<cos(n+l)g) 5 1

folglich liegt Der Werth des ntegrals

¢!
f cos (n-+1ep- %—‘(7” dy

oijhen G "cos3 ’pd"’_-m;(—.—i.—-r—1)
»  Singp* sin 5

und Kf‘*’cov (/’dfl’ _ 1 AT
w  SinLg? 2K(sin%(p' 1)

Wied daber mit cos 1 cin Mittelwert, den cos (n4-1)P 3tvis
fben 7 und @' echalt, begeichnet, fo ift

/"Poos(n+ P cosy (p _—2cosypys 1

oJ = 2n-1 suz'fp - 2041 \sinly' 1);
mithin nabert fich diefes Jntegral, wenn ¢ jwifden 0 und =
liegt, mit wachfendem n dev Null.  Offenbar nabert fid audy
cos(n4-1g’
und folglich erhalt man, fir n==w, aud 6., wenn %tatt der
Brenge @' mwicder, wie vorhin, blof ¢ gefchrichen roicd:

/lgdrp = l(p—7). 7.
e/ -

;)iefelbe Qormel gilt aud, wenn ¢ wifdhen 7 und 27
ligt, was auf gan; ahnliche Weife Obewviefen wicd. Durd
Bergleidhung dev Gormeln 5. und 7. ergiebt fich roeiter:

der Ouotient mit roacdfendem n der RNull,
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U= 4(—), oder U="3Y,
0. i.
sin2q in; ] T
sinp—+ _2_2_,_ ‘%&+...+ﬂnﬂ+"ininf‘=72 (ﬁ, 8.

in toclher Fovmel ¢ jwifchen O und 27 fiegen muf. Néhme man
auf dec linfen Seite ¢ jwifden andeven Grengen, 3. B, 27 und
47, fo erhiclte man offenbar nur den namfichen Werth, welder
fih nady Weglafiung von 27 ergeben Haben witde; fo daf,
oenn man ¢ auf der finfen Seite dber 27 hinaus beliebig wady-
fen (Gft, swifhen wei auf einander folgenden Liclfadhen von
27 beftandig die ndmlichen Werthe der NReihe, wic jwifden 0
und 27, wiederfehren. An den Srensen O und 27 ift aber dic

Summe 7%1” nicdht richtig; denn die Reihe ift fir beide Wer-
the 0, todhrend der obige Ausdrud iHrer Summe fir p=0,
;—, und flr @=2s, -—;:-r'- gicbt, welche Werthe unrichtig find.

Dagegen erhdlt man 3. B. fir == auf beiden Seiten Null,
wie ceforderlich ift.  Daf Ubrigens die Reihe fir alle jtoifchen
0 und 27 licgenden Werthe von ¢ aud conveegirt, liefe fich
soar audy nody nadytraglich betveifen, indeffen tofirde der Betveis
auf eine blofe Wicderholung der Hecleitung hinausfommen, in
weldher die Convergeny fchon begriindet ift.  Namlich der Aus-
deudt 6. ftellt die Summe Ug-g—x (vgl. 4. 5.) fir jeden bes
liebigen Werth von n genau dar; derfelbe nabert fich aber, toie

betoiefen, mit wadfendem n dem Werthe ?—;ir Addirt man

affo cine Binceichend grofe Angabl von Glicdern der Reihe

sin2p  sin3y

sin P+ —5—+ e a fo fommt dic GSumme U dem

Werthe 132 immer nafer, 0. b die Reihe convergivt gegen

ifren angegebenen Gefammtroertly ':[:2——2, w. 3. b. v,
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125. Da befanntlih
2 cosapsinn@ ==sin(n-4-a)p 4-sin (n—a)g,

i * ; —1—=cos (na)p 1-cos(n-a)p
fo ift %focosatpsmn(pdrp_.———m__ﬂ___n___g___,
alfo tenn von O big 2y integrirt wird, da, wenn n eine ganse
3abl, cos (nFEa)r=cos2ar ift,

2n

2
Qchos a@sinngpdp =——— (1 —cos2an);
0 n*-—a

obet:

2rr 7 1
1'————'/.cosag0-smnq)-dq3=nz_az’ 1.
(1]

1 — cos2an n
BGiedt man in dicfer Gleidhung der Sahl n die Werthe ’1, 2, 3,
U f. f. bis n, und abdirt die dadurch entftandenen Gleichungen,

. 1 .fgw U.-do=—
fo Fommt: 1—cos %an Ocosago U 9=

1 1 1
1—a2+22——a’+32—a“ e

wo U bdas namliche bedeutet, i in der Formel 4. ded vorigen
§ Mitd nun n==w gefest, fo wird fiir alle wifden 0 und
27, alfo gwifchen den Gremgen des vovftehenden §ntegrals bes

findlichen Werthe, U="——;¢. Diefes gilt goar nicht fir die

Grenzen 0 und 27 felbft; allein e8 ift leicht eingufehen, daf der
. T— 3

Sehler, relder begangen twird, tenn man -—22 fir U

fest, Fleince afg jede gegebene Grofe, d. b. gav fein Fehler ift.
Sind ndmlih v und w el belichig Fleine pofitive Grdgen,

fo if A cosap - Udp=
0

v I —¥ 71;_..({) 2
jcosaQ-Ud¢+fcosa¢-—§—d¢+ °cosarp.U.dq)
O v r—w

offenbar nur unendlidy roenig von
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b
J cosap. ———fd(p_._

v ﬂ_(p A —w 254 7L p
uCON'I"‘é*'df/>+/lco‘s‘arp-——-~d(p+ COS afpe —*(hp
e

Vr—w

vecfchieden; mithin dacf gefest rerden:

2
fcosafp «Udg / rosago-————--dfp

Demnady ift

1 f;os ag. (pd(p =% 2,

1—cos2ax n=1n%*—a?"’

Nun findet man aber durd) thiltweife Sutegration:
/hcp‘osa(p-(yr_(/;)dq)=1_‘2¢1l9a(l’+(ﬂ—tp)sma(p’
LY 4]

a

mithin

2 —_ {—cos2am  xsinan .

fo[gud), toegen 2.,

1 7 sin2axr 1
2a% " 2a 1—cos2ar™ “nie—p?’
xsinarx 1 —2a

oder - 4.

1—cos2an —a T3

Wird diefe Formel auf beiden Seiten mit da multipliciet, und

in Bejug auf a integrivt, fo Fommt, wenn c cine Conftante ift:
zlog c(l—cos2an)=logatxlog(n:—a?),

oder, weil 14— cos 2am=2sin aw?® ift, twenn noch auf beiden

Seiten log a fubtrabict und c ftatt 2c gefest wird:

log ﬂﬂgﬁ_zloo(n’—#)

woflit man audy feheeiben Fann:

C-Sinam

—

=3log (1—-—
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durd) weldye Henderung toieder nur die Conftante ¢ cinc anbere
Bedeutung echalt, indem nur die Summe zlogn* redhtd fubs

’

teabict worden ift. Set man nun a=0, fo wid ST,
a
und man erhalt vedts slog1=0, alfo

log ex=0,

mithin =1, ober cz-%. Solglich ift

sinam a?
log - =zxlog (1_n2)'
und mithm, twenn man die Qogavitf)men weglaft:

Stna1=a’c(1—1 )(1 21)(1 ---(1———)--mmf 54

Man fdreide in diefer Gleichung 2a fratt a, und 2sinamcosar
fie sin2am, fo Fommt:
a‘l
~5)

- (1_31)(1_(—9-3—2——:;)2)

mithin, wenn mit dem Werthe von 2sinam aus 5. in vorftehende
Bleichung dividiet toird:

2sinamcos an=2an(1—2%a%*)(1—a

cosamr=

t—aa) (1=2) (1-55) - (1- (ZH_I_D,)‘--ininf. 6.

126. Die obigen Sleihungen 5. und 6. frellen sinam ynd
cos ax al3 Producte aus unendlich vielen, der Cinbeit immer
nabec Fommenden, Factoren dar.  Schreibt man x fratt aw,

alfo X - ftatt a, fo erhalten fie folgende Geftalt:

smx:x(i—-)(1 2211)( )... ininf. 7.
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oS X =(1 —%—;)(l —%)(1 —E%) secininf, 8,

Wird in 5. a== gefetit, fo witd sinaw=1, und mithin

1=721(1-—%)(1_2713)(1_32_1.2)...(1_52.171)

7 3 15 35 2n—1)(2n41
oder 1=§'Z"175'% e Go—=1)20 2?.(2[1‘1’._2, )
rooraud man folgenden fehr merfrotiedigen ugdrud echilt:
7 2:2.4.4.6:6:8.8 <« 2020 ...
2 T 1:3:35:5:779 +or 20-1)(2n4-1)-
Cntwidelt man die Werthe von sin x und cos x aus 7. und
8. in Reihen nach Potengen von x, Oleibt aber, um nur die cinz
facdbften Refultate ju echalten, bei den erften Gliedern ftehen, fo

fommt offenbac

in inf.

. 1 1 1 . . x3
smx:x—[1+§-,—+3—.;+4—,+“- mmf.];;+'"
1 1 1 1 . . J4x?
cosx=1—[1 +3—,—+ g;+7—-[+§?“’m mf.J -7:—2+
Diefe Reihen mibffen mit den befannten Reifen
. x3 x?
sutx:x——b:-+-~-, cosx:l_.?q....

ibereinftimmen; mithin echalt man, ducd Bergleidhung der
Coefficienten:

t . 1 1 1,
1+2—2'+3—2+a—2-+-"1n1nf.——67t . oa.
L, 1 1
1+§;+5—2+7;+---mmf.—8n . b
Bon diefen beiden, ebenfalld fehr merfroirdigen, Summenfor:
meln, ift jede in der anbdern enthalten. Multiplicict man ndm:
lih dic Reihe b. mit der geometrifchen Progeffion
1 1 1 1 1
1+2_2+2_‘+2—6+".—2—2?+."=i:-1=%'

4
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fo ift feicht cingufchen, daf Das Product nichts weiter als die
9§€if)e a, D. f. die Summe der umgefehrten Quadeate der na-
tutlidyen ablen fein fann, da b die Summe per umgefehrten

Quadrate der ungeraden Sablen wars mithin echalt man die
eritgenannte Gumme (a) gleid) 172 =172 wie open.
127. @dyreibt man in den Formeln 5. und ¢, (. 125.)

Z‘ ffatt a, fo ergiebt fich, durcd) Divifion, folgende Gleichung:
an a? a’ a? a?
g_?(l_f)(i_i'é)(l_%)(i“&i)""

T (o

oder, wenn man auf beiden Seiten die Pogarithmen nimmt, und
die Gfieder vechts in Sactoren ded crften Grades jerlegt:

t

7T aw

logte % =log 5 — log(1—a)—log(14-a)4-log (1 — ;—)

+ log (1+%)—log (1—5)"%’ (1"‘:%)""05’ (1'2)

+lOg (1+Z—) oo in il]f.
RNun ijt :
die 2
dloot (27—-[: il 2 wda —_nda
S T T A sinan
8 D) 3 Cosg

folglich echatt man aus der vorftehenden Gleichung, durdy Dif.
feventietion nady a:

ul 1 1 1 1 1

sin arr=§+ 1—a  14a 2——a+ 2+4-a
1 1
+3—_‘a*"m"- minf. 1,
Um vas Sntegral
mxa—ldx
o d4x’
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torin a ein pofitiver dcdbter Brud) ift, in cine Reibe qu ent:
wicfeln, theile man daffelbe in srvei Sntegrale, die von O big 1,
und von 1 Did o ju nehmen find.  Witd der Quotient
-a—1

’I‘:i_—x, nach freigenden Potengen von x entwickelt, fo Fommt

Xa-l 1 -+1 2
—ya—1__ 3 a1 ___ a4 (23 tee
T = xa+2gx;
- e . - t 1
mithin, da fir ein pofitives a, fx“*‘dx:a— ift,
0
Iya—idx 4 1 1 1 1 e e
o THx —a Ixatofa 3yatag, - iminl 2
Ferner echalt man, durd) Entwicelung nad) fallenden Potenzen von x,
R N
I4x e
X

folglidh durd) Jntegration, da, fobald a—1 negativ ift,

® 1 ,
./:xa—zdx=1_a, u f f

®xa—1 dx=— 1 1 1 1 .. )

, =1 2——a+3—a——4—a+ e ininf. 3.
Die Addition von 2. und 3. giebt:

Pxa—ldx 14 1 1 1

0 1+;_Z+1—a_1+a_2—a+2+a

. i., twegen 1.

«se in inf,

*xa—tdx  o#

o 14x ~ sinarx
Jn der Formel 5. des §. 123, fehe man q—4-r=1, und fchreibe
a ftatt q, x ftatt z, alfo 4—a ftatt r; fo fommt, da I'(1)=1 ift,

Pga—~1dx ..
—=Ta.I'(1—a). 5.
e/ol 1-4-x a ( a) 2

Dicfe Fovmel, verglichen mit der vorftehenden, giebt einen merk:
wolicdigen, die Function I' betveffenden Sas, der in folgender

. 4.
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Bleidhung enthalten ift:
l-r—a)=-=_, 6.

sin ax
Hieraus folgt 3. B. fir a=1, indem .vin%:j,
I I()=m.
@6 ift aber T(Q)=— J; exx—tds.

1 —1
Man fege x*=y, alfo x==y* und x 2dx=2dy, fo fommt:
P
rEy=2 f erdy,
0
w —_
alfo j eVly=3V=,
0

toie fdon in § 120, auf cinem gany anderen Wege, aefunden
worden ift.
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Ueber die Antegration der Differentiale von LHunctio-
nen mehrever veramderlicher Grossen.

128, Sm Borhergehenden ift hinveichend betwiefen worden,
daf jede Function einer perandeclichen Grdfe cin Jntegral oder
cine Stammgrofe hat, von welder fie die Ableitung ift.  Hat
man dagegen eine Function jroeier und jwar von cinander un:
abhangiger BVeranderlicher {(x,y), fo ift ihr Diffevential befanntlich:

df df

oder toenn man -g—)z guc AbFhrsung mit y' Deseichnet,
df  df , , » .
df = EE""} -y) dx.  DBejeichnet man die partiellen Adlei

o ooodf If
tungen von f, namlid e mit p, :Ty mit q, fo find p und q

groci Functionen von x und y, swifden toeldyen cin foldher Jus
fammenhang Statt findet, daf

dp__dq .. . A _ df
dy — dx i, toeil dxdy ™ dy dx
Hievaus folgt, daf Mdx4Ndy nidht das Differential einer
Sunction von x und y fein Fann, wenn nicht %:% ift.

Wenn aber diefe Bedingung erflllt wird, fo ift aud) Mdx4-Ndy
allemal integrabel, ofne ivgend eine Relation jwifchen x und y
poraus ju fegen. RNamlich man integrive Mdx nadh x, indem
man y alg beftdndig anfieht, und fege v=/Mdx+Y, two Y
eine Deliebige Junction von y, obne x, bejeichnet.  Hieraus e
giebt fich durch Differentiation:

(lV:M(]X+(f%I(lx+% dy.

RNun fann man Y fo beftimmen, dag
an
dy

dy dM
oder J‘;_N—f@(lx
witd.  Nimmt man némlich von vorftehendem Augdeucke ved):

dy
dx+a—y ::N,

techand die Ableitung nadh x, fo findet man ((11—1:—-‘%[, telde
Differeny, nach der Bovaysfesung, Null ift.  Alfo ife

N— f %dx eine Ofofe Function von y, ohne x, und mithin ift

Y=f(N— %—l;gdx) dy

dine Function von y, wie verlangt wurde. Daher hat man

v=fM(L‘(+J.(N—-f%dx)dy,

und toenn man diffeventiict, fo findet man dv—=Mdx+Ndy;
alfo ftellt die Gunction v das verlangte Sntegral von
Mdx-+4Ndy bar.

Beifpiel. €3 fei das Diffevential ydx—xdy vorgelegt,
, . ee. AM dN
fo ift M=y, N=—x, mithin E‘fz ' Im =—1; alfo die

Bedingung der Integrabilitdt nict ecfallt, oder y&x—xdy ift
nidht das Differential ivgend einer Function von x und y.

St dagegen Z_f’_“__;;_ﬂ;’ vorgelegt; fo ift M= 1;_ ,
X
dN

1 o dM 1 1 ;
N=_;; Folglich E—r:F' pr e alfo die Bedingung
der ntegrabilitat ecfalt.
ydx

Man echalt demnadh, da -;;-:—3?', in fo feen y
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al§ beftandig angefehen toird,

Yy
v=—- -+ Y
Um Y ju Deftimmen, hat man
dyY 1 dx 1 1 .
dy X e x-_’_—;+x =0;
alfo ift Y eine beftandige Srdfe, und v=—§+(?onst. das

7 dx—xdy
verlangte Sntegral f X——XT—-— .

129. Goll Mdx - Ndy~-Pdz
ein vollftandiges Differential einer Function dreier unabhangiger
PBeranderiichen x, y, z fein, fo wird erfordert, daf, wenn 3. B.
z al8 Deftdndig, alfo dz=0 gefesit wird, aud

Mdx—+4Ndy
ein vollftandiges Diffevential einer Fuaction von x und y, alfo
dM __ dN
DaB a—;":—d—;
fei. Gben fo muff audh ..
dM_dp AN ap
dz ~ dx dz ™ dy

fein. Sind diefe drei Bebingungen ecfillt, fo ift der vorgelegte
Ausdruct integrabel,  Denn man fepe dad Jntegral wvon
Mdx+4Ndy, in weldem Ausdrude z al8 cine beftandige Grofic
angefehen toird, gleidh u, und e8 fei

v=u-7%Z,
o Z eine Function von z, ohne x und y, bejeichnet. Alddann
i dy+-ds, und  dv=du+-32dy;
ift du=de+1\dy+E z, , = 4 %5

und man fann Z fo Geftimmen, daf

dz du
a—;:[’-—a‘i
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4 N e ’ ! s , ,

rid.  Nimmt man ndmlih von P-:]Lz‘ die particllen 9“,!‘,,,
tungen nady x und nady y, fo find diefelben

dP  d’u gz,
dx dxdz dy_m'

, du du
RNun ife aber =M, und 2o=N; alfo gehen pie vorfte:

benden Ableitungen von P—gizl tibee in:

ap_iM o ax
dx dz dy T dz’
teldhe Diffcrensen Rl find. Dae ift P — 52 cine iofe Guns

ction von z, ie verfangt wurde; und man echalt

v=u+(/.('l’-—3—lz1 dz

alg diejenige Sunction, deven Diffevential Mdx4-Ndy-4-Pdz ift.

Anmerfung,
vorftehenden §.

thode, geldft.

Gine Aufgabe ahnlicdher Avt, wie die in den
+ findet man in §. 149, nady einer anderen Nes

Diffeventialgleidungen.

130. Die cinfachfte Act von Diffecentialgleicdungen 3toifchen
3 verdnderlichen Gedfen wicd durdh) die Formel

Mdx - Ndy==0
ONgejeigt, in melcher M und N el geacbene Functionen pon x
U v find. Diefe Gleichung ift von der ecfen Oednung, und
BOm erften G cabe (§. 31.). Wenn der Ausdruc Mdx - Ndy
dey Bedingung  der Sntegrabilitat  Genige leiftet, affo wenn
M_an | i
&y =gz S 128) fo fei v=/(Mx+Ndy); aisdann

17
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ift die vorftehende Dijfecential - Rleichung  offenbar cincrlei mit
dv=0, und gicht al$ Futearal v=~Const.

Wenn aber er Ausdrudt Mdx—+ Ndy nidt, ohne eine Res
fation gwifdhen x und y anjunchmen, integeabel ift, fo Fann man
fich Doch [eicht dbersengen, daf die vorgelegte Gleidhung cin Fn-
tegral hat, oder Daf fid) immer eine Gleidhung jwifchen x und
y finden [afit, weldbe dev vorgelegten Differentialgleichung Sentige
feiftet. ~ Dicfe Diffeventialgleichung beftimme namlich die Ablei-

tung :—]’—E af$ Gunction von x und y; bievaus aber laffen fich

audy die Hoheren Ableitungen von y nach x fofort finden; wund
man fann mithin, wenn man dem x einen belicbigen Werth beiz
fegt, und ugleich einen rilltirclidyen Werth von y annimmt, dev
diefem Werthe von x entfpredhen foll, den Werth von y, wels
der irgend einem x entfpredhen foll, toenigftens durd cine Reibe,
mit Hilfe des Taplorfhen Sates, davfiellen. Dicje Darftellung
toiitde jar in den meiften Fdallen unbefriedigend fein, aber fie
fehrt toenigftens, daf die Frage nach der Integration der vorges
fegten Gleichung ulafiig ift. Daffelbe fann man aud) ducd
geometrifche Betradptungen finden, indem die Aufgabe, die Sleiz
dung Mdx+Ndy=0 ju integricen, darauf hinausfommt,
eine Gurve ju geichnen, von weldher nur die Ridytung der Tons
gente in jedem dem Coordinaten x, y entfprechenden Puncte ges
geben ift.  Dan nehme alfo einen Punct, deffer Coordinaten x
und y find, an, durd) rocldhen die Curve gehen folt; laffe Diers
auf die Abfciffe x und k wadyfen, rwodurd) y in y' ubecgeht, fo
ird fih der Werth von y' wenn k Flein genug ift, aus der

, , {
me‘be y =y+£—ztk+———2-—§—+ .o

Devechnen, und auf dicfe Weife ein gweitcr Punct der Surve evs
alten faffen. et man jodbann wicdec von Ddiefem reiten
-Puncte aus, fo wicd man cinen dritten, und auf die namliche
Act Delicbig viele Puncte dev Curve fipden.. Die gange Curve
ift alfo vdllig beftimme, und dic Aufgabe allemal (98bar. Man
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nannte friher das, mas von der Aufidfung diefee Aufgabe b

fannt war, die methodus tangentivn inverga welche Benen:
nung aber gegenwdrtig vecaltet ift, ’ )

131. Wenn nun die vorgelegte Ay
fo giebt e8 eine dev obigen Differenti
frende Gleihung sroifdhen x und ¥, weldbe nod eine unbefti
@‘onftante c enthalt.  Ju mehrever Deutlichfeit denge m e
viefe Gleichung nady ¢ aufgeldft, alfo auf die Sorm an 1

fgabf immer (3¢bac ift,
algleihung Beniige lei:

v=1{(x,y)=c
gebradht.
Diefe Gleihung gicht, diffeventiict ﬁd\-+§£d =0
, r K H=0, und
b . df df
m = : '
ithin mu, da Mdx-+Ndy =0, Zi_x’M=(T}:N fein. Man
, , df ,
begeichne den Quotienten J;:M mit w, fo mug
df df

-d—xszW, (-E_—_Nw

fein,. fo daf die burch Di
Gleihung folgende ift
wMdx 4 wNdy =0,

Wenn alfo -der Ausdrud Mdx-4- Ndy 226 die Bedingung der
Jntegeabilitat nidyt ecfillt, fo giebt e8 immer eine Function v
bon x und y, mit welcher multiplicict, dev Husdruet cin vollftan:
t"963. Diffevential ticd. Die Kenntnif diefes Factors (den man
b‘en integrivenden Factor nennt) rofiede fofort zup Sntegra:
tion ber Diffeventialgleichung Mdx+Ndy=0 fabren.

€8 muf aber der integrivende Factor w folgender Bedin:

-
ffeventiation von f(x,y)==c entftehende

8ung Geniige feiften: ’
) _ a0y
dy - dx '
oder,

oennt man dic pactiellen Ableitungen cntwickelt:
17 *
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¢dM  aN dw  idw
i{——— — — N-—=0.
W dy dx) Mdy Ndx (
Die Aufgabe, die Function w aus vorftehender Gleicdhung jiviz
jcben bt und ihren pactiellen Adlcitungen nach x und y gu fin:
ven, ift im Ylfgemeinen cben fo fdhrvierig, al8 dic Jntegration
ver vorgelegten Differentialgleichung.  Man Fann fich indeffen
obiger Gleichung doch in cinigen Fallen mit Rupen bedienen.
Wenn 3. B. der Duotient
aM_dNy 1
—d__; dx)N
fein y enthalt, alfo cine Olofe Junction von x ift, teide mit
X Degeichnet toerden mag, fo fann man der vorftehenden Geis
dung fiic w genligen, indem man w al$ gine Dlofe Function

1
pon 5, ofne y, betcacbtet. Man fepe % —0, fo Fommt

mitf)inw%—v;=de, alfo log w=;Xdx, und w==e/Xd,_ Ny
tiplicict man demnadh die Gleihung Mdx--Ndy =0, wofern
. i . (dM AN\ 1 ,
diefelbe fo befchaffen itt, val & )N eine Dlofie
Function von x ift, mit e/, fo ift die Gleichung
e/ Xdx(Mdx 4 Ndy)=0

integrabel.  Man fee qur A6Firzung e/ M=y, e/ XN =y,
fo ift das Yntegral dev vorgelegten Gleihung nah § 428. in
folgender Gleichung enthalten:

fuds, (- S %dg) dy = Const.

o du xa AV
— .’ Xd —_— ‘:
ober tveil dy =efidro—, folgenber
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@3 Ei M=—=gx. fx, N—=— Wy . dM ’
fi gx s Yy4-Ix, N=Fx Yy, fo ijt HSr-:qu.lpy'

== Fx. Yy, alfe

(‘_H_VI.__@ 1__¢x—Fx

dy dx/NT T Fx =X;
mithin witd die Gleichung
(rx Yy 4-fx)dx4-Fx 'ydy=0
durd) Multiplication mit e/Xx integrict. Sest man ¢y—z
. L&y
e , o gx fx
Dividict durd) Fx und fdhreibt x, fx ftatt Fx Fyo fo fommt:
(pxez4-x)dx4-dz=0, a.
Wird diefe Gleichung mit e/ X multiplicict, wo X=1x; fo
ethalt man:
cfdeXde_l_erdxdz=_ej‘x«lexdx.
SJJ!?an‘ fieht Teicht, daf die Glicder auf der linfen Seite cin volf:
ftandiges Diffevential bilden, fo daf fid)
d(e/*dxz) = __ o/ Xdx fydx
ergichbt.  Demnad) ift
/X7 == Const. — fe/Xdx[ydy,
oder 2=(C — fesXdxfx4x)c—/Xdx b.
dag Jntegral der vorgelegten Gleichung a.

Wird dem Fntegrale /Xdx cine willfrlihe Conftante beis
qefﬁgt, fo muf diefe fih mit C ju cince eingigen Gonfrante per:
finigen, Da der Werth von z nue eine foldye enthalten Fann.
Cine (eichte Recdynung jeigt, daf diefes wiklich gefchieht.

Kann jum integrivenden Factov cine blofe Function pon Y,

Ohue x, genommien toerden, fo findet ein dem vorftehenden ent:
fpredyendes Becfahren Statt, wie fich von felbfe berfieft.

132, Um die Differentialgleidung
Mdx+-Ndy=0 '
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su integriven, fucdbt man die Vecandeclichen, wenn 8 moglidy ift,

von cinander ju trennen, oder die Gleichung auf die Form
Xdx4-Ydy=0
au Dringen, in weldyer X eine blofe Function von x und Y ¢ine
blofic Function von y ift, und deren Gflicder fih mithin, jedes
befonders, integriven s laffen.  Jft 3. B. die Bleidyung
fxeYds4 @y« Xdy=0

vorgelegt, in welder fx und X fein y, fo tie gy und Y fein
x enthalten, fo braucht man nue mit XY ju dividiven, roodurdy

fxdx  gydy_
man X +——Y——_0

eehdlt, in welder die WVeranderlichen getrennt find,

Die Irennung der Veranderlihen gelingt immer, roenn M
N jtoei homogene Functionen von gleichem Grade find. Man
nennt cine Function f(x,y) hHomogen, tvenn fie die Gigenfchaft
bat, fobald x, y, in 1x, ty fbergehen, in 1™f(x,y) dbersugehen,
fo daff die Gleihung

iz ty)=1"f(x,y) a,

die Definition Homogener Functionen von x und y ausfpridt.
3. B. die Function xy-+V/ x*+Hy* geht, renn txty fratt x,y
gefest toerden, in  3(xy+)/x4-y¢) diber, ift alfo homogen.
Der Eyponent m von t ift der Grad der homogenen Functionen.
Die homogene Function pom mten Srade f(x,¥) bat die Gigens
fcbaft, daf

di(x,y) dfx,y) __ f
T X~ iy y=mi(x,y). b.

ift. Nimmt man ndmilich von der obigen Gleihung a., die Ab:

leitung nady t, fo Fommt
df(tx, ty)

i) " T d(y)

und bt man t=1, fo cthdlt man

df(tx, ty) y=mi"=!f(x,y)
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di(x,y) dx,y).
d;c ox-} dy ‘y=mf(x,y), 1. 3. 6. .

Set man in der Gleidung a. x==1, fo fomm¢
i(t, ty)=t"f(1, y);

odce wenn in diefer x fratt t, und t fratt y gefent wird,

f(x, x)=x"f(4, t). c
Nun feiecn M={(x,y), N=q(x,y) toci homogene Functionen
vom mten BGrade, fo geht (wegen c.) die Sbiﬁerentialgleicbung
Mdx+Ndy=0, tvenn tx ftatt y gefest toictd, nach Weglaffung
De8 gemeinfamen Factors x™, fiber in

f(1,8) « dx4-(1,8)- d(t,x) =0,
O i, renn man guc Adfirsung ft und gt fatt £(1,L), @10,

"jugleich audy tdx—~4-xdt ftatt d(tx) fdreibt:

(ft4-tpt)dx 4- gt xdt=0,

ober dx  gtedt
x  ft4-tpt™

i weldher die Werdnderlichen getrennt find.

0,

Man tann'aud) leiht Deroeifen, daf, enn M und N wei
homogene Functionen von gleidhem Grade (m) find, dev Ausdrudt

Mdx+4- Ndy
Mx—+Ny
ein vollftandiges Differential, mithin Mry Ny cin integrivendey
Soctor dev Bleichung Mdx-+Ndy=0 if.

Nimmt man ndmlich die Ablitung von

M
Mx4Ny nady,

und pon Mx—lt-Ny nad x, fo fommt, mit %t‘glaﬁung bed
Reaners (Mx+4Ny)?,
- AM (. dM 4N
Mx o - xg-oY
( k+1\y)dy ~M(l\+ dy x+dyy
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dN dM_ dN
und (MX+N‘Y)(—1§—N(M+E€‘\+?K'V)
dM dN dN  dM
i pbgiig ¥ SLI0 WY e —N— x-NM. d.
over &M dy)y MN und (MY — N )oNm. d
RNun ift abee
dM 1M dN dN
Tl;x-}-%l}-y:mﬁ\l, -(-Ex+ﬁ-};y=mN (nad)y b.);
folglich | b
M dN dM AN
(N—(T)T—MTy;)y=N(m1\l—~(R-x —-M(mN— i
dN L dMy
_(M—‘R'—h'a;— X,

alfo find dic beiden Yusdelce d. einander gleich, w. 3. b, w.
133. Wenn cine Gleidhung jvifchen x, y und der Ableiz
tung 3%, in Hinfibt auf diefe legtere von Hoherem al8 dem

erften Grade ift, fo mifte man fic, um fie auf den erften Grad
sucncfaufibeen, in cine gewiffe Anjaht von Factoren von der

d . . ,
Sorm a{—f(x,y) aufidfen.  Eet man eimen diefer Factoren

%}é—f(x,y):ﬂ, und fann man das Sntegral dicfer Gleidung
finden, fo befriedigt daffelbe audy die vorgelegte Differentialgheis

2
dung. @8 fei 3. B. (g{) +a%{+b=0, aund b Conftanten,

¢ . 3 ] [ ’ " \
fo echalt man el Werthe fur :—1—1 , namlich -entroeder (‘%:A
dy

oder =B mithin y—Ax=C, oder y—Bx=C'. Man

fieht, daf, geometrifch gebeutet, die vorgelegte Differentialgleis
dung jtoei gerade Linien jugleich darftellt, relhe gegen die Ab-

fciffenage x, untee gegebenen Winfeln, Ddeven Tangenten A und
B {ind, fid) neigen, fibrigens abev cine willEdcliche Lage gegen
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tinander haben, toeil die Conftanten C ynd C’ peive beliebig find.
Beide Yntegrale erden durd) das Product:

(y—Ax— C)Y(y—Bx—C" =0

sugleich dargeftellts d. . man genigt der Diffeventialgleichung,
wenn man einen dee Factoven diefes Productes Ry fest.
Man fann audh das Sntegral, obne die miﬁem“a[g,ei,

dung aufsuldfen, auf folgende At davftellen, OfFenpay namfich
mug, toenn man Hat:

dy\*, dy_, __
‘(—l}) +ﬂa‘;+b—-0,
. Suntiome Y . e dy__
der Quotient Ix unperdnderlich fein.  Man fepe =49, und

Y=qx+c, fo ift jugleih q*+4-aq+b=0, und dag ntegrar
der vorgelegten Gleichung echalt man ducch Glimination von q
aus den beiden Gleichungen :—_X'\—-—c ud  q’4-aq4-b=0;
namlich: (y—c)*4-a(y—c)x-bx*=0.

Daffelbe frellt zroei gerade finien dar, meldhe die Age y in dem
Puncte fchneide, wo x=0, y=c ift. ’

SDiefe‘@)I.cicbung enthalt cine willfirliche Conftante, und ift
dad vollftandige Jntegral bder vorgelegten Diffeventialgleichung.
3In der That ift jede ber beiden friher gefundenen Aufldfungen,
mamli) y—Ax—C=0, und Yy—Bx—C'=0, eingein genom:
men, in ifie enthalten.

131, Da fih dber die [ntegration der Diffeventiatgleis
dungen feine allgemein anwenddaren Negeln geben faffen, fo
follen nuc nody cinige hierher gehdrige Beifpicte behandelt wers
Ven.  G$ fei die Gleidhung

Y2y 4-dxy dedy 4+ (2 —y )dx? =0
borgelegt.  Diefelbe giebt
(ydy—+2xdx)* = (2x -y 2)dx 2,
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mithin ydy4-2xdx=dx}/2x24-y2.
Diefe Bleidung it offendbar homogen; man fetie alfo y=tx,

fo fommt t,\'(tdx+xdt)+2xdx=:xdx\/‘_2_-i~—kt};
odet (C2)dxtxdt=dx}/ 24 t*;
i dx tdt
mithin —_—f —————— =),
b x T 24-t2—)/ 2t ?
tan fepe t74-2=u?, tdt=udu, fo fommt ‘
dx udu dx du' .
—x—+u*—‘—'2-u._.0, oder -;—+—u_1__0,

mithin logx-log(u—1)=const., folglid audh x(u—1)=c.
Sepst man fir u feinen Werth, ndmlich

— 2 _3 92
Ve B A

4
fo echdlt man
V y24-25% =cx, mithin y*—-x? ==c?4-2cx,

welde BGleichung dag Jntegral der vorgelegten ift, und mit der
in § 34. dbeveinfommt, wenn man c=a fet.

135. @8 twerde die Gleidung einer Curve verlangt, deren
Zangenten von einem gegebenen Puncte alle gleich toeit abftehen,
Man nehme diefern Punct jum Anfange der Coordinaten; und fege

dx(v—y)—dy(u —x)=0
al8 die Gleichung der Tangente der Curve, im Puncte x, y.
Dividiet man diefe Gleihung mit V' dx4dyi=ds, und fest
u=0, v=0, fo hat man den Husdrud fiur den fenfrechten Ab-
{tand a der Zangente vom Anfange dev Coordinaten; mithin foll

xdy —ydx
ds

Um diefe Gleichung gu integriven, fege man dy =qdx; fo fommt:
X —y= a\/i_-;:q—’j

=a, oder xdy—ydx=al/dx?-dy*  fein.
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Aug dy=qdx folgt, durcd theiltocife Jntegeation, y=qx-/xdq,
oder  qx—y=/xdq, folglidy muf f’“h:a\/i:—? fein.
Dicfe Gleihung gict, differentiivt :

xdq= aq_dq

V1+q_";

mithin muf man entoeder haben: dq=0, odber x=—._ 29 __,

\/1—¢-q2
Die Annahme dg==0 giebt q=const., und folglicy feell
gx—y=a Vﬁ‘?
vag Jntegral der porgelegten Gleidhung dar, wovin q die wi;
Firliche Gonftante ift.  Diefe Gleichung bedeutet cine gerade i

nie, deren fenfrechter Adbftand vom Anfange der Coordinaten a
ift.  Man genligt aber audy der Differentialgleidhung, wenn man

x= "_‘:_ > fefit, und diefe Gleidung mit y=qx—al/Tq*
q
beebindet, indem man q aus beiden eliminivt. Aug x)/14-q* =aq
Balt man ¢ VoY V1+q2_\/§f_x“ Gept
man diefe Werthe in die andere Gleidhung, fo Fommt
x? a?

Y Ve Ve W —y=Va'—x?,

alfo  x*-y*==a?, Ddic Gleidung cines Kreifes vom Halo:
mefer a.

Daf; diefe Sleichung der Diffeventialgleichung witflidy g
nigt, ficht man licyt, denn fie gicdt xdx—ydy =0, toraus

dx’+dy’=a,d,x2 a%dx

y y

folgen, wie crfordeclic). Defen ungeachtet ift fie nicht in dem
gefunbenen ntegrale enthalten, weldes nur gevade finien dars
fellt. Der Kreis aber vom Halbmeffer a, weldhen fic angiedt,
Bat die Gigenfchaft, von allen Dicfen Gevaden Deriihet su toer:

und (xdy—ydx)=—
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den; toraus fdon Hervorgeht, daf die Aufldfung duvd) die Gleis
dung xX*—4y*—a*=0 mit dem Sntegrale in einem cngen
Sufammenhange fteht.  Man nennt folche Sleichungen, weldye
cinee Diffeventialgleichung gendigen, obne in dem vollftandigen,
. . mit einer willficliden Conftante verfehenen ntegrale ders
felben enthalten u fein, Defondeve Aufldfungen der Diffes
rentialgleichung.

136, €8 fei f(x,y,c)=0 dad vollftdndige Integral einer
Diffeventialgleichung, mit dev willfiwlihen Sonftante c; fo ift die
Diffeventialgleichung felbft nichtd andeves, ald das Refultat dev
@limination von ¢ gwijden den beiden Gleidungen

) _ dt df o
f(x,y,0)=0 und a;dx—s—a;d) =0,
Man betradhte nun die Conftante ¢ als verandeclich, fo giebt die
Gleihung (x,y,c)==0, differentiivt, folgende:
df df df

a;dx—l—’({y" (]y—l—(—EdC"_—O.

Sn vielen Fallen ift 8 moglih, die Conftante ¢ al8 Function
von x und v fo it Deftimmen, Daf
df

—=10

de
weede. 8 fei c==p(x,y) bder aqus dicjer Dedingung entroif:
Felte perdndetliche Werth von c; fest man denfelben in das volls
ftandige Sntegral, fo fommt
{(xy =0, o @g=¢(x,y).

Dice Gleidhung befuiedigt vffendar die vorgelegte Differentialgleis
dung; denn fie giebt

df df df

o dx - —dp=

dxd‘\+(lyd‘y+d(p((p 0

df , , . df df
und da dp =0 ift, fo gicbt ’ftc &dX+E‘;dy=Q.
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Efiminirt man @ aus dicfer @'Ieicbung und aus 1(x,y,)=0,
fo erhalt man offenbav diefelbe Diffeventialgleichung, wie vorbin
bei der Glimination von c.  Wofern nun. - die Gleichung
i(x,y,p)==0 nidht al8 cin blofer befonderer Sall in dem voll:
ftandigen Jntegrale enthalten ift (was cbenfalls fein fann), fo
ift fie eine Dbefondere Yufldfung der @iﬁercntialglei@un_g, Sa
bem vorigen Veifpicle war qx—yz=al/1-rq* dag vollftandige
Sntegral; q die Sonftante.  Nimmt. man die Ableitung nach ¢
indemt man x und y ungedndeet [3ft, fo fommt

X= ==
Vitq?
aug foelcher Gleihung, durdh Weafdhaffung von q, fdhon oben
die befondere Aufldfung x> 4 y2=a’ gefunden tourde.

Um die geometrifche Bedeutung dicfer befonderen Anfld:
fungen fennen gu fernen, fei {(x,y,c)=0 bdie Gleihung eincr
Curve, reldye, indem die unbeftimmte Confrante ¢ (die man aud,
n ~bi:1ﬁd)t auf die Gurve, cinen Pavameter nennt) andeve
Werthe erhdlt, fich ebenfall8 andern witd,  Denft man fich nun
den ‘J?a’vameter c in fretiger Aenderung begriffen, und mithin die
5uge[)o‘uge Curve ebenfalls, fo werden, im Allgemeinen, fe 3roei
auf einander folgende Gurven einen gemeinfdaftlichen Durdy-
fchnitt Daben, deffen Coordinaten man crhdlt, twenn man die
Gleihungen beider Curven mit einander verbindet. Diefe find

{(x,y,0)=0 und f(x,y,c4dc)=0,
oder audy, ftatt der jtociten,
i(x,y,c4-dc) — f(x,y,c)=0,
o df - . ,
welche, fie ein verjdytoindendes dec, auf dc =0 sueudfommt.

BWird nun ¢ aus der Gleidung {(x,y,¢)==0 vermittelft

Jo=0 weggefhafit, fo echalt man die Curve, in welcher alle

ifne Durdhfchnitte liegen; und diefe ift alfo die befondere Anfs
1fung derjenigen Diffeentialgleichung, von toeldher 1(x,y,c)=0
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dag volljtandige Integral mar. Fir ivgend cinen Punct P dev
Gurve, toelche die bejondere Nufldfung darftellt, und deren Gfeiz
dung f(x,y,9)=0 ift, Hhaben x, y, ¢ Defimmte Wecthe, Giebt
man der Conftante ¢ den Werth von ¢, fo frellen die beiden
Geidungen  f(x,y,c)==0 und f(x,y,p)==0 jwel mit einan:
ver in diefem Puncte P jufammentrefFende Curven dar. Diefe haben
gugleidy in P eine gemeinfchaftliche Tangente, roeif dev Werth von

l ’
=¥ , mag er aud den Gleihungen

dx
df  df d
'(R--l-a—;r'a;:"
f(x, y, =0, %—{-%-gg:(), (—ﬁ—;:()
genommen fein, offenbar Dderfelbe 1ft.  Daber wird die gange
Sdhaar der Curven von verdnderfihem Pavameter, tweldhe das
vollftandige §ntegral dacftellt, von der durdy die befondere Aufs
{dfung dacrgefteliten Surve cingehullt. o ift 3. B. in der
Nufgabe ded vorigen §. ein Kreid die Hille allev in gleihem AH:
ftande a oom Unfange der Coordinaten Defindlichen gecaden
inien.

Das vollftandige Integral der Sleichung
- xdy __fdy
T — & =7 (a;
(in welder ¢ cine Function angeigt) ift
y — ax==¢pa,
oo a die willfucliche Conftante.  Diffeventiict man nadhy a, fo
fommt x=¢'a, woraus fid), nadh Elimination von a, eine He:
fondere Aufldfung evgiebt, weldpe die Gleihung einer Curve davs
fellt, die oon allen in dem vollftdndigen Sntegrale enthaltenen
geaden inien berihet witd, Died findet 3. B, Anwendung auf

dvie Goolute einer Curve, welde von allen RNormalen diefer
Gurve beriihrt tird,

fx, y, =0,

oder aus
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137. @8 fei noch die Diffeventialgleichung
y*(dx’+dy2)=(x(]x_;.y(]y)m]_(
vorgelegt; ober geordnet:
y*dy®—aydxdy-f(y*—ax)dx? ==, A.
Wied diefelbe diffeventiivt, und d*x=0 gefet, fo Fomme
2_y"(])'d’y-l-?ydy’——adxdy"—ay(]xd"y+(2y(]y_ndx)dxg

=0,

— , 12
Entwickelt man Hicvaus den Werth von ;—(—f, fo Fomme:

@y (adx—2ydy)(dy?4dx*) B

dx* 77 (2ytdy—aydx)dx? .
et man den gemeinfdhaftlichen Factor s 33Hlers und Rens
nees Null, ndmlidy:

2ydy — adx =0,
fo wird die vorfichende Gleihung Oefriedigt, ohne dag daraus
, , . d?
an beftimmter Weeth fir dT'Z heeoorgeht. Man fesie y2-ax=u,

fo geht die Gleicdhung A., weldhe fid) audp, twie folgt, fyreiven (aft,
(ydy—adx)ydy—(y *—ax)dx? =0,

uber in (du—adx)ydy 4-2udx® =0
oder (du—adx)(du+adx)+4u dx?=0,
oder du’4-(du—a?)dx? =0,

Dicje Gleihung oder die Gleichung A. toird mithin offenbar pe-
fricdigt, wenn man fegt: du—a®==0, oder

y?—ax=1la% C.
Wid fernee qus B. der gemeinfehaftliche Sactor 2ydy — adx
toeggelafen, fo Fommt

ydly+4dy?+4dx*=0,
eine Diffeventialgleichung srociter Ordnung.  Man bemere leicht,
daf ' yd?ydy?=d(ydy)
ift; mithin giest die vorfiehende Bleicyung :



d(ydy)+dx? =0, obder d(%]g)—}-dx:ﬂ;

daher durd) einmalige ntegration:

ydy 4+ (x—-K)dx=0,
und durdh ecine jweite ntegration

)r2+(x_k)‘2=g'l;
o k und g willfieliche Conftanten find.

Man fese die Werthe von y* und ydy, aus den julest ac:
fundenen Gleihungen, in A., fo fommt:
(x—k)*4ax—k)+g*—~(x—k)*—ax=0.
Entwicelt man dicfe Gleihung, fo fallt x reg, und man echalt
g? —ak=(
Folalidy ift yi4-(x—k)?=ak D.
dag vollfthndige Intégral der Differentialgleihung A., mit der
willtarlihen Conftante k. Die Gleiddung C., toclhe ebenfalls
der Differentialgleidhung gennigte, ift aber nicht in dicfem Fute-
grafe enthalten. Denn todre fie ¢8, fo mifte e8 einen beftandiz
gen Weeth geben, der, fir k gefest, die Sleidhung D. in C.
verroandelte.  Um Ddiefen ju Afinden, tenn ¢r vorhanden ift, eliz
minive man y aud C. und D., fo fommt
ax1a’4(x—k)?=ak;
Wird diefe Gleidung nad) k aufgeldft, fo Fommt
k? — (2x4-a)k 4 (x4-1a)* =0,

oder . (k—x—1a)* =0.
Man fieht, daf der Werth von k nicdht unabhangig von x aus-
fallt, und daf mithin die Gleibung D. niht dadurch in C
ubergeben fann, daf man frgend einen beftandigen Wertl fir
k cinfent. Daher ift C. eine befondere Aufldjung der Differens
tialgleibung A. Man bemerFe noch, daf diefelde, wic aud) fhon
die befondeve Aufldfung in §. 136., unabhingig von dem vollz
ftandigen ntegrale, durch Diffeventiation der Gfeichung A. g
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funben worden ift, némlicb al8 dev Factor, weldher, gleich RNull
defest, die Gleihung B. befriedigté, ohne. einen beftimmiten Wertf
‘ d2y s e P . . .

bon -5 ju flicfern. Man Fann diefelde naeh pop Methode dés
borigen §. aud) aus dem vollftdndigen iitegrare 1, erhalten
toenn Diefes al8 Defannt voraudaefest twicd: Su dem Gnde btaucb;
man nur die Ableitung von D. nadh k gleich Hruy su fesen
man findet —2x—Kk)==a, alfo k==x--1a, melcbe;
Werth in D gefent: : ’ . :

Y gat =a(xd-fa) oder §2==ax4-la?

gichbt, ubereinftimmend mit C. ‘

Die Bleidhung D. bedeutit eine Schaar boti Kreifeii, deren
Mittelpuncte auf dev Are x liegen, und derem Halbmeffer: fidy
hac) dem @efese andern, daf, toenn k ber Abftand des Mittel:
Punctes vom nfange dec Soordinaten ift, |/ak  den" jugehdri:
gen Hatbmefler ausdvacft.  Alle diefe Kreeife merbert bon der
burdy die Gleihunig C. ausgedriicten: Parabel cingetit, -

_ Dies find cinige Beifpiele von” bejonderen  Anifldfungen.
Gine voliftaidige Sheorie Berfelben watde hice ju weitlufig fein.

Cinige Béifpiele von Diffesentiatgleithungen Hdhe:
ver Ordnungen jwifden jroei Berdnderliden,
138. Daf es immer eine Relation jroifhen x ‘u:nb-j giebf,

Weldye cinee gegebenen Sleichung gwifden x, y und mehreven 9b-

, N ; dy dfy e
leitungen von y tiach x, . i. d—i-r, ez W f ‘f. Sentige Teiftet,

FGNTI man fich, mit Hilfe des Favlorfchen Sases, auf ahntiche

Q_B?lfe Flar madyen, wie in §. 120. in Bejug auf die Differen-

t““Slcid)unge‘n erfter Ordnung angedeutet tworden ift. . ‘Mamlidh

toenn die Diffeventialgleichurg 3. B. voh  dey jtociten Ocdnung -

i o d? 1 .
ift, fo toivd :—{;Z duech x, ¥, %1—" ausgedeictt, mworqus man die

X
18
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3 .
hdberen Ableitungen g——x};, u. f. f, und affo cine Reibe fie ¥
cchalten fann,  Dabei bleiben die Werthe, weldye, fiie ivgend ein
gegebenes x, die Srofen y und %ﬁ haben follen, gang beliebig,

und die Gfeidung ywifdhen x und y muf mithin joei wil(fies
lihe Gonftanten entbalten. Diefelbe rourde durd i(x,y,ab)=0

porgeftellt, wo a und b die Gonftanten find. Nimmt man vort

Diefer die erfte und die jroeite Ableitung,
at o A

& dxP T

0

und efiminict a, b mit Dilfe der Sleidung =0, fo erhdit

man die entfprechende Diffeventialgleichung grociter Ordnung.

il man eine Differentialgleichung ptoeiter Ordnung intes
griven, fo ift 8 am natiiclichften, juecft eine Diffecentialgleichung
erftec Ovdnung ju fudpen, weldpe, mit ¢iner mwillfirfihen Cons
fante vecfefen, dev gegebenen genitgt.  Diefe ift das erfte, und
ihe ntegral, roeldhed wieder cine neue Gonftante enthalten muf,
vas goeite Sntegral der vorgelegten Bleidung jrociter Ordnung.
Gben fo verhalt 8 fip mit den Differentialglerchungen hoberer

Ordnungen jwifden jwei Bevandeclichen, deven leptes Sntegral
immer fo vicle willfaclihe Gonftanten enthalten mug, ald die
Ordnungsgahl der Bleichung Einleiten enthalt. Man fann im?

mer nue ein {ctes vollftandiges §ntegral finden; Dagegen on
nen die porhergehenden Fntegrale efentlich verfdhicdene Formen
haben, je nadydem fie Diefe oder jene dee Gonftanten des volls

ftindigen Sntegrals entbalten. 3. B. die Gleichung
ydty4dy*4dx?=0 (§. 137.)

hat v+ G-k =g’

gum jrociten ntegrale, mit den willtdelichen Gonftanten k und

g Gin erftes Sntegral derfelben ift

ydy - (x—k)dx=0, ober x—k=—y%-

(3]
-3
it

Aber audy dic Gleidung
ift ein evfteﬁ Sntegral, weldhes, mi’c Py ;
man ii 1 ;
ftante k; foudern g enthalt. &ie gicbt febt, iyt die Gons
‘l}:__ \/%2—7;’?
dx— y ’

ydy

Vey

woraus man durd) Sntegration wieder daffelb it .
; , ; | ¢ joeite

wic vorhin, ehalt. . s Sntegral(

oder

?39. _@s giebt indeffen cinige Fdlle, in rwelden man das
boﬂftanbigegntegral einec Diffeventialgieichung von  beliebiger
Ocdnung finden fann; obne vort jeder Otdnung auf die porfher:
gileeng 5utﬁd"3ugeb’en. Dabin gehoven die fogertannten lined:
o tffetentxalg!exc[)ung l_be(iebigev Ordnungen (0. . foldhe, in
o bn Ey und feine Ableitungen fberall nuv in der etften Pos

§ vorfommen), twenn ihre Coefficienten conftant find, @8 fei

dny d""l . L .
..__+a' Yy : d"—zy
dxn 1 dxr—1 +32W+..+_an*1-g_}:+any=0

die porgelegte Bleicdhung, in weldher a,,a. <. ¢
: leidyung, in n 1782, Sonftanten find. Diefe
Sleidhung Hat die mecfrotedige Gigenfhaft, daf man if)crboﬂft?r:;':
gefz 3ntegral finden fann, toenn man nuc einebinteid)enbe-%[n&ab;
(namhd? n) unvollftandiger Integrale fennt; was fonft, im Allgemei:
:en, bei Getiebigen Diffecentialgleichungen nicht mbglich fr. 6old);
I:boﬂftanbuge Sntegrale laffen fidh aber, in dem vorliegenden Kalle
bel'd)t ﬁr}ben. @8 witd hinreiden, dies nur an einer @Ieid)un’
n&t akafte‘n brbgung ju geigen, da .baé Berfabren Qderall bag
mlihe ift. Die vorgelegte Gleidung fei demnady -

d? d :

: a;‘_?"+a,a§+a,y=0.

Wan fege yz=eux, fo folgt
18 *
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dy d?
= =me™, I

Die Einfegung diefer Werthe giebt, nach Weglaffung ded gemeins
jamen Factors e, folgende Sleichung jur Beftimmung von m:

m? 4-a,m--a,=0.
DBegeichnet man die Wurgeln derfelben mit m, und m,, fo
fommt yi=e™* und y,=—e™~

y_.mﬂ . emx

Feber diefer ethe efriedigt die vorgelegte Sfeichung und ift

¢in Jntegral derjelben; da ev aber Feine mxllfurud)e Gonftante

enthalt, fo ift ev mic ein unvoliftindiges Sntegral.  Man fieht !
aber leiht, daf auch die Function y=C,y,+C,y,, in
weldher C,, €, beliebige: Conftanten find, diefer Gleidhung ges
niigen ‘muf, wenn y, und y, ihr genligen; und da Died bei det

obtgen Werthen von. y,, y, dev Fall ift, fo exhalt man

y= =C, eem* - Cyremx |
alg boﬁftanbiges Sntegral ‘ber borge[egten @Iad)ung, mit den
witlfiiclihen Conftanten €, und ‘C,.

Wenn die Wurgeln m, und m, der Gleichung
m?4-a,m-{a,; =0
imaginae find, fo fege man
S ml._.p-l-qi, m;=—=p—qi;
fb wicb ' e“'l‘—-el"‘-e‘l‘l cP‘(cosqxq-—isin qx)
- epr. e—'lx‘ =eP*(cos qX—-x singx),
%o[ghd} ‘ehdlt man
y==(C,+Cy)er*cos qx+(C .-—-C 2)ie ePrsingx,
oder wenn man  C,4-C,=A, (C,—C.li=B  fetit,
yr=eP*(A cos qx-+Bsin qx), '
al8 die in diefem Falle paffende Form des Sntegcaté. A und
B find willticlihe Conftanten.
Wenn die Wurgeln m, und m, einander gleich find, fo fies
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feet die Formel e™* nur ein unvollftandiges Yntegral. Alsdann
ethalt man ein joeites, wenn man man die Ableitung von

d
=emx nach m nimmt, puCAR
I & mt, 0. d _x-em‘x" 6N§tmanﬂam5

lih fuc y diefen Werth, fo erf)a[t man

dVl)
dy__"\dm d’y, d"v,
dx™  dx T dmdx dxdm.
‘ d,Y|)
ében fo dm d’y, |
dx dx‘z d(’dm

folglich, wenn  y, =em=, y:‘jl-‘;; ift,

d2 +a +a d d Y1 dy'
dx* ld“ V=] 2dm-l“ 'ddp T2 *dm

dry, . d
(G5 +a S +aay,

)_d(e""‘(m’+alm+az))
dmn - dmn
=xe““(m’+a,m+a,)+e““(2m+a.)
Seit man nun m’~a,m-a, =0, und find die beiden f)mu
ausg entfpringenden Werthe von m einander galeich, fo witd aud
gugleid 2m--a, =0; folglich ift

d*y dy '
dx‘+a‘ dx +az)’—0

=

ffw’ y=e™ und fir y=xem*, Poenn m die Wurgel der
Oleidung m?~4-a;m-a, =(m+14a,)*=0, oder m=—1a
ift. Das vollftandige Jntegral der vorgelegten Gleidyung ift

alsdann =C,e™ 4 C,xemr

Db?t y=(Cl -+ sz)emx.

Auf dhnliche Weije echalt man 3. B. das Sntegral der Gleichung
d®y d?y

dy
3+ tdx z+a2d +a;y=0

dx
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durdy die Formel
h r=C em* - Cem* 4 Cqoe™™,
in welder m,, m,, m, dle Wurzeln dev Gleidhung
| m?a,m?*4-a,m4-a,=>0
find. Wenn dicfe Sleichung 3. B. drei gleiche Wurgeln (m) Hat,
fo nimmt bas Jutegral folgende Form an:
| ¥y =(C4+Cx4Cyx*)e™.

Sn diefem Falle erhalt man namlid) aus dem unvollftandigen
Sntegrale y,=em™* jwei andere, indem man die Ableitungen
von Ddiefen nad) m nimmt, namlidh

dy, ¥
y,=F'lE-=xe"“, Ve=723 =x’e™*,

Der Betoeis wied, mit Hilfe der bePannten Sige, tocldhe Die
gleichen Wurgeln algebraifcher Sleidyungen betreffen, auf abnlidye
%ZBeife gefuibrt, wie vorhin.

140. Wenn in der [linedven Diffentialgleihung nter

Ordnung

dny dn—-ly dn—?y dy
a;—'- a, dxn—1 -+a, dxn—2 -+ "‘+ an-——l'('l';""any—:o

dle Goefficienten a,, a,, -+ a, fommtlidy Functionen von x
obne y, find, fo veicht s ebenfall8 hin, n unvolljtandige Fnte
grale Decfelben gu fennen, um fofort Das vollftandige Sntegral
ju erhalten. Denn e8 feien yy, Y2, *** Yo Functionen vonx,

eldhe der vorftehenden Bleichung genligen, fo gendigt denfetber |

audy, wie leidht ju fehen, die davaus jufammengefeste Function
' =Clyl+CQYz+'“+Cnyn,

in welder C,, C,, = C, Conftanten find. Sind daber die
Qunctionen y,, y,, -+ yo olle bon cinander verfchicden, f0

ftelity y Das vollftandige Sntegral der vorgelegten Differentiol

aleichung dar.
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u du
Sefit man y=e*, und ——=q, fo wird dicfe Diffevential:

gle(d)ungi_auf cine andere gwifdhen q und x uriickgefihet, die
nue ndd Ber n—1ten Ordnung, aber nicyt mebe finedr ift. Die
vovgelegte Gleichung fei 3. B.
dy | dy
dx? dx
a, und a, Guuctionen von x, ofne y. Witd y=ev gefept,
fo fommt dy=e"-du, d’y=c"(d*u-+du®); folglih gept
die Gleihung in folgende tiber:
d%u du)? du
o+ (F) +o nra="
nahdem dev gemeinfame Factor v toeggelaffen worden ift.

Wird feener 3—:=q gefest, fo fommt

~+a,-4a,y =0,

d
§g+q’+axq+az=0,

toeldye '@leid)ung nur no von der erften Ordnung, aber nidyt
mehr linedr ift, weil q darin in der zweiten Poteny vorfommt.

141, Wenn in der linedren Differentialgleichung: )
dny dn——ly

Yl Y L dy
. dx“+aldx"“‘+ +an—1ﬁ+any=v

4

Wic Cocfficienten a,, ay, +++ an, f0 wie v, Conftanten find, fo
fese man a,y—v=a,z, woraus dy=dz, d’y=d?z, u, {. {,
f°[9t~ Die Gleihung witd dadurch auf eine andeve gebracht,
In welcher dag lepte Blied, auf dev rechten Seite, Null ift, i
M §. 139, angenommen tourde. Sind aber ay, a,, e a,, v
Sunctionen von x, ofne y, fo 14t fich die Aufgabe wenigftens
bereinfacdyen, wie hier an dem Beifpiele ciner Diffeventialgleis
Dung jmweiter Ordnung gejeigt toerden foll. G4 fi

2

d’y , dy =
dx2+a' a;+agy—-v A,
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die porgg;egte‘@&id)gng, ay, a,, v Functionen von x, ofyne y.
Man fuche guceft jtoei unvollfrandige Jntegrale der Gleichung
g;f+a;d—§+azy=0, B.
welde mit y, und y, begeichnet werden mdgen; fo ift
y=C,y,+C,y, bas vollftandige Tntegral von B. Bes
tradptet man nunmefr C, und C, nidht al8 Conftanten, fon
dirn af$ Functionen von x, fo laffen fich diefe fo Heftimmen, daf
der Werth bon y der Gleidhung A Genige leiftet. Wird ndms
lih die Gleidung y=C,y.+C.y, Dbdiffeventiict, fo Fommts

dy=C,dy+C,dy,+y,dC,+y.dC,.
RNun fege man  y,dC,4y,dC,=0; fo toitd

' dy._—_Cl(]y,+C2dyg,
und hievaus
d2y=Cld’yl_+C,d’y2+dCldyl+dC,dy,.

Man erhalt demnad - 12 p

. : (LY y

~ (et va,)

d"V‘ dv ]2 dy
aj@+a|d—;{+azy'= +Cz(———~(d£;2+azq)‘f+azya) -

dC, dy, A dC, dy,
T ot wE &

Weil aber, nad) der Annabhme,

d? 1 , a2 d
di‘;‘+a,%+a,y,=ﬁ, fa;,:z—+aa~(1%+azyz=0/

fo folgt
dry , dy —y=%C dy, , dC, dy,
m+a|'(l—)(+amy—-rv— Ix dx -+ d—x"'J;"‘

) ~ dC Ly .

Man beftimme demnach ‘%‘% und dxz aud den Gleichungen:

dC| (1C2 dyl.dcl dy'z dCz__

g h =t o G w e R T
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fo erhift man bicfe Grdfen al8 Functionen von x qusgedriictt,
ac c,
umd bemnap | G =% =g,
oder Ci=/9.x+dx, Cy=/9p,x.dx,

Dag vollftdndige Integtal der vorgelegten Gleihung ift als-
dann folgendes:

Y=Y/ P xedx Y3/ P2xdx, |

Weber die Sntegration ein'ct @ifferentia[:@[eidmng
“pon ecfter Ordnung und vom etfren Brade jiwis
fdhen drei Veranderlichen,

442, @8 fei die Sleidhung .
Mdx -+ Ndy 4Pdz=0 . A,
borgefegt, in welher M, N, P al8 Gunctionen von x, y, z ges
sebe’n find.  TWenn e8 mbdglich ift, diefe Gleihung durdy eine
@Ie’ud)ung swifden x, y, z; mit einer willfirliden Conftante,
ju wtegriven, fo fei v=const. Diefes Gntegral; alsdann muf
fih offenbar o L
Nep.4dv,dv dv
M'l\'P'—dx'a}-‘&
verhalten, alfo muf ein Factor w vorhanden fein, twetcper giebt
dv dv dv
En-::WM' H;—WN, (—E_—..WP,
mithin audy

dwM) __ d(wN) d(wM)__d(wP) d(wN)__ d(wP)
- * T dz T dx dz=dy'

dy dx

fo,baf; ber Ausdrud w(Mdx-+Ndy+Pdz) ein vollftandiges
Diffevential ift. § 420. Entwicelt man die vorftehenden Glei
Hungen, fo Fommt:
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dw dM _dN —o.
dw dw ( )
P —MT+ )___ .} B.
. NG ‘lf =0

Multiplicict man die drei Gleihungen B., der Reife nady, mit

P, N, M, fo fommt durch Addition

dM dN) (dP dM) d C.

Z dy) -
Dieg nft cine Bedingungsgleidung, twelde die drei Functionen
M, N, P erfillen miffen, wenn die Sleidhungen B. mit cinan:
der vertrdglich, oder ein integrivender Factor w moglich fein
foll. Borausdgefest, daf die Bedingung C. erfullt ift, fo Hat die
Gleidhung A. allemal ein Fntegral von der Form v=—const,,
in welde v eine gewiffe Junction von x, y, z ift.  Man inte:
grive namlich, guerft z conftant fegend, die Sleihung
Mdx 4 Ndy ==0; D.

¢$ fei n-4-gz==0 das Jntegral, worin ¢z dic Stelle der Con:
ftante vertritt.  Diffeventiict man die Gleihung u4-pz=0,

du

fo fommt, roeil %}-(—lM —=AN fein muf (4 der integris

rende Factor von D.)
ANy (ot ) dz=0.

Diefe Sleichung werde mit
AMdx 4 ANdy +APdz=0
vergliben; fo muf offenbar
gl_l-q- @'z=AP,

d .
oder Pz = lP———u— jein.
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Sn der Ihat fann man geigen, daf ).P_g_‘l auf eine blofe
YA

Junction von z und ¢z juridfommt, menn die Gleihung

u pz==0 - vorausgefetst wird. Vetradytet man ndmlich in

biefel‘ @lﬁd}ung Z ﬂ[s b?ftanbig, fO oicd y eine ‘%uncﬁon von

d
x, und a%:—ﬁ. Geener giebt der Ausdruck }.P_ill‘ - fo

diffeventiict, a8 ob z beftindig wave, die Ableitung

d(AP) | d(P) dy  d%u _ d'u dy__

dx dy ‘dx dxdz  dydz dx =4,

obdet, toenn man fur I du dy ihre MWerthe AM, AN, X fegt

und mit N multiplicict,

d(ap) d(iP) _d(AM)
N dx —M dy —N dz

d(AN)
dz

+M =AN,

oder:

AN.__[N(dP dM) M(dN dP)]}. P(N

d(M) d(lN)

RNun ift aber, nach der Vorausfesung oder

Tdy T Tdx '’
. M (dN dM
folglich
A\N —N dP d’VI) d_ﬁ_dP) (((111;”[ tziN)_ 0,

e s d
toegen C., alfo A=0. Solglld) ift ﬂ’-;f:—; roenn man dacs

aus y mit Hiilfe der Gleidung u-+Pz=0 climinict Hat, eine
blofe Gunction von z und @z, ohne x, teil ifhre Ableitung A
nadh x RNull ift, und man echalt demnach jur BVeftimmung von
oz die Gleidung

du ,
lP-—-a';-—QJZ,
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mweldye alg eine Diffeentialgleihung jwifchen z und @z, nad
gefchepener Climination von'y, “su betracpten ift, aus dec fich
alfo @z wicderum Deftimmen 13t

- Yuf diefe Weife ift die vorgelegte Aufgabe auf die Sntegras
tion vev Differentialgleihungen gwifhen gwvei BVerdnderlichen
suriicbgefihet.

Beifpiel. €8 fei die Gleihung A
zﬂx—xdy+(xz+xlogx)dz=0
vorgelegt; alfo ' "
. M=z, N==—3, P==xz-+xlogx;
teldhe %eftbe die %ebingung’ C. befriedigen, wie man leicht fiﬁ;
den oicd. Man integrive zdx—xdy=0, =z conftant feend;
fo ird A= ;-," und u=zlogx—y; alfo

zd>

fdu= ‘(_XXdy+logx -dz;

folglidy mufi-das Sntegral in der Form
: 2log X~y 4-gr=0
cif)alten, und ugleich
gz=z4logx—logx=z
fein, alfo pz=1z2%
Dabher hat die vorftehende Gleidung dag JIntegral
zlogx+y+ 122 =const.

149 Wenn die Bedingung C. nicht eefillt toirh, fo giebt
e3 auch Fein Gntegral von ‘Mdx+Ndy+Pdz—=0 in dec
Gorm  £(x,y,2)=0.. Offenbar aber Fann man diefer Sleis
dung immes durch joei Gleichungen Fwvifdhen x, y und z Ges
nuge fe {L&en, namlid) wenn man fir y eine gang beliebige Funz
ctwn “fest, fo tird z ticder als Function von x beftimmt. Um
alfe diefe mogliden Auf(dfungen umfaffend darguftellen, verfaphre
man toie folgt: Man ‘mtegrive wieder Mdx4Ndy=0, z
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al8 conftant betracdptend, Das JIntegral fei u-s2=0, wo @z
cine beliebige Function von z ift, die Hier die Stelle der Cons
ftante vertritt. Fun diffecentiive man die Gleidhung u4-gz=0,

q { d A
nad x, y, z; fo fommt, (t?€l[ a%:lM, %“—fl’N, vie oben,)
AMdx +ANdy—+ (%‘Z—‘+ ¢'z)dz=0.

Man ft’EE lP::}:— -+ (p'z; fo ' evf)&[t man fo[g‘mbe 5wCl
Bleichungen: : AR
u+q)z—0 lp-—-d—--—‘(pz

twelche jufammen die vorgelegte befriedigen. @tometufd) bedeu:
ten diefelben - offenbar eine unendlidhe Angahl von Curven im
Raume, denen cine gemeinfame, in dev Diffeventialgleidhung auss
gedrickte, Cigenfchaft zufommt,

Beifpicl. Die Glidung y dx—4-x*dy4-dz=0 ge:
nigt der BVedingung C. nidt.  ntegriet man aber juerft
yidx+4x*dy =0, fo fieht man leicht, daf l=x~,1§;ein ins

. ’ dx d o 1 1
tegeivender. Factoe ift, wodurd) =2 )—;{ =0, alfo u=-= - 7

; du )
erhalten toicd. Hicraus folgt a—;:o, und, weil P=—1,

¥

Pr=A= x—%’— Folglich ift dad verlangte Integral in fofz

genden Gleihungen enthalten

! ,
%-{-%r-z:(pz und ST =%

o ¢ eine beliebige Function von z ift.
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Ginige Bemerfungen dber die Sntegration pavtieller
Diffeventialgleidhungen.

144 Gine Gleichung jwifchen x, y, z und beliebigen par:
tiellen Ableitungen von z, nach x und y, DHeifit eine pavtielle
Differentialgleihung. Bon foldhen Fonnen hier nur einige
der cinfadbften, alg Beifpicle, betvachtet werden.  E8 fei juerft

d ; .
—(&:p:f(x,y) gegeben, und ¢8 terde die Function z von x

und y verlangt, toeldpe diefer Sleichung geniigt. Man integrive

den MWerth von p nach x fo, alé ob y conftant roave, und fige

sum Sntegrale eine beliebige Function von y, @y; fo erhilt man:
z=/1(x,y)dx 4+ @y

alg die gefuchte Junction; denn bievaus folgt offendar, indem y

al8 beftandig angefehen wird,

d
(T)Ec = f(x,y).
MWenn aber g%=p=f(x,y,z) gegeben ift, fo ift die Hufgabe

. . dz oo
fdbtoieriger. Man Hat allgemein, twenn é mit q, toie frither,

bejcichnet twird,
dz=pdx 4-qdy.
Sn diefer Gleichung ift p=I(x,y,z) cine gegebene Function
X, ¥, z; q aber ift unbefimmt. Um nun die vorgelegte Gleis
dhung ju integriven, integrive man guecft die Differentialgleichung
dz—pdx=0
fo, al8 ob das in p enthaltene y conftant, alfo eine Diffeventials
gleidhung erfter Ordnung jroifhen x und z vorgelegt todre. 3
fei w ein Qactor, der die Function dz—pdx integrabel madt,
und u dag Jntegral von w(dz—pdx), fo ftellt die Gleichung
u=Qy
in welder @y cine belicbige Function von y ift, das verlangte
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Sntegral dar. Nimmt man namlih von derfelben dic Ableitung
nach x, indem man y al8 Deftandig anfieht, fo echalt man

du  da dz

xto =0

. du__ du __ . . dz
€8 war aber K=" ;=W mithin w(a;...p)_—;o,

dz
alfo ﬁ_p=0" w. 3 0. 1.

145. @4 fei die partielle Diffeventialgleidhung
ap+bg=c

gegeben, in roclcher p=g—z, q=%—§, a, b, c Conftanten find.

Wird vermittelft derfelben q aus der Gleichung
dz=pdx-}-qdy
weggefchafft, fo fommt
bdz — cdy =p(bds—ady).

Man fege bz—cy=v, bx—ay=u; fo ift dv=pdu.

Wenn demnach die Function z der vovgelegten partiellen
Diffeventialgleichung gensigen foll, fo muf die Kunction
v=bz—cy diec Gigenfdaft haben, daf ihr vollftindiges Dif:
fevential von der Form @edu ift, wo ¢ icgend cine Function
der Wevanderlichen  begeichnet.  Diefes fann  offenbar  nyp
dann Gtatt finden, toenn v eine FJunction von wu ift; alfo felit

die Gleichung bz—cy =g¢(bx—ay)

Das gefuchte ntegral dav. Diefelbe giebt in der 2hat
p=¢'(bx—ay), bq—c=—ag/(bx—ay),

mithin ap+bg=c¢,

wi¢e perlangt ourde.

146. @8 fei nod) die Gleichung
Pp+Qq=R
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gegeben, in welder P, Q, R, Gunctionen von x, y; z find.
Sdaffe-man veemittelft decfelben eine der Srdfen p, q 3 B.
q aus dz=pdx+4-qdy
hintveg, fo fommt
' Qdz—Rdy=p(Qdx—Pdy).
Der einfadfte Fall ift, tenn in dem Anddrucfe Qdx—Pdy nur
x und y, aber nicdht z, und in Qdz—Rdy rue z und y, aber
nidt x, vorfommen. Alsdann Ffann man wei integrivende
Sactoren w und w' finden, toefche die Ausdriicfe
w(Qdz—Rdy) und w(Qdx—Pdy)
su vollftandigen Differentialen machert. €8 fei der evfte gleich
dM, der jrocite gleih dN, fo echalt man
ww'(Qdz—Rdy)=pww'(Qdx—Pdy)
odet wdM=pwdN.
Diefe Gleihung Fann wicder nur beftehen wenn M cine Function
von N ift; alfo ift
x - M=¢(N)
das verlangte Jntegral, torin ¢ eine belichige Function anbeu:
tet. Dev BVeroeid ift der namlidhe, welcher fogleidh nacdhher fii
den allgemeineren Fall gefihet werden wicd.

’

% l‘gﬁ N

@8 fei 3 D. 5x—‘<§y=0 gegeben; fo folgt q=
und qus dz=pdx+ qdy,
— ydy
dz_.p(dx+ " )

obet dz_—.P)Z (xdx+ydy)=§-% d(x?4-y?),

Man fese x24-y2=u, fo vetfangt dic vorfehende Sleichung,

daff z eine Function von u fei; und dad gefudhte Integral ift
2= @(x"-+y"):

Dafjelbe giebt in der That
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p=2x¢'(x’+y*) =2y ¢g'(x*4y?),

mithin py=gqx, w. 3. b. 1o,
Dicfe Gleihung umfaft alle Flachen, weldye durdy Umbdrehung
einer Guroe um die Ape der z entftehen.

147. MWenn dec erwahnte einfacde Fall nicht Statt findet,
fonbern jeder der Yusdrude

Qdz—Rdy und Qdx—DPdy
alle drei Vevandeclidhe enthalt, fo (aft fih die vorgefeate par-
tielle Diffeventialgleichung integriven, wenn man im Stande if,
3roei Gleichungen wifhen x, y, z su finden, welde den Gfei:
dungen Qdz—Rdy=0 und Qdx—Pdy=0
gugleih Gentige leiften. €8 feien a und b die in diefen Glei:
dungen porFommenden willficlichen Conftanten, und die Gleix
dungen felbft dargeftellt durch
M=a, N=b,

wo M und N Functionen von x, y, z find. DBetradhtet man
Nun a al$ eine Function von b, fest alfo a=e¢b, fo wird
M=cp(N)¢eine Gleidung jwifden x, y, z fein, dic der vorges
legten G:éenuge'tf)ut, indem fie ugleich eine willfirliche FJunction
@ enthalt. RNimmt man ndmlih die pactiellen Ableitungen von z

qus M=g(N),
fo ergicht fich
dM dM ' d\
dx + TRl N )
dM dM _
Pt o =¢'N: q)

mithin, durd QBegfcbaﬂ’ung von ¢'N

dM de)(dN qu) (dy dM )(d\I dN)

°bet geordnet:

(5 g e (R4 2

19
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_‘111‘13 dM dN A

dy dx — dy dy’
Nacp der Borausfesung aber mifen die beiden Gleichungen

de +de deZ-—ﬂ
(—]—r—\Id dN dy +d—§dz—
dx d

Qdz—Rdy=0, Qdx—Pdy=0. Rimmt
aus den obigen Gleidhungen,

eincrlei fein mit
man die Verhaltniffe dx:dy:dz

fo fommt:
(ih_’[.dN (]M dN | dM dN dM dN | dM dN dM (]N
dz'dy " dy "dz " dx ‘dz  dz dx " dy Tdx T dx Tdy

=dx : dy : dz;
andererfeits aber ift auh P 2 Q 1 R=dx : dy : dz;
woraus die Uebeveinftimmung der Gleidhung A. mit der vorge:
legten Pp4+Qq=R

hervorgeht.
Al cinfaches Beifpicl Fann die fdhon in 144. Detradhtete

, d ,
Gleichung a—§=p:=f(X,y,z) Dienen, deven Sntegration auf die
der beiden Gleidungen dz—pdx=0 und dy=0 juricfommt.
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Dariations - Redynung.

148. 8111: Auffdfung getviffer Avten von Aufgaben, pon
telden nachher einige Beifpiele folgen follen, ift e3 ndthia, aug:
gudricfen, daf eine Function y von x in eine andere Function
Y {bergeht, oder baf die AbHangigleit jrwifden y und x afg
verdnderlich gedacht toitd.  Man [leiftet died eben fo einfad) afg
aflgemein  dadurdy, daf man fir die Aenderung der Function,
b i. Y—y, welche man audy die Bariation von y nennt, ein
dem Differential: Jeichen dy ahnliches Jeiden dy einfibet; fo
Yaf, wenn y die urfpringlihe, Y die gednderte Function ift, die
b%an’ativn Y —y==8y cine ganj beliebige Function von x be:
cutet.

Um aber, toie fpater deutlich rocrden toird, mehr Gleichfors
migfeit in die Rechnung ju bringen, twerde der Vegriff der Va-
tiation nod) ettwas anders gefaft. Namlih man fege die Nen:
Yerung Y—y=ky(xk). GQn diefem Ausdrucke begeichnet k
eine Geliebige Conftante, Y(x,k) eine willficliche Function von x
und k; dbvigens ift decfelbe fo gebildet, daf Y—y, fir k=0,
Rull, und fie cin fehr Fleines k, ebenfall$ febr Flein ryipy,
Run entrickele man die Function YCk) nad) Potengen von &,
und begeichne die Coefficienten dev Entrvidelung mit dy, 142y

U f. f., fo daf
W(X,k)—6y+u+"'l

und ky(xk)=kdy + —2—3’y+--~

fei, und demnadh der gednderte Werth von y, d. i, Y durdh
19 *
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auggebencft werde.  Der Cocfficient von k, d. iy, twelder
eine gan; beliebige Gunction von x, ohne k, davfeelit, die aus ¥(x,k)
entftebt, toenn k=0 gefest wird, Heife die Variation von y.

&3 fei v einc Delicbige Function von x, y, z; jugleich
werden y und z al8 Junctionen von x gedadht. Sest man
YKy oee, z4-Kdz4-oe ftatt y, z in v fo fei 'V der hicrs
aus entftefhende gednberte Ausdruct von v.  Cntwicfelt man nun
V nadhy Potengen von k, fo heife wieder dev Coefficient dev ers
ften Poteny von k die Bariation von v, und toerde mit dv be-
seidbnet, fo daf V=v-+kdv-.. fei. Man fieht fofort, daf
Sv nidhts Anderes ift, ald der Werth, welden der Duotient

V Y fir k=0 erhalt.

Um denfelden u entroicfeln, braucht

man ftd) nur der gerodhnlichen Negeln der Diffeventialvechnung
3u Dbedienen, fo findet man fofort

Sv= —3y+ gv dz.
Wenn y in y+kdy (mit Weglaffung der Hoheven Potengen von
k) bergeht, fo verroandelt {ich die Ablcitung
dy . do(y4-kdy) dvy o ddy
y dX" ln dxn - m-l-km *
Der gednderte Weeth von y, muf aber audy durch y.-+kdyn
begeichnet twerden; alfo ift

dry ( ﬂ_‘iy
x;, oder & dx“ T

Y su finden, braudyt man nue

Syn=

0. H. umdie Bariation dev i)IbIextung

die nte Ableitung der Vaviation von y 3u nefmen.

Die vollftandige nte Ableitung von v werde mit %g')

beseichnet, fo Daf 3. B. die erfre Ableitung
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I _dv_ dv dy_dv ds
dc T dx T dy dxTdz Tdx
. dv dv dv Y
fei, in welder Formel -, &y’ d partielle Ableitungen von
v { bie B dn (v)
, nadh x, y, z find. Um die Variation von et b.

(v i . d"(¥)
6(((1&-)), u finden, muf man in —g5 y+kdy, z4kiz fratt
v,z {dreiben, und hicvauf den Soefficienten von k enttoicketn. @8
' _ ) d"(») ,
ift aber offeabar cineclei, o man guerft — = entwidelt, und

bievauf y4kdy, z-+kdz ftatt y,z fchreibt, oder ob man durd
Ginfesiung von y-+kdy, z4-kdz guerft v in 'V fiberachen (aft,
und fodann die Ableitung von V nimmt. Demnadh ift

vy "(v) (V_V)

und weil, mit Weglaffung dev hdheren ‘].‘otengen von k,

:0;

V = v4-kdv
ift, fo echalt man
a dn(v) n(dv).
e ) dxn

Man findet affo die Vaviation einer beliebigen Ableitung von v,
toenn man die Adbleitung der Variation von v nimmt.  Auf die
némfiche Weife findet man auch die Baviation eines belicbigen
Fntegrals von v durd) das Jntegeal der BVariation dv; 5, B,
ift fiic das evfte Integral:

dfvdx=/dv-dx.

Denn man hat nach der Definition
— fvq V—
0fvdx= dex ZAl: f( -—) dx fue k=0,
aljo dfvdx =/fdv.dx,
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Hicrin find die Regeln firr das Verfahren der Variationsredy:
nung enthalten.  Diefelben gelten forwohl, toenn die in v vors
fommenden Functionen v, z u. {. f. unabhingig von cinander
find, afé aud), toenn fie ¢8 nicht find; 3. B. alfo wenn aufer y
in v nur nod) Ableitungen von y nach) x vorfommen, toie im
Folgenden der Fall fein roird.

149, @8 fei v==I(x, y, ¥, ¥") cinc Gunction von x, y
und den beiden erften Ublcitungen von y nadh x, nédmlid
y —‘—]X und y'= (izi e nadydem die Function v befchaffen
iit, Fann ¢$ enttocder eine Function u von x, y, y, ndmlich
u=g(x, y, y), gcben, von telder v diec vollftandige Ableitung
ift, ober ed Fann eine foldye Function u nidht geben. Jn dem
erften Falle ift v allgemein, ohne Ricficht auf die AbHangigkeit
iwifdhen x und y, integrabel; im anderen Falle ift v nicht all:
gemein integrabel, fondern dag [ntegral Svdx muf in jebem
Ralle Gefonders gefucht terden, je nadhbem vy Ddiefe oder jene
Gunction von x ift. Die Function u fann ihrevfeits wicder allz
gemein integrabel fein, 0. B. 8 fann cine Function v, =g, (x,y)

(.)

geben, aus weldyer u==—;— hervorgeht, oder nidht. Die Fun-

ction u, are das jtocite Jntegral von v, fo toie u das erfte.
Die Bedingungen, unter toelden v cin erfted, und ferner ein
ptoeites Sntegral Hat, laffen fidh mit Halfe der Bariations:Roedhs
nung finden. Man wird in der Folge leidht bemerfen, daf die
Methove im Wefentlichen die namliche bHleiben muf, wenn die in
v vocfommenden Hbleitungen von y die joeite Ordnung ibers
fteigen, wag Hier der Kirge wegen nidht angenommen wird.
Wenn die Function v integrabel ift, fo muf

u=g(x, y, y)=/vdx
fein. 23t man, in v und in u, y in y-+kdy dbergehen, und
veegleicht Die Coefficienten der evften Potenzen von k mit cinans
ber, fo fommt du=/dv.dx; . h. wenn v integrabef ift, fo
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muf audy dic BVariation v integrabel fein; und jwav ift du ihe

l
Sntegeal.  Man fdhreibe jue AOGFhrgung v fie dv,, v fiie A

dv dc?y 2d20
fo ift 6"—-"‘63’"’ ax +v" dxy

' nd2dy”
Within 6u=f6v-(lx=f[—dy‘]x+v ddy—+v ——VJ

Dev vorftehende Ausdeuct fir du (3ft fih ducch theilroeife Jn,
tegration in gwei Theile jerfegen, von roclcyen der eine vom -
tegrafgeichen frei, dev andere noch damit behaftet ift. €8 rwird
fiy aber jeigen, daf dev unter dem Jntegralyeichen befindliche
Lyeil, feiner Befdaffenbpeit wegen, niemalg integrabel fein fann,
und mithin identifh RNull fein muf, wenn die BVariation dv in:
tegeabel fein foll.
Man findet ndmlich durdy theilreife Sntegration
JSv'ddy=v'dy — fd(v')+ Oy

wo d(v') das vollftandige Diffevential von v’ bedeutet. Feenee ift

u d"’y n d()y "
e —figyy B

My __ fdcs” des" d3(v"
J:i( n) (dv f(v )d(; (V )6 __ (V )6

fotglich

2 ”dé CA) A2(v'")
V”d Jy ) (;y-'—f dx Jy.

=V

dx dx dx
et man  die vorftehenden 9Becthe in den obigen von du ein,
fo fommt

d(v) d2(v"
6u=v'6y+ ,,d&y (!-(—v-—-d f[ divz ) Idydx

dv _dtv) een

e P w—d

dy dx dxz

fo iff L cine Qunction vow X,y und cinigen Ableitungen
von y nach x, ohne dy.  Jit nun L nidt identify Null, fo

@8 fei
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muf, nach der obigen Formel, enn die BVariation dv dag n:

O du du (5 ,

tegral T 5 R

Haben foll, baﬁ ‘sntegral
SLAydx=Pdy4-Qdy’'

du d(v™h

fein, tvo P—-(T)-r— V' —— dx

und, weif %‘i—":ay', Q=‘_'i‘-,_v" ift.

dy Solglidd mug audy,

tenn man diffeventiict, _
Ldydx=dPdy4Pddy-4dQdy'+Qddy’
fein, fliv jedes belichige dy. Dies ift aber offenbar unméglich,
roofern die Gedgen P, Q, und mithin L nicht fammtlich Null
find. Dad Jntegral Jdu=—/dvdx ift alfo nur dann vorhan:
den, toenn die Gleihung
L=0

ecfillt ift, roelche demnach die Bedingung der ntegrabilitat von
dv ausdeidt. Wird diefe Gleidung erfillt, fo ift

Ju= (v — —-D y-=v"dy’.

150. @8 1aft fid) fecner Detveifen, daf u aud dem gefun:
denen Ausdrucke flir du allemal gefunden terden fann.  Man
fege jur ADbFarsung
M=v — d((iv )

fo witd du=Mdy4Ndy. Da aber jugleid u=ep(x,y,y")

N=

s du du, , d
fein foll, woraus du= J—YJY +a’5ﬁ‘;y felgt, fo muf szr‘)’l '

. du .
h:a—?, und folglich
dM__ dN
dv'_ dy
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fein. Dicfe Bedingung (woriber §, 128, ju vergleichen,) ift cvs
forderlich und gugleich Hinveichend, damit der gefundene Ausdruct
fiic du, in Bejug auf y und y’, integrabel, oder damit die Function
u, toeldhe veclangt toird, vorhanden fei. &8 foll aber fofort ge:
scigt erden, daf diefelbe fdbon in der Bedingungs: Sleidyung
L=0 cnthalten, alfo Feine neue Bedingung ift.
Namlich die Gleidhung
dv  dv) . 4}
f—t —;- _— —(—- -+ —-Jx—— =0

fann offenbar nur dann, toie ecfordect witd, identifch befrehen,
tenn v", b. i av unabhangig von y” ift. Denn enthielte v

dy’l
g( ")

nod) die Adbleitung y", fo wirde in die vierte Ableitung

von y al$ Factor eined BGlicdes boct‘ommen, und da die bri-
gen ®licder offenbar nur die drei erfien Udlcitungen von y ent:
Balten Fonnen, fo Eonnte diefes Glied fich gegen Feines dev ubriz
gen auffyeben; vaffeldbe muf alfo Null fein.  Hicraus folgt aber
teiter, daf y” in v nue afd Factor eined Glicdes in der erften
Poten vorfommen fann; demnadh muf v nothwendig von fol:
gender Form fein:

v=p+qy",
wo p und q Sunctionen von x, y, y, obne y”, find.  Hier:
durd) toicd

dv dp d oo v__dp +d "o
sty Y=yt Y=Y
durd) toelche Werthe b;e Sfeihung L=0 in folgende dbergeht:
a(89 . o
dy+dyy - dx T dx d\‘ =5
d d dq dq
Man Hat (gq) d2+ ,Y+dy,y 5

daber
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d( y) 1("" )

9Bird diefer Werth von (q) in die vorftchende Gleichung L—=0

dq ,
. dG%Y)
QEfCBt, 10 f&llt — ;iX ’

e8 Dleibt nod
@) o) )
dx dx

dq
1"(q) (
dxt =

wie man fieht, Dheeaug, und

dp . dq
ay iy
Man fese gur Abfirzung

L=

fo toicd L=stdty ——t=

RNun ift aber, weil offenbar r fein y" enthalt,

d(r) de  dr , dr ,

dx d‘(-'-dyy—'"dyy
mithin

Tdy dx dy’ " \dy dy

Diefe Gleihung folf identifd beftehen. Da nun der nidht in
Klammern eingefdloffene Theil von L offenbar fein y" enthialt,
fo Defteht fie nuc dann, wenn folgende Geidhungen ugleich
Statt finden:

dp _dr _dr , (dyq dr)y,,_0

in welde alfo die Bleidhung L==0 jecfallt.
Oben wat du=Mdy-Ndy’,
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und M=—v aales P

RNun muf aber v=p-qy’ fein; alfo

dp_ dq_,_ A
P, da9 . 4@

M=a—}-,+—d? i’ N=gq,

oder, wenn man ‘{g—g—) entroicfelt und cinfest,

alfo N=q und M=r.
dN

dM
Da nun ‘i} :r, war, fo ift auch dy’_dy’w”“’

€8 fei 3. B. v=y~‘7_—xyy-’;"'xyy 3 fo folgt
dv _ —wy2yy' vy’ Ly e X
dy — y? y y
weldye Werthe der Bedingung L=0 genligen, toie man leidht
findet. Daber ift v integrabel. Man erhalt =—’%,
dM dN
alfo au ,-— nd
—_ 6 d’ o '6 '
s =___x_v(5y X y=x(y y 2y y)=x6(°l);
y* y y y

i

folglich u——fvd'('—:;—j,—-

151.  Um ju finden, ob v, wenn e ein erfted Sntegral
bat, affo die Bedingung Li==0 ecfallt ift, audh ein jrocites n:
tegeal fat, nehme man das ecfte Jntegral von dv,

, (ddy A"
Su=vdy+v " g

Soll nun u_ integrabet fein, fo muf audd du integrabel fein, und
man erhalt wieder, duedy theiltveife Jntegration
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/Ju-dx:fvadx’:v"dy+f[v'—2d( ")]d dx.

Demnad mufi, wenn v ein greites Sntegral Haben foll, aufer
der Bedingung L=0 nodh) die jwoeite Bedingung

d(v™")

L'=v'—2 ix =0

eefllt werden.
man

Man fege wiedee  v=p--qy”, fo erhalt

- dp dq dq r dq "__

Diefe Gleidhung fann nur dann Dbefiehen, toenn d]y,_() ift, weif

in den ubrigen Glicdern y" nicht vocfommt.  Alfo muf
:—;3,—-2(]—(? dq y' =0 und ———,=()
y dx— “dy dy

fein, toenn v ein jroeited Sntegral Haben foll.
dingungen evfillt, fo echalt man

J0vedx:
folglich finbet man das jtveite Sntegral //vdx?, wenn man den
usdru qdy, tvorin q eine Function von x und y, obhne y’
ift, in Begug auf y, 0. h. nad) d, integrict. Sn dem obigen
Beifpicle wicd die erfte der beiden vorftehenden Vebingungs-Geis
dungen nicht befriedigt, alfo findet ein jroeites Sntegral nidht Statt.

Sind diefe Be-

=/0u+dx=v"dy=qdy;

152, Wird die Bedingung L=0 nicht erfiflt, fo findet
man oft merfrofrdige Refultate, wenn man jwifdhen x und y
gecade die Gleihung L=0 feit, tweldhe alsdann nidbt mehr
identifch befteht, fondern tobdurch y von x abhangig gemacht rird:

€8 fei v==f(x,y,y'); man vetlangt, wenn eg angeht, y
af$ Function von x fo ju beftimmen, daf fir x=a, y=A,
und it x=>b, y=B terde, und jugleidy das Sntegral

b
u=/f(x,y,y')dx
e/ a
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den grdften oder Fleinften Werth ecbalte, deffen e, unter Vor:
ausfeung der erften Bedingung, fabig ift.  Man nehme an,
af die Function y in eine andere Function

kﬂ
y+k(¥y+——-— 62y+cu

(ldy k2 ddy
Yk dx —2— dx +

mithin y' in
ubergebe, fo geht v, auf entfpred>cnbe Weife, dbev in

V—v+k6v+ §ry e

und mithin dag Jntegeal Svdx in
. - k?
dex-::fvdx+kf()v-dx+ —?—‘-fdzv-dx+m

%n diefer Reihe Fann man offendar k fo flein annehmen, daf
bas cufte Glicd, k/dv.dx, toenn e8 nicht RNull ift, die Summe
aller {ibrigen ubcrtvifft.  Alsdann aber wurde diefed Glied ents
gegengefente Seichen erhalten, wenn k dag eine Mal pofitiv, Dad
andere Mal negativ genommen toirde, und mithin rare dev
Werth von Svdx Fein grofiter oder fleinfrer.  Die Bedingung
ded Grdfiten ober Kleinften ift alfo, gang auf abnliche Weife,
toie Dei den Functionen einer Werdnderlichen, die, daf der Soef:
ficient Dev ceften Poteny von k, Null fei; alfo

b
f dvedx=0.
a
RNun war v=I(x,y,v); mithin
dv= g5y+v'dy’,
alfo, woenn wieder theiltoeife integrict toicd,

dv  d(¥)
f&v-dx::v'5y+f[d—}’, ]5ydx.

Sn den vom Sntegralseicken freien Qf)el[ bes vorftehenden Yus:
brucfes muf man die Werthe fegen, welde x, y und dy, an
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den Grengen a und b evhalten, und fodann ihren Unterfdyied
nehmen, um den Werth des Jntegrals jroifhen den Srengen a
und b gu finden.  RNun ift aber vorgefchricoen, daf flir x=a,
y=A fein foll; ¢8 muf demnach an der Grenje a dic g

Null fein;

alfo miflen, fir x==a, fommtlihe Coefficienten von k in dem
Ausdricle der Wenderung von y, Null fein: insbefondere alfo
J0y=0. @Gben fo muf aucdh an der anderen Grenge b, die
Bariation von y RNull fein, weil aud Hicr dev Werth B von y
vorgefchricben ift. Mithin ift dev vom Jntegralzeichen freie Theil
von felbft Null, und um die Bedingung des Srofiten oder Klcins
ften su ecfillen, muf nue nod '

brdv  d(v") .
J:[E— i Oy dx=0

fein, in weldher Sleihung Jdy eine gany beliebige Function von
x Dedeutet, die nne an den Grengen a und b der Bedingung,
Null ju fein, untecrworfen ift. Daber Fann offenbar das vorfte:
hende Sntegral nicht anders Null fein, ald rwenn

_dv d(+")

dy ~ “dx

ift; welde Gleichung die Bedingung ded Sedften oder Kleinften

darftellt.  Um 3u centfdeiden, ob wicklich ein Grofited oder

Kleinftes porhanden ift, und reldres von beiden, muf man die
Glieder jrociter Ordnung des Yusdruckes

2
fammte Aenderung von y, d. i. k6y+-l§2—62y+...,

_0

V=f(x,y+k6y+ d’yu, y+k§y+ 6’ ")

enttoiceln,
k 2 a 2

Diefelben fmb

_[2dy ~—0y 2+d iy ayay-l—-zdy,zdy'z
sy oy
Um das Sntegral /0%v.dx darjuftellen, betvachte man juecft die
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beiden lepten Glicder bes vorftehenden Yusdrucfes fiir J?v,
dv ,
amfi =V t, toie obe
namlidy ( =" gefent, wic o n)

(lzd"y+v'6’y'

dy
: ()'2 :_dd‘zy s
und bemecfe, daf offenbar tvicder 0%y == it
man nun von diefen Gliedern Ddad JIntegeal,
nach theiftocifer Integration,

av ., f dv d(") oy d
o o |

Da nun an den Grengen d’y—-O, und feener liberhaupt
d__v__d(v')__
dy dx —
ift, fo ift diefer heil e Jntegrals fd%vdx  RNull; und dem:
nach hat man

d?v,
ﬁzv-dx....f[ ld ,6V5y+——,—‘3y’ dx.

Diefed Jntegral von a bis b genommen, muf fein Seichen nicht
toechfeln, roelche Function von x fir dy audh gefest werde; was
der Fall fein wird, twenn bec cingeflammerte Nusdruct

d v 2 d '
dy 26y +2d dy 6y6)'+dy116 v,

Nimmt

fo eehalt man,

(nachdem y, in v, al8 Sunction von x dev Dedingung des Grof:
ten oder Rleinften gemdf ausgedridt ift,) fir alle Werthe von
X jtifdyen a und b, und fitr jeden Deliebigen von Jy, fein Reiz
den nidt rechfelt.

Sm Folgenden toerden nur folde Aufgaben vorgefegt mwer:
den, wo offenbar ift, daf cin Ordfted oder Kleinftes Statt fin
Yen muf, mithin die Unterfudung dev Glicder jweiter Ord:
tung entbehrt twerden Fann.

153. @8 fei 3. B. v=\/1_+_)"_’ ; man vetlangt den Flein:
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ften Werth des Integrals fvdx stvifden gegebenen feften Grengen.
h .

Da pier offenbar f vdx nidhts teiter ift, af8 die fange einer

Gurve jwifden jtoei gegebenen Puncten, indem fir x=a, y=A
und fiit x=b, y=B werden foll; fo Heift dicje Aufgabe geos
metrifch nichts Anderes, ald daf die Fivjefte Linie in einer Cbene,
swifdhen jmei gegebenen Puncten verlangt wird. Man erhalt

dV dv __ _y, dv__o 4% d*v 1
=05y dy =TV & Tyay =" gy =5
folglxct) ift, nady dec obigen allgemeinen Sleichung
dv _ d(v)__
dy dx —

die gefucdhte Gleichung der Firzeften Linie
y’
d(v')_

affo = Y —const.; toraus weil v=)"14y"*

'ft/ fD(Qt:
y =

c cine Conftante.  Dic gefuchte Linie ift demnach die Gerade,

toie Defannt.
Die Glicder der gtoeiten Ordnung geben blos
' 1 .,
(F,Vi dy'? = oy'?;
folglich bepdlt das Sntegral

2
ﬁ’v . dx:_’jla”‘;
v

fire jedes belicbige dy beftdndig das namliche Seidhen; und swar
ift diefes Ieichen pofitiv, wenn der Unterfchied der Grenyen b—a
pofitiv ift, wie man annchmen fann; alfo findet ein Fleinfrer
Werth wicklich Statt, was aber obhnehin flac ift.

Yus der Bleihung y'=c oder dy=cdx echalt man dur

dx
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teitere Sntegration, twenn h eine neue onftante ift, y=cx-+h.
Die Conftanten ¢ und h find fo ju beftimmen, daf dic Linie
durd die beiden gegebenen Puncte gehe; wovaus man folgende
Gleichung fiie diefelbe echalt:

y—B__ x——b.

A—B a—b

154. ©4 werde ferner die Firjefte Cinie stvifhen sroei Pun:
cten im Raume veclangt. Da die Lange Dderfelben durcy pag

/.l/1+(¥ + —Z_) -dx

ausgedriicft toird, fo ift hier v_.]/1+(dy) ( ) , und

e8 find oei Grdfen, ndmlich y nnd z, afd Functionen von x ju
beftimmen. Die Methode ift indeffen immer die namlihe. Man
fdhreibe y4+kdy+ -+, zkdz -+ flatt y und z, und ent:
widele dic RVariation dv; fo muf das Fntegral fdv.dx RNull
fein, Man fann die Rechnung folgendermaagen madhen:

€8 ift, wenn Vdx?4-dy?dzi=ds gefet wird,

Sntegral

dy dz
dv= -J‘;ddy+d—7s ddz,

— dy<5dy dzddzy |
8 fvdx=/0v-dx J’ ( T)’
Durdh theiltoeife Integration ergiebt fich

dfvdx—dy 5y+——5z—f [d(dv)d +d(dz)‘5 I

und el dy, oz an den Grengen Rull find, und J/vdx=0
fein foll, mug

d(g%) 5y+d(j—§) 0z=0 A.

fein. Sn diefer Gleichung find Iy, 0z gany belichig und unab:
f)&ngig von einander ; diefelbe Fann alfo nue dann beftefen, twenn
20

folglich
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d(%}si)z(l, d(ad—:i) =0,

e dy dz
mithin =6 p=¢
ift; cund ¢ find Conftanten.  Dicfe Gleichungen geben cine
gevabe inie, wie feicht su fehen ijt.
€8 Fann aber aud) die furjefte Linie jwifchen joei Puncten
auf ciner gegebenen Fladhe verlangt twerden, Da die Vogen:
tange immer durdy SV dxi4-dy 4 dz®  ausgedeicht wird, fo
findet man durdy Variation wieder die namliche Gleichung A.,

d(;’—z)sy-;.d((‘l’—z)dz_—:o.

Sn diefer Gleidung find dy und Jz nidht mehr unadhangig von
cinander, roie vorhin. Seht man namlidhy in der Sleichung dev
§lade f(x,y,z2)=0, y+kdy-4--+, z4-kdzt- ftatt y und z,
unbd entwicelt nad) Potensen von k, fo echalt man

f4-kf ]ga’f+-.-=0
und die Coefficienten der verfhicdenen Potengen von k  mifen,
eingeln, Null fein. Fun findet man fofort

df df df d f(),l".

6f=H}JY+d_zdz’ alfo muf (T_)—fdy_'—o—li =0

—3%5;—: b i, (%’) e
gerwdhnlic), mit q begeichnet toird,
0z —qdy=0.
Demnach giebt die Gleichung A, wenn flir dz fein Werth
qdy gefegt mwird,

d Eil—z +q(l(j—2)=0,

cine Differentialgleidhung jroeiter Ordnung fie die verfangte Frs
sefte Ginie, welde nadhher nodh néher betrachtet werden foll.

fein, oder, wenn der Quotient
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155. @ine bemerfenstoerthe Aenderung der Aufgabe in
§. 152. entfteht, twenn die GBrengen ded Integrals JSvdx, roeldes
einen grdfiten oder Fleinfen Wecth exhalten foll, nicht feft find,
fondern nur gewiffen Bedingungen Beniige feiften mitffon. Um
bie Bedeutung bicrvon anfdhaulich ju madyen, dient am beften
dag Beifpiel der Flrseften Sinie. Man Fann ndmlich die Firgefre
finie quf einec Flache nicht roifchen groei Puncten, fondeen jri
fden jroci, ihrer Befchaffenheit und Lage nac, gegebenen Gyp-
ben verlangen. Wm die Methode darjuitellen, reidht es pin,
wenn nue eine Grenge ald vevanderlich, die andere aber als feft
angenommen toied, alfo 3. B. die flrgefte Linie von einem gege:
benen Puncte aus nach einer gegebenen Curve verlangt toicd.

@8 werde alfo der grofte oder Eleinfte MWerth des Fntegrals

(/‘fl(xl y, y)dx

verfangt.  An der einen Grense mogen die Werthe von x und
¥ gegeben fein (diefelbe it in dem vorftehenden [ntegral unbe:
jeichnet gelaffen worden); an der anderen Grenge ift aber der
Werth von x, nidht gegeben, fondern ed toitd nur verlangt, daf
an biefer Grenge y eine gegebene Junction von x, alfo y, =vx,
fei, wenn mit y, der Werth von y, an der Grenge, beseichnet
witd, Man fieht, dag die Gleidhung y, =1x,, verbunden mit
der Gleidhung dev Floche, die begrengende Curve Defimmt.

Man frelle fich suerft Den Werth von x, al8 gefunden, oder
bie Grenje x, al8 feft vor; fo muf der Werth des Integrafs
S, ¥, y)dx
ein grofter oder Fleinfer unter allen denen fein, weldye fir die
némlichen feften Grengen mdglich find. €8 muf affo genau die
tdmlide Gleidung fie das Gedfite oder Kleinfte gelten, rie vor
Bin, als die Grengen feft toaven, namlich:

dv d¢¥)__

=0

dy dx —

Um dies audh an einem Beifpicle anfchaulich su machen, fo ife offens
20 *
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pav, vafi die Eirefte Linie stoifchen jtoei Curven, auf einer Flache,
auch die Firgefte gwifchen ihren beiden in diefen Curoen befindliz
chen Endpuncten fein muf; daf alfo die Bevanderlichfeit dec
Grengen feinen Ginflu auf die Differentialgleidhung der Curve,
fondern nur auf die Veftimmung der Conftanten der JFntegras
tion Haben fann, Wenn nun die Srengroerthe von y beide tillz
fiulih gegeben fein, ober Delicbigen Bedingungen untertoorfen
terden follen, fo fann died nuv gefchehen, wenn die Gleichung

aus toelcber y 3u beftimmen ift, cine Differentialgleichung jweis
ter Ordnung ift, deven Jntegration jwei toillFuclide Confranten

pesheififet. ffo muf v'=dﬂy"7
denn fonft toirde nur eine Diffeventialgleichung erfter Ordnung
entftehen.

Man fann fih indeffen fibecseugen, daf, twenn 3——;’,: 0,

nicht unabhangig von y' fein;

’ - b
bagegen 3——; nicht Null ift, der Werth ded Yntegrals f O2y.dx
(§. 152.), deflen Ausdrud in diefem Falle folgender ift:

oD
'/a d’v +2—6y6y ) dx,

nicht fir jedes beliebxge dy das ndmliche Jeidyen bebalten, alj0
gac fein grofiter oder Fleinfter Werth des Jntegrald Svdx Statt
finden fann.  Sndeflen wird dies hier nuv gelegentlid) bemerft,
und foll nicht tweiter aqusgefuhrt toerden.

Bovausgefest alfo, daf die Gleidung L=0 jeiter Ord?
nung ift, fo liefert ifhre §ntegration y=o(x,c,c), o c und
¢’ Conftanten find. Da die Werthe von x und y an der einent
Grenge gegeben find, fo toicd dadurd) eine der Confranten elimis
nict; daber erhdlt man mur nod y=9(x,c), und die Conftante
c ift aus Der Bedingung ju beftinmen, daf fiur x=xu

309

twerde, alfo daf
yn=fP(Xu c)

y=uyx,=y,

fein mug.
FNun foll der Weeth von x; fo beftimmt rerden, daf das

/l?(x, v, y)dx

wotin y =eq(x,c), grofer oder fleiner toerde, al8 far jeden an-
deren Werth von x,.  Man dndere alfo x, wm dx,, und us
gleich die davon abhangige Conftante ¢ um de, fo twerden y und

Yntegral

v in V+g Sc und y+—-—dc fibergehen, und das gedn:

derte ntegral Demnadh fein:

+3x dy rody™,
fx' f(x,y+a%(5c, y+—d'—yc—dc)‘dx.

Man entroictle diefes Sntegral nad) Potenzen von dx, und Je;

fo muf, wenn ein Srdftes oder Kicinftes Statt finden foll, wie o v

bie GSumme der der Glicder erfter Ordnung Null fein.  Das
vorgelegte Sntegral [4fit fich in jtoei andere gerlegen, deven crfted
bis x,, das jrweite von x, bis.x, 4dx; geht. Dad Jntegral

./‘xl+8xf(x,y+dvacf y+ dy d‘c)dx

ift gleich dem Producte aus dem QSntervalle Jdx, in einen Mit-
telwertfy dev Function f; und da man diefed Fntervall beliedig
Flein annehmen darf, fo Fann man diefen Mitteloerth ohne Wei:
teres dem Terthe gleich feen, welden fxy,y) fir x=x,
ethilts alfo gleid) Ox,+f(x1,yu,¥'1)- Das andere Fntegral,

H x,y+g de, ¥ +—~—-Gc)dx
ift gleich

xusdf d di dy'
ff(xIYIy)dx+f (d y +d ;"——5(,)(17(,

und det grocite Sheil von dicfer Summe ergicht fich durch theil-
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4y ("y)

weife Integration, weif —‘—
(

/"‘l(df d_y df (3‘(‘)) Jedx=—

dy* de¢ dy

df
df dy " )dy
&y de ,/ (dv— x/ dodedx

wobon aber das legte Glied Null ift, teil
df
df d(dy’)_

Die Glieder der erften Ordnung der gefommten Yenderung,
welde sufammen Null fein mafen, find demnad

df d
0 (X, Yy, YO+ dy’ . (';;15

o Gbevall fir x und y die Werthe x, und y, ju fesen find.

Nun ift yi=q¢(x,;, ©),

bemnady, twenn x,, ¢, yy i x,4-0x, e-de, y -4y, - fibergehen,
‘ 1 d
dy, ——:l;rl 0x, 4 —=— yl 60/

dy, . Vs
—_ a;(ll'-()x, =dy, —y'; 0x,
und mithin dic Vedingungdgleichung fir die verdnderliche SBrenge
folgende:

dy, o &
alfo F«Tdc_dy‘

0x f(x, ¥4,y 1)+ (dvl—.Yldxl)—U

Da nun ferner y, =1x, gcgeben, mithin  dy, =y'x,0x, ifty
fo echalt man durc) Glimination von Jy, eine von & unabhins
gige Gleidhung jwifchen x, und y,, aud welder, nah Eliminas
tion von yy, der Werth von x, gefunden rerden fann.
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156, Wicd 3. B. die Fitegefte Yinic auf ciner Flache, von
cinem Puncte nady einer  gegebenen  Surve verfangt; fo fei
F(x, y, z)==0 bdic Olcihung der Flache, und y=wx bdie
socite Gleichung flie die auf der Flade liegende Gurpe. Aus
der Sleichung der Flade hat man
dz=pdx+qdy, oder z'=p--qy/,

o pe d7)’ 0=(§ ) al$ Functionen von x und y zu bes

dx
dz dy X

tradpten find, und 2'=1, ¥' =gy gefest ift. Demnach ift
v=I(x, y, y') = V1+y,2+;’\2
oy df v +qz
tithin Iy ‘7—1——_—._———}7,—;_7_7——
und folglich

; N af — 1 4-pz’

Yy :y Vidy ' ra®

Daher erhalt man folgende Vedingung fir die Grenje:
(14-pz')0x, 4 (y'4+qz )0y, =0
oder 0x1-y'dy, 2 (pdx4-qdy, ) =0.
d.Yl dﬁ
dx, ’ dx,
gefest eeden, weldpe diefe Grdfien an der Grenge evhalten;
fest man noch fir pdx,-+qdy, feinen Werth dz, cin, und di:
vidict mit Jx,, fo fommt:
dyl Syl dz| 87| —0.
dx, 3%, dx, le
Fn vorfiehender Gfcicoung besieht fich Das eichen d auf die
Flirgefte Rinie, & auf die Grengeurve, fo daf die Tangente dec
Elvgeften Qinie, in ihrem Gndpuncte, durd) die Gleidhungen
u—x, V=Y __W—h
dx, — d_yl dz,
Dagegen die Tangente der Grengeurve, in demfelben Puncte,

Sn diefer Gleihung miffen fratt y', 2’ die Werthe

a.

1422
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U—X, _ v—yi__W—1,
durdy 0, = Oy, = o,

ausgedricft roerden.  Beide Tangenten frehen fenfredht auf eins
ander, wenn

dx, 0x \~4-dy, 0y, 4dz,0z, =0 b.

ift. Da diefe Bleichung mit der obigen a. cinerlei ift, fo befteht
die Grenjbedingung, geometrifdh ausgedriicht, darin, daf die Firs
gefte Linie fenfrecht auf der Grenjeurve fiehen muf.

157, Die flrjefte Linie auf ciner Flache Hat merfroficdige
Cigenfdpaften, deven vollftandiger Bereis jedod) eine geometris
fche Untecfucdbung vorausfest, die hice junadft folgen foll. Man
denfe fid namlidh auf einer gegebonen frummen Flache eine bes
liebige Gurve gezeichnet, und (nad) §.81.) cine abwicfelbare Bes
rahrungsfliche an Ddiefelbe gelegt. Man verfangt ju wiffen, was
aus dicfer Curve toird, wenn die Berdbhrungiflade in cine Fohene
ausgebreitet, und mit ihr die Curve abgewicfelt wird.

Dic gegebene Flade fei guerft eine Kugel, und die darauf
geseichnete Qurve ein Kueis.  Die berithrende Fdche ift alsdann
ein gevader Kegel, oder, wenn der Keeid cin qudfiter ift, cin Sy
linder.  Man Fann aber den legteven Fall als im ecfren allges
meinen Fall enthalten anfelyen, und demnach nur diefen Oetrach:
ten. €& fei R der Halbmeffer deg Kreifed, o die Seite des Bes
vithrungsfegels, von der Spige deg Kegels bis ju dem bectihrten
Kreife; i die Neigung von R gegen die Berhhrungsebene der
Rugel, alfo aud) gegen die Seite ¢ des RKegels; fo lehut die geos
metrifhe Anfhauung febr leicdht, dag o cosi=R if.

Widelt man nun den Kreid von der Kugel, vermittelft ded
Kegels, ab, fo geht derfelbe in einen Kreisbogen dber, deffen
Halbmeffer  die Seite o De8 Regeld ift.  E8  findet alfo
gwifdhen dem Kreife und feiner Abwidelung der Sufammenbhang
Ctatt, welden die Gleihung ocosi==R ausfpridht, in mwelder
fih o al8 der Kvimmungshalbmeffer dev abgewicelten Gurve
betrachten [aft.
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Nun fei ferner eine belichige Curoe auf einer belicbigen
Slache gegeben, und Die abroicfelbare Berdhrungsfldche angelegt.
3 fi R ber Seiimmungshatbmefler der Gurve in irgend cinem
Puncte B, und ¢ der Krhmmungshalbmefer der abgervictelten
Gurve, in dem entfprechenden Puncte; ficnec i die Neigung ded
Srimmungshalbmeffers R gegen bie'%erubrung;écbme ver Fladye,
in demfelben Puncte B.  Man ecridte nod) in B die Rormale
der Ffache, und in dem Mittelpuncte des Krdmmungstreifes cin
Yotfy auf der Gbene K Deffelben, fo ift Oﬁ?nbac, baf diefes Qoth
die ormale der Floche in einem gewifien %ncte‘ A treffen
muf, toeif eine durd) den Qriimmungshalbmeffer B und die Normale
ver Fladhe gelegte Ebene fenfrecht auf dec Ebene k ded Krimmungs:
Freifes fteht. Diefen Punct A nehime man gum iiJhtte‘Ipuncte,gnb das
Stk der Normale von A bis jum Beruhrungspuncte B jum
-‘baibmeﬁer cinee Kugel; fo ift der ﬁrﬁmmungéfrei’é vom .b?lb:
mefler R ein Pacallelfreid diefer Kuge!, weldhe mit der Flacde
die Berdhrungsedene im Puncte B gemein hat. Das Bogenele:
ment der Gurve in B fann nun angefehen toerden al8 dem
Kuiimmungsfreife feloft angehdeig, und dag ihm cntfprechende
Glemeat dev abmwidelbaren Berdhrungsfiache ald ein Element ded
Qegels, elher die Kugel vom Haldmeffer AB in dem RKreife
R beethet.  Folglich gilt fite diefes Slement wicderum bie' ®leiz
dung gcosi=R, in welder ¢ junadft die Seite be§ berubrc:}:
den Kegels bedeutet, die aber, nad) volljogener leml&‘efung, in
den Krimmungshaldmeffer Dev abgewictelten Curve ubergeht.
Hicrdurd) echalt man folgenden merfonrdigen Sas:

Gine Guroe toerde von einer Flacdhe, vermittelft einer ange:
legten abtwictelbaren %evﬁbtungéﬂﬁcbf, Obs}t‘w’icfelt; e$ fei R der
Kefiimmungshalbmefier der urve in ivgend einem Puncte B, ¢
der Sefimmungshalbomefier dec abgewidelten Curve in dem ent:
Tprechenden Puncte, und i bie Neigung des Krimmungshalb:

meffers R gegen die an B gefegte Berdhrungsebene der Fladbe;
1 __cosi

o ift ocosi=R obder e R
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Jun ift die Oleidung dev anfdhlichenden Eoene oder der

Gbene des Kedmmungsfreifes folgende:
Alt—x) 4 BE—y) 4+ Cw—2)=0),
wo A, B, C daffefbe find, wie in § 70.; und die der Berdhrungs-
Gbene: —pu—x)—q(v—y) - w—2=0.
Man fege p=|/A*+B4-C?, v=\V14p'+¢*, fo et

balt man i die Neigung i der berilrenden gegen die an-
fdbliefende Cbene

fvecosi=C—Ap—Bq.
Man fege d2s=0, alfo dxd?x~dyd®y 4 dzd*z=dsd?*s=0,
und fhaffe mit Hilfe diefer Sleichung dx aus C und B rveg,
fo findet man {eicht:
—Bdx=dydzd?y4-dz*d?z4-dx2d?z,

Cdx=dy*d*y+dzdyd*z4dx*d?y,
und hieraus, wenn man die Glieder, welde d2y, und wieder dic,
welde d*z enthalten, jufammenfafit, und gehdrig veducivt:

(C—Ap—Bq)dx=ds*(d*y+qd3z).
Demnach erhalt man

pv cosiedx=ds*(d’y4-qd*z).

3

Seener ift der  Kedmmungshalbmeffer R=d%; (8. 70.),

alfo itd 4 4
y az
cosi_d’y+qd’z_d(£)+qd(ds)_1_
R 7 vdxeds vdx o’

dev Ausdruct fie den Krummungshalbmeffec ¢ der abgervictel-
fen Curpe,

158. Solf alfo cine Gleihung fir die abgewicdelte chene
Gurve gefunden roerden, fo nehme man in dev Ghene derfelben
beliebige vedtwoinfliche Coordinaten u und v any und drice das
Bogenclement ds und den Krummungshalbmeffer o dev abge:
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wickelten Curoe durch die Coordinaten u ynd v overmittelft der
folgenden befannten Formeln aus:

{urdvry
dud?v—dvdZa’
Offenbar muf das Bogenelement dec abgerwicelten Curve dem

entfprechenden Bogenelement dev gegebenen Gurve, auf der Fla:
de, gleich fein. Demnach exhalt man folgende Sleidhung:

duif-dv? = dx?4-dy’4dz*. 1,

ds=\/du*4-dv? und o=

, U . alfo
Sernee ift, nadh dem Obigen, ("—cosi’\

2
(du?4-dv®)* _ R 2.

—e

dud?v—dvd?u~ cosi
Die Grofe RN ift al8 Function von x, y, z ausgedricft worden.
cos1

Da nun vermdge der Gleidhungen der Curve, y und z Functio:
nen von x find, fo ethalt man durc) Wegfdhaffung von y und
z, jur Beftimmung dev abgewicelten Curve, groei Gleidhungen
von der Form:

Vdu? 4-dv? == gx- dx
und dlld’v—dvd;u=wx’

(du?~4-dv?)?
oo ¢x und Yx jtoei befannte Functionen pon x find.  Multi:
plicict man diefelden in einander, fo fommt

dud?v—dvd®u__ .
_Bm-_lpx-qm-dx

, dv .
Die Grdfie linfs it aber gleih darcig (d—u); alfo cehalt

dv
man durd) Sntegration arc tg-— ==/ Yx+ @x « dx 4 Const.,

du

und mithin
dv

—tg [c-H/Yx-px-dx]=1g X.
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Hieraus folgt 1+( ) co.slx"

u=\/du2\+-dv’ ccosX, dv=V/du+4dv?.sinX,

mithin, roenn man fie V/du’4-dv? feinen Werth gpxdx fest,
du==g@x«cos X+dx, dv==@x-sinX.dx;

alfo durch ntegration

u—a=/gx+cosX+dx, v—-b=/px sinx .+ dx;
a und b willficliche Sonftanten.

Bermittelft diefer Gleichungen witd man u, v ald Functio-

nen von x ausgedrucht echalten, und durdh) Elimination von x
aus Deiden Ausdraden die Gleihung jwvifchen u und v finden,
toelche die der abgewicfelten Surve ift.  Diefelbe enthalt drei
willficliche Conftanten, deven BVeftimmung von der Wah! der
Goordinatenagen u, v in der Gbene der abgervicfelten Surve ab-
Dangt. Die Aufldfung der in diefem §. vorgelegten Aufgabe,
némlih die Gleichung der abgewictelten Surve ju finden, ift hicr
nuc fury angedeutet torden, toeil diefelbe, obfchon al8 geometris
fde Aufgabe bemerfensterth, dod) im Folgenden nidht weiter in
Gebraud Fommen toird.

alfo

159. Man hat nadh §. 157.
dy dz
cosn (ds)+ (ds
() R
Jie die Flrjefte Linie auf einer Frummen Flade war

o) res(2) =

alfo cosi=0. Dies bedeutct, daf der Krimmungshalbmeffer

ber Fdrgeften Qinie in jedem Puncte fenfreht auf der Beridh:
rungsebene der Fldde fteht, mithin in die RNormale der
Flade fallt; ras die erfte allgemeine Gigenfchaft det
Birgeften finie aquf einer Flahe ausmadbt.  Ferner ift auch
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X !
27:0, d. b wird die fitcsefte Qinie, vermittelft einer an:
gelegten  abickelbaren Berdhrungsfiache, von bder gegebenen

&ladbe in eine Ebene abgewicelt, fo gebt fie in eine gerade iz
1
nie fiber (el das Kedmmungsmaag ¢ et abgeticPelten ebenen

Gurve Null ift). Aus diefer sroeiten allgemeinen Eigenfehaft der Firr-
seften finie auf einer Flache fann man fofort fchfiefen, vaf die
ficsefte Linie auf einer Kugel ein Bogen eines groften RKueifes,
und auf e¢inem Kreideplinder cin Bogen einer Sdhraubenlinie ift.
Wil man die legtere durd) Rechnung finden, fo fithre man Po-
larcoordinaten x==rcos®, y==r sin @ cin; alsdann ift r=—a
die Glcichung des Eplinderd, und man erhalt fir das Bogenele:
ment einec belichigen Gurve auf dem Eplinder:
dx’+dy’+dz"=r"d(p2+dr2+dzz=a’-drp"+dzz,

Man muf affo die Bariation des Integrales f}/a’dp’4-dz?
Null fepen. Die Rechnung giebt, twenn nad) z variirt wird,

iV a 2dg0’+d22=5fds‘=
dz d dz dzyie |
‘f = Jz—;/c.l &)BL’

mithin d(‘%):o, ober dz==cds al$ Gleihung der Furseften
[§

Sinie. Jun ift aber ds=V/a*dp>4dz*; folglic
dz'z___c‘](anq)'l_l_dZ?);

=y
afo z=—ko-4k, bdi @Iend)ung fir eine Schraubenlinie, in
welcher k und k' willfdeliche Conftanten find.
Um die Firsefte Sinie auf einem geraden Kegel ju finden, fe
z=rigc .
die Gleidung beffelben; und  X==rcos¢q, y=r sinQ.
Man echdlt

A dgo__k dog,
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ds=r?dP*-dr? 4-dz? =r?dp?+4-dr*(14itg a?),
'2
e 2
odet ds? =r2deg? +cosa
Geit man nun f/. l/ ’dgp’+zo—o‘2 =0, und entroicfelt

die Bariationen, fo Fommt, wenn dr=0 gefett, alfo nur nadh
@ variict icd,

1 2
8fds= d(pdd(p d(pd. /:i r de S,

Solglich muf, fir die Puraefte Linie,

d(r dg =0; r’dp=cds fein.

Diefe Gleihung gieht
r‘d9)’=c’( r2de? +__(ll‘ )

cosot
rips __ cdr 1
mithin dQ’-—-cosa r V;r_cz ’
ober, tvenn man -11-_=v fest,
c dv

dp=— coso \/1 Vl—civ?
alfo cos a+ dp = d arc cos (cv),
oder arc cos (ev)==g cos a+k,
mithin cv=§-=cos (pcosa-4k);
ober rcos (¢ cos a+k)==c,

al8 Bleichung der Flirgeften Sinie auf dem geraden Kegel ; in twels
der k und ¢ wilfirlihe Conftanten find.  Diefelben tverden
beftimmt, toenn die beiden Gndpuncte der Filrjeften Linie geges
ben find.

160. €8 titd die Gleihung derjenigen Curve verfangt,
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weldye, auf einer gegebenen Frummen Fadhe, mit gegebenem Um:
tinge, ben grdfiten Flachenvaum cinfdlieft. Dicfe Aufgabe ift
von den bisherigen Dadurch unterfehieden, daf fie ein beding:
tes Magimum verlangt, ndmlich den grdfiten Flachenvaum un:
ter dev Bedingung eines gegebenen Umringed.  Um dem Lefer
dag Werftandnif gu ecleichtern, foll guerft die Goene als die ges
gebene Flache angenommen toetden. @8 fei a der Anfang der
Coordinaten (Fig. 28.), ab die Age Per X, m und n roei gege:
bene Puncte, deven Eoordinaten am'==¢, mm=g, an'=¢,
nn=g find; fo follen die Puncte m und n durd) einen Bogen
von gegebener finge mn fo mit einander verbunden werden,
baf der Raum F=mm'n'n fo grof af8 mdglich fei.

Die Gleihung dev gefudbten Curve fei y="Ix; der gefudite
Raum /ydx fei F, und dev Bogen L=/} dx’dy*= ber
gegebenen Grdfie 4 (die Jntegrale find von x=c i x=c' ju
nehmen). Man bilde den Ausdruct

F+4LhL,
iu twelchem h eine beliebige beftandige Srdfie angeigt, fese die
Baviation deffelben
O(F+4hL)= 0F4-hJL =0,

und enttvicfele fie nach den bisherigen Regeln; fo wird man die:
jenige Gleichung soifdhen x und y erbalten, weldhe, fir cin bes
lichiges b, den Gefammttoceth von F-hL  3u einem groften
madyt; fo daf, toenn man eine andere Bleidung (B.) jwifdyen
X und y annimmt, die nur den vorgefchricbenen Grengbedingun:
gen Gentige thut, der daraus entftehende Werth (F'4-hL') pes
obigen Yusdrucfes nothroendig Fleiner ift, ald der qus (A)) pes
vechnete, Sn der Glcidung A. ift aber noch h, al$ eine unbe:
ftimmte Gonftante, nady Grfillung allee Grengbedingungen, ent-
Datten; twird demnacy aus A. der Weeth von L entwictett, fo
witd audh diefer noch h enthalten.  Man deftimme h aus der
Bleihung L==2; fo wird h eine Function von 4, und mithin
al8 eine gegebenen Grofe angufehen fein. Der gefundene Werth
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von h fei h'; fo liefert die Gleichung A. den gudften Werth,

den dee Ausdrud F-h'L erhalten fann, und gicbt jugleich

L=4. ®abe 8 g nun nody eine Gleihung B., weldhe F'=>)

und gugleihy L'=2 [ieferte, fo mifite aud) offenbar
F4hL'>F~+h'L

fein; alfo ware F-4-h'L nidht das unbedingte Magimum, twas

gegen die Ynnahme ift.

Man findet alfo diejenige SBleichung jwifhen x und y, toelche
den grofiten Werth von F und den gegebenen Werth von L fie:
fert, d. b, man findet das bedingte Magimum von F, roenn
man juerft das unbedingte Mapimum von

~ F4hL
nady den Regeln der Variationsrechnung fudht, und Hicvauf " h
fo beftimmt, daf L feinen gegebenen FWerth erhalte.  Hicraus
entfpringt folgende, fir die anwenbung der Bariationsrechnung
febr widtige Regel:

@8 feien v und w jtoei Functionen von x, y, y' v", w. f.f.
Wenn nun dec grofite oder Fleinfte Werth des Jntegéalé F—fvdx
verlangt toird, untee der Bedingung, dafi jugleidh L=/wdx eir
nen gegebenen Werth habe; fo multiplicive man L mit einee
willFicliden Conftante h, und madye die Summe

F~+hL

ju ecinem unbedingten Magimum oder Minimum, indem man,
nady den friheven RNegeln, die BVariation JIF+4hdL=0 f{egt,
Hiceaus wird fih eine Gleidung jwwifden x und y evgeben,
welde, nady gehbriger Veftimmung der Sonfranten, namentlic
aucdy der Gedfe b, dasd verlangte bedingte Mayimum oder Mi-
nimum von F, fir einen gegebenen Werth von L, fiefern mug.

Diefe Regel foll fogleich an dem vorgelegten Beifpiele erliutert
toerden.  Um die verlangte Curve gu finden, weldhe, bei gegebes
ner fange L, die grdfite Flache F begrdnst, bilde man die Summe

F4hL=/ydxh/V dx* 4 dy?
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und fege ifhre Bariation Null.  Wird nadhy y variict, fo Fommt
0fydx=/dydx,

‘]_.Vdasﬂz ‘;_Y ./(.i(d‘)(;
Folglich ()fyd\:+hdfds——¥ Sy + f (4x—na ((“))ay

Diefe Variation muf Null fein, und da, wegen der Unverdnder:
lichFeit dev Grenjen, das Glied auferhalb des Integralieichens
von felbft MNull ift, fo echdlt man folgende Sleidung fir die
gefudte Curve:

ud  dfds=0/V dxi 4y =

dx—hd (“‘
und durch Sntegration: a
x—a=h IV 3
folglich (x—a)*[dx?~4-dy?]==h?dy*:
(x—a)d\

odet

AR]

Vir—e—a®)
woraud fofort  y—b==}/h? —(x—a)?,
oder (x—a)?4-(y—b)?=h*
folgt. Sn diefer Gleidhung find a und b bdie willfdvlichen Con:
ftanten. Sie giebt einen Kreis, deffen Halbmeffer h nad) Maaf-
gabe der gegebenen Bogenlange gu beftimmen ift.

161, Wicd gllgemein die Guroe perfangt, welde auf einer

gegebenen Frummen Flache mit einem gegebenen Umringe den
grdften Naum cinjhlicht, fo erhalt man dag doppelte Sntegral

VA4 praqi.dedy al$ Ausdrud der Oberflache, und
SV axirdy*dz®  als Ausdruc e Bogens, Man biide
nun die Summe Jfvdyds—+D/ds

und fege ihre Wariation Rull.  (In Ddiefen Fovmeln ife

P=( ) q= ﬂ})’v___-\/f.ﬁ,?_;(i’i gefest.)  Demnady

21
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ift gu fepen:
dff vdydx 4 hd/ds==0.

1im die Rechnung fo oiel alg mdalish su vercinfachen, denfe man
, 1z ) , .
fich p=zl—z, q ‘=(3T32 al8 Gunctionen von x und v acgeben, alfo
aud) v al8 cine Function ven x und y, und die ntegration
pon v in Begug auf y vollzogen. Man fege fvdy=w, fo ift
w eine ebenfalld gegebene Gunction ven x und vy, fo Deftimmt,
dag g—; —v. Utgdann geht ffvdyds in fiwdx fiber, und man

cehalt demnach die Sleidhung
dfwdx4hd/fds=0.

Raciict man nad) y, fo fommt
dw ,
(sza—y()y::v(;y,

affo Jfwdz==fOwdx==/fvIydx;"

s tf VAl = Okl
- a3

dv dz dvy ¢ dzy
und, weil dz=qdy ift,
d‘fwdx;l—-hdfds:—_. .

dy dz : dy dzp.

(—lgdy+ a—;dz-{:/ [de—hdﬁs hqd dsJ dy=0.
Die vom Sntegralzeichen freien Glivoer find von felbft Rull,
wenn Jy an den Grengen dev Sntegration Null ift, d. f, rent
die Gurpe durch jwei gegebencn Puncte gehen foll.  Man cehalt
ferner als Gleihung der gefuchten Curve

s [ ) |

ober d (‘%)+ qd(g—Z) — V_l‘:_"
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. lt1bllftfl’)€n-bc Bleichung ift, wie may fieht, emeelei mit
oy (§. 157.), oder fie giebt o=h, und [ef)vt mithin
folaende mecfrofirdige  Sigenfchaft ‘
Wird die l@uwe ves ffwjeftgtb limfi:gegdg:::ﬁt@uw’c e
[f'gt'cn abmucf‘g[baren Beruhrungsfidde in eine @b:lft o "mgc;
fo ift bevz S?L"ununungér)albmcﬁ'ec dev abgcmi&c(tcnm babgcmtd’t‘lt,
von rbcft.anbxger Brofe, und diefe demnady ein e et e
ein Kreisbogen. Reeds ot
y @we? ift die daracteriftifhe Gigenfhaft der Gurpen Fligge:
:;L:Itd)limulng:é' auf belicbigen SI&d)en; 0. D). derjenigen @uv»?;’
o ,e bzn ev allen von gleichem Umringe und durdh bicfclbex:
e gege Cm‘fl Puncte gehenden, den ardften Raum a :
Slade einfdlicfen, o
. b?gta@n ‘erfxer)‘t auté diefer Gigenfchaft fofort, daf auf dev Ku:
uroe des Fivgeften Umeinges ein Keeis ift.

162, i ; ; ,
ﬁreis;@[)un?}u man die Gleihung diefer Curve nody fir den
wicder die @“,““b en gevaden Kegel entwiceln, fo fege man
feihungen r—a und z=—=r tg a diefer Fladhen

§- 159) 3u Grunde. D
. Der Yug : o X
clement auf dem Gylinbec mtu drud fiw ein beliebiges Bogen:

. T =atdpt ey
yn1b giebt, ve}'g[xcbcn mit dem allgemeinen Augdruce in &, {07
indem man fih die Coordinaten x, y, z als Sunctionb'. M
pP=9, q==z denft, oo
E=a?* F=0, G=1;
alio EG—F2=a?, und mithi
x =a?, ithin - adpdz  der 9
e usov y U
§la§)enelemcnteé. Um nun die Curve des Fiyge ot s
fu finden, muf man fegen:
0ffadpdz+ h(}/\//;m =0
oder toennt nodh nach z integrivt titd,
Y adp+bdf V309 p 027
21 *

ften Umeinges
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Dic Variation nach z giebt

! /' [adrp—hd((;—zs-)] $2=0,

alfo ad«p::hd(%zs) alé die gefuchte Gleichung.

man diefelbe, fo Fommt

Yutegrirt

1z
a((p-—-a): hil—s’

« die willfictibe Conftante,  Hieraus erhalt man toeiter, el
(lq_\/m,
al(p—a)?(ade? +dz“)—-h"dz
und folglidh
at(@—a)?dp? =(h*—a*(p—a)")dz*,
obec, wenn jur YbERrgung @ ftatt p—o gefest toird,
a?qpdeg

Vhi—ay?
mithin  z=c—)/h—arg?, oder (z—O)’atp?=h? alé
Gleichung der gefuchten Curve, in toeldyer c eine neue beliebige
Gonftante ift.

=dz,

Um fich von diefer Curve eine deutliche Anfhauung 3u vers

fdaffen, darf man nue bedenfen, daf, enn der Cplinder in cine
@bene ausgebreitet roird, diefe Gurte dic Geftalt eines Kreifes annefy
men muf. Dafietbe gilt auch von dev folgenden Gurve auf dem
geraden Kegel, fo tie fibechaupt von den Curven Firegeften Unv
ringes auf affen abwideibaren Fladen.

163. uf dem geraden Kegel, beffen Gleihung z=r 1%
etf)alt man den Yusdrud eined glacbenelementeé nad der %ocme[

V() + (G e

ves §. 108. Man Hat namlich i%:tga, %:0, folgtich das
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Slachenetement gleich
rdrdeg
cosa
Demnach muf gefetit toerden:

rdrde
)
Qﬂ cosa+ fi/ "dq)"+__“_"

coso?

tpr'dr ]/
oder ? Cos o h{/‘ 2d902+_‘—i—0

cosa

\

Bariirt man nah ¢, fo fommt:

(Z/'(pr dr__ ‘/’ﬁlraq;
cosa ) coso’
Die Variation des Bogens ift fhon frither (§. 159.) berechret.

Tiigt man diefelbe Hingu, und fest die unter dem i
gt 1 ‘ Sntegralzeichen
befindlichen Glieder Null, fo findet {idh folgende @Sleict)ung3

rdr r2dg
sma;z fegge sur AbRIrsung h cosa==k, fo giebt die vorftehende
Gleichung ducch cine erfte Integration |

r’4k2—c? ride
2k - =0

in toeldher Formel c eine toillfirliche Conftante bedeutet. Run ijt
ds:]/ tdg? dr?_
¢ +COSOL
Wird diefer Werth cingefest, und weiter entroicelt, fo Fomme
4k2r4dq)'2=(r2+k2_c‘l)2(r2dlp'j+ d["l )

cosat )’

alfo
\/mijrdq)=(—wr
€05 & '
Man bemerfe, dafi
. 4k r?—(r2 -k 2 —c?)? =471 —(r2efog 2k 2)?
und fchreibe demnach
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(r24-k*—c? )‘,ll’____._g

s (e dp == —————— - e
cosctedip Ve~ (e —kt)

Nuu i rig¢i—h?=2cr-u ooer
r  c?—k?
u_‘Z—c+ 2¢cr
. 1 ¢?—k? _r"—i—k’—«(z‘dl
|‘0 fommt du= (%———QFX‘T r—= Jor? |
rzk?—c?
——-————2“2 odr,
und roeil cosa-dtp:i/ (rz+c2;:—l;2)"
1— 2cr
du
" erhd " o dp —= ——=—=
fo ecbalt man coswedg \/1—-u“l

folglich durdh Sntegration (m eine toilEfcliche Conjtante?

@ cos e-Fm=arcsin u,
u==sin (¢ cos o—§-m),
r?4-c?—k > =2cr sin (P cos a~-m),
pdet r2—2cr sin (p cosa—+m)--c? =k?,
vie Gleichung dev Gurve Furjeften Umringes auf dem gevaden
Qegel.  TWicd fatt m, m-1x gefet, fo echalt diefe Glcidhung
die Form:
: r2—2crcos (¢ coso-fm)4-c* =k

e
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€inige nadytraglide Sufatse.

Su §. 45. @5 verfteht fidh, daf man die Gleihung der
Rangente audy in der andeven Form, namfich u—x=‘.1§(v_\_)
(y X

betradhten muf, um dicjenigen Afpmptoten ju finden, fir welche
1y - . C
:T;\\- unendlidy gro, alfo %‘%:0 witd, und die mithin der Op:
Dinate y pavallel find. '

Ju § 56, Gefest man fande fix x==c 3 B. folgende
Seichenecibhe: .

c. +-400— 4000 —04—00.

Alsdann wirde man fir c-4-de folgende Seichenveihe cehalten,
wie aus der Darftellung in § 56, folgt:

cthde. b ——— 5 3. W,

indem man da, wo vorhin O frand, immer nur das linfs junddift
ftchende Seichen gu fegen hHat.  Diefe Reifhe enthdlt 5 Jeichens
wedfcl.  Dagegen echalt man an der obeven Brenge c—de fol:
genbe Seichenveifye: '

c—de. H4—4—+—+——d+——4— 11 3. B,
die gebifdet toird, wenn man da, wo vorher Rullen franden, ab-
wedyfelnde Seichen fest, und jwar fo, daf das fratt der crfren
Jull, von der Linfen an, gu fegende Seiben dem linfs qunddyfe
ftehenden Beichen entgegengefest ift; alio fo, daf ;. B. aus
00— die Jeicheneeihe 4+ —-+— entfieht, oder qus 4000 —
bie Reifje 4-—f-——, und aus — 0+ dic Reifje — 4+
Die Reibe fir c—dc hat, wic man fieht, 11 Reichenmedbfel;
e3 gehen alfo bei ¢ 11 —5=6 Sridhenwediel perloren, und da
gugleiy fo=0, fc=0, alfo gtoci gleiche LWurse! ¢ vorhanden
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find, fo gehen 4 Feidhentechfel durd) dag Betfchwinden von Ab:

feitungen verlovens mithin find vier Wurseln al8 fehlend anges

jeigt.  Wenn man die vorfrehenden Seichenteihen genau durdy:
geht, fo wicd man hinceichende Beifpiele jur Erldutcrung der in
§. 56. &, 102, 3. 3—27. aufgeftellten Sage finden.

3u §.81. &.148. 3.3. v. u. Rimmt man in der Surve,
deren Tangenten die abwicfelbare Flache erzeugen, drei auf ein-
ander folgende Puncte a, b, c, an, und legt durch diefelben cine
Gbene, fo nabect fid) diefe Ebene defto mehr der anfdhliefenden
Gbene in b, je nadher a und ¢ von beiden Seiten an b ricen.
Die anfchlichende Sbene Fann mithin ald die Shene der Leiden
auf einander folgenden unendlich fleinen Sehnen ab und be,
oder auch jtoeier unenbhd) nafe auf einander folgender Tangen:
ten angefehen werden, Nach §. 80. aber ift diefe Sbene roeicr
auf einander folgender Tangenten ugleih die Berdhrungsebene
der abwidelbaren Fladpe.

d cos x
o~
Su §.99. &.190. 3.1. v.o. Um das Integral Tcos®

gu finden, darf man nur cosx=z fefien, und den Bruch TL

—Zz
serlegen.  Man findet
1 .1 1

1—z2=il+z+71—-z’
dz dz , 4z =1 '1+7
mithin Ji +?/;_z log 81—,
dz ' 1—z .
— =1 C
alfo o=tlg (T)+ ¢,

teldhes der in Jeile 2. juecft angegebene Ausdruck ift.

/ Gedeuct bei den Gebr. Unger,
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BVorrede 3um weiten Theile,

@iefer Theil enthdlt cine von bden erften Glementen
Dig 3u einer gewiffen Grenge foftematifch fortgefiibrte
Darflellung der theoretifchen Medhanif, von welder
jedoch die Mechanif bder Slaffigleiten fir jest noch
ausgefdloffen wordben ift.

Jn Betreff der Srundidne, welde mid) bei die-
fer Avbeit geleitet baben, will ich nuy bemerten, bag
¢8 allerdingd wefentli) darauf anfam, bie Anwen-
bung ber Differential- und Snfegrahmed)n'ung auf
die Mechanif in einem gewiffen Umfange 3u jeigen;
bag e8 mir fedoch Feinedweged Olof p Rechnun=
gen, fondern, und gang Hauptidchlich, um Enpyicees
lung deutlicher Begriffe, um Darlegung veg Sinnes

und de8 Sufammenhanges der mechanifchen Gefese
3w thun gewefen ift.



VI Vorrede,

@8 fdhien mir paffend, einige ftatifche Unterfus
chungen, weldhe ich vor (dngerer Jeit angeftellt, und
in Grelles Sournal (Band 14.und 15.) Dereitd be-
Fannt gemacht batte, bier ia einer neuen Bearbeitung
aufsunehmen. Refer, welche mit der Statik {chon an:
Derweitig befannt find, werben miv viclleicht parin ibre
Buftimmung nidht verfagen, daf durch die Ginflibrung
bes Mittelpuncted der Krdfte in ciner Chene (man febe
§. 11.) die foftematifche Gntwidelung fchon in den er=
flen Glementen nicht unbetrachtlic) gefdrdert ird,
Der bauptiadlichfte Theil jener Unterfuchungen gebt
pon Ceite 78 b3 110; auflerdem fibrt nody ibre
Rerbindung mit dem Gefese dev virtuellen Gefchwin=
digleiten 3u einigen Sdfen, von dDenen meines LBiffensd
bigher nur eingelne Falle beFannt waven.

Herr Profeffor Mobius bhat feinerfeits abnliche
Unterfuchungen angeftellt, und cbenfalls juerft in Crels
led Sournal (Band 16.) im Ausdzuge, fodbann aus:
fithrlicher in feinem vor einigen Honaten erfchienenen
Qehrbuche der Statif mitgetheilt. Gin folched Sufams
mentreffen fcheint mir jedenfalld ju Gunften der Sade
3u fprechen,

Auf die Statit fefter Korper folgt bier, wie in
Werfen diefer Art gewdhnlich, die Theorie ded Seil:
polygond und der Diegfamen Syfteme diberhaupt, mit
welcher ich fodann die der elaftifeh-Dbiegfamen in Die
engfte Berbindbung  gebradyt pabe. Der Gebanfe

Borrede, viI

biersu ift eben fo einfach, alg per Nuftldrung Oder
SGadhe forberlich. Al widtigfies Grgebniff meiner
}Inter‘fucbungen tiber die elaftifche Seder, wvon der idh
jeboch bier nur Biegungen in einer Gbene betrachtet
babe, erlaube ich mir den Seite 150 aufgeftellten
Saf hervorzubeben, welcher angiebt, wvie vie[egzsie un:
gen einer elaftifchen Feber, unter den bort noraugs e:
feiten Umitdnden, tberbaupt moglich find, o, b bgen
Bevingungen ded  Gleichgewidhtes genigen, ?Qiefe'
Srage ift, wenn idy nicht irve, bidher noch nicht beant-
mor'tet' worben; die Lebrbitcher, unter denen ich 3. B,
basjenige von Poiffon nenne, (nan febe die sweite
Q‘Iuégabe deffelben, Band 1, Seite 612) befchranten
fi nur darauf, ju unterfuchen, in yeldhen Fdllen 8

unter' be'n mbglidhen Biegungen eine febr Fleine giebt

moebet bie dbrigen gany unbeachtet Dleiben, Der er:
Tva[)nre Sap Ilebhre bingegen, wie vicle Biegungen in

jedem Falle moglich find, e mag barunter eine fehr

Eleine fein ober nidht.

Die allgemeine Unterfuchung Wber die Bedingun:
ge? ded Gleidhgemwichted folgt, von Seite 165—191‘
groftentheil8 bder théorie générale de Péquilibre et dl,:
mouve'ment des systémes, c¢iner lef)anblung von Poin:
fot, die man in per fechdten Audgabe feiner Statie finbet’
gag ‘?ud) bie fhone Theorie der Rraftepaare me!d);
bier nicht feplen burfte, von diefern um pie 952ed)anif
fo febr verbienten IMathematiter berrtibrt, it allge:



viII Borrede.

mein befannt, o) hHabe i) das Lehrbuch von Poif-
fon, bag Résumé de legons sur Papplication de la mé-
canique von Navier, und den Calcul de effet des
machines von Goriolid an einigen Stellen benugt,
Dasd Lefen in der théorie mathématique des effets du
jeu de billard, ¢benfalld von Coriolid, Deren erfted
Gapitel von Der Bewegung einer Kugel auf einer ho-
rijontalen Gbene, mit Rudficht auf Reibung, banbelt,
veranlafte mich, tber die Bewegung einer Kugel auf

einer fchiefen Gbene, mit Rudficht auf Schwere und

Reibung, eine Unterfuchung anguftellen, Ddie ich Der
S'Qaugtfad)e nach bier aufnehmen 3u dirfen ggglaubt
babe,

Berlin im December 1837,

Der Verfafjer.
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Beridtigungen. 1x

Berichbtigungen,
5. 3. 17. . u. fireidhe einmal wird.
38. 3. 9. 8. u. L. ig. 7.
39. 3. 13. 8. 0. flatt werden lied worden.
44. 3. 1. v, 0. ft. §ig. 14. [, Fig. 11, a.
55. 3. 44. 8. 0. I. a,(v,ZP—ZPy,).
56, 15. 8. 0, 1. des8 Dreieed ABE.

6. v.u. ft. ABC I A, B, C, und ft. BED {, B, C, D.
62. 99 u ft. K=x, [. 6K=x,.
65. 3. 7. u. 3. 13. v. u. flatt fyxdx I, Jyxdy.
68, 3. 3. v. 0. . 256a%q2 [. 256a%¢3.
70. 3. 3. 9. 0. . AB=vy’ [ CB=1v
72.3. 3.8, 0. L. pofitip.
5. 3. 14 8. 0. | WV =/zdV.
82, 23 o. L. in einigen Punct.

u. ft. denfelben 1. derfelben.
u. I. D‘a’, D"a”,
6 . u . Man L. Denn man.

.3%.%”'

oo N £31) 2% PO W LWL W T
: -

-0 U ft. —a, —b, —¢ |, —a‘, —b’, ~—¢'.
108. 3. 15. v. o, ft. benfelbenl demfelben.
127. 3. 2. 9. 0. ff. dt [,
138. 3. 5. v. u. febltim Ieeten liede bes Werthes von Q' der Factor a,
141. 3. 10. . 0. L. Paare (Bc, Ce’), (€4, DAY
L43. 0. 0. . an L. in.
204. 3. 9. 8. 0. vor einer fehlt in.
205. 3. 6. 8. 0. vor ein fehlt in.
209. 12»0&64!65
217. 3. 5. 9. 0. {. Y=0, Z=0.
252. 3. 10. v, 1. fiveidye und 71.
281. 3. 12, 4. 9. [. fxy dm=0.
307. 3. 44, v, u1. fiveithe um.
308. 3. 2. 9. 0. nacy vie feblt fidh.
309. 3. 6. v. o, . 16, 17, L. 6. a. b.



' Beridtigungen.

Xm erften Theile.

1 1 fix+4-k) __f_’E]

©. 9. 8. 5.y Ul ® ——qr(x-{-k) ox

©. 54. 3. 4. und 5. v. u. . und L um,

©. 78 3. 12. . 0. ft. v—y=v, L v=V,.

&. 117. 3. 3. u. 3. 8. v. u. [. 001412,

©. 132. 3. 10. ». o, feblt 4 vor d?z7. e
©. 135. 3. 3. 0. u. im Jdpler [ (Ay?4-d?z?)dx’.

2

d?z
&. 131. ,8. 3.0.0. L E;'

LI
©. 163. 3. 10. v. 0. ﬂ.—; .
1. 1 1 1 1

1 1 F O S U
&. 170. 3. 9. v. u. ft. ~§'§_4—--1+X—1 [ +3 1 x=1

du

&, 191. 3. 7. 9. 0. . dx=.._e_u_,

©.222. 3. 7.0 u ft. asing L bsing.
©, 223. 3. 11. v. 0. L. fo Eommt.

§. 1—4.

§. 5—9.

10—38.

3945,
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Mittelpunct yweier Krifte in einer Soene ovvvvannn...... 29
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46—52. Biegung elatifher &edern, in einer Gbene ............... 139
Unwendung auf einen biegfamen Stab................. .. 161
53—64, Allgemeine Unterfudung iiber die Bedingungen des Gleich.
emidfesd «.oo.eiiiii 165
baup(fag derfelbest .o veennin.... Sereesiiiinaiiia,,., 181
Cntwidelung des allgemeinen Ausdruckes der Gefdywin.
DIGReIE - eueeet e 184
©ag der virtuellen Gefdywindigheiten ............. 187
Unwendungen deffelben - ... e 191
Dynamik
65—72. Bewequng ef ted vevrens e v
18 B gung eines Puncted -.oooeovnii 203

Eegung mefrerer Puncte, unter gegenfeit. Nnsiehungen 226
Unverdnderlicpteit der Refultante unp bed jufammenges |
festen Paares der Bemwegungdmomente ............... 227
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Cinleitung.

' 1. «@ic Beobadbtung [(aft unsd jwar fmmer nur rela:
_twe Rube und Bewegung wahenehmen; o ift aber Flar, daf
jedem QKbrper, oder jedem materiellen Puncte, entweder abfolute
Rubhe oder ivgend eine abfolute Beroegung jufommt,  Von die:
fen muf Folgendes angenommen toerden:

€in matevieller Punct fann nidht aud abfoluter Rube in
:Bemegung ubergehen, roenn nicht eine von ihm verfchicdene Urz
L?:c?:@?g??ﬁ:bgrff,t. welde ihn jur Bewegung beftimmt.‘ @iefe
L WicPt eine Kraft auf dep-ruhenden Punct, fo geht derfelbe
in‘gerader Linie fort, AMd jwar mit gleidhformiger Ge=
fdwindigfeit, b,{)/m gleichen Jeiten gleiche Raume durdh:
Taufend. .

, Die Ridtung, nach weldher der Punct geht, roird nur durdh
die Qeaft felbft beftimmt, und Heift daber die Ridhtung der
Kreaft.

Diefe Sage- ftellen, 3ufammengenommen,/bqg Befes der
%liégbeit, in Bejug auf abfolute Bervegung, dar. &ie laffen
fid auch in cinen ay jufammenfafien, von weldhem fie nue

~ Die Cntwidelung find, namlich daf die Materie fidy gegen abfos

gt’e Ruhe und Vewegung ganglidh gleidhygaitig veehdlt.

wfes'@efeg ber Rragheit, in Bejug auf die abfolute Beres
gung, ift das erfte Apiom der Mechanif. Das jweite Apiom
: , 1
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betrifft die velative DBetwegung, und dehnt daffelbe Gefey dev
Rragheit audh auf fie aus.

amlidh dev bewegliche Punct (P), weldher fo eben im er:
ften (abfoluten) Raume A gedacdht wurde, fann audy gedacht roer:
den al8 enthalten in cinem jweiten (velativen) Raume B, tel-
dec mit P gugleich in A beweglich ift.  Wird nun P durdh dic
RKeaft in Bewegung gefest, fo ftelle man fih vor, daf alle
Puncte von B fich mit der namlichen Gefchroindigheit in der
namlichen Richtung, tie P, fortbetvegen; alsdann befindet fich
P, wafhrend feiner abfoluten Berwegung, Leftandig an dem ndm:
lihen Orte ded Raumes B, d. H. P ift in B in velativer Rube.
Al jtoeited Ariom rwird nun fefrgefest:

Wicft eine Kraft auf den im Raume B relativ ruhenden
Punct, fo ecfolgt eine velative Beroegung }11 B, und jtoar:genau
die ndmlidye, welhe Statt finden wirde, toenn der Raum B,
und mit ibm der Punct P, gar Feine abfolute Berwegung
atte. o

Gin in dem Raume B befindlicher, die abfolute Bewegung
deffelben nidbt wahrnehmender, Beobachter rwird mithin den Punct
P in einer fdheinbar rulenden geraden Babhn .Qleid)fi\r:
mig ifoctgehen fehen. Wahrend aber P ir diefer Bahn fortgeht,
geben in der That alle Puncte diefer Balhn, mit der
ibnen, tie jedem Puncte von B, jufommenden gleichfdrmigen
Gefcdhmwindigfeit, unaufhoclich) im Raume A gerade fort.
Hieraus ergiedt fich fogleich, teldbe Bewegung der  Punct
P, ducd) das Sufemmentvirfen jweicr Keafte, im  abfoluten
Raume echalt.

Denn man denfe fich den Punct, vermdge diefer durch jroei
Kedfte vecanlafiten Bewegung, aus einem Orte O in einen ans
deren Ort O’ des abfoluten Raumes gelangend, fo folgt aus
dem eben Gefagten, dafi die Gerade OO’ die DiadiMale cines
Pacallelogrammes ift, deffen cine Scite der Weg ift, roelchen der
Punct in feiner relativen Bahn in B, von O aus, in der Stvis
fcbengeit gleichformig durchlaufen hat, wahrend die jrweite Seite

2. @inleitung. 3

Die von jedem Puncte der Wabhn inywifchen durchlaufene Strecke
Dacftelit.

Wicfen demnach auf einen Punct grei Kedfte, in Geliebigen
Richtungen, gleid)piel oD gleidyzeitig oder die eine nach der andern;
fo siehe man aus dem Orte O, twelden der Punct in dem Hu:
genblicfe einnimmt, da die jtoeite Keaft auf ihn einmwickt, groei
gerade Linien in den RNidtungen der Krdfte, und jar jede
von O aud nady derjenigen Seite, nach weldher die entfprechende
Keaft den Punct bintreidt; nehme auf beiden Geraden stoei
Strefen a und b, roelche der Punct in gleidhen Jeiten durch:
laufen toiirde, tenn das eine Mal die eine, dag andere Mal die
andere Kraft allein ihn in Bewegung fepte; vollende aus den
Seiten a und b das Parallelogramm, und giehe aus O die Dia-
gonale OO'; — fo bewegt fich der Punct in diefer Diagonale
mit gleichfdrmiger Gefchmwindigfeit fort, und gelangt in den End:
punct O derfelben in dem namlichen Augenblicke, in toelchem er
Die eine der Gtrecfen a oder b durchlaufen Haben wirde, wenn
ev durch die in der Richtung decfelben toivfende Kraft allein,
vor O aus, in Bewegung gefest worden ware,

Diefer Sa ift eine unmittelbare Folgerung aus den beiden
aufgeftellten Agiomen, oder aus dem fiir die abfolute mie fltc die
velative Bewegung auf glciche Weife afs giltiy angenommenen
Befege der Tragheit. ‘ L

Da fidy soei gleichfdrmige Sefdhindigeiten verhalten, wie

Die in gleichen Seiten, vermdge ihrer, durchlaufenen Wege, o

vechalten fich die Sangen der Seiten a und b, und der Diago:
nale OO’ (d) de8 Pacallelogrammes ju cinander, wie die Ges
fdwindigfeiten, mwelche jede der beiden RKrdfte, allein rivkend,
und die, reldhe beide, jufammentoicfend, dem Puncte ectheifen;
und mithin feellen diefe Linien die ihnen entfprechenden Gefdywin:
Digfeiten nicht allein der Michtung, fondern audy der Srofe
nach dar.

2. Aus der Conftruction ded Pavallelogrammes ergeben fich
fofort folgcnde Sufase, als befondere Falle:
41 *
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a) Werden einem Puncte von jwei Krajten die Gefchroins
digfeiten a und b in der ndmlichen Richtung und in dem nam:
lihen Sinne ertheilt, fo beroegt er fich in diefem Sinne mit dev
sufammengefetten Sefchroindigteit a+b.

b) Sft aber die Gefdrindigfeit b bder andern a gerade
‘entgegengefest, fo erhalt der Punct die Sefchindigfeit a—b,
und geht mit diefer in dem Sinne von a obder in dem Sinne
von b fort, je nachdem a grdfer oder fleiner ift als b.

©) Gind endlich beide Gefchroindigeiten einander gleich und
entgegengefet, fo ift die sufammengefete Sejdhmindigfeit Nuil.

IWivkt alfo die Kraft P jrocimal in demfelben Sinne auf den
Punct, fo ectheilt fie ihm jedesmal die ndmliche Gefchwindigfeit
a, und der Punct erhalt die jufammengefeste Gefchroindigleit
2a. IWicft uberhaupt die Kraft P nmal auf den Punct, jeded:
mal in demfelben Sinne, fo echdlt der Punct aud) die Befchtvin-
Digleit na. Denn diefe Behauptung ift vidhtig fir n=2; bier-
aus folgt fie abev tvieder fir n=3, u. f. f. Und e ift, in
PBesug auf die gulest Hervorgehende pufommengefeste Sefchwin:
digfeit, einevlei, ob die eingelnen P gleicheitig oder nad) cinans
Der wicfen.

Stei Krdfte find von gleider Jntenfitdt, oder fie find
cinander gleich, wenn fie Dem namlidhen Puncte gleidye
SefchwindigFeiten ectheilen. Wirfen auf einen Punct gleichs
3itig n gleiche Krafte (P) in gleihem Sinne, fo wicft auf ihn
eine Kraft, welhe die nfacdhe von P ift. €8 ectheilt aber, nad)
dem Borhergehenden, diefe Kreaft nP dem Puncte die Sefdyroin-
Digfeit na, tenn die Keaft P allein ihm die Sefdwindigteit a
evtheilt.  Dicraus folgt, dafi die Jntenfitaten der. Keafte den
Befchindigheiten proportional find, welche fie demfeben Puncte
mittheifed, -

7 @8 feien P und Q die Sntenfitaten jroeier Keafte, a und b
die ihnen proportionivten Gefchroindigfeiten, weldye jede eingeln,
und d die sufammengefeste Gefchtoindigfeit, toeldhe beide, gufams
men wicfend, dem Puncte ectheilen.  Alsdann fann man fich

3. Ginleitung. 5

eine dritte Kraft von der Jntenfitdt R porftellen, tweldhe in dee
Ridhtung von d allein angebradt, dem Puncte gevade die ndm:
lige Gefchroindigfeit d ertheilen wirde.  Diefe Rraft R heift
die Refultante von P und Q, fo twie P und Q die Compos
nenten von R fheifen. Da die Keafte P, Q, R in den Ridh-
tungen derjenigen inien ticfen, welcdbe, als Seiten und Diago-
nale eine8 Parallelogrammes, die Sefchindigleiten a, b, d var-
ftellen, und da ifhre Fntenfitaten den Langen diefer Linien pro-
poctionict find; fo frellen diefelben finien aud) die Richtungen

der RKrafte und die Verhdltnifie ihrer Jntenfitdten dar. IMan

eehalt alfo den Gap:

Srei Krdfte P und Q, an demfelben Puncte (Angriffs:
puncte) angebradyt, laffen fich allemal durch cine dritte Keaft
(Refultante) exfesen, weldhe genau das Namliche wiclt, rofe diefe
Keafte (Componenten). Iieht man aug dem Orte Des Angriffs:
punctes ztoei Yinien, weldhe die Somponenten nadh Ritung und
Brofe (Sntenfitat) datftellen, und volfendet aug ihnen dasd Pa:
tallefogramm, fo toird wicd die Refultante, nadh Ridhtung und
Brofe, durch die von dem Angrifépuncte ausgehende Diagonale
datgeftellt.

Diefer Saty fihet den Namen des Parallelogrammes
der Keafte.

3. Bisher ift nur von einem eingigen frei Detwcglichen
Puncte die Rede getvefen, auf welden Kedfte wickften. Sind Krafte

an perfdiedencn Ungriffépuncten gegeben, fo Fann man

ihre Sntenfititen Feinedoegd durch die Gefchwindigheiten mef
fea, welche die Puncte echalten; vietmehe muf man die Kdfte,
deren Sntenfitdten mit einander verglichen toerden, fammtlicy an
Cinem und demfelben Puncte anbringen, um fie algdann
Ourdy die erjeugten Gefchtoindigheiten gu mefien,
Jntenfitaten der Krafte (oder viefmehr ihre Verhaltniffe ju ciner
Belicbig angenommenen Ginfeit von Kraft) auf diefe Weife ald
beftimmt betrachtet, fo fonnen nunmehe die namfichen Qudfte auf
verfchiedene Angriffspuncte wickend gedacht werden. Dabei bleis

o

Werden die
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ben die Gefchroindigleiten bder  Angriffspuncte noh unbefannt,
wenn auch dic Jntenfitdten der Krdfte al8 befannt angefehen
werden. @8 ift aber fir jest nidt ndthig, ettvad RNaberes fiber
die Gefchwindigfeiten der verjchiedenen Puncte ju fagen.

Mehreve Puncte, die auf ivgend eine Weife mit einander
verbunden find, fo dag fie fid nidht unabhangig von einander
bewegen Ednnen, bilden ¢in Spftem von Puncten.

Wirken auf ¢in Spftem von Puncten beliedige RKrafte, fo
find, nach der eben gegebenen Grflarung, die Bewegungen der
Puncte im Aligemeinen von denen verfchieden, roelche die Puncte,

5 lg feei gedacht, erhalten roficden. €8 muffen folglich noh an:

dere Krdfte, aufier den angebrachten, vorhanden fein, toeldhe ju
den Bewegungen der Puncte beitragen.  Diefe Krafte rihren
von der gegenfeitigen BVerbindung der Puncte Her, und werden
"Siderftande, auh inneve Kcafte genannt, im Segenfape
der an dem Spftem beliebig angebrachten Kedfte, welche aufeve
Krdfte beifen.

Smwifden mehreren, an einem Spfteme angebrachten Krdften
Defteht Gleidbgewidt, twenn die Bewegungen, welde durdy
einige derfelben veranfafit, durch die anderen gerade aufgehoben
terden.  ©6 befteht 3. B. Gleichgeridht zrifchen jtoei gleichen
und entgegengefesten, an demfelben Puncte angebradpten, Kraf:
ten (§. 2. c).

Man fagt audy, tvenn mehreve Krafte an einem Spfteme
(oder an cinem Puncte, Der ald das einfacdbfte Spftem be:
trachtet toerden Fann) einander Gleichgervicht halten, das Spftem
fei, unter diefen Krdften, in Gleichgericht. DHievaus folgt aber
nidt, daf das Softem fich darum in Rube befinden muf; das:
felbe fann vielmehr fdon irgend cine BVewegung Defigen, Wenn
aber mehrere Krafte dag Spftem, in einem Augenblicfe, fo trefs
fen, vaf jroifhen ihnen Gleichgeridt befteht, fo Haben fie
Feinen Ginfluf auf die Betwegung deffelben, toenn eine folche vors
Handen ift.

4. Ginleitung, 7

? 4. Das Borftehende enthilt die allgemeinften Grundlagen
der Medpanif. Diefe Wiffenfchaft gecfdlit in ywei Theile.

Der erfre Theil Heift die Statif.  n demfelben werden
die Bedingungen untecfucht, unter denen Kudfte, an cinem geges
benen Gpfteme, einander Gleichgeroicht Halten; oder e§ werden
audp Krafte gefucht, welche anderen, an dem Spfteme angebrady-
ten Krdften, goifhen denen nicht Gleichgeroicht befteht, Gleichge-
widt halten. Wenn jrvifchen den Kredften (P, P, P, o) einer:
feits, und den Kraften (Q, Q' Q",++) andererfeitd, an cinem
CSofteme Gleichgervidyt befteht, und twenn tviederum, anfatt dep
Keafte (P, P!, P .0), andere Kedfte (p, p, p+++) an demfel:
ben Gpfteme angebradyt, den ndmlichen Kraften (Q, Q) Q" )
Gleihgerviht halten; fo find die Krdfte (P, P, P"«) und
(p, p, p"+) gleichgeltend, oder e8 laffen fih allemal die
cinen durd) die anderen ecvfepen. Namlidh die Betwegungen,
toelche te Krdfte (P, P’ ++), obhne die Keafte (Q, Q' ++) an dem
Softeme angebracht, veranlaffen, miffen einerlei fein mit denen,
telche durch die Keafte (p, p' +-) veranlaft wihrden, roenn dicfe
allein wicften; weil fotoohl jene al$ diefe Betvegungen fich ge-
gen die durdy die Krdfte (Q, Q, Q") hervorgebrachten Bes
wegungen, nad) der BVorausfebung, gevade auffieben. Die Un:
tecfudung der Bedingungen des Gleichgerichts ift daher jugleich
die Unterfuchung der Bedingungen, unter tvelden mehreve Krafte
(P, P, P"+), anderen Kedften (p, p', p” «+) gleichgelten,
oder die Statif hat cbenforoohl die eine ald die andere jum Ge:
genftand.

Die Wichtigheit der Statif befhrantt fich daber einestoe:
8e8 allein davauf, bdafi fie die Dedingungen des Gleidgervichtes
Pennen fefet; fondern fie ift auch, toenn nidt Sleichgervicht bes
fteht, fac die Unterfucpung der durd) die Krdfte veanlaften
Bewegungen eine nothwendige Borbereitungs: Wiffenfchaft. n-
Yem fie namlih) die Regeln angicdt, nach reldyen Deliebige
Redfte an einem Spfteme in andere gleichgeltende ju verwans
Veln find, madt fie es moglich, unter diefen Vertwandlungen



8 @infeitung. 4.

dicjenige auspurdhlen, toeldhe jur Befimmung der gefuditen Be:
tegungen dienlich ift.

‘Der goeite Theil der Medanif wicd die Medanif im
engeven Sinne, oder auh die Dpnamif genannt. Derfelbe

befpaftigt fich mit den durch die RKedfte veranlaften Bere:
gungen.

S t at it
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Gtatif.  Krafte an cinem Puncte. it

Statikt

Krdfte an einem Puncte,

5. c‘igirfen an cinem Puncte A joei Kedfte P, Q, nacdh
Richtung und Grdfe dacgeftellt burdy die Sinien AB, AC (Fig. 1.);
fo ritd ihre Refultante R durch die Diagonale AD des Pavals
lefogrammes ABDC, nad) Richtung und Srdfe dargeftellt (§.2).
Bringt man an A eine de